Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflisung der
“Gleichungen.

Von Dr. E. Scuroper in ProrzEBIM.

Das vielbehandelte Problem der Auflésung einer Gleichung wird
im Folgenden aus einem, meines Wissens, neuen Gesichtspunkte in
Angriff genommen, welcher die gemeinschaftliche Quelle sowohl fiir
mehrere bekannte, als auch fiir unzihlige noch nicht beachtete Auf-
Iosungsmethoden bildet. Die Untersuchungen beziehen sich nicht nur
auf algebraische, sondern auch auf transcendente Gleichungen mit
ciner Unbekannten. Anregung zu denselben erhielt ich 1867 durch
cinige Mittheilungen von Herrn Dr. Heinrich Eggers aus Meklen-
burg — vormals Professor am Gymnasinm zu Schaffhausen und gegen-
wiirtig nach Amerika ausgewandert — dem ich namentlich die Kennt-
niss eines grossen Theiles der in den §§ 2., 3., 7., 8., 11., 12., und
15. vorgelegten, ibrigens selbststéindig von mir hergeleiteten Resultate
verdanke.

§ 1.
Charakter der Auftlosungsmethoden und Bedingung ihrer
Anwendbarkeit.

Ist f(#) irgend eine eindeutig definirte Function des complexen
Argumentes # = z - iy, welches wir uns stets durch einen Punkt
der Zahlenebene dargestellt denken wollen, so besteht die Aufgabe,
welche den Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen bildet, darin,
die Gleichung:

(1) (5 =0
aufzuldsen, das heisst, irgend eine Zahl (Wurzel) #, zu finden, von
der Kigenschaft, dass

@ [@) =0

ist. Es soll jedoch nur von denjenigen Wurzeln der beliebigen alge-

braischen oder transscendenten Gleichung (1) die Rede sein, in wel-
chen und um welche herum die Function [ (2) stetig ist, fiir welche
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ferner die Function von endlicher Ordnung Null wird. Nehmen wir
das Zeichen z; um irgend eine erste eben dieser Wurzeln vorzustellen,
so wird also die Function f (2) in einem gewissen, den Punkt z, um-
schliessenden Gebiete T' einwerthig stetig und endlich, und wird f (2y)
von endlicher Ordnung O sein.

Aus der Functionentheorie ist nun bekannt*), dass der Grad der
Vielfachheit der Wurzel 2, oder die Ordnung des Verschwindens der
innerhalb T' einwerthigen Function 7 (#), ebenso wie die Ordnung des

Unendlichwerdens der reciproken Function in dem Punkte 2, eine

1
o)
(positive) ganze Zahl p sein muss, so dass man setzen kann:
®3) f&) = (e—2) v,
wo 3 (2) eine ebenfalls innerhalb I' einwerthige Function ist, deren

Grenze
lim y (2)

einen bestimmten von O und oo verschiedenen Werth erhilt. Da fer-
ner die Derivirte d, ¥ (2) == ¥ (¢) daselbst ebenfalls wieder einwerthig
und endlich sein, da mithin:
(4) im (s —2,) v (9)=0
sein muss**), so folgt aus der differenzirten Gleichung (3), niimlich
ans:
(®) [O@E) = (@ — 22 {p9(2) + (2 2) v (5)}
leicht, dass die Derivirte f®(z) unsrer Function im Punkte z, von der
Ordnung p — 1 verschwindet.
Die Gleichung :

. 2
®) o = O
muss demnach die némlichen Wurzeln wie die Gleichung (1) — eine
jede nur eimfach — besitzen; ausserdem hat sie aber innerhalb 7° noch
diejenigen Werthe von z zu einfachen Wurzeln — und nur diese
Werthe — fiir welche f(2) unendlich wird.

Dieses vorausgesetzt, hat man zur Auflosung der Gleichung (1)
bekanntlich unter verschiedenen Methoden die Wahl. Es giebt nun
eine grosse und, wie sich zeigen wird, sogar unendliche Mannigfaltig-
keit von Auflésungsmethoden, welchen allen dieser Charakter gemein-
sam ist, dass man mit einer nabezu ganz willkiirlichen Zahl z nach
bestimmten Gesetzen zu rechnen beginnt, und durch eine hinreichend

*) Vergleiche z. B. Durége, Elemente der Theorie der Functionen einer com-
plexen verinderlichen Grdsse, Leipzig 1864, § 29.
**) Jbidem § 24. und 27.
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weit fortgesetzte Reithe von Operationen zu einem Resultat gefiihrt
wird, welches der gesuchten Wurzel z, so nahe kommt, als man will.
Jener Anfangswerth z kann manchmal als ein erster (oder nullter)
Niherungswerth fiir die gesuchte Wurzel z; angesehen werden, von
welchem aus man durch den Algorithmus der Auflésungsmethode suc-
cesgive zu besseren und genaueren Niherungswerthen gefiihrt wird;
oft auch ist man dabei des Durchganges durch zwischenliegende Nihe-
rungswerthe nicht benothigt. Von der Wahl des Anfangswerthes hiingt
es in beiden Fillen ab, welche Wurzel der Gleichung f(#) = 0 man
finden wird; im Uebrigen erscheint er als eine innerhalb gewisser Ge-
biete beliebige Constante, deren Einfluss auf das Endresultat um so
mehr verschwindet, je weiter die Rechnung fortgesetzt wird. Auf-
losungsmethoden der einen und der andern Art bilden den Gegenstand
der nachfolgenden Untersuchungen.

§ 2.
Methoden der erstem Art (Algorithmen).

Ohne dass iiber die Natur der Function f sogleich irgend etwas
vorausgesetzt werde, soll nun die Gleichung (1) zunichst durch einen
Algorithmus aufgelost werden, durch dessen wiederholte Anwendung
man von einem innerhalb gewisser Schranken beliebig angenommenen
oder errathenen nullten Niherungswerth z ausgehend successive zu ge-
naueren und genaueren Nihrungswerthen fiir die Wurzel z, gefiihrt
werde. Es handelt sich dann darum, eine solche Function I aufzu-
finden, dass die (leichung:
™M # = F()
stets einen Punkt 2z’ liefert, welcher der Wurzel 2, ndher liegt als der
anfinglich angenommene Punkt z.

Stellen wir uns nimlich eine solche Function F' als bereits be-
kannt vor, so wird die Berechnung von: '

2" =F ()
einen neuen Punkt liefern, welcher von der gesuchten Wurzel 2, noch
weniger weit entfernt ist, als die beiden vorhergehenden z und z°;
und definiren wir iiberhaupt:
(8) 20 = F (s0-D)

so wird die Distanz des letzten Punktes 2¢) von der Wurzel 2, nach
der iiber F gemachten Annahme kleiner sein, als die eines jeden der-
vorhergehenden Punkte:

14 r
2@ =g, 20 = g" | 2@ = g" , ...

von der nimlichen Wurzel; mit andern Worten die Moduln der Diffe-
renzen:

, 2=
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s 14 —_
B8, 8 —8, 2 —a& ,..., 200 —z , 800 —pg,

welche man als die Fehler der verschiedenen Niaherungswerthe bezeich-
nen kann, werden eine abnehmende Reihe bilden.

Eine fernere Forderung, die an die Function F gestellt werden
muss, ist aber noch die, dass erstere Distanz bei wachsendem » nicht
allein stets abnehme, sondern auch wirklich bis zu O abnehme,. so-
dass:

C)] m 2® = g,
werde.

Wenn diese Forderung, nebst der vorigen, die analytisch ausge-
driickt lautet:

(10) mod. {2t — 21} < mod. {zb—D— 21},

fur alle Werthe von r, wenigstens von einem bestimmten an bis »=oo,
erfillt ist, so giebt die Gleichung (7) in der That einen Algorithmus
von der verlangten Art an, durch dessen successive Anwendung man
die Wurzel ¢, der Gleichung (1) beliebig genau zu ermitteln im Stande
ist, und von welchem wir einfach sagen wollen, dass er von dem An-
fangswerthe # an gegen die Wurzel 2, convergire.

Die Auflosung der Gleichung f(2) = O kann alsdann symbolisch
wie folgt dargestellt werden:

(11) 7, = lim F7(s),

re=w
wenn wir niimlich, wie kiinftig geschehen soll, die »fach wiederholte
oder dterirte Function:

(12) f(f’{fl:’[f(z)]})-—-[”(z)
bezeichnen, s T

Die Bedingungen (9) und (10), welche also durch die Function F'
erfillt werden sollen, lassen sich aber in vortheilbringender Weise
umgestalten.

Der Anfangswerth 2 soll niimlich innerhalb eines den Wurzelpunkt
#, umschliessenden Gebietes U, welches fiiglich das Comvergensgebiet
des Algorithmus fiir die Wurzel 2, genannt werden kaun, ein belie-
biger sein. Stellt also # = 2z, 4- ¢ einen hinreichend nahe an z, in-
nerhalb dieses Convergenzgebietes gewiihlten Anfangswerth vor, und
rechnet man den folgenden Niherungswerth z° oder:

Fg + &) =254 &
aus, so muss nach (10) stets mod. &’ < mod. & sein; es muss folg-
lich, wenn ¢ irgendwie der 0 zustrebt, um so mehr auch &' der 0
zustreben, oder es muss: )

lin?(l’ Fzgg 4+ ¢ = 2
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sein. Diese Gleichung lehrt, dass die Function I' erstens in dem
Punkte z, stetig sein, und zweitens die Bedingung:

(13) F(z) — 2

erfiillen muss.

Nun kénnte zwar von dem Punkte 2, noch eine Unstetigkeitslinie
der Function F' ausgehen, oder ein Verzweigungsschnitt, wenn diese
Function in mehrere Blitter fortgesetzt wiirde; wir wollen uns aber
auf die Aufsuchung solcher Functionen F' beschriinken, welche inner-
halb U, oder wenigstens innerhalb eines den Punkt z, umschliessen-
den Theils dieses Convergenzgebietes, einwerthig sind.

Alsdann lisst sich F (2) oder F' (¢, 4 &) innerhalb eines den Mit-
telpunkt 2, umschliessenden Kreises, oder fiir ein ¢ von hinreichend
kleinem Modul, in eine Taylor’sche Reihe entwickeln:

Fo+8 = F() 4+ sFO@) + 5 FO @)+,
oder wegen (7) und (13):

(14) ¢ =2 4+ eFO() + %ZF@) () + -+ -

Vorausgesetzt , dass zuniichst F'®(z,) von O verschieden sei, wird
fiir ein hiureichend kleines & das Glied s F® (z)) alle rechts nachfol-
genden Glieder iiberwiegen, und man wird fiir ein unendlich kleines &
setzen konnen: '

7 —z = s FO(z).

Soll der Modul dieser Differenz gemiss der Forderuug (10) klei-
ner sein, als derjenige von z — 2z, = ¢, so erhalten wir als zweite
Bedingung, welcher die Function F' unterworfen sein muss:

(15) mod. F® (g) < 1.

Wire F®(2) = 0, so wiirde diese Bedingung ohnehin erfiillt
sein.

Wenn nun aber die Bedingung (15) tiberhaupt erfiillt ist, so
wird der Fehler des ersten Nsherungswerthes, d. i. 2 — #,, seinem
Modul nach geschiitzt, nur ein Bruchtheil des urspriinglichen Fehlers
der Annahme, d. i. 2 — 2, = ¢ sein, und da man durch wiederholtes
Multipliciren mit einem counstanten echten Bruche jede Zahl der O so
nahe bringen kann als man will,. so ist es unschwer nachzuweisen,
dass dieser Fehler des Niherungswerthes, bei fortgesetster Anwendung
des Algorithmus, der O in der That zustrebt, oder dass auch die For-
derung (9) erfiillt ist.

Es lassen sich also, wenn wir uns auf eine einwerthige Function
F beschrinken, die beiden Bedingungen (9) und (10) durch die (13)
und (15)- ersetzen.

Ferner kann man beiliufig den Satz aussprechen:
Mathematische Annalen IIL 21
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Ist F (2) cine um den Punkt z, herwm einwerthige Function, wel-
che den Bedingungen (13) und (15) gewiigt, so kann man immer eine
wbrigens willkiirliche Zahl & nahe genug an 2z, annchmen, damit die
Gleichung (11) erfiillt werde; mit andern Worten, fiir alle Punkte 2z
eines gewissen wm den Punkt 2z, herum liegenden Gebietes strebt die ohme
Ende fort iterirte Function F (2) der Wurzel 2, der Gleichung F (2) = #
als Grenze zu.

Wir hatten gefunden, dass unter den Voraussetzungen (13) und
(15) die Gleichung (7) einen Algorithmus von der verlangten Art an-
giebt. :

Wird der Fall: F® (z) = 0 ausgeschlossen, so moge die Con-
vergenz des alsdann vorliegenden Algorithmus eine lincare, oder vom
der ersten Ordnung genannt werden,. weil hier der Fehler des Nihe-
rungswerthes der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe um
80 genauer proportional ist, je kleiner der Modul des letateren ist.

Einen viel brauchbareren Algorithmus erhilt man jedoch, wenn
die Function F' so gewihlt wird, dass zu den fritheren Bedingungen
noch die Gleichung:

(16) F® (e) = 0

hinzutritt. Ist hier die néichst hohere Derivirte F® (z,) von O ver-
schieden, so wird fiir ein unendlich kleines & der Fehler des Niihe-
rungswerthes :

’ &®
7 —o = 5 FO()

dem Quadrate des urspriinglichen Fehlers & der Annahme proportional,
er wird von der Ordnung dieses Quadrates, und kann die Annéherung
fiiglich eine guadratische genannt werden. -

Ebenso erhilt man iberhaupt einen Algorithmus, welcher eine
Auniherung von der o' Ordnung gewshrt, wenn die Function F so
bestimmt ist, dass gleichzeitig
(1) FO@) =0 , FO@E)=0 , ... Fo-E) =20
ist, wihrend F@(z) von O verschieden ist, denn alsdann wird fiir
ein unendlich kleines &:

sw
2.3...0
also der Fehler bei dem Niherungswerthe proportional der ' Potenz
des Fehlers beim Anfangswerthe.

Ist in der That der nullte Niherungswerth oder Anfangswerth
— seinem Modul nach geschitzt — auf s Decimalstellen hinter dem
Komma genau, so wird der folgende oder erste Néherungswerth bei
dem quadratisch convergirenden Algorithmus schon auf 2s, bei dem
Algorithmus der @*» Ordnung schon auf ungefihr ws Decimalen nach
dem Komma richtig sein, das heisst, genauer gesprochen: die Zahl s

’
Z—Zl=

Fe (),
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kann so gross gedacht werden, dass fiir sie und fiir jede noch grossere
Zahl s die Behauptung in aller Strenge richtig ist.

Es moge nun das Resultat recapitulirt werden:

Ist 2, cine Wurzel ciner Gleichung [ (2) = 0, ist ferner I (2) eine
Lunction, welche innerhalb eines den Punkt z, umschliessenden Gebietes
einwerthig ist und dortselbst den Werth 2z, annimmt, so dass die Glei-
chung (13):

F(e) =2,
erfillt ist, so stellt die Gleichung (7):
7z’ = F(2)

cinen Algorithmus vor, welcher ebenfalls immerhalb eines, jenen Punkt

umschliessenden Gebictes, gegen die Wurzel 2z, cowvergirt, wenn (15):
mod. F'®(z) < 1

ist, und zwar nur lincar, wenn diescr Werth von O verschieden, hin-

gegen von der o't Ordpung, wenn (17):

FO@E)=0, FO)=0, ... FOoU() =0, mod. F®() >0

ist.

§ 3.
Beispiele von Algorithmen.

Wir lassen jetzt die im §-1 erwhhnte Voraussetzung iber die
Einwerthigkeit der Function f(2) eintreten.

I. Der bekannteste Algorithmus der gedachten Art um eine Glei-
chung [ (2) = O aufzulosen, ist der Newton’sche; derselbe ist darge-
stellt durch die Formel:

, r(2)
FE=E o]
und ist also fiir ihn F'(2) oder:
f
F= g — f(T) ’

wenn jetzt Kiirze halber die Argumente 2z weggelassen werden.
Ist ndmlich die Wurzel 7, eine pfache, und bezeichnen wir
2 — 2 =&,
sodass gemiss § 1:
=&y , [O=er1(pyp + eyp®)
und:

—_— . 'Y Shine PO —1 . % %
Fez p¢+£¢(x)?mlthln'F)”‘]~ o 0 sazw+swm

wird, so erkennt man in der That sofort, dass fiir # = 2, oder ¢ =0:

F = ¢, sowie F® = 1 _—-1-} , folglich mod. F® < 1 ist,
21%*
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dass also die gefundenen Grundbedingungen eines Algorithmus durch
den Newton’schen erfiillt werden.

Falls p.> 1, ist F® von O verschieden; der Algorithmus conver-
girt also nur linear, wenn eine vielfache Wurzel durch denselben ge-
funden werden soll, und zwar um so schlechter, je vielfacher die ge-
suchte Wurzel ist. Ist aber p = 1, die Wurzel eine einfathe, so ist
der Newton’sche Algorithmus von quadratischer Convergenz, da als-
dann F®(z,) = 0 wird, wihrend F® (z,) im Allgemeinen von O ver-
schieden bleibt.

Will man auch fiir den ersten Fall einen quadratisch convergi-
renden Algorithmus erbalten, wihrend der Grad p der Vielfachheit
der Wurzel bekannt ist, so braucht man nur zu setzen:

Fe=z— P ;% )
desselben Algorithmus kbnnte man sich mit Vortheil bedienen, wenn
p nahezu gleiche Wurzeln vorhanden wiren.

In dem besondern Falle, wo f(2) = (2 — z,)” selbst, also ¢ (¢) =1
ist, liefert der letztere Algorithmus fiir jeden Anfangswerth z sofort
die richtige Wurzel der Gleichung, indem #" =z — & = 2, wird.

II. Bezeichnet man eine belichige um den Punkt 2, herum ein-
werthige Function, welche in diesem Punkte selbst nicht etwa unend-
lich ist, durch

PW(2)
9@ ’
so liefert die Gleichung:
;o r (%) o(2) r 1
LT sarow —raem 9 F=r—gm—og
f ?

einen Algorithmus zur Auffindung der Wurzel #,, welcher im Allge-
meinen nur linear convergirt, wenn diese Wurzel eine vielfache, hin-
gegen quadratisch, wenn sie eine einfache ist.
Derselbe ergiebt sich, wenn man den Newton’schen Algorith-

mus zur Auflosung der Gleichung

1o _

30 0
bildet, resp. in den Formeln sub I. tiberall 7’{: statt f setzt. Auch die

letztere Gleichung besitzt nimlich die Wurzel z,, und kann an Stelle
der Gleichung /' (2) = O aufgelost werden, wenn nur, wie dies in der
obigen Voraussetzung implicirt ist, die Function ¢ nicht zugleich mit
{ verschwindet,.

Auch ohne den letzteren Algorithmus aus dem Newton’schen
abzuleiten, kann man die Zuldssigkeit desselben direct darthun, indem
man durch Einsetzung von f = &9 bildet:
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F =z — S J— »

O )
Pt — et
und diesen Ausdruck nach # differenzirt.

Wegen der Willkiirlichkeit der Function ¢ umfasst aber der ge-
genwiirtige allgemeine Algorithmus unendlich viele specielle Algorith-
men, z. B. der Newton’sche selbst geht durch die Annahme

g (#) = Const.
wieder aus ihm hervor.

III. Die Function ¢ lisst sich jedoch so wihlen, dass der Algo-
rithmus sogar fiir eine vielfache Wurzel quadratische Convergenz
behiilt — und dies giebt den bemerkenswerthesten Specialfall des all-
gemeinen Algorithmus; zufolge der an Gleichung (6) gekniipften Be-
merkung wird derselbe erhalten, indem man @ = f® annimmt. Hier
findet man nach einer leichten Reduction:

1
p—{—e%l
Fe=z—¢ -

DR T
PTG e
und da fiir ¢ = 0 sofort auch F® == 0 folgt, so ist also:
1@ fO(2)
(&) — 1 (z) f®O()
ein stets mit quadratischer Schnelligkeit convergirender Algorithmus,

§ =8 —

§ 4.

Die allgemeinsten Algorithmen von gegebener Convergenz-
geschwindigkeif.

Ich gehe jetzt dazu iiber, in der allgemeinsten Weise zu zeigen,
wie sich leicht Algorithmen 2" = F'(s) construiren lassen, welche
gegen eine Wurzel 2, der Gleichung f (2) == O mit beliebig gegebener
Schnelligkeit convergiren.

Die Function f sei jedoch der im § 1. erwiihnten Bedingung der
Einwerthigkeit unterworfen, ebenso die Function F gemiss § 2.

Der beliebige, nur hinreichend nahe an 2z, zu wihlende Anfangs-
werth # werde Kiirze halber weggelassen, wo er als Argument einer
Fanction auftritt; ist aber in einer Formel statt des allgemeinen
Argumentes z das specielle #, zn denken, so werde die Gleichung
z=1¢, oder die fir unsern Zweck dquivalente: f(¢) =0 zur Unter-
scheidung daneben geschrieben. Die besonders hiufig auftretenden
Derivirten der Function f:

2.2 f (2) = (2]

mogen ferner mit f, bezeichuet, jede andere Differentiation nach 2z
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aber mittelst der Symbole o, , resp. 22, kiirzer 9, resp. ¢ angedeutet
werden, und, erstrecke sich der Einfluss eines solchen Symbols stets
auf alles Folgende bis zum nichsten - oder — Zeichen.

Mit ¢, @,, @,, ... werde ich arbitrire Functionen von 2 bezeich-
nen, die nur in der Umgebung des Punktes 2z, einwerthig sind und
in diesem Punkte selbst nicht unendlich werden.

Unbeschadet der Allgemeinheit kiénnen wir uns endlich auf die
Voraussetzung beschrinken, dass jede Wurzel 2, der aufzulésenden
Gleichung =0 eine einfache sei; denn enthilt diese Gleichung viel-

fache Wurzeln, so besitzt die Gleichung —ff~ == (), wie schon erwiihnt,

die néimlichen Wurzelu, eine jede nur einfach; man braucht also nur
in den fiir den ersteren Fall erhaltenen Resultaten die Function f

durchweg durch 7 zu ersetzen , um das Entsprechende fiir den letzte-

ren Fall zu erhalfen.

Die erste an die Funetion F' zu stellende Forderung war nun die,
dass F ==z sei filr # = 2, oder f==0; und diese Forderung wird auf
die allgemeinste Weise erfiillt, wenn man setzt:

F=z— p,
wo die arbitrire Function ¢ ausser der schon erwiihuten Eigenschaft
auch noch die besitzt, fiir f= 0 zu verschwinden. Da diese letztere
Bedingung erfiillt- wird, wenn man setst:

¢ =[-9,

und zwar wiederum auf die allgemeinste Weise, so lange ¢, unbe-
stimmt gelassen wird, so ist:

F=2z—fo
die allgemeinste Form einer Function, welche die erste Forderung ex-
fulls.

Soll nun dieser Algorithmus zum mindesten von quadratischer
Convergenz sein — (fiir diejenigen von linearer Convergenz, fiir wel-
che nur noch eine Ungleichung erfiillt werden, nimlich mod. 9 F < 1
sein muss fiir f = 0, lisst sich nicht wohl eine allgemeine Formel
aufstellen; tiberdies smd dieselben in der Praxis viel weniger brauch-
bar) — so tritt als zweite Forderung hinzu: 8 F = 0 fiir f= 0. Dies

liefert:
fior + fop, =1 fiir f =0,
oder, weil 9, so wenig als @, unendlich sein kann im Punkte z,:

fig, = 1 fir /=0,
und weil endlich, nach der Voraussetzung einer einfachen Wurzel, 7,
nicht zugleich mxt f verschwmden kann:

Q= TT fitr f'= 0.
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Lisst man diese Gleichung, weleche nur fiir # = 2, zu gelten brauchte,
sogleich fiir ein beliebiges z gelten, und fiigt noch ein arbitriives mit
[ zugleich verschwindendes Glied hinzu, setzt man also {iberhaupt:

lz—%{—flp?,

so erfiillt sich auch die zweite Forderung in der allgemeinsien Weise,
und es umfasst also die Gleichung:

—_—y L
F_“'Z fl f(p.’.

bei unbestimmt gelassener Function @, alle mdglichen Algorithmen
zweiter Ordnung oder von quadratischer Convergenz.

[In der That ist die Function ¢, leicht so zu bestimmen, dass
der Algorithmus beispielsweise in den sub II. im vorigen Paragraphen
angegebenen ebenso allgemeinen Algorithmus iibergeht; zu dem Ende
braucht man nur die beiden Ausdriicke von I einander gleichzusetzen
und @, mittelst dieser Gleichung durch die dortige Function ¢ auszu-
driicken. ]

Soll weiter der Algorithmus cubisch convergiren, so muss die
Function I die fernere Forderung: 921 == 0 fiir =0 erfiillen. Bil-
det man aber die Gleichung 9*F = 0, und setzt darin /= 0, ohne
im Uebrigen auch das Argument 2 in z, zu verwandeln, so lisst sich
daraus die Function ¢, in der allgemeinsten Weise der Forderung ent-
sprechend bestimmen, wenn man noch ein arbitrires, mit f gleich-
zeitig verschwindendes Glied hinzuftigt. So ergiebt sich nach leichter
Rechnung:

Py = g% + s,
und liefert folglich die Function:

den allgemeinen Algorithmus von cubischer Convergenz.

Fahrt man fort, in dieser Weise zu schliessen, so gelangt man
zu folgendem Resultate:

Der allgemeinste Algorithmus & = F (2), dessen Convergenz von
der @' Ordnung ist, wird erhalten, indem man:

M L . Lol ay L
Feom gt b gon—a (G2 7+
o fo—1 1 w—2 1
+ 0 mr (72) 7 e
oder wm kiirzerer Begeichnung:
a=—=w-—1
AR afa 5 &
(18) F=z4 ﬂ{i‘l L (f, )

annammt, wWo @y, cine arbitrire Funclion ist.

—1 3

““""f * Pu
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Zur Erkliruug muss ich bemerken, dass ich mich fiir die Facul-
titen 1.2.3...(«—1).a hier, sowie im Folgenden, Kiirze halber der
von Schlémilch eingefithrten Bezeichnung o/ bediene, ferner dass
der Ausdruck:

1 a1
(7?)

kein Quantititssymbol, sondern ein Operationssymbol vorstellen soll,

welches fordert, dass das darauf folgende Operationssubject ; nach
1

einander @ — 1mal erst differenzirt und dann mit - multiplicirt werde,

fi
1,3\ 1
) #
1,1
RORY R AT
Um nun die Richtigkeit des obigen Satzes zu beweisen, muss man
nur noch darthun, dass die simmtlichen Derivirten der Function F,
bis zur @ — 1t einschliesslich, fiir f= 0 verschwinden. Zu diesem
Zwecke hat man aber nicht nothig, die genannten Derivirten simmt-
lich zu bilden; es geniigt, die Gleichung (18) ein einziges Mal zu diffe-
renziren. Thut man dies in allen Gliedern zuerst nach dem Factor vor,
dann nach dem Factor hinter dem - Zeichen, ohne die letztere Opera-
tion mehr als nur anzudeuten, so kommt:

a=w—1 a P
PP =14 "E " (1) U Q‘)ll”—wﬂ1f1¢W¥
a==1 1

sodass z. B.:

den Sinn hat:

a==w—1 g
—1e I (L “_1__
+ 2 (=15 (7@ , fe-

In der ersten Summe rechts vereinfacht s1ch aber das allgemeine
Glied zu:

a fa—l 1 a—2 1
(— 1) =y, -0 (;c: 6) 7
und man sieht sogleich, dass sich das erste Glied dieser Summe gegen
den Term 1 weghebt; ebenso heben sich alle folgenden Glieder dieser
Summe gegen die @ — 2 ersten Glieder der zweiten Summe, sodass
nur das letzte Glied dieser letzteren stehen bleibt, nebst den zwei noch

ausserhalb befindlichen Termen.
Man hat also:

_ - (,_1)0) —1 }_ w-2_1_ . N —_F
oF = QU 0 (7:9) 7 7 — of 9o — foguf,
und da diese Function den Factor f»—! enthilt, also mit f zugleich
@ — 1fach verschwindet, so miissen auch die hoheren Derivirten der-

selben bis zur @ — 2t inclus. fiir f==0 verschwinden, wie gezeigt
werden sollte.



Methoden zur Auflosung der Gleichungen. 329

§ 5.
Auflosungsmethode der zweiten Art als Grenzfall der
Algorithmen.

Nachdem wir nun zu einem allgemeinen Ausdruck (18) fiir den
Algorithmus von der Ordnung @ gelangt sind, liegt der Gedanke nahe,
auch einmal @ = oo anzunehmen.

Es erscheint dann die Function F' in Gestalt einer unendlichen
Reihe, nimlich:

_ S e 1 (2 )“’"‘ 1
(19) Feot T (1 L (fla -

wenn wir noch das niemals erscheinende Glied — f¢ ¢, durch die
Annahme ¢, = 0 zum Wegfall bringen, und hat die Function selbst-
verstindlich nur insofern einen Sinn, als die genannte Reihe conver-
gent ist. In einer grossen Classe von Fillen wird die Reihe in der
That fiir ein gewisses Bereich von z convergiren, da sie sich fiir f=0
auf das Anfangsglied # = 2, reducirt, und da die Grosse f, nach deren
Potenzen die Reihe ansteigh, so klein gemacht werden kann, als man
will, wenn man nur # hinreichend nahe an #, annimmt. [Sollte sich
aber dieses Bereich in den Punkt 2z, zusammenziehen, so diirfte es
durch passende Annahme von ¢, in Gleichung (18) nicht selten gelin-
gen, die divergente Reihe durch einen Grenzwerth zu ersetzen, wel-
cher endlich bleibt.]

Im Convergenzfalle nun stellt die Reihe (19) eine Function dar,
deren simmtliche Derivirte fiir /== 0 verschwinden. Der Werth die-
ser Function fiir einen hinreichend nahe an #, gewidhlten Anfangs-
werth 2 liefert also einen Niherungswerth z° fiir die Wurzel 2,, des-
sen Fehler einer unendlich hohen Potenz des Fehlers beim Anfangs-
werthe proportional, das ist O sein muss. In der That giebt die Glei-
chung (14) fiir -diesen Fall: F' oder

(20) 2 = z.

Der Algorithmus von unendlich rascher Convergenz giebt daher
als ersten Néherungswerth sofort die richtige Wurzel der Gleichung;
derselbe besitzt den Charakter eines eigentlichen Algorithmus oder
wiederholt anzuwendenden Rechenverfahrens nicht mehr, sondern er
bildet eine Auflosungsmethode von der zweiten in § 1 erwéhnten Art,
bei der man der Vermittelung von Niherungswerthen behufs Auf-
losung der Gleichung nicht bedarf.

Es mbgen nun die angedeuteten Differentiationen in den ersten
Gliedern der Reihe wirklich ausgefithrt werden. Die Reihe lautet
dann:
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. .1 r?_ f 2 3R*—fh
fy=F=12—{; F AT Rl .-«a,ﬁ&_.u —
4 3
(1) - Z! L1587 lqgﬁﬂ)'l‘fg fi

[P A — 105 AR+ 10f2 i + 1512 hfi— 1P
5/ 1
and ist in dieser Form auf einem andern Wege und ohne Beziehung
zu den von uns betrachteten Algorithmen schon von Theremin*)
abgeleitet worden.
Bezeichnet man das allgemeine Glied mit:"
e 2a
E,T ' f?a—i
so lassen sich die Zihler g, leicht recurrent nach dem Schema bilden:

(22) Yotr = (2a — 1) fy 20 — [, 0%a -

In conciser Weise lisst sich die Reihe auch noch folgendermassen
darstellen :
©23) z=F()=e+ 2 T DO i g fleta )=,

&=0
oder aber:
24) o =3 el
[3=11]
indem die Identitét besteht:
LY L D e iy et (FEED @ T e

(25) (’"1 0 2 f,ga_ sh__ng ag { £ } = af(z) “ s
welche nach den bekannten Siitzen fiir die Vertauschung der unab-
héngigen Variabeln leicht erwiesen werden kann.

e #

§ 6.
Beispiel der quadratischen Gleichung.

Um zu den letzten Ergebnissen auch ein Beispiel anzufiibhren, will
ich dieselben auf die quadratische Gleichung anwenden, welche zwar
schon von Theremin (L. ¢.) jedoch nicht mit befriedigender Strenge
und Vollstindigkeit behandelt worden ist.

Sei also:

f@)=(—2)(e—2)=2"—2(n+2)+22 =0
die auf dem angegebenen Wege aufzulésende Gleichung; dann ist:

*) Crelle’s Journal, Bd. 49, pag. 187 — 243: Recherches sur la résolution des
équations de tous les dégrés.
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fete — e

. e+ 28—z —a,,

und:
et . 1 _ (- 1)a—t (20 —2)! '
. (e 22— 2 —2) (@—1)! (g4 22—z —~ gl
Setzt man den hieraus fiir & = 0 sich ergebenden Werth nebst
demjenigen von [ () in die Gleichung (23) ein, so folgt:

P S B Ll LN Gt )l R S
o a1 (@— 1Dl al (35"“’1‘“22)2”‘

oder weil
Ra--2)/ _  {y— ‘)2a—~1(1)
(@ — D/ al ( ) 2/
ist, falls der Binomialcoefficient
s!
al s—ay!

stets mit (s), bezeichnet wird,

o e Z—*—Z vl (.d-——g)(Z——,.,)

=z 4 (e — 'w?) L (— 1)() I( l‘i?"ﬁr)?

Als untere Grenze der Summe rechter Hand kann man auch O
nehmen, wenn man dafiir von dieser Summe 1 abzieht; dann aber
stellt die Summe die nach Potenzen der Grosse:

f E—m) (—2)

(Z 4 + 2’2)

fortschreitende Binomialreihe fiir den Exponent § vor.
Nun hat Abel*) nachgewiesen, dass die Binomialreihe

aT= w0

2 ()t

a=0
convergirt und einen der Werthe von (1 + £)* vorstellt, wenn iiber-
haupt mod. ¢ << 1 ist, und auch noch fiir mod. ¢ = 1 falls der reelle
Theil von s > -1 ist, mit Ausnahme endlich des Specialwerthes § ==—1
wenn real. s £ 0. Da gegenwiirtig s = } ist, convergirt unsere Reihe
also fiir mod. ¢ <1, und ist dann:

T IR TRV NPT, O

also:

2

r_4+2% 2y %

e .2
das heisst 2" =24 wenn das obere, und 2z’ =z, wenn das untere
Zeichen gilt. Welcher von diesen beiden Féllen vorliegt, muss aber

¥y Qeuvres complates, T. I. No. VII, Christiania 1839, pag. 66,
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noch discutirt werden; desgleichen wollen wir uus,vén der Beschaffen-
Leit des Convergenzgebietes Rechenschaft geben.
Setzen wir:

= 96'3,

. . 7+ 2
By =060, 5 — 2=, , 2 — "”—;“l

so sind ¢,, @,, ¢ beziehungsweise die Abstiinde des Punktes # von den
2 . .
Punkten 2, 2, und Z‘-»-_%T—?» , welcher letztere zwischen den heiden er-

sten in der Mitte liegt, und die Convergenzbedingung fiir die Reihe
lautet:
010 < 0%

Nennt man aber 2E den Abstand der beiden Wurzelpunkte 2z, und z,
von einander, so ist nach einem bekannten Satze liber die Mittellinie
(Schwerlinie, Mediane) jedes Dreiecks:

0.2 +oo? 2
e

und verwandelt sich die Convergenzbedingung in:
(00— @) = 2E*  oder & (¢, — ) > EY2,

Das Convergenzgebiet ist also von einer gleichseitigen Hyperbel be-
grenzt, deren Brennpunkte die Wurzeln 2, und 2z, der quadratischen
Gleichung sind, und zwar ist es derjenige Theil der Zahlenebene, in
welchem diese Brennpunkte selbst liegen.” Die Hyperbel selbst gehort
noch zu dem Convergenzgebiete.

Abel hat auch (1. c.) gezeigt, welchen Werth der unendlich viel-
deutigen Function (1 4 #)* die Binomialreihe ausdriickt, falls sie iiber-
haupt convergirt. Zu dem Ergebnisse dieses Theiles der Abel’schen
Untersuchung kann man aber, da fiir reelle Argumente jene Summe
unzweideutig bekannt ist, leichter direct nach dem Satze der Functio-
nentheorie gelangen, dass eine Potenzreihe eine einwerthige und ste-
tige Function des Argumentes ist, und dass eine solche Function
— wenigstens einem bestimmten Flichenstreifen entlang — nur auf
eine Weise stetig in der Ebene fortgesetzt werden kann. Die Function
log 2 mbge, wie es bei vielen Untersuchungen zweckmiissig erscheint,
in der ganzen Zahlenebene eindeutig definirt werden durch die Fest-
setzung, dass sie fiir positive z reell genommen und von der Axe der
positiven Zahlen stetig bis an die Axe der negativen Zahlen forige-
setzt werden soll, so, dass der imaginire Theil von log z auf der
negativen Axe selbst -+ z¢, unendlich dicht unterhalb derselben aber
— m4 ist, und die Function “also lings der Axe der negativen Zahlen
eine Unstetighkeitslinie besitzt. Die Summe der Binomialreihe ist dann
unzweideutig dargestellt durch den Ausdruck: esle+9_  Fiir unser
- Beispiel ist aber:
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14t = (Bey — (%4:')‘162"“"‘“‘”,

Qgh‘f
wenn wir noch mit &, die Amplitude der Zahl
Z_L_;_fz = Ee¢%
bezeichnen, also:

cdlog 40 — F ,410g 209
e
Beachtet man, dass fiiv eine reelle Zahl y:
log ¢v = i (y + 2hx)
ist, wo die positive oder negative ganze Zahl h so gewiihlt werden
muss, dass y - 2hm zwischen — = (excl.) und = (incl.) liegt, so
ergiebt sich:

42
. 3 )
PRSI B et o= Ftim 2 pe
e P + 2
2
wo k so zu wihlen ist, dass 8, — & 4 kx zwischen — ;i (exclus.)

und 7; (inclus.) liegt. Der Fahrstrahl ¢ des Punktes #z schliesst nun

mit der Verbindungslinie von z, und z, zwei supplementire Winkel
ein, von welchen der auf der Seite des Punktes #, liegende @,, der
andere @, heissen mdge, und welche stets zwischen O und = genom-
men werden konnen. Wiblt man noch die Amplituden &,, &, ete.
stets zwischen — z und =, so ist es leicht, mach dem Satze vom
Aussenwinkel des Dreiecks, die Differenz 8, — & durch o; oder w,
auszudriicken, und man findet, dass % eine gerade Zahl O oder 2,

mithin e#7¢ = 1 gein muss, wenn o, << —:—, hingegen eine ungerade
Zahl 4 1, mithin &% = — 1, wenn @, < 5. Im ersten Falle gilt

in der Formel fiir 2° das obere Zeichen und wird 2’ = z,, im zweiten
Falle das untere und wird 2" =4,. Als Summe der Reihe ergiebt
sich also stets diejenige Wurzel der quadratischen Gleichung, deren
Zahlenort derjenige Hyperbelbrennpunkt ist, welcher auf der nimlichen
Seite der kleinen Axe in der Ebene liegt, wie der Zahlenort des Punk-
tes #, dem also # sich nahern kann ohne die Curve zu iiberschreiten.

§ 1.

Einfithrung der symmetrischen Functionen A, B der Wurzeln.

Nachdem die Auffindung der allgemeinsten Algorithmen zur Auf-
losung einer Gleichung f (#) = 0 im Vorausgehenden erledigt ist, gehe
ich zur Aufstellung der bemerkenswerthesten speciellen Algorithmen
tiber. Da ich indess die Motive hierzu der Theorie der algebraischen
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Gleichungen entlehne, werde ich mich von nun an auf diesen Fall
beschrinken — wo also f'(2) eine rationale Function ist — wenngleich
die Endresultate grossentheils auch auf den Kall einer beliebigen ein-
werthigen Function ausgedehnt werden konnten.

Die von 0 und oo verschiedenen Wurzeln der Gleichung, um deren
Aufsuchung es sich allein handelt, seien: z,, 2,, 24, . ... 2,.

Die gedachten Algorithmen beruhen nun auf den Kigenschaften
gewisser symmetrischer Functionen dieser simmtlichen Wurzeln, welche
in der Form enthalten sind:

DN s zi % (7a)

(26) € ) = 2, E = zgoFi’
worin @ und 2 beliebige, aber positive ganze Zahlen bedeuten sollen
und y eine den willkiirlichen Anfangswerth z nicht enthaltende Func-
tion eines Argumentes ist, die fiir keine Wurzel 2, der Gleichung 0
oder oo wird.

Die Eigenschaften jener Function (26) bilden den niichsten Gegen-
stand unserer Betrachtung.

Setzt man:
CEM (g
@7) F(z) = W ’

wo h wieder eine natiirliche Zahl bedeutet, so lisst sich zuerst der
Satz aufstellen:

L Ist das Argument der Fumction F cine Wurzel der Gleichung
=0, so ist der Werth der Function dic h' Potenz dieser Wurzel,
oder:

(28) F(z) = 22,

wobei 2, oder das fiir die erste der Wurzeln eingefithrte Zeichen selbst-
redend zugleich der Repriisentant einer beliebigen von diesen Wur-
zeln ist.

Um diesen Satz zu beweisen, multiplicire man Zihler und Nen-
ner des Bruches (27) mit (¢ — #,)*+%, damit sie fiir # = #, nicht mehr
oo werden; dadurch entsteht:

=n i wt1
az 1 5i+b 1 (za) (z_._z,’)

: @ X — Za
(29) F(’g) = a=n 7 — z, @+ )
2 Are (22)

Ist nun die Wurzel 2, eine pfache (wo p auch = 1 sein kann),
ist z. B.:
(30) Gym=ly ===y,
so verschwinden fiir # == 2y im Zihler und Nenner alle Glieder, welche
auf das p'° folgen, oder fiir welche die Summationsvariable a > p ist;
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in den Gliedern hingegen, fiir welche @ einen der Werthe 1, 2, 3, ... p
besitzt, nimmt der Factor
2 — 2\ w1
(=)

den Werth 1 an, und da alle diese Glieder einander gleich sind, be-
trigt ihre Summe das pfache des ersten Gliedes, oder es wird:

Dot g (#)
was auf Gleichung (28) hinauskommt.

Unter der Annahme h ==1 erfiillt also die Function F' die erste
Grundbedingung: I (2,) = #,, welcher, wie wir gesehen haben, eine
Function unterworfen sein muss, wenn sie einen Algorithmus lie-
fern soll.

. Liegt der Punkt & dem Zahlenort der Wurzel 2, ndher, als
allen iibrigen Wurzelpunkten, ist also mod. (2 — 2,) der kleinste unter
den Moduln der simmitlichen von einander verschiedenen unter den Dif-
ferenzen 2 — 2, , £ — 2y , . ..., 8 — &y, S0dass:

(31) mod. (¢ —2)) <mod. (z—2,) fira=p+1,p+2,...n,
so ist der Grenzwerth:

F(z) = P2t g (20)

(32) li_m F(z) = 2.
Denn, da -
mod. 272
2 —2Za

ein echter Bruch ist fiir jedes @ > p, so ist der Grenzwerth
u}i_mw (z_:_?_)w"'l gleich O fiir a > p;

hingegen ist derselbe gleich 1 fira =1, 2, 3, ... p. In dem Zih-
ler und Nenner von (29) verschwinden also fiir @ = oo wieder alle
auf das p'¢ folgenden Glieder, und ziehen sich die iibrigen zusammen
genau wie beim vorigen Satze, wo 2z = 2z, gesetzt wurde.

III. Die Derivirte 9, F' (¢) wird O in der Ordnung @, wenn das
Argument z i eine Wurzel z, bergeht, oder es kann:
(33) 0. F (s) — (b= ) W (3)
gesetzt werden, wo ¥ (2) eine Function ist, die fiir z==2, wicht oo wird
und im Allgemeinen, so lange wicht besondere Relationen zwischen den
Wurzeln vorausgesetzt werden, auch wnicht verschwindet.

Zum Zweck des Beweises setze man in die aus (27) durch Diffe-
rentiation sich ergebende Gleichung:

CH @ C8+M () — 0E+M () 0. 0P

{eDw}
die aus (26) hervorgehenden Ausdriicke der Functionen C ein, wobei

9, I'(z) =
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aber in den zu differenzirenden Functionen € die Summationsvariable
a zur Unterscheidung durch einen andern Buchstaben & ersetzt wer-
den mdge, und fithre die rechts angedeuteten Differentiationen aus;

dann erhdlt man nach einer leichten Zusammenziebung:

%

a=no=n it 1z 4 (z,) 2

Cd 2, —_—— > _Tavv Vel BB %p %
w (Z) azF(z) (w + 1) aflb:l (Z“‘za)m+l (Z__Zb)w-l-l 21z,

Die Ausdriicke unter den Doppelsummen rechter Hand sind unsymme-

trisch in Bezug auf die Summationsvariabeln @ und b wegen des Fac-

tors:

dieselben konnen aber symmetrisch gestaltet werden, wenn man be-
denkt, dass wegen des Zihlers 2% — 2% zuniichst alle diejenigen Glie-
der aus der Doppelsumme herausfallen, in welchen die Summations-
indices ¢ und b einander gleich sind. Bei den iibrig bleibenden Ter-
men findet sich zu jeder Combination @ , b der beiden Indices die ent-
sprechende b, @ vor, und man ist deshalb berechtigt, anstatt jemes
Factors unter der Doppelsumme zu schreiben:
3 {573_7_13; 4 %7 } =4 (e = 21) (54 — )

A (z—2,) (2—7,)

Dadurch wird endlich:

a=n b=un gi zg (ZZ___z’g) (za—_zb)

b} X (2) % (=)
. - — wt+2 (g — w-H2
(342, F(s)— — 21 o=1o=1 CowHE (”")) i -
c=n zc x zc
{ci.:l _(Z—zc)w+l }
worln man also auch berechtigt ist, @ und b als irgend zwei ver-
schiedene unter den Zahlen 1, 2, 3, ... % anzusehen.

Wir wollen nun Zghler und Nenner in (34) mit einer solchen
Potenz von z—#, multipliciren, dass dieselben fiir z = #, nicht mehr co
werden ; es friigt sich, welche Potenz dieser Differenz hierzu erforderlich ist.

Ist zundichst die Wurzel 2, eine einfache, so muss man den Bruch
in (34) des Gesammtnenners wegen offenbar mit dem Factor

{6~ a)oh)t = (s — z) 1o+
erweitern. Um aber im Zahler das genannte Resultat zu erzielen,
wiirde schon die Multiplication mit (2 — 2z,)»+? geniigen, da wegen
der Verschiedenheit der Indices ¢ und b eine hihere Potenz von z— g,
in den Nennern der einzelnen Glieder nicht vorkommen kann. Es
bleibt also noch der Factor:

(6 —2) 2ot~ @+D — (5 — 5,)o
in eine fiir # = 2 nicht mehr oo oder 0 werdende Function multipli-
cirt itbrig,
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Fir den Fall einer vielfachen, nimlich pfachen Wurzel 2z, wird
man leicht dieselbe Schlussweise anwendbar finden, nachdem man dar-
auf Riicksicht genommen, dass alsdann mehrere Glieder im Zihler des
Ausdrucks (34) sich fortheben, wihrend andere im Zihler und auch
im Nenner sich zusammenziehen.

Da also die Derivirte 9, I'(2) fiir 2 == 2, in der That wfach ver-
schwindet, so miissen auch die hoheren Differentialquotienten der Func-
tion F'(z) bis zum e'e* einschliesslich fiir # ==z, verschwinden, oder es
erfiillt die Function F(2) die zweite Grundbgdingung, welcher eine
Function unterworfen sein muss, wenn sie einen Algorithmus der oo 1'*
Ordnung lefern soll.

IV. ZEs eriibrigt noch als eine vierte Eigenschaft der Function ¢
die Relation anzufiihren:

c=h

(35) CP (7)) = = (— 1y (h)cz"“c %P (2),
c=0

worin (k). den Binomialcoefficienten bezeichnet.

r(] ¢!
Der Beweis ist leicht zu fithren, denn setzt man die aus der Defi-
nition (26) sich ergebenden Ausdriicke ein, so kommt die Relation’
auf die nach dem Binomialtheorem identische Gleichung hinaus:

c=h

=2 (— DR 2 (2 — 24)°.

Als bemerkenswerther besonderer Fall dieser Relation (35) ist die
fir b = 2 sich ergebende Gleichung zu erwihnen:

36) 09 () = T (— (00 ),

vermbge welcher die Functionen C mit dem Exponenten 4 einfach auf
solche mit dem Exponenten O zuriickgefithrt werden konnen.

Setzt man endlich in (35) 2 4 & statt A, so nimmt die Relation
eine Gestalt an, in der wir sie fiir den in der Folge besonders wich-
tigen Fall 5 =1 hier anschreiben wollen; es wird ni#mlich:

(37) O (&) = 8 CP () — C21(5) .
Was die willkithrliche Function x betrifff, die in den Ausdruck

(26) der symmetrischen Function O (2) eingeht, so werden sich zwei
specielle Annahmen derselben in der Folge als besonders lohnend her-
ausstellen. Die eine Annahme ist:

1
X(z) = TFaA@) ’

1(e) =
Wihlt man fiir g diese beiden Ausdriicke, so erhiilt man aus (26)

Mathematische Annalen. II. 29

die andere:
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zwei Functionen, die wir zur Unterscheidung von der allgemeinen
Function C mit 4 und B bezeichnen wollen, sodass:

— A
@ e g .
(38) Ao’ () = afl (@ — Za)oH D (zg)
_ A
@ a=n 2,
(39) By’ (2) = Z ey

Bei der Function A4 muss selbstredend der Fall vielfacher Wurzeln
ausgeschlossen werden, indem sonst einige Glieder der Summe wegen
des Verschwindens der Derivirten von f unendlich werden; bei der
Function B bleibe dieser Fall stets zugelassen. Im Uebrigen zeigen
die Eigenschaften dieser beiden Functionen eine so durchgreifende Ana-
logie, dass es sich meist empfehlen wird, sie gleichzeitig zu unter-
suchen.

In der That geht auch die Function 4 in die Function B tber,

wenn man f(¢) ersetzt durch 7(51()% Die Gleichung f{;()z()z) == 0 hat
_niimlich nach § 1. mit der Gleichung f(¢) = 0 siimmtliche endlichen
Wurzeln gemein, und besitzt eine jede derselben nur einfach; es ist

demnach gestattet, fiir die erstere Gleichung die Function 4% (#) zu

. . 1

bilden, wobei man nur statt 5w N nehmen hat:
1 . f (2)2 .
& fOE—f5)DE

% 7 (3
Da dieser Ausdruck, wie leicht nachzuweisen, fiir # = 2, den Werth
p annimmt, wenn #, eine p fache Wurzel ist, so geht die tiber simmt-

liche endliche Wurzeln der Gleichung filigi()z-) == 0, d. h. iiber die von
einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung f(2) = O ausgedehnte
Summe (38) tiber in die auf simmtliche endliche Wurzeln dieser Glei-
chung iiberhaupt erstreckte Summe (39).

Verstehen wir jetzt unter f(¢) eine nicht allein rationale, sondern
auch ganze Function, etwa:

@0) @ =re+rnet+rne? 4ty =
=p@E—2)E—2)...(#2—a),

so kann man bekanntlich jede symmetrische Function der simmtlichen
hier als endlich vorausgesetzten Wurzeln, folglich auch die oben ein-
gefithrten Functionen 4 und B durch die Coefficienten dieser Gleichung
oder die Derivirten des Polynoms f(¢) fiir # == O ausdriicken. Es ist
unsre néchste Aufgabe, diese Ausdriicke zu bilden. Um dieselben
methodisch abzuleiten, stiinden zwei Wege zu Gebote. Von den Defi-
nitionen (38) und (39) ausgehend, konnte man nimlich einerseits Re-
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cursionen (etwa die Gleichungen (47) und (48) des nachfolgenden
Paragra.phen) gewinnen, dadurch die gesuchten Ausdriicke als die Coef-
ficienten einer recurrenten Reibe erkennen, und letztere summiren.
Andererseits kbnnte man auch die symmetrischen Functionen in homo-
gene (ganze rationale) Theile zergliedern, und die letzteren nach den
Methoden von Waring, Gauss, Cauchy bestimmen, oder noch
besser so, wie Borchardt und Betti angeben*), die erzeugenden
Functionen derselben aufsuchen.

Wegen der Umstindlichkeit dieser Herleitungen begniige ich mich
indessen, die Resultate einfach anzugeben und zu verificiren.

§ 8.

Herleitung verwandter Functionen %, 8 aus einer erzeugenden
Function.

Wir definiren jetzt auf’s Neue awei Functionen von z durch fol-
gende Gleichungen:

Wy o [e—ed
(41) W @) = [ |
W __ [e—efD(2 — 8
(42) 89 =[5 25".

wobei (nach Jacobi) das Symbol [®(¢)],» nichts Anderes, als den Coef-

ficienten von & in der fiir hinreichend kleine ¢ zulissig vorausgesetzten
Entwickelung der eingeklammerten Function ®(¢) nach steigenden
Potenzen von & vorstellen soll, so dass also diese in der Parenthese
stehende Function nach Laplace die erzeugende Function (fonction
génératrice) des dergestalt definirtenn Entwickelungscoefficienten zu nen-
nen wiare. Die beiden obigen Gleichungen sind — mit anderen Worten
~— #Hquivalent mit den nachstehenden:

(z) 1 2 (z — s)’-
(43) ( ) = 7 1 ! f(z
w (2 — &) —_
(44) & (2) = hm o8 (z ?‘@ff(:) -8,

und wenn anders die Deﬁmtmnen einen Sinn besitzen sollen, miissen ftir
hinreichend kleine & die Taylor'schen Reihen convergiren:

— 8)2 =®
(45) ;f(z —81) ng) (/6) L& ,
(46) Cmg e o — Tl ). ¢

¥} Crelle's Journal, Bd. 53, p. 193 und Bd. 54, p. 98 sq.
22%
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In der That sieht man leicht, dass diese Entwickelunigen fiir hinreichend
kleine & stets zuléissig sind, wenn nur z nicht gerade gleich einer Wur-
zel g, der Gleichung f(2) = 0 ist.

Wn‘ wollen uns nun in diesem Paragraphen mit der recurrenten
sowie der independenten Darstellung der Functionen %, B mittelst der
Function f(s) und ihrer Derivirten beschiftigen. Da.bel mbgen Kiirze
halber wieder-alle Argumente.s weggelassen und die Derivirten von

f(z) wie in § 4. bezeichnet werden.

Multipliciren wir die Gleichungen (45) und (46) mit der stets zu-
Jissigen Entwickelung der ganzen rationalen Function. f(z — &) nach
steigenden Potenzen von & und ordnen beiderseits nach Potenzen dieser
Grosse an, so ergeben sich durch Gleichsetzung der Coefficienten von
(— &) rechter und linker Hand ‘die Formeln:

Sy (1) fu—q

(47) (2), & = T AP,
iy (l)a i fw 241 o (—1)e fw—a 2
2 T emar =2 wmar %
mittelst welcher die gesuchten Functionen 9 und B recurrirend berech-
net werden kdnnen.

Ehe hierzu geschritten wird, mdgen noch independente Darstellungen
der Functionen 2, 8 angegeben werden. Solche erhilt man leicht in
Determinantenform, wenn man das System der Gleichungen hinschreibt,
welche sich durch die Annahme w =0, 1,2, 3,... aus (47) oder
(48) ergeben, und wenn man dieses Svstem nach der Unbekannten
(— 12U oder (— )oY auflost.

Die Determinante des Systems erhiilt dabei den Werth fe+1, indem
sie gleich’ dem Product der Elemente ihrer Diagonalreihe wird, weil
alle dariiber stehenden Elemente O sind. Schreibt man diesen Nenner
als Factor auf die andete Seite, so folgen die nachstehenden Formeln
49) fota® “ @e &, By Tt B f,0,0,..00

(c—1)1.?

(48)

?

a=c 7

(0 e = | FBef e, £ (c’i‘,l),,.. L, 1,0, 0, 0”

Von jeder Determinante, welche von der @ 4 1'® Ordnung ist,
habe ich hier nur die ¢ - 1% Zeile angeschrieben; alle Zeilen gehen
daraus hervor, indem man ¢ =0, 1, 2, ... @ setzt, wobei selbstver-
sténdlich von den nebeneinander geschriebenen Elementen je nur die
&4 1 ersten zu nehmen sind.

Ltir den besonders wichtigen Fall 4 == O vereinfacht sich in der
zweiten Gleichung das erste Element der angeschriebenen Zeile zu:

fc+1 .

o in der ersten Gleichung jedoch lisst sich sogar die Ordnung der
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Determiinante um 1 erniedrigen, indem das Anfangselemept =1 alle
tibrigen Elemente der ersten Colonne aber, O werden, und in der so
vereinfachten Determinante konnte man durch Multiplication der Zeilen
nach. der Reihe mit 1, f; f?, /3, ...f* und Division der Colonnen
durch dieselben Grosqen, auch bewu‘ken , dass an Stelle der Kle-
mente f oberhalb der unverindert bleibenden Diagonalreihe Jedesmal
die Einheit tritt, wihrend irgend ein andres Element % m ﬁzl,-fi
tiberginge.

Es soll jetzt gezeigt werden, dass sich die Functionen 9 und 9
mit dem Exponenten A stets leicht durch diejenigen fir 4 =0 aus-
driicken lassen: Zu diesem Nachweis eignen sich am besten die bereits
angegebenen Darstellungen (43) und (44) der genannten Functionen
durch Differentialquotienten. Nach dem Leibnitz’schen Satze fiii dié
wiederholte Differentiation eines Productes folgt némlich aus denselben:

wP — 1 lim “:z"’ (@) 2 (o) <ol 7t

flz—e)’
) Nl . w—a [ (2—¢) .
Ry == hm 2 (®)q ae (2 ,s) >< o P

Weil aber nach dem Blnomlaltheorem.

lim 87 (¢—e) = (—1)* a/ (), &

e=0
ist, so folgt hieraus unter Beriicksichtigung jener fiir A =0 in An-
spruch genommenen Gleichungen (43) und (44):

a=w
(1) W= = (—1)"(D) FuL,,

(52) P =" (— 1) (MDD,
a==0 '

wie gefunden werden sollte.
Die Functionen B® lassen sich aber ebenfalls bequem durch die
A® gusdriicken. Man hat n#mlich in #hnlicher Weise:
o 1 1) w—q 1
‘l. hm 2 (W)aa f( (z—“E)Xa -f—(z-:‘_"*srj,

also, wegen: .
lim 8% /Y (z— &) = (— 1)* fum
8==Q .

wieder:
(53) B =3 (“—”L%Iff,’).a,-
Ebensp konnte man noch. allgemeiner die Formel .aufstellen:
). X (Ma =2 fs-a
(54) NG R e

welche in einer Vereinigung von (52) und (53) besteh,
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Es brauchen demnach nur die Functionen %® wirklich recurrirend
berechnet zu werden, da alsdann die Functionen %A% und B® mittelst
der Gleichungen (51) und (54) leicht zu bilden sind.

Um diese Berechnung wirklich auszufithren, nehmen wir die Re-
cursionsformel (47) fiir 4 = 0 in Anspruch, wobei die linke Seite der
Gleichung fiir @ > O verschwindet, wihrend sie fiir @ = 0 den Werth 1
annimmt; die Gleichung zerfillt daher in zwei andere, welchen zur
Vermeidung von Nennern die Gestalt zu geben ist:

f%()o) =1 ’
(55) o LS = 1)“—; ,fi“l_fa YY) L, fir @ > 0,

a=1

in der sie nun fiir die Anwendung am bequemsten zurechtgelegt er-
scheinen.

Man wird sich jetzt eine Tabelle der Functionen fo+t 9% in fol-
gender Weise anlegen.

Zuerst bildet man (fiir das Argument z) die Werthe von:
I hs by Fyon.

welche zu der Kenntniss von:

fo =3t 40, — %Pf, - ..

verhelfen. Hierauf verfihrt man — stets horizontal ausmultiplicirend,

dann vertical addirend — nach folgendem Schema, welches keiner
weiteren Erklirung bediirftig ist:
M FUP — 1] <1,
f? A = fi|><f .
1> — ’}ffz o o
FUY = 2 — §ffy | < [,
| ><—1%f1,
1| ><47%f

MU = f3 —ffif, + §F°6 | ><f,
2 —4ffy | < — 41,

fu | <411
L] }X— 4,
PP = fi — 3117 + 306 + 417 — 5 P

u. s W
Um ebenso die Functionen B zu -berechnen, bringen wir die
Relation (53) #hnlich wie oben auf die bequemere Form:

(56) g0 3 = 1)2;‘“fa+1 L foetl O

a=0
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Darnach haben wir also die eben gefundenen Ausdriicke der Functignen
fotrt %P pur mit den Multiplicatoren:
fl; ""ffz: ’}fo:H "“%f?’f‘u v

auf passende Art zu verbinden, und erhalten:
(I1) re =1,

f?%g))*— 1 “‘ffz:

oY =2 —3hih+ 1 f,

18 =11* — 211 fo + 30 + 476 — 4%

u, s. w.

Ausser den bereits angefiibrten independenten Darstellungen der
Functionen %, B in Determinantenform lassen sich auch noch folgende
Ausdriicke ableiten, die ich mich aber begniigen will,” hier nur kurz
zu erwihnen. Es ist:

- —1)e —a)! a, w\ %
G a0 =gl ! (5) (f‘,) fz) (3{) ,

wo die Summe S ausgedehnt werden muss iiber alle positiven ganzen
Wurzeln — die O mit zugelassen — der beiden coexistirenden Glei-
chungen:

(58) at+a, +a,+... 4 0n=a,
Oe+1.0,4+2.0,4+ ... 4 0.0,=0.
Multiplicirt man das allgemeine Glied obiger Summe (57) mit — - )

so stellt dieselbe den Werth von /® B, vor, also:

69) 8= s SRS G () (&) (5)™

Es gelten auch die Gleichungen:
ot =3 ) D i g w—a{ flat s = f(Z)}

b

(©0) - 1)’ Bt |
@ n(0) — 1) ©—a &) —
o0 —o E S km { ) }
§ 9.

Zusammenhang zwischen den Funetionen 4 und %,

Ich gehe jetzt dazu iiber nachzuweisen, dass die Functionen AP
und AP der beiden vorigen Paragraphen fiir jedes Argument z ein-
ander gleich sind, wenn nur die Zahlen @ und 4 eine gewisse Un-
gleichheitsbedingung erfiillen.

Bekanntlich hat man, wenn die Gleichung f(2) == 0 keine viel-
fachen Wurzeln besitzt, die Partialbruchzerlegung:
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1 5 1
(G1) Fi e rermyioy e
Setzt man hierin # — ¢ fiir 2, so lisst sich das allgemeine Glied der
Summe rechts fiir hinreichend kleine ¢ in eine Mac-Laurin’sche Reihe
nach steigenden Potenzen dieser Grisse entwickeln, falls nur # nicht
gerade einer Wurzel 2z, gleich ist. Um links die erzeugende Function
der 9 zu bilden, multiplicire man hierauf die Gleichung mit der Ent-
wicklung von (z — &)* in eine (unendliche)'Reihe nach dem binomischen
Satze, und ordne rechts nach Potenzen von & an. Wird das Ergeb-
niss alsdann mit Gleichung (45) "verglichen, so folgt durch Gleich-
‘setzung der Coefficienten von &

6  WE=T o 2 (1 W - a,

womit die Ifunetion Sl(d, dhnlich 4% als eine symmetrische Function der
Waurzeln 2z, der Gleichung f(2) = 0 dargestellt ist.

Wenn nun zuerst @ > 4 ist, so darf man offenbar in der letzten
Summe rechter Hand anstatt der oberen: Grenze @ auch A schrelben,
weil alsdann der Binomialcoefficient (A), fir alle zwischen (exclus)
und o (inclus.) liegenden Werthe von ¢ verschwindet. Dann ist aber
diese Summe nach dem Binomialtheorem = {7z — (¢ — 2,)}* = 2,
folglich wird mit Riicksicht auf die Definition (38) der Function A:

U (0) = 49 (2) , fir o> 1,
was wir zunichst zu beweisen suchten.

Aber auch fiir @ < 4 findet diese Beziehung noch statt, falls nur
A <@ nist. Fir @ < 4 kdnnen wir niimlich in dem Ausdrucke
(62) von AL die Summe:

6_20)
. c=0
zerlegen in: s c:l
2 - X
c=0 c=w-1

und liefert die Summe aller von dem ersten Theil dieser Zerlegung
herrithrenden Terme wie vorhin die Function 4%, sodass:

@ @ . ot _13ye i—c (2 —za)e—w—1
Ao’ (8) — U’ () = c:f—f—l( 1" (@) 2 %71 O (24)

Bekanntlich ist aber:
ar:.n i Z(z(l) _
a=1 D (%) ’
wenn y(2,) eine ganze rationale Function von gz, vorstellt, deren Grad
n — 2 nicht iibersteigt. Als eine solche Function y lasst sich aber
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in der obigen Doppelsumme der Zihler (¢ — 2,)°—®—! betrachten, wenn

fiir jeden dort in Anspruch genommenen Werth von ¢:
02c—0w—1<n—2

ist. Da der erste Theil dieser Ungleichung von selbst erfiillt und 4

der grosste Werth ist, den ¢ annimmt, so bleibt fiir das vollstindige

Verschwinden der ganzen Doppelsumme nur noch die Bedingung

A—w<n—1, oder A — o < n ibrig.

Unter der Voraussetzung, dass entweder ® >4, oder @ <4< 0 +n,
stimmen also die beiden Functionen A% und 4% vollstindig iiberein,
und da diese beiden Bedingungen auf eine einzige hinauslaufen, haben
wir den Satz:

(63) A () = %P (2, fir 4 — o < n.

Wenn die beigeschriebene Bedingung nicht erfiillt ist, so tritt an
Stelle dieses Theorems der obige Ausdruck fiir den Unterschled der
beiden Functionen, welcher indess noch die folgende Vereinfachung
zuldsst:

. a= e (4] e
6y AD@-w@= T (—1y@ T s
fur l —0>Sn,
indem alle Glieder der'friiheren Doppelsumme, bei welchen ¢ zwischen
@+ 1 (inclus.) und @ + = (exclus.) liegt, ans dem schon erwihnten
Grunde verschwinden.

Es wire eine nicht uninteressante Aufgabe, auch die letztere
symmetrische. Function. der Wurzeln noch durch die Coefficienten der
Glelch‘ung f(a)-++ 0 auszudriicken, wie dies im vorhergehenden Falle
mit Riicksicht auf § 8. fir die symmetnsche Function AY (2) nun
erledigt ist.

§ 10.
Zusammenhang zwischen den Functionen B und 8.

Leichter noch als bei den Functionen 4 und U ist die Identitiit
bei den Functionen B und B zu erkennen unter der Bedingung, unter
welcher sie stattfindet.

Zu dem Ende suchen wir wieder die erzeugende Function (der B)
zu entwickeln in eine Reihe nach steigenden Potenzen von &, deren
Coefficienten ausgedriickt seien durch die Wurzeln und nicht durch die
Coefficienten der Gleichung f(2) == 0. Dazu verhilft abermals eine
Partialbruchzerlegung. Xs ist nimlich:

. . W) (2 . a=n 1
(65) ff(z())‘=.a=1- 7 — 7a ?

einerlei, ob die Gleichung f(¢) == 0- vielfache Wurzeln: habe, -oder nicht.
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Wird hierin z — ¢ fiir # gesetzt, hierauf rechts nach steigenden Po-
tenzen von ¢ entwickelt und die Gleichnng mit der Binomialentwicklung
von (2 — &)* multiplicirt, so ergiebt sich durch Coefficientenvergleichung
mit (46) wie oben:
1 -

©) BP0 =% i T (1 @ -

Ist nun @ > 1., so wird die letzte Summe = 2%, indem sich 4
statt o als ihre obere Grenze schreiben lisst, und es wird also:

(67) B? (2) =82 (), fir 1 — 0 <0,
wie zunichst gezeigt werden sollte. Ist aber @ < 1, so kann man in
der vorausgehenden Gleichung die Zerlegung vornehmen:

e==w e==2 c=2
o= X — X

¢=0 c=0 c=w-1
-und erweist sich die Summe aller vom ersten Theile herrithrenden
Glieder einerlei mit BY (2), sodass man hat:

c==4 a==n
(68) Bf,f) (#)— SBE,'}) (2) = c:ﬁl (— ]_)b' (A)c A afl (2 ~z“)c~w—1’
fir A — o >0,

eine Doppelsumme, die im Allgemeinen von O verschieden ist, und
leicht, statt durch die Wurzeln, durch die Coefficienten der Gleichung
f(2) = 0 ausgedriickt werden konnte.

Die symmetrischen Functionen 4 und B, welche wir in § 7. als
die bemerkenswerthesten Fille der allgemelneren Function C hervor-
hoben und zum Gegenstand des Studiums machten, sind nun also durch
die Coefficienten der Gleichung f(2) = 0 ausgedru(,kt némlich in Ge-
stalt einfach gebauter Determinanten dargestellt, als deren Elemente
das Polynom f(z) und dessen Derivirte auftreten — allerdings nur unter
der Voraussetzung, dass @ und 1 den angegebenen Ungleichungen
geniigen, was beiliufig gesagt fiir w = co stets der Fall ist. Unter
jener Beschrinkung also darf iiberall 4 fiir % und B fiir B geschrie-
ben werden, [wie es auch von frither her gestattet ist, in allen For-
meln des § 7., 4 oder B fiir C zu schreiben]. Noch verdient hervor-
gehoben zu werden, dass mehrere der fiir % und 4 (wie fir  und B)
nun auf 2 Wegen gewonnenen Relationen, z. B. die Relationen (36)
des § 7. und (51), (52) des § 8. bei sonstiger Uebereinstimmung im
Bau der Ausdriicke sich doch durch die obere Grenze am Summen-
zeichen unterscheiden, welche einmal i, das andere Mal w ist; selbst-
verstindlich kann man von diesen beiden Zahlen eine jede, z. B. die
kleinere, wihlen, da die Glieder, um welche die eine Summe von der
andern iibertroffen wird, sich simmtlich wegheben, sofern iiberhaupt
die lateinischen Functionen mit den gothischen iihereinstimmen.
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g 11.
Hieraus sich ergebende Auflosungsmethoden der zweiten Art.

Tch gehe jetzt zur Betrachtung der Auflosungsmethoden selbst
iiber, welche sich fiir die hheren Gleichungen aus den Untersuchungen
der 8§ 7. bis 10. deduciren lassen, und deren wir, wie schon in § 1.
hervorgehoben wurde, zwei Arten zu unterscheiden haben.

Eine Auflosungsmethode von der zweiten in § 1. charakterisirten
Art fliesst zuniichst aus dem Theorem (II) des § 7. Jenes Theorem
sagt aus, dass, wenn:

AR ) B 2@
P@ =gy ol s 1O =T

gesetzt wird, stets:
lim . F(2) = 2,

sein muss, falls 2z, eine Wurzel der Gleichung f(2) = 0.ist, welche
dem willkiihrlich angenommenen Punkt # niher liegt als irgend eine
andere der Wurzeln. Da in § 8. die Mittel angegeben sind, die Fune-
tionen A und B recurrirend fiir immer grossere @ zu berechnen, sowie
auch, aus dem Polynom f(¢) und den Zahlen z, 1, h,  sie indepen-
dent zu bilden, so lisst sich in der That auf diesem Wege die ‘¢ Potenz
der Wurzel 2, (oder wenn man will, unter der Annahme h = 1, diese
Wourzel selbst) so genau man wiinschen mag, ermitteln; und zwar ist
diese Methode — eine doppelte, je nachdem man die Functionen A
oder B wihlt — wegen der Willkiihrlichkeit der genannten Zahlen
unendlich vielfacher Anwendung fihig.

Als ganz speciellen Fall, niimlich wenn bei der Function 4 die
Zahl 2 = 0 und » = 1 gesetzt und der willkiihrliche Anfangswerth 2
gleich 0 oder gleich oo genommen wird, begreift die gegenwirtige
Methode ein unléingst von Fiirstenau*) veroffentlichtes und von ihm
aus gapz andern ® Gesichtspunkten gewonnenes Auflésungsverfuhren
unter sich. Ebenso bildet dieselbe einerseits eine Erweiterung, andrer-
seits eine Specialisirang der Daniel Bernoulli’schen Methode.

Was den Anfangswerth 2z betrifft, so darf dieser, wenn man iber-
haupt nur eine — und nicht eine bestimmte — Wurzel der Gleichung
f(2) =0 nach den angegebenen Methoden finden will, in der ganzen
Zahlenebene beliebig gewihlt werden mit Ausnahme einer gewissen
Linie, def Ausnahmelinie, welche aus lauter stetig unter einander ver-
bundenen Strecken, Strahlen-und Geraden besteht. Wird mit m die
Anzahl der von einander verschiedenen Wurzeln bezeichnet, welche

#) Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Deter-
minanten der Coefficienten, Marburg 1860.
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natiirlich bet Anwendung der Functionen A gleich n gedacht werden
muss, da vielfache Wurzeln dann ausgeschlossen bleiben, so zerlegt die
Ausnahmelinie die ganze Ebene in m verschiedene Gebiete, deren jedes
nur eine einzige einfache oder vielfache Wurzel in sich enthilt.  Jedes
dieser Gebiete ist so beschaffen, dass fiir alle innerhalb desselben an-
genommenen Punkte z unsre Auflosungsmethode eben die eine inner-
halb desselben liegende Wurzel liefert; es kann daher das zu der Wur-
zel gehorige Convergenzgebiet der Auflosungsmethode genannt werden.
Die m verschiedenen Convergenzgebiete also grenzt die Ausnahmelinie
von einander ab. Die Begrenzung jedes Convergenzgebietes ist eine
polygonale, und zwar ein nach dem Unendlichen hin offenes Polygon,
wenn die betreffende Wurzel, nachdem simmtliche Wurzelpunkte durch
gerade Linien mit einander verbunden sind, eine Ecke des umschliessen-
den Vielecks bildet; im andern Fall ist sie ein endliches geschlossenes
Polygon. Die Seiten dieser Polygone gehen stets senkrecht durch die
Mitte der. Verbmdungshme zweier Wurzelpunkte hindurch, und die
Ecken derselben, in welchen stets mindestens 3 Polygone anemander-
stossen, also die Ausnahmelinie sich verknotet, sind die Mittelpunkte
derjenigen durch mindestens 3 Wurzelpunkte gelegten Kreise, welche
keinen andern Wurzelpunkt ginschliessen. Alles dieses folgt leicht aus
der Forderung, dass der Punkt z, wenn er nicht ein Ausnahmepunkt
sein soll, nur nicht etwa gerade von den zunichst liegenden Wurzel-
punkten glelch weit abstehen darf. Es ist demnach keiner Schwierig-
keit unterworfen, die Ausnahmelinie zu construiren, wenn die Wurzel-
punkte gegeben sind:

Man construirt zuerst die 77.‘.(71‘2':‘?{2‘ Geraden, welche senkrecht

durch die. Mitte der .Verbindungslinie zweier Wurzelpunkte hindurch-
gehen und allein Ausnahmepunkte enthalten kbnnen, jedoch bei weitem
nicht alle und in ihver ganzen Erstreckung zur- Ausnahmehme gehoren.
Kin .Punkt .aof einer solchen Normalen, zu welcher zwei Wurzel-
punkte symmetrisch liegen, ist nédmlich nur so lange Ausnahmepunkt,
als en: keinem dritten Wurzelpunkt niher liegt, als jenen beiden. -Diese
Geraden schneiden sich zu drei und drei in M:—%@-—Q) Punkten,
‘den ' Mittélpunkten der durch je 3-Wurzelpunkte gelegten Kreise. Von
"den genannten Mittelpunkten sind nun alle diejenigen auszuschelden,
‘deren zugehorxger Kreis noch Wurzelpunkte einschliesst; die iibrigen

Cm(m—1)
2

‘Mlttelppnkte sind lanvs der Geraden mit einander zu verbin-

,den endhch sind von den aussersten dleser Mlttelpunkte aus senkrecht
zu den Seiten des umschliessenden - V1elecks der Wurzelpunkte (also
ebenfalls lings der gedachten Geraden) noch Strahlen nach dem Un-
endlichen hin zu ziehen. Die erwihnten Verbindungslinien und Strahlen
bilden die Ausnahmelmle
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Sind die Wurzelpunkte nicht gegeben, so bleibt auch die Aus-
nahmelinie unbekannt; nimmt man aber in diesem Falle den Anfangs-
werth z auf’s Geradewohl an, so ist die Wahrscheinlichkeit auf einen
Ausnahmepunkt zu verfallen gleich 0. Hat allerdings die Gleichung

f(2) = 0 lauter reelle Coefficienten, also conjugirt imaginlire Wurzeln,
so darf man selbstverstindlich 2 nicht etwa auf der Linie der reellen
Zahlen wihlen, wenn man eine der complexen Wurzeln finden will;
in" der That ist in diesem Falle a priori ersichtlich, dass man durch
fortgesetzte rationale Verbindung von lauter reellen Zahlen unter sich
niemals zu einem imaginiren Ergebniss gelangen kdnnte.

Nimmt man fiir z einen Punkt auf der Ausnahmelinie, so nihert
sich' F'(¢) bei wachsendem o im Allgemeinen keiner bestimmten Grenze,
obwohl es endlich bleibt.

§ 12.
Hieraus hervorgehemde Algorithmen,

Auflosungsmethoden von der ersten in ‘§ 1. charakterisirten Art,
niimlich Algorithmen, gehen aus den Theoremen (I) und (III) des § 7.
hervor, wenn man dort - = 1 annimmt.

Setzt man némlich:

CAGED () B (2)
iyl oder aber I(zs) = —Em)— s

(69) F(2) =
so wurde dort gezeigh, dags die Function F die Eigenschaft besitat,
dass erstens F'(2)) = 2, und zweitens die Derivirten:

0, F@), :F@),....5% F()

fir 2 =2, gleich 0 werden. Auf Grund dieser Eigenschaften muss
also, wenn @ > O ist, nach den Ergebnissen des § 2. die Gleichung:

7 = F(z)

einen Algorithmus der o - 1ten Ordnumg vorstellen, durch welcheti es
moglich ist, aus einem beliebig, nur hinreichend nahe an 4, gewihl-
ten Anfapgswerthe z jede Wurzel 2z, der Gleichung f(2) = 0 so genau
mar ‘will zu finden; und zwar in der Weise, dass der Modul jedes
N#herangswerthes schliesslich stets auf @ - 1mal so viel Decimal-
stellen genau gefunden wird als auf wie viele genau der Modul des
vorhergehenden Niherungswerthes bekannt war.

Wegen der Unbestimmtheit der natiirlichen Zahlen & und A, sowie
der Willkiihrlichkeit des. Anfangswerthes # schliesst auch diese Methode
unendlich viele -Algotithmen in sich, und es verlohnt der Mihe, die-
selben fiir die einfachsten Werthe von @ und 2 wirklich apzuschreiben.
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Jeden dieser Algorithmen will ich nach dem die Function F charakteri-
sirenden Nenner in (69) mit (4%) resp. (B%) bezeichnen.

In Erinnerung werde noch gebracht, dass bei den Algorithmen

(45) vielfache Wurzeln der Gleichung [ (2) = O ausgeschlossen sein
miissen, wofern sie wirklich von @ - 1facher Convergenz sein sollen;
bei den -Algorithmen (B%) hingegen wird durch die Vielfachheit der
Wurzeln kein Unterschied hinsichtlich des Grades der Convergenz-
geschwindigkeit begriindet. '
. Endlich muss bei den Functionen 4, wofern sie wirklich durch
die anzugebenden Ausdriicke darstellbar sein sollen, die Ungleichung
A — & < n, bei den Functionen B hingegen die Ungleichung 4—w 20
erfillt sein.

Mit Riicksicht auf die Gleichung (37) in dem Theorem (IV) des
§ 7. lassen sich unsre Algorithmen nun so darstellen:

AD ‘w 4()
) e e
B, posp, [ 0>0

B A=y T e

worin das zweite Glied rechter Hand als die Correction aufgefasst
werden kann, welche nach dem Algorithmus zu dem Anfangswerthe
hinzugefiigt werden muss, um den nichsten Niherungswerth zu bilden
(und welche mit dem in § 2. erwiihnten Fehler des Anfangs- oder
Niaherungswerthes nicht zu verwechseln ist).

In diese Gleichungen sind nun die Werthe der Functionen 4 und
B einzusetzen, welche in (36) des § 7. und (51), (52) des § 8. zuniichst
durch die Functionen A® und B® ausgedriickt werden. Zu dem
Ende schreiben wir mit Vermeidung der Briiche jene Relationen in
folgender Gestalt an:
foAD = E (1 e AL
(70) ‘ ‘;Zi

fPHBY = X (— 1) (s foeH BO
a==0

—a )

worin von den beiden angegebenen oberen Summengrenzen }.~, o stets
die kleinere gewihlt werden darf. Demnach hat man nun fir @ = 0,
1,2,...:

[AP=7 . 4P,
[PAP =4 . 2 AP —aF L AD,
AP =2 . AP —ad7'f. a0 4 2D g2y pg0)

u 8. W,
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und, da fiir 2 = 0 nur eine Identitdt herauskommt, firi =1, 2,...:
N T T
[P AD =2 P AD — 20 U AD 2 AR,
u. 8. w.; die entsprechenden Gleichungen fiir die Functionen B lauten
ebenso; man erhilt sie einfach, indem man hier B statt A schreibt.
Da wir 4Y resp. BY allgemein nicht in einfacher Weise auszu-
rechnen vermdgen, so erhalten wir nur aus den ersteren Gleichungen,
in welchen 4 willkithrlich gelassen ist, durch Einsetzung der Functio-
nen A und B® aus (I) und (II) des § 8., einfache Formeln von all-
gemeinem Charakter und hinreichend leichter Berechenbarkeit, und
ZWar:

[ AP =4,
a0 =4 f—ad7f,
(1 AP =2 (F2—41h) — 427 ff, 4 M A e
u. 8. w. ferner:
f BY =4f,
rBY =2 —ff) — 147 f,,

u. 8. w., wonach es leicht wiire, eine Tabelle der Functionen A% oder
BY mit doppeltem Eingange anzulegen.

Nun endlich kénnen wir mit der gréssten Bequemlichkeit zu der
Aufstellung der einfachsten Algorithmen selbst schreiten.

Wollte man zuerst @ == 0 annehmen, so wiirde sich, wenn hier
nicht ein Degenerationsfall vorlige, als Algorithmus von linearer Con-
vergenz ergeben :

(4%) desgl. (BY) g =z

Da hier die Correction gleich O, der Fehler des Niherungswerthes also
der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe nicht allein propor-
tional, sondern sogar gleich ist, so wiirde das Attribut ,,linear* wohl
noch passen, allein die Benennung ,, Algorithmus* trifft nicht mehr zu,
weil 9, F'(¢) nicht < 1 sondern =1 ist.

Fir @ =1 erhalten wir den allgemeinsten Algorithmus zweiter
Ordnung oder von quadratischer Convergenz, welcher iberhaupt aus
dieser Quelle fliessen kann, nimlich:

2 , z
(4i) b=z R’:{W:
e - in
(5. AR AR

und als einfachsten Fall fir 4 = O einerseits den Newton’schen Algo-
rithmus:
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(A(l)) : ¥=2— T;;' ’
andrerseits den ihm ebenbiirtigen, meines Wissens noch nicht beach-
teten Algorithmus:

ff,
(B) =t

welcher bei fast gleicher Einfachheit den Vorzug besitzt auch fiir viel-
fache Wurzeln noch -quadratisch zu convergiren, und dessen wir schon
in § 3. Erwihnung gethan haben.

Fir @ =2 ergeben sich die allgemeinen Algorithmen dritter Ord-
nung oder von eubischer Convergenz, z. B.:

(4%) g =z—zf sh=1f ,
a(fs — ity —raffy+ 2D

und als einfachste Fille fiir 1 = 0:

0 g T
(43 d= TR
— tf

(B) — g e

wovon der erstere (Ag) auffallend ist durch seine Aehnlichkeit mit (B(f) ,
von welchem er sich nur durch den Factor 4 im Nenner unterscheidet.

In dieser Weise nun konnte man leicht fortfahren, und auch die
Algonthmen von blquadratxscher und hoherer Convergenz aufste]len,
jedoch empfiehlt sich dieses darum nicht weiter, weil fiir praktische
Zwecke der Vortheil der rascheren Convergenz durch den Nachtheil
einer viel grosseren Complication der zu berechnenden Ausdriicke mehr
als aufgewogen wird,

Beispielsweise ergeben sich fiir d1e binomische oder reine Glel-
chung n'* Grades:

f@=2—p=0

die zur Ausziehung einer Quadrat-, Cubik- oder mte Wurzel aus einer
Zahl y sehr brauchbaren Algorithmen:

§ m—1—1emFA+1
(Af) d=2£ - A(n_;)zzn_:.(lj- & ’ A<nd1,
(BY d=z- (nAd)y—2en A< 2;

t+i—Dy—@R—1)m ’

hier sind-die-beiden Algorithmen B unter den n 4 1 Algorithmen A
mit enthalten, nimlich (Bf) identisch mit (4" und (B}) identisch
mit (47

Will man’etwa eine Quadratwurzel aus einer reellen Zahl auf sehr
viele Decimalen, z. B. 24 Stellen, ermitteln, so empfiehlt .es sich in
der That, nachdem man durch die Methode des gewdhnlichen Wurzel-
auszmhens mit ‘abgekiirzter Division einen sehr guten Naherungswerth
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(auf 12 Decimalen genau) gefunden, den niichstfolgenden sogleich auf
24 Decimalen, genanen Werth mittelst eines dieser Algorithmen aufzu-
suchen. Ein Vorzug dieses Verfahrens besteht noch darin, dass man
bei demselben eine endliche Anzahl beliebiger Rechenfehler machen
darf (wenn man nur durch dieselben nicht aus dem Convergenzgebiet
hinausgerith), und dabei doch frither oder spiiter den richtigen End-
werth findet; auch hat man stets einen zuverlissigen Maassstab fiir
die bereits erzielte Genauigkeit; sie ist auf doppelt so viele Decimalen
erreicht, als auf wie viele der letzte Naherungswerth mit dem vorletz-
ten iibereinstimmt.

Interessant wire noch die Beantwortung der Frage, welcher Werth
von 4 sich fiir eine bestimmte Wurzelausziehung am vorziiglichsten
eignet, d. h. die rascheste Convergenz gewthrt.

Man konnte auch verschiedene Algorithmen vielleicht vortheilhaft
combiniren, z. B. den aus dem Algorithmus (4,%) sich ergebenden
ersten Niherungswerth in den Awusdruck von (4,') fiir # substituiren,
um den zweiten Niherungswerth zu finden; alsdann diesen in den
Ausdruck von (4,%) und den so sich ergebenden dritten Niherungs-
werth in denjenigen von (4,%), u. s. f., sodass man anstatt einer Ite-
ration oder wiederholten Ausfilhrung gleichartiger Substitutionen nun
eine gesetzmissige Reihe verschiedenartiger Substitutionen zu vollzie-
hen hitte, um sich der gesuchten Wurzel zu ndhern.

Endlich wire es der Miihe werth zu untersuchen, welcher Grenze

die Algorithmen zustreben, wenn 4 eine andere als eine ganze posi-
tive Zahl ist,

§ 13.
Einiges iiber das Convergenzgebiet dieser Algorithmen.

Es bleibt die Aufgabe iibrig, die Convergenzgebiete der zuletzt
angegebenen Auflosungsmethoden zu ermitteln, d. h. ihre Grenzlinien,
wenigstens wenn die Wurzeln der Gleichung f(2) == 0 gegeben sind,
zu bestimmen. So leicht diese Aufgabe fiir die Auﬂbsungsmeﬁhoden
der zweiten Art in § 11. gelost werden konnte, so schwierig erscheint
dies bei den Auflosungsmethoden der ersten Art oder den im vorigen
Paragraphen aufgestellten Algorithmen. Die Beantwortung dieser
Frage nach den Contouren der Convergenzbezirke ist mir nur bei den
beiden einfachsten Algorithmen in den einfachsten Féllen, nidmlich
fir die linearen oder iiberhaupt einwurzeligen und fiir die quadrati-
schen Gleichungen bis jetzt gelungen.

In dem Falle 4 = O kaun das nachstehende Theorem zur Erleich-
terung der Aufgabe dienen.

Die Contouren der Convergenzbezirke der Algorithmen (Au,“) oder (B,0)

Mathematische Annaleu, II.
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héiingen lediglich ab von der gegenseitigen (relativen) Lage der m von
cinander verschiedenen Wurzelpunkte 2,, 2,, ..., 2n, keineswegs aber
von der Lage dieses Punktesysiems gegen die Punkte O und 1, diber-
haupt gegen die Azxen der reellen und der imagindren Zahlen. Mit
andern Worten: Ersetst man das System der Wurzelpunkte durch cin
anderes , ithm dhnliches von belzebzger Lage, so werden auch dic neuen
Convergenzbezirkcontouren den alten dhmlich und sind zu den neuen
Wurzelpunkten dhnlich gelegen.

Beweis. Man denke sich zwei Zahlenebenen, in der ersten die Wur-
zeln 2, 2,, ... 2, der Gleichung f (¢) = O als Punkte verzeichnet,
in der zweiten die in der niimlichen Anzahl vorhandenen Wurzeln
8, &y « - . §u einer andern Gleichung ¢ (§) = 0. Sei ausserdem z
in der ersten, ebenso § in der zweiten Ebene ein beliebiger Anfangs-
werth, und:

=z — Cors @
T e
wo C gebildet ist fiir die Function f, desgleichen:
: Coli (9
C = C - VE‘(OT(F )

wo C gebildet ist fiir die Function g, der zugehorige erste N.J,herungs~
werth, welchen unser Algorithmus liefert, wenn unter C wie frither
entweder die Function 4 oder die B verstanden wird. Setzen wir
dann zwischen z und ¢ die Relation fest:

§ = w2 + v,
und nehmen auch an, dass:
b = g2, +v fira=1,2,3,...m

sei, so ist leicht einzusehen, dass das System der Punkte ¢, £, in der
zweiten Ebene, wenn u und v beliebige complexe Zahlen bedeuten,
dihmlich ist dem System der Punkte #, z, in der ersten Ebene, dass
jedoch das erstgenannte System gegen die Axen der reellen und der
imaginiren Zahlen eine beliebig geiinderte Lage besitzt. Denn ist
p = @¢e¥, so bewirkt die Multiplication der Zahlen # mit g eine Ver-
wandlung des betreffenden Punktesystems in ein anderes ihm #hnliches
und #hnlich zu den Axen liegendes, dessen homologe Dimensionen
alle gmal so gross sind als im ersteren; die Multiplication mit ¢
bewirkt eine gemeinsame Drehung des Punktesystems iiber den belie-
bigen Winkel #; und endlich die Addition von » zu dem Product
uz = ge'?z entspricht einer parallelen Verschiebung des ganzen Sy-
stems in der Richtung und iiber die Linge des Moduls der Zahl ».
Der Beweis unseres Satzes ist nun gefiihrt, wenn gezeigt ist, dass
auch die Naherungswerthe 2" und ¢’ als homologe Punkte den beiden
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shnlichen Punktesystemen angehiren, da sich dieser Schluss alsdann
leicht auf alle folgenden und vorausgehenden Niherungswerthe bis an
die Grenzen der Convergenzgebiete hin ausdehnen ldsst.

Nun ist aber diejenige Gleichung, deren Wurzeln §, = pz, + v
sind, offenbar:

o ®=r(F=2) =0,

w
und muss demnach:

o® () = —;—f“)(%j) , iiberhaupt ¢© (§) = _Ec‘/‘(c) (Q__;_*f)
¢

fiir jede natiirliche Zahl ¢ sein, oder wegen 22 = z:
J ) B ®

&) =1() , 0 () = —;—f(”(z) s e @O =?;5 O (2) .

Da ferner nach Gleichung (57) des § 8. in allen Gliedern der
Funetion fo+' A© desgleichen der Function f¢ BY) , die Summe der
mit den Exponenten multiplicirten Derivationsindices von [ die nim-
liche und zwar = @ ist, so erweisen sich die beiden genannten durch-
weg fiir die Function ¢ gebildeten Ausdriicke:

@ () A (§) resp. @ (5 BY, (6)
gleich den entsprechenden fiir die Function f gebildeten Aunsdriicken:
[(2)+ AQ (2) resp. f () B, (2)
behaftet mit dem Factor ﬁ - Aus der letzten der beiden Gleichungen:
f@)” 052, @)
flo o @
P(©)” O, (©)
PO+ CPE)

2 =z—f(g)- ’ [wo C gebildet fiir ],

¢ =59
folgt daher:
, HOREHRING) . "
g =petv—u-[() TGO ) [wo C gebildet fiir /7],
also mit Riicksicht auf die erste Gleichung:
§ =p2" 4+ v,
wie gezeigt werden sollte.

Da also die Contouren der Convergenzbezirke in den #hnlichen
Systemen der z und der § in der That #hnliche Curven mit der glei-
chen Verhiltnisszahl ¢ fiir die homologen Dimensionen sein miissen,
welche gegen das Punktesystem eine dhnliche Lage haben, so wird
man, wenn es sich um das Studivm jener Contouren handelt, dasselbe
ebenso gut in dem System der ¢ als in dem der # vornehmen kénnen.
Darnach kann man beispielsweise unbeschadet der Allgemeinheit zwei

Wurzeln der zu discutirenden Gleichung ganz beliebig, etwa die eine
23%

) [wo C gebildet fiir ¢],
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== 0 und die andere = 1 annehmen, indem es ja nur auf die rela-
tive Lage der Wurzeln ankommt; man kann auch simmtliche Wur-
zeln untereinander und dem Nullpunkte beliebig nahe annehmen, da
sich die Verhiltnisszahl ¢ beliebig klein denken lisst, u. s. w.

Hieraus fliesst noch beildufig die wichtige Folgerung, dass die
Ausschliessung ciner Wurzel 0 der Gleichung [ (2) = 0, welche bei
vielen unserer Sitze erforderlich war, doch fiir die Endresultate bei
den Algorithmen (A4%) und (B?) irrelevant ist.

Fiir die Algorithmen (A42) oder (B?), fiir die 4 > O ist, gilt das
obige Theorem nicht; versucht man hier dieselbe Betrachtung durch-
zufithren, wic sie zum Beweise des Theorems nothig war, so zeigt
sich leicht, dass man die Zahl » gleich 0 nebmen muss, wenn der
neue Néherungswerth ein homologer Punkt des dem alten System #hn-
lichen Punktesystems sein soll. Man darf also wieder die zu Grunde
gelegte Masseinheit veriindern, d. h. das System der Wurzelpunkte durch
ein anderes ihm #hnliches und #hnlich gegen die Axen gelegenes er-
setzen, man darf das System auch um den Nullpunkt herum &ber einen
beliebigen Winkel drehen — nur darf man es nicht parallel mit sich
verschieben, das heisst es gilt der Satz:

Bei den Algorithmen (AL) und (B) ist die relative Lage der Con-
vergenzbezirkcontouren gegen dic Wurzelpunkte wur abhingig von der
Distanz des Schwerpunktes sdmmilicher Wurzelpunkte (des Mittelpunk-
tes threr mitfleren Entfernungen) und des Nullpunktes, in ihrem Ver-
hiliniss zu den gegenseitigen Distanzen dieser Wurzelpunkte; im Uebri-
gen aber unabhdngig von der absoluten Lage dieser Wurzelpunkte und
von der zu Grunde gelegten FEinheit.

Soviel iiber die Convergenzgebiete im Allgemeinen.

§ 14.
Einfachste Beispiele zu den Haupt- Algorithmen.

Um in die Natur der Algorithmen einen niheren Einblick zu ge-
winnen, wollen wir jetzt die beiden vorziiglichsten:

PR i 0 5 ey Ih
4 2 ==z f‘,und(Bl)z ¢

fiir ein einfaches Beispiel hinschreiben und fir den praktischen Ge-
brauch zurecht legen. :

Der allereinfachste Fall, nimlich der, wo die Gleichung £ (¢) =0
nur eine Wurzel hat, also entweder vom ersten Grade ist oder als
Polynom eine Potenz eines Binoms besitzt, wird sofort durch die Be-
merkung erledigt, dass ‘man nach dem Vorausgehenden ohne Beein-
triichtigung der Allgemeinheit diese Wurzel z, =— O setzen, also

fle)=#

annehmen kann; dann wird:
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4y o= (1—2)es, wd (B 2z =0
Der Algorithmus (B,") liefert also sofort die richtige Wurzel (0) der
Gleichung. Fiir den Algorithmus (4,°) aber ergiebt sich leicht:

" 1\2 1\"
] =(1_W g, ... z(f>==( —;)z,

woraus folgt:
lim . 20 = 0,

welches auch der Anfangswerth 2z gewesen sein moge. Es gilt also
der Satz: Fiir -eine eimwurzelige Gleichung st das Convergenzgebiet
der beiden Algorithmen (A,°) und (B,%) dic ganze Zahlenebene; es giebt
gar keine im Endlichen liegende Ausnahmepunkte.

Der niichst einfache Fall ist der einer quadratischen Gleichung.
Sind die beiden Wurzeln derselben einander gleich, so ist der Fall im
vorigen schon enthalten und bereits absolvirt; wir konnen also diese
Waurzeln als von einander verschieden annehmen, und zwar empfiehlt
es sich der dadurch zu erzielenden Symmetrie wegen, die eine Wurzel
2, = 4+ 1, die andere 2, = — 1 zu wiihlen, was man, wie schon
erwahnt, thun kann, ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen. Als-
dann ist:

f&) =(@—1) (z+41) =2—1,
und lauten die Algorithmen:
1
22 2

. 14 22 ct5 ,
A) &= 7 =-——, B Z=1+z’=z+le',

sodass , -wie man sieht, der Niéherungswerth bei dem einen Algorith-
mus stets der reciproke Werth von demjenigen bei dem andern Algo-
rithmus fiir denselben Anfangswerth ist.

Will man nun aber fiir irgend einen complexen Anfangswerth
z = & - 4y den Niherungswerth 2" == 2" 4- ¢y’ wirklich berechnen,
so muss man den complexen Algorithmus in zwei combinirte reclle Al-
gorithmen zerfilllen. Dieses hat iiberhaupt bei jedem Algorithmus
2’ = I () za geschehen, wenn man denselben wirklich anwenden
will, und nicht etwa gerade die Coefficienten und die Wurzeln der
Gleichung nebst dem Anfangswerth simmtlich reell sind. Die ge-
dachte Zerlegung des Algorithmus, welche sich durch Sonderung und
Vergleichung der reellen und der imaginéren Theile auf beiden Seiten
der Gleichung 2 = F'(z) ergiebt, wire leicht fiir jeden unserer Algo-
rithmen allgemein ausgefithrt hinzuzuschreiben, nachdem man die
Coefficienten 5, %15 . .. ya der Gleichung / (¢) =0 in der Form

Vo = @ + iB (fir a=0,1,2, ...n)
angenommen hitte.
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Fiir unser Beispiel nun wird:

o2 2 e 2 e 2
M) = EEEE e

. 14224y , B R e

B =20 i b * Y= g et
wonach zu jedem Anfangswerthe der erste Niherungswerth bequem
zu berechnen ist. Will man den darauf folgenden Niherungswerth
erhalten, so braucht man nur fiir #,y in den nebencinanderstehern-
den Gleichungen 2z’ , y’ einzusetzen, und erhiilt z” und y” oder die
Elemente von 2” = 2" 4 +y”, u. s. w.

Aus diesen Gleichungen lassen sich schon viele Schliisse ziehen,
zu deren Ausdruck es bequem ist, den Uebergang vom Anfangswerthe
zum Niherungswerthe als einen Sprung des Argumentes z aus der
Lage des Anfangswerthes in die des Niherungswerthes auf der Zah-
lenebene aufzufassen. Da zum Beispiel fiir 22 4 y? = 1 stets y" = 0
wird, so gilt der Satz: Von der Peripherie eines mit der Einheit um
den Nullpunkt beschriebenen Kreises springt das Argument stets auf
die Axe der reellen Zahlen.

Da ferner fiir y == 0 auch y” = 0 ist, so sind fiir einen reellen
Anfangswerth auch alle Niherungswerthe reell; das Argument springt
niemals aus der Axe der reellen Zahlen heraus. — Desgleichen blei-
ben flir einen rein imagindren Anfangswerth auch alle Niherungs-
werthe rein imaginir; das Argument springt daher auch niemals aus
der Axe der imaginéren Zahlen heraus, und kann also der Algorith-
mus fiir einen solchen Anfangswerth unmbglich gegen die Punkte
+ 1 convergiren; die y Axe muss in ihrer ganzen Erstreckung zu
dem Divergenzgebiet des Algorithmus gehdren oder lauter Ausnahme-
punkte enthalten. Auch bei einem beliebigen Algorithmus lassen sich
stets einzelne Ausnahmepunkte finden, indem man niimlich die Werthe
von #z aufsucht, fiir welche die Correction verschwindet oder fortwiih-
rend oo wird, ferner diejenigen Werthe von z fiir die bei

r=1,2,3, ...
der 7 Niherungswerth 27 wieder dem Anfangswerthe z gleich wird,
also der Algorithmus in sich selbst zuriicklduft oder periodisch ist; es
wiirde sogar nicht schwer sein, auch allgemein Ausnahmelinien zu
entdecken — wohl aber, zu untersuchen, ob diese wirklich die simmt-
lichen Ausnahmepunkte enthalten und letztere nicht vielleicht ein Fli-
chengebiet ausfiillen.

Aendern.z und y einzeln oder gleichzeitig ihr Vorzeichen, so fin-
det das Entsprechende auch bei #’ und y’ statt; der Algorithmus ver-
lduft also symmetrisch in den vier Quadranten der Zahlenebene. Die
Achse der imaginiiren Zahlen wird niemals von dem Argument iiber-
sprungen, da " und z stets gleiches Zeichen haben, wohl aber die
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Axe der reellen Zahlen; diese wird bei dem Algorithmus (4,%) von
dem Argument tibersprungen, wenn dasselbe innerhalb des vorhin er-
withnten Kreises lag, da alsdann 3’ und y von entgegengesetztem Zei-
chen sind; wenn das Argument ausserhalb jenes Kreises lag, bleibt
es bei seinem Sprunge auf der nidmlichen Seite der z Axe. Bei dem
Algorithmus (B,") verhiilt sich letzteres gerade umgekehrt.

Lehrreich ist es auch, den Algorithmus auf Polarcoordinaten zu
transformiren, sodass aus Radiusvector und Polarwinkel des Anfangs-
werthes auch fiir den Néherungswerth diese Elemente berechnet werden
konnen. Setzt man:

% - iy ==ge'? und entsprechend =z’ 4 iy’ = @'¢'¥,
so folgen aus den Gleichungen:

o (y +1)7] [22 4 (y— 1) 4 1— 22—
(4,9 2?2 +y?= [« (94(m2]‘[:0y;f)‘y 1, g‘z__z ]+;c2+}/2’
die combinirten Algorithmen:
e 94 iy o 1—¢*
(4,9 o = %—1/1—{—2930%28—}—94 , tg® =— I+ ¢t tg o,

Bei (B,% hat man fiir ¢° den umgekehrten, fiir tg & den entgegen-
gesetzten Werth zu nehmen.

Da der Factor L-% stets ein echter Bruch ist , so ist der nume-

i + w
rische Werth von tg®’ stets kleiner als der von tg &, die Fille
tg @ = 0 oder oo allein ausgenommen; mithin ist auch, da man sich
auf spitze Winkel beschmnken kann, der Winkel &’ ae]bst kleiner als
#, das heisst: Bei jedem Sprunge schwmgt sich der Leitstrahl gegen
die Polaraxe zu, er pendelt gleichsam bei Fortsetzung der Spriinge
gegen diese Gleichgewichtslage.

Man kann sich auch fragen, welche Curve die Gebiete derjenigen
Punkte von einander scheidet, welche sich beim Sprunge dem Null-
punkte oder Schwerpunkt der beiden Wurzeln nihern oder aber von
ihm entfernen. KEs ist die Corve, deren Gleichung sich aus der For-
derung ¢* = @? ergiebt und z. B. bei (B,*) lautet:

[22 4+ @+ 1)1 [+ @ — =4, oder(2*+y*+ 1) =4(1+y"),

also:

oder a,uch in Polarcoordlnaten.
ot 4 2¢% cos 28 = 3.

Noch interessanter als die Frage nach den Polarcoordinaten ist die
nach den Abstinden ¢, , @,, bezw. g,", @, der Punkte 2z und 2" von
den Punkten -4~ 1 und — 1, welche Distanzen auch als die beiden
Fahrstrahlen des betreffenden Punktes in einem Bipolarcoordinaten-
system aufgefasst werden konnen, dessen Pole die beiden Warzeln |- 1



360 E. Scarépes.

sind. Man wird néimlich aus den hier zu suchenden Ausdriicken erfah-
ren, ob sich das Argument bei seinem Sprunge einem Wurzelwerthe
genihert habe, oder nicht.
Nun bestehen die Gleichungen:
=9+ (-1 , =9+ (z + 1),
(desgleichen fiir die mit einem Strich versehenen Grossen 0, %, Y),
folglich umgekehrt:

2 52 -
€T = ELTQL Y =152+ 0,4 0,) (0,40, —2) (0,12 —01) 2+ 01— @),
und setzt man diese Werthe ein in die Gleichungen:

40 4@ —1p= Pt

4 (@ + o)
(desgleichen - 1 statt — 1 gesetat),
(BN Y2 (& — 1) = _ [P+ @—1pp

e+ F DT+ =0
(desgleichen +- 1 statt — 1 gesetzt),
so ergeben sich die combinirten Algorithmen:

N oot O G
@0 o= = 0 = e ey

0 e 20t 2 2 o, )
B o= e @ = Gt

Die Gleichung der Curve, welche das Gebiet der Punkte, die sich
hei dem Sprunge von dem Wurzelpunkte + 1 entfernen, von dem
Gebiet der Punkte scheidet, welche sich ihm niihern, ist nun bestimmt
durch die Forderung ¢, = ¢,?; also ist sie bei dem Algorithmus (4,9
in Bipolarcoordinaten: ¢,> + 29,2 — 4 =0, oder in rechtwinkligen
Coordinaten: 3y 4 342+ 22 — 1 =0, d. h. die Curve ist der mit
dem Radius  um den Mittelpunkt — § beschriebene Kreis. Bei dem
Algorithmus (B,%) ist die Gleichung der entsprechenden Curve vom
4n Grade und leicht nach y aufzulosen. Diese Curven enthalten alle
Punkte, welche bei dem Sprunge nur eine Drchung um den Wurzel-
punkt 1 erleiden.

Um schliesslich aus dem Niherungswerthe auch umgekehrt den
Anfangswerth, also {iberhaupt aus einem beliebigen Niherungswerthe
den vorausgehenden zu berechnen, hat man nur nach z die Gleichung
aufzuldsen: '

ad (4% #—22" 4+ 1=0 , ad (B’ 2 — %f-—l— 1=0.
Da dieselbe vom zweiten Grade ist, so fiihren also zu jedem Nihe-
rungswerth 2” zwei Anfangswerthe [2], und [¢], hin, welche bei dem
Sprunge in ihm zusammentreffen und bei allen weiteren Spriingen in

ihm vereinigt blgiben. Die Punkte des Convergenzgebietes bilden so
eine unendliche Schaar von Punkten, welche alle, frither oder spiter
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dem Wurzelpunkte zuspringend, sich unendlich dicht um diesen sam-
meln, und es ist leicht die Formeln aufzustellen, nach welchen diese
Operationen auch riickwiirts ausgefiihrt und fortgesetzt werden kinnen.

In einer folgenden Abhandlung iiber iterirts Functionen werde ich
den Nachweis liefern, dass bei den zwei betrachteten Algorithmen:
fiir die vorliegende Gleichung die ganze Zahlenebene in zwei Conver
genzgebiete zerfillt, welche nur durch die Axe der imaginiren Zahlen
als einzige Ausnahmelinie von einander geschieden werden; ich hege
itberhaupt die Vermuthung, dass fiir diese Algorithmen bei jeder alge-
braischen Gleichung das Gebiet der Ausnahmepunkte nur von einer
Dimension ist, oder sich auf die Grenzlinien der Convergenzbezirke
reducirt.

An der genannten Stelle werden auch alle anderen Fragen diber
das betrachtete Beispiel der beiden Algorithmen zur Beantwortung
kommen; dennoch werden sich die Betrachtungen dieses Paragraphen
nicht als tiberfliissig erweisen.

§ 15.
Anhang:
Theorem iiber die Functionen 4.

Anhangsweise will ich noch ein Theorem mittheilen, welches ur-
spriinglich den Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Algorithmen
des § 12. gebildet hat, und dadurch von Interesse erscheint, dass die
Functionen A? (z) darin eine Rolle spielen.

Sei wie frither:

@) f@ = =y —a) G =) . (=),

und seien die Wurzeln z,, 2,, ... 2, der Gleichung f (¢) = 0 siimmt-
lich von einander verschieden, mithin einfache Wurzeln.

Die Function f/ (2) ldsst sich nun durch die Differenz 2z — 2, ohne
Rest theilen, und man findet nach dem gemeinen Divisionsverfahren
ein Resultat von der Form:

(712) [0 _ T =1 %, (2a).

#— 2 b=0
Hierdurch sind gewisse ganze rationale Functionen §, (2,) definirt,

zu deren Berechung sich durch Multiplication mit 2z — 2, und Coeffi-
cientenvergleichung leicht die Recursionen ergeben:

& (%) = 70,
(13) 1 B (ta) = 2a o (2a) +ps fir 5=1,2,8,...0—1,
0 == &g %n——l (211,) ‘I" Va3
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die vorletste dieser Recursionen wird auch noch fiir b — n giiltig,
wenn man: §, (2) = f(2) definirt, und man erhilt mit Hiilfe dersel-
ben die bekannte Darstellung:

c=b
(74) %b (za)= z Ve Zab_o fﬁl’ b=0, 1, 2, oo Wy,
c=0

welche wir auch fiir ein beliebiges Argument z an Stelle von 7, gel-
ten lassen wollen, desgleichen auch noch eventuell fiir 5 > %, indem
wir die Coefficienten 9,41, Put2, - . . alsdann willkiirlich lassen.

Setzt man in der Gleichung (72) einmal 2, fiir 2, wo ¢ eine von
@ verschiedene unter den Zahlen 1, 2, ... n bedeutet, ein anderes
Mal 2z, fiir z, so ergeben sich wegen:

f(#) =0 und lim RO £ (2,)

2=z, ? %
die fiir das Folgende wichtigen Relationen:
b=n—1 ’
bfo 2,771y (2,) = 0, wenn ¢ z a,
(75) b =p—1
2 2T (B) = O (2) -
b0

Auf diese Relationen gestiitzt, kann man zunichst den Satz auf-
stellen:
Von den beiden Systemen linearer Gleichungen:

¢=n--1
270 el X =Yof®(2,) , fira=1, 2, ...,
o

(16) a=n
X, = X Fol2a) Yo, fiire=0,1,...0—1,
a==1

desgleichen von den beiden Systemen:

c=n—1

Z Fuot (%) Ve =Fa fO (2), fira=1,2, ...,
(77) c=0

a=n
Dy == 2‘1 2% , firc=0,1,...n—1,

st emmer das eine die Auflosung des andern.

Denn, setzt man je aus der zweiten von diesen Gleichungen den
Werth in die erste ein, wobei selbstverstindlich die Summations-
variable @ durch ®inen andern Buchstaben, z. B. b ersetzt werden
muss, so entsteht mit Riicksicht auf (75) eine identische Gleichung.

Wiirde man umgekehrt den Ausdruck aus der ersten Gleichung
jedes Paares in die zweite substituiren, so wire die Richtigkeit des
Satzes nach dem Bisherigen nicht unmittelbar ersichtlich; man wird
vielmehr auf diese Weise zu der neuen Relation gefiihrt:

az=n b [ > —1
78 5" 26 Golta) __ 0, wenn b - ¢ zn s
(18) a1 [W(z,) {1, wennb 4-c=n—1,
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welche iibrigens leicht aus einer von Cauchy gegebenen abgeleitet
werden konnte®). Die Auflosung der Systeme (76) und (77) ist auch
von Baltzer*) mittelst Betrachtung von Determinanten ausgefiihrt.

Es gilt nun ferner der Satz:
Jede positive ganze Potenz einer lincaren Function der Grissen

o (Za) , By (Za) 5 oo Bt (Za);
néimlich:

c—=n —

1
1)= cézo %)c, %n~c—l(zd))

in welcher die Cocfficienten ), irgend welche Constante sind, lisst sich
chenfalls als lincare Function jener n Griossen darstellen, deren Coeffi-
cienten symmetrische Functionen simmilicher Wurzeln sind, also nur
die fritheren Cocfficienten )" nebst denjenigen y des Polynoms f(2),
nicht aber die Wurzel z, enthalten.

Am einfachsten lisst sich dies in folgender Weise einsehen. Denkt
man sich die Ausdriicke der Functionen §, nach dem Schema der
Gleichung (74) gebildet, in den Ausdruck von Pw+! eingesetzt, so ist
klar, dass sich dieser nach den Potenzen der Wurzel z, anordnen
liisst. Diejenigen Potenzen von z,, deren Exponent grosser als n—1
ist, lassen sich aber mittelst der Gleichung f'(2,) == 0 durch die nie-
drigeren ausdriicken, wonach Pv+! als lineare Function der Grossen

20 1 n—-1
By 8,y 0. &

erscheint. Die letzteren Grossen lassen sich hierauf, indem man das
System Gleichungen (74) auflost, durch die erstgenannten

To (2a) » T (Za) 5 + -+ Fn-a (2a)
darstellen, und wenn die gedachten Werthe eingesetzt werden, er-
hilt man Pet+t in der That als lineare Function dieser Grossen .

Bemerkenswerth diirfte jedoch auch nachstehender *Beweis des
Satzes sein.

Denkt man sich die @ -}- 1t¢ Potenz der Summe P nach dem poly-
nomischen Satze entwickelt, so erhilt man ein Aggregat von Glie-
dern, deren jedes ein Product von Potenzen einiger der Functionen
Fo (%) , 1 (%) 5+« . Fn—1(2e) zum Factor hat. Ein solches Product,
und damit auch das ganze Aggregat, lisst sich jedenfalls linear durch
diese Functionen § ausdriicken, wenn es gelingt, fiir ein Product von
irgend zweien dieser Functionen dieselbe Aufgabe zu losen.

Wir wollen uns deshalb allgemein die Aufgabe stellen, wenn a
und b irgend zwei natiirliche Zahlen bezeichnen, das Product

#) Cf. Baltzer, Determ. 2. Aufl., pag. 79.
#*¥) Ibidem, pag. 81 sq.
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Ba (z) o (z)

linear durch die Grossen §,(2) , , (2), ... auszudrlicken. Dabei moge
das sich stets gleichbleibende Argument 2z der Functionen § weggelassen
werden. Durch Multiplication der Gleichung (74) mit §, und Abson-
derung des in die nullte Potenz von z multiplicirten Termes rechter
Hand ergiebt sich alsdaun:

c=b—1

Ba o = Bt 2%a cf_‘Jo Yo 21 oder Fu T = ¥ e + 2FaTo—1 .
Da ferner nach (73):

280 = Fapt — Va1,
so folgt durch Einsetzung:

%a %b - %«z—{-l %1;-.1 == Y5 s — Va1 To—1-

Schreibt man hierin @ 4 ¢ statt @« und » — ¢ statt 5, summirt hier-
auf nach ¢ vou O bis b — 1 und beriicksichtigt, dass F, = p, ist, so
ergiebt sich bei passender Anordnung der Glieder:

c=b

(79) %a %b == Y %a 'I“' oil (71:-0 %a+c — Vatc %b—c) )

was die gesuchte Darstellung ist.

Der also auf zwei Wegen erkannte Satz soll jetzt auf den Fall
angewendet werden, wo P der Ausdruck (72) selbst, nimlich gleich:

o=n-—1
L= e
wo also ), == 2° ist. Die @ -+ 1t¢ Potenz dieses Ausdrucks lisst sich,
wie gezeigt, linear durch die Functionen § darstellen, und es han-
delt sich darum, diese Darstellung:

f(z) ¢==n—1

22—z, =0 2)0 %n-o—l(za)
wirklich zu bilden. Dies lisst sich unmittelbar mit Hiilfe-des Theo-
rems (77) erreichen. 'Denkt man sich nfimlich die letzte Gleichung
fir @ = 1, 2, ... »n hingeschrieben und versteht dort unter %, den

Ausdruck
f{(p)wt+t

O (a) (2 — zaF1’

so erhilt man als Auflosung des Systems Gleichungen mit Riicksicht
auf die Definition (38) der Function A sofort:

Do = [(&)" 49 (2) .
Nach Einsetzung dieses Werthes und Weglassung des gemeinsamen
Factors [ (2)»+1 ist also die Identitit gefunden:
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c==n~—~1
(80) T = 2, A @ T,

und man kann das Theorem aussprechen:
Driickt man die v 4 1t Potenz von
r()

B~ Za

linear durch dic Functionen Fq (24), - . . Fur(22) aus, so ndihert sick
das Verhdltniss der Coefficienten von irgend zwei aufeinanderfolgenden
dieser Functionen bei unendlich wachsendem o stets derjenigen Wurzel
der Qleichung [ (2) == 0, welche dem willkiirlichen Werthe z am nich-
sten liegt.

Zur Berechnung dieser Coefficienten f@+! A kbonnte man sich
auch des polynomischen Satzes in Verbindung mit der Relation (79)
bedienen.

Pforzheim, im Januar 1869.




