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Zusammenfassung: Ein wesentliches Problemfeld der zweiten Diskontinuitéit der Lehrerbil-
dung liegt darin, dass viele Lehrerinnen und Lehrer das im Studium erworbene fachinhaltliche
Wissen und Konnen fiir spéteres fachdidaktisches Handeln im Unterricht nur eingeschrinkt ak-
tivieren. Dagegen postuliert der Beitrag als zentrales Ziel der fachinhaltlichen Lehrerbildung,
die didaktische Handlungsfihigkeit angehender Lehrkrifte mathematisch zu fundieren.

Mit geeigneten authentischen Lernanlidssen sollen kiinftige Lehrkrifte die Notwendigkeit des
Ziels der mathematischen Fundierung didaktischer Handlungsfihigkeit begreifen und sich ihm
annidhern. Wie didaktische Handlungsanforderungen in sogenannte Unterrichtsmomente als au-
thentische und explizite Lernanlésse transformiert werden koénnen, wird an praktisch erprobten
Beispielen aus den fachinhaltlichen Veranstaltungen Analysis und Elementare Zahlentheorie il-
lustriert und diskutiert.

Um das Ziel moglichst plastisch zu machen, auf das dieser Beitrag hinarbeitet,
beginnt der erste Abschnitt mit einer exemplarischen Unterrichtsszene, in der es
einer Lehrerin hervorragend gelingt, ihr breites und tiefgehendes fachwissen-
schaftliches Wissen zu aktivieren, um didaktische Handlungsentscheidungen ma-
thematisch zu fundieren. Da eine solch breite Fundierung nicht fiir alle Lehrkrif-
te selbstverstdndlich ist, wird das Ziel im zweiten Abschnitt nidher begriindet. Es
werden Wege aufgezeigt, damit mehr kiinftige Lehrkrifte ihm ndher kommen.
Diese Wege werden im dritten Abschnitt konkretisiert und diskutiert.

1. Eine Unterrichtsszene zum Einstieg

Laura, eine junge Gymnasiallehrerin, ldsst in ihrer Klasse 9 diskutieren, ob
0,9 wirklich gleich 1 ist. In der Vorbereitung hatte sie geplant, die Diskussion
nicht durch vorschnellen Ubergang zu Briichen zu trivialisieren, sondern durch
eine Diskussion um unendlich kleine Teilchen erste Erfahrungen zur Konvergenz
(im Sinne der Non-Standard-Analysis) zu ermdglichen. Theo argumentiert jedoch
unerwartet: ,,Wenn ich mir die Zahlen angucke: 0,9, dann 0,99, dann 0,999, dann
kommt ja immer wieder was dazu. Dann muss es ja sogar irgendwann mehr als 1



werden!” In der weiteren Diskussion wischen die Klassenkameraden Theos inte-
ressantes Argument als abwegig vom Tisch. Laura holt es zuriick ins Gesprich,
indem sie einen Exkurs zum analogen Paradoxon von Achilles und der Schild-
krote einschiebt. Nun entsteht eine spannende Diskussion, an deren Ende die Ju-
gendlichen viele Bilder an die Tafel gezeichnet und zwei unterschiedliche For-
men von Unendlich erfasst haben: ,,Unendlich oft kommt was dazu, aber eben
nicht unendlich viel, sondern immer weniger”. Laura erkennt in dieser Unter-
scheidung die Erkldrung fiir die Moglichkeit, dass unendliche Reihen wie die
von Achilles und von 0,9... konvergieren konnen. Gliicklich iiber die substanti-
elle und intensive Beschiftigung mit Mathematik sagt Laura: ,,Seht ihr, und die

Mathematiker haben lange gebraucht, bis sie sogenannte Reihen erfunden haben,

um die Unterscheidung genauer zu beschreiben und zu Losungen zu kommen.

Dariiber reden wir niichstes Jahr nochmal.” Zuriick zum Problem der 0,9, liefert

Ben nun das fiir die Klasse entscheidende Argument zur Begriindung der Kon-

vergenz (weitere s.u.): ,,Welche Zahl sollte da noch zwischen passen? Der Ab-

stand wird ja immer kleiner.*

Laura identifiziert Theos Einwand sofort in seiner Relevanz fiir den generel-
len Unterschied zwischen unendlich vielen Summanden und einer unendlich gro-
en Summe. Dazu muss die Lehrkraft zum einen ein ernsthaftes Interesse an der
Denkentwicklung der Lernenden haben, zum anderen auch eine sehr gute ma-
thematische Fundierung, um das mathematische Potential einer solchen Schii-
lerduBerung zu identifizieren und zu substantiellen mathematischen Erfahrungen
weiter zu entwickeln. Laura findet im Paradoxon von Achilles zunichst eine
leichter zugingliche Uberspitzung von Theos Einwand, die den Lernenden die
Nacherfindung des Konstrukts der unendlichen Reihe in einer lebendigen ma-
thematischen Diskussion ermoglicht, ohne diese formal einzufiihren.

Das Beispiel deutet an, warum kiinftige Lehrkrifte ein substantielles ma-
thematisches Fundament brauchen, um ihr didaktisches Handeln im Unterricht
fachlich abzusichern, bei der Einschiitzung von Denkwegen von Lernenden eben-
so wie z.B. bei der Einschidtzung von Schulbuchzugingen oder bei der Planung
addquater Lernwege. Leider sind solche Unterrichtsszenen eher nicht der Regel-
fall: Erfahrungen zeigen, dass viele Lehrkrifte fiir ihre unterrichtlichen Hand-
lungsentscheidungen nur begrenzt auf ihr mathematisches Wissen zuriickgreifen.
Daher werden im Beitrag folgende Fragen diskutiert:

* Was konnen fachinhaltliche Veranstaltungen in der universitiren Lehrer-
bildung zu dem Ziel der mathematischen Fundierung didaktischer Hand-
lungsfihigkeit beitragen? (Frage der Ziele und der Arbeitsteilung)

* Wie kann man spezifizieren, welche mathematischen Kompetenzen Lehr-
kréfte tatsdchlich brauchen fiir unterrichtliches didaktisches Handeln? (Frage
der Spezifizierung der Lerngegenstinde)

*  Wie miissen die Lernsituationen gestaltet sein, damit sich die Chance erhoht,
dass Lehrkrifte ihre mathematischen Kompetenzen tatsichlich im Beruf als
Fundierung einsetzen? (Frage nach Lernanlédssen)



2. Hintergrund: Mathematische Fundierung didaktischen Handelns

2.1 Grundidee: Vom nur potentiellen Unterbau zur aktivierbaren Fundierung

Unbestritten ist das Ziel der gesamten Lehrerbildung, Lehrkrifte auf ihr spéteres
didaktisches Handeln im Unterricht vorzubereiten. Unbestritten ist auch, dass die
fachinhaltliche Ausbildung fiir dieses Ziel eine bedeutende Rolle spielt (Shulman
1986, Cooney & Wiegel 2003, Stacey 2008). Dies wurde bereits vor 30 Jahren
formuliert:

,Fir den kiinftigen Lehrer und seine berufliche Tétigkeit ist es von ausschlaggebender
Bedeutung, wie er in Mathematik ausgebildet wird, wie er seine mathematischen Erfah-
rungen im Studium sammelt und welches fachliche Niveau er erreicht. Daher ist eine
solide und umfassende fachwissenschaftliche Ausbildung [...] eine wesentliche Grund-
lage fiir seinen spéteren Beruf.* (DMV 1979, S. 1)

Dass jedoch das im Studium erworbene fachwissenschaftliche Wissen und Kon-
nen vieler Lehrkrifte diese intendierte Rolle nur in begrenztem Mafle einnimmt,
hat Felix Klein schon 1924 als wichtigen Teilaspekt der zweiten Diskontinuitét
beklagt (Klein 1924). Auch heute gibt es zahlreiche Erfahrungsberichte, nach de-
nen sich selbst bei Studierenden mit sehr guten fachwissenschaftlichen Leistun-
gen immer wieder Schwierigkeiten zeigen, ihre erworbene fachwissenschaftliche
Kompetenz fiir einen didaktisch sensiblen Umgang mit Schulmathematik und mit
mathematischen Lehr-Lernprozessen tatsidchlich fruchtbar zu machen (z. B. He-
fendehl-Hebeker 1998, Beutelspacher et al. 2012). Selbst sehr gute Studierende
scheinen die Hochschulmathematik ihrer Lehrveranstaltungen und das unterricht-
liche Handeln als getrennte Welten zu empfinden, die sie ohne gezielte Impulse
nur begrenzt miteinander verkniipfen.

Aus Sicht der lernpsychologischen Forschung ist dieses Phidnomen des nur
begrenzt automatischen Transfers insofern nicht verwunderlich, als jedes erwor-
bene Wissen zunichst an die Erwerbssituation — hier konkret die fachinhaltliche
Lehrveranstaltung — gebunden ist, man spricht daher von ,,situated learning® (vgl.
Brown, Collins & 1989, dhnlich schon Bauersfeld 1983 mit den subjektiven Er-
fahrungsbereichen). Zum Transfer des situierten Wissens auf andere Handlungs-
situationen — hier konkret auf Unterricht — bedarf es innerhalb der Lernsituatio-
nen des expliziten Anstof3es.

Damit aus dem potentiellen Unterbau eine nutzbare mathematische Fundie-
rung fiir didaktisches Handeln wird, auf die sich Lehrkrifte tatsdchlich bewusst
beziehen, wenn sie unterrichtliche Einschitzungen und Handlungsentscheidun-
gen treffen, sind daher schon in der universitiren Ausbildungsphase gezielte und
explizite Briickenschlidge zwischen beiden Bereichen notwendig, die den Trans-
fer anstolen. Entwicklungsprojekte und praktische Lehrerfahrungen zeigen, dass
diese Briickenschlidge durchaus in fachdidaktischen Veranstaltungen (Blum &
Henn 2003, Prediger 2010) oder in eigens etablierten Schnittstellenmodulen ver-
ortet werden konnen (Bauer & Partheil 2009, Beutelspacher et al. 2012; vgl. auch
die Studienordnungen in Siegen, Dortmund und der HU Berlin).



Die Hochschullehre der Autorin ist dariiber hinaus seit einigen Jahren gelei-
tet von der Grundidee, dass die Nutzung fachinhaltlicher Kompetenzen als akti-
vierbare Fundierung fiir didaktisches unterrichtliches Handeln auch bereits in
fachinhaltlichen Lehrveranstaltungen immer wieder exemplarisch angestoflen
werden sollte, weil sonst der Transfer erfahrungsgemifl nur manchen gelingt
(vgl. Leufer & Prediger 2007). Diese Grundidee soll hier ausgehend von der
amerikanischen Diskussion um ,,Mathematics for Teaching® (Bass & Ball 2004)
erldutert und in einer moglichen Form der Umsetzung vorgestellt werden.

2.2 Job-Analyse zur Spezifizierung von Lerngegenstinden

Die Grundidee, die fachinhaltliche Lehrerbildung konsequenter am spéteren di-
daktischen Handeln zu orientieren, ist zumindest in Bezug auf die Inhaltsauswahl
auch leitend in der amerikanischen curricularen Diskussion um ,,Mathematics for
Teaching®. Sie wurde von Schifter (1998) im Zuge der Reformen des Mathema-
tikunterrichts initiiert mit der Frage ,,What kinds of understandings are required
of teachers working to enact the new pedagogy?” (Schifter 1998, S. 57) und wei-
tergefiihrt in zahlreichen Publikationen (z.B. Cuoco 2001, Bass & Ball 2004, Da-
vis & Simmt 2006).

Zur Spezifizierung des fiir unterrichtliches Handeln wichtigen mathemati-
schen Wissens haben Bass und Ball (2004) eine fruchtbare Methode vorgeschla-
gen: Mit der sogenannten Job-Analyse identifizieren sie zunéchst typische unter-
richtliche Handlungsanforderungen an Lehrkrifte (sogenannte ,Jobs“) und
analysieren dann, welche mathematischen Praktiken, Wissens- und Konnens-
facetten zu ihrer Bewiltigung notwendig bzw. wiinschenswert sind. Diese wer-
den dann als zentrale Lerngegenstidnde ins Curriculum aufgenommen. Bass und
Ball haben dazu folgenden (nicht abgeschlossenen) Katalog zentraler Handlungs-
anforderungen aufgestellt:

1) ,setting and clarifying goals

2) evaluating a textbook’s approach to a topic

3) selecting and designing a task

4) re-scaling tests

5) choosing and using representations

6) analyzing and evaluating student responses

7) analyzing and responding to student errors

8) managing productive discussions

9) figuring out what students are learning* (Bass & Ball 2004, S. 296)

Die folgenden drei Beispiele deuten an, inwiefern eine Spezifizierung der ma-
thematischen Fundamente didaktischen Handelns die curriculare Ausrichtung
priagen bzw. verschieben kann, wenn sorgfiltig iiberlegt wird, welche mathemati-
schen Praktiken, Wissens- und Konnensfacetten zu ihrer Bewiltigung notwendig
bzw. wiinschenswert sind:



zu 5)

zu 6)

zu 8)

Wer geeignete Darstellungen (und hinzuzufiigen sind Exaktheitsstufen!)
fiir Lernende auswihlen soll (so wie Laura zu Beginn), muss in der Lage
sein, einen mathematischen Zusammenhang auf unterschiedlichen Stufen
und in unterschiedlichen Reprisentationen darzustellen und deren Chan-
cen und Grenzen zu reflektieren. Dies erfordert eine hohe Flexibilitét im
Umgang mit mathematischen Inhalten, die nicht erworben werden kann,
wenn sich die Lehrveranstaltung ausschlieBlich in symbolischen Darstel-
lungen und axiomatischen Herleitungszusammenhéngen bewegt.

Wer Fehlvorstellungen von Lernenden evaluieren und bearbeiten soll,
muss Vertrauen in die mathematische Fachsprache und ihre Konzepte als
hilfreiche Instrumente zur Kldrung von Zusammenhingen entwickelt ha-
ben.

Wer mathematische Diskussionen von Schiilerinnen und Schiilern lern-
forderlich moderieren will (damit sie wie Lauras Klasse intensiv iiber Ma-
thematik nachdenken und dabei eigenstindig mathematische Konzepte
entwickeln), muss erfahren haben, wie mathematische Wissensbildungs-
prozesse sich vollziehen, statt nur fertige Theorien kennenzulernen. Der
Prozess der Exaktifizierung ist dabei wichtiger als die finale Exaktheit,
mathematische Begriffe in ihrem Gebrauch zu verstehen ebenso wichtig
wie ihre formale Definition (Freudenthal 1973, Hefendehl-Hebeker 1998,
Stacey 2008).

2.3 Von der Methode der Spezifizierung von Lerngegenstdinden

zu authentischen und expliziten Lernanldissen

Im Hinblick auf Briickenschlidge ldsst sich die von Bass und Ball (2004) begon-

nene Liste von Handlungsanforderungen, die durch mathematische Kompetenz

fundiert sein sollten, auf den folgenden (keineswegs abgeschlossenen) Katalog
erweitern (die Erweiterungen sind kursiv markiert):

*  Anforderungen an Schiilerinnen und Schiiler (aus Schulbiichern, Tafelbil-
dern oder Tests) selbst bewdltigen und auf verschiedenen Niveaus bearbei-
ten konnen;

* Lernziele setzen und ausschirfen;

*  Zugdnge (in Schulbiichern, Tafelbildern o.d.) analysieren und bewerten;

* Aufgaben und Lernanliisse auswéhlen, verdndern oder konstruieren;

*  Tests entwickeln und re-skalieren;

* geeignete Darstellungen und Exaktheitsstufen auswihlen und nutzen sowie
zwischen ihnen vermitteln

*  AuBerungen von Lernenden analysieren, bewerten und darauf lernforderlich
reagieren,

*  Fehler von Lernenden analysieren und darauf lernforderlich reagieren;

*  fachlich substantielle, produktive Diskussionen moderieren;



*  zwischen verschiedenen Sprachebenen (Alltagssprache, Fachsprache, Sym-
bolsprache) flexibel hin —und herwechseln und vermitteln fiir Lernende
* Lernstinde, Lernprozesse und Lernerfolge erfassen.

Bei Bass und Ball (2004) (und auch in vielen Ansétzen in diesem Band) werden
diese Handlungsanforderungen jeweils implizit mitgedacht, wenn Lernanlisse
gestaltet werden: ,,Und dies konnten Lehrkrifte kiinftig nutzen, wenn sie Schul-
buch-Zuginge evaluieren...”.

In diesem Artikel wird fiir den weiteren Schritt plddiert, die Handlungs-
anforderungen explizit zum Ausgangspunkt fiir mathematische Analysen und Re-
flexionen zu machen (Leufer & Prediger 2007). Dazu werden die allgemeinen
Handlungsanforderungen in spezifischen Unterrichtsmomenten konkretisiert und
dann zu einem authentischen Lernanlass ausgestaltet. Eine Konkretisierung mog-
licher Ausgestaltungen erfolgt im nichsten Abschnitt an sechs praktischen Bei-
spielen (Kasten 1-6).

3. Sechs Unterrichtsmomente als Beispiele
fiir explizite authentische Lernanliisse

Als Unterrichtsmomente werden hier prototypische Situationen aus dem Unter-
richt verstanden, die durch einen authentischen Auszug (aus einem Schulbuch,
schriftlichen Dokumenten von Lernenden, einer Unterrichtskommunikation, ...)
in moglichst knapper Form représentiert und mit einer didaktischen Handlungs-
anforderung (aus obigem Katalog) versehen sind. Authentisch sollen sie sein
durch authentische Ausziige von moglichst typischen Situationen; explizit wird
die Aufforderung formuliert, das didaktische Handeln durch mathematische Er-
wigungen zu fundieren.

Im Folgenden werden sechs solcher Unterrichtsmomente aus den zwei Ver-
anstaltungen Analysis I fiir das gymnasiale Lehramt und Elementare Zahlentheo-
rie fiir Grund-, Haupt- und Realschullehramt konkret vorgestellt und exempla-
risch daran erldutert, welche Funktionen sie im Lernprozess einnehmen konnen.
Die Analysis-Beispiele stammen aus einem bzgl. der Lernmotivation und Sinn-
stiftung qualitativ evaluierten hochschuldidaktischen Entwicklungsforschungs-
projekt (Leufer & Prediger 2007), die Zahlentheoriebeispiele haben sich in der
individuellen Lehre der Autorin praktisch bewihrt, ohne systematisch beforscht
worden zu sein. Das abschlieBende Beispiel zeigt Grenzen der Unterrichts-
momente auf, indem es einen dariiber hinausgehenden Lernanlass vorstellt.



3.1 Auferungen von Lernenden analysieren, bewerten und
darauf lernforderlich reagieren

Eine Minimalvoraussetzung, um Aussagen von Lernenden mathematisch fundiert
zu analysieren, ist iberhaupt den Bezug zwischen den erworbenen fachwissen-
schaftlichen Konzepten und Zusammenhingen und dem schulmathematischen
Phinomen zu sehen. So ist zum Beispiel Lehramtsstudierenden nicht automatisch
klar, dass periodische Dezimalzahlen als konvergierende unendliche Reihen be-
schrieben werden konnen.

Die Aufgabe in Kasten 1 geht auf dieses Problem insofern ein, als der Be-
zug zwischen Reihen und periodischen Dezimalzahlen explizit hergestellt wird
und dann zur Analyse der Uberlegung einer Schiilerin genutzt wird. Lehramts-
studierende konnen hier erleben, dass durch die analytische Beschreibung der
Dezimalzahlen als Reihen die Unendlichkeit in den periodischen Dezimalzahlen
besser greifbar wird. Thnen wird bewusst, dass die Gleichheit zwischen 0,9 und 1
nur eine Aussage liber Grenzwerte ist. So gewinnt man Akzeptanz fiir die kon-
kurrierende Position, dass stets noch eine Differenz bleibt, die mit Mitteln der
Nonstandard-Analysis auch formal erfassbar wiire.

Kasten 1 (Analysis 1, Grenzwerte von Reihen)

Periodische Dezimalzahlen und Reihen

a.) Was haben Dezimalzahlen mit Reihen tiberhaupt zu tun?
Erldutern Sie den Zusammenhang. Nutzen Sie dazu das Beispiel des Bruchs 91—9 .
Konvergiert die zugehorige Reihe? Wieso (nicht)?

b.) Mira (9. Klasse) setzt sich mit der Frage auseinander, ob 0, 9 =1o0der0,9 < 1ist.

Mira: s & Kegle ons (k- o Nytzen Sie die erworbe-
ch’ oo OF nichr auch eh Bame For 4 wahre clenn zo 4 .
: z PR . nen Konzepte zu Reihen
passk _{a auch (deseme) - oder 2 | & oder 49. Ich protestie~ d
te natdrlich dennwa OF zo 4 fnlt 18 nocn 9T4. 8 Zwoar und Grenzwerten, um

dart man in dler Hathemahik class Q0000 Q... nicht 0,04 Miras Gedanken nach-

sciweiben;feer wie ol es denn, sonst kerz & heien? lch bin zuvollziehen.

mess _ja nidnt Aloert Einstein jaber medn (noch) gg.guf,qf» e Formalisieren Sie Miras

Manscnenverstand sagt mir, dessftwischen O Denkfehler, um ihn ge-
5

eln wiziges SkSckenen n;thie&cs Stxkchen verklement sich nau zu fassen
natSriich (wenn Q888 wo Q88T wird. & wird von 0901 . N . .
= 0000« Lleioer, siso:es &t immermnoch da. Uncl so ist es * Schreiben Sie Mira eine
such mib ciner tBusencistelliyen Tsh(. €in kieines Stock Rhlt Antwort.

tmmer.

(Quelle des Dokuments: T. Jahnke (2005). Unendlich. Mathe-Welt. In: Mathematik lehren 132)

Erfahrungen aus dem Ubungsbetrieb zeigen, dass die Bezugsherstellung fiir Stu-
dierende zu Aha-Effekten fiihren kann. Es ist eine der ersten Stellen in der Ana-
lysis I, in der sich hochschulmathematisches Wissen (zu Reihen) - fiir die Studie-
renden {iiberraschend - als niitzliches konzeptionelles Werkzeug erweist, um




Tiefendimensionen eines zunéchst anders aussehenden Mittelstufeninhalts (peri-
odische Dezimalbriiche) zu erfassen.

Einen @uBerlich zunichst dhnlich aussehenden Unterrichtsmoment zur glei-
chen didaktischen Handlungsanforderung ,,Auerungen von Lernenden analysie-
ren, bewerten und darauf lernforderlich reagieren® zeigt Kasten 2 mit der Analy-
se von Pauls AuBerung zur Charakterisierung eines Grenzwertes.

Kasten 2 (Analysis 1, Grenzwerte von Folgen)

Charakterisierungen des Grenzwertes

Paul (Leistungskurs 11) sagt: ,,Ein Grenzwert einer Folge ist die Zahl,

in deren beliebig kleiner Nihe unendlich viele Folgenglieder liegen.*

a.) Formalisieren Sie Pauls Charakterisierung in der Epsilon- Sprache.
Wo ganz genau liegt sein Fehler?

b.) Finden Sie Gegenbeispiele von Folgen, um ihn zu iiberzeugen.

c.) Reflexion: Inwiefern hilft Ihnen die Epsilon- Sprache zur Klidrung des Sachverhalts,
obwohl Sie sie Paul gegeniiber nicht benutzen konnen?

Er erfiillt im Lernprozess der Studierenden jedoch eine andere, noch elementarere
Funktion als der erste: Hier sollen die Studierenden die neue Definition anwen-
den, vertiefen und die feinen Unterschiede zwischen Hiufungspunkt und Grenz-
wert fachsprachlich erfassen. Damit dient der Unterrichtsmoment im unmittelba-
ren Sinne der Einiibung eines zentralen fachwissenschaftlichen Lerngegenstands
des ersten Semesters, ndmlich der Fachsprache mit ihren Quantoren. Aufgaben-
teil ¢) ermoglicht eine erste Reflexion des Nutzens von Fachsprache auf der Me-
tacbene.

3.2 Zugdnge (in Schulbiichern, Tafelbildern o0.d.) analysieren und bewerten

Nicht nur AuBerungen von Lernenden, auch Zuginge, Definitionen und Formu-
lierungen in Schulbiichern und Tafelbildern miissen von Lehrkriften auf ihre ma-
thematische Richtigkeit und didaktische Eignung hin gepriift werden.

Einen ersten Schritt in diese Richtung ermdglicht der Unterrichtsmoment in
Kasten 3, der thematisch an das Grenzwert-Beispiel aus Kasten 2 anschliefit. Die
Studierenden beschiftigen sich hier mit zwei Charakterisierungen, die beide et-
was anders aussehen als die Definition im eigenen Skript und vertiefen sich wei-
ter in die Fachsprache der Epsilons und Quantoren, indem sie sich von ihrer
Aquivalenz iiberzeugen.




Kasten 3 (Analysis 1, Grenzwerte von Folgen)

Aquivalenz von Charakterisierungen

Im Schulbuch Elemente der Mathematik 11 (Griesel & Postel 1999, S. 235)
findet sich folgende Definition des Grenzwertes:

Definition 2

Die Zahl g heiBt Grenzwert der Folge (a,), wenn in jeder
(noch so kleinen) e-Umgebung von g unendlich viele Glie-
| der der Folge liegen, aber auBerhalb nur endlich viele, d.h.
wenn man eine Platznummer n, angeben kann, sodass alle
Glieder mit einer hoheren Platznummer als n, in der Um-

gebung liegen.

Wir schreiben lim a,=g oder a,—¢g fur n—oo.

Formalisieren Sie die Aussage in die Epsilon-Sprache und vergleichen Sie sie
mit der in der Veranstaltung benutzten.

¢ Wo liegen die Unterschiede? Ist sie dquivalent?

*  Wenn ja, zeigen Sie die Aquivalenz, falls nein, widerlegen Sie sie.

Was fiir den Experten als triviale Aufgabe erscheint, erfordert vom Novizen
durchaus eine etwas lingere Reflektion bzgl.

1. der Nutzung von Epsilon-Umgebungen statt der Betrags-Ungleichung.

2. der im Schulbuch mit einem harmlosen ,,d.h.” explizierte Ubergang von ,,un-
endlich viele Glieder [..liegen in der Epsilon-Umgebung], aber auBerhalb nur
endlich viele“ zur zweiten Formulierung ,,alle Glieder mit einer hoheren
Platznummer als n, [liegen] in der Umgebung*.

Alle Mathematikstudierenden miissen diese Feinheiten der Fachsprache erst be-
wiltigen lernen. Ist der Anlass dazu ein Unterrichtsmoment, so ist dies fiir Lehr-
amtsstudierende besonders motivierend und erhoht die Chance, dass sie auch
nach dem Studium genau hinschauen, um sich von der Aquivalenz von Charakte-
risierungen zu iiberzeugen, auch wenn die Unterschiede nicht mehr nur in der
formalen Schreibweise liegen. Eine solche Analyse ist auch Voraussetzung zur
Auswahl oder Variation unterrichtlicher Aufgaben und Merksitzen u.A.

Die Exaktheit der Definition von Stetigkeit ist das Thema des Unterrichts-
moments in Kasten 4, der durch einen Tafelanschrieb représentiert wird. Er zeigt
eine fiir reelle Funktionen durchaus nicht falsche graphische Charakterisierung,
die aber fiir Funktionen mit anderen Definitionsmengen nicht trdgt. Selbst fiir re-
elle Funktionen ist sie nur begrenzt tragfihig, da die rein graphische Charakteri-
sierung ohne Formalisierung keine Grundlage fiir formale Argumentationen bil-
det. Ein expliziter Vergleich der Definitionen auf zwei Exaktheitsstufen soll dazu
anleiten, den Nutzen der Exaktifizierung bei gleichzeitigem Verlust an Anschau-
lichkeit zu reflektieren.
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Kasten 4 (Analysis 1, Stetigkeit)

Definition der Stetigkeit In der Schule wird (Un-)Stetigkeit einer Funktion

(in IR) oft wie im Tafelbild links definiert.
a.) Diese graphische Charakterisierung ist aus

Eine Funktion heift stetig, wenn Sicht der Hochschulmathematik unprizise.
man ihren Graphen zeichnen *  Kennen Sie Gegenbeispiele?

kann, ohne den Stift abzusetzen. ®  Unter welchen Bedingungen stimmt
Beispiel fiir unstetig: sie dennoch?

b.) Vergleichen Sie diese vereinfachte Definition

/- mit der aus dem Skript:

*  Welche gilt fiir eine groBere Funktio-
nenklasse?

. Welche ist anschaulicher?

*  Welche ist besser in formalen Argumen-
tationen nutzbar?

3.3 Anforderungen aus Schulbiichern selbst bewdltigen (und
Abhdngigkeit der Losungen von den mathematischen Mitteln erleben)

Vor der didaktischen oder mathematischen Analyse von Schulbuchangeboten
steht noch elementarer die eigene Bewiltigung anspruchsvoller Aufgaben, fiir die
auch Studierenden (zunichst) kein Routinewerkzeug zur Verfiigung steht. Sie ist
jedoch hochschuldidaktisch sehr interessant, weil damit problemlosende Prozesse
bei den Studierenden angestofen werden (Miiller, Steinbring & Wittmann 2004).
Hier besteht die Handlungsanforderung wie in Kasten 5 also zunéchst darin, die
Schulbuchaufgabe mit den Mitteln der Schiilerinnen und Schiiler zu 16sen und die
Vorgehensweise zu reflektieren.

So wurde zum Beispiel die in Kasten 5 abgedruckte Aufgabe zu Einer-
ziffern hoher Potenzen in der Vorlesung Elementare Zahlentheorie fiir Grund-,
Haupt- und Realschulstudierende eingesetzt, um den Themenstrang Potenzen in
Moduln zu eréffnen, der spéter im Kleinen Satz von Fermat miindet (s. Abschnitt
34).
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Kasten 5 (Elementare Zahlentheorie, vor Einfithrung des Modulo-Rechnens)

Einerziffern von grofen Potenzen Diese durchaus herausfordernde

- Welche Einerzahl hat ...? Forscher-Aufgabe stammt aus ei-
nem Schulbuch der 4. Klasse

| (Mathematikus 4, Westermann)
a.) Losen Sie die Aufgabe (natiir-
lich auch mit Taschenrech-

Wir schreiben lange Mulliplikationen klrzer:
6-6-6-6-6-6-6-6-6:6-6-6-6-6-6=6

Welche Einerzahl hot diese Zahl?

| 3. Welche Einerzahl hat ! ner). Um auch fiir die groen
5%, 5%, 6'%¢, 577 i Zahlen Losungen zu finden,
4. Welche Einerzahl hat 8%, 210002 | die der Taschenrechner nicht
Wie kdnntest du das leicht herausfinden? Oder benutzt du den bewéiltigt, muss man Muster
Taschenrgchnar? erkennen, wie sich die Poten-

5. Welche Endziffer hot 78¢, 92152 ] zen verdndern.
! b.) Beschreiben Sie Ihre Vorge-

6. Bei welchen Zohlen ist es schwierig, bei welchen leicht? . . N
Probiere! hensweise bei der Problemlo-

1100, 2100, 3100, 4100, , ., BI%0, 9100, 10100, 117%0 sung. Welche Strategien ha-
ben Sie wann benutzt?

Studierende halten die Aufgabe zunichst fiir eine triviale Ubung in Taschenrech-
nerbedienung, erkennen aber bei Eingabe von 8'“ schnell, dass der Taschenrech-
ner nicht geniigend Ziffern anzeigt und gerade die letzten Ziffern wegrundet. Mit
dem expliziten Tipp, nach Mustern zu suchen, begeben sie sich auf die Suche und
erkennen, dass die Aufgabe fiir Basis 5, 6 und 10 trivial ist, weil alle Potenzen
dieselbe Einerziffer haben.

Ebenso wie Grundschulkinder (vgl. Dokumente in Abb. 2 aus Klasse 4 von
Thaddey 2008) finden die Studierenden durch quasi-experimentelles Erkunden
von Beispielen, dass sich fiir alle Basen die Potenzen der Einerziffern nach spi-
testens vier Potenzen wiederholen. Begriindungen liefern die grundschulmathe-
matischen Methoden allerdings nur fiir jede Basis einzeln (durch schriftliche
Multiplikation der letzten Stellen).

S - 5=Q5 S %> 28
A0-A0-AD=A0001 4A0°=N000@ 362329

X .
Abb. 2: Karina und Dorian (10 Jahre) finden S = 4EY
die Wiederholung nach 4 Potenzen
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Wichtig fiir diesen Unterrichtsmoment ist die nachtrigliche Demonstration
an Originaldokumenten oder Videos, dass Kinder genauso vorgehen wie die Stu-
dierenden (vgl. Abb. 2). Dies erhoht das Zutrauen, dass man sich auf Erkun-
dungsprozesse einfach einlassen kann (,,Wenn die Kids das schaffen, werde ich
es ja wohl auch hinkriegen®) und dass das Untersuchen von Beispielen eine sehr
wichtige Problemlosestrategie ist. Diese Aspekte sind stirker auf der affektiven
als auf der kognitiven Ebene, und gerade deshalb fiir die Herausbildung eines
addquaten Mathematikbildes sehr wichtig (Cooney & Wiegel, 2003).

Kasten 6 (Elementare Zahlentheorie, nach Einfithrung des Modulo-Rechnens)

Einerziffern revisited
Nehmen sie sich noch einmal die Schulbuchaufgabe
der 4. Klasse vor. [Kasten 5]
a.) Schreiben Sie nun eine moglichst kurze Losung mit
Hilfe der Modulo-Schreibweisen.
b.) Welche Sitze iiber das Rechnen mit Kongruenzen
nutzen Sie hier?

Besonders gut eignen sich anspruchsvolle Schulbuchaufgaben dann, wenn
an ihnen die Abhingigkeit der Losungswege von den mathematischen Mitteln er-
lebbar ist, so wie bei der Aufgabe in Kasten 6, in der das Problem nach Einfiih-
rung des Rechnens modulo 10 iibersetzt und mit diesen Mitteln die Losung all-
gemein begriindet werden kann. Dies bildet eine erste, ausbauenswerte
Erfahrung, was ,,hoherer Standpunkt™ (Klein 1924) bedeuten kann.

34 Jenseits der Unterrichtsmomente:
Entwicklung theoretischen Wissens im Spiralprinzip erleben

Die Grundschul-Forscheraufgabe (aus Kasten 5), wie sich

die Einerziffern hoher Potenzen entwickeln, ist in der Ver- H

anstaltung zur Elementaren Zahlentheorie der Ausgangs-

punkt fiir eine Theorieentwicklung des Themenstrangs Po-

tenzen in Moduln bis hin zum Kleinen Satz von Fermat und

schlieBlich seiner Anwendung in der Kryptologie. Das Spi-

ralprinzip wird hier erlebbar gemacht (und am Ende fiir die

Studierenden expliziert), und zwar in fiinf Stufen von Auf- Potenzen
gaben im Ubungsbetrieb, die iiber einige Wochen verteilt in Moduln
werden.
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Aufgelistet werden hier auch die Zwischenschritte in der Vorlesung, die je-
weils die nédchste Stufe ermoglichen:

1. Stufe: Problem ,,Einerziffern hoher Potenzen erkunden mit Grundschulmit-
teln (siehe Kasten 5 und Dokument aus einer 4. Klasse in Abb. 2)

Zwischenschritt: Einfithrung der Sprache der Kongruenzen (Modulo-Rechnen)
Die im Ausgangsproblem und weiteren Problemen mit Resten unter-
suchten Beziehungen werden mittels Kongruenzklassen und Moduln
verallgemeinert und allgemeine Rechenregeln in (Z,, +, ) festgehal-
ten.!

2. Stufe: Problem ,Einerziffern hoher Potenzen® in ZZ, iibersetzen und Losun-
gen einfach begriinden (siehe Kasten 6)

Zwischenschritt: Erweiterung der theoretischen Basis durch die Phi-Funktion
Zunichst unabhiingig vom Ausgangsproblem wird anhand der Untersu-
chung der Elementanzahl der multiplikativen Gruppe (Z,*, -) die Phi-
Funktion eingefiihrt.

3. Stufe: Verallgemeinertes Problem erkunden: ,,Potenzfolgen in ZZ*

In Verkniipfungstafeln zu (Z,,, ) und mit Hilfe eines Rechners wird die
Entwicklung der Potenzen x, x?, x°, x*, .... untersucht in Analogie zur
Vielfachenfolge x, 2x, 3x, ... . Dabei steht zunédchst die Verallgemeine-
rung von Untersuchungen von Operationen als mathematische Tatigkeit
eigener Berechtigung im Vordergrund, noch ohne Blick auf ihre An-
wendbarkeit. Quasi-empirische Beobachtung: Die Potenzfolge wieder-
holt sich spitestens bei dem Exponenten ¢(n)+1, wenn der Modul n
prim oder Produkt zweier Primzahlen ist.

Zwischenschritt: Formulierung und Beweis des Kleinen Satzes von Fermat
Sicherung des Erkundungsergebnisses im Satz mit Varianten und Be-
weis des bislang rein quasi-empirisch gefundenen Zusammenhangs.

4. Stufe: Vom Problem zum trainierbaren Verfahren
In Trainingsaufgaben werden hohe Potenzen in unterschiedlichen Mo-
duln berechnet: 2'" mod 3, 7'*** mod 9, usw., bis zur Routinisierung.

Zwischenschritt: Vorstellung der Grundideen der Kryptologie und der Nutzung
der Theorie zur Verschliisselung im RSA-Algorithmus

" In Analogie zu IF, wird mit Z, im Rahmen der Vorlesung fiir Grund-, Haupt-
und Realschulstudierende die Faktorgruppe Z/nZ abgekiirzt. Eine Verwechs-
lung mit den p-adischen Zahlen ist fiir diese Zielgruppe nicht moglich.
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5. Stufe: Vom trainierbediirftigen Verfahren zum selbstverstindlichen Werkzeug
in Anwendungszusammenhéngen.
Beim RSA-Algorithmus wird die Bestimmung hoher Potenzen als
selbstverstidndliches Werkzeug im komplexen Zusammenhang ange-
wandt; die Theorie liefert nur noch den Begriindungszusammenhang im
Hintergrund, wird aber fiir die Durchfithrung des Algorithmus nicht
mehr unmittelbar gebraucht.

Lehrreich ist gerade die Explizierung dieses iiber Schulstoff hinausgehenden
Themenstrangs, weil sich der Charakter des Wissens iiber Potenzen in Moduln
verindert, und zwar

* von rein phidnomenologisch bearbeitbaren Problemen (1. Stufe)

e iiber leicht formulierbare und 16sbare Aufgaben (2. Stufe),

* zu einem verallgemeinerten Satz als Resultat innermathematischer Un-
tersuchungen von Operationen, einem zentralen Ziel an sich (3. Stufe),

* dann hin zum trainierbaren Verfahren (4. Stufe) und schlieBlich zum
selbstverstindlichen Werkzeug im komplexen Anwendungszusammen-
hang (5. Stufe).

Entscheidende Voraussetzung fiir das Betreten der néachsten Stufe ist jeweils die
Weiterentwicklung der Theorie, zuweilen auch zunichst an anderen Problemstel-
lungen. Das Ausgangsproblem wird immer ,.einfacher”, wenn die theoretischen
Werkzeuge michtiger werden.

Eine solche langerfristige Selbsterfahrung (die sich fiir kiinftige Realschul-
lehrkrifte fast iiber das gesamte Semester erstreckt) tridgt zur Festigung eines
Grundverstindnisses von Mathematik als Prozess bei, das fiir die Planung und
Begleitung langfristiger Lernprozesse von Kindern auch bei elementareren Ge-
genstinden grundlegend ist. Eine solche Selbsterfahrung ist bei schulmathema-
tisch vertrauten Inhalten insofern schwerer moglich, als das Wissen fiir Studie-
rende dann bereits in algorithmische Wissensformen transformiert und damit
trivialisiert ist. Daher lédsst sie sich zwar an einem Unterrichtsmoment ankniipfen,
aber geht keineswegs vollstindig darin auf.

4. Fazit

... zu Ziel und Arbeitsteilung

Mit den theoretischen Uberlegungen und den konkreten Unterrichtsmomenten
soll dieser Beitrag Argumentationsbausteine liefern, warum das Ziel einer ma-
thematischen Fundierung didaktischer Handlungsfihigkeit fiir die universitire
Lehrerausbildung zentral und fruchtbar ist. Zum Abbau der Diskontinuitét gehort
aus Sicht der Autorin auch, eine zu sehr isolierende Arbeitsteilung zwischen
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fachinhaltlichen, fachdidaktischen und schulpraktischen Veranstaltungen zu
tiberwinden und auch die fachinhaltlichen Veranstaltungen bereits zu dem Ziel
beitragen zu lassen.

... zur Spezifizierung der Lerngegenstinde

Die Methode der Job-Analyse von Bass und Ball (2004) bewihrt sich als Ansatz
fiir Spezifizierung zentraler Lerngegenstinde und trdgt sogar dariiber hinaus als
Basis fiir die Konstruktion von Unterrichtsmomenten als explizite und authenti-
sche Lernanlisse fiir fachinhaltliche Lehrveranstaltungen.

... zu den Lernanldssen und ihren Wirkungen

Die vorgestellten Beispiele von Unterrichtsmomenten beanspruchen keinerlei
Vollstindigkeit, sondern zeigen exemplarisch, wie Unterrichtsmomente mathe-
matisch ertragreiche Denk- und Reflexionsprozesse initiieren kdnnen, die auch in
fachinhaltlichen Lehrveranstaltungen ihren Platz finden. Die inzwischen sieben-
jahrige Erfahrung mit diesem Ansatz in verschiedenen Lehrveranstaltungen zeigt
immer wieder dhnliche Wirkungen (wie in Leufer & Prediger 2007 systematisch
rekonstruiert):

Auf der affektiven Ebene

* Die Unterrichtsmomente bieten fiir die Lehramtsstudierenden eine erhebli-
che Motivation, aber auch Hunger auf eine ausgiebigere didaktische Reflexi-
on, die nur in fachdidaktischen Veranstaltungen zu stillen ist.

* Die Erfahrung, dass die miihevoll neu zu erwerbenden fachwissenschaft-
lichen Lerngegenstinde tatsdchlich mit dem spéteren Berufsziel zusammen-
hingen, ermoglicht eine sinnstiftende Orientierung auf die Fachmathematik
hin, die iiber den konkreten Inhalt der Einzelaufgabe hinaus geht. In dem in
der Analysis I durchgefiihrten Projekt (Leufer & Prediger 2007) hatte auf je-
dem Ubungsblatt eine von fiinf Aufgaben einen solchen Ankniipfungspunkt
in Unterrichtsmomenten, mehr ist weder notwendig noch wire es angesichts
der vielféltigen innermathematischen Lernziele angemessen. In der Analysis
IT wurde vom konkreten Unterricht abstrahiert und eher das universitire Ler-
nen als didaktischer Ankniipfungspunkt behandelt.

Auf der kognitiven Ebene:

*  Wenn die Studierenden durch die Unterrichtsmomente explizit aufgefordert
wurden, fachwissenschaftliches Wissen zu aktivieren, gelang dies deutlich
besser, als wenn dies implizit vorausgesetzt wurde. Daher ist die explizite
Aufforderung ein wichtiges Mittel, um die Aktivierung zu iiben. Es besteht
begriindete Hoffnung, dass dies die Chancen auf spéteren unaufgeforderten
Transfer in Unterrichtsituationen erhoht.
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* Viele der Aufgaben veranlassten zu einer fruchtbaren Vertiefung des Gelern-
ten durch Hinterfragung, ganz genaue Nutzung und Reflexion. Diese Aktivi-
taten waren auch fiir Nicht-Lehramtsstudierende fruchtbar, so dass eine Tei-
lung der Studierendengruppen im Ubungsbetrieb nicht einmal notwendig ist.

Auch wenn dafiir bisher keine empirischen Belege angefiihrt werden konnten, ist
die Autorin der festen Uberzeugung, dass die rekonstruierten kurzfristigen Wir-
kungen auf der affektiven und der kognitiven Ebene einen langfristigen Beitrag
leisten konnen zur Verminderung sowohl der zweiten, als auch der ersten Dis-
kontinuitét, weil sie aus kiinftigen Handlungsanforderungen authentische An-
kniipfungspunkte an die Schulerfahrungen der Studierenden konstruieren und
somit eine doppelte Briicke schlagen konnen.

Dank

Ich danke Jiirg Kramer und den beiden Gutachtern fiir ihre hilfreichen Kommen-
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