A propos des canons rythmiques

Emmanuel Amiot

Résumé

Cet article fait le point sur une notion riche, issue de préoccupations musicales mais qui s’est
avérée féconde en problémes mathématiques fascinants.

En particulier I'étude des canons rythmiques a permis de découvrir des résultats inédits sur
les corps finis et de démontrer de nouveaux cas de la conjecture spectrale. En retour, bien str,
les outils mathématiques performants utilisés ont donné de nouvelles dimensions a explorer aux
compositeurs. La théorie de GALOIS a donc fait une apparition inattendue dans certains logiciels
d’aide a la Composition Assistée par Ordinateur!

Des illustrations musicales (ou en tout cas, sonores. ..) de cet article peuvent étre trouvées sur le
site http ://canonsrythmiques.free.fr/Midi, sous forme de fichiers MIDI.

Notations

Je note Z, le groupe (parfois I'anneau) quotient Z/nZ, F, est le corps a q éléments.
Dans tout anneau, a | b signifie que a divise b.

®,, désigne le n®™¢ polynome cyclotomique dans Z[X].

Enfin [ a,b] désigne l'intervalle d’entiers [a,b] N Z.

1 Canons musicaux et canons rythmiques

1.1 Canon musical

Le principe du canon musical est probablement bien connu du lecteur; 'exemple le plus connu
des francophones est sans doute « Frére Jacques », qui se chante de préférence a quatre, chaque
chanteur reprenant exactement la méme comptine mais décalé d'une mesure par rapport au chanteur
précédent.

Frere Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ? Sonnez les matines, sonnez les matines Ding deng dong, ding deng dong
Frére Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ? Sonnez les matines, sonnez les matines
Frere Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ?
Frére Jacques, frére jacques

qui devient, en régime de croisiére,

Freére Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ? Sonnez les matines, sonnez les matines Ding deng dong, ding deng dong

Ding deng dong, ding deng dong Frére Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ? Sonnez les matines, sonnez les matines
Sonnez les matines, sonnez les matines Ding deng dong, ding deng dong Frére Jacques, frére jacques Dormez-vous ? dormez-vous ?
Dormez-vous ? dormez-vous ? Sonnez les matines, sonnez les matines Ding deng dong, ding deng dong Frére Jacques, frére jacques

Ce principe de jouer une méme mélodie (ou une forme légerement déformée de la méme mélodie)
le long de diverses voix est aussi celui de la fugue, dont le plus célébre spécialiste est J.S. BACH.

C’est tout un art (de la fugue!) que de faire coincider harmonieusement des notes diverses avec un
décalage. J.S. BACH, justement, a par exemple montré sa virtuosité dans les Variations Goldberg ou
il fait des canons décalés dans le temps et dans 'espace des hauteurs, successivement d'un unisson,
d'une seconde, d’une tierce, etc. ..

Pour modéliser de facon constructive les canons, nous allons nous montrer moins ambitieux,
en nous concentrant exclusivement sur le domaine rythmique, et plus exigeants, en posant une
condition rigoureuse :

[Sur chaque temps, on doit entendre une seule notej

Sans cette contrainte, on pourrait (on peut!) faire un canon fondé sur n'importe quel motif. Cela
n’a pas grand intérét, sauf peut-étre combinatoire.

Le canon rythmique « canonique », si j'ose dire, est donc fondé sur un pattern rythmique discret,
qu’on peut imaginer joué par un instrument de percussion (on néglige la question de la durée des
notes), pattern qui est répété a I'identique par d’autres voix.

On peut alors modéliser ce pattern trés simplifié par une série d’entiers, qui repérent les moments
ou une note est jouée. Sans perte de généralité, on peut fixer l'origine des temps a la premiére note



du pattern, qui va donc commencer par le nombre O. Le principe méme du canon signifie que les
diverses entrées du motif sont obtenues par des translations, égales aux décalages avec la premiére
entrée : les diverses voix seront A,A +bj,A+b>...

En mettant dans un méme vecteur tous ces décalages, on obtient une premiére formalisation,
provisoire :

DEFINITION 1. Soit A ={0, a1, ...ax_1} un sous-ensemble de N ;
A sera le motif (inner rhythm) d’'un canon rythmique s’il existe un pattern des voix (outer rhythm)
B={0,by,...be_1} tel que A x B > (a,b) — a+ b est injective.
A est le motif du canon, B la séquence des entrées (les moments ou chaque instrument commence sa
partie).
Cette condition s’écrit aussi A +B = A @ B.

Exemple:Le motif A = {0,1,3,6} donne un canon a quatre voix avec B = {0,4,8,12}. En effet,
A®B={0,1,3,4,5,6,7,10}. Une représentation simplifiée de partition en est donnée figure 1.

FIG. 1 — Un canon rythmique

REMARQUE 1. Chaque note est jouée sur un multiple entier de I'unité de temps; ceci peut paraitre une
contrainte artificielle et forte, mais en fait aussi bien DAN TUDOR VUZA [20], qui est le pionnier des re-
cherches sur les canons rythmiques, que LAGARIAS [15] dans un article purement mathématique, ont
montré essentiellement que ce cas est le seul possible pour un motif fini.

Un corollaire élémentaire de la définition :

PROPOSITION (DUALITE). Si A @ B est un canon rythmique, il en est de méme de B @ A : on peut échanger les
réles des inner et outer rhythms.

La commutativité de I'addition permet donc de fabriquer un canon a p voix de q notes en partant d'un
canon a q voix de p notes. Avec 4 x 5 ou 5 x 4 notes on par exemple la figure 2.

Un canon et son dual

EmE m
FIG. 2 — Deux canons duaux

1.2 Canons périodiques

On remarque, sur I'exemple ci-dessus, qu’il y a des trous dans le canon - que les musiciens
appellentdes silences — mais que ces trous se trouveraient naturellement bouchés par d’autres copies
du motif. En fait on peut obtenir un canon infini avec une note et une seule par temps, soit avec un
nombre infini de voix, soit de facon plus réaliste en prolongeant le motif par périodicité (ici la période
8) comme on le constate sur la figure 3, qui reprend le motif de la figure 1.

Variations sur un canon
BE N -

Im E N
e ou
Al N B
H B

FIG. 3 — Canon prolongé a I'infini

On obtient ainsi un pavage périodique de Z par le motif A. Dorénavant, je parlerai donc in-
différemment de pavages (pavages de Z) ou de canons rythmiques. Par passage au quotient, cela
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revient a dire que 'on a un pavage du groupe cyclique Z,, = Z/nZ. D’otl une nouvelle définition, plus
restrictive, qui est celle que nous considérerons désormais :

DEFINITION 2. On a un canon rythmique de motif A = {ay,...ax_1} et de période n s'il existe B C N tel que

AGB=27Z,

La condition de somme directe (¢) exprime que sur chaque temps on a exactement une note et une
seule.

Exemple:Le motif A = {0,1,3,6} donne un canon de période 8 avec B = {0,4}. En effet, A &
B =1{0,1,3,4,5,6,7,10} = {0,1,2,3,4,5,6,7} si on travaille modulo 8. C’est l'effet obtenu si on reprend
périodiquement ce canon (comme Frére Jacques).

FIG. 4 - La forme d'un motif est définie a une rotation prés

REMARQUE 2. Comme Z, est topologiquement un cercle, et la notion de pavage ou de canon rythmique se
moque de I'origine de ce cercle comme on le voit sur les figures 4 et 5. C’est pourquoi en pratique on
convient sans perte de généralité que A,B commencent par 0. Formellement cela est lié a l'action de Zn
sur ses parties par translation.

FIG. 5 — Un canon de Vuza, de période 108

Cette condition de périodicité que nous avons apparemment imposée semble trés forte. Mais on
connait depuis 1950 le théoréme suivant :

THEOREME 1. ([de Bruijn)]
Si A est une partie finie de N telle qu’il existe C C Z avec A & C = Z, alors il existe un entier n et une
partie (finie) B tels que C = B ® nZ. Donc le pavage est périodique, et A ® B = Z,.

La démonstration de ce théoréme repose sur I'incontournable principe des tiroirs, je laisse le lecteur
intéressé se référer a [2] et a la figure suivante.
Mentionnons a ce propos un premier probléme ouvert : Si {(A) = MaxA — Min A est la largeur du
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FIG. 6 — Pourquoi tout canon de motif fini est périodique

motif A, la démonstration de DEBRUIJN montre que n < 2¢/A) majore la période du canon, mais tous
les exemples connus vérifient n < 2 x {(A). .. Est-ce général ?

EXERCICE 1. Donner un motif de largeur { pour lequel la plus petite période possible du canon est effectivement
§ 2{ (solution en fin d’article).

En revanche un motif infini peut trés bien donner un canon apériodique (par exemple les nombres
dont I'écriture binaire n’a que des bits d’ordre impairs), ainsi que des pavages plus « tordus »[2].

2 Modélisation polynomiale et facteurs cyclotomiques

Pour travailler dans une structure plus riche, on fait comme SOPHUS LIE passant d'un groupe de
Lie a son algeébre : par exponentiation.

2.1 Polynéme associé a un motif rythmique

On va enrichir la structure algébrique ambiante, remplacant les sommes d’ensembles par des
produits de polynémes :

DEFINITION 3. Soit A ¢ N un sous-ensemble fini non vide. Alors on pose A(X) = 5 Xk,
KEA

PROPOSITION. La somme A + B est directe (i.e. A x B 3 (a,b) — a + b est injective) ssi
A(X) x B(X) = (A®B)(X)
Sinon on trouverait des coefficients > 1. Et donc la définition des canons rythmiques est la condition
suivante, notée (Ty) :
THEOREME 2. A est le motif d'un canon rythmique avec « motif des entrées » B et période n ssi

(To) AX)xBX)=1T+X+X>+... X" (mod X™—1)

Par exemple {0,1,3,6} @ (0,8, 12,20} donne les polynémes (14 X + X3 4+ X¢) x (1 4+ X® 4 X'? 4 X2°) dont le
produit est

THX4+X7 X+ X8+ X7+ X4 X2 4 XT3 X 4 X0 4 XT84 X204 X327 4 X2 4 X3¢

qui se réduit modulo X'® —1a 1+ X +...X'5 - concrétement on applique la régle Xk — Xk modn

NB : c’est en découvrant cette formalisation appliquée par ANDRANIK TANGIAN [16] & un probléme
de ToM JOHNSON que je me suis enthousiasmé pour la la cause des canons rythmiques; mais ce
procédé remonte a REDET dans les années 1950.

2.2 Les ‘perfect square tilings’ de Tom Johnson

Le but de paragraphe est de montrer sur un exemple assez simple que l'introduction des po-
lyndmes n’est pas quune simple commodité d’écriture : si on sort l'artillerie lourde, c’est qu’elle
s’'impose pour lI'étude des canons! On sait plus de choses dans une algebre que dans le monoide
P(Zy). ..

T. JOHNSON, compositeur minimaliste américain vivant a Paris, s’est posé récemment la question
de réaliser une forme trés particuliére de canon (canon avec augmentations) avec le motif trés simple
T =(0 1 2) mais avec les contraintes suivantes :

— Utilisez des augmentations de ce motif, T, = 2 x Ty,...T¢ (au sens musical : comprenez des

multiples, translatés, comme (59 13)=5+T4 =5+(04 8)=5+4 x T; ),

— les multiplicandes sont tous distincts,

— et on pave de facon ‘compacte’, i.e. sans faire de réduction modulo n.
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Ce probléme a été exposé dans la rubrique de J.P. DELAHAYE dans Pour la science (novembre 2004)
ce qui a donné l'occasion a plusieurs lecteurs, bons programmeurs, de trouver des solutions avec le
motif initial (0 1 2 3) — a cette heure la question de 'existence d'un pavage parfait pour un motif de
5 notes est ouverte.

0 2 4 6 8 10 12 14

O P N W b~ O

FI1G. 7 — Plus petit ‘perfect square tiling’.

Quant Tom s’est ouvert de cette nouvelle question, il nous a présenté la plus petite solution (cf.
figure, ou l'on voit T; aux échelles 1,2,4,5,7), et une question troublante : pourquoi était-il impos-
sible de trouver de ‘pavage en carré parfait’ avec seulement un ou deux des motifs T3, Ts, To ? Son
programme lui donnait soit les trois a la fois (figure suivante), soit aucun.

OFRrNWMOON
H
H
|

0 5 10 15 20

FiG. 8 — Plus petit ‘perfect square tiling’ avec T3, Tg, To.

Cette petite question admet une solution trés simple, si I'on exprime le motif de base par le po-
lynome ®@3(X) = 1+ X + X2, ses augmentations sont de la forme X*(1 + X' + X?1) = Xkd;(X1), et la
question de Tom revient a trouver une expression algébrique de la forme

3n—-1

ke . (xl D i
i 1) — — ) —

.§ XK @y(X) =T+X+...= .§ X =5 —
iel j=0

EXERCICE 2. Montrer que dans une relation comme la précédente, le nombre d’indices i qui sont multiples de
§ 3 est lui-méme un multiple de 3.

2.3 Polynomes cyclotomiques

L'intérét de ce changement d’espace, de Z a une partie de Z[X], est que 'on sait plusieurs choses
sur les polynomes qui apparaissent dans notre probléme (voyez n’'importe quel bon livre d’algebre
commutative pour une preuve du théoréme suivant) :

THEOREME 3. Les facteurs irréductibles (dans QIX] ou Z[X]) de 1 + X +X? 4 ... X" sont les célébres polynémes
cyclotomiques @4, avec d | n (et d > 1 ici). @4 est le produit (dans C[X]) des X — & ou & décrit I'ensemble des
racines de I'unité d’ordre exactement d.

On peut les calculer par récurrence par la formule [ ®4(X) = X™ — 1 ou, par inversion de MOBIUS

din
On(X) = [T(X4 = 1)@,
dn
Leurs coefficients sont entiers (relatifs). On a par exemple ®,,(X) =1+ X+ X?+...XP~! quand (ssi) p est
premier.

On a tout de suite un critére trés utile qui résulte du théoréme précédent :
COROLLAIRE 1. Pour un canon de période n, chaque polynéme cyclotomique ®4,1 < d | n, divise A(X) ou B(X).

Ceci résulte du théoréme du GAuss dans l'anneau principal Q[X], appliqué a la relation (To) (cf. Thm
2). Ce phénoméne explique une remarque d’ANDREATTA, faite sur les canons Vuza (cf. infra), obser-
vant que beaucoup de canons sont « presque » (i.e. a peu de termes prés, voire exactement) des
palindromes. En effet, tous les polynémes cyclotomiques sont autoréciproques, i.e. palindromiques,
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ainsi que leurs produits. Comme ce sont (presque) les seuls facteurs de A(x),B(x) cela explique que
ces derniers sont (presque) palindromiques.

Nous verrons que la répartition de ces facteurs cyclotomiques entre A(x) et B(x) est cruciale pour
permettre I'existence d'un canon rythmique.

Le cas de @, d’'indice premier admet une généralisation utile quoique élémentaire (récurrence) :

LEMME 1. On a ®4(1) # 1 ssi d est une puissance d’un nombre premier.
Sid=p* on a alors ®4(1) =p, car

a—1 a—1

Dpa(X) =T+ XPT 4 X2 g xPTp

Par exemple, @y = 1+ X3 + X°.
3 Les conditions de Coven-Meyerowitz

Avant 1998, on ne connaissait quasiment aucune condition générale pour déterminer si le motif
A était capable d’engendrer un canon rythmique, i.e. de paver. (a I'exception du cas ou |A| était une
puissance d'un nombre premier).

EXERCICE 3. Sauriez-vous dire par exemple si (1,4,9,16) forme un canon rythmique ?

Des considérations précédentes, les deux mathématiciens AARON MEYEROWITZ ET ETAN COHEN
ont déduit (cf. [D]) les critéres suivants :

THEOREME DE COVEN-MEYEROWITZ. Soit Rx I'ensemble des d € N ou @4 divise A(x), et Sa le sous-ensemble
des puissances de nombres premiers éléments de Ra. On définit alors les conditions
(M):AM = [ pet
pP*ESA
(T,): sip*,qP,--- € Sa alors p*.qP --- € Ra.
Alors
(Thm A1) Si A pave, alors (T) est vérifiée.
(Thm A2) Si (T;) et (T,)sont vérifiées, alors A pave.
(Thm B) Si |A| = A(1) n’a que deux facteurs premiers et si A pave, alors (T,) est vérifiée.

Donnons un exemple : le motif A ={0,1,8,9,17,28} a un polynoéme associé qui se factorise en
(T+X) (T=X+X?) 1+X+X) (1=X24+X) (1=X>+X) (1+X> =X =X+ X3 = X7+ X" = X2 4 X?)

On reconnait! les facteurs cyclotomiques d’indices 2,3,6,12,18, plus un outsider qui n’est pas cyclo-
tomique du tout. On a donc Ry ={2,3,6,12,18},Sa ={2,3}; or 2 x 3 =6, ce qui prouve a la fois (T;) (car
A(1) =6) et (T2) (car 6 € Rp). Effectivement, A pave :

FI1G. 9 — Canon vérifiant (T;)&(T>)

Seul le troisiéme de ces résultats (thm B) est véritablement difficile; il repose sur un lemme de
SANDS qui prouve que A ou B est inclus dans pZ (ot p est I'un des deux facteurs premiers), ce qui est
faux dans le cas général, et ce en utilisant un résultat on ne peut plus Galoisien :

LEMME 2. Sin est premier avec m alors ®,, est encore irréductible dans le corps cyclotomique Q[e?'™/™],

Qu’on me pardonne de mentionner ce résultat technique : dans une partie ultérieure ou l'on travaille
dans F4[X], les @, cessent généralement d’étre irréductibles et le contraste avec la situation en ca-
ractéristique O méritait, je pense, d’étre mentionnée.

Cet article serait interminable si toutes les démonstrations y figuraient, mais je vais tout de méme
reproduire brievement ici la démonstration du (Thm Al), qui illustre bien l'intérét d’avoir élargi le
contexte de parties de Z,, a une algébre de polynoémes.

'yai di implémenter pour cela une procédure qui marie harmonieusement théorie de GALOIS et mathématiques
numeériques, utilisant notamment que si toutes les racines d’'un polynéme unitaire irréductible a coefficients entiers sont
de module 1, alors ce sont des racines de I'unité. La précision du calcul a da étre adaptée au degré du polynome passé en
variable !
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Démonstration. La preuve repose sur le lemme 1. Observons que si A & B = Z,,, on a en termes de
polynéomes A(1)B(1) = n. Mais dans la décomposition en facteurs premiers de A(1)B(1) figurent tous
les ®4(1), qui valent 1 ou p (ce dernier cas ssi d est une puissance de p). Le nombre premier p figure
un nombre de fois égal au nombre de puissances de p qui divisent n, i.e. sa multiplicité dans n.

Donc les facteurs premiers de n apparaissent dans A(1)B(1) sous la forme ®,«(1) et seulement
sous cette forme. Les autres facteurs (cyclotomiques ou pas) de A(X) (ou B(X)) contribuent seulement
pour la valeur 1 quand X = 1, puisque tous les facteurs de n sont recensés.

La valeur de A(1) est donc égale au seul produit des facteurs premiers p tels que ®,« soit un
facteur de A(X) : c’est bien la condition (T;). .

Notons sans insister, pour l'instant, qu'on ignore toujours aujourd’hui si la condition (T,) est
nécessaire dans tous les cas pour paver.

4 Canons et corps finis

Nous allons faire un détour instructif en généralisant de facon naturelle la notion de canon ryth-
mique a celle de canon modulo p. Il s’agit alors d’avoir sur chaque temps un nombre de notes égal a
1 modulo p, condition plus généreuse que « une note et une seule ». On se retrouve naturellement
a factoriser des polynémes dans I'anneau k[X], ou k est un corps fini. En effet, comme on I'a vu la
condition définissant un canon rythmique est

(To)  AX)xBX)=1+X+X>+... X" mod (X" —1)

La question se pose alors de considérer les facteurs irréductibles de cette identité polynomiale. Dans
le cas de Z[X] on avait affaire aux polynémes cyclotomiques; dans I'exposé qui suit la situation est
plus compliquée, notamment du fait de la multiplicité > 1 des racines (de I'unité).

4.1 Le probléeme de Johnson

Je résume ici le probléme qui m’a poussé a considérer des factorisations dans des corps finis en
lieu et place de Z[X].

ToM JOHNSON a présenté en 2001 aux Journées d’Informatique Musicale [10] le probléme suivant
de canon par augmentations :

Faire un canon (compact) avec le motif (0 1 4) et (certaines de) ses augmentations (0,2, 8) (ainsi
que (0,4,16) etc). Le compositeur et mathématicien A. TANGIAN, de I'université de Hanovre, rédigea
aussitot [16] un programme en Fortran pour calculer toutes les solutions de taille bornée par un
N donné; il s’avéra que toutes ces solutions avaient une longueur multiple de 15. La plus petite se
trouve sur la figure suivante.

N
_I_.
0 2 4 6

O P N W M~ O

8 10 12 14
FIG. 10 — Le plus petit pavage avec (0 1 4) et augmentations

Qu’elles soient multiples de 3 n’avait rien de surprenant, mais pourquoi de 15?
Si I'on pose J(X) = 1+ X + X*, le probléme de JOHNSON revient a trouver des facteurs 0-1 A,B...
tels que
AX)TX) +BX)TXH) . =T+ X+ X2 4. X!

En effet, une augmentation comme (0,2,8) a pour polynéme associé J(X?) =1+ X? + X3.

Dans la plus petite solution, on a A(X) =1+ X? + X% + X'0 et B(X) = X> pour n = 15.

Je me suis demandé s’il y avait moyen de trouver une racine commune de tous ces facteurs. Pour
cela il s’est avéré nécessaire de changer de corps. En effet, dans tout corps de caractéristique 2 on a

JC) =140 +X8 = (14 X+ X)* = (1(x))?

par l'automorphisme de FROBENIUS? on a plus généralement

2Pour p premier, q une puissance de p, F : x — x” est un automorphisme du corps F, (et il engendre le groupe de GALOIS
de Fq sur F,). L'ensemble de ses points fixes est le sous-corps premier F,,. Cela résulte de la relation (x +y)? = xP +y? en
caractéristique p.
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LEMME 3. pour tout polynéme A(X) a coefficients dans F,,, on a A(X)? = A(XP).

De méme J(X*) = J(X)* et ainsi de suite.

Donc J(X) doit diviser 1+ X+ X2 +... X"~ ! a condition de calculer modulo 2. Or ] se décompose
dans le corps Fis a 16 elements (résultat élémentaire de GALOIS : | est irréductible sur F, et donc
Fi6 = Fyao; = F2[X]/(])), de plus dans ce corps toutes ses racines® sont d’ordre (multiplicatif) 15, i.e.
vérifient x™ =1 < 15| n.

Maintenant on a donc, si « est racine de J dans Fig, 1+ a4+ &? +...a™ ' =J(a) x (...) =0. On en
déduit en multipliant par « — 1 que a™ — 1 =0, donc «™ =1, ce qui impose bien que 15 | n, cqfd.

4.2 « Das verfluchtes Ring »

La condition (Ty) fait sens dans tous les anneaux* k[X], et méme A[X] pour tout anneau A contenant
0,1. En effet c’est une identité entre polynémes 0-1, c’est a dire entre éléments de I’ensemble {0, 1}[X].
Je dis bien ensemble : car il n’est fermé ni pour + ni pour x (par exemple développer (1 + X?)3 fait
intervenir des opérations autres que 0+0 ou 0+1).

Il est bien clair que Z[X] est beaucoup trop vaste (il y a une écrasante majorité de polynémes NON
0-1), et il est bien difficile de donner des conditions nécessaires et suffisantes sur un polynéme O-
1€ Z[X] pour déterminer s’il va paver ou non (cela reste un probléme ouvert), sinon en exhibant un
tel pavage®.

Il est bien plus tentant de travailler dans F,[X] = Z,[X] = Z/27Z[X] cet anneau ne contient que des
polynomes 0-1, et il les contient méme tous une fois et une seule.

Malheureusement bien que l'application canonique

ZIX] — F,[X]
P=) aX*—P (mod2) =) aX"
envoie bijectivement {0, 1}[X] C Z[X] sur F,[X], il n’y a pas de bonne application réciproque vers Z[X],

faute de structure algébrique sur {0, 1}[X].
Par exemple on ne peut pas remonter dans Z[X] I'’équation suivante :

T+X)(T+X+X) =1+X3 e F,[X]

en termes de polynoémes 0 — 1.
J’ai donc recherché des conditions équivalentes au fait que « (Tp) soit vérifiée dans Z[X] ». La plus
convaincante est :

THEOREME 5. (T,) est vraie dans Z[X] <= elle est vérifiée dans tous les Fp, [X]

C’est un lointain cousin du théoréme chinois, qu’il est bien plus facile de démontrer musicalement
que mathématiquement : il signifie que le nombre de notes sur chaque temps est exactement 1, si et
seulement si il vaut 1 modulo tous les p premiers (on peut affaiblir les hypothéses d’ailleurs).

REMARQUE 3. II est capital de souligner que I'énoncé ci-dessus est différent de ce qui suit :
« Il existe B(X) € {0,1}[X] € Z[X],n tel que A(X) x B(X)=1+x+...x" (mod X™ — 1) dans Z[X]
—
Pour tout p premier, il existe B,,n, tel que A(X) x Bp(X)=1+x+.. X1 (mod XM —1,p) »
Bien sur, = est vraie. J'ai essayé assez longtemps de prouver la réciproque, conformément a la phi-

losophie de YONEDA ou aux théorémes (local = global) du genre de ceux de HASSE sur les formes
quadratiques. Le résultat fut surprenant. . .

4.3 Canons modulo p : todos locos!

Nous avons posé la question de I'étude locale, i.e modulo p, de la relation (Ty). Quelles conditions
a-t-on pour qu'un motif donné pave modulo p ? De facon stupéfiante, il n’y en a aucune!

3Ceci résulte du théoréme de LAGRANGE : tout élément de F;, a un ordre qui divise 15, et du fait que des éléments d’ordre
inférieur seraient racines d’autres polynémes (ex. 1 + X + X? pour les éléments d’ordre 3) qui sont premiers avec J.

4Sauf peut-étre celui des Nibelungen auquel réfere bien sir le titre de cette section.

5Ce serait un probléme NP, si I'on en croit [12].
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Pour toute partie finie non vide A C N (contenant 0), pour tout p premier, il existe B C N,n € N* tel que

(To.p) AX)xB(X) =14+ X+X*+... X" (mod X" —1,p)
c’est a dire qu’on a cette congruence dans F,[X].

En termes musicaux, cela signifie que sur chaque temps, le nombre de notes est 1, mais a un multiple
de p preés.

J’ai d’abord trouvé ce théoréme avec le modulo 2, toujours trés particulier (dans ce cas on a méme
un pavage compact, c’est a dire que la réduction modulo X™ — 1 est superflue).

Ainsi avec le motif (O 1 4), qui ne pave certes pas Z, on a un canon avec des notes isolées ou des
accords de trois sons :

FIG. 11 — Un pavage dans F,

EXERCICE 4. Le lecteur est invité a chercher un tel pavage avec le motif (0,1,3) modulo 2.
L’argument clef est un théoréme assez simple, mais frappant, de la théorie de GALOIS des corps finis :

THEOREME 7. Dans tout F,[X], tout polynéme A(X) non nul en 0 divise X™ — 1, pour n assez grand.

Démonstration. Je ne donne que les grandes lignes (cf. [3]). Toute racine de A(X) € F,[X] est dans un
corps F,, extension de F, de degré fini. Or dans ce corps, F,, tout élément non nul vérifie x4~ = 1
(& cause du théoréeme de LAGRANGE). Avec quelques points techniques (& cause de la multiplicité des
racines), on en déduit un n tel que A(X) | X™ — 1 (un multiple de tous ces q — 1).

Si A(X) représente le motif rythmique, il existe donc n tel que A(X) x (X—1) | X™ — 1, et donc en

n— Xt —1
AXX—T) on a bien A(X) x C(X) = AXX_T)’

Certes, C(X) n’est pas en général un polynome O-1; mais en caractéristique finie on construit
facilement un polynoéme 0-1 B(X), qui soit congru a C(X) modulo X" — 1 : il suffit de remplacer tout
terme oX® par (o« — 1)X* + X" %=1 « > 1, et d’itérer cette transformation jusqu’a ce qu’il ne reste plus
que des coefficients O ou 1, ce qui achéve la preuve du théoréme. .

posant C(X) =

Ce procédé est constructif : la figure précédente est obtenue par un algorithme qui implémente
précisément cette méthode (en optimisant n, en plus).
Des références sur ce sujet trop peu étudié sont [21] et, plus récent (avec des applications a la
cryptographie), [1].
En conclusion, il n'y a PAS de condition locale (modulo p) pour qu'un motif donné A pave : todos
n

locos! il nous faut donc revenir a Z[X]. Au moins, les facteurs de

X1 € ZIX] seront simples. .. Pour
l'amour de 'art, observons en effet que la situation est bien moins claire dans les corps finis :

e X™ —1 peut avoir un discriminant nul (i.e. des racines multiples) quand p | n.

e Des polynomes jadis irréductibles (ex. ®g = X* + 1) sont factorisables dans TOUT corps fini.

e Le produit des X — & ou & parcourt 'ensemble des racines d’ordre multiplicatif donné dans F,
n’est plus en général un polynéme irréductible dans F, [X] (cf. [1]).

EXERCICE 5. Trouvez les facteurs irréductibles du produit | [(X—£) quand & décrit I'ensemble des huit générateur
du groupe (F;j,, %), (les éléments d’ordre 15). Vous pouvez vous référer utilement au paragraphe sur le
probléme de JOHNSON)

J’ai découvert incidemment une propriété étrange et mystérieuse, bien que sa preuve ne soit pas trés
difficile, qui permet de calculer la multiplicité de 1 comme racine de A(X) donné :
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PROPOSITION.
Soit A(X) un polynéme 0-1 qui pave avec période n et soit p un facteur premier de A. Alors

e La multiplicité de 1 comme racine de A dans F,, s'’exprime en base p comme un nombre
dont les chiffres sont exclusivement O ou p — 1.

e le nombre des chiffres non nuls dans ce nombre en base p n’est autre que la multiplicité
de p comme facteur de A(1) dans N, A(1) étant le nombre de notes du motif A (ceci est
quasiment la condition (T;) de Coven-Meyerowitz).

Curieusement, ce nombre de bits non nuls apparait pour le calcul de complexité de 'exponentiation
rapide, comme dans le difficile théoréme de SMALE sur I'immersion d'une variété sans singularité
dans R™.

5 Retour dans Z[X]

Ce bref passage en caractéristique p nous a permis de toucher a d’autres formes de canons. Il
en existe autant d’espéces que de compositeurs et je ne puis les énumérer toutes; mentionnons
seulement le résultat remarquable du canadien Jon WILD (2000) : « tout motif de trois notes pave
avec son rétrogradé », qui renvoie a une pratique courante a I'age baroque.

On revient en caractéristique nulle, avec l'intention de pousser l'utilisation des polynémes 0O-1
aussi loin que possible. On parviendra au fait remarquable que la conjecture spectrale en dimension
1 repose sur le cas particulier des canons de Vuza, dont l'intérét dépasse donc de loin les simples
applications musicales.

Dans le cas de Z[X] les facteurs irréductibles de l'identité (Ty) polynomiale sont les polynémes
cyclotomiques ®4,d | n; les conditions trouvées en 1998 par COVEN - MEYEROWITZ sont cruciales
pour la suite de cet exposé.

J’ajoute ici un lemme qu’ils jugent capital :

Les automorphismes du groupe Z, sont bien connus, ce sont les x — ax ou « € Z;, est un des
€éléments inversibles de I'anneau Z,. Il est donc clair que A® B = Z,, & «aA ® aB = Z,. 1l est
beaucoup moins évident que I'on a

LEMME 4. A$® B =7, & «A ® B =Z, pour tout « inversible modulo n.

COVEN & MEYEROWITZ ([5]) donnent une démonstration de ce lemme « capital » dans un anneau de
polyndomes, apparemment insatisfaits de la démonstration originale (combinatoire) de [17].

Mais en fait sa premiére preuve est die a D.T. VUzA 6 ans auparavant. Il en a senti d’ailleurs
la raison profonde, qui est que V, : z — z* est un automorphisme du groupe des racines n®mes
de T'unité; et l'utilise pour une démonstration encore assez compliquée a base de transformée de
FOURIER et convolution.

Ma version consiste a remarquer que changer A en oA revient a changer A(X) en A(X%), qui est
une bijection sur I'ensemble des polynémes O-1 considérés modulo X™ — 1 (cf. exo), et cela applique
(linverse de) 1, aux racines de A(X), et donc les ensembles des racines n®™®s de l'unité qui sont
racines de A(X) ne sont pas changées, ce qui signifie que les facteurs cyclotomiques de A(X) sont
invariants dans cette transformation.

Comme ceux de B(X) n'ont pas bougé, on a encore entre A(X*) et B(X) tous les facteurs cycloto-
miques de (X™ —1)/(X — 1), qui doit donc diviser A(X*).B(X). Un argument de degré permet de conclure
(on connait les n — 1 racines de A(X%).B(X) modulo X™ —1).

EXERCICE 6. Vérifier que changer A(X) en A(X%*) (modulo X" — 1) conserve sa nature de polynoéme O-1.

Je tiens a souligner que ce procédé est musical® : par exemple ToM JOHNSON I'a redécouvert tout seul,
expérimentalement!

Bien sur cette action de groupe permet une description plus économique des canons : par exemple
pour I'ensemble des canons de VUZA de période 72, qui consiste de 3 formes pour A et 6 pour B7, il
ne reste qu'une orbite pour chacun et on peut donc déduire facilement tous les canons VuzaA 72 du
couple

A =(0,3,6,12,23,27,36,42,47,48,51,71) B =(0,8,10,18,26,64)

6 Les groupes de Hajos, Dan Tudor Vuza, et les canons rythmiques
irréductibles

5Alban Berg par exemple I'a utilisé pour transformer des séries dodécaphoniques dans son opéra Lulu.
A rotation prés.
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Le mathématicien et musicien roumain DAN TUDOR VUZA a passé prés de dix ans, de 1980 a 1990,
a étudier la question des canons rythmiques en long et en large. En particulier, il s’est intéressé aux
canons pour lesquels ni A ni B n’ont de période propre.

Précisons : bien sur, d’aprés le théoréme de DE BRUIJN (tout canon de motif fini est périodique),
on travaille avec une période globale, n, du canon. Mais il arrive trés souvent (presque toujours, en
fait) que I'un des termes de la somme directe A ¢ B = Z,, ait une sous-période. Ainsi pour I'exemple
simple de A ={0,1,4,5} qui pave avec période 8 : c’est en fait le sous-motif {0, 1} répété avec période 4
qui constitue A ={0,1} @ 4.

MORENO ANDREATTA s’est apercu que VUZA avait redécouvert des résultats sur les factorisations
des groupes cycliques issus de la conjecture de HAJOS : un groupe cyclique Z,, est de HAJOS, ou
encore est un « bon groupe », si dans toute factorisation Z,, = A @® B, on a A +p = A pour un
certain p < n (ou la méme chose pour B). VUZA a caractérisé tous les groupes de HAJOS cycliques en
utilisant la théorie de FOURIER, suivant une remarque déja ancienne du grand théoricien LEWIN qui
remarquait qu'une somme directe de parties revient a un produit de convolution de leurs fonctions
caractéristiques.

Cela est décrit en détail dans [4]. Le plus petit « mauvais groupe » est Zy;.

On connait des algorithmes pour fabriquer des canons de VUza (i.e. des factorisations de « mau-
vais » groupes), mais aucun procédé qui assure de les trouver tous. La formule la plus simple est dae
a4 FRANK JEDRZEJEWSKI :

PROPOSITION (2003). Si on considére pi,p2 premiers et ni,i = 1..3 tels que ni;p; soit premier avec n, (et
réciproquement) alors en posant [ a,b ] = {a,a+ 1,...b} on a pour n = p;paninzns le canon de VUzZA
suivant :

A=mnm3 x ([0,p2 —1]&pony x[0,p1 —1]) B=nimz: x ([0,p1 —1]&pim2 x[0,p2 —11])
S=mn3(panz x[0,ny —1]®pimy x[0O,n2—1])  R=([1,n3—1]®&B)UA

R®&S=7Z,

La factorisation de n est générale : si on ne peut ainsi écrire n c’est que Z,, est un bon groupe ([18]).
Une autre facon de I'écrire consiste a énumérer les cardinaux des bons groupes :

THEOREME (HAJOS, REDEI, DE BRUIJN, SANDS,...).
Les « bons groupes » cycliques sont les Z,, tels que n s’écrive de I'une des facons suivantes (ou p,q,1,s
sont des nombres premiers distincts) :

n=p* n=p%¢ n=p’¢> n=p’qr n=pgqrs

Remarque : si Z,, a un sous-groupe qui est « mauvais », alors on montre que Z,, est aussi « mauvais ».

Ces canons sont d'un grand intérét pour les compositeurs, car ils introduisent une non-répétitivité
dans la régularité (du phénomeéne globalement périodique), un peu comme la rime en poésie. La notion
a beau étre relativement récente, une liste d’outils sur les canons de VUZA est présente dans divers
logiciels d’aide a la composition, comme Open Music développé a I'lrcam, et plusieurs compositeurs
contemporains (George Bloch, Fabien Lévy) s’en servent dans leurs ceuvres. J ’ai par exemple sur mon
piano un morceau trés simple de G. BLOCH qui a servi de musique pour une version francaise d'un
film de Hitchcock. Il nous a expliqué de facon trés convaincante pourquoi ces cellules qui se répétent,
mais a intervalles imprévisibles, excellent a faire monter la tension du spectateur/auditeur!

7 Génération de canons

Poussés par le dynamisme des compositeurs, nous avons étudié nombre de transformations sur
les canons rythmiques :

7.1 Plusieurs transformations
7.1.1 Le groupe affine

Le Lemme 4 donne I'exemple méme d'une transformation non triviale, qui préserve la notion de
canon sous l'action d'un groupe. Il s’agit ici du groupe affine Aff(Z, ). Souvenons-nous en effet que
I'on a convenu d’identifier un motif rythmique A a la classe de tous ses translatés A + m mod n. Le
lemme 1 rajoute les homothéties (de rapport a inversible) et on a donc affaire aux orbites sous les
actions de toutes les bijections x — ax + b dans Z,. La figure suivante montre une telle orbite et les
canons correspondants : (0,1,4,5) et (0,3,4,7) sont les deux formes du motif modulo 8.

Le lemme 4 prouve que les conditions (T;) et (T,) de [5] sont préservées par une telle transforma-
tion.
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FI1G. 12 - Orbite d’'un motif sous l'action du groupe affine

Je me suis posé la question de généraliser ce résultat aux autres transformations utilisées par les
musiciens. Les voici :

7.1.2 Zoom/augmentation
Cette transformation revient a dilater le temps et a remplacer une note (ou un silence) par k notes

(ou silences). Illustration :
H N H
H B
H B H
H N H
HEN HEE
HE BEE
||

FIG. 13 — Zoom d’'un canon rythmique

Du point de vue polynémial, on change B(X) en B(X¥) et A(X) en A(X¥) x (1 +X+...X*"1). En
travaillant par récurrence sur les facteurs premiers de k, j’ai pu montrer dans [3] que cette opération
préserve aussi les conditions (T;) et (T,) de [5].

L’ importance particuliére de cette opération vient de ce qu’elle permet de fabriquer de nouveaux
« canons VUZA », a partir d’anciens. On obtient ainsi des canons inédits (non fournis par l'algo-
rithme de Vuza). Cela a été remarqué par divers chercheurs (Carlos Agon, Thomas Noll) et notam-
ment par Harald FRIPERTINGER de I'université de Graz, qui a donné des formules remarquables de
dénombrement des canons rythmiques et s’est lancé a la recherche de tous les canons VUza de
« petite » taille. Une amicale compétition (il a gagné) nous a permis en 2003-2004 de trouver force
nouveaux canons de période 108, 120 ou 144. Au colloque de Graz[7] en mai 2004, Harald a fait
sensation en montrant que tous les canons VUZA que nous avions trouvés pour les deux premiéres
périodes, 72 et 108, étaient en vérité les seuls possibles. Pour cela il s’est appuyé a la fois sur des
algorithmes habilement concgus par ses soins, des actions de groupes et dénombrements d’orbites
a coups d’équation aux classes, et de la combinatoire (théorie de POLYA). Incidemment, les canons
de Vuza apparaissent comme un matériau exceptionnellement rare (probabilité inférieure au 1 mil-
lioniéme), ce qui a son intérét pour la suite.

7.1.3 Concaténation
L’opération de concaténation est trés simple, elle consiste a répéter un méme motif a la queue-

leu-leu plusieurs fois :
H__HE BN
HEE B B

FIG. 14 — Un canon rythmique répéteé

Je suis redevable a H. FRIPERTINGER pour m’avoir fait comprendre I'importance théorique de cette
opération si simple. Elle lui a permis [8] de donner des formules exactes pour dénombrer les canons
dans les « bons groupes », puisque par définition méme un des facteurs d'une décomposition en
somme directe d'un tel groupe est concaténé {0,1} & {0,2} — {0,1,4,5} & {0,2}. d'un motif plus court.
Ceci permet de proche en proche de trouver tous les canons de période donnée, a condition d’éviter
les périodes fatidiques 72,108,120 , etc. ..
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Cette opération consiste, polynémialement, a multiplier A(X) par ce que jappelle un métronome :

DEFINITION 4. Un métronome est un motif de la forme
e _ Xmk _ 1

= 11 @

dlk et dlk

A = (0,k,2k, 3k, ... (m—1)k) ie.  AX) =1+ Xk x4 xmT

I1 en résulte assez facilement (cf. [3]), travaillant avec m premier sans perte de généralité, le

THEOREME 9. Si A s’obtient par concaténation de A, pavant avec B, alors I'un vérifie (T,) si et seulement si
§ l'autre vérifie aussi (T,).

7.1.4 Entrelacement et équirépartition

Ce procédé n’est pas (encore) connu des musiciens mais je ne doute pas qu’ils en fassent bientot
leurs choux gras. Je I'ai découvert dans un article récent et trés général (de KOLOUNTZAKIS et MA-
TOLCSI, [12]) (dans un contexte d’algebre commutative), mais il s’avere que vu sous un autre angle,
c’est un outil essentiel pour le dernier théoréme de [5], le plus difficile. Je reformule ensemble ces
différents résultats. La démonstration n’en est pas trés difficile (le lecteur courageux pourra s’y es-
sayer) :

THEOREME 10. Soient A1, ... A, des motifs qui pavent un canon rythmique avec un MEME B. Alors on obtient

un canon rythmique en posant A= |J (i+ kA;), qui pave avec kB.
i=0.. k-1
Réciproquement, un tel canon est caractérisé par le fait que I'« outer rhythm » B est multiple d'une
constante k > 1 : B C kZ, ou, de maniére équivalente, par le fait que A est équiréparti modulo k : les
ensembles

Ai=AN({+kZ)

ont tous méme cardinal, et pavent avec un méme B = B/k.

On peut ainsi fabriquer de nouveaux canons de VUzA, par exemple en prenant pour les A; (une partie
de) l'orbite d'un motif sous le groupe affine. De facon bien plus remarquable, tous les canons Vuza
recensés (ceux obtenus par algorithme et les autres) peuvent étre fabriqués par ce procédé a partir
de canons plus petits, VUZA ou pas.

La figure ci-dessous illustre la genése d'un canon de période 72. On y reconnait (cf. la voix
supérieure) les deux motifs génériques qui sont dilatés et s’entrelacent pour donner le motif final.

T
I..- ] l.--.l...-.l I-..I.....I.....I..I...f.............-l..

Fi1G. 15 - Un canon Vuza 72 comme entrelacement de deux canons 36

7.2 Réduction des canons rythmiques

Les canons de VUzA sont finalement assez similaires aux nombres premiers, au sens ou ils sont
« irréductibles », et engendrent tous les autres canons; en effet, résulte de leur définition le :

THEOREME 11. On peut réduire récursivement tout canon par déconcaténation — I'opération inverse de la
concaténation — appliquée a I'un des deux termes A ou B, soit a un canon de VUza, soit au canon trivial

(o} & {0}).

Nous disposons finalement de diverses transformations, dont plusieurs (zoom, concaténation, en-
trelacement) changent la période ; toutes ces opérations conservent les conditions (T;), (T,) de COVEN-
MEYEROWITZ et il est temps de mentionner le lien avec la conjecture spectrale.

8 La conjecture de Fuglede

8.1 La conjecture spectrale

Dans le cas le plus général, la conjecture publiée par FUGLEDE en 1974 ([13]) est une question qui
relie la géométrie et I'analyse harmonique :
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. Un domaine K (compact d’intérieur non vide) pave R™,c’est a dire qu’il existe B C R™ tel que

r—’o\ f-/o\ﬁ
[Jb+K=R"et b+K#b'+K pourb#b’
beB

si et seulement si K posséde une base hilbertienne, i.e. il existe une famille A telle que (e?'"™ ) ca est une
famille orthonormée qui engendre une partie dense de £*(K).

FUGLEDE a prouvé sa conjecture dans le cas ou B est un réseau (B ~ Z"). On comprend mieux cette
conjecture dans le cas simple ou K est par exemple I’ hypercube unité : il suffit alors de prendre pour
K le réseau Z™, c’est la théorie de la décomposition en série de FOURIER.

Jusqu’a I'été 2003, tous les résultats publiés sont allés dans le sens de la confirmation de cette
conjecture. Elle est vraie en particulier pour tous les K assez réguliers (les convexes plans, par
exemple). Comme il s’agit d’orthogonalité dans R™, on a assez vite établi une condition équivalente en
terme d’existence d’'une matrice de HADAMARD douée de propriétés adéquates.

C’est en exhibant des matrices de HADAMARD complexes que TERENCE TAO a finalement prouvé
que cette conjecture est fausse en dimension > 5. Depuis on a trouvé des contre-exemples dans
les deux sens, dont la dimension est descendue a 3 [12]. Mais cela reste un probléme ouvert en
dimension 1 malgré une kyrielle de résultats partiels (cf. [13]). Un des plus récents concerne les
produits de métronomes, au sens de la définition ci-dessus ([14]). Il est en partie contenu dans le
théoréme que je démontre ci-dessous.

Notons le lien trivial entre pavages de R et pavages de Z : si A pave Z alors A + [0, 1] pave R. La
réciproque est moins triviale mais résulte des travaux de Vuza et de facon trés différente de LAGARIAS
& WANG[15].

8.2 La conjecture spectrale en dimension 1

IZABELLA LABA, lisant l'article de COVEN-MEYEROWITZ, a rapidement compris qu’on pouvait en
tirer une connexion a la conjecture spectrale. Elle publia peu aprées (2000) [13] le résultat suivant :

PROPOSITION. (T;) + (T,) = spectral (et spectral = (Ty)).

Cela utilise des calculs €élémentaires, et le lemme suivant qui caractérise le caractére spectral en di-
mension 1 (on peut le prendre comme définition) :

LEMME 5. A pave Z si et seulement si il existe une famille 0 = Ay < A1 < ... A1,k = |A| = A(1) telle que les e?'™
soient racines de A(X).

LABA prend tout simplement des A; de la forme i/p%, i=0...p—1, pour montrer que si (T,) est vérifiée
alors A est spectral.

REMARQUE 4. Il ne faut pas croire que le caractére O-1 du polynéme A(X) oblige ses racines de module 1 a étre
d’ordre fini dans S'. En d’autres termes, théoriquement un spectre peut trés bien exister et étre irrationnel :

EXERCICE 7. Trouver un polynéme O-1 ayant des racines de module 1 d’ordre infini.

D’aprés ce résultat de LABA, si un motif rythmique pave mais qu’il n’est pas spectral, il ne peut
vérifier (T,). Mais si 'on en croit le principe de réduction énoncé au théoréme 11, cela ne peut se
produire que dans un groupe non-HaJOS. En effet, tout pavage dans un « bon groupe » se réduit
récursivement a des canons plus petits dans des sous-groupes, qui sont donc encore « bons », et
donc on peut encore réduire jusqu’a tomber sur le canon trivial & une note, (0) @ (0). Qui vérifie
la condition (T) (!). Par conservation d’icelle dans le procédé de concaténation des canons (voir le
théoréme 9), on déduit

THEOREME (AMIOT, JUIN 2004).

Si un canon n’est pas spectral, alors il peut se réduire par déconcaténation a un canon de VUZA,
lui aussi non spectral. A fortiori, si n a I'une des formes suivantes (p, q,r,s étant des nombres premiers
distincts) :

n=p* n=p*q n=p’q> n=piqgr n=pgrs
alors tout motif d’'un canon rythmique de période n est spectral.

On peut méme aller plus loin en prenant au lieu de la période n la taille du motif (= le nombre de
notes = A(1)). Les trois premiers cas avec deux facteurs premiers résultent du théoréme (B2) de [5],
les deux derniers sont nouveaux a ma connaissance.
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Ce résultat s’applique aussi aux pavages d'un intervalle d’entiers, que jappelle canons compacts
(ceux pour lesquels il est inutile de procéder a une réduction modulon carona A®B =[0,n—1]
dans N, par exemple {0,1,4,5} 4 {0,2} ={0,1,2,3,4,5,6,7}), car d’aprés un résultat ancien de DEBRUIJN
ils sont tous déconcaténables.

COROLLAIRE 2. En conséquence de I'’énumération par FRIPERTINGER des canons VUZA pour n = 72,108 nous
savons que tous les canons de période < 108 (et méme jusqu’a 119) sont spectraux (au sens ou aussi bien
A, le « inner rhythm », que le « outer rhythm » B, sont spectraux).

Ceci suggere une idée assez intuitive, a savoir que s’il existe un motif A qui pave sans vérifier (T,),
alors A,n doivent étre grands. Jusqu’ici, tous les algorithmes qui fabriquent des Vuza canons as-
surent que (T,) est vérifiée, et tous les procédés d’augmentation de taille des canons vus ci-dessus
conservent cette propriété : on ne sait donc vraiment pas comment construire un éventuel canon Vuza
qui nie la propriété (T,), ce qui ne prouve pas qu’il n’en existe pas puisqu’'on ne sait pas comment les
construire tous. ..

8.3 Réduction par équirépartition

Il ne paraissait pas impossible d’espérer réduire TOUS les canons de VUzA, et donc de démontrer
le sens (pave = spectral) de la conjecture de FUGLEDE.

En effet I'algorithme de VUzA fabrique toujours un second membre multiple de n; (cf. la formule
de JEDRZEJEWSKI). Dans ce cas on a équirépartition de I'inner rhythm modulo nj (cf. [5], lemme 2.5).
Le groupe affine préserve d’ailleurs cette condition d’équirépartition.. Mais elle signifie que 'on peut
réduire un tel canon a un canon plus petit, en préservant la condition (T,). Si donc il s’avérait que
TOUT canon VUZA ait, a I'instar de ceux que 'on sait fabriquer, un facteur équiréparti, la méthode de
réduction (utilisant dualité, concaténation, équirépartition selon le cas) permettrait de réduire TOUT
canon au canon trivial. Ce qui démontrerait la condition (T,) pour tout canon, ce dont on pourrait
déduire (un sens au moins de) la conjecture de FUGLEDE.

8.4 Le cimetiére des conjectures

Mais le champ de bataille des canons rythmiques est jonché des cadavres de nombreuses conjec-
tures. . .A commencer, historiquement au tout début, par la conjecture de DE BRUIJN : si un groupe
abélien fini est somme directe de A et B alors 'un des deux est périodique, tuée dans 'oeuf par les ca-
nons de VUZA et bien avant cela, par les contre-exemples de REDEI, HAJOS, DE BRUIJN et consorts ;

La conjecture de FUGLEDE a certes tenu 31 ans avant de connaitre son premier contre-exemple —
mais il est vrai qu’elle aura été prouvée dans nombre de cas particuliers ; au contraire, bréves auront
été la vie de celle de TIJDEMAN 1996 (si ppcm(A)=1 alors il existe un nombre premier tel que B C pZ,
tuée par SzABO), ou de celle de LAGARIAS & WANG (si T pave avec les compléments Ty,...T,, alors ils
sont spectraux et de méme spectre) qui fut victime de KOLOUNTZAKIS & MATOLCSI en juin 2004[12].

On ignore actuellement si la conjecture que COVEN ET MEYEROWITZ se sont soigneusement retenus
d’énoncer (pave = (T,)) est prouvable; elle est logiquement plus forte que le sens (pave = spectral)
de celle de FUGLEDE, d’aprés LABA. Les résultats en sens inverse sont encore peu nombreux (si A est
spectral alors?...), a part [14] qui utilise des métronomes c’est a dire des canons trés simples, et il
est difficile de se faire une opinion sur cette direction.

Mais je finirai cette hécatombe par I'extermination de ma propre conjecture. En effet, la construc-
tion mentionnée par [5] du hongrois SzABO réfute au départ une conjecture de SANDS, proche
de celle de TIJDEMAN. Mais il s’avere qu’elle donne, incidemment, un canon de Vuza, qui n’est
donc par définition pas réductible par dé-concaténation, et par construction pas réductible par
équirépartition! Signalons tout de méme que le plus petit contre-exemple donné par cette méthode,
que jai implémenté avec Mathematica™, est de période 30030, ce qui explique qu’il n’ait pas sauté
aux yeux. De plus la méthode de construction est particuliéerement perfide, méme si elle n’est pas
sans rappeler le procédé de construction des canons VUZzA; jen donne ici 'idée trés simplifiée :

En hommage au théoréme de DEBRUIJN intitulé 'on British Number systems’, jJemprunterai une
meétaphore pécuniaire. On considére un ensemble de pieces et de billets qui permettent de payer
exactement n'importe quelle somme (< n). On prend pour A la somme des « pi€ces jaunes », et pour
B’ les sommes de « gros billets ». De facon encore plus imagée, A contient les unités et B’ les dizaines,
et A@ B’ =[0,n—1]. Dans I'exemple donné plus bas, B’ ={0, 30,60,...30k,...}.

L’idée hongroise consiste alors a perturber B’ en une nouvelle partie B, en modifiant certains
éléments, choisis expres irrégulierement, par I'ajout d'un élément variable de A, tout cela variant
circulairement ; ceci ne modifie pas le fait que A @ B = Z,, mais cela rend B plus irrégulier. Avec
certaines conditions techniques (cf. [19]) on montre que B (ainsi que, plus trivialement, A) engendre
Z, et en conséquence, qu’il n’est pas contenu dans un sous-groupe strict kZ,, : donc pas de réduction
possible par équirépartition. De plus, la méthode employée assure qu’on a affaire a deux facteurs A, B
apériodiques,et donc a un canon de VUZzA. .. Le plus petit que j'ai pu construire de cette facon est de
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période goo :

A = (0,36,72,100,108, 136, 144,172, 200, 208, 225, 236, 244, 261,272, 297, 308, 325, 333, 344, 361,369, 397,425,433, 461,469,497 !
B = (0,30, 60, 90, 156, 210, 240, 250, 270, 330, 336, 360, 390, 405,420, 510, 516, 540, 550, 570, 600, 690, 696, 720, 780, 810, 850, 855,

9 Coda
9.1 Stretta

Nous pouvons nous croire arrivés bien loin de Frére Jacques et de son petit canon a quatre voix.
Mais les contre-exemples obtenus par des arguments sophistiqués a ces conjectures mathématiques
pointues permettent de mettre en évidence des objets musicaux doués de propriétés intéressantes,
qui vont certainement faire leur apparition dans des partitions prochaines : cela a déja été le cas par
le passé, particulierement avec les canons de VUZA mais aussi dans bien des domaines — il n’est pas
nouveau que des idées mathématiques servent, consciemment ou non, l'inspiration de musiciens.

En retour, et de facon bien plus novatrice, on peut espérer que les suggestions des compositeurs
continuent, comme elles ont commencé de le faire, a éclairer la recherche mathématique de leurs
idées spécifiques. L'étonnante fécondité de cette irruption de la musique dans les mathématiques
s’explique a mon avis par la fringale des mathématiciens pour les concepts nouveaux, qui ont tou-
jours servi spectaculairement I'avancement de notre science : bien des outils mathématiques au-
jourd’hui banals sont issus de la physique, bien sir, mais aussi de la biologie, de I’économie, etc. ..
Prophétisons que le temps est venu de reformer et d’élargir le Quadrivium antique, la musique repre-
nant avec les autres son statut de pilier de la connaissance.

9.2 Solutions des exercices
9.2.1 Canon de période 2 x {(A)

11 suffit de prendre A = (0,n — 1) qui pave avec B = (0,1,...,n — 1) mais pas moins.
9.2.2 Perfect square tilings
. 3n—-1 X3n _ .
Partant de : ¥ X<@3(X) =1+ X4...= 5 X = 7 onpose X =j= e?i™/3 : les indices i
iel j=0 -

multiples de 3 sont caractérisés par le fait que ®3(j') = ®3(1) = 3 # 0. Pour tout autre indice on aura
®3(j') = 0 — c’est la relation classique 1+ j +j% = 0. Il reste donc une somme des j*:,i € 3N qui doit
valoir 0. Or la plus courte somme valant O est encore 1+j+j% = 0, ce qui impose qu’il y ait 0 ou 3 (ou
6, ou 9...) multiples de trois parmi les indices i. Cela explique pourquoi T; n’apparait pas sans Tg et
To.
9.2.3 (1,4,9,16) pave-t-il ?

Non. On a bien deux facteurs cyclotomiques, d’indices 2 et 10, mais la condition (T;) n’est pas
vérifiée, sans parler de (T,).

X" X2+ X+ X=Xx (14+X)x (1 =X+X>=X3+X") x (1+X3 =X +X10)
(il faut un logiciel de calcul formel si on veut factoriser sans efforts; en revanche on liste facilement
les polynomes cyclotomiques du style @« =1+ XP* 4 X2P* ' 4 et on teste s'ils sont diviseurs).

9.2.4 Pavage modulo 2
La plus petite solution pour paver modulo 2 avec A = (0,1,3) est B = (0,2,3). En effet A+ B =

{0,1,2,3,3,3,4,5,6}.

FIG. 16 — pavage modulo 2 avec (0,1,3)

9.2.5 Eléments d’ordre 15 dans le corps a 16 éléments

Dans la discussion du probléme de JOHNSON, on a vu que le polynéme (irréductible sur F,[X])
J(X) =1+ X+ X* a 4 racines d’'ordre 15 dans F;¢. Leurs inverses sont aussi d’ordre 15, elles sont
racines du polynéme réciproque 1 + X3 + X*. On a alors ®(15) = 8 éléments d’ordre 15, on n’en
trouvera pas plus (© désignant la fonction d’EULER).
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9.2.6 Transformation affine

Si « est premier avec n, alors I'application k — ok mod est une bijection. Donc A et «A sont en
correspondance bijective, et leurs polynémes associés sont bien O-1.

9.2.7 Nombres algébriques de module 1 non racines de 1'unité
Ma plus petite solution est A(x) =1+ x + x> + x> + x®, dont les quatre racines non réelles peuvent
étre exprimées par radicaux (poser y = x + 1/x) et sont de module 1, mais ce ne sont pas des racines
de l'unité (sinon A(x) aurait un facteur cyclotomique).
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