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XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e solucdes da Primeira Fase

PROBLEMAS - NiVEL 1

01) Observe as multiplicactes a seguir:
101" 11=1111

101" 111=11211
101" 1111=112211
101" 11111 =1122211

Qual é a soma dos agarismos d'o”nl]mero obtido quando multiplicamos 101 pelo
nimero 11111...117
%/_J

2007 agarismos1

A) 1001 B) 2007 C) 2009 D) 4008 E) 4014

02) Quantos nimeros inteiros positivos de trés algarismos tém a soma de seus
algarismosigua a4?

Observacdo: lembre-se de que zeros a esguerda ndo devem ser contados como
algarismos; por exemplo, o nimero 031 tem dois algarismos.

A) 4 B) 6 C)7 D) 10 E) 12

03) Juntando dois reténgulos iguais lado a lado, sem sobreposi¢do, podemos
formar dois tipos de figura: um quadrado de &reaigual a 144 cm?® ou um retangulo
de largura diferente do comprimento. Qual é o perimetro deste Ultimo reténgulo,
emcm?

A) 12 B) 24 C) 48 D) 60 E) 72

04) A figura ao lado é formada por dois quadrados de
drea 100 cm” cada um, parcialmente sobrepostos, de
modo que o perimetro da figura (linha mais grossa) é
igual 50 cm. Qual é a area da regido comum aos dois
quadrados, em cm? ?

A) 20 B) 25 C) 30 D) 40
E) 50
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05) A soma de todos 0s nimeros positivos impares até 2007 menos a soma de
todos 0s nimeros positivos pares até 2007 éigual a:
A) 1003 B) 1004 C) 2005 D) 2006 E) 2007

06) Silvia pensou que seu relégio estava atrasado 10 min e o acertou, mas na
verdade o rel6gio estava adiantado 5 min. Cristina pensou que seu rel6gio estava
adiantado 10 min e o acertou, mas na verdade o rel6gio estava atrasado 5 min.
Logo depois, as duas se encontraram, quando o relégio de Silvia marcava 10
horas. Neste momento, que horas o rel6gio de Cristinaindicava?

A)9h30min  B) 9h50min  C) 10h D) 10h5min  E) 10h 15min

07) A fragdo %, onde a e b sdo inteiros 0 1

positivos, representa um ndmero entre O | 1
e 1, na posicdo indicada no desenho ao

lado. Qual é um possivel vaor para a

soma a+b?

A)1l B) 2 C)3

D) 4 E)5

oTloe

08) Em uma prova de olimpiada, 15% dos estudantes ndo resolveram nenhum
problema, 25% resolveram pelo menos um problema, mas cometeram algum erro,
e 0s restantes, 156 estudantes, resolveram todos os problemas corretamente. O
nimero de estudantes que participaram da olimpiadafoi:

A) 200 B) 260 C) 93 D) 223 E) 300

09) Em uma certa cidade, araz&o entre o nimero de homens e mulheresé€2: 3 e
entre o nimero de mulheres e criangas € 8 : 1. A raz&o entre 0 niUmero de adultos
ecriangas é

A)5:1 B)16:1 C)12:1 D)40:3 E)13:1

10) Na figura, o lado AB do triangulo

equilatero ABC é pardéelo ao lado DG do

guadrado DEFG. Qual é o valor do angulo x?

A) 80° B) 90° C) 100°

D) 11¢° E) 120° D
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11) Umaloja de CD s redlizard uma liquidacdo e, paraisso, o gerente pediu para
Anderlaine multiplicar todos os pregos dos CD's por 0,68. Nessa liquidacdo, a
loja esta of erecendo um desconto de:

A) 68% B) 6,8% C) 0,68% D) 3,2% E) 32%

12) Esmerada e Pérola estdo numa fila. Faltam 7 pessoas para serem atendidas
antes de Pérola e ha 6 pessoas

depois de Esmeralda. Duas outras pessoas estdo entre Esmeralda e Pérola. Dos
nimeros abaixo, qual pode ser o nimero de pessoas nafila?

A)9 B) 11 C) 13 D) 14 E) 15
13) Preenchemos as casas vazias da tabela ao lado ! N 113
com o produto dos nimeros que estdo sombreados
na mesma linha e na mesma coluna da casa vazia
a ser preenchida. Quantas dessas casas conteréo 2
nUmeros primos? 3
A) 6 B)7 C) 12
D) 14 E) 26 7
1
13

14) O contetido de uma garrafa de refrigerantes enche trés copos grandes iguais e
Mais meio Copo pequeno ou 5 desses copos pequenos iguais mais a metade de um
dagueles grandes. Qual é arazéo entre o volume de um copo pequeno e o de um
grande?

A) % B) 3 ) /o D) % E) 3

15) Um cddigo de barras € formado por barras

verticais pretas de trés larguras diferentes. Duas
barras pretas sempre sdo separadas por uma
barra branca, também com trés larguras
diferentes. O codigo comecga e termina com uma
01 23456759

barra preta, como no exemplo ao lado.

Considere um cédigo S, formado por uma barra
preta fina, duas médias e uma grossa, separadas
por barras brancas finas. Quantos codigos S
diferentes podem ser assim formados?

A) 4 B) 6 C) 12
D) 24 E) 36
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16) No quadriculado ao lado, cada
quadradinho tem 1 cm?. Os segmentos
inclinados ligam pontos médios dos lados
dos quadradinhos ou um vértice ao centro
de um quadradinho. Qual é a &rea ocupada
pelasiglaOBM, em cm®?

A) 28 B) 32 C) 33
D) 34 E) 35

17) Lina e Lana brincam da seguinte maneira: a primeira a jogar pensa em um
nimero de 10 a 99 e diz apenas a soma dos algarismos do nimero; a segunda tem
entdo que adivinhar esse nimero. Qual € o maior nimero de tentativas erradas
gue a segunda pessoa pode fazer?

A)7 B) 8 )9 D) 10 E) 11

18) Anitaimaginou que levaria 12 minutos para terminar a sua viagem, enquanto
dirigia a velocidade constante de 80 km/h, numa certa rodovia. Para sua surpresa,
levou 15 minutos. Com qual velocidade constante essa previsdo teria se
realizado?

A) 90 km/h B) 95 km/h C) 100km/h D) 110km/h  E) 120 km/h

19) O gréfico a0 lado mostra o
percentual de acertos numa provade 60 /0% F—————~—
testes de seis candidatos finalistasdeum  60% F——————
concurso. Qual foi o nimero médio de  90% ————

questdes erradas por esses candidatos 40% T—
nessa prova? 30% T
A) 14 B) 24 C)30  20%T
D) 32 E) 40 10%

A B C D E F

20) Ao efetuar asoma 13" +13° +13% +-.- +13%® +13%%" obtemos um nimero
inteiro. Qual é o algarismo das unidades desse nimero?
A)1l B)3 C)5 D)7 E) 9
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PROBLEMAS - NiVEL 2

01) Veao problemaNo. 1 do Nivel 1.
02) Veao problemaNo. 7 do Nivel 1.
03) Veao problemaNo. 10 do Nivel 1.

04) Em uma certa cidade, araz&o entre o nimero de homens e mulheresé€2: 3 e
entre o nimero de mulheres e criangas € 8 : 1. A raz&o entre 0 niUmero de adultos
ecriangas é

A)5:1 B)16:1 C)12:1 D)40:3 E)13:1

05) Veja o problemaNo. 8 do Nivel 1.
06) Se N é o quadrado do quadrado de um nimero inteiro e tem 12 como fator,

N |
0 menor valor para — €&
12
A)3 B) 12 C) 36 D) 54 E) 108
07) O jardim da casa de Maria é formado por cinco quadrados de igual éreaetem

a forma da figura abaixo. Se AB = 10 m, entdo a area do jardim em metros
quadrados €

A) 200 B) 10v/5 C) 100 py 22 gy 100
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08) Sgjam a,b,c e k numeros reais diferentes de zero satisfazendo as relagoes

k= a - b =_C . Qual é o nimero de possiveis valores que k pode
b+c c+a a+b

assumir?

A)O B)1 C)2 D) 3 E)4

09) Doze pontos estdo sobre um circulo. Quantos poligonos convexos podemos
formar com veértices nesses 12 pontos?
A) 4017 B) 220 C) 4095 D) 66 E) 3572

10) De quantas maneiras diferentes podemos escrever o nimero 2007 como soma
de dois ou mais nlmeros inteiros positivos e consecutivos?
A1 B) 2 C)3 D)4 E)5

11) As equacdes do 2° grau 2007x* +2008x+1=0 e x> +2008x + 2007 =0
tém uma raiz comum. Qua é o valor do produto das duas raizes que ndo sdo
comuns?

A)O B)1 C) 2007 D) 2008 E) 2007

12) Qual é o méximo valor que o nimero a(b+c)- b(a+c) pode assumir se
a,b e c, sfointeiros satisfazendo 1£ a£10, 1EbE£10 e1£Cc£10?

A) 80 B) 81 C)84 D) 90 E) 100

13) A quantidade de inteiros x com trés digitos tais que 6x e 7x possuem a mesma
guantidade de

digitos &

A) 767 B) 875 C) 876 D) 974 E) 975

14) A figura abaixo é formada por trés quadrados de lado 1 e um retdngulo que os
contorna.

A &reado reténgulo é

A) 32 B) 4/2 C)6 D) 6+/2 E)8

EUREKA! N°28, 2008



Sociedade Brasileira de Matematica

15) Sex éreal positivoe 1 + (¢ + X)(x + 5x + 6) = 1817, entdo o valor de x(x + 3)
é
A) 180 B) 150 C) 120 D) 182 E) 75

16) A figura abaixo mostra um reténgulo, um pentédgono, um tridngulo e um
circulo, com é&reas respectivamente 121, 81, 49 e 25 centimetros quadrados. A
diferenca entre a &rea preta e a area cinza, em centimetros quadrados, é:

£

A) 25 B) 36 C) 49 D) 64 E) 81

17) As seguradoras de automoveis A e B cobram um valor anual (prémio) mais
um vaor que o usuério deve pagar em caso de acidente (franquia). Jean quer
fazer um seguro para seu automével e recebeu as seguintes propostas das
seguradoras:

Seguradora A: Prémio anual de R$ 1500,00 e franquia de R$ 1400,00

Seguradora B: Prémio anua de R$ 1700,00 e franquia de R$ 700,00

Para valer a pena Jean contratar a Seguradora A, ele ndo deve se acidentar com o
carro por pelo menos N anos. O valor de N &

A) 2 B)3 C)4 D)5 E)6

18) O desenho abaixo mostra um dado comum cujas somas das pontuagdes em
faces opostas é

sempreigual a 7. Ele é colocado em uma mesa horizontal com aface “1” voltada
para Leste. O dado €, entdo, movido quatro vezes.

[ J
® R Norte

> Leste
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Sociedade Brasileira de Matematica

Um movimento consiste em uma rotacdo de 90" em relagdo a uma aresta. Depois
do primeiro movimento a face em contato com amesapassaaser a“1”’, depoisa
“2", entdo a“3” e, finamente, aface “5”. Para que sentido est4 voltada aface “1”
apos esta sequiéncia de movimentos?

A) Oeste B) Leste C) Norte D) sul E) Cima

19) Uma avenida possui 100 prédios numerados de 1 a 100, onde prédios com
numeracdo par se situam do lado direito da rua e prédios com numeracéo impar
se situam no lado esguerdo. A quantidade de andares de cada prédio € igual a
soma dos agarismos do nimero correspondente ao prédio. Assim, podemos
afirmar que:

A) A guantidade de prédios com mais de 10 andares € maior do lado direito da
rua.

B) A quantidade de prédios com menos de 5 andares € maior do lado direito da
rua

C) Pelo menos metade dos prédios possui 10 ou mais andares.

D) Em ambos os lados da rua h&4 a mesma quantidade de prédios com exatos 8
andares.

E) Pelo menos 25% dos prédios possui menos de 5 andares.

20) Qua o menor perimetro inteiro possivel de um tridngulo que possui um dos

5/3

lados com medidaigual a — ?
A) 8 B)9 C) 10 D) 11 E)12

21) Determine em qual dos horérios abaixo 0 angulo determinado pelos ponteiros
de um relgio € o menor.
A) 02h30 B) 06h20 C) 05h40 D) 08h50 E) 09h55

22) O méximo divisor comum entre 0s nimeros 1221, 2332, 3443, 4554,........ :
8998 &
A)3 B) 33 C) 37 D) 11 E) 101

23) Uma mesa de bilhar tem dimensBes de 3 metros por 6 metros e tem cacapas

Nnos seus quatro cantos P, Q, R e S. Quando uma bola bate na borda da mesa, sua
trajetériaformaum angulo igual ao que atrgetdria anterior formava.

EUREKA! N°28, 2008
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D

Uma bola, inicialmente a 1 metro da cacapa P, € batida do lado SP em direcéo ao
lado PQ, como mostraafigura. A quantos metros de P a bola acerta o lado PQ se
abolaca nacagapa S ap0s duas batidas na borda da mesa?

A)1l B)g C)% D)% E)g

p

24) Considere todos os nimeros abc de trés algarismosonde b= a + ¢ e at
0. A diferencaentre 0 maior e 0 menor destes nimeros é um nimero:

A) Mdltiplo de 3 B) Primo

C) Com ultimo algarismo igual a7 D) Cuja soma dos algarismos é 10

E) Mdltiplo de 7

25) Sga {a,} uma sequéncia na qual cada termo é definido como o dobro da
soma dos algarismos do termo anterior, mais uma unidade. Por exemplo, se a, =
234, entdo a,,,=2(2+ 3 +4) +1.

Se,a; =1 ovaorde ax +an+ aps+as+agéigud a

A) 44 B) 54 C) 64 D) 77 E) 84

PROBLEMAS - NiVEL 3

01) A figura mostra dois quadrados sobrepostos. Qual é o valor de x + y, em
graus?

y
A) 270 B) 300 C) 330 D) 360 E) 390
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02) Um nimero de quatro digitos € dito peroba se possui pelo menos dois digitos
vizinhos com a mesma paridade. Quantos nimeros perobas existem?
A) 8999 B) 8874 C) 7875 D) 8000 E) 7750

03) Vejao problemaNo. 15 do Nivel 2.
04) Vejao problemaNo. 18 do Nivel 2.

05) Os nimeros 72, 8, 24, 10, 5, 45, 36, 15 sdo agrupados em duplas de modo que
0 produto de cada dupla € o mesmo. Qual nimero ficacom o 10?
A) 36 B) 45 C)24 D) 15 E) 72

06) Tintas pretas opacas absorvem 97% da luz, refletindo o restante. Cientistas
desenvolveram uma nova cobertura superpreta que é “dez vezes mais preta’ que
tintas pretas opacas, querendo dizer que ela reflete 1/10 da luz refletida pelas
tintas pretas opacas. Que porcentagem de luz a nova cobertura absorve?
A) 9,7 B) 90,3 C) 99,7 D) 99,9 E) 970

07) Considere a seguinte sequéncia:

27=3" 3" 3,207=3" 3" 23, 2007=3" 3" 223, 20007=3" 3" 2223, ...
Qual dos seguintesinteiros € um multiplo de 81?

A) 200.007 B) 20.000.007

C) 2.000.000.007 D) 200.000.000.007

E) 20.000.000.000.007

08) Qual dosinteiros positivos abaixo satisfaz a seguinte equacao:

4_ 4_ 4_
i4+£4+£4+...+n 46+n 45+n 44=309?
n* n* n n n n
A) 2007 B) 309 C) 155 D) 25 E)5

09) O desenho abaixo mostra um semicirculo e um triéngulo isosceles de mesma
drea. Qual éovalor detgx ?

EUREKA! N°28, 2008
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A)1 B) ? c) 2~ D)

3

10) Um episddio muito conhecido na Matemética foi quando ao visitar o grande
matematico Ramanujam no hospital, o outro grande matemético Hardy disse que
0 numero do t&xi que o trouxe, 1729, era um ndmero sem graca; Ramanujam
respondeu prontamente: “N&o diga isso, Hardy! 1729 é o menor nimero inteiro
positivo que pode ser escrito como soma de dois cubos perfeitos positivos de duas
maneiras diferentes!” Defato, 1729 = 10° + 9* = 12° + 12,

Um outro episddio ndo muito conhecido na Matematica foi quando o pequeno
matemético Muralijam foi visitado pelo outro pequeno matematico Softy, que
disse que o nimero do lotac&o que o trouxe era um nimero sem graca. Muralijam
responde imediatamente: “N&o, Softy, ele € 0 menor inteiro positivo que pode ser
escrito como soma de dois quadrados perfeitos positivos de duas maneiras
diferentes!”

A gue nimero Muralijam e Softy se referem?

A) 18 B) 41 C) 45 D) 50 E) 65

E)

TN
N o

11) Dizemos que uma palavra Q € quase-anagrama de outra palavra P quando Q
pode ser obtida retirando-se uma letra de P e trocando a ordem das letras
restantes, resultando em uma palavra com uma letra a menos do que P. Um
guase-anagrama pode ter sentido em algum idioma ou ndo. Por exemplo, RARO,
RACR e ARCO sdo quase-anagramas de CARRO.

Quantos sdo os quase-anagramas da palavra BACANA que comegam com A?

A) 48 B) 60 C)72 D) 96 E) 120

12) As cidades Adpolis, Betdpolis e Cedpolis sdo ligadas por estradas retas. Sabe-
se a estrada que liga Adpolis e Bebpolis é perpendicular a estrada que liga
Adpolis e Cedpolis. Rubens mora em Begpolis e tem um compromisso em
Ceopolis. Todavia, a estrada que liga Bedpolis a Cedpolis esta interditada, de
modo que Rubens é obrigado a fazer o trgeto Bedpolis-Aodpolis-Cedpolis. Para
chegar a0 compromisso ha hora certa, Rubens trafega com uma velocidade 24%
maior do que trafegaria se utilizasse a estrada interditada.

Se a € 0 menor angulo do tridngulo determinado pelas trés estradas, entéo

1 1 1
A)O<tga < — B) — <tga < —
) g 5 )6 g 5
1 1 1 1 1
C) — <tga< — D) — <tga< — E) — <tga<1
)5 g 2 )4 g 3 )3 g

EUREKA! N°28, 2008
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13) Todo numero real a pode ser escrito de forma Unica como a = 'ea[+{a} , em
que éaf é inteiro e O£ {a} <1. Chamamos ¢a( parte inteira de a e {a} parte
fracionéria de a.

Se x+egy(+{zd =42, y+ez{+{x} =36 e z+¢&x{+{y} =2, quanto vale x —y +
z?

A)-1 B) 0,5 c)o D) 0,5 E)1l

14) Dizemos que um natural X € um repunit quando os seus agarismos sdo todos
iguaisal, ou sgja, quando X édaformall...1.

Sgamp, qerinteiros, p>0, taisque pX2+gX +r éum repunit sempre que X
€ um repunit. Qual dos valores a seguir € um possivel valor de g?
A) -2 B) -1 C)o D)1 E) 2

15) O conjunto dos valores de ¢ para os quais a equagao Ix =yJx+c possui

solucdo real esta contido em:
A)[-L¥[  B)]-¥1 O)[-32 D) [- 23] E)Z

16) No triangulo ABC, AD ¢ a dltura relativa ao lado BC. Se AB = DC = 1,
assinale a alternativa que corresponde a area méxima do tridngulo ABC.

3J3 V3 V2 V2

e 5)73 C)?Z D)72 E’%

17) O nimero de pares (X, y) de inteiros positivos que satisfazem a equagdo
x® +3y* = 4x%y°®,
com 1£y £ 2007, éigua a

A) 40 B) 41 C) 42 D) 43 E) 44
18) Sgjam a, b e c nUmeros tais que
a—ab=1
b’—bc=1
¢c—ac=1
Ovalor deabcXa + b +c) éigua a
A)O B)1 C)2 D)-1 E)-3

19) Vejao problemaNo. 19 do Nivel 2.
20) Vejao problemaNo. 20 do Nivel 2.
21) Vejao problemaNo. 21 do Nivel 2.

EUREKA! N°28, 2008
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22) O méximo divisor comum entre 0s nimeros 1221, 2332, 3443, 4554,........
8998 &
A)3 B) 33 C) 37 D) 11 E) 101

23) Vegao problemaNo. 23 do Nivel 2.
24) Vegao problemaNo. 24 do Nivel 2.
25) Veja o problemaNo. 25 do Nivel 2.

GABARITO
NIVEL 1 (52 e 62, Séries)
1)E 6) A 11)E 16) D
2)D 7)E 12)B 17)B
3)D 8)B 13)C 18)C
4)E 9)D 14) D 19) D
5)B 10)E 15)C 20)E
NIVEL 2 (72, e 82, Séries)
1E 6)E 11)B 16) D 21)E
2)E 7)C 12) D 17)B 22)D
3)E 8)C 13)C 18) A 23)B
4)D 9) A 14)C 19)B 24) Anulada
5)B 10)E 15) A 20)B 25) Anulada
NIVEL 3 (Ensino Médio)
1)A 6) C 11)B 16) A 21)E
2)C 7)E 12) D 17)E 22)D
3A 8)E 13)B 18) D 23)B
4) A 9E 14)E 19)B 24) Anulada
5) A 10) D 15) A 20)B 25)D

EUREKA! N°28, 2008
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XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Segunda Fase

PROBLEMAS - Nivel 1 PARTE A
(Cada problema vale 5 pontos)

01. O nimero N = 1010010100101... contém somente os algarismos O e 1, de
modo que o nimero de algarismos O entre dois agarismos 1 é um ou dois,
aternadamente. O nimero N tem exatamente 101 algarismos. Qual € a soma de
todos os a garismos do nimero N?

02. Uma folha de papel tem 20 cm de A
comprimento por 15 cm de largura

Dobramos essa folha a0 meio, g )
pardelamente a sua largura. Em 8
. £ . -
seguida, dobramos a folha retangular ¢ NN 52
. Log: < Y s
dupla, de modo que dois vértices % 39

opostos coincidam. Ao desdobrar a
folha, as marcas da segunda dobra
dividem a folha em duas partes, v
conforme mostrado na figura ao lado.
Qual é a &rea da parte escura, em cm??

03. Observe as igualdades a seguir:
1+2+1=4

1+2+3+2+1=9
1+2+3+4+3+2+1=16

1+2+3+---+2006+2007 +2006+---3+2+1=A

Qual éovaor de A 2
223

04. Uma folha retangular de cartolina foi cortada ao longo de sua diagonal. Num
dos pedacos restantes, na forma de um tridngulo retangulo, foram feitos dois
cortes, paralelos aos |lados menores, pelos meios desses lados. Ao final sobrou um
reténgulo de perimetro 129 cm. O desenho abaixo indica a seqiiéncia de cortes.

EUREKA! N°28, 2008
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s >

Em centimetros, qual era o perimetro dafolha antes do corte?

05. Um reservatorio cubico internamente tem 2 metros de lado e contém &gua até
a sua metade. Foram colocados no reservatorio 25 blocos retangulares de
madeira, que ndo absorvem &gua, de dimensdes 20° 30 160 centimetros.
Sabendo que 80% do volume de cada bloco permanece submerso na agua,
calcule, em centimetros, a altura atingida pela &gua, no reservatorio.

06. A adicdo ao lado esta incorreta. Entretanto, se

substituirmos somente um certo algarismo a, toda 742586
vez que ele aparece, por um certo algarismo b, a +829430
conta fica correta. Qual é o valor de a° ? 1212016
PARTE B

(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1
A &reado quadrado ABCD é 300 cn’. Nafigura, M é ponto
meédio de CD e o ponto F pertence areta BC.

a) Qual éaéreado tridngulo ABF ?
b) Qual é aareado tridngulo ADF ?

PROBLEMA 2

Esmeralda comprou seis discos de ferro para usar num aparelho de ginastica.
Esses discos tém massas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 quilogramas, respectivamente.
Esmeralda pode combiné-los e obter outras massas, como por exempl o:
1discode 2 kg + 1 disco de 6 kg = 8 kg.

Qual amaior quantidade de massas diferentes que ela pode obter?
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PROBLEMA 3 SF&E S
Observe como o quadriculado ao lado S
€ preenchido. / ya

0 5 6 718 9 10
a) Qual é a soma dos eementos da 5/6 78| 9|0]1
diagonal 97 s 617 89 l0l1]2

z Ce 7 1 2

b) Qual é o resto da divisdo por 100 da ° j cle e 43
soma dos elementos da diagonal 51° i R R R
2007? 5|67 8]9%9]0]1|2

PROBLEMAS - Nivel 2 PARTE A
(Cada problema vale 4 pontos)

01. Ludmilson descobriu que o produto da idade que tinha ha 55 anos atrés pela
idade que tera daqui a 55 anos é igual ao cubo de um ndmero primo. Qual é a
idade atual de Ludmilson?

f(10°8)- f(10°)

02. Sendo f(x) = 100x + 3, calcule o valor de R
10°°- 10

- f(-1).

03. Na figura abaixo temos um pentégono regular, um quadrado e um tridngulo
equil&ero, todos com a mesma medida de lado.

S T A D
Determine a medida, em graus, do angulo DQCE.

04. Um inteiro positivo K tem n algarismos e € igual a 2608.n. Determine a soma
dos algarismos de K

05. Em 1949 o matemético indiano D. R. Kaprekar, inventou um processo
conhecido como Operacéo de Kaprekar. Primeiramente escolha um nimero de
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guatro digitos (ndo todos iguais), em seguida escreva a diferenca entre 0 maior e
0 menor numero gque podem ser formados a partir de uma permutacdo dos digitos
do numero inicia. Repetindo 0 processo com cada nimero assim obtido,
obtemos uma seqiiéncia. Por exemplo, se 0 primeiro nimero for 2007, o segundo
serd 7200 — 0027 = 7173. O terceiro sera 7731 — 1377 = 6354.

Comegando com o niimero 1998, qual sera o 2007-ésimo termo da sequiéncia?

PROBLEMAS - Nivel 2 PARTE B
(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1

O trigngulo ABC é retangulo em B. Segjam | o centro da circunferénciainscritaem
ABC e O o ponto médio do lado AC. Se BDAOI = 45°, quanto mede, em graus, 0
angulo bACB?

PROBLEMA 2
Sejam a e b as raizes da equacdo quadrdtica(x —2)(Xx—3) + (x—3)(x + 1) + (x +
1(x-2)=0.

1 1
@ )b+) @-2b-2 @-3b-3

Determine o valor de

PROBLEMA 3
a) Determine a quantidade de divisores do nimero N = 23° — 23.
b) Mostre que para todo nimero natural N, n°—n émdltiplo de 30.

PROBLEMA 4

Um quadrado 4 ~ 4 é dividido em 16 quadrados unit&rios. Cada um dos 25
vértices desses quadrados deve ser colorido de vermelho ou azul. Ache 0 nimero
de coloragdes diferentes tais que cada quadrado unitario possua exatamente dois
vértices vermel hos.

PROBLEMAS - Nivel 3 PARTE A
(Cada problema vale 4 pontos)

01. Quantos divisores positivos do nimero 123456 sdo menores que 2007?
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02. Considere o conjunto A dos pares ordenados (x;y) de reais ndo negativos tais
gue X + y = 2. Se a probabilidade de um elemento de A escolhido aleatoriamente

estar a uma distancia da origem menor ou igua a % ép, quanto vale 2°3°p?*?

03. Qual é a soma dos agarismos do inteiro mais proximo dev111...1?
1000 uns

04. Vejao problema 1 da parte B do nivel 2.
05. Veglao problema 4 da parte B do nivel 2.

PROBLEMAS - Nivel 3 PARTE B
(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1
Ache todos os pares (x, y) deinteiros positivos tais que

20x+y) +xy =X+

PROBLEMA 2
Encontre todos os nimeros n de seis agarismos da forma AAABBB, em que Ae B
sdo algarismos diferentes e ndo nulos e n + 1 é um quadrado perfeito.

PROBLEMA 3

No quadrilatero convexo ABCD, PA + BB = 120°, AD = BC =5 e AB = 8.
Externamente ao lado CD, construimos o triangulo equildero CDE. Calcule a
areado tridngulo ABE.

PROBLEMA 4

Em um certo pais ha 21 cidades e 0 governo pretende construir n estradas (todas
de mdo dupla), sendo que cada estrada liga exatamente duas das cidades do pais.
Qua o menor vaor de n para que, independente de como as estradas sejam
construidas, sgja possivel vigar entre quaisquer duas cidades (passando,
possivelmente, por cidades intermediérias)?
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Solugdes Nivel 1 — Segunda Fase - Parte A

Problema 01 02 03 04 05 06

Resposta 41 150 81 258 | 148 64

1. [41] O ndmero é formado por blocos iguais, de 5 agarismos na forma
“10100". Como o numero tem 101 algarismos, concluimos que é formado por
20 desses blocos inteiros mais o primeiro algarismo de um bloco, que é 1. A
soma dos algarismos de cada blocoé1 + 0 +1 + 0 + 0 = 2, portanto a soma

dosalgarismosdeN é 20" 2+1=41.

2. [150] O desenho abaixo a esquerda mostra como fica a folha apos a primeira
dobra. A direita, mostra como fica afolha apos as duas dobras.

c B A=C B
= e E
Q
o
s S
[ \S
®
D 5
FE
~ F
D A

Observamos que CE = EA e que CF = FA. Por uma propriedade da dobra,
sabemos que 0 segmento FE é perpendicular ao segmento AC e esses segmentos
se cruzam em seus pontos meédios. Portanto, os quatro triangulos que compdem o
guadrildtero AECF s8o congruentes; s8o congruentes também os tridngulos EBC
e FDA. Portanto, a dobra FE divide o retangulo ABCD em dois trapézios, EBCF e
AEFD, de mesma &rea. Desdobrando inteiramente a folha, obtemos duas metades
iguais. Portanto, a area do pentédgono convexo BEFE'B’ é igual a érea do
pentagono ndo convexo AA'E'FE, ou sgja, a area da parte escura é metade da &rea

15 20 =150 cm?.

dafolha, portanto igual a
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[81] Pelo padr8o observado, as somas sdo iguais ao quadrado da parcela
central (aguela cujo nimero de parcelas a esquerda € igua ao nimero de
parcelas a direita).

A _ 20072 _a20078 _

, = = O —g?2=g1.
223 223 223 5

Portanto, A= 20077 e, assim

[258] O reténgulo que sobra apds os cortes tem lados iguais as metades dos
lados da cartolina original, cujo perimetro, entéo, € o dobro do perimetro
desse retdngulo. Logo, o perimetro da cartolina antes do corte é
129° 2=258 cm.

[148] O volume de cada bloco de madeiraé 0,2” 0,3” 1,60=0,096 m*; o

volume de cada bloco que fica submerso no liquido é 0,80" 0,096 m3. O
volume de liquido dedocado pelos 25 blocos € iguad a
25" 0,80" 0,096 =1,92 m*. Como o reservatério é um cubo de 2 m de

lado, sua base é um quadrado de &rea 4 m?. Podemos pensar no liquido
deslocado como se fosse um bloco cuja base éigual a base do reservatorio, de
alturah e volume acima.

Portanto 4h=1,92 U h=l—?‘r2=0,48m=48 cm. Como a altura inicia

do liquido era 100 cm, anova atura serd 148 cm.
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6. [64] A primeirainspecdo, podemos admitir que os trés algarismos a direita de
todos 0s nUimeros estdo corretos, isto €, estdo corretamente escritos 0s
algarismos 0, 1, 3, 4, 5, 6 e 8. Portanto, dentre os agarismos 2, 7 € 9, um
deles estd escrito incorretamente. O 9 esta escrito corretamente, pois se o0
mudarmos, a soma com 2 ndo estara certa. Logo ou 2 ou 7 estd errado. Seo 7
estiver errado, entdo 2 estard correto, mas isso ndo é possivel pois a soma de
2 com 4 mais 1 ndo estaria certa. Logo, 0 2 € que deve ser substituido;
olhando novamente a soma de 2 com 4 mais 1 resultando 1 vemos que o
resultado sb dara certo se no lugar de 2 colocarmos 6. Fazendo a substitui o,

verificamos que o resto se encaixa. Teremos, entdo, a° = 2° =64.

746586
+869430
1616016

Solucdes Nivel 1 — Segunda Fase - Parte B

1. Temos m(FMC)=m(Ah7ID) (aBngulos  opostos  pelo  vértice),

m(AIjM )= m(FéM ) (pois ABCD é quadrado, logo esses angulos sdo
retos) e MC = MD (pois M € ponto médio de CD). Logo, ostriangulos AMD e
FMC sdo congruentes.
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F
D M c
A B

a) Vemosquea area DABF = &rea DFMC + area ABCM .
Como area DFMC = érea DAMD , temos:

area DABF = &rea DAMD + &rea ABCM = &rea do quadrado ABCD = 300

cn’.

b) area DADF=area DAMD + area DDMF =
= &ea DFMC + &ea DDMF = &rea DFCD

Como AD = FC, CD € lado comum e os angulos é e[A) S0 retos,
concluimos que os tridngulos FCD e ADC sdo congruentes,

logodrea DFCD = &rea DADC = %ZBCD . Portanto, a dreado tridngulo

ADF éigual a 3—(2)0 =150 cm®.

2. Dadas as massas de 1 a6, podemos adicionar 1 a6, 2 a6, etc, até obter todos
ospesosde 7 all; podemosadicionar 1 + 5a6, 2+ 5 a6, etc, até obter todos
0s pesos de 12 a 15; podemos adicionar 1 + 4 + 5 a 6, etc, obtendo os pesos
de16al8; somando 1l + 3+ 4+5a6obtemos 19; 2 + 3 + 4 + 5 a6 obtemos
20 e, findmente, somando 1 + 2 + 3 + 4 + 5 a 6 obtemos 21. Portanto, a
guanti dade de massas diferentes que Esmeralda pode obter é 21.

3. Pode-se concluir, examinando a tabela, que a soma dos elementos da
diagonal n éigua a 2n + (n — 1)k, onde k € o algarismo das unidades do
nimero n. Por exemplo, na diagonal de nimero 4 a soma dos nimeros €
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2x4+(4- 1)x4 =20, na diagona de nimero 10 a soma dos nimeros é
2X0+(10- >0 =20, etc.
a) Nadiagonal de nimero 9, a soma dos elementos é 2>9+(9- 1)>0=90. De

outra forma, nadiagonal 9 ha 10 nimeros 9; portanto asomaé 109 = 90.
b) Nadiagona 2007 a somasera

2xX2007 + (2007 - 1) X7 = 4014 +14042 =18056 .
O resto da divisdo desse nimero por 100 é 56.

Solugdes Nivel 2 — Segunda Fase - Parte A

Problema 01 02 03 04 05

Resposta 66 197 174 8 6174

01. Seja X a idade de Ludmilson. Logo, (X- 55)(x+55)=p®, onde p é
primo. Temos ent&o, duas possibilidades:
i)
ix-55=1
i x+55= p?
Nesse caso teriamos X =56 e p =111, absurdo, pois 111 ndo é primo.
i)
ix-55=p
I x+55= p?
Comisso, 110= p*- p=p(p- 1) =11.10. Eassimteremos p=11e Xx=66.
Logo, aidade de Ludmilson é 66 anos.

02. (100.10® + 3-100.10°-3) / (10°® —=10° — 100.(-1) —3=100(10° —10?)
/ (107 —10% + 97 = 100 + 97 = 197.

03. Note que os triangulos PTA, ABD, BCE, e PQC sfo todos isdsceles. Como
b STP = 108°, D PTA =D PAT = 72°. Assim, temos que D TPA = 36° e
P BAD =D BDA = 18°. Além disso, D ABD = 144° e P CBE = 66°. Como
P QPC = 126°, temos que D QCP =27° e D ECB = 57°. Logo, D QCE = 174°.
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04. Tente 1, 2, 3 ... e perceba que, somente com n = 5, K tera 5 algarismos.
Assim, K = 2608 . 5 = 13040. Com isso, asomados agarismos de K € 8.

05. A partir do sétimo termo, todos seréo iguais a 6174.
Solucdes Nivel 2 — Segunda Fase - Parte B

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:

A 0 C

Como ABC é um tridngulo retangulo, entdo AO = BO = CO. Se
DABI =DAOI =45° e DBAI =DOAI , entdo ?ABI = ?A0l (ALA). Com
isso, AB = AO = BO, e portanto, tridngulo ABO é equilaero. Assim,
DACB =30°.

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:

E facil ver que (X- 2)(x- 3) +(x- 3)(x+1) +(x+1)(x- 2) =3(x- a)(x- b).
Fazendo x =—1, 2 e 3, nestaigualdade, temos que,

@+hb+)=4,(@-2)(b-2)=-1,(a-3)(b- 3):%1.

. 1 1 1 1 3
Com isso, + + =—-1+—=0.
@+d)(b+) @-2)(b-2 @-3)(b-3 4 4

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:
a) N =23%23"-1) =23X23* +1)(23° - 1) = 23X23° +1)(23+1)(23- 1) =
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2355302422 = 2°X3>6X123>63 O niimero de divisores (positivos) de N é
6°2° 22 2 2=192.

b) N=n’- n=n(n*+1)(n+1)(n- 1).

Necessariamente, n ou n + 1 é par. Logo, 2 divide N. Do mesmo modo, um dos

nimeros n— 1, nou n + 1 € miltiplo de 3. Logo 3 também divide N. Finalmente,
se nenhum dos 3 nimeros n—1, nou n + 1 é multiplo de 5, entdo n € da forma 5k

+ 2 ou 5k + 3. No primeiro caso, temos n” +1=25k*+10k +5 e, no segundo,
n®+1=25k* +15k +10, ambos muiltiplos de 5. Portanto, um dos nimeros
n,n- 1, n+1ou n*+1 émilltiplo de5.

Assim N €, simultaneamente, multiplo dos nimeros primos entre si 2, 3 e 5, 0 que
provague N é mdltiplo de 30.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

Vamos comegar colorindo a primeira linha de vértices. Cada coloragdo dessa
linha € uma sequiéncia de letras “A” e “V”, por exemplo, AV V A V. Observe
gue, uma vez colorida a primeira linha, se aparecerem duas letras consecutivas
iguais, o restante dos vértices do tabuleiro ja estéo determinados. De fato, ao
aparecer dois V's consecutivos, os dois vértices imediatamente abaixo deles
deverdo ser coloridos com dois A's, 0s que estdo mais abaixo deverdo ter dois
V'’s, e assm por diante. Isto completa a coloragdo dessas duas colunas. Dessa
forma, cada coluna vizinha também estara determinada, pois em cada retangulo
teremos trés vértices previamente coloridos, 0 que obriga o0 quarto vértice a ter
sua cor determinada. Entdo, para cada seqiiéncia de A’s e V’s na primeira linha
gue contém pelo menos duas letras iguais consecutivas, ha exatamente uma
maneira de colorir o tabuleiro. Como ha 2° — 2 = 30 de tai's seqiiéncias, contamos
30 coloracbes possiveis.

A AV

<rzT<rL
<rzLrL

Falta-nos analisar um segundo caso, em que ndo ha duas letras consecutivas
iguais na primeira linha. H& duas possibilidades de seqiiéncias. comegando com
A ou comegando com V.
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AVIA V A
v |

Para cada uma dessas sequéncias, ha duas maneiras de escolhermos a primeira
letra da segunda linha. Uma vez escolhida esta letra, a segunda linha inteira
também estara determinada. Para a primeira letra da terceira linha também ha 2
possibilidades. Com este raciocinio, cada vez que escolhemos a primeira letra de
uma linha, determinamos a coloracdo desta linha. Logo, como ha duas maneiras
de escolhermos a primeira letra de cada linha, ha 2° = 32 maneiras de colorirmos
o tabuleiro, neste segundo caso. Logo, o total de coloragtes é igual a 30 + 32 =
62.

Observacgdo: Vea que, no caso gera, para um quadrado n ~ n, o raciocinio é
andlogo. No primeiro caso, teremos 2" ** — 2 colorages; no segundo caso, mais
2"*1 Logo, teremos 22™" — 2 = 2"* 2 _ 2 coloragdes.

Solugdes Nivel 3 — Segunda Fase - Parte A

| Problema | 01 | 02 | 03 | 04 | 05 |
| Resposta | 17 | 3024 | 1500 | 30 | 62 |

01. Seja a fatoracio de 123456=2° x3>643 e sga d um de seus divisores
menores do que 2007. Podemos analisar dois casos:

- d ndo é mltiplo de 643: entdo d é um divisor de 2°>3=192< 2007. Portanto
podemos contar todos os divisores de 192, que so (6 +1)(1+1) =14 divisores.

- d é multiplo de 643: 1:643=643, 2°643=1286 e 3:643=1929 sdo menores
gue 2007, mas a partir de 4>643 =2572, eles sdo maiores que 2007. Portanto ha
3 divisores neste caso.

Portanto o total de divisoresd de 123456 menores do que 2007 € 14 + 3 =17.

02. Sgja B o conjunto dos pontos de A cuja distancia a origem € menor do que %
e sga P = (xy) um ponto de B. Sabe-se que P estd sobre o segmento
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X+y=2:xYy2 0 equeadistancia /x* + y* de P & origem é menor ou igua a
5 :
A.Portanto.
X+y=2 y=2-X y=2-X
U U]
x> +y* £ 53)2 X2 +4- 4x+x2£% 2x7 - 4x+1§1£0

11

4+ [16- 8—
As raizes de 2x2-4x+1§1:0350 Xy = 2 9 =1i\/ﬁ,quenosdéos
pontos extremos P, = él- T V14 1+% P, §1+\/_ \/_  de B. Pela
a z

inequacdo, temos gue os pontos de B estéo nareta x+y =2, delimitados pelos
pontos P, e P,, logo B é 0 segmento de reta @ .

Queremos a probabilidade p de escolher um ponto do conjunto A estar contido no
segmento PP, , que é a razdo entre P,P, e o comprimento de A. Como A esta
delimitado pelos pontos (0;2) e (20), seu comprimento vale

\/(0- 2)?+(2- 0)? =2\/§.Ocomprimento deBvae
J Jia_ s @ g Jaero 27

1+—-1+— 1-—-1-—. 26— =——, portanto
: . S35 3

27
p=—S_ 4 2535 p? = 25 X85 Xt = 24 5@ X7 = 3024,

22 6 36

1000 noves
1000 _
03. Inicialmente, temos 11...1= 9.9 = 10 1. Portanto
1000 uns 9 9
1000 _

Jira1=/90 -1
— 9

1000 uns
Com isso, observando que

\/101000 -1 \/(10500 - DA +1) \/(10500 - D@0 -1 _10%-1
9 9 9 3
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1000 1000 500 500 _ 500
\/10 - 1<\/10 10 o 1001 100
3 3 oo g

9 9 1000 uns
105% _ 500 o 500
Como € inteiro e seu consecutivo, , € maior do que , 0
500 noves
10°-1_99..9
inteiro mais proximo de +11...1 é =——=33...3, cuja soma dos
H_J %,—Jﬂ
1000 uns 500 trés

digitos é 3:500=1500.

04. Vejaa solucdo do problema 1 da parte B do nivel 2.
05. Vejaa solucdo do problema 4 da parte B do nivel 2.

Solucdes Nivel 3 — Segunda Fase — Parte B

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:
Uma solucéo:
Multiplicando a equacdo dada por 2, obtemos 2x° + 2y* — 2xy — 4x — 4y = 0, ou
ainda,
(C—ax+4) + (Y -4y +4) + (¢ -2y +y’) = 8.

Dai, (x —2)* + (y — 2)* + (x—y)* = 8. A Unica maneira de escrevermos 8 como a
soma de trés quadrados € 8 = 0 + 4 + 4, em alguma ordem. Logo (x —2,y —2) =
(0, 2), (2, 0) ou (2, 2), de onde concluimos que as solucdes sao (X, y) = (2, 4), (4,
2) ou (4, 4).

Outra solucgdo:
Escrevendo a equacdo dada como uma equagdo do segundo grau em X, temos:

X —(y + 2)x+ (Y —2y) =0.
O discriminante desta equacdo é D = (y + 2)% — 4(Y? — 2y) = - 3y? + 12y + 4.
443 43

Resolvendo ainequacéo D3 0, ainda obtemos 2 - TE yE 2+T'

Como y éinteiro positivo, as Unicas possibilidadessdoy = 1, 2, 3 ou 4.

- Sey =1, ficamos com D = 13, que ndo é quadrado perfeito. Logo, este caso ndo
tem solucgao.
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+
- Sey =2 obtemos D = 16 e x:% =0 ou 4. Como x € inteiro positivo, a

Unica solucdo neste caso é (x, y) = (4, 2).

- Sey =3, ficamos com D = 13, absurdo!

- Sey =4, obtemos D = 4. Neste caso, x= 6i22 =2o0ud. Logo, (X, ¥) =(2,4) ou
(4,4).

Portanto, o conjunto solugdo é{(2, 4), (4, 2), (4, 4)}.

Mais uma solucdo:
Observe que 8(x + y) = 4¢ — 4xy + 4y* = (x + y)* + 3(x — y)* 3 (x + y)?, de modo
que

8(x+y)3 (x+y)% ousga x+y£8.

Além disso, note que X* —xy + y? = 2(x + y) é par, e portanto a0 menos uma das
parcelas do primeiro membro é par (se todos forem impares, x* — xy + y* & impar),
0 que implicagque x ou y é par. Suponha, sem perda de generalidade, que x é par.
Entdo y* = 2(x +y) + xy —X¢ é par e, assim, y também é par.

Logo, dos dois fatos acima, conclui-se que as Unicas possibilidades para os pares
(x,y) sdo (2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4) e (6, 2). Substituindo os pares, vemos
gue as Unicas solugdes sdo (2, 4), (4, 2) e (4, 4).

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:
Sejakinteiro positivo tal quek®=n + 1.

Primeiro, notemos gque o algarismo das unidades dos quadrados perfeitos séo 0, 1,
4,5,6e9, demodo queB éigua a9, 3,4, 50u8.

Porém, podemos eliminar alguns casos:

- Se B = 9, pois nesse caso k* = AAABBB + 1 terminaria com exatamente trés
zeros (note que A ndo pode ser igual a9, pois é diferente de B);

- Se B = 3, K® terminaria com 34, e seria par e ndo multiplo de 4, j& que os dois
altimos algarismos de todo multiplo de 4 formam outro multiplo de 4, um
absurdo.

. Se B = 4, k* terminaria com 45, e seria multiplo de 5 mas ndo de 25, ja que 0s
dois Ultimos algarismos de um muitiplo de 25 sdo 25, 50, 75 ou 00. Outro
absurdo.
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Sobram somente oscasosB=5eB = 8.

Observe quen = k¥ —1 = (k — 1)(k + 1) = AAABBB = 111(1000A + B) é mdiltiplo
de 111=23>37 e, portanto, os primos 3 e 37 dividem k + 1 ou k — 1, de modo que
k é da forma 111x +1 ou 111x + 38. Além disso,

111556 £ k? <1000000b 300< k <1000, de modo que 3£ X£9.

- k=111x+1:

Temos AAABBB =k? - 1=111?x? + 222x U 1000A+ B =111x* + 2x. O digito
das unidades de 1000A + B é B. Note que 111x? + 2x = 2(55x® + X) + x* tem a
mesma paridade que x. Assm, se B =5, x é impar, ousgja, €3, 5, 70u9. Sex =
3,5, 7,9, oadgarismo das unidades de 111x? +2x é5, 5, 3, 9, respectivamente,
de modo que x = 3 ou x = 5, para o qual 1000A + B iguala 111:9+6=1005 e
111>25+10=2785, o que geraasolucdo x = 3, A=1 e n=111555. Além disso,
sex =3, 5 7,9 o dgarismo das unidades de 111x*- 2x € 3, 5, 5, 3,
respectivamente, de modo que as Unicas possibilidades sGo x =5 ou x = 7, para 0s
guais 1000A+ B iguala 2765 e 111:49- 14=5425 respectivamente, 0 que
também n&o € possivel.

SeB =28, xépar, ousga, é4,60u8. Sex=4, 6,8, oagarismo das unidades de
111x% +2x é
4, 8, 0, respectivamente, de modo que obtemos x = 6 e 1000A + B =
111>36+12=4008, ou sgja, A = 4. Obtemos assim a solugdo n = 444888. Além
disso, se x = 4, 6, 8 0 agarismo das unidades de 111x?- 2x é 8, 4, 8
respectivamente, de modo que aobtemos x = 4 ou x = 8, para 0s quas
1000A + B igual a 111>16- 8=1768 e 111:64- 16=7088, respectivamente, 0
que ndo é possivel.

k=111x+38: Temos AAABBB=k?- 1=111°x* +2x111x38x+38%- 1
=111?x? +111%76x
+37>x39=111(111x* + 76x +13) U 1000A+ B=111x* + 76x+13. Estudemos,
como No caso anterior, o digito das unidades de 111x? + 76x +13. SeB=5, x é
par, ou sgja, éigual a4, 6 ou 8. Se x = 4, 6, 8, 0 algarismo das unidades de
111x? + 76x+13 é 3, 5, 5, respectivamente, de modo que x = 6 ou 8, para 0s

guais 1000A + B iguala respectivamente 111:36+76°6+13=4465 e
111:64 +76>8+13=7725, nenhum dos dois gerando solucdo. Além disso, se
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X = 4, 6, 8 0 agarismo das unidades de 111x%- 76x+13 € 5, 3, 9,
respectivamente, de modo que x = 2 e 1000A + B iguad a
111516- 76°4+13=1485, 0 que ndo é possivel.

SeB =8, xéimpar, ou sga, éigua a3,5 70u9. Sex=3,5, 7,90 adgarismo
das unidades de 111x2 + 76x +13 é0, 8, 4, 8, respectivamente, de modo que x =
5 ou X = 9, para 0S quais
1000A + B = 111>25+ 76>5+13=3168 e k = 111>9+38>1000, 0 que ndo é
possivel. Além disso, se x = 3, 5 7, 9 o agarismo das unidades de
111x? - 76x+13 é 4, 8, 0, 0, respectivamente, de modo que x = 5, para o qual
1000A + B=111:25- 76>5+13=2408, 0 que ndo € possivel.

Portanto os Unicos nimeros n que satisfazem o enunciado sdo 111555 e 444888.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:
Uma solucéo:

A
Prolongue AD e BC até se encontrarem no ponto F. Veja que DAFB = 60° =
DDEC. Com isso, 0 quadrilatero FECD é inscritivel. Temos:

(i) DFDE=DFCE=a b DADE =DBCE=180°- a.
(il) AD = BC e ED = EC.

De(i) e(ii), concluimos que DADE ° DBCE. Portanto, EA = EB.
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Além disso, PDEA = BCEB, de onde concluimos que DAEB = BDDEC = 60°.
Dessa forma, o tridngulo ABE é equildtero de lado 8 e sua &rea € igua a

2
8°V3 =163 cm’

4

Outra solugéo:

Considere os pontos no plano complexo. Representaremos 0 nimero complexo
correspondente ao ponto X com a letra correspondente minuscula x. Fixemos o
ponto médio de AB como origem e sgjam a = -4 e b = 4. Assim, sendo
a =bBAD e b =DABC, ambos no sentido anti-horério, podemos encontrar as

coordenadasde C e D

c- b=g(a- b)cis(- b) U c=4- 5cis(- b)
d- a:g(b- a)cisa U d=-4+5cisa

Sendow:cis% araiz sextada unidade e raiz daequagdo x° - x+1=0,

e-d=(c- dwU e=(1- w)d +cw =wc- w?d =4w - 5wcis(- b) +4w? - 5w?cisa

e=4w+w-1)- a%isé”i-b9+cis€é—p+agg
e3 o €3 gg

(@)

e=4§2m- 1=- 5%%589 2—p+a9+cis€e7'—p +a
2 p e3 3 g e3

(@)
8 : I--II--%:=

e=4/3i - a%isg?__era +p9+cis€e7'—p+agg
é3 g €3 og

(@)

(@)

e=4/3i - 5§e cis@ﬁ—p+a9+cis¢ﬁ—p+agg=4\/§i
e3 g €3 gy

Assim, o tridngulo ABE, com pontos de coordenadas A = (4, 0), B=(4, 0) e

8443 =163 cm?

E= (0,4\/5) , éeqlilatero e tem &rea
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SOLUGAO DO PROBLEMA 4:

Escolha 20 das cidades do pais. Ligando duas quaisquer delas por uma estrada,

- a200 20.19

utilizaremos ="
K25 2

alcangada de automdvel. Logo se deve construir pelo menos 191 estradas. Vamos
mostrar que com quantidade € possivel atingir nosso objetivo.

=190 estradas, e a cidade restante ndo podera ser

Suponha que n = 191, mas que seja possivel dividir as cidades do pais em dois
grupos A e B, digamos com a e b cidades, respectivamente, de tal sorte que
nenhuma cidade de A possa ser alcancada de automovel a partir de qualquer

. x . oz . a0 abo
cidade de B. Entdo o nimero de estradas no pais € no maximo §21+ T, de
o &g

modo que @0, aé’% 3 191, ou ainda, (a° + b%) — (a+ b) 3 2191 = 382.
gziz 2g

Como a + b = 21, segue dainequacio acimaque a® + b?3 282 + 21 = 403. Logo
ab = (a+h)®- (a® +b?) _ 441- 403 _
2

£ 19.

Mas, como a + b = 21 e a e b sdo naturais, temos ab 3 120 = 20, uma
contradi¢ao.

Logo, se n =191, sempre é possivel vigiar entre quai squer duas cidades.
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XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e SolucOes da Terceira Fase

PROBLEMAS - NiVEL 1

PROBLEMA 1

Parte das casas de um quadriculado com o
mesmo numero de linhas (fileiras
horizontais) e colunas (fileiras verticais) é
pintada de preto, obedecendo ao padréo
apresentado pelo desenho ao lado.

a) Quantas casas serdo pintadas num
guadriculado com 14 linhas e 14 colunas, de
acordo com esse padrao?

b) Quantas linhas tem um quadriculado com
199 casas pintadas?

PROBLEMA 2

Uma sala quadrada com 81 m? de érea tem 0 seu piso inteiramente coberto por
dois tapetes retangulares A e B, que ndo se superpdem, conforme mostrado na
figura (1) abaixo. Em certo momento, o tapete B € deslocado, o tapete A € girado
de 90° e colocado sobre o tapete B, conforme indicado nafigura (2).

(1) (2)

>

—

Sabendo que a &rea do tapete B € 0 dobro da area do tapete A, calcule adreada
parte do piso que ficou descoberta.

PROBLEMA 3

Em uma face de cada um de trés cartbes foi escrito um ndmero inteiro positivo.
Em seguida, os cartdes foram colocados lado alado sobre uma mesa, com aface
numerada para baixo.
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Arnaldo, Bernaldo e Cernaldo sabem que:

I. Os nlmeros escritos nos cartées sao todos diferentes.
I1. A somados trés nimeros é 13.
I11. Os nimeros crescem da esguerda para a direita.

a) Considerando as condigdes I, Il e Ill, escreva todas as possibilidades de
numeracao dos cartdes.

b) Agora é hora de descobrir os nimeros que foram escritos nos cartes.
Primeiramente, Arnaldo olha o nimero do primeiro cartéo a esquerda e diz que
ndo tem informacBes suficientes para descobrir os outros dois ndmeros sem
levantar os outros cartBes. Depois, Bernaldo levanta o Ultimo cartdo a direita, olha
0 nimero e diz também que ndo consegue descobrir os dois nimeros a esquerda,
sem levantar todos os cartdes. E 0 mesmo acontece com Cernaldo, que levanta o
cartdo do meio, olha seu nimero e afirma que ndo consegue descobrir 0s nUMeros
nos outros dois cartdes.

Sabendo que todos ouvem o que os demais dizem, mas ndo véem o cartdo que o
outro olhou, qual nimero esta escrito no cartdo do meio?

PROBLEMA 4

Considere atabela a seguir com quatro linhas (fileiras horizontais) e quatro
colunas (fileiras verticais) a qual esta preenchida com nimeros naturais,
ocorrendo repeticdes de nlmeros:

ook
SN

AIN|IN|O
Oo|w|hlw

Ao somarmos o0s nimeros de cadauma de suaslinhas (L1, L2, L3 e L4) e colunas
(C1, C2, C3 e C4) obtemos 8 numeros digtintos: 3, 4, 7, 8, 10, 11, 12, 13. Vea

cilc2|ca|ca|Somada
linha
L1 1,003 4
L2 511121 4 12
L3 1111213 7
L4 6/1,4|0 11
Soma da
coluna 13(3 |8 |10
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Apresente, se for possivel:

a) umatabela com 4 linhas e 4 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticdes de nimeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os nimerosde 1 a 8.

b) uma tabela com 8 linhas e 8 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticdes de nimeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os nimeros de 1 a 16.

¢) umatabela com 9 linhas e 9 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticdes de numeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os nUmerosde 1 a 18.

Atencao: caso sgjaimpossivel montar alguma tabela, vocé deve explicar porque.

PROBLEMA 5
Sendo A =555555.--5" 222222-.-2, cacule a soma dos agarismos de

2007 cincos 2007 dois

9" A . N2o se esquega de justificar a sua resposta.

PROBLEMAS - NiVEL 2

PROBLEMA 1

Seja ABC um tridngulo e O seu circuncentro. Seja ainda P a interseccdo das
retas BO e AC e Sa circunferéncia circunscrita a AOP. Suponha que BO = AP e
gue a medida do arco OP em S que néo contém A € 40°. Determine a medida do
angulo DOBC.

Obs: A circunferéncia circunscrita de um tridngulo é a circunferéncia que
passa pel 0s seus Vértices e seu centro € chamado de circuncentro.

B
0
AUP r

37
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PROBLEMA 2

Considere a tabela a seguir com quatro linhas (fileiras horizontais) e quatro
colunas (fileiras verticais) a qual esta preenchida com nimeros naturais,
ocorrendo repeticdes de nlmeros:

olr|ul|r
N =)
olwih|w

AIN|IN|O

Ao somarmos cada uma de suas linhas (L1, L2, L3 e L4) e colunas (C1, C2, C3 e
C4) obtemos 8 numeros distintos: 3, 4, 7, 8, 10, 11, 12, 13. Vga

Cl|C2|C3|C4|Somada
Linha
L1 1|0 (0 |3 4
L2 511 |2 |4 12
L3 111 (2 |3 7
L4 6 |1 |4 |0 11
Somada|13 |3 |8 |10
Coluna

Apresente, sefor possivel:

a) uma tabela com 4 linhas e 4 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticbes de numeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os numerosde 1 a 8.

b) uma tabela com 8 linhas e 8 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticdes de nimeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os numeros de 1 a 16.

¢) uma tabela com 9 linhas e 9 colunas, formada por nimeros naturais, podendo
ocorrer repeticdes de nimeros, na qual aparecam como somas de linhas ou
colunas os numerosde 1 a 18.

Atencao: caso sgjaimpossivel montar alguma tabela, vocé deve explicar porque.

PROBLEMA 3
a®-1

Mostre que existe um inteiro positivo a tal que

tem pelo menos 2007

fatores primos distintos.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Prove que ndo existem solugdes inteiras e positivas para a equacéo
3" +3" +1=t>

PROBLEMA 5
Seja ABC um tridngulo reténgulo isosceles. K e M sdo pontos sobre hipotenusa

AB, comK entre AeM, eo angulo © KCM = 45°. Prove que AK® + MB? = KMZ,

PROBLEMA 6

Quadradinhos iguais estéo arrumados formando um tabuleiro n© n. Ludmilson e
Ednalva jogam o seguinte estranho jogo. Cada jogada de Ludmilson consiste em
retirar 4 quadradinhos que formem um quadrado 2~ 2. Cada jogada de Ednalva
consiste em retirar apenas 1 quadradinho. Ludmilson e Ednalva jogam
aternadamente, sendo Ludmilson o primeiro a jogar. Quando Ludmilson ndo
puder fazer sua jogada, entdo Ednalva fica com todas as pecas restantes do
tabuleiro. Ganha o jogo aquele que possuir mais quadradinhos no final. Diga se é
possivel que Ednalva ganhe o jogo, ndo importando como Ludmilson jogue, em
cada um dos seguintes casos:

a) n=10.

b) Caso geral (n qualquer).

TERCEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Seja f(x) = X% + 2007x + 1. Prove que, para todo n inteiro positivo, a equacdo
f(f(...(f(x))...))=0 tem pelo menos uma solucéo real

%/—J

nvezes

PROBLEMA 2
Para quantos nimerosinteiros ¢, - 2007 £ ¢ £ 2007 , existe um inteiro x tal que X°
+ ¢ émdltiplo de 2%
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PROBLEMA 3

S80 dados n pontos no plano, 0s quais sdo os vértices de um poligono convexo.
Prove que o conjunto das medidas dos lados e das diagonais do poligono tem pelo
menos én/ 2( elementos distintos.

Observacdo: ¢x{ denota 0 maior nUmero inteiro que ndo excede X. Por exemplo,
25(=2, 8(=3e¢ 1,2(=-2.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Arrumam-se 2007% quadradinhos iguais, formando um tabuleiro 2007 2007 .
Arnaldo e Bernaldo disputam o seguinte jogo: cada jogada de Arnaldo consiste
em retirar 4 quadradinhos que formem um quadrado 2” 2. Cada jogada de
Bernaldo consiste em retirar apenas 1 quadradinho. Os jogadores jogam
alternadamente, sendo Arnaldo o primeiro a jogar. Quando Arnaldo n&o puder
fazer sua jogada, Bernaldo fica com todas as pegas restantes do tabuleiro. Ganha
0 jogo aquele que possuir mais quadradinhos no final.

E possivel que Bernaldo ganhe o jogo, n&o importando como Arnaldo jogue?

PROBLEMA 5

Seja ABCD um quadrildtero convexo, P a intersecdo das retas AB e CD, Q a
intersecdo das retas AD e BC e O aintersecdo das diagonais AC e BD. Prove que
se BPOQ é um angulo reto entdo PO é bissetriz de BAOD e QO é bissetriz de
DAOB.

PROBLEMA 6
Dados nimeros reais x; < X, < ... < X,, suponha que todo nimero real ocorre no
maximo duas vezes entre as diferencas x — X, com 1£i < j £n. Prove que ha

pelo menos ¢n/2{ nUmeros reais que ocorrem exatamente uma vez entre tais
diferencas.

Observacdo: caso vocé tenha se esquecido da prova de ontem, ¢x{ denota o
maior nimero inteiro que ndo excede x. Por exemplo, &5(=2, &(=3 e
¢ 12(=-2.
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SOLUGCOES - NiVEL 1

SOLUCAO DO PROBLEMA 1: LIARA GUINSBERG (SAO PAULO - SP)

Considerando a figura, conseguimos ver um padréo (de cima para abaixo e da
esguerda paraadireita).

Numero de quadrados pintados:

2°2:2

" 3:7

0o

\

(OO
= 0o

©8:32

Podemos perceber que, do 3~ 3 (7 pintados) parao 4 © 4 (8 pintados) que o
nimero aumentou 1 unidade pintada.

O fato se deve a sequéncia de quadrados pintados, do 2~ 2 parao 3~ 3, 0
nimero de quadrados pretos cresceu em 5 unidades enquanto o branco
permaneceu igua, masdo 3" 3parao4” 4, o numero de brancos aumentou 6,
enguanto o preto somente 1. Emgeral, senépar,don” nparao(nh+1)" (n+1)
0 niimero de quadrados pretos cresce em 2n + 1 unidades, mas se n é impar cresce
em apenas 1 unidade.

Para o caso do quadrado n~ n, com n par, como a quantidade de casas pretas €
2

igua a quantidade de casas brancas, a quantidade de casas pretas serd % Parao

00~NO Ol bW
~NOo O b~
=
\]

caso do quadrado n © n, com n impar, percebemos que, a quantidade de casas

2
pretas sera % - 1 (devido as descobertas anteriores). Com efeito, para n par,
i n+2)° 2 5
n—+2n+1=u- 1 e, paranimpar, (n+1° 1+1:am_+12 .
2 2 §2 5
Usando estes fatos:

2
a) Num quadriculado de 14 © 14, usamos o0 padrdo para pares: % =ndmero de

casas pretas = %6 =98 casas pretas.

b) Para descobrirmos quando o quadrado tem 199 casas pintadas, vamos testar 0s
Casos:
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2
Usando o padréo para n par, temos: % =199 U n? =398, mas e equacio ndo tem

solugdo inteira.
Usando o padréo para n impar, vemos que:

(n+1)° (n+1)°

S 1=199U =200, achamos (n + 1) = 20, donde n = 19, portanto

o nimero de linhas seraigua a 19.

SOLUGAO DO PROBLEMA 2: CAROLINA RODRIGUES SILVA (FORTALEZA - CE)

2 (1)

A

| |

Nafigura 1 chamamos a drea de A de x e ade B de 2x. Teremos ent&o 3x = 81 m?
ex=27m? entdo adreade A =27 n’ e seus lados sdo: 3e9; &reade B = 54m? e
seuslados 6 e 9.

Na figura 2, vemos que se juntarmos as &reas descobertas teremos como largura 3
e dtura 9 — 3 = 6. Obtemos assim como &rea do piso que ficou descoberta o
seguintevalor: 6~ 3= 18m*

SOLUGAO DO PROBLEMA 3: FELIPE BELLIO DA NOBREGA (RIO DE JANEIRO - RJ)
X, Y,Z: nimeros nos cartdes

vamossupor X<y<z

Xx+y+z=13
a) 1+2+10 2+3+8 3+4+6 |
1+3+9 2+4+7
1+4+8 2+5+6
1+5+7 |

b) Quando Arnaldo olha, pode-se eliminar 0 3 + 4 + 6, pois ele saberia, jaque é 0
anico que comega com 3.
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Quando Bernaldo olha, pode-se eliminaro1+2+10,01+3+9e02+5+6.0
primeiro porgue é o Unico que acaba com 10. O segundo com 9. E o dltimo, ja
que ndo pode ser 0 3+ 4 + 6 gracas a Arnaldo é o Unico que acaba com 6.
Quando Cernaldo olha, pode-seeliminarol1+5+7e02+3+8.Jaqueo2+5
+ 6 foi eliminado por Bernaldo, 0 1 + 5+ 7 é 0 Unico com 5 no meio. E ja que
Bernaldo também eliminouo 1+ 3+ 9,02+ 3 + 8 €0 Unico com 3 no meio.
Resposta: Assm sobraram apenaso 1+ 4 +8eo02+ 4 + 7. Entdo 0 4 esta no
cartédo do meio.

SOLUGAO DO PROBLEMA 4: RAFAEL KAZUHIRO MIYAZAKI (SAO PAULO - SP)

a)

Soma da
C1 C2 C3 Cc4 linha

L1

L2

L3

o|N|(O1|O
NI_~O|O
NFR|O|O
O |O|F
A|CO|OT|

L4

Soma da
coluna 7

(o3}
w
N

b)

Soma da

Cl |C2 |[C3 [C4 |C5 C7 |C8 |linha

Q
o

L1

L2

L3

L4

L5

wlO(o|~(01F

L6 1

L7

ORI OWW|O|O|O
O|0O|0O|O|Oo|w|lo|O
OIN|WIWIN|O|O|O
O|0|0|0|O|Fk|O|F
RPIWFLINO|IOI~O
RPlWO|Irkr|O|O|0|O
O|IO|N|O|W|O|+—|O
oO|N|N|O|Oo|o|o|o

L8

=

12

Soma da
coluna 7 3| 10 2| 11| 15 6| 14

c) N&o é possivel. Para que seja possivel montar uma tabela, a soma das somas
das colunas e das somas das linhas deve ser igua ao dobro da soma dos nimeros
"internos’ (nimeros preenchendo a tabela, exceto os de soma).
1+2+3+.+16+17+18=171
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2n=171P n =%1, onde n é a soma dos nimeros “internos’ e estes devem ser
: 171 _ - :
naturais, mas 7 ndo € natural. Portanto ndo podemos montar a tabela pedida.

SOLUGAO DO PROBLEMA 5: SOLUGAO DA BANCA

Observamaos inicialmente que

9"5°2=9"10=90

9" 55" 22=9" 1210=10890

9" 555" 222=9" 123210 =1108890

9" B555" 2222 =9" 12343210=111088890

9" 55555 22222 =9 1234543210 =11110888890

Isso nos leva a conjecturar que

9" A=9" 555..555" 222..22=111...1110888...8890
Q2.0 Lol LS 2o9...0%

%/_/
2007 cincos 2007 dois 2006 uns 2006 oitos

Para mostrar que nossa conjectura é verdadeira, devemos garantir que, ao
continuar as multiplicagdes acima, o padréo se repete. Digamos que vocé ja tenha
feito n multiplicacOes e tenha obtido
9" 555..555" 222...22=111...1110888...8890. Entéo

D909 LLLn ST L UP00...00

n cincos n dois n-1uns n-1 oitos

& 0 & o]
9" 555..555" 222..22=9° 9555...55550 +527 9222...220 +2=:=
n+1 cincos n+l dois € ncincos @ € ndois %)

9" 555...55550" 222...220+9" 555..55550" 2+9° 5" 222...220+9° 5" 2=
—_— — R —

n cincos n dois n cincos n dois

9" 555...5555" 222...2200+9" 111...111100+9" 111...111100+90 =
R T g — —

n cincos n dois n uns n uns

111...1110888...889000+ 2" 999...9900+90 =

n-1 uns n-1 oitos n noves

111...1110888...889000 +1999...9800 + 90 =

n-1 uns n-1 oitos n-1 noves

111...1110888...8890
%/_/ H_J

n uns n oitos
Portanto, nossa conjectura € verdadeira. Logo, a soma dos algarismosde 9™ A é
igual a 2006" 1+2006" 8 +9=2006" 9+9=2007" 9=18063.
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SOLUGCOES - NIiVEL 2
PROBLEMA 1: SOLUQAO DE HERMANO HENRIQUE DA SILVA (FORTALEZA - CE)

A

Propriedade do circuncentro:

Estdaigual disténciados vértices!

Como O é o circuncentro, AO=BO = AP, logo DAPO é isdsceles e como 0
OP =40°b DOAP = 20°, DAOP = DAPO =80°.

Dai, DBOPC =100°,bOCP =20°,DPOC =60°. Logo BBOC =120°, mas
DBOC éisosceles, dai DBOBC =bOCB =30°.

PROBLEMA 2: Veja a solugdo do problema No. 4 do Nivel 1.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DA BANCA

Observe a seguinte fatoracéo
(a2)29 _ 1 3 a29 +1Va29 _ 1

a’-1 a+l1 a-1
Sabemosque a® +1=(a+1)(a®- a” +a®- ..- a+l) e

a®-1=(a-1(@a®+a” +..+a+1). Dessa forma cada uma das fragBes
a29 +1 . a.29 _ 1

a+l a-1
Além disso, se afor par, pelo lemade Euclides:

mdc(a® +1,a® - 1) = mdc(a® +1,2) =1.

éinteira
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@29 +1 a29_ 10

Assim, mdcg ,——==1. Com isso, podemos concluir que, se a for
dat+tl a-1lg4h
. (@)*-1 : . . .
maior que 1, 2.1 possui pelo menos um divisor primo a mais do que
a®-1

. Portanto, o ntimero a=3%" satisfaz as condi ¢Oes do problema.

a-1

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE MATHEUS SECCO TORRES DA SILVA (RIO DE JANEIRO - RJ)
3" +3" +1=t>

Sabe-se que todos os nimeros da forma 3* sfo impares. Assim, 3"+3"é um
nimero par obrigatoriamente. Logo, 3"+3"+1 € um impar. Sendo t* um
nimero impar, t também deve ser impar, entdo podemos escrever t = 2k +1, onde
k éinteiro positivo.

Voltando & equagdo original, obtemos; 3" + 3" +1=4k* + 4k +1; 3" +3" =4k(k +1).

Pelo principio da Casa dos Pombos, k(k + 1) € um nimero par necessariamente,
fazendo com que 4k (k + 1) sggamultiplo de 8.

Devemos ter entdo 3"+3"'°0(mod8). Porém, 3"°1 ou 3(mod8) e
3'°1 ou 3(mod8). Assim, 3"+3"° 0 (mod8) é um absurdo!

Por isso, aequagdo 3" +3" +1=t* ndo tem solugdes nos inteiros positivos (c.q.d.)

PROBLEMA 5: SOLUCAO DE DEBORAH BARBOSA ALVES (SAO PAULO - SP)
A

45°

45°
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Girando o DAKC em torno de C, até A° B, temos o0 DCK A (ou DCK’'B)em
gue BCAK =DCAK =45° entdo DMBK" é reto.

Sendo PACK =a e BMCB=b, DBCK'=DACK =a.

Como DABC é€ retangulo, e a hipotenusa € AB, DACB € reto. Entdo
a+b+45°=90°U a +b =45°

Como KC=K'C; PMCK'=a +b =45°=PKCM e como DMCK e
DMCK” s8o congruentes (caso LAL) Ent&o, todos os seus ladas e angulos sdo
iguais. Assim, KM =K'M.

DACK é congruente com DACK”, por construgao.

Entdo AK = AK'=BK".

DMK’'B (ou DMK’A) é retangulo.

Ent&o, pelo teorema de Pitégoras, temos:

MB? + BK?= MK"?

ecomo BK'=z AK'= AK e MK'=KM, AK? + MB? = KM 2.

PROBLEMA 6:

BASEADA NA SOLUGAO DE JOAO MENDES VASCONCELOS (FORTALEZA - CE)
2

a) Se n é par, dividimos o tabuleiro em % quadrados 2 © 2. Em cada jogada,

Ludmilson retira um quadrado 2 ~ 2 desses em que dividimos o tabuleiro. Nas
.. én*0. . "
primeiras én—u jogadas, Ednalva retirou quadrados pertencentes a, no maximo,

€%
én’d , : n? _

:8 a desses quadrados 2 © 2. Assim, se k- 1<§, no momento de Ludmilson
€%

e iy én*t_n*> n®_n?
fazer a k-ésma jogada, foram tocados no maximo k- 1+ égu<3+§=7
eou

desses quadrados 2~ 2, e portanto sobra algum desses quadrados para Ludmilson
. : : . én’u
retirar. Assim, Ludmilson consegue retirar pelo menos én—u desses quadrados,
é8u
. én‘u n’ Coa e
gue contém 4é§l;|3 — quadrados 1~ 1, ficando com pelo menos a metade dos
€ou

guadradinhos do tabuleiro.
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én’u 107 . .
Sen =10, 4é§u:4>§|.3=52>7, e Ludmilson de fato ganha o jogo.
eou

Obs.: gxy denota o menor inteiro que é maior ou igual ax

b) Parafazermos o caso geral, dividiremos em casos:

Primeiro caso: n é par:

Como vimos acima, Ludmilson consegue retirar pelo menos metade dos
guadradinhos do tabuleiro, e logo Ednalva ndo consegue ganhar o jogo. Na
verdade Ludmilson ganha se n for da forma 4k + 2 e o0 jogo empata se n for da
forma 4k.

Segundo caso: n éimpar.
NOs faremos uma pintura como segue:

A cada duas linhas, uma ficara em branco e outra sera pintada em um
guadradinho sim e um n&o.
Veaafiguraparamelhor compreensio:

— —~— _

n
Como n é impar, as linhas pintadas ter& um quadradinho pintado a menos que os
ndo pintados. Pelo mesmo motivo, o nimero de linhas pintadas ser4 uma unidade
menor gue o de ndo pintadas. 1sso garante que o nimero de casas pintadas sgja

minimo e nOs possamos ter ao mesmo tempo todos os quadrados 2~ 2 com uma
casa pintada. Agoravamos contar o nimero de quadrados pintados:

Em cada linha pintada, nés temos nTl guadrados pintados.

(n- 2*
.

Como sdo nTl linhas pintadas, o total de quadradinhos pintados sera
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A estratégia de Ednalva se resume a retirar, a cada jogada, um quadradinho preto
aé que ndo reste mais nenhum. Percebemos também que a cada jogada de
Ludmilson ele também retira um quadradinho preto obrigatoriamente, j& que
todos os quadrados 2 * 2 do tabuleiro estdo pintados em uma casa.

7 _ 2 ~
Desse modo, apds é%é jogadas de Ludmilson, e SMU jogadas de
é(n- 1)%u e(n D20 (n- 12

Ednalva, sdo retiradas & até 0=
e 8 ué s o 4

todas as casas pintadas, e Ludmilson ndo consegue mais jogar. Como, ao final,
1 o) Y 2
euuf, 4615(n ) E?Z (n-9 2 quadradinhos

(pois n3 3 nesse caso), Ednalva vence sempre nesse caso.

casas pintadas, ou sgja,

Ludmilson tem 44

SOLUGCOES - NIiVEL 3

PROBLEMA 1: BASEADA NA SOLUGAO DE LEANDRO FARIAS MAIA (FORTALEZA - CE)
Sgam f*(x) = f(x) eparacada n3 1, f"™(x) = f(f"(x)).

- 2007 +/D
Sgiam D, =20072 - 4, xlz—J_l.

Temos f(x,) =0. Vamos mostrar por inducéo que existe uma sequiéncia de reais

- 2007 +/Dn

positivos (D, ) tal que, definindo x, = 5

,temos f(x,,,) =x,, para
todo n, donde f"*(x,,,)=f"(x,)=0.

Paraisso, note que amaior raiz de x* +2007x+1=x, €

- 2007 +.,/D
fml,onde

D,., =2007% - 4+4x =2007%- 4018+ 2,/D, >0, c.q.d.

PROBLEMA 2: SOLUCAO DE RAMON MOREIRA NUNES (FORTALEZA - CE)

Vamos provar que todo nimero da forma 8q + 1 é residuo quadrético médulo 2"
(usaremos no que segue a palavra residuo significando residuo quadrético) e que
s80 0s Unicos residuos impares paran maior ou igua a 3.

Temos que 1 €é o0 Unico residuo impar moédulo 8. De fato,
(2k +1)? = 4k(k +1) +1° 1(mod8)," k1 Z. Assim, se n3 3 entdio todo nimero

impar que é residuo médulo 2" é congruente a 1 modulo 8.
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Mostraremos, por inducdo que todo niimero da forma 8q + 1 é residuo mod 2",
paratodo k3 3.

Casoinicia k= 3: 8q +1 éresiduo mod 8 porque 1 é residuo mod 8.

Passo: Todo niimero da forma 8q + 1 é residuo mod 2 tome x dessa forma.

Entdo, existe yI Z com y?° x(mod2“). Se y?° x(mod2“""), acabou. Senso,
yz o X+2k(n.m2k+l), e (y+ 2k.1)2 - yz + 2K y+ 22%k-2 0 yz + ko X(mod2k+l),

donde x é residuo médulo 2¢**, e concluimos a demonstracZo.

Aprendemos a contar os numeros impares residuos quadrédticos. Como
X’ +c° o(mod2™) para algum x € o mesmo que -c© X (mod2®™) para algum X,
gueremos saber 0 nimero de c's tais que — ¢ é residuo quadrético; bem, entre os
impares temos: - 2001,...,+2007. Quantos numeros temos entre eles?

Como -2001=-8(250) - 1 e 2007 = 8 x251 — 1, temos 502 impares.

Agora para 0s pares. é claro que c tem que ser multiplo de 4, pois
X+ Omod2™) b ¥ +c° 0(mod4) , que sO acontece para ¢ mdltiplo de 4. Bem,

claro também que x deve ser par, ou sSga X = 2y; queremos
4y? +4d° Omod2®) U y? +d° O(mod2™®); novamente, sabemos contar 0s y
impares.

Tinhamos os seguintes multiplos de 4: — 2004, .., 2004; dividindo por 4, ficamos
com: — 501, — 500, ..., 500, 501. Os impares da forma -8q — 1 sdo —497,..., 495;
como —497 = -8 (62) — 1 e 495 = -8 (—62) — 1, temos 125 impares aqui.

Agora, seguindo o algoritmo, pegamos os multiplos de 4:

—500,...,500 e vemos quais deles sio simétricos de residuos mod 2™,

Dividindo por 4, vemos gue eles correspondem aos elementos de — 125,...,125
que sd0 simétricos de residuos mod 22°%,

Encontramos agora 0s nimeros —8q — 1 entre esses:

Veaque—121=-8(15) — 1 e 119 = —8(-15) — 1; sdo 31 nUmeros aqui.

Mdiltiplos de 4: — 124, ..., 124, dividindo por 4: —31,..., 31 (mod 2°®* agora)
—25=-8(3) — 1 e31=-8(-4) —1; temos 8 nimeros aqui.

Mdltiplos de 4: — 28, ..., 28, dividindo por 4: —7,..., 7 (mbdulo 2" agora).
-1=-8(0) — 1 e 7 =-8(-1) —1; temos 2 nUmeros aqui.

Mdiltiplos de 4: —4, 0, 4, dividindo: —1, 0, 1 (mod 2" agora); desses nimeros
somente {(—1) e—0) (1 e 0) sdo residuos, (1) ndo &, logo temos 2 Nimeros aqui.
Total: 502 + 125 + 31 + 8 + 2 + 2 = 670 nUmeros.
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PROBLEMA 3: SOLUCAO DA BANCA

Primeiro considere dois pontos P e Q do poligono cuja disténcia € méxima. Tome
Q de modo que PQ separe o poligono em dois poligonos, um deles com PQ como
nica distancia méxima.

Em cada um desses dois poligonos vamos aplicar o seguinte

Lema: Seja AA...A, um poligono convexo tal que amaior distancia entre dois de
seus Vértices, incluindo diagonais, € AA. Entdo esse poligono tem k — 2
disténcias diferentes; caso AA sga a Unica distancia maxima, entdo ha k — 1
distancias diferentes.

Demonstragdo: Sgjan A, e A, 1<p<qg<k dois vertices do poligono. Vamos
provar que, para quaisquer me n com p<m£n<g um dos segmentos A A, AA,
€ menor do que AA,. Em seguida, conseguiremos uma seqiéncia de k — 2
distancias diferentes.

Como conseguir distancias menores? Ou, de modo mais geral, como compara
segmentos? Muitas vezes é melhor transferir tudo para angulos, para que
possamos fazer...isso mesmo, um arrastao!

Sgam a =bA AA.a, =DAA A.a,=DAA A2, =DAAA,A a intersecdo de

AA, e AA, (note que, como o poligono é convexo, A esta no interior do

segmento AA ) e a, =bA AA.

A

Suponha que A A £A A, Entdo, no triangulo A A A, a,£a,. Além disso, pelo
teorema do angulo externo no triangulo AA A, .a;<a,. Ademais, a, <a, €, sendo
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AA amaior distancia de todas (e esse € 0 passo decisivo da demonstragéo e
mostra o poder do principio do extremo), no triangulo AA A .a <a,. Logo

a<a, <a,fa,<a,b a<a,.

Definindo os b’s analogamente e supondo que AA £AA, obtemos b <b,.
Porém, observando os quadrildteros AAAA, e ABAA, temos que

a+b+bAAA +PAAA,=a,+b, +DAA A +DBAA, =360°P a +b =a, +b,.
Mas
a<a,
pa+b<a,+b,
b<b,
contradi¢ao.

O caso em que m= n ficaacargo do leitor.

Para terminar, basta fazer uma espécie de “zigue-zague’. Comece com AA .,
que é menor do que AA (por qué?). Pelo que acabamos de provar, AA , ou
AA_, € menor do que AA_,. Suponha, por exemplo, que AA , Sega menor.
Ent&o, aplicando o nosso fato de novo, AA_, ou AA_, € menor do que AA ..
Continuamos assim, até acabar o poligono, e assim conseguimos k — 2 distancias
diferentes.

No caso em que AA € a Unica distancia maxima, fica para vocé provar (use o
poder do arrastrdo novamente!) que, no quadrilatero AAA A, umadas diagonais
(na verdade as duas) é menor do que AA (bem, isso € imediato) e maior do que
AA_,, de modo que ganhamos mais uma distancia, totalizando k- 1.

Agora, vamos terminar o problema. Lembre gque cortamos o poligono origina do
problema em dois por uma diagonal PQ com medida méxima. Suponha que os
poligonos obtidos tenham k + 1 en— k + 1 lados, sendo que o de k + 1 lados tem
a distancia méxima unica. Nele, obtemos (k + 1) — 1 = k distancias diferentes, e
no outro, (n — k+ 1) — 2 =n -k — 1. Entdo conseguimos d=maXk,n- k- 1
k+(n- k-1 _n- 1D q3 @Qu

2 2 g2H]

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE HENRIQUE PONDE DE OLIVEIRA PINTO (SALVADOR - BA)
Numeremos as casas do tabuleiro de acordo com o seguinte padréo:

distancias. Mas d 3
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E fécil ver que cada quadrado 2~ 2 de Arnaldo ocupa exatamente uma casa de
cadatipo (A; B; CeD).
Agora uma contagem simples nos mostra a quantidade de casas de cada tipo.

Tipo Quantidade
A 10042
B 1004°1003
C 10031004
D 10032

Vejaque asomatotal é defato 2007,

Veja que as casas tipo D sdo as menos numerosas. Agora suponha que Bernaldo
S0 jogue em casas tipo D. Teremos que a cada jogada de cada um dos jogadores
exatamente uma casa tipo D é ocupada. Assim ap6s 1003? jogadas Arnaldo ndo

2
podera mais jogar. Como Arnaldo comega, quando ele fizer sua we& ma

jogada acabardo as casas D, entdo Bernaldo pode escolher qualquer casa que
2
Arnaldo ndo poderd jogar novamente. Entdo assim Arnaldo tera 4@
2007°
2

casas. Ele s6 ganha se pegar mais que ou sga

4(1003° +1) S 2007°
2
Logo jogando assim Bernaldo ganha independentemente de como Arnaldo jogar.

b 2006% + 4 > 2007°. Absurdo.

PROBLEMA 5: SOLUCAO DE RAFAEL TUPYNAMBA DUTRA (BELO HORIZONTE - MG)
Sejam E aintersecdo de OC e PQ e F aintersecdo de BD e PQ.
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c
D
o
B
A
F Q E P
Pel o teorema de Ceva aplicado ao tridngulo CPQ, PE ><9 x% =1.
QE PD CB
Pelo teorema de Menelaus aplicado ao tridngulo CPQ, PE XQ x@ =1.
QF PD CB
. PE _ PF .
Assim, temos E = oF e, portanto, P, Q, E, F formam uma quédrupla

harmbnica. Assim sendo, OP, OQ, OE, OF formam um feixe harménico.
Portanto qualquer reta intersecta esse feixe em uma quédrupla harménica.

Vamos criar umaretar que passa por Q e é perpendicular a OQ.
o .

Supondo POQ = 900; provaremos que OQ é bissetriz de FOE, o que mostra que
OQ € bissetriz de AOB. Analogamente, teremos OP bissetriz de AOD (as duas
bi ssetrizes das retas AC e BD sdo perpendiculares).

Como POQ = 90°, temos OP // r. Assim, r intersecta o feixe harménico na
quadrupla harménica R,, Q, F, E, sendo R, o ponto do infinito
correspondente ao feixe de retas paralelas a r. Dessa forma, precisamos ter QE' =
QF’, ou sgja, Q é o ponto médio de E'F’'. Assim, pelo teorema de Pitagoras,
temos OF = OF' = /OQ? +QE'? e, como o triangulo OE'F’ é isdsceles, a
atura OQ também é bissetriz de E'OF’, de EOF e de AOB, como queriamos
demonstrar.
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Observacéo: a maioria das soluc@es utilizou trigonometria ou geometria analitica,
eventualmente com algumas aplicacfes dos teoremas de Menelaus e de Ceva. A
demonstragdo de Rafael € bastante interessante por explorar o potencial da
Geometria Projetiva, evitando célculos. Vea a edicdo 8 da Eurekal para ver a
teoria utilizada nesse problema.

PROBLEMA 6: SOLUGAO DE REGIS PRADO BARBOSA (FORTALEZA - CE)

Sga A ={xj- X,i<jEn}. Note que, se a'b, X,-X*X,-X pois
Xa b Xp;assim, [A|=n-i.

Considere agora A, G A, comk>m. Se |A, C A |3 2, entdo existem a, b, ¢, d
distintos tais que Xq - X =Xp = X U Xy - Xp = X = Xpy e
Xo - X =Xg = X U Xo = Xg =Xg - Xp. ASSM, Xy - Xo =Xe - Xg =Xy = Xy
ou sgja, um real aparece trés vezes como diferenca, um absurdo. Logo
|Ak C Am| £1.

Vamos contar os reais que aparecem duas vezes do seguinte modo: se ele
pertencea A, e A,,, k>m, acontagem é registrada nalinhade A, (ou sga no
conjunto de maior indice). Fagamos entéo tal contagem, comegando de A, eindo
até A . Isto quer dizer que se 0 nUmero aparece outra vez em outro conjunto, ele
o faz em um conjunto de indice menor.

Paran par:

indice Quantidade de elementos Reais que aparecem duas vezes
“ A[=0 °

n-1 A,4=1 £1

n n n

§+1 |'°h/2+1|:§' 1 E’E'
n =N n.
2 |An/2| ) £ 2 1

n n n

E'l |An/2-1|:§+1 £§'2
2 |Al=n-2 £1
1 Al=n-1 :
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Justificando a contagem acima: note que ha k- 1£ |Ak| conjuntos com indice

menor do que k. Como |A, G Ap,|£1 param < k, hd no méximo k — 1 nimeros
gue podem se repetidos nos conjuntos de indice menor; ou seja, a quantidade de
novos numeros de A, que aparecem duas vezes € menor ou igual a k — 1; os
outros podem aparecer duas vezes, mas eles ja foram contados nos conjuntos de
indice maior. Além disso, a quantidade de nimeros de A, que aparecem duas

7

vezes € menor ou igual a quantidade total de elementos de A, . Logo a
guantidade de novos nimeros que aparecem duas vezes € no mMaximo
min{A.k- 1.

Com isso, a quantidade de nimeros gque aparecem duas vezes € menor ou igual a
6_, 5714 _n?-2n

g 2 4

A quantidade dos nimeros que aparecem uma vez pode ser obtida tomando o

D

n -
total de elementos J |A| = n(nT
i=1
de nimeros que aparecem duas vezes. Sendo d; a quantidade de nimeros que

24243+ 401
e 2

e subtraindo dele duas vezes a quantidade

uma v uanti U u uas v !
arecem uma vez e d, a quantidade de nimeros que aparecem duas vezes

- - 2 - A /]
entéodlzn(n 1)_2d23n(n 1)_2Vn 2n=2=§29'

2 2 4 2 8Hf
Analogamente, paran impar, prova-se que d, 3 n_21 = gga

Nota dos editores. Régis fez 0 estudo completo do caso n impar; porém, o
procedimento é totalmente andlogo e foi decidido ndo coloca-1o aqui.
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XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solu¢des da Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1:

Jodozinho joga repetidamente uma moeda comum e honesta. Quando a moeda d&
caraele ganha 1 ponto, quando d& coroa ele ganha 2 pontos.

Encontre a probabilidade (em funcéo de n) de que Jodozinho em algum momento
tenha exatamente n pontos.

PROBLEMA 2:
Dados nimeros reais &;,8,,...,8, ndo todos nulos, encontre o (menor) periodo
dafuncdo

F(x) = a a, cos(kx).

PROBLEMA 3:
Cadlcule o volume do sélido definido pelas desigualdades abaixo:

23 3X*+2y?, 3X* +2y°+52° £1

PROBLEMA 4.

Sejaa um inteiro ndo nulo.

Prove que se a é uma n-ésima poténcia modulo 4a%, ou segja, existe um inteiro b
tal quea- b"

é mltiplo de 4a?, ent&o a é uma n-ésima poténcia

PROBLEMA 5:
Calcule os autovalores damatriz (n + 1) © (n + 1) abaixo:
ad n 0
¢l 0 n-1 i
M=¢ 2 0 -
(; -
c 0 1:
& n 0z
Em outras palavras, M, ;,, =n+1- i, M. =i, Mij =0 Se|i ) j|1 1

Obs: Os autovalores de M sdo as raizes da seguinte equacdo em x: det(M - xl) =
0.
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PROBLEMA 6:
Sejay(t) umafuncéo real de variavel real tal que

y'(t) +€" Y (t) +3ty(t) = 2sen(t) + tg(t), y(0) =1, y(0) =0.
Cdculeo limite:

woyn-1
Solucdes Nivel Universitario
SOLU(;AO DO PROBLEMA 1:
1
Seja P, aprobabilidade pedida. Claramente Po =1 P, =5

A probabilidade de que ele nunca tenha n pontos é 1- p,. Por outro lado, a

tnica forma de nunca ter n pontos é completar n — 1 pontos e depois tirar coroa.
Assm:

_ Pns
1- =tn1
Py 5
g_ P —h_}—é%p _EO
donde 3 Fn 5 3 28 h-1 3Beportanto
2_x® 20210
pn__: po'_+ -
3 &° 358& 25
p, =2+12 10
3 38 2g/

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:
sga m=mdc{k|a, * 0}.
2p
Claramente m € um periodo def: afirmamos que este € o0 menor periodo.

Escreva (0 =Q R T
k=18 2 2 a
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- k

fxr py =8 2 A0
k=1@ 2 (%]

Duas fungBes racionais s0 sdo iguais (ou iguais para niUmeros complexos de
modulo 1) se seus coeficientes forem iguais. Assim, se p é um periodo, temos

K. .
aw' =a  paa kK=1..,n.Em outras paavras ou & =0 ou i' Z.

. o 2p
Equivalentemente, p deve ser um mdltiplo inteiro de F

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:
Seja A(Q) adreadadlipse 3X° +2y° £a

s dielinee <5 \E F Aa)=P2
Os semieixos da elipse séo 2e 3donde \/6

O sdlido do problema pode ser descrito como a unido disuntade

3x2+2y2£z,0£z<b,b:\/2_1_1
10
1
377 +2y* £1- 52, bE z£ —
g 5
donde
_‘b \i5 2 _\bp ip 1 5
v=QA(2dz+ () AL- 52°)dz = QT dT( z )
p a® 1 1 ,5,0_p 31 25 74210
" G52 Em P 35 3 5 6 gsoo 15 100 §

SOLUGAO DO PROBLEMA 4:
Suponha a uma n-ésima poténcia mod 4a°

Escreva |a] = 2% 53%...xp% ..
Vamos provar que o expoente €, € mltiplo den.
o _ L T 2
Segue da hipétese que a = b Xpe“ € n-ésima poténciamédulo P * onde mdc(b,

p) =
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Assim existem ¢, d com mdc(c, p) =1,

c"p™ © bxp® (mod p***) donde nd = €,- Assim |a| é uma n-ésima
poténcia.

Falta provar que se n € par entdo a > 0.

Suponha por absurdo o contrario: n par, a< 0.

Escreva @ =-2"b, b impar, b>0.

Assim a e — a s80 ambos n-ésimas poténcias médulo 2M*2
c" >Qnd o _ 6>Qnd (mod 22nd+2) cho B(mod 2nd+2)
¢’ 2™ © px2™ (mod 22+?) ? ¢’ © b(mod2™*?)
guadrados médulo 4 b —1 é quadrado médulo 4 b Absurdo!
SOLUGAO DO PROBLEMA 5:

Os autovalores sio N,N- 2,n-4,..,-n+2,-n, ou sga, 2K- n paa
k=01...,n

Vamos exibir os autovetoresde M.

Interprete o vetor (ao,al,...,a%)T R™ como o0  polindmio
P=ax"+ax" 'y+..+ay".

e, Tp

O polinémio correspondente a M*(a,,...,a,) é YW"'X."—y- Se expandirmos
os polinbmios em U=X+Yy e V=X- Yeste opeador passa a ser
BN

fu v

e 1 116, Kk n-« k, -k

Mas cU—- V—=Hu“v" ") =(2k- n)u“v™".

BE ‘Hv;a( )= ()

Assim este € 0 autovetor associado ao autovalor (2k —n).

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:
Expanda as funcdes y, e e 2sen(t) +tg(t) em series de poténcias:
y(t) =a, +at+at’ +..
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e’ =h +ht+ht?+...

2sent +tgt = ¢, +ct+ct’ +...
_ty . at+2at’+..+nat"+..
w@eoy-1 00 gt+at +..+at’+..

donde estelimiteéigual aNse 8y * O e 8, =0 para O<m< N.

Substituindo as séries de poténcias na EDO:
28, +6at +...+H(n+)(n+2a,,t" +..
A +a +Ra)t+. +Qa+Ad, @+ thy, &+ DA )t +3t 3+t
+3 t"+..=¢ +ct+ct +..+ct" +.. doce
_ 1
(n+)(n+2)
Seguefacilmenteque & = a, = a, = 0.
Se a=a,=..=a,=0 e ¢ =0temos 4&,,=0 e =
a=a,=..=a, =0ec, ! Otemos a,,, * 0. Devemos portanto procurar
N tal que C; * Oe G, =Oparal<m<N.

t

sent=t- —+—+
Temos 6 120

3 5
tant=t+—+—+...
3 15

A (Cn - bnal_ 2bn—1a2 Toeee” (n+1)b0an+1_ 3an1)

3t5
2sent +tant =3t +—+...
20

~ .ty
Assm N =5 donde ltl@n;'ﬁ:7.
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XXIX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugfes da Segunda Fase — Nivel Universitario

PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1. R
Considere afuncdo de R em R dada por f(x) = ax* + bx + ¢, com a,b,cl R eac

< 0. Prove que, paratodo n inteiro positivo, aequagéo f(f(...(f(x))...))=0 tem
%/_/

nvezes

pelo menos uma solugéo real .

PROBLEMA 2:
Dado um inteiro positivo n, mostre que existe um inteiro positivo N com a
seguinte propriedade: se A é um subconjunto de {1,2,..., N} com pelo menos N/2

elementos, entdo existe um inteiro positivo m£ N - n tal que
|AC{m+1m+2,... . m+ k}|3§
paratodok=1,2,...,n.

PROBLEMA 3:
Considere o conjunto B, dos polindmios monicos de grau n > 0 e coeficientes
complexos p(x) = x" +a,_;x"! +... +a, satisfazendo

2o +[au]” + -+ fan.o|* =1

Para p(x)1 P,, seja r(p(x)) o méximo entre os médulos das raizes de p(x) e

s(m= sup r(p(x).
p(x)l B,

Determine lim s(n) .
n® ¥

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:

Sga f :R® R uma funcéo continua tal que f(f(x))=e* paratodo xI R.
Prove que, paratodo n inteiro positivo,
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09—y

n

lim
x®+¥ ¥

PROBLEMA 5:

Seja A uma matriz real quadrada simétricadeordemn, e |, £1, ExxE| = seus
autovalores (contados com multiplicidade). Determine, em funcdo de
[0,

a) O nimero de matrizes reais B simétricas de ordem n tais que B?=A.
b) O nlimero de matrizes reais B de ordem n tais que B* = A.

PROBLEM@ 6:
Para a,bl Q, definimos o conjunto
S(a,b) ={ax® +by* | x,yT Q}
dos nimeros racionais que podem ser escritos na forma ax? +by? com
X,y! Q. Dados a, b, c, d racionais ndo nulos, mostre que Sa,b) = Sc,d) se, e

ab | : . . ~
somente se, P € 0 quadrado de um raciona e existe um racional ndo nulo
¢

ql S(a,b) C S(c,d),

SOLUCOES

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE MAURICIO RODRIGUES COLLARES NETO (ARACAJU - SE)
1) Provemos a afirmac&o por inducao.
Paran = 1 o discriminante da equac&o do segundo grau b? - 4ac é positivo (pois
ac<0) e, portanto, a equagdo possui raiz real.
Suponhamos agora a afirmacdo valida para n. Para provar a afirmacéo paran + 1,
vejamos que T (f(...(f (X))...)) éum polindmio cujo coeficiente do termo lider
n+l vezes

€ uma poténcia impar de a (paran = 1 isto é verdade; se isto € vaido para n,
temosque f(...(f (X)) = f(@®"x“ +..) =a(@ "x“ +..)2 +b(@* "x* +..) +c

—

n+l vezes
que possui termo lider igud a X** com coeficiente a**®). Assim, se
a<0(resp.a>0), lim f(f(...(f (X)) =-¥ (resp.+¥) (basta colocar o termo

XO+¥ —
n+lvezes

lider em evidéncia e verificar que os outros termos vdo a zero). Mas
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f(f(..(f(X)...) tem uma  raiz r por hipétese, e
n vezes

f(f(..(f(r))..))=1(0)=c>0(resp.<0). (Pois ac < 0). Assim, pelo
n+1 vezes

Teorema do Valor Intermediario, como a funcdo passa de um valor positivo (resp.
negativo) para um valor negativo (resp. positivo) e € continua, elatem raiz real:

PROBLEMA 2: )
SOLUGAO ADAPTADA DA SOLUGAO DE RAFAEL DAIGO HIRAMA (S.J. DOS CAMPOS - SP)

FixeN. Paracada 1£i £ N, defina a =|AC{L,...,i}|.
Temos

K K& ..
|Ac{m+11)m+k}| = - 3 EU ?armk - &9_ ?am_ mg3 0.

Isso nos induz a definir b = 4, - IE e portanto a desigualdade anterior equivale a

b... 2 b,. Assim, queremos mostrar que, se N € suficientemente grande, entéo

existe mE£ N - nta que
b, ED s Dye (1)

E claro que
1 i+1 i+1 i+1 1

b--=a-—£fa,,-—£(@a+)- —=hb +=, ou ja

1 2 al 2 a1+1 2 (a1 ) 2 1 2 Se.'
~ 1 1 1(

4l [b-=b,b+=y.

b, b 500 2

Tome N >n(n+2) e suponha que (I) ndo ocorra para cada ME N - n. Em

particular, param = 1, existe i, 1 {2,...,n+1} tal que b <b P b£b- %< %

w de indices tal que
i 0 {0, +1...i, +n}e b, <h . Podemos fazer isso pois N - n>n(n+1).

Por indugdo, construimos uma sequéncia ij,...,l

Ins

Dai, b <b <..<b,ecomoh <b P hjﬂfb.j'%' para todo j£n,

temosh £h - (n+1)%£%- (n+1)x%:- g

EUREKA! N°28, 2008



Sociedade Brasileira de Matematica

Assim, qm £- g

N

Como AC{L..,N}=A aN=|A|3%, donde bN=aN-E3O, e a

desigualdade anterior garante que i,,, £ N- n. Assim, se b, =min{b,...,b},
entdo b, £ - 2 (pois b, - b, 3 2 e b, - b E% para todo j), o que garante

que mEN-neb, £Db,,,....b

m+17" Mm+n*

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Por Cauchy- Schwarz, temos que

O S - S
ealal u&aalpl *gaar|g-
Bi=0 g éi-o i=0 u
an_q |yt 2
Chame a =|p|; entéo - 13 aap|.Sepérazdepx) e |p|>1 entdo,
- i=0

como aarpi -0, temosal ;3a2”U a™-13a”?-a” U a”(2-a%31,
a’

logo,como a 2 0,a <\/§.

Por outro lado, se a® =1+e(0<e<1), a desiguadade de Bernoulli diz que

a? 3 1+ne, eportanto, paraque a*'(2-a?)3 10 a*3 ,

que (1+1e)(1- €)3 10 1+(n-1)e- ne?310 e£ 1,
n
n-1 12-1 i
Chame | =, [1+——e k= ITl,defma p(x) tal que a =-kX ', para
n -
Of£if£n- 1
E fécil verificar que a lal = Ademais,
51, |21 1
PI)=1"- G kA ? =1 "= k=1 7= £, ia que
i=0 -
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2n
I”-%EOU I2”£||2 llU | 2"(2-1?%)3 1, o que é verdadeiro pela

definicdo de | (temos | 2 =1+e,com e =n;1). Logo p(X) possui uma raiz
n

maior ouigua al (jaque I(Flbrrl p(x) = +¥).

Assim, s(n)3 ‘/1+—1D I|m|nf s(n) 3 I|m 1+——\/_ Mas a <+/2
n

|mpI|caS(n)£\/_D Ilmsups(n)£x/§ e, finamente, Ilm s(n) = J2.

n® ¥

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)

Note iniciamente que f(f(f(x))=e'™ = f(€*). Fazendo as substituicdes
f(x)_,. e :eylggf(y)-ny

@¥ x" yex @V |

x=e',y=¢e',z=¢",

Ilm(f(y) ny)—llm( RO ne)-lg@rg(e ge'@ - nH)
Logo basta provar que Izg@rg( f(2)- z)=+¥.

Mas Izgg( f(2)- 2) =VIVI(®rTQ(eW ge' ™ - 1H), ou sga, basta que
f (w) 3 w+ cpara ¢ > 0fixo e todo w suficientemente grande.

Como f(X)=f(y)b f(f(X)=f(f(y)bP € =¢€e'b x=y,f éinjetora g,
em virtude de ser continua, € mondtona.

Se f fosse decrescente, como ]O, +¥[ [ Im(f), terfamos xlénl f (X) = +¥ mas,

por outro lado, Xlér_rle =>!<.!>nl f(f(x))=0, logo XI(!)rE f(x)=0. Isso implica

Im(f) =]0,+¥[, mas entio f(f(R))=]0,+¥[=f(]o,+¥[)=]0, f(O),
absurdo!
Logo f € crescente.

Se XIérr;f(x)—-¥ entéo XIér_r;f(f(x))=-¥ mas chér_rle =0, logo

I(érri f(X)=A, onde A<O é uma constante (vela que se A3 0 entdo

f(f(R)=fAA¥]) AT (A +¥[P f(A=0pP f(A=0<e"=T(f(A)=1(0),
absurdo).
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Defina  1,=]-¥,A] e I,=f() aim 1,=]A0Q],
I, = EO,eAH, I, = heAlﬁ E fécil ver que os |,"s formam uma partico de R ,
elogo f(x)>x," xI R.

Considere g(x) = f(x)- x. No intervalo |-¥,2A], g(x)>A- 2A=|A. No
intervalo compacto ]2A,J{, a funcdo g assume um minimo positivo. Logo
g:]-¥,1]® R assume um minimo positivo, digamosk.

Com isso provamos que f(x)3 x+k paa xI I,E 1, EI,E I,; vamos
provar por inducdo queisso vale para x 1 I, E l,.,, paratodo k 3 2:

de fato, x=Tf(f(y)=€¢ vpaa vyl l, ,El,, e portanto
f(x)=f(f(f(y))=e' ™3 e = ex>ex1+k)>e’ +k, ja
que y>0p €' >1 Mas e =f(f(y)=x e portanto
f (X) > x + K, concluindo a demonstraggo.

PROBLEMA 5: SOLUCAO DA BANCA
Primeiro afirmamos que o autoespaco V de A associado a um autovalor |
V ={v]|Av=I v}

éinvariante por B. Suponha vi V. Afirmamosque Bvi V.

A(Bv) =B =B(Av)=B(l v) =1 Bv.
Assim devemos em cada tal autoespaco definir B. Note que a definicdo de B em
cada autoespaco € independente.
(@ Se exigtir agum autovalor | negativo entdo ndo existe B pois seus

autovalores m deveriam satisfazer nf =1 <Ob ml R,o0 que contradiz a
hip6tese de B ser simétrica.

Se existir autovalor zero(l =0) com multiplicidade k entéo B restrita a V deve
serigual a0 pois B é diagonalizavel e todos os seus autovalores sdo iguais a 0.

Se exigtir autovaor positivo(l >0) com multiplicidade 1 entdo ha duas
possibilidades correspondentes a m=\/l_e m= - \/I_

Se existir autovalor positivo (I > 0) com multiplicidade maior que 1 entdo ha
infinitas possibilidades pois podemos escolher de infinitas maneiras subespacos

complementares para corresponderem a \/I_ e- \/I_ .
Assim, 0 himero pedido &
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i0, sealgum! for negativo.

-|; 2, senenhum | for negativo, setodo| positivo for simples e se houver k
1|' autoval ores positivos.

::: ¥, senenhum| for negativo e houver pelo menos um autovalor positivo com

f  multiplicidade maior que 1.

(b) Oscasos | > 0s30 como no item (a).

Se existir autovalor zero com multiplicidade 1 ent&o ainda ha apenas uma opcao.
Por outro lado, se existir autovalor zero com multiplicidade maior do que 1 ent&o
h&infinitas possibilidades para B (pois hainfinitas matrizes B com B =0).

Se exigtir autovalor negativo com multiplicidade par (2k) entdo ha infinitas
solucdes. basta tomar B =\/ﬂ><], J? =-|. Hainfinitas tais matrizes J pois
basta definir J em uma base @ W,W,,..,W,W,,,.... W, ~ por

ij :V\4<+j"JWk+j :-Wj,j ::L...,k.

Note que neste caso B tem autovalores \/ﬂi e- \/ﬂi com multiplicidades k e k.

Se existir autovalor negativo com multiplicidade impar entdo é impossivel pois
n&o h& como os autovalores de B virem aos pares conjugados.

Assim, 0 nimero pedido &

i0, s existe autovalor negativo com multiplicidade impar,

J: 2*, seno existe autovalor negativo, todos os autoval ores sio simples,

|l e hak autovalores positivos.

::: ¥, setodos os autoval ores negativos tém multiplicidade par e

f  existe pelo menos um autovalor com multiplicidade maior do que 1.

PROBLEMA 6: SOLUGAO DA BANCA
ax® + by® pode ser visto como (x a+yx/- b)(xxx/a- Y- b), 0 que

funciona como uma espécie de "norma" de xx/a + y*/-b. Vamos usar o fato
de que o produto ou a razdo de dois nimeros dessa forma sdo da forma

z+wx/- ab, eassim araiz quadrada que aparece so depende do produto ab.
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2
Se %=r2, com rl Q*,czz+dvv2=f:gzg +dw?, onde c=cr?, donde
C rg

cd=r%cd=ab e S(c,d)=S(c,d). Assm, se a_db € 0 quadrado de um
C
racional, podemos supor sem perda de generalidade que ab = cd.

Se ax’ + by* =tz +8EaTb2W2 é nd nulo (se %) é quadrado, podemos
[}
juntar esse quadrado com uma variavel e supor ab = cd), e queremos provar que

, be o
qualquer nimero da forma tu® +aea—2v2 também é da forma ar®+bs?,

t g
escrevemos
a?zz+a@—b9w298?u2+a@—b9v29 ax® +by? a?u2+aa—b9v29
,asbs, & &5 58 &th (bRt 5
te & @00 ,0 & 00 20
8 St g g 8 St g o

Abusando de notacdo, isso é

tu

Acontece que
(ax2+by2)>§u2+3@b9v29 N(X a+yx\/$)>¢\]g‘ax\/f+v /-abg
8t 2 g: e t g
Fr o0 Nt w22
§ €tg p ¢ ] Cl
&€ [-ab 0
gux\/E‘FVX T+ uZt+VVVab+(VZ_ uw) ’—_ab
- ?: t =D , que, multiplicado por
coltews TR0 g

xx/a +yx/- b, ddum nimero daforma k><x/5+£><\/- b, asaber
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x

gxg‘fxzt +

e by(vz uw)_ a+8y§azt+ p ax(vz uW)ZJ_b

g e
cuja"norma’ ak® +bl?, ou sgja,

.. .2 .2
X B 4 YWADO by (vz- uw)g S a%|zt+wv—abo +ax(vz- uw)0

: : y
ag & t a;b . o} +b8 & t a;b
%2 + sz_ % + sz_
& €ty p & &ty p
éigua a tu’ +§Efibgv2 como queriamos (isso pode ser verificado diretamente,
7]

mas chutar essa Ultima expressao seria um pouco de sorte...).
(Note que a condicdo de que ha um valor comum n&o nulo das formas ax® + by?

e cu’ +dv® éimportante. N&o é o caso, por exemplo,se a=2, b=3, c=6 e
d=1).

o cd .
Vamos agora mostrar a outra implicagdo. Queremos provar que se 5 Moo

quadrado de um racional entZo as imagens de ax® + by’ e de cx® + dy?
(quando x e y percorrem 0s racionais) sdo diferentes. A imagem de
ax® + by® com x ey racionais nd muda se multiplicarmos a ou b pelo

quadrado de um racional n&o nulo. Assim, podemos supor que em ax® + by® e

cx® + dy® temosa, b, ¢, dinteiros livres de quadrados. E claro que, se os sinais
de ab e cd forem diferentes, as imagens ndo podem ser iguais. Assim, nos casos

. ab N : o .
interessantes, _d > (. Basta ver entdo que cada primo p divide um nimero par
C

de nimeros dentre a, b, ¢, d para concluir que % € 0 quadrado de um racional.
C

Se p divide exatamente 3 deles, digamos a, bec, ousga a=pk, b=pl, c= pm

temosque @ + by =pkeé +1y?) e of +df =K +dyf = pérn(z+mg—ﬂﬁ
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tém a mesma imagem se e sO se kx* + Iy’ e mz® + pdw’ tém a mesma
imagem, e agora p divide exatamente um numero dentre k, I, m e pd. Assim,
reduzimos o problema a provar que, se um primo p divide exatamente um dentre
os nimeros &, b, ¢, d, digamos a, entdo ax® + by’ e cx* + dy’ ndotéma
mesma imagem. Suponhamos por absurdo que tenham. Notemos primeiro que
para quaisquer u e V inteiros, existiriam X e y racionais com
ax’ + by’=cu® + dv>. Como p|a e a é livre de quadrados, a maior
poténcia de p que divide ax’ é impar e a maior poténcia de p que divide by® é
par, donde x e y ndo podem ter p ho denominador, sendo a maior poténcia de p
que dividiria ax® + by’ seria negativa e logo ax’* + by’=cu® + dv® ndo
poderia ser inteiro. Assim, X e y podem ser vistos como inteiros médulo p, e
cu® + dv’° by’(mod p), donde bcu® + bdv® © (by)® (mod p)  é
quadrado mod p para quaisquer u, v inteiros. Fazendo u = 1, v = 0 temos que bc é

quadrado mod p. Fazendo v = 1, temos que bcu® + bd é quadrado mod p para
todo u inteiro, donde, como bc é quadrado mod p, u?+ d/c é quadrado mod p para
todo u inteiro (note que b, ¢ e d sdo invertiveis mod p). Ou sgja, ser é quadrado

~ d . T . ~ kd |,
modpentdo r + E também &, mas isso implica por indugdo que r + ? e
quadrado mod p paratodo k natural, donde todo inteiro é quadrado mod p. 1sso s6
épossivel sep=2.

Se p = 2 dividir um nimero par de nimeros dentre a, b, ¢, d teremos que todo
primo p divide um nimero par de nimeros dentre a, b, ¢, d, como queriamos.
Caso contrario, teremos ainda algum trabalho extra, que realizaremos a seguir.
Podemos supor como antes que 2 divide a mas ndo divide bcd. Sgjam
r = mdc(c, d) e K o produto dos primos impares que dividem ab mas ndo

dividem cd. Sejam m = ¢ en= 9 Se n (que, como d, é impar) for
r r

congruente a 3 ou —3 mddulo 8, tomaremos R = (4rK)*>c +d, esen for
congruente a 1 ou —1 mddulo 8, tomaremos R = (2rK)?xc + d. Temosem

qualquer caso que R pertence & imagem de cx® + dy®. Além disso, ?R é
congruente a3 ou —3 modulo 8 e € primo com m, n, r e K, e portanto é primo com
a b ced ?R tem que ter algum fator primo g congruente a 3 ou —3 mddulo 8
gue aparece com expoente impar em sua fatoragdo (pois um produto de nimeros
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gue sdo 1 ou —1 mddulo 8 ainda € dessa forma). Temos que R é um nimero da

forma cxx* + d com x inteiro, e portanto cxx* + d = R = 0(mod q),

donde - cd = (cx)*(mod q). Por outro lado, se asimagens sdo iguais, existem
\%

L U
u e v racionaiscom au® + bv> = R Podemosescrever U = — eV = 5

onde D é o menor denominador comum de u e v. Temos entéo
au? +bV? = RXD? = 0(mod ). Se q' éamaior poténcia de q que divide
U e V simultaneamente, escrevemos U = ' XT e V = g’ >S obtendo entéo

aT? + bS? = Rxq % xD?, queainda é mdltiplo de g. Como qB, q éprimo
r

com a e b, e logo q ndo pode dividir T, caso contrario q dividiria bS, donde q

dividiria também S  contradizendo a escolha de j. Assm,

-abX? = (bS)* (mod ) implica que —ab é um quadrado médulo .

Portanto, a_b :@ também é um quadrado modulo g, mas, pelas
cd (-cd)

consideracbes anteriores, a_db = 2x\°, para algum raciona w, e dai seguiria
C

que 2 é quadrado modulo g, o que € um absurdo, pois g é congruente a 3 ou —3
maodulo 8 (veja o artigo “ Reciprocidade quadratica’, de Carlos Gustavo Moreira
e Nicolau Saldanha, na Eurekal No. 15).

Errata: Na Eurekal No. 27, no artigo “Substituicdes envolvendo numeros
complexos’, de Diego Veloso Uchoa, na pagina 21, o trecho entre as linhas 12 e
15 deveria ser:

Fazendo n=2m+1 eigualando as partes imaginarias, temos:
m+13 m+1¢
wzaé g(coszt)m- o g(coszt)m'l+...+(- ™. (%)
sen”™ lt [} g 3 [/}
Agora podemos tratar essaigualdade por meio do polinémio

&m+16 , a&@m+16 ., m
P.(X) = =X - X+ (-1
(X) ¢ 1 ¢ 3 -1
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XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica

Nivel 1 (58 e 62. Séries)

Nome Cidade — Estado Prémio
Rafael Kazuhiro Miyazaki Sédo Paulo — SP Ouro
Guilherme Renato Martins Unzer Sé&o Paulo — SP Ouro
Marina Pessoa Mota Fortaleza — CE Ouro
Ivan Tadeu Ferreira Antunes Filho Lins — SP Ouro
Danilo Hikari Motoyama Watanabe Sédo Paulo — SP Ouro
Arthur Oenning Fagundes Palmas — TO Prata
Breno Levi Correa Campo Belo - MG Prata
Thomas Rincon Reis Belo Horizonte — MG Prata
Lucas Finger Roman Florianépolis — SC Prata
Lucas Nishida Pedreira — SP Prata
[Ana Cristina Barreto Sabino de Araujo Itapissuma — PE Prata
Gabriel Santa Rosa Cavaresi Biriglii — SP Prata
Victor Kioshi Higa Sé&o Paulo — SP Prata
/Ana Beatrice Bonganha Zanon Santo André — SP Prata
Maria Paula Silva Serrasqueiro Brasilia — DF Prata
Débora Barreto Ornellas Salvador — BA Bronze
Igor Araujo Rio de Janeiro — RJ Bronze
Pedro Ivo Coelho de Araljo Caucaia— CE Bronze
Ramon Silvade Lima Sé&o Paulo — SP Bronze
Dénnis Dantas de Souza Campina Grande — PB Bronze
Nathélia Roscoe e Firace Belo Horizonte — MG Bronze
Renan Fernandes Moreira Taubaté — SP Bronze
Nicolas Seoane Miquelin Maua — SP Bronze
Nicolas Fernandez Leitdo Florian6polis — SC Bronze
Tiago Sueda Limone Jundiai — SP Bronze
Gabriel Pacianotto Gouveia Sé&o Paulo — SP Bronze
[Jonathan Henrique de Oliveira Cordeirdpolis — SP Bronze
Murilo Déria Guimarées Sé&o Paulo — SP Bronze
Julio Barros de Paula Taubaté — SP Bronze
Cesar Nobuo Moniwa Ishiuchi [Campinas — SP Bronze

Danilo Kenji Shido

Sé&o Paulo — SP

Mencéo Honrosa

Francisco Markan Nobre de Souza Filho

Fortaleza — CE

Mencéo Honrosa

Natdlia Rodrigues Parrode Goiania — GO Mencé&o Honrosa
Jodo Felipe Ribeiro Soares Brasilia — DF Mencé&o Honrosa
Sofia Sayuri Yamamura Aracatuba — SP Mencé&o Honrosa
Paula Dias Garcia Brasilia — DF Meng&o Honrosa

Lara Timb6 Aradjo

Fortaleza — CE

Mencéo Honrosa

Nathalia Novello Fernandes Ribeiro

Rio de Janeiro —RJ

Mencéo Honrosa

Eric Luiz Rodrigues de Franca Recife — PE Mencéo Honrosa
Pedro Ducci Serafim [Campinas — SP Mencé&o Honrosa
Lucas Bitran Giestas Vitdria — ES Mencé&o Honrosa
Wederson Santos Silva Massaranduba — PB Mengéo Honrosa
Ayrton Barros de Lira Recife — PE Mencé&o Honrosa
Leonardo Kazunori Tsuji Séo Paulo — SP Mencéo Honrosa
Lucas Guedes de Almeida Rocha Macei6 — AL Mencé&o Honrosa
Liang Wei Dong Salvador — BA Mencéo Honrosa

Rafael Wingester Ribeiro de Oliveira

Belo Horizonte — MG

Mencé&o Honrosa

Hugo Diehl de Souza

Criciima — SC

Mencé&o Honrosa

Matheus de Oliveira Ledo

Teresina—PI

Mencé&o Honrosa

Rodolfo Vieira Fontenele

Cocal dos Alves — Pl

Mencé&o Honrosa

Henrique Gasparini Fitiza do Nascimento Brasilia — DF Mencéo Honrosa
Victor Venturi [Campinas — SP Mencé&o Honrosa
Gabrielle Macanhan Guimaraes Anépolis — GO Menc&o Honrosa

Reinaldo Abad Junior

Guarulhos — SP

Mencéo Honrosa

Henrique Vieira G. Vaz

Sé&o Paulo — SP

Mencéo Honrosa

Gabriela Loiola Vilar

Fortaleza — CE

Mencéo Honrosa

Igor Tetsuo Boninsenha Kunizaki

Taubaté — SP

Mencéo Honrosa

Marcelo Cargnelutti Rossato

Santa Maria — RS

Mencé&o Honrosa

Arthur Ferreira do Nascimento

Sé&o Paulo — SP

Mencé&o Honrosa

Liara Guinsberg

Sé&o Paulo — SP

Mencéo Honrosa

Filipe Bellio da Nébrega

Rio de Janeiro —RJ

Mencéo Honrosa

Israel Rodrigues Soares

Goiania — GO

Mencéo Honrosa

Matheus Carneiro Campagnani

Niter6i — RJ

Mencé&o Honrosa
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Nivel 2 (7°. e 8°. Séries)

Nome Cidade — Estado Prémio
Jodo Mendes Vasconcelos Fortaleza — CE Ouro
Matheus Barros de Paula Taubaté — SP Ouro
Gabriel Militdo Vinhas Lopes Fortaleza — CE Ouro
Thiago Saksanian Hallak Séo Paulo — SP QOuro
Paulo Henrique Dias Vieira Rio de Janeiro — RJ Ouro
Jodo Lucas Camelo S&a Fortaleza — CE Prata
Ana Beatriz Prudéncio de Almeida Rebougas Fortaleza — CE Prata
Hanon Guy Lima Rossi Séo Paulo — SP Prata
Danilo Silva de Albuguerque Fortaleza — CE Prata
Felipe Vieira de Paula Fortaleza — CE Prata
Leonardo Ferreira Patricio Rio de Janeiro — RJ Prata
Deborah Barbosa Alves Sé&o Paulo — SP Prata
Vinicius Cipriano Klein Venda Nova do Imigrante — ES Prata
Fernando Fonseca Andrade Oliveira Belo Horizonte — MG Prata
Maria Clara Mendes Silva Pirajuba — MG Prata
Ruan Alves Pires Rio de Janeiro — RJ Bronze
Natan Lima Viana Fortaleza — CE Bronze
Gleycianne Arruda de Freitas Silva Fortaleza — CE Bronze
Matheus Secco Torres da Silva Rio de Janeiro — RJ Bronze
Felipe Mostavenco Carmo Rio de Janeiro — RJ Bronze
Jonas Rocha Lima Amaro Fortaleza — CE Bronze
Gustavo Lisbda Empinotti Florianépolis — SC Bronze
Guilherme da Rocha Dahrug Santo André — SP Bronze
Victorio Takahashi Chu Séo Paulo — SP Bronze
Itamar Sales de Oliveira Filho Cedro — CE Bronze
Francisco Vagner Dantas Leite Filho Fortaleza — CE Bronze
Kayo de Franga Gurgel Fortaleza — CE Bronze
Rodrigo Rolim Mendes de Alencar Fortaleza — CE Bronze
Igor Rosiello Zenker Séo Paulo — SP Bronze
Daniel Lucas Filgueira Fortaleza — CE Bronze
Mario Valney Pereira de Andrades Fortaleza — CE Bronze
Rafael Dias da Fonseca Macei6 — AL Bronze

Matheus Cordeiro Wilhelm da Costa

Rio de Janeiro — RJ

Mencgdo Honrosa

Elder Massahiro Yoshida

Sé&o Paulo — SP

Mencgdo Honrosa

Lucas de Freitas Smaira

Guaxupé — MG

Mencgdo Honrosa

Léo Nunes Benevides

Fortaleza — CE

Mencgédo Honrosa

Felipe Bento Vargas de Moraes

Rio de Janeiro — RJ

Mengéo Honrosa

Rubens Cainan Sabdia Monteiro

Fortaleza — CE

Mengéo Honrosa

Alessandro Macédo de Araujo

Fortaleza — CE

Mengéo Honrosa

Sandoel de Brito Vieira

Cocal dos Alves — PI

Mengéo Honrosa

Rafael Ferreira Antonioli

S. B. do Campo — SP

Mengéo Honrosa

Leonardo Victor Maciel Pontes

Fortaleza — CE

Mengéo Honrosa

Bryan Levy Salinas Carrillo Sé&o Paulo — SP Mengédo Honrosa
Filipe José Oliveira Saboia Fortaleza — CE Mengéao Honrosa
Débora Jun Portugheis Campinas — SP Mengéao Honrosa
Kelve Torres Henrique Recife — PE Mengéao Honrosa
Nicolas Francisco E. C. Hespanhol Santos Bauru — SP Mengédo Honrosa

André Austregesilo Scussel

Fortaleza — CE

Mencgdo Honrosa

Alvaro Lopes Pedroso

Santa Isabel — SP

Mengédo Honrosa

\Wellington Biing Jung Lee

Sé&o Paulo — SP

Menc¢do Honrosa

Bruno César da Silva Guedes

Recife — PE

Mencédo Honrosa

Luiz Filipe Martins Ramos

Niter6i — RJ

Menc¢do Honrosa

Jéssica Kazumi Okuma

Sé&o Paulo — SP

Menc¢édo Honrosa

Pedro Vieira Rodrigues Serradas

Rio de Janeiro — RJ

Mencgdo Honrosa

Leonardo Henrique Caldeira Pires Ferrari

Rio de Janeiro — RJ

Menc¢do Honrosa

Carlos Henrigue de Andrade Silva

Fortaleza — CE

Menc¢do Honrosa

Gregory Cosac Daher

Rio de Janeiro — RJ

Mencgdo Honrosa
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Nivel 3 (Ensino Médio)

Nome Cidade — Estado Prémio
Rafael Tupynambéa Dutra Belo Horizonte - MG Ouro

Régis Prado Barbosa Fortaleza — CE Ouro

Ramon Moreira Nunes Fortaleza — CE Ouro

Henrique Pondé de Oliveira Pinto Salvador — BA Ouro

Henrique Hiroshi Motoyama Watanabe Séo Paulo — SP Ouro

Adenilson Arcanjo de Moura Junior Fortaleza — CE Prata
Renan Henrique Finder Séo Paulo — SP Prata
Guilherme Philippe Figueiredo Séo Paulo — SP Prata
Marco Antonio Lopes Pedroso Santa Isabel — SP Prata
Rafael Sampaio de Rezende Fortaleza — CE Prata
Giuliano Pezzolo Giacaglia Santo André — SP Prata
Jorge Henrique Craveiro de Andrade Rio de Janeiro — RJ Prata
Marcelo Matheus Gauy S.J. do Rio Preto — SP Prata
Mateus Oliveira de Figueiredo Fortaleza— CE Prata
Paulo Sérgio de Castro Moreira Fortaleza— CE Prata
Robério Soares Nunes Ribeiréo Preto — SP Prata

Marlen Lincoln da Silva Fortaleza — CE Bronze
Esdras Muniz Mota Fortaleza — CE Bronze
Grazielly Muniz da Cunha Fortaleza— CE Bronze
Davi Lopes Alves de Medeiros Fortaleza— CE Bronze
Gabriel Luis Mello Dalalio S.J. dos Campos — SP Bronze
José Airton Coélho Lima Filho Fortaleza — CE Bronze
Leandro Farias Maia Fortaleza — CE Bronze
Marcos Victor Pereira Vieira Fortaleza — CE Bronze
Alfredo Roque de Oliveira Freire Filho S.J. dos Campos — SP Bronze
Francisco Osman Pontes Neto Fortaleza — CE Bronze
Leonel Lopes Lima Neto Macei6 — AL Bronze
Renan Braz Parente Fortaleza — CE Bronze
Alex Atsushi Takeda Londrina— PR Bronze
Marcelo Tadeu de Sa Oliveira Sales Salvador — BA Bronze
Thiago Ribeiro Ramos Varginha — MG Bronze

Luiz Paulo Freire Moreira

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Antdnio Felipe Cavalcante Carvalho

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Luca Mattos Mdller

Niteréi — RJ

Mencgdo Honrosa

Hugo Fonseca Araljo

Juiz de Fora - MG

Mencéao Honrosa

Fernando Nascimento Coelho

Fortaleza — CE

Mencao Honrosa

Filipe de Almeida Araujo Vital

Rio de Janeiro - RJ

Mencédo Honrosa

Illan Feiman Halpern

Itatiaia — RJ

Mencéao Honrosa

Alexandre Nobuo Kunieda

Séo Paulo — SP

Mencdo Honrosa

Alysson Espindola de S& Silveira

Fortaleza — CE

Mencéao Honrosa

Thiago S. Pinheiro

Séo Paulo — SP

Mencédo Honrosa

Orlando Alencar Lustosa Neto

Fortaleza — CE

Mencéao Honrosa

Ricardo Turolla Bortolotti

Rio Claro — SP

Mencédo Honrosa

Gustavo Pacianotto Gouveia

Séo Paulo — SP

Mencao Honrosa

Felipe Holanda Moreira

Fortaleza — CE

Mencédo Honrosa

Artur de Almeida Losnak

Sé&o Paulo — SP

Mengdo Honrosa

Rafael Parpinel Cavina

Sé&o Paulo — SP

Mengdo Honrosa

Filipe Alves Tomé

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Custodio Moreira Brasileiro Silva

Caém — BA

Mengdo Honrosa

Marilia Valeska Costa Medeiros

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Pollyanna Stéfani Borges Freitas

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Gustavo Sampaio Sousa

Fortaleza — CE

Mengdo Honrosa

Joas Elias dos Santos Rocha

Muribeca — SE

Mengdo Honrosa

Raphael Luiz Franca Greco

Rio de Janeiro —RJ

Mengdo Honrosa

Rafael Morioka Oda

Sé&o Paulo — SP

Mengdo Honrosa
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Nivel Universitario

Nome Cidade — Estado Prémio
Fabio Dias Moreira Rio de Janeiro — RJ Ouro
Rafael Marini Silva Vila Velha - ES Ouro
Guilherme Rodrigues Nogueira de Souza Sé&o Paulo — SP Ouro
José Marcos Andrade Ferraro Séo Paulo — SP Ouro
Rafael Daigo Hirama Campinas — SP Ouro
Eduardo de Moraes Rodrigues Poco Sé&o Paulo — SP Prata
Felipe Rodrigues Nogueira de Souza Sé&o Paulo — SP Prata
Murilo Vasconcelos Andrade Macei6 — AL Prata
Leonardo Ribeiro de Castro Carvalho Séo Paulo — SP Prata
Luty Rodrigues Ribeiro S.J. dos Campos — SP Prata
André Linhares Rodrigues Campinas — SP Prata
Mauricio de Lemos Rodrigues Collares Neto Aracaju — SE Prata
Henry Wei Cheng Hsu Séo Paulo — SP Prata
Kellem Correa Santos Rio de Janeiro — RJ Prata
Levi Maximo Viana Rio de Janeiro — RJ Bronze
Ronaldo Rodrigues Pela Séo Carlos — SP Bronze
Luis Daniel Barbosa Coelho Rio de Janeiro — RJ Bronze
Thiago Costa Leite Santos Séo Paulo — SP Bronze
Helder Toshiro Suzuki Sé&o Paulo — SP Bronze
Raphael Constant da Costa Rio de Janeiro — RJ Bronze
Rafael Sabino Lima Rio de Janeiro — RJ Bronze
Erick Costa e Silva Talarico Rio de Janeiro — RJ Bronze
Rodrigo Aguiar Pinheiro S.J. dos Campos — SP Bronze
Renato Reboucas de Medeiros S.J. dos Campos — SP Bronze
José Armando Barbosa Filho S.J. dos Campos — SP Bronze
Evandro Makiyama de Melo Sé&o Paulo — SP Bronze
Tiago Barbin Batalhdo Séo Carlos — SP Bronze
Gabriel Ponce Séo Carlos — SP Bronze
Vitor Gabriel Kleine S.J. dos Campos — SP Bronze
Alexandre Hideki Deguchi Martani Sé&o Paulo — SP Bronze
Vitor Humia Fontoura Rio de Janeiro — RJ Bronze
Ana Maria Menezes de Jesus Itabaiana — SE Bronze
Eduardo Fischer Encantado — RS Bronze
Anderson Hoshiko Aiziro Séo Paulo — SP Bronze
Daniel Lopes Alves de Medeiros S.J. dos Campos — SP M. Honrosa
Paulo André Carvalho de Melo Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Pedro Meira de Vasconcellos Bezerra Recife - PE M. Honrosa
\Willy George do Amaral Petrenko Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Gustavo Antdnio da Silva Amaro Séo Carlos — SP M. Honrosa
Ricardo Monteiro da Silva Lanna Belo Horizonte — MG M. Honrosa
Felipe Goncalves Assis Campina Grande — PB M. Honrosa
Elder Rodrigo Barbosa Campos Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Matheus Pimentel Rodrigues Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Rafael Montezuma Pinheiro Cabral Fortaleza — CE M. Honrosa
Nivan Roberto Ferreira Junior Olinda — PE M. Honrosa
Elton Gomes Coriolano Campinas — SP M. Honrosa
Thomés Yoiti Sasaki Hoshina Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Samir Rodrigues Vieira Fortaleza — CE M. Honrosa
Frederico de Souza Frydman S.J. dos Campos — SP M. Honrosa
Jordan Freitas Piva Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
Rodrigo Viana Soares Fortaleza — CE M. Honrosa
Bruno Euzébio dos Santos Malhados — SE M. Honrosa
Antonia Taline de Souza Mendonga Rio de Janeiro — RJ M. Honrosa
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AGENDA OLIMPICA
XXX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2¢e3
Primeira Fase — S&bado, 14 de junho de 2008
Segunda Fase - Sabado, 13 de setembro de 2008
Terceira Fase — Sabado, 25 de outubro de 2007 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 26 de outubro de 2008 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 13 de setembro de 2008
Segunda Fase - Sébado, 25 e Domingo, 26 de outubro de 2008

XIV OLIMPIADA DE MAIO
10 de maio de 2008

XIX OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
Temuco - Chile
18 a 23 de junho de 2008

XLIX OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
10 a 22 de julho de 2008
Madri — Espanha

XIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
25 a 31 de julho de 2008
Blagoevgrad, Bulgaria

XXIIl OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
18 a 28 de setembro de 2008
Salvador, Bahia — Brasil

X OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
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Colégio Anglo)

UFGO)

(Col. Aplic. da UFPE)
(Escola Técnica Federal de Roraima)
(UNIFESP)
(Centro Educacional Logos)
(IM-UFRGS)
(UFMG)
(
(U. Federal de Rondonia)
(U. Federal de Sergipe)
(U. Metodista de SP)
(CEFET-GO)
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Juiz de Fora- MG
Ribeirdo Preto — SP
Vigosa - MG

Osorio - RS
Uberlandia - MG
Sé&o Carlos - SP
Natal - RN

Pato Branco — PR
Santa Maria- RS
Lajeado - RS
Manaus — AM

S.J. do Rio Preto - SP
Bagé - RS
Campinas — SP

Sé&o Paulo - SP
Arraias - TO

Belo Horizonte - MG
Vitéria — ES

Sé&o Jodo del Rei - MG
Taguatingua - DF
Campo Grande - MS
Jodo Pessoa - PB
Chapecd - SC
Teresina - PI

Belém - PA

Campina Grande — PB
Floriandpolis — SC
Campina Grande - PB
Santo André - SP
Macei6 - AL
Floriandpolis — SC
Rio de Janeiro— RJ
Salvador — BA

Rio Grande - RS
Belém - PA
Fortaleza - CE
Piracicaba — SP

Sé&o Luis - MA
Lavras - MG
Maringa - PR

Atibaia — SP

Goiania - GO

Recife - PE

Boa Vista— RR

SJ dos Campos — SP
Nova Iguagu — RJ
Porto Alegre - RS
Belo Horizonte - MG
Juazeiro - BA

Porto Velho - RO
Séo Cristovao — SE
S.B. do Campo - SP
Jatai - GO



