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Esta edicdo da Revista Eureka! é dedicada a memoria do professor Angelo Barone Netto,
que nos deixou neste ano de 2013. Barone foi uma das personalidades mais relevantes da
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), com a qual colaborou ativamente desde seu
inicio em 1979. Seu trabalho foi fundamental para o desenvolvimento da matematica
olimpica no Brasil. Barone foi homenageado pela OBM durante a realizagédo da Semana

Olimpica em 2009.
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18 OLIMPIADA DE MAIO
PRIMEIRO NIVEL

PROBLEMA 1

Pablo disse: “Somo 2 ao dia do meu aniversario e multiplico o resultado por 2.
Somo 4 ao nimero obtido e multiplico o resultado por 5. Ao novo niimero obtido
somo o nimero do més do meu aniversdrio (por exemplo, se € junho, somo 6) e
obtenho 342.”

Qual € a data do aniversdrio de Pablo? Encontre todas as possibilidades.

PROBLEMA 2
Chamamos S (n) a soma dos algarismos do inteiro n. Por exemplo,
S(327)=3+2+7=12.
Encontre o valor de
A=SD)-S2)+SB)-SA) +...+ 52011 - 5(2012) .
(A tem 2012 termos).

PROBLEMA 3

A partir de um quadrildtero de papel, como
o da figura ao lado, deve-se recortar um
novo quadrildtero cuja drea seja igual a
metade da drea do quadrildtero original.
Somente podemos dobrar o papel uma ou mais vezes e cortar por algumas das
linhas das dobras.

Descreva as dobras e os cortes e justifique por que a drea obtida € a metade.

PROBLEMA 4

Pedro tem 111 fichas azuis e 88 fichas brancas. Existe uma maquina que faz dois
tipos de operagdes: uma € trocar 14 fichas azuis por 11 fichas brancas e outra é
trocar 7 fichas brancas por 13 azuis. Determine se Pedro pode conseguir, mediante
sucessivas operagdes com a maquina, aumentar em 33 o nimero total de fichas, de

5
modo que a quantidade de fichas azuis seja igual a 5 da quantidade de fichas

brancas.
Se isto for possivel, indique como fazé-lo. Se ndo € possivel, explique por qué.
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PROBLEMA 5

Em uma reunido hd 12 pessoas. Sabemos que para cada duas pessoas A e B da
reunido ha (pelo menos) uma outra pessoa C da reunido que é amiga de A e de B.
Determine o nimero minimo de pares de amigos que ha na reunido.

Obs: Cada pessoa pode integrar vdrios pares de amigos. Se X é amigo de Y entdo Y
€ amigo de X.

SEGUNDO NIVEL

PROBLEMA 1

Um nimero de quatro algarismos é gago se tem os dois primeiros algarismos
iguais entre si e os dois dltimos algarismos iguais entre si. Por exemplo, 3311 e
2222 sdo nimeros gagos. Encontre todos os niimeros gagos de quatro algarismos
que sdo quadrados perfeitos.

PROBLEMA 2

Temos dois octégonos regulares de papeldo. Os vértices de cada octégono sdo
numerados de 1 a 8, em qualquer ordem (a ordem para um octégono pode ser
diferente da ordem do outro). Em seguida os octégonos sdo sobrepostos, de modo
que cada vértice de um deles fique em contato com um vértice do outro. Os
nimeros dos vértices em contato sdo multiplicados, e soma-se os 8 produtos
obtidos.

Demonstre que, qualquer que seja a ordem em que tenham sido numerados os
vértices, sempre € possivel sobrepor os octégonos de maneira que a soma obtida
seja maior ou igual a 162.

PROBLEMA 3

No tridngulo ABC, verificamos que B=2Ce A>90°. Seja M o ponto médio
de BC. A perpendicular por C ao lado AC corta a reta AB no ponto D. Demonstre

que AMB=DMC.

PROBLEMA 4

Temos seis pontos de maneira que ndo haja trés pontos colineares e que os
comprimentos dos segmentos determinados por estes pontos sejam todos distintos.
Consideramos todos os tridngulos que tém seus vértices nesses pontos. Demonstre
que um dos segmentos €, a0 mesmo tempo, o menor lado de um desses tridngulos e
o maior lado de outro.

EUREKA! N°37,2013



Sociedade Brasileira de Matemdtica

PROBLEMA 5

Temos 27 caixas em fila; cada uma delas contém pelo menos 12 bolinhas. A
operacdo permitida € transferir uma bolinha de uma caixa para sua vizinha da
direita, se essa vizinha da direita tem mais bolinhas. Dizemos que uma distribui¢do
inicial das bolinhas € feliz se é possivel, mediante uma sucessdo de operacdes
permitidas, fazer com que todas as bolinhas fiquem numa mesma caixa. Determine
0 menor ndmero total de bolinhas de uma distribuicao inicial feliz.

RESULTADO BRASILEIRO

2012: Nivel 1 (até 13 anos)

Nome Cidade — Estado Prémio
Pedro Henrigue Sacramento de Oliveira Vinhedo — SP QOuro
Bryan Diniz Borck Porto Alegre - RS Prata

Julia Perdigao Saltiel Rio de Janeiro-RJ | Prata
Lucas lokio Kawahara Sé&o Paulo — SP Bronze
Bruno Kenzo Ozaki Sé&o Paulo - SP Bronze
Brendon Diniz Borck Porto Alegre — RS Bronze
Jodo Guilherme Madeira Araujo Sobral - CE Bronze
Lucas Diniz Gongalves Villas Boas Salvador - BA M. Honrosa
Laura Mello D'Urso Viana Rio de Janeiro-RJ | M. Honrosa
Italo Rennan Lima Silva Fortaleza - CE M. Honrosa
2012: Nivel 2 (até 15 anos)

Nome Cidade — Estado Prémio
Murilo Corato Zanarella Amparo — SP Ouro
Daniel Lima Braga Eusébio — CE Prata
Pedro Jorge Luz Alves Gronemberger Teresina — Pl Prata
Pedro Henrique Alencar Costa Fortaleza — CE Bronze
Felipe Brandao Forte Fortaleza — CE Bronze
Lucca Morais de Arruda Siaudizionis Fortaleza — CE Bronze
Eduarda Ramos Bezerra de Alencar Teresina — Pl Bronze
QOcimar Mota dos Santos Filho Teresina — PI M. Honrosa
Daniel Santana Rocha Rio de Janeiro—RJ | M. Honrosa
Estevao Waldow Piraquara - PR M. Honrosa
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19 OLIMPIADA DE MAIO
PRIMEIRO NIVEL

PROBLEMA 1

Encontre a quantidade de formas de escrever o nimero 2013 como soma de dois
inteiros maiores ou iguais a zero, de modo que ao somar nao exista nenhum vai-
um.

OBSERVACAO: Na soma 2008+5=2013, por exemplo, existe vai-um das
unidades as dezenas.

PROBLEMA 2

Elisa soma os digitos do seu ano de nascimento e observa que o resultado coincide
com os dois dltimos digitos do ano em que nasceu o seu avd. Além disso, os dois
ultimos digitos do ano em que ela nasceu sdo precisamente a idade atual do seu
avo. Encontre o ano em que nasceu Elisa e 0 ano em que nasceu o avo dela.

PROBLEMA 3

Seja ABCD um quadrado de papel de lado 10 e P um
ponto no lado BC. Ao dobrar o papel no comprimento da
reta AP, o ponto B determina o ponto Q, como vemos na
figura ao lado. A reta PQ corta o lado CD em R. Calcule
o perimetro do tridngulo PCR.

PROBLEMA 4

Pablo escreveu 5 nimeros numa folha e logo apds escreveu os numeros
6,7,8,8,9,9,10,10,11 e 12 em outra folha que este deu a Sofia, dizendo que esses
nimeros sdo as somas possiveis de dois dos nimeros que ele tem escondidos.
Decida se com esta informacao Sofia pode determinar os cinco ndimeros que Pablo
escreveu.

PROBLEMA 5

Num quadro estd desenhado um quadrado de 8x8 dividido em 64 quadradinhos de
1x1 mediante linhas paralelas aos lados.

Gustavo apaga alguns segmentos de comprimento 1 de modo que de cada
quadradinho de 1x1 apaga 0, 1 ou 2 lados.

EUREKA! N°37,2013
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Gustavo afirma que apagou 6 segmentos de longitude 1 da borda do quadrado de
8x8 e que a quantidade de quadradinhos de 1x1 que t€ém exatamente 1 lado
apagado € igual a 5. Decida se o que afirma Gustavo pode ser verdadeiro.

SEGUNDO NIVEL

PROBLEMA 1
Soffa somou os nimeros das paginas de um livro comec¢ando pelo nimero 1 na
primeira pagina e obteve 2013. Pablo viu como Sofia fez a soma e percebeu que ela
pulou uma pégina. Quantas pdginas tem o livro e qual é o niimero da pagina que
Sofia pulou?

PROBLEMA 2

Temos uma régua sem nimeros € um trissector que marca em qualquer segmento
os dois pontos que o dividem em trés partes iguais. Construa o ponto médio de um
segmento dado utilizando exclusivamente estas duas ferramentas.

PROBLEMA 3

Marcamos vérios pontos distintos no plano, e tragcamos todos os segmentos
determinados por esses pontos. Uma reta r ndo passa por nenhum dos pontos
marcados e corta exatamente 60 dos segmentos que foram tragados. Quantos
segmentos ndo foram cortados por ? Encontre todas as possibilidades.

PROBLEMA 4

E possivel escrever 100 nimeros fmpares numa fila de tal forma que a soma de
cada 5 ndmeros adjacentes seja um quadrado perfeito e que a soma de cada 9
nimeros adjacentes também seja um quadrado perfeito?

PROBLEMA 5

Temos 600 cartdes. 200 deles tém escrito o numero 5, 200 tém escrito o ndmero 2 €
os outros 200 tém escrito o nimero 1. Usando estes cartdes queremos formar
grupos de tal forma que em cada grupo a soma dos nimeros seja 9. Qual € a maior
quantidade de grupos que podemos formar?
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RESULTADO BRASILEIRO

2013: Nivel 1 (até 13 anos)

Nome Cidade — Estado Prémio
Bryan Diniz Borck Porto Alegre — RS QOuro
Lucas dos Anjos Dantas Teixeira Séo Paulo — SP Prata
Bruno Brasil Meinhart Fortaleza — CE Prata
Brendon Diniz Borck Porto Alegre — RS Bronze
Andrey Jhen Shen Chen Séo Paulo — SP Bronze
Guilherme Goulart Kowalczuk Porto Alegre - RS Bronze
Davi Cavalcanti Sena Caruaru - PE Bronze
David Felipe Brochero Giraldo Belo Horizonte — MG M. Honrosa
Wanderson Ferreira de Almeida Paulista - PB M. Honrosa
Fernando Ribeiro de Senna Jundiai — SP M. Honrosa
2013: Nivel 2 (até 15 anos)

Nome Cidade — Estado Prémio
Jodo César Campos Vargas Passa Tempo - MG Ouro
Pedro Henrique Sacramento de Oliveira Vinhedo — SP Prata
Lucca Morais de Arruda Siaudzionis Fortaleza — CE Prata
Lucas Pereira Galvédo de Barros Pinheiros — SP Bronze
Daniel Quintdo de Morais Rio de Janeiro - RJ Bronze
Pedro Henrigue da Silva Dias Porto Alegre — RS Bronze
Ana Paula Lopes Schuch Porto Alegre — RS Bronze
Gabriel Toneatti Vercelli Osasco - SP M. Honrosa
Marcanténio Soares Figueiredo Juazeirinho - PB M. Honrosa
André Yuji Hisatsuga Sé&o Paulo - SP M. Honrosa
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232 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Enunciados e resultado brasileiro

Os estudantes brasileiros tiveram uma participacdo destacada na Olimpiada
de Matemadtica do Cone Sul que foi realizada entre os dias 27 de outubro e 3 de
novembro de 2012 na cidade de Quito, Peru. A equipe foi liderada pelos
professores Francisco Bruno Holanda, do Rio de Janeiro (RJ) e Marcelo Tadeu de
Sa Oliveira Sales, de Sdo Paulo (SP).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Rodrigo Sanches Angelo Medalha de Ouro
BRA2 Henrique Gasparini Fiuza do Nascimento Medalha de Prata
BRA3 Rafael Rodrigues Rocha de Melo Medalha de Prata
BRA4 Tadeu Pieres de Matos Belfort Neto Medalha de Bronze
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Ao redor de uma circunferencia estdo escritos 2012 nimeros, cada um deles e igual
a1l oua—1. Se ndo ha 10 niimeros consecutivos cuja soma seja 0, ache todos os
valores possiveis da soma dos 2012 nimeros.

PROBLEMA 2

Em um quadrado ABCD, seja P um posto sobre o lado CD, distinto de C e D. No
tridngulo ABP traga-se as alturas AQ e BR, e seja S o ponto de intersec¢ao das retas
CQ e DR. Demosntre que ZASB =90°.

PROBLEMA 3
Demonstre que ndo existem inteiros positivos a, b, ¢, d, primos entre si dois a dosi,

tais que ab+cd,ac+bd, e ad + bc sejam divisores impares de

(a+b—c-d)(a—b+c—d)(a—b-c+d).

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Encontre o maior inteiro positivo n, menor que 2012, que cumpra a seguinte
propriedade:

EUREKA! N°37,2013
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Se p é um divisor primo de n, entdo p> —1 é um divisor de n.
PROBLEMA 5

A e B jogam alternadamente sobre um tabuleiro 2012x2013 com pecas
suficientes dos tipos:

tipo 1 tipo 2 tipo 3

Em seu turno, A debe colocar uma peca do tipo 1 sobre casas vazias de tabuleiro B
em seu turno, debe colocar exatamente uma peca de cada tipo sobre casas vazias do
tabuleiro. Perde o jogadore que ndo puder realizar sua jogada. Se A € o primeiro a
jogar, determine quem possui uma estratégia vencedora.

Observagdo: As pecas podem ser rotacionadas, mas ndo podem se sobrepor, nem
sair do tabuleiro. As pecas do tipo 1, 2 e 3 cobrem exatamente 3, 2 e 1 casas do
tabuleiro, respectivamente.

PROBLEMA 6

A 3
Considere um tridngulo ABC com 1< E <5. Sejam M e N respectivamente

MB NC
pontos varidveis sobre os lados AB e AC, distintos de A, tais que ————=

AC AB
Demonstre que a circunferéncia circunscrita do triangulo AMN passa por um ponto
fixo distinto de A.

EUREKA! N°37,2013
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242 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
Enunciados e resultado brasileiro

Os estudantes brasileiros tiveram uma excelente participacdo na Olimpiada de
Matematica do Cone Sul que foi realizada entre os dias 2 e 7 de junho de 2013, na
cidade de Assuncdo, Paraguai. A equipe foi liderada pelos professores Fabio
Brochero Martinez de Belo Horizente (MG) e José Armando Barbosa de Fortaleza
(CE).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Victor Oliveira Reis Medalha de Ouro
BRA2 Murilo Corato Zanarella Medalha de Ouro
BRA3 Pedro Henrique Sacramento de Oliveira Medalha de Prata
BRA4 Daniel Santana Rocha Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Sobre uma reta marcamos quatro pontos distintos. Para cada ponto marcado é
calculada a soma das distancias deste ponto aos outros trés, obtendo assim quatro
valores.
Decidir se é possivel que os quatro valores sejam, em alguma ordem:

a) 29,29, 35,37 ; b)28,29,35,37 ; c)28,34,34,37.

PROBLEMA 2

Em um triangulo ABC, denotamos por M o ponto médio do lado BC e por / o ponto
de intersecdo de suas bissetrizes. Se IM = IA, determinar o menor valor possivel
para a medida do Angulo ZAIM .

PROBLEMA 3

Semciclolandia € um pais com 500 cidades e 2013 estradas de mdo dupla, cada
uma conectando diretamente duas cidades. Duas cidades A e B sdo chamadas de
vizinhas se existe uma estrada que as conecta e duas cidades A e B sdo chamadas de
quase-vizinhas se existe uma cidade C tal que A € vizinha de C e C € vizinha de B.
Sabemos que em Semcicloldndia ndo existem duas cidades conectadas diretamente
por mais de uma estrada e ndo existem quatro cidades A, B, C e D tais que
simultaneamente A € vizinha de B, B € vizinha de C, C € vizinha de D e D € vizinha
de A.

Demonstrar que existe uma cidade que é quase-vizinha de pelo menos 57 cidades.

EUREKA! N°37,2013
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Seja M o conjunto dos nimeros inteiros de 1 até 2013 inclusive. A cada um dos
subconjuntos de M atribuimos uma das k cores disponiveis, com a condi¢do de que,
se dois conjuntos distintos A e B cumprem que AU B =M, entdo aos conjuntos A

e B sdo atribuidas cores distintas. Qual € o menor valor possivel que pode ter k?

PROBLEMA 5
Seja d (k) o nimero de divisores positivos do inteiro k. Um nimero n é chamado
equilibrado se:

d(n—l) Sd(n) Sd(n+1) ou d(n—l) Zd(n) 2d(n+1).

Demonstrar que existem infinitos nimeros equilibrados.

PROBLEMA 6
Seja ABCD um quadrildtero convexo. Seja n =2 um nimero inteiro. Demonstrar
que existem n tridngulos da mesma drea cumprindo todas as seguintes
propriedades:

e Seus interiores sdo disjuntos, isto €, os tridngulos ndo se sobrepdem;
e (Cada triangulo estd contido em ABCD ou em seu interior;

da area do

e A soma das dreas dos tridngulos é pelo menos
4n+1

quadrildtero ABCD.

EUREKA! N°37,2013
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542 OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA (IMO)
Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil obteve um 6timo resultado na 54" Olimpiada Internacional de
Matemdtica (IMO), que aconteceu entre os dias 20 e 28 de julho na cidade de Santa
Marta na Coldmbia, conquistando trés medalhas de prata, uma de bronze e duas
mengdes honrosas. A equipe foi liderada pelos professores Edmilson Motta de Sdo
Paulo (SP) e Onofre Campos da Silva Farias de Fortaleza (CE).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Rodrigo Sanches Angelo Medalha de Prata
BRA2 Rafael Kazuhiro Miyazaki Medalha de Prata
BRA3 Victor Oliveira Reis Medalha de Prata
BRA4 Franco Matheus de Alencar Severo Medalha de Bronze
BRA5 Alessandro de Oliveira Pacanowski Mencao Honrosa
BRA6 Victor de Oliveira Bitaraes Mengéo Honrosa
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Demonstrar que, para qualquer par de inteiros positivos k e n, existem k inteiros
positivos m,,m,,...,m, (ndo necessariamente distintos) tais que:

k —
1+ 2 -1 :(1+LJ(1+LJ...(1+LJ.
n m, m, m,
PROBLEMA 2

Uma configuragdo de 4027 pontos do plano dos quais 2013 s@o vermelhos e 2014
azuis, e ndo ha trés pontos colineares, diz-se colombiana. Tragando algumas retas,
o plano fica dividido em vdrias regides. Um conjunto de retas € bom para uma
configuracdo colombiana se satisfaz as duas seguintes condigdes:

e Nenhuma reta passa por algum ponto da configuragao;
¢ Nenhuma regido contem pontos de ambas as cores.

Encontrar o menor valor de k tal que, para qualquer configuracdo colombiana de
4027 pontos, ha um conjunto bom de k retas.

EUREKA! N°37,2013
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PROBLEMA 3
Seja A, o ponto de tangéncia do excirculo do tridngulo ABC oposto ao vértice A

com o lado BC. Definem-se os pontos B, em CA e C, em AB, de modo andlogo,

uitilizando os excirculos opostos a B e a C, respectivamente. Suponha que o
circuncentro do tridngulo A B,C| pertence a circunferéncia circunscrita ao tridngulo

ABC. Demonstrar que o tridngulo ABC e retangulo.

O excirculo de ABC oposto ao A e a circunferéncia que é tangente ao segmento
BC, ao prolongamento do lado AB no sentido de A para B e ao prolongamento do
lado AC no sentido de A para C. Os excirculos opostos a B e a C definem-se de
modo semelhante.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Seja ABC um tridngulo acutangulo com ortocentro H e seja W um ponto do lado
BC, estritamente entre B e C. Os pontos M e N sdo os pes das alturas tragadas desde
B e C, respectivamente.

Designa-se por w; a circunferéncia circunscrita ao tridngulo BWN; seja X o ponto
de w, tal que WX € um didmetro de w,. Analogamente, designa-se por w, a
circunferéncia circunscrita ao tridngulo CWM; seja Y o ponto de w,tal que WY €

um didmetro de w,. Demonstrar que os pontos X, Y e H sdo colineares.

PROBLEMA 5
Seja Q., o conjunto dos ndmeros racionais maiores do que zero. Seja

f:Q., = R uma funcio que satisfaz as trés seguintes condi¢des:
() f(x)f(y)= f(xy) paraquaisquer x, ye Q_;
(i) f(x+y)= f(x)+f(y)paraquaisquer x,ye Q_;
(iii) Existe um ndmero racional a >1 tal que f (a) =aq.

Demonstrar que f (x) = x para qualquer xe Q_,.

EUREKA! N°37,2013
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PROBLEMA 6

Seja n=3 um ndmero inteiro. Considera-se uma circunferéncia na qual estdo
marcados n+1 pontos igualmente espagados. A cada ponto atribui-se um dos
ndmeros 0, 1...., n de modo que cada nimero e usado exatamente uma vez; duas
atribui¢des de niimeros consideram-se a mesma se uma pode ser obtida da outra
por uma rotagdo da circunferéncia. Uma atribui¢io de nimeros chama-se bonita se,

para quaisquer quatro nimeros a <b <c<d com a+b=>b+c,a corda que une

os pontos correspondentes a a € a d ndo intersecta a corda que une os pontos
correspondentes a b e a c.

Sejam M o ndmero de atribui¢des bonitas o N o niimero de pares ordenados (x, y)

de inteiros positivos que x+ y <n e mdc (x, y) =1. Demonstrar que

M =N +1.

EUREKA! N°37,2013
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3* OLIMPIADA DE MATEMATICA DA COMUNIDADE DOS PAISES
DE LINGUA PORTUGUESA

Enunciados e resultado brasileiro

O Brasil conquistou uma medalha de ouro e trés de prata na 3* Olimpiada
de Matemadtica da Comunidade dos Paises de Lingua Portuguesa, realizada de 5 a
10 de agosto, na cidade de Maputo, Mocambique. Com este resultado o pais ficou
pelo terceiro ano consecutivo com a primeira posicdo na classificacdo geral,
seguido pela equipe de Portugal. A equipe foi liderada pelos professores Carlos
Bahiano, de Salvador (BA) e Marcelo Xavier de Mendonga, do Rio de Janeiro
(RJ).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Gabriel Toneatti Vercelli Medalha de Ouro
BRA2 Lucca Morais de Arruda Siaudzionis Medalha de Prata
BRA3 Lucas Pereira Galvao de Barros Medalha de Prata
BRA4 | Jodo César Campos Vargas Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Quantos cestos e quantas laranjas tem a Xiluva sabendo que se ela arruma duas
laranjas em cada cesto ficam quatro laranjas de sobra e se ela arruma cinco laranjas
em cada cesto fica um cesto vazio?

PROBLEMA 2

Seja ABC um triangulo acutangulo. A circunferéncia de didmetro AB intercepta os
lados AC e BC nos pontos E e F respectivamente. As tangentes ao circulo nos
pontos E e F se cruzam em P. Mostre que o ponto P pertence a altura do tridngulo
ABC a partir do vértice C.

PROBLEMA 3

Um evento ocorre hd muitos anos, realizando-se regularmente em x anos
consecutivos seguidos de uma pausa de y anos consecutivos. Sabe-se que o evento
se realizou em 1964, 1986, 1996 e 2008 e ndo se realizou em 1976, 1993, 2006 e
2013. Qual € o primeiro ano em que o evento se vai realizar novamente?
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Determine todos os pares (x, y) de inteiros positivos que satisfazem a equagado

x> —xy+2x-3y=2013.

PROBLEMA 5

Determine todos os numeros de 5 algarismos ndo nulos tais que apagando
consecutivamente o algarismo da esquerda, em cada etapa, se obtém um divisor do
ndmero anterior.

PROBLEMA 6
Considere um tridingulo ABC. Seja S a circunferéncia que tangencia internamente
os lados BC, CA e AB do triangulo nos pontos D, E e F, respectivamente.

Externamente ao tridngulo constroem-se trés circunferéncias S§,,5, e S.. A
circunferéncia S, € tangente a BC no ponto L e aos prolongamentos das retas AB e

BC, nos pontos M e N, respectivamente. A circunferéncia S, é tangente a BC no
ponto L e aos prolongamentos das retas AB e AC nos pontos M e N,
respectivamente. A circunferéncia S, ¢é tangente a AC no ponto E e ao

prolongamento da reta BC no ponto P. Prove que as retas EP, FQ e AL sdo
concorrentes em um tinico ponto sobre S.
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272 OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA

Enunciados e resultado brasileiro

A equipe brasileira formada por quatro estudantes do ensino médio
conquistou duas medalhas de ouro e duas de prata na 27* Olimpiada Ibero-
Americana de Matematica (OIM), realizada entre os dias 29 de setembro e 6 de
outubro na cidade de Cochabamba, Bolivia. A equipe foi liderada pelos professores
Matheus Secco e Hugo Fonseca, ambos do Rio de Janeiro (RJ).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Rafael Kazuhiro Miyazaki Medalha de Ouro
BRA2 | Rodrigo Sanches Angelo Medalha de Quro
BRA3 Franco Matheus de Alencar Severo Medalha de Prata
BRA4 André Macieira Braga Costa Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Sobre o retangulo ABCD constroem-se os tridngulos equildteros BCX e DCY, de
modo que cada um compartilhe pontos com o interior do retdngulo. A reta AX
intersecta a reta DC em P. A reta AY intersecta a reta BC em Q. Demonstrar que o
tridngulo APQ é equilatero.

PROBLEMA 2

Um inteiro positivo diz-se bissomado se puder ser escrito como soma de dois
inteiros positivos que tenham a mesma soma dos algarismos. Por exemplo, 2012 é
bissomado, pois 2012 = 2005 + 7 e tanto 2005 como 7 t€m soma dos algarismos
iguala 7.

Encontrar todos os inteiros positivos que nao sao bissomados.

PROBLEMA 3
Seja n um inteiro positivo. Dado um conjunto {al,az,...,an} de inteiros entre 0 e

2" —1 inclusive, associados a cada um dos seus 2" subconjuntos a soma dos seus
elementos; em particular, o subconjunto vazio tem soma 0. Se estas 2" somas
deixam todas restos distintos na divisdo por 2", dizemos que o conjunto
{al,az,...,an} ¢ n-completo. Determinar, para cada n, a quantidade de conjuntos

n-completos.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Sejam a,b,c,d ndmeros inteiros tais que a—b+c—d é impar e divide

a>—b* +c* —d’*. Demonstrar que, para qualquer inteiro positivo n, a—b+c—d
divide a" —b" +c" —-d".

PROBLEMA 5

Seja ABC um triangulo e sejam P e Q os pontos de intersecdo da paralela a BC por
A com as bissetrizes exteriores dos angulos B e C, respectivamente. A
perpendicular a BP por P e a perpendicular a CQ por Q intersectam-se em R. Seja /
o incentro de ABC. Demonstrar que Al = AR.

PROBLEMA 6
Demonstrar que, para qualquer inteiro positivo n, existem n inteiros positivos
consecutivos tais que nenhum deles é divisivel pela soma dos seus respectivos
algarismos.
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282 OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA
Enunciados e resultado brasileiro

A equipe brasileira formada por quatro estudantes do ensino médio
conquistou, por segundo ano consecutivo, o primeiro lugar geral na 28* Olimpiada
Ibero-Americana de Matemadtica (OIM), realizada entre os dias 20 e 28 de
setembro na cidade do Panamd, Panamd. O evento contou com a participagdo de 78
jovens de 20 paises da América Latina, Portugal e Espanha. A equipe foi liderada
pelos professores Eduardo Wagner do Rio de Janeiro (RJ) e Pablo Rodrigo
Ganassim de Sao Paulo (SP).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 Rodrigo Sanches Angelo Medalha de Ouro
BRA2 Rafael Kazuhiro Miyazaki Medalha de Prata
BRA3 Franco Matheus de Alencar Severo Medalha de Prata
BRA4 Victor Oliveira Reis Medalha de Prata
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Um conjunto S de inteiros positivos distintos chama-se canaleiro se para quaisquer
trés nimeros a,b,ce §, todos diferentes, se tem que a divide bc, b divide ca e ¢

divide ab.

a) Demonstrar que para qualquer conjunto finito de inteiros positivos
{cl,cz,...,cn} existem infinitos inteiros positivos k, tais que o conjunto

{kc,, ke, ,....kc,} é canaleiro.

b) Demonstrar que para qualquer inteiro n =3 existe um conjunto canaleiro
que tem exatamente n elementos e tal que nenhum inteiro maior que 1
divide todos os seus elementos.

PROBLEMA 2

Sejam X e Y os extremos de um didmetro de uma circunferéncia I"'e N o ponto
médio de um dos arcos XY de I". Sejam A e B dois pontos do segmento XY. As
retas NA e NB cortam novamente I nos pontos C e D, respectivamente. As
tangentes a I' em C e D encontram-se em P. Seja M o ponto de intersec¢do do
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segmento XY com o segmento NP. Demonstrar que M é o ponto médio do
segmento AB.

PROBLEMA 3
Seja A= {1, 2,3,...,11} com n > 5. Demosntrar que existe um conjunto finito B de

inteiros positivos distintos tal que A < B e possui a propriedade:

[[x=3-.

xeB xeB

Ou seja, o produto dos elementos de B € igual a soma dos quadrados dos elementos
de B.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4

Sejam I" uma circunferéncia de centro O, AE um didmetro de I"e B o ponto médio
de um dos arcos de AE de I". O ponto D # E estd sobre o segmento OE. O ponto
C ¢ tal que o quadrildtero ABCD é um paralelogramo com AB paralelo a CD e BC
paralelo a AD. As retas EB e CD cortam-se no ponto F. A reta OF corta 0 menor
arco EB de I" no ponto I.

Demonstrar que a reta EI é a bissetriz do angulo ZBEC.

PROBLEMA 5
Sejam A e B dois conjuntos tais que:

i) AU B é o conjunto dos inteiros positivos.

ii) AN B é vazio.

iii) Se dois inteiros positivos tém como diferenca um primo maior que 2013,
entdo um deles estd em A e o outro em B.

Encontrar todas as possibilidades para os conjuntos A e B.

PROBLEMA 6

Uma configuracdo € um conjunto finito S de pontos do plano entre os quais ndo ha
trés colineares e tal que a cada ponto se atribui alguma cor, de modo que se um
tridngulo cujos vértices estdo em S tem um angulo maior ou igual a 120° entdo
exatamente dois de seus vértices sdo de uma mesma cor.

Encontrar o nimero maximo de pontos que pode ter uma configuracao.
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TEOREMA DE MORLEY: O QUE OS TRIANGULOS AINDA PODEM
NOS REVELAR
Daniel Cordeiro de Morais Filho, UFCG
Arthur Cavalcante Cunha, UFCG
Amauri da Silva Barros, UFAL

+ Nivel Intermediario

INTRODUGAO

Problemas de Geometria sempre encantaram os admiradores da Matematica. Como
a Geometria ¢ uma das mais antigas manifestacdes matematicas da humanidade,
era de se esperar, ha alguns séculos atrds, que os mais importantes resultados sobre
tridngulos ja tivessem sido descobertos e estabelecidos. Mas isso ndo é verdade. No
comeco do século passado ainda se estava descobrindo resultados envolvendo
tridngulos, e € sobre um desses belos resultados que falaremos neste artigo.

O PROBLEMA

Como sabemos, as bissetrizes de um tridngulo qualquer, semirretas que dividem os
angulos internos em dois angulos congruentes, se intersectam em um ponto
chamado incentro. Esse ponto tem a interessante propriedade de ser o centro de
uma circunferéncia inscrita no tridngulo. O famoso matematico grego Euclides
(c.325 a.C-c.365 a.C.) provou esse resultado no Livro IV dos seus Elementos
(Proposicao 4), ha pelo menos 24 séculos!

Nessa direcdo, a histéria guardou uma pergunta bem natural que parece ndo ter sido
feita ao longo dos séculos: e se dividirmos os dngulos internos de um tridngulo em
trés partes iguais? Encontraremos algum resultado também interessante? Vejamos.

As duas semirretas que dividem um angulo interno de um triadngulo em trés angulos
congruentes chamam-se frissetrizes. As trissetrizes de um tridngulo geram seis
pontos de intersecdo. H4 alguma propriedade interessante que envolve esses
pontos? Para ver o que ocorre, é preciso distinguir um pouco mais essas
trissetrizes. Diremos que duas trissetrizes sdo adjacentes quando partem de vértices
opostos pertencentes a um mesmo lado do tridngulo e formam o menor angulo que
uma trissetriz pode formar com esse lado.

Una os pontos de intersecdo das trissetrizes adjacentes de um tridngulo qualquer.
Vocé obterd um tridngulo. Observe melhor, mais do que isso, vocé descobrird um
resultado surpreendente: o tridingulo obtido € sempre um tridingulo eqiiilatero! Vide
figura a seguir.

EUREKA! N°37,2013
22



Sociedade Brasileira de Matemdtica

Figura 1: O Tridngulo equilatero DEF é chamado Tridngulo de Morley.

Esse é o Teorema de Frank Morley (1860-1937), matemético anglo-americano,
presidente da American Mathematical Society no bi€nio 1919-1920, que provou
esse teorema no final do Século XIX (vide uma pequena bibliografia de Morley em
[1]). Na verdade, a demonstracao do teorema como conhecido hoje sé foi publicada
em 1929 ([2]).

O enunciado do teorema € o seguinte:

Teorema de Morley: Em um tridngulo qualquer, a unido dos pontos de intersecdo das
trissetrizes adjacentes forma um tridingulo equilatero.
Uma animacéo do teorema pode ser vista em [3].

Porque esse problema é importante

Bem, além de ser um belo resultado, esse problema envolve um dos antigos
problemas famosos da Matematica, que € a trisseccdo de um angulo em trés
angulos congruentes. Saber se é possivel fazer isso para qualquer dngulo usando
apenas régua e compasso ¢ um problema famoso, que levou 20 séculos para ser
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resolvido, e a solugdo € negativa (vide [4]): ndo é possivel, em geral, trissectar
angulos com régua e compasso. Por essa razdo, talvez os resultados envolvendo
trisseccdo de angulos tenham sido considerados desinteressantes, e velado o
teorema até ser descoberto e provado apenas no comeco do século XX. Mas,
convenhamos, na pratica, ninguém precisa trissectar um angulo para descobrir ou
provar o Teorema de Morley!

Em segundo lugar, das demonstracdes possiveis desse teorema (e hd vérias, dos
mais variados gostos, e algumas até bem modernas. Vide [5].) optamos pela que
usasse certos resultados vistos na Trigonometria, que as vezes sao apenas
memorizados pelos estudantes do Ensino Médio. Na maioria das vezes, esses
resultados sdo apenas apresentados sem qualquer aplicagdo de destaque que
merecesse estudd-los. Nossa demonstracio também fornece a oportunidade de usar
algumas identidades trigonométricas como as que transformam produtos em soma,
bem como uma aplicacdo das Leis dos Senos e dos Cossenos em um unico
problema.

Demonstracdo do Teorema de Morley

Consideremos o tridngulo ABC, da Figura 1, com angulos internos a = BAC ,

b=ABC e c¢=ACB. Consideremos também o tridngulo DEF, formado pela

intersecdo das trissetrizes adjacentes relativas a esses angulos.
A ideia dessa demonstracdio € calcular os comprimentos dos lados do
triangulo DEF', mostrando que sdo iguais. Como usaremos a Lei dos Senos, seja

R o raio da circunferéncia inscrita ao tridngulo ABC. Vamos mostrar que
a b ¢
DE = EF = FD =8R sengsengseng.

Iremos usar as seguintes identidades trigonométricas:
X+T  x+2W
sen

3 3

1. senx= 4sen§sen
N 1
2. sen x:E(l—cos 2x)

1
3_ =— — — +
sen X seny=— [cos (x—y)—cos(x y)]

a+b+2xw 2T+ T—c c c
4. cos =CoS 3 =Cos n—; =—CoS—

3 3
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XY os XY

1
5. —(cosx+cosy)=cos CoSs
2( y) 2

Pela Lei dos Senos aplicada ao tridngulo ABC, e pela identidade (1) temos

BC

seén a

a+m a+2m
sen .

=2R = BC =8R sen%sen

Considere agora o tridngulo BDC. As medidas de seus angulos internos so:

D —b— —b—c)+2
e Bbc=n_b_c_3"0 C:(Jt c) T _at2n
3 3 33 3 3 3

Agora, aplicando a Lei dos Senos ao tridngulo BDC e usando a igualdade (6)
obtemos:

BC CD BC sen?%
= >CD=——"2
sen“t2  sen’ sen 2%

8R sen 4sen “t*sen ““?*sen %

CD =

a+2n
sen 3

+7
3

7. CD=8R sengsenésen a

Fazendo o mesmo para o tridngulo ACE, resulta em

8. CE=8R senﬁsenésenb—i_n.
3 3 3

Para encontrar o comprimento do lado DE, usaremos a Lei dos Cossenos ao
tridngulo CDE, e por (7) e (8):

DE? = CD* + CE> —2CD-CE-cos§ =
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a+m b+t c
sen cosg .

b +7 b+m
(9.) DE®=64R’sen’ Den? 2| sen? 277 4 sen? —2sen
3 3 3 3
Para simplificar a escrita, chamemos

M= 8Rsen%sen§, donde

M?*= 64R*sen’ %sen2 é

De (2) e (3), segue da expressdo (9) que

DE*=M? B(l—cos 2a+2nj+l(l—cos 2b+2nj—2(1(oos a_b—oos a+b+2njjoos£}.

3 2 3 2 3 3 3

De (4) e (5), obtemos

COS

C C C
COS—+COS—COS— =
3 3 3)}

DE2=M{5£1+1—COS 2a+2n—cos 2b+2nj_( a=b

=M?*1- —cosﬁcosa_b —cosa_bcosﬁ—cos2£ =M? l—cos2£ :M2sen2£.
3 3 3 3 3 3 3

Logo,
DE= Msen E:8R senﬁsenésenﬁ.
3 3 3 3

Se fizermos o mesmo procedimento para os tridngulos BDF e AFE, encontraremos
que o comprimento dos lados DF e EF do tridngulo DEF € também dado por

DF=EF=8R senﬁsenéseng.
3 3 3

Portanto, como DE, DF e EF sdo iguais, o tridngulo DEF € equildtero. Como
queriamos demonstrar.
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Concluséo

Em [3] pode-se encontrar 23 demonstragdes desse teorema. Nossa demonstragdo
baseia-se no artigo [5], onde pode ser encontrado um detalhado histérico desse
teorema, que parece ter caido no gosto de muitos. Enfim, ficar famoso por provar,
em pleno Século XX, um teorema da Geometria Elementar é um fato que muitos
gostariam de ter tido o privilégio de que ocorresse com eles. Coisas da Histdria,
coisas da Matematica...
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JOGOS

Bruno Holanda, Fortaleza — CE

+ Nivel Iniciante

Problemas sobre jogos estdo entre os mais atrativos para a maioria dos
alunos que estdo iniciando o seu gosto pela matematica e, por isso, vém ganhando
grande importancia nas provas da OBM. Neste artigo vamos mostrar as duas idéias
que mais aparecem nas provas: a simetria e o uso das posi¢des vencedoras.

1. Simetria
Uma das estratégias mais simples € o uso de alguma simetria que pode ocorrer
durante o jogo em vantagem de um dos jogadores, forcando sempre uma nova
rodada para o jogador “destinado a derrota”. Para entender melhor, veja o seguinte
exemplo:

Exemplo 1.1: Pedro e Moénica jogam em um tabuleiro 1x11. Cada um, em sua vez,
pode pintar um dos quadrados (que ndo foram pintados anteriormente), ou dois
quadrados consecutivos (se ambos estiverem brancos). Quem nao puder mais jogar
perde. Sabe-se que Pedro serd o primeiro a jogar. Quem pode sempre garantir a
vitdria?

Solugdo. Pedro sempre podera ganhar se seguir a seguinte estratégia:
i. Inicialmente, Pedro deve pintar o quadrado do meio.

iy

ii. Agora, depois que Mbnica fizer sua jogada, Pedro deve jogar sempre
simetricamente em relacdo ao centro do tabuleiro (i.e. sempre deixando o tabuleiro
simétrico). Por exemplo, se Mdnica jogar nas casas 9 e 10, Pedro deve jogar nas
casas 2 e 3.

* > >, N I

iii. Assim, Modnica nunca poderd ganhar, pois, na sua jogada, ela recebe uma
posic@o simétrica e “quebra a simetria”, e na configuracio final do jogo, todas as
casas estardo pintadas, ou seja, a configuracio é simétrica.
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O préximo exemplo € um dos problemas que apareceu na prova da OBM de 2004.

Vamos apresentar uma solucdo diferente da solugcdo proposta na Eureka! 22,
usando simetria:

Exemplo 1.2: Arnaldo e Bernaldo disputam um jogo em um tabuleiro 2Xn:

As pecas do jogo sdo dominds 2X1. Inicialmente Arnaldo coloca um domind
cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro, na horizontal ou na vertical. Os
jogadores se revezam colocando uma peca no tabuleiro, na horizontal ou na
vertical, sempre cobrindo exatamente duas casas do tabuleiro. Ndo é permitido
colocar uma peca sobre outra jda colocada anteriormente.

Quem ndo conseguir colocar uma peca no tabuleiro perde.

Qual dos dois jogadores tem uma estratégia vencedora, ou seja, uma estratégia que
o leva a vitdria quaisquer que sejam as jogadas de seu adversario, para:

(a) n=2004"?

(b) n=2005?

Solugdo. Quando n = 2005 o primeiro jogador garante a vitdria. Ele pode fazer isto
colocando um dominé na vertical no meio do tabuleiro e, em seguida, jogar
simetricamente ao segundo jogador. Quando n =2004 o tabuleiro possui um
nimero par de colunas. Desse modo, o segundo ganha jogando simetricamente ao
primeiro jogador.

PS: Quando falamos “jogar simetricamente” significa fazer um movimento para
deixar o tabuleiro simétrico em relacio ao centro.

2. Posigdes vencedoras

Alguns tipos de jogos possuem certas configura¢des que sempre levam um jogador
a vitéria. Essas configuragdes sdo chamadas de posi¢des vencedoras. O proximo
exemplo é um jogo bastante simples em que essa estratégia aparece facilmente.

EUREKA! N°37,2013
29



Sociedade Brasileira de Matemdtica

Exemplo 2.1: Na primeira casa de um tabuleiro 1X13 estd um pino. Tiago ¢ Maria
movem o pino alternadamente. Em cada turno é permitido avangar 1,2,3,4 ou 5

casas. Quem colocar o pino na ultima casa € o vencedor. Se Maria comecar
jogando, ela pode ter certeza da vitdria?

Solugdo. Como em muitos problemas de olimpiada, vamos analisar alguns casos
pequenos. Vamos supor que em vez de 13 casas o tabuleiro tivesse apenas quatro.
Neste caso, fica facil ver que quem comeca ganha: basta avangar trés casas. O
mesmo iria ocorrer se o tabuleiro tivesse 2,3,4,5 ou 6 casas. Porém, veja que em
um tabuleiro 7 X1 o primeiro jogador perde. Isso acontece pois, apds sua jogada, o
pino ficard em uma das casas 2,3,4,5 ou 6. E ja sabemos que essas casas levam o
jogador a vitdria.

Al T 1T [al T T Ja[ ]

T 6 5 4 3 2 A i 6 8§ 4 3 2 A

Desse modo, vamos dizer que 7 é uma posi¢cdo perdedora e 6,5,4,3 e 2 sdo posi¢cdes
vencedoras. Agora, se um o jogador que estiver em uma das casas 8,9,10,11 ou 12
pode garantir a vitéria movendo o pino para a casa 7. Ou seja, deixando o seu
adversario em uma posicdo perdedora. Assim, podemos afirmar que as posi¢des
8,9,10,11 e 12 também sdo vencedoras. Resta analisar a 13* casa. Observe que a
partir desta casa podemos mover o pino apenas para uma das casas 8,9,10,11 ou 12,
que sdo vencedoras. Dai, quem comecar perde pois, inicia em uma posi¢cao
perdedora.

A grande dificuldade para a maioria dos alunos € descobrir quais sdo as posi¢des
vencedoras de um jogo. Para evitar esse tipo de problema, tenha sempre em mente
as seguintes definicdes:

Posigao vencedora: A partir dela, podemos escolher um movimento e repassar uma
posicdo perdedora para o adversario.

Posicdo perdedora: A partir dela, é impossivel escolher um movimento e repassar
uma posicdo perdedora para o adversdrio. Ou seja, ndo importa o movimento
escolhido, o adversério ird receber uma posicao vencedora.
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E como fazer para descobrir quais sdo as posicdes vencedoras e perdedoras? A
melhor maneira de se fazer isto € analisando o final do jogo e aplicar as defini¢cdes
acima. Vamos praticar um pouco resolvendo o seguinte problema:

Exemplo 2.2: Em um tabuleiro 88, uma torre estd na casa al. Dois jogadores
movem a torre com objetivo de colocar a torre na casa h8. Sabendo que a torre
pode mover-se apenas para cima ou para direita (quantas casas o jogador desejar) e
que ndo se pode passar a vez, determine qual jogador tem a estratégia vencedora.

Solugdo. Primeiramente note que todas as casas da tdltima linha e da dltima coluna
(exceto a h8) sdo vencedoras pois, a partir delas podemos escolher um movimento
que nos leve a vitéria. Com isso, a casa g7 se torna perdedora pois, a partir dela
qualquer movimento leva o outro jogador a uma posicao vencedora (veja a figura

1).

=

abodef
VIVVV]V]v

o= o

e ==

= pa o B - o

FIGURA 1
Agora, como g7 é perdedora, as demais casas da sétima linha e da sétima coluna
sdo vencedoras. Mais ainda, a casa f6 também deve ser perdedora (figura 2).
Continuando de maneira andloga, obtemos que a casa al € perdedora (figura 3).
Logo, quem comecar, perde.

VI IVIVIVIVIVIV VIVIV|V|VI|VIV
VIVIVIVIVIVIP|Y VIVIVIVIVIVIP|Y
PIV|Y VIVIVIVIVIPIVIV
LAk VI(VIVIVIP|VV Y
VY VIVIVIPIVIVIVV
WY VIVIPIVI|VI|VIV|Y
LAk VIPIVIV|VIVIV|V
LAk PIVVI|V[V|V|V|V
FIGURA 2 FIGURA 3
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3. Problemas

1. Sobre uma mesa existem duas pilhas (uma com 15 e outra com 16 pedras).
Em um jogo cada jogador pode, em sua vez, retirar qualquer quantidade de
pedras de apenas uma pilha. Quem nio puder mais jogar perde. Quem
possui a estratégia vencedora?

2. Dois jogadores colocam alternadamente reis (de cores todas distintas) em
um tabuleiro 9X9, de forma que nenhum rei ataque outro. Quem ndo
puder mais jogar perde. Quem possui a estratégia vencedora?

3. (OBM 2002) Sao dados um tabuleiro de xadrez (8X8) e palitinhos do
tamanho dos lados das casas do tabuleiro. Dois jogadores jogam
alternadamente e, em cada rodada, um dos jogadores coloca um palitinho
sobre um lado de uma das casas do tabuleiro, sendo proibido sobrepor os
palitinhos. Vence o jogador que conseguir completar primeiro um
quadrado 1Xx1 de palitinhos. Supondo que nenhum dos jogadores cometa
erros, qual dos dois tem a estratégia vencedora?

4. (Leningrado 1987) Dois jogadores colocam alternadamente X's e O's em
um tabuleiro 9X9. O primeiro escreve X's e 0 segundo O's. Quando o
tabuleiro for completamente preenchido o jogo termina e 0s pontos sdo
contados. Um ponto é dado ao jogador para cada linha ou coluna em que
ele possuir mais casas dos que o adversario. O jogador que possuir mais
pontos vence. Quem pode sempre ganhar?

5. (Leningrado 1989) Um pino estd no centro de um tabuleiro 11x11. Dois
jogadores fazem alternadamente o pino saltar para qualquer outra casa do
tabuleiro, mas a cada movimento (a partir do segundo) o tamanho do salto
deve ser maior que o anterior. O jogador que ndo puder mais jogar perde.
Ache a estratégia vencedora.

6. Sobre uma mesa existem 2006 pedras. Em um jogo, cada jogador pode, em
sua vez, retirar de 1 a 10 pedras (mas sempre retirando pelo menos uma
pedra). Ganha o jogador que retirar a tultima pedra. Qual dos jogadores
possui a estratégia vencedora?

7. (Leningrado 1990) Tom e Jerry jogam um jogo e Tom faz a primeiro
passo. Em cada turno o jogador pode diminuir de um dado natural N um
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dos seus digitos ndo-nulos. Inicialmente o nimero N é 1234. O jogador que
obtiver zero ganha. Quem pode garantir a vitéria?

8. (Leningrado 1988) Uma pilha de 500 pedras é dada. Dois jogadores jogam
o seguinte jogo: Em cada turno, o jogador pode retirar 1,2,4,8,... (qualquer
poténcia de 2) pedras da pilha. O jogador que niao puder mais jogar perde.
Quem possui estratégia vencedora?

9. Em uma caixa existem 300 bolinhas. Cada jogador pode retirar ndo mais
do que a metade das bolinhas que estdo na caixa. O jogador que ndo puder
mais jogar perde. Quem possui estratégia vencedora?

Referéncias:

[1] Dmitri Fomin, Alexey Kirichenkko, Leningrad Mathematical Olympiads 1987-1991,
1994

[2] Dmitri Fomin, Sergey Genkin e Ilia Itenberg, Mathematical Circles (russian
experience), 1996
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EQUAGOES FUNCIONAIS PARA OS MAIS JOVENS
Ricardo César da Silva Gomes, IFCE, Jaguaribe — CE

¢ Nivel Intermediario

Um dos temas mais desafiadores para um olimpico sdo os problemas sobre
equacdes funcionais. Porém, existem poucos artigos escritos para iniciantes, o que
contribui para dificultar mais ainda a implanta¢do de um treinamento para a OBM
numa escola que deseja se aventurar no encantador universo das Olimpiadas de
Matemadtica. Nosso objetivo neste artigo € suprir um pouco essa caréncia.
Inicialmente, vamos fazer um aquecimento com os exemplos abaixo.

1. Um bom comecgo...
Exemplo 01. (Australia) Para todo inteiro positivo n, temos:

fln)= 1
Q/n2 +2n+1+3/n2 -1 +€/n2 —-2n+1
Determine o valor da soma
f(1)+f(3)+f(5)+...+f(999997)+f(999999).
Solugéo: Observando com bastante cuidado vemos que
a’—b’ = (a -b) (a2 +ab+b’ ) (*) nos ajudard a sair dessa aparente dificuldade.

Basta fazermos a =3/n+1le b=3n—-1

e a funcdo dada pode ser reescrita como

1 a=-b _a-b
f(n)== 23 3 :
a +ab+b” a -b 2
Escrevendo f desta forma fica bastante claro porque usaremos (¥), em seguida
voltaremos a varidvel n. Veja que legal:

2f(n)=a-b=Yn+1-In-1.

Agora vamos a tacada final,

27 (3)=4-32
21 (5)=Y6 -4

21 (999997) = /999998 —/999996
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2£(999999) = /1000000 /999998

Adicionando, membro a membro, as equagdes acima temos:
F(D)+F(3)+ £ (5)+...+ £(999997) + £ (999999) :%m = 50.
Exemplo 02. Determine todas as fungdes f :R — R tais que
F(G=2))=(£ () =2 (3)+" *)
Solugéo. Fazendo x = y = 0 em (*), obtemos:

£(0) = £(0)=0..£(0)(f(0)-1)=0
H4 entdo dois casos:
1°Caso: f (O) =0. Escolhendo y = x em (*) teremos:

(f (x)=x) =(7 (x)) =2+ (x) +x> = £ (0)

daf temos f (x) = x, onde x € um nimero real qualquer.

0

2°Caso: | (O) =1. Novamente escolhendo y = x em (*), teremos:

(£ (x)=2) =(f () ~2of () +2* = £ (0) =1
daf temos que, para todo xe€ R, f(x)=x+1 ou f(x)=x—1. Assim,
f(x) =x+&, onde €€ {—1, 1},Vxe R. Temos entdo, de (%),
()c—y)2 +¢£‘(x_y)2 =(x+€x )2 —2x(y+€_y)+ y2, donde
£

(x-y)’
Se existe z€ R com & #lexiste ye R com & #¢&. Fazendo x=1 na

=2x(g,—¢,)+&,Vx,ye R Como f(0)=1, &=1.

igualdade acima, temos 8(17 P = 2(&31 —£, ) +&2, donde

_gf, absurdo, pois ‘2(51 —gy)‘:4 e

€1{0,2}.

2(51 -, ) =€,y

Assim, devemos ter € =1,Vxe R, donde f (x) =x+1,Vxe R.

2
£ , — &
(1-y)" *

E ficil ver que f (x) =xou f (x) = x+1 sdo solugdes de (*).

Nos préximos exemplos precisaremos de um pouco mais de criatividade!
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Exemplo 03. (Balcanica) Encontre todas as fungdes f:R — R tais que

£ () + £ ()= (x) + *)

para quaisquer nimeros reais x e y.

Solugdo: Fazendo x = 0 na equagdo acima obtemos:

2
FFO)=(F(0) +y ()
para todo nimero real y. De (1) podemos ver que f € sobrejetiva, portanto existe um
ndimero real k tal que f(k) =0. Fazendo x = k em (*), teremosf(f(y)) =y,

para todo nimero real y. Por outro lado, vamos trocar x por f (x) em (*) e ver o

que acontece:

S —

X

f[f(X)f(f(X))Jrf(y)}xzw

Note que o lado esquerdo da dltima equagdo é idéntico ao lado esquerdo de (*),
portanto

(f(x))2 +y=x"+y .~ f(x)2 =x",VxeR.
Em particular, f(0)=0.
Além disso, se x #0, f(x) =X ou f(x) = —Xx,isto é, f(x)/xe {—1,1}. Temos
entdo, para Xx,y# 0,f(xf(x)+f(y)) = f(x)2 +y=x>+y. Elevando ao

quadrado, obtemos

xt+2xPy+y’ = (x2 + y)2 = f(xf(x)+f(y))2 = (xf(x)-l—f(y))2 =

=xf ()c)2 +2xf (x) f(y)+ f(y)2 =x"+2xf (x)f(y)+y>, donde
2xf (x)f (y): 2x7y, e logo f (x)f (y): Xy, ou  seja,
f(x)/x=(f(y)/y)7l. Assim, f(x)/x=1,VxeR ou f(x)/x:—l,Vxe R,
donde f(x):x,VxeR ou f(x):—x,Vxe R.

E ficil ver que essas sdo as solugdes.
E necessério notar que de (1) concluimos que f devia ser sobrejetiva. Sugerimos ao
leitor ndo familiarizado com este fato que consulte [2], 14 ele encontrard a
demonstracdo deste e de outros fatos interessantes sobre vdrios teoremas
envolvendo composicao de fungdes.
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Exemplo 04. (RPM - 77) Encontre todas as fungdes f :R — R tais que

FUFE)=)+F ) =F(x+£(y)-v (*)

Para quaisquer nimeros reais x e y.

Solugdo: Facamos x=y=0 na equagio dada e facilmente concluiremos
que f (0) =0. Agora fagamos somente y =0, obtendo assim:

f(f(x)=71(x) (1)

Em seguida faremos x = 0 em (¥), veja:
FEN+F)=r(F)=y=1(y)-
donde f (- y) =—y,Vye R. Assim, f (t) =, onde f é um nimero real qualquer.

E fécil ver que esta € a solucdo da equacao.
Antes de irmos para a proxima etapa exercite as idéias anteriores nos seguintes

problemas:
dn++4n* -1

V2n+1++/2n—-1
Calcule f(1)+ f(2)+ f(3)+...+ f(39)+...+ f(40).

03. (Coréia) Seja f (x) =

01. (Roménia) Para todo inteiro positivo n, seja f (n) =

para todo x real. Determine:

4% +2
1 2 2000
f{MjJrf(MJJF"'JFf(M}

2

04. (Brasil) Seja f (x) =~ al
+x

By
G-
Al

d
o[ (%J”GJ ()

37

> Calcule
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05. (Croacia) Seja f uma fungdo definida por f (x): com aeR’.

a)(
ax+\/;’

Determine:
1 2 3 2000
S=f|—= 1+ + Fot| ——|.
f(ZOOlj f(ZOOlj f(ZOOlj (ZOOIJ
1
06. (Holanda) Seja f uma fungéo definida por f (x) =———————_ Determine o
Vx+x" =1
valor de

F(D+f(2)+f(3)+...+ £ (1921).

07. Considerando a fungdo f :]0,00] > R tal que f(a)=1, sendo @ um nimero

real positivo. Prove que, se

f(X)f(y)Jrf(%jf[%Jﬂf(xy)

Para xeye (0, 00) ,entdo € uma fungdo constante.

1
08. Seja f uma fungdo definida por f (n):ﬁ, para todo natural n.
n +n" +1
Mostre que:

f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+...+f(100)<%.

2. Caracterizando a fungao afim

Apresentaremos a partir de agora uma ferramenta muito simples e bastante
poderosa que serd ttil na resolugdo de equagdes funcionais cujas solugdes sejam
funcdes afins. Suponha que em determinadas equacdes funcionais cheguemos a

seguinte expressdo: f (x+/h)— f(x)=¢. O Teorema abaixo, garante que se ¢
depender apenas de 4, mas ndo de x, ou seja, @ = (p(h), entdo f € uma funcdo

afim.

Teorema: Seja f:R —>R uma fungdo monétona injetiva. Se o acréscimo
f(x+h)—f(x) =(p(h) depender apenas de s, mas ndo de x, entdo f € uma
funcdo afim.
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Prova: A demonstracdo deste Teorema ird recorrer ao Teorema fundamental da
proporcionalidade (fica como exercicio para o leitor procurar sua demonstragdo em

[1]). Suporemos que a fungdo f seja crescente, caso f seja decrescente o resultado
segue por analogia. E ficil ver que ¢@:R — R também é uma fungio crescente e

que @(0)=0. Além disso, para quaisquer /1,k € R temos:
o(h+k)=f(x+h+k)—f(x)
=f((x+k)+h)—f(x+k)+ f(x+k)- f(x)
=g (h)+o(k)

Logo, pelo Teorema fundamental da proporcionalidade, (D(h):a-h, onde

a= (p(l) para todo he R. Daf temos

f(x+h)=f(x)=@(h)=a-h
Fazendo x =0 na equacio acima obtemos:
f(h)=f(0)=a-h,

0 que nos mostra que f(h):a'h+b, onde b:f(O) para todo he R. A

reciproca também ¢é verdadeira e fica como exercicio para o leitor a sua
demonstracao.

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 01 (Adaptado de um problema da Estonia) Encontre todas as funcdes
monétonas f : IR — R que satisfazem a equagao

Fla+f(y))=y+f(x+1),
para x,ye€ R.

Solugdo: Fazendo x =0 na equago dada temos
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Fr)=y+rQ), (*)

0 que nos mostra a bijetividade da fungfo f; portanto existe um nimero real k tal

que f (k) =0. Voltando a equacdo funcional dada e fazendo y =k, temos
f(x+1)—f(x) =—k.
Fazendo z=x+1¢e h= f(y)—1, temos
f(z+h)=f(x+£ () =y+f(x+1])=f(2) +@(h), onde @(h)=f (h+1)—f(1).
Pelo teorema anterior f é do tipo f (x) =—kx+b, e é ficil ver que b=k’ (pois
f (k) =0). Agora vamos fazer y =0 em (*):
F(1(0)=r(1)
Sendo k # 0 (sendo f seria identicamente nula, o que ndo é possivel) temos
f(K)=r(1) o k==l
Para concluirmos temos que as solugdes procuradas sdo f (x) =tx+1 e

satisfazem perfeitamente as condicdes do problema.

Infelizmente nem sempre hd no problema uma hipétese de monotonicidade, nem é
possivel provar de modo fécil que a fungdo procurada € mondtona, o que muitas
vezes torna a solugdo do problema mais complicada tecnicamente.

Exemplo 02. (Equagdo de Cauchy) Encontre todas as fungdes f:IR - R que
satisfazem as seguintes condicoes:

(i) f (x+ y) =f (x) +f (y), para quaisquer que sejam os nimeros reais xey.

(ii)fe} f(zx) para x # 0.

X
Solugéo: Como (a—b)+b =a,f(a—b)+f(b) = f(a), e logo
f(la=b)=f(a)-f(b),Va,be R.
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J(1-1)
(1)

Temos L—1=L para r¢ {0, 1}. Portanto,
t
fle
i) 0
—f 1) = = —
--1
t
= f()=f()=(=1) F ()= (1=1)=(1=1) F() = F ()= f (1) =
=2f(1)=rf (1) +f ()= (1=1) F (1) =2f (). *)
Assim, f (t) =f (l)t,Vt ¢ {O, 1}; naturalmente, essa igualdade também vale para
t=1. Como f(0)=f(0-0)=f(0)— f(0)=0, aigualdade também vale para
t=0. Assim, f(t) =ct,Vte R, onde c:f(l). E ficil ver que todas essas
funcdes sao solugdes.
Exemplo 03. (Australia) A fun¢ao f satisfaz as seguintes condigdes:
(i) para todo nimero racional x, f (x) assume um valor real;
(ii) f(1988) * f(1987);
Gii) f (x+y) = f (x) £ (3) = f (x9) +1,

1987 1
1988

onde x e y sdo nimeros racionais quaisquer. Mostre que f (—— =

1988
Solugdo: Fazendo x =y =0 em (iii), teremos
(£(0)-1) =0 £(0)=1.
Em seguida faremos a seguinte escolha: x = 1 e y = —1 e voltaremos a condi¢ao
(iib),
£0)=£(1)-f(=1)=F(-1)+1
F(=0(f(1)-1)=0
Dai temos duas possibilidades: f(—1)=0 ou f(1)=1.

1° Caso: f(l) =1. Fazendo y =1, em (iii):
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f(x+1)= £ (x)- ()= £ (x) +1=1

para todo x€ R. Porém esta equagdo contradiz (ii), portanto f (—1) =0.

2°Caso: f (—1) =0. Fazendo x = y =—1, em (iii), obtemos:
f(22)=f (=) f(=1)-f(1)+1
F(-=2)=1-5 () ®
Fazendo x =-2,y =1,, em (iii) temos:

F(=D)=£(=2)-f(1)-f(-2)+1
+/(1)

FLf(=2)+1]=0
Agora temos mais duas possibilidades.
CasoA: f(1)=0. Voltando a (iii) facamos y =1:

fx+1)=f(x)- £ ()= f(x)+1
f(x+1)=1-f(x)
trocando x por x + 1, obtemos
fx+2)=f(x) 9
Assim, f (2) =f (O):L e tomando x=% e y=2 em (iii) encontraremos uma

contradicdo, veja:
Do (202 #[ L) £2)- _ L
f(zj—f(zj—f(zj f(2)-f(1)+1 f(zjﬂ,

CasoB: f (—2) =—1. Usando este fato em (¥) temos:
f(1)=2
Por fim fazendo y =1 em (iii) chegaremos a seguinte conclusio:
f(x+1) = f(x)+1 (obal).
Dai segue que f(x+k) = f(x)+k para todo k inteiro; como f(O) =1, temos

absurdo.

f (k) =k +1 para todo k inteiro.

EUREKA! N°37,2013
42



Sociedade Brasileira de Matemdtica

Se x:p/q,com p, g inteiros, ¢q#0,fazendo y = ¢ em (iii), obtemos
f()+q=1(x+q)=(g+1) S (x) =/ (@) +1=(g+1) f ()= f (p) +1=(q+1) S (x) -,

+
donde ¢f (x)=p+gq,elogo f(x):u:£+1:x+1, para todo xe€ Q.
q q

1987) 1987 1
=— +1

Em particular, f(— 1988 1988 - 1988

Exemplo 04. (Seletiva Blgara para a IMO) Encontre todas as fun¢des f:R™ — R, tais
que

f(x2+y):(f(x))2+

para quaisquer x, ye R, com y # —x7.

Fazendo y =1, obtemos f(x2 +1) = f(x)2 +1,VxeR".
Fazendo x =1, obtemos f(y+1)= f(l)2 +f(y)/f(1),Vye R \{-1}.

Assim, f(2)=f (1) +1e f(5):f(22+1):f(2)2+1:(f(1)2+1)2+1.

F)+1
£y
f(1) +1

FO) 427 (1) +2=( (1) +1) +1= £(5)= £ (1) + £ (1) 41+ S

FO)=F@+1)=f (1) +£(4)/F()=f Q) +F(1)+1+

, € logo

FO (1) A

0 se,como f (1) +£(1)+1>0,£(1) =1, e

donde f(1)4+f(1)2+1:

portanto f (1) =1.
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Assim, temos f(y+1)= f(l)2 +f(y)/f(1) =f(y)+LVyeR", y=-1.
Assim, f(x2+1):f(x2)+1,Vxe R", donde f(x2)+1:f(x)2+1, e logo
f(xz) = f()c)2 ,Vxe R". Em particular, f(x) >0,Vx>0.

Fazendo y=-I, obtemos f(xz—l):f(x)2+f(—x)/f(x):f(x2)+f(—x)/f(x),
Vxe R"\{-1,1}. Como f(xz) :f(x2 —1+1) = f(x2 —1)+1, segue que
f(=x)/f(x)=-LVxe R'\{-L1},ie., f(-x)=—f(x),VxeR \{-L1}.
Como f(~1)= £ (=2+1) = £ (-2)+1, ¢ £(=2) =1 (2) =—{ £ (1 +1) =2,
temos também f (—1)=—1=—f(1). Assim, f(-x)=—7f(x),Vxe R*. Vamos
mostrar que f (a) =a,Va>0,donde f(x)=x,VxeR".

A<l (2 +y)=f ()4 ()] £ (x) e [ =)= () +F ()] £ (x)

= f(xz)—f(xy)/f(x), donde f(x2+y)+f(x2—y):2f(x2), ou seja, se
u,u—h,u+h>0,f(u+h)+f(u—h):2f(u). Assim, se (an)n20 é uma

Se x>0,

progressao aritmética de termos positivos, ( f (an )) também € uma progressao

n=0

aritmética de termos positivos. Em particular, Vqe N*,( f ( p/ q))peN* ¢ uma

progressdo aritmética de termos positivos. Como f (q/ q) =f (1) =1 e
f(29/9)=f(2)=2, seque que f(p/q)=p/q.Vp.qe N

Dado a >0, suponha por absurdo que f (a) # a. Vamos supor que f (a) >a (o
caso f(a)<a ¢é andlogo). Sejam p,ge N com a<p/q< f(a). Seja
x=+a>0,eseja y=p/qg—a>0.

Temos p/q =f (p/q)=f (x*+y)=F (x*)+ F ()] £ (x)> f (x*) = £ ().
absurdo. Assim, f (a) =a,Va>0,c.qd.

Exercicios

01. Determine todas as fungdes f : Q" — Q" que satisfazem as condigdes abaixo:

i f (x+ 1) =f (x) +1, para quaisquer que sejam os nimeros xe y€ Q.
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(ii) f(x3) :(f(x))3 ,para xe Q".

02. (Australia) Prove que existe apenas uma funcdo f :R" > R que satisfaz as
seguintes condicdes:
1
() f(x)=xf (—j para todo nimero real x ndo-nulo;
X
() f(x)+f(y)=1+f(x+y), para todos os pares (x,y) de reais ndo-nulos

tais que x # —y.

03. (Australia) Sao dados m e n inteiros maiores do que 1 com m par e uma funcio f
que assume apenas valores reais, e que estd definida nos reais ndo negativos,
satisfazendo as condicdes abaixo:

(i) para quaisquer X;, X,, Xy, X;,..., X, ,

f(xf" +x) X X J _ [f(xl)]m +[f(x2)]m +[f(x3):|m +---+[f(xn)]m '

n n

(i) f(1986) #1986,
(i) f(1988) 0.
Prove que f (1987)=1.

Bibliografia:
[1] Lima, Elon Lages et al. A Matematica do Ensino Médio. Rio de Janeiro. SBM, Colec¢ao
Professor de Matematica-2000.

[2] Marcelo Rufino e Mércio Rodrigo. Colecdo Elementos da Matematica, vol. 01. Editora
VestSeller-2010.
[3] www.obm.org.br
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COMO E QUE FAZ?

Descubra um quadrado nxn, com n>1 natural, dividido em n° quadrados

unitérios, preenchidos com quadrados perfeitos distintos e nao nulos, de modo que
a soma dos valores de cada coluna e de cada linha também sejam quadrados
perfeitos. (Proposto por Marta de Fatima Severiano).

SOLUGAO
Por exemplo o quadrado correspondente a matriz abaixo:

4> 23 527 16 529 2704
32 44> 177 |=|1024 1936 289 | paraa qual as somas dos elementos
47* 28 16 2209 784 256

de todas as linhas e de todas as colunas so iguais a 3249 = 57°,
H4 infinitas matrizes com essas propriedades. Por exemplo, para qualquer inteiro &,
a matriz

2 (14+10k)°  (5+14k+5K)
(11+10k+3k>)" (2+10k+4k)"  (10+8k)’
(10+10k+4k>)" (5+10k+3k>)"  (10+6k)°

€ tal que as somas dos elementos de todas as linhas e de todas as colunas sio iguais

a (15+14k+5k2).
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SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

pd Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

143) Determime todas as  funcdes f.g,h:R—>R tais  que
f(xy): g()C3 +y)+h(x+ y3)’Vx,ye R.

SOLUGAO DE ZOROASTRO AZAMBUJA NETO (RIO DE JANEIRO - RJ)

Chamemos de (*) a equagdo funcional f(xy)=g (x3 + y) + h(x+ y’ )

Fazendo x=0em (*), obtemos f(0)=g(y)+ h(y3 ),Vye R, e, fazendo y=0,

temos f(0)= g(x3)+h(x),Vxe R. Assim, h(x)= f(O)—g(x3),e (*) se escreve
3

como f(xy)= f(0)+g()c3 + y)—g((x+ y3) ),Vx,ye R. Fazendo x =0, obtemos

£(0)=£(0)-g(y)+g(y").donde g(y’)=g(y).¥yeR.Segue facilmente por
indugdo que g(y9k ) =g(y).VyeR,keN.

Fazendo x=-y’ em (¥), temos f(—y“)z g(y—y9)+h(0), e trocando y por —y,
temos f(—y*)=g(-y+y")+h(0). donde g(y—y°")=g(-y+y’)=g(~(y-")). e R
Como a fungdo r:R—R dada por t(y)=y- y’ & sobrejetiva, segue que
g(-2)=g(z).Vze R

Dado ae (0,\/5/3), vamos mostrar que existem x,ye R com xy=a e
X +y= (x+ y3)3 . Assim, teremos f(a)=f(x) zf(0)+g(x3 +y)—g((x+y3)3)=f(0).

Como (x+ y’ )3 =x +3x"y’ +3xy° +y°, a igualdade x’+y= (x+ y’ )3 pode ser
escrita como y’ +3xy°+3x°y’—y=0, e, de xy=a, temos xy’=ay’ e
x’y’ =a’y,logo a igualdade se torna y’ +3ay’ + (3a2 —l)y =0. Dividindo por y
temos y® +3ay” +(3a2 —1) =0. Para y=0 temos y*+3ay* + (Sa2 - 1) =3a’-1<0,
e para y=1 temos y®+3ay’ +(3a2 —1) =3a+3a’ >0. Assim, existe y com
0<y<l tal que y*+3ay*+ (3a2 —1) =0, e, tomando x=a/y, temos
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y9+3xy6+3x2y3—y=y(y8+3xy5 +3x%y? —1)=y(y8+3ay4+(3a2—1))=0. Isto
prova que f(a)= f(0) paratodo a com 0<a </3/3.

Assim, se ¢>0, x,y>0, x+y’ =c e xy<./3/3, temos, por (¥),

g((c—y3)3+y)=g(x3 +y)=f(xy)—h(x+ y3)=f(0)—h(c). Escolhendo
c=24/25¢ 0<y<3/10, temos xy<c-3=2%.3 <% sempre que x,y>0 e

x+y =c. Para y=0, (c=y') +y=c'=(24/25)<9/10, e, para
y=3/10,(c—y3)3+y=(24/25—(3/10)3)3+3/10>11/10. Assim, dado z com
9/10<z<11/10, existe ye[0,3/10] com (c—y3)3+y=z, e logo
g(2)=g((c=»") +3)=£(0)-h(c) = £(0)-h(24/25).  Ou seia,  se
d = f(0)—h(24/25), temos g(z)=d,Vze[9/10,11/10].

Dado w>0, existe keN com (9/10)9k <w<(11/10)9k , e logo existe
2€[9/10,11/10] com z* =w. Assim, g(w)=g(z9k)=g(z)=d. Também temos
g(-w)=g(w)=d. Assim g(w)=d,VweR". Analogamente, existe deR tal
que h(w)= dYwe R* (0 papéis de g e h em (*¥) sdo andlogos).

Assim, f(-16)=f(-2’-2)=g(2-2")+1(0)=d +h(0), e, por outro lado,
F(-16)=f(~4-4)=g(4—4)+h(4 —4)=d+d,donde  d+h(0)=d+d, e
logo h(0)=c~i . Analogamente, g(0)=d. Assim, g e h sdo constantes, donde
f(x)zf(x'l)zg(x3 +1)+h(x+1)=d+z;’,Vxe R, ou seja, f é constante. Como
dadas quaisquer constantes d,gle R, se g(x)=d,Vxe R,h(x)zé’,Vxe Re

f(x)=d +d ,Vxe R, a condicdo (*) do enunciado é satisfeita, essas sdo todas as
solucdes da equacdo funcional (*).
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144) Seja x>1 um ndmero racional tal que existe uma constante ¢#0 e uma
sequéncia (a,)  de inteiros tal que lim(cx" —a, )=0. Prove que x € inteiro.

n—oo

SOLUGAO DE ASDRUBAL PAFUNCIO SANTOS (BOTUCATU - SP)

Seja x=£, com p,qe N', p>q e mdc(p,q)=1.
q

Se lim(cx" —an)zo, temos ’llig.}(c-p-x”—p-a”)zo, e liﬁrg(oqw"“ —q~an+l)=0,

n—»e0

e, como gx=p,c-q-x""=c-p-x", donde lim(p-a,—q-a,,)=0. Como
n—oo
p-a,—q-a,, € sempre inteiro, segue que existe n,eN tal que
- : _| P
p-a,—q-a,,=0,Ynzn,. Assim, a,, =|—|a,Vnzn,, donde
q
n—n,
a,=a, (ﬁ , Vn2n,. Como mdc(p,q)=1, ¢"™ ‘a,,o ,Vn=n,, elogog=1ou
q
n—ny
a, =0. Caso a, =0, terfamos a, =a, (ﬁ =0,Vn=n,, o que é um absurdo,
q

pois lim(cx" —an)=0 e |cx" 2|c| > 0.

Assim, g=1e x= % ¢ inteiro.
Obs: E importante a hipétese de x ser racional.
De fato, a,= (1 + \/E)" + (1 - \/E)" satisfaz a,=2,a,=6 €

a,,=2a,,+a,Vn21, elogo € inteiro, para todo n=>1.

Por outro lado, como ‘1—\/5‘ <1, lim((1+\/§)n —an): 0.

n—e

149) a) Deseja-se organizar um torneio de futebol com n times (n>2) em que

cada time joga uma vez contra cada um dos outros, dividido em um certo nimero
de rodadas. Em cada rodada cada time joga no mdximo uma partida.

Prove que, se n é impar, é possivel organizar um tal torneio com n rodadas e, se n é
par, é possivel organizar um tal torneio com n — 1 rodadas.

b) Uma matriz nxn ¢é preenchida com elementos do conjunto
§={1,2,3,...2n—1}. Sabe-se que, para todo i€{l,2,...,n},a i-ésima linha e a
i-ésima coluna contém juntas todos os elementos de S.
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Quais os possiveis valores de n?

SOLUGAO DE JOSE DE ALMEIDA PANTERA (RIO DE JANEIRO - RJ)

a) Se n é impar, podemos organizar o torneio da seguinte forma: para 1<k <n,na
rodada k sdo realizadas todas as partidas entre jogadores i e j (os jogadores sdo
numerados de 1 a n) tais que i+ j=k(mod n). Nessa rodada exatamente um dos
jogadores ndo joga (fica “bye™): o jogador a,,com 2a, =k(mod n). Para cada par
de jogadores {i,j}, existe exatamente um &k, com 1<k<n, tal que
i+ j=k(mod n):i joga contra j na k-ésima rodada.

Se n é par, n—1¢& impar, e construimos um torneio de n—1 rodadas como acima,
em que os jogadores 1,2,...,n—1 jogam entre si. Para cada k com 1<k<n-1, o
jogador a,,com 1<a, <n-1 tal que 2aq, =k(mod n—1), ndo joga contra nenhum
dos jogadores 1,2,...,n—1. Completamos o torneio fazendo com que na rodada &,
para 1<k<n-1, o jogador a, jogue contra o jogador n. Como

{a, 1<k <n-1}={k;1<k <n-1}, o torneio satisfaz as condigdes do enunciado.

b) A resposta é: os inteiros positivos pares.
De fato, se n € par, existe um torneio de n—1 rodadas com n jogadores em que

todos jogam contra todos. Construimos uma matriz ( a; )1<~ .
k <i,j<

i da seguinte forma:
Se i> j, tomamos al.je{l,Z,...,n—l} tal que os jogadores i e j se enfrentam na
rodada a, e definimos a; =a; +n. Finalmente, definimos a, =n para 1<i<n.
E ficil ver que esta matriz satisfaz as condi¢des do enunciado.

Se n=>=3 ¢é impar, suponha por absurdo que existe uma tal matriz. Como
2n—1>n,existe k <2n—1 tal que a; #k,Vj <n. Temos entdo

absurdo, pois n € impar.
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. ... noo 1
151) Encontre todas as solugdes reais positivas de x* = 3

SOLUGAO DE BRUNO PEDRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
2

Seja f:R, - R, dadapor f(x)=x" .
Temos

In[ f(x)] = x% In x.

Derivando, obtemos

Sl _1 5 ;

—x2Inx+x%-—
fx) 2 X

-1

f'(x):%f(x)~x2(lnx+2)

O<x<e” = f'(x)<0— f decrescente em (0,e7)

x>e” = f'(x)>0— f écrescente em (e, 00)
-2
x=e’t > ponto de minimo, f(efz) =e°.

2<e<4—>4<e2<16—>%<62<l.

4
1 1 1
)13
L ooy e Le (0.
Ze(e , )e16e(0,e ).

) 1 . . .
Em (0,e”) temos apenas y=-— como raiz, uma vez que f € estritamente
1

decrescente.

-2 1 . . .
Em (e °,00) temos apenas y=— como raiz, uma vez que f € estritamente
4

crescente.
1 1

Assim, o conjunto das solucdes reais positivas da equacdo é § = {__}
416
152) Sejam a,b,c niimeros reais positivos tais que a+b+c=1.
a-bc b-ca c—ab 3
+ + <-—.
a+bc b+ca c+ab 2

Prove que
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SOLUGAO DE CARLOS ALBERTO DA SILVA VICTOR (NILOPOLIS - RJ)

a—-bc b—ca c—ab _3 . .
Provar que + + <— é equivalente
a+bc b+ca c+ab 2
1- 2be +1- 2ac +1- 2ab SE que € equivalente a
a+bc b+ac c+ab 2
D ab + be + ac Zz,ejéque
c+ab a+bc b+ac 4

c+ab=(1-a)(1-b)
a+b+c=1, teremos: {a+bc=(1-b)(1-c)
1-a)(1-

(1-¢)

b+ac=(

Dai (I) ficar4 escrita da seguinte forma
ab bc ac

(1—a)(1-b)  (1-b)(1-c) (1-a)(1-c)
4(ab(1-c)+bc(1—a)+ac(1-b))23(1-a)(1-b)(1-c)
4(ab+bc+ac—3abc) 23(ab+ ac +bc —abc), pois a+b+c=1

ab+ ac+bc >9abc, que é equivalente a provar que 1 + é + 1 >9.
a c

Das desigualdades das médias aritmética e harmonica temos:

l:a+b+c21 i T ou seja l+l+129.
3 3 LN a b ¢
a b c

3 L.
2 2 que € equivalente a:

ou

153) Quatro pontos P, Q, R, S pertencem a um circulo de tal forma que o angulo

PSR € reto. Sejam H e K as projecdes de O nos segmentos PR e PS,

respectivamente. Prove que a reta HK divide o segmento QS ao meio.

SOLUGAO DE MARCELO RIBEIRO DE SOUZA (RIO DE JANEIRO - RJ)

Considere a semireta de origem em H passando por Q e tomemos um ponto T

qualquer, situado acima de Q. Tracemos também o segmento P_Q Chamemos M o

ponto de intersecao entre 0 segmento @ e HK.

Agora vamos marcar os dngulos e nomed-los: ZKQS =a, ZKQT = 3, conforme o

desenho a seguir:
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Note que a reta que contém o segmento K_Q ¢ paralela a reta que contém o
segmento ﬁ assim sendo, sdo alternos internos os angulos ZKQS = ZQSR =«.
Além disso, ZQPR “olha” para o arco QR, portanto, temos ﬁz(){. Como o
quadrildtero KQHP ¢é circunscrivel, ZTQK = ZKPH = f3, portanto, podemos
escrever ZKPQ = f— . Ainda pelo fato de KQHP ser circunscrivel, devemos ter
ZKPQ = ZKHQ = 8 — c. Finalmente, sabemos que ZQHK + ZQKH = 3, ou seja,
ZOKM =a. Como o tridngulo QKS ¢é retangulo, devemos ter

Q_M = KM = MS, assim, temos M ponto médio de @ .

154) Determine todas as fungdes f:Q—>RN[0,4+e0) tais que

F(y)=r(x)f(y)e f(x+y)<f(x)+F(y).Vx,yeQ

SOLUGAO DE BRUNO SALGUEIRO FANEGO (VIVEIRO - ESPANHA)

Seja f :Q—)Rﬁ[0,+oo) uma funcdo verificando as duas propriedades do
enunciado, que denominaremos multiplicatividade e desigualdade triangular,
respectivamente.
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Tomando x=y=1 na propriedade de multiplicatividade, resulta

F)=r()f(1). Assim, £(1)(f(1)-1)=0= f(1)=0 ou f(1)-1=0.

Se f(1)=0, entdio osf(n)=f[1+...41}=f(1)+...%f(1)=nf(1)=n~0=o:»

£(n)=0 Vne N:f(%j:f(%j:f(a)f(%j:o, VaeN, be Z, b#0, quer

dizer, f é a fun¢do nula, que é multiplicativa e verifica a desigualdade triangular,
logo € uma solugdo valida.

Supomos entdo, no que segue, que f (1)=1.

Entao

I=f(1)=r(-1 '(—1))=f( Df()=F(=1) = f(-De{-L1}= f(-1)=1.
Dai segue que f(—x)=f(-1) f(x)=f(x),Vxe Q.

Além disso, 1= f(1)= (béj f(b (J:f(b)io,f(%jzﬁﬁb#o

:f(%jzf(a)f(%}z (b),va,be N,b#0 e

Também temos f(0)=f(0)f(0), donde f(0)=0 ou f(0)=1. Se f(0)=
1=f(0)=f(0;x)=f(0)- f(x)=1-f(x)=f(x),Vxe Q. Fixemos agora um

7 . * n a
nimero primo p e um 0 < <1 e escrevamos x€ Q como x=p ;, sendo ne Z
. . a 0 ~ .
e a,be Ncoprimos com p e definamos f(x)= f(p Zj =a". Entdo f satisfaz a

propriedade multiplicativa e a desigualdade triangular, pois se x= p’"% e

ac

bdj:am "=a"a"=f(x)f(y) e

n c ~ m+n
y=p" entaOf(xy)=f£p
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flx+y) =f(p“““{”~”} b—Zj=f(p“"“{'"’"})f(%jsaf‘i“{“} =max{ f (x), f (y)} < f(x)+ £ ().

Portanto, um ndmero racional é pequeno em relacdo a f se e sé se € divisivel por
uma poténcia grande de p.

Dizemos agora que duas fungdes f,g:Q—>RN[0,4c0) satisfazendo a

multiplicatividade e a desigualdade triangular sdo equivalentes se f =g° para

alguma contante ¢ >0. A fung¢ao para a qual a = 1 serd denotada por f,.
p

Provaremos a seguir que qualquer funcdo ndo nula é ndo constante igual a 1
f:Q—>RN[0,+e) verificando a multiplicatividade e a desigualdade triangular e

distinta da fun¢o Q — R N[0,+e0) dada por

0, x=0, . .. .
x—){l 0 que denominaremos fungdo trivial, € equivalente a funcdo valor
, X#

absoluto ou a uma fungdo f, paraalgum p, ficando assim resolvido o problema.

m
Sejam a,b,ne N, a=2, b>2e escrevemos b" na base a: b" =¢, +ch.a’, com
i=1

0<c <a-1. Seja M =max{f(a—1),... f(1)}; entdo
f(b) f(b")s,f(co)+§f(c,.)f(a)" <(m+1)M max{1, f (a). f (n),....f (a)"} <

<(nlog, b+1)M max{1, f (a)"}.

Tomando raizes de 1indice n e fazendo tender n a infinito, resulta
£ (p)<max{L, f (a)"*"}.

1) Se f(b)>1 para algum beN, b>2, obtemos
£ (p)<max{1, f (a)"™"} = f(a)™", donde f(a)>1, VaeN, a>2.

1 1
Intercambiando a e b em (*), resulta f(a)< f(b)*™", logo f(b)web = f(a)osa
ou equivalentemente, f (a)= a* paratodos os a>1e algum A independente de a,

sendo entdo f equivalente a funcdo valor absoluto. Para que a desigualdade
triangular seja verificada, € necessario e suficiente que 0<A<1. Temos entdo

f(x) =|x|ﬂ ,Vxe Q.
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2) Caso contrario, quer dizer, se f (b) <1 para todos os be N, b=>1, existe um
b>2 tal que f(b)<I, pois em caso contrdrio f é a func¢do trivial ou a fungdo

" .

constante igual a 1. Tomemos um desses b’s e escrevamos b= p" -...- p,*. Entio
1>f(b)=f(p)" - f(p.)", donde existe p primo igual a um dos p; tal que
f(p)<1. Basta provar que f(g)=1 para todos os primos g # p, de onde se
deduzird que f é equivalente a f,. Suponhamos que f(p)<l e f(g)<l para

m

primos p #¢q. Tomemos m,n>1 tais que f(p’”)<% e f(q")<%. Como p" e

n

q" sdo co-primos, entdo xp"+yq"=1 para alguns x,yeZ, donde

1<f(x)f(p)" +f(»)f(q) <%+%, 0 que € uma contradic@o.

155) Sejam a,b e cinteiros positivos, tais que existe um tridngulo 7 de lados

Ja,\b e Je. Prove que sdo equivalentes:

i) Existe um tridngulo congruente a T cujos vértices tém coordenadas inteiras em
R’.

ii) T tem drea racional e existem x, y inteiros com a = x* + y>.

iii) 7 tem drea racional e existem u, v inteiros com mdc(a,b,c)=u’ +v".

SOLUGAO DE JOSE DE ALMEIDA PANTERA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Vamos usar mais de uma vez a existéncia e unicidade de fatoracdo para elementos

de Z [z] (Vejam o artigo de Guilherme Fujiwara na Eureka! N° 14).
Lema 1: Seja D ={x2 +y’,x,ye Z}. Dado ae D\{0}, temos, para todo inteiro

be D & abe D.
Prova: Se ae D\{0}, temos a=x’+y° para certos inteiros x,y. Se

be D,b=u’>+v’ para certos inteiros u,v e portanto
ab=(x*+y")(u’ +vz):()cu—yv)2 +(xv+yu) e D.

Vamos provar que abe D = be D por indugdo em a.

Se a = 1 a implicag@o é obvia. Suponha agora que d@ >1, de D e a implicagdo vale
paratodo a <d.

Temos d=x"+y>=(x+iy)(x—iy). Seja « um fator irredutivel de x+iy.

Suponha que @b=u’+v> =(u+iv)(u—iv).
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Entdo (Z|(u +iv)(u—iv),donde a|u+ivou alu—iv.

Vamos supor sem perda de generalidade que a|u +iv, ou seja, u+iv=af,com

B Z[i]. Assim, temos ab = (u+ iv)(u + iv) =afaf =aafB. Como a|x+iy,

dx—iy e logo (Za’|(x+iy)(x—iy) =a. Se a=r+si, aa=(r+si)(r—si)=r*+s*>1.

. 7 i I

Assim, c=%=i_<d, e cb=a—_=,6’,6’eD (de fato, se
r-+s ao ao

B =m+ni,=m’+n’e D). Assim, por hipétese de indugio, be D.

Lema 2: Seja T um tridngulo cujos vértices tém coordenadas inteiras em R* e cujos
lados medam \/; JZ e \/Z (com a, b, c inteiros positivos). Entdo, se

d= mdc(a,b,c), existe um tridngulo T cujos vértices também tém coordenadas

inteiras em R’e cujos lados medem +/a/d,\/b/d e \/c/d. Em particular, os
inteiros d, a/d, bj/de c/d pertencema D={x’+y’,x,ye Z}.

Prova: Vamos provar a afirmagdo por indu¢do em d =mdc(a,b,c).
Para d=1 n@o hd o que provar. Se d>1, podemos supor sem perda de
generalidade que um dos vértices de T é (0,0) (sendo fazemos uma translagdo).

Sejam (u,v) e (r,s) os outros vértices de 7. Temos entdo (digamos)
w+vi=a, r’+s’=b e (u—r) +(v—s) =c. Seja @ um fator irredutivel de d
em Z[i]. Temos entdo que a’|a=u2+v2 =(u+iv)(u—iv). Podemos supor sem
perda de generalidade que 0{|u +iv. Temos também que
a|b=r2+s2 =(r+is)(r—is), donde a|r+is ou a|r—is.
Além  disso, a‘c=(u—r)2+(v—s)2=((u+iv)—(r+is))((u—iv)—(r—is)),
donde 0{|(u+iv)—(r+is) ou a|(u—iv)—(r—is). Temos dois casos:

1) 0{|r+is

i) «ar+is. Nesse caso, a|r—is, donde a|r+is, e ndo podemos ter

a|(u+iv)—(r+is), pois, como 0{|u+iv, teriamos a|r+is, absurdo.
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Portanto, 0{|(u—iv)—(r—is), e logo &|(u+iv)—(r+is), donde, como
&|r+is, &|u+iv.
Assim, no caso 1), a|u+iv e a|r+is, e, no caso ii), E|u+iv e Ez|r+is.

Dividindo os vértices de T (identificados com os nimeros complexos

0,u+iv er+is, respectivamente) por &, no caso i), ou por &, no caso ii)
obtemos um tridngulo 7° (cujos vértices tém coordenadas inteiras) semelhante a 7.

Se a=m+in, e k=m’+n’>>1, T tem lados \/a/_k,\/b/_k e \/c/_k Temos
mdc(a/k,b/k,c/k)=d/k <d, e aafirmagdo segue por indugdo.

Se os vértices de T sio (0,0), (;t\:) e (;,3), temos o +v = a/d. Assim,
a=u’+v'e a/d pertencem a D, e, pelo lema 1, d = a/(a/d) também pertence a
D. Analogamente, b/d e ¢/d também pertencem a D.

Isto termina a prova do lema 2.

Vamos agora provar a equivaléncia dos itens do enunciado:

i) = ii):Se os vértices de T sdo (0,0),(u,v) e (r,s), sua drea é %|us—vr|e Q,e

~ 2 2
seus lados sio a.b e Jc, onde a=u>+v.b=r>+s> ¢ c=(u—r) +(v-ys)
sdo somas de dois quadrados.

Para as proximas implicagdes, notemos que, se um tridngulo tem lados

\/;,\/Z e \/E,com a, b e c inteiros positivos, e drea racional, entdo existe um
tridangulo semelhante a ele, com lados 2a, 2v/ab e 2+vac, cujos vértices t€m
coordenadas inteiras: de fato, podemos colocar seus vértices em
2
C=(0,0),B=(2a,0) e A=(mh), com m’+h’=(2ab) =dab e

4ab —4ac + 4a*

m=—-—---—-—
4a

h* =4ab—-m* sdo inteiros, mas, como a drea do tridngulo, que € racional, € igual a

2ah p . o . .
Tzah, h € racional, e logo inteiro. Assim, segue do lema 2 que existe um

(m—2a)2+h2=(2\/g)2=4ac, donde =b-c+a e

tridangulo 7 cujos vértices tém coordenadas inteiras e cujos lados sdo

\/4a2/d’,,/4ab/d’ e Jdac/d”, onde d’=mdc(4a2,4ab,4ac)=4ad, onde

d =mdc(a,b,c). Assim, os lados de T sdo Ja/d ,\Jbj/d e \Jc/d. Em particular,
a/d, b/d e c/d pertencem a D.
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Agora, para ver que (ii)=>(iii) basta usar o lema 1, pois, se ae D, como
a/d € D, segue que d =mdc(a,b,c)e D.

E, finalmente, para ver que (iii) = (i), vemos da discuss@o anterior que existe um
triangulo T cujos vértices tém coordenadas inteiras e cujos lados medem
\/a/_d,\/b/_d e \/c/_d Se d =x"+y°, com x,ye Z, multiplicando os vértices de
T por x+iy, obtemos um tridngulo 7~ cujos vértices t&ém coordenadas inteiras e

cujos lados medem \/a,\/z e «/Z , como queriamos.

Agradecemos o envio de solugdes e a colaboragao de:

Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espanha) Prob. 151, 152, 153
Daniel Vacaru (Pitesti, Roménia) Prob. 151

Marcelo Ribeiro Prob. 151, 152
Lucas Justo de Freitas Neto (Mossoro, RN) Prob. 149, 151
Geraldo Perlino Jr. (Cotia, SP) Prob. 151,153
Ricardo Klein Hoffman (Rio de Janeiro, RJ) Prob. 151

Carlos Alberto da Silva Victor (Nilépolis, RJ) Prob. 153

Osvaldo Mello Sponquiado (Olimpia, SP) Prob. 152

Continuamos aguardando a solugao do problema 156.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

>4 Convidamos o leitor a enviar solugbes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para proximos numeros.

157) Sejam x e y inteiros positivos tais que x* —1 é divisivel por 2"y +1 para todo
inteiro positivo n. Prove que x=1.

158) Ache todas as funcgdes f:R — R tais que
Fly+)=f(x+y)+f(x)f(y).Vx,ye R.

159) Dizemos que um conjunto A c N & progressista se, sempre que x,y€ A com
x<y, temos 2y—-x€A. Prove que se A ¢é progressista e
x,x+a,x+a,,..x+a,€e A com k=22 e 0<g<ag,<..<q,  entdo

x+a,+a,-3d,x+a +a, —2de A, onde d =mdc(a,,a,,....a,).

160) Considere a sequéncia definida por a, =Ln\/ 2003J para n=1. Prove que,

para quaisquer inteiros positivos m e p, a sequéncia contém m elementos em uma
progressao geométrica de razao maior que p.

161) Um sapo faz um caminho infinito no plano euclidiano da seguinte forma: no
inicio ele estd no ponto (0, 0), e, se num dado momento estd no ponto (x, y), no
segundo seguinte salta para o ponto (x + 1, y) ou para o ponto (x, y +1).

Prova que, para todo inteiro positivo n, existe uma reta [ tal que o sapo passa por
pelo menos n pontos de [ em seu caminho.

162) Uma prova da IMO tem 6 problemas, e cada problema de cada participante
recebe uma nota inteira n com 0<n<7. Dizemos que duas provas de dois
participantes sdo compardveis se uma delas, digamos a do participante A € menor
ou igual a prova do participante B, no seguinte sentido: em cada um dos 6
problemas a nota do participante A € menor ou igual a nota do participante B.
Determine o menor inteiro positivo m tal que, se houver m participantes numa
IMO, necessariamente haverd duas provas comparaveis.

O problema 157 foi proposto na shortlist da IMO de 2012, e o problema 158 é uma generalizagédo de um problema
proposto na shortlist da IMO de 2012. Ambos foram sugeridos para publicagdo nesta seg¢éo por Luis Farias Maia. O
problema 159 é uma generalizagao de um problema proposto na IV Competicéo Ibero-Americana Interuniversitaria de
Matematica (CIIM), realizada em 2012 em Guanajuato no México. O problema 160 foi proposto no teste de sele¢éo da
IMO 2003. O problema 161 foi proposto originalmente por T. C. Brown para o American Mathematical Monthly, e foi
sugerido para esta edi¢éo por Fabio Brochero.
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AGENDA OLIMPICA

352 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS 1,23
Primeira Fase — sabado, 15 de junho de 2013
Segunda Fase - sabado, 21 de setembro de 2013
Terceira Fase - sabado, 19 de outubro de 2013 (niveis 1, 2 e 3)
domingo, 20 de outubro de 2013 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova)

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — sabado, 21 de setembro de 2013
Segunda Fase — sabado, 19 e domingo, 20 de outubro de 2013

62 ROMANIAN MASTER OF MATHEMATICS (RMM)
27 de fevereiro a 3 de margo de 2013 (Bucareste, Roménia)

ASIAN PACIFIC MATH OLYMPIAD (APMO)
11 de margo de 2013

192 OLIMPIADA DE MAIO
11 de maio de 2013

242 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
1a7 dejunho de 2013 (Assungéo, Paraguai)

542 OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
18 a 28 de julho de 2013 (Santa Marta, Colémbia)

32 OLIMPIADA DE MATEMATICA DA COMUNIDADE DOS PAISES DE LINGUA PORTUGUESA
5 a 10 de agosto de 2013 (Maputo, Mogambique)

192 COMPETIGAO INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA (IMC)
6 a 12 de agosto de 2013 (Blagoevgrad, Bulgaria)

27% OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA
20 a 28 de setembro de 2013 (Cidade do Panama, Panama)

52 COMPETIGAO IBERO-AMERICANA INTERUNIVERSITARIA DE MATEMATICA
15 a 20 de outubro de 2013, (Armenia, Colémbia)

152 OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
23 de novembro de 2013
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Juiz de Fora— MG
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Uberlandia - MG
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Fortaleza - CE

Santa Maria - RS
Lajeado - RS

S.J. do Rio Preto - SP
Bagé - RS

S.B. do Campo - SP
Manaus - AM
Campinas - SP
Maringd - PR

Recife - PE

Sé&o Paulo - SP

Belo Horizonte - MG
Vitoria — ES

Sé&o Jodo del Rei - MG
Brasilia - DF

Séo Carlos — SP
Arraias — TO

Pato Branco — PR
Campo Grande — MS
Teresina - Pl

Belém — PA

Campina Grande - PB
Florianépolis — SC
Campina Grande - PB
Santo André — SP
Macei6 — AL
Floriandpolis — SC
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