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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugdes da Primeira Fase

PROBLEMAS - NiVEL 1

1. Qual dos niimeros a seguir nao ¢ multiplo de 15?
A) 135 B) 315 C) 555 D) 785 E) 915

2. Ana, Esmeralda e Lucia t€m, juntas, 33 reais. Ana ¢ Esmeralda, juntas, tém 19
reais ¢ Esmeralda e Lucia, juntas, tém 21 reais. Quantos reais tem Esmeralda?
A)6 B) 7 O) 10 D) 12 E) 14

3. Aumentando 2% o valor um ntimero inteiro positivo, obtemos o seu sucessor.
Qual ¢ a soma desses dois nimeros?

A) 43 B) 53 C) 97 D) 101 E) 115

4. Qual é o maior nimero de fichas que podemos colocar em um tabuleiro 5x35,
no maximo uma em cada casa, de modo que o nimero de fichas em cada linha e
cada coluna seja multiplo de 3?

A) 6 B)9 O) 12 D) 15 E) 24

5. Carlos tem 2010 blocos iguais de 10 cm de
largura por 20 cm de comprimento e 1,5 cm de
espessura e resolveu empilhd-los formando uma
coluna de 20 cm de largura por 40 cm de
comprimento, como na figura. Qual dos valores a
seguir, em metros, € 0 mais proximo da altura dessa I
coluna?

A)7 B) 7.5 C)8 D) 8,5 E)9

6. Qual das alternativas apresenta um divisor de 3’ -4*-5°?
A) 42 B) 45 C) 52 D) 85 E) 105

7. Dividindo-se o niimero 4(4 ) por 4* obtemos o numero:
A)2 B) 4° C) 4* D) 4° E) 4"
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8. As quatro faces de um dado sdo tridngulos equilateros,
numerados de 1 a 4, como no desenho. Colando-se dois
dados iguais, fazemos coincidir duas faces, com o mesmo
numero ou ndo. Qual dos nimeros a seguir nao pode ser a
soma dos nimeros das faces visiveis?

A) 12 B) 14 O 17 D) 18

E) 19

9. Quantos divisores positivos de 120 sdo multiplos de 67
A)4 B)5 )6 D) 8 E) 12

10. O desenho mostra dois quadrados de papel sobrepostos,
um de lado 5 cm e outro de lado 6 cm. Qual é o perimetro
da figura formada (linha grossa no contorno do desenho),
em centimetros?

A) 31 B) 34 C) 36 D) 38 o
E) 41

2em

11. O horario indicado pelo reldgio ao lado esta correto. A
partir desse momento, porém, o reldégio comeca a atrasar
exatamente 5 minutos a cada hora real. Depois de quantos
dias o relogio voltara a apresentar um horario correto?

A) 1 B)2 )4 D)6

E) 12

12. No reticulado a seguir, pontos vizinhos na vertical ou na horizontal estdo a 1
cm de distancia.

1cm

1cm

Qual ¢ a area da regido sombreada?
A)7 B) 8 0) 8,5 D)9 E) 9,5
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13. Um jornal publicou a tabela de um campeonato de futebol formado por quatro
times, apresentando os gols marcados e os gols sofridos por cada time. Por uma
falha de impressdo, a tabela saiu com dois numeros borrados, conforme reproducio
a seguir.

Gols marcados Gols sofridos
Craques do Momento 8 4
Independentes 1 6
EC Boleiros 4 wkok
Esmeralda FC 5 ook

Sabe-se que o time Esmeralda FC sofreu dois gols a mais que o time EC Boleiros.
Quantos gols sofreu o time Esmeralda FC?
A)?2 B)3 )4 D)5 E)6

14. Ana comecou a descer uma escada no mesmo instante em que Beatriz comegou
. . 3 .
a subi-la. Ana tinha descido Z da escada quando cruzou com Beatriz. No

momento em que Ana terminar de descer, que fragdo da escada Beatriz ainda tera
que subir?

A) 1 B) 1 ()] L D) el E) 2
4 3 12 12 3

15. Alguns nimeros inteiros positivos, ndo necessariamente distintos, estdo escritos
na lousa. A soma deles ¢ 83 e o produto ¢ 1024. O menor numero ¢ igual a:
A)l B) 2 C)4 D)8 E) 16

16. Numa sala do 6° ano, todos gostam de pelo menos uma das duas matérias:
. 3 :
Matematica ou Portugués. Sabe-se que Z dos alunos gostam de Matematica e 7

dos alunos gostam de Portugués. A sala tem 56 alunos. Quantos alunos gostam
dessas duas matérias a0 mesmo tempo?
A)4 B) 8 C) 13 D) 24 E) 26

EUREKA! N°34, 2011



Sociedade Brasileira de Matemadtica

17. O desenho representa um canto de um tabuleiro
retangular convencional, formado por quadradinhos de
lado 1 cm. Nesse tabuleiro, 17 quadradinhos sdo
brancos. Qual é a area do tabuleiro, em centimetros
quadrados?

A) 29 B) 34 C)35 D) 40
E) 150

18. A figura representa uma barra de chocolate que
tem um amendoim apenas num pedaco. Elias e Fabio
querem repartir o chocolate, mas nenhum deles gosta @
de amendoim. Entdo combinam dividir o chocolate
quebrando-o ao longo das linhas verticais ou
horizontais da barra, um depois do outro e retirando o
pedago escolhido, até que alguém tenha que ficar com
o pedaco do amendoim. Por sorteio, coube a Elias
comegar a divisdo, sendo proibido ficar com mais da
metade do chocolate logo no comec¢o. Qual deve ser a
primeira divisdo de Elias para garantir que Fabio fique
com o amendoim ao final?

A) Escolher a primeira coluna a esquerda.

B) Escolher as duas primeiras colunas a esquerda.

C) Escolher a terceira linha, de cima para baixo.

D) Escolher as duas ultimas linhas, de cima para baixo.

E) Qualquer uma, ja que Féabio for¢osamente ficara com o amendoim.

19. Quatro amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo estdo jogando cartas.
Sao 20 cartas diferentes, cada carta tem uma entre 4 cores (azul, amarelo, verde,
vermelho) e um ntimero de 1 a 5. Cada amigo recebe cinco cartas, de modo que
todas as cartas sdo distribuidas. Eles fazem as seguintes afirmagoes:

Arnaldo: “Eu tenho quatro cartas com o mesmo nimero.”

Bernaldo: “Eu tenho as cinco cartas vermelhas.”

Cernaldo: “As minhas cinco cartas sdo de cores que comeg¢am com a letra V.”
Dernaldo: “Eu tenho trés cartas de um numero ¢ duas cartas de outro nimero.”
Sabe-se que somente uma das afirmagdes ¢é falsa. Quem fez essa afirmagéo?

A) Araldo B) Bernaldo  C) Cernaldo D) Dernaldo

E) Nao ¢ possivel definir.
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20. A figura a seguir foi recortada em cartolina e depois dobrada para formar um
icosaedro. As faces em branco foram numeradas de modo que ao redor de cada

vértice (pontas do solido) aparecam os numeros de 1 a 5. Qual nimero esta na face
com a interrogagao?

\u’f i ﬂ"..-"r \\‘Jf \\
[

My Y i \"
\/.-"Jr \1-/;_}' -\.‘.“‘ / l“""-_“ /’f\ /
kY i/
A ICOSAEDRO
B)2 0)3

D)4 E)5

A)l
PROBLEMAS - NIiVEL 2

1. Veja o problema No. 6 do Nivel 1.

2. Aumentando em 2% o valor do menor de dois nimeros consecutivos, obtém-se o
maior deles. Qual é a soma desses niimeros?

A) 43 B) 53 C) 97 D) 101 E) 115

3. Veja o problema No. 7 do Nivel 1

4. Cecilia pegou uma cartolina e
recortou as 8 pecas a direita,

formadas por quadradinhos de D [ | | | | |

mesmo tamanho.

De quantas maneiras |

diferentes ela  pode ] | | l

escolher 3 dessas pecas

para montar o quadrado
3x3 aesquerda?
A)3 B) 4 )5 D)6 E)7

, o e . 1 1 . L.
5. Os nimeros x e y sdo distintos e satisfazem x—— =y ——. Entdo xy é igual a
x

A)4 B) 1 ) -1 D)4
E) ¢ preciso de mais dados.

EUREKA! N°34, 2011



Sociedade Brasileira de Matemadtica

6. Sonia calculou a média aritmética de dois diferentes nimeros de dois digitos e
obteve 98. Qual ¢ a diferenga entre esses nimeros?

A) 1 B)2 03 D) 4

E) um ntimero maior que 4

7. Veja o problema No. 17 do Nivel 1.

8. Quantos inteiros da lista 100, 101, 102, ..., 999 ndo possuem algarismos iguais a
2,5,7ou 8?

A) 160 B) 170 C) 180 D) 190 E) 200

9. No triangulo 4BC, m(BAC) = 140°. Sendo M o ponto médio de BC, N o ponto
médio de AB e P o ponto sobre o lado AC tal que MP é perpendicular a AC, qual é

a medida do Angulo NMP ?
A) 40° B) 50° C) 70° D) 90° E) 100°

10. Veja o problema No. 4 do Nivel 1

¢ também inteiro?

11. Para quantos inteiros #» 0 nimero 00
—n

A) 1 B)6 C) 10 D) 18 E) 100

12. Ana comecgou a descer uma escada de 24 degraus no mesmo instante em que
. . . 03
Beatriz comegou a subi-la. Ana tinha descido 2 da escada quando cruzou com

Beatriz. No momento em que Ana terminar de descer, quantos degraus Beatriz
ainda terd que subir?
A)2 B) 6 08 D) 10 E) 16

13. Veja o problema 19 do Nivel 1.

14. No desenho, o retangulo cinza tem seus vértices sobre os lados do tridngulo
equilatero de area 40 cm’. O menor lado do retangulo ¢ um quarto do lado do
triangulo. A 4rea do retangulo em cm’ é:

EUREKA! N°34, 2011



Sociedade Brasileira de Matemadtica

A)S B) 10 )15 D) 18 E) 22

15. Veja o problema No. 15 do Nivel 1.

16. De quantas maneiras ¢ possivel desenhar a figura a seguir sem tirar o lapis do
papel (ou qualquer outro utensilio, se vocé preferir!) comecando de P e sem passar

sobre 0 mesmo ponto mais de uma vez, com exce¢do do ponto comum aos trés
tridngulos?

A) 48 B) 24 C) 16 D) 108 E)27

17. Os pontos P, O, R, S e T sdo vértices de um poligono regular. Os lados PQ e TS
sdo prolongados até se encontrarem em X, como mostra a figura, ¢ Q)?S mede
140°. Quantos lados o poligono tem?

o 2 S

A)9 B) 18 C) 24 D) 27 E) 40
18. Veja o Problema No. 20 do Nivel 1.

19. O professor Piraldo tem dois reldgios, ambos digitais de 24 horas. Nenhum dos
dois funciona: um muda de horario com o dobro da velocidade normal e o outro vai
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de tras para frente, na velocidade normal. Ambos mostram corretamente 13:00.
Qual ¢ a hora certa na préxima vem em que os dois rel6gios mostrarem o mesmo
horario?

A) 05:00 B) 09:00 C) 13:00 D) 17:00 E) 21:00

20. Uma figura no formato de cruz, formada por quadrados de lado 1, esta inscrita
em um quadrado maior, cujos lados sdo paralelos aos lados do quadrado tracejado,
cujos vértices sdo vértices da cruz. Qual ¢ a area do quadrado maior?

49 81 32
A)9 B) — C) 10 D) — E) =
) ) S ) )3 )3

21. Quantos sio os pares (x, y) de inteiros positivos tais que x* — y* = 22192

A) 1000 B) 1001 C) 1002 D) 1003 E) 1004

22. Quatro niimeros inteiros positivos a < b < ¢ < d sdo tais que o mdc entre
quaisquer dois deles ¢ maior do que 1, mas mdc(a, b, ¢, d) = 1. Qual é o menor
valor possivel para d?

A) 10 B) 12 O) 15 D) 30 E) 105

23. Veja o problema No. 8 do Nivel 1.

24, Na figura, BC = 2BH.

80°

30°
y C

A) 10° B) 15° C) 16° D) 20° E) 25°

EUREKA! N°34, 2011
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, ~ . ~ . . 3 3 -
25. Os niimeros a e b sdo reais ndo negativos tais que a” +a <b — b°. Entdo

A)yb<a<l B)ya=b=1 Ca<l<b
D)ya<b<l1 E)l<a<b

PROBLEMAS - NIVEL 3

1. Dividindo-se o nimero 4(4 ) por 4* obtemos o numero:
A)2 B) 4° C) 4* D) 4° E) 4"

2. Qual dos seguintes nimeros ¢ um divisor de 3°-4*.5%?
A) 42 B) 45 C) 52 D) 85 E) 105

3. Veja o Problema No. 8 do Nivel 1.
4. Veja o Problema No. 14 do Nivel 1.

5. Um quadrado PORS tem lados medindo x. T é o ponto médio de OR e U € o pé
da perpendicular a QS que passa por 7. Qual é a medida de 7U?

P h 0
U
T
S R
X X X X X
A) — B) — C) — D) — E) —
)2 )3 )\/5 )2\/5 )4

, o e . 1 1 ~ .
6. Os nimeros x e y s@o distintos e satisfazem x ——=y——. Entdo xy ¢ igual a
x

A)4 B) | ) -1 D) -4
E) é preciso de mais dados

7. Considere todos os numeros de trés algarismos distintos, cada um igual a 0, 1, 2,
3 ou 5. Quantos desses nimeros sao multiplos de 6?
A)4 B) 7 O) 10 D) 15 E) 20

EUREKA! N°34, 2011
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8. O méximo divisor comum de todos os nimeros que sdo o produto de cinco
impares positivos consecutivos ¢
A)l B)3 05 D) 15 E) 105
9. Veja o problema 17 do Nivel 2.
10. Veja o problema 19 do Nivel 1.

11. Esmeralda ia desenhar o grafico de y = 2x + 6 mas trocou os eixos de lugar.
Como fica o desenho dessa relagdo com os eixos trocados de lugar?

A X B X C X D X E X4

3 5 3 6

/—3 y \ v 6~ 1 v 3 7
E ™S e

12. Qual das seguintes fragdes € mais proxima de J772

3 5 8 13 18
A) - B) — O - D) — E) —
)1 )2 )3 )5 )7

13. No triangulo ABC, m(BAC) = 140°. Sendo M o ponto médio de BC, N o ponto
médio de AB e P o ponto sobre o lado AC tal que MP ¢é perpendicular a AC, qual é

a medida do angulo NMP?
A) 40° B) 50° C) 70° D) 90° E) 100°

14. Veja o problema 16 do Nivel 2.

15. Veja o problema No. 20 do Nivel 1.

16. Os niimeros a e b sio reais nio negativos tais que @’ + a < b — b°. Entdo
A)b<a<l B)a=b=1 C)a<l1<b
D)ya<b<l E)l<a<b

17. Quantos sdo os pares (x, y) de inteiros positivos tais que x* — y* = 2%%'%?
A) 1000 B) 1001 C) 1002 D) 1003 E) 1004

EUREKA! N°34, 2011
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18. Veja o problema No. 8 do Nivel 1.

19. Seja ABC um triangulo e X, Y e Z pontos sobre os lados BC, CA, AB tais que
ox _AY _BZ_,
XB YC ZA

B X C

A razdo entre as areas do triangulo XYZ e do triangulo cujos lados s3o congruentes
as medianas de ABC é:

Obs.: as medianas de um tridngulo sdo os segmentos que ligam os vértices do
tridngulo aos pontos médios dos lados opostos.

2 1 4 1 1
A) = B) — O - D) - E) —
)3 ) 3 )5 )3 )3

20. Para cada subconjunto 4 de {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}, seja p(4) o produto de seus
elementos. Por exemplo, p({1;2;4;5}) = 40 ¢ p(4) = 10! = 1-2-3-...-10. Por
convencao, adote p(@) =1. A soma de todos os 2'° produtos p(4) é igual a:

A) 2" B) 11! o) 11" D) 2'" E) 11*

21. Sendo n =2010""""¢ log  ¢é igual a0 niimero m tal que 10” = n, entdo
A) n! < 18" < (log n)"
B) n'¢" < n! < (log n)"
C) (log n)" < n*¢" < n!
D) (log n)" < n! < n'°%"
E) n'¢" < (log n)" < n!

22. Quatro numeros inteiros positivos a < b < ¢ < d sdo tais que o mdc entre
quaisquer dois deles ¢ maior do que 1, mas mdc(a, b, ¢, d) = 1. Qual é o menor
valor possivel para d?

A) 10 B) 12 C) 15 D) 30 E) 105

23. Qual é 0 maior valor de x)” se x e y sdo reais positivos cuja soma ¢é 3?
A)3 B) 4 )5 D) 6 E)7

EUREKA! N°34, 2011
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24. Um ponto P ¢ escolhido ao acaso no interior de um quadrado QRST. Qual ¢ a
probabilidade do angulo RPQ ser agudo?

R S
P.
0 T
NE B) V2 -1 o) L p) ~ E)1-~
4 2 4 8

25. Qual é 0 menor valor positivo de 21m* — n* para m e n inteiros positivos?
A)l B)2 )3 D)5 E)7
GABARITO
NIVEL 1 (6°. ou 7°. Anos do Ensino Fundamental)

1D 6)B 11)D 16) E

2)B 7)E 12)B 17)C

3)D 8)E 13)D 18) A

4D 9)C 14)E 19)B

5B 10)D 15) A 20)D
NIVEL 2 (8°. ou 9°. Anos do Ensino Fundamental)

1)B 6)B 11)D 16) A 21)E

2)D 7)C 12)E 17)D 22)C

3)E 8)C 13)B 18)D 23)E

4E 9D 14)C 19)E 24) Anulada

5C 10)D 15) A 20)B 25)D
NIVEL 3 (Ensino Médio)

1)E 6)C M) E 16)D 21)E

2)B 7)B 12)C 17)E 22)C

3)E 8)D 13)D 18) A 23)B

4)E 9)D 14) A 19)C 24)E

5)D 10)B 15)D 20)B 25)C

EUREKA! N°34, 2011
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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugbes da Segunda Fase
PROBLEMAS - NIVEL 1 - PARTE A
(Cada problema vale 5 pontos)

01. Uma jarra contém % de sua capacidade em agua. Despejando um copo cheio de

agua na jarra, o volume de agua atinge 1 da sua capacidade. Quantos copos cheios
3

mais ainda serdo necessarios para acabar de encher a jarra?

02. Jodozinho tem que fazer uma multiplicacdo como li¢do de casa, mas a chuva

molhou o caderno dele, borrando alguns algarismos, que estdo representados por [
(cada algarismo borrado pode ser diferente dos outros).

0 1 0

x 2 00 3

0 o 4 0

4 1 2 0 +
00 o0

1 o0 o o0 2

Qual é a soma dos algarismos que foram borrados?

03. Soninha pintou as seis faces de um cubo da seguinte
maneira: uma face preta e a face oposta vermelha, uma face
amarela ¢ a face oposta azul, uma face branca e a oposta
verde. Ao olhar para o cubo, de modo a ver trés faces,
como na figura, e considerando apenas o conjunto das cores
das trés faces visiveis, de quantas maneiras diferentes pode
ser visto esse cubo?

04. Esmeralda foi escrevendo os quadrados dos numeros inteiros positivos um em
seguida ao outro formando o numero 149162536... e parou quando chegou no
centésimo algarismo. Qual foi o ultimo algarismo que ela escreveu?

EUREKA! N°34, 2011
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05. Carlinhos escreve niimeros inteiros positivos diferentes e menores do que 1000
em varias bolas e coloca-as numa caixa, de modo que Mariazinha possa pegar ao
acaso duas dessas bolas. Quantas bolas no maximo Carlinhos ira colocar na caixa
se os numeros das duas bolas deverdo ter um divisor comum maior do que 1?

06. Num concurso com 10 questdes, cada resposta correta valia 3 pontos, cada
resposta errada valia 1 ponto negativo e cada questdo ndo respondida valia 0 ponto.
Nao houve dois candidatos que apresentassem a mesma nota, feitas as corregoes.
Quantos candidatos no maximo fizeram essa prova?

PROBLEMAS - NiVEL 1 - PARTE B
(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1
Com cinco quadrados com lados de 27 cm, formamos uma sequéncia de figuras,
das quais as quatro primeiras sao:

a) Na 4° figura, qual ¢ a area do quadrado cinza?
b) Na 5% figura, qual ¢ a area do quadrado cinza?

PROBLEMA 2

Maria tem 90 cartdes. Ela numerou os cartdes de 10 a 99 numa das faces e, para
cada numero escrito, escreveu a soma dos seus algarismos na outra face. Por
exemplo, o cartdo de nimero 43 tem o nimero 7 escrito no verso. Em quais cartoes
um niimero de uma face ¢ o dobro do nimero escrito na outra face?

EUREKA! N°34, 2011
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PROBLEMA 3

Fazendo trés cortes num quadrado 3x3 e .
juntando as quatro partes resultantes a um k. + :
quadrado 4x4, obtemos um quadrado _[EH" '
5x5, conforme indicado na figura. Os : -
cortes devem ser paralelos aos lados dos

quadrados e ndo pode haver sobreposicao

de figuras para a realizagdo dos cortes.

a) Transforme um quadrado de lado 8 cm e um quadrado de lado 15 cm num tUnico
quadrado de lado 17 cm, fazendo quatro cortes apenas no quadrado de 8 cm.

b) Qual é o menor nimero de cortes para transformar trés quadrados, de areas
. . . 2 2 2 .
respectivamente iguais a 4 cm”, 9 cm” e 36 cm”, num Unico quadrado?

PROBLEMAS - NIVEL 2 - PARTE A
(Cada problema vale 5 pontos)

01. Seja N o menor numero inteiro positivo que multiplicado por 33 resulta em um
numero cujos algarismos sdo todos iguais a 7. Determine a soma dos algarismos de
N.

02. Na figura seguinte, os tridngulos ABC e ABD sdo retangulos em A4 e D,
respectivamente. Sabendo que AC = 15 cm, AD =16 cm e BD = 12 cm, determine,
em cm’, a area do triangulo 4BE.

C
D
(J
E
A B
03. Sejam p, ¢ numeros reais satisfazendo as relagdes 2p” —3p—1=0, ¢* + 3¢ —2 =
pq+p+1

0 e pg # 1. Ache o valor de
q

EUREKA! N°34, 2011
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04. Em uma cidade arbitraria o prefeito organizou uma rifa com bilhetes numerados
de 100 a 999. O prémio de cada bilhete ¢ determinado pela soma dos algarismos do
numero do bilhete. Para que ninguém leve trés prémios iguais, estabeleceu-se que
quem retirar trés bilhetes com as trés somas iguais tem direito a um superprémio.
Qual ¢ o menor numero de bilhetes que um cidaddao deve comprar para ter a certeza
de que vai receber um superprémio?

05. Sejam r ¢ s nimeros inteiros. Sabe-se que a equagdo do segundo grau
X —(r+s)x+rs+2010=0

tem as duas solucdes inteiras. Quantos sdo os possiveis valores de |r — s|?

PROBLEMAS - NIVEL 2 - PARTE B
(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1

Jodozinho deseja colorir um tabuleiro 2 x 2010 com duas cores 4 ¢ B. Uma
coloragdo ¢ dita /egal se ndo ¢é possivel encontrar um L-trimind, como na figura
abaixo, com todos os seus quadradinhos de mesma cor. Determine o numero de
coloragdes legais.

L — Trimind

Veja abaixo duas coloragdes que ndo sdo legais:

PROBLEMA 2

Determine todos os nimeros primos m e n tais que 0 <m < n e os trés numeros
2m+nm+2n e m+n—18
sejam também primos.]

PROBLEMA 3
Chamaremos de imagem de um numero natural de dois algarismos o nimero que se
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obtém trocando a ordem de seus algarismos. Por exemplo, a imagem de 34 ¢ 43.
Quais sdo os nimeros de dois algarismos que somados com sua imagem resultam
em um quadrado perfeito?

PROBLEMA 4
As bissetrizes internas dos angulos 4 e C do triangulo ABC cortam-se no ponto /.

Sabe-se que A/ = BC e que m(IéA) = 2m(121C). Determine a medida do angulo
ABC.

PROBLEMAS - NIVEL 3 - PARTE A
(Cada problema vale 4 pontos)

01. Seja N o menor numero inteiro positivo que multiplicado por 33 resulta em um
numero cujos algarismos sdo todos iguais a 7. Determine a soma dos algarismos de
N.

02. Sejam r ¢ s nimeros inteiros. Sabe-se que a equagdo do segundo grau
2
X —(F+s)x+rs+2010=0
tem as duas solugdes inteiras. Quantos sdo os possiveis valores de |r — s|?
03. Na figura a seguir, as trés circunferéncias em traco continuo sdo tangentes as
retas 7 e s e a circunferéncia tracejada passa pelos pontos 4, B, C e D. Além disso,
a circunferéncia menor ¢ tangente também a AD e a circunferéncia maior é também

tangente a BC. Se os raios das circunferéncias externas ao quadrilatero ABCD séo 8
e 18, calcule o raio R da circunferéncia inscrita em ABCD.
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04. Cada uma das oito casas de um retangulo de duas linhas e quatro colunas ¢
pintada de uma entre trés cores. Uma coluna é chamada de corfe se as suas duas
casas sdo da mesma cor. De quantas maneiras € possivel pintar o retangulo de
modo que haja exatamente um corte?

05. Calcule
(2% +27 +1)a* + 42 +1)6* + 6% +1)..(32* +322 +1)
(1" 12 413" +32 +1)5* +52 +1)...(31° +31% +1)

PROBLEMAS - NIVEL 3 - PARTE B
(Cada problema vale 10 pontos)

PROBLEMA 1
As bissetrizes internas dos dngulos 4 ¢ C do tridngulo ABC cortam-se no ponto /.
Sabe-se que A/ = BC e que m(léA) = 2m(1121C). Determine a medida do angulo

ABC.

PROBLEMA 2

Diamantino gosta de jogar futebol, mas se jogar dois dias seguidos ele fica com
dores musculares. De quantas maneiras Diamantino pode escolher em quais de dez
dias seguidos ele vai jogar bola sem ter dores musculares? Uma maneira ¢ nao
jogar futebol em nenhum dos dias.

PROBLEMA 3
Resolva o sistema
x+y+z=77
Xy + yz +zx + xyz =946

sendo x <y <z inteiros ndo negativos.

PROBLEMA 4

Uma mesa de bilhar tem o formato de um quadrado ABCD. SuperPablo tem uma
missdo especial: ele deve dar uma tacada em uma bola de bilhar, inicialmente
colocada no vértice 4, de modo que, apos bater exatamente 2010 vezes nos lados
do quadrado, a bola chegue, pela primeira vez, a um vértice do quadrado.
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Quantos sdo os possiveis valores do angulo formado pelo lado AB com a trajetéria
inicial da bola?

Observagdo: ao bater nos lados do quadrado, a bola sofre reflexdo perfeita, ou seja,
o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Suponha também que a bola
seja um ponto.

SOLUGOES NIVEL 1 - SEGUNDA FASE - PARTE A

Problema 01 02 03 04 05 06

Resposta 8 60 8 9 499 38
. L 1 1 4-3 1 .
01. Volume de um copo de agua ¢é igual a— ——=——=—do volume da jarra.
34 12 12
2
12, o 3 2
Falta encher 1— 3 = ) da jarra. Para isso sdo necessarios 1= 3 x12 =8 copos.
12

02. Como o algarismo das unidades do produto ¢ 2, o algarismo das unidades do
multiplicando é 4. Assim, obtemos o algarismo da direita da 3% linha do algoritmo e

01 4 também os dois  ultimos 14

x 2 9 3 algarismos da 5° linha, conforme x 2 0 3

7 [ 4 2 figura a direita. Como o algarismo 004 2

4 (1] 2 6 + das dezenas do produto é 0, o 4 0 2 0O +
0 2 8 algarismo da direitana4*linhado [ 0 2 8

1 0 0 o 0 2 algoritmo deve ser 6. Logo o 1 (1 0 (] 0 2

algarismo das dezenas do
multiplicador é 9, conforme figura a esquerda. Como o 2° algarismo a direita 5°
linha ¢ 0, o algarismo das centenas
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do multiplicando é 5. A partir do algoritmo completo, 501 4
mostrado a direita, concluimos que a soma dos algarismos x 2.9 3
que foram borrados é 1 5 4 2
4 6 2 6 +

544+94+14+5+24+6+6+1+2484+54+6=060 1 0 2 8
1 5 0 6 0 2

03. Cada 3 faces que podem ser vistas ao mesmo tempo
compartilham um vértice. Como o cubo tem 8 vértices, o0 nimero de composi¢des
de cores percebidas visualmente ¢ 8.

04. Os nimeros 12, 22, 32 possuem um algarismo. Os nimeros 42, 52, - 9? possuem
dois algarismos. Os nimeros 10% 112, ..., 317 possuem trés algarismos. Assim, ao
escrever o quadrado do numero 31, o numero de algarismos escritos ¢
Ix3+2x6+3x22=81, faltando escrever 19 algarismos. Com os quadrados de
32, 33, 34 e 35, temos mais 4 x4 =16algarismos, faltando ainda escrever apenas
trés algarismos. Como o quadrado de 36 é 1296, concluimos que o ultimo
algarismo escrito foi 0 9, o centésimo algarismo escrito por Esmeralda.

05. Nao podemos colocar o numero 1 em nenhuma bola, pois o MDC entre 1 e
qualquer outro numero ¢ 1, assim temos 998 ntimeros disponiveis. Além disso, se
forem usadas 500 bolas ou mais, havera duas com nimeros consecutivos, sempre
primos entre si, entdo ndo podemos colocar mais que 499 bolas. Mas existe uma
forma de colocar 499 bolas, usando os nimeros pares de 2 a 998.

06. Quem acerta a questdes e erra b obtém 3a — b pontos, com a+ b <10 . Obtemos
os numeros de 0 a —10 com a = 0, ao todo 11 inteiros. Obtemos os nimeros de 1 a
30 usando os valores 0, 1 ou 2 para b, ndo obtendo apenas 3.9 —2=25,3.10-1=
29 ¢ 3.10 — 2 = 28, pois nesses casos ficamos com a + b > 10, ao todo 30 —3 =27
inteiros. Logo, o numero maximo de candidatos nas condi¢des apresentadas é 11 +
27 =38.

SOLUGOES NIVEL 1 - SEGUNDA FASE - PARTE B

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:
Em cada figura, a area do quadrado cinza é uma fracdo da area do quadrado
original. Nas figuras apresentadas, a partir da segunda, as areas sdo iguais,

EUREKA! N°34, 2011

22



Sociedade Brasileira de Matemadtica

i><27><27
9

respectivamente, a gx g x27x27

i><i><i><27><27:64
9 9 9

a) Na 4° figura, a area do quadrado cinza ¢ igual a 64, segundo os produtos acima.

b) Na 5* figura, admitindo que a obtengdo do quadrado cinza seja feita da mesma

maneira, a sua area ¢ igual a Eda area do quadrado cinza da 4* figura, ou seja, €

igual a 4 x 64 = 236 cm’.
9 9

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:
Para um niimero cujo algarismo das dezenas € a e cujo algarismo das unidades ¢ b,

temos 10a+b= Z(a + b) ou a+b= 2(10a + b) . A segunda equacdo ndao tem
solugdes positivas, e na primeira equacdo temos
10a+b= 2(a + b) < 10a+b=2a+2b<«< 8a=Db. Necessariamente temosa=1¢eb

= 8. De fato, no cartdo de numero 18 a soma dos algarismos ¢ 9.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:
a) Bastam 4 cortes no quadrado de lado 8
cm, conforme ilustrado nos desenhos a
direita. T

oad

N
Q
b=
1°,2°e 3° 3
cortes ~

Ou ainda, como a figura a seguir.

EUREKA! N°34, 2011

23



Sociedade Brasileira de Matemadtica

4°corte

1°,2°e 3°
cortes | | | |

b) Uma possibilidade (exemplo 1) ¢ juntar ao quadrado maior pedacos dos
quadrados menores, obtendo-se um quadrado de area 4 + 9 + 36 = 49 cm’. Para
isso, dividimos o quadrado de lado 3 em trés tiras 3x1com dois cortes ¢ o
quadrado de lado 2 em duas tiras 2x1com um corte, num total de 3 cortes,

conforme desenho a esquerda. Menos que 3 cortes ndo formam pecas que se
encaixam na regido sombreada.

(exemplo 1)

Outras maneiras (exemplos 2 e 3) demontar o quadrado também com trés cortes
sdo apresentadas ao lado.

i i

(exemplo 2)

=

(exemplo 3)
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SOLUGOES NIVEL 2 - SEGUNDA FASE - PARTE A

Problema 01 02 03 04 05

Resposta 25 75 1 53 8

01. O critério de divisibilidade por 11 nos diz que se o nimero 33N possui todos os
seus algarismos iguais e ¢ divisivel por 11, entdo ele deve possuir um ntimero par
da algarismos. O critério de divisibilidade por 3 também nos diz que a soma dos
algarismos deve ser multipla de 3 e isso obriga que a quantidade de algarismos 7
seja divisivel por 3. O menor nimero que cumpre essas condigdes € 777777, ou
seja, N =777777/33 = 23569.

02. Pelo teorema de Pitigoras, temos que AB=~AD’+BD’ =20 e que
CB =~ AC* + AB*> =25 . Os triangulos ABC e ADB sio semelhantes pois os seus
lados s3o proporcionais e consequentemente temos EAB=EBA ¢

ACB =90 — EBA =90 - EAB = CAE. . Concluimos assim que E € o ponto médio de

15-20

CB ¢ a area procurada ¢ metade da area do tridngulo CAB, ou seja, =175.

03. Como p ndo pode ser zero, podemos dividir a primeira equagdo por —p’ e

1 1 . , L . .
obter— +3——2. Isto nos diz que as raizes da primeira equagio sdo 0s inversos
P p

das raizes da segunda equagdo. Como pg # 1., p é igual ao inverso da outra raiz da

~ . g . 1 . ,
segunda equagdo que ¢ diferente de ¢, ou seja, p =3— pois a soma das raizes
—q

da segunda equagdo ¢ igual a —3. Substituindo na expressdo procurada:
pqg+p+l —q-1+3+q 2 2

q 3g+q° 3g+q> 2

04. A soma dos digitos dos bilhetes ¢ no minimo 1 € no maximo 27. Para as somas
1 e 27 existem apenas dois bilhetes, enquanto que para qualquer outro valor

existem pelo menos trés bilhetes. Entao retirando 1+1+ 2 x (27 - 2) +1=153 iremos

escolher pelo menos trés numeros com mesma soma.
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05. Para que as soluc¢des sejam inteiras, o discriminante da equagdo do segundo

grau deve ser o quadrado de um inteiro positivo, digamos #°. Assim

(r+s)2 —4rs —4x2010=¢>

(r—s)2 — 1> =4x2010

(-=9)+1) ((r=5)-1)
2 2

Como os nlimeros ((r —s5)+ t) e ((r +5)+ t) possuem a mesma paridade e 2010 é

=2010

inteiro, concluimos que os termos no produto anterior sdo inteiros. A cada para de
. . 2010 , .
divisores do tipo (dT] do numero 2010, temos uma solugéo para t e |r—s|

na ultima equagdo. Como 2010 possui 16 divisores, o numero de solugdes ¢ 8.

SOLUCOES NIVEL 2 - SEGUNDA FASE - PARTE B

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:
A pintura da primeira coluna 2 x 1 do tabuleiro limita o nimero de maneiras de

pintarmos o restante do tabuleiro. Temos dois casos a considerar:

Primeiro caso: As casas desta coluna sdo pintadas com a mesma cor.
Necessariamente a proxima coluna terd ambas casa da cor oposta a aquela da
primeira coluna e. Pela mesma razao, teremos que as cores das colunas do tabuleiro
devem ser alternadas. Assim, neste caso, temos apenas 2 pinturas diferentes.

Figura 1

Segundo caso: As casas desta coluna sdo pintadas com cores diferentes.
Necessariamente a proxima coluna € igual a primeira ou tem as cores opostas. O
mesmo se passara com as proximas colunas. Como para cada coluna sempre

. . C .. 22010 .
teremos duas escolhas a fazer, incluindo a coluna inicial, temos pinturas
diferentes.
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Figura 2

2010
2

O total de pinturas é: 2 +

SOLUGAO DO PROBLEMA 2:

Como os primos 2m + n e , m + 2n sdo maiores que dois, temos que ambos sdo
impares e consequentemente 2/ + 1 +m+2n=3m+3n & um namero par. Assim
m+n ¢ par e Mm+n—18 ¢ um primo par, ou seja, dois. O unico par de primos

(m,n) que cumpre M +n=20¢ satisfaz o enunciado é (m,n) = (3,17)

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:

A soma de um nuamero de dois algarismos com a sua imagem ¢ da forma
(10a+b)+(10b+a)=1 l(a +b), onde a e b sdo seus algarismos. Se 1 l(a +b) é

um quadrado perfeito, devemos ter outro fator primo 11 na soma a + b. Além
disso, como a e b sdo menores que 10, concluimos que a + b ¢ um multiplo de 11

menor que 20 e maior que 0, ou seja, ¢ igual a 11. Os pares de digitos (a,b) que
verificam a+b =11 sio: (2,9),(3,8),(4,7),(5,6),(6,5),(7,4),(8,3) e (9,2).

Portanto, existem 8 nimeros de dois algarismos que cumprem o enunciado.

PRIMEIRA SOLUGAO DO PROBLEMA 4:

Seja N o ponto de encontro da bissetriz do angulo ZACD com o lado 4B . Pelo

caso A'L'A, os tridngulos aNCA4 ¢ 24ADC g0 congruentes. Consequentemente
NC =A4D =BC

Pelo teorema do angulo externo, ZBNC = NAC+ ACN = ZNCB
portanto BN = BC = NC ¢ aBNC ¢ equilatero. Dai ZABC =60,2BCA=80
ZBAC =40

SEGUNDA SOLUGAO DO PROBLEMA 4:
Lema 1: Se 44BC ¢ um triangulo com £ACB =24BAC entio a(a+b) = ¢
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Lema 2: A bissetriz do vértice Cdo triangulo sABC  tem comprimento

2ab cos ZACB

a+b

Sejam & = ZBAD ¢ P o ponto de encontro da bissetriz do angulo ZC com o
cb  2abcos2a

lado AB . Pelo segundo lema temos e dai ¢=2acos2a

a+b  a+b
Pelo lema 1 temos @(a+b)=c>=4a’cos’2a ¢ dai b=a(4cos’2a-1),
Como AD=BC temos que P—a= ADcosa =acosa e dai

a+b+c=2a(cosa+1) sybstituindo os valores encontrados anteriormente
temos

a+a(4cos’ 2a—1)+2acos2a =2a(cosa +1) =
1+2cosd4a+1+2cos2a=2cosa+2=

cosda +cos2a =cosa =
1
cosa(l—2cos3a)=0= cos3cx :E

E consequentemente ZABC =3a =60

SOLUGOES NIVEL 3 - SEGUNDA FASE - PARTE A

Problema 01 02 03 04 05

Resposta 25 8 12 | 2592 | 1057

01. Queremos o menor multiplo de 33 formado apenas por algarismos 7. Teremos
33-N=7777...77, com k algarismos 7.

Para ser multiplo de 33, deve ser multiplo de 11 e de 3. Assim, £ deve ser par (pelo
critério de divisibilidade por 11) e, também, k deve ser multiplo de 3, pois a soma
dos algarismos de 33N ¢ 7k. Logo, o menor N procurado satisfaz 33-N = 777.777, o
que nos da N =23.569. A soma dos algarismos de Né2+3+5+6+9=25.

02. A expressdo x° — (r + s)x + rs pode ser escrita como (x — r)(x — s). Logo,
devemos ter (r — x)(x — s) = 2010.
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Fazendor—x=aex—s=>b,ae b como mesmo sinal, devemos encontrar a + b =
r — s sabendo que a e b sdo inteiros positivos tais que a-b = 2010. O namero de
pares {a, b} que satisfazem esta equacao ¢ igual a oito, sendo {a, b} = {1, 2010},
{2, 1005}, {3, 670}, {5,402}, {6,335}, {10,201}, {15, 134}, {30, 67}.

03. Seja O o ponto de intersecdo entre as retas AB ¢ CD. Veja que os triangulos
ODA e OBC sao semelhantes, pois LOAD = 180° — ZDAB = ZBCA. Logo,
podemos igualar a razdo de semelhanga a razdo entre os raios das circunferéncias
inscritas, bem como das ex-inscritas, obtendo:

B_ R roiasr-12

R 18
04. Em primeiro lugar, escolhemos a coluna que contera o corte. Isso pode ser feito
de 4 modos. Em seguida, escolhemos a cor das casas do corte, o que pode ser feito
de 3 modos. Ficamos, entdo, com trés colunas restantes para preencher.
Preencheremos primeiramente as casas da primeira linha. Temos 3 modos de
colorirmos cada casa da primeira linha, ou seja, 3 modos. Finalmente, resta-nos
colorir as casas da segunda linha, o que pode ser feito de 2° modos, ja que as cores
das casas dessas colunas devem ser diferentes das cores das casas imediatamente

superiores. O total de coloragdes é 4-3-3%.2° = 2592.

05. Em primeiro lugar, veja que cada termo do produto ¢ do tipo
(k+D*+(k+1)* +1
K4k +1

= 2t D) - = (P D) - = (P —x+ D +x+1).
Assim, ficamos com
k+D* +(k+1)°+1_[(k+1)° = (k+D)+11[(k +1)* + (b +1) +1]
kel (K> —k+1)(k> +k+1)
(k+ 1P —(k+1)+1=kK+k+1ek—k+1=(k—1)"+(k—1)+ 1. Logo, a iltima
expressao fica

. Além disso, podemos escrever

. Agora, veja que

k+D* +(k+1)>+1 _ (k+1)>+(k+1)+1
K+k>+1 (k=D +(k-D+1

Logo, o produto pedido ¢ igual a
274241 47 +4+1 62 +6+1 322 +32+1
02+0+1 224241 42 +4+1 " 30°+30+1

=322 +32+1=1057.
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SOLUGOES NIVEL 3 - SEGUNDA FASE - PARTE B

PROBLEMA 1:

Seja a = m(IAC). Entio m(]éA) =2« . Prolongue a reta C/ até encontrar o lado AB

em D. Como m(CAD) = 2m(IAC) = 2a, o tridngulo ACD ¢ isosceles e, portanto,
suas bissetrizes Al e CE sdo congruentes.

Logo, sendo m(CEB) = a + 2a =3a= m(ECB) ¢ CE = AI = BC, o tridngulo BCE
¢ equilatero. Assim, m(ABC) = 60"

Outra solugdo: Considere a mesma figura acima. Aplicando a lei dos senos nos
tridngulos ACI e ABC, obtemos

AC Al @A_C_sen3a
sen(180° —a —2a) sen2a Al sen2a

. AC _ BC <3ﬂ_sen&z
sen(180° —2a—4a) sen2a  BC sen2a

Como AI=BCe0<3a<6a<180°,

sen3a =senb6a < 3o+ 6a =180" < a=20°. Logo m(ABC)=180" —6a = 60° .
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PROBLEMA 2:

Note que Diamantino pode jogar futebol no maximo 5 vezes; caso contrario ele
necessariamente joga dois dias seguidos. Suponha que ele joga k dias. Entdo os &
dias em que ele joga devem ser imediatamente seguidos por dias em que ele ndo
joga. Assim, acrescentando um dia ao periodo, podemos dividir os 11 dias em &
blocos de dois dias e 11 — 2k blocos de um dia. Podemos permutar os £ + 11 — 2k =

— ) 11-%
11 — k blocos de M = maneiras.
k'(11-2k)! k

Assim, o total de maneiras de Diamantino escolher os dias em que vai jogar &
11-0) (11-1) (11-2) (11-3) (11-4) (11-5
+ + + + + =1+10+36+56+35+6=144
0 1 2 3 4 5
Outra solugao:
Seja a, o numero de maneiras de Diamantino escolher os dias em que vai jogar
entre n dias. Se ele jogar no dia n ele ndo pode ter jogado no dia n — 1, mas ndo ha
restrigdes aos demais n — 2 dias; assim, nesse caso ha a, , maneiras de escolher os

dias em que vai jogar; se ele ndo jogar no dia » ndo ha restrigdes aos demais n — 1
dias, entdo nesse caso ha a,_; maneiras de escolher os dias.

Assim, a, = a,_; + a,,, com ap = 1 (a Unica op¢do € ndo jogar) e a; =2 (ele joga ou
ndo no unico dia). Dessa forma, podemos encontrar os valores de a, a partir dos
anteriores:

n |01 ]2 ]3]4]35 6 7 8 9 10
a, |1 12135181321 |34 |55 8 | 144

Logo Diamantino pode escolher os dias de 144 maneiras.

Comentarios:
e Temos que a, = F,+, em que F, ¢ a famosa sequéncia de Fibonacci (clique
no link para saber algumas de suas muitas propriedades!)
e Comparando e generalizando as duas solugdes vocé pode obter a

identidade
n n—1 n—2 n-3
F.,= + + + e

que soma as outras diagonais do tridngulo de Pascal.
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PROBLEMA 3:
Observando que (1 +x)(1 +y) (1 +z)=1+x+y+z+xy+yz+zx + x)z,

{ xX+y+z=77 { xX+y+z=77

Xy +yz+zx +xyz =946 I+x+y+z+xy+yz+zx+xyz=1024

(I+x)+(0+y)+(1+2)=80
(1+x) 1+ y)A+2)=1024=2"
Como x, y e z s@o inteiros ndo negativos, 1 +x, 1 + y e 1 + z sdo poténcias de 2.

Considerando que 80 =2°+2*>3.2%, 80 <2’ ex <y <z temos 2 <1+2z<2’, ou
seja, | +z=2"=320ul+z=2°=64.

Sel+z=32,temos 1 +x+1+y=48¢ (1 +x)(1 +y)=25=32. Mas, sendo 1 + x
e 1 + y poténcias de 2 com soma par, temos 1 +x > 2 e, portanto, 1 +y < 16.

Entdio 1 +x<16e 1 +x+ 1+ y<32<48, e ndo ha solugdes nesse caso. Se 1 +z=
64,temos 1 +x+ 1 +y=16¢ (1 +x)(1+y)=2*=16.

Desse modo, 1 +x e 1 +y sdo solugdes da equagdo do segundo grau £ — 167 + 16 =
0, que nao tem solugdes inteiras. Logo nao ha solugodes.

PROBLEMA 4:
Como a bola sofre reflexdo perfeita, ao refletir a mesa em relagao a cada lado em
que a bola bate obtém-se uma linha reta. Repetindo as reflexdes obtemos a seguinte
figura, em que a trajetoria da bola ¢ reta:

A ___________

,
/
,
¥

- S

Assim, o problema ¢ equivalente a encontrar uma trajetéria em um retangulo de
dimensdes inteiras m e n, dividido em mn quadradinhos unitarios, que comega em
um vértice, termina no vértice oposto e corte os lados dos quadradinhos unitarios
2010 vezes, sem passar por nenhum dos vértices internos dos quadrados unitarios
(pois se passasse, a bola chegaria a um vértice do quadrado antes de 2010 rebatidas
nos lados).
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Como a bola deve atravessar m — 1 quadrados em um sentido e n — 1 no outro, m —
1+n-1=2010< m+n=2012; como a bola ndo passa por vértices do quadrado
unitario, mdc(m, n) = 1 < mdc(m, m + n) = 1 < mde(m, 2012) = 1. Assim, o
numero pedido é a quantidade de numeros coprimos com 2012 menores do que

2012, que é §2012) = 422 - 503) = 2012(1—%)(1—%]:1004.
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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugdes da Terceira Fase

TERCEIRA FASE - NiVEL 1

PROBLEMA 1
Esmeralda tem muitos triangulos retangulos iguais aos da figura.

5 cm

4 cm

a) Fazendo coincidir partes dos lados, sem sobrepor tridngulos, Esmeralda montou
a figura a seguir. Qual ¢ a area e qual é o perimetro dessa figura?

O 9,
O 9

b) Usando o mesmo processo, Esmeralda montou o menor quadrado possivel com
lado de medida inteira. Mostre, através de uma figura, como Esmeralda pode fazer
isso.

PROBLEMA 2

As casas de um tabuleiro 3 x 3 sdo numeradas de 1 a 9, cada nimero sendo
utilizado exatamente uma vez. Em cada linha horizontal, pintamos de vermelho a
casa com o maior numero e, de verde, a casa com o menor niimero. Seja A 0 menor
dos numeros das casas vermelhas € B 0 maior dos nameros das casas verdes.
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a) Mostre uma maneira de preencher o tabuleiro de forma que 4 — B =4.
b) Mostre uma maneira de preencher o tabuleiro de forma que 4 — B =-3.
¢) E possivel obter 4 =4 e B =37 Nao se esqueca de justificar a sua resposta.

PROBLEMA 3
Dado um sélido formado por cubos de 1 cm de aresta, como mostra a figura 1,
podemos indicar a quantidade de cubos em cada direcdo, como mostra a figura 2.

Esmeraldino montou um sélido com cubos de 1 ¢cm de aresta e fez uma figura
similar a figura 2.

Encontre os valores de a, b, ¢, d, e, f, x e m.

PROBLEMA 4

Dizemos que um nimero inteiro positivo n é abestado se ao lermos da direita para
esquerda obtivermos um inteiro maior que n. Por exemplo, 2009 ¢ abestado porque
9002 ¢ maior que 2009, por outro lado, 2010 ndo ¢ abestado pois 0102, que € o
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numero 102, é menor que 2010 e 3443 nao ¢ abestado pois quando lido da direita
para esquerda ¢ exatamente igual ao original. Quantos inteiros positivos de quatro
algarismos sao abestados?

PROBLEMA 5

a) Exiba um numero inteiro positivo menor ou igual a 1000 com pelo menos 20
divisores positivos.

b) Existe um niimero inteiro positivo menor ou igual a 11000 com pelo menos 200
divisores positivos? Nao se esqueca de justificar a sua resposta.

TERCEIRA FASE - NIVEL 2
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Dizemos que um numero inteiro positivo n € abestado se ao lermos da direita para
esquerda obtivermos um inteiro maior que n. Por exemplo, 2009 ¢é abestado porque
9002 ¢ maior que 2009, por outro lado, 2010 ndo ¢ abestado pois 0102, que é o
numero 102, € menor que 2010 e 3443 nao ¢ abestado pois quando lido da direita
para esquerda é exatamente igual ao original. Quantos inteiros positivos de quatro
algarismos sao abestados?

PROBLEMA 2

Seja ABCD um paralelogramo e I' a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABD.
Se E e F sdo as intersecdes de I com as retas BC e CD respectivamente, prove que
o circuncentro do tridngulo CEF esta sobre I

PROBLEMA 3

Arnaldo e Bernaldo participam do seguinte jogo em um tabuleiro m x n, m, n > 2.
Arnaldo comeca escolhendo uma casinha e colocando um cavalo na casinha
escolhida; em seguida, Bernaldo ¢ Arnaldo movem alternadamente o cavalo,
comecando por Bernaldo, com a restricdo de que o cavalo ndo pode cair em
casinhas que ja foram visitadas. Perde quem ndo poder mover o cavalo.
Determinar, em funcdo de m e n, qual jogador tem uma estratégia para ganhar o
jogo, ndo importando os movimentos do outro jogador e mostrar como ele deve
jogar para ganhar.

Observacdo: Cada movimento de um cavalo consiste em ir duas casas na vertical
ou na horizontal e, em seguida, uma casa na dire¢do perpendicular.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Sejam a, b e ¢ reais tais que a # b e a*(b + ¢) = b*(c + a) = 2010. Calcule ¢*(a + b).

PROBLEMA 5

As diagonais de um quadrilatero inscritivel ABCD se intersectam em O. Os
circulos circunscritos aos tridngulos AOB e COD intersectam as retas BC e AD,
pela segunda vez, nos pontos M, N, P e Q. Prove que o quadrilatero MNPQ esta
inscrito em um circulo de centro O.

PROBLEMA 6
Os trés lados e a area de um tridngulo sdo numeros inteiros. Qual ¢ o menor valor
da 4rea desse triangulo?

TERCEIRA FASE - NiVEL 3
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1
Encontre todas as fungoes f do conjunto dos reais nos conjuntos dos reais tais que

fla+ b)=flab)
para todos a, b irracionais.

PROBLEMA 2
Seja P(x) um polindmio com coeficientes reais. Prove que existem inteiros
positivos n ¢ k tais que k tem » digitos e mais de P(n) divisores positivos.

PROBLEMA 3

Qual é a maior sombra que um cubo so6lido de aresta 1 pode ter, no sol a pino?
Observagdo: Entende-se “maior sombra de uma figura no sol a pino” como a maior
area possivel para a proje¢do ortogonal da figura sobre um plano.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Seja ABCD um quadrilatero convexo e M e N os pontos médios dos lados CD e
AD, respectivamente. As retas perpendiculares a AB passando por M e a BC
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passando por N cortam-se no ponto P. Prove que P pertence a diagonal BD se, e
somente se, as diagonais AC e BD sdo perpendiculares.

PROBLEMA 5

Determine todos os valores de n para os quais existe um conjunto S de n pontos,
sem que haja trés deles colineares, com a seguinte propriedade: é possivel pintar
todos os pontos de S de modo que todos os dngulos determinados por trés pontos
de S, todos da mesma cor ou de trés cores diferentes, ndo sejam obtusos. A
quantidade de cores disponiveis ¢ ilimitada.

PROBLEMA 6
Encontre todos os pares (a, b) de inteiros positivos tais que 3* = 25> + 1.

SOLUGOES DA TERCEIRA FASE - NIVEL 1

PROBLEMA 1: SOLUGAO DE HELENA VERONIQUE RIOS (SAO CARLOS - SP)
a) Perimetro

3+3+4+4+5+5+(4-3)+(4-3)=26.

O perimetro da figura é 26cm.

Area de um triangulo:

b-h 4.3 12 2
— > ——=—=>06cm
2 2 2
Cada tridngulo tem 6cm’ de érea.
Se na figura temos 4 desses tridngulos, a area da figura é 4-6, ou seja, 24cm’.

b) 6cm” — area de cada tridngulo

Qual o menor multiplo de 6 que é um quadrado perfeito? 36 (6-6)

O quadrado devera ter 36cm” e 6¢cm de lado, se possivel.

Este quadrado, porém, ¢ impossivel de ser formado por causa da forma do

tridngulo. Teriam de ter dois lados medindo 3cm em cada lado do quadrado, o que
seria impossivel ja que precisariam de 8 lados de 3cm sendo que s6 tem 6.

(4+3£6,4+526,5+3%6)
O préximo menor quadrado possivel de ser feito com formas de 6cm’¢é o de lado
12, cuja drea ¢ 12x12(144cm’ ).

36cm?* —1lado 6,
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49cm* —lado 7,

64cm” —lado 8,

81lcm® —lado 9,

100cm?® —1lado 10,

121ecm® —lado 11,

144cm® —lado 12; 49, 64, 81, 100 e 121 ndo sdo divisiveis por 6 (4drea do
tridngulo). 144 ¢ divisivel por 6 (6-24=144).

Quadrado de lado 12cm, area 144cm2 com 24
triangulos retangulos de lados 3,4 ¢ 5 cm.

PROBLEMA 2: SOLUGAO DE LUCCA MORAIS DE ARRUDA SIAUDZIONIS (FORTALEZA - CE)

a)
A=17

Verde 5 Vermelho B=3

1 7 A-B=4
Verde Vermelho

2 4 8
Verde 6 Vermelho

3 9
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b)
A=3
Verde Vermelho B=6
1 2 3
A-B=-3
Verde Vermelho
4 S 7
Verde Vermelho
6 8 9

c¢) Para a ser igual a 4 os dois nimeros que estardo juntos com ele na fileira devem
ser (1,2),(2,3) ou(1,3). Porém o 3 ndo pode estar junto com ele na fileira, sendo
ele ndo seria pintado de verde. Entdo uma fileira horizontal é: 1, 2, 4. Porém, para
que o 3 seja o B, as outras duas casas verdes teriam que ser 1 e 2. Porém, 1 ¢ 2
estdo na mesma fileira, entdo casas verdes sdo (1,3), ja que o 2 ndo ¢ verde, a
terceira casa verde ¢ um nimero >4, ocasionando o fato de B # 3. Portanto, ndo é
possivel.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DE VICTORIA MOREIRA REIS COGO (TERESINA - PI)
Nesse cubo, podemos formar expressoes a partir das placas 3x3x1e a partir delas,
encontramos o resultado. Veja:

o“ a+3+1=2+2+1 ‘0‘ 1+b+c =2+x+2

a=5-4 l+b+c=2+3+2

h a=1 h b+c=7-1
E hremg
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x=T7-4
x=3

1+2+1=m+2+2

m=4-4
m=0

atl+d=1+3+m
1+1+d=1+3+0

d=4-2
d=2

Como os resultados s6 podem ser de 0 a
3, e aunica soma que da 6 ¢ 3 + 3, entdo:

b=3ec=3

e
L

3+b+e=3+3+2
343+e=3+3+2
e =8-6

e=2

l+c+f=2+1+2

1+3+f=5
f=5-4
f=1

PROBLEMA 4: SOLUGAO DE LUCCA MORAIS DE ARRUDA SIAUDZIONIS (FORTALEZA - CE)
Chamamos o primeiro algarismo de 4, o segundo de B o terceiro de C e o quarto de

D.

Testamos os casos:

1°. Caso: o ultimo algarismo é maior que o primeiro.

Se A =1, temos:
Se A =2, temos:
Se A =3, temos:
Se A =4, temos:
Se 4 =5, temos:
Se A = 6, temos:
Se A =17, temos:
Se A =8, temos:

1
1
1
1
1
1
1
1

-10
-10-
-10
-10
-10-
-10
-10-
-10-

Total de 3600 casos.
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-8=2800

7=700
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2° Caso: A=D, C>B.

Se B=0, Temos: 9-1-9-1=81
SeB=1, Temos: 9:1-8-1=72
Se B=2, Temos: 9:1-7-1=63
Se B=3, Temos: 9:1-6-1=54
Se B=4, Temos: 9-1-5-1=45
Se B=5, Temos: 9:-1-4-1=36
Se B=6, Temos: 9-1-3-1=27
SeB=7, Temos: 9-1-2-1=18
Se B=38, Temos: 9-1-1-1=9

Total de 405 casos.
Resposta final: 4005 numeros.

PROBLEMA 5: SOLUGAO DA BANCA
a) Por exemplo, 900=2-3"-5%,que tem (2+1)-(2+1)-(2+1)=27 divisores
positivos.

b) Nao, ndo existe. Seja # um nimero com pelo menos 200 divisores. Se 0 i-€simo

menor divisor é d, entdo o i-ésimo maior divisor ¢é E Seja m o centésimo menor

divisor. Temos m>100 e - > m,donde n>m* >10000. Chegamos perto, mas
m

isso ainda ndo resolve o problema. Consideremos o 98°., 0 99°. ¢ o 100°. menores
divisores de n, que chamaremos de k, /, e m. Note que, se m =105, teremos como

antes > m, donde n>m? >105% =11025 > 11000.
m

Podemos supor entdo que 98<k </<m<104. Como para quaisquer inteiros
positivos distintos a, b temos mdc (a,b) < |b - a|, e

mme(a,b) = , concluimos que n>mmec(k,1,m)= mmc(k,mmc(l,m)) =

mdc(a,b)
k-mmc(l,m) . k-mmc(l,m)

B mdc(k,mmc(l,m)) B mdc(k,l)-mdc(k,m) B

klm > kim > 98-99-100

B mdc(l,m)mdc(k,l)mdc(k,m) (m—l)(l—k)(m —k) (m—l)(l—k)(m —k)'
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Como (m—1)+(I—k)=m—-k<104-98=6, temos (m—I)(/I—-k)<3-3=9e

(m—1)(1—k)(m—k)<9-6=54, donde nz%‘i%mooo.

SOLUCOES DA TERCEIRA FASE - NiVEL 2

PROBLEMA 1: SOLUGAO DE LIARA GUINSBERG (SAO PAULO - SP)
Considere o nimero da forma ABCD. Temos 3 possibilidades:

e A>D = onumero nao ¢ abestado.
e A=D = onumero ¢é abestado somente se C > B : calculando o nimero de
€asos temos:

A=D: 9 possibilidades, pois A=D=#0, sendo o numero teria somente 3

algarismos.
C > D 45 possibilidades, pois € o resultado do somatoério 9+8+7+...+1, ja que

C pode assumir o valor zero.

Totalizando 9 x45 =405 numeros abestados.
e A<D= o numero ¢ abestado, independentemente dos valores B e¢ C.
Novamente calculando o niimero de casos:

A< D: 36 possibilidades, pois ¢ o somatorio de 8+7+6+...+1, ja que 4 ndo

pode assumir o valor zero.

B e C: 100 possibilidades, ja que B pode assumir 10 valores diferentes, assim
como C.

Total: 36 x100 =3600 numeros abestados.

Finalizando, teremos 405 + 3600 = 4005 ntimeros abestados de quatro algarismos.

PROBLEMA 2: SOLUGAO DE PEDRO MORAIS DE ARRUDA SIAUDZIONIS (FORTALEZA - CE)
Seja BAD = o, logo BCD = o, pois em um paralelogramo os angulos opostos sdo
iguais.

Seja BDA= B. Assim ABD =180°—o, —B. Veja que o arco AB=2BDA= 2B e
AD =2ABD = AD =360° — 20, — 2.
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2B

360°2 2B
E

Note que BCD = BAP=EE . 5 0~ 360°— 20— EF = EF = 360° - 4a

Com isso EBAF =4a.
Seja O o circuncentro do AFCE. Sabemos que FOE =2FCE = FOE =2a.
EBAF EBAF

Como =20= FOE = = Oel, pois FOE é angulo inscrito.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DA BANCA

Chamaremos Arnaldo de 4 e Bernaldo de B. Suponha, sem perda de generalidade,
m < n. Vamos mostrar que para m = 2, 4 tem estratégia vencedora se e somente se
n ndo ¢ multiplo de 4; para m > 3, 4 tem estratégia vencedora se € somente se m € n

sdo impares.

Estudemos o caso m = 2. Se 4 ndo divide n, 4 pode vencer colocando o cavalo na
primeira coluna se n = 4k + 1 e na segunda coluna se n =4k + r, parar =2 ou r = 3.
O cavalo deve ser movido sempre duas colunas a direita em cada jogada,

permitindo 2k jogadas a mais.

Considere agora o caso n = 4k. Divida o tabuleiro em tabuleiros 2 x 4, ¢ forme
pares de casas de modo que € possivel mover o cavalo entre casas do mesmo par:
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Como todo o tabuleiro esta dividido em pares, B consegue jogar, ndo importando
onde 4 coloque o cavalo: basta mover o cavalo para a outra casa do par. Quando 4
jogar, colocara o cavalo numa casa de outro par, e B repete a estratégia. Deste
modo, se n = 4k o jogador B tem estratégia ganadora.

Isto termina o caso m = 2. O caso m > 3 segue de modo semelhante, dividindo o
tabuleiro em varios tabuleiros menores. Considere as seguintes maneiras de se
formar pares, além da descrita anteriormente:

112|134 112|3]|14|5]|6 1123 11213145
3161115 31411171819 4141 31416147
2|1514]|6 217181965 2134 2111756

Juntando esses tabuleiros se prova que B tem estratégia vencedora para tabuleiros 3
x n, n par ¢ A tem estratégia vencedora para tabuleiros 3 x n, n impar: divida o
tabuleiro num 3 x 3 ou 3 x 5 e tabuleiros 3 x 4; basta colocar o cavalo na casa
marcada com 4 e seguir a mesma estratégia de B.

Para verificar o caso m = 4, basta juntar tabuleiros 4 x 2 se n € par e um tabuleiro 4
x 3 e varios tabuleiros 4 x 2 se n ¢ impar. Isso também prova que se 4 ou B tem
estratégia vencedora para um tabuleiro m x n entdo tem estratégia vencedora
também para tabuleiros (m + 4) x n, m > 3. Entdo basta resolver o problema para m
€ {3,4,5,6}.

Esses tabuleiros resolvem o caso m = 5:

112 3]4]5]6 1123 1(4]5
31411171819 3145167
211011196 |5 2 11]110(8|9
1211314 15| 7 | 8 1114 (12|76
10111213 |14 |15 121101198
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Note que B tem estratégia vencedora para o tabuleiro 5 x 4 e 4 tem estratégia
vencedora para o tabuleiro 5 x 3. Entdo, para o caso 5 x n, n par, juntamos
tabuleiros 5 x 4 se n ¢ multiplo de 4 e um tabuleiro 5 x 6 e tabuleiros 5 x 4 se n €
na forma 4k + 2; se n é impar, juntamos varios tabuleiros 5 x 4 ao tabuleiro 5 x 3
ous x5,sen=4k+ 3 oun=4k+ 1, respectivamente. O caso 6 x n segue
diretamente do caso 3 x n se n ¢ par (basta juntar dois tabuleiros 3 x n) e juntando
tabuleiros 6 x 4 a um tabuleiro 6 x 3 ou 6 x 5, se n =4k + 3 oun = 4k + 1,
respectivamente. Com isso, todos os casos estdo cobertos.

PROBLEMA 4: SOLUGAO DE PAULO HENRIQUE OMENA DE FREITAS (SAO PAULO - SP)

Vamos trabalhar com a equagio:
a’ (b + c) =2010
b*(c+a)=2010

azb

Usando o método da subtracdo:
az(b+c)—b2(c+a)=0

s a’b+ad’c-bc-b*a=0

= ab(a—b)+c(a2 —b2)=0

= ab(a—b)+c(a+b)(a—b)=0
<:>(a—b)(ab+ac+bc)=0
<a=bouab+ac+bc=0.

Ja que, do enunciado, a #b, ab+ac+bc=0.
Colocando ¢ em evidéncia:

c(a + b) =—ab

<:>cz(a+b)=—abc.

Colocando a em evidéncia:

a(b + c) =-bc

<:>a2(b+c)=—abc.

Assim, temos a igualdade:

¢’ (a+b)=—abc=a2 (b+c)=2010.
Finalmente, ¢*(a +b)=2010.
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PROBLEMA 5: SOLUGAO DE FELLIPE SEBASTIAM S. P. PEREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)

Observe que como ABCD ¢é um quadrilatero inscritivel temos que os angulos ACB
e BDA sdo iguais. Temos também que OQCDP ¢ inscritivel, logo, como ACBe

—_

BDA sdo iguais, segue que os arcos OQ e OP sdo iguais. Podemos concluir que

os segmentos OQ e OP sio iguais também. Analogamente, fazendo tudo com o

quadrilatero ANOMB, chegamos a conclusdo que OM e ON sio iguais. Agora
para provar que O ¢ o centro da circunferéncia que passa pelos vértices do
quadrilatero MNQP (ndo sabemos ainda se ela existe), basta provarmos que

OP=ON, pois assim teremos OM =ON =0P = O_Q concluindo assim que existe
uma circunferéncia de centro O que passa pelos vértices do quadrilatero MNQP.
Para provarmos isto fagamos o seguinte: chamemos o angulo ACD de 0. Como o
quadrilatero ABCD ¢é inscritivel segue que DBA=0. Temos também que
OPN = 0, pois OPD =180°—0 (pois o quadrilatero OPDC ¢ inscritivel).

Temos também que PNO=0 , pois NOBA ¢ inscritivel. Logo os angulos ONP ¢
OPN siio iguais, donde segue que OM =0P , c.q.d.

PROBLEMA 6: SOLUGAO DE TADEU PIRES DE MATOS BELFORT NETO (FORTALEZA - CE)
Sabemos pela formula de Heron que a area de um tridngulo é:

S=\p(p—a)(p-b)(p—c)
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a+b+c
2
S:\/[a+§+cj(a+b+c_aj(a+§+c_bj[%bﬂ—cj
[T
)

16S2=(a+b+c)(b+c a(a+c b)(a+b—c)

sabemos que a,b,c, S€Z" e a,b ¢ c¢sio lados de um tridngulo.

Podemos ver que a+b+c ¢ par. Caso contrario
a+b+c,(a+b+c)—2a,(a+b+c)—2€ e (a+b+c)—2b seriam impares e
teriam o produto par, o que ¢ claramente um absurdo.

O valor minimo para essa soma ¢ 4, mas no caso a unica tripla de interiros
positivos que tém essa soma ¢é (1,1,2).Mas desobedecem a desigualdade triangular:
1 + 1 ndo € maior que 2.

Essa soma também ndo pode ser 6. Porque nesse caso o produto teria um fator 3,
mas como ¢ um quadrado perfeito teria que ter dois ou mais fatores 3, Assim,

(b+c—a),(a+c—b) ou (a+b—c) teriam esse fator 3. Mas eles sdo pares e
menores que 6, logo ndo ha como isso acontecer (absurdo!).

Se a+b+c=38, nenhum dos outros fatores poderia ser 6, caso contrario teria que
haver dois fatores iguais a 6. Sem perda de generalidade supomos que

b+c—a=6

a+c-b=6

2¢c=12=c=6—>a+b=2—>c>a+b. Absurdo.

Assim, temos alguns casos a analisar, pois cada fator s6 pode ser 2 ou 4.

a+b—c=4

I) a+c—b=4 a+b+c=12. Absurdo!
b+c—a=4
a+b-c=4

1) a+c—-b=4 a+b+c=10. Absurdo!
b+c—a=2
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a+b+c=8

11I) atb-c=4 (a+b+c)(a+b-c)(a+c—b)(b+c—a)=128.
a+c—-b=2
b+c—a=2

128 ndo ¢ da forma 165 com S € Z*, Absurdo!

a+b—c=2
V) a+c—b=2 a+b+c=6. Absurdo!
b+c—a=2

Podemos ver que a soma nio pode ser 10, por um argumento analogo ao do 6. Pois
teria que haver outro fator 5, o que faria com que um dos fatores fosse 10, o que ¢
um absurdo!

Ja que para a+b+c =12 ¢ possivel, basta tornar a= 5, b=4, ¢ = 3.

Vale a desigualdade triangular e a area ¢ dada por

s=\p(p-a)(p-b)(p-c)

p=6,a=5b=4,c=3

S=+6-1-2-3
S=+6> =6.

Vamos provar que o valor minimo de (p—a)(p—b)(p—c) € 6, caso o produto

p(p —a)(p —b)(p —c) fosse menor que 36.

Supondo que ndo fosse, teriamos as seguintes possibilidades:
(p—a)(p—b)(p—c)=5:>b+;_a _s a+;)—c=1’ a+c—b:1:>
p=5+1+1=7 ¢ p(p—a)(p—b)(p—c)=7-5=35, que ndo é quadrado perfeito.
Absurdo!

(p—a)(p—b)(p—c)=4. Para o produto disso com p ser menor que 36 ¢

quadrado perfeito, p seria 4 e ja vimos anteriormente que isso ¢ um absurdo.
(p—a)(p-b)(p—c)=3. Nesse caso p seria 3, para o produto ser menor que 36 ¢

quadrado perfeito, mas nesse caso a+b+c =06 e ja analisamos esse caso.
a+b—c a+c—b b+c—a
(p-a)(p=b)(p-c)=2  ——=1  ——=1 = ———=

2 2 2
p=1+1+2=4, S =+/8. Absurdo!

2
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Logo os valores de (p—a)(p—b)(p—c) e p sdo minimos e portanto o produto &
minimo. Assim, a area minima € 6.

SOLUGOES DA TERCEIRA FASE - NIVEL 3

PROBLEMA 1: SOLUGAO DE DAVI COELHO AMORIM (FORTALEZA - CE)

Temosque f:R—>R e|f(a+b)=f(a-b) M Ya,b irracionais.

Logo, temos:
fla+b)=f(a-b)=f((=a)-(-b))= f(-a=b)= f(a+b)=f(-a=b)

Lema: Todo niimero real pode ser representado como a soma de dois nimeros

irracionais.
1°. Caso: Numero irracional.

Seja x um racional e o um irracional. Logo, sendo f=x—a, B é um irracional,
pois se B for racional, oo = x— e o seria racional. Absurdo!

Logo, como x=o + (x — oc) =a + B, todo racional pode ser escrito como a soma de
dois irracionais.

2°. Caso: Numero irracional

Seja x esse irracional. Vamos supor que para todo 0< o <lirracional, x —a =J,
onde [ ¢ racional. Logo temos:

xX—o=
? , onde (p=£ e ezz,p,q,r,seZ
x—(1-a)=6 q s

Somando obtemos 2x—1= P + I =X

q s 2qs

S +rq+ S .
_pSTrgTsq = x éracional. Absurdo!

Logo, todo irracional pode ser escrito como a soma de dois irracionais.
(2)

Com o lema provado, temos que f(x) = f(—x),Vx eR

Em (1), fazendo a =-b, temos:

£(0) :f(_bz)(i)f(bz)_ Seja f(0)=k= f(bz)zk,Vb irracional.

Logo, provamos que VxeR"tal que Jx e Q.f (x) =k. Basta provarmos agora

que os nimeros yeR" tais que \/; €Q também satisfazem f ( y)=k. Porém,

isso ndo ¢ dificil de provar: seja y tal que \/; € Q. Temos um 0<0<1 irracional

tal que y=(y-0)+0= f(y)=/((y-0)-0) e também

EUREKA! N°34, 2011

50



Sociedade Brasileira de Matemadtica

y=(y+6)+(—9):f(y)zf((y+9)(—6)). Como, para todo x irracional,

f(x)=r, vamos provar que um dos numeros (y—6)-6 e (y+6)-(-6) ¢é

irracional, fazendo assim com que todo nimero tenha imagem . Vamos supor o
contrario, ou seja, que os dois sdo racionais:

(y-0)p=L 00" =2
7 _ q

(y+6)(—9)=£ —y6—62=£,0nde p.q,r.s€Z
s s

29=L_"
q s
t
Como /yeQ=yeQ=|y=—|onde t,uecZ
u
:gezwze:M:e ¢ racional. Absurdo!
u qs 2gst

Com isso, provamos que | f (x) =k,Vx e R|, onde k é uma constante qualquer. Para

qualquer %k, essa funcdo serve, de acordo com a questdo, pois
f(a+b)=f(a~b)©k=k.OK!

PROBLEMA 2: SOLUGAO DE CARLOS HENRIQUE DE ANDRADE SILVA (FORTALEZA - CE)
Seja d = grau do polindmio p.

Agora vamos numerar os primos em ordem crescente, Logo
B =2 P =3 P=5P=7.. Entio seja b inteiro positivo tal que

10" < B,,,, <10°. Vamos definir k como sendo k=RB*-P..P}, , < ((lob )24+2) .

Logo nSab-(2d+2). Podemos supor que para x suficientemente grande

p(x+1)> p(x). Se isso ndo ocorre entdo p & constante ou lim p(n)=—-x, e entdo

H—>0

claramente p(n)<d(k) se a ¢ suficientemente grande, onde d (k)= numero de
divisores positivos de .

Entdo basta provarmos que d(k)> p(ab(Zd + 2)) para a suficientemente grande
j4 que teremos p(ab(Zd + 2)) > p(n).

Entdo vamos as contas: d(k)=(a+ 1)2‘“2 ; € como o polindmio tem grau d entdo

p(x)<x®" para x suficientemente grande. Como no nosso problema
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[

x=ab-(2d +2) com “g” variavel entdo nosso “x” pode ser tdo grande quanto

quisermos. Entdo basta provar que:

(a+1)"" >(ab-(2d +2))" > p(n) <> (a+1) >ab(2d +2). Como b, d sio
constantes entdo a Unica variavel ¢ “a” e como no lado direito ”a” tem menor grau,

entdo para “a” suficientemente grande a desigualdade ¢ valida, mostrando que
existem k, n que satisfazem a condig¢@o do enunciado.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DA BANCA

Sejam ABCD e EFGH duas faces opostas, AE, BF, CG ¢ DH sendo lados do cubo.
Denotaremos por X' a projecdo ortogonal do ponto X no plano. Note que

{A,G},{B,H},{C,E} e {D,F} sd0 pares de vértices opostos. Suponha, sem perda

de generalidade, que A" pertence a fronteira da proje¢do do cubo. Entdo,
considerando a simetria do cubo em relagdo ao seu centro, o simétrico G' de A’
também pertence a fronteira. Dois dos trés vértices vizinhos de A4 serdo projetados
em vértices vizinhos de 4" na fronteira (a menos que, digamos, a face AEHD seja
projetada em um segmento, mas nesse caso podemos considerar um vértice
degenerado nesse segmento).

Suponha, sem perda de generalidade que esses vizinhos sdo B'e D’. Entdo E’ ¢é
interior a proje¢do. Novamente pela simetria, H e F’ pertencem a fronteira da
projecdo e C° pertence ao interior da proje¢do. Finalmente, como

AE=BF =CG=DH, a projecdo do cubo ¢ A'D'H'G'F’B’.

Al

G

As faces ABCD, BCGF e CDHG sdo projetadas sobre paralelogramos (ou
segmentos) ABCD,BCGF e C'D'HG. Trace diagonais
B'D,B'G" e D'G". A area da projecdo ¢ portanto o dobro da 4rea do tridngulo

BDG. Esse tridngulo ¢é equilatero de lado V2,e logo o maximo desejado ¢
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() 5
4

2. =+/3. Uma projecdo ortogonal num plano paralelo ao plano BDG

realiza a igualdade.

PROBLEMA 4: SOLUGAO DE GUSTAVO LISBOA EMPINOTTI (FLORIANOPOLIS - SC)

Na verdade a reciproca ¢ verdadeira, mas a implicagdo direta nem sempre vale,
COMO Veremos a seguir.

(<) Suponha AC L BD.
Entdo podemos tornar um sistema de coordenadas em que AC ¢é o eixo x e BD o
eixo y. Sejam 4 = (a, 0), B= (0, b), C=(c, 0) e D = (0, d). Claramente abcd # 0.

O coeficiente angular de PM ¢ % (pois AC 1. BD). Como M = (%%) a equacdo

da reta PM ¢ y—%=%(x—§j. Analogamente, a equagcdo de PN ¢
_d_¢ -2, Como P(x )—PMmPN temos
TR\ Y ’

a(xp _gj:c(xp —%)—ncp(c—a)zo ea#c

—>x,=0—> PeBD (eixoy).
(:>) Suponha P € BD.

Entdo  podemos tomar um sistema de coordenadas em  que
P=(0,0), B=(0,b), D=(0,d). Sejam A=(x,.»,) ¢ C=(x.,».)

Sm=fte 2etd) (X Yutd]
27 2 2" 2

d -b
e td (claramente x, #0) e o de 4B, Y
X X,

c a

O coeficiente angular de PM ¢

(também temos x, #0).

PMJ_AB:(MJ-()}”—_[)Jz—Iﬁ(yC +d)(y,—b)=—x,-x, (%)

X X

c

Analogamente, PN L BC —(y, +d)(y. —b)=-x,-x

c
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—(y, +d)(y.=b)=(y, +d)(v,~b) >y, y.=b-y,+d-y,~bd=y,-y, by, +d-y,~bd
oy, (b+d)=y.(b+d) <>y, =y, ou b+d=0.

Se y,=y., AC é paralelo ao eixo x e, portanto, perpendicular a BD, que é o eixo y.

. - - L . -b
Se b+d =0, (*) vira [y‘—b]Ey"—b] =-1, o que implica BC L AB (pois Je
c xa xc
-b . . .
Ja sdo, respectivamente, os coeficientes angulares de BC e 4B), ou seja,
X

a

ZABC =90°. Isso caracteriza todos os contra exemplos:

A partir de um tridngulo APNM retangulo em P, tome um ponto D dentro do
angulo /NPM mas fora do tridngulo ANPM, e tal que Z(DP,NM)=90°. Aplique
uma homotetia de centro em D e razdo 2. Fazemos N'=4, M'=C e¢ P'=B. Temos

um quadrilatero ABCD convexo no qual M e o ponto médio de CD; N, o de AD; e
P, o de BD. Como PN/ AB ¢ PM 1PN, temos PM 1 AB e da mesma forma

PN L BC. ZABC=/NPM =90°. Esse é o contracxemplo, pois pela escolha de
D, Pe BD mas BD nao ¢ perpendicular a AC.

P=B

D

PROBLEMA 5: SOLUGAO DE ANDRE SARAIVA NOBRE DOS SANTOS (FORTALEZA - CE)
Se tivermos 4 pontos, todos da mesma cor ou todos de cores diferentes, teremos o
seguinte:

1°. Caso: Eles formam um quadrilatero convexo:
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a + b+ ¢ +d = 360° logo, se eles forem diferentes,
haverd um deles maior que 90° (pois se todos forem
menores, a soma ndo daria 360°), logo, todos t€ém que
ser de 90°, ou seja, | eles t8m que formar um retdngulo|.

2°. Caso: Eles formam um quadrilatero cdncavo:

Como a + b > 180°, garanto que um deles é maior que
90°, logo, isso nao pode acontecer.

Entdo, como 4 pontos de cores diferentes tém que formar um retdngulo, ndo temos
mais como ter 5 pontos de 5 cores diferentes nesse conjunto. Sendo assim,
podemos ter 1, 2, 3 ou 4 cores:

1 cor: s6 podemos ter até 4 pontos, pois 3 deles s6 definem a posi¢do do proximo,
sO que os 4 tém que formar um retangulo:
ex:

A A

2 cores: podemos ter até 8 pontos, de cada cor 4:
ex:
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3 cores: conseguimos uma configuracdo com até 12 pontos, basta eles ficarem
muito afastados, cada retdngulo acutangulo, pois assim, ao escolhermos 3 cores
diferentes, os angulos do tridngulo vdo ser aproximadamente os do tridngulo
acutangulo:

ex:

4 cores: ja mostramos que s6 conseguimos 4 pontos: de fato, 3 pontos de cores
diferentes determinam uma Unica posi¢do possivel para os pontos da outra cor, €
logo hé apenas um ponto de cada cor.

Logo, como checamos todos os casos, vimos que ndo conseguimos mais de 12
pontos e achamos um exemplo com 12, qualquer » menor também satisfaz, pois
tirar pontos de uma configurag¢do faz com que a restante também satisfaca.

Logo, n de 0 até 12 ¢ solucdo, ndo existindo mais nenhuma.

PROBLEMA 6: SOLUGAO DA BANCA
As solugoes sao (1,1), (2,2) e (5,11).

Se a & par e maior que 2, a equagdo equivale a (3% — 1) - (3> + 1) = 2b%. Porém
med(3“* - 1, 3"+ 1) =med(3“* — 1, 2) = 2 e se conclui que 3>+ 1 =4u* e 3% — |
=20 ou3+1=2ue3” -1 =4/

No primeiro caso, 3% = (2v — 1)(2v + 1), e como med(2v — 1, 2v + 1) = med(2v — 1,
2)=1,2v-1=1sov=1eca/2=1<< a=2eportanto b = 2.
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2
No segundo caso, 3% =

impossivel.

=4h*+1=0=1v"+1 (mod 3) < v’ =—-1 (mod 3), o que é

Se a ¢ impar, a equagio ¢ equivalente a 3 - (3“ V%) — 2 = . Seja ¢ = 3“2
Encontremos as solugdes de 3¢* — 2b> =1 (*).

Como (\/g'f‘\/ix\/g_\/a):l:(\/§+\/§)Zk+l(\/§_\/§)zk+1:
V3 +32f " = eBeb42 y (B2 = e V3 -542 (%)

(ck, by) s@o solugodes de (*), para k> 0 inteiro. Suponha que existe uma solugao
(e, p) distinta com «, f € N. Entdo existe k € N tal que

(W3 +v2]" " <ad3+ pi2 < (V3 + 2]
B2 < “*EJFN— <93 +1142

(5+2J€

B2 <a3+p2)s-2v6) " <03 +1142

E possivel provar por indugdo que (a 3+ ﬁ\/EXS - 2\/3)(71 =03 + ¢5\/5,

@ e ¢ ambos inteiros satisfazendo 36° —2¢° =1. Além disso,
9\/5+¢\/5>1> \/_ \/_—9\/3—¢\/5>0, e portanto 9\/§>¢\/§>0.

Portanto (49,¢) ¢ solugdo de (*), com 1 < @ < 9. Porém ¢ possivel verificar
(testando) que ndo ha solugdes com 1 < 8 <9, contradicao.

Para k= 0 temos (\/§+\/§)2k+1 =\/§+\/§, 0 que nos da a solucdo (c,b) =(1,1) de

(*), e, para k=1, temos (\/g + x/E)zkH =93 +114/2,0 que nos da a solugao

(c, b)=(9, 11) de (%).

Suponha que ¢ > 9, ou seja, k> 1. Por (**) e pelo teorema do bindmio temos

£ 2%k +1 2% +1
= 3Lk ok 4 1) 2% + e P L R € £
¢ ;(Zm—i-J (2k+1) ( 3 J )
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Logo 3 divide 2k + 1. Seja 3’ a maior poténcia de 3 que divide 2k + 1. Como
2k +1 el k-1 . N .
3 3.2 =Qk+1)-k-(2k-1)-2", a maior poténcia de 3 que divide o
segundo termo de (***) é também 3’ . Para m > 1, sendo 3’ a maior poténcia de 3
2k +1 2k
que divide 2m + 1, 0 m-ésimo termo, g gk 2 2R LLEE i
2m+1 2m+1\2m
tem pelo menos ¢ + m — s fatores 3 (¢ de 2k + 1, m de 3", subtraindo s de 2m + 1).

Temos m—s>2para todo m>1. De fato, param =2 e m = 3 temos s = 0 e, para
m>4,m—s>m— Llog3 (2m+ I)J >2 (isso segue da desigualdade

I3

>r+2,Vr>2, que pode ser facilmente provada por indugao).

Entdo, como k> 1, todos os termos a partir do terceiro tem pelo menos ¢ + 2 fatores
3,e

c=Qk+1)-2" + 2k +1)-k-(2k-1)- 2" +3*2. N
< 39Dk +1) 2 [k +1)(k-1)+3]+3 N

Note que como 3 divide 2k + 1 entdo também divide (2k + 1)(k — 1) + 3; além
disso, 9 divide (2k+ 1)(k—1), e portanto a maior poténcia de 3 que divide
2k + )k — 1) + 3 ¢ 3. Portanto a maior poténcia de 3 que divide

2k +1)- 2" [(2k + 1)(k = 1)+ 3] é3"" (¢ fatores de 2k+1 e 1 de

(2k + 1)(k — 1) + 3). Finalmente, 3“"? = ¢ = 3! (1 + 3N), que néo ¢ possivel pois
N>0.

Dessa forma, ndo ha mais solugdes.
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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugdes da Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1:

H4 muito tempo em uma galdxia muito distante, utilizavam-se como referéncia
para viagens espaciais os pontos 4, B, C, D, E, F, G, H, vértices de um cubo de
ares igual a um ano-luz tendo os quadrados ABCD e EFGH como faces e tendo os
segmentos AE, BF, CG e DH como arestas. Uma nave espacial viaja com
velocidade constante em trajetoria retilinea de B para C. Outra nave viaja com
velocidade constante igual ao triplo da velocidade da primeira, em trajetoria
retilinea de 4 para G. Sabendo que a primeira atinge o ponto C no mesmo instante
em que a segunda atinge o ponto G, determine a menor distdncia entre as naves
durante esse deslocamento.

PROBLEMA 2:

Quantos sdo os pares ordenados (x, y) com x,ye {0,1,2,...,142} tais que
5x* +7y* —1 é multiplo de 143?

PROBLEMA 3:

Dados os polindmios com coeficientes complexos em uma variavel f(x) e h(x),
prove que existe um polindmio g(x) tal que f(x)= g(h(x)) se, € somente se,
existe um polinémio com coeficientes complexos em duas varidveis ¢(x, y) tal

que /(x)=f(¥)=q(x.y)(h(x)=h(y)).

PROBLEMA 4:
Seja n um inteiro positivo.

Seja A, o subconjunto do plano definido por 1<x<n,0<y<In(x). Seja B, o
poligono convexo de vértices (1,0)=(LIn(1)).(2.0n(2)),(3.0n(3)).....(n.In(n)).(n.0).

Seja C, =4, —B,, o complemento de B, emrelagdoa 4,.

a) Calcule as deas de 4,,B, e C,.Simplifique sua resposta.
b) Mostre que a area de C, ¢ menor que 1, para qualquer inteiro positivo #.

Obs: In representa o logaritmo na base e.
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PROBLEMA 5:
Suponha que temos um grafo com n+1>4 vértices e queremos pintar suas arestas
com duas cores de forma que ndo haja duas arestas disjuntas da mesma cor. Mostre

que ha no maximo 2" tais coloragdes.

Observagoes: Um grafo é formado por um conjunto de vértices e um conjunto de
arestas, cada aresta unindo dois vértices distintos e cada para de vértices sendo
unido por no maximo uma aresta. Arestas disjuntas sfo arestas que ndo tém
vértices em comum.

PROBLEMA 6:
Cada um dos itens a seguir apresenta um valor diferente para a matriz B. Para cada
um desses valores, determine quantas matrizes reais 4 existem tais que

A’ -34=B.

0 1
a) B=
o)
4 0
b) B- ]
0 4
4 1
c) B= J
0 4

SOLUGOES NIiVEL UNIVERSITARIO - PRIMEIRA FASE

PROBLEMA 1
Dando coordenadas, suponha sem perda de generalidade que

A4=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(1,1,0), D=(0,1,0),

E=(0,01), F=(10,1), G=(1L11), H=(0,11).

Se as posi¢oes (em funcdo do tempo) das duas naves sdo oc(t) e
B(t). respectivamente, se ¢ = 0 ¢ o instante em que o(t)=C e B(t)=G e t=-1¢
o instante em que o (1) =B temos

a(£)=(1,1,0)+2(0,1,0),B(r) = (LL1)+~/3 ¢(111).

Assim o quadrado da distancia em fungdo do tempo ¢é

h(t):((l)—(1+\/§t))2 +((1+t)—(1+\/§t))2 +(0—(1+\/§t))2
_3p2 +(\/§—1)2t2 P14 23304300 = (10-23) 7 4 2430+ 1.
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Temos

(1) =(20-43)+243.
Para fo:—2\/5/(20—4\/5)=—(3+5\/§)/44z—0,265temos W (t,)=0; para

t<t, temos h'(t) <0 epara t>¢, temos h'(t) > 0.

Assim o minimo do quadrado da distancia é

h(1,)=(29-343) 44~ 0,541
e a distancia minima é

‘/(29—36)/44 ~0,7355
PROBLEMA 2

Note que 143=11x13. Se N, ¢ o nuamero de pares ordenados (x, y) com
x,ye€{0,1,...,p—1}tais que 5x*+7y>—1 ¢ multiplo de p, entdo a resposta do
problema serd N,, - N,;. de fato, 5x° +7y° —1¢é multiplo de 143 se, e somente se, é
multiplo de 11 e 13. Por outro lado, pelo teorema chinés dos restos, dados pares
ordenados (x.)) com x,y'€{0,1,.,10} e (x",y") com
x",y""€{0,1,...12}, existe um tnico par ordenado (x,y)com x,ye{'0,1,...,142} tal
que x= x'(modl 1),x = x”(mod13),y = y'(modl 1) e y= y”(mod13).

Vamos agora calcular N, e N,;. Os possiveis valores de x*(mod11) sdo 0, 1, 4,
9, 5, 3, sendo cada valor ndo nulo atingido para duas classes de congruéncia
modulo 11. Assim, 5 ¢ quadrado médulo 11 mas 7 ndo ¢, e portanto 5x° (mod11)
assume os valores 0, 1, 3, 4, 5, 9, enquanto 7x”(mod11) assume os valores 0,

2,6,7,8,10 (nos dois casos os valores ndo nulos sdo assumidos duas vezes). Temos
que 1 € o resultado modulo 11 da soma de numeros dessas duas listas nas formas 1

+04+8e5+7,0queda2+4+4=10solugdes médulo 11 de 5x> +7y° =1, e
portanto N, =10. Analogamente, os possiveis valores de x? (mod 13) sao 0, 1, 4,
9, 3, 12, 10, sendo cada valor ndo nulo atingido para duas classes de congruéncia
modulo 13. Assim, 5 e 7 ndo sdo quadrados modulo 13, e portanto 5x*(mod13)e
7x* (mod13) assumen os valores 0, 2, 5, 6, 7, 8, 11 (os valores ndo nulos sdo

assumidos duas vezes). Temos que 1 é o resultado modulo 13 da soma de dois
nimeros dessa lista nas formas 6 + 88 + 6 e 7+ 7, oque dda 4 + 4 +4 =12

solugdes modulo 13 de 5x* +7y° =1, e portanto N,; =12.

EUREKA! N°34, 2011

61



Sociedade Brasileira de Matemadtica
Assim, a resposta do problema é N, - N, =10-12=120.

PROBLEMA 3

Note que, se g(x)=a,x" +..+a, +a,, entdo
g(u)-g(v)=a, (u" —v")+...+a1 (u—v)=(u —v)(anu"’] +u"’2v+...+v”’l)+...+al)
= R(u,v)'(u —v), para um certo polindmio em duas variaveis R(x,y), e logo, se
f(x)= g(h(x)), entdo

()= (v)=g(h(x)) - g(h(¥)) = R(h(x).h(»))-(h(x) = A(y) = (x.) (h(x) - (»))),
com g(x,y):= R(h(x),h(y)), 0 que mostra a primeira implicacdo.

Vamos provar a volta por indugdo no grau de f. Se o grau de f for 0, as duas
afirmagdes sdo verdadeiras. Suponha agora que f ndo ¢ constante e que

f(x)-1(») =q(x,y)(h(x)—h(y)) (dai segue que % ndo é constante). Fazendo y
= 0, obtemos f(x)-f(0)=¢(x,0)(4(x)-%(0)), para todo x, e portanto,
f(y)—f(O):q(y,O)(h(y)—h(O)), para todo y. Substraindo, obtemos
o5 )(H0)~H() = £ ()£ () = a(.0) x)~ H(0) - (0) () h(0)) -
Assim, /(x)—h(y) divide o polindmio (q(x,O)—q(y,O))(h(y)—h(O)). Como
h ndo ¢é constante ¢ h( y)—h(O) ¢ um polindmio s6 na variavel y, segue que
h(x)—h(y) ndo tem nenhum fator comum (ndo constante) com h(y)—h(0),e
portanto h(x)—h(y) divide o polindmio  ¢(x,0)—¢(y,0). Seja
3)i=g(0)-a(0). Temos £(x)-7(0) =a(x0)((x)~h(0)) =2 () (=) ().
donde o grau de ¢ ¢ menor que o grau de £ Por outro lado, A(x)—A(y) divide o
polinomio ¢(x,0)-¢(»,0)=¢(x)-¢(»), e portanto, por hipétese de indugio,
existe um  polindmio é(x) tal  que &(x):é(h(x)) donde
£(5)= 5 (0)+ 2()(H(x)~h(0)) = £(0)+ Z((x))((x) ~(0)) = (),

onde g(x):=£(0)+ §(x)(x - h(O)), o0 que completa a demonstracdo.
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PROBLEMA 4

A figura mostra as regides 4s (abaixo da curva vermelha), Bs (abaixo da poligonal
azul), e Cs (entre a poligonal azul e a curva vermelha).
Temos

Area (An)zjlnln(t)dt =nln(n)—n+1;
Area (B, )1m2ﬁ443+m+MW—U+%m@0=mw0—%m@y

Area (C,)=nin(n)-n +%ln(n)+ 1-In(n!).
Para estimar Area Area (C, ) escreva
ay= [ in(t)~n(k) = (e~ k) (n(k +1)~ In(k))dr ;

note que a, ¢ a area da k-ésima ‘bochechinha” entre a poligonal azul e a curva

vermelha.
Assim,
Area (C,)=a,+a,+..+a, ;
Queremos estimar ¢, para mostrar que a série abaixo converge para S < 1:
0<S=ag+a,+.+c, +..<L
Seja u, (t)=1In(t)=In(k)—(t—k)(In(k+1)=In(k)); temos u, (k)=u, (k+1)=0.
Note que u, (1)=—¢". Integrando por partes temos

k+1
a, =J u, (1) dt

=—j"”( k——Juk (t)dt
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k+1
1 IR k1 1 1,
:_lia(z—k—aj u, (z)l +Jk E(t_k_fj u, (t)dt
el 11 1N, .
| {5_5@_/(_5} J(—uk (1)) de
Para k<t<k+1 temos (—uk (t))dt donde

2
“ gkzj:ﬂ(%_%(t_k_%j jdt B 121k2 '

Temos portanto

1
S SE(HWZ oK L)

si(1+j+°°t‘2dt)gl;
12\ 6

Completando a demonstragao.

Observagdo: Este problema mostra como obter estimativas como a de Stirling:
temos 0< Area (C,)<1/6 donde

0< nln(n)—n+%ln(n)+1—ln(n/)S

|~

nln(n)—n+éln(n)+%Sln(n/)ﬁ nln(n)—n+%ln(n)+1

n"e"\JePn <nl<n"e"\en

Sabemos por Stirling que a melhor aproximagao ¢
n!=n"e"\2mn ;

note que e <2m< e’

PROBLEMA 5

Suponha que algum vértice do grafo esteja contido em todas as arestas do grafo.
Entdo o grafo é uma estrela com n pontas, e o resultado segue (ha exatamente 2"
coloragdes para este exemplo).

Suponha que o grafo tenha um vértice x de grau >3 (i.e., que pertenga a pelo
menos 3 arestas) e que exista uma aresta disjunta de x, digamos e. Devido a
hipdtese sobre o grau de x, para aqualquer aresta e, hd uma aresta f = f (e) que

incide em x que ¢ disjunta de e. Entdo, em qualquer coloragdo das arestas que
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incidem em x, a cor de f'define a cor de e (a cor de /¢ a oposta de e). Assim, hd no

méximo 25 < 2" coloragoes.
Se o grafo tem um vértice x de grau 2, ligado a dois outros vértices y e z, entdo para

toda aresta e disjunta de x que ndo seja a (possivel) aresta yz, ha uma aresta
f=f (e) que incide em x que ¢ disjunta de e, cuja cor determina a cor de e.
Assim, as cores de xy, xz e de yz (se existir) determinam todas as outras. Assim, ha

no maximo 2° <2" coloragdes.
Finalmente, se todo vértice tem grau no maximo 1, todas as arestas sdo disjuntas, e

nesse caso, pelas hipotese do problema, o grafo pode maximo duas arestas e hd no

maximo 2° <2" coloragdes.

PROBLEMA 6
Antes de mais nada vamos esbogar o grafico de f (x) =x’ —3x.

' '

Vemos que para —2<y<2 a equagio f(x)=y admite trés solugdes reais
enquanto para y<—2 ou y>2 ela admite uma solucdo real e duas complexas

conjugadas.
a) Os autovalores de B sdo 1 e — 1 donde podemos escrever B=XDX ™' para X

inversivel e
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1 0
D= .
o)
Sejam c¢,,¢,,¢; (resp. d,.d,,d;) as solugdes reais de f (x)=1(resp. f(x)=—1).Se
f(4)=B temos f(X'lAX) =D donde X '4X é da forma

—1 cl 0
X 4AX =
0 d,

Para i, j escolhidos independentemente. Ha portanto 9 matrizes reais 4 que
satisfazem f(A)=B.

b) Sejam z,z as raizes complexas de f(x)=4. Seja v=(w,w,)eC’ um vetor
linearmente independente com V= (v_vlv_Vz) e considere 4 unicamente definida por

Av =zv, Av = zv. Em outras palavras,

— — -
W, W [z OJ W W
A= _ I
w, W2 0 z w, W
Para qualquer tal 4 temos f (A) =4] = B. Temos além disso 4 real: ha portanto

infinitas matrizes reais 4 que satisfazem f(A4)=B.

¢) Se M ¢ diagonalmente entdo f (M ) também o é. Como B ndo ¢ diagonalmente
entdo 4 também ndo o é. Assim 4 deve ter autovalor com multiplicidade algébrica
igual a 2 logo o Unico autovalor de 4 € o Unico real ¢ com f (c) =4. Além disso

qualquer autovetor de 4 € autovetor de B; como e, € (a menos de multiplo escalar)
0 unico autovalor de B entdo e, deve ser autovetor de 4. Ja e, deve ser autovetor
generalizado, isto ¢, devemos ter Ae, =ce, + ye, (para algum real y). Assim

Rt
f(4)=4 —3A:[4 (3¢7 —3)yJ

0 4

e devemos ter y = 1/ (302 - 3). Ha portanto uma tnica solugao.
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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Problemas e solugbes da Segunda Fase — Nivel Universitario
PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1:

n/4
X

Calcul dx.
ateue -!;(senercosx)cosx *

PROBLEMA 2:
Qual a maior area possivel para a sombra de um cubo de aresta 1?

(Obs.: supomos que o sol esté a pino, isto €, a sombra ¢ uma proje¢ao ortogonal; o
cubo pode estar em qualquer posi¢do).

PROBLEMA 3:
Sejam n, e n, inteiros positivos e 1 = 1N, .

Considere a matriz real simétrica nxn, A= (Cll- j )1<' < tal que para todo i,
’ <i,j<

a,; =4,
A =i = ~1 para 1<i<n—1 tal que (i+1) ndo ¢ multiplo de n,,
Aiivn, = Aipn i = -1

e as demais entradas @, ; sdo iguais a 0.

J

, - , 1 ~ ..
Prove que 4 ¢é invertivel e todas as entradas de A~ sdo positivas.
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4:

xj x(x—l)(x—2)...(x—j+1)

Definimos os polindmios [ = para todo j natural,

J J!
X
com =1.

a) Prove que todo polindmio ndo identicamente nulo pode ser escrito como uma

combinagdo linear desses E
J

X .
j de forma tnica;

b) Seja <Z> o coeficiente de (zj no desenvolvimento de x” (como no item a)).

Calcule

n n
+
k k+1
n+1 '
k+1
PROBLEMA 5:
Se F ¢ um subconjunto finito de R’, denotamos por V. (F ) a vizinhanga de raio r

de F (i.e., a unido das bolas abertas de raio » com centros pertencentes a F).
Prove que, se 0<r <R, vol(V, (F))< (R/7) vol(V, (F)).

PROBLEMA 6:
Prove que se 10*" +8.10" +1 tem um fator primo da forma 60k + 7 entdo 7 e k sio
pares.
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PROBLEMA 1: SOLUC.AO DE BRUNO DA SILVA SANTOS (BELFORD ROXO - RJ)

2
/4 S€C X

1= dx.

dx = J
0 (senx+ cosx) cosx o tgx+1

sec’x
Fazendo: x=u,dv=

dx—>du=dx ¢ v=In(1+1tgx)
1+tgx

como Iu dv=u-v—_[vdu:

I=x-In(1+1tgx)

OZ —L In(1+ rgx)dx ——ln2 I n(1+ tgx)dx
Seja I, = jon/4ln(1+ tgx )dx. Fazendo u=mn/4—xe du=—dx:

I, —j 1(1+tg(7‘c/4 u))du J- (1+1 tgu]du

1+tgu

12_.[ (ln2 ln(1+tgu))du——1n2 I n(1+1gu)du
5:%mz4¢»5=§mz

Portanto 7 =21n2 - [*in(1+tgx)dr = Z1n2 - Z1n2 = Zin2.
PR 4778

7="m2.
4

PROBLEMA 2: SOLUGAO DE RAFAELTUPYNAMBA DUTRA (BELO HORIZONTE - MG)

Sendo A4 o vértice do cubo que estd mais em baixo (um vértice com altura minima),
as trés faces que contém A estdo no escuro. Colocamos os eixos de forma que os

vetores unitdrios normais a essas trés faces sejam §=(1,0,0); ;‘=(O,1,0);
/Ac:(O,O,l), e consideramos o vetor unitario N=(NX,NV,NZ), com

N; + N +N? =1, paralelo & diregéo dos raios solares.

Projetando as faces escuras do cubo sobre o plano horizontal, vemos que a area da
sombra do cubo ¢é igual a soma das areas das proje¢des das trés faces escuras. Mas
a area da projecdo de uma face € igual a 4rea da face original (que ¢ 1) multiplicada
pelo médulo do produto escalar entre o vetor normal a face e o vetor normal ao
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plano de projecao. Assim, a area da sombra ¢
‘N-E‘+‘N-}‘+‘N.ic‘ =|N |+ [N, |+|N.

Como a média aritmética ¢ menor ou igual a média quadratica, temos

N NN
3 - 3 NG

N +|N|+|N.] <3

Logo, a maior area possivel € NE] , que ocorre quando a dire¢do N dos raios solares
¢ paralela a reta HA que liga dois vértices opostos do cubo.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DA BANCA
Precisamos supor que n, >1.De fato, se n, =2¢ n, =1, nem todas as entradas de

A" sdo positivas. Pedimos desculpas...

Vamos encontrar o inverso de % =] - X, onde todas as entradas de X sdo 0 ou

Yi. Vamos usar a série (I—X)_1 =I+X+X*+X +..(note que
(I - X)(] FX+ X+ X ) =7—-X""). Vamos mostrar inicialmente que essa
série converge. Para isso, vamos mostrar (ao final da solug¢do) que o menor M € R
tal que ||Xv|| <M ||v|| para todo vetor vem R" (aqui ||.|| denota a norma euclidiana
usual) é menor que 1. Dai segue que ”X "v" <Mt ||v|| para todo vetor v em R”" ¢
todo inteiro positivo £, e logo a série claramente converge.

Considere o grafo cujos vértices sdo v,,v,,...,v, € conectamos v, € v, se e somente
se a entrada X, em X ¢ ). Pela defini¢do da matriz 4, esse grafo pode ser
decomposto em diversos caminhos, como o0s seguintes: (V,v,...v, ),

v )J1<r<n,.

rm 2 U2 ’“'vr+n—nl

(an] ’an]+1,""v(k+1)n1—1 )’1 <k< n, -le (V),,V
Claramente esse grafo € conexo. Como a entrada m; em X * ¢ ndo nula se e

somente se existe um caminho de i a j com k& lados, para quaisquer i, j existe & tal
que a entrada correspondente m,; em X * ¢ ndo nula (e logo positiva). Isso prova

que todas as entradas de 4~ sdo positivas.
Finalmente, para mostrar que o menor M € R tal que ||Xv|| <M ||v|| para todo vetor

v em R" & menor que 1, consideremos um vetor v=(aq,,a,,..,a,) tal que
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||Xv|| =M ||v|| . Note que, como X ¢ simétrica e ndo-negativa, podemos tomar um tal

v com Xv=Mv. Temos que, para cada j<n, a j-ésima coordenada de Xv ¢é da

a, +a, +..+ta, . _
forma — - 2 L2 onde s(j)<4, cujo quadrado é menor ou igual a
a,*+a ’+..+a * a’+a ’+.+a, °’ .
s(j)— / e p < 2 2 2 e, se vale a igualdade, todos
a’+a *+..+a, °

i j2 Tis(j)

os a, devem ser iguais. Somando os termos para todos os
i

4

j<n,oresultado ¢ menor ou igual a @’ +a,” +...+a,’, pois em cada coluna de X
, Ja ~ ’ 2 2

ha no maximo 4 elementos ndo nulos. Dai segue que ||Xv|| < ||v|| e portanto M <1.

Suponha por absurdo que M = 1, isto ¢, que valha a igualdade. Para cada j com
a; #0, todos os a, devem ser iguais a a, (e portanto ndo nulos). Pela conexidade

do grafo definido acima , deveriamos ter entdo todos os a, iguais, mas nesse caso

ndo vale a igualdade, pois nem todas as colunas tém 4 entradas ndo nulas.

PROBLEMA 4: SOLUGAO DE MATEUS OLIVEIRA DE FIGUEIREDO (FORTALEZA - CE)
a)

X
i) O polinémio [ J possui grau j ja que € o produto de j polindmios de grau 1.
J
it) Dado neZ, provemos que todo polindmio de grau n pode ser escrito de
X
maneira Unica como combinagdo linear dos [ J .
J

Seja P, o espago vetorial de todos os polindmios de grau <.
Uma base trivial para esse espago é:

1 2 L
{xo,x ,X ,...,x"}, ja que ax’+ax' +..+ax"'=0=>a,=a=a,=..=a,=0 e
qualquer polinémio de grau menor ou igual a n pode ser escrito como combinacio
linear deles. Assim, a dimensdo de P, én + 1.

nessa base temos:
J

e 'x
iii) Se escrevermos os (
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X 1 i j-1 j-2 (]
|E +b, X7 +b, X"+ +byx
J) J!

X . . 0 1 .2 j
_| s6 precisamos dos vetores {x XXX }

Assim, note que para escrever (
J

pois por i) ele possui grau j e o coeficiente de x/ ¢ -
Jj!

Escrevendo matricialmente

Yoo by b, [ ] [ x j
0 %n—l)! Cin €3 x"! n
0

0 A dH X" = X
: n-2

Como abaixo da diagonal principal s6 temos zeros, utilizando Laplace é facil ver
que o determinante da matriz é:

1 1 1 1
detM= ——— ——— — %0
T ) 2

Como Det M # 0 a matriz possui inversa, ou seja, os x’ podem ser escritos como

. . X . xX)(x X
combinagdo linear dos [ j Logo o conjunto S:{(Oj[lj[ J} gera P e
J n

como possui n + 1 elementos é base. Portanto, todo polinomio de P, pode ser
escrito como combinacdo linear dos elementos de S.

X
Podemos estender a propriedade para S’={( j| jZO} ja que, para j>n,
J

X S
deg K H >n e portanto ndo aparecerd na combinagdo linear para escrever um

polindmio de P, .
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Mas como n foi pego genérico, qualquer polindmio pode ser escrito de manera

. . . X
unica como combinacgdo dos | _|.
J

b)

1

x(xj x~x(x—1)(x—2)...(x—i—1) (x—i+i)x(x—1)(x—2)...(x—i+1)

. x r
1) Vamos escrever x( j na base S”.

i il i

x(x—l)(x—2)(x—3)...(x—i+1)(x—i) _x(x—l)(x—Z)...(x—i+l)

= - +1 - =
i! i!

:x(x_l)(x_z)...(x_i+1)(i+1)Hm:(m)[ x jﬂm

(i+1)! i i+1 i

)

= Jeenf 5 )

ii) Sabemos que:

¥ = z<7>(j} Multiplicando por x temos:

i=0

B0l 2o

n+l +1
Por outro lado, x"*' =Z<n ) >(xj (I1)
i

i i

Como todo polinémio ndo nulo pode ser escrito de maneira tinica por S, (I) e (I1I)
devem ter os mesmos coeficientes.

Olhando para o coeficiente de * em (I) temos (k+ 1) " + ! R
k+1 k k+i

. n+1
E em II o coeficiente ¢ .
k+1
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Logo (k+1)[ (") " V]=("*! :<Z>+<kﬁl>= L\
ea-Fd

PROBLEMA 5: SOLUGAO DE RAMON MOREIRA NUNES (FORTALEZA - CE)

Vamos proceder por indugdo em #F. No caso inicial /' tem um elemento.

Trivial:
3
Vol(V,(F)) :%nr{w eR=Vol(V,(F))= (ﬁj Vol(V,(F)),Y0<r<R.
r
Agora, suponha que se F possui k pontos entdo vale o resultado. Se F ¢ um

conjunto de (k+1) pontos, escreva F ={x,,...x,,x,}.

Se Fz{xl,...,xk}, vale o resultado para F i.e.

vol v, ())

3
r

o Vol(V(F)) Vol(V,(ﬁ))= Vol (B, (x,,)) Vol(V,(F)nB,(x.,)

decrescente constante

¢ func¢do decrescente de 7.

- . , . 4
E a primeira fungdo ¢ decrescente, a segunda € constante igual a gn, basta provar

Vol(K (F)n B, (%, ))

3
7

que a ultima € crescente . Para fazer isso suponha sem

perda de generalidade que x,,, ¢ a origem de R’ i.e. x,,, =(0,0,0)=0.

Considere a homotetia 7. de «centro O e razdo l Temos
r
x = = = XX
Tr(Br(x)):B{;),T,,(Vr(F)):VI(Fr), onde F:{TITk} Como

Vol (T . A) = L}Vol (A4) para qualquer 4 pois
r
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Vol(T,(4)) =] dc= |detT,|dv= L%dx = %VOZ(A), temos

Vol (v, (F)n B,(0))

r—)VoZ(VI(E)mBI(O)) ¢ crescente. Basta para isso mostrar que

=Vol (V1 (E ) N B, (0)) Portanto, basta mostrar que

|4 (?r ) NB,(0)cV, (ffe ) N B,(0) se r < R.Para isso, usaremos o seguinte lema:
Lema: Dado y € R® fixado, a funcdo x — |x - y| € convexa, isto €,

‘(z‘x1 + (1 - t)x2 ) - y‘ < t|x - y| + (1 —t)|x2 - y|,t € [0,1].

Prova: Dados x,,x, € R?, temos

‘(z‘x1 +(1—t)x2)—y‘ =|l‘x1 +(1—t)x2 —ty—(l—t)y| = |t(x1 —y)+(1—t)(x2 —y)|.
Pela desigualdade triangular, isso é menor ou igual a |t(x1 —y)| +|(1 —t)(x, —y)|.

Como a norma ¢ homogénea, |(tx, +(1+1)x,)—- y‘ <tlx, = y|+(1=1)|x, -y

Agora voltemos a prova de que Vl(lj"r)mBl(O)cV](fR)mBl(O). Tome

g

aeV,(F,)nB,(0). Entdo, i<k tal que
r

<lela<l

X , . b .
Como R>r, El estd no intervalo {0,—’}. Vamos usar a convexidade de
r

x—>|x—a|; escolha tzﬁe[o,l] tal que %zt%+(l—t)-0. Temos

xi
a——
r

<t +(1=1)ja—0]<z-1+(1-£)-1=1. Ou seja, aeBl(%jch(ﬁR).

xi
a——
R

Como a < B,(0),a€¥,(Fr)n B,(0).
Ou seja, acabamos de provar que V,(I?'r)mB,(O)ch(ﬁR)mB,(O). Como ja

Vol(V, (F)ns, (x,m))
vimos, isso implica que » — 3 ¢ crescente, € como também

Vol (¥, (F))

3
r

ja vimos isso implica que » — ¢ decrescente. Concluimos.
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PROBLEMA 6: SOLUGAO DE REGIS PRADO BARBOSA (FORTALEZA - CE)
Temos n,keZ, e p primo com p=60k+7 tal que p|102” +8-10" +1. Queremos

provar que n,k sdo pares.
Temos

10" +8-10" +1= (10> +2-10" +1)+6-10" =(10"+1)2+6-10” :(10”+1)2 =

=—6-10" (mod p) = (_6'10 jzl onde
p

0, se p|a
[ij =141, se a ¢ residuo quadratico modulo p.
—1, se a ndo ¢ residuo quadratico modulo p.
Veja que claramente p | —6-10" =-2"".3.5" pois p=60k+7 — 2|60,3|60,5|60
e 217,317,5l7T—>p#23¢eS5.
Sabemos que o simbolo de Legendre possui a seguinte propriedade:

1EIG)

n+l n
-6-10" -1)(2 35
Logo: ( ]: (—] . (—J [—] (—] =1| (simplesmente separei os fatores).
P p P PP

Calculemos cada um deles:

2o ™ (e == [ 2o

p p p
2 vl 2 2
—|=|=(-1)s .  Temos  p=60k+7= p’=3600k>+2-60k-7+49=
p
p>—1 3600k +840k + 48
8 8 '

2 J—
=P : L 45012 +105k+6=[450k2 +104k+6]+k. Assim,

par

2 2

(_1)T _ (_1)(450k2+104k+6)+k 3(_1) 5 =(_1)(450k2+104k+()) -(—l)k N (2 ] _ (_1)k an
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Para calcular [—] [i] precisaremos da lei da Reciprocidade Quadratica: dados
P

[ p J( j LI :
g primos impares: | — || — -1)2 2
q

Assim: com ¢ = 3, [;].(gjz(_l)i”’zl 3[%].[§j:(_l)l.<sok+s)Z(_l).

Assim precisamos de calcular

60k +7=1=1*(mod3)).

[
j.lz(_l)j (3}(—1) (I1T)

p
5-1 p-1
Com ¢ = 5, [ij (ﬁj = (—1)7'% = [i](ﬁj = (—1)2'(30“3) =1. Assim
p)\> pP)\3
precisamos calcular o valor de (%) = (60k il 7j = (EJ =(-1)> (ﬁj =(-1) (pois

5 5 5
60k +7=2(mod5) e os residuos quadraticos modulo 5 sdo 0, 1, 4 ja que

x=0,1,2,3,4(mod5)—> x*=0,1,4,4,1(mod5)).

Substituindo acima [%N%j ~1- (%)(—1) —1- @j =(-D)|av)

Juntam-se (I), (I), (II1) e (IV) em (*):

Cl].@”” CJ@ =12 (1) (=1)"(=1)(=1)" =1= (1) =1

= k(n+1)+n épar.

. ) 3
Substituindo acima tem-se: (—

= se n ¢ impar —)(n+1) par —)k(n+1)par :>k(n+1)+n impar. Absurdo!

Logo — (n+1) impar.

= se k é impar —>k(n+1) impar —>k(n+1)+n impar. Absurdo!

Logo [k &par].

Assim, dados n,k € Z_ com p=60k+7 primo tal que p[10*" +8-10" +1 entdo n e

k sdo pares.
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XXXII OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIiVEL 1 (6°. e 7°. Anos)

Premiados

NOME CIDADE - ESTADO PREMIO
Ana Emilia Hernandes Dib S.J. do Rio Preto - SP Ouro
Pedro Henrique Alencar Costa Fortaleza - CE Ouro
Ryunosuke Watanabe Tagami Rio Claro - SP Ouro
Helena Veronique Rios Sao Carlos - SP Ouro
Italo Lesione de Paiva Rocha Fortaleza - CE Ouro
José Henrique Carvalho Curitiba - PR Ouro
Juliana Bacelar de Freitas Brasilia - DF Prata
Daniel Lima Braga Eusébio - CE Prata
Hermes Lins e Nascimento Fortaleza - CE Prata
Lais Monteiro Pinto Rio de Janeiro - RJ Prata
Lucca Morais de Arruda Siaudzionis Fortaleza - CE Prata
Leandro Alves Cordeiro Ribeirdo Pires - SP Prata
Henrique Gontijo Chiari Belo Horizonte - MG Prata
André Akinaga Benites Séo Paulo - SP Prata
Gabriel Diniz Vieira e Sousa Fortaleza - CE Prata
Rafael Seiji Uezu Higa So Paulo - SP Prata
Adriana de Sousa Figueiredo Porto Alegre - RS Prata
Gustavo Figueiredo Serra Séo Paulo - SP Prata
Matheus Uchda Constante Goiania - GO Bronze
Kristian Holanda Nogueira Manaus - AM Bronze
Fabio Itikama Séo Paulo - SP Bronze
Loic Dominguez Fortaleza - CE Bronze
Jiang Zhi Séo Paulo - SP Bronze
Ricardo Ken Wang Tsuzuki Séo Paulo - SP Bronze
Ana Caroline Obana da Cruz Curitiba - PR Bronze
Ana Paula Lopes Schuch Porto Alegre - RS Bronze
José Marcio Machado de Brito Cocal dos Alves - PI Bronze
Lucas Bastos Germano Fortaleza - CE Bronze
Victéria Moreira Reis Cogo Teresina - Pl Bronze
Thiago Araujo Oliveira Jaboatdo dos Guararapes - PE Bronze
Gabriel Toneatti Vercelli Osasco - SP Bronze
Nathan Bonetti Teodoro Curitiba - PR Bronze
Jefferson Daxian Hong Séo Paulo - SP Bronze
Cristébal Sciutto Rodriguez Séo Paulo - SP Bronze
Aruana Almeida Correa Porto Alegre - RS Bronze
Cynthia Lacroix Herkenhoff Vitéria - ES Bronze
Kaique Maestrini Sacchi So Paulo - SP Meng&o Honrosa
Igor de Lacerda Curitiba - PR Meng&o Honrosa

EUREKA! N°34, 2011

78




Sociedade Brasileira de Matemadtica

Rafael Reple Geromee S&o Paulo - SP Meng&o Honrosa
Leonardo de Matos Felippetti Mariano | Curitiba - PR Meng&o Honrosa
Gabriel Passamani Correa Vitéria - ES Mengé&o Honrosa
Daniel de Almeida Souza Brasilia - DF Menc&o Honrosa
Diego Teixeira Nogueira Fidalgo Salvador - BA Mengéo Honrosa
Natan Novellu Tu S&o Paulo - SP Meng&o Honrosa
Ricardo Borsari Brinati S&o Paulo - SP Meng&o Honrosa
Rafael Neves Vieira Brasilia - DF Menc&o Honrosa

Juliano Pecica Negri

Piracicaba - SP

Mengao Honrosa

Gustavo Rodrigues Machado

Sorocaba - SP

Mengao Honrosa

Zoltan Flamarion Glueck Carvalho

Belo Horizonte - MG

Mengao Honrosa

Gabriel Ribeiro Barbosa

Fortaleza - CE

Mencéao Honrosa

Pedro Henrigue Rocha de Freitas

Brasilia - DF

Mengao Honrosa

Pedro Henrique Sacramento de Oliveira

Loureira - SP

Mengao Honrosa

Guilherme Goulart Kowalczuk

Porto Alegre - RS

Mengao Honrosa

Pedro de Vasconcellos Oporto

Nova Lima - MG

Mengao Honrosa

Aryssa Victoria Shitara

Sao Paulo - SP

Mengao Honrosa

lves Vaz Caldeira Lopes

Sao Paulo - SP

Mengao Honrosa

Marcos Vinicius de Oliveira Soares

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Jéssica Carolina Zilio

Piracicaba - SP

Mengao Honrosa

Jodo Pedro Graga Melo Vieira

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Henrigue Medici Pontieri

Campo Grande - MS

Mengao Honrosa

Gabriel Caino Castilho Rodrigues

Salvador - BA

Meng¢éao Honrosa

Tamara P. de A. Moraes

Feira de Santana - BA

Mengao Honrosa

Karine Quaresma Lima

Taguatinga - DF

Mengao Honrosa

Natalia Brasileiro Lins Barbosa

Jaboatdo dos Guararapes - PE

Mengao Honrosa

Lucki Li

Sao Paulo - SP

Mengao Honrosa

Heloisa Antunes de Medeiros ltamogi - MG Menc&o Honrosa
luri Grangeiro Carvalho Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
Lara Sampaio Pinheiro de Freitas Olinda - PE Meng&o Honrosa
Maria Julia Costa Medeiros Fortaleza - CE Mencé&o Honrosa
Kevin Korpasch Guarapuana - PR Mencao Honrosa
Sofia Leite Correia Lima Fortaleza - CE Mencé&o Honrosa

Jodo Baptista de Paula e Silva

Belo Horizonte - MG

Meng¢éao Honrosa

Bernardo Puetter Schaeffer

Rio de Janeiro - RJ

Meng¢éao Honrosa

Julia Bertelli

Joinville - SC

Mengao Honrosa

Rafael Purim de Azevedo

Pirassununga - SP

Mengao Honrosa

Pedro Henrique da Silva Dias

Porto Alegre - RS

Meng¢éao Honrosa

Marcelo Bandeira de Melo Boavista

Teresina - Pl

Meng¢éao Honrosa

Gabriel Branco Frizzo

Curitiba - PR

Meng¢éao Honrosa

Maria Eduarda Muller Eyng

Porto Alegre - RS

Meng¢éao Honrosa

Henrique Martinez Rocamora

Sao Bernardo do Campo - SP

Mengao Honrosa

Felipe Roz Barscevicius

Sorocaba - SP

Meng¢éao Honrosa

Jodo Vitor Vaz Oliveira

Recife - PE

Meng¢éao Honrosa

Mateus Siqueira Thimoteo

Mogi das Cruzes - SP

Meng¢éao Honrosa
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Ebenezeer Pinto Banoeira Neto Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa
Maria Clara Vasconcelos Andrade Brasilia - DF Mengé&o Honrosa
Rafael Beck Salvador - BA Mencéo Honrosa
Arthur Monteiro Dos Santos Salvador - BA Menc&o Honrosa
Julia Wotzasek Pereira S3o Paulo - SP Menc&o Honrosa
Gabriel Oliveira Rigo Cotia - SP Meng&o Honrosa
Leonardo Galante Barco S&o Paulo - SP Meng&o Honrosa
Bruno Scatolini S3o Paulo - SP Menc&o Honrosa
Lucas Pereira Galvao de Barros S50 Paulo - SP Menc&o Honrosa
Vitor Ossamu Rodrigues Okamura Brasilia DF Menc&o Honrosa

NIiVEL 2 (8°. e 9°. Anos)

NOME CIDADE - ESTADO PREMIO
Rafael Rodrigues Rocha de Melo Caucaia - CE Ouro
Vinicius Canto Costa Rio de Janeiro - RJ Ouro
Henrigue Vieira G. Vaz Sao Paulo - SP Ouro
Fellipe Sebastiam da Silva P. Pereira Rio de Janeiro - RJ Ouro
Roberto Tadeu Abrantes de Araujo Rio de Janeiro - RJ Ouro
Pedro Victor Falci de Rezende Santo Antonio - MG Ouro
Alessandro A. de Oliveira Pacanowski Rio de Janeiro - RJ Prata
Lincoln de Queiroz Vieira Fortaleza - CE Prata
Tadeu Pires de Matos Belford Neto Fortaleza - CE Prata
Vitor Ramos de Paula Belo Horizonte - MG Prata
Francisco Markan N. de Souza Filho Fortaleza - CE Prata
Jair Gomes Soares Junior Montes Claros - MG Prata
Breno Soares da Costa Vieira J. dos Guararapes - PE Prata
Gabriel José Moreira da Costa Silva Maceio - AL Prata
Pedro Morais de Arruda Siaudzionis Fortaleza - CE Prata
Gabriel Sena Galvio Guara - DF Prata
Fabio da Silva Soares Planaltina - DF Prata
Michel Rozenberg Zelazny Séo Paulo - SP Prata
Bruno Eidi Nishimoto Jales - SP Prata
Franco Matheus de Alencar Severo Rio de Janeiro - RJ Prata
Aimé Parente de Sousa Fortaleza - CE Prata
Marcos Paulo Nunes de Lima Silva Rio de Janeiro - RJ Bronze
Gabriel N. Coelho de Togni de Souza Rio de Janeiro - RJ Bronze
Rafael T. Eugénio Pontes Barone Aracatuba - SP Bronze
Murilo Corato Zanarella Amparo - SP Bronze
Rodrigo Sanches Angelo Sé&o Paulo - SP Bronze
Alexandre Perozim de Faveri Neves Paulista - SP Bronze
Luize Mello D'urso Vianna Rio de Janeiro - RJ Bronze
Maria Clara Cardoso Sao Paulo - SP Bronze
Liara Guinsberg Séo Paulo - SP Bronze
Lucas Cawai Julido Pereira Caucaia - CE Bronze
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Luis Guilherme Gomes Aguiar Rio de Janeiro - RJ Bronze
Carlos Adriano Vieira Igarapé - MG Bronze
Daniel Santana Rocha Rio de Janeiro - RJ Bronze
Raphael Mendes de Oliveira Rio de Janeiro - RJ Bronze
Samuel Brasil de Albuquerque Fortaleza - CE Bronze

Jo#o Pessoa - PB Bronze

Gustavo Souto Henrigues Campelo

Lucas de Moura Herlin

Rio de Janeiro - RJ

Mencéo Honrosa

Vitor Dias Gomes Barrios Marin

Presidente Prudente - SP

Mengao Honrosa

Jodo Pedro Sedeu Godoi

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Suzane Eberhart Ribeiro da Silva

Campo Grande - MS

Mengéao Honrosa

icaro Sampaio Viana Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
Pedro Henrique Bortolozo Maria Colombo - PR Mengé&o Honrosa
Fabio Keniji Arai Séo Paulo - SP Mengéo Honrosa
Guilherme de Oliveira Rodrigues Fortaleza - CE Mengéo Honrosa
Alexandre Mendonca Cardoso Salvador - BA Meng&o Honrosa
Leyberson Pereira Assungéo Fortaleza - CE Mengéo Honrosa
Rubens Martins Bezerra Farias Sobral - CE Menc&o Honrosa
Jodo Vitor Fernandes Paiva Rio de Janeiro - RJ Menc&o Honrosa
Bruno Almeida Costa Fortaleza - CE Mencé&o Honrosa
Daniel Lima Santanelli Rio de Janeiro - RJ Mencé&o Honrosa
Marilia Nascimento Monteiro Recife - PE Menc&o Honrosa

Igor Albuquerque Araujo

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Josué Knorst

Picada Café - RS

Mengéao Honrosa

Ricardo Vieira Marques

Brasilia - DF

Mengao Honrosa

Julio César de Barros

Santo André - SP

Mengao Honrosa

Thomas Akio Ikeda Valvassori

Mogi das Cruzes - SP

Mengao Honrosa

Gabriel Fazoli Domingos Urupés - SP Mencao Honrosa
Henrique Luan Gomes Pereira Braga Belem - PA Menc&o Honrosa
Beatriz Yumi Ota S50 Paulo - SP Mencé&o Honrosa

Kiane Sassaki Menezes

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Eric Gripa Marques

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Samuel Kuo Chen Shao S50 Paulo - SP Menc&o Honrosa
Pedro Henrique Jagosenit Vilaga Santa Branca - SP Mengdo Honrosa
Caio de Souza Camara Manaus - AM Menc&o Honrosa
Lucas David Noveline Belem - PA Mencé&o Honrosa
Lucas Rebelo Vieira da Silva Recife - PE Mencé&o Honrosa
Elias Brito Oliveira Brasilia - DF Mengéo Honrosa
Guilherme Ryu Odaguiri Kobori Sao Paulo - SP Mengéo Honrosa
Mariana Souza de Araujo Recife - PE Mencé&o Honrosa
Francisco Claudio Coelho Rio de Janeiro - RJ Meng&o Honrosa
Murilo Le&o Pereira Belem - PA Menc&o Honrosa
Jadi Diniz Guimaraes de Queiroz Recife - PE Menc&o Honrosa
Caio Lima Albuguerque Sao Paulo - SP Mengdo Honrosa
Carolina Lima Guimaraes Vitéria - ES Meng&o Honrosa
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Nivel 3 (Ensino Médio)

NOME CIDADE - ESTADO PREMIO
Gustavo Lisbda Empinotti Florianoépolis - SC Ouro
Marcelo Tadeu de Sa Oliveira Sales Salvador - BA Ouro

Jodo Lucas Camelo Sa Fortaleza - CE Ouro
Hanon Guy Lima Rossi Séo Paulo - SP Ouro
Maria Clara Mendes Silva Pirajuba - MG Ouro
Matheus Secco Torres da Silva Rio de Janeiro - RJ Prata
Lucas Lourengo Hernandes S&o Paulo - SP Prata
Deborah Barbosa Alves S30 Paulo - SP Prata
Henrigue G. Fiuza do Nascimento Brasilia - DF Prata

Luiz Filipe Martins Ramos Niterdi - RJ Prata
André Macieira Braga Costa Belo Horizonte - MG Prata
Thiago Saksanian Hallak S0 Paulo - SP Prata
Victor Juca Martins Fortaleza - CE Prata
Caique Porto Lira Fortaleza - CE Prata
Gustavo H. F. e Sampaio Braga Sé&o José dos Campos-SP Prata
Alvaro Lopes Pedroso Santa Isabel - SP Prata
André Amaral de Sousa Diadema - SP Prata
Marcos Massayuki Kawakami Sao Paulo - SP Bronze
Carlos Henrigue de Andrade Silva Fortaleza - CE Bronze
Rafael Kazuhiro Miyazaki Séo Paulo - SP Bronze
André Saraiva Nobre dos Santos Fortaleza - CE Bronze
Daniel Eiti Nishida Kawai Atibaia - SP Bronze
Lucas de Freitas Smaira Guaxupé - MG Bronze
Céassio dos Santos Sousa Osasco - SP Bronze
Alessandro Macédo de Araujo Fortaleza - CE Bronze
Breno Vieira da Silva Passos Aracaju - SE Bronze
lago Dalmaso Brasil Dias Rio de Janeiro - RJ Bronze
Isabella Amorim Goncalez Marilia - SP Bronze
Daniel dos Santos Bossle Porto Alegre - SP Bronze
Davi Coelho Amorim Fortaleza - CE Bronze
Lucas Mestres Mendes Fortaleza - CE Bronze
Vinicius Gomes Pereira Rio de Janeiro - RJ Bronze
Renan Pablo da Cruz Fortaleza - CE Bronze
Jonas Rocha Lima Amaro Fortaleza - CE Bronze

luri Rezende Souza Mineiros - GO Bronze
Matheus Araudjo Marins Séo Gongalo - RJ Meng&o Honrosa
Felipe Vieira de Paula Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa
Rafael Farias Marinheiro Recife - PE Menc&o Honrosa
Elvis Falcao de Araujo Fortaleza - CE Meng&o Honrosa

Pablo Aimeida Gomes

Santana de Pirapama - MG

Mencéo Honrosa

Paulo Gabriel Ramos Monteiro

Rio de Janeiro - RJ

Mencéo Honrosa

Victor de Oliveira Bitardes

Betim - MG

Mencéo Honrosa
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Daniel Caueh Dunaiski Figueira Leal

Curitiba - PR

Mencéo Honrosa

Raphael Julio Barcelos

Taguatinga - DF

Mencéo Honrosa

Fernando Fonseca Andrade Oliveira

Belo Horizonte - MG

Mencéo Honrosa

Felipe Mendes dos Santos Gama - DF Meng&o Honrosa
Felipe Abella C. Mendonga de Souza Jodo Pessoa - PB Menc&o Honrosa
Francisco Raul Lobo Rodrigues Fortaleza - CE Mengéo Honrosa
Gabriel Leite de Carvalho Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
André Austregesilo Scussel Fortaleza - CE Mengéo Honrosa
Victorio Takahashi Chu S50 Paulo - SP Mencé&o Honrosa
Victor José Tiburtius Franco Recife - PE Mencé&o Honrosa
Matheus Cavalcante Lima Fortaleza - CE Menc&o Honrosa
Cleberton de Santana Oliveira S&o Miguel do Aleixo - SE Mencao Honrosa
Mauro Brito Junior Fortaleza - CE Menc&o Honrosa
Gabriel José Guimaraes Barbosa Pequi - MG Mencao Honrosa
Lucas Colucci Cavalcante de Souza S&o Paulo - SP Mencé&o Honrosa
Sarah Villanova Borges Juiz de Fora - MG Mengéo Honrosa
Ivan Tadeu Ferreira Antunes Filho Lins - SP Menc&o Honrosa
Dalton Felipe de Menezes S0 José dos Campos-SP Menc&o Honrosa
Thiago de Paula Vasconcelos Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
Jardiel Freitas Cunha Recife - PE Mencé&o Honrosa
Ana Beatriz Prudéncio de A. Rebougas | Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa
Rafael Sussumu Yamaguti Miada Valinhos - SP Mengéo Honrosa
Davi Sampaio de Alencar Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
Bruno Ferri de Moraes S50 Paulo - SP Menc&o Honrosa

Nivel Universitario

NOME CIDADE - ESTADO PREMIO
Rafael Tupynamba Dutra Belo Horizonte - MG Ouro
Renan Henrique Finder Rio de Janeiro - RJ Ouro
Regis Prado Barbosa Fortaleza - CE Ouro
Ramon Moreira Nunes Fortaleza - CE Ouro
Thomas Yoiti Sasaki Hoshina Rio de Janeiro - RJ Ouro
Guilherme Rodrigues N. de Souza S.J. dos Campos - SP Prata
Jorge Henrique Craveiro de Andrade Rio de Janeiro - RJ Prata
Rafael Assato Ando Campinas - SP Prata
Gabiriel Luis Mello Dalalio S.J. dos Campos - SP Prata
Charles Barbosa de Macedo Brito Rio de Janeiro - RJ Prata
Leonardo Ribeiro de Castro Carvalho S.J. dos Campos - SP Prata
Marcelo Matheus Gauy Sao José do Rio Preto-SP Prata
Leandro Farias Maia Rio de Janeiro - RJ Prata
Adenilson Arcajo de Moura Junior Fortaleza - CE Bronze
Paulo André Carvalho de Melo Piedade - RJ Bronze
Joas Elias dos Santos Rocha Muribeca - SE Bronze
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Guilherme Lourenco Mejia S.J. dos Campos - SP Bronze
Reinan Ribeiro Souza Santos Lagarto - SE Bronze
Rafael Alves da Ponte Fortaleza - CE Bronze
Davi Lopes Alves de Medeiros Fortaleza - CE Bronze
Luca Mattos Moller Nova Friburgo - RJ Bronze
Renato Rebougas de Medeiros Fortaleza - CE Bronze
Danilo Furlan Kaio S3o Paulo - SP Bronze
Rafael Endlich Pimentel Vitéria - ES Bronze
Paulo Sérgio de Castro Moreira Fortaleza - CE Bronze
Carlos Coelho Lechner Rio de Janeiro - RJ Meng&o Honrosa
Thiago Ribeiro Ramos Varginha - MG Mengéo Honrosa
Hugo Fonseca Aralijo Rio de Janeiro - RJ Mengé&o Honrosa
Alysson Espindola de Sa Silveira Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa

Jordan Freitas Piva

Rio de Janeiro - RJ

Mencéao Honrosa

Erik Fernando de Amorim

Araraquara - SP

Mencéo Honrosa

Daniel Ungaretti Borges

Belo Horizonte - MG

Mencéao Honrosa

Antdnio Deromir Neves Silva Janior Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
Rafael Parpinel Cavina Sao Paulo - SP Mengao Honrosa
Isaque Santa Brigida Pimentel Barcarena - PA Mengé&o Honrosa
Mateus Oliveira de Figueiredo Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa
Davi Dos Santos Lima Macei6 - AL Meng&o Honrosa
Bruno da Silva Santos Belford Roxo - RJ Mengé&o Honrosa
Francisco Osman Pontes Neto Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa

Breno Vieira de Aguiar

Rio de Janeiro - RJ

Mencéo Honrosa

Ricardo Turolla Bortolotti

Rio de Janeiro - RJ

Meng¢éao Honrosa

Guilherme Philippe Figueiredo Séo Paulo - SP Mengé&o Honrosa
Daniel de Barros Soares Rio de Janeiro - RJ Menc&o Honrosa
Hudson do Nascimento Lima Fortaleza - CE Mengé&o Honrosa
Eduardo Fischer Encantado - RS Mengé&o Honrosa
Luty Rodrigues Ribeiro Fortaleza - CE Meng&o Honrosa
José Leandro Pinheiro Fortaleza - CE Meng&o Honrosa

Caio Ishizaka Costa

S.J. dos Campos - SP

Meng¢éao Honrosa

Gabriel Caser Brito

Rio de Janeiro - RJ

Meng¢éao Honrosa

Leonardo Donisete da Silva

Campinas - SP

Mengéao Honrosa

Alan Anderson da Silva Pereira

Unido dos Palmares - AL

Mengéao Honrosa

Diego Andrés de Barros Lima Barbosa

Rio de Janeiro - RJ

Mengéao Honrosa

Renato Dias Costa

Rio de Janeiro - RJ

Meng¢éao Honrosa

Ilvan Guilhon Mitoso Rocha

Fortaleza - CE

Meng¢éo Honrosa

Willy George do Amaral Petrenko

Rio de Janeiro - RJ

Mengao Honrosa

Leonardo Borges Avelino

Rio de Janeiro - RJ

Meng¢éo Honrosa

Jose Armando Barbosa Filho

Fortaleza - CE

Mengao Honrosa
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AGENDA OLIMPICA

XXXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS 1,2e 3
Primeira Fase — sabado, 18 de junho de 2011
Segunda Fase - sabado, 3 de setembro de 2011
Terceira Fase — sabado, 15 de outubro de 2011 (niveis 1, 2 e 3)
domingo, 16 de outubro de 2011 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova)

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — sabado, 3 de setembro de 2011
Segunda Fase - sabado, 15 e domingo, 16 de outubro de 2011

IV ROMANIAN MASTER OF MATHEMATICS (RMM)
23 a 28 de fevereiro de 2011(Bucareste, Roménia)

ASIAN PACIFIC MATH OLYMPIAD (APMO)
12 de margo de 2011

XVII OLIMPiADA DE MAIO
7 de maio de 2011

XXII OLIMPiADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
14 a 20 de agosto de 2011(La Paz, Bolivia)

LIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
13 a 24 de julho de 2011(Amsterdam, Holanda)

| OLIMPIADA DE MATEMATICA DA LUSOFONIA
20 a 31 de julho de 2011(Coimbra, Portugal)

XVII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA (IMC)
24 a 30 de julho de 2011(Blagoevgrad, Bulgaria)

XXV OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
23 de setembro a 1 de outubro de 2011(S&o José, Costa Rica)

Il COMPETIGAO IBEROAMERICANA INTERUNIVERSITARIA DE MATEMATICA
2 a 8 de outubro de 2011(Quito, Equador)

XIIl OLIMPiADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
26 de novembro de 2011
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COORDENADORES REGIONAIS

(UFJF)

(USP)

(UFU)

(UFRN)

(CAEN - UFC)

(UNIFRA)

(UNIVATES)

(UNESP)

(UNIPAMPA)

(UFAM)

(Colégio Objetivo de Campinas)
(UEM)

(UFMG)

(UFES)

(UFSJ)

(Centro Educacional Leonardo Da Vinci)
(USP - Sé&o Carlos)

(UTFPR)

(UC. Dom Bosco)

(UFPI)

(Grupo Educacional Ideal)

(UFPB)

(UFSC)

(UFPB)

(Instituto Pueri Domus)

(UFAL)

(UFSC)

(Sistema Elite de Ensino)

(UFBA)

(Grupo Educacional Etapa)

FACOS

(Grupo Educacional Ideal)
(Cursinho CLQ Objetivo)
(UFMA)

(UFLA)

(UFPB)

(Colégio Anglo)

(Escola Técnica Federal de Roraima)
(UNIFESP)

(Centro Educacional Logos)
(UFGO)

(Col. Aplic. da UFPE)
(UNOCHAPECO)
(IM-UFRGS)

(UFMG)

(UEBA)

(U. Federal de Rondénia)
(U. Federal de Sergipe)
(CEFET-GO)
(CEFET-RJ)
(UFT-TO)
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Juiz de Fora— MG
Ribeirdo Preto — SP
Uberlandia - MG
Natal - RN

Fortaleza — CE

Santa Maria - RS
Lajeado - RS

S.J. do Rio Preto — SP
Bagé - RS

Manaus - AM
Campinas — SP
Maringa - PR

Belo Horizonte - MG
Vitoria - ES

Sao Jodo del Rei - MG
Taguatingua — DF
Sao Carlos — SP

Pato Branco - PR
Campo Grande - MS
Teresina - Pl

Belém — PA

Campina Grande - PB
Florianopolis — SC
Campina Grande - PB
Santo André — SP
Macei6 — AL
Florianépolis — SC
Rio de Janeiro - RJ
Salvador - BA

Sao Paulo - SP
Osério - RS

Belém - PA
Piracicaba — SP

Séo Luis - MA
Lavras - MG

Jodo Pessoa - PB
Atibaia - SP

Boa Vista- RR

SJ dos Campos — SP
Nova Iguagu - RJ
Goiania - GO

Recife — PE
Chapecé - SC

Porto Alegre — RS
Belo Horizonte — MG
Juazeiro - BA

Porto Velho - RO
Sao Cristévao — SE
Jatai — GO

Nova Friburgo - RJ
Arraias - TO



