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AOS LEITORES

Chegamos a este nimero 21 com dois artigos: um de geometria e outro
sobre a sequéncia de Fibonacci. S80 as primeiras publicacBes dos respectivos
autores na Eurekal. Esperamos que venham outras e que cada vez mais autores
contribuam com a revista. Apresentamos as solucdes da Olimpiada do Cone Sul e da
Olimpiada Internacional de 2004, competicbes nas quais as equipes brasileiras
tiveram muito bom desempenho. Agradecemos mais uma vez as contribui¢des dos
leitores para a secdo "Como € que faz?' e para a se¢do dos problemas propostos,
com solugBes e hovos problemas, que fazem da Eurekal cada vez mais uma obra de
criacdo coletiva.

Aproveitamos pararegistrar que foi criada em 2004 a Associacao Olimpiada
Brasileira de Matematica — AOBM, uma pessoa juridica destinada a ajudar as
Olimpiadas de Matemética no Brasil a crescerem e se consolidarem.

Esperamos que a AOBM sirva como instrumento para maior integracdo e
organizacdo da comunidade olimpica. Estimulamos nossos leitores a se associarem a
AOBM, cujos sbcios recebem gratuitamente a revista Eurekal. As informacdes
sobre como se associar a AOBM podem ser encontradas na nossa pagina na internet:
www.obm.org.br

Os editores

EUREKA! N°21, 2005
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XV OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
Enunciados e Solugdes

PROBLEMA 1

Maxi escolheu 3 digitos e, fazendo todas as permutacdes possivels, obteve 6
numeros distintos, cada um com 3 digitos. Se exatamente um dos ndimeros que Maxi
obteve é um quadrado perfeito e exatamente trés sdo primaos, encontrar os 3 digitos
gue Maxi escolheu.

Détodas as possibilidades para os 3 digitos.

SOLUCAO DE LEANDRO FARIAS MAIA (FORTALEZA - CE)

Sgam X, X,, X, 0s digitos escolhidos por Maxi. Note que X, # X,, X, # X5, X, # X,
pois as 6 reordenagles: X, X,Xs, ..., X;X, X, Sd0 distintas.

Agora faremos a lista de todos os nimeros de 3 digitos quadrados perfeitos:
10° =100 20° =400 302 = 900

117 =121 21 =441 312 — 961

12° =144 22° =484

13 =169 23* =529

14° =196 24°* =576

15 =225 25* =625

16° =256 26° =676

172 =289 27°=729

18 =324 28° =784

19°=361 29°=841

Perceba que:

¢ Os nlimeros que tém algum zero ndo satisfazem o enunciado: 107,20%,30%
e Reordenando 1, 6, 9 podemos obter 13%,14%,31°. Assim, 13%,14%,31°

ndo satisfazem o enunciado.

¢ O nimero deverd apresentar no minimo 2 digitos impares, pois se tiver no maximo
um, teremos (se tivermos) no maximo 2 ndmeros primos.  Assim;

16%,17%,18?,25%,28%,29° ndo satisfazem o enunciado.
e Osdigitos sfo distintos. Assim, 117,12%,15%, 21%,22°, 26°
nao satisfazem o enunciado.
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Nos restam os nimeros; 19?,23?,24?, 27°. Reordenando:

192 = 361;136,163, 316,361,613, 631.

23?2 =529; 259, 295,529,592, 925, 952.

24? =576;567,576,657,675, 756, 765.

27% =729; 279, 297,729,792,927,972.

Perceba que os digitos:

e 1, 3, 6 satisfazem o0 enunciado, pois, 163, 613, 631 (apenas) sdo primos e 361
(apenas) € quadrado perfeto.

¢ 2, 5, 9 ndo satisfazem o enunciado, pois, 295, 592, 925, 952 sdo compostos e 529
(apenas) € quadrado perfeito, assim teremos no maximo um primo.

¢ 5, 6, 7 ndo satisfazem o enunciado pelo mesmo raciocinio acima: 675, 765, 756 e
576 sdo compostos.

e 2, 7, 9 ndo satisfazem o enunciado pois todas as suas reordenacfes sdo multiplos
deo.
Portanto, os digitos que Maxi escolheu foram 1, 3, 6.

PROBLEMA 2

Dada uma circunferéncia C e um ponto P exterior a €a, tracam-se por P as duas
tangentes & circunferéncia, sendo A e B os pontos de tangéncia.

Toma-se um ponto Q sobre o menor arco AB de C. Sga M a intersecdo da reta AQ
com a perpendicular a AQ tracada por P, e sgja N a intersecdo da reta BQ com a
perpendicular a BQ tracada por P.

Demonstre que, ao variar Q no arco AB, todas as retas MN passam por um mesmo
ponto.

SOLUCAO DE LEANDRO FARIAS MAIA (FORTALEZA - CE)

Sejam o = XQBA, B=4QAB e"D" um ponto sobre AB de modo que PD L AB.
Como AP étangentea"C", entdo: £QBA= £QAP = a.. Analogamente:
APBQ=8.

Agoraveaque

i) PNDB éinscritivel, pois

A£PNB =90° = XPDB. Assim;

ANPD = £NBD =0 e £XNDP = £NBP =§.

EUREKA! N°21, 2005



Sociedade Brasileira de Matematica

i) PMDA éinscritivel, pois £PMA =90° = X PDA.
Assim; £XPDM = xXPAM = o e XMPD = £XMAD = . Portanto, dei) eii) temos
que
e £XNPD = £MDP = 0o = NP//MD.
e XNDP=4MPD=03= PM //ND.
Logo, PMDN ¢é paraldogramo, eentd NM e PD se cruzam no ponto médio (*),
assim paraqualquer "Q" e AB (menor), MN passara por um ponto fixo que éo
ponto médio da altura PD.
Prova de (*):

A B

D C

AB//DC = £ACD = £CAB, £ABD = £BDC.
BC// AD = £ADB = £CBD.
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Assim, AACD = AACB(LAA,)= DC = AB e AD = BC.

AMDC = AABM (ALA) = AM = MC e BM = MD.

PROBLEMA 3

Sgja n um inteiro positivo. Chamamos C, a quantidade de inteiros positivos X,
menores que 10", tais que a soma dos digitos de 2x € menor que a soma dos digitos
dex.

Demonstre que C, > g(lo” - 1) .

SOLUCAO:

Kk . Kk .
Se m=2a,-10' com a €{012..9,Vj<ktemos 2m= (28)-10". Note

j=0 i=0
que, se ae{01234, 2ae{0,24,68 tem apenas um digito, e se
ae{56,7,8,9, 2ae{10,12,14,16,18 tem dois digitos, sendo o primeiro deles

k H .
igual a 1. Assim, na soma 2,(2a,)-10 | nfo ha "vai um", pois, se (2a)-10 e
j=0

(2aj)~10j tém digitos ndo nulos na k-ésima, posi¢ao, comi <j, entdok=j =i + 1,

sendo o digito de (23)-10' igual a 1, nessa k-ésima posicdo, donde sua soma é

menor que 10 (pois o digito corresponde de (2a;) -10’ & no méximo 8). Portanto, se
Kk

Kk
(M) denota a soma dos digitos dem, S(M) =Y a, e (2m) = Y s(2a,). Agora, para

j=0 j=0
ae{0,1234}, s(2a)=2a, e para ac{56,7,89 , s(2a)=2a-9. Portanto, para
0<a<9 s(2a)+s(2:-(9—a)) =2a+2(9-a)-9=9=a+(9—a). Assim, se

-1 .
X= Zaj -10" | (com 0<a; <9,Vj) é um inteiro positivo menor que 10", temos
j=0

(10"-1)-x= ni (9-a,)-10', e logo, S(2X)+S(2(10" —1-X)) =

n—:

= Zs(Zaj)+is(2~ (9-a))= E(S(Zaj)+ s(2:(9-q))) = i(aj +(9-q)))=
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= Eaj +§(9—aj ) =5s(X)+s((10" 1) - X). Assim, S(2x)<S(x) se e somente se

S(2(10" —1—x)) > s(10" —1-x), e s(2x) = s(X) se e somente se
10"-1-A
S(2(10" —1-x)) = s(10" —1-x). Portanto, C, = B — onde
A=#1<x<10" | s(2x) = s(x)} . Note agora que s(x) = x(mod9) e
S(2x)=2x (mod9), donde, se s(2x)=s(x), entdo 2x=x(mod9), e logo

10"-1
x=0(mod9). Assim, A<#1< x<10"|x=0(mod9)} = 9 donde

4
C >—(10"-1).
: 9( )

PROBLEMA 4

Arnaldo escolhe uminteiro a, a> 0, ¢ Bernaldo escolhe um inteiro b, b > 0. Ambos
dizem, em segredo, o nimero que escolheram a Cernaldo, e este escreve em um
quadro os nimeros 5, 8 e 15, sendo um desses asoma a + b.

Cernaldo toca uma campainha e Arnaldo e Bernaldo, individualmente, escrevem em
papéis distintos se sabem ou ndo qual dos nimeros no quadro é asomadeaeb, e
entregam seus papéis para Cernaldo.

Se em ambos 0s papés esta escrito NAO, Cernaldo toca novamente a campainha, e
0 procedimento se repete.

Sabe-se que Arnaldo e Bernaldo sdo sinceros einteligentes.

Qual é o numero maximo de vezes que a campainha pode ser tocada até que um
deles escreva que sabe o valor da soma?

SOLUCAO DE TELMO LUIS CORREA JUNIOR (SANTO ANDRE - SP)
Se a> 9, a campainha toca apenas 1 vez: Arnaldo sabe que b> 0, logo a Gnica soma

possivel €15. O mesmo ocorre se b>9, com Bernaldo.
Caso contrério, a campainha toca 2 vezes: com a,b<8 n&o € possivel decidir entre

as somas dadas na primeira vez.
Sea = 6, Arnaldo agora sabe que b <8, entdo a soma ndo pode ser 5 ou 15, apenas

8. O mesmo ocorre se b = 6. Se a€{0,1,2,3,4,5,7,8, ainda ndo é possivel decidir
entre 5, 8 e 15. O mesmo ocorre para Bernaldo.
Caso a campainha toque pelaterceiravez a,be{0,1,2,3,4,5,7,8 .

EUREKA! N°21, 2005
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Sea =2, Arnaldo sabe que b#6 e b<8, logo a unica soma possivel €5. O mesmo
ocorreseb=2.Caso a=2 e b= 2, ninguém escreve o SIM. Defato:
Se a€{0,1,3,4,5, Arnaldo ndo pode decidir entre as somas 5 e 8.

Se ae{7,8}, Arnaldo ndo pode decidir entre as somas 8 e 15. O mesmo ocorre para
Bernaldo.

A campainha toca pea quarta vez, e ambos sabem que a,be{0,1,3,4,5,7,8.

Se a = 3, Arnaldo sabe que b= 2, logo a soma deve ser 8. Se ae{0,1,4,5 ndo é
possivel decidir entre 5 e 8, se ae{7,8}, ndo é possivel decidir entre 8 e 15. O
mesmo ocorre com Bernaldo.

A campainha toca pela quinta vez: ambos sabem que a,be{0,1,4,5,7,8} .

Se a = 5, Arnaldo sabe que b =3, logo a soma deve ser 5. Se ae{0,1,4} ndo é
possivel decidir entre5 e 8, se ae{7,8 ndo é possivel decidir entre 8 e 15.

O mesmo para Bernaldo.

A campainhatoca: sexta vez - ambos sabem que a,be{0,1,4,7,8}.

Se a = 0, Arnaldo sabe que b=5, logo a soma deve ser 8. Se ae{1,4},ndo é
possivel decidir entre5 e 8, se ac{7,8}, entre8 e 15.

O mesmo para Bernaldo.

Sétima vez: ambos sabem que a,be{1,4,7,8. Se a = 8, Arnaldo sabe que a soma
deve ser 15, se ae{1,4}, ndo pode decidir entre 5 e 8, se a = 7, ndo pode decidir
entre 8 e 15. O mesmo com Bernaldo.

Oitava vez: ambos sabem que a,be{1,4,7}. Se a = 7, Arnaldo sabe que a soma
deveser 8, se ae{1,4}, ndo pode decidir entre5 e 8.

O mesmo para Bernaldo.

Nona vez: ambos sabem que a,be{1,4}. Arnaldo sabe que Unica soma possivel se
a=1é5;

sea = 4, asoma pode ser 5 ou 8. O mesmo para Bernaldo.

A campainha toca pela décima vez: agora ambos sabem que a = b = 4, e determinam
a soma com seguranca. Logo, a campainha pode ser tocada no maximo dez vezes.

PROBLEMA 5
Utilizando triangulinhos equilateros de papel, de lado 1, forma-se um tridngulo

eqlilétero de lado 2. Desse triangulo retira-se o triangulinho de lado 1 cujo
centro coincide com o centro do tridngulo maior.

Determine se é possivel cobrir totalmente a superficie restante, sem superposicoes
nem buracos, dispondo-se somente de fichas em forma de trapézio isosceles, cada
uma formada por trés triangulinhos equiilateros de lado 1.
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SOLUGAO DE GABRIEL TAVARES BUJOKAS (SAO PAULO - SP)
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Vamos mostrar por inducéo que qualquer n=1(mod 9) é possivel cobrir o tridngulo
dividido em n partes cada lado. Como 2% = (+1) (mod 9) ja que 2°" =1e 6 | 2004,

2°" =1(mod 9) €6 | 2004 para n=2*" épossivdl.

Vamos mostrar que se para n=1(mod 9) é possivel, entdo paran + 9 também é
Temos que n+9=1(mod 9). Cobriremos os 3 lados do tridngulo maior assim:
Comece por um vértice A e cubra um lado a que este pertenca com pegas até
restarem 2 espacos (como n=1(mod 3), isto é possivel). Agora preencha da mesma
forma a segunda linha, até restarem 4 espacos.

Na terceira linha, deixe um espaco a esquerda e preencha até onde foi a segunda
linha (como indicado na figura acima). E, acima das primeiras duas pegas da terceira
linha, ponha mais uma (como nafigura).

Faca isso para todos os vértices. Observe que ndo ha nem espacos nem
superposi¢cdes. Assim criamos uma "barba’ e o meio é um tridngulo de lado

(n+9) — 9 (muito facil dever, jaque a bordatem "largura" 3). O centro do tridngulo
grande coincide com o do de lado n. Assim, por hipétese de inducéo, este tridngulo
central pode ser preenchido, logo o tridngulo grande também!. A base da inducdo é
n =1, caso em que ndo ha nada a fazer. Assim, nossa afirmagao esta provada.

EUREKA! N°21, 2005
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PROBLEMA 6

Sgam m, n inteiros positivos. Em um tabuleéiro m x n, quadriculado em
quadradinhos de lado 1, considere todos os caminhos que vao do vértice superior
direito ao inferior esquerdo, percorrendo as linhas do quadriculado exclusivamente
nas diregdes < e .

Define-se a area de um caminho como sendo a quantidade de quadradinhos do
tabuleiro que ha abaixo desse caminho. Seja p um primo tal que rp(m) + ry(n) = p,
onde ry(m) representa o resto da diviséo de m por p e ry(n) representa o resto da
divisdo den por p.

Em quantos caminhos a &rea € um multiplo de p?

SOLUCAO:

Para resolver este problema, usaremos técnicas de funcbes geratrizes descritas no
artigo "Sériesformais', de Eduardo Tengan, da Eurekal No. 11, pp. 34 — 39.
Representaremos o tabuleiro por {1, 2,....m} x {1, 2,...,n}.

Desta forma, os quadradinhos sdo representados por pares (i, j), com
1<i<ml<j<n. Considere agora um caminho como no enunciado. Para

1<i<m,sga b o nimero de quadradinhos da forma (i, y) que estdo abaixo do

caminho. Como o caminho s0 desce ou anda para a esquerda, temos
0<b <b,<b<..<b, (e reciprocamente, tais b determinam um caminho). A

area do caminho € Zbl. Definamos b, =n e b,=0. Para 1<i<m+1, sga
i=1

m+l
y=b-b,  Temos Y y=h,-h=n, & em ged, paa
i=1

k
k<m+1 Yy =b -h=h. Portato, a &ea do caminho é
i=1

m m ml m
A=Y =Y (Me1-i) = > (ML) Y=Y - Yoo -
) i=L =0

Assim, fazendo z; = y,,., ;, temos sz =ne Zj -z, =A
j=0 j=0
Assim, o problema é equivalente a achar o nimero de solugbes de

Z,+z+..+z,=n,com z =0 paa 0<i<m+1 e Zj~zj multiplo de p. Para

i=0

isso, considere a funcéo F(x,y):H ! 1 1

—= . Como
wol-xy 1-y 1-xy 1-x

m."

y

EUREKA! N°21, 2005
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- =1+ Xy +(X'y)’ +.., F(x,y)= D a Xy, onde a, é o nimeo de
XYy reN ’

solugdes de z,+2z+..+Z,=scom Z>0,Vi>0 e Z+22,+3z+..= ) jz, =T.

j=0
Em particular, a , € o nimero de caminhos como no enunciado com area r.
Queremos entdo calcular Zam, i.e, asomados &, paraosr miltiplos dep.

pIr

p-1 ,
Para isso, consideremos a soma 2 F(E*,y),onde £ =e*/P é uma raiz p-ésima da
k=0

p-1
unidade (e logo 25“':0, sempre que r ndo € multiplo de p). Temos

k=0
p-1 p-1 p-1 .
FE“Y)=) > a., & -yv=Y aT,s-( g ) y’=Y p-a,-y (pos se
k=0 k=0 r,s=N r,«eN k=0 r,«eN

pIr

-1 -1

plr, iék“ = p) . Em particular, o coeficiente de y" em iF(ék,y) épvezes o
k=0 k=0

ndmero de caminhos como no enunciado cuja area € um maltiplo de p.

Para k=0, F(&*,y)=F(Ly)= =(1+y+y*+..)™ eo coeficiente de y"

1
(1_y)m+l
em F(Ly) é o nimero de solugbes de k +k,+...+Kk, ., =n, k=0, Vi, que é
mtn mo 1 15 1

Por outro lado, para 1<k< p-1, F(&¥ y)= =— - )
(m) (&) gl—é”y y™ oy —¢"
Escrevendo m=gp+r,(m=(q+)p-(p-r,(m), com O<r (m)<p, temos

(et (et o @det
L I @-¢7y) | Il a-¢wn J] @-¢y)
F(ék’y): ’ (q:)n;;ll = (a+1)p r:m%p g+l =-=med g+l :
y(@+3p H (y—l_ékr) y (y"-2 (1_yp)
r=0
(et
Como o produto ] (1-£¥y) tem p—r (m)—1 termos, a0 desenvolver esse
r=m+l

produto, obtemos termos da forma a- y*, com 0<s< p—r (m)—1. Por outro lado,

todas as poténcias dey em (1—1p)q+l =(1+yP+y*+ ...)q+l tém expoente multiplo
-y

EUREKA! N°21, 2005
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de p, donde os termos ndo-nulos em F(EX,y) tém o expoente de y congruente a s
maddulo p, para algum s com 0<s<p-r,(m)—-1. Entretanto, r,(m)+r,(n)=p,
donde r,(n)> p-r,(m) -1, & como n & congruente a r,(n) modulo p, nenhum

termo ndo nulo em F(ék,y) tem expoente n. Assim, o nimero procurado de

. . , _ , 1(m+n
caminhos cuja &rea é um multlplodepe—( )
p| m

Vocé sabia...

25964951 L . s
Que 2 —1 ¢ primo? Este niimero de 7.816.230 digitos é o
maior primo conhecido, e € um primo de Mersenne, assim como o

segundo, o terceiro e o quarto maiores primos conhecidos, que sdo
24036583 20996011 13466917
2 -1 2 o -1

O descobridor deste novo primo (o 42° primo de Mersenne
conhecido), Dr. Martin Nowak, é um oftalmologista alemdo que
participa do GIMPS, um projeto cooperativo para procurar primos
de Mersenne, responsdvel pela descoberta dos oito maiores primos
de Mersenne atualmente conhecidos.

Veja: http://www.mersenne.org para maiores informagdes.

EUREKA! N°21, 2005
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XLV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
Enunciados e Solugdes

Caros leitores: nossa equipe da IMO-2004 tinha seis alunos muito
diferentes, mas com uma caracteristica em comum: garra. Todos eles adotaram a
tatica de escrever tudo o que passava pdas suas cabecas, de modo a maximizar as
suas pontuagdes. Assim, ndo podemos transcrever as suas solucles ipsis literis. Ao
contrario, vamos colocar somente partes das solucdes deles, com alguns comentérios
sobre as suas idéias.

Carlos Yuzo Shine, vice-lider do Brasil na |MO-2004

PRIMEIRO DIA

PROBLEMA 1

Seja ABC um triangulo acutangulo com AB # AC. A circunferéncia de didmetro BC
intersecta os lados AB e AC nos pontos M e N, respectivamente. Seja O o ponto

médio do lado BC. As bissetrizes dos angulos BAC e MON intersectam-se em R,
Prove que as circunferéncias circunscritas aos tridngulos BMR e CNR tém um ponto
em comum gque pertence ao lado BC.

SOLUGAO DE THIAGO COSTA LEITE SANTOS (SAO PAULO - SP)

EUREKA! N°21, 2005
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Sega I’ a circunferéncia com didmetro BC, I's 0 circuncirculo de BMR e T'c 0
circuncirculo de CNR. Suponhamos sem perda de generalidade que o circunraio de
ABC mede 1/2, de modo que BC = sen o, AC=sen fe AB=sen v.

Aqui, Thiago nota (e prova) que o ponto comum as duas circunferéncias e o lado BC
s6 pode ser 0 pé da bissetriz:

Temos pot.A=AM - AB = AN - AC. Mas pOtrBA: AM - AB e pOtrCA =AN- AC,

logo A pertence ao eixo radical de I's e T'c. Como R também pertence ao eixo
radical, areta AR é 0 eixo radical deT's e T'c. Logo o ponto comum alg eIc e BC
SO pode ser a intersegdo de AR e BC, ou sga, a intersecdo da bissetriz de ZBAC e
BC.

Mais algumas consideragbes geométricas. como OM = ON (raios de I'), ZNOR =
ZMOR (OR é bissetriz de ZMON) e OR € comum, os tridngulos MOR e NOR sdo
congruentes (caso LAL), portanto ZRNO = ZRMO.

Nesse momento, Thiago percebe como poderia terminar o0 problema: sga K a
intersecdo da bissetriz de £/BAC e BC. A idéia dele é provar que K pertence a BC,
I's eT'c. Que pertence a BC € 6bvio. Para provar que pertence aI's, basta provar que
B, M, R e K sdo conciclicos; e, de modo analogo, para provar que pertence a I'c,
basta provar que C, N, R e K sdo conciclicos.

Aqui esta a formalizacdo dele: se provarmos que ZRNO = /2, teriamos ZRNC = y
+ o2 e ZRNC + ZRKC = y+ /2 + B + od2 = r, portanto K pertence a I'c.
Analogamente (aqui vocé deve verificar que Thiago usa o fato que € e provou antes
de que ZRNO = ZRMO), vamos ter K pertencente a I's, portanto I's € I'c tém um
ponto comum em BC.

Deste modo, so falta provar que ZRNO = /2. 1sso € um problema que costuma ser
resolvido de duas maneiras: (1) com “arrastéo” (isto €, calculando todos os angulos
na figura) ou (2) “arrastdo” seguido de contas (isto € com trigonometria, geometria
analitica ou complexos). Thiago resolveu adotar a op¢do (2), com trigonometria
(quando o coordenador viu as contas, €e comentou, “estava indo tao bem até aqui,
por que deteve que fazer essas contas??’)
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O tridngulo NBO é isbsceles, logo ZONC = ZOCN = y e ZNOC = & — 2y.

Analogamente, /MOB = 7 — 2B e 8= ZMOR = ZNOR = “_(T‘_ZB;_(“_ZY) =

T
— -
2

Segja ZRNO = ¢. A idéia € calcular alguma funcdo trigonométrica de ¢ (geralmente
acaba sendo a cotangente, por causa do truque da cotangente — veja o0 artigo
Geometria com Contas, Eurekal 17) e compardla com a mesma fungéo

trigonomeétrica de /2 para provar que ¢ = od2.

Mas por onde comegar? Primeiro devemos procurar por triangulos que envolvam ¢.
Um deles vem da propria definicéo de ¢: RNO. Outro bem interessante € o ARN,

cujos angulos envolvem tanto ¢ como o/2, aém de ter RN em comum (um
segmento a menos para calcular, como vocé vai ver depois!). Entdo parece ser uma
boa estratégia utilizar esses dois tridngul os.

Lei dos senos em RNO:

= )

Lei dos senos em ARN:

RN _ AN @)

seng  sen(v+¢-%)

Vejaquesedividirmos (1) por (2), RN se cancela, entdo ndo precisamos calcular

RN. S6 precisamos deNO e AN. NO éf&dil: éoraio B-f:%. Além disso,

AN = AC —NC = sen f— NC. S6 faltaNC!

Pelalel dos senos em NOC,
NC _ OC o NC
sen2y  seny 2seny 2seny

logo AN = sen B —sen o cos y = sen(or + 7) —Sen o CoS Y= Sen ¢r CoS y+ Sen y Cos o

— Sen o CoS y= Sen y cos a.

_senosen2y  senol- 2senycosy SenoLCosy

Vamos usar repetidas vezes o fato de que sen(n/2 — x) = cos x e as formulas de
Prostaférese (que os gregos tiveram que deduzir na coordenacdo! procure-as na
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Eurekal 17). Agora sim, dividindo (1) por (2) e substituindo NO e AN, obtemos a
nossa conta final:

seng _ rsen(v+e-%)  sen(v+e-%)  seny
COSOL  Senycosa. - cos(oL — @) cos(a.— ) Cos%

& senycos(o.— g) = sen(y+ ¢~ $)cosg (%)

Parece loucura, mas Thiago abriu os senos e co-senos. Mas isso tinha um motivo:
ele queria achar cotg ¢ (lembre-se: 0 segredo do sucesso nas contas € sempre ter
uma meta em mente!).

(¥) <> COS(COSOISENY + SENPSENYSENO, = SENPCOS('Y — %) C0SS + CoS@sen ('Y — %) Cosy
& Coso(cosaseny — sen(y—4)cos% ) = sen(cos(y— £ ) cos% — senysenar)

< cosp(sen(o: +) + sen(y — o) — seny — sen(y - ) =

sen((cosy + cos(y — o) — cos(y — o) + cos(y + at))

cosy—cosp _ 2sen(®7)sen()  sen(%2) e @

& Ccotg o= senp—seny 2sen(%;7)cos( %) ~ cos(%%)

o

Comocotg(p:cotg% ep e >

pertencem ao intervalo ]0; [, temos ¢ =

N R
(@)

gue precisavamos.

PROBLEMA 2
Determine todos os polindmios P(x) de coeficientes reais que satisfazem a igualdade

P(a-b)+P(b-c)+P(c—a)=2P(a+b+c)
para quaisquer nimeros reais a, b, ¢, taisqueab + bc + ca=0.

SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Note inicialmente que
P(a-b)+P(b—-c)+P(c—a)=2P(@a+b+c)
Plb—a)+Pla-c)+Plc-b)=2P(b+a+c) (*)
P(b—a) + P(c—b) + Pa—c) =2P(—a-b—-c) (**)
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Desde que ab + bc + ca = 0 (a primeira equagdo € uma aplicagdo direta; a segunda
Segue se permutarmos a e b; aterceira selevarmos (a; b; ¢) em (- a; — b; —c), o que
€ permitido pois (—a)(—b) + (—b)(—c) + (—c)(—a) =ab + bc + ca=0).

Igualando (*) e (**), P(@+ b+ c) = P(~a—b - c) desde que ab + bc + ca= 0. Mas
dado Sredl, setomarmosa=S b=0ec=0,entdoa+b+c=Seab+bc+ca=0.
Logo P(x) = P(—x) paratodo x real, ou sgja, P é par. Em particular, isto implica que
ograu deP, gr(P), épar.

Agora vem a parte da solucdo que usa andlise. Ele provou um lema geral bem Util
para o problema.

Note inicialmente que se P(x) = k para todo x real entdo 3k = 2k < k = 0 que, de
fato, € uma solucdo. Suponha agora que P ndo é constante, de grau n. Sga Q1) =
P(x4) (aqui, Fabio usa uma idéia reacionada a homogeneidade). Fixado x, Qx € um
polindmio em A de grau < n (defato, degrau nse x=0edegrau 0 sex=0).

Lema. xIim Q;b—(nk) =C_Xx", sendo C, o coeficiente lider de P(x).

Demonstragéo:

Note que Q(4), Q< (A), ..., Q" P(), A", A", ..., A sfo todos polinémios, logo sfo
derivaveis, e que para um desses polindmios qualquer, digamos R, temos
lkifll R(L)| =+, pois todos eles tém grau maior ou igual a 1. Ent&o, aplicando o

QM) _ . Q")
n!

teorema de L' Hépital repetidas vezes, temos |lim = lim . Mas se P(x)

L A—>too

= CX"+ ... + Cix + Co, Q) = CxX"A" + ... + CixA + Co, logo Q(A) = nICx",
logo o limite desgjado € mesmo C,x".

Agora, Fabio aproveita-se da homogeneidade da condic¢éo ab + bc + ca = 0: como
ab + bc + ca= 0 < (1a)(Ab) + (Ab)(Ac) + (Ac)(Aa) = 0 paratodo A real, logo
P(A(a—b)) + P(AU(b—c)) + P(A(c—a)) =2P(M(a+ b+ () &

Qan(A) + Qoc(A) + Qea(A) = 2Qasne(A) paratodos A, a, b, creais, ab + bc + ca=0.
QM)

}bn

,Xe {a=b; b—c; c—a}, n=gr(P) existe,

Como cada um dos limites xIim

—too

existe o limite da soma, que € a soma dos limites. Logo
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||m Qa—b (}b) + Qb—c(}\‘) + Qc—a(}\') — 2||m Qa+b+c (}\')
A—>eo }bn A—so0 }bn

& C(a-b)"+C,(b—c)"+C,(c—a)"=2C (a+b+c)"

sendo a, b, creaistaisque ab + bc + ca =0 en = gr(P). Como C,, coeficiente lider

de P, é ndo-nulo por hipétese, (a—b)"+ (b—c)"+(c—a)"=2(a+ b+ )" (***)

Tomea=-2,b=3ec =6 (note que ab + bc + ca = 0). Entdo, substituindo em

(*%), (5)"+ (3 +8'=2. 7

Como n épar, obtemos 5"+ 3"+ 8"'=2-7". Sen>7,

n 7
g =(8)7om1+1) s7[147.2 )=2.7", absurdo.
7 7 7

Logon<6.Masn=6implica0=2-7°=3*+5+8=1+1+1=3(mod. 7),
absurdo. Logo P(x) = A’ + B ou P(x) = AX* + BX* + C.

Fabio n&o precisava estudar o caso P(x) = AX* + B, pois isso é um caso particular do
caso P(x) = AX* + BX? + C, mas ele estudou. Na hora de estudar o caso P(x) = AX* +
BX* + C, de viu que a conta seria grande. Mas nesse momento ele lembrou as
palavras que o prof. Luciano sempre diz: “tem que ter garra para ser campedo!” e
nao fragugou, fazendo as contas:

Substituaa = b = ¢ = 0 na equagédo do enunciado. Segue imediatamente que C = 0.
Logo P(x) = Ax* + Bx®. Substituindo (isso mesmol!) e tendo em mente que

ab + bc + ca = 0 e que “hay que hacer las cuentas, pero sin perder la smetria
jamas’,

(@a—h)A(@—b)*+B] + (b—c)A(b—c)’ + B] + (c—a)’[A(c—a)* + B] =
=2(@+b+c)’[A(@a+b+c)?+B]

& Al(a-b)*+ (b—-c)*+ (c—-a)7 + Bl(a—b)’ + (b—0)*+ (c - a)7]
=2A(a+b+c)*+2B@+b+c)?

& Ala* —4a’ + 6a%h® —4ab® + b* + b* — 4b’°c + 6b%c? — 4bc® + ¢* + ¢* — 4c’a + 6¢%a?
—4ca’+ a’] + B[a®—2ab + b? + b? —2bc + ¢ + ¢ — 2ca + a7

= 2A(@% + b+ c? + 2ab + 2bc + 2ca)? + 2B(a” + b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca)

& 2A[a* + b* + ¢ — 2ab(a’ + b?) — 2be(b® + ¢ — 2ca(c® + a°) + 3a’b? + 3b%c? +
3c%a? + 2B[a® + b + ¢F] = 2A[a’ + b* + ¢* + 28 + 2b°C? + 2c%7] + 2B[a’ + b* +
] & Ala’b® + b’ + c?a® — 2ab(a® + b%) — 2bc(b? + ¢?) — 2ca(c? + ad)] = 0

& Ala’h? + b?c? + ?a? — 2a%(ab + be + ca) + 2a’bc — 2b%(ab + be + ca) +

2ab’c — 2c%(ab + bc + ca) + 2abc?] = 0 < A[(ab + bc + ca)®> — 2abc(a+ b+ ¢) +
2abc(a+b+c)]=0<0=0.
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Como todas as passagens sdo equivaléncias, ndo ha restricdo sobre A e B. Portanto
0s Unicos polindmios que satisfazem as condi¢Bes do enunciado sdo os da forma
P(x) = AX* + BX, A, Breais.

PROBLEMA 3
Um gancho € uma figura formada por seis quadrados unitérios como no seguinte
diagrama

ou qualquer uma das figuras obtidas desta aplicando rotacdes ou reflexdes.
Determine todos os retdngulos mx n que podem ser cobertos com
ganchos de modo que:

i) O retngulo € coberto sem buracos e sem sobreposicoes,

ii) Nenhuma parte de nenhum gancho pode cobrir regides fora do retangulo.

SOLUCAO OFICIAL

Considere um preenchimento do tabuleiro m x n. Para cada gancho A, existe um
Unico gancho B cobrindo o quadradinho “interno” de A com uma de suas
“extremidades’. Além disso, o quadradinho “interno” de B deve ser coberto por uma
das “extremidades’ de A. Assim, num recobrimento, todos os ganchos formam
pares. Ha apenas duas maneiras de formar tais pares. Em um caso, A e B formam um
retdngulo 3 x 4; no outro, a sua unido é um octogono, comlados 3, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2.
Entdo um tabuleiro m x n pode ser coberto por ganchos se e somente se pode ser
coberto com os pares de 12 quadradinhos acima. Suponha que tal recobrimento
exista. Entdo mn é divisive por 12. Provaremos que mou n édivisive por 4.
Assuma por absurdo que isso ndo acontece; entdo m e n séo ambos pares, pois mn é
divisivel por 4. Imagine o tabuleiro dividido em quadradinhos unitarios, com linhas
e colunas rotuladas 1, 2, ..., me 1, 2, ..., n, respectivamente. Escreva 1 no
quadradinho (i, j) se exatamente um entre os nUmerosi ej edivisivel por 4, e 2, sei
ej sdo ambos divisiveis por 4. Como o nimero de quadrados em cada linha e coluna
€ par, a soma de todos 0s himeros escritos € par. Mas néo é dificil verificar que um
retdngulo 3 x 4 sempre cobre nimeros com soma 3 ou 7; € 0 outro tipo de par
sempre cobre nimeros com soma 5 ou 7. Conseqlentemente, o nimero de pares de
pecas € par. Assim, mn é divisivel por 24 e portanto, por 8, absurdo, pois
supusemas que nem m nem n é miltiplo de 4.
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Note também que nem m nem n pode ser 1, 2 ou 5 (qualquer tentativa de colocar as
pecas nesses casos falha). Concluimos entdo que se um recobrimento é possivel
entdo mou n édivisivel por 3, mou n édivisive por 4em, n¢ {1, 2; 5}.

Reciprocamente, se essas condicdes acima sdo verificadas, o recobrimento é
possivel (utilizando somente reténgulos 3 x 4). I1sso é imediato quando 3 divide m e
4 divide n (ou vice-versa). Sga mdivisivel por 12 en ¢ {1; 2; 5} (ou vice-versa).
Entdo n pode ser representado como a soma de vérios 3's e varios 4's. Entdo o
tabuleiro pode ser particionado em retangulos m x 3 e m x 4, que sdo faceis de
cobrir, utilizando novamente reténgulos 3 x 4.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Sgja n>3uminteiro. Sgam t,t,,...,t, nUmeros reais positivos tais que
1 1 1

2
n“+1>(t +t +..+t )| —+—+...+— |
(l 2 n)(t_1 t2 tnj

Mostre que 1i,t; e {; sdo as medidas dos lados de um tridngulo para quaisquer i, j, k
coml<i<j<k<n

SOLUCAO DE HENRY WEI CHENG HSU (SAO PAULO - SP)
Suponhat,>t,_1>...2tL, >t esgat, =t; +t, + k.

Temos
n2+1>(t1+t2+"'+tm1) 1+1+...+i +M+tn 1+1+...+i +1
tl t2 tml tn tl t2 -1
Por Chebyshev (na verdade, poderiamos usar Cauchy ou MA-MH...),
1 1 1

L+t ++t )L G t, >n—1

n-1 n-1 n-1
S+t + 4t ) 1+£+---+i >(n-1)?

tl t2 tn—iL

Assim,
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n

n2+1>(n—1)2+1+M+t”(%+tl+---+i)

+ +et
@2n—1>ﬁ+t—”+t—”+w+t— t
tn tl t2 tn t3 1:n—l
t ot
Como—+t—”22,temos
n k
+ +
2n—1>2n—6+ﬁ+t—”+t—”<:>5>Q+t—”+t—n
n tl t2 n tl t2
Sendot, =t; +t, + K,
+ +t, + +1, +
Ll L+ I(+tl L I(<:>5>1—L+1+t—2+5+t—1+1+5
t+t, +k t, ) t+t, +k t ot ot t,
@2>i+t_2+£+E_L
t, t t t t+t,+k
Mast—1+t—222.D$temodo,
1:2 tl

o>k Z+i- 1 Jooskf2+t-t
t t, t+t+k t, t, t

5>

n

Veaque 1+1>1 poist; <t,<t, Logok<Oet,<t; +t.
1 2 n

O resto € mais facil: sgjam 1<i<j<n. Temos ti+t=t;+t,>t, >ty para
1<k<ne portanto, t;, t; e tx sSdo sempre lados de um triangulo.

PROBLEMA 5
Num quadrilatero convexo ABCD a diagonal BD néo é bissetriz do angulo ABC
nem do angulo CDA.Um ponto P no interior de ABCD satisfaz

/PBC = ZDBA e ZPDC = ZBDA

Prove que os vértices do quadrildtero ABCD pertencem a uma mesma circunferéncia
seesdse AP = CP.
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SOLUGAO DE RAFAEL DAIGO HIRAMA (CAMPINAS - SP)

B
Av

Primeiro ato: consideragdes gerais.
Vamos determinar a figura a partir de quatro angulos: sgam ZABD = a3, ZBDA =
ﬂl, ZCBD = o, ZCDB = ﬂz. Entdo ZDBP = o, — oy e/ZBDP = ﬂz _ﬂl-

Veja que esses angulos ndo dependem de P estar dentro do tridngulo ABD (o que
implica ZABD > ZDBC e ZADB > ZBDC) ou P estar dentro do tridngulo BCD (o
que implica ZABD < ZDBC e ZADB < /BDC) pois se ZABD = ZPBC entéo
ZABD + ZDBP = ZPBC *+ ZDBP (+ se P esta dentro de BDC e — se P esta dentro
de ABD) = ZABP = ZDBC = a,. Para os angulos com vértice D é andlogo.

Usando lei dos senos nos triangulos ABP, BCP, ADP e DCP, temos
AP AB CP BC
= (1) = ()
seno,  senZAPB seno,  senZBPC
AP AD 3 CP _ DC
senB, senZAPD senp, sen£ZDPC

(4)

De (1) e(4), temos
AP _ AB sena, sen£ZDPC
CP DC senB, senZAPB

(1)
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De(2) e(3), temos
AP_AD senf, sen/BPC
CP BC seno, senZAPD

(In

As equacdes (1) e (I1) sdo fundamentais para a solucdo do problema, pois envolvem
AP e CP, lados do quadrilatero ABCD e, além disso, observando a figura e essas
equacles, notamos algumas simetrias interessantes. Rafadl comega a usé-las a partir
de agora.

Vamos |& sen/APD = sen(ZAPD + /BPC — /BPC) = sen(ZAPD + /BPC) -
cos/BPC — cos(ZAPD + ~BPC) - sen/BPC.

Sega6 = ZAPD + /BPC =360°— (LAPB + ~ZCPD). Logo senZAPD =
send - cosZBPC — cosf - senZBPC (I1l) e senZAPB = sen(£LAPB + ZCPD —
ZCPD) = sen(£APB + ZCPD) - cosZCPD — sen(£ZAPB + ZCPD) - cosZCPD =

—send - cosZCPD — cos@ - senZCPD (1V) (lembre-se de que sen(360° — x) = —sen x
e cos(360° — X) = cos X).

Segundo ato: ABCD ciclico = AP = CP.
Supondo que ABCD é ciclico (esta é a primeira vez que vamos usar este fato),

temos, pdla le dos senos estendida, que o = P AD _ BC

e = .
senB,  sena, seno,, e,
Substituindo essas duas Ultimas igualdades e (II1) e (IV) em (I) e (I),
respectivamente, temos
(VI):P_C:senAAPDz <L
AP sn/BPC tg«£BPC

PC senZAPB seno
V): —= =- — cos

AP sen/ZCPD tg£ZCPD
Logo tg£BPC = —tg £ CPD ou senf = 0. A primeira possibilidade implica £BPC +
ZCPD = 180° mas ai B, P e C seriam colineares e entdo BD bissectaria os angulos
ZABC €ou ZADC.

Portanto seng = 0 e entdo @ = 180°, pois 8 = ZAPD + /BPC esta entre 0 e 360°.

PC _ senl80

Entdo =
AP tgZBPC

—cos180° =1, ou sgja, AP = PC.
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Terceiro ato: AP = CP = ABCD ciclico.
AD s, senZAPD  CD senB, _ senZCPD

BC seno, sen/BPC AB seno, Sen/APB

Multiplicando, temos AD s, CD s, _sensAPD sen/CPD

BC seno, AB seno, sen/BPC sen/APB '

Aplicando a lei dos senos em ABD e BCD temos AD __AB cb BC

= e = .
seno,  senB, seno,  senB,

De (1) e (l), temos

senZAPD  sen/APB

Assim, =
sen/BPC  senZCPD

Mas, fazendo as mesmas contas que fizemos em (V) e em (VI) (vga que as
igualdades a direita em (V) e (V1) ndo dependem de ABCD ser ciclico), vemos que

SenLAPD:senLAPB - 1 E entfio Exszen[i2 1o AD _ BC _SgamR,
sens/BPC  senZCPD BC sena, seno,  senf,

e R, os circunraios de ABD e BCD. Pda le dos senos estendida,
2F‘21= AD = BC =2R2 :>R1:R2.

senci,  senB,

Logo os tridngulos ABD e BCD tém o mesmo circunraio. SO temos duas
possibilidades para um circuncirculo de raio fixado em um segmento fixado: uma
das possibilidades é A, B, C e D serem conciclicos, que € 0 que queremos; a outra é
acircunferéncia que passa por A, B e D ser asimétrica da que passapor B, C eD em
relacdo a BD.

o
o

By D )’ c

24
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Neste Gltimo caso vamos ter Z/BAD = ZBCD. Como oy + 3, + ZBAD = 180°e o, +
Bz + /BCD = 180°, o + Bl =0t ﬂz.

Masveaque (o1 > oz e B > 32) ou (0n < o € B < ) pois caso contrario, como P
esta no interior do quadrilatero ABCD, P deveria estar no interior de ABD e BCD ao
mesmo tempo, o que é impossivel. Logo ndo é possivel que oy + B = o + B2, €0
problema acabou.

Enfim, uma solucdo muito parecida com uma trilogia grega, porém sem nenhuma
tragédia.

PROBLEMA 6

Um inteiro positivo é dito alternante se, na sua representacdo decimal, quaisquer
dois digitos consecutivos tém paridade diferente.

Determine todos os inteiros positivos n tais que n tem um multiplo que é alternante.

SOLUCAO DE RAFAEL MARINI SILVA (RIO DE JANEIRO - RJ)

O principal diferencial da solucdo do Marini € que, em vez de procurar exemplos
particulares para multiplos alternantes de n, como a maioria dos estudantes fez, de
deu uma caracterizacdo bastante interessante dos nimeros alternantes. Vamos a

solucdo:

Seja T o conjunto dos nimeros cuja representacdo decimal consiste em algarismos
todos menores do que 5. Vea que todo nimero alternante a pode ser escrito em uma
das duas seguintes formas:

2n
1071 + 2k, k e T, k com no méximo 2n

seaéimpar, a= 101010...101 + 2k =
2n-1 digitos
digitos; (1)

2n
1071 -10+ 2k, ke T, kcom no maximo

seaépar, a=101010...1010 + 2k =
2n digitos

2n + 1 digitos; (1)
Agora, Marini divide o problema em casos:
Caso 1: mdc(10; p) = 1.

Aqui, Marini toma sim um namero particular. Ndo é muito dificil encontrar um
ndmero alternante nesse caso, se vocé conhece o teorema de Euler-Fermat.
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Tomek = 0 naforma (1) en = ¢ (99p). Pelo teorema de Euler-Fermat, 109 ® =1
107099 _
S

(mod 99p) (vgla que mdc(10; 99p) = 1) e portanto 0 nimero alternante %

multiplo de p.

Caso 2: p € par, mas ndo € multiplo de 5.
Assim, p = 2°'u, sendo u impar e ndo mltiplo de 5. O nimero aternante que

pern 107 1

devemos encontrar € daforma (I1). Assim, U|T <10+ 2k, &

2n
o 107 -1

-5+k, ke T, kcom no maximo 2n + 1 algarismos.

10™ -1

A nova dificuldade nesse caso é a poténcia de 2, ou sga, que 29 -5+k. Para

10" -1

n suficientemente grande (maior que €2), temos -5+k=0(mod 2°) &

k=5-99" (mod 2°). Marini resolveu, entfio, provar um lema um pouco mais geral,
mas que faz muito sentido: o conjunto T contém uma boa parte dos ndmeros
inteiros, entdo...

Lema. Fixados a em naturaise qe{2,5} , existet € T tal quet=a (mod q™).

Demonstrac&o. |nducdo sobre m.
Base de inducdo: m = 1: imediato, pois T >{0, 1, 2, 3, 4} >{0, 1}.
Passo de inducéo: suponha o fato valido param = k. Vamos provar param=Kk + 1.

Suponha que 0<t <10 Sga X, = {t;t +10% ...; t + (q — 1) - 10*}. Note que esse
conjunto esta contido em T (pois g < 5) e que X; contém todos 0s possivels restos
congruentes a t médulo g* (g** ndo divide 10¢ e q divide 10). Da hipétese de
inducdo, dado x natural existe te T com te T com t<10%(se t =10, trocamos t
pelo nimero formado pelos seus k dltimos digitos que é congruente a t médulo 10,
e logo médulo o) tal que x = t (mod ¢). Vendo médulo ¢ temos que x é
congruente a um elemento de X.. Considerando a unido de todos os conjuntos X,
com t variando entre 0 e g — 1, vemos que cobrimos todos os possiveis restos (de
fato, como X; tem g elementos, a unido tem qk+1 elementos) e portanto o lema esta
demonstrado.
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Assim, aplicando o lema & congruénciak =5 - 99 (mod 2°), vemos que podemos
escolher ky € T que satisfaz essa congruéncia. Sga m o nimero de digitos de k.
Tome s copias de k, (com alguns zeros a esquerda para que figuecomm + e+ 1

o S 3 | (1™t 1)
digitos) e concatene-as, isto € sgjak = ko Y 10™*Y1 = kg oveiog | Veadque
i -

k ainda € um demento de T equek = 5 - 997 (mod 29), pois 10™°* = 0 (mod 29).
Vamos fazer com que k sgja maltiplo de u. Para isso, basta tomar s = ¢((10™°" — 1)
- U) que o resto segue de Euler-Fermat.

10" -1

Retomando: o nimero alternante que procuramos é a = - 10 + 2k Ja

encontramos k. Agora, basta escolher um n adequado par acertar o nimero de
algarismos de a. Tome n = ¢(99u)v maior que a quantidade de digitos de k. Pronto!
Temos

2n 2n
01 joeak=212 "t
99

-10+2k=0+ 0= 0(mod u)

-5+ K) =0 (mod 2°%) (gragas ao lemal)

10" -1

Logo a émuiltiplo dep.

Caso 3: p émultiplo de 5, mas é impar.

Seja p = 5%, u impar. Agora vamos procurar um niimero alternante da forma (1), ou
2n

sga, daforma 10 + 2k, ke T. Paran suficientemente grande,

10" -1
99

+2k=0 (mod 5°) < k=198 (mod. 59)

Novamente pelo lema, existe ke T que satisfaz essa congruéncia. Assim como no

] s-1 (1Om+e+l )S - 1
caso anteﬁlon tome’nos k = kO 210m+e+1 - kO —1om+e+l 1 ) com
i=0 B

s= @((10™*! = 1) - u) en = ¢(99u)v maior que a quantidade de digitos de k. De
modo andlogo ao caso anterior, conseguimos um alternante multiplo de p.

Caso 4: p épar e multiplo de 5, ou seja, p € multiplo de 10.
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10" -1

Neste caso, devemos tomar um alternante da forma (1), ou seja, a = - 10 +

10" -1
99

ultimo digito s6 pode ser zero, de modo que 10fk. Sgjak = 10w, w e T. Temos entédo
2n 2n

+ 2w, w e T. Como

2k, ke T. Sga p = 10u. Temos que 10u|

-10+ 2k = 5k. Comok e T, sau

que u| + 2w € impar, u deve ser impar, e

caimos no caso 1 ou 3. Logo existe um multiplo alternante de u s6 quando u é impar,
ou sgja, quando p ndo é multiplo de 20.

Logo os inteiros positivos que ndo possuem multiplo alternante sGo exatamente os
muiltiplos de 20.

Vocé sabia...

Que existem progressdes aritméticas arbitrariamente
longas formadas apenas por nimeros primos? Isto foi
provado recentemente por Ben Green e Terence Tao
(dois ex-olimpicos), e era até entdo uma conjectura
bastante antiga - o Ultimo progresso importante em sua
diregdo havia sido o resultado de Van der Corput, que
provou em 1939 que existem infinitas progressdes
aritméticas de trés termos formadas por primos.

Veja o artigo (um preprint, ainda ndo publicado) de Green
e Tao em http://arxiv.org/abs/math.NT/0404188 e o
artigo expositério de Bryna Kra sobre o assunto em
http://math.northwestern.edu/~kra/papers/primes.pdf
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CENTRO DE MASSA E APLICAQC)ES A GEOMETRIA
Emanuel Carneiro & Frederico Girdo — UFC

Nivel Avancado

1. INTRODUGCAO
Chamaremos de sistema de massas um conjunto de n pontos B, P, ..., P, no plano,

sendo que ao ponto B, = (X, Yy ) esté associada umamassa M, € IR, de modo que
m +m, +...+m, #0. Definiremos o centro de massa desse sistema como sendo o
ponto (X, Y) tal que:

= MX MY .4 MY, o MY A MY, .+ MY,

= , y_ ,
M M

Onde M =m +m, +...+ M, éamassaassociadaaee.

Notacéo:
Quando ao ponto (X, y) estiver associada uma massa m escreveremos (X, y)[m].

Observagdes:

(i) Podemos interpretar fisicamente o centro de massa de um sistema como sendo o
ponto onde ee concentra toda sua massa. Em termos préticos, isso nos guda a
simplificar, por exemplo, problemas de Dinamica onde h& aplicactes de forgas sobre
0 Sistema.

(i) Podemos considerar os pontos en R". Neste caso, o célculo do centro de
massa de um sistema € anal 0go.

(iii) Claramente o centro de massa é Unico.

2. PROPRIEDADES BASICAS

Proposicéo 1.

Sgja (x, y)[m] o centro de massa do sistema

S, ={ 0 y)ImL (%, Yo )Mo (X, Vi) M I} e sefa (3, b)[N] o centro de
massa do sisema S, ={(a,b)[n].(a,.b,)[n,].....(a.H)[n1}. Entdo, se
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M + N # 0, o centro de massa do sistema S=S US, é o centro de massa do
sistema { (X, Y)[M 1, (a,b)[N]}.

Demonstracéo:
Por definicio o centro de massa do sitsema S=SUS, é o ponto
(X,Y)[M + NJ, onde:

2 amx+ 3 ana, _M,+N,

M+ N M+ N
gue é justamente a primeira coordenada do centro de massa do sistema
{(x,y)[M],(a,b)[N]}. Paraasegunda coordenada & anélogo.

X =

A proposicdo acima nos da um algoritmo para calcular o centro de massa de um
sistema com n pontos. Para isso tomamos dois pontos (X, Y;)[m] e

(%5, Y,)[M,] quaisquer desse sistema e os substituimos pelo seu centro de massa

com a massa M +MmM,. Recaimos assim num sistema com n — 1 pontos e

continuamos o processo. Assim o calculo de centros de massa resume-se apenas ao
€aso n = 2, que estudamos a seguir:

Centro de massa de um sistema com duas massas
O centro de massa (X,Y)[M] de um sistema {(X,, y)[m].(x,,y,)[m,]} é
colinear com os pontos (X, ;) e (X,,Y,) pois

X Y
X Y, =XY, T XY XY= XY, = XY — XY
X Yy

:&ﬁ+(m&+%&)M+an+w»)&

m +m, m +m,

+m, X -

(Mmoo (MYEmy,
m +m, m +m,

=0

E além disso se chamamos (X, ¥;) = A, (%,,Y,) =B e (X,y) =G vaeque
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m AG+m,BG =0
tal fato é deixado como exercicio para o leitor.

Observacéo:
Pela equacéo acima distinguimos alguns casos:

¢ As duas massas tém 0 mesmo sinal. Nesse caso 0 ponto G estaentre A eB evale
que |m || AG| =|m,||BG|.

¢ As duas massas tém sinais contrérios. Nesse caso G esté fora do segmento AB e
vale aue ||| AG| =|m [BG].

3. APLICACOES A GEOMETRIA

Exemplo 1: Vamos tomar um tridngulo ABC qualquer e p6r massas iguais em seus
trés vértices, ou sgja consideraremos o sistema Al p], B[ p], C[ p]. Chamaremos de
G o centro de massa desse sistema. Como encontrar o ponto G?

(hummm...) denotaremos C.M. = centro de massa.

Alp]

Bp] ; M[2p] Clpl

Vamos usar a proposi¢ao da segdo anterior. O.C.M. de B[ p] e C[ p] éo seu ponto
médio M. Podemos entZo trocar B[ p] e C[ p] por M[2p]. Logo o ponto G serd o
C.M.de A p] e M[2p], queesta sobre AM edivide AM naraz&o

AG 2
GM 1
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Sgiam N e P os pontos médios de AC e AB. De modo andlogo poderiamos ter
provado que Ge BN eque G e CP. Esta é uma demonstracdo diferente que as
trés medianas concorrem em G, que é portanto o baricentro do tridngulo. Além
disso, segue do exposto acima que:

AG BG OG g
GM GN GP 1
Exemplo 2: Denote por a, b, ¢, os lados do tridngulo ABC da maneira usual.
Vamos pbr agora massas nos vértices do tridngulo proporcionais aos lados opostos,
ou sgja, considere o sistema A a], B[b], C[c]. Sda| o C.M. desse sistema.

V océ merece um prémio se descobrir quem él...

Alq]

B[b] Jlb+c] Clcl
a

O raciocinio éigual ao do exemplo anterior. O C.M. de B[b] e C[c] éum ponto J
JB ¢C

no lado BC tal que EZB ou sga, J € 0 pé da bissetriz interna. Logo | sera o

: Al b+c
C.M.de Ala] e J[b+c]. Tiramosdai que | € AJ eque 3=

Sejam BL e CK bissetrizes internas. De modo andlogo poderiamos ter provado que
| € BL eque | € CK, oquemostraquel éoincentro. As razes saem de graga:

Bl _a+c ClI _a+b

IL b IK c
Exemplo 3: Sga p 0 semiperimetro do tridngulo. Agora uma novidade: o sistema de
massas serd Al p—a], B[ p—b],C[ p—c]. S§aN o C.M. desse sistema.

V océ realmente merece um prémio se descobrir quem é o N.
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Alp-a]

Blp-b] p-c X[a] p-—b Clp-c]

O CM. de B[p—b]eC[p—-c] é um ponto X sobre o lado BC ta que
BX p-c
CX p-b
ponto X é onde o exincirculo relativo ao lado a toca este lado (como referéncia sobre
este fato podemos indicar [1]). Logo N sxd o CM. de Ap—-a]l e

X[p—c+ p-b] = X[a].

AN a

Portanto Ne€ AX e W_ p—a

exincirculos relativos aos lados b e ¢ tocam estes lados, respectivamente, podemos
mostrar que N € BY e N € CZ. Conclusdo: AX, BY e CZ sao concorrentes em N
que é chamado Ponto de Nagel do AABC. Ora, ora, poderiamos saber disso usando
o teorema de Ceva (vgja por exemplo [3]). Cama, o mehor ainda est4 por vir. As
razfes aqui sS40 cortesias para nos.

» donde concluimos que BX = p—-c e que CX = p—b. Este

- Se considerarmos os pontos Y e Z onde os

BN b CN ¢
NY p-b" NZ p-c

O proéximo resultado foi 0 que nos motivou a escrever este artigo. Ele mostra toda a
bel eza desta teoria, enquanto outros méodos sdo ineficazes. Para uma demonstracao
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completa (e bastante extensa) do proximo resultado usando a geometria plana
cléssica, vea[2].

Teorema 3.1. No AABC considere os pontos |, G e N como definidos acima.
Valeentdo quel, G eN sdo colineares e ainda:

NG g
Gl 1
Prova: Sga p 0 semiperimetro do triangulo. Considere um sistema de massas
A pl,B[p],C[p]. Ja sabemos que o C.M. desse sistema é o baricentro G.

Fazendo uso da proposicdo 1, podemos dividir esse sistema em dois subsistemas
S =Aa],B[b],C[c]e S,=Ap-al,B[p—-b],C[p—c]. OCM.de S éo
incentro | com massa [a+b+c]=[2p], enquanto o C.M. de S, é o ponto da
Nagd N com massa [p—a+ p—b+p—-c]=[p]. Logo G sad 0o CM. de
I[2p], N[ p] o que implica |, N, G colineares (com G entre | e N) e ainda pela
equacdo do momento linear:

NG

NG _2
1

Gl

Alp] =[a+ (p—a)]

Blp] =[b+ (p—b)] Clpl =[c + (p—0)]

Coroléario 3.1.1. Em um tridngulo qualquer ABC, sgam I,G,N como acima, O o
circuncentro el o ortocentro. Entéo os pontos |, O, N, H formam um trapézio.

EUREKA! N°21, 2005



Sociedade Brasileira de Matematica

Prova: Sabemos que H, G, O sdo colineares (reta de Euler) e que:
HG 2

GO 1
Segue entdo do teorema anterior que |0 éparaldoaNH, logo |, O, N, H formam um
trapézio, cujo encontro das diagonais € G.

Podemos aplicar estes mé&odos do centro de massa em problemas que envolvem o
ortocentro, o baricentro e os exincentros, para saber que massas devem estar nos
vértices, veja o problema 1. Divirta-se resolvendo estes problemas. Vale usar tudo,
mas experimente a sua mais nova arma.

4. PROBLEMAS RELACIONADOS

Problema 1

a b c
ifi ' A ,B ,C
(a) Verifique que o sistema |:COSA:| |:COSB:| |:COSC:| tem como C.M. o

ortocentro do triangulo.

(b) Verifique que o sistema A sen2A], B[sen2B],C[sen2C] tem como C.M. o
circuncentro.

(c) Prove que o C.M. do sistema A[—a], B[b], C[c] é o exincentro relativo ao lado
a. Veifique os andlogos para 0s outros exincentros.

Problema 2
Segjam A, B, C, D pontos conciclicos. Sgam G,,Gg,G.,G, os baricentros dos

tridngulos BCD, ACD, ABD e ABC. Prove que G,,Gg,G.,G, sdo conciclicos.

Problema 3
Segiam ABCD um quadrilatero no espago de forma que AB, BC, CD e DA sgam
tangentes a uma esfera Y nos pontos X, Y, Z, W. Prove que estes pontos sdo

coplanares.

Problema 4
Sejam X, Y e Z os pontos onde o incirculo do tridngulo ABC toca os lados BC, AC e

AB, respectivamente. Mostre que o incentro de AABC esta sobre a reta que passa
pelos pontos médios de BC e AX. (vgla uma solugdo em [5]).
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Problema 5
Considere 6 pontos em uma dada circunferéncia. Tomamos trés destes pontos e

marcamos seu baricentro G,. Em seguida, marcamos o ortocentro H, dos outros

trés pontos e tracamos o segmento G,H,. Mostre que todos os [6]: 20 possivels
3
segmentos G,H, passam por um ponto fixo.

Problema 6
Seja ABCD um quadrilétero convexo inscritivel com os lados opostos AD e BC se
encontrando em P, e AB e CD em Q. Prove que o quadrilatero EFGH, determinado

em ABCD pelas bissetrizes de DPC e CCAQB, € um losango.

Problema 7

Seja PABC um tetraedro e sgam A, B, C, os pontos médios das arestas BC, AC e
AB, respectivamente. Sgja oo um plano paralelo a face ABC que intercepta as arestas
PA, PB, PC nos pontos A, B,,C, respectivamente.

(@ Proveque AA,,BB,,C,C, concorrem em um ponto D.

(b) Determine o lugar geométrico dos pontos D quando o varia.

Problema 8

(a) Considere 4 pontos que formam um sistema ortocéntrico (cada um é o ortocentro
do tridngulo formado pelos outros trés). Ponha massas iguais nesses 4 pontos. Prove
gue o centro de massa € o centro do circulo dos nove pontos de cada um desses 4
tridngulos (vgja[1] e o problema proposto No. 107 na pagina 61).

(b) (Bdtrami) Prove que o C.M. do sistema formado pelo incentro e pelos trés
exincentros com massas iguais € o circuncentro.

Problema 9
Sgja ABCD um quadrilatero convexo inscritivel com os lados opostos AD e BC se

encontrando em P, e AB e CD em Q. Prove que as bissetrizes dos angulos DPC e

CCAQB e a reta que une os pontos médios das diagonais do quadrildtero ABCD
(diagonal de Euler) concorrem.
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Problema 10

(Banco IMO/97) No AABC acutangulo, s§am AD, BE alturas e AP, BQ bissetrizes
internas. Sejam | e O o incentro e o circuncentro do tridngulo ABC, respectivamente.
Prove que os pontos D, E el sdo colineares se e somente se P, Q e O sdo colineares.

Agradecimentos: A nosso amigo Carlos Shine pela primeira versdo digitada deste
material, na Semana Olimpica de 2001, em Salvador - BA.
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Vocé sabia...

Que 28433-2"%%%7 1+1¢ primo?

Este nimero de 2357207 digitos é o quinto maior primo
conhecido, e foi descoberto em 30/12/2004.

Isto mostra que 28433 ndo é um nidmero de Sierpinski

(isto é, um natural impar A tal que k-2"+1 é composto
para todo ne N ; veja a Eurekal 18, pdg 61), reduzindo
para 10 o nimero de naturais menores que 78557 (que é o
menor nimero de Sierpinski conhecido), sobre os quais
ndo se sabe se sdo nimeros de Sierpinski ou ndo
(conjectura-se que nenhum deles seja): 4847, 10223,
19249, 21181, 22699, 24737, 27653, 33661, 55459 e
67607.

Veja:  http://www.seventeenorbust.com para mais
informagdes (inclusive sobre como ajudar a provar essa
conjectura).
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SEQUENCIA DE FIBONACCI
Cicero Thiago B. Magalhdes

Nivel Avancado

INTRODUCAO

O nome sequiéncia de Fibonacci, foi dado pelo matemético francés Edouard Lucas no
século XIX. Porém, a seqliéncia surgiu de um problema que estava proposto na obra
"Liber Abaci" de Leonardo de Pisa (1180 — 1250), conhecido como Fibonacci. O
problema era o seguinte: "Um homem p&e um casal de coelhos dentro de um cercado.
Quantos pares de coel hos seréo produzidos em um ano, se a natureza desses coelhos é
tal que a cada més um casal gera um novo casal, que setorna fértil a partir do segundo
més?' Depois de séculos de trabalho, € possivel hoje citar uma quantidade enorme de
propriedades da sequiéncia do nimero de coelhos existentes apds n meses. O objetivo
deste trabalho € apresentar algumas propriedades basicas desta sequiéncia.

Definicdo

A sequiéncia de Fibonacci € definida da seguinte maneira:
fi=f,=1e f =f _,+f _, Vn>2

Por conveniéncia, algumas vezes usaremos f, = 0.

Propriedades bésicas

() Paratodo n=1: f,+ f,+..+f =1 ,-1
Prova n=1:f = f, -1

Vamossupor q=1e f,+f,+..+f =1, ,-1

n=q+1: f+f,+.+f,+f,,=f,-1+f, ="1f.,-1

q+3
(Sem=1len>1 entdo f ., =f _ f, +f f.,
Prova: Vamos fazer inducéo sobre m:

m=1:f  ,=f_f+ff,=f_ +1f (verdadeira)
m=2:f,,=f_ f,+ff,="Ff_ +2f =(f_,+f)+f =+,
(verdadeira)

Seia > 2 e suponhamos a propriedade vélida paratodo K,2 <k < ¢, eparatodo

n > 1. Esta suposi¢ao, mais o fato de que a propriedade vale também parak = 1, nos
garante:
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fn+(q—2) = fn—l quz + fn fq—l
fn+(q—1) = fn—l fq—l + fn fq
Somando membro a membro essas igualdades e levando em consideracédo a formula
recursiva que define (f,):
fn+q = fn—l fq + fn fq+1
Ou sga, a formula vale também para g, sempre que n > 1. O principio da indugéo
nos garante entdo que vale paratodo m>1equalquer n> 1.
(111) Dois nimeros de Fibonacci consecutivos f, e f,,, s3o primos entresi.
A prova fica como exercicio.
(V) Se m|n, entdio f., | f,.
Prova: Por hipétese n = mq, paraalgum g€ N. Usaremos indugdo sobrer.
Seq =1, entdo m = n e é facil ver que f,|f,. Sga =1 e admitamos que

fou | T g
Ent&o, usando a propriedade (I1):
fm(q+1) = fmq+m = fmq—l fm + fmq fm+1

como f|fifn e folfigfna(pois pela hipdtese de inducdo, fn divide

f ) entdo f divide a soma desses dois produtos. Ou sda: fi, | figin-

(V) Sgad=mdc(m, n), entdo mde (f,,,, f,) = f,.

Prova: Inducdo emm+ n. Sem= 1, mdc(m, n) = 1 e mdc(fn, f,) = mde(1, f,) =1 =f,.

Sem+ n=2 étrivial. Sem=n ndo ha o que provar.

se2<sm<n, fo =" o m=Ffoifint+ fofn.= mde(f, , )=
(1)

mdc( f,, ., f._,) = mdc(f,, f._.), que éigual, por hipétese de indugdo a

fmdc(m,n—m) = f

Vegjatambém a solucdo do problema proposto No. 92 na Eurekal 20, pp 55 —57.

(V) Sga x> = X+1, ento, paran=2, 3, ... nds temos que

X"=fx+f, .

mdc(m,n) *

Prova: E trivial ocason=2. Ese X" = f x+ f,_, paraalgum n> 2, entdo
X" =x"ox = (f x+ f,_,)x
= f,x*+ f,_,x
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=f (x+D+ f _,x
=(f,+ f, )x+f,
=f X+ T,
como desejado!

1+x@ l—xE
o eb="—r

Vejamos que as raizes de x* = x+1 s30 os nlimeros O =

Entdo, paratodon =2, 3, ... nds temos
o" = fo+f

" =f.B+f .
Subtraindo as duas Ultimas equactes temos que o —B" = f, (o —B), e notando

que oo —B = \/g , hos encontramos a férmula de Binet

f B an _Bn
n (X—B "
Problema 1
- l+\/g - - n 2 - - -
Segja O = 5 Determinetodosos ne N taisque oo —N“o sgaintero.
Solucéo:

Note que 0. é raiz do polindmio P(X) = X* — X—1, com isso e usando a expressio
da propriedade (V) temos que:
a"—n’o= fo+ f,_, —n‘o=(f, —n*)a+f, .
Uma vez que o. € irracional, segue da igualdade acima que o — n‘o O serd
inteiro quando f, —n*=0,e nosso problema equivale a determinar todos os
ne Ntaisque f, = n°. Paratanto, observe que:
f,=,1,=,1,=21,=3f=51f=8f =13
fg =211, =34,f,=55f, =89, f, =144, f, =233, f, =377.
Assm, f,=12% e f,>13%f,>14°. Por outro lado, se f,>n’ e
f .. >(n+1)? entdo
f,=Ff  +f >n"+(n+1)°>(n+2)°, desdeque n> 3,
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donde segue por inducdo que f, > n’ para N >13. Assim, as Unicas solugdes sio
n=1len=12

Problema 2:
Sgam n e k dois inteiros positivos quaisgquer. Entdo entre duas poténcias

consecutivas N e n“** ndo podemos ter mais que n nimeros de Finonacci.
Sugestdo: use a propriedade (1)

Problema 3:
Sga f, asequénciadeFibonacci (f, =1 f, =1, = f, + f ). Caculeaséie

Problema 4:

Ache a, se a e b s80 nimeros inteiros tais que x> —x—1 é um fator de
ax'’ +bx'® +1.

Fortemente ligada a seqiiéncia de Fibonacci, e tao interessante quanto, € a seqiéncia
de Lucas que é definida da seguinte maneira:

L,=foi+ foa
L =LL,=3L;,=4..
Obs: é facil perceber que de acordo com a definicdo da sequéncia de Lucas temos
que L, =2.
Usando a férmula de Binet temos que:

n-1__pn-1 n+l _ Qn+l
L, = fn71+ fn+1 = = B +0€ B
o—B a—B
1 1 1
=——a"| =+a [-B"| =+B ||
o—B o B
- 1 1
Como a:% e B=ﬂ, entdo —+0€=\/§ e —+B=—\/§. Portanto,
2 2 o B
L,=a"+p".
Problema 5:

Proveque f,, = f L,.
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Problema 6:
Sgam L, =2,L,=1 el,,=L,,+L,, paran=0, aseqgiiénciadeLucas.
Prove que, paratodo m=1,

k=1
onde f, éasegiiéncia de Fibonacci.

Problema 7:
Achar otermogeral P, se P, =1 e P,., =5p. —3p,, paran>=0.

Problema 8:
Todo natural pode ser unicamente escrito como soma de nimeros de Fibonacci
distintos, de indices ndo consecutivos e maiores que 1. (Teorema de Zeckendorff).

Problema 9:
Sejam a e b inteiros positivos tais que b* é divisivel por a e a* & divisivel por
b*. Prove que (a* +b®) ™ édivisivel por (ab)"™ paratodon> 1.

Problema 10:
Prove que nenhum niimero de Fibonacci € poténciade 7.

Problema 11:
Sgam (f,) a segiéncia de Fibonacci e para todo inteiro positivo n,

Vo= f2+12,.

Prove que, paratodo inteiro positivon, V,, V.4, V,,, sdo lados de um triangulo de
area l,
2

REFERENCIAS:
[1] Ross Honsberger, Mathematical Gems 111, MAA, 1985.
[2] Hygino H. Domingues, Fundamentos da Aritmética, Atual, 1991.
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COMO E QUE FAZ?

PROBLEMA 6
PROPOSTO POR RAFAEL ALVES DA SILVA (TERESINA - Pl) da Olimpiada Ibero-americana de
Matematica de 1999.

Segja n um inteiro maior que 10 tal que cada um dos seus digitos pertence ao
conjunto S={1,3,7,9}. Prove que n tem algum divisor primo maior ou igual a 11.

Solucdo: Como o ultimo digito den éimpar, n é impar.

Como o ultimo digito de n ndo é 0 nem 5, n ndo é multiplo de 5. Assim, se n ndo
tivesse nenhum fator primo maior ou igual a 11, os Unicos possiveis fatores primos
de n seriam 3 e 7. Mostraremos por inducdo gque todo niimero natural cujos Unicos
fatores primos sd0 3 e 7 édaforman = 20k + r, onde k é natural e r € {1,3,7,9} , e
portanto o digito das dezenas de n deve ser par, elogo ndo pode pertencer a
S={13,7,9 (e assim, se todos os digitos de n pertencem a S, devemos ter
n < 10).

Paraisso, notequel1=20-0+ 1, eainda

N=20k+1=3n=20-(3k)+3 e 7Tn=20-(7k) +7
N=20k+3=3n=20-(3k)+9 e Tn=20-(7k+1)+1
N=20k+7=3n=20-(3k+1)+1 e 7n=20- (7/k+2)+9
N=20k+9=3n=20-(3k+1)+7 e 7n=20- (7Tk+3) + 3,
e hossa afirmacgao esta provada.

PROBLEMA 7

PROPOSTO POR RAFAEL ALVES DA SILVA (TERESINA - Pl) da Olimpiada da Bielorrdsia de
2000.

Sga M ={1,2,3,...,40}. Ache o menor inteiro n para o qual é possivel particionar
M em M subconjuntos diguntos tais que, sempre que a, b e ¢ (ndo necessariamente
distintos) pertencem ao mesmo subconjunto, entdo a# b + c.

Solucdo: Mostraremos que n = 4. Vamos ver como construir um exemplo de uma
particdo de n em 4 conjuntos de acordo com 0 enunciado, a partir de exemplos
menores. temos a particdo {1} = {1}, comn=1, para M = {1}; a particdo
{1,234 ={1,4 u{2 3}, comn=2 paa M={1, 2, 3, 4}; aparticdo {1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10,11, 12,13} ={1, 4, 10, 13} U {2, 3,11, 12} U {5, 6, 7, 8, 9} com
n=3 para M = {1, 2,...,13}; a idéa é dada uma particdo {1, 2,..., k} =
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AUA U..UA,, obter uma particgo{1,2,...,3k+3 =B, UB, U...UB, UB, ,,
tomando B, ={k+1k+2..,2k+3} e paa i<k, B=AUA+(X+1). Assm,
obtemos, para M ={1,2....,40, M ={1410,1328,31,37,40\{2311,12,29,30,38 39

A56,7,8932,33 34,3536 (141516 17,1819,20, 21, 2,23 24, 2526, 27}, e é fécil
verificar que esta partico satisfaz a condicéo do enunciado.
Para mostrar que ndo € possivel obter uma tal particilo de M em apenas 3

subconjuntos, suponhaque M = AUBUC. Como M tem 40 elementos, algum dos
conjuntos A, B ou C tem pelo menos 14 eementos. Digamos que A contenha os 14

gementos X <X, <..<X,. Os 13 dementos X, —X,X, =%, X4 —Xs devem
pertencer a BUC, pois, se X,—X =YEA entdo X, =X +Y, com Y, X;, %, € A
contradicdo. Assim, B ou C contém pelo menos 7 desses 13 elementos, digamos
Vi <Y, <..<Y;, onde ¥ =X,—X, onde J;<Js<..<J;- Suponhamos que esses
elementos pertencem a B. Temos entdo Y;—Y,€Ce Y,—y,€C, pos se
Ys—Y; =z€ B, paradgum j€{L2Z, Y, =y;+Z com Y;,Y;,Z€ B, absurdo,
g (X=%)=(—X) como Y=Y =0 —%)-(X—X)=% —X , se
Y;—Y, =2€ A paraagum i€ {12}, teriamos X; =X; +Z, com X ,X , z€ A,
absurdo. Vamos agora considerar o demento Y, —Y; >0. Como Y, e Y, pertencem
a B, ¥, Y;néo pode pertencem a B. Como Y,—Y; =(Y;—¥)—(¥;—¥.), com
(%=Y,), (V;—¥)eC, y,—Vy, ndo pode pertencer a C. Finalmente, como
Yo=Y =% —%;,) — (X =%, ) =X, —%, , com X, €A e X €AY,~Y; ndo pode
pertencer a A, absurdo, pois Y, -y, € M = AuBUC.

Publicamos a seguir as solugdes dos problemas 121 e 195 da secdo "Olimpiadas ao redor do
mundo", por sugestéo de Bruno, da Espanha.

121. (Rissia-2001) Os valores da funcdo quadrdtica f(x)=x?+ax+b para dois
inteiros consecutivos sdo os quadrados de dois inteiros também consecutivos.

Mostre que os valores da fungdo quadrética sdo quadrados perfeitos para todos os
inteiros coincide com o conjunto dos valores de g para os inteiros.

Solugdo: Suponha f(m)=k®> e f(m+1)=(k+1)* com m e k inteiros. Sga
g(x) = f(x+m). O conjunto dos valores def para os inteiros.

EUREKA! N°21, 2005



Sociedade Brasileira de Matematica

Temos g(x) = x> +cx+d paracertos valoresdec ed. Temos d = g(0) = f(m) =k?
e l+c+d=g()=f(m+1)=(k+1)?% donde d=k* e c=(k+1)*-1-k*=2k,ou
sga, g(x) =x*+2kx+k?*=(x+Kk)?, elogo g(x) € um quadrado perfeito paratodo x
inteiro.

195.(Eslovénia-2002) Sgam M o ponto médio da base AB do trapézio ABCD; E um
ponto interior ao segmento AC tal que BC e ME intersectam-se em F; G o ponto de
intersecdo de FD e AB; H o ponto de intersecdo de DE e AB. Mostre que M é o
ponto médio do segmento GH.

Solucéo: Podemos supor sem perda de generalidade, aplicando uma transformagéo
afim, queA=(0,0),B=(1,0),C=(1, 1), elogoD = (a, 1), paraadlguma< 1. Entéo

M :(%,O) eE = (t, t), paraagum te (0,2). Como F pertenceaBC, F = (1, y) para

algumy, e supondo t;t%, como F pertence a ME, y/(%):t/(t—%) , donde

y:2tL1 (caso t:%, BC e ME séo paralelas e ndo se intersectam, logo ndo
existiria 0 ponto F). Como H pertence a AB, H = (x, 0) para um certo x. Como H

pertence a DE, L:i,donde (@-t)x=t(l—a), ou sga, th(l—a)-
t—-x a-—-x 1-t
Finalmente, como G pertence a AB, G = (z, 0) para um certo z, e como G pertence a
FD, 1 =t/(2t—1)’ donde t—1.Z=(2t—1)—at1 ou ssa, Z=at—(2t—1).
a-z 1-z 2t-1 2t-1 1-t
Assim, %:%i—_::% elogo M :G+H, ou sga, M é o ponto médio do

segmento GH.
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SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

e Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

90) Prove que, para todo inteiro positivo n e para todo inteiro ndo nulo a, o

polindmio X" +ax™* +ax™?+...+ax—1 éirredutivel, i.e, ndo pode ser escrito como
0 produto de dois polindmios ndo constantes com coeficientes inteiros.

SOLUGAO (baseada em um argumento de Artur Avila):

Sda P(X)=X'+ax"'+ax"?+..+ax—L Como P_(X) :—x”F;(;l(), P(x) €
irredutivel se e somente se P, (X) éirredutivel. Assim, podemos supor sem perda de
generadlidade que a é um intero positivo. Nesse caso, RP(0)=-1 e
P@®=(n-Da>0vn=>2

E claro que paran = 1 0 polinémio P,(x)=x—1 éirredutivel.

Para n>2, deve existir ace (0,1) com R, (x) =0.

Sda QX =P,(X)-(x=1) =(x-D(x" - +ax(x"" 1) =x™ +(@a-)x" - (a+)x+1

Como o éraiz de P,(a)=0.

Sda QX =P,(X)-(x=1) =(x-D(x" - +ax(x"" 1) =x™ +(@a-)x" - (a+)x+1

Como o € raiz de PB(X), o também ¢é raiz de Q,(x). Sda entdo
RX) :%—(2 =X"+(@+o-D)X* +a(a+o—D)X? +of (@a+a—DX° +.. 4 2(a+a—])x—glt :

Temos RD)=Q,()/(1-x) =0, e se B=a éraizde P(x), § éraizde Q(x) ede
R(X). Mostraremos que | 3| >1 paratodo Se C, B#c tal que f éraiz de P(x).
Como 3 éraizde R(x), temos 8" + (a+a -1)B" ' +a(a+oa-1)B" % +...+
+ oc”’z(a+oc—1)ﬁ:l.
o
Se |B|<1, |ﬁ”+(a+oc—1)ﬁ”’1+oc(a+oc—1)ﬁ”’2+...+oc”’2(a+oc—1)ﬁ|

<|B'+(@+a-D|B[" +..+a"2(a+ra-D|B|<1 +(ata —1I" + ..+
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+a"*(a+a-1)-1= R(1)+l :l =|—
o o |o

B=|B|=1 mas P,(1)=0,donde =1 absurdo (na verdade, mostramos que

todas as raizes de R(X) tém modulo maior ou igual a 1; em particular, or € raiz

simplesde P,(x), caso contré&rio o€ (0,1) seriaraiz de R(x)).

Suponha agora que P,(x) = f (x)-g(x), ondef e g sdo polindmios ndo constantes

com coeficientes inteiros. Como o coeficiente constante de P,(x) é -1, os

coeficientes constantes de f(x) e de g(x) pertencem a{-1, 1} (e podemos supor sem
perda de generalidade que seus coeficientes lideres sdo iguais a 1). Assim, o produto
das raizes de g(x) (e de f(x)) pertencem a {—1, 1}. Por outro lado, podemos supor
sem perda de generalidade que o éraiz de f(x). Como todas as raizes de g(x) sdo
raizes de P,(x) distintas de o, elas tém todas médulo maior que 1, e logo seu
produto ndo pode pertencer a{-1, 1}, absurdo.

1 , valendo a igualdade se, e somente se,

95) "Resta-Um" € um jogo de tabuleiro na qual as pegas ocupam um tabuleiro
formando parte de um reticulado retangular (na verdade, existem variagdes em
tabuleiros de reticulado triangular). O Unico movimento permitido consiste
em tomar duas pegas em casas adjacentes vizinhas a uma casa vazia, e fazer a
peca mais distante da casa vazia pular sobre a outra peca, ocupando a casa
vazia. A peca pulada é retirada.

0 — @

(esse movimento pode ser feito para a direita, para a esquerda, para cima ou
para baixo).

Agora imagine um tabuleiro que € um reticulado retangular infinito e uma reta
gue contém uma linha do reticulado, dividindo-o em dois lados. Todas as casas
de um dos lados da linha estéo vazias e cada casa do outro lado da linha pode
0u ndo ter uma peca.

Quantas pecas, no mMinimo, precisamos para chegar a uma casa do lado vazio
do tabuleiro, a uma distancia n da linha ? Abaixo indicamos uma casa a
distancian, paran=1,2,34,5.
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SOLUCAO DE BERNARDO FREITAS PAULO DA COSTA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Vamos botar eixos no quadriculado, de acordo com a posicéo:

AY

"Fronteira

>
X

Fan
W

Assim, a casa marcada com O € (0, 0), sua vizinha a esquerda é (1, 0) e acima é
(O, 1). Supomos, sem perda de generalidade, que a pega final termina na casa (O, n)
paran =1, 2, 3, 4, 5. Usando isto, vemos que o0 movimento deveria "tender para o
centro eparacima’.

Com esta idéia, vamos associar energias as pegas nos quadrados do tabulero,

através da seguinte fungéo:
2=+ >1
E(a,b) = ¢°®" onde o=+l ¢
O’ +d=1 0<d<l
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Como as equagdes que os definem sdo simétricas, temos @@ =1

%>1
zli\/g 2 :>¢:1+£

SO para conferir: 0]
2 \1-.f5 2
—— <0
2
J5-1
o5 2 E(O’l):cb——ﬁ_l
2 —1-5 2
<0
2
Assim, se fizermos um movimento
~ Ta
oo — ®
a-2 a-1 a a-2 a
,a<o0
Ou um movimento
N
o0 O
a a+l a+2 a a +2
,a=0

na direcdo do centro, estaremos trocando uma energia gob(I)‘a‘+2+gob(I)‘a‘+l por

gob(I)‘a‘ , que sdo iguais por construcao.
Ja sefizermos

O — ®
a a+l a+2 a a+2

,a>0
ou o contrério (coma < 0)

trocaremos energia com perdas, pois |a| <|a+ 2| (paraa>0; se
a<0éla<la-2)).
Para movimentos verticais, vemos que
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b+ 2

®
® )

conserva energia (gobCI)‘a‘ + "0 = 2" ) eque

perde (pois "2 > p°e ¢"* > 0).
Assim, a energia das pegas no tabuleiro ndo aumenta.
V gjamos a energia maxima do tabuleiro:

Er = E (coluna central) + E (quadrantes negativos) = E(coluna central) +
2E(1 quadrante negativo) =

0 .
=) °D° + 2) E (colunaema)

b=—c0 a=1
= zo“ 0"+ 22( ZO: Q" D" )
b=—c0 a=1\ b=—o

=Y g +2icba(i¢b)
b=0 a=1 b=0

:i+22fb‘a‘ L Masq)zzgo+1:>1:1+i2:>1—1:i2

= R E o 0 9 9
¢ ¢

=i+22®a—1

a1
=¢2(1+2icpa):¢2(1+zi)

a=1 1-0
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Como ®2+® =1, temos 1-® = d? , eassim
20
E, =¢2(1+E)=¢2(1+ 2p)=9°1+20) =9’ A+ +0)

=9’ (9 +9)=0%¢° =¢°
Ora, como a energia total do tabuleiro é gos, se tivermos um ndmero finito de
movimentos (para poder chegar em (0, 5) de verdade) teremos usado um conjunto

finito de pegas e portanto de energia estritamente menor do que ¢°. Desta forma, é
impossivel chegar a esta casa com movimentos "resta-um".

Decomponhamos ¢@" para n = 1, 2, 3, 4 para sabermos 0 nimero de pegas

¢a+2 :¢a+1+¢a
necessérias. Vale lembrar asrelacdes; { ®? = d** + p**?

go:1+CI):1+l
| ¢
(9 =p+1)
CI):}/
¢
@' =1+® — 2 pegas.
LS "Fronteira"
o )
o OK
Altura2: ¢? :¢+1:1+(1+CI)) s6 temos 1 peca com energia 1
:1+(CI)+CI)2+CI)) s6 temos 3 pecas com energia @
s6 temos 5 pecas com energia ®°
4 pegas: (em geral, parah >0, s& temos 2h + 1 pecas com energia @")
b "Fronteira"
@ @ @
‘'@
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[ "Fronteira"
[ B )
/
v
A .
Q[ "Fronteira
. A

Altura3: ¢° =@+ @ =29 +1=3+20 =1+ 2d +(2)
=1+ 20 + (2D + 20?) =1+ 3D + 2D + (D)
=1+3® +30* + ®°* — 8 pegas:

vai 4(0,2)

® 06/ ® | ® | Fontara
o o0
| @
u "Fronteira"
(MK
(| K )
N
OK
. %
&\ "Fronteira"
CHN
(]
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Vamos ao ultimo caso (altura 4):
0 =0 +9p* =20+ =3p+2=5+3D
=1+3D +(4) =1+ 30 + (4D + 4D?)
=1+3® +4D? + (4D + 4D°)
=1+3® + 507 + 4D° + (3D?) =1+ 3D + 50 + 70° + 3"

Teoricamente, isto darial + 3+ 5+7 + 3 =19 pecas para chegar a altura 4.
Entretanto, isto éimpossivel. Veamos:
Pintemos o tabuleiro com 3 cores em diagonal

B A C B A
C B A C B A
A (3 B A C B A
B A C B A C B A |'Fronteira"
C B A C B A C B A
C B A C B A C B
C B A C B A C
C B A C B A
C

Toda vez que realizarmos um movimento, tiramos uma peca de duas cores
adjacentes e a terceira cor recebe uma peca a mais.

Assim, invertemos a paridade dos 3 simultaneamente. Portanto, a paridade relativa
se mantém.

As casas dentro da regido indicada estardo todas ocupadas (suas energias somam
14 3P + 502 + 70?).

A somadas cores €5A + 7B + 4C

Seasomafina é 1A + OB + OC, temos que a paridade de B e C é a mesma, e oposta
aparidade de A, logo das 3®* que restam, temos uma quantidade par da cor A, uma
quantidade impar de cor B e uma quantidade para da cor C.

Assim, temos as seguintes possibilidades:

2A+1B+0C

0A+3B+0C

0OA+1B+2C

Mas s6 ha 1 casa B valendo ®* logo a possibilidade OA + 3B + 0C esté excluida.
Assim, concluimos que ha 1 peca numa casa B, a tinica do nivel ®*.

Por simetria (ou sgja, pintando o tabuleiro na outra direcéo : /// ),
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temos que deve haver também uma peca na casa simétrica a essa casa B do nivel

®* em relagéo & coluna central, a qual é uma casa C, elogo a solugéo é OA + 1B +
2C.

Assim, temos a seguinte configuracao:

"Frofteira"
X | @ [ [J [ K ) [ J [ J X
?2 1@ { { [ J (] ?
{ (] (] [ J [
X { X
?

As casas marcadas com X s30 A ou simétricas a casas A, e logo estdo proibidas.

As casas com e estdo forcosamente ocupadas, e das casas com ?, uma, € apenas uma,
serd ocupada (para fazer 19).

Isolemos a coluna central; sobra (pelo menos) um bloco consistindo apenas das
seguintes pecas:

@ P (ou do outro lado,
por smeria €
—»> |0 | @ igual).

—> | @ | @

Ora, apeca O, para ser aproveitada, deve tomar uma peca que estd a sua direitaeir
paraacoluna—1.

Entretanto, para terminarmos com pecas apenas na coluna zero, as duas indicadas
pelas setas devemn tomar as pegas que estdo a direita (pois sendo ndo conseguiriamos
mandar todas as pegas desse bloco para a coluna central usando apenas essas pegas;
Se Usassemos outras pecas para isso perderiamos energia). Nesse caso, as pegas que
sobram do lado esquerdo ficam todas na altura 0, e a peca que estava originalmente
na coluna 0 e na coluna — 1 ndo conseguiria chegar na coluna central sem que haja
perda de energia. Assim, ndo conseguimos (agora por impedimento de movimento,
nado de energia) chegar em (0, 4) com 19 pegas.

Mas é possivel com 20 (faco @° = ®* + P°):
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L "Fromteira’ "Fronteira’
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T L "Fronteira’ 4 "Fronteira’
(K] IEEEEEED IEEEEEEKD
AR ‘e_ @0 | @
e O o | 0 |
[ [
L 4
4 [®
[ ® 3 "Fronteira’ \ [ ) M
™ I <« — | 0] "Fronteira’
[ ® ‘1T ®
(@ .I 1
./
[
"Fronteira’

OK!!

96) No quadrilatero ABCD os angulos A, C e D medem 100° e o angulo ACB mede
40°. Demonstre que BC - DA= (BC + AB - DA)>.
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SOLUCAO DE HEYTOR BRUNO E MARLON JUNIOR (FORTALEZA - CE)
A figurailustra o problema:

AC  senl00°

AACD (Le dos Senos): — =
DA  sen60°

AACB (Lei dos Senos): 2T — SEn60
AC sen60°

= AC?*=BC-DA

AC BC
=>—=—
DA AC

Assim,

BC-DA=(BC+AB-DA)” & AC? =(BC+ AB—-DA)*. Basta provar entfo
que AC = BC + AB —DA.
AC sen60°

AACD (Le dos Senos): DA=
sen100°

AC sen80 e AB= AC sen40

AACB (Lei dos Senos): BC =
sen60° sen60°

Dai, AC+ DA=BC+AB &

AC sen60°  AC sen80° AC send(r
< AC+ = +
sen100° sen60° sen60°
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sen100° +sen60° _ sen80° + sen40°

sen100° sen60°
Usando o fato de que
sen p+senq= 2%(% )cos(% )

A equacdo acima é verdadeira se e somente se

2sen80°cos20°  2sen60°cos20°
sen100° sen60°

, 0 que é cbviamente verdade.

99) Num tridngulo, araz&o entre os raios das circunferéncias circunscrita e inscrita €

5 A ~ ~ e . .
> Os lados do tridngulo estdo em progressdo aritméica e sua area €

numericamente igual ao seu perimetro. Determine os lados do triangulo.

SOLUGAO DE KELLEM CORREA SANTOS (RIO DE JANEIRO - RJ)

| R

:§:> 2R=5r
r 2

C

Perimetrode ABC = 2p=a+(a+q)+(a-q)=3a= p:?’—za

or = A(ABC) = 2@+ A@-0d) Z)éa_ 9
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2 2 2 2 2 2
S8, _a@—q) 4 _a-d_a-q =15’ =a’-q° (1)
2 4R 2R 5r
Como a &rea é numericamente igual ao perimetro, temos:
pr=2p=r=2

Por outro lado,

A(ABC) =+/p(p-a)(p—a-q)(p-a+q) =\/§-E-(g—q)(g+q)=

De (1), temos:
15r2=a*-q*=15-2°=a’-q*=>60=a’-¢° =g’ =a*-60

2 2
Logo A(ABC) = g\/3(%— a+ 60) - g 3(60—31)

4

Também podemos escrever:

A(ABC) = pr :%-Z:Ba

Igualando:

2
3a=2 3(60—31)
2\ 4

2 2 2
& =3(60—T):>3—36=60—3%:12:60—3%:

3a° 5 .
:>48:T:>a =16-4=a=8, pois a>0.

De(1):
15r°=a’*-q *=>60=64-q° = q=12
Logo, os lados do tridngulo ABC sdo 6, 8 e 10.

101) a) Sgam a,h,G reais positivos, paral<i<3.

Prove que (a] +& +a3)(l +b, +15)(¢ +G +6) > (abg +ab,c, +ahc,)’.
b) Sgam a, b, c, X, y, z reais positivos. Prove que
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a® b & _ (a+tb+c)?
Xy z (Xx+y+2

SOLUGAO DE MARCELO RIBEIRO DE SOUZA e WALLACE MARTINS (RIO DE JANEIRO - RJ)
a) Como esta € uma desigual dade homogénea, podemos supor

(@ +a+a;)=1

(B +by+5) =1

©+c+c)=1

Com isto nossa desigual dade passa a ser:

1> (ahg +abc, +ahbc,)’. Isto éimediato de MA — MG:

(& +2 *9) > ahg,

(a2+22+C2) >abe,

( 3+ 3+ 3)
BIRTE) > ang
Somando tudo e € evando ao cubo ficamos com:

12 (ahc +abc, +abe,)’ cd

b) Este item decorre diretamente do anterior, tendo em vista que

T

3

1 1 1 1 1 1
a ; 3 > 2. C 5 3
_2.X3.X3+_2.y3.y3+_2.z3.23
X3 Y3 73
Portanto segue que
3
a® b’ ¢, (atb+c)
mt et e
Xy ) (x+y+2)
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PROBLEMAS PROPOSTOS

><  Convidamos o leitor a enviar solugbes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para os préximos nimeros.

102)  Voceé recebe X metros de arame para cercar um terreno na forma de um
tridngulo pitagorico (os lados sdo nimeros inteiros), com a condi¢do de que a
medida do cateto menor sgja 24 metros. Qual devera ser a medida do cateto
maior e 0 comprimento do arame, afim de que a érea sga:

a) maxima?
b) minima?

103) Sejam A eB matrizes 2 x 2 com elementos inteiros.
Sabendo que A, A+ B, A+ 2B, A+ 3B e A + 4B sdo invertivels e que os
elementos das respectivas inversas também s8o todos inteiros, mostre que

A + 5B também é invertivel e que os elementos da sua inversa também sdo
inteiros.

104) ABC é um triangulo. Mostre que existe um Unico ponto P de modo que:
(PAY +(PB)* +(AB)’ =(PB)* +(PC)*+(BC)’ =(PC)’ +(PA)’ +(CA)’

105) O baricentro do triangulo ABC é G. Denotamos por g,, ,, J, as distancias

desde G aos lados &, b e ¢ respectivamente.
Seglar oradio da circunferénciainscrita. Prove que:

2r 2r 2r
a = 2_, CZ_
) ga 3 gb 3 g 3
b) ga+gb+gc 23

r

106) Os polindmios PRy(X,Y,2),B(X Y,2),R(X Y,2),... sdo definidos por
R(xy2)=1 e Pml(x,y,z):(x+z)(y+z)Pm(x,y,z+1)—zsz(x,y,z),
VYm=0. Mostre que os polindmios P.(X,Y,z),me N sio simétricos em X, Y,

zie, B(xY, =R (xzY)=R(¥.x2=R(¥,.2zX)=R(zxY)=R.(zY.X),
para quaisquer X, Y, Z.
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107) &) Dado um tridngulo qualquer, prove que existe um circulo que passa peos
pontos médios dos seus lados, pelos pés das suas alturas e pelos pontos médios
dos segmentos que unem o ortocentro aos vértices do tridngulo (o chamado
"circulo dos nove pontos'").

b) Prove que, se X é o centro do circulo dos nove pontos de um tridngulo, H
0 seu ortocentro, O seu circuncentro e G seu baricentro, entdo

—

Problema 102 proposto por Sebastido Vieira do Nascimento (Campina Grande - PB); Problema
103 proposto por Carlos A. Gomes (Natal — RN); Problemas 104 e 106 propostos por Wilson
Carlos da Silva Ramos (Belém - PA); Problema 105 selecionado da XXXV Olimpiada
Matematica Espanhola, fase nacional, 1999 e enviado por Bruno Salgueiro Fanego (Espanha).

_ 1 —
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2 2

Agradecemos também o envio das solucdes e a colaboragéo de:

Carlos Alberto da Silva Victor Nil6polis - RJ
Daniel Lopes Alves de Medeiros Fortaleza - CE
Gabriel Ponce Por e-mail

Georges Cobiniano Sousa de Melo

Jodo Pessoa - PB

Glauber Moreno Barbosa

Rio de Janeiro - RJ

Jonatas de Souza Jinior

Recife - PE

Rafael Silva

Teresina — Pl

Raphael Constant da Costa

Rio de Janeiro - RJ

Seguimos aguardando o envio de solug8es dos problemas propostos Nos. 89, 97, 98 e 100.
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