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AOS LEITORES

Neste nimero apresentamos os resultados das equipes brasileéras e os
problemas propostos na X Olimpiada de maio, na XV Olimpiada do Cone Sul, na
XLV Olimpiada Internacional (IMO), na XI| Olimpiada Internacional para
Estudantes Universitarios (IMC) e na XIX Olimpiada |bero-americana. Realmente
temos muito a comemorar: 0 primeiro colocado na Cone Sul, a maior nota do
Ocidente no IMC (lembrem-se de que boa parte da Europa e os Estados Unidos
ficam no Ocidente!), mais uma vez todos os integrantes de nossa equipe
conquistaram medalhas na IMO, colocando o Brasil & frente de diversos paises de
grande tradicdo matemética, como a Franca e a Alemanha e fomos o primeiro pais
a conquistar 4 medalhas de ouro na lbero.

Vocé ainda poderd ler trés excelentes artigos de Geometria, com 0s quais
certamente vocé aprendera muito. N&o se esgueca de que, caso ndo consiga
entender algum agora (ou mesmo todos, ndo h& problema), vale a pena retornar a
eles depois.

Agradecemos as solugbes de problemas propostos e os hovas problemas
enviados peos nossos leitores, que continuamos estimulando a colaborar com a
Eurekal. Agradecemos finalmente a Cicero Thiago Magalhées de Fortaleza— CE e
a Wilberson Ivo Della Nina de Sdo José dos Campos — SP que colaboraram com a
reviso deste nimero.

Os editores

EUREKA! N°20, 2004
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X OLIMPIADA DE MAIO
Enunciados e Resultado Brasileiro

PRIMEIRO NIVEL
Duracg&o da Prova: 3 horas

PROBLEMA 1

Xavier multiplica quatro digitos, ndo necessariamente distintos, e obtém um
nimero terminado em 7. Determine quanto pode valer a soma dos quatros digitos
multiplicados por Xavier. Détodas as possibilidades.

PROBLEMA 2

No interior de um quadrado 11 x 11, Pablo desenhou um
retdngul o e prolongando seus lados dividiu o quadrado em
5 retdngulos, como mostra afigura.

Sofia fez 0 mesmo, conseguindo, além disso, que 0s
comprimentos dos lados dos 5 reténgulos fossem ndmeros
inteiros entre 1 e 10, todos distintos.

Mostre uma figura como a que Sofia fez.

PROBLEMA 3

Em cada casa de um tabuleiro 5x 5 esta escrito 1 ou
— 1. Em cada passo troca-se o nimero de cada uma das
25 casas peo resultado da multiplicagdo dos nimeros | 1 |1 [ 1 |1 |1
de todas as suas casas vizinhas.

Inicialmente setem o tabuleiro da figura.
Mostre como fica o tabuleiro ao final de 2004 passos. 111111

Observacgéo: Duas casas sdo vizinhas se tiverem um
lado em comum.

PROBLEMA 4

Em um quadrado ABCD de diagonais AC e BD, chamamos de O o centro do
quadrado. Constroi-se um quadrado PQRS de lados paralel os aos de ABCD com P
no segmento AO, Q no segmento BO, R no segmento CO, Sno segmento DO.

Se area (ABCD) = 2-&ea(PQRS) e M é o ponto médio do lado AB, calcule a
medida do angulo AMP. (N&o vale medir.)

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 5

Tem-se 90 cartdes e em cada um estdo escritos dois digitos distintos: 01, 02, 03,
04, 05, 06, 07, 08, 09, 10, 12, e assim sucessivamente até 98.

Um conjunto de cartdes é correto se ndo contém nenhum cartdo que tenha o
primeiro digito igual ao segundo digito de outro cartdo do conjunto.

Chamamos valor de um conjunto de cartdes a soma dos nimeros escritos em cada
cartéo.

Por exemplo, os quatros cartdes 04, 35, 78 e 98 formam um conjunto correto e seu
valor €215, pois04 + 35 + 78 + 98 = 215.

Encontre um conjunto correto que tenha o maior valor possivel. Explique por que
éimpossivel obter um conjunto correto de maior valor.

SEGUNDO NIVEL
Duracdo da Prova: 3 horas

PROBLEMA 1

Juliano escreveu cinco nimeraos inteiras positivos, ndo necessariamente distintos,
tais que seu produto sgja igual a sua soma. Quais podem se&r 0s nUmeros que
Juliano escreveu?

PROBLEMA 2

A mae de Zezinho quer preparar n pacotes de 3 balas para dar de presente na festa
de aniversério, e para isto comprara balas sortidas de 3 sabores diferentes. Ela
pode comprar qualquer nimero de balas, mas ndo pode escolher quantas sao de
cada sabor. Ela quer colocar em cada pacote uma bala de cada sabor, e seisto ndo
for possivel usara somente balas de um sabor e todos os pacotes terdo 3 balas
desse sabor. Determine 0 menor niUmero de balas que €a deve comprar para
poder preparar 0s n pacotes. Explique por que se ela compra menos balas ndo tera
a certeza de poder preparar 0s pacotes como ela quer.

PROBLEMA 3

Temos uma mesa de bilhar de 8 metros de comprimento e 2 metros de largura,
com uma Unica bola no centro. Lancamos a bola em linha reta e, depois de
percorrer 29 metros, da para numa esquina da mesa. Quantas vezes a bola rebateu
nas bordas da mesa?

Nota: Quando a bola rebate na borda da mesa, os dois angulos que formam sua
trajetéria com a borda da mesa sdo iguais.

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 4
Ache todos os nimeros naturais x, y, z que verificam simultaneamente
X-y-z=4104 xX+y+z=77

PROBLEMA 5
Sobre um tabuleiro 9 x 9, dividido em casas 1 x 1, se colocam sem superposi coes
e sem sair do tabuleiro, pecas da forma

.

Cada pega cobre exatamente 3 casas.

a) A partir do tabuleiro vazio, qual é a maxima quantidade de pecas que se pode
colocar?

b) A partir do tabuleiro com 3 pecas e colocadas como mostra o diagrama
seguinte,

7. 7
U

4

N

gual é a méxima quantidade de pecas que se pode colocar?

EUREKA! N°20, 2004
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PRIMEIRO NIVEL (Até 13 anos)

Gustavo Henrique dos Santos Figueiredo

Vinicius Henrique Campos Senra
Rafael Pacheco Gomes

Danilo Takeshi Abe Jaune

llan Feiman Halpern

Emanuelle Meneses Barros
Dayana Basilio Batista

RESULTADOS

Medalha de Ouro
Medalha de Prata
Medalha de Prata
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze

Guilherme Albuquerque Pinto Rebello
Bernardo Duque Guimarédes Saraiva
Amanda Maria Barradas M. de Santana

Mencé&o Honrosa
Mencédo Honrosa

SEGUNDO NIVEL (Até 15 anos)

Eduardo Fischer

Lucio Eiji Assaoka Hossaka
Guilherme Nogueira de Souza
José Marcos Andrade Ferraro
Paulo André Carvalho de Melo
Rodrigo Clemente de Brito Pereira
Henrique Pondé de Oliveira Pinto
Rafael Tupinamba Dutra

Amanda Freitas Santos

Edson Augusto Bezerra Lopes

EUREKA! N°20, 2004

Mencé&o Honrosa

Medalha de Ouro
Medalha de Prata
Medalha de Prata
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Medalha de Bronze
Mencé&o Honrosa
Mencé&o Honrosa
Mencédo Honrosa

Santo André - SP
Belo Horizonte - MG
Fortaleza - CE

Sao Paulo - SP
Itatiaia - RJ
Fortaleza - CE
Campo Grande - MS
Rio de Janeiro - RJ
Rio de Janeiro - RJ
Teresina - PI

Encantado - RS
Curitiba - PR

Sao Paulo - SP

Séo Paulo - SP

Rio de Janeiro - RJ
Joao Pessoa - PB
Salvador - BA

Belo Horizonte - MG
Rio de Janeiro - RJ
Fortaleza - CE
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XV OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XV Olimpiada de Matematica do Cone Sul foi realizada na cidade de
Caaguazl, Paraguai no periodo de 14 a 23 de Maio de 2004. A equipe brasileira
foi liderada pdos professores Pablo Rodrigo Ganassim (S&o Paulo — SP) e Marcio
Cohen (Rio de Janeiro — RJ).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRAL | Gabriel Tavares Bujokas Medalha de Ouro

BRA2 |Leandro Farias Maia Medalha de Prata

BRA3 | André Linhares Rodrigues Medalha de Bronze

BRA4 | Telmo Luis Correa Junior Medalha de Bronze
PROBLEMA 1

Maxi escolheu 3 digitos e, fazendo todas as permutacBes possivels, obteve 6
nimeros distintos, cada um com 3 digitos. Se exatamente um dos nUmeros que
Maxi obteve é um quadrado perfeito e exatamente trés sdo primos, encontrar os 3
digitos que Maxi escolheu.

Détodas as possibilidades para os 3 digitos.

PROBLEMA 2

Dada uma circunferéncia C e um ponto P exterior a ela, tragcam-se por P as duas
tangentes & circunferéncia, sendo A e B os pontos de tangéncia.

Toma-se um ponto Q sobre 0 menor arco AB de C. Sga M a intersecdo da reta AQ
com a perpendicular a AQ tracada por P, e sgja N a intersecdo da reta BQ com a
perpendicular a BQ tracada por P.

Demonstre que, ao variar Q no arco AB, todas as retas MN passam por um mesmo
ponto.

PROBLEMA 3

Seja n um inteiro positivo. Chamamos C, a quantidade de inteiros positivos X,
menores que 10", tais que a soma dos digitos de 2x € menor que a soma dos digitos
dex.

Demonstre que C, > g(lo” - 1) .

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 4

Arnaldo escolhe um inteiro a, a > 0, ¢ Bernaldo escolhe um inteiro b, b > 0.
Ambos dizem, em segredo, o nimero que escolheram a Cernaldo, e este escreve
em um quadro os nimeros 5, 8 e 15, sendo um desses asoma a + b.

Cernaldo toca uma campainha e Arnaldo e Bernaldo, individualmente, escrevem
em papéis distintos se sabem ou ndo qual dos nimeros no quadro éasomadea e
b, e entregam seus papés para Cernaldo.

Se em ambos 0s papés esta escrito NAO, Cernaldo toca novamente a campainha,
e 0 procedimento se repete.

Sabe-se que Arnaldo e Bernaldo sdo sinceros einteligentes.

Qual é o numero méximo de vezes que a campainha pode ser tocada até que um
deles escreva que sabe o valor da soma?

PROBLEMA 5
Utilizando triangulinhos equiilateros de papel, de lado 1, forma-se um tridngulo

equiilatero de lado 2% . Desse triangulo retira-se o triangulinho de lado 1 cujo
centro coincide com o centro do tridngulo maior.

Determine se é possivel cobrir totalmente a superficie restante, sem superposicdes
nem buracos, dispondo-se somente de fichas em forma de trapézio isdsceles, cada
uma formada por trés triangulinhos eqiléteros de lado 1.

PROBLEMA 6

Sgam m, n inteiros positivos. Em um tabuleiro m x n, quadriculado em
quadradinhos de lado 1, considere todos os caminhos que véo do vértice superior
direito ao inferior esquerdo, percorrendo as linhas do quadriculado exclusivamente
nas direges < e .

Define-se a &rea de um caminho como sendo a quantidade de quadradinhos do
tabuleiro que ha abaixo desse caminho. Sgia p um primo tal que ry(m) + rp(n) > p,
onde ry(m) representa o resto da divisdo de m por p e ry(n) representa o resto da
divisdo de n por p.

Em quantos caminhos a &rea € um multiplo de p?

EUREKA! N°20, 2004
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XLV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XLV Olimpiada Internacional de Matemética foi realizada na cidade de
Atenas, Grécia no periodo de 06 a 18 de julho de 2004. A equipe brasileira foi
liderada pelos professores Carlos Gustavo Moreira (Rio de Janeiro — RJ) e Carlos
Yuzo Shine (S&o Paulo — SP).

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 | Fébio Dias Moreira Medalha de Bronze
BRA2 | Gabriel Tavares Bujokas Medalha de Prata
BRA3 | Henry Wei Cheng Hsu Medalha de Bronze
BRA4 | Rafael Daigo Hirama Medalha de Prata
BRA5 | Rafael Marini Silva Medalha de Bronze
BRA6 | Thiago Costa Leite Santos Medalha de Bronze
PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1

Seja ABC um tridngulo acutangulo com AB # AC. A circunferéncia de didmetro
BC intersecta os lados AB e AC nos pontos M e N, respectivamente. Sgja O o

ponto médio do lado BC. As bissetrizes dos angulos BAC e MON intersectam-se
em R. Prove que as circunferéncias circunscritas aos triangulos BMR e CNR tém
um ponto em comum que pertence ao lado BC.

PROBLEMA 2
Determine todos os polindmios P(X) de coeficientes reais que satisfazem a
igualdade

P(a-b)+P(b-c)+P(c—a)=2P(a+b+c)

para quaisquer nimerosreais a, b, ¢, taisqueab + bc + ca=0.

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 3
Um gancho € uma figura formada por seis quadrados unitérios como no seguinte
diagrama

ou qualquer uma das figuras obtidas desta aplicando rotacdes ou reflexdes.
Determine todos os retdngulos mx n que podem ser cobertos com
ganchos de modo que:

i) O retngulo € coberto sem buracos e sem sobreposicoes,

ii) Nenhuma parte de nenhum gancho pode cobrir regides fora do retangulo.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4
Sgja n>3uminteiro. Sgam t,t,,...,t, nUmeros reais positivos tais que

n*+1> (t +t, +...+t,) 1,141
Lot t,

Mostre que {,t; e t, s3o as medidas dos lados de um triangulo para quaisquer i,
jykcoml<i<j<k<n

PROBLEMA 5
Num quadrilatero convexo ABCD a diagonal BD néo é bissetriz do angulo ABC
nem do angulo CDA.Um ponto P no interior de ABCD satisfaz

/ZPBC = ZDBA e £ZPDC = ZBDA

Prove que os vétices do quadrildtero ABCD pertencem a uma mesma
circunferéncia se e so se AP = CP.

PROBLEMA 6

Um inteiro positivo € dito alternante se, na sua representacdo decimal, quaisquer
dois digitos consecutivos tém paridade diferente.

Determine todos os inteiros positivos n tais que n tem um maltiplo que é
alternante.

EUREKA! N°20, 2004
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XIX OLIMPIADA IBERO-AMERICANA DE MATEMATICA
Enunciados e Resultado Brasileiro

A XIX Olimpiada Ibero-americana de Matemética foi realizada na cidade
de Castdldn, Espanha no periodo de 17 a 26 de setembro de 2004.
A equipe brasileira foi liderada pelos professores Eduardo Wagner e Luciano
Guimaraes Montero de Castro, ambos do Rio de Janeiro — RJ.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

BRA1 | Alex Corréa Abreu Medalha de Ouro
BRA2 | F&bio Dias Moreira Medalha de Ouro
BRA3 | Gabriel Tavares Bujokas Medalha de Ouro
BRA4 | Rafael Daigo Hirama Medalha de Ouro
PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1

Deve-se colorir as casas de um tabuleiro 1001 x 1001 de acordo com as seguintes
regras:

Se duas casas tém um lado comum, entdo peo menos uma delas deve ser colorida.
De cada seis casas consecutivas de uma linha ou de uma coluna, devem colorir-se
sempre pelo menos duas delas que sejam adjacentes.

Determinar o nlimero minimo de casas que devem ser coloridas.

PROBLEMA 2

Considera-se no plano uma circunferéncia de centro O e raio r, e um ponto A
exterior a da. Sga M um ponto da circunferéncia e N o ponto diametralmente
oposto a M. Determinar o lugar geométrico dos centros das circunferéncias que
passam por A, M e N quando M varia.

PROBLEMA 3
Segjam n e k nimeros inteiros positivos tais que n é impar ou n e k sdo pares.
Provar que existem inteiros a e b tais que

mdc(a,n) = mdc(b,n)=1 e k=a+b.

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 4
Determinar todos os pares (a, b), onde a e b sGo nimeros inteiros positivos de dois

digitos cada um, tais que 100a+b e 20la+b sdo quadrados perfeitos de quatro
digitos.

PROBLEMA 5

Dado um tridngulo escaleno ABC, designam-se por A, B', C' os pontos de
intersecdo das bissetrizes interiores dos angulos A, B e C com os lados opostos,
respectivamente.

Sgiam: A" aintersecdo de BC com a mediatriz de AA',
B" aintersecdo de AC com a mediatriz de BB' e
C" aintersecdo de AB com a mediatriz de CC'.

Provar que A", B" e C" sdo colineares.

PROBLEMA 6

Para um conjunto H de pontos no plano, diz-se que um ponto P do plano € um
ponto de corte de H, se existem quatro pontos distintos A, B, C e D em H tais que
as retas AB e CD sao distintas e se cortam em P.

Dado um conjunto finito A, de pontos no plano, constroi-se uma sucessdo de
conjuntos A, A, A;,... daseguinte forma: paraqualquer j >0, A,; €aunido de
A, com o conjunto de todos os pontos de cortede A,.

Demonstrar que se a unido de todos os conjuntos da sucesséo € um conjunto finito
entdo, paraqualquer j > 1, temse A =A.

EUREKA! N°20, 2004
12
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XI OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA PARA

ESTUDANTES UNIVERSITARIOS
Enunciados e Resultado Brasileiro

A Xl Olimpiada Internacional de Matemética para estudantes
universitérios foi realizada na cidade de Skopje, Maceddnia no periodo de 23 a 29
de julho de 2004.

A equipe brasileira foi liderada pelo professor Fernando Pimentel, da
cidade de Fortaleza— CE.

RESULTADOS DA EQUIPE BRASILEIRA

Yuri Gomes Lima UFC Medalha de Ouro
Humberto Silva Naves ITA Medalha de Prata
Carlos Stein Naves de Brito ITA Medalha de Prata
Alex Corréa Abreu UFRJ Medalha de Prata
Eduardo Casagrande Stabel UFRGS Medalha de Bronze
Murilo Vasconcelos de Andrade IME Medalha de Bronze
Rafael Tajra Fonteles UFPI Medalha de Bronze
Thiago Barros Rodrigues Costa Unicamp Mencdo Honrosa
Diégo Veloso Uchba IME Mencdo Honrosa
Eduardo Famini Silva IME Mencdo Honrosa
Tertuliano Franco Santos Franco UFBA Mencdo Honrosa
PRIMEIRO DIA
PROBLEMA 1

Sgia S um conjunto infinito de ndmeros reais tal que |x +x, +...+ x| <1 para todo
subconjunto finito {x,x,,...,x,} ¢ S. Demonstre que S € enumeravel.

PROBLEMA 2
Sga f,(x)=x*-1, e para cada inteiro positivo n>2 defina f,(x)= f,_,(f,(X)).
Quantas raizes reais distintas tem o polinomio f,, ?

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 3

Sgja A, o conjunto de todas as somas Zarcsinxk, onde n>2, x €[01], e

k=1
Y % =1
k=1
i) Prove que A, éumintervalo.
ii) Seja @, 0 comprimento do intervalo A, . Calcule lima,.

PROBLEMA 4

Suponha N>4 e sega Sum conjunto finito de pontos no espaco R*, de maneira

gue quaisquer quatro de seus pontos ndo sgjam coplanares. Suponha que todos os
pontos de S podem ser coloridos de vermelho e azul de modo que qualquer esfera
gue intersecte S em ao menos 4 pontos tenha a propriedade de que exatamente a
metade dos pontos na intersecdo de S com a esfera é azul. Prove que todos os
pontos de S encontram-se numa esfera.

PROBLEMA 5
2n
Sgla S um conjunto de nl* 1 ndmeros reais, onde n é um inteiro positivo.

Prove que onde existe uma seqiiéncia monétona {a } 'S ta que

1<i<n+2
%1 =% = 2[% =%,
paratodoi =2, 3,..., n.

PROBLEMA 6
Para cada nimero complexo z diferente de O e 1 definimos a seguinte fungéo:

1
f(2)=
(2 2 log* z
onde a soma é sobre todos os ramos do logaritmo complexo.

P(2)
i) Prove que ha dois polindmios P e Q tais que f(2)=—= paratodo

Q(2)
ze C-{0,1}.

EUREKA! N°20, 2004
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ii) Prove que paratodo z€ C—{0,1} temos

P +47° +
f(=Z1%2 4 z
6(z—-1)
SEGUNDO DIA

PROBLEMA 7
Seja A umamatriz real 4 x 2 eB umamatriz real 2 x 4 tal que

1 0 -1 0
0O 1 0 -1
AB = .
-1 0 1 O
0O -1 0 1
Encontre BA.
PROBLEMA 8

Sgam f,g:[a,b] —[0,e°) duas funcdes continuas n&o decrescentes tais que
paracada X€ [a,b] temos

70 < ]G0 o o [VTO =[50 o

Prove que

[Vt de=["Jirg) d.

PROBLEMA 9
Segja D um disco unit&rio fechado, e sam Z,Z7,,...,Z, pontos fixados em D.

Prove que existe um ponto zem D tal que a soma das distancias desde z a cada um
dos n pontos é maior ou igual quen.

EUREKA! N°20, 2004
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PROBLEMA 10
Para N>1 sgja M uma matriz complexa n x n com autovalores Ay, A,,..., A,

distintos com respectivas multiplicidades m,m,,...,m . Considere o operador
linear L,, definidopor Ly, X =MX+ XM, paraqualquer X matriz complexa
nx n. Encontre os autovalores de L,, e suas multiplicidades.

PROBLEMA 11
Prove que
¥
0 1 -
Hllogy|-1
PROBLEMA 12

Para N> 0 definaas matrizes A, e B, comosegue: Ay =B, =(1), e paracada

n>0,
A=A A) g (A A
Akl anl A1 1 0
Denote por SM) a soma de todos os elementos da matriz M. Prove que
S(A*)=S(A™), paraquaisquer nk > 2.

EUREKA! N°20, 2004
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O TRIANGULO E SUAS PRINCIPAIS CIRCUNFERENCIAS
Eduardo Wagner, Rio de Janeiro - RJ

Nivel Iniciante

Vamos tratar neste artigo das circunferéncias inscrita, circunscrita e exinscritas de
um tridngulo. Mostraremos diversas propriedades, reacfes interessantes e alguns
problemas.

Em todo o artigo, o tridngulo ABC possui lados AB = ¢, BC= aeCA=b. O seu
semiperimetro ép esuaarea é S. Sera necessario que o leitor conhega a formula de
Heron para &rea do tridngulo em fungdo de seus lados:

S=yp(p-a)(p-b)(p-c).

A circunferéncia inscrita
A circunferéncia inscrita tem centro |, incentro do tridngulo, que € o ponto de
intersecdo das bissetrizes internas.

AN

A éarea do trigngulo ABC é a soma das &reas dos tridngulos AIB, BIC e CIA, que
possuem alturaigual ar, raio da circunferénciainscrita. Portanto,

c a br a+b+c
=—+—+—=—-"1r=9pr
2 2 2 2
A nossa primeirareacéo &

S=pr

EUREKA! N°20, 2004
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gue permite calcular o raio da circunferéncia inscrita em um tridangulo em funcéo
de seus lados.

A circunferéncia circunscrita

Considere agora o tridngulo ABC inscrito em uma circunferénciaderaio R. Sga
AH = h uma altura e sgja AD um didmetro dessa circunferéncia.

A

Os trigngulos AHB e ACD s&0 semelhantes uma vez que os angulos AHB e ACD
sdo retos e os angulos ABC e ADC sdo iguais pois subtendem o mesmo arco.
Logo,

AB _AH
AD AC
c_h
2R b

ou sga, bc = 2Rh. Multiplicando pelo comprimento do lado BC os dois lados,
temos
abc = 2Rah. Mas ah € o dobro da &rea do tridngulo ABC e assim encontramos a
nossa segunda relacdo :

abc = 4RS

Ela permite calcular o raio da circunferéncia circunscrita a um tridngulo em
funcdo dos seus lados.
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As circunferéncias exinscritas

A circunferéncia exinscrita relativa ao veértice A do tridngulo ABC é tangente ao
lado BC e as retas AB e AC. Seu raio serd designado por r, e seu centro por la ,
chamado de exincentro (ou excentro) relativo ao vértice A do tridngulo ABC. O
ponto I, €aintersecdo da bissetriz interna de A e das bissetrizes externas de B e
C. As outras duas circunferéncias exinscritas e os dois outros exincentros sao
definidas de forma andloga.

A &reado tridngulo ABC éigual a area de ABI, mais a &rea de ACl, menos a area
de BCla. Assim,

g_CL b, ap_btc-a
2 2 2 2 é
Obsarvequeb+ c—a=a+ b+ c—2a=2p-2a=2(p—a). Logo, anossa nova
relacéo &
S=r,(p-a)
€, analogamente, temos
S=r,(p—b)
S=r(p-0

gue permitem calcular os raios das circunferéncias exinscritas em funcéo dos lados
do tridngulo ABC.

Para fixar 0 que apresentamos até€ aqui, resolva o problema a seguir.
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Problema 1: Em um tridngulo de lados 5, 7, e 8, calcule os raios das circunferéncias
inscrita, circunscrita e exinscritas.

Respostas: /3, \/— 243, 10\/— 5\[

Duas relacoes

Primeirac S=./r-r,-r, -,

Esta éféacil de demonstrar. Multiplicando as rdacbes da circunferéncia inscrita e
das exinscritas obtemos:

S'=r-r, -pp-a)(p-b)(p-c)=r-r,-1,-1,-S
0 que demonstraare agao.

1 1
Segunda: = =—+—+—
rr,. r r,
Observe que
?*?*Ts_p a+ p-b+p-c=3p-(a+b+0=p =?S
a b c

gue demonstra a relacao.

Problema: 2 Existe um tridngulo cujas circunferéncias exinscritas tenham raios

1cm, 2cm e6em?
Resposta: sim. os lados medem 45 , 7\/5, 95 centimetros.

5 5 5

Os pontos de tangéncia

Vamos agora localizar os pontos de tangéncia das circunferéncias inscrita e
exinscrita em redacdo da cada um dos lados. Consideremos inicialmente a
circunferéncia inscrita tangenciando os lados AB, BC e CA nos pontos L, M e N,
respectivamente.
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us)
@]

M

Sgam AL = AN =x, BL = BM =y, CM = CN = z Temos entéo o sistema:

X+y=cC
y+z=a
Z+X=b

queresolvidodAAL=AN=p—-a BL=BM=p—-b,CM=CN=p-c.

Considerando uma das circunferéncias exinscritas como mostra a figura a seguir
temos:

w
(@]
o)

0 perimetro do tridngulo ABC é

2p=BA+ AC+ BC=BA+AQ+ CQ+BC=BA+ AR+ CP+BC=BR+ BP
= 2BP.

Logo, BP = p, 0 semiperimetro do triéngulo.

Uma desigualdade interessante
2

n a
Emtodo triangulo ABC, 1 -1, < 7 .

Esta desigualdade, além de interessante pdo seu aspecto, vai ser Util para a
resolucéo de outros problemas.
Observe afigura a seguir.
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Nafiguraacima, | € oincentro de ABC e J é o exincentro relativo ao vértice A.
Sabemos pelo item anterior que CD = p—-ceque AE =p. Logo, CE=p-be
portanto,

DE=p-c+p-c=2p—-(b+c)=a

No tridngulo reténgulo IJF temos 1J > + 1, , valendo a igualdade se, e somente
se AB = AC. Portanto,
(r+r)’<13?=a’+(r,—r)?
2r-r,=a —2r-,
2
r-r,< 2

como queriamos demonstrar. Repare que a igualdade ocorre se, e somente se, 0
tridngulo ABC é isosceles com vértice A.

A desigualdade entre os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita

Em qualquer tridngulo, <

N

r
R

Esta linda desigualdade € intrigante, pois afirma que o raio da circunferéncia
circunscrita ndo é menor gque o dobro do raio da circunferéncia inscrita.

Ha diversas demonstragdes desta desigualdade; todas muito engenhosas. Mas,
seguindo o que estamos desenvolvendo neste artigo, vamos apresentar a
demonstracdo seguinte.

Considerando a desigualdade que acabamos de demonstrar, temos:
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ﬁ
Uﬁ
IA
sas|T R,

ﬂ
Oﬁ
IN

Multiplicando estas trés relacbes temos:

a’b?c?

P2ror-r-r<

o o (4R’
64

<

N -

I
R

A pergunta natural que devemos fazer é quando vale a igualdade. Repare que na
2

demonstracdo da desigualdade r - 1, < % , aigualdade vale se, e somente se, AB =

AC, quando as circunferéncias inscrita e exinscrita relativa ao vértice A sdo
tangentes no ponto médio do lado BC. Utilizando o0 mesmo argumento para as

. . r 1 A
outras desigualdades, concluimos que E = —2 ocorre se, e somente se o tridngulo

ABC éequilatero.

Problema 3

Sabendo que em um tridngulo ABC, singz ,(p—bt))w (isto vocé podera
C

. . A . B . C 1
demonstrar mais tarde), mostre que snE . snz -sm—2 <—8.

A relacdo dos cinco raios
Os raios das circunferéncias inscrita, circunscrita e exinscritas estdo ligados pea

relacéo:
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r,+n+r.—r=4R

Para demonstrar isto, necessitamos apenas de resultados anteriores e de alguma
manipulacdo algébrica.

S S asS
p 1, = + =
p—-b p-c (p—-b)(p-c)
S S
rR—r=————
p-a p

Somando,

r.+r +r—r—a{ 1 + L J
B e T (p-b)(p-c) p(p-a)

= o= *(p=b)(p=©)
p(p—a)(p—b)(p—c)

2p?—-p(a+b+c)+bc
SZ

=aS

O assunto ndo tem fim. Ha muitissimas outras relagfes entre os € ementos de um
tridngulo e suas principais circunferéncias; algumas legais e outras
desinteressantes. Mas, nosso objetivo foi fornecer um material basico para que os
alunos iniciantes possam se desenvolver e, por isso, paramos agui.

Para fixar asidéias, vocé podera curtir uns probleminhas bacanas na lista abaixo.

Problemas suplementares
Problema 4

Em um tridngulo ABC com incentro |, a bissetriz interna do ahgulo A encontra a
circunferéncia circunscritaem E. Proveque EB = EC = El.
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Problema 5

Dados um angulo agudo XOY, um ponto P exterior e um niimero positivo k (como
sugerido na figura abaixo), mostre como se pode construir uma reta que passe por
P e que corte os lados do angulo dado formando um tridngulo de perimetro k.

Y

oP

Problema 6
Em um triéngulo acuténgulo, mostre que o simétrico do ortocentro em relacdo a
um lado pertence a circunferéncia circunscrita ao tridngulo .

Problema 7 (de uma olimpiada internacional)

O triéngulo acutdngulo ABC esté inscrito em uma circunferéncia. Sgqam M, N e P
0s pontos medios dos arcos AB, BC e CA, respectivamente. Prove que a érea do
hexédgono AMBNCP é maior ou igual que o dobro da area do tridngulo ABC.

Problema 8

Em um quadrilétero convexo ABCD, as bissetrizes dos angulos A e B cortam-se
em M, as bissetrizes dos angulos C e D cortam-se em N e as retas AD e BC
cortam-se em P. Mostre que os pontos M, N e P sd0 colineares.

Problema 9
Em um tridngulo ABC com incentro |, e exincentros J, K, L, mostre que | € o
ortocentro do tridngulo JKL.

Problema 10

Em um tridngulo, mostre que a distancia do ortocentro a um vértice é o dobro da
distancia do circuncentro ao lado oposto. Mostre a seguir que o ortocentro, o
baricentro e o circuncentro sdo colineares.

Problema 11 (este é dificil)

Em um tridngulo ABC, AX é uma hissetriz (X € BC), N € o ponto médio de AX, e
M é o ponto médio de BC. Sendo | o incentro do tridngulo, mostre que M, | e N
sdo colineares.
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DOIS PROBLEMAS CHINESES SOBRE GEOMETRIA PROJETIVA
Helder Oliveira de Castro, Sdo Paulo - SP

Nivel Avancado

INTRODUCAO:

Para agueles que nunca tiveram uma aula sobre esse assunto, depois de
consultarem [1] ou até alguns problemas em [2], podem ficar meio em davida
sobre como desenvolver essa poderosa ferramenta e apelarem para outros
métodos. E muito interessante quando, depois de horas e mais horas fazendo
centenas de célculos intrincados de trigonometria e geometria analitica e gastando
algumas dizias de folhas de almaco, desistimos de um problema de geometria sem
ter chegado a lugar algum. Motivado (na verdade irritado) por isso comecel a
estudar Geometria Projetiva, € € com esse intuito que gostaria de expor dois
problemas nos quais sdo exploradas técnicas de solucdo por polaridade,
fornecendo bases para que o leitor possa aplica-las em outras situagdes. Mas para
comegar € necessario retomar algumas definicdes de [1], que servem de alicerce
para a solucdo dos dois problemas que nos interessam.

POLO E RETA POLAR

Dados uma circunferéncia S, de centro O e raio R, e um ponto A, distinto de O,
definimos A’ tal que OA.OA’ = R, e esta transformac&o é chamada de inversio. A
reta a que € perpendicular & OA’, passando por A’, é chamada de reta polar de A
emrelacdo a S eo ponto A é chamado de pdlodea emrdacdoa S

Teorema 1: Dados uma circunferéncia S no plano e pontos A e B, sgjam a e b suas
respectivas polaresemrelagdo a S TemosentdioqueAe b= Be a.

a

b
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Prova: Tome B € a, esgaB’ € OB tal que AB’' LOB. Temos que AOAB'= AOBA’
pelo critério AA, e logo OA/OB = OB'/OA' = OB.OB' = OAOA =R < B é0
inverso de B emrdacdo a S ecomo AB' L OB temos que A € b.

Corolario 1: Para um ponto pertencente a prépria circunferéncia, sua reta polar é
tangente a circunferéncia por ee.

Corolario 2: Se A é exterior acircunferéncia, sgam B e C os pontos de contato das
tangentes tragadas a circunferéncia por A. Entéo areta polar de A passapor B e C.

Prova: Temos que A pertence as polares de B e C, elogo B e C devem pertencer a
polar de A.

Bem, finalmente vamos aos problemas chineses:

(CHINA-1997) O quadrildtero ABCD esté inscrito num circulo S Sga X o ponto de
interseccdo entre os lados AB e CD e W o ponto de intersecgdo entre os lados AD e
BC. As tangentes tragadas por X intersectam Sem Y e Z. Prove que W, Y e Z 8o
colineares.

Resolucdo: Antes de mais nada vamos ter que enunciar e provar um lema, que
também encontra-se em [1], mas que certamente no dia da prova voce teria de
demonstrar. E assim:

LEMA: Se por um ponto M exterior a um circulo S tragarmos secantes que
intersectam-no nos pontos A, B, C e D (vide figura), e se tomarmos {P} = AB N
CD e{Q} = AC N BD, entdo a polar de M emrelacdo a Sserd areta PQ.

EUREKA! N°20, 2004
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Hé& quem ache essa parte um pouco mais salgada, pois € justamente a parte mais
dificil do assunto o qual vamos tratar. Tome as retas polares de A, B, C e D como
a, b, c ed que, como vimos, sdo tangentes a S nos seus respectivos pélos. Defina
{R} =bnce{T} =and Areapolar deRsera BC earetapolar de T serd AD,
pelo Corolério 2, e pelo Teorema 1 teremos que a polar de M serd areta RT. Basta
provar entdo que RT passa por P e Q, ou melhor, que R, P, Q e T sdo colineares.
Considere 0 hexagono ABB'CC'D, no qual B' = B e C' = C (vamos usar aqui a
estratégia proposta em [1]: fazer vértices de um hexagono coincidirem para
obtermos novas reagdes). Pdo Teorema de Pascal, P, R e Q sdo colineares (os 3
pontos de encontro dos 3 pares de lados opostos do hexagono devem ser
colineares). Analogamente no hexagono AA'BCDD’, com A’ = A e D' = D,
teremos que P, Q e T sdo colineares. Segue que R, P, Q e T sdo colineares, como
gueriamos demonstrar.

Bem, fim de Lema. O problema agora fica facil: suponha que, no dia da prova,
vocé j& conhega todas estas propriedades. Ai vocé as demonstra bem rapido na
folha de respostas, e para dar o Gran Finale, bem... vejamos:

Note que podemos fazer uma certa analogia entre o problema e o Lema. O ponto
W corresponde ao ponto M do Lema, e 0 ponto X ao ponto P. Temos entéo que a
reta polar de W passa por X = aretapolar de X passa por W. Mas a reta polar de X
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passa por Y e Z, pelo Corolario 2 = W, Y e Z sdo colineares, finalizando o
problema.

(CHINA-1996) Sga H o ortocentro do tridngulo acutangulo ABC. As tangentes
tracadas por A ao circulo de didmetro BC intersectam o circulo em P e Q. Prove
gue P, Q e H sdo colineares.

Resolucéo:
A
A
S
P
Q
B T O o>
@)

A idéaaqui érelativamente simples. Tome Se TH tal que TS L AS. Sabemos que
AHTO = AHSA (AA) = HYAH = HO/TH = HS = (AH.HO)/HT = HSHT =
AH.HO. Como visto nafigura, vamos usar Geometria Analitica:

COORDENADAS:

A (0, a)

B(-b, 0)

C(c,0)

T((c—b)/2, 0) — T é ponto médio de BC.
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Temos que BH 1. AC & m(BH).m(AC) =—1 < (hb).(a/(-c)) =—1 < h=hc/a.
MEDIDAS:

r=(b+c)/2—raiodocirculoporBeC
AH =a—h=(a’-hc)/a

HO =h=bhc/a

TH? = W? + ((c - b)/2)? = (bc/a)® + (b — c)74.

Assim vem que TH.TS= TH.(TH + HS) = TH? + TH.HS = TH? + AH.HO = (bc/a)?
+ (b—c)%4 + bela. (a°—bc)/a = (bc/a)® + (b —c)?/4 + be — (bc/a)? =

(b—c)*+ 4bc)/4 = ((b + c)/2)=r?= defato S= H’, ondeH’ éoinverso deH =
A e polar deH = H e polar deA= H € PQ.

Referéncias:
[1] Luciano G. M. Castro, Introdugéio a Geometria Projetiva, Eurekal N.° 8, pp. 16 — 27.
[2] http://www.ka va.demon.co.uk/. Site muito bom com um verdadeiro arsenal de problemas.
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RETA DE EULER E NUMEROS COMPLEXQOS
José Paulo Carneiro, Rio de Janeiro - RJ

Nivel Intermediario

INTRODUCAO:

O fato de os nimeros complexos terem nascido no contexto da resolucdo de
equacbes algébricas fez com que muitas vezes sua utilidade em Geometria ndo
sgja suficientemente explorada (uma notavel excecdo a esta tendéncia pode ser
encontrada em Eureka, Vol 6, no artigo Aplicagdes dos Numeros Complexos a
Geometria, do Prof. Edmilson Motta). Aqui, vamos usar a dgebra dos nimeros
complexos para mostrar um belo resultado de Geometria, o fato de que, em
qualquer tridngulo, o circuncentro K, o baricentro G e o ortocentro H sdo
colineares. A reta que contém estes trés pontos € chamada Reta de Euler, ja que
foi Euler 0 primeiro a chamar a atencdo para este fato. Mais que isto, vamos

provar que, vetorialmente: KH :STG, 0 que, aém de implicar que os trés
pontos estdo alinhados, acarreta que a distncia KH é o triplo da disténcia KG e
gue G e H estdo na mesma semi-reta de origem K (ver Figura 1).

B

Figural

Para usar nUmeros complexos, de agora em diante estara fixado no plano um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais e as letras mailsculas A, B,...,
designardo pontos do plano ou nimeros complexos, de modo que cada ponto
(X y) estgjaidentificado com o nimero complexo mais usualmente representado

por X+ Vi. Serd fundamental a igualdade AB=B-A, a qual traduz que a
translacdo definida pelo vetor AB é a mesma gue leva a origem no complexo
B— A (Figura 2).
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Figura2

Deve ser observado que, mais usualmente, o simbolo AB designa o comprimento

do segmento AB . Porém aqui, como estamos identificando pontos do plano com
nimeros complexos, o0 simbolo AB ndo serd usado para 0 comprimento do

segmento AB, e sim para o produto dos complexos A e B.

Baricentro

E bem sabido que E:ZGW, onde M é o ponto médio de BC eGéo
baricentro do tridngulo ABC, isto &, o ponto de encontro das medianas do triangulo
(Figura 3)

A
G
B M C
Figura3
. B+C
Logo: G-A=2(M -G), ou sga G:A+2( —G):A+B+C—ZG,
de onde se conclui que G:LZH:.
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Até ai, os complexos parecem ndo estar presentes. E que ainda ndo figura o
produto de complexos, que é a sua mais forte caracteristica. Para efeito de soma e
de multiplicagdo por nimero real, os complexos funcionam apenas como vetores
do plano.

Um caso particular

Comecemos com um caso particular, a saber: vamos supor que os trés vértices do
tridngulo ABC estglam na circunferéncia unitaria do plano, isto &, a circunferéncia
de centro na origem eraio 1, que € o conjunto dos complexos de médulo 1. Ent&o,
o circuncentro de ABC coincide com a origem de coordenadas e

|A=|B|=|C|=1. Mas para qualguer complexo z de modulo 1, temos:
Z=|zF=1 (onde Z é o conjugado de 7). Conseqgilentemente, A=1/A,
B=1/B, C=1/C.

Para usar agora a condicdo AH 1 BC (onde H é o ortocentro de ABC), vamos
observar que o complexo v € perpendicular ao complexo w (considerados como
vetores ndo nulos) se e so se forem colineares com a origem os complexos v e

iw, ou seia, seeso se v/iw for rea (ver Figura4).

y

A
<Y

Figura4d

Por outro lado, um complexo é real se e sO se for igual ao seu conjugado e,

portanto: v.lw & l:L:L_ < w+w=0 (o letor pode
w iw  —Iw

verificar, colocando isto em coordenadas, que esta condicdo equivale a nulidade

do produto escalar dos dois vetores).

Temos, pois:
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AH LBC < (H-A)(C-B)+(H-A)C-B)=0
1 1) (- 1
= (H—A)(E—E)'i‘(H—Z)(C—B)—O
AB-O (5 _1)e_p -
& (H-A) = +(H A)(C B)=0

& AH-A)+BC(1-AH)=0
& AH =A?+ ABCH -BC

Atencéo! lembre que AH ndo é o comprimento do segmento do segmento m, e
sim o produto dos complexos A e H! O mesmo vale para BC, etc.
Analogamente:

BH LICA < BH=B?+ABCH-CA

Subtraindo:

(A-B)H = A -B*+C(A-B)
(A-B)H =(A-B)(A+B)+C(A-B)
H=A+B+C

Este resultado significa que, dados trés complexos de médulo 1, sua soma é o
ortocentro do tridngulo por eles formado.

Primeira generalizagdo
Suponha agora que os trés vértices do tridngulo ABC estgam em uma
circunferéncia €, de centro na origem e raio r qualguer, ou sga, 0 circuncentro

de ABC coincide com a origem de coordenadas e |A/=|B|=|C|=r>0. Neste
B

caso, como ilustra a Figura 5, os complexos (ou pontos) A':é, B'=— e
r r

C ~ . o . .
C'=— estar@o na circunferéncia I", de centro na origem e raio 1. De fato:

A

r
:Hzl,etc.
r r
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<¥

e

c

Figura5

Na verdade, a circunferéncia I e o tridngulo A'B'C" sdo os transformados da
circunferéncia €2 e do tringulo ABC, pela homotetia de centro O e razéo :I/ r,a
qual preserva angulos, de modo que o ortocentro H' do tridngulo A'B'C'é a

. A L . H ~
imagem do ortocentro H do tridngulo ABC, isto &€ H'=—. Mas entéo, pdo
r

resultado do caso particular estudado, temos:

H ':E: A+ B'+C':6+E+E, donde se conclui quee H = A+ B+C.
r r r r
Portanto: dados trés complexos de mesmo modulo, sua soma é o ortocentro do

tridngulo por ees formado (o que, em si mesmo, é um resultado curioso).

Caso geral

Passemos agora ao caso geral: dado um tridngulo ABC qualquer, sgam K 0 seu
circuncentro er o raio do seu circulo circunscrito. Transladando os pontos A, B e
C peo vetor KO (onde O éa origem do plano complexo), obtemos os complexos
(ou pontos) A-K, B—K e C-K, quepertencem auma circunferéncia 2 de
centro na origem eraior, como ilustraa Figura 6.
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ol 4

R,

Figura 6

Sendo a trandagdo uma isometria (que preserva distancias e angulos), o ponto
H — K sera o ortocentro do trigngulo de vértices A-K, B-K e C-K. Mas
entdo, pelo resultado anterior, temos:

H-K=A-K+B-K+C-K=A+B+C-3K. Como A+B+C=3G,
onde G é o baricentro de ABC, temos: H-K =3G-3K =3(G—-K), ou

KH =3KG, como se queria provar.
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COMO E QUE FAZ?

PROBLEMA 4
PROPOSTO POR SAMUEL BARBOSA FEITOSA (FORTALEZA - CE)

a) Proveque, paratodo inteiro positivo m, Z,u(d)A”’d édivisivel por m, para
dim
todo inteiro A.

b) Definaaseguéncia A, por ZAj =2". Prove que A, édivisivel por n, para
djn
todo inteiro positivo n.

SOLUCAO:
a) Podemos supor A > 0, pois a afirmagdo so depende da classe de congruéncia
de A médulo m.

Sea g(m)= u(d)A™.

djn

Temos D g(K)=> > u(d)A“ =D A u(d)=A.

ki Kin dlk rn din/r
Dada uma sequéncia (X,) ;-
Definimos seu periodo como 0 menor inteiro positivo t tal que X,,, =X,,Vn=1 (se
existir). Veremos que g(n) € o nimero de seqliéncias de nimeros inteiros (X ) s,
de periodo n tais que 1<x <A Vk=1 De fato, 0 nimero de seqiiéncias (X ),
com X, =X%,vk=le x e{1,2...,A,Vk=1
¢ A" (uma tal sequéncia é determinada pela escolha de X Xore X €{1,2,..., A}).
Essas segliéncias sdo exatamente as sequéncias cujo periodo € um divisor d de n.
Assim, se f(d) é o nimero de tais seqliéncias de periodo d, 2 f(d)=A",Vn>],

djn

donde f(k)=g(k),Vk=1. Finamente, 0 nimero g(n) de talis segliéncias com
periodo n é mltiplo de n, pois, se declararmos duas seqiiéncias (%) € (Yi)ier
de periodo n equivalentes se existe te N com x,, =x%,Vk>1 as classes de
equivaléncia de seqiiéncias de periodo n tém exatamente n elementos: a classe de
equivalénciade (X )1 € { (X )ier, 05t <N-T1.

b) Temos, paraA=2, A =d(n), nanotagdo do item &), donde n|A,Vn>1, pelo
item a).
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PROBLEMA 5 )
PROPOSTO POR WILSON CARLOS DA SILVA RAMOS (BELEM - PA) (de uma olimpiada chinesa)

Seja ABC um tridngulo acutangulo deincentro |, ortocentro H etal que AB# AC.
B, e C, sdo os pontos medios de AC e AB. B, € 0 ponto deintersecéo de 1B, com
AB. C, édefinido analogamente. Sgjam também k a intersecéo de B,C, com BC

e O o circuncentro de BHC. Se a érea dos tridngulos BKB, e CKC, éigual, mostre
que A, | e O sdo colineares.

SOLUCAO DE YURI GOMES LIMA (FORTALEZA - CE):

Lema: Seja ABC um tridngulo de incentro |. Se M € o ponto médio deBC e X é 0
ponto de tangéncia ao ex-incirculo relativo a BC com esse lado, entéo M1 // AX .
Prova: Sga D como na figura e P a outra intersecdo de DI com o incirculo. A
homotetia de centro A que leva o incirculo no ex-incirculo leva P em X, e portanto
A, P, X sdo colineares. Sabemos que BD = XC =p—h.

A

>

|

D C
W |

Dai, M é médio de DX eassim MI é base média do tridngulo PDX = MI // AX 0
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Note que
[BK@]=[G<Q]=>[ABC]=[A@CJ:AB'A2CW:ABZ'AC;'W:
= AB-AC=AB,- AC, = ::Z AQ:BCZ//BZC 1)

Sejam Y, Z os pontos de tangéncia dos ex-incirculos relativos a AC e AB com esses
lados, respectivamente. Ent&o, pelo lematemos Bl /BY (2) e Cl //CZ (3).

Dai, asrdacges (2), (1) e (3) implicam, nessa ordem, em:

AY AB AQ AQ

ABl AB, AC AZ
:>AY LS =AY-AZ=AB-AC =

:>(p—c)(p—b):gg:(a+b—c)(a—b+c):bc:>

=a’—ab+ac+ab-b’+bc—ac+hc—cP=bc=a® =¥+ -hc=
1

=00so=—=0a=60".

Isso garante que BﬁC = BfC:120° =B, H,I,C sdo conciclicos.

A

N

Para concluir, o centro |, do ex-incirculo relativo a BC esta em Al e satisfaz

| Bl A=l EZIA =90°=1 |, édidmetro do circuncirculo de BHC, de modo que A, | e
O sdo colineares.
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SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

e Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

83) Sga N={0,1,23..}.
Determine quantas fungdes f:N—N satisfazem f(2003) =2003, f (n) <2003
paratodo n<2003 e f(m+ f(n))=f(f(m)+ f(n), paratodom, ne N.

SOLUCAO DE ZOROASTRO AZAMBUJA NETO (RIO DE JANEIRO - RJ)

Fazendo m = n = 0, obtemos f(f(0))=f(f(0)+f(0), donde f(0)=0, e logo
f(f(Q)=1(0)=0. Assim, fazendo m = O, obtemos f(f(n))="f(n) para todo
ne N, donde f(y)=y,VyeIm(f). Sga t=mn{f(n);ne N, f(n)>C. Note que
t <2003.

Temos t= f(n,) paraum certo n e N, donde f(t)= f(f(n,))=f(n)=t. Temos,
por indugdo, f(kt)=kt,Vvke N.

Defato,
f(k+Dt)=f(k+t)=Ff(k+fX)=F(f(k)+F{t)=f(kt)+t=kt+t=(k+Dt.
Além disso, paratodo me N e ke N,

f(m+kt) = f(m+ f (k)= f(F(M)+ f (k)= f(m)+k.

Afirmamos que Im(f)={f(n),ne N} ={kt,ke N}. De fato, ja vimos que
k=f(Kk)eIm(f), ke N, g se K< () <(k+Dt, temos f(f(N)="f(n)=k+(f(N)—K),
donde f(n)=f((f(n)—k)+k)=f((f(n)—k)+ f(kt))=f(f(f(n)—k))+ f(k)=
f(f(f(n)—k))+k, donde f(f(f(n)—k))=f(n)-k, e logo f(nN)—-kielm(f),
mas 0< f(n)—kt <t, donde f(n)—k =0, para ndo contradizermos a definicéo de t.
No nosso caso, como f(2003)=2003, temos t | 2003, donde, como 2003 é primo, t
=1out=2003.Set=1, f(n)=n,VneN, o que claramente satisfaz as condi¢des
do enunciado. Se t = 2003, 2003| f(n),vhe N. Se 1<n<2002, devemos ter
f(n)<2003 donde f(n)e{0,2003, e podemos escolher f(n) arbitrariamente em
{0, 2003} para 1<n<2002 (para 0 que temos, portanto, 2 escolhas)
estendendo f a N de modo que f(n+k-2003)= f(n)+k-2003 Vn<2003 ke N
(lembremos que f(0) = 0). De fato, para quaisquer mne N, temos f(n) =2003K,
paraalgum ke N, e, escrevendo

m=r + 2003 s, com 0<r <2002, se N, temos
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f (M f(n)) = f(r +2003(s+k)) = f(r)+2003(s+k) =
=(f(r)+2008s)+2003k = f (m)+ f(n)= f (f (M) + f(n).
Assim, temos 1+ 2% funcBes f que satisfazem as condicdes do enunciado.

84) Prove que se AcN*={1,23..} €é um conjunto ndo-vazio tal que
ne A= 4ne Ae|n |e Aentio A=IN*.

Obs: | x| €o dnico inteiro tal que x—1<| x|<x.

SOLUCAO DE RODRIGO VILLARD MILET (RIO DE JANEIRO - RJ)
() ne A=4ne A

(i) ne A= |Vnk A

Seja u um elemento de A (existe, pois A é ndo vazio).Vegaque 1€ A, pois, seu>1,
pela propriedade (i), temos um elemento menor que u em A, logo, repetindo esse
argumento um numero finito de vezes, temos que 1€ A. 1sso mostra que todas as
poténcias de 4 estdo em A (por (i)).

Agora vou fazer 0 seguinte: dado m natural, mostrarel que existe alguma poténcia

de4 nointervalo [mzk ,(m+ 1)2k [ , para algum k natural (dai, como a poténcia de

4 esta em A, usando a propriedade (ii) k vezes, temos que m esta em A; note que
[ | x| J=[x/;< J,Vle). Suponha entdo que para todo k tenhamos um t tal que

K K ) )
4'<m? <(m+1)%* <4"™. Dai, segue que (m+1)° <4"' =44 <4n?, logo

2
(1+i) <4, para todo k natural, o que é uma contradicdo, pois
m

m m
paratodo m natural.

2 k
(1+£j 21+2—>4,parak:m+2, poisZk:Z’“*Z: 4.2 >4m. Logo, me A,

85) Mostre que todo tridngulo pode ser dividido em 9 pentagonos convexos de
aress iguais.

SOLUCAO DE JOSE DE ALMEIDA PANTERA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Em primeiro lugar, aplicando uma transformacdo afim (que preserva rdacbes
entre areas e leva pentagonos convexos em pentagonos convexos) ao triangulo,
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podemos supor, sem perda de generalidade, que o tridngulo € equilatero de lado 1

13

(digamos com vértices (0, 0), (1, 0) e (—,—)) Fazemos entdo a seguinte

construgdo, simérica em relacdo a rotacdo de 120° em torno do centro O do
tridngulo (e também simétrica em relacdo as bissetrizes internas do tridngul 0):

Temos AX, = AY, = a:%—e, (onde € > 0 € pegqueno)

Z, X A=WY:A=90°, X.Z, =YW, =b (assim, por exemplo, X, =(a,0) € Z, =(a,b)),

2
onde b é escolhido de modo que a &ea af{a—i)i do pentagono

J3 1

AX,ZWY, sga igual a EY que é 3 da &rea do tridngulo, ou seja, temos
bzﬁ— (———+82} Note que, se e >0 € pegueno entdo b > 0 é pequeno.
Escolhemos le(%,mhj de modo que a area (1- 2a)( jdo pentagono

XYWTz  sdga também igua a

8%

Ou s9a, temos
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A . BB NE

=——— _-2b= -2b<— (e h é proximo a — se &¢>0 €
18(1- 2a) 18( 1. 28) 6 36
3

pequeno).
Como os pentagonos AX,ZWY,, BX,Z,W,Y, € CX,ZW,Y, Sd0 congruentes,

XYWWTZ,, XYWWT,Z, € XYWT,Z, sdo congruentes, WZz,T,0T,, W,Z,T,0T, e

W,Z,T.OT, sd0 congruentes e 0s 6 primeiros tém % da area do tridngulo, todos tém

% da area do tridngulo.

86) Encontre todas as triplas de inteiros positivos (a, m, n) tais que a" +1 divide
(a+D".
SOLUCAO DE ANDERSON TORRES (SAO PAULO - SP)

E facil ver que (1; m; n), (&; 1; n) S0 solugdes.
Vamos entdo supor m= 2, a = 2.

Lema 1: méimpar.
Demonstragdo: vamos dividir em casos:

Caso 1: 4 divide (a™ +1).

Assim, a" =-1(mod4). E um fato muito conhecido que (— 1) ndo é residuo
quadrético modulo 4, pois todo quadrado perfeito impar € congruente a 1 médulo
4.

Logo a™ n&o é quadrado perfeito, e portanto m ndo pode ser par.
Caso 2: Existeum primo o # 2 tal que oc|(am +1).

Entdo OC|(am+1)|(a+1)", e, como o éprimo, ola+1.

=-1(moda) = a" +1=(-)" +1(moda), e j& que Oc|(a”‘+1), temos
(D™ = (-DY(mod o) = mé impar.
Caso 3: O complementar dos casos 1 e 2.

Assim sendo, a"+1=2=a"=1. Mas a" =2°=4>1, absurdo e fim do
lema.
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Sga p|m um primo (impar, como ja sabemos).

m n_, at+l -
Entéo (a+D)|(a” +D|(@" +D|(@+1) = ——a+D™.

x"+1
x+1
Temos f(-1)=p,logo f(x)=(x+1)g(x)+p paa agum polindmio
g€ Z[x]. Emparticular, f(a)=(a+1)g(a)+ p.

-1

XPt o xP e xPP - = x+1

Sga f(x) =

Seja q um fator primo de f(a). Entao q f (a)|(a+1)n_1 = q|(a+1).
Entdo 0= f(a) = p(mod q).

Como p e q sfo primos, p =q. Logo p|(a+1) ef(a) é poténcia de p. Note que
f(a) >1. Vamos fazer mais.

Lema 2: f(a) = p.
Demonstragdo: Em dois casos:

Casol: p° dividea+ 1.
Entdo f(a)=(a+1)g(a)+ p=p = 0(mod p°) = p° nio dividef(a)

Caso2: p° ndodivide (a+ 1).
a’+1 (hp-1)°+1

Entdo a+1=hp, onde p ndo divideh. Assm a=hp-1,

a+1l hp
(-1 ={ © |y +| P o>+ D eyt oo P g,
0 1 2 p
p 2 2 P AP
p-hp—( }h p°+..+h°p
_1\P
(e hD R 2 . =p—(;]hm(g]thz+...+hp-2p"‘1,
p p
eassim,
hp—1)° +1 p -1
%Ep—( ]hpzp—(p—)-p-hpzpzo(rmdpz).
p 2 2
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Em todo caso, p° ndo divide f(a)mas p|f(a). Logo, como f(a) é poténcia
dep, f(a)=p.

. aPl+1
Assim, =
a+l
Lema3:p=3
Demonstragdo: vamos por absurdo. Suponha p = 5.
a”+1
Entdo é crescente. Defato,
+1
P p_ p-1_
a +1:1+a a=1+a(a_1)a : 1
a+1l a+1l a" -1
a”+1 b3 . _p5 _
1 =l+a(@a-)(@”" " +a" +..+1), uma composicdo de funcdes
crescentes.
_ a’+1_2°+1
Assim, p= = (pois a=2) = 3p=22° +1>2°

atl 3
Mas éféacil ver que p=>5= 3p< 2° (éumainducio simples).

E isto éabsurdo! Logo p <5 ep éprimo impar, logop = 3.

3

a +1 .
Assim, ——-=3© a’—3a-2=0. Efadil ver que (- 1) éraiz disto.
3
m=az—a—2=0@ae{2,—]}.
a+1l

Comoa>0, temosa=2.
Sem=pk, e 2" + 1 divide 3", (2“)° +1 divide (2“ +1)", pois k & impar, donde

2“ +1émultiplo de 3. Assim, (2%; p;n) ésolucdo, elogo 2 =2,dondek=1e
m= p = 3. Assim, todas as outras solugdes sdo da forma (2; 3; n), com n = 2.
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87) Sgaa(l) = 1 e para cada inteiro n > 2, a(n) igual a0 menor inteiro positivo
que ndo pertencea{a(j),j < n} tal que Za(j) sga multiplo de n. Prove que
j=1
a(a(n)) =n paratodo inteiro positivo n.

SOLUCAO DE SAMUEL BARBOSA FEITOSA (FORTALEZA - CE)
Sgam F,=F,=1lepaan=2F, =F, , +F, _, osnimerosde Fibonacci: Pelo

Teorema de Zeckendorff sabemos que todo nimero natural pode ser escrito de
maneira Unica como soma de nimeros de Fibonacci com indices maiores que 1 e

n&o consecutivos. (isso pode ser provado por inducdo: temos 1=F, e se F, éo0
maior nimero de Fibonacci que é menor ou igual an, devemoster n—F, <F_,

pois, caso contrario, n—-F =2F_;, e logo n=zF +F_, =F,,, absurdo;
escrevemos entdo n=F +(n—F,) e aplicamos e resultado para n—F,).
Vamos criar uma peguena variacdo desta representacdo; chamemos esta hova
representacao de representacéo F.

Suponha que m= Fil + Fiz +..+ Fin (na representacdo descrita no Teorema anterior)

Com i, >i,>..>i,>1. Se i, #2 arepresentacdo de m na representacdo — F
seraamesma. Se i, = 2= m serarepresentando na F como:

F+F +.+F +F, sei, éimpar.

F,+F +.+F +F sei épar. (1serd F)).

Veja que todo nimero pode ser escrito na"F" de maneira Unica.

Sga S, :iA. Afirmamos que:

i=1
SeK=F +F +..+F comi, >i,>..>i, éarepresentacdo deK naF.
A) i, par =>A=F_ +F ;+..+F ,€e§=(F +F +.+F J(F,+F ;+..+F )
B) i, impar => A = FatRa+t.+F €§=F +F, +.+F € §=
=(F,+F, +.+F)F,+F _,+..+F ,+1
Vamos provar aafirmacao acima por inducao:

Casos iniciais: A =1 A, =3 A =2, S=1 S =4 S=6 (veificase

facilmente que eles satisfazem as condicdes.
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Supondo a afirmagdo acima verdadeira todo r < k. Provemos que ea também é
verdadeira para k + 1. Suponhamos i, >3 (o caso em que i,=12,3 é
totalmente andlogo ao que faremos agora, a Unica diferenca consiste na utilizacdo
das seguintes relagoes:

F+R+..+F, =F . F+F+F+.+F, =F, -1
Vamos dividir agora em dois casos:
i) iy épar = na"F' k+1=F +F +..+F +F. Sabemosque

At S =0(modk+) =(modF, +F +..+F +F). Mas

S=(F+F +.+F)F +F +.+F )=—(F_+F _;+..+F ;)(modk+J)
=A.=F+F ;+..+F ,(modk+1). Vea que 0 ndmero
F.a+F . +.+F  =A ja esta na seguiéncia. Logo
Az Fi1—1+ Fiz—l oot Fin—l +(k+1) = Fi1+l+ R

i+l

+..+F

in+1

+F, (trocamos F, por

F, paratermos uma representacéo —)

mas pela nossa hipétese de inducdo o nimero F ,+F ,,+..+F, s0 pode ter
aparecido na seqiiéncia oriundo do nimero F+F +.+F =k+1>k logo ee
ainda ndo estana sequéncia = a(k+1) =F ; +F ,, +..+F,.

Vejamos que

Su=ak+)+S§=F +.+FR+(F.F +.+F)F +..+F )=

=F +F +.+F +F+F_+F  +..+ Fin_l+(|:il +F +.+ Fin)(Fil_l+...+ Fin_l) =
=(F4+F +..+F JA+F +F +.+F )+(F +F +..+F +F)=

=1+ F+F +.+ Fin)(Fil—l+Fiz—l+"'+Fin—l+1)=

=(F, +F, +..+F +R)(F,+F ,+..+F ,+1)(que coincide exatamente com a
nossa afirmacéo parak + 1).

i) i, €impar. Este caso éandlogo ao anterior.

Com a afirmagéo verdadeira é féacil concluir que a(a(n))=n. Na F, a(a(n))é
somar 1 atodos os indices e depois subtrair, ou o contrério, dai os indices ficam os
Mesmos.
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88) Provequese re Q e coy(r-m)e Q entdo oos(r-n)e{—l—%,o,%,l}

SOLUCAO DE ANDRES SANCHEZ PEREZ (LA HABANA, CUBA)

re@:n:g onde p,qe Z, com mdc(p;q)=1. cos(r -w)e Q= cos(r - )=

Q|-

donde f,ge Z, também com mdc( f;g)=1. Aplicando Moivre, se
Z=CiSo. = Ccoso.+iseno. entdo

Z" =cis(n-a)=cos(n-o)+isen(n- o) =(coso +isena)" = Zn:(r_])(cosoc)”_j (isenc.)’

NS

i=0

- ](_1)1' (2”1_ )(cosoc)”'ZJ (senor)?! +1 Y (1) (21_”+ 1)(cosa)“'2J'1(saqa)2J+l

igualando partereal com partereal:

k k
lembrando que =1
30

. K .
Logo temos que cos(n-at)= Y (1)’ ( " I) (cosar)™® . Agora, veja que

=0 k=] J

NS
—

sempre que cosoe Q,cos(n-a)eQ, para todo neZ (pois também
cosfB=cos(- ). SeacZ e a épar entdo cos(a-7+a)=cosa, ese acZ e
a éimpar entéio cos(a-m+ o) =—Ccoso. .
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Logo, se cosa.e Q,cos(a-m+b-a)e Q,Va,be Z.

Fazendo 0cz£~n:>cos(a~n+b~£~n):cos[wj|eQ. Como
q q q

mdc(p;q)=13ab interos tas que agq+bp=1. Por conseguinte se

cos E)e@ com q=2"-(2c+1), onde he N,ce Z, supondo sem perda de
q

generalidade  que 2c+1>0 (pois cosar = cos(—or)), temos

)e Q=3Ix,ye Z taisque cos(
H

[T cz 2 Kk 20+1-2]
cos| (2c+1) 2 2 c+l | cos—2
20 +1 00 = J 2c+1

N i[&(2c+1Yk r ¥ o (e (2c+1Y K Y) xzrt-2i
=Y (1)’ cos =Y (-2 _
j—Zo( )(g( 4 IJD( 20+1) g( ) ; ok ||y T
C . C 20+1 k X20+l—2j
—1= -1’ R
= J2=6( ) (g;( 2k IJ )) y20+l—21 =
= i[&(2c+1Yk .
:>_y20+l:2(_1)J 2 C+ . X20+l—21 y2j =
] | LS

< i[&f2c+1Y k . .
= _y20+1 =X 2(_1)J 2 . XZC—ZJ A y2j
=0 ] WVAS J
0
Por outro lado

c(2c+1Yk < c(2c+1 . .
_y20+1 - XZ( ;: IO)+ yZ( J [2( C+ I . )} X220 yZJfl
k=0 i oy

COS|

T =X , com mdc(x;y)=1
2c+1 y'

20+1]

—
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2ct1( 9041 c (2c+1 c(2c+1
Do Bindmio de Newton (1+1)2°+1=Z( o ):Z( ok )+Z[2k+1) e

k=0 k=0 k=0
24l 2c+1) &(2c+1) & 2¢c+1
(1—1)2°+1=2(—1)k( ¢ ):Z( ° )—2( ¢ ); somando e dividindo por
Z k | & 2« | &l2k+1
c (2c+1
2, 2( ;k ):22", logo y=2' ou y=-2' com te N,t<2c.
k=0

T T 2c-1
2c+1 2 2c+1 2(2c+1)
Se >0, g2c-1 e e2(2c+1),62(2c-1)-2(2c+1)= -4 porém como e €
impar (g2c-1) entdo e=1= mdc(2c—14c+2)=1.

Volvendo a Moivre, e igualando parte imagindria a parte imagindria, com n
impar:

n
= 2j+1

}COSO{ )n—2j -1 (Senoc )2j+1

n-1

- 22“ (-2) 2jn+1}cosa)2[z‘j)(sena)2j”

2j+1

N )h—@nafff"'](wnaf”l

_[nﬂ( 1)1' j n r]—_:I'—k ( )2j+1
- 25 kZ;[Zk+1I 2 ] Sene

J
Agora, veja que sempre que senoce @ e néimpar, sen(n-o)e Q. SeueZ eu

é par entdo sen(u-m+o)=seno, € s ueZ e u € impar entdo
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sen(u- 7 +a)=—senar, logo, se senoe Q= sen(u-n+v-o)e Q,Yu,ve Z com

. 2c-1
v impar. Fazendo oo.=———-,
2(2c+1)
_ 2u(2c+1)+v(2c-1
sen u-n+v-£-n =sen ( ( ) ( )) e Q
2(2c+1) 2(2c+1)

Como mdc(2c-L4c+2)=1 Fu,v inteiros tal que u(4c+2)+v(2c-1)=1. do

Note que v € claramente impar. Por conseguinte, sen S Q.
2(2c+1)

cos( 2cn+ 1): 1- Z(w[ﬁnz

T J2 , -
=0, sen| —— |=+ ue é uma contradicao.
) [2(2c+1)) q e

T2 22+ 2
denominador) sdo primos relativos (para t #0), entdo sdo quadrados perfeitos,
logo t éimpar. Porémse t >3, 4‘2t = 2' —1=-1(mod4), o que é absurdo pois é

I_
Se cog| 1 sen r =+ 2 -1 Como ambos (numerador e
2c+1 1)

T

™ _|-0, mas —*— #2kz. Ento, nesse
2(2c+1) 2c+1

um quadrado. Com t=0, sen[

b3 1
caso, Co ==.
S(2c+1) 2
t
Se cos| -~ :—i, sen T =+ 2 +11. Como ambos (numerador e
2c+1 2 2(2c+1) 2

denominador) sdo primos relativos (para t # 0), entdo sdo quadrados perfeitos, e
logo t €é impar. Temos 2'+1=d’e2'=(d+1)d-)ed-1=27,
d+1=2%+2=2°. Dividindo por 2 concluimos que 6=1Lw=2 e

t=3:cos(
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< <£:>co il >0. Para t=0, sen T =+1. Entdo, nesse
2c+1 2 2c+1 2(2c+1)

n
caso, co =-1.
S(20+1)
Finamente  cod -~ e{l,—l}:>20+1e{],3}:>£e{l, T } com
2c+1 2 oh g 0N

q
he N. Se para ~e lh,hZZ , COS £h~2“*2 = COS
q |2 2

absurdo. Se Ee{ih,hzl},, cos Tch~2“*l =COoS =£EQ, 0 que
q 132 3.2 2

também & absurdo. Assim, Ee{n,f,f P relpapEplle
q 2 3] ¢ 2

ofgopldedd

SEGUNDA SOLUCAO DE CARLOS GUSTAVO TAMM DE ARAUJO MOREIRA e JOSE PAULO
CARNEIRO (RIO DE JANEIRO - RJ)
2_ .2

P, NI°-p

Note que se cos(x):g, entéo z:= +IT € uma raiz da unidade (isto &,

Z" =1 para algum inteiro positivo n) se e sO se x € um multiplo racional de =.
Assim, se x=rx,com re  entdo z" =1 para um certo inteiro positivo n (e logo
também temos z*" =1). Vamos mostrar que q< 2, 0 que resolve o problema. Para
iSS0, vamos supor por absurdo que q > 2 (e p € primo com ).

Temos ent8o dois casos:

a) g éimpar. Nesse caso, paracada me N, sga

X =((p+iya* = p*)" = (p-iya"~ p*)")/2i\q’ - p*. Temos x,=0, x =1 €,
como p+iyg°—-p°e p-iyg®—p°® o raizes da equagdio x> —2px+q° =0,
(x,) satisfaz arecorréncia x., =2px.., —q°x,,Vme N.

Assm, X,.,=2pX,,(modqg), VmeN, donde por indugdo, para todo
m>1 x =(2p)™* (mod g). Em particular, como mdc(2p,q)=1 temos
mdc(x,,9)=1, paa todo m=1 e logo x,#0, Vm=1 mas

EUREKA! N°20, 2004
52



Sociedade Brasileira de Matematica

el :1:{L qu_pz]zn =1:>(p+i,/q2— p’ )n =(p—i«/q2— p’ )n (pois

q
2
o[22 2 2
P+ q2 p2 =(p+l P-4 ]),elogoxnzo,absurdo.
p—iya —p q

b) qgépar. Nessecaso, se

viviE-p2 | (p-iyi?-p2 ) |/
Y, = (p g p]_(p g p] /\/qz—pz,temos Yo =0, y,=1

2

2

S0 raizes da equacdo x° — px+qZ=O,

p+iyo’ - p o P o’ - p°

como
® 2 2

2

temos y,., = Py —qum,Vme N.

Assim, Yoo = PY,,(mod g/2), donde, por indugdo, para  todo
m>1, y_=p™*(modq/2), e logo mdc(y,,,q/2)=1 para todo m>1, pois
mdc(p,q/2)=1. Em particular, y,, #0,¥Ym>1 (note que q > 2, logo q/2>2,

2n
[2_ 2
#] =1, donde

pois q € par). Por outro lado, 22”=1:>(pJrI
q

. 2 _ 2 ¥ i 2_ 2 "
(pﬂ\,q P ]:(p 'Wa - P ],comoant&s,elogo y. =0, absurdo.

2 2

91) Um jardinero deve construir um canteiro com a forma de setor circular. Ele
dispde de 100 metros defio para cerca-lo.
Figura:
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Qual deve ser o valor do raio do circulo para que o canteiro tenha area maxima?
Qual éaéreamaxima?

SOLUCAO DE GLAUBER MORENO BARBOSA (RIO DE JANEIRO - RJ)

Primeiramente nomeia-se os dementos do setor circular: (a) ¢ o angulo do setor
circular, (b) S areamaxima, (c) 2p, o perimetro do setor circular,

(d) k, comprimento do arco do setor circular.

Comprimento da circunferéncia = 2nr

Fazendo umaregra detrés:

k 360k 180k
—=i:9=—:9=— Q)
2 360 2 ar
Conforme o enunciado, o jardineiro dispde de 100 metros de fio para cercar o
setor circular. Somando-se 0s segmentos referentes aos raios e ao arco do setor

circular, tem-se;

2p=2r+k=100= k =100-2r 2

Substituindo-se a relagdo (1) em (2) tem-se:

0= 180k o= 180 (100 - 2r) 3)
nr ar

Com (3) determina-se a érea do setor circular com uma relacdo entre a area do
setor circular e a é@rea da circunferéncia:

S 6 Onr ?
— == S5= 4
ar 360 360
Substituindo-se 0 § em (3) na relacdo (4), tem-se uma nova relacéo para a area do
setor circular

180(100— 2r) a2
S_9m2 B ot ~180(100—2r)r _ (100- 2r)r
360 360 360 2
S(r) =-r?+50r (5)
Observando-se a funcéo para a &rea Sem (5), que € uma fungdo do 2° grau, com
a <0, elogo tem-se um méximo paraa funcdo. Assim §r) é méximo em (5) para:
_b =0 o (6)
2a -2

Paraovalor der em (6), tem a &rea méxima da funcdo Sr) em (6):
—(25)% +50(25) = 625+1250 = S=625
Assim, se 0 raio para se ter &ea maxima é 25 metros e a area maxima
correspondente é 625 m?

=—r? +50r

r
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92) Segja (Fn)new @ sequéncia de Fibonacci, definida por F, = 1, F, = 1 e
F..=Fu+F.VneN. Prove que mdc(F,,F,)=Fm, Paa quaisquer

inteiros positivosmen.

SOLUCAO DE GIBRAN MEDEIROS DE SOUZA (NATAL - RN)
Para provarmaos 0 que queremos temos que antes mostrar trés premissas, que sao:

) Sem>len>lentd F,, . =F -F,+F, F,.,

Prova: (por induc&o sobre m)

m=1F,=F., - F+F-F=F_+F, (verdadeira)

m=2:F,,=F,-F+F,-F=F_ +2F =(F ,+F)+F =F,+F,, (verdadeira)
Sejar > 2 e suponhamos a propriedade verdadeira para todo k, 2<k<r, e para

todo n>1.
Esta suposicdo, mais o fato de que a propriedade vale também para k = 1, nos
garante que:

F

MHH

(-2 = FH' Frfz +F, Fr—l ek

HH

=\ le' I:r—l-l_ Fn ’ I:r

Somando membro a membro essas igualdades e levando em conta a formula
recursiva que define (F,):

I:n+r = le' I:r + Fn ’ I:r+1

Ou sga, aformula vale também parar, sempre que n>1. O segundo principio de
indugdo nos garante entdo que vale paratodo m>1 equalquer n>1.

1) Dois nimeros de Fibonacci consecutivos (F, e F,,;) sfo primos entresi.
Prova: Sga d=ndc(RF,,,). Como F, e F

W SA0 Maloreés que zero, 0 Mesmo

ocorre com d. O fato de d ser divisor de F, e F,
le = I:n+1 - Fn'

Dividindo F, e F,_, ento d divide F, _,. Prosseguindo nesse raciocinio

implica que d|F,, pois

chegaremos a concluséo que d | F,. Entdod = 1, pois F, =1

)  Sem|n,entdo F,|F,.
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Prova: Por hipotese n = mr, paraalgum r € N . Procedemos por indugéo sobrer.
Ser =1, entdo m= n e éimediato que F, | F..

Sga r >1 eadmitamos queF,, | F,.

Ent&o levado em conta a rdacdo fornecida por I:

Forsy = Frsm=Fna Bt R B

Como F,|F,-F, e F,|F, F,; (pois, pela hipétese de indugdo, F, divide
F. ), entdo F divide a soma desses dois produtos. Ou sga: F, | Fy .y

Com as trés premissas em médo vamos a questdo: Se d=ndc(mn), entdo prove

que mdc(F,,, F,) =F,.

Prova: Mostraremos primeiro que sem = nq + r, entdo noc(F,,, F,) = mdc(F,, F).
Observando as premissas feitas e levando em conta |

MR, F) = MOAFy ) =M(F F + g B )
Considerando porém que ndc(a,b) =ndc(a+c,b), sempre que bic, e ainda que
F.|Fy (premissalll), chegamos a

r’r(:k-;(l:m! Fn) = rT.Ck;(lzr’qfl ) I:r ! Fn)

Mostremos que F , e F, sdo primos entre si. Defato, sed € um divisor comum a

no-1
esses dois nimeros, entéo d|F,, , e d|F,, (devido a premissa lll). Dai a premissa
Il nos asseguraqued = 1.
Ora, se mdc(F,,,, F)) =1 entdo mdo(F,, ) =moc(F,, ;- F,F,), donde:
mdc(F,,, F,) =mde(F,, F ).
Assim, supondo m > n, e aplicando o processo das divisdes sucessivas para chegar
ad=ndc(mn):
m=ng+r, (r,<n)
n=rg+r, (,<n)
n=no+rn (<)
rmz = rmlqw + rr (rn < rml)
M1 =T (Onde r,=d)
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0 Uso repetido do resultado anterior a cada uma das igualdades anteriores nos
levard a concluir que:

rrK:IC(Fm1 Fn) = MC(FrH, Fd)
Como d|r, ,, emvirtude dapremissalll, F; |F, ,logo: mdc(F,, F,)=F,, cod.

93) Um inteiro positivo n é dito perfeito se n € igual a soma dos divisores
positivos de n que sdo menores que n. Prove que um nimero par n € perfeito

se e somente se existe um nimero primo p>2 ta que 2°—1 é primo e
n=2"*(2"-1).

SOLUCAO DE CARLOS ALBERTO DA SILVA VICTOR (NILOPOLIS - RJ)

(1) Lema: Se 2“—1 éum nlimero primo entéo k também & primo.

Prova: Suponha que k ndo segja primo, logo podemos escrever k=x -x, onde x e
X, S80 maiores que 1.

2 _1=2%"% 1= (2t (2P 4 200D 1 2%41), ou sga, 2°-1 ndo é
primo. Logo k deverd ser necessariamente primo.

(2) Suponha n=2""(2° 1) com p primo (p > 2).
Seja §(n) a soma dos divisores de n menores que n:
S(N)=(1+2+2°+...+42°1) . (1+2° =) - 27*.(2° -1
S(n)=(2°-1)-2° - 2" (2P 1) = 2" (2" -2 2° +1)
S(n)=2"*.(2"-1) =n.

(3) Suponha S(n) =n (n par). Vamos mostrar que existe um primo (2° —1) tal
que n=2"".(2° -1).

Prova: Jaquen é par podemos escrever naforma n=2'-m, onde m € um nimero
inteiro positivo impar.

Ja que n é perfeiro, temos que 2n:(l+ 2+22+...+2t)-(2(m)), onde
Z (m) éasoma dos divisores do impar m;

(2-1)-Y (M) =2n=2""-m. Como 2'** —1 éimpar temos que (2** —~)m,
ou sga, m= (2" -1)-s ondeséuminteiro.
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Suponhaques> 1, entdo 1, se (2t+1 —-1)-s sdodivisoresdem, elogo:
Y (M) 21+s+(27-1)-5>2"s e
(2t+1_1).2(m) > (2t+1_1). 2t+1 .S= 2t+1 .m= 2n1

0 que é uma contradicdo, donde s = 1 e m=2""-1. Obseve que
Z(m): 2" =2"1_1+1, ou sga, a soma dos divisores de m é a soma do

m
préprio m com a unidade, dai m=2""—-1 é primo, ou sga n=2"".(2"-1)
parat + 1 =p e, pelolema (1), concluimos que existe p primo como nas condi¢des
do enunciado.

94) A ilha das amazonas € habitada por amazonas e homens.

As amazonas mandam em tudo, sdo inteligentissimas, ciumentissimas e muito
fofoqueiras. O que uma amazona mais gosta de fazer € trair outra amazona com o
marido desta. Consumada a traicdo, ela conta o seu feito a todas as amazonas da
ilha menos a amazona traida. As outras amazonas também ndo contam nada a
vitima da traicdo. Mas se uma amazona descobre que esta sendo traida ela mata o
seu marido na proxima meia noite.

A rainha das amazonas, que € viliva, vé esta situacdo com desagrado. Ela vé que
h& traicdo na ilha mas, como nunca ninguém descobre nada, nenhum marido
morre. No dia 1 de janeiro de 3333, entdo, contrariando a tradicdo, ela chama
todas as amazonas para a praga central e faz uma proclamacdo solene: "Hé traicéo
nestailha."

Nenhuma amazona sonha em duvidar da palavra da rainha e todas as amazonas
sabem disso. Como jafoi dito, todas sdo inteligentes e ciumentas: estes e 0s outros
fatos mencionados neste enunciado até aqui sdo conhecimento comum entre as
amazonas.

Supondo que hagja 1000 amazonas na ilha e que 365 delas tenham sido traidas, o
gue acontecera?

SOLUCAO DE EDUARDO FISCHER (ENCANTADO - RS)

Se houvesse somente uma trai¢éo, a traida ndo saberia de nada, e como havia pelo
menos uma traicdo que da ndo soubesse, mataria 0 seu marido na primeira noite.
Como na primeira noite ninguém morreu, uma mulher que soubesse de uma Unica
traico mataria seu marido na segunda noite, pois, como ndo houve morte na
primeira noite, havia algo que ela ndo sabia. Assim, se houver exatamente duas
traicoes, as traidas mataréo seus maridos na seguinte noite.
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Supondo que na (n —1)-ésima noite ninguém morreu, uma mulher que soubesse de
apenas (n —1) traicdes mataria seu marido na n-ésima nhoite, pois, como ndo houve
morte na (n —1)-ésima noite, havia algo que ela ndo sabia. Mostramos assim, por
inducdo em n, que, se houver exatamente n trai¢oes (i.e.,, n maridos traidores) as
traidas matar&o seus maridos na n-ésima noite.

Lembrando que cada traida sabe de 364 trai¢des, cada uma mataria 0 seu marido
depois de uma ano, no 365° dia (isto € no reveillon de 3334).

Enviaram solugdes de problemas os seguintes leitores da EUREKA!

Besaleel Ferreira de Assuncéo Jlnior Teresina - Pl
Carlos Augusto David Ribeiro Fortaleza - CE
Georges Cobiniano Sousa de Melo Jodo Pessoa - PB
Glauber Moreno Barbosa Rio de Janeiro - RJ
Guilherme Marques dos Santos Silva Enviado via e-mail
José Renato Carneiro e Carneiro Ribeirdo Preto — SP
Marcos Francisco Ferreira Martinelli Rio de Janeiro - RJ
Raphael Rodrigues Mata Salvador - BA
Wallace Alves Martins Rio de Janeiro - RJ
Wellington Klezewsky Pires Aquidauana - MS
Z06zimo Pereira Campina Grande - PB

Continuamos aguardando solugdes dos problemas 89, 90 e 95, propostos na Eureka! No. 18.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

> Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para o0s préximos nimeros.

96) No quadrildtero ABCD os angulos A, C e D medem 100° e o angulo ACB
mede 40°. Demonstre que BC - DA = (BC + AB — DA)?.

97) Seja p um primo impar. Encontre todas as fungdes f :7Z — 7 que satisfazem
as seguintes condi ¢oes:

i) Se m=n(mod p) entdo f(m)= f(n).
i) f(mn) = f(m)- f (n) paraquaisquer m,ne 7
98) Sda (a,),.,, umaseqiiénciatal que 8, >2 e a,,, =a> —2,Vne N.

oo ’ 2
Mostre que )’ ! _az 26‘1_4.

Haa, g,

99) Num tridngulo, arazdo entre os raios das circunferéncias circunscrita e inscrita

7

5 A ~ e . .
e E Os lados do triéngulo estdo0 em progressdo aritmética e sua area é

numericamente igual ao seu perimetro. Determine os lados do tridngul o.

100) a) Um conjunto X — N é dito impressionante se existe me N tal que,
para todo ke N, existem elementos de X, a<a,<..<a, tas que

a,— 4 <m,Vj<k.

Determine se € possivel particionar N em um nimero finito de conjuntos,
nenhum deles impressionante.

j+1

b) Determine se € possivel particionar N em dois conjuntos A e B de modo
gue nem A nem B contém progressdes aritméticas infinitas mas, para cada
ge N, A eB contém progressdes aritméticas de g termos.
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101) a) Sgam a,h,G reais positivos, paral<i<3.

Prove que (&' +a; +a)(b’ +b5 +B)(C +G +G) > (ahc +abc, +ahbc,)’.
b) Sgam a,b,c, X, y, z reais positivos. Prove que
a® b & _ (a+tb+c)?
—t—+—2>2—

XX V2 7 (x+y+2)?

Problema 96 proposto por Miguel Cruz (Holguin, Cuba), problema 97 (Coréia 2001) proposto
por Samuel Barbosa Feitosa (Fortaleza - CE), problema 98 proposto por Gleydson Chaves
Ricarte (Fortaleza - CE), problema 99 proposto por Geraldo Perlino (Itapecerica da Serra -
SP), problema 100 proposto por Anderson Torres (S&o Paulo - SP), problema 101 proposto
por Okakamo Matsubashi (S&o Paulo - SP).
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