CONTEUDO

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Primeira Fase

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Segunda Fase

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Terceira Fase

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Primeira Fase - Nivel Universitario

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Segunda Fase - Nivel Universitario

XIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Premiados

AGENDA OLIMPICA

14

25

44

49

58

62



Sociedade Brasileira de Matematica

XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Primeira Fase
PROBLEMAS - NiVEL 1
1. Arazio @9° gigua a
(492
A) L B) L o)1 D) 2 E)8
4 2

2. Num armazém foram empilhadas embalagens cubicas conforme mostra a figura
a seguir. Se cada caixa pesa 25 kg, quanto pesa toda a pilha?

A) 300 kg B)325kg  C)350kg  D)375kg  E)400kg

3. Na balanca a seguir temos pesadas bolas de chumbo, todas iguais, e leves
saquinhos de pléastico, todos com a mesma quantidade de bolinhas, iguais as que
est8o fora dos mesmos. Quantas bolinhas ha em cada saquinho?

A)l B) 2 C)3 D)5 E)6
4. Escreva os numeros inteiros de 1 a 9 nos nove quadradinhos, de forma que as

somas dos quatro nimeros em cada uma das pés da “héice’” sgam iguais e de
maior valor possivel. Essevalor €

A) 23 B) 22 C)21 D) 20 E) 19
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5. Qua éaquantidade total de letras de todas as respostas incorretas desta quest&o?
A) Quarenta e oito. B) Quarentaenove.  C) Cinguenta.
D) Cinguienta e um. E) Cinglenta e quatro.

6. Todaaproducdo mensal delatas de refrigerante de uma certa fabrica foi vendida
atréslojas. Paraaloja A, foi vendida metade da producéo; paraaloja B, foram
vendidos 2 da producdo e para algja C, foram vendidas 2500 unidades. Qual

5

foi a producdo mensal dessa fabrica?
A) 4166 latas B) 10000 latas C) 20000 latas D) 25000 latas
E) 30000 latas

7. Um quadrado de érea 1 foi dividido em 4 retdngulos congruentes, conforme
indicado no desenho a esquerda. Em seguida, os quatro retangulos foram
reagrupados de maneira a formar um quadrado, com um buraco quadrado no
centro, conforme indica o desenho a direita.

A &reado buraco éigual a
Al B) S C) 16 D) 3 E)1
2 16 25 4

8. A linha poligonal AB é desenhada mantendo-se sempre o mesmo padréo

mostrado na figura. Seu comprimento total éigual a:
A

2

: SO o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 30 31
A) 31 B) 88 C) 20 D) 97 E) 105

9. A diferenca entre os quadrados de dois nimeros inteiros positivos consecutivos é
sempre:
A) um ndmero primo.
B) um multiplo de 3.
C) igual asoma desses nimeros.
D) um ndmero par.
E) um quadrado perfeito.

EUREKA! N°16, 2003
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Marcelo leva exatamente 20 minutos para ir de sua casa até a escola. Uma certa
vez, durante o caminho, percebeu que esquecera em casa arevista Eurekal queia
mostrar para a classe, de sabia que se continuasse a andar, chegaria a escola 8
minutos antes do sinal, mas se voltasse para pegar a revista, no mesmo passo,
chegaria atrasado 10 minutos. Que fragdo do caminho ja tinha percorrido neste
ponto?

A) 2 B) 2 C)L D) 2 E) o
5 20 2 3 10

O gréfico abaixo mostra o faturamento mensal das empresas A e B no segundo
semestre de 2001.
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Com base nesse gréfico, podemos afirmar que:

A) houve um més em que o faturamento da empresa A foi o dobro do
faturamento da empresa B.

B) no més de julho, a diferenca de faturamentos foi maior que nos demais
MeSES.

C) aempresa B foi a que sofreu a maior queda de faturamento entre dois meses
consecutivos.

D) no semestre, o faturamento total de A foi maior que o de B.

E) adiferenca entre os faturamentos totais do semestre excedeu os 20 milhdes
dereais.

Patricia mora em Sdo Paulo e quer visitar o Rio de Janero num feriado
prolongado. A viagem de ida e volta, de 6nibus, custa 80 reais, mas Patricia esta
querendo ir com seu carro, que faz, em média, 12 quilémetros com um litro de
gasolina. O litro da gasolina custa, em média, R$1,60 e Patricia calcula que tera
derodar cerca de 900 quilébmetros com seu carro e pagar 48 reais de pedagio. Ela
ird de carro e para reduzir suas despesas, chama duas amigas, que iréo repartir
com ela todos os gastos. Dessa forma, ndo levando em conta o desgaste do carro
e outras despesas inesperadas, Patriciaira:

A) economizar R$20,00.

B) gastar apenas R$2,00 a mais.

EUREKA! N°16, 2003
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C) economizar R$24,00.
D) gastar 0 mesmo que se fosse de 6nibus.
E) gastar R$14,00 a mais.

13. Uma escola vai organizar um passeio ao zooldégico. HA duas opcdes de
transporte. A primeira opcéo € alugar "vans': cada van pode levar até 6 criangas
e seu aluguel custa R$60,00. A segunda opgdo € contratar uma empresa para
fazer o servico: a empresa usa 6nibus com capacidade para 48 criancas e cobra
R$237,00, mais R$120,00 por 6nibus utilizado. A escola deve preferir a empresa
de 6nibus se forem ao passeio pelo menos N criancas. O valor deN &
A) 28 B) 31 C) 32 D) 33 E) 36

14. O produto de um milhdo de nimeros naturais, ndo necessariamente distintos, é
igual aum milhdo. Qual € o maior valor possivel para a soma desses nimeros?

A) 1000 000 B)1250002 C)1501999 D) 1999999
E) 13999 432

15. Se vocé tiver uma mesa de bilhar retangular cuja razéo entre a largura e o
comprimento seja 5/7 e bater em uma bola que esta em um canto, de modo que
ela saia na direcdo da bissetriz do angulo desse canto, quantas vezes ela batera
nos lados antes de bater em um dos cantos?

A) 10 vezes B)12vezes C)13vezes D) l4vezes E) 15vezes

16. Na malha quadriculada a seguir, todas as circunferéncias tém centro em M.
Ent&o pode-se concluir quea &rea preta &

A) dois quintos da érea do circulo maior.
B) trés s&imos da érea do circulo maior.
C) metade da area do circulo maior.

D) quatro sé&imos da area do circulo maior.
E) trésquintos daareado circulo maior.

EUREKA! N°16, 2003
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17. As figuras a seguir sdo construidas com palitos pretos e brancos. Para construir
as figuras, os palitos pretos foram colocados apenas nas bordas e os brancos
apenas no interior. A figura de nimero n corresponde a um retngulo 3 por n.
Continuando esse procedimento, quantos palitos brancos teremos na figura

2002?
0 (2] (3}
HEEEnEN.

N I iy
| || |
A) 2001 B) 4004 C) 12006 D) 10007 E) 10010

18. Um produtor de leite engarrafa diariamente toda a producdo de leite de sua
fazenda. Depois de tirado, o leite segue para um tanque de forma cilindrica e
entdo é engarrafado, conforme vemos na figura a seguir. Na tabeda vemos a
guantidade de garrafas que foram enchidas e o nivel do leite dentro do tanque.
Depois de quantas garrafas serem enchidas o tanque ficara vazio?

Quantidade de garrafas
enchidas 0 200 | 400 600
@ i/ \ Nivel dotanque(cm) | 210 | 170 | 130 | 90
A) 1000 B) 1050 C) 1100 D) 1150 E) 1200

19. Escrevendo todos os nimeros inteiros de 100 a 999, quantas vezes escrevemos o
algarismo 5?
A) 250 B) 270 C) 271 D) 280 E) 292

20. Uma usina comprou 2000 litros de leite puro e entdo retirou certo volume V
desse leite para producdo de iogurte e substituiu esse volume por dgua. Em
seguida, retirou novamente o mesmo volume V da mistura e novamente
substituiu por dgua. Na misturafinal existem 1125 litros deleite. O volume V &
A) 500 litros B) 600litros C) 700 litros D) 800 litros  E) 900 litros

EUREKA! N°16, 2003
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PROBLEMAS — NIVEL 2

1.

© 0N

10.

Um comerciante comprou dois carros por um total de R$ 27.000,00. Vendeu o
primeiro com lucro de 10% e 0 segundo com preguizo de 5%. No total ganhou
R$ 750,00. Os precos de compra foram, respectivamente,

A) R$10.000,00 e R$ 17.000,00

B) R$ 13.000,00 e R$ 14.000,00

C) R$ 14.000,00 e R$ 13.000,00

D) R$ 15.000,00 e R$ 12.000,00

E) R$ 18.000,00 e R$ 9.000,00

Veja o problema N°. 15 do Nivel 1.

Dizer que umatela de tdevisao tem 20 polegadas significa que a diagonal da tela
mede 20 polegadas. Quantas telas de televisdo de 20 polegadas cabem numa de
60 polegadas?

A)9 B) 10 C) 18 D) 20 E) 30

Veja o problema N°. 20 do Nivel 1.

Dois irmaos, Pedro e Jodo, decidiram brincar de pega-pega. Como Pedro é mais
velho, enquanto Jodo da 6 passos, Pedro da apenas 5. No entanto, 2 passos de
Pedro equivalem a distancia que Jodo percorre com 3 passos. Para comecar a
brincadeira, Jodo da 60 passos antes de Pedro comegar a persegui-lo. Depois de
guantos passos Pedro alcanca Jodo?

A) 90 passos B) 120 passos C) 150 passos D) 180 passos

E) 200 passos

Veja o problema N°. 9 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 10 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 4 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 12 do Nivel 1.

Tracando segmentos, podemos dividir um quadrado em dois quadradinhos
congruentes, quatro trapézios congruentes e dois tridngulos congruentes,
conforme indica o desenho abaixo, a esquerda. Eliminando algumas dessas
partes, podemos montar 0 octdgono representado a direita. Que fracdo da area do
guadrado foi iminada?

EUREKA! N°16, 2003
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A) % B) % ) D) E)

N
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0| w

Veja o problema N°. 11 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 14 do Nivel 1.

O lava-rapido "Lave Bem" faz uma promocao:
L avagem simples R$5,00
L avagem completa R$7,00

No dia da promocdo, o faturamento do lava-rapido foi de R$176,00. Nesse dia,
gual o menor nimero possivel de clientes que foram atendidos?
A) 23 B) 24 C) 26 D) 28 E) 30

Vejao problemaN°. 7 do Nivel 1.

Quantos nimeros inteiros positivos menores que 900 sdo mulltiplos de 7 e
terminam em 7?
A) 10 B) 11 C) 12 D) 13 E) 14

Dado um tridngulo ABC onde A=80°e C=40°, a medida do angulo agudo

formado pelas bissetrizes dos angulos AeBé
A) 40° B) 60° C) 70° D) 80° E) 110°

Na malha quadrada abaixo, h4 6 quadrados de lado 30 cm. A érea do triangulo
ABC &

A) 150 cm? B) 100cm?®  C) 75cm? D) 50 cm? E) 25 cn?
Veja o problema N°. 8 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 19 do Nivel 1.

EUREKA! N°16, 2003
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2 2
20. Sexy=2exX' +y'=5,entéo X_+_+ vae

Yy X

A) B) %5 C) D) E)1

N | o
INNe
N |-

21. Vejao problema N°. 13 do Nivel 1.

22. Durante sua viagem ao pais das Maravilhas a atura de Alice sofreu quatro
mudancas sucessivas da seguinte forma: primeiro ela tomou um gole de um
liquido que estava numa garrafa em cujo rétulo se lia: "beba-me e fique 25%
mais alta'. A seguir, comeu um pedaco de uma torta onde estava escrito: "prove-
me e fique 10% mais baixa'; logo apds tomou um gole do liquido de outra
garrafa cujo rétulo estampava a mensagem: "beba-me e fique 10% mais alta’.
Finalmente, comeu um pedago de outra torta na qual estava escrito:"prove-me e
fique 20% mais baixa'. Apos a viagem de Alice, podemos afirmar que ea:

A) ficou 1% mais baixa
B) ficou 1% mais ata
C) ficou 5% mais baixa
D) ficou 5% mais alta
E) ficou 10% mais alta

23. Vamos provar que 4 é maior que 4.
Sgiamaeb doisnimerostaisquea>4ea=h.
1) Vamos subtrair 4 dos dois termos desta equacao:
a=b
a—-4=b-4
2) Colocamos —1 em evidéncia no segundo membro da equacao:
a—-4=-1(-b+4)
a—-4=-1(4-b)
3) Elevamos ambos os termos da equacdo ao quadrado:
(a-4)? =[-114-b)’
(a-4)°=(-°(4-b)’
(@a-4)?=14-b)*> (a-4)>=(4-Db)?
4) Extraimos araiz quadrada dos dois membros da equacao:
J@-2? =@a-n)?
a—-4=4-b
5) Como a = b, substituimos b por a
a-4=4-a

EUREKA! N°16, 2003
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6) Resolvemos a equacao:
a-4=4-a
2a=8
a=4
Como escolhemos a tal que a > 4, chegamos a inacreditavel conclusio de que4 > 4.
Onde esta 0 erro no argumento acima?
A) Na passagem 2. B) Na passagem 3. C) Na passagem 4.
D) Na passagem 5. E) Na passagem 6.

24. Vgao problema No. 5 do Nivel 1.

25. O resto da divisdo por 9 de ¥1111111111- 22222 &
A)O B)1 Cc)3 D)6 E)S8

PROBLEMAS - NIVEL 3

1. VeaoproblemaN° 11 do Nivel 1.

2. e P éafracdo irredutivel equivalentea 2’888"' ovalor dep +qéigua a
q .

A) 38 B) 39 C) 40 D) 41 E) 42
3. Veao problemaN°. 1 do Nivel 2.

4. A seguir vemos quatro vasos, 0s quais Angela vai encher com agua, numa
torneira cuja vazao € constante.

atviA

Os gréficos A e B a seguir representam o nivel da agua (eixo vertical), em dois
dos vasos, de acordo com o tempo (eixo horizontal).

s

Qual dos vasos corresponde ao grafico A e qual ao gréfico B, respectivamente?
A)3e4 B)2e4 C)1le3 D)2e3 E)le4d

EUREKA! N°16, 2003
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Veja o problema N°. 13 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 22 do Nivel 2.
Veja o problema N°. 10 do Nivel 1.
Veja o problema N°. 8 do Nivel 1.

Veja o problema N°. 10 do Nivel 2.
0. Veao problema N°. 20 do Nivel 2.

BoOoo~No O

11. A média aritmética das idades de um grupo de médicos e advogados é 40 ancs.
A média aritmética das idades dos médicos € 35 anos e a dos advogados é 50
anos. Pode-se, entdo, afirmar que:

A) O numero de advogados é o dobro do nimero de médicos no grupo.
B) O nimero de médicos é o dobro do nimero de advogados no grupo.
C) Haum médico a mais no grupo.

D) Haum advogado a mais no grupo.

E) Existem as mesmas quantidades de médicos e advogados no grupo.

12. Osvalores de x, y e z que satisfazem as equagdes x+1:5, y+l:1 e
y z

z+1:2 sdotaisque x+3y +2z éigua &
X
A)5 B) 6 C)7 D)8 E)9

13. Vejao problema N°. 23 do Nivel 2.
14. Vejao problema N°. 5 do Nivel 1.

15. Sgjam x, y, z nimeros inteiros tais que x + y + z = 0. Sobre x3 + y* + zsfo
fdtas as seguintes afirmativas:
i) E necessariamente multiplo de 2.
i) E necessariamente multiplo de 3.
iii) E necessariamente multiplo de 5.
Podemos afirmar que:

A) somentei) écorreta.

B) somenteii) écorreta.

C) somentei) eii) sdo corretas.
D) somentei) eiii) sd0 corretas.
E) 1), ii) eiii) sdo corretas.

EUREKA! N°16, 2003
11
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16. Sgjaf umafuncgéo real de variave real que satisfaz a condicéo:

£ (x) + 2 POO2HE 3
O x 0O
parax > 0. O valor def(2) éigual a
A) 1000 B) 2000 C) 3000 D) 4000

E) 6000
17. Veao problema N°. 25 do Nivel 2.

18. Na circunferéncia abaixo, temos que: AB = 4, BC = 2, AC é didmetro e os
angulos ABD e CBD si0 iguais. Qual éo valor deBD?

C

A) 243 +1 B)i C) 3/2 D)2++/5 E)4
J5
19. Sgaa amaior raizdex?+ x—1=0. O valor dea®—5a é:
A)-1 B)—2 C)-3 D) 1 E) 2

20. Qual é o digito das unidades de 7777"' , onde aparecem 2002 setes?
A)7 B)9 C)3 D)1 E) 5.

21. Emum trapézio ABCD de &rea 1, a base BC mede a metade da base AD. Sga K
o0 ponto meédio da diagonal AC. A reta DK corta o lado AB no ponto L. A area do
quadrilatero BCKL éigual &

3 2 1
A) — B) = C) =
) 2 ) 3 ) 3

D) E)

©IN
O

22. N = 15399840 é um nUmero inteiro positivo com oito algarismos, sendo o
primeiro e o Ultimo desconhecidos. Sabendo que N é um mdiltiplo de 198,
encontre o algarismo das unidades de N / 198.

A)5 B) 6 C)7 D)8 E)9

EUREKA! N°16, 2003
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No trimind marciano, as pecas tém 3 nimeros cada (diferente do domind da
terra, onde cada peca tem apenas 2 nimeros). Os hdmeros no trimind marciano
também variam de 0 a 6, e para cada escolha de 3 nimeros (ndo necessariamente
distintos) existe uma e somente uma peca que contém esses 3 nimeros. Qual éa
soma dos nimeros de todas as pegas do trimind marciano?

A) 756 B) 1512 C) 84 D) 315 E) 900

No tridngulo ABC, o angulo A mede 60° e o angulo B mede 50°. Sejam M o
ponto médio do lado AB e P o ponto sobre o lado BC tal que AC + CP = BP.
Qual a medida do é&ngulo MPC?

A) 120° B) 125° C) 130° D) 135° E) 145°

Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar. Elas ndo gostam do
zero e, assim, cada uma coloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos com igual probabilidade.
A probabilidade de que a pessoa que escolheu par ganhe &

A) 12 B) 2/5 C) 3/5 D) 12/25 E) 13/25
GABARITO
NIVEL 1 (52 e 62. Séries)
)C 6)D 11)D 16)C
2)C 7B 12)C 17)D
3)B 8)D 13)B 18)B
4B 9)C 14)D 19)D
5)D 10)B 15) A 20) A
NIVEL 2 (72. e 82. Séries)
)C 6)C 11)D 16)C 21)B
2)A 7B 12)D 17)C 2)A
A 8)B 13)C 18)D 23)C
4 A 9)C 14)B 19)D 24)D
5)E 10)B 15)D 20)B 25)D
NIVEL 3 (Ensino Médio)
D 6) A 11)B 16) B 21)D
2 E 7B 12)B 17)D 22)C
3)C 8)D 13)C 18)C 23) A
4)C 9)B 14)D 19)C 2U)E
5)B 10)B 15)C 20)C 25)E

EUREKA! N°16, 2003
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XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Segunda Fase

PROBLEMAS - NiVEL 1

PROBLEMA 1
O ano 2002 é palindromo, ou sga, continua 0 mesmo se lido da direita para a
esguerda.

a) Depois de 2002, quais serdo os proximos quatro anos palindromos?
b) O Ultimo ano palindromo, 1991, era impar. Quando serd o préximo ano
palindromo impar?

PROBLEMA 2
Um fazendeiro resolveu repartir sua fazenda A
para seus cinco filhos. O desenho ao lado (fora
de escala) representa a fazenda e as partes dos
herdeiros, que sdo da forma triangular, de

G
modo queBD :BTC, AE:A—;:, DF :D—ZC e

EG = GC. O filho mais novo recebeu o terreno . C
representado pelo tridngulo escuro, de 40 D F
aqueires.  Quantos aqueres tinha a

propriedade original ?

PROBLEMA 3

Dado um nimero, pode-se escrever 0 seu dobro ou suprimir 0 seu algarismo das
unidades. Apresente uma segliéncia que comeca com 2002 e termina com 13,
usando somente essas duas operagoes.

Trés amigas foram para uma festa com vestidos azul,
preto e branco, respectivamente. Seus pares de sapato
apresentavam essas mesmas trés cores, mas somente Ana
usava vestido e sapatos de mesma cor. Nem o vestido
nem os sapatos de Jllia eram brancos. Marisa usava
sapatos azuis. Descreva a cor do vestido de cada uma das

mogas.

EUREKA! N°16, 2003

14



Sociedade Brasileira de Matematica

PROBLEMA 5

No jogo pega-varetas, as varetas verdes valem 5 pontos cada uma, as azuis valem 10
pontos, as amarelas valem 15, as vermelhas, 20 e a preta, 50. Existem 5 varetas
verdes, 5 azuis, 10 amardas, 10 vermelhas e 1 preta. Carlinhos conseguiu fazer 40
pontos numa jogada. Levando em conta apenas a quantidade de varetas e suas cores,
de quantas maneiras diferentes ele poderia ter conseguido essa pontuacéo, supondo
gue em cada caso fosse possivel pegar as varetas necessarias?

PROBLEMA 6

Nas casas de um tabuleiro 8 x 8 foram escritos nimeros inteiros positivos de forma
gue a diferenca entre nlmeros escritos em casas vizinhas (quadrados com um lado
comum) € 1. Sabe-se que huma das casas estd escrito 17 e, em outra, estd escrito 3.
Desenhe um tabuleiro 8 x 8, preencha-0 segundo essas regras e calcule a soma dos
nimeros escritos nas duas diagonais do tabuleiro.

PROBLEMAS — NIVEL 2

PROBLEMA 1

Geraldinho e Magrao sairam de suas casas no
mesmo instante com a intencdo de um visitar o
outro, caminhando pelo mMesmo percurso.
Geraldinho ia pensando num problema de
olimpiada e Magréo ia reflagindo sobre
questdes filosdficas e nem perceberam gquando
se cruzaram. Dez minutos depois, Geraldinho
chegava a casa de Magréo e meia hora mais
tarde, Magrdo chegava a casa de Geraldinho.
Quanto tempo cada um deles andou?

Observacdo: Cada um deles anda com
vel ocidade constante.

PROBLEMA 2

Um grande painel na forma de um quarto de circulo foi
composto com 4 cores, conforme indicado na figura ao
lado, onde o segmento divide o setor em duas partes
iguais e o arco interno é uma semicircunferéncia. Qual é
acor que cobre amaior area?

EUREKA! N°16, 2003
15
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PROBLEMA 3

Nas casas de um tabuleiro 8 x 8 foram escritos nimeros inteiros positivos de forma
gue a diferenca entre nlmeros escritos em casas vizinhas (quadrados com um lado
comum) é 1. Sabe-se que numa das casas estd escrito 17 e, em outra, esta escrito 3.
Calcule a soma dos ndmeros escritos nas duas diagonais do tabulero.

PROBLEMA 4
O professor Pardal esta estudando o comportamento
familiar de uma espécie de passaro. Os pontos A, B, C e

.p C
L2 B D dafigura ao lado, representam a disposicéo de quatro
ninhos desses passaros. O professor construiu um posto
R b de observacdo equidistante dos quatro ninhos.

Todos 0s ninhos e 0 posto de observacdo estdo em um
mesmo nivel de altura a partir do solo, a distncia de B

aD éde 16 metros e BAD =45° . Determine a distancia
gue o posto guarda de cada ninho.

PROBLEMA 5

O primeiro nimero de uma seqiiéncia é 7. O proximo é obtido da seguinte maneira:
Calculamos o quadrado do niimero anterior 72 = 49 e a seguir efetuamos a soma de
seus algarismos e adicionamos 1, isto € o segundo nimero € 4 + 9 + 1 = 14,
Repetimos este processo, obtendo 14 = 196 e o terceiro nimero da seqiiénciaél + 9
+ 6+ 1 =17 e assim sucessivamente. Qual 0 2002° elemento desta sequiéncia?

PROBLEMA 6

O ano 2002 é palindromo, ou sga, continua 0 mesmo se lido da direita para a

esquerda.

a) Depois de 2002, quais serdo os proximos quatro anos palindromos?

b) O Ultimo ano palindromo, 1991, era impar. Quando serd o préximo ano
palindromo impar?

C) O Ultimo ano palindromo primo aconteceu ha mais de 1000 anos, em 929.

Determine qual serd o préximo ano palindromo primo.

PROBLEMAS - NIVEL 3

PROBLEMA 1
Veja o problema N°. 5 do Nivel 2.

PROBLEMA 2
Para quais inteiros positivos n existe um poligono ndo regular de n lados, inscrito em
uma circunferéncia, e com todos os angulos internos de mesma medida?
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PROBLEMA 3
Determine o maior natural k para o qual existe um inteiro n tal que3* divide
n®—3n?+ 22.

PROBLEMA 4
Quantos dados devem ser langados ao mesmo tempo para maximizar a probabilidade
de se obter exatamente um 27?

PROBLEMA 5

Em um quadrilatero convexo ABCD, os lados opostos AD e BC sdo congruentes e 0s
pontos médios das diagonais AC e BD sdo distintos.

Prove que a reta determinada pelos pontos médios das diagonais forma angulos
iguais com AD e BC.

PROBLEMA 6

Colocamos vérios palitos sobre uma mesa de modo a formar um retdngulo m x n,
como mostra a figura.

Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de modo que cada um dos
guadradinhos da figura sgja delimitado por exatamente dois palitos de uma cor e dois
de outra cor. De quantas formas podemos realizar esta pintura?

— — —
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SOLUGOES - NIVEL 1

SOLUCAO DO PROBLEMA 1
a) Os palindromos entre 2000 e 3000 sdo da forma 2aa2, onde a € um algarismo.
Logo os préximos quatro seréo 2112, 2222, 2332 e 2442.

b) Como o primeiro algarismo é igual ao Ultimo, um palindromo impar maior que
2002 deve comegar e terminar por um ndmero impar maior ou igual a 3. Logo o
proximo serd 3003.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Seja Saarea do tridngulo ABC.
Se BD :B—C, entéo (ABD):§.
4 4
g-S SS
se AE=2C | entzo (aED)={ADC) _~ 4_4 _S
3 3 3 3 4
S S
s-B2+>H
SeDF:D—C, entéo (DEF):(DEC): 04 40_S
2 2 2 4

EFC s-20F S
SeEG = EC, entfo (grc) = (EFC) - 04 0_S
2 2 8

Como (GFC) = 40 temos g: 40 - S=320alqueires.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Uma possivel solugdo &

2002, 200, 20, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 51, 102, 204, 408, 816, 1632, 163,
326, 652, 1304, 130, 13.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4

Como os sapatos de Marisa eram azuis, € hem o vestido nem os sapatos de Jilia
eram brancos, conclui-se que o0s sapatos de Julia eram pretos e portanto os sapatos de
Ana eram brancos.

O vestido de Ana era branco, pois era a Unica que usava vestido e sapatos da mesma
cor; consequentemente, o vestido de Jilia era azul e 0 de Marisa era preto.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5
A soma dos pontos é 40. Segundo as regras do jogo, as possibilidades sdo:

EUREKA! N°16, 2003
18



Sociedade Brasileira de Matematica

20 » 20+20 6
20—15-5 » 20+15+5 ?)
\10 A0 » 20+10+10 (3

N5-5 —————> 20110+5+5 (4)

5-5-5-5 —» 20+5+5+5+5 (5

15—10———» 15+15+10  (6)

-5 —  » 15+15+5+5 (7)

15— 10—10—5 ——— - 15+ 10+10+5 (8)
\5—5—5 —» 15+10+5+5+5(9

5-5-5-5-5—» 15+5+5+5+5+5(10)

10—»10+ 10+ 10+ 10 (11)

10
10— 5-510+10+10+5+5 (12)
\5—5—5—5—> 10+10+5+5+5+5 (13)

10-5-5-5-5-5-5ndo da, poisha apenas 5 varetas verdes.

A resposta € portanto: de 13 maneiras diferentes.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6

Como a diferenca entre 0 17 e 0 3 é 14, esses nimeros devem estar em posicoes
af astadas de 14 casas, contadas na horizontal ou vertical.

Portanto 17 e 3 devemn ocupar as extremidades de uma das diagonais do tabuleiro.

A partir disso, o preenchimento das diagonais é feito de maneira Unica. E uma
maneira de se preencher o tabuleiro é a seguinte:

17 16 15 14 13 12 11 10
16 15 14 13 12 11 10 9
15 14 13 12 11 10 9 8
14 13 12 11 10 9 8 7
13 12 11 10 9 8 7 6
12 11 10 9 8 7 6 5
11 10 9 8 7 6 5 4
10 9 8 7 6 5 4 3

a soma dos nimeros escritos nas diagonais & 8 x 10 + (3 + 5 +...+ 17) = 160.
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SOLUGOES - NIVEL 2

SOLUCAO DO PROBLEMA 1

Sgjat > 0 o tempo, em minutos, decorrido desde a saida de Geraldinho e Magréo até
0 instante do encontro.

Segiam g e m as distancias entre o ponto de encontro e as casas de Geraldinho e
Magréo, respectivamente. Como Geraldino percorre a distancia g em t minutos e a

distancia m em 10 minutos, temos 9 = L

m 10
Analogamente, 9-4%  Logo LO:A'_Oth:4ooﬁt:20 (pois t > 0). Logo
m t 1 t

Geraldinho andou 10 + 20 = 30 minutos e Magréo andou 40 + 20 = 60 minutos.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2  Sgjam x, y, z e w as areas das regides branca, amarela,
azul e verde, respectivamente.

2
Seja R oraio do semicirculo. Temos x + y:”%
w
Z 2
(5y+z:x+wzl71(2R)ZZE
8 2
y Assim, x+y=y+z=x+w,logox=zey=w.
Como se x é a area de um segmento circular de angulo
2 2 _
90° e rao R X:E—R—:Bn—zan e
4 2 04 0O
y=H"2Hke Assimx=z<y=w.
i o4 0
SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Como a diferenca entre 0 17 e 0 3 é 14, esses nimeros devem estar em posi¢oes
afastadas de 14 casas, contadas na horizontal ou vertical.

Portanto 17 e 3 devem ocupar as extremidades de uma das diagonais do tabuleiro.

A partir disso, o preenchimento das diagonais é feito de maneira Unica. E uma
maneira de se preencher o tabuleiro € a seguinte:

17 16 15 14 13 12 1 10
16 15 14 13 12 1 10 9
15 14 13 12 1 10 9 8
14 13 12 1 10 9 8 7
13 12 1 10 9 8 7 6
12 1 10 9 8 7 6 5
11 10 9 8 7 6 5 4
10 9 8 7 6 5 4 3
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a soma dos nimeros escritos nas diagonais & 8 x 10+ (3+ 5 +...+ 17) = 160.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4
Observe que o posto do observador coincide com o centro do circulo circunscrito ao

quadrildtero ABCD. Como BD =16, sendo O o centro do circulo circunscrito, temos

BOD =2(BAD =90° e BO=OD=r, donde 16°=r2+r2, pelo teorema de
Pitégoras, elogo r = V128 =8y/2. Assim, adistancia do posto (que deve ficar em O)
aos ninhos seré de 82 metros.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5

Os primeiros niUmeros da seqiiéncia sdo (7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5...) donde vemos
que, exceto pelos 4 primeiros termos, a sequéncia é periddica com periodo 3. Como
2002 deixa resto 1 quando dividido por 3, 0 nimero procurado coincide com agquele
gue ocupa o 7°. lugar na sequiéncia, a saber, 11.

Observacéo:
Para qualquer termo inicial, a sequiéncia construida de acordo com método descrito
no enunciado do problema serd eventualmente periddica, (isto é teremos a, + k = ax

paratodo k = m, para certos val ores positivos de men).

SOLUCAO DO PROBLEMA 6
a) Os palindromos entre 2000 e 3000 sdo da forma 2aa2, onde a € um algarismo.
Logo os préximos quatro seréo 2112, 2222, 2332 e 2442.

b) Como o primeiro algarismo é igual ao Ultimo, um palindromo impar maior que
2002 deve comegar e terminar por um ndmero impar maior ou igual a 3. Logo o
proximo serd 3003.

¢) Um palindromo de quatro algarismos € da forma abba = a + 10b + 100b + 1000a
= 1001a + 110b, que é multiplo de 11, ja que 110 e 1001 sGo multiplos de 11. Logo
0 préximo ano palindromo primo tem no minimo 5 algarismos.

Os menores palindromos de 5 algarismos sao 10001, que é multiplo de 73 e 10101,
que é miltiplo de 3. O proximo é 10201 = 101%, divisivel por 101. O seguinte,

10301, é primo, pois ndo é divisivel por qualquer primo menor que /10301 <102.
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SOLUGOES - NIVEL 3

SOLUCAO DO PROBLEMA 1
Veja a solucéo do problema N°. 5 do Nivel 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2
Segja C acircunferéncia de centro O circunscrita ao poligono A;A,...A,. Os tridngulos

AA 10 (COMA, . 1= A;) S30 isosceles. Sga a; =OA A ,,.
Entdo

D a,+a,=a,+a;=0;+a, =...=a, +a,.

Portanto.

[, =a; =05 =...,
@, =0,=0g=...

&In =a,

Sen for impar, entéo a, =a, =...=a,,, 10go todos os angulos A OA,,, serdo iguais
e o poligono seraregular.
Para n par, ndo € necessario que todos os angulos sgjam iguais.

Escolhendo x # y de modo que x + y = angulo interno = 180(n - 2) e fazendo
n

X:a1:a3 :___:an_11

y=a,=a,=..=a,, obtemos um poligono inscritivel ndo regular com todos os

angulos de mesma medida.

Portanto, para n par = 4, existe um poligono de n lados satisfazendo as condi¢fes do
problema.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3

Sen = 3r, entdo n® -3n” +22=(3r)° - 3[(3r)? + 22 é a soma de um mlltiplo de 3
com 22, logo ndo é multiplo de 3.
Sen=3r+1, entdo
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M =37 +22=(F +1° -F +1*+22=(3)° +3[(@F)" +3[(F) +1-3[@)* -

3[203r) -3+ 22 = (3r)* - 3[{3r) + 20, que também n&o € multiplo de 3.

Finalmente, sen=3r —1, entdo n®* -3n? +22=(3r -1)* -3(3r -1)? +22=

=(3r)® -3[(3r)? +3[3r) -1-3[{(3r)* +3[R[{(3r) -3+ 22=(3r)* -6 [(3r)? +9[3Br +18
gue é a soma de um multiplo de 27 com 18, e portanto € multiplo de 9 mas ndo de

27, logo amaior poténcia de 3 que divide um niimero da forma n® -3n? + 22é 3 =
9. Assim, k € no maximo 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4
Suponha que os dados estédo numerados de 1 an. A probabilidade de que somente o

dado N°. 1 resulteem 2 &

Portanto, a probabilidade de obter exatamenteum 2 é

5n—1 5n—1 5n—1 n-1
= + + ...+ 55—

" Bn 6" 6"

n-1 n
Agoraobserveque P, 2P, = nD5—>(n+1)E-I— = 6n=5(n+1) = n=5.

Paran =15, ocorre aigualdade (Ps = PG), Ps = Pg > P7 >Pg>Py>...e
P <P, <P3;<P;<Ps=Pq
E aprobabilidade é méximaparan=5oun=6.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5
Sgiam M e N os pontos médios de AC e BD e P o ponto médio do lado AB. Ent&o
PM é base média do AABC e PN base média do AABD. Segue que

Sendo X e Y as interseces da reta MN com BC e AD, temos entdo
BXM =PMN =PNM = AYN ou BXM =77— PMN =77— PNM = AYN.
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SOLUQAO ALTERNATIVA:
+ +
Provaremosquese, M = A2C e N= B 2D

com AD e BC. Para isso, como ‘E‘:‘B_C" basta ver que os produtos internos

entdo o vetor MN faz angulosiguais

MN [AD e MN [BC tém o mesmo médulo.
Temos

WDE:(N_M)E(D_A):ngm)_'a‘):(C_B)E(D_A)_“D_Al _

2
:(C—B)E(D—A)—|C—B|2 _(D+B-A-C){C-B)

> ; = (M - N)[{C - B) = -MN [BC

SOLUCAO DO PROBLEMA 6
Ha 3" maneiras de colorir a fileira horizontal superior de palitos. O palito vertical
mais a esquerda da primeira linha também pode ser colorido de 3 maneiras.

Uma vez definidas as cores dos palitos superior € mais a esguerda de um
quadradinho, ha duas maneiras de completé-1o segundo as condi¢fes do enunciado:
se ambos tém mesma cor, ha duas escolhas para a cor dos dois palitos restantes; se
ambos tém cores diferentes, ha duas maneiras de colorir os dois palitos restantes com
estas cores.

Assim, para completar a primeira linha de quadrados h& 3" [B [2" maneiras

Da mesma forma, a cor do palito vertica mais a esquerda da segunda linha de
quadrados pode ser escolhido de 3 maneiras, e ha 2" maneiras de colorir os demais

palitos desta linha. Assim, param = 2, ha 3" [B [2"[B [2" col oragdes possivels.
Analogamente, no caso geral, ha 3" ((3[2")™ =3™™ 2" maneiras de redlizar a
pintura pedida.
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XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Terceira Fase

PROBLEMAS - NiVEL 1

PROBLEMA 1

No quadriculado ao lado estdo escritos todos os
inteiros de 1 a 25. Considere todos os conjuntos

formados por cinco desses nimeros, de modo que,
) - X o 1511 | 9 7 | 10
para cada conjunto, ndo existem dois nimeros que

€stdo na mesma linha ou na mesma coluna. 14112121124 8

a) Apresente um conjunto cujo maior lementoéo | 3 (25|22 (18 | 4

23.
b) Apresente um conjunto cujo maior elementoéo | 20| 19| 6 | 5 | 17

menor possivel.

PROBLEMA 2

No desenho ao lado, a reta t € perpendicular ao
segmento AB e passa pedo seu ponto médio M.
Dizemos que A € 0 simétrico de B emrelacdo aretat
(ou emrelacdo ao segmento PQ).

Sga XYZ um triangulo retangulo de érea 1m*
Considere o tridngulo X'Y'Z' tal que X' é o simétrico
de X em relacdo ao lado YZ, Y' é 0o simérico de Y
em relacdo ao lado XZ e Z' é 0 simétrico de Z em
relacdo ao lado XY .

Calculeaareado tridngulo X'Y'Z'.

PROBLEMA 3

Um parque tem a forma de um quadrilatero e possui
oito portdes de entrada: um em cada vértice do
quadrildtero e um no meio de cada lado. Os portbes
foram numerados de 1 a 8, de forma que a soma T dos
nimeros em cada lado € a mesma para os quatro lados.
Apresente um exemplo de numeracdo dos pontos para
cada um dos possiveisvaloresde T.
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PROBLEMA 4
Sete moedas estdo dispostas em circulo, com a coroa
visivel.

a) Mostre que é possivel, virando-se cinco moedas
consecutivas de cada vez, fazer com que todas
figuem com a caravisivel.

b) Mostre que ndo é possivel, virando-se quatro moedas
consecutivas de cada vez, fazer com que todas
figuem com a caravisivel.

PROBLEMA 5

Sdo dados um tabuleiro de xadrez (8 x 8) e palitinhos do tamanho dos lados das
casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada jogada, um dos jogadores
coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do tabuleiro, sendo proibido
sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1 x 1 de palitinhos.
Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois jogadores tem a estratégia
vencedora, ou sga, consegue vencer independentemente de como jogue seu
adversario?

PROBLEMAS — NIVEL 2

PROBLEMA 1
Veja o problema N°. 2 do Nivel 1.

PROBLEMA 2
Mostre que, entre dezoito inteiros consecutivos de trés algarismos, sempre existe
algum que édivisivel pela soma de seus algarismos.

PROBLEMA 3

Sdo dados um tabuleiro quadriculado m x n e palitinhos do tamanho dos lados das
casas. Dois jogadores jogam alternadamente e, em cada jogada, um dos jogadores
coloca um palitinho sobre um lado de uma casa do tabuleiro, sendo proibido
sobrepor palitinhos.

Vence o jogador que conseguir completar primeiro um quadrado 1 x 1 de palitinhos.
Supondo que nenhum jogador cometa erros, qual dos dois jogadores tem a estratégia
vencedora, ou sga, consegue vencer independentemente de como jogue seu
adversario?
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PROBLEMA 4

Uma mistura possui 0s componentes A e B na razdo 3 : 5, uma segunda mistura
possui 0s componentes B e C na razdo 1 : 2 e uma tercera mistura possui 0s
componentes A e C narazdo 2 : 3. Em que razdo devemos combinar a 1°% 2% e 3%
misturas para que os componentes A, B e C aparegamnarazdo 3:5: 2?

PROBLEMA 5

Seja ABC um tridngulo inscrito em uma circunferéncia de centro O e P um ponto
sobre 0 arco AB que ndo contém C. A perpendicular tracada por P a reta BO
intersecta AB em SeBC em T. A perpendicular tragada por P a AO intersecta AB em
QeACemR

Prove as duas afirmacfes a seguir:

a) PQSéumtriangulo isosceles
b) PQ?=QRI[ST

PROBLEMA 6

Segja n um inteiro positivo. Definimosgb(n):%—LE%—iEJ..%—iE},
Py P, Pk

onde p,, P,,..., P SA0 os fatores primos distintos de n. Prove que para todo m = 1,
existenta que ¢(n)=m.

Obs: m=1[2[..0Om.

PROBLEMAS - NIVEL 3

PROBLEMA 1

Mostre que existe um conjunto A formado por inteiros positivos tendo as seguintes

propriedades:

a) Atem 2002 elementos.

b) A soma de qualquer quantidade de elementos distintos de A (pelo menos um)
nunca é uma poténcia perfeita

Obs. Uma poténcia perfeita € um nimero da forma a°, onde a e b sfo inteiros
positivoseb > 2.
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PROBLEMA 2

ABCD € um quadrilatero convexo e inscritivel e M é um ponto sobre o lado CD, tal
que o tridngulo ADM e o quadrildtero ABCM tém a mesma &ea € 0 mesmo
perimetro. Prove que ABCD tem dois lados de comprimentos iguais.

PROBLEMA 3

Numeramos as casas de um tabuleiro quadriculado m x n, onde m, n = 2, com 0s
inteiros 1, 2, 3,...,mn de modo que, paratodoi < mn-—1,ascasasi e i + 1 tenham
um lado em comum.

Prove que existei < mn—3tal queascasasi e i + 3 tém um lado em comum.

PROBLEMA 4

Definimos o didmetro de um subconjunto ndo vazio de {1, 2,..., n} como a diferenca
entre seu maior e emento e seu menor demento (em modul o).

Calcule a soma dos didmetros de todos os subconjuntos néo vaziosde{1, 2,..., n}.

PROBLEMA 5

Temos um numero finito de quadrados, de &reatotal 4. Prove que é possivel arranja-
los de modo a cobrir um quadrado de lado 1.

Obs: E permitido sobrepor quadrados e parte deles pode ultrapassar os limites do
quadrado a ser coberto.

PROBLEMA 6

Arnaldo e Beatriz se comunicam durante um acampamento usando sinais de fumaga,
as vezes usando uma nuvem grande, as vezes uma pequena.

No tempo disponivel antes do café da manhd, Arnaldo consegue enviar uma
seguiéncia de 24 nuvens. Como Beatriz nem sempre consegue distinguir uma nuvem
peguena de uma grande, ela e Arnaldo fizeram um dicionario antes de ir para o
acampamento. No dicionério aparecem N segliéncias de 24 tamanhos de nuvem
(como por exemplo a seqiéncia PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP, onde G
significa nuvem grande e P significa nuvem pequena). Para cada uma das N
sequéncias, o dicionario indica seu significado. Para evitar interpretacBes erradas,
Arnaldo e Beatriz evitaram incluir no dicionario sequéncias parecidas. Mais
precisamente, duas seqiiéncias no dicionario sempre diferem em pelo menos 8 das 24
posicdes.

Demonstreque N <4096 .
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SOLUGOES - NIVEL 1

PROBLEMA 1: SOLUQAO DE MARCIO H. MORAES FERNANDES (RIO DE JANEIRO - RJ)

Das informacdes dadas pel o problema conclui-se a seguinte propriedade:
Propriedade:

Como dois nimeros ndo podem ficar na mesma coluna ou na mesma linha, sendo
gue para formar um conjunto sao precisos 5 nimeros e sabendo que o quadriculado
possui 5 linhas e 5 colunas, cada nimero do conjunto tem que ocupar uma linha e
uma coluna e consequentemente, cada linha e cada coluna estaréo ocupadas por um
nimero do conjunto a ser formado.

A) A resolugdo mais simples para que dois nimeros ndo se encontrem na mesma
linha ou ha mesma coluna sdo as diagonais. Na diagonal do nimero 23, apenas o
nimero 25 é maior que este. Assim peguei todos os nimeros da diagonal menos
0 25 quetive que substituir pelo 3 (que estava huma coluna que ainda ndo usara)
e assim ndo pude utilizar o 20 se ndo repetiria a coluna, dessa forma o Ultimo
nimero foi 0 19 que estava em linha e coluna que ndo utilizei. Conjunto
A={23,7,21, 3, 19}. O conjunto A é a solucdo para o item a).

B) O menor nimero que pode ser maior no conjunto de 5 niUmeros €0 5. Assim, fui
eliminando os nimeros na sequiéncia. O nimero 5 pode ser descartado porque o
4 e 0 3 estdo na mesma linha e para fazer o conjunto sendo 5 o maior, os dois
teriam que ser utilizados. O nimero 6 pode ser descartado porque na 4% coluna
da esquerda para a direita, 0 Unico nimero menor que 6 estéa na mesma linha que
ele. Se o nimero 7 for usado, o Unico nimero menor que e e na segunda coluna,
estard na mesma linha dele. Com o 8, na quarta coluna poderd ser escolhido o 7
ou 5, escolhendo qualquer um, outros nimeros ndo poderdo ser utilizados: O 1
(na segunda coluna) ou o0 6 (na terceira coluna). Com o 9 e o 10, se forem
escolhidos, 0 nimero 1 ndo podera ser utilizado por estar na mesma linha, ndo
restando outro nimero na segunda coluna a ser utilizado. E com o 11 pode se
fazer um conjunto obedecendo a propriedade. Conjunto B = {1, 3, 6, 8, 11}
sendo 11 0 menor nimero possivel.

PROBLEMA 2
Veja a solucéo do problema N°. 1 do Nivel 2.

PROBLEMA 3: SOLU(;AO DE LUCIO ASSAOKA HOSSAKA (CURITIBA - PR)

Os possiveis valoresde T sd0 12, 13, 14 e15pois8<T<16=1+ 8 + 7 (note que
4+5+ 6 <16 éamaior soma possivel de numeros forade{1, 7, 8}).

9 ndo é o valor de T pois 8 deve existir e, usando 3 nimeros, € impossivel fazer com
gue a soma de seu lado sgja 9. O mesmo acontece com 10, ja que ndo se pode usar 1
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e 1. N&o pode, igualmente, ser 11 o valor de T pois 7 e 8 devem existir. O Unico jeito
de 7 chegar a11 com mais dois nUmeros, é 7, 1, 3, pois ndo se pode repetir nlmeros.
O Unico jeito de somar dois nUmeros a 8 com o resultado 11 é 8, 1 e 2. Fazemos
entdo uma ilustracao:

1|8 2

7

3

Restam para colocar, 0s nimeros 4, 5 e 6. E impossivel somar 2 desses niimeros
com 3 resultando 11. Os Unicos valores para T, s8o: 12, 13, 14 e 15.

3|7 2 5| 2 6
120 | 8 4 30| 7 3
115 6 1|8 4
716 1 7|2 6
140 | 3 5 150 | 5 1
4 |2 |8 314 ]38

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE DEBORAH DE SA PEREIRA BELFORT (RECIFE - PE)

a) Para conseguir desviar as sete moedas, foi preciso desvirar as cinco primeiras
moedas, e depois desvira-se as proximas cinco, e algumas voltardo a estar
viradas no lado Coroa. Continuo com este ciclo até chegar o resultado:

= coroa =cara

O
®

@
“o
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.QQ QOO “‘
o 0 9 o 9
(®, 0@ (L

b) De 4 em 4, que é um nimero par, hdo Se consegue as sete moedas viradas.
Virando as moedas de 4 em 4, a quantidade de caras vai ser sempre nimero par; e 7
€ impar.

PROBLEMA 5
Veja a solucéo do problema N°. 3 do Nivel 2.

SOLUGOES - NIVEL 2

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE ANDRE L. RIBEIRO DOS SANTOS (PINDAMONHANGABA - SP)

aXYZ LX'YZ (LAL)O YZ'X2 Y2¥% a
00Xz X'Z'
Logo XZIIX'Z' (olhe os angul os formados pela transversal i‘).
Marque os pontos B e C no segmento XZ , como mostra a figura.
Sga m aaturado ABY'C, emrdacdo a Y'. Prolongue A; até encontrar o

segmento X 'Z', formando 90° em A,.
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Agora, noteque Y'A, éaadturado aZ'Y' X", emrelagﬁoa\?.
Chameamedidade XZ de yO med(XZ3 ¥ med(X'Z").
Chameamedidade YA de h(l med(YAF h

\E éaadturado aZYX , emrelacdo a Y; portanto h= Y_AL 2% gue € a atura
correspondenteno aZ 'YX .

Como Y ésimétricoaY' emrelagéoaﬁ, entdo YA =
AssmY'A =YA =YA, =h,

Areado . Xv7 =%= XZ YA _ _yh

>\
3

2 2
yh _
Logo — =
9 2
Areado , X 'y 7 _bh _X'Z'DV'A, _
2 2
_XZE(Y'A1+YA1+YA2) yQh+h+h) _3yh
B 2 2 2

De YN yh -1Q 3yh 3
2 2
Areado AX'Y'Z'=3m>.

PROBLEMA 2: SOLUGAO DE EDUARDO FISCHER (ENCANTADO - RS)

Um ndmero divisivel por 18 cumpre a condi¢do. Um ndmero assim possui a soma
dos algarismos igual a 9 ou a 18 (27 s6 com 0 999, que ndo é par). Qualquer nimero
divisivel por 18 é divisivel por 9 e 18. Como em cada 18 nimeros inteiros
consecutivos um é divisivel por 18 o problema esta resolvido.

Resp. Entre quaisquer 18 inteiros consecutivos, um € divisivel por 18. A soma dos
algarismos de um miltiplo de 18 (com 3 algarismos) € 18 ou 9.

Em qualquer caso, o nimero € divisivel pela soma dos algarismos.

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE ANDRE L. RIBEIRO DOS SANTOS (PINDAMONHANGABA - SP)
Para preencher todos os quadrados do tabuleiro, precisamos de um nimero impar de
palitos, se as paridades de m e n forem diferentes; ou de um nimero par de palitos, se
as paridades forem iguais:

i) m e n sdo de paridades diferentes: o primeiro jogador coloca o primeiro palito na
posicao central do tabuleiro e imita espelhadamente *(em relagdo ao palito) as
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jogadas do adversario. Havera uma hora em que todos os quadrados seréo ocupados
com 2 palitos e sera a vez do segundo jogador. Este por sua vez preenche um dos
guadradinhos com o terceiro palito e o primeiro jogador o completa em seguida,
vencendo o jogo.

ii) m e n sdo de paridades iguais: 0 segundo jogador copia as jogadas do primeiro,
espel hadamente*, quando sobram todos os quadrados preenchidos com 2 palitos € a
vez do primeiro jogador, este preenche um quadrado com o tercero palito, e o
segundo jogador 0 completa ganhando o jogo.

*espelhadamente: como se estivesse olhando para um espelho, tem a mesma
profundidade mas é invertido lateralmente. Exemplos:

par x par impar x impar fmpar x par

C C A C central

central

Em todos os casos A esta espelhando a B e C esta espelhando D.
Se m e n tem a mesma paridade 0 segundo jogador ganha, se tem paridades
diferentes o primeiro ganha.

PROBLEMA 4: SOLUQAO DE THOMAS YOITI SASAKI HOSHINA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Temos na mistura:

ID§AeD§B
8 8

"o lBeD gC
3 3

o gAeD §C
5 5

Queremos que na mistura

(\VAR! EA, 1B eEC
10 2 5

Sepegarmos x dal, ydall ezdalll teremos:
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Al §X gz
? 2 10 | 15x+162=12

B §y gx 4]29 15x+8y =12 >y:22
2 3 10y+9z=3

Cl—-y -2z é
3" 5 5

Y 29 29

Teriamos que :£ e z:i logo X:@

=29 29’ 29

X:y:z2=20:6:3.

PROBLEMA 5: SOLUCAO DE THOMAS YOITI SASAKI HOSHINA (RIO DE JANEIRO - RJ)

X
a) Chamemos PC}S dea, IogoQAM =90°—-a esendoa ABO isosceles
ABO=90°-q , entfio PQ =a.
Logo aPSQ éisosceles.

b) Agora chamemos PAQ =y e OBC = [3 teremos ent&o que, como

BPS=BXP =PAB =y, aAPQ DaPSB,IogoP=§:|;=§D@P_S: AQI BS
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= ma_~se - AQ_ST
Basta apenas provar Al S=0RBT ou — =—
PP Q R BS
Pdo 2AQM, sena =M nag AM
AQ sena
Pdo s AQR, — 3R - AR on  AR[COSS
sen(90-pB) sena sena
Logo A_Q :_AM
QR ARI[tosp
AM
cos(a - fB) =—
sla - B) AR B B
PeloBST, ST _ BT gz BTcosla-p)
sen(90°—a + ) sena sena
PeloaBN, sena =N OBs: BN
BS sena
Logoi—B CC&—B)’ cosf =—
BS BN
AM _ BTcos(a - ) AM _BTcosp
ARI[¢osf3 BN ARcos(a - B) BN
cos(a - ) _ cosp 1=1
cos(a -B) cospP '

PROBLEMA 6: SOLUCAO ADAPTADA DE GABRIEL BUJOKAS (SAO PAULO - SP)
Seja p; 0 i-ésimo primo positivo.

¢(p Opy CL.OPY) = pi ™ O3 OP7 (P, =D)...(p, —1); com n,g OZ! (isso
vem diretamente da férmula). Entdo basta escrever M! da forma ao lado direito da
igualdade. Para M pequeno é facil.

11=2°[02-1) =¢(2)
21=2[2-1) =¢(4)
31=2°3(2-1)(3-1) =¢(18)

EUREKA! N°16, 2003
35



Sociedade Brasileira de Matematica

41=2°3"(2-1)(3-1) =¢(72)
Agora utilizarei indugdo. Seja p, =50 n-ésimo primo. Suponha que para todo
k< p, k! possa ser escrito na forma acima utilizando apenas primos menores

que p, na fatoragdo. Entdo (p,—2)!=¢(pi by L.0p:)  implica
P! = Po(Pa ~D)(P, ~2)! =¢(p?) Up, ~2)! =p(p PF... (B [P2). Paraos m
com p,<m<p,,, e um produto de primos menores ou iguais a p,, donde
m! =m{m-1)! também é da forma acima. Conclusdo: Paratodo M existeum N tal
que M!=¢(N).

SOLUGOES - NIVEL 3

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE THIAGO MORELLO PERES (RIO DE JANEIRO - RJ)

Por absurdo, suponhamos a inexisténcia da sequiéncia satisfazendo o item b.

Sgja p um nimero primo maior que 2005003. Sga uma seqiéncia a progressdo
aritmética de primeiro termo p earazéo p:

A={p,2p,3p...,2002p}

Assim qualquer soma é do tipo n [p com n < p até mesmo para a soma total:

0 dl+ 2002) (2002 _ 0 (2005003

2
Garante-se assim, que a soma nao € poténcia perfeita, quaisquer que sgam as
parcelas desta.
Como este exemplo ndo confere com a suposicdo, esta € um absurdo e, portanto
existem seguéncias satisfazendo os itens a e b simultaneamente. cqd.

PROBLEMA 2: SOLUCAO DE ELDER RODRIGO B. CAMPOS (RIO DE JANEIRO - RJ)
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* 2p(AADM ) =2p(mABCM) = at+b+e+k =c+d +k = c +d =a +b +e(l)
.S(DABCD):(d+e)csen9+absen 6_
2 2
cd sen 6

* S(AADM) = — [ora, se S(AADM) = S@ABCM) e
S(AADM) + S(tABCM ) = S(mABCD) [0 S(wABCDF 23 ADM )=
(d+e)csen 8 +absen 8 =2cd sen 6 = ec+ab =cd -

(I ab=c(d-e).De(l):b+a-c=d-e

() emih O ab c(& b c ab ae be c*
a(b-c)=c(b-c)0 b c ouxs c

Logo, o ABCD tem dois lados de mesmo comprimento. cgd.

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE HENRIQUE CHOCIAY (PINHAIS - PR)

A numeracéo da tabela pode ser comparada com o preenchimento de uma malha de
pontos, observe:

Ex.: Tabda3 x 4

1112

10 1 p»

o4 U4 b

O« 8 ¢ 7 <«

Malha 3 x 4

Inicio

O preenchimento da tabela é andlogo a tarefa de passar por todos os pontos da malha
com uma linha Unica (sem "quebras’ ou bifurcacoes).
A ocorrénciadei ao lado de (i + 3), por sua vez, é andloga as figuras:
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i i+1

*~—o A d
————o L[] 3 'Y _ °
i+3 i+2 o ' '

na malha.

O problema torna-se, entdo, provar que € impossivel preencher a tabela sem realizar
uma dessas figuras. A malha é formada por (m — 1)(n — 1) quadrados de 4 pontos
proximos, os quais terdo alguns de seus lados preenchidos ao fim do preenchimento.
Se houver quadrado com 3 lados pintados, havera

i i+3

Ouiaolado dei + 3.

O total de lados dos quadrados (com multiplicidade) €4m—1) Qn-1) = t,

Para fazer a linha, efetuamos (mn — 1) riscos, que podem preencher lados de 1 ou de
2 quadrados.

» Seorisco for feito na lateral da malha, preencherd apenas 1 lado de quadrado.
Exemplo:

T AL,

* Seorisco for feito no "miolo" da malha, preenchera dois lados de quadrado.
Exemplo:

Supondo a distribuicdo mais homogénea de lados preenchidos, cada quadrado tem o
mesmo nimero de seus lados preenchidos.

Se 0 nimero de lados preenchidos por riscos for maior que a metade do total de
lados de quadrados, havera com certeza um quadrado com 3 lados riscados.
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Ne > L
O ndmero de lados preenchidos por p riscos lateraisé(p (L) = p
O ndmero de lados preenchidos por (mn — 1) —p riscos no meio € 2(mn—1) — 2p
O numero total deriscos & [2(mn—1) —2p] + (p) = 2mMn—p—2=N°
O ndmero maximo de riscos laterais &

n pontos 2m-1)+2(n-1)-1
o Pra = 2mM+ 2n—5
n-1
i i riscos/lados
I m — 1 riscos I

O nimero minimo de lados preenchidos é 2mn — Py —2=2mn—-2m—-2n+ 3=
=N°min.

Se N°min >%,ficaprovado quehéI—] (ou similar) ei aolado dei + 3

2mn—2m—2n +3 >w
2mn—-2m-2n +3 >2mn —2m —2n +2

3>2
O nimero de lados preenchido € maior que a metade do total de lados.

HélI—1 eportanto hai ao lado dei + 3 para qualquer tabda.

PROBLEMA 4: SOLUCAO ADAPTADA DE RODRIGO KENDY YAMASHITA (SAO PAULO - SP)

Sejam m e M as somas dos € ementos minimos e maximos dos subconjuntos. Como
o didmetro de um conjunto é definido como a diferenca entre seu maximo e seu
minimo, a soma desejada é igual a M —m. Note que podemos incluir os subconjuntos
unitérios, ja que seus maximos e minimaos coincidem.
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O nimeo k,1<k<n, é demento minimo dos subconjuntos da forma
{k} O A sendo A um subconjunto de {k +1, k +2;...;n}. Logo k é eemento minimo
de 2" subconjuntos.

n n-1
Consegiientemente, m= Z' k2" = g (n—-k) 2.

Contemos o numero de subconjuntos de diametro k. Sga a 0 minimo de um desses
subconjuntos. O seu maximo é, entdo, a + k. Assm, a+k<n < a<n-—k. Logo
podemos escolher a de n — k maneiras. Como ha k — 1 nimeros entre a e a + k,
podemos escolher os demais elementos do subconjunto de 2™ maneiras. Logo ha
(n—-k) [2* subconjuntos de diametro k. Como h4, no total, 2" —n —1subconjuntos
Nao vazios e ndo unitarios,

n-1 n-1 n-1

Z'(n—k) 2'=2"-n-1 2;(n—k) 2" =2""-2n -2 Zl(n —K) 2 =

n-1
=2"-2n-2 - Zj(n —k) @ =2"" -2n =2 +n =2"" | 2

Logo m=2""-n-2.

Para calcular M, basta observar que podemos associar cada conjunto
A={a;a,;..;a,} a conjunto f(A)={n+l-a;n+l-a,;..;n+l-a}, de
modo que sea = min A entdo n+1—a =max f (A). A funcdo f é claramente uma
bijecdo. Logo, como ha 2"-1 subconjuntos nao vazios,
M=(n+){(2"-)-m =M -m=(n+) 2" -n 1 2m =M -m =

=(n+)2"-n-1-2[R"™ -n -2) =(n 3) &' n 3.

PROBLEMA 5: SOLUCAO DE RAFAEL DAIGO HIRAMA (CAMPINAS - SP)
Podemos supor entdo que os quadrados tém lado menor que 1, caso contrario € sO
posicionar o quadrado de 1 ou mais sobre o quadrado a se cobrir.

Vamos classificar os quadrados como do tipo Qk tal que o lado do quadrado sgja
menor que % emaior ou igual a 2—%( .

Setivermos um Qg acabou, pois ele terd lado maior ou igual a 1 e pronto.

Caso contrario vamos dividir o tabuleiro em 4 partes iguais. Cada uma tem lado 1/2,
ou sgja, é satisfatoriamente coberto por um Q, cada um. Entdo se posiciona todos os
disponiveis. Setiver pdo menos 4 Q; acabou.
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Caso contrério os que sobraram devem ser divididos em 4 e preenchidos por quantos
Q, tiverem. E assim sucessivamente até preencher o tabuleiro.
Exemplo:

ra elle||le||le

e
A

'\jA i @
o | | Q2 bz EI x

Agora, para provar que isso sempre é possivel basta provar que a area total dos
guadrados usados é menor que 4. Assim, ja que o modo de preenchimento pede "use
tantos do Qx quanto existirem", se sobrar buraco ou esqueceu-se de usar um
guadrado em um passo anterior ou falta usar os quadrados menores.

Para isso vamos ver o desperdicio de cada quadrado, ou sgja, quanto do quadrado
nao usamos para preencher a area de interesse (por exemplo, o desperdicio de um
quadrado Qs a0 ser colocado sobre um tabuleiro de lado 1/8 é o quanto do quadrado
ficara de fora desse tabuleiro, mesmo que esse resto estgja sobre outra parte do
tabuleiro total de vai ser contado como desperdicio).

. . . 1 .
Vejamos, como sempre usamos Q para cobrir um tabuleiro de lado —-, a area do
2

.1 L. 1 - .1 .
Qé P no maximo e —.-no minimo e a do tabuleiro e Pk logo o desperdicio

. 1 1 3 L. . e
€ de W_Zw :F Nno maximo, isso prova que o desperdicio ndo passa de
3

2k
ZT = 3 vezes da areapreenchida, ou sga, é desperdicado no total no méximo 3/4
ﬁ

da &rea dos quadrados utilizados, ou sgja, 1/4 pdo menos é utilizado. Como o total
da &ea dos quadrados é 4, a &ea utilizada € pelo menos 1, 0 que termina o
problema.
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PROBLEMA 6: SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (RIO DE JANEIRO - RJ)
Definicdo: A distancia entre duas palavras p e q € o nimero de posi¢des em que duas
palavras diferem (simbolo: d(p, )).

Teorema 1: d(p, q) + d(q, r) = d(p, r).

Prova: Sga A, 0 conjunto das posicdes em que a e 3 diferem. Entdo o teorema
equivale a #(A ) +#(D, ) 2#(D, ). Mas A, =(Q, D ) 4 ,nA ), pois
S0 ha dois tipos de nuvens, logo p er sdo iguais nas posi¢des onde ambos diferem de
o Mas A, nl, A D, logo #A,)=#AD,, D . # A F
=#A,,) +#(L,) —2#(D,, n 4, ), enossaafirmacdo equivalea #(A ,, n A, )= 0,
obviamente verdadeiro.

Definicdo: A palavrareal mais proximaauma palavraq éapalavrap que:

i) Pertence ao dicionario.

i) Minimiza a distancia entre p e q.

(se existir mais de uma palavra que atendei) eii) todas das sGo mais préximas).

Defini¢do: A vizinhanca de uma palavra p pertencente ao dicionario € o conjunto de
todas as palavras mais proximas ap (simbolo: ).

Teorema 2: Toda vizinhanga de uma palavra p contém todas as palavras cujas
distancias até p sam menores ou iguais a 4.

Prova: Sga q tal que d(p,q)<4mas qle,. Entdo qlle, para r pertencente ao
dicionério. Isso implica d(q,r)<d(p,q) <4, logo d(p,r)<d(p,g)+d(qr)<4+4=8,
absurdo, pois p er ndo poderiam estar simultaneamente no dicionéario.

Teorema 3: Toda palavra p pertence a no maximo seis vizinhancas.

Prova:  Suponha  que pDequ EN EN EN EN EQ &, Como
d(g.,9;) <d(p.q)+d(p.q;).d(q.q;) <8. Como d(q.q;) 28, d(q,q;) =8.
Como d(p,q)=d(p,q;),d(p,q)=4,00 {1...,7}. Como cada palavra so tem

24 nuvens, existem duas palavras (g, e ¢, sem perda de generalidade) tais que

qul nquz Z@. Mas entdo, pelos argumentos do teorema 1,

d(q, @) =d(p.q) +d(p.qp) —2#(4,, N4, )0 d(q.03 8 2# A 3 8 2% 6
absurdo, pois g; e g, ndo poderiam pertencer simultaneamente ao dicionério.

N é maximo quando todas as palavras distam no maximo quatro da palavra do
dicionario mais préxima a ela e todas as palavras que distam exatamente quatro da
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palavra do dicionario mais préxima pertencem a seis vizinhancas ja que isso
caracteriza a formacao mais densa possivel, devido ao seguinte teorema:

Teorema4: pUen &, 11 d(p®) d(pF) 4

Prova: Suponha que d(p,q) =d(p,r) <4 (aiguadade é obrigatéria pela definicéo
de vizinhanga). Entéo d(q,r) < d(p,q)+d(q,r) <4+4 =8, absurdo, pois as duas
palavras ndo poderiam pertencer simultaneamente ao dicionario.

Porqué isso valida nossa afirmacéo acima? Porque nenhum ponto que dista trés ou
menos ao ponto mais proximo pertence a mais de uma vizinhanca. Assim, o arranjo
descrito acima € 0 mais denso, pois todas as palavras que ndo pertencem ao
dicionario estéo sempre cercadas por palavras do dicionario (pertencem sempre ao
nimero méximo de vizinhancgas).

Nas circunstancias acima descritas #(€,) =#(g,) para todo p e g (pois
Cy, +C;, +C2, +C5, +C,, € constante e igual a #(g,)por (1)). Além disso,

ED#(sp) , onde D é o diciondrio, seria 2**, mas ndo, é pois as palavras que distam

quatro de uma palavra no dicionério sdo contadas seis vezes. Vamos achar entéo n'p ,
com um fator de correcéo apropriado:

nl = ngt +024 +Cz4 +C§4 +Cz4 <+—d=4

/TTT

d=1 d=2 d=3
(propna Vamos contar s6 uma vez!

palavra)
10626

n, =1+24+276 +2024 + =4096 (que coincidéncial)

Mas até agora consideramos o melhor caso — ha algum desperdicio de palavras
envolvido. Logo algumas vizinhancas s8o maiores do que sdo no caso ideal. Por isso,

n, = 4096 em geral.
Assm 2* >24096N =2”N 0O N 2= 4096.
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XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1

A fungdo f :(-1+w) —» R écontinua e derivavel.

Sabe-sequef(0) = 0, f'(0) =aequef(x + 1) = e ™ paratodo x> — 1.
Calculef '(3).

PROBLEMA 2
SgaAamatrizreal n x n

gy x “H
X Xx+y X 0
Ao . 8
b x e xeyE

Diga para que valores dex ey amatriz A éinversivel ecalcule A%,

PROBLEMA 3

24+1+x-
Calcule f VXXl
TUXZ +1+x+1

PROBLEMA 4
Determine todos os valores inteiros positivos de m para os quais o polinémio
(x+ D)™+ X"+ 1 édivisivel por (¢ + x + 1)

PROBLEMA 5
Jogamos 10 dados comuns (com 6 faces equiprovaveis numeradas de 1 a 6).
Calcule a probabilidade de que a soma dos 10 resultados sejaigual a 20.

PROBLEMA 6
Considereacurva C ={ (x, y) D]R2|y2 =x3 - 43x +166} .

a) Sga Q = (a, b) um ponto de C. Suponha que a reta tangente a C no ponto Q
intersecte C num Unico outro ponto, Q'. Determine as coordenadas de Q'.

b) Seja Py = (3, 8). Para cada inteiro ndo negativo n, definimos P, .1 = P, 0
ponto de intersecdo de C com a retatangente a C em P,,. Determine Pygo,.
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SOLUGAO DO PROBLEMA 1
Derivando aequacio f(x+1) =e'™ temos f'(x+1) = f'(x)[&'™.
Assm f(1)=e’=1 f')=f'0)=&'©=a

f(2Q=€e'=¢ f'Q=f'NE'®=ae

f'3=1'(Qr'® =ac"™

SOLUCAO DO PROBLEMA 2

Sey = 0 todas as linhas sdo iguais e a matriz ndo éinversivel. Senx + y = 0 asoma
das n linhas é 0 e portanto a matriz novamente € ndo inversivel. Vamaos mostrar que
se nenhuma destas duas condi¢des ocorre a matriz éinversivel.

1 1 .. 10
Se B:% 12 1 s% temos B2 = nB e A = yi + xB.
011 .. 18
TomeC==1-—2>__B,
y y(nx+y)

- S S
AC=(yl +x5)%| w—— BE:I

Comentario (ndo faz parte da solucao)

Encontramos C conjecturando que A™ =ul + vB.

E resolvendo um sistema para encontrar u e v. Pode-se demonstrar antes de tentar
resolver o sistema que A™, se existir, deve ter a forma acima: A”* é uma funcéo
analitica de A, logo um polindmio em A, logo um polindmio em B. Como
observamos que B? é um multiplo escalar de B segue que todo polindmio em B é da
formaul + vB.

SOLUQAO ALTERNATIVA
Vamos resolver o sistema

Ox+y)a, +x, +..+x[@&, =b,
E}x@l+(x+ y)a, +..+ x[&, =b,

O
@, + X[, +..+(x+Yy) @&, =b,
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Somando todas as equagOes, obtemos (nx+y)(a, +...+a,)=(b, +...+b,), donde

X(@y + ot By) =
,+ha) =X

Diminuindo essa igualdade da j-ésima equacao, obtemos
y@&; =b, - (b, +..+b,) & caso
nx +y
y#0a=— X p- SOy, X
y(nx+y) y(nx+y) y(nx+y)
n-DHx+y =X =X H
0 Y(nx+y) y(x+y) 7 y(x+y) O
Assim, E - X (n-Dx+y - X E
At= Ey(nx +y) y(nx +y) y(nx+y) El
o : : 0
o -x - X (n-YHx+yO
Hymx+y)  yvinx+y) y(x+y) H

Note que, senx +y =0, o sistema ndo tem solucdo se b, +...+ b, 20,6 sey=0, 0

sistema ndo tem solugdo se b; -

X (b, +...+b,) #0 paraalgumj . Em nenhum
nx+y

desses casos A éinvertivel.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3
2
Sga f(x) =YX *1*X~1 Racionalizando, temos

VX2 +1+x+1
WxZ +1+x-DRX* +1-x-1 %Jx +1-1
f(x) = E EZ ,logo f(=x)=-f(x), para

(X% +1) - (x+1)?

todo x, e portanto, J‘l f (x)dx=0.
-1

SOLUQAO ALTERNATIVA
VX2 +1+x-1
VX2 +1+x+1

sec’6dB, e como tan? 6 +1=sech (para__2"<e <g), obtemos

Vamos achar uma primitiva def: Em I dx fazemosx =tan g, dx =

J.wceﬂane ~1 4ec2p dO =
secl +tanf +1
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1+ sen@ —cosf

I de.
cos? B(1+ senf + cosB)
_ 52
Fazendo tanQ: z, do = 2dz , senf = 2z ,c0s@ = 1-z , obtemos
2 1+27° 1+ 2% 1+2?

27 +2z O+ 20 2dz _ 27(1+7%)dz

12+22 % z%1+z _I (1-2°)?

Buscando A, B, C, D tais que A + B + C + D :22(1+22)
1+z (+2° 1-z (1-2* (@1-7°)°

+B+A2(1-2°+(C+D-C2)(1+2%= 271+ 7), dondeA-C=2,B—A+D-C

=0,-A-2B+C+2D=2,A+B+C+D=0.Assm D=-B,C=-A,logoA=1,

C=-1,D=1B=-1L

, obtemos (A

22(1 z) 1 1 )
Assim, [ = gz= - - = —In(1-
I In(1+z)+1+z+ln(1 Z)+1—z In(l-2°)+—

. . - 7 . BEE
Quando x variaentre—1e1, 8 variaentre e e 7 donde z varia entre —tanD8 .
e tant-01 Temos tan 27E= ETH - J2 -1 dondezvariaentre1-2 e

08 LC 8 1+Cos%ﬁ 2+f
J2-1. Assim, aintegral € |- 22+ < 2 */_‘1:01 pois (v2 -1)% = (1-+/2)2.
1-221-42
SOLUCAO DO PROBLEMA 4
Sga a):_?1+i uma raiz de X + x +1. Para que (¢+x+ 1)? divida

(x+ D)™+ x"+ 1 =P(x), devemoster P(w) =0eP'(w) = 0.
Assim, (w+)"+w"=-1em(w+D)™* +w™?) =0.

iv/3

Temos que w+1:§+— étal que (w+1)? =we (w+1)°*=-1.Comowew+1
sS40 raizes sextas da unidade, 0 comportamento se repetird com periodo 6.

Assim, (w+1D)™ +w™ =0 equivdlea (w+1D)™* = - = (w+1)**™?  ousga
(w+1)™?2=1, o que equivlle a m = -2 (mod 6). Nesse caso, temos
(W+)" +w" = (w+D* +w=w? +w=-1 donde as duas condi¢cdes sdo

satisfeitas. Assim, 0s nimeros que satisfazem o enunciado so 0s inteiros positivos
da forma 6k — 2.
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SOLUGAO DO PROBLEMA 5
Devemos encontrar o nimero de solugbes de a, +a, +...+a,, =20, 1<a <6.

O nimero de solugdes de a, +a, +..+a, =20, a 21 € claramente E;E

Devemos agora descontar as solugdes para as quais apenas um dentre os a; €= 7 pois
caso contrario tal soma seria =7 + 7 + 8 L = 22. Assim, basta descontar 10 vezes o
nimero desolugbesde a, +a, +...+a,, =20, 3 27, g 21,

ou de a +a, +..+a, =14, &,a =1, que é E% Assim N:Es?%loﬁsf% ea
9

i

10

probabilidade pedida é p = Eg 9
6

10

SOLUGAO DO PROBLEMA 6

a) De y2 :x3 —43X+166, temos 2yﬂ=3X2 -43 donde ﬂ:&(z _43.
dX dX zy

A equacdo da reta tangente a C passando por (a, b) é

y= * - 43  H,_[Ba° =430, H substituindo em y? = x° — 43x +166 temos
2b 2b H

2 _ 2 _aa3 )
x3—43x+166—H:Ba 43%+2b 3 +43a%2, queterdumaraiz duplaem x = a,

H 2 2b

2 —_— . 7 . -
e cuja soma das raizes é WEZ Assim, 0 outro ponto teré primeira coordenada
2

2
igual a WEZ -2a, € subdtituindo na equacéo da reta, segunda coordenada

iqual a B2 —43% T —43% 20% -3a° +43 _ (133 —43% , 0?9 +129a%

H 2b H 2 % H 2 H 2

b) Usando a formula acima, obtemos P, = (-5, 16), P, = (11, 32), P; = (3, —8), P, =
(-5, — 16), Ps = (11, — 32) e Ps = (3, 8). Assim, a sequéncia (P,) é periddica de
periodo 6, logo Py, =P, =(-5-16).

Observacao: No item b), o fato de P; diferir de P, apenas por uma troca de sinal da
segunda coordenada ja é suficiente para concluir que a seguéncia é periddica de
periodo 6.
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XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e SolugOes da Segunda Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1

Seja'y = P(x) um polindmio de grau 4. Mostre que se existe uma reta (em R?) que
corta o gréfico de P em 4 pontos entdo existe uma reta que corta o gréfico em 4
pontos igual mente espagados.

PROBLEMA 2
n

A=(a;) umamatriz real simétrica nxn tal que a; =1 e Z|aij|<2, paratodo
J:

i0{12,...,n} . Prove que O0<det A<1.

PROBLEMA 3
Sejam A, A,....,A 0{12...,n} conjuntos com |Ai|zg e|An Aj|52 para

k
todoi,j comi# j.Proveque || JA > K
0 k+1
PROBLEMA 4
Determine todas as solugdes reais da equacdo x = \/2 +42-42+x
PROBLEMA 5

Dado x [0 R, definimos Iny(x) =x e para cada k O N, se In, (X) >0, definimos
N, (X) =In(In, (X)), onde In é o logaritmo natural.

Dado n inteiro positivo, definimos k(n) como o maior k tal que In, (n) =1, e a, como
k(n)

I‘! In; (n) = nin(n) OnIn(n) L. dn, , (n).

[

Digaseasérie Z — converge ou diverge.
n= an

PROBLEMA 6
Considere duas elipses no plano R? que se intersectam em 4 pontos. Nestes 4 pontos

trace as retas tangentes as duas dipses, obtendo assim 8 retas.
Prove que existe uma elipse (ou circunferéncia) tangente a estas 8 retas.
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SOLUGOES - NIVEL UNIVERSITARIO

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE FABRICIO SIQUEIRA BENEVIDES (FORTALEZA - CE)
Sga P(x) = ax’ +bx® +cx* +dx +e e sgja £(x) = kx+qareta que o intersecta
em 4 pontos.
Ou sgja, Q(x) = P(x) —£(x) tem quatro raizes.
Queremos mostrar que existe r(x) =tx+s tal que S(x)=P(x)—-r(x)tem
guatro raizes igual mente espacadas.

S(x) = ax* +bx® +cx® +(d —t)x He —s)

=ax’ +bx® +cx? +d'x +e'.

Note que nosso problema é equivalente a dados a, b, ¢ achar d', € tais que

S(X) acimatenha 4 raizes igualmente espagadas.
Primeiro, mostraremos que é possivel escolher d' de modo que S(X) sga

L ~ s -b . , b O = (N
simétrico emrelacdo areta x=—,ist0 €, S -kp=5—+k7, 0K R.
4a Bﬁl—a E %4a IE

Para escrever menosseja u=—.

S(u-k) =S(u +k) = a(u—k)* +b(u —k)® +c(u k)% +d'(u k) +' =
=a(u+k)* +b(u +k)® +c(u +k)*> +d'(u +k) +' =

o a(u* — AUtk +6UPk? —4uk® +K*) +b(U® -3k +3Uk? °) +c(U® 2uk #2) ek =
a(u® +4uk +6u%k? +4uk® +k*) +o(u® +3uPk +3uk® +K%) Ho(Uu® uk K?) 'k =
= 8au’k +8auk® + 6bu’k +2bk® +4cuk +2d 'k =0

ﬁJ . ;—: 0 8aukd - 2bk3§
= (4au’+3pu®+2cu+d") K =0

Basta ento tomar d'= -4au® —3bu® —2cu

O fato de ja existir umareta que intersecta o P(x) inicial em 4 pontos, nos diz
gue a, b, ¢ nos foram dados de modo que Sx) tenha 3 pontos de max/min
locais. (Sendo o gréfico de S(x) seria convexo ou concavo, e qualquer reta o
intersectaria em no maximo 2 pontos).

Logo, o gréfico de Sx) € algo do tipo:
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ou

//\q;

] b \
" 4a

v

Finalmente mudar € significa transladar o gréfico de S para cima ou para baixo.
Claramente podemos escolher um etal que Stenha 4 raizes X, X,e, Xge1 Xge-

Para cada € desses considere as fungfes

f(€) =X, =X
o parar <e<s
9(€) =X ~ e, (ver gréfico)
h(€) = X, = X5

Pela escolhaded', Sésimérico ef(e) = h (e).

f(r)=0,g(r) >0

f(s)>0,9(s) =0

Pelo T.V.l. existe e'[](r,s) tal que f(e") = g(e)).

Neste caso, f(e') = g(e') =h(e"), e este € 0 nosso t& procurado €.

PROBLEMA 2: SOLU(;AO DE HUMBERTO SILVA NAVES (S.J. DOS CAMPOS - SP)

Temos que a matriz A é diagonalizave, pois é simétrica, ou sga:

A=HODOH *ondeH "=H ™" eD é uma matriz diagonal formada peos auto-
valores de A.

Obs. Asmatrizes D e H sdo reais.

Claramente det. A = det. D.

Primeiramente vamos provar que todos os auto-valores de A sdo positivos:

Seja X um auto-vetor de A, i.e, X éumamatriz n x 1, ndo nula, tal que
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x 0
AX = AX X = DE O
a0
EGH
Sqai, tal que 0<|x| = max{|x;|X,|;...;|x,} - Sefosse A <0
terfamos: Ax =a,x +a,X +...+ta, X, <
(A _l)xi =X X T 8 Xy TR g Xy T TR X,
Temos (A -1) x| 2[x| e > ‘aﬂ‘<1D > [axd [x],pois
IE3] IEdl

i<j<n I<j<n

% | = max{|x;...;| %, [} Iogo|xi|s‘(/\ —1)xi‘= Z a; X, SZ ‘aijxj‘<|xi| um

jA
absurdo! Logodet D >00 det A>0.
Claramente um auto-valor de A éumaraiz de P(x) = det (A —xl).
O coeficiente de X" de P(x) é a soma da diagonal principal de A multiplicada por
(1), ousdga, (1) n. Logo a soma das raizes de P(x) (com suas respectivas
— —(-1)""'n
multiplicidades) € ————=n.
-1
Temos: A, +A, +...+A, =nondeos A/'s sdo os auto-valores de A, com A, 20 Ui ;
1 <i £ n. Pela desigualdade das médias, temos:

1:A1+/\2+...+An2m|:|/\{\{\3_1\§ 1

n
Masdet D=AA,.A, <10 det& 1.

PROBLEMA 3: SOLUGAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (S.J. DOS CAMPOS - SP)
. k
Sga |l Ja|=u
i=1

SejaS=;|A|2kd21(l)

Por absurdo, suponha que U <kL1 @ (1)
+
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Seja & quantas vezes os elementos de A aparecem nos outros A, (j #1), por
exemplo, se A ={1,2,3}, A, ={1L2,5 e A ={136}, temos que a, = 4. Temos
a = Z|A nA|

j¢|

ParacadatDU A0 sga b, o nimero de A's que contém t.

i=1

Kk
Lema: Zq = Z b, (b, -1).
= iUa
Prova: Temos que & € quantas vezes aparece cada t [J A emoutros A (] #1i), logo

cada t aparece em (b —1) outros A;, pois by conjuntos contém t, tirando o A, logo
k k
temos (b, —1) outros que contémt. Assim a = ;(h -) 0 Za,: Z(i; (B D).
tl F F

k
Para cada tDU A, existem by conjuntos que contém t, logo cada parcela by —1

i=1

=1

aparece b, vezes em Zlé;(h 1)D logo 231 = Z b (b, -1). cqd.

tDUA
Logo Za_ = Z h? - Z h (noteque b = Z|A|>kd1 pois
tDUA @ UA ot UA tDUA
estamos contando guantas vezes aparece cada elemento). Por Cauchy-Schwarz:
§ D2

Yy 0)2
t[igA

D2 2 32 2 32
%9 ﬁ DZ"‘F :§>k4m >k4m _(K*DKIB
4

U u u kg
k+1

(k Dk” k2” k”(k 1 -D) =

_kOi(k-2
4

-3as zn -y >IN
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k Dh{k —1)
Pelo principio das casas dos pombos, [B;, tal que a, >4  (sendo
k

Yas kn(Iz—l) , absurdo).

k
Logo [h,a,> @ De novo pela casa dos pombos, como & =Z|A nA,|,
1=1

i#]

n(k -1
existeum p tal que|AJ. n Ap|2 ka_—j1>ﬁzgm |Aﬂ A,?| %,absurdo.

Logo U 2L (.
k+1

RROBLEMA 4: SOLUQAO DE MARCIO AFONSO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ)
E, tadificil...vamos tentar uma idéa:

Seja x = 2cosa , com a [(0,77/3) (Ok, poisjase quel < J2< x s\/ZT/é< 2).
Obs: cos20 =2cos’ 0 -1=1-2sen’f

2+x=2(1+cosa) =4cos’(a /2) —~/2 +x =2cos(a /2)

(pois a /2[0(0,mt/6) logo cos(a /2) >0).

V2+x =2cos(a/2) - 2-2+x =2 —2cos(a /2) =2(1 —cos@ /2)) =
=22sen’(a/4) - \2-/2+x =2sen(a 1 4)

(pois sen(a/4) >0).

Logo, x:\/m - Obs.: sen(a/4) =cos(rr/2 -al4)

2+29n(a/ 4) = 2+2co8(t/ 2~a/l 4) =2 [1+oox(r1/ 2 ~al 4)| =2 s’ (74 ~af 8
Portanto, tirando raiz: x = 2cos(rt/ 4 - al 8),i.e

2cosa =2cos(rt/4—-al8) - cosa =cos(rt/ 4 —al 8)

-a=ml4-a/8 -9a/8=mrl4 - a=2m/9
Logo, x=2cos2rr/9 éa Unica solucdo real da equagéo.
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PROBLEMA 5: SOLUCAO DA BANCA
Sejamby =1, b,,, =e* paratodo k 0 N.
Para b, <n<b,,, temosk(n) =k.

k
1
Como a derivada de In,,,(x) é |_l—|n ) = 9g.(x), temos, para cada n,
= j

In,,(n+1) =In,(n) = In””gk (x)dx < g, (n), paratodo n = by, pois gx € decrescente.

1

Assim, = Zh gk (n) Zlnk+1(m+1g)_lnk+l (@b@)
b <Mh., S b <,
1 1
Corno Ink+1(ma)<lnk+l(h< +1)<Ink+l(h<)+§ :E para tOdO k 2 1 €
N (EDaB) 210 (Ba) =1, temos i>% para todo k, donde
a,

b, <N<Dy 1y

ian ZD 2 —Ddlverge

PROBLEMA 6: SOLUCAO DA BANCA

Vamos utilizar coordenadas projetivas (Ref.: "Aplicagbes de planos projetivos em
Teoria dos NUmeros e Combinatéria’ de Carlos Y uzo Shine - Eurekal N°. 15).

Consideremos as duas conicas do problema inseridas no plano projetivo IP’RZ. O fato
de serem elipses significa que essas conicas ndo cortam a''reta do infinito"
z=0.

Lema: Se, A, B, Ce D sdo tais que 3 quaisquer ndo sao colineares, existe
um sistema de coordenadas projetivas no qual A=[1,0,0], B=[0, 1, 0],

C=[0,0,1]eD=][1,1,1]

Demonstracio: Sejam 4&,b,¢,d vetores de R® representando as classes de
equivaléncia de A, B, C e D respectivamente. Como A, B e C ndo sdo
colineares, 4,b ec s l.i., logo existem reais k, |, m tais que
d =kd +lb +m¢. Como d ndo pertence as retas AB, BC ou AC, k, |, m sio
diferentes de zero. Assim, se considerarmos a base ka,lb,m¢ de R*teremos
A=[1,0,0],B=[0,1,0],C=][0,0, 1], D=1, 1, 1], o que provao lema.
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Sejam A, B, C e D os pontos de intersecéo entre as duas dipses. Usando 0
lema, podemos realizar uma mudanca de coordenadas que leve os pontos
-1, 1,1, [-1,-1,-1],[1,-1, 1] e[1, 1, 1] em[1,0,0], [0, 1,0],[0,0 1] e
[-1, 1, 1] como toda mudanca de coordenadas é invertivel, usando o lema
podemos realizar uma mudanca de coordenadas que leve os pontos A, B, C e
Dem[1 1,1],[-1, 1,1, [-1, -1, 1], [1, -1, 1].

Podemos escolher esse novo sistema de coordenadas de modo que as duas
conicas continuem sendo elipses, em relacdo areta do infinito z= 0.

De fato afamilia de cnicas no plano que passam por (-1, -1), (-1, 1), (1, -1)
e (1, 1) é dada pelas equagBes tx* + (1-t)y* =1, t OR ( se t J{0,1} aconica se
degenera num par de retas). No novo sistema de coordenadas temos duas
conicas dessa familiaa. Se uma delas € uma hipérbole, digamos

tx* +(1-t)y* =1, com t > 1, podemos aplicar a mudanca de coordenadas
projetivas que leva[X, Y, Z] em[Y, Z, X] (e, no plano, leva(x, y) em ﬁz,lﬁ):
X X

aimagemde Q = {(-1, -1), (-1, 1), (1, 1), (1, 1)} ainda é Q e aimagem da
_ . t-1)x* > [
hiperbole (tx? + (1—t)y? =1) é aelipse E’(T)erT =13
U U
Assim, temos agora duas conicas que passam pelos pontos de Q tais que, se
uma delas € uma hiperbole entdo a outra é uma elipse. Assim, ou essas
conicas sdo duas elipses ou qualquer reta no plano intersecta uma dessas
conicas. O segundo caso ndo € possivel, pois nesse caso as conicas ndo
poderiam ser imagem de duas elipses por uma mudanca de coordenadas
projetivas, dado que a imagem da reta do infinito, que continua sendo uma
reta, sempre intersecta uma dessas conicas.

Agora, temos duas elipses que passam pelos pontos de Q. Suponhamos que

suas tangentes no ponto (1, 1) sgjam asretas (ax + by =1) e(cx + dy = 1),

coma, b,c,d>0 a+b=c+d=1 Apos aplicarmos uma mudanca de

coordenadas afim do tipo T(x y) = (x/A,y), com A>0, obtemos

duas outras €elipses cujas retas tangentes em T (1, 1) = (1/A,1) sdo

(aAx+by =1) e (cAx+dy =1). As disténcias dessas retas a origem S0,
1

respectivamente, e .
Ja?AZ+b?  \EEA% +d?
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2 _ 2
Temos a’A%+b”*=c’A? +d? c»)\zzdz b2
a’-c

atb=c+dl(a ¢ O d& b 0).

2 _ K2
Assim, tomando A :,/% , eaplicando T(x,y) =(x/A,y)as nossas duas
a“-c

elipses, obtemos duas elipses que se intersectam em quatro pontos de modo
gue todas as 8 retas tangentes as duas elipses nesses pontos estédo a uma
mesma disténcia da origem (por simetria), e logo existe uma circulo tangente
a todas €élas, 0 qual esta contido na unido dos interiores dessas elipses, e
portanto ndo intersecta a imagem da reta do infinito pela mudanca de
coordenadas projetivas que leva as elipses originais nestas, e logo € imagem
de uma elipse por essa mudanca de coordenadas. Essa elipse € tangente as 8
retas do enunciado. Isso resolve o problema.

, Que € postivo, pois

Nota: Os enunciados dos problemas 3 e 5 da segunda fase do Nivel Universitério

OA em vez de

i=1

sairam com alguns erros na prova: no problema 3, aparecia

k k(n)

, €, no problema 5, aparecia |:O|Inj (¥) =x0n(x) in(x) L1. 0, (x)
J

i=1

k(n)

em vez de Ellnj (n) =nth(n) hin(n) L. 0, (n).

e

Agradecemos a Okakamo Kokobongo Matsubashi pela revisdo deste nimero.

e

Errata: No artigo "Reciprocidade Quadratica", de Carlos Gustavo Moreira e Nicolau Saldanha
(publicado na Eureka! N°. 15), onde estd "simbolo de Lagrange" deveria ser "simbolo de
Legendre".
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XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Resultado — Nivel 1 (52. e 62. Séries)

MEDALHA DE OURO

Henrique Ponde de Oliveira Pinto

Salvador - BA

Camila Alves Pereira

Gloria do Goita - PE

Cassio Kendi Takamori

Sé&o José dos Campos - SP

Jéssica Guerra Caldato

Santo André - SP

Vinicius Marques Regitano

Piracicaba - SP

MEDALHA DE PRATA

Mario Henrique Mendonca Castilho

Sé&o Jodo da Boa Vista - SP

Bernardo de Oliveira Veiga

Rio de Janeiro - RJ

Rafael Tupynambd Dutra

Belo Horizonte - MG

Gabrielle Collato Marcelino

Santo André - SP

Maria Fernanda Petri Beto

Sé&o Paulo - SP

Guilherme Philippe Figueiredo

Fortaleza - CE

Cristiano Peres Guimardes

Mendonca- SP

Gustavo Henrique dos Santos Figueiredo

Santo André - SP

Larissa Lais de S&

Sé&o Paulo - SP

Rafael Augusto da Silva Goncalves

Salvador - BA

MEDALHA DE BRONZE

Diogo Bonfim Moraes Morant de Holanda

Rio de Janeiro - RJ

Fernanda S& Leal de Moura Teresina - Pl
Luisa Dias Barbosa Alves Recife - PE
David Francisco dos Santos Serra - ES
Marcos Coppa Gomes Filho Natal - RN

Anderson Vasconcelos Maciel

Fortaleza - CE

Samuel Carvalho Lima Holanda

Fortaleza - CE

Rodolfo de Andrade Marinho Silva

Campina Grande - PB

Franz Biondi Siemon Vitéria - ES
Rafael Sampaio de Rezende Fortaleza - CE
André Vasconcelos Barros Natal - RN
Guilherme Silva Moura Jequié - BA

MENCAO HONROSA

Daniel Luna de Menezes

Jodo Pessoa - PB

Lais Moutinho Medeiros

Recife - PE

Rafael Moura e Sucupira

Fortaleza - CE

Vinicius de Souza Lima e Oliveira

Rio de Janeiro - RJ

Weslen Costa Timoteo

Paulista - PE

Filipe Alves Tomé

Fortaleza - CE

Lays Cardoso Tatagiba

Itaperuna - RJ

Marlon Vieira de Lima Janior

Fortaleza - CE

Lukas Carmona Macedo de Souza

Sé&o Paulo - SP

Alessandro Wagner Palmeira

Guarulhos - SP

Nathdlia Pereira Goncalves

Rio de Janeiro - RJ

Renan Magri

Itapord - PR

Rafael Alcoforado Domingues

Jodo Pessoa - PB

Leticia Duarte Ferrari

Rio de Janeiro - RJ

Lucio Eiji Assaoka Hossaka

Curitiba - PR

Flavia Contartesi

Séo Carlos - SP

Odair Dutra Santana Junior

Botuporanga - SP

Mayara Franco Rodrigues

Araraquara - SP

Artur de Almeida Losnak

Sé&o Paulo - SP

Thaisa Giorno Dantas Rabaneda Lopes Atibaia - SP
Céssio dos Santos Araujo Recife - PE
Amanda Yumi Iseri Uberaba - MG
Tiago Madeira Itajai - SC
Matheus Mello Asuncdo Belém - PA
Luisa Castro Noronha Valinhos - SP
Rafael Ellis Reuben Séo Paulo - SP
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Resultado - Nivel 2 (72. e 82, Séries)

MEDALHA DE OURO

Thomas Yoiti Sasaki Hoshina

Rio de Janeiro - RJ

André Lucas Ribeiro dos Santos

Pindamonhangaba - SP

Vitor Humia Fontoura Salvador - BA
Gabriel Tavares Bujokas Sé&o Paulo - SP
MEDALHA DE PRATA
Guilherme Rodrigues Nogueira de Souza Sé&o Paulo - SP
Douglas Bokliang Ang Cunha Sé&o José dos Campos - SP
Hector Kenzo Horiuti Kitahara S&o Paulo - SP
Guilherme Rohden Echelmeier ltajai - SC
Enzo Haruo Hiraoka Moriyama Sé&o Paulo - SP

Luty Rodrigues Ribeiro

Fortaleza - CE

Eduardo Fischer

Encantado - RS

Rafael Kitayama Shiraiwa

Sé&o Paulo - SP

Thais Viveiro

Sé&o Paulo - SP

MEDALHA DE BRONZE

Caio dos Santos Pereira Gazzola

Belo Horizonte - MG

Rodrigo Augusto Santana

Belém - PA

Rodrigo Viana Soares

Fortaleza - CE

André Linhares Rodrigues

Fortaleza - CE

Fabio Eigi Imada

Sé&o José dos Campos - SP

Rafael Montezuma Pinheiro Cabral

Fortaleza - CE

Pedro Paulo Gondim Cardoso

Salvador - BA

Rhamon Barroso de Sousa

Fortaleza - CE

Lucas Magalhaes Pereira Castello Branco

Fortaleza - CE

Max Douglas Peixoto da Silva

Fortaleza - CE

Renata Mayer Gukovas

Sé&o Paulo - SP

Milena Pinheiro Martins

Teresina - Pl

Anderson Hoshiko Aiziro

Sé&o Carlos - SP

MENCAO HONROSA

Daniel Yoshio Futenma da Silva

Sé&o Paulo - SP

Landerson Bezerra Santiago

Maracanau - CE

José Armando Barbosa Filho

Fortaleza - CE

Danilo Eiki Yokoyama

Sé&o Paulo - SP

Fernando Mizoguchi Gorgoll

Sé&o Paulo - SP

Pedro Thiago Ezequiel de Andrade

Fortaleza - CE

José Robério Xavier dos Santos Junior

Fortaleza - CE

Erick Vizolli Curitiba - PR
Camila Vasconcelos de Oliveira Fortaleza - CE
Raphael Rodrigues Mata Salvador - BA
Adriano César Braga Borges Contagem - MG
Gustavo Eidji Camarinha Fujiwara Sé&o Paulo - SP
Henrique Kenji Formagio Noguchi Sé&o Paulo - SP
André Ikeda Cantdo Curitiba - PR
Paulo André Carvalho de Melo Rio de Janeiro - RJ
Fabio Queiroz Vasconcelos Cunha Salvador - BA
Flaviano Ramos Pereira Junior Belém - PA
Mauro Cardoso Lopes Sé&o Paulo - SP
Luiz Miller Vitéria - ES
Tiago Nery Vasconcelos Sé&o Paulo - SP
Thiago de Azevedo Pinheiro Hoshino Sé&o Paulo - SP
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Resultado - Nivel 3 (Ensino Médio)

MEDALHA DE OURO

Guilherme Issao Camarinha Fujiwara Sé&o Paulo - SP

Féabio Dias Moreira Rio de Janeiro - RJ

Rafael Daigo Hirama Campinas - SP
MEDALHA DE PRATA

Yuri Gomes Lima

Fortaleza - CE

Thiago da Silva Sobral

Fortaleza - CE

Alex Corréa Abreu Niter6i - RJ
Henrique Chociay Curitiba - PR
Antonio Carlos Maldonado Silveira A. Munhoz Rio de Janeiro - RJ
Henry Wei Cheng Hsu Sé&o Paulo - SP

Samuel Barbosa Feitosa

Fortaleza - CE

Larissa Cavalcante Queiroz de Lima

Fortaleza - CE

Bernardo Freitas Paulo da Costa

Rio de Janeiro - RJ

Davi Maximo Alexandrino Nogueira

Fortaleza - CE

Thiago Costa Leite Santos

Sé&o Paulo - SP

MEDALHA DE BRONZE

Einstein do Nascimento Janior

Fortaleza - CE

Eduardo de Moraes Rodrigues Poco Sé&o Paulo - SP
Rafael Tajra Fonteles Teresina - Pl
Felipe Rodrigues Nogueira de Souza Sé&o Paulo - SP
Murilo Vasconcelos Andrade Macei6 - AL

Thiago Braga Cavalcante

Fortaleza - CE

Paulo Ribeiro de Almeida Neto

Ananindeua - PA

Germanna de Oliveira Queiroz

Fortaleza - CE

Juliana Gomes Varela

Fortaleza - CE

Rodrigo Aguiar Pinheiro

Fortaleza - CE

Israel Franklim Dourado Carrah

Fortaleza - CE

Daniel Pessoa Martins Cunha

Fortaleza - CE

Renato Seiji Tavares

Sé&o Paulo - SP

Carlos Augusto David Ribeiro

Fortaleza - CE

Leticia Rosa dos Santos

Rio de Janeiro - RJ

MENCAO HONROSA

Rafael Marini Silva

Vila Velha - ES

Telmo Luis Correa Junior

Sé&o Paulo - SP

Diego Alvarez Araujo Correia

Fortaleza - CE

Vitor Gabriel Kleine

Mogi das Cruzes - SP

Francisco Bruno de Lima Holanda

Fortaleza - CE

Diogo dos Santos Suyama

Belo Horizonte - MG

Anderson Torres

Sé&o Paulo - SP

Larissa Rodrigues Ribeiro

Fortaleza - CE

Marina Lima Medeiros

Fortaleza - CE

Antonia Taline de Souza Mendonga

Fortaleza - CE

Rodrigo Angelo Muniz

Cariacica - ES

Eduardo Paiva Costa

Teresina - Pl

Eduardo Monteiro Nicodemos

Rio de Janeiro - RJ

Thiago Morello Peres

Rio de Janeiro - RJ

Elder Rodrigo Barbosa Campos

Rio de Janeiro - RJ

Thiago Luis Viana de Santana

Rio de Janeiro - RJ

Filipe Rodrigues de Souza Moreira

Rio de Janeiro - RJ

Rodrigo Kendy Yamashita Sé&o Paulo - SP
Jodo Marcos da Cunha Silva Fortaleza - CE
Lyussei Abe Sé&o Paulo - SP
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Resultado — Nivel Universitario

MEDALHA DE OURO

Carlos Yuzo Shine Sé&o Paulo - SP
Humberto Silva Naves Sé&o José dos Campos - SP
Marcio Afonso Assad Cohen Rio de Janeiro - RJ

MEDALHA DE PRATA

Thiago Barros Rodrigues Costa Fortaleza - CE

Carlos Stein Naves de Brito Sé&o José dos Campos - SP
Rodrigo Villard Milet Rio de Janeiro - RJ

Daniel Massaki Yamamoto S&o Paulo - SP

Giuliano Boava Floriandpolis - SC

Fabricio Siqueira Benevides Fortaleza - CE

Eduardo Famini Silva Rio de Janeiro - RJ

MEDALHA DE BRONZE

Tertuliano Franco Santos Franco Salvador - BA

Rodrigo Rogue Dias Sé&o Paulo - SP

Lucas de Melo Pontes e Silva Sé&o Paulo - SP

Thiago Afonso de André Sé&o Paulo - SP

Sergio Alvarez Araujo Correia Fortaleza - CE

Daniel Nobuo Uno Sé&o Paulo - SP

Evandro Makiyama de Melo Sé&o Paulo - SP

Leonardo Augusto Zao Nil6polis - RJ

Bruno Fernandes Cerqueira Leite Sé&o Paulo - SP

Daniel Mourdo Martins Rio de Janeiro - RJ

Daniele Véras de Andrade Rio de Janeiro - RJ

Lucas Heitzmann Gabrielli Sé&o Paulo - SP

Diogo Diniz P.S. Silva Campina Grande - PB

Diégo Veloso Uchda Teresina - Pl

Marcelo Handro Maia Sé&o José dos Campos - SP
MENCAO HONROSA

Gilberto Kirk Rodrigues Rio de Janeiro - RJ

Diogo Luiz Duarte Rio de Janeiro - RJ

Camilo Marcantonio Junior Rio de Janeiro - RJ

Marcio Miranda de Carvalho Teresina - Pl

Marcio Paiva Reis Vitdria - ES

Arnaldo Jodo do Nascimento Junior Duque de Caxias - RJ

Veja a lista de coordenadores regionais na nossa
pdgina ha internet:
www.obm.org.br/coordreg.htm
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AGENDA OLIMPICA
XXV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2¢e3
Primeira Fase — Sabado, 7 de junho de 2003
Segunda Fase — Sabado, 13 de setembro de 2003
Terceira Fase — Sabado, 18 de outubro de 2003 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 19 de outubro de 2003 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 13 de setembro de 2003
Segunda Fase — Sabado, 18 e Domingo, 19 de outubro de 2003

¢

IX OLIMPIADA DE MAIO
10 de maio de 2003

¢

XIV OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL
23 a 30 de maio de 2003
Ica — Peru

¢

XLIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
07 a 19 de julho de 2003
Toquio — Japédo

¢

X OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
25 a 31 de julho de 2003
Universidade Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, Roménia
+

XVIIl OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
13 a 20 de setembro de 2003
Argentina

¢

VI OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
8 de novembro de 2003

*
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