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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Primeira Fase

PROBLEMAS - NIVEL 1

1. Considere dois nimeros naturais, cada um deles com trés algarismos diferentes.
O maior deles s tem algarismos pares e o menor sO tem algarismos impares. O
menor valor possivel paraa diferenca entre eles &

A) 111 B) 49 C) 29 D) 69 E)5

2. Nafiguraabaixo, temos 4 circunferéncias e alguns pontos destacados no interior
dessas circunferéncias. Escolhendo exatamente um desses pontos dentro de cada
uma das circunferéncias, e unindo-os por segmentos de reta que ndo se cruzam,
formamos um quadril&tero. Quantos quadriléteros diferentes seremos capazes de

desenhar nessas condigdes?
Oe
gle
N

A) 4 B) 14 C) 60 D) 120 E) 24

3. Joana escreve a sequéncia de nimeros naturais 1, 6, 11,..., onde cada nimero,
com excegdo do primeiro, € igual ao anterior mais cinco. Joana para quando
encontra o primeiro nimero de trés algarismos. Esse nimero &

A) 100 B) 104 C) 101 D) 103 E) 102

4. Quantos nimeros de dois algarismos ndo sao primos nem multiplos de 2, 3 ou 5?
Al B)3 C)2 D) 4 E) maisde 4

5. No conjunto {101, 1 001, 10 001,..., 1 000 000 000 001} cada elemento é um
numero formado pelo algarismo 1 nas extremidades e por algarismos O entre
eles. Alguns desses elementos sdo nUmeros primos e outros S80 COmMpPOStos.
Sobre a quantidade de nimeros compostos podemos afirmar que:

A) éigua 11

B) éigua a4

C) émenor do que 3

D) émaior do que 4 e menor do que 11
E) é3
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Uma péra tem cerca de 90% de agua e 10% de matéria solida. Um produtor
coloca 100 quilogramas de péra para desidratar até o ponto em que a &gua
represente 60% da massa total. Quantos litros de agua serdo evaporados?
(lembre-se: 1 litro de agua tem massa de 1 quilograma).

A) 15 litros B) 45 litros C) 75 litros D) 80 litros

E) 30 litros

O tridngulo equildtero T a direita tem lado 1. Juntando
tridngulos congruentes a esse, podemos formar outros
tridngul os equil&eros maiores, conforme indicado no desenho

e N

Qual éolado do tridngulo equilétero formado por 49 dos trigngulos T?
A)7 B) 49 C) 13 D) 21
E) éimpossivel formar um tridngulo equildtero com esse nimero detridangulos T

Os numeros inteiros positivos de 1 a 1000 sdo escritos lado a lado, em ordem
crescente, formando a sequéncia 123456789101112131415... 9991000. Nesta
sequiéncia, quantas vezes aparece o grupo “89” ?

A) 98 B) 32 C) 22 D) 89 E) 21

Um serralheiro tem 10 pedagos de 3 elos de ferro cada um, mostrados abai xo.

s A
SSES ST

Ele quer fazer uma Unica corrente de 30 elos. Para abrir e depois soldar um elo o
serralheiro leva 5 minutos. Quantos minutos no minimo ele levara para fazer a
corrente?

A) 30 B) 35 C) 40 D) 45 E) 50
Escrevem-se 0s nimeros naturais numa faixa decorativa, da seguinte maneira
1 3 5 ...
2 4 6 8

Assinale afiguracorreta:
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Ay 2000 B) 2001 ) 2000

2000 2000 2001

2001 2001
D) B

2000 2000

2 melancias custam 0 mesmo que 9 laranjas mais 6 bananas; adém disso, meia
duzia de bananas custa a metade de uma melancia. Portanto, o preco pago por
uma duzia de laranjas e uma duzia de bananas é igual ao preco de:

A) 3 melancias B) 4 melancias C) 6 melancias D) 5 melancias

E) 2 melancias

Qual é o dltimo algarismo da soma de 70 numeros inteiros positivos
consecutivos?
A4 B)O C)7 D)5 E) Fatam dados

Em Tumbdlia, um quilograma de moedas de 50 centavos equivale em dinheiro a
dois quilogramas de moedas de 20 centavos. Sendo 8 gramas 0 peso de uma
moeda de 20 centavos, uma moeda de 50 centavos pesara:

A) 15 gramas B) 10 gramas C) 12gramas D) 20 gramas

E) 22 gramas

As medidas dos lados de um retdngulo sdo numeros inteiros distintos. O
perimetro e a &rea do retangulo se exprimem pelo mesmo nimero. Determine
esse numero.

A) 18 B) 12 C)24 D)9 E) 36

O numero N de trés algarismos multiplicado por 7 deu como resultado um
numero que terminaem 171.

A somados algarismos de N &

A) 10 B) 11 C) 12 D) 13 E) 14

Em um tabuleiro retangular com 6 linhas e 9 colunas, 32 casas estdo ocupadas.
Podemos afirmar que:

Todas as colunas tém pelo menos 3 casas ocupadas.
Nenhuma colunatem mais de 3 casas ocupadas.
Alguma coluna ndo tem casas ocupadas.
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Alguma linhatem pelo menos 6 casas ocupadas.
Todas as linhas tém pelo menos 4 casas ocupadas.

Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram 2, e contando-se de 5 em
5 sobra 1. Sabendo-se que 15 alunos sdo meninas e que nesta classe 0 nimero de
meninas é maior que o nimero de meninos, o NUMero de meninos nesta classe &
A)7 B) 8 C)9 D) 10 E) 11

S&0 escritos todos os nimeros de 1 a 999 nos quais 0 agarismo 1 aparece
exatamente 2 vezes (tais como, 11, 121, 411, etc). A soma de todos estes
ndmeros €:

A) 6882 B) 5994 C) 4668 D) 7224 E) 3448

Cinco animais A, B, C, D, e E, s80 cées ou sdo lobos. Cdes sempre contam a
verdade e lobos sempre mentem. A diz que B é um cdo. B diz que C éum labo. C
diz que D é um lobo. D diz que B e E sdo animais de espécies diferentes. E diz
gue A € um cdo. Quantos lobos hé entre os cinco animais?

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

Com azul€g os quadrados brancos e pretos todos do mesmo tamanho, construimos
0S seguintes mosai cos.

regra para se construir estes mosaicos € a seguinte: inicialmente formamos um

guadrado com 1 azulgjo branco cercado por azulejos pretos, e em seguida, outro
guadrado, este com 4 azulejos brancos, também cercado por azul€jos pretos; e assim
sucessivamente.

Com 80 azul€jos pretos, quantos azulgjos brancos serdo necessarios para se fazer
uma seqiiéncia de mosaicos como esta?

A) 55 B) 65 C) 75 D) 85 E) 100

PROBLEMAS - NiVEL 2

1.

Veja o problema 4 do Nivel 1.
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O triadngulo CDE pode ser obtido pela rotagdo do triangulo ABC de 90° no
sentido anti-horério ao redor de C, conforme mostrado no desenho abaixo.
Podemos afirmar que a éigual a

E
A) 75° B) 65° C) 70° D) 45° E) 55°
Veja o problema 5 do Nivel 1. 4. Veja o problema 6 do Nivel 1.
Veja o problema 8 do Nivel 1. 6. Veja o problema 9 do Nivel 1.
Veja o problema 11 do Nivel 1. 8. Veja o problema 12 do Nivel 1.
Veja o problema 14 do Nivel 1. 10. Veja o problema 15 do Nivel 1.
. Os pontos Py, Py, Ps, ... estdo nesta ordem sobre uma circunferéncia e séo tais

gue 0 arco que une cada ponto ao seguinte mede 35°. O menor valor den > 1 tal
que P, coincide com P, &

A) 37 B) 73 C) 109 D) 141 E) 361
Veja o problema 16 do Nivel 1.

ABCDE é um pentégono regular e ABF é um tridngulo equilatero interior. O
angulo FCD mede:

A) 38° B) 40° C) 42° D) 44° E) 46°

Veja o problema 19 do Nivel 1.

Um circulo édividido, por 2n + 1 raios, em 2n + 1 setores congruentes. Qual € o
nimero maximo de regides do circulo determinadas por estes raios e por uma
reta?

A) 3n B)3n+1 C)3n+2 D)3n+3 E) 4n

Paulo e Cezar tém algum dinheiro. Paulo da a Cezar R$5,00 e, em seguida,
Cezar da a Paulo % do que possui. Assim, ambos ficam com R$18,00. A

diferenca entre as quantias que cada um tinhainicialmente &
A) R$7,00 B) R$8,00 C) R$9,00 D) R$10,00 E) R$11,00

EUREKA! N°13, 2002
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Um fazendeiro tinha 24 vacas e ragéo para aimentélas por 60 dias. Entretanto,
10 dias depois, ele comprou mais 6 vacas e 10 dias depois dessa compra ele
vendeu 20 vacas. Por mais quantos dias apds esta Ultima compra ele pode
alimentar o gado com a rac&o restante?

A) 50 B) 60 C) 70 D) 80 E) 90

Veja o problema 18 do Nivel 1.

Uma mesa retangular, cujos pés tém rodas, deve ser empurrada por um corredor
de largura constante, que forma um angulo reto.

R =
=

Se as dimensBes damesa sdo a e b (com 2a < b), qual deve ser alargura minima
do corredor para que a mesa possa ser empurrada atraves dele?
J2

V2 V2 V2

A)a+b B)(a+b)72 C)(a+b)72 D)(2a+b)72 E)(a+2b)72

Somente uma das figuras a seguir representa a planificagdo de um cubo na qual
esta destacada a sua intersegdo com um plano. Qual?
A) B) C) D) E)

AY \
| % gL \ﬁ VY AN
Quantos digitos tem o menor quadrado perfeito cujos quatro Ulti mgdigitos =)

20017
A)9 B)5 C)6 D) 7 E)8

/

P=d

HANN

Papa-L éguas participou de uma corrida (junto com o Ligeirinho e o Flash), que
consistiaem dar 100 voltas em um circuito. Como sempre, o Coiote queria pegar
0 Papa-Léguas e colocou um monte de alpiste no meio da pista. E claro que o
Coiote ndo conseguiu pegar o Papa-Léguas, mas ele fez com que a velocidade
média dele na primeira volta fosse de apenas 200 km/h. Sabendo disso, a
vel ocidade média do Papa-L éguas ha corrida:

A) Na&o ultrapassa 200 km/h.

B) N&o ultrapassa 250 km/h, mas pode ultrapassar 200km/h.

EUREKA! N°13, 2002
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C) Néo ultrapassa 2000 km/h, mas pode ultrapassar 250knvh.
D) N&o ultrapassa 20000 km/h, mas pode ultrapassar os 2000km/h.
E) Pode ultrapassar 20000 knvh.

Veja o problema 20 do Nivel 1.
Veja o problema 19 do Nivel 1.

25. O hexédgono ABCDEF é circunscritivel. SeAB=1,BC=2,CD =3, DE=4¢eEF
=5, quanto mede FA?
B
2
C
A
3 ?
D F
4 5
E
A)l B)3 C) 15/8 D)6 E)9
PROBLEMAS - NIVEL 3
1. Vejao problema 4 do Nivel 1. 2. Veja o problema 2 do Nivel 2.
3. Vejao problema5 do Nivel 1. 4. Veja o problema 6 do Nivel 1.
5. Veja o problema 8 do Nivel 1. 6. Veja o problema 9 do Nivel 1.
7. Vejao problema 15 do Nivel 1. 8. Veja o problema 11 do Nivel 2.
9. Veja o problema 13 do Nivel 2. 10. Veja o problema 15 do Nivel 2.
11. Veja o problema 22 do Nivel 2.
12. O niimero de solucBes inteiras distintas da equacio (-6x% +12x—2)X 22 =4 &
A)O B)1 C)2 D)3 E)4

13. Uma rifa foi organizada entre os 30 alunos da turma do Pedro. Para tal, 30

14.

bolinhas numeradas de 1 a 30 foram colocadas em uma urna. Uma delas foi,
entdo, retirada da urna. No entanto, a bola caiu no chéo e se perdeu e uma
segunda bola teve que ser sorteada entre as 29 restantes. Qual a probabilidade de
gue o numero de Pedro tenha sido o sorteado desta segunda vez?

A) 1/29 B) 1/30 C) U3l D) 1/60 E) 2/31

Cinco animais A, B, C, D, e E, s80 cées ou sdo lobos. Cdes sempre contam a
verdade e lobos sempre mentem. A diz que B é um c&o. B diz que C éum lobo. C

EUREKA! N°13, 2002
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diz que D é um lobo. D diz que B e E sdo animais de espécies diferentes. E diz
gue A € um c&o. Quantos lobos hé entre os cinco animais?
A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

S80 escritos todos 0s numeros de 1 a 999 nos quais 0 algarismo 1 aparece
exatamente 2 vezes (tais como, 11, 121, 411, etc). A soma de todos estes
ndmeros €:

A) 6882 B) 5994 C) 4668 D) 7224 E) 3448

Veja o problema 19 do Nivel 2.
Veja o problema 20 do Nivel 2.

Sejaf(x) = X* — 3x + 4. Quantas solugdes reais tem a equaggo f(f(f(...f(X)))) = 2
(ondef é aplicada 2001 vezes)?

A)O B) 1 C)2 D) 2001 E) 22"
Veja o problema 21 do Nivel 2.

Seja ABCD um trapézio retangulo cujos Unicos angulosretossdo A e B.MeN
sd0 os pontos médios de AB e CD, respectivamente. A respeito dos
angulos a = ANB e3 = CMD, podemos dizer que:

A) a<fP

B) a>f

C) a=p

D) pode ocorrer qualquer uma das situactes das alternativas A), B) e C).

E) oangulo a éreto

A soma dos valores reais de x tais que X° + x + 1 = 156/(x° + x) &
A) 13 B) 6 C) -1 D) -2 E) -6

Para cada ponto pertencente ao interior e aos lados de um triéngulo acuténgulo
ABC, considere a soma de suas distancias aos trés lados do tridngulo. O valor
maximo desta soma € igual

A) amédiaaritmética das 3 aturas do triangulo.

B) ao maior lado do triéngulo.

C) amaior aturado tridngulo

D) aotriplo do raio do circulo inscrito no triangulo.

E) ao didmetro do circulo circunscrito ao tridngulo.

EUREKA! N°13, 2002
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23. Sga f uma funcdo de Z em Z definida como f(X) = x/10 se x é divisivel
por 10 e
f(x) = x + 1 caso contrério. Se ap = 2001 e a,.; = f(a,), qua € o menor valor de n
parao qua a,=17?
A) 20
B) 38
C) 93
D) 2000
E) a,nuncaéigua al

24. Veja o problema 25 do Nivel 2.

25. No tridngulo ABC, AB =5 e BC = 6. Qua € a érea do triangulo ABC, sabendo
que o angulo C tem amaior medida possivel?

A) 15 B)5V7 C)7J7/2 D)3V11
E) 5/11/2
GABARITO

NIVEL 1 (52 e 62 séries)

HE 6) C 1) A 16)D
2)D A 12)D 17)E
3C 8)B 13)B 18) A
4B 9B 14) A 19)D
5)D 10)D 15)C 20)A
NIVEL 2 (72. e 82. séries)

1)B 6)B 1)B 16) B 21)B
2E 7)A 12)D 10)E 22)D
3)D 8)D 13)C 18)A 23) A
4)C 9) Anulada 14 E 19)D 24D
5)B 10)C 15D 20)B 25)B
NIVEL 3 (Ensino Médio)

1)B 6)B 11)D 16)D 21)C
2E 7)C 12)D 17)B 2)C
3)D 8)B 13)B 18)C 23)B
4C 9)C 14)D 19)B 24)B
5)B 10)D 15 A 20)A 25)E

EUREKA! N°13, 2002
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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solucgdes da Segunda Fase

PROBLEMAS - NIVEL 1

PROBLEMA 1
O jogo de domind é formado por 28 pegas retangul ares distintas, cada uma com duas
partes, com cada parte contendo de 0 a 6 pontinhos. Por exemplo, veja trés dessas

Qual € o nimero total de pontinhos de todas as pegas?

PROBLEMA 2

As pegas de um jogo chamado Tangram s80 construidas cortando-se um quadrado
em sete partes, como mostra o desenho: dois trigngulos reténgulos grandes, um
tridngulo reténgulo médio, dois tridngulos reténgulos pequenaos, um quadrado e um
paraelogramo. Se a &rea do quadrado grande é 1, qua é a area do paralelogramo?

PROBLEMA 3

Carlinhos faz um furo numa folha de papel retangular. Dobra a folha ao meio e fura
0 papel dobrado; em seguida, dobra e fura novamente o papel dobrado. Ele pode
repetir esse procedimento quantas vezes quiser, evitando furar onde ja havia furos.
Ao desdobrar a folha, ele conta o nimero total de furos feitos. No minimo, quantas
dobras deveréa fazer para obter mais de 100 furos na folha?

PROBLEMA 4

Os pontos da rede quadriculada abaixo sdo numerados a partir do vértice inferior
esguerdo seguindo o caminho poligona sugerido no desenho. Considere o ponto
correspondente a0 nimero 2001. Quais sd0 0s numeros dos pontos situados
imediatamente abaixo e imediatamente a esquerda dele?

EUREKA! N°13, 2002
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13 A

1 2 9 10
PROBLEMA 5
Apresente todos os nlmeros inteiros positivos menores do que 1000 que tém
exatamente trés divisores positivos. Por exemplo: 0 nimero 4 tem exatamente trés
divisores positivos: 1, 2 e 4.

PROBLEMA 6
Sgja N 0 nimero inteiro positivo dado por N = 12+ 2° + 3 + 4% +...+ (196883)°> .
Qual é o algarismo das unidadesde N ?

PROBLEMAS - NIVEL 2

PROBLEMA 1: Veja o problema 2 do Nivel 1.
PROBLEMA 2: Veja o problema 4 do Nivel 1.

PROBLEMA 3

Se an-ésima OBM é realizada em um ano que é divisivel por n, dizemos gque esse
ano é super-olimpico. Por exemplo, o ano 2001, em que esta sendo realizada a 23°
OBM, é super-olimpico pois 2001 = 87 [23 é divisivel por 23. Determine todos os
anos super-olimpicos, sabendo que a OBM nunca deixou de ser redlizada desde sua
primeiraedicdo, em 1979, e supondo gque continuara sendo realizada todo ano.

PROBLEMA 4
As medidas dos angulos do tridngulo ABC sdo tais que A< B<90'<C. As

bissetrizes externas dos angulos A e C cortam os prolongamentos dos lados
opostos BC e AB nos pontos P e Q, respectivamente.  Sabendo que

AP = @ = AC , determine os angul os de ABC.

PROBLEMA 5
Dizemos que um conjunto A formado por 4 agarismos distintos e ndo nulos é
intercambidvel se podemos formar dois pares de numeros, cada um com 2

EUREKA! N°13, 2002
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algarismos de A, de modo que o produto dos nimeros de cada par sgja 0 mesmo e
gue, em cada par, todos os digitos de A sgjam utilizados.

Por exemplo, o conjunto { 1;2;3;6} €intercambiével pois 21 [B6 = 12 [63.
Determine todos os conjuntos intercambiéveis.

PROBLEMA 6

O matematico excéntrico Jones, especiaista em Teoria dos NOs, tem uma bota com 5

pares de furos pelos quais 0 cadarco deve passar. Para ndo se aborrecer, ele gosta de

diversificar as maneiras de passar o cadar¢o pelos furos, obedecendo sempre as

seguintes regras:

» 0 cadarco deve formar um padréo simétrico em relacdo ao eixo vertical;

» 0 cadarco deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se
ele o faz por cimaou por baixo;

e 0 cadarco deve comecar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar
diretamente (isto é, sem passar por outros furos) os dois furos inferiores.
Representamos a seguir algumas possi bilidades.

BRI

Qual é o nuimero total de possibilidades que o matematico tem para amarrar seu
cadarco, obedecendo as regras acima?

Observacéo: Maneiras como as exibidas a seguir devem ser consideradasiguais (isto
€, deve ser levada em conta apenas a ordem naqual o cadarco passa pelos furos).

1

PROBLEMA 1: Veja o problema 3 do Nivel 2.

PROBLEMAS - NiVEL 3

PROBLEMA 2 .
No trigngulo ABC, amediana e a dturarelativas ao vértice A dividem o angulo BAC
em trés angulos de mesma medida. Determine as medidas dos angulos do tridngulo
ABC.

EUREKA! N°13, 2002
13
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PROBLEMA 3
Determinetodas asfungbesf: R — R tais que f(X) = f(—x) e f(x +y) = f(x) + f(y) + 8xy
+ 115 paratodos osreais x eYy.

PROBLEMA 4: Veja o problema 5 do Nivel 2.

PROBLEMA 5
O matemético excéntrico Jones, especialistaem Teoria dos NGs, tem uma bota com n
pares de furos pelos quais 0 cadarco deve passar. Para ndo se aborrecer, ele gosta de
diversificar as maneiras de passar o cadar¢o pelos furos, obedecendo sempre as
seguintes regras:
» 0 cadarco deve formar um padréo simétrico em relacdo ao eixo vertical;
e 0 cadarco deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se
ele o faz por cimaou por baixo;
e 0 cadarco deve comecar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar
diretamente (isto €, sem passar por outros furos) os dois furos inferiores.
Por exemplo, paran = 4, representamos a seguir algumas possi bilidades.

U

Determine, em funcéo de n = 2, o nimero total de maneiras de passar 0 cadarco
pelos furos obedecendo as regras acima.
Observacéo: Maneiras como as exibidas a seguir devem ser consideradasiguais.

T

PROBLEMA 6
Sejaf(x) = —— . Calcule
1+x
G iZiniZe
BB 2

EUREKA! N°13, 2002
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sendo ninteiro positivo.

SOLUCOES - NIVEL 1

SOLUGAO DO PROBLEMA 1:
Cada tipo de pontuagdo aparece 8 vezes dentre as 28 pecas do domind. Portanto o
numero total de pontosé 8.(0+1+2+3+4+5+6)=168.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

Tragando a menor diagona do paralelogramo, observamos que metade do mesmo
equivale a um tridngulo retngulo pequeno, cuja &ea é ¥ da area do tridngulo
reténgulo grande, que, por sua vez, € ¥ da area do quadrado. Logo a area do
paralelogramo éigual a2 x 1/16 = 1/8.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:

Ao furar apos a primeira dobra, Carlinhos faz 2 furos; apds a segunda dobra, faz 4
furos, apos a terceira dobra, faz 8 furos, etc. Assim, ao desdobrar a folha, ele ir4
contar 1+2+4+8+--- furos. Notando que:

1+2=2°-1 (ap6s a primeira dobra)
1+2+4=2% -1 (apds a segunda dobra)
1+2+4+8=2" -1 (apbs aterceiradobra), etc

Basta encontrar o menor k tal que 2k — 1 € maior ou igual a100

2 -12100 = k=7
Assim, o menor k vale 7. 1sso corresponde a 6 dobras.

SOLUGAO DO PROBLEMA 4:

Os pontos correspondentes aos quadrados perfeitos pares e impares estédo sobre os
lados vertical e horizontal do quadriculado, respectivamente. Os quadrados perfeitos
mais proximos de 2001 sf0 1936 = 44° e 2025 = 45°. Como 2001 est4d mais
préximo de 2025, o ponto correspondente esta no segmento vertical descendente que
termina em 2025. Logo o ponto imediatamente abaixo dele corresponde ao nimero
2002. Para achar o nimero do ponto imediatamente a esquerda, consideramos o
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quadrado perfeito impar anterior, que é 43° = 1849. O ponto desgjado estd no
segmento ascendente que comega em 1850 e situado & mesma disténcia que o ponto
2001 esta de 2025. Logo o numero correspondente €: 1850 + (2025-2001) = 1850 +
24 = 1874.

1874 ¢ 2001

2 24

) A
1849 1850 2025

SOLUGAO DO PROBLEMA 5:

Sabemos que todos os ndmeros inteiros maiores do que 1 admitem pelo menos um

divisor (ou fator) primo. Dessaforma,

* sentemdoisdivisores primosp e qentdo 1, p, q e pq sdo divisores de n; logo n
tem mais que trés divisores,

e senéprimo, entdo tem somente dois divisores: 1 en;

« sen éuma poténcia de um primo p, ou seja, é da forma p®, entdo 1, p, p°, ..., p°
s40 os divisores positivos de n. Para que n tenha trés divisores s devera ser igual
a2, isto & n = p’. Assim, os inteiros menores que 1000 com trés divisores sio:
4,9, 25, 49, 121, 169, 289, 361, 529, 841, 961.

SOLUGAO DO PROBLEMA 6:

Os agarismos das unidades dos quadrados dos numeros de 1 a 10 sdo,
respectivamente, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1 e 0. Ora, a soma dos numeros formados por
esses agarismos é 45. Portanto, a soma 1% + 2° + 3 + 4° + ...+ 10° tem como
algarismo das unidades o nimero 5. De 11 a 20, os algarismos das unidades dos
nUimeros se repetem na mesma ordem; portanto, o algarismo das unidades da soma
de seus quadrados também € 5. Consegiientemente, a soma dos quadrados dos
nimeros de 1 a 20 tem 0 como algarismo das unidades. Logo a soma 1° + 2° + 3° +
4+ ...+ n® tem zero como algarismo das unidades se N é mdiltiplo de 20. Como N =
PP+2°+3F+4+ .. +196883 =1°+2°+3F + 4 + ... +196880” + 196881° +
196882° + 196883 concluimos que o algarismo das unidades de N é o mesmo do
nimero 0+1+4+9=14, ousga, 4.
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SOLUCOES - NIVEL 2

SOLU(;/}O DO PROBLEMA 1: Veja a solucéo do problema 2 do Nivel 1.
SOLUCAO DO PROBLEMA 2: Veja a solugdo do problema 4 do Nivel 1.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:

Observando que no ano n é realizada a (n — 1978)-ésima OBM, temos que 0 ano n é
super-olimpico se, e somente se, n — 1978 divide n. Assim, n — 1978 divide n — (n —
1978) = 1978. Como os divisores positivos de 1978 sdo 1, 2, 23, 43, 46, 86, 989 e
1978, os anos super-olimpicos sdo 1979, 1980, 2001, 2021, 2024, 2064, 2967 e
3956.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

Ostriangulos ACQ e PAC sdo isdsceles. No tridngulo ACQ, temos: CAQ = AéC =A
ACQ=C +(180°— C)/2=90° + C/2

Logo 2A + (90° + 6/2) =180° Q)

No tridngulo PAC, temos:

CAP =(180° —A)/2

ACP=APC=180°-C

Logo (180° — A)/Z +2(180° — é) =180° 2
Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (1) e (2), obtemosA =12°e C = 132°;
dai, B = 180° —12° — 132° = 36°.
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SOLUGAO DO PROBLEMA 5:

Seja A = {x;y;t;z um conjunto intercambidvel. Ent&o podemos supor, sem perda
de generalidade, que

(10x +y)(10t + 2) = (10y + x)(10z +t) = xt=yz D

Por (1), temos que 5 e 7 ndo podem aparecer em A. Se 0 maior dos elementos de A
fosse menor ou igud a4, teriamos A = {1;2;3;4}, que ndo € intercambiavel. Logo A
possui pelo menos um dos digitos 6, 8 ou 9.

Se 0 maior elemento de A é 9, temos por (1) que 3 e 6 também pertencem a A. Neste
caso temos o conjunto intercambiavel A= {2;3;6;9}.

Se 0 maior elemento de A € 8, temos que 4 e outro algarismo par estdo em A. Assim,
temos A={1;2;4;8} ou A={3;4,6;8}.

Se 0 maior elemento de A é 6, temos que 3 e outro algarismo par estdo em A. Desta
forma, A={1;2;3,6} ou A={2;3,4,6}.

Assim, temos no total 5 conjuntos intercambiaveis. {2;3;6;9}, {1,2;4;8}, {3;4;6;8},
{1,2;3;6} e{2;3;4;6}.

Obs. O enunciado ndo deixaria claro que as outras possibilidades, por exemplo:
(10x + y) ({10t + z) = (10x + 2) [{10y + 1), ndo deveriam ser consideradas. A andlise
dessas possibilidades torna o problema bem mais complicado, porém ndo acrescenta
Novos conjuntos intercambiaveis aos listados acima.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6:

Como o padrdo deve ser smétrico, basta decidir os primeiros 5 furos pelos quais o
cadarco deve passar. A partir dai, os furos ficam determinados pela simetria.  Por
exemplo, o 7° furo deve ser 0 outro furo da mesma linha visitada no 4° furo. Note,
ainda, que a simetria implica em que as linhas visitadas nos 5 primeiros furos séo
todas distintas. Além disso, a primeira destas linhas é obrigatoriamente ade cimae a
52 é obrigatoriamente a de baixo, j& que os furos da linha de baixo so visitados
consecutivamente.

Assim, para obter um padr&o para o cadarco, podemos iniciar pelo furo da esquerda
dalinha superior e devemos decidir:

* emqueordem as 3 linhas intermediarias sdo visitadas

* dequelado queremos passar nestas 3 linhas e nalinha de baixo.

Para escolher a ordem das 3 linhas, observamos que a primeira pode ser escolhida de
3 modos; a seguir, a segunda pode ser escolhida de 2 modos, ficando a terceira
determinada. Logo h& 6 possibilidades de escolha para a ordem das linhas.

Para escolher o lado por onde passar nas 4 linhas, temos duas op¢des para cada uma
delas, paraum total de

2 x 2 x 2 x 2 =16 posshilidades. Logo o nimero tota de modos de amarrar o
cadarco é 6 x 16 = 96.
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Outra solucdo:
Comecando do lado esguerdo da linha superior, 0 segundo furo pode ser escolhido
de 6 modos (qualquer um das linhas intermedi&rias); o terceiro de 4 modos (nas duas
intermedidrias restantes) e o quarto e quinto de 2 modos cada (suas linhas estdo
determinadas, bastando escolher o lado). Logo ha um total de 6 x 4 x 2 x 2 = 96
possibilidades.

SOLUCOES - NiVEL 3

SOLUGAO DO PROBLEMA 1: Veja a solucdo do problema 3 do nivel 2.
SOLUGAO DO PROBLEMA 2:

B H. M C

SejaM o ponto médio de BC e H o pé da dturareativaa A. Temos que AH é comum
aos triangulos AHM e AHB, AHB O AHM (retos) e HAM O HAB, logo, pelo caso
ALA, os triangulos AHM e AHB sdo congruentes. Assim, BH = HM = MC/2, pois
MC = MB. Como AM ¢ bissetriz de HAC, pelo teorema das bissetrizes AH/AC =
HM/MC = AH/AC=1/2 = cos2a = 1/2. Como 0 < 20 < 180°, 200 = 60° = o = 30°.
Portanto os angulos do triangulo ABC sio m(BAC) = 3a = 90°, m( ABC ) = 90° —q =
60° em( ACB) = 90° - 2q = 30°.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:

Fazendo y = —x, temos f(x + (—x)) = f(x) + f(—X) + 8x(=x) + 115 < f(0) = 2f(x) —8X° +
115 « f(X) = 4% + (f(0) — 115)/2. Fazendo x = 0 nesta (ltima igual dade, temos f(0) =
4 0% + (f(0) — 115)/2 = f(0) =—115. Logo f(x) = 4x* + (f(0) — 115)/2 = f(x) = 4x° —
115 e verificamos de fato que esta funcéo satisfaz as condi¢des do enunciado: f(—X) =
4(—x)? — 115 = 4 — 115 = f(X) e f(x) + f(y) + 8xy + 115 = 4 — 115 + 4y* — 115 +
8xy + 115 = 4(x + y)* — 115 = f(x + y). Assim, f(X) = 4x* — 115 é a Ginica funco que
satisfaz todas as condi¢des do enunciado.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4: Veja a solug&o do problema 5 do Nivel 2.

SOLUGAO DO PROBLEMA 5:
Numere os furos superiores com o nimero 1, os furos imediatamente abaixo com o
nimero 2 e assim por diante, até os furos inferiores, que recebem o ndmero n.
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Observe que basta estabel ecermos os primeiros n furos onde o cadarco ira passar (o
padrdo é simétrico). Uma maneira pode ser definida por uma seqiiéncia indicando os
nimeros dos primeiros n furos onde o lago passa (observe que tal sequéncia tem
todos 0s nimeros de 1 a n, comegca com 1 e termina com n) e por uma outra
sequiéncia de comprimento n — 1 cujo k-ésimo termo indica se o cadargo muda de
lado ao passarmos do k-ésimo para o (k + 1)-ésimo termo da primeira seqiiéncia. Por
exemplo, (1, 3, 2, 4) e (muda, ndo muda, muda) representa

1q pl
20X 02

3
4d—o4

Assim, como ha (n — 2)! sequiéncias com os nimeros de 1 an comegando com 1 e
terminando com n e 2"~ * seqgiiéncias indicando se o cadargo muda de lado ou ndo, ha
(n—2)! (2"~ maneiras.

SOLUGAO DO PROBLEMA 6:
X’ L W X)*

Sgja Sasoma pedida. Como f(x) + f(1/x) = 1ok 1+ @ %)° =1, podemos
escrever
2o (R o2 o2
- B BR B
+ (BBt BB EBH .+ ¢
O hO O O
B8 B3 B8 B8
~tEER rEER (R R
+ (RO (RO B0+ f 2
hO hO o [N
-=-B3 BB EBH EREE 20
+ +Hf %% f%%nz paresde parcelas)
- 2S=n?
P 5:72
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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solucgdes da Terceira Fase

PROBLEMAS - NIVEL 1

PROBLEMA 1:

Numa famosa joaheria estdo armazenadas varias pedras preciosas dos seguintes
tipos: esmeraldas, safiras e rubis. Todas as pedras do mesmo tipo tém o mesmo
valor. Além disso, 24 esmeraldas valem tanto quanto 12 rubis e também valem tanto
guanto 8 s&firas.

Com R$350.000,00 um principe comprou um conjunto com 4 esmeraldas, 6 rubis e 4
safiras. Quanto custa cadatipo de pedra?

PROBLEMA 2:

Um cubinho foi colocado no canto de uma sala, conforme a Figura 1.

Empilharam-se outros cubinhos iguais ao primeiro, de forma a cobrir as faces
visivels do mesmo, usando-se 0 menor nimero possivel de pecas. Como se pode ver
na Figura 2, ap06s a colocacdo dos novos cubinhos, restam 9 faces visiveis desses

cubinhos.
/ 7

Figura 1 Figura 2
a) Quantos cubinhos iguais a esses, no minimo, seria necessario empilhar, de forma
acobrir aquelas 9 faces visiveis?
b) Continua-se a fazer pilha, repetindo-se o procedimento descrito. Quando a
pilhativer um total de 56 cubinhos, quantas faces poderéo ser vistas?

PROBLEMA 3:
No tridngulo ABC tem-se que M é o ponto médio do lado AB (isto €, os segmentos
AM e MB tém o mesmo comprimento). N é o ponto médio de MC e R € o ponto
médio de NA.
O triagngulo ABC tem érea 2000. Determine a area do triangulo AMR.

C
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PROBLEMA 4.

Dizemos que um numero natural € legal quando for soma de dois naturais
consecutivos e também for soma de trés naturais consecutivos.

a) Mostre gque 2001 élegal, mas 1999 e 2002 ndo sdo legais.

b) Mostre que 2001°" élegal.

PROBLEMA 5:

As 42 criancas de uma escolainfantil deram as maos formando uma fila e cada uma
delas recebeu um niimero da seguinte maneira: a primeira delas ficou com o nimero
1, a segunda ficou com o nimero 2 e, assim sucessivamente, até a Ultima, que ficou
com o nimero 42. Continuando de méos dadas, foram para um pétio, onde cada uma
delas ficou sobre uma Igota quadrada; duas crian¢cas com nUmeros consecutivos
ficaram em |gjotas vizinhas com um lado comum (ou seja, do lado esquerdo, do lado
direito, nafrente ou atras, mas nunca em diagonal).

Ao relatar esse fato para a diretora, a inspetora Maria fez o desenho a esguerda,
mostrando a posi¢ao de trés criangas sobre o retdngulo formado pelas 42 lgjotas,
sobre as quais estavam as criangas. Num outro comunicado, a inspetora Célia fez
outro desenho, mostrado a direita, com a posicdo das mesmas criangas sobre o
mesmo reténgulo. Ao receber os dois desenhos a diretora disse a uma das inspetoras:
"O seu desenho esta errado”.

)] Com qua das duas inspetoras a diretora falou? Qual foi o raciocinio da
diretora?

i) Complete o desenho correto satisfazendo as condi¢bes do enunciado.

111 20 11| 20

31

31

(Desenho de Maria) (Desenho de Célia)
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PROBLEMAS - NiVEL 2

PROBLEMA 1:

Uma folha de papel retangular ABCD, de érea 1, € dobrada em sua diagonal AC e,
em seguida, desdobrada; depois é dobrada de forma que o vértice A coincida com o
vértice C e, em seguida, desdobrada, deixando o vinco MN, conforme desenho

abaixo.
A M B

S e
a) Mostre que o quadrildtero AMCN é um losango.
b) Seadiagonal AC é o dobro dalargura AD, qual é a areado losango AMCN?

PROBLEMA 2: Veja o problema 5 do Nivel 2.

PROBLEMA 3:
Dado um inteiro positivo h demonstre que existe um numero finito de tridngulos de
ladosinteiros a, b, c e alturarelativaao lado cigua ah.

C
PROBLEMA 4:
Mostre que ndo existem dois nimerosinteiros a e b tais que (a + b) (&° + b?) = 2001.

PROBLEMA 5:
Sejam a, b e ¢ nimeros reaisndo nulostaisquea+ b+ c=0.
(@® +b® +c®)?(@* +b* +c*)

Calcule os possiveis valores de Y
(&> +b”> +¢)

PROBLEMA 6:

Em um quadrilé&ero convexo, a altura em relagdo a um lado é definida como a
perpendicular a esse lado passando pelo ponto médio do lado oposto. Prove que as
guatro alturas tém um ponto comum se e somente se o quadrilétero € inscritivel, isto
€, se e somente se existe uma circunferéncia que contém seus quatro vértices.
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PROBLEMAS - NIVEL 3

PROBLEMA 1:
Prove que (a+b)(a+c)=2,/abc(a+b+c) paraquaisquer nUmeros reais positivos
a,bec.

PROBLEMA 2:
Dado um inteiro a, >1 definimos uma seqliéncia (a,) .o da seguinte forma; para

cada k>0, a,,,; €0 menor inteiro a,,, >a, tal que mdc (a,,;,a, (&, O.[&, ) =1.
Diga para quais valores de a, temos que todos os termos a, da seqiiéncia sdo
primos ou poténcias de primos.

PROBLEMA 3:

E e F sdo pontos do lado AB, do tridngulo ABC, tais que AE = EF = FB. D é ponto
da reta BC tal que BC é perpendicular a ED. AD é perpendicular a CF. Os angulos
BDF e CFA medem x e 3x, respectivamente. Calcule arazéo (DB) / (DC).

PROBLEMA 4:

Uma calculadora tem o nimero 1 na tela. Devemos efetuar 2001 operacOes, cada
uma das quais consistindo em pressionar a tecla sen ou a tecla cos. Essas operacdes
calculam respectivamente 0 seno e 0 cosseno com argumentos em radianos. Qual € o
maior resultado possivel depois das 2001 operagdes?

PROBLEMA 5: Veja o problema 6 do Nivel 2.

PROBLEMA 6:

Temos umafileiralonga de copos e n pedras no copo central (copo 0). Os seguintes
movi mentos sdo permitidos:

Movimento tipo A

——

AT ~ ' o
L I J[ef[e ][ J[ | T 20 N Y IR< 0 A
i—1 i i+1 i+2 i-1 i i+1 i+2

Se ha pelo menos uma pedrano copo i e pelo menos umano copo i + 1 podemos
fazer uma pedra que estdno copoi + 1 pular parao copo i — 1 eliminando uma pedra
do copoii.

Movimento tipo B.
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N 4 e A
(1 2 I 1 I O L _Jle]Jleefl _Jle]l |
i-1 i i+1 i+2 i—1 i i+1 i+2

Se ha pelo menos duas pedras no copo i podemos pular umaparao copo i + 2 euma
outraparao copoi — 1.

Demonstre o seguinte fato: fazendo os movimentos tipo A ou B durante um tempo
suficientemente longo sempre chegaremos a uma configuragdo a partir da qual néo é
mais possivel fazer nenhum desses dois tipos de movimento. Além disso essa
configuracdo final ndo depende da escolha de movimentos durante 0 processo.

SOLUCOES - NIVEL 1

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE RAPHAEL RODRIGUES MATA (SALVADOR - BA)

Se 24 esmeraldas equivalem a 12 rubis, significa que 1 rubi equivale a duas
esmeraldas, e se 24 esmeraldas equivalem a 8 sdfiras, uma safira equivale a 3
esmeraldas. Assim, se o principe comprar 6 rubis, € o mesmo que ele comprar 12
esmeraldas, e se ele comprar 4 safiras, € 0 mesmo que ele comprar 12 esmeraldas.
Assim, 0 conjunto comprado pelo principe tem o mesmo valor de 28 esmeraldas (4 +
12 + 12 = 28).

350000 _ 19500.

Para se descobrir o valor de cada esmeralda, basta efetuar

Sabemos que o rubi vale o dobro da esmeralda, assim, temos 12500 x 2 = 25000.

Por fim, sendo a safira o triplo do valor da esmeralda, temos 12500 x 3 = 37500.
Finamente, descobrimos que a esmeralda custa R$12500,00; o rubi custa
R$25000,00; e cada safiratem o valor de R$37500,00.

PROBLEMA 2: SOLUCAO DE EDUARDO FISCHER (ENCANTADO - RS)

a) S0 6 cubos; chego a esta solucdo apenas olhando. Na fileira de baixo se
acrescentam 3 cubos, nado meio 2 e nade cima 1 (a de cima antes estava vazia).
Note gque primeiro foi botado um cubo, depois 3, que é um mais dois, agora bota
6,queél+ 2+ 3. Depoisacrescentarei 10 (1+ 2+ 3+ 4) edepois15(1+2+3
+ 4 + 5). Isso se deve ao fato que, a0 quadricular o chdo, na figura 1 se
acrescenta um cubo ao nada. Depois se acrescenta 2 cubos (no chdo) e 1 em
cima. Apos termos 4 cubos, se acrescenta 3 (no chdo), 2 para cobrir 0s 2 gque
antes estéo no chéo (os mais distantes da parede) e 1 para cobrir |a em cima. E
assim segue.

b) Parachegar a56, vou somando: 1,3=1+2,6=1+2+3,10=1+2+ 3+ 4,
15=1+2+3+4+5e21=1+2+3+4+5+6. A paedeteraadturade6
cubos, quando isso acontecer. Vamos listar as faces e cubos a mostra:
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No andar de cimaha 1 cubo e 3 faces.

No segundo andar h& 6 faces e 2 cubos.

No terceiro andar ha 9 faces e 3 cubos.

No quarto andar ha 12 faces e 4 cubos.

No quinto andar h4 15 faces e 5 cubos.

No andar de baixo ha 18 faces e 6 cubos.

Para cada cubo a mostra, ha 3 faces vistas. Sao 21 cubos a mostra, 63 faces no total.

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE FELIPE GONCALVES ASSIS (CAMPINA GRANDE - PB)

O triéngulo ABC tem érea 2000. Ao ser cortado pelo segmento de reta MC, divide-se
em outros 2 tridngulos menores, de mesma &rea, ACM e CMB. Pode-se perceber que
elestém éreasiguais pois.

* A base de ambos tem 0 mesmo comprimento, pois AM = MB, ja que M é o ponto
médio de AB.

* A dturados dois também € a mesma.

» Duas medidas que determinam a area de um tridngulo sdo, justamente, base e
altura. Assim descobrimos uma propriedade dos triangul os:

Se um tridngulo for cortado por um segmento de reta que parte do ponto médio de
um dos segmentos que o compdem até o vértice formado pelas outras duas retas,
obter-se-80 2 novos tridngulos, de mesma area, correspondente a metade da area do
primeiro triangulo.

Isto € o que ocorre com o tridngulo ABC que forma os tridngulos ACM e CMB, cada
um com area 1000 (= 2000:2).

Ocorre isto também com ACM, cortado pelo segmento AN, ele forma AMN e ACN,
ambos com area 500 (= 1000:2).

Acontece 0 mesmo com AMN que é cortado por RM, originando AMR e RMN, cada
qual com &rea 250(= 500:2).

Resposta: A &rea de AMR é de 250.

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE PAULO ANDRE CARVALHO DE MELO (RIO DE JANEIRO - RJ)
Para um nimero ser a soma de 2 naturais consecutivos ele tem que ser:
X+X+1=2x+1

Ou sga, impar.

Para um ndmero ser a soma de 3 naturais consecutivos ele tem que ser:
X+X+1+x+2=3x+3.

Ou sgja, multiplo de 3.

Portanto um numero legal € aquele que é multiplo de 3 e impar

a) 02001 émultiplo de 3 e € impar, mas 0 2002 e 0 1999 ndo séo.
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b) Jaque 2001 é multiplo de 3, 2001%°** tera 3*°" como um de seus fatores primos e
serd impar pois um nimero impar multiplicado por outro nimero impar éigual a
ndmero impar.

Portanto 2001°%°* é legal, j& que respeita as condicdes para um ndmero ser legal.

PROBLEMA 5: Veja a solugdo do Problema 2 do Nivel 2.
SOLUCOES - NIVEL 2

PROBLEMA 1: a) SOLUGAO DE ELTON GOMES CORIOLANO (FORTALEZA - CE)
Se fizermos a segunda dobradura, teremos a seguinte figura:

D

Logo percebemos que AN =CN e que AM =CM . Temos, entdo, dois tridangulos
isbsceles: o triangulo ANC e o triangulo AMC. Entdo os angulos CAN e ACN sd0
congruentes e os angulos CAM e ACM s&0 congruentes também. Sabendo que AM é
paralelo a NC, pode-se dizer que os angulos CAM e ACN sd0 congruentes, pois estes
s angulos aternos internos. Assim, CAN= ACN=CAM = ACM . Portanto, os

angulos MAN e MCN s3o congruentes. Logo, ACN é congruente a AMC. Assim,
AMCN é paraelogramo, pois seus angul os opostos sdo congruentes. Por este motivo,
os lados opostos também serdo iguais, ou sgja, AM = CN e AN = CM. Dessa forma,
AM = CN = AN = CM. Logo, o quadrilatero AMCN é um paralelogramo com todos
osladosiguais, ou sgja, AMCN € um losango.

A ) M B

D N : C
b) SOLUCAO DE THIAGO COSTA LEITE SANTOS (SAO PAULO - SP)

Sgja T o centro do retangulo. Como AT é metade de AC, AT = AD, os tridngulos
ATN e ADN sdo retadngulos, logo AATN =AADN , pelo caso especial cateto-
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hipotenusa (a hipotenusa comum aos dois tridngulos). Anaogamente, temos
ACBM =ACTM e portanto o0 retangulo ABCD esta dividido em 6 tridngulos

(ABCD) _ 1
=— e Ccomo o

congruentes. Portanto a area de cada tridngulo é igua a

losango AMCN possui 4 dos 6 tridngul os, sua &rea seraigual a 4[—)(1; = % :

PROBLEMA 2: SOLUCAO DE RAFAEL DAIGO HIRAMA (CAMPINAS — SP)
i) Vamos pintar o retangulo igua a um tabuleiro de damas. Pelo enunciado o nimero
anterior (e o posterior) de um nimero estd acima, abaixo, a esquerda ou a direita.
Portanto, um nimero tem sua cor diferente de seus dois vizinhos.

Entéo, se o primeiro ndo é pintado, o segundo &, o
terceiro ndo €, o quarto &, etc.
Ou sga 0s numeros pares tem uma cor e oS

impares outra.
Pintando os dois tabuleiros percebemos que no de Célia o 20 e 0 31 estdo da mesma
cor. Logo o desenho de Célia est4 errado.

Desenho daMaria
ii) Para completar o desenho, vgjamos que 0 10 e 0 12 devem estar no quadrado a
esguerda e no abaixo do 11 pois este ndo tem mais vizinhos. Igualmente 0 19 e 0 21
est@o adireita ou abaixo do 20.
O numero 12 deve estar abaixo do 11 pois, se ndo o0 9 teria que ficar no lugar
marcado com um circulo, e ndo haveria lugar para 0 8 (pois 0 Unico modo de
conectar 0 12 com o 20 seria como nafigura).

12 |11 | 20

Logo 0 12 estd abaixo do 11.
13 [10 |19

14 @18

15 |16 |17

Vamos provar que o 19 esta abaixo de 20. Se 0 19 estivesse adireitade 20 travariaa
saida para 0 21 formando uma barreira sem saida. Logo o 19 esta abaixo do 20.
Com isso, podemos montar algo obrigatdrio (tudo por falta de outras opcdes).
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10 (11|20 |21

1) O 9tem que estar abaixo do 10.

: E - 2) O13abaixodo12.
3) O8abaixodo9.
! 4) 07 abaixodo8.

31

Temos que 0 21 deve alcancar 0 31 em 9 espagos, 0 13 alcancar 0 19 em 5 espagos e
temos mais 6 espacos parafazer do 6 ao 1.

Se colocarmos 0 6 a direita do 7 teriamos problemas, pois o caminho entre 0 21 e 0
31 (o 30 ndo pode ficar embaixo pois sendo isolaria 0 31 de uma parte em branco
pois o corddo 29 a 31 impediria e nenhuma parte do corddo pois sendo também faria
uma &rea sem alcance).

10 | 11|20 |21 [ 22|23

Daria pouco espago para 1l espacos (14 - 18el

91219 24
T - - 6) (O 30 deve ficar na direita do 31 neste caso
1 = pois abaixo e a esquerda ocorreria 0 espago sem

alcance), 8 no maximo.

31 |130(29]|28]27

Ent&o 0 6 € abaixo do 7, 0 5 abaixo do 6, 0 4 adireitado 5, 0 3 adireitado 4 (estes 3
por falta de opcdo) e o 2 adireitado 3 (pois a esquerda do 31 tem 0 6 e abaixo tem 0
4 sobrando os outros dois (acima e a direitaparao 30 e 0 32).

Logo, teremos:
| 1]n]alz]xs Agora, o corddo 21 — 31 deve ter 0 30 acima do 31
9| 12|19 | 22|23 ffj2a pois sendo forma a mesma area sem alcance como 0s
8| 13]28 | 27245 exemplos. Entdo o 32 fica a direitado 31 eo0 29 a
aREEaE direita do 30, 0 14 & direita do 13, 0 28 & direita do
6 |31f'20 [ 29 [ 28 [[|27 29, 0 33 adireitado 32, 0 1 adireitado 2, 0 34 a
5432 direita do 33, o 15 a direita do 14, o 18 a direita do
19, 0 22, 17, 16, 27 a direita do 21, 18, 15 e 28
il Ml Bl el e respectivamente. O 23, 26 e 35 devem ficar a direita
ol Ml el Bl Bl do 22, 27 e 34, respectivamente. Como o 23 deve
Bl M B chegar a0 26 em 2 espacos, 0 24 fica embaixo do 23
L Il Il A e 0 25, embaixo do 24. Entdo € sb completar com o
il Bl Bl 35 a 42 do Unico modo possivel.
5/4(13]|2]1
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Respostas: i) A diretora falou com Célia. A direitora percebeu que 0 20 e o 31 ndo
poderiam estar na mesma cor se o tabuleiro fosse pintado como o de damas.

i)

12119 (18 |17 |24 |41

13|14 |15 (16 |25 |40

30 (29 (28(27 |26 |39

| N| ]| ©

31|32 | 33|34 |35(38

Obs. Estendendo-se esse raciocinio € possivel demonstrar que esta € a Unica maneira
de se completar o desenho.

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE THIAGO COSTA LEITE SANTOS (SAO PAULO - SP)

Para uma equaco Pitagorica:

X2 = y? + Z, resolvida em inteiros positivos, temos:
z? 22y +1 (poissendo y* < x* < (y +1)?)

y® 22z +1 (andogaadecima)

22zoy+1 [222y+1

2
y -1 2
= 2 _ = 2 _ = =7 22 +1
v -l TR 15222 ET% Y

2 2

Mas se substituirmos y por h e z por m ou n, teremos que estes estardo limitados a
certos valores, 10go a, b, e ¢ estéo limitados a certos valores e, portanto acabou! !!
Mas supomos que m e n sdo inteiros positivos e eles poderiam ser irracionais e a
somade doisirracionais dar uminteiro.

Paraisto podemos aplicar alei dos cossenos.
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cosa=£;n= (b? —h?)

a’ =b? +c? -2bccosa = a®=b?+c?-2c3/b?-h? . Assim, se n é irracional,
a’ também serg, absurdo. Portanto m e n s3o inteiros.

Obs.: m e n ndo poderiam ser fracionarios, observando as equacles iniciais, que

mostram que n¥ e n® s3o inteiros. Note que se n = p/q é um racional ndo inteiro,

entdo n’ = p/q° também ndo serd inteiro, pois se q ndo divide p entdo g ndo divide
2

p’.

PROBLEMA 4: SOLUCAO DE HENRY WEI CHENG HSU (SAO PAULO - SP)
2001=3.23.29

Temos que &’ + b” é sempre = 0, entdo, para o produto (a + b) (a® + b?) valer 2001,
a + b néo pode ser negativo.

Como aeb sdointeiros, &> aeb’>b, assim a” +b* = a + b (a” < a somente quando
O<ax]l)

Os valores possiveis para (a + b) e (a° + b?) sdo:

Da+b=1 e a’+b’=2001

2)a+b=3 e a+b*=667

3)a+b=23e a®+b*°=87

4 a+b=29e a’+b*=69

Vamos analisar 0s casos 2) e 3).

Em ambos temos a + b = 3(mod 4) e a® + b® = 3 (mod 4)

Paraa+ b= 3 (mod 4), podemos ter os seguintes casos:

a=0eb=30 a’=0eb’=1

a=leb=20 a’=1eb’=0

a=2eb=10 a’=0eb’=1

a=3eb=00 a’=1eb’=0

Entdo, quando a + b = 3 (mod 4), & + b? serd congruente a 1 (mod 4). Portanto os
casos 2) e 3) ndo podem existir. Vamos analisar o caso 1)

Paraa=1 e b=0e a=0 e b=1, a*+b’semprevaleral.

Quando um dos dois for negativo: a=n+1eb=-nouviceversa
atb=n+1-n=1

a+b’=n*+2n+1+n’=2n"+2n+1

a®+b*=2001 = 2n°+2n+1=2001 = 2n*+2n—2000=0 = n*+n—1000=0
n®+n—1000=0

A =1+ 4000 = 4001 como 4001 ndo é quadrado perfeito, n ndo éinteiro.
Outramaneira a+b=1< a=1-b

a+b’=b"—2b+1+b°=20"-2b+1
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2b* —2b+1=2001 ~ 2b°—2b—2000=0 = b’ —b—1000=0

A =1+ 4000 = 4001 (ndo é quadrado perfeito).

Assim, 0 caso 1) ndo existe. Vamos analisar 0 caso 4).

a+b=29 < b=29-a

a’+b’=a’+841-58a+a’ = 2a° —58a + 841

a®+b*=69 - 2a°-58a+772=0 = a°—29a+386=0
A=841-1544<0

Como A <0, ando éinteiro. Assim, o caso 4) ndo pode ocorrer.

Como nenhum caso pode ocorrer, ndo existem dois nimeros a e b tais que
(a+b) (a®+ b®) = 2001.

PROBLEMA 5: SOLUCAO DE MARCELA SOBRINHO PEREIRA (FORTALEZA - CE)

Pelo enunciado, temos: a+b+c=0

=—(b+c) 0 a®=-b*-c*-3b%c—-3bc* = —b*—c* —3bc(b + ©),

a'=b"+c*+4b’c + 4c’ + 6c°b” e @’ = — b° — ¢ —5b’c —5¢*b — 10b°c® —10c°b”.
Substituindo na expressao, temos:

(~30c(b+ ) (20° + 2¢* + 4b%c + 4bc® + 6202 ) _

(5bc(b‘°’ +¢® +2b%c + 2bc? ))2
%B>c?(b+c)?(2b* +2c* +4b°c+4bc® +6¢°b?)
25°c? (b +c® + 2b%c + 2bc?)?

9 2b°® +c® +8b°c” +4b°c+10b%c° +8b"c” +4bc®) _ 18
25 [p® +c® +8b%c* +4b°c+100%c° +8b%c? +4bc®) 25

PROBLEMA 6: Veja a solucédo do problema 5 do nivel 3.

SOLUGOES - NiVEL 3

PROBLEMA 1: SOLU(;AO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO)
Sgaa+b=x,a+tc=y e b+c=z(x,y,2z>0)
Temos um sistemalinear devaridveisa, bece

+ -
Eﬁ+b:x_,azu
a+b=x [A+b=x 0 2
+ —_—
Resolvendo Ea+c:y<= E—b+c=y—x@ E—b+c:y—x_, b:%
_ - O
th+c=z fh+c=z 0 z+y-x

72
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Chamandox+y+z=2p. Temosa =p-zb=p-y ec=p-x
Logo adesigualdade vira:

(a+b)@a+c)= Jabc@a+b+c) -
i i

P=z+tp-yoPp-z+p-X22 (PP~ Y)(P-X)(P-X+tp-y+p-2) -
F— “

xy=2/(p-2)(p-y)(p-x)p. Bastaprovar isso.

4

Temos que:
B(a+b)+(a+c)>b+c=»E B(a+c)+(b+c)>(a+b)«=E
X+y>z 2a>0 = O,y+z>xQg 2c>0 = 0

H a>0 H H c>0 H
B(a+b)+(b+c)>(a+c) @E
ex+z>yQ 2b>0 = 0}

H b>0 E

Assim x, y e z podem ser lados de um tridngulo, sendo p o semiperimetro.

Assim sgja a 0 angulo desse tridngulo entre x ey.

x Lysena xEyEL>xEysena_
= 2 -

Mas A em fungdo dos lados é \/(p—z)(p—y)(p—x)p, logo

%ZA:J(p—z)(p—y)(p—x)p = sxy=2/(p-2)(p-y)(p-xp. cd.

Logoa&reaAddeé& A= : como sena < 1, temos A

PROBLEMA 2: SOLU(}AO DE DAVI MAXIMO ALEXANDRINO NOGUEIRA (FORTALEZA - CE)
Notacdo: mdc (X, y) = (X, Y).

Jaque g, faz parte de (an)n =0, 0 préprio deve ser poténcia de primo.

Suponhaa, = p™ (p primo). Considere primeiro p = 2: ap = 2™.

a; € 0 menor inteiro que satisfaz a; > ag e (ay, ap) = 1. Portanto, temos
a;=ay+1=2"+1. Semfor impar, a;=2"+ 1=0(mod 3)

0 3Ja, O ay = 3", poistodo termo de (a,)n s o deve ser poténcia de primo.
Logo2™+1=3"

Sem=1,3=3"0 n=1, ay;=3ea=2(l)

Sem= 2 segue que 42", e 2" +1=3"(mod 4) O 1 = (-1)" (mod 4) O n par,
digamos n = 2n,. Logo, ficamos com:
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EBY -1=2

"+1=F* 0 2"=(3* -n@* +1) O %.;h 02=2-202=¢@"-)0a=1

eB=a+1=20 m=3en=20 a,=8a, =9(Il)
Agora observemos:
M a=2a =3
Entdo, a, =5, a; =7, a, =11. Provaremos por indugéo:
a = (i +1)-ésimo primo
Supondo a hip6tese vdlidapara j, olhemos o passo indutivoj — j + 1
aj4 >3;;(aj44,8,3..-2;) =1. Sgap o (j + 2)-ésimo primo.
Por hipotese, a = (i + 1)-ésimo primo. Sgja x{a; +La; +2,...,p-4 0 x>a,
porém, (X,a,a;...a;) #1 pois os fatores primos de x pertencem ao produto a,a, ..a;
logo, a;,; = p poisp & o menor inteiro tal que p > a e (p, a...a) = 1 e o resultado
segue.
(I):a=8 ;=90 a,=11,a;=13,a,= 17, a5 = 19, @ = 23, &y = 25 = 5°, ag = 29,
a=31,a0=37,a11=41,a,=43, a;3=47, a1, =49 = 72, a;s = 53.
Prova anal ogamente por induc&o ("mesmo" passo indutivo anterior) que a partir de
i =15, g = (i +1)-ésimo primo (inducéo feita no anexo).
Sendo assim, suponha a, = 2™ com m par (m > 0). Temos:
a=2"0 a=2"+10 a=2"+3(pois, (@ &) = (@ a) = 1) 0 ag=2"+5.
Porém, comomépar,as=2"+5=(-1)"+5=0(mod 3) 0 2"+5=3"
Resolvamos entdo 2™+ 5= 3".
Como 2"=a,> 10 m> 0. Mas como estamos supondo mpar 0 m=20 42",
Logo,
2"+5=3"02"+5=3"(mod4) O 3"=1(mod 4) O n par, digamos n = 2n,.
Logo,
2°™ +5=3% [] 3% —2°™ =5[] (3% -2™)(3% +2™) =5[]
o _2”b =1

08

EB® +2™ =5
O 2™" =40 my=10 m=n=20a,=4
Ua =5 a=7 a=9

(pois3™ —2™ < 3% +2™)

Prova-se novamente por inducdo (mesmo passo indutivo da anterior) que para todo
i >4, a = (i +1)-ésimo primo.
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Agora, suponha a, =p™,p#2. 0 a =p™ +1=2" pois 2|p™ +1. Se n for par,
digamos n = 2n,, veja (mod 3):

p™ +1=2°%(mod3) 0 p™ +1=1(mod3)0 p=3

sendo assim; resolvemos

3 +1=2%
Ny +1:3a
03" =(2% -)(2% +1) 0 %2
@”o _1:313

03 -3$=202=3°13"%-1)0 B=0,0=10 m=1

e n=20 a;=3,a, =40 a,=5 e paa i220 a =(i+1)-ésimo primo (pelo
mesmo argumento indutivo).

Sendo assim, suponhanimpar: a, = p™,a, = p" +1=2"ea, =p" +2=2" +1 (j&
que (P, p"+2) =("+2,p"+1) =10 3|a, (jAquenéimpar) O a,=3" logo,
3 -2"=1(%

mas ja é sabido nosso que as solugdes de (*) se ddo para:

t=1len=10 aa=3 e &y, =20 ap=1 (Absurdo!)

t=2en=30 a=9ea=80 a=7(ll)

(1):a=7 &=8a=9a=11, a,=13,as=17, 8= 19, a;=23,a3=25="5,
=29 e parai=9, a = (i +1)-ésimo primo (como antes).

Resposta: a; pode ser 2, 3,4, 7 ou 8.

Anexo:

Paraumj > 1, suponha ap, &, ..., @ definidos como disse e a hipdtese valendo.
Basta ver que no conjunto {ao, &;,...,8} aparecem todos osj + 1 primeiros fatores
primos. Chame p = (j + 2)-ésimo primo. Os candidatos a &1 antes de p seriam
a+1 g+ 2.. p- 1 Porém, os fatores primos de qualquer um desses caras
aparecem no produto ag ay,..., & U sexO{ g+ 1,..., p—1},

mdc (X, & ay,..., &) # 1. Logo, X = p (vejaque p > emdc (p, ap &y, ... ,) = 1).

Os outros passos de indugdo sdo totalmente and 0gos.
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PROBLEMA 3: SOLUGAO DE LARISSA CAVALCANTE QUEIROZ DE LIMA (FORTALEZA - CE)

A £ ! 5 ¥

v/
4

ED O BC O A EDB éum triédngulo retangulo.

Como EF = FB, F é ponto médio de EB 0 EF = FB =DF

[0 Se FDB=x, temos FBD=x0 DFE =FDB+ DBF = x+ x=2x<3x=CFA
portanto D ndo esta dentro do segmento BC [0 H, pé da atura relativa ao lado BC
esta fora do segmento BC (pois AH // ED e H, D, B estdo na reta nessa ordem [0 H
[ DB ecomoD 0 CB, temosH 0 CB) 0 ACB éum angulo obtuso.

* CFD =CFA- DFA=3x-2x=x0 CFD =FDC O ACFD é isosceles com CD =
CF=m.

Seja M o ponto médio de DB [0 MF é base média de ABDE O MF // ED O
FMB = EDB =90° ( DGF =90° poisAD [JCFeG=AD n CF)

O DGMF é um quadrilatero inscritivel O FDM =FGM =x e DFG = DMG =x

0 CGM =CMG =x0 ACMG éisoscelescom CM = CG =n

DM=MBO MB=DC+CM=m+neDB=DM+MB=2(m+n)
GF=GC+CF=m+n

Menelaus A FCB e reta ADG [

EE@QG_Czlm Ezz(mn:n)m n =10 4n=3m

AB DC GF 3 m+n

2m+3—m 4m +3m mDZ
DB _2(m+n) _2m+2n _ 2 _ 2 _ 2 7
DC m m m m m 2
DB 7
DC 2

Obs. C nd obtuso 0 H O CB e portanto

FAFD = AFC + CFD =3x+ y=2x[] y=-x<0 [J -
0 . [ contradigéo.
FCFD 0. O

DO CBO
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PROBLEMA 4: SOLUCAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ)
Definimos as sequéncias (), (Yx) como sendo respectivamente 0 méximo e o
minimo depois da operacdo feita k vezes O Xx,,, =senx, ou cosy, pois a funcéo

Seno é crescente e a co-seno decrescente no intervalo considerado e y, ,; = seny, ou

m
COSX,, Mas Senx > Ccosy « senx > sente - yHe x+y>70
02 O 2
7§
e X, Yy > 1OMOS Xy = SBX, € Yiesy = COSX, Analogamente, se
7§
X +Yj <5, 1OMOS Xq TCOSY, € Yy = SENY, O xf+y/=1,0k=1. mas

TT
(% + Y07 =06 + V2 + 20, Y,) S20¢ +¥) =20 %, +y $32< 00

Xis1 = COSY, € Y, =Seny,. Assm, temos

Xo001 = COS Y000 = COSSENY, 909 = COSSENSEN...SENY; = COSSENSEN...Sencosl jaque
1999 vezes

LTI T
cosl< senl, pois —<1<—.
Lp 4 5

PROBLEMA 5: SOLUGAO DE EINSTEIN DO NASCIMENTO JUNIOR (FORTALEZA - CE)

Lema 1: Sabemos que um quadrilatero é inscritivel se e somente se as mediatrizes
dos lados desse quadril atero sdo concorrentes.

Lema 2: Os pontos médios dos lados de um quadril&ero qualquer, convexo ou néo,
formam um paralelogramo.

Tome agora um quadril &tero convexo ABCD, com lados opostos ndo paralelos.

Sgam M, N, P, Q os pontos médios de AB,
BC, CD, DA.

Trace agora as mediatrizes de BC e AD, que
se encontram em O;.

Chame NQn MP=E.

Provaremos que as alturas relativas a BC e
a AD se encontram no ponto simétrico a O,
A 0 # b emrelagdo aE.

Chame O'; o simétrico de O, em relacdo a
E.
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Pelo Lema 2, E é ponto médio de NQ e E é ponto médio de MP e aém disso por
definicdo de O';, E é ponto médio de O',0;.

Ent&o temos que NO;QQO'; € um paralelogramo!

Dai: NO'1 // O:Q 0 NO'; OAD O NO' éaaturaemrelagdo a AD.

QO';1//NO, 0 QO'; IBC O QO éaaturaemrelacdo aBC.

Logo O'; é o encontro das aturas relativas a BC e AD.

Fazendo o mesmo para os lados AB e CD podemos concluir que:

O simétrico em relagdo a E do encontro de mediatrizes de lados opostos € igua a
intersecéo das alturas destes |ados opostos.

Chame O, 0 encontro das mediatrizes de AB e CD.

O'; serd 0 simétrico em relacdo a E de O, e consequentemente o encontro das alturas
relativasa AB e CD.

Noteque: 01, =0, « O, =0,.

Entdo: 0, =0, = 0;,=0, = ABCD éinscritivel.

Segue que O'; = O', = ABCD éinscritivel.

Logo as 4 aturas tem um ponto em comum se e somente se 0 quadrado for
inscritivel.

PROBLEMA 6: SOLUCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (SAO PAULO - SP)

Vamos introduzr o conceito de energia para as pedras.
S(X)
E= BQHDO , onde pos(x) € a posicéo de X.
2 tag

O que acontece se realizarmos um movimento? Vamos mostrar que a energia sempre
diminui a cada momento:
Movimento tipo A:

—_

_ -
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-1 +2
5
e-e-PH 20 +BE -e-BH oA
A0 A0 A0 A0 8
Obs. O nimero % ndo foi escolhido ao acaso, foi escolhido um nimero q tal que:

1<q+q®el+g’<2q
Considere um copo de posi¢ao p, onde p éta que

B[EHD > E,, onde E, éaenergiainicia do sistema.
Ao

Como a energia, a cada movimento, sempre diminui, qualquer que sgam o0s
movi mentos que se faca, nenhuma pedra ficara numa posi¢éo menor ou igual ap. Ou
sg g, existe uma "barreira' a esquerda para as pedras.
Estamos agora capazes de resolver o problema (a primeira parte):
* Dada uma configuragdo inicial das"n" pedras, € impossivel realizar uma sequiéncia
infinita de movimentos.
Demonstracdo: Vamos demonstrar (*) por inducéo:
Base: Paran = 1 é verdadeiro!
Passo indutivo: Suponha, por absurdo, que sga possivel realizar uma seqiiéncia
infinita de movimentos. Sabemos que a posicdo da pedra mais a esquerda ndo
aumenta a cada movimento e como existe uma barreira a esquerda, entdo a partir de
um certo ponto a pedra mais a esquerda ndo mais sera movimentada, e sO com 0s
restantes (0 nimero de pedras restantes € no maximo n — 1) € impossivel realizar
uma seguiéncia infinita de movimentaos, o que € um absurdo!
Logo por inducéo, (*) € verdadeiro paratodo n 00 N*,
Vamos resolver a segunda parte do problema:
Sabemos que dada uma configuracdo inicial, independente das escolhas dos
movimentos sempre chegamos a uma configuracdo onde é impossivel mover
(configuracdo parada). Suponha por absurdo que a partir de uma configuracdo inicial
se chegue a duas configuracfes paradas distintas A e B.
Sgjak' aposicdo dapedramais adireitadas configuracbesAeBek =K' + 2.
Considere 0 seguinte invariante: (ndo varia a cada movimento)

I = Z Fy—pos(x) » ONde Fr, € 0 n-ésimo numero de Fibonacci.

X

LembramosqueF, =1, F,=1eF,.,=F,.+;+ F, paratodon = 1)
Sabemosque | , =15, poisl éinvariante, isto € permanece 0 mesmo depois de cada

movimento.
De fato, F_ (Pp-1 = Fk_p+1 = Fk_p + Fk—p—l = Fk_p + Fk_(p+1), donde | ndo muda
apds um movimento do tipo A, e Fy_ ) + Fy_(pia) =Fup + Fuopar ¥ Fypn =
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=2F,_,, donde I ndo muda apds um movimento do tipo B.

Algoritmo:

1- Sgaxapedramaisaesguerdade A ey a pedramais a esquerda de B.

Devemos ter pos(x) = pos(y), pois se fosse pos(x) # pos(y) (assumimos sem perda de
generalidade que pos(x) > pos(y)), teriamos:

la= Z Fk‘pos(t) = Fk—DOS(X) + Fk—pos(x)—z + Fk—pos(x)—4 +..+F,
tUA

se k — pos(x) for par e

Ia= Z Fi- pos(t) S F- pos(x) T Fe_ pos(x)-2 T F; caso contrério:
A

Mas F, +...+ Fy = Fpun ~1<Fyy € F3+..+ Fyuy = Fpp —1<Fy,, (como se
prova facilmente por indugéo).

1090 1 5 < Fy_ s+t = 1< Ficpos+1 S Fi-pos(y) < 15> Um absurdo!

2- SgaA =A-{x} eB:={y}.

3- Véaparaol.

Pronto! Demonstramos que A e B sdo a mesma configuragéo, o que € um absurdo! A
configuracdo final independe da escolha dos movimentos.
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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solucdes da Primeira Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1
Seja f(x) = e ™ sen x. Calcule f ®@(0). (Denotamos por f (x) a derivada de ordem
n no ponto x; assim, f @(x) = f " (x).)

PROBLEMA 2

Sgja s(n) a soma dos algarismos de n. Assim, por exemplo, s(77) = 14 e 5(2001) = 3.
Diga se existe um inteiro positivo n com s(n) = 10 e s(n’) = 100. Se ndo existir,
demonstre este fato. Se existir, dé um exemplo.

PROBLEMA 3

O centro de massa de uma lata cilindrica de refrigerante tem a mesma posicéo
guando a lata estd vazia ou cheia. Se a massa da lata vazia € m e a massa do
refrigerante dentro da lata cheia € M, determine a fracéo de refrigerante que deve ser
deixado nalata para que seu centro de massa fique o0 mais baixo possivel.

PROBLEMA 4

Um ratinho ocupa inicidmente a gaiola A e é treinado para mudar da gaiola
atravessando um tunel sempre que soa um aarme. Cada vez que soa 0 aarme o
ratinho escolhe qualquer um dos tuneis incidentes a sua gaiola com igual
probabilidade e sem ser afetado por escolhas anteriores. Qual a probabilidade de que
ap0s 0 alarme soar 23 vezes o ratinho ocupe agaiola B?

PROBLEMA 5
SgaAumamatriznxncomay, ;= a1 =1 (paraquaisquerie j,1<i,j<n)e
Qi1+ = & T840 1R 4 (Paraquaisqueriej, 1<i, j <n). Assim,

111 -
0357 0 Caleule det(A).
A=gl 513251
1725630
o. ... 0
o::: C

PROBLEMA 6

. A , : - X
Sejax, uma seqiiéncia de nimeros reais definidapor X, = X2 — 7” n=0.
Para quais val ores de X, a seqiiéncia converge? Para que valor?
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SOLUGCAO DO PROBLEMA 1
f'(x) =—-e™*(senx — cosx) = —\/Ee‘xsenE& - EE
O 4C
Em geral, seu = x + a, onde a € uma constante, a derivada de e * sen u éigua
a-+2e*sentli- 0
o 40
Logo f"(X)= (—\/E)Ze_XSEHBK ST e *sentk -
O 4 40 O 20
Se f®(x)=(-/2) e‘xsenEL< - I%TQ parak 0 N, teremos
f (kD) — (_\/E)k \/Ee_xsenB( - E _nn = (_\/E) k+1e—xsenEL( _ (k +1)7TB
o 4 4 a 4 0O
Logo, por inducdo, f ™ (x) :(—ﬁ)”e‘xw%L(—an@ (nON)e
f (2000 () = (_\/E)zmle—xsenB( _ ZOOME -2 Zlome—xsenB(_EE
0 4 L[ O 4C
=2 e (cosx — sen x).

SOLUGCAO DO PROBLEMA 2

Existem muitos inteiros n com as propriedades pedidas. A menor solucdo €

1101111211. Algumas outras sd0 10111111111, 11011111111, 200220000202 e

9 j
n:ZmZ.
J:

A Unica condicgo necesséria é que, ao cacular n° pelo algoritmo usual ndo deve

ocorrer nenhum 'vai um'. Mais precisamente, se a expansdo decimal de n é

n= p(10), p(x) =a,x* +...+a, com 0< a, <10 entdo temos p(1) = s(n) =10.
Temos q(x) = (p(x))? =b, x* +...+b, com
b, =a,a, +a;,,8, +..+3,3;,q(10) =n* e q(1) =100.

Para que s(n?) = q(1) precisamos apenas que cada b sgja menor do que 10.

Exemplos de solucBes podem ser facilmente obtidos tomando os algarismos de n

peguenos e espa hados.
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SOLUCAO DO PROBLEMA 3
Se ha fragéo A de refrigerante na lata, A [0]] , a massa total de refrigerante sera

: A .
AM e o centro de massa do refrigerante (sem contar a lata) tem altura 5 h,ondehé
adturatotal dalata. Como o centro de massa da lata vazia tem altura 2 , adturado

centro de massa é f(A)z@AM %+md§§’(AM +m)

Temos

o — h 2
f (/\)_—Z(AM e (AM +m) 2AM — (A°M +m)M)
h

=————— (A*M? + 2AMm-mM).
2(AM +m)

Mm-+/M ?m? + M 3m

M 2 )
—Mm+YM2m? +M3m _ Jm?+Mm-m _ m

M 2 M m++m? + Mm

f'(A)<0 para 0sA<A, e f'(A)>0 para A, <A <1, e portanto f(A)é minimo
vm? + Mm-m

M

Asraizesde A*M 2 + 2AMm-mM s30 A, =— Oe

A, <l Assim,

paaA=A, =

SOLUGAO DO PROBLEMA 4
Seja a, a probabilidade de que apds n apitos o ratinho esteja na coluna central (B ou
E). Temos a; = 0 (0 ratinho ndo comega na coluna central). Claramente apds o0 apito
soar um numero par de vezes o ratinho estaraem A, C ou E e apds um ndmero impar
devezesem B, D ou F. Assim, queremos calcular as.
Se, antes de soar 0 alarme, o ratinho esta na coluna central ele tem 1/3 de
probabilidade de permanecer |4 (independentemente da gaiola onde o ratinho estava
ser B ou E). Por outro lado, se ele ndo esta na coluna central ele tem probabilidade
1/2 deir parala (novamente independentemente da gaiola onde o ratinho comecou).
Assim,
1 1 1 1 3_1 3

= — +—(1- = - -_ - -

an+1 3 an 2 (1 an) 2 6 an ou an+l 7 6 (an 7)
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A 3, ~ - ~ 1
A seqiéncia b, =a, — - é portanto uma progressdo geométrica de razéo — s com

3 . 3 3 3 _36%+)
by=——=.Assmb,=———ea,,=—+ =
°T 7 2B 0?7 182 72

SOLUGAO DO PROBLEMA 5

Fazendo operacfes em linhas (subtraindo a primeira linha da segunda, a segunda da
terceira e assim por diante) temos

246 -
det(A):detg) 28 18 -
0 21238 -
g .. ..
D :
Fazendo agora operacGes em colunas (subtraindo a primeira coluna da segunda, a
segunda daterceira e assim por diante) temos
0 0O

M2 2 2 - g 35 @
= e ont
det(A)_detEb 2 6 10 =2 det% 13 %

mOoOoOoggO

0 2 10 26 ---O
g .. .. 0O
O :: @ 0

Esta Ultimamatriz é aversdo (n—1) x (n—1) de A. Defato, suaentrada(i, j) é
1
E((ai+1,j+l —A,) @ m )=

Chamando o valor de det(A) para matrizes n x n de b, temos portanto
n(n-1)

b,=1 b, =2"b, dondeb, =2 2

SOLUGAO DO PROBLEMA 6

Sga f(x)=x2—§. Temos f(X)=x< x=0 ou ng. Para x>g temos

f(X)>x. Assim, se x0>g temos xn2x0>g para todo n e, por inducao,

X, = F(X,)>X, para todo n. Assm, nesse caso, (x,) € crescente, e portanto
lim, . x,=L paraagum LOR ou lim,_, X, =+c. NO primeiro caso, teriamos
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L=lim, . X, =lim, . f(x,)=f(lim

n-oo

n.eo Xn) = f(L), mas L=Iimxn2x0>g,

X, = too,

n-o “*n

donde f(L)> L, absurdo. Assim, se x, >g,lim
Se Xy <-Lx = f(Xy) >g, donde também temos lim,,_, X, = +co.

Se —%<x<g, com x# 0, temos |f (x) <|X. Por outro lado, paratodo

1, 1 1
N2Lx, =f(X,4) =Xy —>)" ——=2 .
L%y = £(X00) = (X 4) %> 16 2
-1< xo<g,|xn+1|=|f(xn)|s|xn| para todo n>1.  Portanto, exisge

. 3
c=lim, || <5 Temos portanto

O<c=lim, _|Xp|=lim, | f(x,)|0{|f (€)],| f (-c)}. Temos que |f(-c)|=c, com

n— oo

c>0, implica c:%, €, como X, 2—% paratodo n>1,se Iimnm|xn|:% teriamos

. 1 1 . .

lim. . x ==, donde Z=lim, _ .. =lim_ . f(x.)= 0=, absurdo. Como
noo “*n 2 2 - 1 - ( ) |:|2|:|

|f(c)|<csel0<c< g temos necessariamente ¢ = 0, o portanto lim, . x. =0.

Se x, =-10u X, :g temos X, :g paratodo n=1,donde lim,_ . X, =

N W

Assim, X, converge se —1<x0<g, quando lim, . x,=0 e se XODET_ng

guando lim__ X =g. Em qualquer outro caso, lim,,_, X, = +oo.

n-oo*n
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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Problemas e Solugdes da Segunda Fase — Nivel Universitario

PROBLEMA 1:
S&o dados um ponto O e umaretar no plano. Para cada ponto P de r, sgjar, areta

perpendicular a OP passando por P. Prove que o conjunto {rp| POr} é o conjunto de
todas as retas tangentes a uma parabol a.

PROBLEMA 2:

Sejae um numero rea positivo arbitrario. Com centro em todos os pontos do plano
com coordenadas inteiras, traga-se um circulo de raioe. Prove que toda reta
passando pela origem intercepta uma infinidade desses circulos.

PROBLEMA 3:
Definimos SL(2, Z) como o conjunto das matrizes 2 x 2 com coeficientes inteiros e

determinante 1. Sgja A 0 SL(2, Z) umamatriz tal que existen> 0 inteirocom A" = .
Prove que existe X 0 SL(2, Z) tal que X *AX éigual a uma das matrizes:

iR O R -

Caminhando sobre os segmentos unitarios da figura abaixo, determine quantos
percursos distintos existem de A até B sem passar duas vezes por um mesmo ponto.

A B
1

PROBLEMA 5:

Paratodo real u, sgja | (u) =Iln (1- 2u cosx + u?)dx.
0

a) Proveque I(u)=1(-u) :% I (u?). b) Calcule I(u) paratodo u [ R.
PROBLEMA 6:

Sgja D o conjunto dos pontos p em R* com |p|<1. Sgaf: D — D uma fungdo
sobrejetora satisfazendo | f (p) - f (q)|<|p - q| paraquaisquer p, q 0 D. Prove que f
é umaisometria, isto €, que | (p) - f ()| =|p - d| paraquaisquer p, g O D.

(Observagdo: |(x, y)| denota /x> +y? )
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SOLUCOES - NIVEL UNIVERSITARIO

PROBLEMA 1: SOLUCAO DE EMANUEL DE SOUZA CARNEIRO (FORTALEZA - CE)
Suponha, sem perda de generalidade, que o ponto O seja(0,1) earetar sga o eixo X.
Seja P um ponto sobrer, P(p, 0), logo:
(xy)Orp = (x=p,y) dp,—1) =0 = xp—p’*—y =0 (Equacio daretar).
Buscamos agora uma pardbola do tipo y = ax’ + bx + ¢, de modo que estas retas Mo
sgjam tangentes aela.
Derivando, obtemos a equacdo da reta tangente a essa parabola no ponto (X, Yo)-
Y~ Yo
X = Xo

=2ax, +b

ousgjar y — (axy +bx, +¢) = (X~ Xo)(2a%, +b)
o X(2ax, +b)—ax; +c-y=0
tomea = 1/4, b= c=0, dai teremos: XBEXOH-EXS -y=0.
@ 04
Estaseraumaidéia em {r,| P O r} bastatomar p = X/2.
Reciprocamente, cadar, O {r,| P O r} étangente apardbola y = % x* no ponto

(2p, p°), pois a equacdo da reta tangente a essa parabola nesse ponto &:
y-p° _

= 2p f'(2p)=p = xp- p° - y=0, que éaequagio daretar,,

Logo o conjunto{r, | P O r} €o conjunto das retas tangentes a parabola y = X:.
4

PROBLEMA 2: SOLUCAO DE EMANUEL DE SOUZA CARNEIRO (FORTALEZA - CE)
Para provar a questdo, mostraremos uma lema equivalente ao lema de Kronecker.

Lema: Seja & um numero irraciona. Dado € > 0 arbitrério, existe a 00 Z* ta que
{ad} <¢, onde{x}=x—[X] indicaa parte fracionaria de x.
Prova: Sgjan O Z tal que ne <1< (n+1)¢. Divida o intervalo [0, 1) em (n + 1)
intervalosdo tipo [ig, (i +1)¢), 0<i <n; o ultimo intervalo é[ng, 1).

[ | | | | |

C T T T 1
0 £ 2¢e ne 1 (+De

Observe agora os nimeros 9, 29, 39,...;(n + 2)& . Como a funcdo parte fracionéria
vai dos reais em [0,1), pelo principio da casa dos pombos, dois dentre os (n + 2)
niameros{d}, {20}, {3d},....{(n+2) 8}, cairdo num mesmo intervalo [ig, (i + 1)¢).
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Sejamj, ¢ osdoisnimerostais que:
{jo},{¢do} Olig, (i +1)e).
Suponha, sem perda de generalidade, que {jo} = { ¢ &}
Assim:
is=[jo]+{jo} _ . . |
O (j—-00=[jo]—[¢d] + -{/
5=lro]+ gy 0700+ (13 ~tra)
Logo {(j—0)d0}={jo} —{(d}<(i+)e—-ic=¢cej—( éointero procurado
Obs: N&o podemoster {kd} =0, k 0 Z*, poisisso implicariakd =nOZ 0O d =n/k
0 Q, absurdo!

Vamos agora resolver o problema.
Sgjadado € > 0. Umareta passando pela origem tem aformay = mx

Primeiro caso: Se m [J Q, nesse caso areta passa por infinitos "Lattice points’ (pontos
de coordenadas inteiras), pois se m = p/q os pontos da forma (x, y) = (kq, kq . p/q) =
(kg, kp), k=1, 2, 3... estdo todos na reta, entdo elainterceptara todos os circulos que
tém centros nesses pontos.

Segundo caso: Se mfor irracional.
Os pontos da reta sdo da forma (x, mx), logo, pela observacéo feita apos o lema, esta
reta ndo contém nenhum ponto de coordenadas inteiras.

Suponha que ea intersecte somente uma quantidade finita de circulos, digamos C;,
C,,..., Cydecentros Py, P, ..., P,

Observe que para qua quer outro ponto no "Lattice” P (fora os centros) teremos:
dP,r)>e¢

Sejad amenor das distancias, di(Py, 1), da(Py, 1),..., dy(Pn, 1)

onde di(P;, r) éadistanciado centro P, aretar.

(Notequed, (P, r)>00 d=>0).

Logo teriamos dentro todos os pontos de coordenadas inteiras no plano, um deles P;
gue minimizaria adistanciaaretar, comd(P;, r) =d > 0.

Isso contradiz o lema, vejamos:

Pelo lemaexiste uminteiro a, de modo que {am} < d/2.

Sga b= [am] , 0ponto Q = (a, am) [0 r e suadistanciaa(a, b) € menor ou igual que
adisténciade(a, b) ar.
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r Logo d' < d((a, b), (a; am)) = Jam —b| =
y“ {am} < d/2.
l(a, am) Absurdo, pois d era a distancia minima [J

areta corta uma infinidade de circul os.

PROBLEMA 3: SOLUCAO DE CARLOS YUZO SHINE (SAO PAULO - SP)
: b : I~ ”
Sga A= E q Euma matriz de S.(2,Z) ta que A" = | para algum inteiro positivo n.

Sejam o menor inteiro positivo tal que A™ = 1. S§am A; e A, os autovalores de A, ou
seja, asraizes daequacdo det(A—x1) =0 = X¥*—(a+d)x+1=0. (1)

Se A1 = Ay, temos que o discriminante da equacéo (1) énulo, logoa+d=2ou
at+d=-2

Sea+d=2,temos

A:E bED p2 = e b(aJ’d)E:EZa_l 2b EzZA—I

d (a+d) d?+bc 2c 2d-1

Por induc&o, pode-se mostrar que A= kA — (k— ).

Destaforma, A"=1 =« mA—-(m-1)I =1 = A=1.

Sea+ d=-2, temos, ana ogamente, que A" = (=1)** (kA + (k— 1)I) e portanto A" = |
o (D)™ mA+(mM-1)1)=1 -« A=- emépar (naverdade, m=2).

Se A1 # Ay, entdo amatriz A é diagonalizével em C, ou sgja, existe uma matriz P tal

que A = PDP™, sendo D = E:)l

= T
0 X

Assm, A"=1 « PD"P'=| o D"=1 « A,"=A,"=1, ou sga, A1 e\, SAo raizes
mésimas da unidade. Assm, comoa+d=A;+ A, -1<a+d< 1l Comoa+dé
inteiro, temos os seguintes casos:

0
E. Neste caso, temos que A = PD*P, com
2

() a+d=-1 Nestecaso, () = ¥+ x+ 1 =0 e portanto A\, e A, S0 raizes
cubicas da unidade. Portanto m= 3.

(i) a+d=0.Nestecaso, (I) = X’ +1=0 e portanto A, e \, S0 raizes quartas
daunidade. Portanto m = 4.
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(iii) a+d=1.Nestecaso, (I) = ¥ —x+1=0eportanto A; e\, S30 raizes sextas
da unidade. Portanto m = 6.

Observando as matrizes dadas, temos
4

g -g -7,
-1 ’ 0 E ’ 1
Assim, basta provarmos que existeminteiros x, y, zew comxw—yz=1e
A=+ y wo -y
w z X
sendo W uma das trés matrizes acima. Note que

Wi

-1 —y2_yZ_
Caso (i) Tomamos W = Assm A=+ WXzt yz Ty
-1 WP HZW - YW XZ— Xw

Vegaquea+d=-1éequivalenteaxw—yz=1. A condicdo det A= 1 é equivalente
aad—bc=1 < a(-1—-a)—bc=1 - bc=—a’+a+ 1). Assim, devemos ter

a==*(yw+xz+yz)
b=x(-x*-y* =xy) (Il)
c=+(Z> +W* +2w)

Isso pode ser verificado fatorando a® + a + 1 = (a — w)(a — w) em inteiros de
Eisenstein. Considere um fator X —ywde a— we sgjaz—wwo fator dea— wtal que
(X —yw)(z—-ww) = a— w Note que (X —yw)(z—-ww) = a— w. As normas dos
fatores s30 X° + y* + xy e Z + W¥ + 2w e portanto sempre existem x, y, z e w tais que
Io| = X* + y* + xy e |c| = Z + W” + zw. Substituindo o valor de a de (I1) na equacio
original verifica-se que de fato bc = — (a® + a + 1). Reciprocamente, a outra raiz
desta Ultima equacdo € -1 —a = d = —xz — yw — xw. Mas para resolver isso basta
trocar x ey por z e w, respectivamente, e trocar o sinal.

Obs. Usamos implicitamente a existéncia e unicidade da fatoracdo para inteiros de
Eisenstein para obter X, y, z, w como acima.
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-1 _v2 _,2
Caso (ii) Agora tomamos W = com A=% ywHxz = x- =y
O 2 + W2 _ yW_ XZ
Novamente, € 6bvio que a condicdo a + d = 0 é satisfeita. A condicdo det A=1¢é
equivalenteaad—bc =1 - bc=—a”+ 1). O sistema correspondente agora é
a=(yw+ xz)
b=+(-x*-y?) (1)
c=%(z* +w?)
Agora usamos inteiros de Gauss! Considere afatoragdo a®+ 1= (a+i)(a—i) e sgam
X+yi ez+wifatoresdea+icom(x+yi)(z+wi)=a+i. Noteque (X —Vi)(z—wi) =
a —i. Entdo existem sempre x, y, zew tasque |o| = X* + YV e|c| = Z +
Novamente, substituindo o valor de a de (I11) na equac&o original vemos que de fato
bc=—(a’+ 1). A outraraiz é opostaao valor deade (Il1), maséso trocar o sinal.

Obs. Aqui usamos implicitamente a existéncia e unicidade de fatorag@o para inteiros
de Gauss para obter X, y, z, w como acima.

-1
Caso (iii) Tomamos dessavez W = ﬁ 1 E Temos nesse caso

Ao WHXE-yz =Xyt xy
P AW W - YW XZ+ Xw
Tomey=-y ew=-W e obtemos amesma matriz do caso (i).

E Mas esse caso é and 0go ao caso (i)!

Logo existe sempre uma matriz X tal que A = XWX, onde W é uma das matrizes
dadas no enunciado.

PROBLEMA 4: SOLUGAO DE JULIANA ABRANTES FREIRE (RIO DE JANEIRO - RJ)
Vamos numerar os pontos assim:
1 3 5 7 9

A (6) C(6)
A B=10

2 4 — 3 6 8
B (6)

0

F(n) = O nimero de percursos que chegam em n, sem passar por n + 2,
A(n) = O nimero de percursos que chegam em n vindos de n — 1.

B(n) = O nimero de percursos que chegam em n vindos de n — 2.

C(n) = O numero de percursos que chegam em nvindosden + 1.

A(6), B(6) e C(6) estdo ilustrados nafigura acima.
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Note que ndo h& mais caminhos relevantes para o problema além destes. Qualquer
caminho indo a 6 vindo de 8, passou obrigatoriamente por 6 ou 7 ou ambos. Se
passou por 6, este caminho ndo pode porque passaria por 6 duas vezes. Mesmo se
n&o passou por 6, este caminho ndo pode: 7 e 8 ja foram usados, entdo este caminho
ndo pode chegar até B.

Ent&o F(n) = A(n) + B(n) + C(n).

B(n) = F (n - 2), porque nenhum caminho chegando a n — 2 passou por n, como no
exemplo descrito anteriormente. Entdo

B(n) =A(n-2) + B(n—2) + C(n—2).

A(n) =B(n—-1) + A(n—1):

B(n—1) 40 1 Porque todos 0s C(n — 1) passaram por n (mais que isto,
eles sdo os caminhos que vieram para n — 1 diretamente
(n=D\A(n de n) e nenhum A(n — 1) ou B(n — 1) passou por n porque

€les ndo teriam como passar por n e voltar paran—2 e

n

n — 3, respectivamente, sem repetir pontos e mantendo a possibilidade do caminho
chegar aB.

C(n) =B (n—1) + A(n— 1), porque estes sdo os caminhos que chegam an + 1 sem
passar por n: elesvao direto den—1 paran + 1.

Para chegar ao ponto 1:

B(D) 1 3 B(n) = 0, ndo existe caminho.
————— A(1) = 1 (caminho direto )
A(% c=1 (caminho& ).
0 2

Para chegar ao ponto 2:
Os caminhos possivel s s&o:

1 3
—»>
A2 (2) N
& 4

0 B "2
OusdaA(2) =B(2) = C(2) = 1.
A3) =A(2) +B(2) =2 AGG) = A(4) +B(4) =7
B(3) = A(1) + B(1) + C(1) = 2 B(5) = A(3) + B(3) + C(3) = 6
C(3)=A(2) +B(2) =2 C(5) = A(4) + B(4) = 7
A(4) = A3) + B(3) = 4 A(6) = A(5) + B(5) = 13
B(4) =A(2) + B(2) + C(2) = 3 B(6) = A(4) + B(4) + C(4) = 11
C(4) = A(3) + B(3) = 4 C(6) = A(5) + B(5) = 13

EUREKA! N°13, 2002
52



Sociedade Brasileira de Matematica

A(7) = A(6) + B(6) = 24 A(8) = A(7) + B(7) = 44
B(7) = A(5) + B(5) + C(5) = 20 B(8) = A(6) + B(6) + C(6) = 37
C(7) = A(6) + B(6) = 24 C(8) = A7) + B(7) = 44

A(9) = A(8) + B(8) = 81
B(9) = A(7) + B(7) + C(7) = 68
C(9) = A(8) + B(8) = 81

C(10) = 0 porque ndo existe ponto 11.

Masaindavale
A(10) = A(9) + B(9) = 149

B(10) = A(8) + B(8) + C(8) = 125

F(10) = A(10) + B(10) + C(10) = 149 + 125 + 0 = 274.

PROBLEMA 5: SOLUGAO DE MARCIO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ)

I (u) =Lnln(1— 2ucosx + u?)dx

a) fazendot=m—-x;dt=—dx

)= J’O—lna—mcos(n—t) +WP)dt = J’O"l n(L+2ucost +u)dt = L"l nL—2(~u) cosx -+ (-u)?)dx=

U

[(—u). Logo, I(u) = I(—u).

Note agora que, Como cosx = 2cos’x/2 —1:

1-2u®cosx+u® =1+2u® +u” —4u® cos® x/2=(1+u?)? - 4u® cos® x/ 2=
(L+2ucosx/ 2+ u®)(L— 2ucosx/ 2+ u?)

Logo, | (u?) =J’07I1n(1+ 2ucosx/ 2+ u?)dx +Lnln(1— 2ucosx/ 2+ u?)dx
Fazendo t = x/2 nessas Ultimas integrai s vem:

2 il 2 2 ml 2 2 0
I (u )=2a'O In(L+ 2ucost +u?)dt+ [ In(L- 2ucost +u?)ot ()

B
i 2 _ _ 2\ o —
Agora, note que Imzln(1+ 2ucost +u“)dt = J’ ﬂzln(l 2ucosx+u)dx =
0 /2
= - |n(1—2ucosx+u2)dx=‘|’7T In(L—2ucosx +u?)dx (1)
t=—x Jmn/2 0

De (I1) e (111) vem

2 U2 2 s 2 O
[ (u )=25’0 In(L+ 2ucosx +u )dx+I/2In(1+ 2ucosx +u“)dx =2l (u)
us
U

Logo, I(u) = %I(uz).
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b) Fazendou=1,vemI(1)=2I(1) O I(1) =0. Emgerd, I(u) = zik a (uzk),Dx:

1 2_1[_]1 4_191 8 , . o
I(W==1W)==0C1Uu")==0CE1(U®)... (6umainducado simples).
()2()22()42()( céo simples)
Supondo 0 < u < linicialmente:

lcosx <10 |1 (u)| = h;"ln(l— 2ucosx + uz)dx‘ s'mln(1+ u)z‘dx= 2min(L+ u)|

.1 K 1
Logo, |I(u)|< ,0x pois 2—k|(u2 )sz—k

Fazendo k — oo e substituindo t = 2, deve-seter |I (u)|<

% 21'4In(1+u )% |

Logo, I(u) =0seu [ -1, 1] (lembrando jaque I (u) = I (— u)).
Se |u| > 1, faco asubstituicdo u =i: Ent&o (|w| <1:

I%B:fl _2cosx de J. In 2wcosx+1§1x:

1 2\ 4y _ 2\ Hy — _ ——
I@;@zﬁln(l—ZwCOSXHU ydx J;In(w Yax = | (w) = 2tInje) = =2 Infe].

!5 | (u) = 2rTInju|

Logo, se |u|>1, temos: I(u) = —2n|n

Qzero se |u<1

Concluindo: | (u) =
EQnIn|u| luj >1.

PROBLEMA 6: SOLU(;AO DE BRUNO FERNANDES CERQUEIRA LEITE (SAO PAULO - SP)

Fato 1: Seja0 = (0, 0). Entdo f(0) = O.

Prova: OxOD, temos [x -0/ <1. Logo devemos ter |f (x) - f (0)|<1,0xD! Como
a funcdo é sobrgetora, OyOOD [X,0Dcom f(x,)=y. Logo, OyOD,
ly = f(0)| <1, ou seja, f(0) dista no méaximo 1 de qualquer ponto do disco D. Logo
f(0) = 0.

Fato 2: Sejam B, :{(x, y)‘x2 +y? <r}, B_rz{(x, y)‘x2 +y?< r}. Entdo, se p O B,

f(p)OB,. Se pOB,, f(p)0B,.
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Prova: pO1B, 0B, | = |p-0[<rl<r] Mas|f (p) - f(0) =|f (1) -0 <|p-q <r[r]
Logo f(p)OB, (UB,).

Fato 3: Sef(p) estdno bordo de D (| f (p) — 0] = 1) entdo p esta no bordo de D.

Prova: f(p) e —f(p) sdo diametralmente opostos, logo | f (p) = (= f(p))|=2. Sep ndo
estivesse no bordo de D, OqOD,|p-q/<2, absurdo pois deveriamos ter
[f(p)- f(a)<|p-d,0p,qUD.

Fato 4: Sef(p) e f(g) sdo diametralmente opostos, entéo p e q também sdo.

Prova: Se p e g ndo fossem diametralmente opostos, |p-¢ <2=|f(p) - f(q)|,
absurdo.

Fato 5: Se p e g s80 opostos tais que f(p) e f(q) sdo diametralmente opostos, e se X esta
entre p e q entdo f(x) estd entre f(p) e f(g). Além disso, nesse caso
fO)f(a)=xa, f(x)f(p)=xp e f(x)f(0)=x0

Se A, B, C sdo pontos distintos, dizemos que B estd entre A e C (e denotamos

A - B - C)se AB+BC = AC) (onde AB =|A- BJ).

Prova: Sabemos, pelo fato 4, que p e g sdo diametralmente opostos. Sex =0, f(x) =0
e o lemaficatrivial. Suponhamos, sem perda de generadlidade, xZ0ep - X - 0.
Entido  px+x0=p0.  Como f(pf(x)<px e  f(xf(0)<xO,
f(p)f(x)+ f(x)f(0)< px+x0=1, por outro lado, pela desigualdade triangular,
f(pf(x)+f(x)f(0)= f(p)f(0)=1. Logo f(x) esté entre f(p) e O e portanto esta
entre f(p) ef(q), etemos f(p) f (x) = px, f(0) f(x)=0xe f(q)f(x)=qx.

Fato 6: Se p estano bordo de D ( |p — 0] = 1) entdo f(p) est& no bordo de D (o bordo
de D é B, s para facilitar a notagdo). Além disso, a restricio de f a B (que tem
imagem é) € uma composi¢ado de rotacdo com espel hamento.

Prova: Sejap O D ta que f(p) = (1, 0). Pelo fato 3, pOB.A imageminversa de
(-1, 0), pelo fato 4, é—p, isto &, f(— p) = (-1, 0). (— pO B). Sejam g e — q asimagens
inversasde (0, 1) e(— 1, 0).

Entdioge—-q O B e é bem facil ver gue p, g, — p e — q formam um quadrado (ou n&o
terfamos | f (m) - f (n)|<|m-n|,Om,nOD).

Sga f:D-D a composicdo de rotagdo com espelhamento que coincide com f nos
pontos p, g, — p e —q. Vamos mostrar que f (X) = f (x), OxOD.

Note que f éuma bijecdo, e que f1:D . D também é uma composi¢éo de
rotagdo com espel hamento.
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Sgamm,—m [ D.Exisenn,—nO B tais que f(n) = m e f(— n) = — m. Devemos
ter |m=(LO)|=|[f(n)~- f(p)|<|n-p, |[m=(=10)|=|f(n) - f(-p)|<|n+ p|.Iss0 j&
implica que n=f *(m) ou n=-f*(m), pois {xOD|x-p|=|m-(L0)| e
|x+ plz|m=(=10) [} ={ f *(m),~F "(m)} (de fato | T(m) - p|=|m~ f(p)|=|m~(20)|
e |fim+p|=|m-f(-p)=|m-(-10)|. Como,  aém  disso,
Im=©OD[=]f(n)-f(@|<|n-q| e [m=(0-D[=|f(n) - f(-a)|<|n+q], sobra
apenas a possibilidade n=f *(m). Como f ' é sobrgjetiva, dado xOD existe
mOD ta gue X = 1?‘1(m), e portanto teremos f (X) =m= F(x).

Agora estamos em condi¢des de terminar a prova: de fato segue dos fatos 5 e 6 que
f=fe logo é uma composicdo de rotacdo com espelhamento, e portanto preserva

distancias. Com efeito, f = em D, e f leva diametros pg com q=—le§ em
didmetros ?( p)F(q) (e F( p), F(q) l I5), e tanto f quanto f restritos ao diametro

E preservam as disténcias aos extremos, e portanto preservam distancias, logo
coincidem.
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XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Resultado - Nivel 1 (52. e 62. Séries)

NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Eduardo Fischer Encantado — RS Ouro
Raphael Rodrigues Mata Salvador — BA Ouro
Guilherme R. Nogueira de Souza Sé&o Paulo — SP Ouro
André Linhares Rodrigues Fortaleza — CE Ouro
André Martins Costa Aranha Rio de Janeiro — RJ Ouro
Luiz Maller Vitéria — ES Ouro
Rafael Bandeira Lages Teresina — PI Prata
Felipe Gongalves Assis Campina Grande — PB Prata
Renato Reboucas de Medeiros Fortaleza — CE Prata
Thais Viveiro S&o Paulo — SP Prata
Adriano Jorge Braun Vieira Neto Fortaleza — CE Prata
Jaques Deivinson da Silva Castello Serra— ES Prata
Enzo Haruo Hiraoka Moriyama Sé&o Paulo — SP Prata
Priscilla Yu Chen Kashiwakura S&o Paulo — SP Prata
Jefferson Quesado Neto Fortaleza — CE Prata
William Vasconcelos de Morais Fortaleza — CE Prata
Sophia Cherem Lopes Belo Horizonte — MG Bronze
Arthur Rodrigues de Oliveira Sobral S. J. dos Campos — SP Bronze
Pedro Paulo Gondim Cardoso Salvador — BA Bronze
Regina Reis da Costa Alves Rio de Janeiro — RJ Bronze
Weslen Costa Timéteo Paulista — PE Bronze
André Rodrigues Salerno Goiania - GO Bronze
Caroline Goulart Campos Rio de Janeiro — RJ Bronze
Edson Augusto Bezerra Lopes Fortaleza — CE Bronze
Luiz Felipe Bruzzi Curi Belo Horizonte — MG Bronze
Bernardo de Oliveira Veiga Rio de Janeiro — RJ Bronze
Felipe Alves Tomé Fortaleza — CE Bronze
Luiza Cristina Maia e Silva Recife — PE Bronze
Igor Ribeiro Azevedo Belo Horizonte — MG Bronze

Mariana Nasser Brolezzi

Santo André — SP

Menc&o Honrosa

Paulo Alexandre Pavoni

Curitiba = PR

Menc&o Honrosa

Paulo André Carvalho de Melo

Rio de Janeiro — RJ

Mencé&o Honrosa

Guilherme Pereira Barbosa

Belo Horizonte — MG

Mencé&o Honrosa

Gustavo Sampaio Sousa

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Dennis G. de Macedo Bragagnolo Curitiba — PR Mencé&o Honrosa
Pedro Nogueira Machado Rio de Janeiro — RJ Mencé&o Honrosa
Yuriy Thallickson Bincovski Curitiba — PR Meng¢é&o Honrosa

Gil Henriques

Vassouras — RJ

Menc&o Honrosa

Cassio Kendi Takamori

S. J. dos Campos — SP

Mencé&o Honrosa

luri Lima Ribeiro

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Franco Veronez Ribeiro

Vitéria — ES

Menc&o Honrosa

Mateos Kruchelski Tscha

Curitiba — PR

Mencé&o Honrosa

Kleber Varela dos Santos

Jaboatéo dos Guararapes — PE

Menc&o Honrosa

Nubia Martins Domingues

Belo Horizonte — MG

Mencé&o Honrosa

Eduardo Tadafumi Sato

Mogi das Cruzes — SP

Menc&o Honrosa

Marco Aurélio Buono Carone

Belo Horizonte — MG

Menc&o Honrosa

Thalles Melo de Oliveira Lopes

Goiania - GO

Mencé&o Honrosa

Michel Ricardo Nigri

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa

Raquel Pereira Martins

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa
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NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Thiago Costa Leite Santos Sé&o Paulo — SP Ouro
Henry Wei Cheng Hsu Sé&o Paulo — SP Ouro
Rafael Daigo Hirama Campinas — SP Ouro
Rodrigo Aguiar Pinheiro Fortaleza — CE Ouro
Marcus Edson Barreto Brito Fortaleza — CE Prata
Daniela Satie Kondo Sé&o Paulo — SP Prata
Telmo Luis Correa Junior Santo André — SP Prata
Alan Hideki Uchida Sé&o Paulo — SP Prata
Felipe Rodrigues Nogueira de Souza Sé&o Paulo — SP Prata
Diogo dos Santos Suyama Belo Horizonte — MG Prata
Ricardo Mizoguchi Gorgoll Sé&o Paulo — SP Prata
Karoline Matias Morais Fortaleza — CE Prata
Paulo Roberto Sampaio Santiago Salvador — BA Prata
Marcela Sobrinho Pereira Fortaleza — CE Prata
Thomés Yoiti Sasaki Hoshina Rio de Janeiro — RJ Prata
Guilherme Rodrigues Salerno Goiania - GO Bronze
Hector Kenzo Horiuti Kitahara Sé&o Paulo — SP Bronze
Mauro Cardoso Lopes Sé&o Paulo — SP Bronze
André Lucas Ribeiro dos Santos Pindamonhangaba — SP Bronze
Renata Sayuri Takehara S. J. dos Campos — SP Bronze
Henrique Castro Noronha Valinhos — SP Bronze
Matheus Migliolo Coelho Limeira — SP Bronze
Lucas de Freitas Frenay Santo André — SP Bronze
Rafael Marini Silva Vila Velha — ES Bronze
André Slepetys Sé&o Paulo — SP Bronze
Luiza Fontana Barbosa Curitiba = PR Bronze
Jefferson Fonlin Tsai Sé&o Paulo — SP Bronze
Deborah Regina Fujisawa Okuno Séo Paulo — SP Bronze
Felipe Paupitz Schlichting Floriandpolis — SC Bronze
Elton Gomes Coriolano Fortaleza — CE Bronze

Alison Santos Xavier

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Marcus Vinicius Martins da Costa

Belo Horizonte — MG

Mencé&o Honrosa

Rodrigo Viana Soares

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Lucas M. Pereira Castello Branco

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Larissa Rodrigues Ribeiro

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Thiago Jorge Marinho Vieira

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Cincinato Furtado Leite Neto

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Rafael Kitayama Shiraiwa

Sé&o Paulo — SP

Mencé&o Honrosa

Anderson Hoshiko Aiziro Sé&o Paulo — SP Menc¢é&o Honrosa
Guilherme Alonso Daud Patavino Santos — SP Mencé&o Honrosa
Vitor Humia Fontoura Salvador — BA Mencé&o Honrosa
André Schultz Santa Barbara D'Oeste — SP Mengé&o Honrosa
Gabriel Tavares Bujokas Sé&o Paulo — SP Meng¢é&o Honrosa

Francisco Bruno de Lima Holanda

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Gustavo Eufrasio Farias

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Katja Stephanie Ried Valinhos — SP Meng¢é&o Honrosa
Raul Maximo Alexandrino Nogueira Fortaleza — CE Mengé&o Honrosa
Marcos Vainer Loeff Sé&o Paulo — SP Menc¢é&o Honrosa

Antonia Taline de Souza Mendonga

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Julio Vitério dos Santos Ferreira

Rio de Janeiro — RJ

Mencé&o Honrosa
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Resultado - Nivel 3 (Ensino Médio)

Sociedade Brasileira de Matematica

NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Humberto Silva Naves Sé&o José dos Campos — SP Ouro
Davi Maximo Alexandrino Nogueira Fortaleza — CE Ouro
Larissa Cavalcante Queiroz de Lima Fortaleza — CE Ouro
Carlos Stein Naves de Brito Goiania - GO Ouro
Alex Corréa Abreu Niteréi — RJ Ouro
Daniel Pinheiro Sobreira Fortaleza — CE Prata
Einstein do Nascimento Janior Fortaleza — CE Prata
Guilherme Fujiwara Sé&o Paulo — SP Prata
Thiago Barros Rodrigues Costa Fortaleza — CE Prata
Rafael Tajra Fonteles Teresina — Pl Prata
Eduardo Famini Silva Salvador — BA Prata
Rodrigo Roque Dias Sé&o Paulo — SP Prata
Fabio Dias Moreira Rio de Janeiro — RJ Prata
Daniel Pessba Martins Cunha Fortaleza — CE Bronze
Yuri Gomes Lima Fortaleza — CE Bronze
Paulo Ribeiro de Almeida Neto Ananindeua — PA Bronze
Thiago da Silva Sobral Fortaleza — CE Bronze
Germanna de Oliveira Queiroz Fortaleza — CE Bronze
Bernardo Freitas Paulo da Costa Rio de Janeiro — RJ Bronze
Samuel Barbosa Feitosa Fortaleza — CE Bronze
Isaac Newton Ferreira Santa Rita Nova Iguagu — RJ Bronze
José Luiz Gomes Junior Belém — PA Bronze
Ayran Ayres Barbosa Loriato Vitéria — ES Bronze
Fernanda Maria de Oliveira Nicacio Fortaleza — CE Bronze
Henrique Chociay Pinhais — PR Bronze
Jodo Alfredo Castellani Fajardo Freire Salvador — BA Bronze
Rafael da Silva Faria Rio de Janeiro — RJ Bronze

Israel Franklim Dourado Carrah

Fortaleza — CE

Menc&o Honrosa

Artur Duarte Nehmi

Sé&o Paulo — SP

Menc&o Honrosa

Lucas de Melo Pontes e Silva

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Diogo Luiz Duarte

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa

Estillac B. Filho Belém — PA Menc¢é&o Honrosa
Alex Cardoso Lopes Sé&o Paulo — SP Mencé&o Honrosa
Arthur M. Rocha de Azevedo Scalercio Belém — PA Mencé&o Honrosa
Diego Silva Dias Belém — PA Menc¢é&o Honrosa

Martha Priscilla Aratjo de Moraes

Fortaleza — CE

Mencé&o Honrosa

Ricardo Monteiro da Silva Lanna

Belo Horizonte — MG

Menc&o Honrosa

Fernando Souza Martins

S. J. dos Campos — SP

Mencé&o Honrosa

Mauricio Richartz

Curitiba — PR

Menc&o Honrosa

Léo Tsukui

Belém — PA

Menc&o Honrosa

Vitor Gabriel Kleine

Mogi das Cruzes — SP

Mencé&o Honrosa
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Resultado — Nivel Universitario
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NOME CIDADE — ESTADO PREMIO
Emanuel Augusto de Souza Carneiro Fortaleza — CE Ouro
Carlos Yuzo Shine Sé&o Paulo — SP Ouro
Daniel Massaki Yamamoto Sao Paulo — SP Ouro
Fabricio Siqueira Benevides Fortaleza — CE Prata
Diégo Veloso Uchda Teresina — Pl Prata
Frederico Vale Girdo Fortaleza — CE Prata
Bruno Fernandes Cerqueira Leite Séo Paulo — SP Prata
Marcio Afonso Assad Cohen Rio de Janeiro — RJ Prata
Lucas Heitzmann Gabrielli Sé&o Paulo — SP Prata
Christian lveson Séo Paulo — SP Bronze
Daniel Nobuo Uno Sé&o Paulo — SP Bronze
Giuliano Boava Florianépolis — SC Bronze
Vinicius José Fortuna Campinas — SP Bronze
Leonardo Augusto Z&o Nil6polis — RJ Bronze
Leandro de Mattos Ferreira Rio de Janeiro — RJ Bronze
Rodrigo Villard Milet Rio de Janeiro — RJ Bronze
Tertuliano Franco Santos Franco Salvador — BA Bronze
Aleksander Medella Campos da Silva Rio de Janeiro — RJ Bronze
Arnaldo Jo&o do Nascimento Junior Duqgue de Caxias — RJ Bronze
Artur Radoman de Oliveira Rio de Janeiro — RJ Bronze
Bruno Germano Borics Rio de Janeiro — RJ Bronze
Thiago Afonso de André Sé&o Paulo — SP Bronze
Juliana Abrantes Freire Rio de Janeiro — RJ Bronze
Felipe Duarte Cardozo de Pina Rio de Janeiro — RJ Bronze

Fernando Prado Rocha

Goiania - GO

Menc&o Honrosa

Camilo Marcantonio Junior

Rio de Janeiro — RJ

Mencé&o Honrosa

Dulio Matos Leite de Carvalho e Silva

Rio de Janeiro — RJ

Mencé&o Honrosa

Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva

Campina Grande — PB

Menc&o Honrosa

llan Lobel

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa

Rafael Pellizzer Soares

Jundiai — SP

Mencé&o Honrosa

Anderson Rodrigues Ferreira

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa

Rafael de Freitas Lemos

S. J. dos Campos — SP

Menc&o Honrosa

Bruno Martins Reboredo

Rio de Janeiro — RJ

Mencé&o Honrosa

Daniele Véras de Andrade

Rio de Janeiro — RJ

Menc&o Honrosa
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AGENDA OLIMPICA

XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2¢e3
Primeira Fase — Sébado, 8 de junho de 2002
Segunda Fase — Sabado, 14 de setembro de 2002
Terceira Fase — Sabado, 19 de outubro de 2002 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 20 de outubro de 2002 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 14 de setembro de 2002
Segunda Fase — Sabado, 19 e Domingo, 20 de outubro de 2002

¢
VIIl OLIMPIADA DE MAIO
maio de 2002
¢
XIIl OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

22 a 28 de junho de 2002
Fortaleza — CE, Brasil

L4

XLIIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
18 a 31 de julho de 2002
Glasgow, Reino Unido
.

XVII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
30 de setembro a 5 de outubro de 2002
El Salvador

L4

V OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
outubro de 2002

* 0
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Amarisio da Silva Aradjo
Alberto Hassen Raad

Benedito Tadeu Vasconcelos Freire
Carlos Frederico Borges Palmeira

Claudio Arconcher

Claus Haetinger

Cleonor Crescéncio das Neves
Elio Mega

Roséngela Souza

Floréncio Ferreira Guimaraes Filho
Gisele de Aradjo Prateado Gusméao

Ivanilde Fernandes Saad

Jacqueline Fabiola Rojas Arancibia

Jodo Benicio de Melo Neto
Jodo Francisco Melo Libonati
Irene Nakaoka

José Carlos Pinto Leivas
José Cloves Saraiva

José Gaspar Ruas Filho

José Luiz Rosas Pinho

José Vieira Alves

Marcelo Rufino de Oliveira
Licio Hernandes Bezerra
Luzinalva Miranda de Amorim
Marcondes Cavalcante Franca
Pablo Rodrigo Ganassim
Reinaldo Gen Ichiro Arakaki
Ricardo Amorim

Roberto Vizeu Barros

Sérgio Claudio Ramos

Silvio de Barros Melo

Tadeu Ferreira Gomes
Tomas Menéndez Rodrigues
Valdenberg Arajo da Silva
Wagner Pereira Lopes
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Vigosa - MG

Juiz de Fora- MG
Natal -

Rio de Janeiro - RJ
Jundiai —

Lajeado - RS
Manaus - AM

Séo Paulo - SP
Santo André — SP
Vitéria — ES
Goiania- GO
Campo Grande- MS
Jodo Pessoa — PB
Teresina - PI
Belém - PA
Maringa - PR

Rio Grande - RS
S4o Luis - MA

Séo Carlos — SP
Florianépolis — SC
Campina Grande — PB
Belém - PA
Florianépolis — SC
Salvador - BA
Fortaleza - CE
Piracicaba — SP

SJ dos Campos — SP
Nova Iguagu — RJ
Volta Redonda - RJ
Porto Alegre - RS
Recife - PE
Juazeiro - BA
Porto Velho - RO
Séo Cristovao — SE
Jatai - GO



