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AOS LEITORES

Nesta Ultima edicdo de 2001 publicamos solugdes dos problemas da
Olimpiada Internaciona e da Olimpiada Iberoamericana deste ano, nas quais o
Brasil obteve 6timos resultados, gue deixaram toda a nossa comunidade olimpica
muito contente.

Por falar na comunidade olimpica, lembramos gque neste ano foi criado o nivel
universitdrio da OBM, cujas provas e solugdes serdo publicadas no préximo
nimero da Eurekal. Aproveitamos para saudar os novos (e antigos) olimpicos
universitarios.

Mais uma vez agradecemos o grande nimero de solucBes e problemas
propostos que sdo enviados pelos leitores, e que nos gudam a fazer a Eurekal.
Como um estimulo adiciona a nossos colaboradores, vamos dar um
reconhecimento especial aos leitores que resolverem mais problemas
propostos,ou agqueles problemas propostos que considerarmos mais dificels, ou
gue estiverem ha bastante tempo sem solugdo. Aguardem e continuem
colaborando!

Finalmente, agradecemos a colaboracdo de Carlos Yuzo Shine, Eduardo
Tengan e Pablo Ganassim, que gjudaram na revisdo deste nUmero, e desgjamos
um 6timo 2002 a todos.

Os editores.

EUREKA! N°12, 2001
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XLII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

Problemas e Solucdes

PROBLEMA 1

Seja ABC um tridngulo acutangulo com circuncentro O. Segja PA uma altura do
trigngulo com P no lado BC.

Considere que BCA= ABC +30°.
Prove que CAB + COP <90° .

SOLUGAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ):

Sgam ACB=C, ABC=B,CAO=A e COP=a [ CP=bcosC. Sga M
ponto médio de BC.

(@]

Como COM=A e COP=al POM =A- aDtgA—CM a_ e
OM 20M

tg(A—a):% onde BC=a, AC=b, AB=c e R=OA=0B=0C [

CM PM

toa =tg(A-(i-a))-_9A-0lA-a) _ __ CPOM___
1+tgAng(A-a) L+ CM DDIVI " OM” +CM [PM
A ) oM~
= bcosC DSCOSA ja que CP=bcosC OM = Rcos A

R? cos? A+ % - azbcosé
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ng—@=%—bcosé e CM =% e, pela lei dos senos no tridngulo
ABC 0 b = 2RsenB ea=2RserA[]

2R?senB cosC cosA _ 2senB cosC cosA
R? cos? A+ R2senA - 2R%senAsenBcosC  1- 2senAsenBcosC
2senB cosC cosA E§enA _
1-2senAsenBcosC  CosA

U tga =

como tgar >00 1-2senAsenBcosC > 00 tga HgA=

_ ZsenBsienA(EosC _ ecomo 22 —x-1<0, DXDH‘},:LB] 2sen?A - senA<1
1- 2senBsenAcosC 020

DAD(090°), mas sen(é—é)z% pois 90°>C-B=30°e a funcdo seno é

senA

crescente no intervalo (090°)0 senA ESen(C B)
0 -senAz —ZSenAsen(é - é)D 2senA - 29enAsen(é - é)s 2sen?A- senA<10

0 2senA{senA - senlC - B))<10 2senAlgen(8 + )+ senB - € <10
0 4senAsenBcosC <10 2senAsent cosC pois
1- 2senAsenB cosC

1- 2senAsenB cosC > 00 tgAEﬂgor <1d tg(A+a)=tgo{ +tgA>OD A+a <90°.

PROBLEMA 2
Prove que
a b c
+

+ >1
JaZ+8bc b2 +8ca +c? +8ab

para quaisquer nimeros reais positivos a, b, e c.

SOLUCAO DE ALEX CORREA ABREU (NITEROI - RJ):

y zagb +¢be861 +¢ zcgb 21 < [a? (b +8ca)(c? +8ba) +/b?(a® +8ch)(c? +8ba) +
a~ +adoc +oac c” +adna

|2 (b? +8ca)(a® +800) =/513°h°c? +8(a’h? +a’c® +c°b?) +64ab(a® +b° +¢°)
Elevando ao quadrado, obtemos

EUREKA! N°12, 2001
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0]
2,/513a%b%c? +8(a’® +a’c? + c%b®) + 64abc(a’® +b° +c?)

[{abv'c? +8ab + acyb? +8ac +bcy/a? +8bc) >510a2b2c? — 8(ah® + ac® + b3c?)
mas pela desigual dade das médias vale:

(1)8(@%° +a’c® +c®v®) = 24a®’c? e  64abc(a’ +b® +c®) =192a’b?c?
donde:

an) 2\/513a2bzc2 +8(a®b® + a’c® + ¢c3p?) + 64abe(a® +b® +¢?) = 27abc
portanto basta mostrar que:

(IV) (aby/c? +8ab +acyb? +8ac +bcya? +8bc) > 9abc. E facil ver que (1),
(1 e (IV) implicam (1).

Dividindo (1V) por abc, ObtemOS\/8£;+1+\/8a—(2:+1+\/8b—(2;+12 9, e fazendo
c b a

b _u X =v,b—‘2:=w temos que provar que. ~/8u+1++/8v+1++/8w+12>9,
a

¢z b’
dado que uvw = 1.
Usando varias vezes a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

obtemos
V8U+1++/8v+1++/8w+1 > 3[§/512uvw + 64(Uv + Uw+ VW) +8(u+V +w) +1>

> 3@/512uvw+1923\/u2vzw2 +243/uvw +1=318/729 =9, 0 que prova

(IV), ede (1), (111 e (IV) obtemos (1), c.g.d..

PROBLEMA 3
Vinte e uma meninas e vinte € um meninos participaram numa competicao
matematica.

»  Cada participante resolveu no maximo seis problemas.
e Para cada menina e cada menino, existe pelo menos um problema que foi
resolvido por ambos.

Prove que existe um problema que foi resolvido por pelo menos trés meninas e
pelo menos trés meninos.

EUREKA! N°12, 2001
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SOLUCAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO):

Considere atabela
O
A O | O, | O s Oz
A | Xua| Xiz| Xis X121
Az | Xa1| Xaz2| Xa3 X221
Az | Xa1| Xsz2| Xaz Xz

Az [ Xar1 | Xa12 | X213 A Xo1,21

Cada interseccdo X;,; € a questdo que a menina A, e o0 menino O; fizeram em
comum (se fizeram mais de uma em comum, escolha uma delas qual quer)

Lema: em cadalinhai databela temos pelo menos 11 X;,¢s com a propriedade (1):
esse X, aparece pelo menos 3 vezes nesta linha (contando ele mesmo).

Prova: Se por absurdo ha menos de 11, ent&o h& pelo menos 11 que ndo tém essa
propriedade (s&o 21 no total). Ent&o cada um desses se refere a uma questéo que
aparece no maximo 2 vezes nalinha.

Mas se ha pelo menos 11 Xi,xs € para cada questdo nho maximo dois Xi,xs Se
referem a ela, entéo ha no minimo 6 questdes referidas nesse grupo.

Mas uma linha s6 tem no maximo 6 questdes referidas, pois a meninai fez no
maximo 6 questbes. Assim todas 6 questbes feitas pela menina aparecem no
maximo 2 vezes. Absurdo, pois 6 x 2 = 12, mas na linha aparecem 21 (21 > 12)
guestdes. Assim o lema é verdadeiro.

H&a o lema andlogo de que em cada coluna j ha pelo menos 11 Xs com a
propriedade (I1): cada um se refere a uma questdo que aparece pelo menos 3
vezes nacoluna. A prova é andoga.

Contando o0s X;,;s com a propriedade (1) temos pelo menos 11 x 21 (21 linhas).
Analogamente pelo menos 11 x 21 com a propriedade (11).

Se ndo houvesse nenhum X;,; que tem ambas propriedades, teriamos pelo menos
11 x 21 com propriedade (1), outros 11 x 21 com propriedade (I1), somando
22 x 21 X,js, absurdo, pois ha s6 21 x 21 X;,js. Assim ha um X;,; que tem ambas
propriedades. Assim ele se refere a uma questdo y que aparece 3 vezes em sua
coluna e 3 vezes em sua linha. Como aparece 3 vezes em sua coluna (em 3 linhas
digtintas), as 3 meninas relativas a essas 3 linhas fizeram a questéo y (poistem ela
em comum).

EUREKA! N°12, 2001
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Analogamente 3 meninos fizeram a questdo y, andisando as 3 colunas distintas.
Assim 3 meninos e 3 meninas fizeram a quest&o y, 0 que sempre ocorre para certa
questéo y.

SEGUNDO DIA
DURACAO: 4 horas e meia.

PROBLEMA 4
Sgjan um inteiro impar maior do que 1 e sgjam ki, K,,...,k,, inteiros dados. Para

cadaumadas n! permutacdes a=(a,,a,,...,a,) de {12,...,n}, defina

S(a) = i ki a;.

Prove que existem duas permutacBes b e ¢, b # ¢, tais que n! € um divisor de
S(b) - S(c).

SOLUGAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO):

Se ndo h4d Sb) — Sc) ta que n! |S(b) -S(c), e hd n! permutacbes, cada
permutacdo € de uma classe modulo n!. Se ndo,existem b e ¢ tais que

S(b) = S(c)(modn) O S(b) — S(c) =0(modn). Absurdo.

Sgja Z S(a;), 0 somatorio detodas n! permutagdes possiveis.
Célculo de z S(a):

Cada k; aparece em (n — 1)! permutacGes multiplicando cada coeficiente (de 1 a
n). Logo no total temos (n —1)! (L+ 2 + ...+ n) de cadak. Assim,

“Y @) =(n-1) ”+1)”D2k n+1)l]h| 7 k; =0(modn)

(pois n é impar).Temos também que cada permutacdo é de uma classe, logo

zS(ai) =1+2+..+ n!zw(modn!).
Como n>1, 2|n'

**zS(a)— n(n+1) B—H]h' %!(modn!).

DZD

De* e** temosque 0= E (mod n!), absurdo.

EUREKA! N°12, 2001
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Logo ha §b) e Sc) taisque Sb) = Sc) (modn!) O n! |S(b) - 5(c).

PROBLEMA 5

Num tridngulo ABC, sgja AP a bissectriz de BAC com P no lado BC, e sgjaBQa
bissectriz de ABC com Q no lado CA.

Sabemos que BAC =60° e gque AB + BP = AQ + QB.

Quais sdo os possiveis valores dos angul os do trigngulo ABC?

SOLUGAO DE THIAGO BARROS RODRIGUES COSTA (FORTALEZA - CE):

Nomenclatura:

a=BC

b=AC

c=AB

o= ABQ=CBQ

Lemal: BQ= —Zac cosa
(a+c)

Prova: note que a &rea do tridngulo ABC € igual a soma das éreas dos triangulos
ABQ e BQC. Logo
alt[$en2a _ c[BQ [sena + a[BQ [&ena

U
2 2 2
a (¢ [2sena [tosa = (a+¢)BQ Zena [
BO= 2accosa
(a+c)

EUREKA! N°12, 2001
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bc

Lema2: AQ=
© (a+c)

Prova: Pelo teorema das bissetrizes internas temos que:

Q:ED CQ+AQ:(a+c)DL:(a+c)DAQ: bc .
AQ ¢ AQ c AQ c (atc)
Lema3: BP = ac

(b+c)

Prova: andlogo ao lema 2.

Do problema, temos que AB + BP = AQ + QB. Ent&o, pelos lemas:
ac _ bc  2accosa . a+b+c _b+2acosa
+c= + 0 = 0
b+c atc atc b+c atc

O (a+ c)(a+ b+ c): (b+c)(b+ 2acosa)D

a® +c? + 2ac +ab+bc=b? +bc + 2a(b + c)cosa [
a® +c? —b? + 2ac + ab = 2alb + ¢)cosa. (1)

Agora, pelale dos cossenosno AABC :

a® +c® - 2accos2a =b* 0 a® +c¢® -b® = 2accos2a
Assim, de (1):

2accos2a + 2ac + ab = 2a(b + ¢)cosa [

2c(cos2a +1)+b=2(b + c)cosa O

2c(cos? o - sen’ar +cos? a + sen’ar )+ b = 2(b + c)cosar O
4ccos® a - 2(b+ c)cosa +b =0.

Resolvendo a equacgéo:

1 b
COSO =— OU COosSa =—.
2 2c

Se cosorzl, 0 Unico valor que ele poderia assumir era 60°, nesse caso
ABC = 20 =120° =180° - 60° =180° = BAC, absurdo.

~ b : A
Entdo cosa = > Pelalei dos senos no tridngulo
c

EUREKA! N°12, 2001
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b sen2a sen2a 2sena cosa

ABC:—=——————[J cosa = =
c sen(120°-2a) 2sen(120° - 2a)  2sen(120° - 2a)

sen(120° - 2a) = sena (note que cosa # 0) [
Vegaque a deve pertencer ao intervalo (0, 60°) para que o tridngulo possa existir.
Assim, o Unico valor possivel para a seriafazendo a =120° - 2a 00 a =40° [
ABC =80° 00 BCA=40°
Logo os angulos do tridngul o sdo:
ABC =80°,BCA=40° e BAC =60°.

PROBLEMA 6
Sgama, b, ¢, dinteiroscoma> b > c>d > 0. Considere que

ac+tbd=(b+d+a-c)(b+d-a+c).

Prove que ab + cd € um nimero primo.

SOLUCAO DE ANTONIO CAMINHA MUNIZ NETO (FORTALEZA - CE):

Simplificando a condigéo do enunciado obtemos a* + ¢ —ac = b* + d” + bd, ou
ainda (2a—c)? + 3c¢” = (b + 2d)* + 3b* (*). Suponha, por contradicso, que ab + cd
=p, pprimo. A condicdoa>b>c>d>0garantequep=ab+cd=4x3 +2x1=
14, de modo que p = 17. Por outro lado,

2p=2ab+ 2cd=(2a—c)b + (b + 2d)c,
de modo que mdc(2a — ¢, b + 2d) divide 2p. Para mdc(2a — ¢, b + 2d) ser par,
deveriamos ter b e ¢ pares, donde p = ab + cd seria par, o que é um absurdo.
Logo,
mdc(2a—c,b+2d)=1oup
Afirmacdo: mdc(2a—c, b+ 2d) = 1:

Suponha que mdc(2a — ¢, b + 2d) = p. Ent&o (*) nos daria que p°[13(b* —
¢®, edal p’0(b*—c?), umavez quep # 3. Porém, p = ab + cd > b, de modo que

O<b2—C2<p2,

um absurdo.

EUREKA! N°12, 2001
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Agora, sjam x = 2a—c, y = b + 2d. Entdo mdc(x, y) = 1 e segue de (*)
que X2 —y* = 3(b? — ¢), ou ainda

(x=y)(x+y)=3(b-c)(b+c)
Consideraremos dois casos separadamente:
i.b # c(mod 2): ofato de ser p = ab + cd garante que mdc(b, ) = 1. Como b + ¢
eb —c sdo impares, isto implicaem mdc(b + ¢, b —c) = 1. Um argumento andlogo
implicaem mdc(x +y, X—Y) = 1 também. Se 3 [0 (X + y) entéo
Xx—y=mdc(x—Yy, (b+c)(b—c)) = mdc(x—y, b+ c) mdec(x—y, b—c)
x+y=3mdc(x+y, (b+c)(b—c)) = 3mde(x+y, b+c) mdc(x+y, b—c)

Escrevendo a = mdc(x—y, b—c), B=mdc(x—-y,b+c),y=mdc(x+y,b—c) e
finamente = mdc(x +y, b + ¢), temosx —y = aff ex +y = 3yd. Por outro lado,

b—c=mdc(b—c, x—y)mdc(b—c,x+y)=ay e b+c=39,

analogamente. Resolvendo para a, b, ¢ e d obtemos 4a = a3 + 3o + 3yd—ay, 2b
=ay+Bd 2c=—ay+Bdedd=—oap —Bd+3yd—ay. Dai

4p = 4(ab + cd) = By (a® + 35°)

Masb # c (mod 2) implicaem b + c eb — ¢ impares, de modo quea, 3, y
e d sdo impares. Assim, temos 0s seguintes casos:

a) By=p: nessecaso, a’+35°=4edal a = & = 1. Portanto, a = b, um absurdo.
b) By= 1: neste caso, 3= y=1edai c =d, um novo absurdo.

ii. b =c (mod 2): Nesse caso b e c devem ser impares, pois do contré&rio 2
dividiriaab + cd = p. Assim, nas notagBes acima, temos X e y também impares.

Segue que

mdc(b + ¢, b—c) =mdc(x +y, x—y) =2

EUREKA! N°12, 2001
11
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(pois ja temos mdc(x, y) = 1). Se 30J(x + y) (0 outro caso é novamente and0go),

escrevendo
X YHx+YH_ JP-cfp*+ch
02 M2 0 02 mM2 0O

e pondo

o = mdc Bu,EE,B:mCBu,EE’
o2 2 C o2 2 C
y=mdcF Y b-ch & macE*y breh
02" 2¢C 02’ 2°¢C

chegamos, como acima, a2a=af3 + Bo+ 3yd—ay,b=ay+ 6, c=—ay+ Bde
2d=—-afB - o+ 3yd— ay. Dai,
p=ab+cd=pBya’+35?

Nem B nem y sdo iguais ap, pois do contrério teriamos b > p, 0 que contradiz ab
+cd=p. Logo B=y=1eda c=d, um novo absurdo.

EUREKA! N°12, 2001
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XVI OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA

Enunciados e Resultado Brasileiro

A XVI Olimpiada Iberoamericana de Matematica foi realizada na cidade
de Minas, Uruguai no periodo de 24 a 29 de setembro de 2001.
A equipe brasileira foi liderada pelos professores Carlos Gustavo Tamm

de Araujo Moreira, do Rio de Janeiro — RJ e Pablo Rodrigo Ganassim, de S50
Paulo — SP.

O Resultado da Equipe Brasileira

BRA 1 | Carlos Stein Naves de Brito Ouro

BRA 2 | Daniel Massaki Yamamoto Prata

BRA 3 | Daniel Pinheiro Sobreira Ouro

BRA 4 | Thiago Barros Rodrigues Costa Prata
PRIMEIRO DIA

DURACAO: 4 horas e meia.

PROBLEMA 1

Dizemos que um nimero natural n é "charrua' se satisfaz simultaneamente as
seguintes condigoes:

- Todos os agarismos de n sdo maiores que 1
- Sempre gque se multiplicam quatro algarismos de n, obtém-se um divisor de n.

Demonstrar que para cada nimero natural k existe um namero "charrua' com
mais de k algarismos.

SOLUCAO DE DANIEL MASSAKI YAMAMOTO (SAO PAULO - SP):

Vou construir nimeros “charruas’ (0 que, afinal, significa isso?), utilizando os
algarismos2 e 3.

Multiplicando-se 4 algarismos, obtemos um niimero daforma d=3". 2", onde
O0<a<4.

Vou fixar o final do nimero em “3232” e completar o resto apenascom 2's.
Entdo 0<a<2.

: B
Paraqued | n, basta garantirmos que: J
EAll (I

EUREKA! N°12, 2001
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E fécil ver que 24|323m 24||v| [10* +3232,0M ONO 2%)n , logo (1) esta

satisfeito.

Para garantirmos a divisibilidade por 9 , basta que a soma dos algarismos sgja
divisivel por 9.

Pegue no = 22223232 . Note que 9 | 22223232.

Podemos colocar blocos de nove 2's a esguerda de n, que ndo afetard a
divisibilidade por 9.

Adicionando %E blocos, o nimero tera maisde 9 %§+ 8>k digitos.
PROBLEMA 2
A circunferéncia inscrita no tridngulo ABC tem o centro O e é tangente aos lados

BC, AC e AB nos pontos X, Y e Z, respectivamente. As rectas BO e CO
intersectam arecta YZ nos pontos P e Q, respectivamente.

Demonstrar que se 0s segmentos XP e XQ tém 0 mesmo comprimento, entdo o
tridngulo ABC é isosceles.

SOLUGAO DE THIAGO BARROS RODRIGUES COSTA (FORTALEZA - CE):

Pelo teorema do bico, o tringulo BXZ é isosceles. Como OB é bissetriz do
angulo B, OB é mediatriz do segmento XZ.

Considere o tridngulo ZXP. O ponto P pertence a mediatriz de XZ. Assim, a
aturarelativa ao vértice P e amediana relativa ao mesmo sdo iguais 0 AXZP é
isosceles O XP =PZ. (*)

Demaneiraandloga, XQ=QY.(**).

Suponha agora que XP = XQ.

EUREKA! N°12, 2001
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Ent&o, por (*) e (**), QY =PZ(***).

Sga = AZY = AYZ (O AAZY éisOscees, pelo teoremado bico).
Como O éincentro OZ O AZ [ Y20=90—ﬁ :

Damesmaforma, OY DAY 0 OYZ =90- 3 [

OYZ =YZO. (1)
NotequeOZe QY sdoraios  OZ =0Y . (2)
Por (***), (1) e (2) temos que os tridngulos OZP e OYQ sdo congruentes [

0QY =O0PZ. (3)

Se a =0OBZe o =0CY, temos que (no AZPB)

a +ZPO= B=0+ OQY mas, por (3), OQY =0PZ [

a =0, mas ABC =20 =20 = ACB[J AABC éisosceles.

PROBLEMA 3
Sgam S um conjunto de n elementos e S, S,,...,S subconjuntos de S(k = 2),

cada um deles com pelo menosr elementos.

Demonstrar que existem i e j, com 1<i < j <k, tais que o nimero de elementos
nk
4k-1)

comunsaS eS eémaiorouigua ar -

SOLUCAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO):
Chamaremos os n elementos de Sde by, by, ...,b, .Se 0 nimero de subconjuntos §

gue contém {b} é a, g‘% € 0 numero de pares de subconjuntos que

compartilham by;.
n

Temos que Z a 2 kr, pois é a soma de quantos elementos hd em cada um dos
1=

subconjuntos S.

Temos que, para k21,1 E@%E‘*k %E‘”Ems

(x +2xk+k? =k - x)+x —x x 2 +k? +1+ 2kx—2x— 2k — X — k+1)+(x +x)~:» k>1.

EUREKA! N°12, 2001
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n .
Logo em Z g' Evocé pode ir reduzindo a diferenca entre os &’ s que a soma so

diminui até que vocé tenha nimero com diferenca maxima, dois adois, de um.
Sgakr=yn+q, 0sg<n-1. Assimteremosnofimqga’s sendo (y+1) e

(n—q) a’ssendo y ( para minimizar Z gi @

e SR, il

Vamos mostrar que

e -1 (n+a)y+ -1
gn 0

2_
Qy+n O_ 2ay+ny”—ny n 0.
2 2 2
q’° q’°
- 20y +ny’ —ny=ny’ +—+2yq-ny-q < g=—,0queseguede n=q.
n n

Logo temos:
] k11
i n 0
2Rz
Note agora que z gi Econta com multiplicidade o nimero de subconjuntos S

k(k -1)
2
de pares de subconjuntos § , obtemos o tamanho médio das intersecfes de dois

erK—r—la

desses subconjuntos, que é portanto maior ou igual a Dr12 DDZ E—]l E 1

com algum elemento em comum. Dividindo por gﬁz , que € 0 nimero

k k-1
Basta mostrar que esse minimo para esse certo subconjunto é maior ou igua a
r— L e acaba o problema.Paraisso,note que
4k -1)

(1 -1
n 0, nk

>r - -
k-1 4k —1)
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rB‘i—la

an D>4r(k—1)—nk _
k-1 Ak -1)
4r’k —4An=4nrk —4rn-n%k =
4r’k=4nrk —nk < 4r?z24nr-n® = N -4nr +4r? =0 -

= (n-2r) =0 (sempreverdade).

SEGUNDO DIA
DURACAO: 4 horas e meia.

PROBLEMA 4
Determinar 0 nmero méximo de progressdes aritméticas crescente de trés termos

que pode ter uma sucessdo a, <a, <...<a,de n=3 numeros reais.
Nota: trés termos a;,a;,a, de uma sucessdo de numeros reais formam uma

progressdo aritmetica crescentese a; <a; <a, € a; - =, —4;.

SOLUGAO DE DANIEL PINHEIRO SOBREIRA (FORTALEZA - CE):
Primeiro vgjamos que cada P.A. tem um termo central, pois séo formadas de trés
termos. Vamos estimar o nimero méximo de posibilidades para o termo central.

Lema: Se em uma sequiéncia temos um termo ay, € temos X nUMmeros menores que
ax ey numeros maiores que a,, vamos ver gque a, € termo central de no maximo
min{x, y} P.A.’s.

Para cada P.A. onde a € o termo central, um dos outros termos € maior e 0 outro
menor, logo devo ter a mesma gquantidade de termos maiores e menores que a
gue participam das P.A.’s de que a, € termo central.

Entdo se a for termo central dej > min{x, y} P.A.’steriamos que ter no minimo |
nUMeros menores que a, € N0 Minimo j nimeros maiores que ay, oU Sga, X>j ey
> j, logo min{x, y}> j. Ent&o o nimero de P.A.’s com &, como termo central é no
maximo min{x, y}.

Agoravamos dividir em 2 casos:

Caso 1: nimpar. Temos:
a <a,<az<..<a,, <a,; <..<a,, <a,

2 2
E l6gico que a, e a, ndo podem ser termos centrais.
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Se pegamos o numero a;, temos (j-1) numeros menores que ele
(&,85,--8;_1) € (N= ) nUmeros maiores que ele (a,1,8;,,--ay,)-
Logo a; etermo centra deno maximo min{j -1,n- j} PA’s.

n-1
Ent&o temos que o nimero de P.A.’s é menor ou igual a Zmin{j -1Ln-j}.
J:

Maspara25j<n7+1temosj—1<n—jD 2j<n+1l

Paraj:nTJrltemosj—lzn—j eparanTJr1<jsn—1temos j=1>n-j.

Portanto, o nimero de P.A.’sémenor ou igua a
n-1

justamente o que queremos:. 2 é termo central de uma P.A. 0 3deduas P.A.’se
assim é exatamente como ocorre aigualdade.

Caso 2: npar. Temos.
a,<a,<az<..<a,<a, <..<a,_<a
— —+1
2 2

Damesmaforma a, e a, ndo podem ser termos centrais.

n
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Se pegamos o numero a;, temos (j-1) numeros menores que ele
(&,85,--8;_1) € (N= ) nUmeros maiores que ele (a,1,8;,,--ay,)-

Logo a; etermo centra deno maximo min{j -1,n- j} PA’s.

Mas para 25]52, temos j-1l<n-j e para 2+1sjsn—],temos

j—=1>n-j,logoonumerodeP.A.’sémenor ouigua a

n

n:lmin{j -1n-j}= i(j -+ nz_l(n— =

=ZZ|+ZZ(|)=2%+2+ +Bj—1%=
-1+100 -1
:2% i % %:Bj@_lgz_n(nﬂ)_
. 2 o kIR O 4
0 0

Mas é fé&cil ver que a sequéncia (1, 2, ..., n) tem n(n4— 2) P.A.'s, porque ea

satisfaz todas as igual dades.
Logo 0 nimero méximo de P.A.’s &

Paran impar: En;lg
02 0

n(n-2)

Paran par:
P 4

PROBLEMA 5

Num tabuleiro de 2000 x 2001 as casas tém coordenadas (X, y) com X, Y inteiros,
0<x<1999 e 0<y<2000. Uma nave no tabuleiro move-se da seguinte
maneira

antes de cada movimento, a nave estd numa posicao (X, y) e tem uma velocidade
(h, v) onde h e v sBo inteiros. A nave escolhe uma nova velocidade (h', V') de
formaque h' —h sgaigua a-1, Oou 1 eVv—-vsgaigua a-1, O ou 1. A nova
posicdo da nave serd (X, y') onde X' € oresto dadivisdo de x + h' por 2000 ey €0
resto dadivisdo dey + V' por 2001.
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Héa duas naves no tabuleiro: a marciana e aterrestre que quer capturar a marciana.
Inicialmente cada nave esta numa casa do tabuleiro e tem velocidade (O, 0).
Move-se primeiro a nave terrestre e continuam movendo-se alternadamente.
Existe uma estratégia que permita sempre a nave terrestre capturar a nave
marciana, quaisquer que sgjam as posi¢cdes inicias?

Nota: a nave terrestre, que sempre vé€ a marciana, captura a marciana se depois
de um movimento seu cai na mesma posicao da marciana.

SOLUCAO DE CARLOS STEIN NAVES DE BRITO (GOIANIA - GO):

A estratégia existe!

A nave terrestre deve fazer uma estratégia para ficar na mesma coordenada X,
independente do movimento da nave marciana e também na mesma coordenada
y, aé que isso ocorra simultaneamente e aterrestre pegue a nave marciana.

Para ficar no mesmo x: (x:n y'm) € a coordenada depois de i rodadas da nave
marcianae (X!, y! ) é a coordenada daterrestre.

Sga 0< p<1999, p = x° — x’(mod 2000).

Se o primeiro h' escolhido for 1, x° aumenta 1 (mod2000) .

A partir dai se anave marcianafizer suah’ ta que h, —h_ =a, [a/<1, anave
terrestre fardo mesmo: h —h =a.
A partir dai temos h, —h., =1(h,e h,, sdo as velocidades momentéaneas da nave
terrestre e marciana, respectivamente), isso porque a terrestre jatem h, =1 por
causa da primeirajogada. Esse h, —h,, =1, se mantera sempre depois da jogada
terrestre, poisse n,—n, =a e

h—-h=a h-h =10 (h —a)—(h,—a)=10 h —h_ =1 logo aindugéo é
6bvia. Assim a cada rodada a nave marciana “anda’ hy, e aterrestre h, +1. Logo
a cada rodada da nave terrestre temos (tudo mod 2000):

X=X = D:%ﬁ’q w%%g’ +(n, +1)Es (< -x)-1=p-1
X Xt

X2 — x? E(x;n + nﬁ])—(xt' +(nr2n +1))E x,—% -1=(p-1)-1=p-2,

Assim por indug3o finita (se Xt -xt=p-(k-1)

X —x = (xr‘;‘1 +hr‘;)—( “'+ht +1)E (x"‘l —xt"‘l)—lz p—k.

m m
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Logo depois k jogadas terrestres a diferenca entre as coordenadas
X, € X € p—k(mod2000), assm para k* =2000a+ p, para quaquer
inteiroa = 0, p—k =0(mod 2000), assim estardo na mesma coordenada x.

O estudo para as coordenadas y,, € y, € andogo, como a nave terraguea tendo
v' =1, e depois aternando sua velocidade igual & marciana, mas agora tudo
médulo 2001, logo se a diferenca inicial X° -y’ = q temos que depois de K
jogadas a diferenca serd. q — k' (mod 2001), logo, para k¥ =2001b + g, estaréo no
mesmo'y.

Ent&o a terrestre capturard a marciana quando estd no mesmo X € N0 mesmo 'y, 0
gue acontece quando o nimero de rodadas k satisfaz k* e k” :

k=k* =k’ O 2000a+ p=2001b+qg,a,b0N O 2001b-2000a= p-g.
Achar solucéo paraisso é facil: é sO adotar a = b = p — g, que é obviamente
solugdo da equacdo e sep — < 0, € sO pegar b =p —q + 2000 20 e
a=p-q+2001=0, que também sdo solugdes e agora positivas. Logo na jogada
terrestre de nimero k =2001p — 2000q + 2000 [2001, ela terd 0 mesmo x e y da
marciana, capturando-a.

PROBLEMA 6
Demonstrar que é impossivel cobrir um quadrado de lado 1 com cinco quadrados

iguais de lado menor que %

SOLUCAO OFICIAL:
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Sgja ABCD um quadrado unitario e suponhamos que € possivel cobri-lo

utilizando cinco quadradosiguais delado a< % Ent&o, como o didmetro de cada

NG

um dos quadrados pequenos é a2 <7, ou segja, menor que a metade da

diagonal de ABCD, os vértices A, B, C, D e o centro O de ABCD devem pertencer
a quadrados distintos. Chamaremos de Qp, Qs, Qc, Qo € Qo estes quadrados.

Para obter uma contradicdo, demonstraremos primeiro que a parte do perimetro
gue cobre cada um dos quadrados Q,, Qs, Qc, Qo tem comprimento menor ou
igual a2a.

Consideremos, por exemplo, Qa; como contém a A, o quadrado intersecta ABCD
tal como mostra afigura.

Sgam u, v as porcbes dos lados AB, AD, contidas em Qa. Entdo
u+vs \/Z(uz +v?) e yu? +v? éahipotenusa de um triangulo retangulo contido

em Qa. Logo, vVu? +v2 < a2 e, em consequéncia, u+v<+/2.av2 =2a.

Segue que Qp, Qg, Qc, Qo em conjunto cobrem uma por¢do do perimetro de
ABCD de comprimento total menor ou igual a 8a < 4. Entéo, o quinto quadrado,
Qo, deve ter intersecdo ndo vazia com o perimetro de ABCD. Digamos, por
exemplo, que intersecte AB.

D, C

7]

Vamos ver que 0s cinco quadrados em conjunto ndo podem cobrir
simultaneamente os segmentos AB, CD, e EF, onde E e F sdo os pontos médios
de AD eBC.

A demonstracdo se apoia no lema a seguir:

m

Dadas duas retas paralelas | e m a disténcia % e um quadrado de lado a<%
gue tem intersecdo ndo vazia com cada uma das retas | e m, a soma dos
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comprimentos dos segmentos da intersecdo do quadrado com as retas € menor
que a.

Antes de demonstrar 0 lema, vejamos que é suficiente para completar a solugao.
De fato, do lema se conclui que a0 menos k=2 dos quadrados Qa, Qg, Qc, Qb
devem ter intersecdo com EF (um destes quadrados mais Qo cobrirdo em
conjunto uma porcdo menor que 2a<l1 do comprimento do segmento EF).
Entdo, novamente pelo lema, esses k quadrados e Qo cobrem uma porcéo do
comprimento menor que (k +1)ados segmentos AB, CD, e EF.

Os restantes (4 — k) quadrados intersectam exatamente um dos segmentos AB e
CD, e cada um deles pode cobrir uma por¢do de comprimento no maximo

a+v/2 do segmento correspondente. Assim, a por¢cdo de AB, CD e EF coberta
pelos cinco quadrados é menor que:

(k +Da+ (4-k)av2 =ka(l-+/2) + a(l + 4/2).

Como 1-+/2<0,k=2 e a<%,observamosque

kall-+2)+ afl + 42 )< 2alL- 42) + all + 4v2)= al3 + 242)< 2* 2V2 _g

2

0 que contradiz que AB, CD e EF estdo cobertos.

M
A

Falta demonstrar o lema. Se o quadrado KLMN de lado a<% intersecta as retas

paralelas| e m que estéo adistancia % , entdo dois vértices de KLMN devem estar
em lados distintos da banda determinada por | e m (também podem estar em | e
m). A condicéo a<% implica que esses dois vértices de KLMN sdo opostos,

digamosK e M.
Ent&o, pela mesma condic¢do, os restantes dois vértices do quadrado devem estar
contidos na faixa comprendida entre | e m. Sgam h; e h, as aturas
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correspondentes as hipotenusas dos tridngulos retangul os semel hantes que sdo as
duas porcdes do quadrado que estdo fora da faixa comprendida entre | e m, e
denotamos ¢ a0 menor dos angulos agudos dos tridngulos. Entdo, o angulo
comprendido entre KM e qualquer reta perpendicular al e m é 45°-¢ e a

projecdo de KLMN sobre uma reta mede av/2 cos(45° - ¢). Logo,

h, +h, =a\/§cos(45° -¢) —%=a(sen¢ +cos¢)—%.

A soma das hipotenusas consideradas &

hh a(sen¢ +cosg) -
S=(htgg +h, cotg)+ (h,tge +h, cot) = engoosh s oosd

Como seng + cos¢g <1+ seng cos¢ equivale adesigualdade evidente

NP

(1-seng)(1-cosg)>0e a<%, obtemos

a(sen¢ + cosrl))—é a(1+ seng cosrl))—é
S= 2 . 2

seng cosg seng cos¢g seng cosg
A demonstragdo esta completa.
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COMO FERMAT E BEZOUT PODEM SALVAR O DIA

Antonio Caminha Muniz Neto, Fortaleza - CE

¢ Nivel Avancado.

Certamente vocé, leitor, tem alguma familiaridade com os fatos mais
basicos da teoria elementar dos numeros. Portanto, ndo objetivo desenvolvé-los
aqui de modo sistemético. Para isso vocé pode consultar [1], [2] ou [3] nas
referéncias. O que vou fazer € mostrar como dois resultados particulares, 0s
teoremas de Bézout e Fermat, podem ser usados para abordar com sucesso alguns
problemas interessantes. Parafacilitar aleitura, vamos relembrar alguns conceitos
e provar os resultados mais centrais para nos.

Definicdo 1: Dados dois inteiros ndo nulos a e b, definimos 0 maximo divisor
comum (mdc) como o maior inteiro d que divide ambos a e b.

A definicBo acima certamente faz sentido, uma vez que a e b tém divisores
comuns (1, por exemplo) e qualquer inteiro que divida a e b deve ser, em
particular, menor ou igual a a. Assm, realmente existe um maior inteiro que
divide a e b. Caso esse maior inteiro sgjaigual a 1, dizemos que a e b sdo primos
entre s, ou ainda relativamente primos. Para nossos propoOsitos, o seguinte
resultado sobre o mdc de dois inteiros sera suficiente:

Teorema 1 (Bézout): Segjam a e b inteiros ndo nulos dados e d seu mdc. Entéo
existem inteiros x e y tais que d = axo + by,. Mais ainda, se a e b sdo positivos,
podemos escolher xo > 0 ey, < 0, ou vice-versa.

Prova: Seja S 0 conjunto dos inteiros da forma ax + by, com x e y inteiros.
Escrevendo Cal= ax(x1) + bx0, concluimos que(lalll S, e portanto S contém
inteiros positivos. Podemos entdo escolher 0 menor inteiro positivo pertencente a
S, 0 qua vamos denotar por d. Afirmamos que tal menor elemento positivo d € o
mdc deaeb.

Desde que d estaem S, devem existir inteiras X, € Yo tais que d = axy + by,. Para

provar que d divide a, dividamosapor d:a=dg+r,comO0<r <d.
r=a-dg=a-—(ax * byo)q = a(l—xo0) + b(—yo0),

gue por definicdo estd em S. O fato de ser d o menor inteiro positivo em S,

juntamente com 0 < r < d, implicaque r = 0, e assim d divide a. Analogamente

mostramos que d divide b. Por outro lado, se d’ for qualquer outro divisor comum

deaeb, segue que d divide ax + by, quaisquer que sgjam os inteiros x e y. Em
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particular, d' divide d = axo + by, de modo que d’ < d. Isso prova ser d o mdc de
aeb.

Para 0 que falta, analisemos somente 0 caso em que a, b > 0 (a andlise dos demais
casos € totalmente andloga). Como d = ax, + byy = a(Xp + th) + b(y, — ta),

escolhendo t>—X—t§’, y?o obtemos xp + tb > 0 > y, —ta.

Corolério 1.1: Doisinteiros ndo nulos a e b sdo primos entre si se e sO se existirem
inteirosx ey taisque ax + by = 1.

O outro resultado que usaremos nos problemas a seguir € 0 pequeno teoremade
Fermat. Recordemos seu enunciado e prova:

Teorema 2 (Fermat): Dados inteirosa > 1 e p primo, tem-se a8’ = a (mod p).

Prova: Se a for multiplo de p nada hd afazer. Sendo, como p é primo temos que a
ep sdo primos entre si.
Considere agora os nimeros a, 2a, 3, ..., (0 —1)a. Dados1<i <j < p-—1, como
ja—ia=(j —i)a é um produto de dois nimeros nado divisiveis por p, temos que ja
—ia ndo é divisivel por p. Em linguagem de congruéncias isso € 0 mesmo que

ja#ia (mod p). Também, nenhum dos nimeros ja € mdltiplo de p, e portanto
0s restos dos numeros a, 2a, 3a, ..., (p — Da na divisdo por p formam uma
permutacdo de 1, 2, 3, ..., p— 1. Voltando as congruéncias, isso implica que

ax2ax3ax .... x(p— Da= 1x2x3x .... x(p—1) (mod p),
ou ainda
(p—1)'a’~"=(p—1)! (mod p)

Mas (p — 1)! é relativamente primo com p, e portanto pode ser cancelado em

ambos os membros da ultima congruéncia acima, dando o resultado desejado.

Apds essa breve revisdo(?), vamos aos problemas!

PROBLEMAS RESOLVIDOS

Problema 1: Sejam a e b inteiros positivos primos entre si. Entdo todo inteiro ¢
maior ou igual que o nimero (a— 1)(b — 1) pode ser escrito daformac = ar + bs,
comr, s= 0. Mais ainda, 0 menor inteiro com essa propriedade é (a—1)(b — 1).

Solugdo: Dado c inteiro, o fato de serem a e b primos entre s garante que existem
inteiros X ey tais que ¢ = ax + by (vocé entendeu por qué?). Sgjaagoray = da +
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s,onde0<s<a Temosc=ax+ b(da+ s)=a(x+ bd) + bs. Sgar =x+bd. Sec
>(@a-1(b-1)etdo(a—1)(b—1) <c=ar +bs<ar+b(a—1), de modo que ar
>—(a—1),eportantor = 0.

Resta mostrarmos que (a — 1)(b — 1) — 1 = ab — a — b ndo pode ser escrito da
formaar + bs, comr, s= 0. Supondo o contrério, sgjaab —a—b = ar + bs, onde
r,s=0. Entdotemosa(b—1-r)=b(s+ 1). Como a e b sdo primos entre g,
segue queadivides+ lebdivideb—1—-r.Comob—-1—-r<b,deveserb—1—
r<0,ouandar=b-1 Também,comos+1>0eadivides+1,devesers+1
2a,ous=za-1 Masa,ar + bszalb-1)+b(a-1) =2ab-a-b>ab-a-b
=(a—1)(b-1) —1, umacontradicdo.

Problema 2: (Selecdo da Roménia para IMO) Prove que ndo existe um inteiro n >
1ta quendivida3"-2".

Prova: Suponha o contrério, isto é, que para algum inteiro n > 1 tenhamos 3" — 2"
= 0 (mod n). Obviamente 2 e 3 ndo dividem n. Sgja agora p 0 menor fator primo
denen= pm (agui é que usamos ser n > 1, para garantir que n tem fator primo).
Nossa hipétese, juntamente com o pegqueno teorema de Fermat, nos déo:

3"'=2"(modn) d 3™=2" (modp) O 3"=2"(modp) (*)
Se d = mdc(m, p — 1), temos em particular que d divide n. Portanto, o fato de ser p
0 menor divisor primo de n implicaque d = 1. Tome entdo inteiros positivos x ey
satisfazendo nx = (p — 1)y + 1. O pequeno teorema de Fermat de novo,
juntamente com (*), nos déo

3=3P Wyl o gmz o= =Y+l = 9 (mod p),

0 que é um absurdo.

Problema 3: Sggam m e n inteiros positivos. Determine o polindmio ménico p, de
maior grau possivel, que divide simultaneamente os polindbmios X" -1 ex"—1.

Solugdo: Primeiro, ndo é dificil vermos que, sendo d o mdc de m e n, entéo x*— 1
divide ambos x"—1 e x" — 1. Defato, sgja por exemplo m = dk, com k > 0 inteiro.
Entéo

X"—1= 0N —1= (¢ =) D + x4+ 5+ 1)

Mostrar que x® —1 dividex"—1 éandogo. A parte mais dificil & mostrar que x°—
1 é 0 polindmio mdnico p de maior grau que divide ambos X"— 1 ex"— 1, e é para
iSSo que precisamos de Bézout. Seja p um polindmio moénico que divide ambos xX™
—lex"—1 ezumaraiz complexade p. Como p divide x"—1 e X" — 1, temos que
z é raiz de ambos esses polindmios. Em outras palavras, 2" = Z2' = 1. Mas o
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teorema de Bézout garante que existem inteiros u e v tais que mu + nv = 1. Isso
nos da
=MV = ()% = 1%L = 1,

eassmzéraizdex®— 1. Como todaraiz de p é também raiz de x* — 1 e como x°
— 1 sb tem raizes smples, segue que p divide X' — 1. Portanto, xX* — 1 é o
polinémio mdnico de maior grau que divide ambosx™ -1 e x"— 1.

Problema 4: (The William Lowell Putnam Competition) Sggam m e n inteiros

positivos, com m= n. Prove que fmdc(m,n) E:E éinteiro.
m

Prova: Para esse problema usamos o teorema de Bézout de um modo bastante
elegante. Sgja S o conjunto dos inteiros x tais que %E:E sgjainteiro. Vegaquem
estd em Sjé que nimeros binomiais sdo inteiros. Também n estaem S, pois

RhE o 1]

Por outro lado note que, se x ey estiverem em S, entdo ux + vy também estard em
S quaisquer que sgiam u e v inteiros. De fato,

e

gue € um inteiro. Como o mdc de m e n pode ser escrito da forma mu + nv, para
algum par de inteiros u e v, segue que mdc(m, n) estaem S

Problema 5: (Selecdo do Brasil para a IMO) Determine todas as funcdes
f: (@*+ - Z satisfazendo as seguintes condic¢oes:

i.f(1999) =1
ii. f (ab) =f (a) + f (b), paratodos os racionais positivos a, b.
iii. f (a+b)=2min{f (a), f (b)}, paratodos os racionais positivos a, b.

Solugéo: Fazendoa=b=1emii. Vemquef (1) = 2f (1), dondef (1) = 0. Dai,
dados inteiros positivos m e n, temos

th=tm+ fF0 e fBh+ f(=f@ =0,
anC nC nC

donde
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me _ —
f%@_f(m) f (n)

Assim, basta calcularmos os valores de f (n), com n inteiro positivo. Segja n =

plall plfk a decomposicéo de n em fatores primos. Usando ii. vérias vezes, vem
quef(n) =ayf(p) + .... +af (p), de modo que basta calcularmos f (p), com p
primo. Afirmamos que f (n) = 0 paratodo inteiro positivo n. Para provar esse fato,
facamos indugdo sobre n. JA vimos que f (1) = 0. Suponhamos agora que f (n) = 0
para algum inteiro positivo n. Entdo f (n + 1) = min {f (n), f (1)} =2 0, e isO
termina nossa indugdo. Afirmamos agoraque f (2) =0 ou f (3) = 0. De fato, como
1999 = 3x9 + 493x4, temos que

1=1(1999) = min {f (3) +f (9), f (493) + f (4)} =

> min {3f (3), 2f (2)},
e dai segue o afirmado. Suponhamos que f (2) =0 ( f (3) = 0 éandogo), e sgap
um primo diferente de 2 e de 1999. Tomando K inteiro suficientemente grande, o
problema 1 garante a existéncia de inteiros positivos x e y tais que px + 1999y =
2 Ent&o
0=f(2=min{ f(p) +f (X), f (1999) +f (y)}

Como f (1999) + f (y) = 1, segue que f (p) = 0. Entdo, sendo n = 1999°m, com
1999 e m primos entre si, segue que f (n) = a. Mas é imediato verificar que ta
funcéo satisfaz as condigdes impostas no enunciado.

PROBLEMAS PROPOSTOS

Problema 6: Generaizando a teoria desenvolvida acima e o problema 1, sgjam ay,
ay, ...., &, (N = 2) inteiros positivos tais que mdc(ay, ay, ..., a&,) = d (a definicdo de
mdc que demos no inicio se aplica nesse caso ipsis literis). Prove que:

i. Existem inteiros Xy, Xp, ...., X, taisque a;x; + a%e + ... + aX, = d.

ii. Sed =1, mostre que existe um inteiro positivo my tal que todo inteiro m= my
pode ser escrito daformaagy; + axy, + ... + anyn, COMYyy, Yo, ..., Yn 2 0.

(sugestéo: para o item i. imite a prova do texto acima. Para ii., que tal usar
inducdo sobre n > 1?7 Para uma cota mais precisa para m, vegla[2]).

Problema 7: Considere duas progressdes aritméticas infinitas e ndo constantes de
inteiros positivos. Prove que existem infinitos naturais termos de ambas as
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sequéncias se e sO se 0 mdc de suas razdes dividir a diferenca entre seus termos
iniciais. )
(sugestéo: use Bézout. E facil!).

Problema 8: (The William Lowell Putnam Competition) Prove que nédo existe
inteiron > 1 tal quendivida2"- 1.

(sugestdo: use as idéias que apareceram na prova do problema 2).

Problema 9: (Olimpiada Bulgara) Determine todos os primos p, g tais que pq
dividao nimero (5°—2°)(5% - 2%

(sugestdo: se q dividir 5° — 2° e p = g, entdo mdc(p, q — 1) = 1. Como antes, use
Bézout e Fermat).

Problema 10: (Selecdo da Roménia para IMO) Sgjam p, g numeros primos. Se q
dividir 2° + 3°, provequeq>pouq=>5.

(sugestdo: sep>3eq<sp, entdoq—1<p, dondeg—1 e p sdo primos entre si.
Mais umavez use Bézout e Fermat).

REFERENCIAS

[1] Introducéo a Teoria dos NUmeros. Antonio Plinio dos Santos. IMPA. Rio de Janeiro,
1998.
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[3] Divisibilidade,Congréncias e Aritmética médulo n. Carlos Gustavo Moreira, Eurekal
no.2 (1998),pp. 41-52.
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GRAFOS E CONTAGEM DUPLA

Carlos Yuzo Shine, Colégio Etapa

+ Nivel Intermediario.
1. GRAFOS

1.1 O que séo e para que servem grafos?

Define-se grafo como o par (V, A) onde V = {vi, Vz,...,V;} € um conjunto de
verticese A O {{v, v}t.q. vi, v O V, iZ]} éum conjunto de arestas (na verdade,
uma aresta € um par ndo-orientado de veértices).

A representacdo mais comum de grafos é associar 0s veértices a pontos e as arestas
alinhas que ligam os pares de vértices que as formam.

Mas 0 mais importante é que os grafos podem representar inimeras situagdes. Por
exemplo, quando vocé brinca de ligar os pontos, no fundo vocé esti tragando
arestas em um grafo onde os vértices sdo dados (em vez de “ligue os pontos’,
poderiamos escrever “areste o grafo”...).

Embora parecam simples, os grafos tém muito mais utilidades, como veremos.
Na verdade, a Teoria dos Grafos € uma das partes mais importantes da
Matemética, e € muito utilizada principal mente em computagéo.

Exemplo 1.1

Podemos construir um grafo que represente pessoas apertando méos. Os vertices
seriam as pessoas. Ligamos dois vértices (formando asssm uma aresta) se duas
pessoas se cumprimentaram.

Edmilson
Gustavo
Carlos Eduardo
Onofre Paulo
Emanuel
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Exemplo 1.2

E possivel que os cavalos do tabuleiro (1) fiquem na posi¢éo do tabuleiro (11) ?
i Vi iy
i) i) ‘7 a

a a al &

0) (1
Observacdo: um cavalo, no xadrez, se movimenta da seguinte forma: ele se move
duas casas na vertical ou horizontal e depois se move uma casa na direcédo
perpendicular a direcdo em que havia se movimentado antes.

o o
21 |
o ™
o
*Z 1
o oo
e o
2| 21
Resolucéo
Vamos numerar as casas do tabuleiro da seguinte forma:
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Vamos construir um grafo onde os vértices sdo as casas do tabuleiro. Ligaremos
dois vértices i e ] se € possivel um cavalo ir da casa i a casaj. Temos entéo o
seguinte grafo (verifique!).
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Inicial Final

Observe que ndo podemos ter dois cavalos nha mesma casa, assim os cavalos
devem sempre estar na mesma ordem no ciclo. Logo ndo é possivel chegar na
posicdo final.

Exercicios
01. (IMO) Considere um inteiro positivo r e um retdngulo de dimensdes

|AB| =20, |BC|=12. O retangulo é dividido em uma grade de 20 x 12 quadrados
unitarios. Uma moeda pode ser movida de um quadrado a outro se, e somente se,

a digténcia entre os centros dos quadrados é Jr. A tarefa é encontrar uma
sequéncia de movimentos que levem uma moeda do quadrado que tem A como
vértice ao quadrado que tem B como vértice.

a) Mostre que atarefando pode ser feitaser édivisivel por 2 ou 3.
b) Prove que atarefa pode ser feitaser = 73.
¢) Podeatarefaser feitaquandor = 97?

Dicas. Para o item a), use o fato de que um quadrado perfeiro pode deixar
somente os restos 0 ou 1 quando divididos por 3 ou 4. Para os itens b) e ¢),
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construa dois grafos. um que considera a posi¢cao da moeda na horizontal e outro
navertical.

1.2. Grau de vértice

Definimos grau de vértice v como o nimero de arestas que contém v, e
denotamos d(v;). No ultimo exemplo, o grau de um vértice seria 0 niUmero de
apertos de méo gue a pessoa correspondente deu.

Exemplo 1.3.

Na cidade de Micrépolis, ha 7 telefones. Um candidato a prefeito prometeu que
ampliaria a rede de telefonia de modo que cada um dos 7 telefones estgja
conectado diretamente a exatamente 5 outros telefones. E possivel que ele
cumpra sua promessa?

Resolucéo
Se imaginarmos um grafo onde os vértices sdo os telefones e as arestas, as
conexdes, teriamos que o grau de cada vértice seria 5.

Vamos contar 0 nimero de conexdes entre dois telefones (ou sgja, 0 numero de
arestas do grafo). Como de cada telefone sairiam 5 conexdes, teriamos a principio
5.7 = 35 conexdes; mas contamos cada conexdo duas vezes, uma vez em cada um
dos dois telefones a que ele esta conectado. Assim, deveriamos ter na verdade
35/2 conexdes, 0 que seria um absurdo. Assim, o candidato a prefeito ndo pode
cumprir sua promessa (ndo votem nele!!).

Este exemplo mostra
1.3. Um teorema importante

Teorema. Em um grafo, a soma dos graus de todos os vértices é igual ao dobro do
numer o de arestas. Em simbolos: no grafo (V, A),

% d(v;)=2A
(|X| denota o ntimero de elementos do conjunto X.)

Demonstracdo

De cada vértice v saem d(v) arestas. Assim, se somarmos 0s graus de todos 0s
vértices, obtemos 0 nimero de arestas multiplicado por dois, pois contamos cada
aresta duas vezes (lembre-se de que cada aresta estd associada a dois vértices).
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2. Contagem Dupla

O que acabamos de fazer foi contar algo de duas maneiras diferentes, no caso o
numero de arestas (na verdade, o seu dobro). Esta idéia de contar duas vezes € as
vezes muito Util para demonstrar algumas relacoes.

Exemplo 2.1.
(Comhinagdes) De quantos modos podemos escolher k elementos dentre n
disponiveis?
Importante: Tal nimero é representado por E:E — lése n escolhe k ou

combinacdo denk ak.

Resolucao

VVamos contar de duas maneiras o nimero de filas com os k elementos escol hidos.
Podemos (i) primeiro escolher os k elementos e colocalos em filas ou (ii)
escolher diretamente os € ementos e irmos colocando nafila

Fazendo como em (i), temos E:E maneiras de escolhermos os elementos;

podemos escolher o primeiro da fila de k maneiras, 0 segundo de k — 1 maneiras,
e assim por diante. Assim temos

fice sz

maneiras de formar afila. (lembrete: k[(k 1 .=kl —lé&sekfatorial).

Por outro lado, fazendo como em (ii), temos n maneiras de escolher o primeiro da
fila, n — 1 maneiras de escolher 0 segundo e assim por diante, até o Ultimo, que
pode ser escolhido de n —k + 1 maneiras. Assim, temos n{n -1)0..0{n - k +1)

maneiras de formar afila. Logo, de (i) e (ii), concluimos que

E:E]k!: ndmerodefilas=n{n-1)..0{n - k +1)

. E:E: n{n —1)Di<.![(n— k +1) [%2 - 3 _ k!(nn!_ .
Exemplo 2.2.

(Lema de Sperner) Dividimos um tridngulo grande 123 em triangulos menores de
modo que quaisquer dois dentre os tridngulos menores ou ndo tém ponto em
comum, ou tém um vértice em comum ou tem um lado (completo) em comum.
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Os vértices dos tridngulos sdo numerados. 1, 2 ou 3. A numeracdo é arbitréria,
exceto gque os vértices sobre os vértices do tridngulo maior oposto ao vértice i ndo
podem receber 0 nimero i. Mostre que entre os tridngulos menores existe um
com osvertices 1, 2, 3.

Resolucéo

Contaremos 0 numero de segmentos 12 (com agumas repeticdes). Eles
aparecem nos tridngul os

1 1 1
/ > ’ & A
, 2 5 1 2
Digamos que h& x tridngulos 123, y triangulos 122 e z tridngulos 112. Observe

gue os segmentos 12 internos ao tridngulo grande sdo contados duas vezes (eles
s80 comuns a dois tridngulos) e os segmentos do lado do tridngulo grande,

somente uma vez. Notemos também que 0s segmentos 12 aparecem duas vezes
nos tridngulos 122 e 112 e uma vez nos tridngulos 123. Assim,

2 segmentos interiores + segmentos noslados = nimero de segmentos = X + 2y + 2z

Mostraremos um fato mais forte que o lema: provaremos que x € impar e portanto
ndo pode ser zero.
Observando a egquacdo acima, vemos que basta provarmos que o nimero de

segmentos 12 sobre os lados do tri angulo grande é impar.
Como ndo podemos ter pontos 1 no lado 23 nem pontos 2 no lado 13, todos os

segmentos 12 estéo sobre o lado 12 do tri angulo grande. Provemos que o nimero
de segmentos sobre o lado é impar. Paraisso, vamos “colocar” vértices 1 ou 2 no

lado 12 . Assim, no comego, temos somente o lado 12:
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1 2
f f

Na hora de colocar vértices, considere 0 menor segmento em cujo interior
colocaremos 0 vértice. Poderemos estar em uma das seguintes situacoes:

« Este segmento é do tipo 11:

lou?2
1 ! 1 2
f } !

Se colocarmos 1, 0 nimero de segmentos 12 n3 muda; se colocarmos 2,

aumenta de 2. De qualquer forma, a paridade do nimero de segmentos 12 ndo
muda.

« Este segmento é do tipo 22:

lou?2
1 2 ! 2

Se colocarmos 1, 0 himero de segmentos 12 aumenta de 2; se colocarmos 2, n3o
muda. De qualquer forma a paridade do nimero de segmentos 12 ndo muda.
* Este segmento édo tipo 12:

lou?2
1 1 ! 2

Se colocarmos 1 ou 2, 0 nimero de segmentos 12 ndo muda e é claro gue a
paridade desse nimero ndo muda também.

Logo a paridade do niimero de segmentos 12 nunca muda (ou seja, é invariante).
Como no comego temos um segmento 12 (o proprio lado 1_2), temos que o
nimero de segmentos 12 no lado do tridngulo grande é sempre impar, 0 gque

compl eta nossa demonstragéo.
Contar algo de duas maneiras também nos gjuda a demonstrar desigual dades.

Exemplo 2.3.

Na terra de Oz ha n castelos e vérias estradas, sendo que cada uma liga dois
castelos e ndo hamais do que uma estrada ligando diretamente dois castelos. Diz
a lenda que se houver quatro castelos ligados em ciclo (ou seja, se existirem
quatro castelos A, B, CeD taisque AeB,BeC,CeD eD eA estdo ligados), um
dragdo aparecerd do centro dos castelos e destruira a Terra de Oz. Mostre que
para esta desgraca ndo acontecer 0 nimero de estradas deve ser menor ou igual a

tL+ v4n —3)n/4.

EUREKA! N°12, 2001
37



Sociedade Brasileira de Mateméatica

Resolucao
Considere um castelo ligado a outros dois.

Para cada castelo v do conjunto V dos castelos temos %d;v)% pares de estradas.

Para a desgraca ndo ocorrer, observemos gque devemos Ter no maximo um par de
estradas asociado a um mesmo par de castelos. Assim, a quantidade de pares de
estradas é menor ou igual a quantidade de pares de castelos. Logo

; %dév) Ez paresdeestradas < paresdecastelos = g%

0O ; ((d(v))2 - d(v))s n>-n
- ;(d(V))z -gd(V)S n-n ()

Sabemos que a soma vad(v) € igua ao dobro do numero de estradas

2/A.Além disso, pode-se mostrar (usando a desigualdade entre as médias
quadratica e aritmética, ou mesmo Cauchy-Schwarz) que

S (W) 2 (S d0f _aa°
ya n n

Assim
(*) O @—ZHSnZ —n < 477 -2nA-nfn? -n)<0 ()
Resolvendo (**) em |A|, obtemos

n—n\/4n—3s|AlSn+n\/4n—3 0 WS(HM)%

4 4
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Exercicios
02. Dizemos que dois poliedros P e Q sdo equidecomponiveis se é possivel cortar
o poliedro P em vérios poliedros menores e montar, sem deixar espagos vazios e
sem sobrar poliedros, o poliedro Q. S§am a,,q,,...,a,, 0s angulos diédricos
(&ngulos entre faces adjacentes) de P e 3, B3,,..., B,, 0S &gulos diédricos de Q.
Mostre que se P e Q sdo equidecomponiveis entdo existem nUumeros inteiros
positivos a,,a,,...,a,,,b;,b,,...,b, eum ndmero inteiro k tais que

0, taa; +...taay, — (blﬁl +0, B, +.. 4 bn.Bm): krt
A partir desta relagdo podemos mostrar (isto € um pouco mais dificil!!) que um
cubo e um tetraedro de mesmo volume ndo sdo equidecomponiveis.

03. Dado n inteiro, sgja d(n) o numero de divisores de n. Sgja a(n) 0 numero
médio de divisores dos nimeros entre 1 e n, ou sgja,

E(n):%Zd(j)

Mostre que
n n 1

;?—'sa(n)s;i—

Esta desigual dade nos mostra que d(n) OInn, e que a diferenca |a(n) ~In n| éno

maximo 1.

04. (IMO) Num concurso, ha m candidatos e n juizes, onde n= 3¢ impar. Cada
candidato é avaliado por cada juiz, podendo ser aprovado ou reprovado. Sabe-se
gue os julgamentos de cada par de juizes coincidem em no maximo k candidatos.
Prove que

n-1

2_
2n

3=

Referéncias Bibliograficas

A parte de grafos foi baseada em um dos capitulos do livro Mathematical Circles — A
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Book, que contém as demonstracdes consideradas pelos autores (e também por muitos
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121.

122.

123.

124.

125.

Antonio Luiz Santos

Primeiramente vamos aos problemas propostos deste nimero

(Rassia-2001) Os valores da fungéo quadrdtica f(x)= x? +ax+b para dois
inteiros consecutivos sd0 0s quadrados de dois inteiros também
consecutivos. Mostre que os valores da funcdo quadratica sdo quadrados
perfeitos para todos os inteiros.

(RUssia-2001) Determine todos os nimeros inteiros positivos que podem ser

2
. X°+
representados de maneira unica sob a forma +I
Xy

onde X e y séo
inteiros positivos.

(Russia-2001) Os senos dos angulos de um trigngulo sdo NUMeros racionais.
M ostre que 0s seus cossenos sdo tambem racionais.

(Russia-2001) Dois circulos s, e S, de centros O, e O, intersectam-se nos
pontos A e B. S§ga M um ponto qualquer do circulo s; tal que MA
intersecta S, no ponto P e MB intersecta S, no ponto Q. Mostre que se 0
quadrilatero AO,BO, é ciclico (inscritivel) entdo AQ e BP intersectam-
seems,.

(Russia-2001) Eliminando-se o 2000°. algarismo da expansio decimal da

1
fragdo — (onde p é um ndmero primo maior que 5) obtemos a fracdo
p

irredutivel %. Mostre que b édivisivel por p.
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131.

132.

133.
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(Russia-2001) Cinco numeros, um dos quais € 2000, sdo escritos em um
quadro negro. E permitido apagar qualquer um destes nimeros e o
substituirmos pelo nimero a+b—c, onde a, b e ¢ sdo trés quaisquer dos
nimeros restantes. E possivel com estas operagdes obter cinco ndmeros
iguais a 20007

(Est6nia-2001) Quantos numeros inteiros positivos menores que 20002001
ndo contém outros agarismos distintos de 0 e 2?

(Est6nia-2001) Em um tridngulo ABC , as medidas dos seus lados sdo inteiros
consecutivos e a mediana relativa ao lado BC é perpendicular a bissetriz
interna do angulo [LJABC . Determine as medidas dos lados do triangulo
ABC .

(Estdnia-2001) Considere todos os produtos por 2, 4, 6,...,2000 dos elementos

. 11 1 1 .
do conjunto A= %1—,— H Determine a soma de todos

2'3"4"77 2000  2001[]
estes produtos.

(Eslovénia-2001) Para os inteiros positivos X e Yy é verdadeira a igualdade
3x* +x =4y’ +y.Mostreque X— Y éum quadrado perfeito.

(Eslovénia-2001) Determine todos os nimeros primos da forma 101010...101.

(Eslovénia-2001) Gustavo tentou escrever alguns numeros utilizando somente
o agarismo 1 e 0 sina de “mais’. Ele percebeu , por exemplo, que existem
apenas dois inteiros positivos N (13 e 4) para 0s quais 0 himero 13 pode ser
escrito utilizando N 1'se o sinad de “mais’. De fato, 0 nimero 13 pode ser
escrito como asomade 13 I'sou 11 + 1 + 1 onde 4 1's foram utilizados.
Determine quntos sd0 0s inteiros positivos N tais que o nimero 125 sga
escrito utilizando-se N 1'seo sina de“mais’.

(Eslovénia-2001) Sgja ABC um tridngulo retangulo de hipotenusa AC.
Sabendo que sobre o lado BC existem pontos D e E tais que
OBAD = [IDAE = JEAC e EC =2[BD. Determine os éangulos do
tridngulo.
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(Cro4cia-2001)  Determine todas as fungOes f:R\{-l,]} - R que
satisfazem a equacao :

30 1 EBH(H—

Ox+1(0 -

(Cro4cia-2001) Se x+y+z =0, simplifique
X7 + y7 + Z7
xyz(x4 + y4 + 24)
Sugestdo : calcule (x+y)* e (x +y)°

(Croécia-2001). Dado 0 nimero n = p,p,p; P, onde p,, p,, P; € p, SA0
quatro nimeros primos distintos. Sgjam

d, =1<d, <d, <[xd, <d; =n
os divisores positivos de n. Determine todos os n<2001 tais que
dy —dg =22.

(Albania-2001) Mostre as igual dades:

(M) B:osz 3 _ sen? Znaﬁen 671 1 27T
O

11 110 ll

(ii) th— 4E<sen— =11

138.

139.

140.

(Bielorussia-2001) Em um tridngulo isdsceles ABC, no qual AB=AC e
OBAC =30°, marcam-se os pontos Q e P sobre o lado AB e sobre a
mediana AD respectivamente, de modo que PC = PQ (Q # B). Determine
amedidado angulo JPQC .

(Bielortissia-2001) Eduardo escreveu todos os produtos, todas as somas e todos
os valores absolutos das diferengas dos inteiros positivos aj,a,,..., &4

tomados dois a dois. Qual 0 maior nimero de inteiros impares obtidos por
Eduardo?

(Bielorussia-2001). Um inteiro positivo k é chamado bom se existe um inteiro
positivo N com k algarismos em sua representacdo decimal e tal que o
i —ésimo algarismo da esquerda para a direita do nimero 3N € igua ao
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146.
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(k—i+1)-ésimo algarismo da direita para a esquerda do nimero 2N,
1<i <k . Determine a soma de todos os nimeros bons existentes entre 1 e
100.

(Bielorassia-2001) Mostre que

a" +i—22 nzgawl—zE

a" a [

paratodo inteiro positivo n etodo rea positivo a.

(Finlandia-2001) Determine nO N taisque n” + 2 divida 2+ 2001n.

(Itdlia-2001) Em um hexdgono equidngulo, as medidas de quatro lados
consecutivos sdo, nesta ordem, 5, 3, 6 e 7. Determine as medidas dos outros
doislados.

(Italia-2001) Dada a equaggo x*** = y*,

(i) determine todos os pares de solucles (X, y) tais que X sga um ndimero
primo ey um inteiro positivo.

(ii) determine todos os pares de solucBes (X, y) tais que x e y S0 inteiros
positivos.

(Israel-2001) As medidas dos lados de um tridngulo ABC sdo 4, 5 e 6. Por um
ponto D qualquer de um de seus lados, tracamos as perpendiculares DP e
DQ sobre os outros lados. Determine o valor minimo de PQ.

(Israel-2001) Dados 2001 nNUMEroS reais X, Xy ,..., X0, taiS que 0<x, <1
paracada n =12,...,2001 determine 0 valor maximo de

1 2001 5 1 2001
Xn Xn
001 nZ 001 nZ
e onde este méximo é atingido.

(Grécia-2000) Sgja f : N - R umafuncdotal que f(1)=3e
f (2m)+ f (2n)
2

para todos os inteiros ndo negativos m e N com m=n. Determine a
expressao de f(m).

f(m+n)+ f(m-n)-m+n-1=
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148. (Grécia-2001) Fatore a expressao
A=x*+y*+z% —2x?y? - 2y?7* - 22°%?
e mostre que a equacdo A = 2000 ndo possui solucdo no conjunto dos
nUmeros inteiros.

149. (Hungria-2000) O produto de 2001 inteiros positivos distintos possui
exatamente 2000 divisores primos distintos. Mostre que podemos escol her
alguns destes 2001 numeros de modo que seu produto sgja um guadrado
perfeito.

150. (Hungria-2000) Sgja S 0 nimero de subconjuntos com 77 elementosde H = {1,
2, 3,...2000, 2001} para os quais a soma dos elementos de cada subconjunto
sgjapar e sga N o nimero de subconjuntos com 77 elementos de H para os
guais a soma dos elementaos de cada subconjunto seja impar. Determine qual
dos dois Sou N é maior e o quanto?

PP

Agora vamos aos comentarios e solucfes dos leitores para alguns dos
problemas apresentados em nossa secdo nos nUmeros anteriores de EUREKA!.

9. (Irlanda-1998) Um tridngulo ABC possui medidas dos lados expressas por
nameros inteiros, JA=2B e OC >90°. Determine o valor minimo do
perimetro deste tridngulo.

SOLUCAO DE EINSTEIN DO NASCIMENTO JUNIOR (FORTALEZA — CE) (com adaptagges):
A resposta é 77. De fato, fazendo-se (0B = x temos [JA=2x, sgjama, bec as
medidas dos lados opostos aos angulos A, OB e [OC respectivamente.
Prolongando-se o0 lado CA no sentido de C para A aé o ponto D de um
comprimento igual a c, vemos que o tridngulo BCD € semelhante ao tridngulo
ABC logo,

b a

Bl a’ =b(b+c)

Como estamos procurando um tridngulo com o menor perimetro possivel,
podemos supor que a, b e ¢ ndo possuem fatores primos comuns pois, de outra
forma um outro exemplo menor haveria. De fato, b e ¢ devem ser primos entre s
porque qualquer fator primo comum a b e ¢ seria também um fator de a. Alem
disso, como o produto b(b + ¢) € um quadrado perfeito que é igua ao produto de
dois nimeros primos entre s tanto b quanto b + ¢ devem eles mesmos serem

EUREKA! N°12, 2001



Sociedade Brasileira de Mateméatica

guadrados perfeitos. Deste modo, para m e n inteiros positivos quaisquer primos
entres temosb=n?, b+c=n’ a=mneda
% = % =2cos[IB (pelalei dos senos)

O angulo OC=m-300B é obtuso assim, 0< DB<% 0 que implica em

V3

> <cos[IB <1 e portanto, J3< % < 2. E facil ver que esta desigualdade n&o

possui solugdesinteirascomm=1,2ou3da m=24,n>7e
atb+c=mn+n?247+7°=77

De fato, o par (m, n) = (4, 7) gera o tridngulo (a, b, ¢) = (28, 16, 33) que satisfaz

todas as condi¢bes do problema.

10. (Canada-1998) Em um tridngulo ABC tem-se que [OBAC=40° e
OABC = 60°. Sejam D e E pontos sobre os lados AC e AB respectivamente
taisque CBD =40° e [OBCE = 70°. Sgja F o ponto de intersecéo de BD e
CE. Mostre que areta que que contém AF € perpendicular & que contém BC.

SOLUCAO DE LUCAS DE MELO PONTES E SILVA (FORTALEZA - CE):
Sgjam X o ponto de intersecdo de AF com BC e H o pé da altura que parte de A.
Entdo pelalel dos senos temos nos tridngulos CBD e BDA :
CD _ BD o DA _ BD
send0®  sen80°  sen20°  sen4(QP
y CD _ sen40°Sen40°
DA sen80°Sen20°
0§en] o]
Analogamente EA _ senb0%send0® . Pelo Teorema de Ceva, se AX, BD e CE
EB  sen70°Send0°
s80 cevianas concorrentes no tridngulo ABC tem-se que:

CD ﬁ E—& -10 sen40°Sen40°(Sen60°iSenl 0° _BX

— = =1lou
DA EB XC $en20°8en80°Sen70°Send(®  XC

XC _ 2sen20°[0s20°Sen60°Gos80° _ sen60® _ tg60°

BX  sen20°Een80%6os20° % Mg80°  tg80°
Como AH temos nos tridngulos AHB e AHC respectivamente:
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o]
tg60°=ﬁ e thO":ﬁ logo (960> _ HC
HB HC tg80° HB
+ +
Logo HE _XC O HC*HB _XC+XB e como [OBAC é agudo entdo H et
HB XB HB XB
entre B e C e portanto,
E=ED XB=HB[ X coincidecomH.
HB XB

13. (Irlanda-1999). Umafuncdo f : N - N satisfaz as seguintes condices:
(i) f(ab)= f(a)f (b) se o méximo divisor comumdeaebé1.
(i) f(p+q)=f(p)+ f(q) paratodos os nimeros primosp e .
Mostreque f(2)=2,f(3)=3 e f(1999)=1999.

SOLUCAO DE MARCILIO MIRANDA DE CARVALHO (TERESINA - PI):
Seja p um ndmero primo impar. Entéo,
t(2p)= f(p+p)= f(p)+ f(p)=20F (p)

enguanto que
f(2p)= (2) (p)
edai, f(2)=2.
Agora,  f(4)=f(2)+f(2)=40 f(12)=4F(3). Por outro lado
f@2)= f(7)+ f(5)0 fA2)=20F(2)+ f(3)+ f(2)+ f(3)
0 f(3)=3.
Fina mente,

f(5)=f(2)+ f(3)=50 f(15)=150 f(13)=13
0 f(26)=260 f(23)=23.
Por outro lado,
f(13)=130 f(11)=110 f(33)=330 f(31)=31
0 f(29)=29.
Logo,
f (2001) = f (3)F (23)F (29) = 20010 f (1999)=1999
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16. (Estonia-1999) Mostre que 0 segmento que une o ortocentro e o baricentro de
um tridngulo acutdngulo ABC é paralelo a0 lado AB se, e somente se,
tgUAdgOB = 3.

SOLUGAO DE GERALDO PERLINO JUNIOR (SAO PAULO - SP) (com adaptagdes):

Sejam D e E os pés das alturas tragadas dos vértices A e C respectivamente. Se H

€ o ortocentro do tridngulo, observe que H pertence a uma reta paraela a AB e
: . CE

passando pelo baricentro se, e sO se R =3. Deste modo, basta mostrar que

%:thAEﬂgDB. Como UOAHE=0OCHD temos também que

OEAH = OBCE, isto é os triangulos retangulos CEB e AEH sdo semelhantes e

tgB = CE - AE . Observando que tgOA = CE , obtemos a relacdo necesséria.
EB EH AE

23. (Russia-1999) A soma dos agarismos de um inteiro positivo n escrito no
sistema de numeracdo decimal € igual a 100 e a soma dos agarismos do
numero 44n € 800. Determine a soma dos a garismos do nimero 3n.

SOLUGAO DE MARCILIO MIRANDA DE CARVALHO (TERESINA - PI):
Sgam a,,8,,3;,...,4, 0s adgarismosde n e S(n) a soma de seus algarismos.
Ent&o,

44n = 4O(ala2 By ) + 4(ala2 By ) = 4(ala2 ey ) E(lO + 1)
Logo, se os agarismos de 44n forem:

4a,, (4a, +4a,), (4a, +4a,), ..., (4a, +4a,_,) € 43,
terfamos S(44n) =8[{a, +a, + [I* a, ) =800. Assim, se houvesse algum “vai-
um”, a soma dos algarismos de 44n cairia. Deste modo, todos os agarismos de
N sd0 menores ou iguais a 2 donde os algarismos de 3n sdo 3a,,3a,,3a;,...,38, .
Assim,

S(3n) =3a, +3a, +3a; +...+3a, =3.5(n) =300.
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Acusamos 0 recebimento de solucBes de problemas anteriores dos seguintes

leitores de EUREKA!:

Anderson Torres

Séo Paulo - SP

Prob.16, 52, 67, 69, 70, 76, 102, 105, 118, 120.

Geraldo Perlino

Itapec. da Serra - SP

Prob. 115.

loziel Matos Corréa Janior

Rio de Janeiro - RJ

Prob. 52, 62, 71, 74, 76, 78.

Jorge Silva Janior

Cachoeiro do Itapemirim - ES

Prob. 96, 98, 99, 101, 103, 110.

Marcelo R. De Souza

Rio de Janeiro - RJ

Prob. 95, 115.

Marcelo Rufino de Oliveira Belém - PA Prob. 91, 92, 93, 95, 97, 98, 99, 101, 102, 104,
107,109, 110, 111, 112, 114, 115, 118.

Mauro Félix de Souza Cordovil -RJ Prob. 98.

Osvaldo Mello Sponquiado Olimpia - SP Prob. 29, 30, 38, 56, 57, 59, 63, 66, 67, 69, 74, 98,
107, 114, 118.

Paulo Alexandre Aradjo Sousa Teresina - Pl Prob. 62, 78, 82, 88, 76, 70.

Renato Francisco Lopes Mello

Jaboatdo dos Guararapes — PE

Prob. 98, 99, 101, 109, 117.

Wallace Rodrigues de Holanda Miranda

Teresina - Pl

Prob. 97, 98, 99, 101, 102, 104, 106, 109, 112,
114, 116, 117, 120.

Wilson Carlos de Silva Ramos

Belém - PA

Prob. 43, 68, 74, 82.

Vocé sabia...
Que foi descoberto um novo primo de Mersenne em
14/11/2001 ? E o ndmero 2!3%¢°7_1, que tem 4053946 digitos e
¢, ao lado de 2%972°-1, um dos dois primos conhecidos com
mais de um milhdo de digitos. O descobridor, Michael Cameron,
de 20 anos, é um participante do GIMPS (um projeto
cooperativo para procurar primos de Mersenne).
Consulte na internet a pdgina:

http://www.mersenne.org/prime htm
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SOLUGOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

# Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

56) Para cada nimero n, sgja f(n) a quantidade de maneiras que se pode expressar
n como a soma de nimerosiguaisal, 3 ou 4.
Por exemplo, f(4) = 4, pois todas as maneiras possiveissdéo 4=1+1+ 1+ 1,
4=1+3,4=3+1,4=4. Demonstrar que se n é par, f(n) € um quadrado
perfeito.

SOLUCAO DE MARCIO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ):
O cosficiente de X" em (x + x* + x%)* conta exatamente uma vez cada modo de
representar o numero n naforma a + 30 +4y com a + 3 +y =k, ou sga, conta

0s modos de representar n utilizando 1's, 3's e 4's com um total de k nimeros.
Variando k, segue que f(n) é o coeficiente de X" na série formal

[

g(x) = ;(x+x3 + x4k,

Somando a PG, fatorando, e decompondo em fragcdes parciais tem-se:

1
X)=————————
90 1-x-x3-x*
00 = =B e O
@A+x)1-x-x°) 5 1+x° 5 1-x-x

Utilizando respectivamente soma de PG e o método desenvolvido para séries
formais no artigo da Revista Eurekal N°. 11 tem-se;

1 2 4 6
T2 =1-X"+Xx" =X +..

1 2 3
——— =Ry + B X+ X + Fox +
1-x- x>

onde F,, € 0 n-ésimo numero de Fibonacci, comFo=F;=1, F.o = Fei + Fo
Sen épar, n = 2t, o coeficiente de X" no desenvolvimento de g(x) sera entdo:

2 H_l)t + F2t—l + 3F2t

[x"]ax = g
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5 5 _1-45

1 o i 1
Utilizando que F, =—(a” -B 1), onde a = > B =

J5
20-)" + Foyq +3F, =
20(-1)" +[(Fyy +Fy) + Fyl+Fy =
2 |]_1)t + F2t+2 + th =

201! +i(a2t+3 _ﬁ2t+3)+i(a2t+1 _B21+1):

5 G
20-D" + %[(a + a‘lhzm _ (B 4 ,B'l)ﬁ 21+2]

Notando que a [B = -1:

Juntando tudo:

[X”]g()() = %[2 H_l)t a2 4 BZHZ] -

a2t+2+'321+2_2|]a EB)Hl :Fle_BHl e
5 H 5 t

E, em particular, f(n) é quadrado perfeito sempre que n € par.

p-1

58) Determine todos 0s primos p para 0s quais 0 nUmero ! € 0 quadrado

deum inteiro.
SOLUGAO DE RODRIGO VILLARD MILET (RIO DE JANEIRO - RJ):
Resposta p=3o0u p=7.
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p-1

Primeiramente, note que éinteiro, parap > 2 (pelo pequeno Teorema de

Fermat), e p = 2 ndo serve. Dai, como p é impar, 2°! —=1=0(mod3). Sep = 3,

23—1_1 p—l_
=1 que é quadrado. Se p = 3, como

€ quadrado,

9|2D—1_1C, 29‘151(m0d9) @ord92:6|p—lD p =1(mod 6).

p-1 _ 6k _ 3k _ 3k
0OkON;p=1+6k0 2 —1=2 ~1_ (2 ~DE7+1
p p p

mdc{2%* -1, 2% + 1} = mdc{2, 2* +1} =1como p é primo (p>3), p|23" -1

ou p|23" +1.

0) p|23k ~1.
Dai, como 2% -1e 2% +1 ndo tem fatores em comum, 2% +1 é quadrado
OO0gON;2*% +1=09% = 2* =(q-1)(q+1) 0 g=3 e k =1(defao, g-1
e g+1 devem ser poténcias de 2,0 que sO € possivel se forem 2 e 4). Nesse caso,
2" -1

7

=9 que é quadrado.

(i) p|23k +1. (Assumak > 1, poisk = 1ja é solucio)

Dai, 2% -1é quadrado 0 OmON;2* -1=m? - (2k -1)2% + 2% +1): m?.
Sga

d=mde{2X -1, 2% + 2% +1 .o||2k -10 d|(2" -1)? = (2% - 22" +1),
mas d|22" +2+1  logo d|3.2". Como d|2k -1dnd divide
20 d|30 d=10u3.

ed=10 2% +2% +1 é quadrado. No entanto, temos
(2)% < 2% + 2 +1<(2k +1)2, entfjo ndo é possivel 2% +2%+1 ser
guadrado.
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k —
«d=30 2 1équadrado.
k-1
Como € impar,
2k -1

=1(mod8) 0 2* =4mod80 k=20 p =13, quendo ésolucio.

59) Um pedestal de altura a sustenta uma coluna de altura b (b > a). A que
disténcia do monumento se deve colocar um observador para ver o pedesta
e acoluna sob angulosiguais?

SOLUGAO DE CARLOS ALBERTO DA SILVA VICTOR (NILOPOLIS - RJ):
Supondo a altura do observador desprezivel, teremos:

b (b>a)
a 9
] 6
— _/
'
X
th:E;tQZQ:aer
X
2tg€2 :a+bD 2.a/>; :a+bD
1-tg°0 X a X
1-=
X
2ax’ _a+b e 2 2 2 _ 2
O = 0 2ax* =(a+b)x* —a*(a+b)0 (b-a)x* =a®(a+h)
x(a —a) X
logo
_, |ath
b-a
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60) Senum tridngulo ABC, A = 2B, provar que a =b(b +c).
Obs.: a, b e ¢ sdo, respectivamente, os lados opostos aos angulos A, B e C.

SOLUGAO DE MARCELO RIBEIRO DE SOUZA (RIO DE JANEIRO - RJ):
A

2X

B a C

Pelalel dos senos, temos:

Senx _ sen2x
) ===
b a
se;x _ 2senx mosx,obviamente xz kmkOZ

a=2bltosx (1)

I1) Usando lei dos cossenos: b® =a® +¢? - 2ac [Eos x
2ac [tosx =a® +c? — b?
2 L2 _p2
Cosx:u (2)
2ac

2 402 —p?
I11) Substituindo (2) em (1): a= Zb%%
ac

- a’c=a’b+bc’ -b’

- a*(c-b) =b(c® -b?)

- a’(c—-b) =b(c-b)(c+b).

Seb #c, temos a® =b(b +c).

Seb=c, temosb=c=x,donde 4x=m x=71/4 e
a=byv2 0O a?=2b% =b(b+c).
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61) Nafiguraabaixo um quadrado EFGH foi colocado no interior do quadrado
ABCD, determinando 4 quadriléteros. Se a, b, ¢, e d denotam os medidas
das &reas dos quadrilateros, mostrequea+b=c+d.

SOLUGAO DE MARCIO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ):

Lema: A &rea de um tridngulo cujos vértices no plano complexo sdo z, 2, z
(sentido horério) é dada por S:%Im{(z2 z)(z5 - zl)}

Prova: Se z, — z, =aleisf;; z, -z =b[eish,:

—Im{(z -2,)(z )}-—Im{a[dzlse b tis(-0,)} =

%Im{cis(e 9)}_—absen9 S

Problema:

AN+V
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Cologue os eixos de modo que os vértices do quadrado maior sgjam 1, i, -1, — i
(basta adotar uma unidade de medidatal que 2u.m = diagonal).
Sejaw o centro do quadrado menor, e w + v um de seus vértices. Entdo, os outros
vértices do quadrado menor serdo w + iv, W — i, w — iv (pois rodar 90° é
multiplicar por i).
Dividindo cada quadrilaero em tridngul os como mostra a figura temos:

a:%Im{(WHv—l)(i T+ (- w—iv)va=1)
c== Im{(w— iv=1)(-i +1) +(-1-w+iv)v(i —1)}
2
a+c :%Im{(1+i)[(—w—iv+1) +V(L-W=iv) + (W=iv+1) +v(l+ w—iv)}
Note que w é cancelado e a + ¢ independe do centro do quadrado menor:
a+c= ImlL+i)A-iv)@1+V)}
Da mesmaforma, obtemos:
b+d :%In{(w+v+i)(1+i) +(- —w=-vv(H -1 +(w-v-i)(-1-i) +[@-w+ V) 1+i§ =
1 . N - . -
Eln{(l—l)[(w+v+|) +(i +W+V)V+(—W+V+i) +(—W+V+I)V} =
ir{a-i)q +)©-+1}
Fatorando, obtemos
b+d = Im{-i(i + DG +V)(v+ D} =Imli +DA-iv)(vV+D} = a+c.
62) Se ABCD é um quadrilatero convexo tal que os lados AB,BC,CD e DA
medem respectivamente a, b, ced e que a, 3, o e y séo as medidas dos seus

angulos internos, mostre que a medida da area desse quadrilétero, denotada
por (ABCD), é dada por:
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(ABCD) = \/(p —-a)(p-b)(p-c)(p-d)—abcdcos?d onde:
=a+b+c+d
2

o= aro (aférmulatambém vale sefizermos o =M

).

SOLUCAO DE WALLACE RODRIGUES DE HOLANDA MIRANDA (TERESINA - PI):
Antes da resolucdo do problema precisa-se ressdtar agumas hocbes
fundamentais:

1) cos(a +0) =cosa [toso — sena [seno
c0s(20) = cosa [toso — sena [$eno

cos? & — sen?d = cosa [toso — sena [$eno
cos’ & - éL— cos’ 5)= cosar [toso — sena [3eno
sena [$eno = cosa [¢oso — 2cos® d +1

2) (ABD)=%@E¢I [$ena (BCD):%EHJD:B;ena
3) Pelalei dos cossenos nos tridngulos ABD e BCD:
a’® +d?® - 2ad [eosa =d? =b” +¢® - 2bc[Eoso
a’ +d? -b? -c? = 2ad [tosa - 2bc [Eoso

Agoravamos a resolucéo do problema:
(ABCD) = (ABD) + (BCD)
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(ABCD):%mm E@ena+%[ﬂ)ﬁtﬂaena

2(ABCD)=aldl (¥ena +b (& Feno

(2(ABCD))? = (a i 3ena +b (& Beno )

4(ABCD)’ = a? [d? sen’a + 2abed [$ena [$eno +b? [&? [Ben’o

substituindo (sen?) por (L-cos?) e (senar Csenc) por

(cosa [toso - 2cos’ & + 1) de 1) fica

4(ABCD)? = a? (2 [fL— cos? a )+ 2abed [l + cosar [£oso - 2c0s? 3 )+

+b? [? E(l— cos’ o

4(ABCD )’ = a2 [81? [fL - cos a )+ abed [{2 + 2cosa [Boso ) +

+b? (&% (L- cos® o)~ dabed [Eos? &

4(ABCD )? =a’® [@? E(l— cos? a)+ abcd (1-cosa - coso +cosa [toso +1+
+c0sa +Coso +cosa [toso) +b*c? (1— cos? a)— 4abed [eos® &

A(ABCD)? = a? (8?1 - cos® a ) + abed[(1 - cosa 1. - coso ) + L+ cosa )1+ cosa ) +
b’ (1- cos® o) - 4abed [Bos? 5

4(ABCD)? = ad(1+ cosa)ad(1- cosa) + ad(1- cosa)bc(l— coso) +

+ ad(1+ cosa)bc(1+ coso) + be(1 + coso)be(l - coso) — 4abed [Eos? &

4(ABCD)? =ad(1+ cosa)[ad (1-cosa) +bc(1+ coso)] +bc(l-coso)[ad(1- cosa) +
+bc(1+ coso)] - 4abed [Eos? &

4(ABCD)? =[ad(1 - cosar) +bo(1+ coso)] ad(1+ cosar) +be(1— cosa?)| - 4abed [€os? &
16(ABCD)? = 2(ad - ad [tosa + bc + bec [toso) [2 [{ad + ad [Eosa + bc — be [toso)

—16abcd [tos® &
16(ABCD)? = —(2ad [tosa — 2bc [€oso — 2ad — 2bc)(2ad [tosa — 2bc [toso +

+ 2ad + 2bc) —16abed [tos® &

Substituindo (2ad [tosa - 2bc [koso) por (a” +d? —b? —c?) de 3) fica:
16(ABCD)? = —(a® - 2ad + d* —b® —2bc - c*)(a® + 2ad + d* —b® + 2bc - ¢?)
—16abcd [Eos® &

16(ABCD ) = -|(a-d)2 - (b + ¢)]|(a + d) - (b - )| - 16abed [xos® &
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16(ABCD)? =—(a—d +b+c)(a-d -b-c)(a+d —-b+c)(a+d +b-c) —-16abcdtos’ &
16(ABCD? =(a+b+c—d)(-a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b-c+d)-16abcdcos’ &
16(ABCD? =(-a+b+c+d)(a-b+c+d)(@a+b-c+d)(a+b+c-d)-16abcdtos &
:(—a+b+c+d) E(a—b+c+d) E(a+b—c+d) E(a+b+c—d) _ abcd@o 5

2 2
(ABCD)? =(p-a)(p-b)(p-c)(p-d)-abcd [tos’ &

(ABCD) =+/(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) - abed [£0s? 3 .

(ABCD?

Agradecemos também o envio das solugdes e a colaboragdo de:

Bruno de Souza Ramos Realengo - RJ

Everaldo de Melo Bonotto Guararapes — SP

Fernando Carvalho Ramos Santa Maria - RS

Geraldo Perlino Itapecerica da Serra — SP
Jorge Silva Junior Cachoeiro de Itapemerim — ES
Marcelo Ribeiro Rio de Janeiro — RJ

Marcelo Rufino de Oliveira Belém - PA

Marcilio Miranda de Carvalho Teresina - Pl

Mateus Queiroz Guilherme de Oliveira Fortaleza - CE

Oswaldo Melo Sponquiado Olimpia - SP

Seguimos aguardando o envio de solugdes do problema proposto Ne. 57 publicado na
revista Eureka! No. 11.
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PROBLEMAS PROPOSTOS

Convidamos o leitor a enviar solu¢Bes dos problemas propostos e sugestdes de novos

problemas para 0s proximos ndmeros.

63)

64)

65)

66)

67)

Prove que existem infinitos ndmeros naturais maltiplos de 5%

nenhum O na representacdo decimal .

sem

Iniciando de um certo inteiro positivo, € permitido fazer apenas uma
operacdo: o digito das unidades € separado e multiplicado por 4, e entéo
este valor € somado ao restante do nimero. Por exemplo, o nimero 1997 é
transformado para 7.4 + 199 = 227. A operacao é feita repetidamente. Prove
gue se a seguéncia de nimeros obtida contém 1001, entdo nenhum dos
ndmeros na sequiéncia pode ser um ndmero primo.

Determine todos os inteiros N tais que, em base 10, os digitos de 9N sdo o0s
mesmos digitos de N na ordem inversa, e N possui ho maximo um digito
igual a0.

Prove que, dados um inteiro n = 1 e um conjunto AOZ/n*Z com n
elementos existe BOZ/N*Z com n elementos tal que
A+B={x+ yxOA yO B 0Z/n°Z temmaisde n?/2 elementos,

Seja ABCD um quadrilatero tal que os circulos circunscritos aos tridngulos
ABC e BCD sdo ortogonais.Prove que os circulos circunscritos aos
tridngulos BCD e DAB também s&o ortogonais.

Problema 63 proposto por Wallace Rodrigues de Holanda Miranda (Teresina - PI);
Problemas 64 e 65 propostos por Marcelo Rufino de Oliveira (Belém - PA); Problema 67
proposto por Luciano Castro (Rio de Janeiro — RJ).
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AGENDA OLIMPICA

XXIV OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIVEIS1,2¢e3
Primeira Fase — Sabado, 8 de junho de 2002
Segunda Fase — Sabado, 14 de setembro de 2002
Terceira Fase — Sabado, 19 de outubro de 2002 (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 20 de outubro de 2002 (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NIVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 14 de setembro de 2002
Segunda Fase — Sabado, 19 e Domingo, 20 de outubro de 2002

¢
VIIl OLIMPIADA DE MAIO
maio de 2002
¢
XIIl OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

junho de 2002
Fortaleza — CE, Brasil

¢

XLIIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
julho de 2002
Glasgow, Reino Unido
.

XVII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
setembro de 2002
El Salvador

¢

V OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
outubro de 2002

LA 4
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COORDENADORES REGIONAIS

Amarisio da Silva Aradjo

Alberto Hassen Raad

Angela Camargo

Benedito Tadeu Vasconcelos Freire
Carlos Frederico Borges Palmeira
Claudio Arconcher

Claus Haetinger

Cleonor Crescéncio das Neves
Elio Mega

Roséngela Souza

Floréncio Ferreira Guimaraes Filho
Gisele de Araujo Prateado Gusméao
Ivanilde Fernandes Saad
Jacqueline Fabiola Rojas Arancibia
Jodo Benicio de Melo Neto

Jodo Francisco Melo Libonati

Irene Nakaoka

José Carlos Pinto Leivas

José Cloves Saraiva

José Gaspar Ruas Filho

José Luiz Rosas Pinho

José Vieira Alves

Marcelo Rufino de Oliveira

Licio Hernandes Bezerra

Luzinalva Miranda de Amorim
Marcondes Cavalcante Franca
Pablo Rodrigo Ganassim

Paulo Henrique Cruz Neiva de Lima Jr.

Reinaldo Gen Ichiro Arakaki
Ricardo Amorim

Roberto Vizeu Barros
Sérgio Claudio Ramos
Silvio de Barros Melo

Tadeu Ferreira Gomes
Tomas Menéndez Rodrigues
Valdenberg Araujo da Silva
Wagner Pereira Lopes
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Centro de Educagéo de Adultos — CEA)
PUC-RIo)

Colégio Leonardo da Vinci)
UNIVATES)

Colégio Etapa)

Colégio Singular)

UC. Dom Bosco)

Grupo Educacional Ideal)

[
'I'I

UFSC)

UFPB)

Sistema Titular de Ensino)
UFSC)

UFBA)

)

Liceu Terras do Engenho)

Escola Técnica Everardo Passos)

C

Centro Educacional Logos)
Colégio Acae)

M-UFRGS)

UFPE)

UEBA)

U. Federal de Rondénia)
U. Federal de Sergipe)
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Escola Técnica Federal de Goias)
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Vicosa - MG

Juiz de Fora- MG
Blumenau - SC
Natal -

Rio de Janeiro - RJ
Jundiai — SP
Lajeado - RS
Manaus - AM

Séo Paulo - SP
Santo André - SP
Vitéria — ES

Goiénia - GO
Campo Grande- MS
Jodo Pessoa — PB
Teresina - PI

Belém - PA
Maringa - PR

Rio Grande - RS
S4o Luis - MA

Séo Carlos — SP
Florianépolis — SC
Campina Grande - PB
Belém - PA
Florianépolis — SC
Salvador - BA
Fortaleza - CE
Piracicaba — SP

SJ dos Campos — SP
SJ dos Campos - SP
Nova Iguagu — RJ
Volta Redonda — RJ
Porto Alegre - RS
Recife - PE
Juazeiro — BA

Porto Velho - RO
Séo Cristovao - SE
Jatai - GO



