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Saiedade Brasileira de Matematica

AOS LEITORES

E com grande satisfaggo que informamos a excdente participagdo do
Brasil na IMO. Pela primeira vez, os seis alunos da ejuipe ganharam medal has,
sendo 4de prata e2 de bronze. Na soma dos pontos, o Brasil ficou a frente de
mais de 80% das nagdes representadas, incluindo muitos paises de grande
tradicdo olimpica Vea aprova nesta edicdo e mais detalhes sobre alIMO no site

http://inm.wol fram conl

s sO nos estimula ainda mais a fazer uma Eureka cada vez melhor e
gue atinja um pulico cada vez maior. Gostariamos de agradecer mais uma vez o
envio de grande numero de problemas e solucBes pelos leitores, o que €
importante para aEurekal, e nos anima a ontinuar o trabalho de proparcionar
diversdo e material de treinamento a nossa mwmunidade olimpica Gostariamos
ainda de dizer que mntinuamos contando com o envio de artigos pelos leitores.
Artigos para iniciantes s0 prioritarios. Sdo também prioritérios artigos bre
temas olimpicos que a&é hoje ndo apareceram na Eurekal, como Corntagem,
Grafos (nivel avangado), Funcgdes (nivel intermediario), Trigonametria aplicada a
Geometria (pode ser uma cmpilac@® de problemas). TraducBes (devidamente
autorizadas, € claro) de artigos de boas revistas (com 0 mesmo perfil, € claro)
Seréo muito bem recebidas.

Finalmente agradecemos a vali osa gjuda dos professores Eduardo Tengan
e Carlos Shine edos estudantes Alex Cardoso Lopes, Guilherme I. C. Fujiwarae
Rodrigo K. Yamashita narevisio darevista.

Os editores.

EUREKA! N°11, 2001
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VIl OLIMPiADA DE MAIO
PRIMEIRO NiVEL

PROBLEMA 1

Sara escreveu no quadro negro um ndmero inteiro de menas de trinta algarismos
equetermina em 2.

Célia gpaga o 2dofim e escreve-o noinicio.

O ndmero gquefica éigual ao dobro do nimero guetinha escrito Sara.

Qual é o nimero que Sara escreveu?

PROBLEMA 2

Vamos pegar um retdngulo ABCD de papel; o lado AB mede 5 cm e o lado BC

mede 9 cm.

Fazemos trés dobras:

1- Levamos o lado AB sobre o lado BC e chamamos de P 0 pato do lado BC
que wincide mm A. Forma-se entdo um trapézio retdngulo BCDQ.

2- Dobramos de forma que B e Q coincidam. Forma-se um paligono ¢ 5 lados
RPCDQ.

3- Dobramos de novo fazendo coincidir D com C e Q com P. Forma-se um
novo trapézio retangulo RPCS.

ApGs fazer estas dolras, fazemos um corte perpendicular a SC pelo seu porto

médio T, obtendo otrapézio retdngulo RUTS.

Cadlcule aareadafiguraque guarece a desdobrarmos o Utimo trapézio RUTS.

PROBLEMA 3

Temos trés caixas, uma aul, uma branca euma vermelha, e 8 bdinhas. Cada
bainhatem um nimero de 1 a 8, sem repeticdes. Distribuimos as 8 bdinhas nas
caxas, de maneira que ha pelo menaos duas bolinhas em cada Gixa. Logo, em
cada caixa, somam-se todos 0s nimeros escritos nas balinhas contidas na caxa.
Os trés resultados denominam-se soma aul, soma branca e soma vermelha,
segundoa or da caixa @rrespondente. Encontre todas as posdveis distribuicoes
das bolinhastais que asomavermelha sgaigual ao dolyo da soma aul, e asoma
vermelha menaos a soma branca sgjaigual & soma brancamenos a soma aul.

PROBLEMA 4

Utilizando exclusivamente nimeros primos forma-se um conjunto com as

seguintes condicoes:

1- Qualquer nimero primo de um algarismo pock estar no conjunto.

2- Para que um numero primo de mais de um algarismo esteja no conjurto,
devem estar no conjunto o nimero que se obtém ao suprimir-lhe s6 o

EUREKA! N°11, 2001



Saiedade Brasileira de Matematica

primeiro algarismo e também o nimero que se obtém ao suprimir-lhe s6 o Ultimo
algarismo.

Determine, entre conjuntos que aumpram estas condicdes, aquele que tem maior
gquantidade de dementos. Justifique por que ndo pade haver um com mais
elementos.

Lembre-se de que 0 nimero 1 réo é primo.

PROBLEMA 5

Num tabuleiro de 8 casas, como na figura aaixo, M inicialmente uma ficha en
cada casa

Uma jogada consiste en escolher duas fichas e mover uma delas uma caa a
direita ea outra, uma caa aesquerda.

Se depois de 4 jogadas as 8 fichas estdo distribuidas somente en 2 casas,
determine quais podem ser estas casas e quantas fichas ha en cada uma delas.

SEGUNDO NIVEL
PROBLEMA 1
Na minha cdculadora, uma das teclas de 1 a 9 esta com defeito: ao pressonéla
aparecenatelaum digito entre 1 e 9 gue ndo é o correspordente.
Quando tentei escrever 0 nimero 98765821, aparecal na tela um nudmero
divisivel por 11 e que deixaresto 3ao ser dividido pa 9.
Qual é atedadefeituosa?Qual € o nimero que gareceu natela?

PROBLEMA 2

No trapézio ABCD, o lado DA é perpendicular as bases AB e CD. A base AB
mede 45, a base CD mede 20 e o lado BC mede 65. Sgja P no lado BC tal que BP
mede 45 e sgiaM o pato médio de DA.

Calcule amedida do segmento PM.

PROBLEMA 3

Num tabuleiro de 3 fileiras e 555 colunas, pintam-se de vermelho 3 casas, uma
em cadaumadas 3fileras.

Se escrevemos nas casas, ordenadamente por fileiras, da esquerda para adireita,
0s numeros de 1 a 1665 (na primeira fileira de 1 a 555 na segundade 556 a 1110
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Saiedade Brasileira de Matematica

e na terceira de 1111 a 1665) h4 3 nimeros que ficam escritos nas casas
vermel has.

Escrevemos nas casas, ordenadamente por colunas, de cima para baixo, os
numerosde 1 a1665(naprimeira mlunade 1 a3, nasegundade 4 a6, materceira
de7 adg,..., e naultimade 1663 a 1665) ha 3 nimeros que ficam escritos nas
casas vermel has.

Chamamos numeros vermelhos aos que an alguma das duas distribuicdes ficam
escritos nas casas vermel has.

Digaquais 90 as 3 casas que devemos pintar de vermelho para que existam s 3
ndmeros vermelhos.

Mostre todas as possibilidades.

PROBLEMA 4

Em volta de um circulo situam-se dez moedas de 1 cm de raio como indicado na
figura abaixo. Cada moeda étangente &b circulo e as duas moedas vizinhas.
Demonstre que a soma das areas das dez moedas € o dobro da &eado circulo.

PROBLEMA 5

No quedro negro estdo escritos 0s nimeros naturais desde 1 até 2001, inclusive.
Temos que gagar aguns numeros de modo que entre os que ficam sem apagar
sgja imposdvel escolher dois nimeros distintos tais que o resultado e sua
multi plicacdo sejaigua aalgum dos nimeros que ficam sem apagar.

Qua é aquantidade minima de nimeros que devem ser apagados? Para eta
guantidade, apresente um exemplo que mostre quais nimeros sdo apagadaos.
Justifique por que ndo dbtemos a propriedade desgjada se gpagarmos menos
ndmeros.
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VIl OLIMPIADA DE MAIO

Resultado Brasileiro
PRIMEIRO NIVEL
Ricardo de Rezende Souza Medalha de Ouro Goiénia - GO
Rodrigo Lucio de Castro Medalha de Prata Goiénia - GO
Thiago de Paula Garcia Caixeta Medalha de Prata Colatina - ES
Ruda Moreira de Lima e Silva Medalha de Bronze Unai - MG
Telmo Luis Correia Junior Medalha de Bronze | Santo André - SP
Raphael Rodrigues Mata Medalha de Bronze Salvador - BA
Thomas Hiyoshi Sasaki Hoshina Medalha de Bronze Rio de Janeiro - RJ
Rodolfo Santos Costa Magaranduba Mencé&o Honrosa Goiénia - GO

Lais Uyeda Aivazoglov

Menc&o Honrosa

Séao José dos Campos - SP

Felipe Goncalves Assis

Menc&o Honrosa

Campina Grande - PB

SEGUNDO NiVEL

Alex Corréa Abreu Medalha de Ouro Niterdi - RJ
Larissa Cavalcante Q. de Lima Medalha de Prata Fortaleza - CE
Guilherme Rodrigues Salermo Medalha de Prata Goiania - GO
Otacilio Torres Vilas Boas Medalha de Bronze Salvador - BA
Israel Franklim Dourado Medalha de Bronze Fortaleza - CE

Luis Eduardo de Godoi

Medalha de Bronze

Séao José dos Campos - SP

Fabio Dias Moreira

Medalha de Bronze

Rio de Janeiro - RJ

Andréia Lucio de Castro Mencédo Honrosa Goiénia - GO
Henry Wei Cheng Hsu Mencédo Honrosa Séo Paulo - SP
Dafne de Albuguerque Simé&o Mencédo Honrosa Fortaleza - CE
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XIl OLIMPiADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

Enurciados e ResultadoBrasileiro

A XII Olimpiada de Matemética do Cone Sul foi redizada na cidade de
Santiago doChile no periodo de 1 a6 de julho de 200L. Dela participaram aluncs
de aé 15 anos dos seguintes paises. Argentina, Brasil, Chile, Equador, Peru e
Uruguai.

A equipe brasileirafoi selecionada dravés de provas reali zadas em margo
emaio deste ao e foi li derada pel os professores Elio Mega eCarlos Y uzo Shine
de S&o Paulo - SP,

O Resultado da Equipe Brasileira

BRA 1 | Einstein do Nascimentodr. | ===

BRA 2 | Guilherme Fujiwara PRATA

BRA 3 | Larissa Cavalcante Queiroz de Lima PRATA

BRA 4 | Rafael Daigo Hirama OURO
PRIMEIRO DIA

DURAGAQ: 3 horas e meia

PROBLEMA 1

Em cada caa de um tabuleiro quadriculado 2000x 2000 ceve-se escrever um dos
trés nimeros: —1, Oou 1. Se, em seguida, somam-se 0s NUMeros escritos em cada
linha ecada wluna, obtém-se 4000resultados. Mostre que éposdvel preencher o
tabuleiro de modo ge 0s 4000resultados assim obtidos sgjam todacs distintos.

PROBLEMA 2

Tem-se uma SuCessao a;, a, as, .., a, ... de nimeros inteiros positivos, com as
seguintes propriedades:

i) Todo nimero inteiro pasitivo apareceuma ou mais vezes na sucessao.

i) =1

iii) Azn1=2a,+ 1

iv) Q12 8y

V) dooo1— 200
Calcule o vaor de ajgoo
Obs. O enurciado ceste problema esta incorreto, pois na verdade ndo existe tal

sequéncia (tente demonstrar isto!). Entretanto, se suprimirmos a ondi¢éo i) é
possivel resolver 0 problema (tente fazer isto tambémt).

EUREKA! N°11, 2001
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PROBLEMA 3

Trés tridngulos aautdngulos estdo inscritos em uma mesma drcunferéncia, de
modo que seus vértices 0 nove pontos distintos. Demonstre que se pode
escolher um vértice de cada tridngulo de maneira que os trés pontos escolhidos
determinem um triangulo cujos angulos sjam menores que ou iguais a 90,

SEGUNDO DIA
DURAGAQ: 3 horas e meia

PROBLEMA 4
Um poligono e &ea S estd wmontido no interior de um quadrado e lado a.
Demonstre que h& pelo menos dois portos do pdigono que estdo separados por

umadistanciamaior queouigua a 3.

PROBLEMA 5
Ache todos 0s nimeros inteiros positivos m tais que m + 2001$m) = 2m onde
S(m) representa asoma dos algarismos de m.

PROBLEMA 6
Sgag umafuncdo definida paratodo inteiro pasitivo n, que satisfaz

i) g)=1

i) gn+1)=g(n)+1loug(n+1)=g(n)— 1 pmratodon=1
iii) g(3n) = g(n) paratodon= 1

iv) g(k) = 2001 paraagum inteiro pasitivo k.

Ache o menor valor possivel de k entre todas as funcBes g que cumprem as
cond ¢oes anteriores e demonstre que é o menor.

EUREKA! N°11, 2001
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SOLUCAO DO PROBLEMA 1

Antes de procurarmos uma maneira de preencher um tabuleiro 2000 x 2000,
vamos preancher um tabuleiro menor, digamos, 2 x 2.

Uma maneira de preenché-lo &

1 -1 (- 1soma 0
1 0 - 1lsoma 1
! !

soma. soma
2 -1

Vamos tentar preaencher agora um tabuleiro 4 x 4. Para is9, aproveitamos o
tabuleiro 2 x 2. Para que as somas ohtidos continuem iguais, colocamos 1's e —1's
destaforma:

1 1] 1 -1| - soma 0

1 0 1 -1| - soma 1

1|1
-1 (-1
| |
soma: soma:
2 -1

Para wmmpletar o trabalho, basta preencher o subtabuleiro 2 x 2 do canto inferior
direito:

1 1] 1 -1| - soma: 0

1 0 1 -1| - soma: 1

1 1 1 0 |- soma 3

N 1 -1]| - soma: -2

| | | |
soma: soma: soma: somat
2 -1 4 -3

EUREKA! N°11, 2001



Saiedade Brasileira de Matematica

Observe que podemos preencher um tabuleiro (2k + 2) x (2k + 2) a partir de um
tabuleiro 2k x 2k. Digamos que no tabuleiro &k x 2k as mas sjam iguaisa
—(2k - 1), — (2k — 2, ...2k. Para preencher um tabuleiro (2k + 2) x (2k + 2),
colocamos o tabuleiro 2k x 2k no canto superior esquerdo, preenchemos as 2k
primerias casas da 2k + 1-ésima linha eda 2k + 1-ésima mluna ®n 1s e & 2k
primeiras casas da 2k +-ésima linha eda 2k + 2-ésima @luna cm —1's. No canto
interior direito preenchemos da mesma forma que anteriormente:

1[-1])
1|1
2k x 2k BERO) Naslinhas e mlunasem (A) e (B)
S temos as smas de -2k — 1) a2k
11
J
111 ... {1]|1]|0|-soma2k+1
-1|-1| ... [-1| 1 |-1 |- soma -2k

(B) ! !

soma soma
2k+2 -2k +1)

Asdm, temos todas as omas de (2k + 1) a 2k + 2. Logo é passivel preencher um
tabuleiro 2n x 2n paratodon natural ndo nulo; em particular, o tabuleiro 2000 x
2000.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2

O enurciado do problema esta incorreto: Vamos mostrar que ndo existe uma tal
sucessdo.

Temos que a,,, =&, OuU a,,; =a, +1(observe que, s a,,; =2a, +2, 0 nUmero
inteiro pasitivo a,, +1ndo aparecdia na sucessio).

O numero daforma3n + 1 mais proximo de 2001€ 2002= 3[667 + 1.

Além dis, 8,0, = 8,00; = 2000U 8500, = 800, +1=201

Sendo a,y,, = 2844, +1, temos que axoo, € impar, 1090 apee2 = 201. Assim, 28567+
1=201 < ag7=100 Mas667= 3 [222 +1, etemos 2a,> + 1 = 100 = ay, =

9—29, gue ndo éinteiro. Contradicéo.

Trés alunos da delegacé brasileira deram uma solucéo equivalente aanterior.
Alguns alunos argentinos resolveram o problema ignorando a mndicéo (i).
Mostremos que épaossivel cdcular azopoSem utilizar a condigéo (i).

EUREKA! N°11, 2001
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De (iv), indutivamente mostra-se que a,, = a, paramz2n.
Aplicando (iii) temos:

a, =agg, =28, +1=201+1=3

Q3 =8ggy =285 +1=2[B+1=7

Aup = Agqay = 2845 +1=2[TF +1=15

8yp1 = Bagou = 2840 +1=2[15+1=31
Bges = Agpony = 2835 +1=2[B1+1=63
81003 = Bgzea = 28364 1= 2[63+1=127

L.0gO @000 < @yg93 = @000 <127 (1)

Agora estudemos as. Seja a; =k . Temos:

Qo = agzy =285 +1=2k+1

Agq = Aggoy =28y +1=2(2k +1) +1=4k + 3

Agy = gz =285, +1=2(4k +3) +1=8k +7

Ayoz = Aggy = 2894 +1=2(9k +7) +1=16k +15

Agsp = gpgay = 28,53 T1=2(26k +15) +1=32k + 31
Apse1 = Aggsory = 28gsp +1=2(32k +31) +1=64k + 63

Como a,s5; = 8y0p, temMos 64k + 632200 = k=3. Mas a;<a, = k<3. Logo
k=3 e, patanto, ags, =328+ 31=127. Destaforma a,oyo=ag5, < &902127(11).

De (1) e (1), temos a0 = 127.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3

Sgjam AL A; As, B: B; B; e C; C, C3 os tridngulos. Tome o pato A, e traceo

diametro AA gue passa por A;. Podemos supor, sem perda de generali dade, que,
dentre os pontos By, B, Bs, C;, C, € Cs, 0 mais proximo de A é B, e que, dentre 0s

n
portos C,, C; e C3, 0 mais proximo de A, contido noarco AAL que ontém B, é

Ci.

EUREKA! N°11, 2001
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Ci
B1

Aq A

O didmetro C,; C gue passa por C; divide acircunferéncia en dois arcos. Se C,,
C, e C; edtivesem no arco que @ntém A, teriamos que o maior angulo do

tridngulo C,C,C; seria maior ouigua a % =90°, o que ndo é possivel. Logo
existe um porto, C; no arco que ontém B;. Sendo C; 0 mais préximo de A, e

como AC, que contém B,, temos que C; pertence ao arco CA.
Temos entdo que o tridngulo A;B,C; satisfaz as condi¢bes do enunciado, pois

ofh G L EA) M) gy s g )= MOA) AN g

=90°. Observe que o tridngulo € retangulo

o m(c, A 8= MCB)  MCC)

se, esomentese, C, = A.

Obs. Como o numero total de pontos é 9, gie € impar, pademos escolher um
deles (que serd o Ay) cujo antipoda ndo é nenhum dos outros pontos.
Nossa solugdo mostra entdo que épossivel obter um tridngulo aautangulo AB;Cy.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4
Supontg, por absurdo, que quaisquer dois pontos do pdigono estejam separados
por uma distancia menor que Sa.

EUREKA! N°11, 2001
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b

Consideramos 0 paito mais a esquerda emais a direitax e y do nos poligono.
Se b é adiferenca de suas abscissas, 0 poligono estéa @wntido nun retangulo de
ladosbea.

Temos claramente S< ab, donde b > Sa.
Como claramente xy=b, temos um absurdo e o resultado esta provado.

SOLUCAO DO PROBLEMA 5
Temos m + 200L SmM) = 2m < 2001 §m) = m. Assm, m € divisivel por 3 e
conseqiientemente (M) também o é. Logo S(m) = 3k, para dgum k inteiro, e
m=2001Bk =9 667 édivisivel por 9. Destaforma, 9 dvide Sm).
Sga n o nimero de dgarismos de m. temos que Sm) < 9n (cada dgarismo é
menor ouigua a9), assm 20015m) < 180090 = m< 1800M.
Mas m=>100..0=10", logo 10" <18009.

—

n-1 zeros
Esta Ultima desigualdade s6 é vdlidaparan < 6. Assim, S(m) < 9 [6.
Como §m) édivisivel por 9, temos S(m) =9, 18, Z, 36, 6 ou 54.Temos
Sm) =90 m=92001= 18009, o qie hdo é posdvel pois 1+8+0+0+9 = 18.
S(m) =180 n=182001=36018.
Sm) =270 m= 2712001 = 54027, oque ndo é possivel pois 5+ 4+0+2+7 = 18
Sm) =360 m= 362001 = 72036, oque ndo é possivel pois 7+2+0+3+6=18
Sm) =450 m= 452001 = 90045, oque ndo é possivel pois 9+0+0+0+4+5=18
Sm) =540 m= 542001 = 108054,0 que ndo € possivel pois 1+0+8+0+5+4=18

Logo aunicasolucéo én=36018.

EUREKA! N°11, 2001
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SOLUCAO DO PROBLEMA 6

Queremos encontrar 0 menor valor de k tal que g(k) = 2001. Assim, sga a 0
menor valor tal que g(ay) = n. Destaforma, devemos cdcular azgo:-

Temos g(1) = 1, logo a; = 1. Podemos tomar g(2) = 2, logo a, = 2. Observe que
nese caso g(3) = g(1) = 1 e g(6) = g(2) = 2. Podemos tomar g(4) =2 e g(5) = 3,
logo az = 5.

Considere g(k) e g(k+1). Temosg(3k) =g(k) e g(8k+3)=g(k+ 1). Asdm,
g(3k + 3) = g(3k) + 1 oug(3k + 3) = g(3k) — 1. Destaforma, g(3k +1) e g(3k + 2)
sd8o no maximo iguais a g(k) +1 oug(k+1) +1. Porexemplo, seg(4)=2e
g(5) = 3, temos g(12) = 2 eg(15) = 3. Tomandog(13) = 3 e g(14) = 4, temos que
a=14.

Note que, como g(k) < 2 parak < 4,temos g(k) < 3 parak < 12

AsdIm, podemos encontrar a, . 1 em fungéo de a,. Temosqueg(a, —1) =n-1
posg(@a — 1) <n(segl@—1 > n, exigtiriak < a, tal que g(k) = n, o que
contradiz a hipétese de a, ser minimo. Assm, g(3(a,— 1) = n - 1eg(3a, = n.
Parak < a,— 1,temos g(k) < n — 1, logo g(k) < n para k < 3(a, — 1). Podemos
tomar g(3a,—2)=n e g(3a,—1)=n+1.Logoa,.;=3a,— 1.

Note gue temos "quase" uma progressso geometrica Se somarmos um nimero X

de cala lado da igual dado, temos an+1+x:3an_1+x=3§;1n +XT_1EI Se

fizermos x=X—1 o x=—}, temos Eam —E&SE&\” —EH Sendo b, =a, —1,
3 2 0 20 0O 20 2
temos by.1 = 3b,, ousga, b, € uma progressio geométricade razéo 3.Logo b, =

b, (B"~*. Como bl:al—%:%, temos

_ 3!’]—1 B 1 _ 3n—1 _ 3[’]—1 +1 32000 + 1

b . Paran=2001, temos a, =

n 2 = a, 2 2 < Ay
Obs. A funcéo g que mnstruimos étal que g(k) € o maior possivel, paratodo k, e
€ ohtida da seguinte forma: Primeiro olservamos que todo ratural n pode ser
escrito de maneira Unica omo n=3% +£,3* +¢£,3? + .. +¢,, [B+¢,, com
3k +l 3k+1 +1

€;0{-103 paraO< j<k(ondekéta que > <n< 5 ). Temos entéo

k-1
g(n)=1+ Z}'Ei| ,ousga, g(n) € o nimero de termos ndo nulos na representago
J:

adma

EUREKA! N°11, 2001
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XLIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

Enurciados e ResultadoBrasileiro

A XLII Olimpiada Internacional de Matematica foi realizada na ddade
de Washington —DC, USA no periodo ce 1 a 14 ce julho de 2001 e teve a
participagéo de 85 paises.

A equipe brasileirafoi selecionada dravés de provas reali zadas em marco
e maio deste a0 e foi liderada pelos professores Nicolau C. Saldanha (Rio de
Janeiro —RJ) e Antonio Caminha Muniz Neto (Fortaleza - CE).

O Resultado da Equipe Brasileira

BRA1 | Alex Corréa Abreu Prata

BRA 2 | Carlos Stein Naves de Brito Prata

BRA 3 | Thiago Barros Rodrigues Costa Bronze

BRA 4 | Humberto Silva Naves Prata

BRA 5 | Davi Maximo Alexandrino Nogueira Prata

BRA 6 | Daniel Pinheiro Sobreira Bronze
PRIMEIRO DIA

DURAGAOQ: 4 horas e meia

PROBLEMA 1

Sgja ABC um tridngulo aauténgulo com circuncentro O. Sgja PA uma dtura do
tridngulo com P nolado BC.

Considere que BCA= ABC +30° .
Prove que CAB + COP <90°.

PROBLEMA 2
Prove que

a b c
+ + >1
Ja?+8bc +b?+8ca +/c2+8ab

para quaisquer numeros reds positivos a, b,e c.
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PROBLEMA 3

Vinte e uma meninas e vinte € um meninos participaram numa mpeticéo

matemética

e  Cada participante resolveu nomaximo seis problemas.

e Para cala menina e cada menino, existe pelo menos um problema que foi
resolvido por ambaos.

Prove que existe um problema que foi resolvido por pelo menos trés meninas e

pelo menos trés meninas.

SEGUNDO DIA
DURACAQ: 4 horas e meia

PROBLEMA 4
Sgjan um inteiro impar maior do que 1 e sgjam ki, K,,...,k,, inteiros dados. Para

cadaumadasn! permutagdes a=(a,,a,,...,a,) de{L2,...,n}, defina

S(a) = Z kia.

Prove que eistem duas permutagdes b e ¢, b # c, tais que n! € um divisor de
S(b) - S(c).

PROBLEMA 5

Num tridngulo ABC, seja AP a bissedriz de BAC com P nolado BC, esgaBQa
bissedriz de ABC com Q nolado CA.

Sabemos que BAC =60° e que AB + BP= AQ + QB.

Quais 90 os possiveis valores dos angulos do tridngulo ABC?

PROBLEMA 6
Segama, b,c, dinteiroscoma>b>c>d > 0. Considere que

actbd=(b+d+a-c)(b+d-a+c).

Prove que ab + cd € um ndmero primo.

EUREKA! N°11, 2001
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A TORRE DE HANOI
Carlos Yuzo Shine - Colégio Etapa

Artigo baseado em aula ministrada na IV Semana Olimpica, Salvador - BA
+ Nivel Iniciante.

A Torre de Handi € um dos quebra-cabe¢a mateméticos mais populares. Ele foi
inventado por Edouard Lucas em 1883.

1. Pecgas

As pegas S0 n discos de tamanhas diferentes e todas com um furo em seu centro
e trés pinas onde sdo colocados os discos. Certamente podem ser encontrados em
qualquer loja de brinquedos.

2. Regras e objetivos do jogo
Inicialmente os discos formam uma torre onde todos sdo colocados em um dos
pinos em ordem deaescente de tamanho.

J J

Devemos transferir toda atorre para um dos outros pinos de modo qie cala
movimento € feito somente com um disco, nurca havendo um disco maior sobre
um disco menor.

3. A Pergunta que sera calada
Queremos sber qual é o menor nimero de movimentos necessarios para resol ver
umatorre de Han6i com n discos.

Ha uma histéria (imaginada pelo proprio Edouard Lucas) sobre atorre de Handi:

No comego dos tempos, Deus criou a Torre de Brahma, que contém trés pinos de
diamante e colocou no primeiro pino 64 discos de ouro maci¢o. Deus entdo
chamou seus saserdates e ordenoulhes que transferissem todos os discos para o
terceiro pino, seguindo as regras acima. Os sacerdotes entdo doedeceram e
comegaram o seu trabdho, dia e noite. Quando eles terminarem, a Torre de
Brahma iraruir e o mundoacabara.
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4. Estudando o problema

Para resolver um problema (ndo sb este, mas véarios outros problemas na
matematica) que ewolve n coisas, guda ver o que aontece para valores
peguenos de n. Vegamos alguns casos.

* n=1. Fazemos

1 movimento foi suficiente.

* n = 2. Fazemos

3 movimentos deram.

e n = 3. Fazemos

7 movimentos deram.

Mas é daro gue ndo pademos fazer sO isso. Ndo podemos ficar observando oque
amntecepara todos os valores de n! Entdo temos que mmeca a tirar agumas
conclusdes.

EUREKA! N°11, 2001
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5. Como resolver o problema com n discos?
Vamos olhar o caso n = 3 mais perto. Observe 0s trés primeiros movimentos:

Note que o que fizemos foi mesmo para resolver o caso n = 2. O proximo
movimento foi

I I

Isto €, passamos o disco maior para 0 pino sem discos.
Agora, veja os trés Ultimos movimentos:

=

Novamente fizemos 0 mesmo gue foi feito para o caso n = 2, sb que transferindo
agora a"subtorre" para o pino onc: estava o disco maior.

Agora, imaginemos uma torre com n discos. Imagine também que sabemos
resolver o problemacomn — 1 dscos.

2
== | |

Podemos transferir os n — 1 discos de cima para um pino vazio:

Vvérios movimentos

EUREKA! N°11, 2001
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Depois passamos 0 disco maior parao outro pino vazio:

Por fim, colocamos os n — 1 discos menores bre o disco maior:

ﬂ Vvéarios movimentos

| L7
E—:—:—:—_—_'—::_:,a:,

Assm, pocemos resolver o problema com n discos. Por exemplo, para resolver o
problema com 4 discos, transferimos os 4 —1 = 3 discos de dma para um pino
vazio (ja sabemos fazer is!), depois passamos 0 disco maior para 0 autro pino
vazio e por fim colocamos os 3 discos ®hbre o disco maior. Para resolver o
problema com 5 discos, transferimos 0s 5 — 1 = 4 discos de dma para um pino
vazio (acdamos de gorender afazer is!), e assm por diante.

6. Dando nome aos bois

Voltemos a pergunta que sera caada: queremos sber 0 nimero minimo de
movi mentos necessarios para resolver uma torre de Handi com n discos. Vamos
dar um nome para ete nimero, dgamos T,. Asim, 0 nimero minimo de
movimentos necessarios para resolver um problema com 1 dsco é T;, com 2
discos € T,, com 2001 dscos € T, CcOm ¥ discos €Ty, € em espedd,
com n—1dscoséT,_1.

7. Voltando ao problema
Javimos gque podemos resolver o problema da seguinte forma:

Vérios movimentos

5 | b
é

EUREKA! N°11, 2001
20



Saiedade Brasileira de Matematica

Vamos ver quantos movimentos S0 necessarios neste modo e resolver o
problema. Precisamos de T, _ ; movimentos para movimentar os n — 1 primeiros
discos, mais um para movimentar o disco maior e mais T, _; para @locar osn —1
discos sobre 0 dsco maior. Assim, predsamosde T,,_ 1+ 1+ T,_1=2T,_;+1
movimentos. Mas ndo sabemos « este modo ¢k resolver o problema usa 0 menor
ndmero de movimentos; poderia haver outro modo que use menaos movimentos.
Como o menor numero de movimentos é T, temos:

T,<2T,, +1 ()
Provemos que na verdade T,=2T, _, +1. Para is®, mostraremos que
T,22T,,+1 (lembrese de que se as<beax=bentio a = b). Esta

aparentemente estranha maneira de se demonstrar que uma misa éigual a outra é
na verdade bem comum em vérios problemas. Muitas igualdades podem ser
obtidas a partir de desigualdades.

Considere agora, entdo, o dsco maior. Ele vai ter que sair da torre inicial uma
hora. Mas para ele sair, € preciso que os outros n — 1 discos ssiam de dmadele! E
mais, se quisermos muda-lo de lugar ele vai ter que ir para um pino vazio, pads
ele ndo pade ficar sobre nenhum daos outros discos por ser 0 maior (que trabalho
esedisco ddl)! Logo precisamos transferir os n — 1 discos para um pino sb, 0 que
requer no minimo T, _; movimentos. Para mudarmos €ele de lugar, precisamos, é
claro, de mais um movimento. E depais, para wlocarmos os n — 1 discos sobre o
disco maior precisamos no minimo mais T, _; movimentos. Assim, para resolver
0 problema precisamos na verdade de no minimo T,, +1+T,, =2T,, +1

movimentos. Logo
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T,22T,, +1 (m
Asdm, de (1) e(ll),

T,=2T, +1 *)
Asdm, como T, =1 (és0 ver o caso n = 1), pocemos, fazendon = 2, concluir que
T, =2T, +1=2[1+1=3(exatamente como adhamos antes!!) e, fazendo n = 3,
descobririamos que T, = 2T, +1=2[B+1=7 (que wisal). Paran = 4, achariamos
T,=2T; +1=2[TF +1=15 Se quiséssemos entdo T, para um valor qualquer de
n, devemos ter todos osvaloresde T, parak =1, 2 ..., n —1, mas com certeza é

possivel calcular. Uma seqiiéncia deste tipo (isto &, tal que para calcular um dos
valores usamos 0s valores anteriores) é dhamada recorrente e a equacdo que
reladona os termos da seqiéncia é chamada de relacdo de recorréncia (no caso,
temos que (*) é uma equacio de recorréncia).t

Poderiamos parar por aqui (pois ja sabemos como cacular osvaoresde T,), mas
encontraremos uma formula para T,, que ndo depende de seus valores anteriores

(tal férmula écostumeiramente chamada férmula fechadg. Nem sempre se pode
(e quando se pode, pade ser bem dificil) fazer is® com uma relacdo de
reqrréncia, mas com esta em particular pode ser feita.

Observe que temos "quase" T, =2T,_,. Vamos ver se podemos acertar is0. Se

somarmos um nimero x aos dais lados da equacdo (*), temos
+
T,+X=2T ; +1+ X = T, +x:2EB|'n_l+lTXE
O C

Sefizemos x=(1+x)/2 = x=1 esendo A, =T, +1, temos
A =2A =2[2A , =2° A, =2 [2A 3 =2°A ,=..=2" A
Como A =T, +1=1+1=2, temos A, =2". Assm,
A =T, +1=2"=T, +1-T,=2"-1
Assm, precisamos de 2" —1movimentos para resolver o problema da torre de

Handi com n discos. Ou sgja, 0s scerdotes precisardo de 2°* =1 movimentos.
Mesmo se eles fizessem um movimento pa segundo,eles precisariam de mais de
500 blhdes de anas!! Podemos ficar trangiiil os por enguanto.

1 Para outros comentérios e resultados sobre recorréncia veja o artigo "Equagdes de Recorréncia’,
de Hédor SozaPoll man, publicado narevista Eurekal N°. 9

EUREKA! N°11, 2001
22



Saiedade Brasileira de Matematica

8. Observacéao importante

Os aunos mais observadores devem ter notado de antemd que T,=2"-1
bem antes, quandocadculamos T,, para valores pequenos de n. Ter essa percepcéo
€ bom, mas  perceber que T, =2" —1 ndo é suficiente.

E preciso provar que esta relagio redmente éverdadeira. As aparéncias podem
enganar!! Por exemplo, considere asequéncia

a = n(n-2)(n-2)...(n—2000 ‘n
2001
(lembre-se: 2001 = 1P [B [1..[2001)
Temos a, =1 a, =2,...,8,00, = 2000 Isto pockria nos levar a aer que a, =n,

ndo? Pois veja quanto vale a,q,; € vocéterauma bela surpresal

Exercicios
01. Encontre uma férmula fechada para ada uma das relagdes de recorréncia a

Seguir:
a a,=3a,,+4,a =0

b) b, =v2b,, ++/3,b, =5

02. (Prova de Selecdo para alMO e Olimpiada Iberoamericana 2001, adaptada)
Sgaf umafuncdo de R em R tal que, paratodosx, y, Zreais,
f(x+ty)+f(y+2)+ f(z+x)=23f(x+2y+32)
a) Mostreque f(a)= f (0) paratodo ared.
b) Mostre que f(a)< f(0) para todo a red e cnclua que & fungdes f onde
f (a) = f(0) sdo as tinicas Llugdes do problema.

Observacéo:

A grosso modo, uma fungéo f de um conjunto A em um outro conjunto B, € uma
relac® quetoma cala elemento x de A e o transforma an um elemento f(x) de B.
As equagdes de recorréncia que acabamos de estudar sdo exemplos de fungdes de
NemR.

03. Na torre de Handi, suponha que an vez de transferir a torre para um dos
pincs, vocé tenha que transferir a torre para cada um dos outros pinos uma
vez. Encontre 0 nimero minimo de movimentos para resolver esse problema.
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TRIGONOMETRIA E DESIGUALDADES
EM PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

Rafael Tajra Fonteles

+ Nivel Intermediario.

O gue desgjamos mostrar com ess texto é o potencia significativo da

trigonametria para resolver problemas de olimpiadas de matematica,
principal mente quando combinada com algumas des gual dades.
Es< texto, apos a resolugéo de cada exemplo, apresenta um esquema da mesma,
um Guia de Resolucéo, o qual busca facilitar o entendimento geral do que foi
feito. Caso o leitor queira tentar resolver tais exemplos antes de nhecer a
resolucdo descrita ajui, poderarecorrer a este guia, como instrumento auxiliar.

Vamos aos exempl os.

EXEMPLO 1: (Selegdo paraIMO 99—Brasil ) Para reais positivos stisfazendo
1 1 1
+

+ SE, e determine
Ji+a? 1+b? 1+c?

a + b + ¢ = abc, mostre que

gquandoaigualdade ocorre.

RESOLUCAO:
A idéia basica para resolver ess problema éfazer uso da transformacgé de um
ndmero real em tangente de outro. s vem do simples fato de que qual quer
ndmero rea a pode ser representado pela tangente de outro nimero red o
pertencente a intervalo (—172, 02), sendotal a Unico —isso é explicado pelo fato
da funcd tangente, nesse intervalo, ser bijetora e ter como imagem todo o
conjunto dos numeros reais. E sendo ainda a um rea positivo, podemos fazer
a=tga, ad(0,172).

Agora, pocemos perguntar: por que essa transformacé nos seria Gtil? Iso é
respondido se percebermos que apartir da mnhedda identidade trigonométrica

1+ t?a = sec?a, ohtemos o seguinte resultado:  1/+/1+tga =cosa,0a OR
a ¢g+kn, com o qual podemos smplificar a desigualdade aser provada. E

claro que se 0 estudante ndo tem o devido costume @m essas formulas, ele,
provavelmente, ndo as recmnheceria e nem pensaria an utilizar a transformacgé
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paratangente. Mas € ai que entra arelevancia da trigonametria . Agora podemos
prosseguir com a resolucao.
Facanosa=tga,b=tgBec=tgy, ondea, B,y O (0, 1v2). Temos entdo que

tga+ tgPB+tgy=tgatgPtgy (1) . Como 1/41+tg’a =cosa,Da R,
m ~ .
a# 5 + k7T, entd o que devemos mostrar agora € que cos a + cos 3 + cos y

< 3/2 paraquaisquer a, B, vy (0, 1v2) que satisfacan a condicdo (1). Mas de (1)
vemquetg (a + B+ y) = 0 (verifique! Dica: use a formula da tangente da soma
detréstermos). Logo, como a, 3, y (0, v2), temosquea + B+ y = TL

Para finadlizarmos a demonstrag&, usaremos a seguinte forma especial da
desigualdade de Jensen (ver [4]): se uma fungéo f é estritamente concava (ver
ohservacdo abaixo) num dado intervalo (a,b), entéo

fEa1+.}].+an % f(a1)+.r.].+ f(an)’

paraquaisquer a, [ (a, b), ocorrendo aigualdade se esomente seos a,'s forem

todos iguais. E caso a funcéo seja estritamente convexa (ver observaga abaixo)
em um determinado intervalo a desigualdade muda de sinal.

Continuando, como a fungdo cosseno € estritamente dncava no intervalo (0,172),
temos que:

cosa+cosfrcosy  Io+BryH O OTH 1 cosar +cosB +cosy < =,
3 O 3 0O m®BO2 2

para quaisquer o, 3, y O (0,172), ocorrendo a igualdade se esomentesea =3 =y
=13 < a=b=c=tgn3= \/5 concluindoa demonstragéo.

GUIA DE RESOLUGAO:

» A transformacé@ de um nimero real em tangente de outro e o uso da formula
1+ tg?a =sec?a .

 Uso da propriedade dada no enunciado, para encontrar outra de melhor
proveito.

* Uso deumaforma especial da desigualdade de Jensen.
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Obs.: Formalmente, uma funcdo f : | - R, onde | O R é um intervalo, é

estritamente concava se f@xz y% 1) ; ) , para quaisgquer X, y distintos
+f(y)

2

distintos em |. Uma maneira geométrica de identificar fungbes estritamente
cdncavas ou convexas € observar aforma do gréfico das mesmas: se o grafico for
uma airva mm concavidade voltada para baixo, a fun¢éo é estritamente dncava,
e se a concavidade for voltada para dma, é estritamente @nvexa. Como
exemplos de funcles estritamente dncavas, temos a fungdo f(X) = cos x no
dominio (0,772) e as fungdes logaritmicas cujas bases 5o maiores do que 1. E de
funcBes estritamente convexas temos a fungéo f(x) = tg x no daminio (0,772) e a
funcdo f(x)=1/sen x, com x em (0,1). (Como exercicio, classfique outras funcbes
conhecidas em estritamente mnvexas ou concavas).

E importante o leitor ver as referéncias [2] e [4], onde encontram-se definicdes e
resultados mai's precisos e genéricos, além das demonstraces.

em |. E é estritamente mrnvexa se f@xz y% F(x) , para quaisquer X, y

O préximo exemplo, daIMO de 1996 étido pa alguns mateméticos interessados
em olimpiadas (ver [1]), como o poblema mais dificil ja proposto em IMO's. E
um problema de geometria asociado a desigual dade (algo bastante explorado em
olimpiadas).

EXEMPLO 2: (IMO 96) Seja ABCDEF um hexégono convexo tal que AB é paralelo
aDE, BC é pardelo a EF e CD é pardelo a FA. Sgjam Ra, Rc, Re 0s raios das
circunferéncias circunscritas aos triangulos FAB, BCD, DEF respectivamente, e
sgjap o perimetro dohexagono.Prove que

Ry+R. +R. 2

N o

RESOLUCAO:

Algo nese problemaja nos insinua ausar a trigonametria, vocé percebe? O fato
dele relacionar raio de circunferéncia circunscrita com lado (que tem a ver com o
perimetro) faz-nos lembrar da conhecida lei dos nos, que afirma: dado um

BC = AC = AB =2R, once R é o rao da
senA senB senC

circunferéncia circunscrita ao tridngulo dado (como exercicio, prove-a). Dali,
portanto, podemos agora ndo mais trabalhar com os raios dos triangulos citados,
mas $m com algumas diagonais do hexagono. Is© paque, pelalei dos nos,

tridngulo ABC, temos que
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O O O

obtemos que BF = 2Ra.senF AB, BD = 2R..senBC D, FD =2R=.senDEF (ou
sga, encontramos uma relacdo entre os raios citados no problema e &gumas
diagonais do hexagono, o ge fadlitard 0 nosso trabalho).
A préxima parte da resolucdo do problema é aque exige uma maior dose de
criatividade por parte do estudante. Vejamos. Prolonguemos os lados paralelos
BC e EF do hexagono (vide figura 1). Por A e D tracemos perpendiculares aos
lados prolongados, obtendo oretangulo de vértices M, N, P e Q, ilustrados na
figura 1. Como MN e PQ sdo as menores distancias entre pontos das retas
paraelas BC e EF (pois esses segmentos si0 perpendiculares as mesmas), temos
queBF>MNeBF=PQU 2BF>MN+PQU 2BF>=AM +NA+DP +DQ [

2BF = AB.senB + AF.senF + CD.senC + DE.senE (1),

onde sen X denota 0 seno doangulo interno de vértice X do hexagono, o ga é
igua ao seno dorespectivo angulo externo, pois 0S mesmos S0 suplementares.

B C
M P

< " o C >

A
A\ 4

N F

ITI
O

figural

Pelalel dos nos, nds ja sabemos que BF/senA = 2R, . Ent&o dividindo ambos os
lados da desigualdade (1) por senA, obtemos:

senB+ AF. senF+ CD. senC+ DE. senkE 0

4R, = AB.
senA senA senA senA

E de forma andloga, seguindo & mesmos pass com as diagonais BD e DF do
hexégono, dotemos:
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4R, >BC.3ENB, cp SEND, pp SENA, pp SenE
senC senC senC senC

4R, = AB SN2, pc SeNC, g senb, - senk
senkE senkE senkE senkE

(iii)

E agora, somando (1), (ii) e (iii), oktemos

AR, +R. +R.) 2 AB.HsenA+ senBH+ BCB§enC+ &nBH+ CDH§enC+ ﬂ)&

[SenE senA] senE senC 0senA senC

+ DEH§enE+ senDH+ EFHsenE+ inFB_ FAHsenA+ inFB

[0senA senE[] senC senE[] [senC senA]

Agora observe que @wmo os lados opostos do hexdgono cornvexo sdo paralel os,
nés temos que os angulos opostos do mesmo sdo congruentes. Assim, nds
obtemos: senA = senD; senB = senE; senC = senF.

Por conseguinte, nds temos que os fatores que estdo multiplicando os lados do
hexégono ra Ultima desigualdade acima sdo da forma (z + 1/), sendo z positivo
(pois 0 seno de um angulo maior que O° e menor que 180° € sempre positivo). E é
fécil verificar quez+ 1/z= 2, paratodoz positivo. Assm nés obtemos:

4Ry +R. +R:)22(AB+BC+CD+DE+EF+FA) U 4Ry, +R. +Rg)=22p 0
O Ry+R.+Re zg, concluindoa demonstraip.

GUIA DE RESOLUGAO:

 Uso dalei dos Senos.

e Uso das construgdes. prolongamento de dois lados opcstos e tragado de
perpendiculares pel os dois vértices restantes.

»  Congruénciados angulos opostos do hexagono convexo.

* Uso dadesigualdade: z+ 1/z= 2, z> 0.

EXEMPLO 3: (IMO 91) Sga ABC um tridngulo e X um porto interior do mesmo.
Prove que pelo menas um dos éngulos CIXAB, OXBC, OXCA é menor ouigual a
30
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RESOLUCAO:

Geralmente, em questdes que evolvem um porto num interior de um tridngulo, é
util tracarmos perpendiculares a partir desse ponto aos lados do tridngulo. Vamos
utili zar isso.

Sejam P, Q, R 0s pés das perpendiculares tracalas por X aos lados BC, CA e AB,
respedivamente. Parafadlitar, denotaremospor a, 3, y os angulos do tridngulo
(OBAC, OCBA OACB) epor a’ , 3, y osangulos OXAB, OOXBC, OXCA.

A

X

P

figura2

Néstemos que PX=BXsenf' = CX.sen(y—y); QX = CX.seny = AXsen(a —a’');
RX = AXsena’ = BX.sen( — ). Multiplicando essas trés igualdades, nés
obtemos:

sena —a').sen( - B').seny —y') =sema'ser'sery’' =

serfa —a’) ser(f - B) selly —y') _,
sery’ serB sery' '

Agora observe que a funcdo f(x)=w=senAcotx—cosA €
senx

estritamente deaescente no intervalo (0, 1), visto que afuncdo cotangente €
estritamente deaescente nesse intervalo. Assm, se o' , f , Yy forem todcs
maiores que 30°, teremos que:

1= serfa —a') sef{B—-p') serfy—y') < serfa —3(°) ser{3 —30C) serfy —3(°)
se' ser sery' ser3(® ser3(® ser3(®

sen(a —30P)sen(3 —30°)sern(y —3(°) > serB(’ser8(’ ser8(’= % D
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Mas, nos temos que:
seffa —30) serfB—30) = % (costr - B) —costr + B -6(°)) < % (1-costr + B-60)) =

:%(1—serﬁy—30’))

Observe que ultimaigualdade decorre do fato de (y — 30°) ser complementar
a(a + B—60°). Continuando, nés temos que:

ser{a —30°)ser(8 -30°)ser(y —3°) < % (1-sery -30°)):ser(y -30°) =

S

Mas esta Ultima desigual dade obtida contradiz (1), logo o’ , B, Yy nd&o podem ser
todos maiores do que 3(°, 0 que encerra anossa demonstracgo.

GUIA DE RESOLUGAO:

» Construgdo das perpendiculares a partir de X aos lados do tridngulo e
obtenc&o daigualdade:
ser(a —a').ser(B - B').serly —y') = sera'serB'sery'. Esses angulos 0
identificados noinicio da resolucéo.

senA-X)

e Observar que afungdo f (x) = € estritamente decrescente.

* Supa, por absurdo, que todos os trés angulos 80 maiores do que 30°, e
chegar a uma mntradicdo.

EXEMPLO 4: Prove que, dentre quaisquer Cinco reaisyi, Y2, Ya, Y4, Ys , existem
dais, que satisfazem:
0l Yigg
1+vyy;
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RESOLUCAO:

Olhando ra o termo domeio da desigualdade aima, o que ee nos faz lembrar?
Sem muita dificuldade, associamo-lo logo a formula da tangente da diferenca.
Entdo mais uma vez facanos uso datransformacgd paratangente. Isto &, facanos
yi=tgx,i=1,2,34,5,x 012, 172).

Comotg0=0etg w4 =1, devemos ter agora:

tgx —tgXx; m m
O0s——<tg— = tg0<tgix — X, J<tg—.
Trigetgx S92 7 9 alx -, )<tg A

E ainda, como nointervalo (—172, W2) a fungdo tangente é sempre aescente,
obtemos 0< X —X; < Agora 0 gLe temos que provar é que eistem dois
4

dentre os cinco x’'s que satisfazem esta Ultima desigualdade. Paraisso, usamos o
conhecido Principio da Casa dos Pombaos. Dividamos o intervalo (-1v2, 172) de
tamanho 1T em outros quatro intervalos de tamanho 174. Assm, pelo principio
citado, dis dentro os cinco x’'s estardo nNo mesmo intervalo, s quais vao
satisfazer a desigual dade pedida.

GUIA DE RESOLUGAO:

* Uso datransformacé paratangente.

» Aplicac® datangente da diferenca

» Uso doPrincipio da Casa dos Pombas.

Finalizamos esse texto com alguns problemas para o leitor exercitar o que foi
mostrado. E 16gico que existe mais de uma solugdo para cada problema, mas
pede-se que o leitor tente resolvélos utilizando a trigonametria e as
desigualdades mostradas ou ottras conhecidas.

EXERCICIOS:

01. (IMO 61) Prove que, para qualquer tridngulo de lados a, b, ¢ e &eaA, temos
que: a2 +b% +c? = 4/3A.
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02. Prove que, dentre 13 nimeros reais, existem dois, x ey, tais que:
Ix-y|< (2 - \/§)|1+ Xy .

03. (OBM — 85) Um quadril &ero convexo esta inscrito em uma drcunferéncia de
raio unit&rio. Demonstre que a diferenca entre seu perimetro e a soma de suas
diagonais € maior do que z2ro e menor do que 2.

04. (Ibero-Americana 88) As medidas dos angulos de um tridngulo estdo em
progressdo aritmética e as medidas das dturas do mesmo também. Prove que o
tridngulo é equiléatero.

05. (Putnam 78) Encontre a &reade um octdgono convexo que esta inscrito em
uma drcunferéncia e que tem que quatro lados consecutivos medindo 3 unidades
e os lados restantes medindo 2unidades. Dé aresposta naformar + s\/f ,comr,
setinteiros positivos.

06. (Gré-Bretanha 84) O quadrildtero ABCD tem uma drcunferéncia inscrita.
O
Para o lado AB nés associamos a expressao f(AB) = pi.(sen D AB) + p..

O
(sen ABC), orde p; e p; sdo as medidas das perpendiculares tracalas de A e B,
respedivamente, até o lado oposto CD. Definimos f(BC), f(CD) e f(DA)
similarmente, usando para cada um as perpendiculares ao lado opasto. Mostre
que f(AB) = f(BC) = f(CD) = f(DA).

07. (IMO 91) Em um tridngulo ABC, as bissetrizes AD, BE, CF encontram-se no
porto I. Mostre que:

1 1A IBIC _8

—<— —.—<—.

4 AD BE CF 27
08. Mostre que se um quadrilatero de lados a, b, ¢, e d € inscritivel e
circunscritivel entdo sua drea é+/abcd.
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09. Umafuncdo d(x, y) de doisreaisx, y € chamadadistancia se d(x, y) = d(y, X);

dix,X) =0; ed(x y) + dly, 2 = d(x, 2), para quaisquer reais x, Yy, z. Prove que a
seguinte fung&o € uma distancia:

x-y|

d(x,y) = ————.
N iy

*10. Sgam X, y, Zreds positivostaisque xy + yz + zx = 1. Prove que:

2x(1—x2)+2y(1—y2)+22(1—22)< X .y .z
A+x3)?%  @+y?)? (@+Z%)?  1+x® 1+y? 1+7°

Rafadl Tajra Fonteles cursa a 2 Série do Ensino Médio no Instituto Dom
Barreto de Teresina —PI.

O Prof. José Nazareno Cardeal Fonteles da Universidade Federal do Piaui e
coordenada de matemdtica do Instituto Dom Barr eto colaborou com o artigo,
fazendo arevisdo domesmo.
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SERIES FORMAIS
Eduardo Tengan - Colégio Etapa

+ Nivel Avangado.

Um painémio é uma expressdo daforma
p(X) =a, +ax+a,x* +...+a,x".
Uma série formal € uma expressio ainda mais simples - basta gagar o dtimo
termo:
P(X) =a, +ay X+ a,x* +...
Somas e produtos 5o definidos de maneira andloga & operagdes correspordentes
com polinémios. Assim, pa exemplo,
(1-3x+3x* -3Fx® +..)1+3x) =1-3x+3*x* - 3Fx° +...
+3x -3 x> +3x° - ...
=1
de modo qe podemos escrever 1-3x+3°x® -3¥x*+..=1/(1+3x). De
maneira geral, pademos "compadar” uma série formal 1 + ax + a +... na
forma /(1 — ax), que certamente ocupa bem menos espago que uma série
infinita...
Vegamos uma primeira glicacdo das séries formais. Vamos determinar uma
"formula fechada' para a seqUéncia definida por a,=0, a =1 e
a,,=5,,-6a, para n =2 0. A idda é mnsiderar a série forma
f(x)=a, +a,x+a,x* +... e tentar "compadé-la’ e depois "descompadé-la’.
Para dcancar o primeiro oljetivo, olserve que
f(x)=a, +a,x+a,x” +a;x> +...
- 5xf (x) = —5a,x — 5a,x* —5a,x° +...
6x°f(x) = 6a,x* + 6a,x° + ...
Somando as equagdes acima, os coeficientes de x",n=2, anulam-se eficamos
com
X
1-5x+6x°
Agora, como descompadar f(x)? O truque agqui € "quebrélo" em pedagos que
sabemos como descompadar.
Observe que 1-5x + 6x? = (1- 2x)(1- 3x) e que érazodvel procurar constantes a
ebtaisque

(1-5x+6x%)f(X)=a, +(a, —5a,)x = f(X)=
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a_ . b _ X (a+b)—(3a+2b)x: X
1-2x 1-3x 1-5x+6x> (1-2x)(1-3x)  1-5x+6x>
+b=0
@Ea =a=-leb=1
%a+2b=—1
Logo
F)=—— 1 1 =@+ +FR+FEC +. )+ X+ 22X+ 2 +..)

1-5x+6¢ 1-3x 1-2x

=(3°-2%) + (3 - 2")x+ (3 -2%)x* + (3 - 2°)x° +...
Assm, o coeficiente de x" em f(x) (denotado por [x“]f(x)) é 3"-2". Mas
[x"|f (x) = a,, peladefiniczo def(x), logo a, =3" - 2",

PROBLEMA 1
Utilizando séries formais, encontre "formulas fechadas' para & seguintes
seqliéncias:

a Fy,=0F =1F,,=F,,+F, para n=0 (esta é afamosa sequéncia de
Fiboreca)

b) t,=t,=1t,,, =-2t,,, —4t, paran=0

€ Po=P=LpP,=0, P,z =7Py —6p, paratodo n=0

(Asoutras qgiiéncias ndo tem nome. Alguma sugestéo?)

PROBLEMA 2
Calcule
P, R, R F

10° 100 10° 10°

em que F,, denota aseqiéncia de Fiboracci.

Outra glicacd® das sries formais € gjudar a mntar. Neste @ntexto, as séries
formais recebem o name de fungBes geratrizes. O esquema geral € 0 seguinte: 0
exporente de x quantifica dguma propriedade en que estamos interessados,
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como o comprimento de uma seqiéncia, 0 nUmero de njuntos em uma particao,
a quantidade de duendes verdes em um jardim, etc. Se para cala objeto
associarmos tal poténcia de x e somarmos estas paténcias, o coeficiente de x"
serd, respectivamente, 0 nimero de objetos com comprimento n, o nimero de
parti¢cBes com n conjuntos, o numero de jardins com n duendes verdes, etc.

Por exemplo, considere 0 problema de determinar 0 nimero de maneiras de se
escrever n como soma de termos 1, 2,3, sem levar em conta aordem dos termos.
A idéia ajui ndo é tentar obter este nimero para um valor particular de n. Somos
mais ousados. vamos obter todos estes numeros de uma sd vez. Para isto,
escrevemos afuncéo geratriz f(x) que éasomadas paténcias X° para cala somas:

1+1 1+1+1 1+2

FOO=X0+ X+ XM+ x2 x5 4 )2 3 b =1 x+2x2 43K+

(x° corresporde & soma sem nenhum termo), de modo que, par exemplo, 0

coeficiente de x*é 0 nimero de maneiras de escrever 3 como soma ndo ardenada
determos 1, 2, 3.Aparentemente, obter f (x) é uma tarefa mais dificil do gqle a

inicial. Mas observe que cadatermo de f(x) é o produto de um termo da forma
xmesdels ym termo daforma x*™ %% e um termo da formax®™*3 |ogo

f(X):(XO+X1+X1+1+X1+l+l+...)(X0+X2+X2+2+X2+2+2+...)(XO+X3+X3+3+X3+3+3+...)
e F) =@+ x+x2+ X3+ )A+x2+xP+x8+.)A+ X3+ x8+x7 +..)
1 1 1

= f(x)=
) 1-x1-x21-x°

O problema ayora é econtrar [x”Jf(x),o que pock ser feito uilizandose &
témicasjavistas.

PROBLEMA 3
Mostre que 0 nimero de parti¢cbes ndo ardenadas de n com exatamente k termos
digtintos é

x y ]|_l1+x =

1-x!
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PROBLEMA 4
a) Encontre mnstantesa, b, ¢, d, e, f taisque

1 1 1 a b c d e f
f(x) = + + + +

= +
1-x1-x21-x> (1-x° @-x? 1-x 1+x 1-wx 1-w?’x
emquewz(—1+iJ§)/2.

(n+3)2 _l+ (_1)n +wn +w2n
12 72 8 9
em que X[ denctao maior inteiro menor ouigual ax.

ERE

b) Mostre que [x”] f(x)= o 5
L

E
U

PROBLEMA 5

a) Determine a funcdo geratriz do nimero de solugbes da equacdo
X, + X, ...+ X, = n,emque x; sdointeirospositivos, 1< x; < k.

b) Determine afungé geratriz do nimero de particdes ordenadas de n. (por
exemplo, 4=1+3=3+1=2+2=2+1+1=1+2+1=1+1+2=1+1
+ 1+ 1, de modo qe ha8 particdes ordenadas de 4)

c) Determine o nimero de partic¢6es ordenadas de n.

Os préximos problemas mostram uma témica muito importante damada
convolucgéo. Ela se baseia no seguinte fato:
se

f(x)=f,+ fox+ f,x%+ f,x° +...

9(X) = go + gy X+ g,X° + gax® + ...

entdo h(x) = f(x)g(x) é a série forma associada a sequéncia h, = f,g,,
h, = fo9; + f190, hy = fog, + f,0, + f,9, ...y = Z fig..

i+]=k

PROBLEMA 6

a) Mostre que se f(x) é a fungép geratriz da seqiéncia (a,),.,, entdo
f(x)/(1-x) € afuncéo geratrizdaseqiénciab, =a, +a, +...+a,.

b) Proveque Fo +F, +...+F, =F,_,, -1, em que F,dencta a sequéncia de
Fiboreca.

(Este resultado pale também ser provado facil mente sem o uso de séries formais.

Tente!)
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PROBLEMA 7
Prove que

em que, adivinhe, F, denota aseqiiéncia de Fibonacci!

PROBLEMA 8
a) Mostre que o nimero de triangulagdes T, (por diagonais que ndo se
interceptam fora dos vértices) de um poligono convexo de n vértices satisfaz
Toaa =TT, +TT 4+ + T, T,
emqueT,=1.

_1-(1-4x)Y?

b) Proveque T(x) =T, + Tox+T,x* +... 5
X

1 n-2
c) Mostreque T, = — :
n-1gn-1

(T, ., €0 assim chamado n-ésimo nimero de Catalan). Paraisto, lembre-se da
formula do bindmio de Newton generalizada:

L+x)" = ;E(%k %E= r(r—l)(r—i)!...(r—k+1)’kDZ erdR

Muitas vezes, as funcdes geratrizes sio UWilizadas ndo para cdcular o
ndmero exato de maneiras de se fazer isto ou aquil o, mas para mostrar que duas
guantidade sdo iguais. Vamos mostrar que o nimero de parti¢cdes (ndo ordenadas)
de n em naturais distintos € igual a0 nimero de particdes (também ndo ardenadas)
de n em naturais impares. Por exemplo, 7=5+1+1=3+3+1=3+1+1+1+
1=1+1+1+1+1+1+1e7=6+1=5+2=4+3= 4+ 2+ 1,demodo
gue an ambaos 0s casos 0 nimero de particdes em naturais distintos &

1+ x)(1+ x*)(2+ x3) @+ x*)...

enquanto que o nimero de parti¢des em naturais impares é dado por
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(1+X+X1+1+X1+1+1+...)(1+ X3+X3+3+X3+3+3+...)...G.+ X5+X5+5+X5+5+5+...)...
S(@HX+FXE X+ )AH X L)X XX+
1011
1-x1-x31-x°""

Observe que & expreses acima sdo iguais! De fato, para se convencer disto,
basta multi plicar asigualdades

_v2 _va _ b
1-x 1+ ’1 X 14 2 1 —14%C,
1_X _X2 _X3

Isto completa ademonstragéo.

PROBLEMA 9

a) Escreva afuncdo geratriz do nimero de maneiras de escrever um ndmero n
como soma de paténcias distintas de 2.

b) Verifique queafuncéo acima éigua al/(1 —Xx).

¢) Utilizando os resultados acima, mostre que todo nimero pade ser escrito de
maneira unica em base 2.

PROBLEMA 10

Prove que o nimero de particdes de n em que goenas as partes impares podem ser
repetidas é igual ao nimero de parti¢bes de n em que nenhuma parte gparece mais
do qetrésvezes.

PROBLEMA 11

Prove que 0 nimero de particdes de n com uma Unica parte menor (ela ocorre
uma Unica vez) e parte maior no maximo dues vezes a parte menor € igua ao
numero de particbes de n em que amaior parte éimpar e amenor parte émaior
do gie metade da parte maior.

PROBLEMA 12
Mostre que o0 nimero total de 1's nas particdes de n € igual a soma dos nimeros
de partes distintas em cada particéo de n.
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OLIMPIADAS AO REDOR DO MUNDO

® O comité elitorial de EUREKA! agradece @s admiradores da secé®
Olimpiadas ao redor do Mundo o envio de criticas, solucdes e possiveis erros nos
enurciados dos problemas. Diversos leitores aportaram um possvel erro no
enurciado ce:

33. (Moldavia-1999) Sgja N um ndmero natural tal que 2n® possui 28 divisores
distintos e 0 nimero 3n® posaui 30 divisores distintos. Qual o nimero de
divisores do nimero 6n??

Na redidade o problema est4 errado mesmo, apesar de crresponder a verséo
pubicada en: http://ww. ol sedi m com ol ynpi ad/ 99. ht m

De fato, se 2n” tem 28 dvisores, 3n” s6 pade ter 24, 42 ou54 divisores (provel).
O problema é parecido com a 2% questdo da 47th AHSME 1996, onde os
ndmeros que posaliam 28 e 30 divisores eram respectivamente 2n e 3n, e pede-
se 0 nimero de divisores de 6n (Esse tem solucao!).

Continuamos slientando que estamos a disposicdo na OBM para ajueles
gue estiverem interessados na solucdo de dgum problema particular. Para tanto,
basta ontactar a OBM, através de cartaou e-mail .

Antonio Luiz Santos

PP

Primeiramente vamos aos problemas propostos deste nimero

91. (Russia-2000) Os coeficientes a e b da ejuacad x> +ax+b=0 e suas raizes
sd0 quatro numeros distintos. E possivel determinar a equaca® usando estes
guatro nimeros?

92, (Russia-2000) Um inteiro positivo n é chamado perfeito se asoma de todcs os
seus divisores, excluindo n, é igua a n. Prove que se um ndmero perfeito
maior do que 28 édivisivel por 7 entdo ele édivisivel por 49.

93. (Russia-2000) Prove aexisténcia de nimerosreaisdistintos a,, a,, ... , &, tais
que aequacao:
(x-a,)dx-a,)0.0x-ay) = (x+a ) dx+a,) 0. Hx+ay,)
posdia exatamente 5 raizes reds distintas.
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(Russia-2000) O circulo inscrito no tridngulo ABC possui centro O e tangencia
o lado AC no ponto K. Um segundocirculo S com centro no mesmo porto O
interseda todos os lados do tridngulo ABC. Sgiam E e F os pontos de
intersecd de S com os lados AB e BC que estdo mais préximos do vértice B;
B, e B, sdo os pontos de interseggo de S com o lado AC com B, mais

préximo de A. Se P € o ponto de intersecdo dos gmentos B,E e B,F,
mostre que os pontos B, K e P s3o colineares.

(Russia-20000 A seqiéncia de nimeros reais (a,,ay,...,ay0) SAliSaz a

condgéo: a +a; + [+ a’ = (a, +a, + [+ a,)* paratodo N, 1< n < 2000.
Mostre que todo elemento da segiiéncia €um namero inteiro.

(Russia-2000) Cada um dos ndmeros 1, 2,3, ..., N é preto ou branco. E
permitido mudar simultaneamente a cores de quaisquer trés dos nimeros £
um deles é amédia aritmética dos outros dois. Determine os valores de N
paraos quais é posdvel fazer com que todos os numeros fiquem brancos.

(Esténia-2000) Determine todaos 0s restos possiveis da divisdo do quadrado ce
um namero primo com 120 pa 120.

(Esténia-2000) Em um inteiro positivo M, de trés algarismos, o agarismo das
centenas € menor do que o agarismo das dezenas e 0 algarismo das dezenas é
menor que o agarismo da unidades smples. A média aitmética de M com
todos 0s numeros de trés al garismos obtidos pela reordenacéo dos algarismos
de M termina an 5. Determine tais nimeros M.

(Est6nia-2000) Gustavo convidou um nimero impar de pessoas para afesta de
seu aniversario e os dispbs em torno de uma mesa drcular de modo qLe os
vizinhos de cada menina fossem menincs, os vizinhos de cada menino,
exceto Gustavo cujos vizinhas eram ambas meninas, fossem uma menina e
um menino. Mostre que :

a) 0 numero de meninaos convidados para afestaé divisivel por 4.

b) nadirecdo diametralmente oposta a Gustavo esta sentada umamenina.

100. (Eslovénia-2000) Seja H o ortocentro de um tridngulo acutangulo ABC com

AC # BC. A reta que passa pelos pontos médios de AB e HC intersecta a
bissetriz do &hgulo JACB no porto D. A reta HD passa pelo circuncentro do
tridngulo ABC. Determine amedida do angulo CJACB.
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101. (Eslovénia-2000) Sobre uma mesa eistem pilhas de moedas. Um movimento
consiste en escolher uma das pilhas com pelo menas trés moedas, pegar uma
moeda desta pilha, retird-la da mesa efinalmente dividir as moedas restantes
desta pilha an duas outras pilhas (ndo necessariamente do mesmo tamanha).
E possivel obtermos smente pilhas com trés moedas apGs varios
movimentos s comeg¢amos com uma unicapilha cm 2000moedas?

102. (Eslovénia-2000) Determine todas as funcbes f:R - R que satisfazem a
condgéo f(x- f(y)=1-x-y paratodos x, yOR.

103. (Eslovénia-2000) Sobre uma mesa estéo trés caxas com pelo menos uma bola
em cada uma delas. Um movimento consiste en dugicar o nimero de bolas
de uma das caixas de modo gwe 0 nimero de bolas neaessario parata sga
retirado de uma das outras duas caixas. E possivel que apGs varios
movi mentos uma das caixas estgjavazia?

104. (Bielortissia-2000) Determine todos os pares de numeros inteiros (x, y) que
satisfazem a eguac: y(x2 + 36)+ x(y2 - 36)+ y?(y-12)=0

105. (Bielortissia-2000) Seja M 0 ponto de intersec@o das diagonais AC e BD de um
quadrilédtero convexo ABCD. SgaK o pato de intersecéo do prolongamento
do lado AB, no sentido e B para A, com a bissetriz do angulo JACD.
Sabendo qie MATMC + MALCD = MBIMD , prove que [1BKC = [JCDB.

106. (Moldavia-2000) Para cala subconjurto ndo vazio X do conjurto
M ={1,2,...200¢, sga a, a soma do menor com o maior elemento de X.

Determine amédia aritmética de todos tais numeros a, assm ohtidos.

107. (Moldavia-2000) Determine o valor méximo do produto Xy se 0S nUmeros reais X

ey satisfazem arelagdo: y(1+ x?) = x%/l— 4y? —1E

108. (Moldavia-2000) Dois circulos se intersectam nos portos M e N. A reta que
passa por M intersecta os circulos nos pontos A e B de modo qe M [ (AB).

Os portos C e D sdo os portos médios dos arcos AN e BN respedivamente e
que ndo contém o porto M e os pontos K e L sdo os portos médios dos
segmentos ABe CD respedivamente. Prove que CL = KL.
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109. (Suica-2000) Seja q(n) a soma dos algarismos de n. Qual o vaor de
a(alaleo00™))>

110. (Grécia-2000) Determine o nimero pimo p para o qud o nimero
1+ p+ p®+ p° + p* éum quadrado perfeito.

111. (Republicas Tcheca e Eslovaca-2000) Sejam P(X) e Q X) dais trindbmios
quadréticos tais que trés das raizes da equacd P(Q(x))=0 s os nimeros
—22, 7 e 13. Determine aquartaraiz desta equagio.

112. (Republicas Tcheca e Eslovaca-2000) Sabendo que a, b e ¢ sdo nimeros reais
positivos, resolva o sistema no conjunto dos nimeros reais positivos :

oy rda-x = a
Bfyz+yyx-y = b
Ofzxafzy-2 =

113. (Polénia-2000) Uma seqiéncia (p,, p,.....p,) de nlmeros primos stisfaz &
seguinte condicdo: para n=3, p, € O maior divisor primo de
Po + Prp +200Q Mostre que a seqiiéncia (p, ) élimitada.

114, (Israel-2000) ABC € um tridngulo do Plano Cartesiano cujos vértices sdo portos
de wordenadas inteiras. As medidas de dois dos lados AB, BC e CA

pertencem ao conjunto {@,«/1999, \/2000}. Qual o valor méximo pcsdvel
da &eade ABC ?

115. (Inglaterra-2000) Sgjam P e Q os pontos de tangéncia da tangente cmum adois
circulos C, e C, que seintersedam nas pontos M e N sendoN mais préximo

de PQ do gwe M. Mostre que os tridngulos MNP e MNQ possuem éreas
iguais.

116. (Inglaterra-2000) Quais os inteiros positivosa e b tais que

R/a+3b-1f =49+20¥6.

117. (Alemanha-2000) Determine os ndmerosreais X tais que:
O000000x? - x-1 -3 -5/ - 7| -9 11 -13 = x* -2x - 48
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118. (Alemanha-2000) Um quadrildtero convexo ABCD esta inscrito em um
semicirculo de didmetro AB. Sgiam So porto deintersecdo de AC eBD eT o
pé da perpendicular baixada de S a AB. Mostre que ST divide o angulo
OCTD ao meio.

119. (Inglaterra-1970) As medidas dos angulos (1B e [OC de um tridngulo isoscdes
ABC sdo iguais a 50°. Sgam D e E portos bre os lados BC e AC
respedivamente de modo g OBAD=50° e OABE=30°. Determine a
medida do angulo (OBED.

120. (Pol6nia-2000) Seja N 0 conjunto de todos Os inteiros positivos. Prove ou
disprove aseguinte dirmacé® :
“Existe uma fungd f:N - N ta que aiguadade f(f(n)=2n é
verdadeiraparatodo nJN .

@@

Agora vamos aos comentarios e solugdes dos leitores para alguns dos
problemas apresentados em noss seG@o nos numeros anteriores da EUREKA !.

1. (Bulgaria-1998) Seja f (x)= x® —3x +1. Determine o nimero de solugdes reais
e distintas da equagéo f (f (x))=0.

Solucao de Geraldo Perlino Junior (Sao Paulo - SP):

A resposta é 7. Utilizando calculo, a derivada de f(x) é 3x* -3, e etdo seus
portos criticos ocorrem em (~1,3) e (1,-1), respectivamente maximo e minimo.
Mas f(-2)=-1, f(0)=1 e f(2)=3 assm, as raizes de f pertencem aos
intervalos (-2,-1), (01) e (1,2). Se mntarmos 0 nmero de vezes que f atravessa

completamente cada interval 0 obteremos a nossa resposta. Com efeito, f atravessa
(-2,-1) umavez (quando x < -2), atravessa o intervalo (0,1) trés vezes (quando

-2<x<-1, 0<x<1 e 1<x<2); aravessa o intervalo (1,2) trés vezes
também e portanto aequagio f (f(x))=0 possii 7 raizes.
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2. (Republicas Tcheca e Eslovaca-1998) Determine todos 0s nUmeros reds X tais que

X[X}[X(ITF 88.

Solucéo de Israel Franklin Dourado Carra (Fortaleza - CE):

A resposta é % . Com €feito,

XXXIE 88 O xédaforma% comk < x3.
X

1) Se x=0 entdo x= 3 pais, se x < 3 teriamos
XXXXMK 3° =81

Como %3 = 29% tem-se que 29> X[X[X[[[& 27 edai :

XXM 270 x= %(néoserve]

88 _ 22
2811 = =_—
XXX 280 x 58 7

XXXOFE 290 x= %(néoserve]

2) Se x< 0 entéo

x<-30 X[k -40 XXM 3% 4 > 88
por outro lado,

x=2-30 X[k -30 xEXXME3* =81

e portanto, ndo hé solugdes negativas.

27. (Polénia-2000) Prove ou dsprove aseguinte afirmativa :
. " . 24p3
Todo nimero racional positivo pode ser escrito sob aforma & +b

c®+d’

onck a, b,

C e d sdointeiros positivos.

Solucao de Marcio Miranda de Carvalho (Teresina - Pl):
A afirmativa éverdadeira.

Fazendo a=x%y?, b= x%y?, c=xy e d = x%y paraquaisquer inteiros positivos
X ey, temos:

EUREKA! N°11, 2001
45



Saiedade Brasileira de Matematica

a’ +b® _ (X3y2)2 +(X5y2)3 Pyt xYE
S+d’ (xy)5 +(X2y)7 - XoyS + x4y _;

Como todo nimero racional pode ser obtido po quociente de dois nimeros
inteiros positivos, a afirmac® esté provada.

8. (Russia-1998) Um numero de 10 algarismos é dito interessante se todos os
seus algarismos 8o digtintos e ele éum multiplo de 11111. Quantos ndimeros
interessantes existem ?

Solucao de Marcilio Miranda de Carvalho (Teresina - Pl):
A resposta € 3456. Sgja | um ndmero interessante entao

| =0+1+ 2+ 039 = 0(mod9)

Logo, | =99999N = (105 —1)EN para algum nimero natural N de 5 algarismos.
Digamos, N =a,a,a;a,a; 10go,

| =10°a, + I+ 10°a, —10%a, — I+ 10a, — a;

| =10°a, + I*+10°a, +10°(a; —1)+10*(9-a, )+ 031009 - a,) +10- a;.
Sgam d,,d,,....dy,d;, 0s digitos de I, nesta ordem, entdo d,+dg =9,
d,+d, =9, d;+d; =9, d, +dy =9 e d; +d,; =9. Como ©s Unicos pares de

digitos cuja soma é 9 sdo (0,9, (1,8), (2,7), (36) e (45 0 numero de
possibilidades para d,,d,,...,dy,d;, € 9BHBARPAMAMAMAMN=3456

18. (Arménia-1999) Resolva aequagdo iz + ;2 =1
X (4 - \/§x)
Solucao de Geraldo Perlino (Sao Paulo - SP):
As olugdes da equagio sio Z_\E , 2—\3/5(1— 2c0s20°), 2—\3/5(1+ 2c0s40°) e
Z_\E (1+2cos80r).
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Com efeito fazendose 4-+/3x= y+2 temos que x-% para xz0 e
xi%. Fazendo as devidas abstituicbes e simplificando chegamos a

243

y(y* -12y-8)=0 o que implica en y=00 x==" e y°-12y-8=0.

Aplicando-se aférmulada equacéo doterceiro grau nesta Ultima temos:

_i/__Jr\/ng \/ B__Hz D3g

y= ﬂﬁ/l+ J3i +31-43 E= %%@cis% + i/icisg— %%
(1 + 6k)

once 6 = 2kn+§ Dai, y= 4cosT para k=012 e asim obtemos as

ou

outras raizes.

Obs: Também é posdvel chegar as lucdes fazendo

—=co09, =
X 4-+/3x cosh serf

- @serﬁ + %cos@ =2serf cos — serlf +30°)=ser(26). Podemos fazer

0=30,0=50, 6=170 ou 6=290, e obtemos as mesmas
solugbes (ainda que escritas numa outraforma:

2\@: L ,2\/5 (1+2cosA0) = L = L ,

3 cos3¢ 3 c0s29C cos/(?
2—\/“3’(1 2co0) = ! _ 1 2\/_ (1+200580°)=—)
cosl70 coSlO’ 0sH(®
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20. (Espanha-2000) Mostre que eiste uma seqiéncia de inteiros positivos
(al,az,...,an,...) tal que aZ + a2 +...+a> éum quadrado perfeito paratodo
inteiro pasitivo N.

Solucao de Marcilio Miranda de Carvalho (Teresina - Pl):
Consideremos a seguinte seqiéncia
n-1

(ak )2 -1
Z'T,Dn 0{234,..}

a=3eaq,=

Destaformateremos::

Z(ak ) = i(ak )i E“' (@ ) =(2a, +1)+(a,) = (a, +1)

0 gqe onclui a demonstracdo. (note que a, € sempre par, e também éigua a
an—l (an—l + 2)

5 , paratodo n = 3).

25. (Espanha-2000) Determine o maior nimero inteiro N que satisfaz as sguintes
condcgoes :

CNC . R . N
(@ HEE posali seustrés algarismosiguais.
(b) %E éigual asomade n ndmeros naturais conseautivos a partir de 1.

Solucao de Wallace Rodrigues de Holanda Miranda (Teresina - Pl):
De aordo com as condicoes (a) e (b), tem-se que

INO_n(*+D) _ 9k kON:1<k<9
HsH 2

ousga,

n= -1++v/1+8111k

2
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Como n é natural, o radicando deve ser um quadrado perfeito o que ocorre
somente para k = 6 que substituido re. expressio anterior nos fornece n = 36 e

dai, %§=111@2666D 667>%2666D 2001> N 21998

e portanto omaior N que satisfaz as cond ¢6es dadas é 2000.

Atendendo a um pedido espedal do leitor Jos2 Renato Carneiro e Carneiro
antedpamos a solucgéo ck:

55. (Eslovénia-1999) Determine todos os inteiros X e Yy que satisfazem a equagéo
X3 +9xy+127=y3.

Solugao de Daniel Pinheiro Sobreira (Fortaleza - CE):
As Dlugdes da equacio sfo (37) e (- 7,-3).
Fazendose y=x+a, substituindo-se e simplificando a ejuagéd proposta
chegamos a: (9 - 3a)x? + (9a - 3a2)>< +127-a%=0 (*)
Esta equagd deve posalir solugbes reais para posair raizes inteiras. Seu
discriminante &

D =(9-3a)° - 40{9- 3a)(127- a%)= (9 - 3a)a® + 9a> - 508)
Se a=6 entdo a’+9a°>540e D<0. Para -2<a<2 temos9-3a>0e
a®+9a’=—a’(a+9)<4[11<508. Para -8<a<-3a’(a+9)<646<508 e
para a<-9, a’(a+9)<0<508 Assim, D=0 somente para al1{3,4,5}. Para
a =3 obtemos uma mntradico em (*) . Para a=4, a equac® x° +4x-21=0
ésatisfeita om x=3 e x=-7. Para a=5 aequacio 3x* +15x—1=0 n3o tem

nenhuma solucéo inteira. As Unicas lucdes da equacdo propasta sdo portanto
37) e (-7-3).

@

EUREKA! N°11, 2001
49



Saiedade Brasileira de Matematica

Enviaram solucdes de problemas os seguintes leitores da EUREKA!

Arnaldo Jodo do Nascimento

Duque de Caxias - RJ

Prob. desde o Ne. 61 até o N°. 90

Anderson Torres Sao Paulo - SP Prob. 62, 73, 74, 87
Bruno de Souza Ramos Realengo - RJ Prob. 68, 70, 73, 80, 86, 87
Carlos A. Gomes Natal - RN Prob. 68, 76, 78, 82

Daniel de Souza Ramos

Rio de Janeiro - RJ

Prob. 61, 63, 67, 82, 85, 90

Edson R. de Andrade Silva

Fortaleza - CE

Prob. 62, 66, 67, 70, 73, 81, 85, 86, 90

Fabricio Maia Fortaleza - CE Prob. 88

Geraldo Perlino Sao Paulo - SP Prob. 18, 70

Geraldo Perlino Junior Séo Paulo - SP Prob. desde o N°. 61 até o N°. 90

Gibran Medeiros de Souza Natal - RN Prob. 62, 74

Henrique Lima Santana Salvador - BA Prob. 31, 64, 69, 70, 76, 78, 80, 81, 82, 85, 88
loziel Matos Corréa Junior Salvador - BA Prob. 52, 62,71,74,76,78

José Guilherme Moreira Pinto

Juiz de Fora - MG

Prob. 46

Marcelo R. de Souza

Rio de Janeiro - RJ

Prob. 61, 73

Marcelo Rufino de Oliveira Belém - PA Prob. 61, 62, 63, 64, 75, 76, 82, 84, 88, 89
Marcilio Miranda de Carvalho Teresina - P Prob. 62, 69, 76, 79, 80, 82

Marcio Miranda de Carvalho Teresina - P Prob. 62, 64, 68, 72

Mauro Felix de Souza Rio de Janeiro - RJ Prob. 61, 74

Murilo Vasconcelos Andrade Maceid - AL Prob. 62, 63

Oswaldo Mello Sponquiado Olimpia - SP Prob. 12, 25, 32, 43, 62, 68, 70, 75, 82, 83
Paulo Alexandre Araujo Souza Teresina - Pl Prob. 33, 46, 47, 51, 52, 56

Rodrigo Aguiar Pinheiro

Fortaleza - CE

Prob. 66, 67, 68, 70, 73, 82, 86

Rony Carlos Sousa Dias

Fortaleza - CE

Prob. 62, 68, 74

Wallace R. de M. Miranda

Teresina - P

Prob. 61, 62, 63, 64, 68, 69, 72, 76, 78, 80, 82, 87

Vocé sabia...

Que colocando mais

fatoragdes interessantes:

zeros em 2001 encontramos algumas

2000001 = 3. 666667 (5 zeros e 5 seis)

200000001 = 3. 66666667 (7 zeros e 7 seis)
2000000001 = 3. 666666667 (8 zeros e 8 seis)
200000000001 = 3. 66666666667 (10 zeros e 10 seis)

Esses nimeros com muitos 6 sdo todos primos.
Como serd que essa seqiiéncia continua?
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SOLUGCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS

# Publicamos aqui algumas das respostas enviadas por nossos leitores.

48) Doze pintores vivem em doze casas construidas ao longo de uma rua drcular
e sdo pintadas ou de branco ou de aul. Cada més um dos pintores, pegando
consigo bastante tinta branca e aul, deixa sua casa ecaminhaap longo da rua
no sentido anti-horario. Desta forma, ele repinta cada @asa (iniciando ra sua)
com a or opasta. Finaliza o trabalho téo longo repinte alguma caa branca de
azul. Em um ano, cada casa estara pintada com a sua @r origina sabendo
que, nocomeg doano, ao menos uma ca&a estava pintada de azul.

Solugao de Zoroastro Azambuja Neto (Rio de Janeiro - RJ):

Dizemos que uma pintura de uma caa éinduzida se ndo é feitapelo dano
da @sa Is® sO acontece quando o pintor acabou e mudar a @r da Gsa
imediatamente anterior de aul para branca.

Vamos mostrar que cada caa muda de cor exatamente duas vezes, sendo
umainduwzida eoutrando, o que claramente impli ca o resultado.

Primeiro vamos ver que uma caa ndo pode mudar de cr trés vezes. Para
iS9, supamos por absurdo que alguma caa muda de cor pelo menos 3 vezes, e
consideramos 0 primeiro momento em que uma caa muda de r pela terceira
vez. Ness ca0, pelo menaos duas das 3 pinturas o indwzidas, e portanto a caa
imediatamente aterior muda duas vezes de aul para branca antes disso, e
portanto muda de @r pelo menos 3 vezes antes dese momento, 0 que € uma
contradicéo.

Para terminar, vamos agora ver que cada casa muda de cor duas vezes, 0
que euivale adizer que muda (pelo menos) uma vez de forma indwida. Para
s, basta ver que toda casa muda dgumavez de aul para branca(pois uma caa
muda de forma indwzida quando a casa anterior muda de aul para branca ela
muda de forma indwzida). 1s é obvio para caas azuis. Vamos provar iso por
induwdo no nimero de casas imediatamente anteriores que sdo inicialmente
brancas. Para acasa imediatamente anterior esse numero € menor (lembre que ha
pelo menos uma caa azul noinicio), e portanto em algum momento ela muda de
azul para branca, e nossa caa muda de forma indwzida, donde muda de cor pelo
menas duas vezes, e portanto em algum momento muda de aul para branca
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Obs. Note que essa solucdo ndo depende da ordem em que 0s pintores exeautam
seu trabalho (depois de um pintor acabar de pintar, 0 prOximo ndo predsa ser seu
vizinho, mas é importante que cala pintor fagao processo umavez).

52) Quatro retas se interceptam formando quetro tridngulos conforme afigura
abaixo.

F B C

a) Prove que as circunferéncias circunscritas aos quatro tridngulos posaiem um
porto em comum.

b) Prove que os centros dessas quatro circunferéncias s conciclicos (i.e. existe
uma drcunferéncia que passa por todos eles).

Solucao de Arnaldo Jodo do Nascimento (Duque de Caxias - RJ):

Sgja P o outro ponto de interse¢é das circuncircul os aos tridngulos AED e FEB.
Temos que #FBEP é inscritivel (# denota quadrildtero nesta solucdo), logo

EFB = BPE . Damesmaforma EPD = A
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(#ADEP e mscrltlvel) e APD = AED =FEB, mas no trlangulo FBE temos
FBE=A+C e FEB=180°- (A+C + EFB) 0 FEB+EFB=180° - (A+ C)

mas como BPA= APD +EPD + BPE =FEB+ EFB+ A=180 - A-C + A=180-C ,
portanto #APBC é inscritivel o que implica que o circuncirculo ao tridangulo ABC
passa por P. Temos ainda que FPB=FEB#FBEP € inscritivel), logo
FPD = BPA=180° - C, 0 qte nos da que o #-PDC também & inscritivel, com
is90 os circuncirculos aos tridngulos ABC, FDC, FEB e AED possuem o porto P

comum.
b)

Sejam:

O1: Centro docircuncirculo a ABEF;
O,: centro docircuncirculo a AADE;
Os: centro docircuncirculo a AABC,
O, centro docircuncirculo a ACDF,;

Lema: O segmento determinado pelos pontos de interseccdo de dois circulos €
perpendicular ao segmento determinado pelos centros dos circul os:

& | N
N |

=
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AC,MC, =AC,NC, (L.L.L), logo MCAZZC1 = NézC1 o qesignificaque C,C, é
bissetrizde AMC,N , mas como este tridngulo € isosceles entdo C,C, também é
altura e C,C, OMN (c.q.d).

Do lema a¢matemos PBJO,0, e PELO,0, , e portanto B PE= 0, o 0, e
BPE = BFE (subentendem o mesmo arco BE no circulo de ceitro O).
Analogamente DPC = 02(5403, mas DPC = DFC (subtendem 0 mesmo arco
DC nocirculo de centro O,). Como DFC = BFE temos

DPC = BFE = BPE = 0,0,0, 0 0,0,0, =0,0,0,.

Comiss provamos que #0,0,0:0, é inscritivel.

53) Prove que num circulo convexo dado e para 0 mesmo nimero de lados, o
poligonoregular inscrito € aguele ajasuperficie éméxima.

Solucao de Carlos Alberto da Silva Victor (Nilépolis - RJ):

a) Observe inicidmente o poligono convexo A; A; As...A, no circulo de centro
O.
By
Bl , ‘ BS
Bn
A

Tracemos os gmentos OA, OAz,OAs,...,OA, que encontram a drcunferéncia
nos pontos By, By, Bs,...,By; respectivamente.

Observe que o pdigono B;B;B;...B, tem superficie maior que o poligono
AA.. Ay ist0 nos garante que o poligono ce areamaxima deve ser inscrito na
circunferéncia.
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b) Considere ajora, o poligono convexo inscrito de n lados como na figura
abaixo:

2

A dreaSdo pligonoédado pa S= r%(serﬂl +serf, +...+serd,)

n

n
onde Z 0, = 2. Sseraméximo quando Z serd, for méximo.

Para este problema, vamos utilizar a "desigualdade de Jensen" que diz: suporha
gue f com concavidade para baixo (concava) no intervalo I; entdo para todo
X1, X e, X L1 tEremos:
fOx)+ F(x)+...+ (X)) < fol +X, +o X, E
n O n C
e aigualdade ocorrera se esomente se X, =X, =...= X,,. Parao nos problema
temos f(x)=senxe | =]0,n{ onc 6,,0,,....6, 01; potanto

serg, +serg, +...+serg, sserEHl +0, +..+0, &SGFHE
n 0 n 0 onC

L 2 . . .
e para 0 caso maximo: 6, =6, =0, =...=0, =?; ou sga, o poligono é regular

inscrito.
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54) Sgjam (X,) a sequéncia definida por X, =2,X.,, =2",0n=1e (y,) a
seqiéncia definida por y, = 2001y ,, = 2001% ) On=>1. Prove que

existe ¢ natural tal que Yy, < X,,.paratodo NLJN e determine 0 menor ¢
com essa propriedade.

Solucéo de Alex Corréa Abreu (Niteréi - RJ):

Provaremos ndo que X... =Y, mas sm X, 440220/ = 222001, ***
pois é facil ver que s6 com o fato x,..=Yy, ndo se pode fazer inducéo.
Escolheremos ¢ de tal modo que X, =22[20010/2°*". Suporha vdida a
desigualdade para um certo k entdo
Xeoo 2 2220010/2°0 0 X, ,,,, = 2% > 2222005
mes 22 20010 X,,,,, 2 (2002”72 Y20 = Y20y

mas y; =20010 yZ2°°'>200F%" > 2220010 X,,,.. =22[20010/;%"
0 que completa aindugéo.

Vemos que ¢ = 4 satifaz a condicio pois X =2°°°%°>22[200%°% mas

x; = 2093 <y = 2007%° ja que 65536 < 20012°* < 2 < 2001, portanto ¢ > 3 e
parac =4 funcionall c=4¢éo0 menorvaor.

55) Sga S o conjunto de pontos interiores de uma eferade raio 1 e C o conjunto
de pontos interiores de um circulo também de raio 1. Existe dguma funcéo
f:S-C td que d(AB)<d(f(A),f(B)) paa quaisquer pontos

A, B S?(d (A, B) denotaadistancia euclidiana entre A e B).

Solucao de Guilherme Fujiwara (Séo Paulo - SP):

Sgja O o centro daesfera eC o da drcunferéncia.
Tome A, B [ Stal que A, B e O sgjam coli neares,
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d(A0)=d(B;0),d(AB)=2-¢,& - 0,& >0.

Tome também P, Q [0 Stal que P, Q e O sggam colineaes,
d(P;0)=d(Q;0),PQIAB e d(P,Q) =2-¢.

Agorancteque d(f(A); f(B)=22-¢0 Of (A)(DZ f(B) - 0, analogamente
d(f(P); f(Q)=2-¢0 Df(P)g f(Q) - 0.

‘P = dA(R P\ = _EL 3
Como d(AP)—d(B,P)—\/EEl 2Eentao

d(f (A); f(P)),d(f (B); f (P)) zﬁ%{—%@m £(P)C f(A) - 9CF.

Agora vamos tomar P' e Q' do mesmo modo que tomamos P e Q, paém em um
plano perpendicular ao plano de A, B e P. Temos que

d(P';P)=d(P;Q) =2 - £H
O 20
Mas como vimos antes, f(P')CD: f(Q') - 0e f(P')CD: f(A) - 90°,

logo f(P') - f(P)ou f(P') - f(Q) O d(f(P"); f(P)) - 0 ou
d(f(P"); f(Q)) - 0, o que éum absurdo, pois

d(f (P"); £(P)),d(f(P'); 1(Q)) 2 ﬁ%—%§~ V2,
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Gilbert Johnson Church Rock, EUA

M.L. Perez Rehoboth, EUA

Marcelo R. Souza Rio de Janeiro - RJ

Rildo Alves do Nascimento Santa Maria da Boa Vista - PE
Rodrigo Villard Rio de Janeiro - RJ

EUREKA! N°11, 2001
57



Saiedade Brasileira de Matematica

PROBLEMAS PROPOSTOS

<] Convidamos o leitor a enviar solugbes dos problemas propostos e sugestdes de novos
problemas para os proximos numeros.

56) Para cada numero n, sgaf(n) a quantidade de maneiras que se pode expressar
n como asoma de ndimerosiguaisal, 3ou 4.
Por exemplo, f(4) = 4, pois todas as maneiras possiveissdo 4=1+1+ 1+ 1,
4=1+3,4=3+1, 4=4. Demonstrar que se n é par, f(n) € um quadrado
perfeito.

57) Dado n numeros reais X;, X, ..., X, Sdtisfazendo as condc¢des
X +..+x,=0e xZ+..+x2=1, prove que eistem i e j tas que
1
n
p-1 _

58) Determine todos 0s primos p para 0s quais 0 nimero

€ 0 quadrado
deum inteiro.

59) Um pedestal de altura a sustenta uma @luna de atura b (b > a). A que
distdncia do monumento se deve wlocar um observador para ver o pedestal e
a wluna sob angulos iguais?

60) Se num triangulo ABC, A = 2B, provar que a* =b(b + c).
Obs.: a, b e ¢ sdo, respectivamente, os lados opostos aos angulos A, B e C.

61) Na figura @aixo um quadrado EFGH foi colocado ro interior do quadrado

ABCD, determinando 4 gadrilateros. Se a, b, ¢, e d denotam os medidas das
areas dos quadrilateros, mostrequea+b=c+d.
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62) Se ABCD é um quadrilétero convexo tal que os lados AB,BC,CD e DA
medem respectivamente a, b, ced eque a, B, o ey sdo as medidas dos sus
angulos internos, mostre que amedida da &ea desse quadrildtero, denotada
por (ABCD), é dada por:

(ABCD) = \/(p —-a)(p-b)(p-c)(p-d)—-abcdcos’ 5 once:
=a+b+c+d

2

a+o

0= (aférmulatambém vale sefizermos o =

B+y
Y )

Problemas 56 e 57 propostos por Cicero Thiago Magalhdes (Fortaleza - CE); problema 58
proposto por Marcelo Rufino de Oliveira (Belém - PA); problemas 59 e 60 propostos por
Osvaldo Mello Sponquiado (Olimpia - SP); problemas 61 e 62 propostos por Carlos A.
Gomes (Natal - RN).
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AGENDA OLIMPICA

XXIIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

NIiVEIS1,2e3
Primeira Fase — Sabado, 9 de junho
Segunda Fase - Sabado, 1 de setembro
Terceira Fase — Sabado, 20 de outubro (niveis 1, 2 e 3)
Domingo, 21 de outubro (niveis 2 e 3 - segundo dia de prova).

NiVEL UNIVERSITARIO
Primeira Fase — Sabado, 1 de setembro
Segunda Fase — Sabado, 20 e Domingo, 21 de outubro

¢
VIl OLIMPIADA DE MAIO
Sébado, 12 de maio
¢
XIIl OLIMPIADA DE MATEMATICA DO CONE SUL

2 a 6 dejulho

Santiago, Chile
¢

XLIl OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA
1a14 dejulho
Washington, Estados Unidos
)
XVI OLIMPIiADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA
22 a 30 de setembro
Minas, Uruguai
*
IV OLIMPiADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICA UNIVERSITARIA
Séabado, 6 de outubro

I X X4
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