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С.Г. КРЕЙН И ЦЕПНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
РЕАКЦИЯ В ВОРОНЕЖЕ

©2020 В.А. Костин, Д.В. Костин
(Воронеж; vlkostin@mail.ru)

Во время работы традиционной «Воронежской зимней
математической школы С.Г. Крейна-2018» одним из авто-
ров (Д.В. Костин, зам. председателя программного коми-
тета школы) был обнаружен неизвестный и неожиданный
для воронежских математиков факт, открывшийся после
рассекречивания Атомного проекта по созданию водород-
ной бомбы СССР, участником которого, как оказалось, был
С.Г. Крейн.

Но так как труды конференции были уже опубликова-
ны, то эта информация в них не попала. В тоже время,
важность этого факта в очередной раз высветила значение
С.Г. Крейна не только в воронежской, но и в отечественной
математике и заставила нас с новых позиций посмотреть и
проследить за теми, иногда неожиданными и судьбоносны-
ми человеческими «сцеплениями», благодаря которым наш
университет, а вместе с ним и город Воронеж, стали при-
частными к разработке грандиозного проекта. Этот факт
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вызвал необходимость публикации дополнения к вышедшим
материалам математической школы С.Г. Крейна-2018.

4

Может показаться удивительным, но, по мнению авто-
ров, такая «сцепка» начинается с семьи нашего выдающе-
гося земляка – математика А.П. Киселева.
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А.П. Киселев и А.Д. Билимович

Имя выдающегося русского педагога нашего земляка во-
ронежца Андрея Петровича Киселева известно многим по-
колениям учащихся нашей страны. После окончания в 1875
году Санкт-Петербургского университета, где он слушал
лекции П.Л. Чебышева, А.Н. Коркина и др., Киселев был
назначен преподавателем математики, механики и черчения
в Воронежское реальное училище, открывшееся в 1876 го-
ду. Здесь началась его работа над созданием его знамени-
тых учебников, которые выдержали более трёхсот изданий
общим тиражом в несколько сотен миллионов экземпляров.
Будучи человеком большой эрудиции и широкого кругозора
интересов, во время частых поездок заграницу он имел воз-
можность знакомиться с новейшими открытиями в области
естествознания, в частности физики, астрономии, медици-
ны. Так, после открытия В. Рентгена, Киселев даже при-
обрёл за границей большую катушку Румкорфа и с её ис-
пользованием провёл ряд лекций о рентгеновских лучах. Об
одной лекции по астрономии рассказывается в воронежской
газете «Дон» от 5 января 1892 года: «Публичная лекция
„Исследование состава Солнца и других небесных тел по-
средством спектрального анализа“, прочитанной А.П. Кисе-
левым 2 января в зале реального училища, привлекла массу
публики. Этого и надо было ожидать по двум причинам: во-
первых, самое содержание лекции небезынтересно для каж-
дого, а во-вторых, симпатичной была самая её цель — вос-
помоществование пострадавшим от неурожая в Воронеж-
ской губернии. Нельзя не выразить искренней благодарно-
сти за все старания, которые он приложил к тому, чтобы
столь серьёзный и важный отдел физики, как спектраль-
ный анализ, сделать вполне общедоступным для понимания
каждого. Кроме того, все сказанное на лекции обставлялось
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вполне удавшимися опытами, при помощи электрического
света.

Остаётся от души пожелать, чтобы подобные лекции по-
вторялись и на будущее время. Они принесли бы, без сомне-
ния, более интереса и пользы, чем оперетки и „отчаянные“
и „раздражительные“ драмы, как, например, „Гетман“, „Две
сиротки“ и тому подобная белиберда».

А.П. Киселев (художник Е.А. Киселева)

Не удивительно, что находившемуся постоянно в широ-
ких научных кругах Андрею Петровичу было суждено по-
родниться и с другим известным российским математиком
А.Д. Билимовичем, за которого вышла замуж его дочь Еле-
на Андреевна.

А.Д. Билимович (художник Е.А. Киселева)
7



Билимович Антон Дмитриевич родился 20.06.1879 г. в г.
Житомире. В то время Украина входила в состав Россий-
ской Империи. Начальную школу окончил в г. Владимире,
где служил его отец в качестве военного врача. В 1896 году
закончил с отличием Киевский кадетский корпус, а в 1903
г. и физико-математический факультет Киевского универ-
ситета также с отличием. Оставленный при университете
сверхштатным ассистентом, он начал активную научную де-
ятельность. В 1907 г. была опубликована его работа «Прило-
жение геометрических производных к теории кривых и по-
верхностей», содержавшая систематическое изложение во-
просов дифференциальной геометрии в векторной форме.

После защиты магистерской диссертации «Уравнения
движения для консервативных систем» (Киев, 1912) Били-
мович был направлен на стажировку в Париж и в Гёттин-
ген. В Париже и произошло знакомство талантливого мате-
матика А.Д. Билимовича с талантливой ученицей И.Е. Ре-
пина Еленой Киселевой. После женитьбы они в 1914 году
вернулись в Россию, где Антон Дмитриевич получил про-
фессорскую должность в Новороссийском университете в
Одессе.

В апреле 1915 г. он стал ординарным профессором ка-
федры прикладной математики Новороссийского универси-
тета. На этой должности он читает базовый курс теоретиче-
ской механики, дополнительные разделы динамики твёрдо-
го тела, теорию упругости, а также спецкурсы по интегри-
рованию уравнений механики и по теории аэроплана. Одно-
временно возглавляет механическую мастерскую универси-
тета и кабинет механики (1915-1917), продолжает научную
работу в области аналитической механики. После смерти
А.М. Ляпунова 3 ноября 1918 г. возглавил комиссию по
сохранению, обработке и подготовке к печати работ ака-
демика, благодаря чему была сохранена его рукопись «О
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некоторых фигурах равновесия вращающейся жидкости».
В январе 1920 г. оставил Одессу и вскоре нашёл убежище в
Сербии, где создал большую научную школу по аналитиче-
ской механике. Ему также принадлежит заслуга создания в
Сербии (в 1920-1960) ряда научных объединений и институ-
тов, участие в издательской деятельности соотечественни-
ков-эмигрантов: Российского академического кружка, Рос-
сийского научного института, двух изданий «Материалов
для библиографии русских научных трудов за рубежом»,
Математического института Сербской Академии наук, от-
крытие которого состоялось в мае 1946г. В 1949 г. вышел
первый том «Трудов математического института Сербской
Академии наук». Именно в этом издании в течение несколь-
ких лет он печатал свои работы, включая воспоминания
«Ляпунов в Одессе» (1956). Кроме того, А. Д. Билимович
был одним из основателей Югославского общества механи-
ков.

Научная деятельность была отмечена избранием его 18
февраля 1925 г. членом-корреспондентом, а 17 февраля 1936
г. – действительным членом Сербской Академии наук и ис-
кусств.

А.Д. Билимович и Н.М. Крылов

Спустя 48 лет после отъезда из России в неопубли-
кованном письме своей знакомой Нине Александровне от
8.01.1968г. А.Д. Билимович пишет о своём друге Н.М. Кры-
лове.

«В Петрограде у меня был близкий друг Н.М. Крылов,
который вместе со мной окончил Киевский кадетский кор-
пус и поступил в Горный институт в Петрограде, нормально
окончил и был оставлен при институте профессором мате-
матики его учителем математики был проф. Долбня. Кры-
лов уехал заграницу (Париж, Италия, Англия) – и вернулся

9



после революции в Крым, где стал сначала академиком Ки-
евской Академии Наук, а затем и Московской. М.Н. Крылов
известен своими работами с Н.Н. Боголюбовым, посвящён-
ными так наз. нелинейной механике. При поездках из Кие-
ва в Петроград я останавливался у Крылова и встречался у
него с многими математиками столицы, но с Андреем Пет-
ровичем (Киселевым— прим. авт.) я тогда знаком не был.
Я познакомился с ним только в Югославии, куда он при-
езжал навестить Владимира Андреевича (сын Киселева —
прим. авт.) преподавателя математики в Белой Церкви и
нас, Елену Андреевну, сына Арсения и меня».

Фрагмент копии письма А.Д. Билимовича, снятый с
одного из экспонатов региональной конференции

«Киселевские чтения – 2002», посвящённой 150-летию со
дня рождения А.П. Киселева, проводимой Воронежским

госуниверситетом 16-17 декабря 2002 года
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Н.М. Крылов, академик АН СССР

Николай Митрофанович Крылов родился 29 ноября 1879
года в Санкт-Петербурге. В 1889 (1890) был принят в Ки-
евский кадетский корпус. Окончил Петербургский горный
институт в 1902 году. Позже служил в институте профессо-
ром в 1912—1917 годах. В 1917 году переехал в Крым, где
до 1922 года служил профессором Крымского университе-
та; с 1917 года также профессор Киевского университета. В
1922-1945 годах возглавлял отдел математической физики
АН УССР.

Н.М. Крылов и Н.Н. Боголюбов

Эта фотография взята из книги А.Н. Боголюбова о сво-
ём старшем брате «Н.Н. Боголюбов. Жизнь. Творчество»
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(Дубна : ОИЯИ, 1996). На фотографии слева — будущий
академик Н.Н. Боголюбов, а справа — его учитель академик
Н.М. Крылов. Свою первую научную работу Н.Н. Боголю-
бов сделал в 15 лет совместно и под руководством Н.М. Кры-
лова. Несмотря на то, что Н.М. Крылов по образованию был
горным инженером, его интересовала математика с точки
зрения её приложений не только в горном деле, но и в са-
мых разных областях природы и техники. Здесь он находил
важные задачи и ставил их перед своим учеником.

Будущий академик Николай Николаевич Боголюбов был
сыном потомственного священника, профессора богословия
Н.М. Боголюбова. У Н.Н. рано проявились математические
способности. В 12 лет он самостоятельно, при некотором
участии отца, который в молодости также питал влечение к
точным наукам, овладел дифференциальным и интеграль-
ным исчислением; роль отца заключалась в том, что он
снабжал сына необходимой литературой, а впоследствии и
сам овладел высшей математикой, чтобы понимать работы
сына.

Став учеником Н.М. Крылова, он восемь лет проживал
в его квартире. Поэтому Боголюбов был более чем ученик
Н.М. Крылова. Он был его воспитанник.

К 1932 году Н.М. Крылов и Н.Н. Боголюбов создали со-
вершенно новую область математической физики — нели-
нейную механику. В разработанных ими асимптотических
методах, оказавшихся исключительно общими и гибкими,
особое внимание было уделено построению простых и эф-
фективных приёмов, которые позволили бы, исходя из эле-
ментарных соображений, составить приближенные форму-
лы. Предложенные Н.М. Крыловым и Н.Н. Боголюбовым
весьма эффективный принцип эквивалентной линеариза-
ции, символические и другие методы существенно облегчи-
ли исследования многочисленных нелинейных задач.
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Н.Н. Боголюбов и С.Г. Крейн

Н.Н. Боголюбов, академик АН СССР

Николай Николаевич Боголюбов родился 8 августа 1909
года в городе Нижний Новгород в семье преподавателей Ни-
жегородского Мариинского института благородных девиц.

Начальное образование получил в церковно-приходской
школе, которую окончил в 12 лет. Дальнейшее официальное
образование для сына «служителя культа» было невозмож-
ным, поэтому отец стал обучать Николая и его младших
братьев дома. Благодаря отцу сыновья не только получи-
ли обширные знания по истории, философии, лингвистике,
литературе, но и унаследовали стремление к интеллектуаль-
ному труду. Отец первым заметил у старшего сына талант
к точным наукам, особенно к математике и сделал все воз-
можное для его развития.

В 1921 году семья переехала в Киев. Благодаря уникаль-
ным математическим способностям юный Николай Боголю-
бов уже в 14 лет стал полноправным участником семинаров
по математике. В 1924 году он познакомился с академиком
Н.М. Крыловым, признанным лидером целого направления
в математике, членом многих иностранных математических
обществ. Уже через год работы с Крыловым Николай опуб-
ликовал свою первую математическую работу «О поведении
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решений линейных дифференциальных уравнений на бес-
конечности». Исследование оказалось настолько самостоя-
тельным и глубоким, что в 1925 году, в порядке исключения,
малый президиум УкрГлавНауки принял решение принять
Н.Н. Боголюбова аспирантом на кафедру математики Ки-
евского университета.

В 1928 году (в 19 лет) защитил кандидатскую диссерта-
цию, а в 1930 году Академия наук Украины присудила ему
степень доктора математики. С 1928 года — научный со-
трудник Института теоретической физики АН УССР (Ки-
ев). Работы двадцатидвухлетнего Николая Боголюбова уже
получили международную известность, и одна из них была
удостоена специальной премии Болонской академии наук.

Нелинейная механика сыграла чрезвычайно важную
роль в развитии теории колебаний и многих актуальных
разделов техники: радиотехники, теории статической и ди-
намической устойчивости синхронных машин, продольной
устойчивости летательных аппаратов и других. Буквально
из лаборатории результаты поступали в производство, и уже
в первой половине 1930-х годов на базе нелинейной меха-
ники в ряде ведущих технических областей были созданы
новые расчётные методы.

В 1936 году молодого профессора впервые направили в
научную командировку по Европе, он побывал в Берлине,
Париже, Брюсселе.

С началом Великой Отечественной войны киевские ака-
демические институты были эвакуированы в Башкирию и
Н.Н. Боголюбов оказался в Уфе, где он возглавил кафедры
Уфимского авиационного института и Уфимского педагоги-
ческого института (1941-1943). Кроме того, он продолжил
теоретические исследования. Ещё перед войной Н.Н. Бого-
любов начал работать над проблемой статистических мето-
дов в математической физике. Эти исследования он продол-
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жил в Уфе и в 1946 году опубликовал монографию «Про-
блемы динамической теории в статистической физике».

В начале 1950 года Н.Н. Боголюбов был направлен на
«объект» в Сарове (Арзамас-16), где велась работа по со-
зданию ядерного и термоядерного оружия, начальником ма-
тематического отдела, который затем был преобразован в
отделение (cектор).

В это же время, в соответствии с выше приведённым про-
токолом совещания в КБ-11 по вопросу РДС–6С от 12 мая
1950 года, вместе с ним был переведён и его ученик (аспи-
рант) С.Г. Крейн.

М.А. Лаврентьев и С.Г. Крейн

М.А. Лаврентьев, академик АН СССР

Михаил Алексеевич Лаврентьев родился 19 ноября 1900
года в семье преподавателя математики технического учеб-
ного заведения, позже профессора механики Казанского
университета А.Л. Лаврентьева.

В 1910—1911 годах вместе с отцом находился в Гёттин-
гене (Германия), где начал посещать среднюю школу. Сред-
нее образование окончил в Казанском коммерческом учили-
ще. В 1918 году поступил в Казанский университет, а в 1921
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году перевёлся на физико-математический факультет Мос-
ковского университета, который окончил в 1922 году. Был
оставлен в аспирантуре: в 1923-1926гг. — аспирант Н.Н. Лу-
зина. В 1927 году защитил диссертацию на соискание учё-
ной степени кандидата физико-математических наук и был
командирован на полгода во Францию для научного совер-
шенствования.

С 1931 года — профессор МГУ. Без защиты диссертации
(по совокупности научных работ) в 1934 году ему была при-
суждена учёная степень доктора технических наук, а в 1935
году — доктора физико-математических наук.

Во время Великой Отечественной войны работал в обла-
сти приложений математики и механики к оборонным во-
просам техники и народного хозяйства. Во время эвакуа-
ции основного состава Академии наук УССР в Уфу изучал
действие на преграду металлического стержня, движуще-
гося с большой скоростью вдоль своей оси. Этим предвос-
хищается, в сущности, идея кумулятивного действия взры-
ва, теорией которого М. А. Лаврентьев вплотную занялся
в 1944 году. В 1946 году Лаврентьев предложил оригиналь-
ную гидродинамическую трактовку явления кумуляции, в
соответствии с которой при огромных давлениях, возника-
ющих в момент взрыва, металл можно рассматривать как
идеальную несжимаемую жидкость; после этого, используя
уравнения гидродинамики, можно было рассчитать динами-
ку струи металла и вычислить пробивной эффект. За рабо-
ты в области кумуляции Лаврентьев был в 1949 году удо-
стоен Сталинской премии.

Интересны и удивительны научно-технические средства
и соответствующие эксперименты, применяемые в научных
исследованиях М.А. и его группы, в которую входил и С.Г.
Крейн, при решении такой важной для страны проблемы,
как создание кумулятивных снарядов. Вот что по этому по-
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воду пишет один из членов этой группы доктор технических
наук С.В. Малашенко в той же книге.

«Исследуя всесторонне свойства кумулятивной струи,
М.А. буквально „сработал“ свои зубы. Опыт требовал — для
облицовки внутренней поверхности кумулятивной оболочки
снаряда — высокопластичных и особо тяжёлых металлов.
Уникальная серебряная стопка, уведённая из семейного бу-
фета Веры Евгеньевны, была пущена в дело беспощадно. А
мне однажды пришлось переплавить в угольном тигле зо-
лотой зубной протез, который М.А. вручил мне со словами:
„Я себе другой добуду. Жаль, здесь маловато металла“. „Зо-
лотой опыт“ выполнили, результат его показался нам неяс-
ным, а М.А., как всегда в таких случаях, глубоко задумал-
ся. Дефицитные осесимметричные кумулятивные оболочки
стали препятствием для удовлетворения растущих аппети-
тов в опыте по бронепробиванию. Изобретательный М.А.
пустил в ход подручные материалы. Детям приказали яич-
ки всмятку есть аккуратно, не разрушая скорлупу полно-
стью. Кумулятивные выемки в форме весьма правильного
эллипсоида принесли пользу. Но более эффективной оказа-
лась другая технология. Любимые цветы Веры Евгеньевны
(жена М.А.) на подоконнике преждевременно увядали, так
как освобождённые от них глиняные конусообразные горш-
ки отлично себя показали при моделировании кумулятив-
ных струй в воде (оболочка типа усечённого конуса). Опы-
ты с применением горшков и вазонов выполнялись в так
называемом верхнем „лягушечьем“ пруду. Туда ходили ком-
панией — всегда с гостями. Горшок с закрытым отверстием
в дне, с подвязанным внизу зарядом тола отпускался пла-
вать в пруд и там подрывался. Кумулятивная струя была
эффектно видна, опыт оценивался по её высоте („выше оси-
ны или выше берёзы“). Научных результатов в таком опыте
было, как правило, два. Гости начинали веровать в наличие
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особого явления — кумуляции, а М.А. и соучастники опы-
та с изумлением подтверждали, что лягушки, живущие в
пруду, выдерживают действие взрыва. Их выбрасывало на
берег, но они были живы».

Лаврентьев и его ученики много внимания уделяли так-
же изучению устойчивости движения твёрдых тел с жидким
наполнением с приложением к задачам артиллерии.

Об этом времени М.А вспоминает в книге «Век Лаврен-
тьева»: «Уфа. Военные задачи. Академия наук Украины
была переведена в Уфу, туда поехал и я с семьёй. Первая зи-
ма была самой трудной. Всей семьёй из пяти человек жили
в гостинице, на шести квадратных метрах. Дети несколько
раз болели. Я большую часть времени проводил на рабо-
те. Украинской Академии было предоставлено два здания:
в одном из них одну комнату занимал Институт матема-
тики, где я первый год проводил основную часть времени.
Там же работали Н.Н. Боголюбов, С.Г. Крейн, И.З. Штока-
ло, Г.И. Дринфельд. Мы с Крейном занимались проблемой
устойчивости снарядов. . . »

С.Г. Крейн и Воронежская математическая школа

Селим Григорьевич Крейн, доктор технических наук,
профессор, заслуженный деятель науки РСФСР
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Является учеником академиков Н.Н. Боголюбова и М.А.
Лаврентьева, под руководством которых работал во время
Великой Отечественной войны в области приложения мате-
матики и механики к оборонным вопросам техники.

С.Г. Крейн родился 15 июля 1917 г. Выдающийся учёный
и педагог, крупнейший специалист в области функциональ-
ного анализа, гидродинамики, дифференциальных уравне-
ний и их приложений, доктор технических наук, профес-
сор, заслуженный деятель науки РФ Селим Григорьевич
Крейн большую часть своей жизни (сорок пять лет) отдал
созданию и развитию воронежской математической школы.
Им опубликовано 175 статей и 18 монографий. Под его ру-
ководством было написано 81 диссертация, 24 его учени-
ка стали докторами наук, а двое из них—Ю.М. Березан-
ский и Ю.Л. Далецкий— стали действительными членами
АН Украины.

В годы войны Селим Григорьевич под руководством ака-
демика М.А. Лаврентьева работал над математическими
проблемами теории кумулятивных снарядов. Затем работал
в группе академика Боголюбова в КБ-11 по созданию во-
дородной бомбы. В 1950 году в Академии артиллерийских
наук защитил диссертацию на соискание степени доктора
технических наук.

После войны он возвращается в Киев, а в 1954 году при-
езжает в Воронеж, где работает в качестве профессора в
лесотехническом институте, а с 1964 года – он профессор
ВГУ. Ведёт чрезвычайно интенсивную научную и педагоги-
ческую работу. Круг его интересов очень широк, но основа
многих его исследований - функциональный анализ. Вместе
с М.А. Красносельским и В.И. Соболевым Селим Григорье-
вич создаёт, ставшую хорошо известной в нашей стране и за
рубежом, школу функционального анализа.
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Учёный. С.Г. Крейн один из первых применил методы
функционального анализа к задачам гидродинамики и по-
лучил фундаментальные результаты о колебаниях вязкой
несжимаемой жидкости. Эти исследования подытожены в
монографиях «Операторные методы в линейной гидроди-
намике» и «Эволюционная теория», написанных совместно
с его вьетнамским учеником Нго Зуй Каном и профессором
Н.Д. Копачевским.

Вместе с тем, задачи термодинамики привели С.Г. Крей-
на к необходимости рассматривать в качестве математи-
ческих моделей дифференциальные уравнения в банахо-
вых пространствах, исследованию корректной и некоррект-
ной разрешимости этих задач. Соответствующие исследо-
вания были отражены в его классическом труде «Линейные
дифференциальные уравнения в банаховом пространстве»,
вскоре переведённом в США и Японии. Наряду с всемир-
но известными французскими математиками Э. Гальярдо,
Ж. Лионсом, А. Кальдероном Селим Григорьевич являет-
ся создателем современной теории интерполяции линейных
операторов. Предложенный им метод шкал банаховых про-
странств нашёл широкое применение как в теории операто-
ров, так и в теории дифференциальных уравнений. По этим
исследованиям совместно с его учениками Ю.И. Петуниным
и Е.М. Семеновым написана монография «Интерполяция
линейных операторов», переведённая в США.

Организатор. В 1967 году по его инициативе С.Г. Крейна
и под его руководством впервые в Воронеже была проведе-
на зимняя математическая школа, вскоре ставшая популяр-
ной и оказавшая большое влияние на развитие контактов
между математиками из разных городов и стран. В связи с
идеей создания школы, приведём слова Селима Григорьеви-
ча, характеризующие масштабы его интересов и планов, на-
правленных на развитие воронежской математики: «В 1966
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году в Москве проходил Международный съезд математи-
ков. Наряду с яркими впечатлениями от многих докладов и
бесед с известными зарубежными математиками (Филлипс,
Иосида, Кальдерон, Комацу и д.р.) у меня осталось чувство
неудовлетворённости. Мне показалось, что у нас имеется по
ряду направлений отставание от современного на тот мо-
мент уровня».

Так появилась и захватила идея проведения зимних ма-
тематических школ, в которых читались лекции и делались
доклады по самым современным проблемам математики как
ведущими учёными, так и молодыми математиками.

Первая воронежская зимняя математическая школа
(ВЗМШ) 27 января 1967 года. Дом отдыха им. Горького

Трудно переоценить значение математических разгово-
ров и дискуссий между участниками школы. Иногда до
поздней ночи работали небольшие внеплановые «самодея-
тельные» семинары. По словам С.Г. Крейна: «В школе нет
выборов, нет премий, нет демократии, поэтому работа про-
ходит в спокойной, творческой обстановке. Молодые мате-
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матики очень легко воспринимают новые идеи и смело на-
чинают их использовать. Мы тоже, по мере сил, пытались
„задрав штаны, бежать за комсомолом“».

В разные годы лекторами и активными участниками
ВЗМШ были выдающиеся математики, учёные с миро-
вым именем: академики РАН С.П. Новиков, В.И. Арнольд,
В.П. Маслов, А.Т. Фоменко, чл.-кор. Укр. Академии На-
ук Ю.М. Березанский и чл.-кор. Укр. Академии Наук
Ю.Л. Далецкий.

В частности, были прочитаны лекции: В.И. Арнольд
«Топопология алгебраических многообразий», В.П. Маслов
«Функции от некоммутирующих операторов и их примене-
ние». А.Т. Фоменко выступал с курсами лекций на темы
«Минимальные поверхности и проблема Плато», «Много-
мерные вариационные задачи», «Топологическая классифи-
кация интегрируемых гамильтоновых систем».

В настоящее время школа получила международный
статус. Её бессменными руководителями, начиная с 2006 го-
да, являются академики РАН В.П. Маслов – председатель
оргкомитета и А.Т. Фоменко – председатель программного
комитета.

Виктор Павлович Маслов, академик АН СССР
22

Выдающийся специалист в области математической
физики, дифференциальных уравнений, функционального
анализа, механики и квантовой физики.

С 1992 г. по 2016 г., вслед за Н.Н. Боголюбовым, воз-
главлял кафедру квантовой статистики и теории поля в
МГУ. Н.Н. Боголюбов и С.Г. Крейн были оппонентами при
защите докторской диссертации Маслова на тему «Тео-
рия возмущений и асимптотические методы». Разработал
асимптотические методы, широко применяемые к уравне-
ниям, возникающим в квантовой механике, теории поля,
статистической физике, абстрактной математике, и но-
сящие его имя. Асимптотические методы Маслова тесно
связаны с такими проблемами, как теория самосогласован-
ного поля в квантовой и классической статистике, сверх-
текучесть и сверхпроводимость, квантование солитонов,
квантовая теория поля в сильных внешних полях и в ис-
кривлённом пространстве-времени, метод разложения по
обратному числу типов частиц.

Занимался проблемами жидкости и газа, проводил фун-
даментальные исследования по проблемам магнитной гид-
родинамики, связанным с проблемой динамо.

В 1986 г. руководил группой экспертов-математиков,
участвовавших в создании проекта захоронения аварийно-
го блока Чернобыльской АЭС. О ситуации на АЭС в моно-
графии «Математическое моделирование аварийного бло-
ка Чернобыльской АЭС» В.П. Маслов с соавторами пи-
шут: «Драматическая обстановка аварии и осознанная
ответственность за обоснованность выводов и рекомен-
даций обусловливали, несмотря на сжатые сроки испол-
нения, особенно тщательный и беспристрастный анализ
всей совокупности полученных данных». Здесь весьма важ-
но подчеркнуть, что, несмотря на чрезвычайность ситу-
ации, был применён строго научный подход решения кон-
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кретных задач с использованием фундаментальных иссле-
дований. В указанной монографии говорится: «Хотя урав-
нения модели являются классическими, новый тип крае-
вых задач для них привёл к открытию новых физических
эффектов, которые позволили последовательно объяснить
важные особенности в поведении аварийного реактора».

С начала 90-х годов работал над использованием урав-
нений математической физики в экономике и финансовом
анализе. При расчётах использовались уравнения, анало-
гичные уравнениям фазового перехода в физике.

Автор более 300 научных работ, в том числе 12 моно-
графий.

Государственная премия СССР (1978), Золотая медаль
им. А.М. Ляпунова (1982), Ленинская премия (1985), два-
жды лауреат Государственной премии РФ (1997, 2013),
Демидовская премия (2000).

Анатолий Тимофеевич Фоменко, академик РАН

Родился в 1945 году. Академик Российской Академии На-
ук (РАН), доктор физико-математических наук, профес-
сор, зав. кафедрой механико-математического факульте-
та Московского государственного университета.
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Выдающийся специалист в области многомерного вари-
ационного исчисления, дифференциальной геометрии, тео-
рии групп и алгебр Ли, симплектической и компьютерной
геометрии. Действительный член общественных органи-
заций «Российская академия естественных наук» и «Меж-
дународная академия наук высшей школы». Автор несколь-
ких книг по разработке и применению новых эмпирико-ста-
тистических методов к анализу исторических летописей,
хронологии древности и средневековья.

А.Т. Фоменко хорошо известен в научном мире как ори-
гинальный художник-график. Избранная коллекция его ра-
бот, любезно подаренная им Воронежскому государствен-
ному университету, является бесценным экспонатом уни-
верситетского музея. Эту грань многогранного таланта
он успешно использует в разработке математических ме-
тодов познания окружающего мира через геометрические
образы. По этому поводу в интервью Российской Философ-
ской газете (№6 [20] июнь 2008) А.Т. Фоменко говорит,
что эти работы были сделаны для целей математики –
для чтения спецкурса и для иллюстраций математиче-
ских книг, т.е. для лучшего донесения до студентов и аспи-
рантов математических теорем. Он подчёркивает: «Дело
в том, что в топологии и геометрии очень много слож-
ных конструкций, которые обычно трудно объяснять, при-
чём для доказательства теорем часто не только пишут
формулы (иногда это не просто), но и используют «жар-
гон», наглядные образы. . . . Графические работы оказались
полезны для преподавания, вызвали интерес и у студен-
тов, и у математиков. Потом по просьбе коллег я стал
делать иллюстрации для гидродинамики, для теории веро-
ятностей».

Автор более 200 научных работ, 30 монографий и учеб-
ников.
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Лауреат Государственной Премии РФ в области мате-
матики (1966) за цикл работ по теории многообразий и
гамильтоновых динамических систем.

Хранители ценностей «крейновских» математических
школ

Опыт проведения «крейновских» зимних математиче-
ских школ с успехом распространился и на другие регио-
ны. Так, в последнее время зимние математические школы
по теории функций и функциональному анализу проводят-
ся в Воронеже по нечётным годам, а по чётным годам – в
Саратове, под руководством академика Б.С. Кашина и под-
держиваемые грантами РФФИ.
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Борис Сергеевич Кашин, академик РАН

Родился в 1951 году. Доктор физико-математических
наук, зав. кафедрой теории функций и функционального
анализа мехмата МГУ, Действительный член Академии
Наук РФ.

Специалист в области ортогональных рядов, теории
аппроксимации, геометрии выпуклых тел. Полученный Ка-
шиным важный результат в теории выпуклых тел лёг в
основу нового метода обработки сигнала «сжатые измере-
ния», получивший важные практические приложения. Мо-
нография Кашин Б. С., Саакян А. А. Ортогональные ряды.
2-е изд. — М.: Изд-во АФЦ, 1999. 550 с. — ISBN 5-93379-
003-6.

Евгений Иванович Моисеев, академик РАН
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Родился в 1948 году. Российский физик и математик,
профессор, академик РАН (2003).

Область научных интересов: информатика, матема-
тическое моделирование, спектральная теория, дифферен-
циальные уравнения. Получены фундаментальные резуль-
таты в теории задач для уравнений смешанного типа в
газовой динамике, в теории турбулентной плазмы. Разви-
ты разностные методы решения краевых задач, возника-
ющих в теории турбулентности и плазмы. Совместно с
академиком В.А. Ильиным выполнен большой цикл работ
по оптимизации граничного управления колебания струны.

Автор свыше 120 научных работ.
В 1966 году у С.Г. Крейна возникла идея создания в

ВГУ научно-исследовательского института математики. Он
пишет: «Когда меня уговаривали стать деканом, то в каче-
стве одного из условий, я поставил оказание ректором помо-
щи в организации института. Такая помощь была обещана».
Но, так как организация института не значилась ни в каких
планах нашего планового хозяйства, то Селиму Григорьеви-
чу пришлось пройти много испытаний, прежде чем инсти-
тут был открыт. Например, С.Г. в двухдневный срок при-
шлось для Госплана по науке и технике написать перспек-
тивный план развития института по 16-ти научным направ-
лениям. Поддержку Академии Наук СССР ускорил акаде-
мик Н.Н. Боголюбов. И институт математики был открыт
30 ноября 1967 года. На волне моды на эконометрику, под-
нявшуюся в следствии присуждения Нобелевской премии
по экономике академику Л.В. Канторовичу, с которым С.Г.
был близок, при его активном участии была открыта эконо-
мическая лаборатория, которая позже была преобразована
в экономический институт под руководством В.Н. Эйтин-
гона. Благодаря активной деятельности Крейна были от-
крыты на математико-механическом факультете следующие
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кафедры: кафедра уравнений с частными производными и
теории вероятностей, а кафедра вычислительной матема-
тики и кафедра математических методов в экономике, по
существу, заложили основы факультета прикладной мате-
матики и механики, открывшемуся в 1969 году. К числу со-
зидательных дел, свершившихся также благодаря Крейну,
нужно отнести и создание кафедры математического моде-
лирования, 20-летие которой мы отметили в 2018 году.

Кафедра математического моделирования (2018).
Слева направо. Сидят: И.С. Гудович, Ю.И. Сапронов,

В.А. Костин (зав. кафедры), Г.Б. Савченко.
Стоят: М.Н. Силаева, В.П. Орлов, Д.В. Костин,

С.Л. Царёв, А.П. Карпова, А.В. Костин,
Н.Б. Подтынникова, Е.А. Рогулькина.

Являясь председателем ГЭК на математическом фа-
культете, в 1983 году Крейн сразу высоко оценил и поддер-
жал увлечение математикой молодого инженера-конструк-
тора Сергея Валюхова, уже окончившего к тому времени с
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красным дипломом Московское Бауманское училище и ра-
ботающего на космическом предприятии КБ Химавтомати-
ки, созданном знаменитым советским конструктором С.А.
Косбергом.

Семён Ариевич Косберг

С.А. Косберг (1903–1965 гг.) – знаменитый авиакон-
структор. Венцом его многочисленных конструкторских
достижений является создание третьей ступени ракеты
Р-7, позволившей развить вторую космическую скорость.
Именно эта ступень обеспечила вывод аппарата Ю.А. Га-
гарина на орбиту. Когда это произошло, Юрий Гагарин,
забыв о требовании секретности, открытым текстом со-
общил миру: «Косберг включился!» Семён Ариевич траги-
чески погиб в автомобильной катастрофе 3 января 1965
года на обледенелой ВОГРЭСовской дамбе.

Его именем назван кратер на обратной стороне Луны.
Понимая особое значение математики в решении стоя-

щих перед космическим производством задач, Сергей Валю-
хов нашёл необходимым получить более глубокие знания по
математике, успешно закончив математический факультет
воронежского университета. Позже С.Г. Валюхов поддер-
жал идею создания на факультете сначала лаборатории, а
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затем и кафедры математического моделирования, при этом
оказав помощь как в направлении научной тематики, так и
финансовую.

Сергей Георгиевич Валюхов

Родился в 1953 году. Доктор технических наук, про-
фессор, генеральный конструктор, генеральный директор
АО «Турбонасос» (г. Воронеж), заведующий кафедрой неф-
тегазового оборудования и транспортировки Воронежско-
го государственного технического университета, Акаде-
мик Российской Инженерной академии.

В 1983 году начались наши научные контакты с КБ Хи-
мавтоматика. Они проходили в рамках хоздоговоров по ка-
федре функционального анализа. Но уже в начале девя-
ностых годов С.Г. Валюхов вместе со своим отделом вы-
делился в самостоятельную организацию «Турбонасос». С
этого момента наши связи стали постоянно расширяться и
углубляться. Перед нами ставились актуальные и важные, с
производственной точки зрения, задачи. В то же время они
были новыми и интересными для нас, так как фундамен-
тальные математические исследования реализовывались в
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конкретном производственном процессе. Сюда относятся ис-
следования по геометрии винтовых шестерёнчатых зацеп-
лений, теории движения жидкости в гидроциклоне, задачи
по теории гидроцепей и многое другое. К этому времени
у нас сформировался исследовательский коллектив едино-
мышленников. Стал вопрос о создании учебно-научной ла-
боратории, которая была открыта в 1997 году при полной
финансовой поддержке со стороны предприятия «Турбона-
сос». Оставался последний шаг к созданию кафедры. И он
был сделан уже через год. Так, в 1998 году в ВГУ родилась
кафедра математического моделирования (КММ), освящён-
ная делами и идеями выдающихся наших современников
С.Г. Крейна, С.А. Косберга.

Ученики С.Г. Крейна

По данным Американского Математического общества
на 2003 год первое место в мире по количеству учеников,
имеющих учёную степень за все времена, занимает воронеж-
ский математик С.Г. Крейн, опережая таких выдающихся
математиков современности, как Д. Гильберт и А.Н. Кол-
могоров.

Доктора физ.-мат. наук
1. акад. Академия Наук УССР

Березанский Юрий Макарович (г. Киев)
2. акад. Академия Наук УССР

Далецкий Юрий Львович (г. Киев)
3. Петунин Юрий Иванович (г. Киев)
4. Копачевский Николай Дмитриевич (г. Симферополь)
5. Панков Александр Андреевич (США)
6. Павлов Евгений Александрович (г. Луганск)
7. Соболевский Павел Евсеевич (Израиль)
8. Кучмент Пётр Абрамович (США)
9. Нго Зуй Канн (Вьетнам)
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10. Фам Ки Ань (Вьетнам)
11. Зайденберг Михаил Григорьевич (Франция)
12. Глушко Владимир Павлович (г. Воронеж)
13. Семенов Евгений Михайлович (г. Воронеж)
14. Седаев Александр Андреевич (г. Воронеж)
15. Овчинников Владимир Иванович (г. Воронеж)
16. Курина Галина Алексеевна (г. Воронеж)
17. Чернышов Корнелий Исидорович (г. Воронеж)
18. Костин Владимир Алексеевич (г. Воронеж)
19. Зарубин Анатолий Георгиевич (г. Хабаровск)
20. Фролов Николай Николаевич (г. Владивосток)
21. Лаптев Геннадий Иванович (г. Тула)
22. Зубова Светлана Петровна (г. Воронеж)
23. д. тех. н. Сысоев Юрий Семёнович (г. Волгодонск)
24. д. тех. н. Поличка Нина Петровна (г. Хабаровск)

Кандидаты физ.-мат. наук
1. Костарчук Виктор Николай (г. Чернигов)
2. Артемов Георгий Абрамович (г. Севастополь)
3. Духовный Михаил Сергеевич (г. Кривой Рог)
4. Шихватов Александр Александрович (г. Николаев)
5. Козлов Овсей Маркович (г. Киев)
6. Якут Лидия Ивановна (г. Киев)
7. Ярошенко Николай Степанович (г. Киев)
8. Кведерас Брюнюс Винцевич (г. Вильнюс)
9. Аскеров Назим Кафарович (г. Баку)
10. Ливчак Алексей Яковлевич (г. Рига)
11. Нгуен Ши Хонг (Вьетнам)
12. Чан Тху Ха (Вьетнам)
13. Зобин Наум Михайлович (США)
14. Львин Сергей Яковлевич (США)
15. Грабовская Маргарита Яковлевна (США)
16. Товбис Александр Исаакович (Австралия)
17. Рутицкая Алла Яковлевна (Австралия)
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18. Николова Людмила (Болгария)
19. Николов Красемир (Болгария)
20. Беляева Елена Владимировна (Н.Зеландия)
21. Литминков Степан Сергеевич (г. Воронеж)
22. Прозоровская Ольга Ивановна (г. Воронеж)
23. Иевлева Оксана Борисовна (г. Воронеж)
24. Шаблицкая Лилия Нколаевна (г. Воронеж)
25. Скляднев Сергей Анатольевич (г. Воронеж)
26. Гудович Николай Николаевич (г. Воронеж)
27. Руссман Исаак Борисович (г. Воронеж)
28. Савченко Юлия Борисовна (г. Воронеж)
29. Трофимов Валерий Павлович (г. Воронеж)
30. Колупанова (Цветкова) Галина Андреевна (г. Воронеж)
31. Гудович (Титиевская) Ирина Семёновна (г. Воронеж)
32. Иванов Леонид Александрович (г. Воронеж)
33. Штейнберг Иосиф Яковлевич (г. Воронеж)
34. Салехов Дмитрий Васильевич (г. Воронеж)
35. Котко Людмила Антоновна (г. Воронеж)
36. Фурменко Александр Иванович (г. Воронеж)
37. Савченко Галина Борисовна (г. Воронеж)
38. Дементьева Ольга Владимировна (г. Воронеж)
39. Зюкин Павел Николаевич (г. Воронеж)
40. Горохов Евгений Владимирович (г. Воронеж)
41. Сапронов Иван Васильевич (г. Воронеж)
42. Копанева Вера Ивановна (г. Воронеж)
43. Гохман Алексей Оскарович (Канада)
44. Атласов Игорь Викторович (г. Воронеж)
45. Веневитина Светлана Семёновна (г. Воронеж)
46. Куликов Иван Михайлович (г. Борисоглебск)
47. Денисов Игорь Васильевич (г. Тула)
48. Симонов Александр Сергеевич (г. Тула)
49. Осипов Валерий Борисович (г. Владивосток)
50. Кседзенко Людмила Степановна (г. Владивосток)
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51. Гасанов Насир Мелекович (г. Махачкала)
52. Дмитриев Вячеслав Иванович (г. Курск)
53. Яцкин Николай Иванович (г. Иваново)
54. Брыскин Илья Борисович (Израиль)
55. Плющев Юрий Васильевич (г. Сергиев Посад)
56. Чубарин Юрий Павлович (г. Ижевск)
57. Пененсон Исаак Залманович (США)
58. Фомин Василий Иванович (г. Тамбов)
59. Соломатина Любовь Евгеньевна (г. Москва)
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ПОВЕДЕНИЕ В ГРАНИЧНОЙ ТОЧКЕ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ
Р–ЛАПЛАСИАНА, РАВНОМЕРНО

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ НА ЧАСТИ ОБЛАСТИ
ПО МАЛОМУ ПАРАМЕТРУ1

©2020 Ю.А. Алхутов, А.С. Хрипунова Балджы
(Россия, г. Владимир, ВлГУ им. А.Г. и Н.Г. Столетовых;

Германия, Билефельдcкий Университет;
yurij-alkhutov@yandex.ru; akhripun@math.uni-bielefeld.de)

Рассмотрим в ограниченной области D евклидова про-
странства Rn, где n ≥ 2, уравнение

Lu = div
(
ωε(x)|∇u|p−2∇u

)
= 0, p = const > 1 (1)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 19-01-00184-а.
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с положительным весом ωε, содержащим малый параметр,
который сейчас определим. Предполагается, что область D
разделена гиперплоскостью Σ на части D(1), D(2) и

ωε(x) =

{
ε, если x ∈ D(1)

1, если x ∈ D(2) , ε ∈ (0, 1].

Ниже W 1
p (D) означает соболевское пространство функ-

ций, которые Lp-суммируемы в D вместе со всеми обоб-

щёнными производными первого порядка, а
◦
W 1
p (D) — за-

мыкание финитных, бесконечно дифференцируемых в D
функций C∞0 (D) по норме W 1

p (D). Скажем, что функция
u ∈ W 1

p (D) является решением уравнения (1) в D, если ин-
тегральное тождество∫

D

ωε(x)|∇u|p(x)−2∇u · ∇ϕdx = 0 (2)

выполнено для любой пробной функции ϕ ∈
◦
W 1
p (D).

Рассмотрим задачу Дирихле

Lu = 0 вD, u ∈ W 1
p (D), h ∈ W 1

p (D), (u−h) ∈
◦
W 1
p (D).

Решение данной задачи совпадает с минимизантом решения
вариационной задачи

min
w∈

◦
W 1
p (D)

F (w + h), F (u) =

∫
D

ωε(x)|∇u|p dx.

Настоящее сообщение посвящено граничным свойствам ре-
шения задачи Дирихле

Luf = 0 в D, uf |∂D = f (3)
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с непрерывной на ∂D функцией f .
Решение задачи (3) определяется следующим образом.

Продолжим граничную функцию f по непрерывности на D,
сохранив за продолжением то же обозначение. Возьмём по-
следовательность бесконечно дифференцируемых в Rn фун-
кций fk, которые равномерно на D сходятся к f . Решим за-
дачи Дирихле

Luk = 0 в D, uk ∈ W 1
p (D), (uk − fk) ∈

◦
W 1
p (D).

Последовательность uk сходится равномерно на компакт-
ных подмножествах D к функции u, принадлежащей про-
странству W 1

p (D′) в произвольной подобласти D′ b D, ко-
торая удовлетворяет интегральному тождеству (2) на проб-
ных функциях ϕ ∈ W 1

p (D) с компактным носителем в D.
Предельная функция не зависит от способов продолжения
и аппроксимации граничной функции f и называется обоб-
щённым решением задачи Дирихле (3).

Граничная точка x0 ∈ ∂D называется регулярной, если

lim
D3x→x0

uf (x) = f(x0)

для любой непрерывной на ∂D функции f .
Далее нам потребуется понятие ёмкости. Ёмкостью ком-

пакта K ⊂ B относительно относительно шара B ⊂ Rn на-
зывается число

Cp(K, B) = inf


∫
B

|∇ϕ|p dx : ϕ ∈ C∞0 (B), ϕ ≥ 1 на K

 .

Критерий регулярности граничной точки состоит в вы-
полнении равенства

∫
0

Cp
(
Bx0
r \D, Bx0

2r

)
rn−p


1
p−1

dr

r
=∞, (4)
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где Bx0
r — открытый шар с центром в точке x0 радиуса r, a

Bx0
r — его замыкание.
Для уравнения Лапласа это утверждение является клас-

сическим результатом Н. Винера [1]. В случае линейных
уравнений, когда p = 2, критерий получен в [2]. Если p 6= 2,
то достаточное условие регулярности граничной точки най-
дено В.Г. Мазьёй в [3]. Позже в работе [4] было показано,
что полученное в [3] достаточное условие регулярности яв-
ляется и необходимым.

Для уравнения вида (1), не содержащего малый пара-
метр ε, в статье [3] получена оценка модуля непрерывно-
сти решений задачи Дирихле в регулярной граничной точ-
ке. Настоящее сообщение посвящено оценке модуля непре-
рывности решений задачи Дирихле (3) для уравнения (1)
с постоянными, не зависящими от ε. Предполагается, что в
окрестности граничной точки границы x0 ∈ ∂D ∩ Σ допол-
нение областиD симметрично относительно гиперплоскости
Σ.

Прежде чем сформулировать полученный результат, по-
ложим

γ(r) =

Cp
(
Bx0
r \D, Bx0

2r )
)

rn−p


1
p−1

Теорема. Если выполнено условие (4), то при достаточ-
но малом ρ и r ≤ ρ/4 для решения uf задачи Дирихле (3)
справедливы оценки

ess sup
D∩Bx0r

|uf − f(x0)| ≤

≤ C

(
osc

∂D∩Bx0ρ
f + osc

∂D
f · exp

(
−k

ρ∫
r

γ(t)t−1 dt

))
, если p ≤ n,
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и
ess sup
D∩Bx0r

|uf − f(x0)| ≤

≤ C

(
osc

∂D∩Bx0ρ
f + osc

∂D
f · (r/ρ)1−n/p

)
, если p > n,

в которых положительные постоянные C и k зависят
только от n и p.
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ВЕЩЕСТВЕННОСТИ КОРНЕЙ МНОГОЧЛЕНОВ
©2020 В.П. Аносов
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В работе [1] Левина А.Ю. рассматривались функции ви-
да

f(z) =
n∑
k=0

akz
k (n 6∞)
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с положительными коэффициентами, для вещественности
корней которых были приведены необходимые условия, ко-
торые сформулируем в виде теоремы 1.

Теорема 1. Условия

a2
k > ak−1ak+1 (k > 1)

являются необходимыми условиями вещественности кор-
ней целой функции с положительными коэффициентами,
если её порядок меньше единицы.

Как утверждает Левин А. Ю., эти условия были ранее
отмечены М. Г. Крейном (см. [1, c. 72]). Мы считаем, что
можно дать прямое доказательство этого результата для
многочленов. А именно, мы докажем следующее утвержде-
ние.

Теорема 2. Если многочлен

fn(z) =
n∑
k=0

akz
k (1)

степени n > 2 с положительными коэффициентами име-
ет только вещественные корни, то необходимо, чтобы для
коэффициентов многочлена (1) была справедлива система
неравенств 

a2
n−1 > anan−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2
n−k > an−k+1an−k−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2

1 > a2a0 .

(2)

Прежде чем начать доказательство, поясним некоторые
обозначения. Систему неравенств в теореме 2 мы обозначи-
ли через (2), а через (2k) обозначим k-ую строку системы
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(2) сверху. Это пояснение относится и к последующим си-
стемам. А теперь приступим к доказательству теоремы 2 и
проведём его методом математической индукции. При n = 2
данное утверждение легко проверяется.

Пусть утверждение теоремы 2 справедливо для всех та-
ких многочленов степени n = m > 2. Докажем его для мно-
гочленов степени m + 1, то есть докажем неравенство (2)
для n = m + 1 и k = 1, 2, . . . ,m. Для этого воспользуемся
для многочлена fm+1(z) формулами Виета (см. [2, с. 512])

z1 + . . .+ zm+1 = − am
am+1

,

z1z2 + . . .+ zm · zm+1 = am−1

am+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z1 · z2 · . . . · zm+1 = (−1)m+1 a0

am+1
,

(3)

где z1, . . . , zm+1 — вещественные корни многочлена fm+1(z).
Отметим, что все эти корни отрицательные.

Наряду с многочленом fm+1(z) рассмотрим многочлен
m-ой степени

gm(z) = zm + bm−1z
m−1 + . . .+ b0,

корнями которого являются числа z1, . . . , zm, и для коэффи-
циентов которого b0, b1, . . . , bm−1, bm = 1 имеют место следу-
ющие равенства

z1 + . . .+ zm = −bm−1,

z1 · z2 + . . .+ zm−1 · zm = bm−2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z1 · z2 · zk + . . .+ zm−k+1 · . . . · zm = (−1)kbm−k,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z1 · z2 · . . . · zm = (−1)mb0 .

(4)
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Из (4), в силу отрицательности корней zi, вытекает, что bi >
0 для i = 0, 1, . . . ,m−1, а также, из предложения индукции,
следует справедливость неравенств

b2
i > bi−1bi+1, (i = 1, 2, . . . ,m− 1). (5)

Из (4) и (3) имеем равенства

−bm−1 + zm+1 = − am
am+1

,

bm−2 + zm+1(−bm−1) = am−1

am+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(−1)kbm−k + zm+1(−1)k−1bm−k+1 = (−1)k am−k+1

am+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b0zm+1 = (−1)m+1 a0

am+1
.

(6)

Возведя обе части равенства (61) в квадрат, будем иметь
равенство

b2
m−1 + 2zm+1(−bm−1) + z2

m+1 =
a2
m

a2
m+1

,

из которого, учитывая неравенство (5) при i = m− 1, полу-
чаем

a2
m

a2
m+1

> bm−2 + zm+1(−bm−1).

Отсюда, с учётом равенства (62), убеждаемся в справедли-
вости неравенства (21) для n = m+ 1 и k = 1.

Далее докажем справедливость неравенства (2k) при n =
m+ 1 и 1 < k 6 m+1

2
. Для этого возведём сначала обе части

равенства (6k) в квадрат. В результате получим

a2
m−k+1

a2
m+1

= b2
m−k − 2bm−k · bm−k+1 · zm+1 + z2

m+1b
2
m−k+1. (7)
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Затем перемножив, соответственно, левые и правые части
равенств (6k−1), (6k+1), будем иметь

am−k · am−k+2

a2
m+1

= bm−k+1 · bm−k−1 − bm−k−1 · bm−k+2zm+1−

−bm−k · bm−k+1 · zm+1 + z2
m+1 · bm−k · bm−k+2. (8)

Из (5) при i = m− k + 1 и i = m− k имеем, что

b2
m−k+1 > bm−k · bm−k+2, b

2
m−k > bm−k−1 · bm−k+1, (9)

из которых следует неравенство

bm−k · bm−k+1 > bm−k−1 · bm−k+2. (10)

Из (9) – (10) вытекает, что правая часть (8) меньше правой
части равенства (7). Отсюда следует справедливость нера-
венства (2k) при n = m + 1 и k 6 m+1

2
. Остальные неравен-

ства (2), то есть неравенства (2) при n = m+ 1 и m+1
2

< k 6
m вытекают из доказанных выше, если учесть что в том слу-
чае, когда многочлен fm+1(z) имеет отличные от нуля веще-
ственные корни, то и многочлен vm+1(z) = a0z

m+1+. . .+am+1

также имеет вещественные корни. Здесь следует отметить,
что утверждение, сформулированное в последнем предло-
жении, следует из равенства

fm+1(z) = zm+1vm+1(
1

z
).

Итак, мы доказали, что если утверждение теоремы 2
справедливо для всех n от 2 до m, то оно справедливо и
для n = m + 1. Тогда, на основании метода математиче-
ской индукции, заключаем, что теорема 2 справедлива для
любого n > 2. Теорема 2 доказана.
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Замечание 1. Константу 1, присутствующую в нера-
венствах a2

n−k > 1 · an−k−1 · an−k+1 теоремы 2, невозмож-
но увеличить. Сказанное подтверждается следующей ар-
гументацией. Рассмотрим функцию

fn(z) = (z + 1)n.

Коэффициенты ak этого многочлена равны

ak = (kn), k = 0, 1, . . . , n,

Но для этих коэффициентов не справедливо неравенство

a2
k > qak−1ak+1

при некотором q > 1, достаточно больших n > 2 и k =
1, 2, . . . , n− 1.

Замечание 2. Доказательство теоремы 2 можно све-
сти к теореме 53 из работы [3, c. 69], но доказательство
которой практически отсутствует.

Итак, мы привели одно из возможных доказательств
необходимых условий М.Г. Крейна вещественности корней
многочленов, которое является простым и экономным.
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ЛИУВИЛЛЕВА КЛАССИФИКАЦИЯ
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ПРОЕКТИВНОЙ ПЛОСКОСТИ
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Полученные результаты основываются на теории топо-
логической классификации интегрируемых гамильтоновых
систем, созданной А.Т. Фоменко и его школой (см. [1]). По-
дробнее о лиувиллевой классификации (т.е. о вычислении
инвариантов Фоменко-Цишанга) для геодезических потоков
см.[1].

Рассмотрим риманово многообразие вращения M = S2 с
естественными координатами (r;ϕ), r ∈ (0;L), ϕ ∈ R/2πZ, в
которых метрика вращения записывается в виде

ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2.

В окрестности полюсов введём локальные координаты

x = f(r) cosϕ, y = f(r) sinϕ.

При этом метрика в полюсах запишется в виде ds2 = dx2 +
dy2.

Рассмотрим интегрируемую гамильтонову систему на
кокасательном расслоении T ∗S2 с гамильтонианом

H =


p2
r

2
+

p2
ϕ

2f 2(r)
+ V (r), вне полюсов,

p2
x + p2

y

2
+ V (0), в полюсах

и первым интегралом

K =

{
pϕ, вне полюсов,
xpy − ypx, в окрестности полюсов.
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Представим проективную плоскость RP2 как фактор
сферы S2 по инволюции η, которая в координатах r, ϕ зада-
ётся формулой:

η(ϕ, r) = (ϕ+ π, L− r).

Полюса при инволюции переходят друг в друга: η(S) =
N, η(N) = S. Имеем:

T ∗RP2 = T ∗S2/η∗,

η∗(pr, pϕ, r, ϕ) = (−pr, pϕ, L− r, ϕ+ π).

Далее мы считаем, что f(r) = f(L − r) и V (r) = V (L − r),
чтобы f и V задавали функции на RP2.

Теорема 1
Рассмотрим систему (то есть геодезический поток с ли-

нейным интегралом и с инвариантным при вращениях по-
тенциалом) на многообразии вращения M ≈ RP2, задан-
ную парой функций (V (r); f(r)). Пусть Q3 — связная ком-
понента неособой изоэнергетической поверхности Q3

h. Пусть
W −W —молекула системы на Q3.

1) Метки на нецентральных рёбрах молекулы следую-
щие:

(a) на рёбрах между седловыми атомами метки: r =
∞, ε = +1;

(b) На рёбрах между седловыми атомами и атомами
типа A метка r = 0, за исключением тех случаев,
когда атом A отвечает неподвижной точке инво-
люции. В этом случае метка r = 1

2
. Метка ε в

обоих случаях равна +1.

2) Метки на центральных рёбрах молекулы следующие:
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(a) на ребре, соединяющем седловые атомы, метки
следующие: r =∞, ε = −1;

(b) Если молекулаW —W имеет тип A — A, то метка
r определяется следующим образом:

• если Q3
S2 ≈ RP3 то:

r = 1
4
, ε = +1;

• если Q3
S2 ≈ S1 × S2 то возможны два случая:

– r =∞, ε = +1;
– r =∞, ε = +1;

• если Q3
S2 ≈ S3 то:

r = 0, ε = +1;

3) Если молекулаW —W отлична от A— A, то она содер-
жит единственную семью, получаемую отбрасыванием
всех атомов A. Тогда значение метки n определяется
топологическим типом Q3

S2 и сечением атомов, соеди-
нённых центральным ребром, то есть:

• Если Q3
S2 ≈ RP3, то метка n равна 0.

• Если Q3
S2 ≈ S1×S2, то метка n равна либо 0, либо

-1.

• Если Q3
S2 ≈ S3, то метка n равна 1.
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕКЛАССИЧЕСКОГО
НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА1

©2020 А.И. Аристов
(Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова; ai_aristov@mail.ru)

Работа посвящена точным решениям уравнения

∂4u

∂t2∂x2
− ∂

∂t

(
u
∂u

∂t

)
+
∂2u

∂x2
= 0. (1)

В статье [1] рассмотрены начально-краевые задачи на
отрезке и на луче для модельного уравнения теории ионно-
звуковых волн

∂2

∂t2

(
∂2u

∂x2
− εu− ε2u2

2

)
+
∂2u

∂x2
= 0. (2)

Для первой задачи обоснована однозначная разрешимость,
по крайней мере, локально по времени, для второй получена
верхняя оценка времени существования слабого решения и,
кроме того, указаны начальные данные, для которых имеет
место мгновенное разрушение решения.

Уравнение (2) сводится к (1) с помощью линейной заме-
ны. В данной работе построено 6 классов точных решений
для (1), представимых через элементарные и специальные
функции.

Теорема 1. Существуют точные решения уравнения
(1), имеющие следующие типы качественного поведения:

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект 18-29-
10085мк).
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• ограниченность глобально по времени;

• ограниченность на любом ограниченном промежутке
времени, но не глобально;

• обращение в бесконечность на ограниченных проме-
жутках времени.

Справедливость этого утверждения вытекает из того,
что среди построенных решений имеются решения, соответ-
ствующие всем типам, перечисленным в теореме.

При построении точных решений использовались мето-
ды аддитивного и мультипликативного разделения перемен-
ных, метод бегущей волны и поиск решений специального
вида.
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ПРИМЕРЫ ГОЛОМОРФНО-ОДНОРОДНЫХ
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ В C4

©2020 А.В. Атанов
(Воронеж; atanov.cs@gmail.com)

Известная в комплексной геометрии задача классифика-
ции голоморфно-однородных гиперповерхностей в Cn реше-
на Э.Картаном для случая n = 2 (см. [1]). Решение ана-
логичной задачи при n = 3 также фактически завершено
(см., например, [2]). При этом в комплексных пространствах
больших размерностей к настоящему моменту отсутствуют
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нетривиальные примеры голоморфно-однородных гиперпо-
верхностей. В тексте строится пример одной голоморфно-
однородной гиперповерхности в C4.

Утверждение 1. Любая гиперповерхность из семей-
ства

Im(z4) = |z1|
(
Im(z2)2 + Im(z3)

)α
, α ∈ R \ {0}

является голоморфно-однородной в пространстве
C4
z1,z2,z3,z4

.
Для получения уравнения данного семейства гиперпо-

верхностей будем применять подход, использованный в ра-
ботах [2, 3] для случая C3. Данный подход основан на по-
строении реализаций абстрактных алгебр Ли в виде алгебр
голоморфных векторных полей.

В работе [3] описана процедура перехода от абстракт-
ной алгебры Ли к соответствующей алгебре голоморфных
векторных полей, касательных к однородным гиперповерх-
ностям. Базисные векторные поля такой алгебры будем за-
писывать в виде

ek = ak
∂

∂z1

+ bk
∂

∂z2

+ ck
∂

∂z3

+ dk
∂

∂z4

, k = 1, . . . , 7,

или, сокращённо, ek = (ak, bk, ck, dk). Здесь ak, bk, ck, dk —
голоморфные (в окрестности некоторой точки гиперповерх-
ности) функции четырёх переменных z1, z2, z3, z4.

Как известно, любое гладкое векторное поле в окрест-
ности неособой точки может быть выпрямлено подходя-
щим координатным диффеоморфизмом (под выпрямлени-
ем здесь понимается уменьшение количества переменных,
участвующих в записи векторного поля— вплоть до одной
переменной). В работе [3] для случая C3 показано, как такие
упрощения могут проводиться сразу для нескольких полей.
Очевидно, что выпрямление одного поля с учётом коммута-
ционных соотношений алгебры упрощает и остальные поля.
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Последовательно рассматривая все коммутаторы и посте-
пенно упрощая базисный набор полей, приходим к некото-
рому относительно простому виду указанного набора. Ин-
тегрируя затем систему уравнений в частных производных,
отвечающую рассматриваемым полям, можно получить яв-
ный вид уравнения голоморфно-однородной гиперповерхно-
сти.

Используя эту же технику, можно получать голоморфно-
однородные объекты и в случае C4.

Рассмотрим 7-мерную (разложимую) алгебру Ли g, опре-
деляемую следующими коммутационными соотношениями:

[e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3,

[e4, e7] = (h+ 1)e4, [e5, e6] = e4,

[e5, e7] = e5, [e6, e7] = he6, |h| 6 1.

(1)

Построение реализаций алгебры (1) в виде алгебр голо-
морфных векторных полей требует рассмотрения ряда под-
случаев. В простейшем из них можно считать, что три век-
торных поля имеют простейший вид:

e1 = (0, 0, 0, 1), e4 = (0, 0, 1, 0), e5 = (0, 1, 0, 0).

Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 2. Базис голоморфной реализации алгеб-

ры (1) допускает представление в виде

e1 = (0, 0, 0, 1), e2 = (z1, 0, 0, z4),

e3 =
(
2z1z4 + A3z

2
1 , 0, 0, z

2
4 − 1

4
A2

3z
2
1

)
,

e4 = (0, 0, 1, 0), e5 = (0, 1, 0, 0), e6 = (0, B6, z2, 0),

e7 =
(
A7z1, z2, 2z3 + C7,−1

2
A3A7z1

)
,

(2)

где A3, A7, B6, B7 ∈ C.
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Уравнение однородной гиперповерхности M , соответ-
ствующей алгебре (2), будем искать в виде Im(z4) =
F (z1, z2, z3, z4). Определяющая функция Φ = −Im(z4) + F
этой гиперповерхности должна удовлетворять системе семи
уравнений в частных производных

Re (ek (Φ)|M) ≡ 0, k = 1, . . . , 7.

Решив эту систему и выполнив элементарные преобразо-
вания координат, получим уравнение голоморфно-однород-
ной гиперповерхности вида

Im(z4) = |z1|
(
Im(z2)2 + Im(z3)

)α
, α ∈ R.
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О ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ ДЛЯ
НЕЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В

ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ
©2020 А.О. Бабаян

(Ереван; barmenak@gmail.com)

Пусть D = {z : |z| < 1}— единичный круг комплексной
плоскости, а Γ = ∂D— его граница. В области D рассмот-
рим уравнение(

∂

∂y
− λ1

∂

∂x

)2(
∂

∂y
− λ2

∂

∂x

)2

V (x, y) = 0, (x, y) ∈ D, (1)

где λ1, λ2 —различные действительные числа. Решение
уравнения (1) ищем в классе функций C4(D)∩C(1,α)(D∪Γ).
На границе Γ решение удовлетворяет условиям Дирихле:

V
∣∣
Γ

= f0(x, y), Vr
∣∣
Γ

= f1(x, y), (x, y) ∈ Γ. (2)

Здесь fk ∈ C(1−k,α)(Γ), k = 0, 1 — заданные функции, ∂
∂r
,

∂
∂θ

—производные, соответственно, по радиусу и аргументу
комплексного числа z = x+ iy = reiθ.

Как известно (см. [1]), задача Дирихле для неэллиптиче-
ского уравнения не является корректно поставленной, одна-
ко в этом случае также удаётся получить содержательные
результаты. В работе [2] рассмотрено уравнение uxy = 0 в
произвольной области. Были получены условия на границу
области, при которых задача Дирихле имеет решение. Да-
лее, в [3] было рассмотрено уравнение (1+λ)uxx−(1−λ)uyy =
0 в единичном круге и получены условия на λ, при кото-
рых однородная задача Дирихле для этого уравнения имеет
нетривиальные решения. В работах [4,5] исследована задача
Дирихле для строго гиперболической системы первого по-
рядка в произвольной области. Были получены условия на

54

геометрию границы области, при которых задача Дирихле
имеет решение.

В работе предлагается схема решения краевых задач в
единичном круге, основанная на представлении искомого
решения в виде ряда по полиномам Чебышева. Приведём
краткое описание метода и сформулируем полученный ре-
зультат. Общее решение уравнения (1) представим в виде:

V = Φ0(x+λ1y)+
∂

∂θ
Φ1(x+λ1y)+Ψ0(x+λ2y)+

∂

∂θ
Ψ1(x+λ2y)

Здесь Φj, Ψj —функции, подлежащие определению. Гранич-
ные условия (2) представим в эквивалентной форме:

Vx|Γ = F ;Vx|Γ = G;V (1, 0) = f0(1, 0). (3)

Здесь F = cos θf1 − r−1 sin θf
′
0 и G = sin θf1 + r−1 cos θf

′
0.

Подставим общее решение в равенства (3) и используем опе-
раторные тождества: ∂

∂x
∂
∂θ

= ∂
∂θ

∂
∂x

+ ∂
∂y
, ∂
∂y

∂
∂θ

= ∂
∂θ

∂
∂y
− ∂

∂x
.

Получим два уравнения для определения функций Φ
′
j, Ψ

′
j.

Φ
′

0(A1)+

(
∂

∂θ
+ λ1I

)
Φ
′

1(A1)+Ψ
′

0(A2)+

(
∂

∂θ
+ λ2I

)
Ψ
′

1(A2) =

= F (θ); λ1Φ
′

0(A1) +

(
λ1

∂

∂θ
− I
)

Φ
′

1(A2) + λ2Ψ
′

0(A2)+

+

(
λ2

∂

∂θ
− I
)

Ψ
′

1(A2) = G(θ), Aj = cos θ + λj sin θ, (4)

где j = 1, 2. Aргументы Aj представим в виде

Aj =
√

1 + λ2
j cos(θ−αj); cosαj =

1√
1 + λ2

j

, sinαj =
λj√

1 + λ2
j

.
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Тогда неизвестные функции будут зависеть от cos(θ−αj) и,
следовательно, могут быть представлены рядами по много-
членам Чебышева первого рода. Далее, приравнивая в урав-
нениях (4) коэффициенты при cos kθ и sin kθ, получим си-
стему линeйных уравнений четвёртого порядка для опреде-
ления коэффициентов этих рядов. Определитель этой систе-
мы, с точностью до ненулевого сомножителя, равен ∆k(γ) =
k2−U2

k−1(cos γ), где Uk−1 —многочлен Чебышева второго ро-
да степени k−1, γ = α2−α1. Учитывая, что при γ 6= 0, π име-
ем оценку |Uk−1(cos γ)| < k (см.[6], пункт 2.2) искомые ко-
эффициенты разложений определяем однозначно для про-
извольных граничных функций. Итак, получена следующая
теорема.

Теорема 1. Задача (1),(2) однозначно разрешима.
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НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ СДВИГОВОГО
ТЕЧЕНИЯ НЕРАВНОМЕРНО НАГРЕТОЙ

ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ
©2020 Е.С. Барановский, А.А. Домнич, М.А. Артемов

(Воронеж, ВГУ; esbaranovskii@gmail.com)

В настоящей работе изучается математическая модель,
описывающая установившееся сдвиговое течение несжима-
емой вязкой жидкости между плоскостями z = −h и z = h.
Предполагается, что течение обусловлено действием посто-
янного перепада давления ∂p/∂x = −ξ и осуществляется
в условиях пристенного скольжения типа Навье при нали-
чии теплового потока ω:

− d

dz

{
µ[θ(z)]u′(z)

}
= ξ, z ∈ [−h, h],

− d

dz

{
k[θ(z)]θ′(z)

}
= ω(z), z ∈ [−h, h],

µ[θ(h)]u′(h) = −χ[θ(h)]u(h),

µ[θ(−h)]u′(−h) = χ[θ(−h)]u(−h),

k[θ(h)]θ′(h) = −βθ(h),

k[θ(−h)]θ′(−h) = βθ(−h),

(A)

где u — скорость течения жидкости вдоль оси x; θ — тем-
пература; µ[θ], k[θ], χ[θ] — коэффициенты вязкости, тепло-
проводности и проскальзывания соответственно; β — посто-
янный коэффициент теплообмена на стенках канала.

Неизвестными в системе (A) являются скорость u и тем-
ператрура θ, а все остальные функции и величины счита-
ются заданными. Предположим, что:

(C1) функция ω : [−h, h]→ R является чётной и принадле-
жит пространству Лебега L2[−h, h];
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(C2) функции χ : R→ R, µ : R→ R, k : R→ R непрерыв-
ны;

(C3) существует константа k0 такая, что 0 < k0 ≤ k(s) для
любого s ∈ R;

(C4) для любого r > 0 существуют константы χr и µr такие,
что 0 < χr ≤ χ(s) и 0 < µr ≤ µ(s) для ∀s ∈ [−r, r];

(C5) выполнено неравенство β > 0.

Введём следующие обозначения:

vh
def
= (2h)−1

∫ h

−h
v(z) dz,

H1
even[−h, h]

def
= {v ∈ H1[−h, h] : v(−z) = v(z) ∀z ∈ [−h, h]},

где H1[−h, h] —пространство Соболева.

Определение. Слабым решением задачи (A) назовём
пару функций (u, θ) ∈ H1

even[−h, h]×H1
even[−h, h] такую, что∫ h

−h
µ[θ(z)]u′(z)ψ′(z) dz + 2χ[θ(h)]u(h)ψ(h) = ξ

∫ h

−h
ψ(z) dz,

∫ h

−h
k[θ(z)]θ′(z)ψ′(z) dz + 2βθ(h)ψ(h) =

∫ h

−h
ω(z)ψ(z) dz

для любой пробной функции ψ ∈ H1
even[−h, h].

Сформулируем теперь основные результаты работы.

Теорема. Пусть выполнены условия (С1)–(С5). Тогда

(i) задача (A) имеет по крайней мере одно слабое реше-
ние;
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(ii) если (u, θ) — слабое решение задачи (A), то на стен-
ках канала z = ±h выполнены соотношения:

u(h) = u(−h) =
ξh

χ[ωhhβ−1]
, θ(h) = θ(−h) = ωhhβ

−1;

(iii) если (u, θ) — слабое решение задачи (A), то выполнены
следующие энергетические равенства:∫ h

−h
µ[θ(z)]|u′(z)|2 dz + 2χ[θ(h)]u2(h) = 2hξuh,

∫ h

−h
k[θ(z)]|θ′(z)|2 dz + 2βθ2(h) =

∫ h

−h
ω(z)θ(z) dz;

(vi) если (u, θ) и (v, θ) — слабые решения задачи (A), то
u = v;

(v) если k удовлетворяет условию Липшица с констан-
той M , где M < min{k2

0, β
2}/
(
‖ω‖L1[−h,h] max{1, 4h}

)
,

то задача (A) имеет единственное слабое решение.

Замечание. В линейной постановке задача о протека-
нии неравномерно нагретой вязкой жидкости сквозь огра-
ниченный сосуд c двумя плоскими отверстиями рассмотре-
на в [1]. В статье [2] изучается обратная задача для эволю-
ционной линейной модели однонаправленного термограви-
тационного движения вязкой жидкости в плоском канале.
В работе [3] предложена модель оптимального граничного
управления неизотермическим течением жидкости через за-
данную локально-липшицеву область Ω ⊂ Rd, d = 2, 3.
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ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ
БИЛЛИАРДОВ НА КВАДРИКАХ В
ТРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ1

©2020 Г.В. Белозеров
(Москва; gleb0511beloz@yandex.ru)

Теории математического биллиарда, т. е. задаче о движе-
нии материальной точки в плоской области, ограниченной
кусочно-гладкой кривой с абсолютно упругим отражением
на границе, посвящено много работ.

Биллиарды в областях, ограниченных дугами софокус-
ных квадрик, являются интегрируемыми гамильтоновыми
системами. Такие системы с точностью до лиувиллевой эк-
вивалентности начали изучатьcя в работах В. Драговича,
M. Раднович [1], [2], а также В. В. Ведюшкиной (Фокиче-
вой) [3], [4].

Данная работа посвящена интегрируемым геодезиче-
ским биллиардам на поверхностях положительной и отри-
цательной гауссовой кривизны, a именно на невырожден-
ных квадриках E, т.е. на эллипсоиде, однополостном и дву-
полостном гиперболоидах. Биллиардным столом на такой

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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квадрике E назовём замкнутую область, ограниченную ко-
нечным числом квадрик, софокусных с данной, и имеющую
углы излома на границе равные

π

2
. Возникает динамиче-

ская система: материальная точка (шар) движется по бил-
лиардному столу вдоль геодезических с постоянной по моду-
лю скоростью, отражаясь от границы абсолютно упруго. На
множестве биллиардных столов (на фиксированной квадри-
ке) введём отношение эквивалентности. Назовём две обла-
сти эквивалентными в том и только в том случае, когда они
получаются друг из друга элементарными преобразования-
ми. Автором получена полная классификация биллиардных
столов на квадриках. Оказывается, что на эллипсоиде есть
ровно 21 тип неэквивалентных биллиардных столов, на од-
нополостном гиперболоиде – 21, а на двуполостном – 13.

Интегрируемость этих биллиардов следует из известной
теоремы Якоби – Шаля. Далее автор полностью классифи-
цировал все такие геодезические биллиарды с точностью до
лиувиллевой эквивалентности. Как оказалось, на эллипсои-
де их ровно 7, на однополостном гиперболоиде тоже 7, а на
двуполостном – 6.

Далее оказалось, что некоторые геодезические биллиар-
ды на квадриках разного типа лиувиллево эквивалентны. В
итоге, на квадриках в R3 есть ровно 10 лиувиллево неэкви-
валентных биллиардов.

Как оказалось, существует частичное соответствие меж-
ду геодезическими биллиардами на эллипсоиде и плоскими
биллиардами внутри эллипса. При этом омбилические точ-
ки заменяются фокусами, а сетка эллиптических коорди-
нат на эллипсоиде — на сетку на плоскости. Для биллиардов
на двуполостном гиперболоиде автором доказаны следую-
щие 2 теоремы. Первая утверждает существование взаимно
однозначного соответствия между биллиардными столами
на двуполостном гиперболоиде и биллиардными столами на
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плоскости, ограниченными софокусными квадриками. При
этом отношение эквивалентности биллиардных столов со-
храняется. Вторая теорема утверждает существование вза-
имно однозначного соответствия между плоскими билли-
ардными системами (ограниченными софокусными квадри-
ками) и геодезическими биллиардными системами на двупо-
лостном гиперболоиде. Это соответствие сохраняет лиувил-
леву эквивалентность. Интересно, что для однополостного
гиперболоида даже частичного соответствия нет.

Также оказалось, что все найденные геодезические бил-
лиарды на квадриках лиувиллево эквивалентны некоторым
известным интегрируемым системам из физики, механики
и геометрии.
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О ВЛИЯНИИ ЛИНЕЙНО ВОЗРАСТАЮЩЕГО
ВДУВА И ЛИНЕЙНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО

ФАКТОРА НА ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИЙ
ФУНКЦИОНАЛОВ ГИПЕРЗВУКОВОЙ

АЭРОДИНАМИКИ
©2020 Г. Г. Бильченко (мл.), Н.Г. Бильченко
(Казань; ggbil2@gmail.com; bilchnat@gmail.com)

В данной работе, продолжающей исследования свойств
полученной с помощью метода обобщённых интегральных
соотношений А. А. Дородницына [1] математической моде-
ли ламинарного пограничного слоя (ЛПС) электропрово-
дящего газа на проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов
(ГЛА) [2–7], рассматривается влияние следующего сочета-
ния управляющих воздействий: линейно возрастающего
вдува, линейного температурного фактора и постоянно-
го магнитного поля на интегральные характеристики теп-
ломассообмена и трения и суммарную мощность системы,
обеспечивающей вдув.

1. Постановка задачи. В прямой задаче [7]

(m, τw, s)→ (q, f, η;Q,F,N) (1)

по заданным управлениям: m(x) – вдуву в ЛПС, где x ∈
X = [0; 1], а ось x направлена вдоль контура тела; τw(x) =
Tw(x)/Te0 – температурному фактору, где Tw(x) – темпе-
ратура стенки, а Te0 – температура в точке торможения
x0 = 0 потока; s(x) = σB2

0(x) – магнитному полю требу-
ется рассчитать параметры θ0 (x;m, τw, s), θ1 (. . .), ω0 (. . .),
ω1 (. . .) математической модели ЛПС [2, 7] для случаев об-
текания боковой поверхности кругового цилиндра и поверх-
ности сферического носка. Для нахождения параметров θ0 ,
. . ., ω1 ЛПС применяется объединённая аппроксимирую-
щая система обыкновенных дифференциальных уравнений
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(5)–(8) [7] с начальными условиями, полученными из объ-
единённой нелинейной алгебраической системы (10)–(13)
[7]. После этого определяются локальный тепловой поток
q (x;m, τw, s); локальное напряжение трения f (x;m, τw, s);
локальная мощность η (x;m, τw, s) системы, обеспечиваю-
щей вдув. Затем (для xk = 1) определяются интегральный
тепловой поток (2) [7]

Q (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4
(
λ

Cp

∂H

∂y

)
y=0

· dx ; (2)

суммарная сила трения Ньютона (3) [7]

F (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4
(
µ
∂u

∂y

)
y=0

· dx ; (3)

вычисляемая с использованием фильтрационного закона
Дарси суммарная мощность (4) [7]

N (m, τw, s) =

∫ xk

0

(2πr)k4av2
w(x) · dx (4)

системы, обеспечивающей вдув. В (2)–(4) коэффициент k4 =
0 для боковой поверхности цилиндра, k4 = 1 для поверхно-
сти сферического носка с радиусом r(x).

2. Вычислительные эксперименты. Пусть фиксиро-
ваны значения неизменяемых параметров:

число Маха M∞ ∈ [10; 40] ; (5)

высота полёта H ∈ [10; 30] [км] ; (6)

радиус тела R ∈ [0,1; 1] [м] . (7)

Пусть диапазоны изменения управляющих параметров
ограничены:

m ∈M c = [0; 1] ; (8)
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τw ∈ T cpr = [0,15; 0,9] , T cpr ⊂ T cth = [0; 1] ; (9)

s ∈ Sc = [0; 5 · 104] [Тл/(Ом · м)] . (10)

Далее индекс “w” параметра τw и размерность [Тл/(Ом ·м)]
параметра s опущены. Обозначим

Md
05 = {0; 0,05; . . . ; 1} ⊂M c; (11)

Md
25 = {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1} ⊂Md

05 ; (12)

Md
25′ = {0,25; 0,5; 0,75} ⊂Md

25 ; (13)

T d05,th = {0; 0,05; . . . ; 0,95; 1} ⊂ T cth ; (14)

T d05,pr = {0,15; 0,2; . . . ; 0,9} = T d05,th ∩ T cpr ; (15)

T d15 = {0,15; 0,3; . . . ; 0,9}⊂T d05,pr ; (16)

T d15′ = {0,15; 0,45; 0,6} ⊂ T d15 ; (17)

Sd25 = {0; 2,5 · 104; 5 · 104} ⊂ Sc. (18)

Линейный вдув m(x), определяемый законом (8) [8]

m(x) = m(x;m0,m1) = m0 · (1− x) +m1 ·x =

= m0 +m′ ·x , где m0 ,m1 ∈M c, m′ = m1 −m0 , (19)

назовём [9] возрастающим (для m′ > 0) или убывающим
(для m′ < 0) слабо при |m′| ∈ (0; 0,3), умеренно при |m′| ∈
[0,3; 0,7), сильно при |m′| ∈ [0,7; 1].

Линейный температурный фактор τ(x), определяемый
законом (8) [10]

τ(x) = τ(x; τ0, τ1) = τ0 · (1− x) + τ1 ·x =

= τ0 + τ ′ ·x , где τ0 , τ1 ∈T c, τ ′ = τ1 − τ0 , (20)

назовём [9] возрастающим (для τ ′ > 0) или убывающим
(для τ ′ < 0) слабо при |τ ′| ∈ (0; 0,25), умеренно при |τ ′| ∈
[0,25; 0,5), сильно при |τ ′| ∈ [0,5; 0,75].
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На рис. 1–6 представлены (символ “�”) результаты вы-
числительных экспериментов (для удобства сравнения с [3–
7] выполненных для воздуха в атмосфере Земли при H =
10 [км], M∞ = 10, R = 0,1 [м]), для случаев [9, 11]

(m′= + 0,25; τ ′= + 0,15), (m′= + 0,25; τ ′= − 0,15),

(m′= + 0,25; τ ′= + 0,45), (m′= + 0,25; τ ′= − 0,45),

(m′= + 0,50; τ ′= + 0,15), (m′= + 0,50; τ ′= − 0,15)

управлений (19), (20) при m0 ,m1 ∈Md
25 , τ0 , τ1 ∈T d15 , s ≡ 0.
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Рис. 1. Случай m′= + 0,25, τ ′= + 0,15, s ≡ 0
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Рис. 2. Случай m′= + 0,25, τ ′= − 0,15, s ≡ 0

Сопоставляя [8, 10] элементам множествMd
05 и T d05,th бук-

вы латинского алфавита от “a” до “u”, элементам T d05,pr – бук-
вы от “d” до “s”, отметим положение пар (Q,F ) для некото-
рых сочетаний управлений. Например, “afdg” соответствует
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(m0 = 0,0; m1 = 0,25; τ0 = 0,15; τ1 = 0,3). На рис. 1–6 пред-
ставлены образы линий двух семейств [7]

M =
{{

(m, τ, s)
∣∣m=Const∈M c

}∣∣τ =Const∈T d05 , s≡ 0
}
,

T =
{{

(m, τ, s)
∣∣τ =Const∈T c

}∣∣m=Const∈Md
05 , s≡ 0

}
.
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Рис. 3. Случай m′= + 0,25, τ ′= + 0,45, s ≡ 0
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Рис. 4. Случай m′= + 0,25, τ ′= − 0,45, s ≡ 0

3. Замечания. 1) Исследование влияния другого соче-
тания управляющих воздействий: линейно убывающего
вдува, линейного температурного фактора и постоянно-
го магнитного поля на интегральные характеристики теп-
ломассообмена и трения и суммарную мощность системы,
обеспечивающей вдув, проводится в работе [12].
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2) Графики параметров θ0 (x) , . . . , ω1 (x) математичес-
кой модели ЛПС и локальных зависимостей q(x) и f(x)
представлены в [9, 11].
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Рис. 5. Случай m′= + 0,50, τ ′= + 0,15, s ≡ 0
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О ВЛИЯНИИ ЛИНЕЙНО УБЫВАЮЩЕГО
ВДУВА И ЛИНЕЙНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО

ФАКТОРА НА ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИЙ
ФУНКЦИОНАЛОВ ГИПЕРЗВУКОВОЙ

АЭРОДИНАМИКИ
©2020 Г. Г. Бильченко (мл.), Н.Г. Бильченко
(Казань; ggbil2@gmail.com; bilchnat@gmail.com)

В данной работе, сохраняющей все обозначения и сокра-
щения работы [1] и продолжающей исследование свойств
полученной с помощью метода обобщённых интегральных
соотношений А. А. Дородницына математической модели
ЛПС электропроводящего газа на проницаемых цилиндри-
ческих и сферических поверхностях ГЛА, рассматривается
влияние следующего сочетания управляющих воздействий:
линейно убывающего вдува, линейного температурного
фактора и постоянного магнитного поля на интегральные
характеристики тепломассообмена и трения и суммарную
мощность системы, обеспечивающей вдув.

1. Вычислительные эксперименты. Результаты вы-
числительных экспериментов, выполненных в условиях (5)–
(10) [1] по схеме [7–11] из [1] для управлений (19), (20) [1]
при m0 ,m1 ∈Md

25 , τ0 , τ1 ∈T d15 , s ≡ 0, для случаев [2–4]

(m′= − 0,25; τ ′= + 0,15), (m′= − 0,25; τ ′= − 0,15),

(m′= − 0,25; τ ′= + 0,45), (m′= − 0,25; τ ′= − 0,45),

(m′= − 0,50; τ ′= + 0,15), (m′= − 0,50; τ ′= − 0,15)

для воздуха в атмосфере Земли при H = 10 [км], M∞ = 10,
R = 0,1 [м], представлены (символ “�”) на рис. 1–6.

2. Замечания. 1) Графики параметров θ0 (x) , . . . , ω1 (x)
математической модели ЛПС представлены в [2, 3], а ло-
кальных зависимостей q(x) и f(x) – в [2, 4].
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Рис. 1. Случай m′= − 0,25, τ ′= + 0,15, s ≡ 0
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Рис. 2. Случай m′= − 0,25, τ ′= − 0,15, s ≡ 0
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Рис. 3. Случай m′= − 0,25, τ ′= + 0,45, s ≡ 0

2) Результаты вычислительных экспериментов, а также
результаты [1, 5, 6] могут быть использованы в качестве мо-
делей ограничений (33)–(35) [7] и (451)–(45r) [8] в задачах
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синтеза эффективного управления, как на всём участке, так
и на его фрагментах.

    0    0.1    0.2    0.3     Q    
 0 
   
   
   

0.1
   
   
   

0.2
   

 F 
   
   

 QF
 cyl

 nn
 

    0          0.1           Q    
 0 
   
   
   
   
0.1
   
 F 
   
   

 QF
 sph

 nn
 

fasj
fapg

famd

upmd pkmd
kfmd

Рис. 4. Случай m′= − 0,25, τ ′= − 0,45, s ≡ 0
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Рис. 5. Случай m′= − 0,50, τ ′= + 0,15, s ≡ 0
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Рис. 6. Случай m′= − 0,50, τ ′= − 0,15, s ≡ 0
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3) Кроме представленных (здесь и в [1]) зависимостей
Q, F , исследовано влияние предложенных сочетаний m и τ
на Q, F , N при различных постоянных значениях s ∈ Sd25

магнитного поля.
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ КРИВЫХ,
ЗАДАВАЕМЫХ ОПРЕДЕЛЯЮЩИМИ

УРАВНЕНИЯМИ. ЧАСТЬ 2
©2020 Г. Г. Бильченко (ст.)
(Казань; ggbil40@gmail.com)

Рассматривается движение механической системы, со-
стоящей из носителя и груза, совершающего заданное дви-
жение по отношению к носителю [1–3]. В алгоритмах уста-
новления типа двусторонних движений носителя по гори-
зонтальной плоскости используются определяющие выра-
жения [4].

В рассматриваемом сообщении устанавливается важное
свойство определяющих уравнений, записанных для опреде-
ляющих выражений I2 (ϕ; β) и I3 (ϕ; β) – отсутствие других
точек пересечения, кроме единственной точки M0 (0; β0) [5].

Ключевые слова: носитель, груз, угол установки кана-
ла, определяющие уравнения, двусторонние движения носи-
теля.

1. Дифференциальные уравнения движения но-
сителя.

Рассматривается движение механической системы, со-
стоящей из носителя и груза [1–4]. Носитель, располагаясь
всё время в горизонтальной плоскости, двигается поступа-
тельно по прямолинейной траектории. Носитель имеет пря-
молинейный канал, по которому может перемещаться груз.
Ось канала расположена в вертикальной плоскости, про-
ходящей через траекторию носителя. Пусть закон движе-
ния груза в канале задан в виде ` · sin(ωt), где ` = const,
ω = const, а силы сопротивления среды движению носите-
ля моделируются силами типа кулонова трения. Тогда диф-
ференциальные уравнения движения носителя (ДУДН), со-
гласно [1, 2], будут следующими

ẍ = β · (cosϕ+ f · sinϕ) · sin (ωt)− γ при ẋ > 0 ; (1)
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ẍ = β · (cosϕ− f · sinϕ) · sin (ωt) + γ при ẋ < 0 ; (2)

ẍ = 0 при ẋ = 0 , (3)

где x – координата носителя; ϕ – угол установки канала;
β= ` ·ω2 · m

m+M
; γ= g · f ; M – масса носителя; m – масса

груза; g – ускорение свободного падения; f – коэффициент
трения скольжения в движении, равный коэффициенту тре-
ния скольжения в покое, для пары материалов «носитель –
подстилающая горизонтальная плоскость». Пусть угол уста-
новки канала

0 ≤ ϕ <
π

2
. (4)

Предполагается, что выполнено неравенство [3]

β · sinϕ ≤ g , (5)

которое гарантирует безотрывное от горизонтальной плос-
кости движение носителя. Если β ≥ g, то из (5) вытекает
вместо (4) ограничение на угол установки канала

0 ≤ ϕ ≤ arcsin

(
g

β

)
. (6)

2. Условия двусторонних движений носителя из
состояния покоя.

Условием того, чтобы ДУДН (1) имело место в действи-
тельной динамике носителя является неравенство

β · (cosϕ+ f · sinϕ) > γ , (7)

а условием реализации ДУДН (2) в действительной дина-
мике будет неравенство

β · (cosϕ− f · sinϕ) > γ . (8)

77



При этом, так как ϕ ≥ 0, то cosϕ + f · sinϕ > 0 всегда, а
из требования cosϕ− f · sinϕ > 0 вытекает ограничение на
угол установки канала в виде

0 ≤ ϕ < arctg
1

f
. (9)

Ранее [3] было установлено, что если

β >
γ√

1 + f 2
, (10)

а ϕ ∈
−→
Φ ≡ (−→ϕ1;−→ϕ2), где

−→ϕ1 (β) = 2 arctg
β · f −

√
β2(1 + f 2)− γ2

β + γ
,

−→ϕ2 (β) = 2 arctg
β · f +

√
β2(1 + f 2)− γ2

β + γ
,

то носитель может двигаться из состояния покоя в положи-
тельном направлении оси Ox, т.е., ДУДН (1) может иметь
место в действительной динамике носителя.

Если (10) выполнено, а ϕ ∈
←−
Φ ≡ (←−ϕ1;←−ϕ2), где←−ϕ1 = −−→ϕ2 ,←−ϕ2 = −−→ϕ1 , то носитель может двигаться из состояния покоя

в отрицательном направлении оси Ox, т.е., ДУДН (2) может
иметь место.

Было показано [3], что если

β > γ , (11)

а угол установки канала ϕ ∈
←−−→
Φ ≡ (−→ϕ1;←−ϕ2), то из состояния

покоя носитель может двигаться как в положительном, так
и в отрицательном направлении оси Ox, т.е., могут реали-
зовываться ДУДН (1) и (2).
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Тогда, с учётом (6), двусторонние движения носителя из
состояния покоя в рассматриваемом случае возможны, если

ϕ ∈ [0;←−ϕ 2 (β)) при β1 < β < β2 ; (12.1)

ϕ ∈
[
0; arcsin

(
g

β

)]
при β2 ≤ β , (12.2)

где β1 = γ; β2 = g ·
√

1 + 4 · f 2 – корень уравнения

2 arctg
− β2 · f +

√
β2

2 (1 + f 2)− γ2

β2 + γ
= arcsin

(
g

β2

)
. (13)

3. Определяющие уравнения.
Пусть угол установки канала таков, что выполняются

условия (12). При этом вводятся

τ+ =
1

ω
arcsin

γ+

β
, τ−=

1

ω
arcsin

γ−
β
,

где

γ+ =
γ

cosϕ+ f · sinϕ
, γ−=

γ

cosϕ− f · sinϕ
.

Затем, следуя [4], выделяются определяющие выражения

I1 (ϕ; β) =
√
β2 − γ2

+ +
√
β2 − γ2

− −

− γ+ ·
[
π + arcsin

(
γ−
β

)
− arcsin

(
γ+

β

)]
;

I2 (ϕ; β) =
√
β2 − γ2

+ +
√
β2 − γ2

− −

− γ− ·
[
π + arcsin

(
γ+

β

)
− arcsin

(
γ−
β

)]
;

I3 (ϕ; β) =
√
β2 − γ2

+ −
γπ

cosϕ
+
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+ β · cos

[
arcsin

(
γ+

β

)
+ π · f · tgϕ

]
,

используя которые, можно записать определяющие уравне-
ния

I1 (ϕ; β) = 0 ; (14)

I2 (ϕ; β) = 0 ; (15)

I3 (ϕ; β) = 0 . (16)

Определяющее выражение I3 (ϕ; β) привлекается для
установления типа движения носителя, когда I1 (ϕ; β) > 0 и
I2 (ϕ; β) > 0. При этом [4]

T
2

+τ−∫
τ+

[
β · (cosϕ+ f · sinϕ) · sin (ωt)− γ

]
· dt > 0 (17)

и

−
T+τ+∫

T
2

+τ−

[
β · (cosϕ− f · sinϕ) · sin (ωt) + γ

]
· dt > 0 . (18)

Неравенства (17) и (18) приводятся к виду

β [cos (ωτ+) + cos (ωτ−)]− γ+ [π + ωτ− − ωτ+] > 0 (19)

и

β [cos (ωτ+) + cos (ωτ−)]− γ− [π + ωτ+ − ωτ−] < 0 . (20)

Неравенства (19) и (20) сводятся к одному неравенству

γ− [π + ωτ+ − ωτ−] > γ+ [π + ωτ− − ωτ+] ,

которое принимает вид

arcsin

(
γ−
β

)
− arcsin

(
γ+

β

)
< π · f · tgϕ , (21)
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т.е., при I1 (ϕ; β) > 0 и I2 (ϕ; β) > 0 рассматриваются только
такие механические системы «носитель – груз», параметры
которых удовлетворяют условию (21).

Если ϕ = 0, то

γ+ = γ− = γ = g · f ,

I2 = I3 = I = 2
√
β2 − γ2 − γ · π ,

а (15) и (16) приводятся к одному виду I = 0. Откуда

β0 = γ ·
√
π2 + 4

2
. (22)

Т.е., на плоскости (ϕ; β) кривые, задаваемые уравнениями
(15) и (16), имеют одну общую точку M0 (0; β0).

Пусть теперь ϕ 6= 0. Покажем, что на плоскости (ϕ; β) в
области, где определённые условиями (12) допустимы дву-
сторонние движения носителя из состояния покоя, не суще-
ствует ни одной точки M∗ (ϕ∗; β∗), в которой I2 (ϕ∗; β∗) = 0
и I3 (ϕ∗; β∗) = 0, отличной от точки M0 (0; β0).

Сделаем предположение, что такая точка найдётся, т.е.,
определяющие уравнения (15) и (16) совместны при условии
(21).

При этом несовпадающие члены уравнений (15) и (16)
должны быть равными, т.е.,√

β2 − γ2
− − γ− ·

[
π + arcsin

(
γ+

β

)
− arcsin

(
γ−
β

)]
=

= β · cos

[
arcsin

(
γ+

β

)
+ π · f · tgϕ

]
− γπ

cosϕ
. (23)

После замены β = k · γ− , где k > 1, условие (21) запи-
шется в виде

arcsin

(
1

k

)
− arcsin

(
1

k
· 1− z

1 + z

)
< π · z , (24)

81



а уравнение (23) будет иметь вид

k · cos

[
arcsin

(
1

k
· 1− z

1 + z

)
+ π · z

]
+

+ arcsin

(
1

k
· 1− z

1 + z

)
+ π · z =

√
k2 − 1 + arcsin

(
1

k

)
, (25)

где z = f · tgϕ. Уравнение (25) удовлетворяется если

arcsin

(
1

k
· 1− z

1 + z

)
+ π · z = arcsin

(
1

k

)
,

т.е.,

arcsin

(
1

k

)
− arcsin

(
1

k
· 1− z

1 + z

)
= π · z . (26)

Уравнение (26) противоречит условию (24), что доказыва-
ет факт отсутствия других точек пересечения кривых, за-
даваемых определяющими уравнениями (15) и (16), кроме
единственной точки M0 (0; β0).

Заключение. Установленные в Частях 1 и 2 свойства
кривых, задаваемых определяющими уравнениями I1 = 0,
I2 = 0 и I3 = 0, гарантируют разбиение области плоскости
(ϕ; β), где определённые условиями (12) допустимы двусто-
ронние движения носителя из состояния покоя, на подоб-
ласти, в каждой из которых будет своя комбинация значе-
ний определяющих выражений, что используется в процессе
установления типа движений носителя.
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О РАЗВИТИИ ТЕОРИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ И ВКЛАДЕ М.А.

КРАСНОСЕЛЬСКОГО1

©2020 Е.М. Богатов
(Старый Оскол, Губкин; embogatov@inbox.ru)

В начале XX в. в математическом мире обнаружился ин-
терес к матрицам вида

A = {aij ≥ 0}. (1)

С одной стороны, это было связано с изучением ма-
лых колебаний упругих континуумов (развитие идей Ш.Ф.
Штурма), а с другой - с появлением марковских цепей и
стохастических матриц. Первые результаты о положитель-
ных собственных значениях матриц (1) были получены О.
Перроном и Ф.Г. Фробениусом в 1907-1908 гг. [1]2.

Исследования И. Фредгольма и Д. Гильберта открыли
дорогу для обобщения теоремы Перрона-Фробениуса3 на ин-
тегральные уравнения Фредгольма 2-го рода с положитель-
ным ядром. Это обобщение было выполнено учеником Фро-
бениуса Р. Ентчем в 1912г. [1].

Более интересные результаты были получены москов-
ским математиком П.С. Урысоном в 1918 г. [1] в контек-
сте исследования положительной разрешимости нелинейно-
го уравнения

y = µ

b∫
a

K(x, s, y(s))ds. (2)

1Работа выполнена при поддежке РФФИ, проект 20-011-00402.
2Ссылка на работу [1] здесь и далее означает, что в ней имеются

выходные данные статей цитируемых в тексте авторов.
3О существовании наибольшего по модулю собственного значения

матрицы (1).
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Урысон доказал существование положительных собствен-
ных значений (2), пользуясь методом последовательных
приближений и оценил спектральный интервал порождён-
ного задачей (2) оператора.

В 1935 г. П.С. Александров и Х. Хопф продемонстриро-
вали оригинальный подход к доказательству теоремы суще-
ствования положительных решений матричного уравнения

Ay = λy, (3)

применив теорему Брауэра о неподвижной точке [1].
Дальнейшее продвижение в исследованиях положитель-

ных решений (3), где A—положительный оператор произ-
вольной природы, оказалось более естественным проделы-
вать в функционально-аналитическом контексте. Оно было
связано с именем М.Г. Крейна, который ввёл понятие конуса
K в банахово пространство E и позитивного функционала
в K, исследуя проблему моментов4.

Отметим, что понятие позитивного функционала было
также дано в работе Л.В. Канторовича [2] также в рамках
исследования проблемы моментов (1937). Более того, конце
1930-х гг. им была создана теория полуупорядоченных про-
странств, позволяющая, в частности, ответить на вопрос о
положительной разрешимости уравнений вида (3) в одной
из самых общих постановок [1].

С конца 1930-х гг. М. Крейн вместе со своим учеником
М. Рутманом стали активно разрабатывать теорию кону-

4Здесь видятся минимум три побудительных мотива. Первый —
дальнейшая «геометризация» банаховых пространств в стиле поль-
ской математической школы, обобщение теоремы Асколи-Мазура.
Второй - возможность развития идей Александрова-Хопфа на основе
теоремы Шаудера о неподвижной точке, в которой фигурирует выпук-
лое подмножество банахова пространства E, инвариантное относитель-
но оператора A. И третий - изоморфность множества положительных
функций из пространства C[a, b] некоторому конусу K ⊂ E.
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сов в банаховых пространствах. При этом большая часть
результатов была получена ими для линейных операторов
(в пространствах с конусом), и уже на их основе стало воз-
можно обобщение теоремы Ентча на нелинейный случай.
Итогом 10-летней работы М. Крейна и М. Рутмана стала
фундаментальная статья, опубликованная в УМН в 1948 г.
[1] и вошедшая в золотой фонд отечественной науки.

Следующий этап в развитии теории положительных опе-
раторов ассоциируется с именем М.А. Красносельского и
воронежской математической школой [3]. С 1947 по 1952 г.,
Красносельский работал в НИИ математики АН УССР, по-
сещал семинары М.Г. Крейна по функциональному анализу
и Н.Н. Боголюбова по нелинейной механике. Это оказало
существенное влияние на его научное мировоззрение. В ре-
зультате

• теория конусов попала в число приоритетных для
Красносельского методов исследования нелинейных
интегральных уравнений5;

• знание передовых идей и актуальных задач нелиней-
ной механики6 дало возможность для проверки рабо-
тоспособности разрабатываемых конусных методов.

В исследованиях М.А. Красносельского по теории положи-
тельных операторов можно выделить два отправных пункта
- теоретический (восходящий к логике развития математи-
ки), и прикладной (относящийся к задачам нелинейной ме-
ханики).

Отметим, что Красносельский не ограничился примене-
нием теории конусов к доказательству теорем существова-

5Основной темой исследований М.А. Красносельского в то время.
6Модельной задачей, рассматриваемой Красносельским, приводя-

щей к уравнению (2), была задача о продольном изгибе шарнирно-
опёртого стержня переменной жёсткости.
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ния решений уравнений вида (3), как это сделали М. Рут-
ман, Э. Роте и Г. Биркгоф [1]. Он стал рассматривать эту
теорию, как дополнительную возможность (наряду с вари-
ационными методами, теорией ветвления и теорией враще-
ния векторных полей) для изучения качественных свойств
решений уравнения (3) c нелинейным оператором A, дей-
ствующим в банаховом пространстве. Сюда, в том числе,
входил поиск ответа на вопросы о структуре и кратности
спектра A, о структуре множества собственных функций A,
об условиях сходимости метода последовательных прибли-
жений (3) и др.

Деятельность Красносельского предполагала наличие
активных участников научного процесса, в первую очередь
студентов и аспирантов. Почти сразу после своего приезда
в Воронеж (1952 г.) он привлёк к научной работе в указан-
ной области молодых математиков - Л.А. Ладыженского,
И.А. Бахтина, В.Я. Стеценко, Ю.В. Покорного и др. При-
цип разработки нового научного направления, характерный
для Красносельского, был сформулирован в статье Б.Н. Са-
довского [4, c.147]:

" ...Стержнем работы являлся всегда семинар с обя-
зательным привлечением сотрудников факультета, аспи-
рантов и студентов. За 3-4 года по данной тематике гото-
вилось и издавалось в журналах 2-3 десятка публикаций,
содержащих оригинальные результаты. Одновременно, с
самого начала, обычно писался и текст монографии, кото-
рый в последующем претерпевал ряд изменений... "

Итогом 10-летней деятельности созданного Красносель-
ским научного коллектива явилась монография [5], переве-
дённая в 1964 г. на английский язык.

Одним из наиболее интересных (с моей точки зрения)
результатов, нашедших своё продолжение в дальнейшем в
работах отечественных и зарубежных математиков [6, с. 4-5]
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явилась так называемая «конусная теорема Красносельско-
го о неподвижной точке» [5, гл. 4, §2,4]:

Пусть вполне непрерывный оператор A сжимает или
растягивает конус K. Тогда оператор A имеет в конусе K
по крайней мере одну неподвижную точку.

Специалист по нелинейному функциональному анализу,
профессор М.К. Квонг (КНР) указывает на то, что данная
теорема может быть интерпретирована за рамками метри-
ческого восприятия и тем самым поставлена в один ряд с
теоремой о неподвижной точке Брауэра-Шаудера [6, с. 2].

Усилиями Красносельского и его учеников теория поло-
жительных операторов внесла весомый вклад в развитие
нелинейного функционального анализа (1950-1970 гг.). От-
метим здесь появление новых типов операторов и теорем
о неподвижной точке, новых методов исследования спек-
тральных свойств операторов и ранее неизвестных приме-
нений производных операторов (по конусу).

В докладе будут представлены некоторые подробности
развития теории конусов в работах воронежской математи-
ческой школы и анализ дальнейшего развития этой теории
в исследованиях отечественных и зарубежных учёных (1960
– 1980 гг.) с использованием результатов [7].
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МОДЕЛЬ ОБОБЩЁННОГО ЛЮФТА
В УСЛОВИЯХ СТОХАСТИЧНОСТИ
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ ПАРАМЕТРОВ1

©2020 С.В. Борзунов, М.Е. Семенов, П.А. Мелешенко,
А.В. Толкачев

(Воронеж; mkl150@mail.ru)

Изучение и моделирование сложных технических систем
приводит к необходимости представлять в формальном ви-
де нелинейности гистерезисной природы. Многие физико-
химические, биологические и экономические системыдемон-
стрируют гистерезисное поведение, что обуславливается ли-
бо их внутренней структурой, либо динамическими особен-
ностями протекающих в таких системах процессов. Работа
посвящена обобщению одной из основных моделей гистере-
зиса — люфта на класс преобразователей, характеристики
которых определяются случайными параметрами.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ
(грант №19-08-00158-а) и РНФ (грант №19-11-00197).
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Физическая модель люфта представляет собой систему,
состоящую из цилиндра длины h и поршня, которые могут
перемещаться в горизонтальном направлении (см. рис. 1а).
Положение цилиндра будем считать входной координатой, а
положение поршня — выходной. Вход системы в зависимо-
сти от времени на конечном интервале t ∈ [t0, T ] обозначим
через x(t), выход — через u(t).

Для вещественных чисел vr, vl ∈ R рассмотрим опреде-
ляющие кривые Γ̃ vl

l , Γ̃ vr
r обобщённого люфта с параметра-

ми сдвига vl, vr. Такие кривые вводятся согласно правилам:
Γ̃ vl
l : ul(x) = l(x) + vl и Γ̃ vr

r : ur(x) = r(x) + vr. Здесь l(x)
и r(x) — функции, отражающие механизм передачи движе-
ния цилиндра на движение поршня. Предполагается, что
функции l(x) и r(x) удовлетворяют глобальному условию
Липшица на всей области определения и монотонно возрас-
тают. Кроме того, пусть выполняется условие отсутствия пе-
ресечения положений границ люфта: ∀x (l(x) > r(x)). Для
vr, vl ∈ R, таких, что l(w) + vl > r(w) + vr для всех w ∈ R,
и для произвольной непрерывной функции x : [t0, T ] → R,
и x0 := x(t0) введём понятие обобщённого люфта. Выход
u(t) в каждый момент времени t подчиняется операторному
соотношению

u(t) = L̂S[t0, u0; Γ̃ vl
l , Γ̃

vr
r ]x(t), t0 6 t 6 T, (1)

где t0 — начальный момент времени, u0 := u(t0) — начальное
значение функции выхода.

Параметры носителей гистерезисных свойств могут ис-
пытывать изменения, связанные со старением материалов
или варьироваться за счёт воздействия иных неконтроли-
руемых факторов. В связи с этим возникает необходимость
обобщения конструктивных моделей гистерезисных преоб-
разователей, учитывающих вероятностный характер опре-
деляющих их параметров. Введём понятие недетерминиро-
ванного обобщённого люфта. Если считать положения левой
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Рис. 1. Схематическое изображение люфта. Панель а) —
люфт с детерминированными параметрами, б ) — со

стохастическими параметрами. Серой заливкой выделены
области под кривымиϕl(z)иϕr(z), определяющими

плотность вероятности левой и правой границ цилиндра
соответственно

и правой стенок цилиндра распределёнными по случайному
закону, то соответствующий преобразователь естественно
назвать люфтом со случайными параметрами, или недетер-
минированным обобщённым люфтом. Предполагаются за-
данными функции ϕl(x) и ϕr(x), трактуемые как плотности
вероятности, соответствующие положениям левой и правой
границ цилиндра соответственно (см. рис. 1б ). Выход преоб-
разователя-люфта со случайными параметрами будем счи-
тать случайным процессом u(t).

Следуя классической схеме [1], определим выход на про-
извольных входах. Случайный процесс u(t) в каждый мо-
мент времени t подчиняется операторному соотношению

u(t) = L̂[t0, u0; Γ̃Ξl
l , Γ̃

Ξr
r ]x(t), t0 6 t 6 T, (2)

где x0 = x(t0) и u0 = u(t0) — начальные значения функций
входа и выхода соответственно. Здесь Γ̃Ξl

l , Γ̃Ξr
r — определяю-

щие кривые люфта, Γ̃Ξl
l : ul = l(x)+Ξl и Γ̃Ξr

r : ur = r(x)+Ξr,
91



Ξl, Ξr — случайные величины с плотностями вероятности
ϕl(x) и ϕr(x) соответственно.

Теорема. Пусть на интервале t0 6 t 6 T имеет место
равномерная сходимость последовательности кусочно-мо-
нотонных функций {xn(t)}, n = 1, 2, . . . , к функции x∗(t):

xn(t)⇒ x∗(t) ∀t ∈ [t0, T ]. (3)

Тогда выход преобразователя представляет собой случай-
ный процесс, сходящийся по распределению к случайному
процессу

u∗(t) = L̂[u0, x0; Γ̃Ξl
l , Γ̃

Ξr
r ]x∗(t). (4)

Литература
1. Красносельский М.А., Покровский А.В. Системы с ги-

стерезисом. М.: Наука, 1983. 272 с.

ПОСТРОЕНИЕ ОПЕРАТОРА ПОЛЗУЧЕСТИ В
НЕЛИНЕЙНОЙ НАСЛЕДСТВЕННОЙ ТЕОРИИ

УПРУГОСТИ
©2020 А.П. Бырдин, В.С. Прач, А.А. Сидоренко,

О.А. Соколова
(Россия, Воронеж, ВГТУ; Украина, Донецк, ДНУ;)

При решении задач о нагружении материалов, проявля-
ющих релаксационные свойства и нелинейную зависимость
между напряжениями и деформациями, возникает пробле-
ма [1] построения решений нелинейных интегральных и ин-
тегро-дифференциальных уравнений. В одномерном случае
в работе [2] построен рекуррентный алгоритм, позволяющий
определять ядра полилинейных операторов, представляю-
щих решения. В настоящей работе обобщаются полученные
ранее результаты на случай системы нелинейных интеграль-
ных уравнений.
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Уравнения закона Гука для нелинейной наследственно-
упругой изотропной среды имеют вид

σi = λ̂θ+2µ̂εi, τij = 2µ̂εij, θ = ε1+ε2+ε3, (i, j = 1, 2, 3),
(1)

где σi, τij, εi, εij —компоненты тензоров напряжений и де-
формаций, λ̂, µ̂— операторы Ламе, выбранные в виде

λ̂ = λ0(λ̂1 + λ̂3), µ̂ = µ0µ̂1, (2)
где λ0, µ0- нерелаксированные значения упругой постоян-
ной Ламе и модуля упругости при сдвиге, а операторы в (2)
действуют по правилу

λ̂1u(t) =
∫ t

0
λ1(τ)u(t− τ)dτ, µ̂1u(t) =

∫ t
0
µ1(τ)u(t− τ)dτ,

λ̂3u(t) =
t∫ ∫ ∫
0

λ3(τ1, τ2, τ3)
∏3

k=1 u(t− τk)dτk,

(3)
λ1(τ), µ1(τ), λ3(τ1, τ2, τ3) — зависящие от времени яд-
ра наследственности, удовлетворяющие условиям симмет-
рии, принципу затухающей памятии содержащие аддитивно
дельта функции [1]

λ1(t) = δ(t)− k1Λ1(t), µ1(t) = δ(t)− k2M1(t),
k1 = λ0−λr

λ0
, k2 = µ0−µr

µ0
,

(4)

λr, µr —релаксированные значения упругих модулей.
Рассматривая реологические соотношения (1) как урав-

нения относительно деформаций, получим решение в виде

εi = 0.5(µ̂−1
1 σi − µ̂−1

1 λ̂K̂−13σ), (i = 1, 2, 3)

K̂ = 3K0

(
Î − Ĝ1 + λ0

K0
λ̂3

)
, Ĝ1 = λ0k1

K0
Λ̂1 + 2µ0k2

3K0
M̂1,

(5)
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где K0 —нерелаксированный модуль объёмного сжатия, Î —
единичный оператор, Λ̂1, M̂1 —линейные интегральные опе-
раторы вида (3) с ядрами Λ1(t) 8 M1(t). Для построения
оператора K̂−1 используем обобщение методики, развитой в
работе [2] для одномерного случая. Представим K̂−1 опера-
торным рядом Вольтерра-Фреше

K̂−1 =
∞∑
n=0

L̂2n+1

и для ядер интегральных полилинейных операторов L̂n по-
лучим реккурентные соотношения, связывающие трансфор-
манты Лапласа искомых ядер и ядер операторов µ̂ и λ̂.

Предполагая сепарабельность ядра оператора λ̂3

λ3(t1, t2, t3) = a3

3∏
n=1

G1(tn),

Разрешая систему рекуррентных уравнений относитель-
но трансформант ядер, получим

L∗2n+1(p1, ..., p2n+1) = ϕnL
∗
1(p1+...+p2n+1), L∗1(p) = (G∗1(p))−1 ,

(6)

ϕn =
3(a

(0)
0 )n

(2n+ 1)!
· d

2n+1

dx2n+1
· exp

(
1

3
arcsinx

)∣∣∣∣
x=0

, a
(0)
3 =

27λ0a3

8πK0

.

Учитывая (6), получим

(K̂)−1(σ1+σ2+σ3) =
∞∑
n=0

ϕn

∫ t

0

L1(t−τ)(σ1(τ)+σ2(τ)+σ3(τ))dτ.
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Таким образои, операторв в выражениях для деформа-
ций (5) полностью определены. В качестве примера постро-
ены выражения для деформаций при выборе ядер наслед-
ственности Λ1(t) иM1(t) соответствующих модели стандарт-
ного линейного тела [1] и получены в явном виде выраже-
ния для релаксационных параметров в ядрах интегральных
операторов ползучести.
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ОБ ОПЕРАТОРНЫХ СЕМЕЙСТВАХ НА
МНОГООБРАЗИИ С НЕГЛАДКИМ КРАЕМ

©2020 В.Б. Васильев
(Белгород; vbv57@inbox.ru)

Материал этого доклада основан на двух авторских пре-
принтах [1,2], которые развивают абстрактные операторные
идеи И.Б. Симоненко [3] с одной стороны и факторизацион-
ные идеи Г.И. Эскина для эллиптических символов псевдо-
дифференциальных операторов с другой стороны [4].

Рассматриваются специальные классы операторов, дей-
ствующих в функциональных пространствах на многообра-
зиях. Такие операторы называются операторами локально-
го типа и определяются с точностью до компактного опера-
тора [3]. Этот подход можно назвать операторно-геометри-
ческой трактовкой хорошо известного локального принци-
па. Описываются в абстрактной форме условия фредголь-
мовости рассматриваемых операторов и показывается, как
эти результаты можно применить к исследованию эллипти-
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ческих псевдодифференциальных операторов на многообра-
зиях с негладкой границей.

Пусть M —компактное многообразие с краем ∂M ,
и A(x) —некоторая оператор-функция, определённая на
M . Выделим на границе ∂M подмногообразия Mk, k =
0, 1, ...,m−1, как гладкие k-мерные многообразия так, что по
определению Mm−1 ≡ ∂M,M0 представляет собой совокуп-
ность изолированных точек ∂M,Mm ≡M . Наконец, введём
множество классов операторов Tk, k = 0, 1, ...,m, так, что
для x ∈Mk оператор A(x) : H

(1)
k → H

(2)
k является линейным

ограниченным оператором, а H(j)
k , k = 0, 1, ...,m, j = 1, 2,—

некоторые банаховы пространства.
Такое подмногообразиеMk мы называем сингулярным k-

подмногообразием, если для всех x ∈Mk имеет место вклю-
чение A(x) ∈ Tk.

Теорема 1. Если семейство A(x) состоит из локаль-
ных фредгольмовых операторов и непрерывно на каждой
компоненте Mk \ ∪k−1

i=0Mi, k = 0, 1, ...,m, то оно порожда-
ет единственный фредгольмов оператор A′, действующий

в пространствах прямых сумм
m∑
k=0

⊕H(k)
1 →

m∑
k=0

⊕H(k)
2 .

Такой оператор A′ мы называем виртуальным операто-
ром, соответствующим семейству A(x). Виртуальный опе-
ратор A′ называется эллиптическим, если семейство A(x)
состоит из фредгольмовых операторов для всех x ∈M .

Предложенная абстрактная схема применяется для ис-
следования псевдодифференциального оператора A на m-
мерном компактном многообразии M с краем, содержа-
щим особенности. Такой оператор обычно определяют с
помощью символа A(x, ξ), (x, ξ) ∈ R2m (здесь мы исполь-
зуем локальные координаты; обычно символ задаётся на
(ко)касательном расслоении). Предполагается, что на гра-
нице ∂M имеются гладкие компактные подмногообразияMk
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размерности 0 ≤ k ≤ m − 1, которые представляют собой
особенности границы. Эти особенности границы описывают-
ся специальными локальными представителями оператора
A в точке x0 ∈M на карте U 3 x0 следующим образом

(Ax0u)(x) =

∫
Dx0

∫
Rm

eiξ·(x−y)A(ϕ(x0), ξ)u(y)dξdy, x ∈ Dx0 ,

где ϕ : U → Dx0 —диффеоморфизм, и каноническая об-
ласть Dx0 имеет разную форму в зависимости от располо-
жения точки x0 на многообразии M . Рассматриваются сле-
дующие канонические области: Dx0 : Rm,Rm

+ = {x ∈ Rm :
x = (x′, xm), xm > 0},W k = Rk × Cm−k, где Cm−k — выпук-
лый конус в Rm−k. Другими словами, граница ∂M может
содержать конические точки и ребра различных размерно-
стей.

Псевдодифференциальный оператор A изучается в про-
странствах Соболева–Слободецкого Hs(M), и в качестве ло-
кального варианта этих пространств выбираются простран-
ства Hs(Dx0).

Можно предложить следующие достаточные условия
фредгольмовости.

Теорема 2. Предположим, что классический эллип-
тический символ A(x, ξ), x ∈ Mk, допускает k-волновую
факторизацию относительно конусов Cm−k с индексами
κk(x), k = 0, 1, · · · ,m− 2 [5], удовлетворяющими условиям:

|κk(x)− s| < 1/2, ∀x ∈Mk, k = 0, 1, · · · ,m− 1. (1)

Тогда оператор A : Hs(M)→ Hs−α(M) фредгольмов.
Замечание. Если эллиптичность нарушается на под-

многообразиях Mk, рассматриваются модификации опера-
тора A с привлечением граничных или кограничных опера-
торов [4, 5]. В частности, это происходит, когда наруша-
ется одно из условий (1).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЕНИЙ
ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ БИЛЛИАРДАМИ

НА КЛЕТОЧНЫХ КОМПЛЕКСАХ
©2020 В.В. Ведюшкина

(Москва; arinir@yandex.ru)

В работе [1] А.Т.Фоменко выдвинул фундаментальную
гипотезу о моделировании (реализации) биллиардами инте-
грируемых систем с двумя степенями свободы. В настоящей
работе мы анализируем раздел C этой гипотезы.

Гипотеза C (реализация меченых молекул). Ши-
рокий класс инвариантов Фоменко–Цишанга (т.е. меченых
молекул [2], задающих с точностью до лиувиллевой эквива-
лентности множество всех интегрируемых систем), которые
моделируются интегрируемыми биллиардами. Тем самым,
для многих невырожденных интегрируемых систем их сло-
ения Лиувилля на инвариантных трёхмерных поверхностях
(возможно, все такие слоения) послойно гомеоморфны сло-
ениям интегрируемых биллиардных систем из подходящего
класса.
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В данный момент эта гипотеза доказана для большого
числа интегрируемых гамильтоновых систем, известных в
математической физике, механике и геометрии. В частно-
сти, для многих классических случаев интегрируемости в
динамике твёрдого тела (например, для многих зон энер-
гии случаев Эйлера, Лагранжа, Ковалевской, Горячева–Ча-
плыгина, Клебша, Соколова, Стеклова, Ковалевской–Яхьи
и др.). Гипотеза C также доказана В.В. Ведюшкиной и
А.Т. Фоменко для всех интегрируемых при помощи линей-
ных и квадратичных интегралов геодезических потоков на
ориентированных замкнутых двумерных поверхностях, т.е.
для потоков на торе и на сфере.

В качестве естественного класса плоских интегрируемых
биллиардов рассматриваются биллиарды, ограниченные ду-
гами софокусных квадрик. Такие биллиарды называются
в работах В.В.Ведюшкиной элементарными. Их интегриру-
емость эквивалентна малой теоремы Понселе: любая тра-
ектория такого биллиарда лежит на прямых, касательных
к некоторой квадрике — эллипсу или гиперболе — софокус-
ных с квадриками, образующими границу биллиарда. Топо-
логические биллиарды и биллиардные книжки получают-
ся склейками таких биллиардов вдоль сегментов их границ.
Если вдоль граничного сегмента склеено больше двух эле-
ментарных биллиардов-листов (случай биллиардной книж-
ки), то этому ребру склейки необходимо приписать переста-
новку, которая определяет порядок перехода биллиардной
частицы с одного биллиарда на другой при ударе об это
ребро склейки. Очевидно, что биллиардные книжки, так-
же как и элементарные биллиарды, интегрируемы с той же
парой интегралов.

Вопрос о справедливости гипотезы Фоменко C в полном
объёме пока неясен. В связи с этим А.Т. Фоменко сфор-
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мулировал «локальный» вариант гипотезы C, являющийся
«максимальным упрощением» общей гипотезы C.

1. Пусть γ —произвольное ребро с метками r, ε некото-
рой меченой молекулы W ∗. Тогда существует интегрируе-
мый биллиард, реализующий такую комбинацию чисел r, ε
на одном из рёбер своей меченой молекулы.

Отметим, что имеются следующие четыре варианта: мет-
ка r = p/q конечна, и ε = ±1; метка r =∞, и ε = ±1.

2. (усиление пункта 1) В условиях пункта 1 существу-
ет подходящий биллиард, реализующий произвольную пару
меток r и ε на ребре между любыми, наперёд заданными
атомами.

3. Пусть S — семья с целочисленной меткой n в неко-
торой меченой молекуле W ∗ интегрируемой системы. Тогда
существует интегрируемый биллиард, реализующий некото-
рую семью с точно такой же целочисленной меткой n.

4. (усиление пункта 3) В условиях пункта 2 существу-
ет подходящий биллиард, реализующий не только данную
метку n, но и саму семью, т.е. граф с нужными атомами и
нужным набором рёбер.

5. (реализация меченой окрестности любой семьи)
Пусть S — семья с целочисленной меткой n в некоторой ме-
ченой молекуле, причём внешние ребра γi семьи оснащены
произвольными метками ri, εi. Тогда существует подходя-
щий биллиард, реализующий такой меченый подграф в сво-
ей меченой молекуле.

Анализу и частичному доказательству этой гипотезы по-
свящён доклад.
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ПРОБЛЕМА ФЕРМА–ШТЕЙНЕРА В
ПРОСТРАНСТВЕ КОМПАКТНЫХ
ПОДМНОЖЕСТВ Rm С МЕТРИКОЙ

ХАУСДОРФА1

©2020 А.Х. Галстян
(Москва; ares.1995@mail.ru)

Проблема Ферма–Штейнера состоит в поиске всех точек
метрического пространства Y таких, что сумма расстояний
от каждой из них до точек из некоторого фиксированно-
го конечного подмножества A пространства Y минимальна
[1]. Мы изучаем эту проблему в случае, когда Y — это про-
странство компактных подмножеств евклидового простран-
ства Rm, наделённого метрикой Хаусдорфа, а точки из A—
это конечные попарно непересекающиеся компакты в Rm.

Множество A = {A1, . . . , An} изначально заданных ком-
пактных подмножеств называется границей, а каждое Ai —
граничным компактом. Положим Ai =

⋃mi
j=1{aij}. Подмно-

жества, которые реализуют минимум суммы расстояний до
граничных компактов, называются компактами Штейне-
ра. Мы обозначаем множество всех компактов Штейнера
через Σ(A). Оно разбивается на попарно непересекающие-
ся классы Σd(A), где d = (d1, . . . , dn), а di — это расстояние
Хаусдорфа от компакта K ∈ Σd(A) до Ai.

Известно [2], что каждый класс Σd(A) содержит в себе
единственный компакт Kd, который максимален по включе-

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).

101



нию, а также некоторое количество минимальных по вклю-
чению компактов. Через Br(y) ⊂ Y мы обозначаем замкну-
тый шар с центром в точке y радиуса r. Мы показываем, что
для каждых d, i и j справедливо Bdi(a

i
j) ∩Kd 6= ∅. Если это

множество конечно, мы обозначаем его через HP(aij), иначе
полагаем HP(aij) = ∅. Также пусть HP(A) =

⋃
HP(aij). Все

результаты ниже справедливы для любой конечной грани-
цы A = {A1, . . . , An}.

Теорема 1. Существуют такие i ∈ {1, . . . , n} и j ∈
{1, . . . ,mi}, что множество Bdi(a

i
j) ∩ Kd имеет лишь ко-

нечное число точек.
Следствие 2. Пусть K — компакт Штейнера в классе

Σd(A). Тогда K ∩ ∂Kd 6= ∅.
Теорема 3. Минимальный компакт Kλ ∈ Σd(A) яв-

ляется конечным множеством, количество его точек не
превосходит

∑n
i=1mi − n + 1, а в случае, когда имеется

больше одного i, для которого mi > 1, оно не превосходит∑n
i=1mi − n, где n— количество граничных компактов. В

обоих случаях оценка точна.
Теорема 4. Компакт K ⊂ Rm является минималь-

ным компактом Штейнера в классе Σd(A) тогда и толь-
ко тогда, когда одновременно выполняются три следующие
условия:

(1) K — конечное подмножество Kd;

(2) K ∩Bi
j 6= ∅ для любых i ∈ {1, . . . , n} и j ∈ {1, . . . ,mi};

(3) Для любого p ∈ K существуют i ∈ {1, . . . , n} и j ∈
{1, . . . ,mi} такие, что

(
K \ {p}

)
∩Bi

j = ∅.

Теорема 5. Минимальный компакт Штейнера Kλ —
единственный минимальный в Σd(A) тогда и только то-
гда, когда для каждой точки p ∈ Kλ существует точка aij
такая, что HP(aij) = {p}.
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Будем говорить, что на точке p ∈ Rm реализуется рас-
стояние di, если существует aij ∈ Ai такая, что |aijp| = di.

Теорема 6. Для каждого минимального компакта
Kλ ∈ Σd(A) и любого номера i существует точка p ∈ Kλ

такая, что на ней реализуются по крайней мере два рас-
стояния di и dk (i 6= k).

Автор выражает благодарность своим научным руко-
водителям, профессору А. А. Тужилину и профессору
А. О. Иванову, за постановку задачи и постоянное внима-
ние к ней в процессе совместной работы.
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О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ОДНОЙ
БЕСКОНЕЧНОЙ МАТРИЦЫ
©2020 Г.В. Гаркавенко, Д.Г. Усков

(Воронеж; g.garkavenko@mail.ru; uskov.dan@mail.ru)

Рассматривается бесконечная матрица A : N × N → R,
элементы которой задаются формуламиA(n, n) = n2, n ∈ N,
A(n,m) = 1/(n − m)2, n 6= m, n, m ∈ N. Рассматривае-
мую матрицу можно представить в виде A = A0 − B, где
A0 : N×N→ R — диагональная матрица, т. е. A0(n, n) = n2,
n ∈ N, и A0(n,m) = 0, n 6= m. Матрица B будет иметь нуле-
вую главную диагональ, остальные её элементы B(n,m) =
−1/(n − m)2, n 6= m, n, m ∈ N. Отметим, что матрица B
является теплицевой матрицей с суммируемыми диагона-
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лями. Рассматривается вопрос приближенного нахождения
собственных значений матрицы A.

При применении проекционных методов в вопросах при-
ближенного нахождения собственных значений [1] обычно
вместо матрицы A рассматривают последовательность ко-
нечномерных матриц An, собственные значения которых
считают численно и далее полученные последовательности
собственных значений используются в качестве приближе-
ний к искомым собственным значениям. Но здесь возникает
вопрос обоснования проекционного метода (метода Галерки-
на). Важным является тот факт, что собственные значения
λn, n ∈ N, диагональной матрицы A0 стремятся к бесконеч-
ности, поэтому при конечном n ∈ N имеем ‖A − An‖ → ∞.
Таким образом, если рассматривать матрицу A как возму-
щение конечномерной матрицы An, то возмущение не явля-
ется матрицей ограниченного оператора.

Подойдём к методу Галеркина с точки зрения метода по-
добных операторов.

Пусть задано семейство матриц Pn, n ∈ N, таких, что
каждая из матриц Pi имеет только один ненулевой эле-
мент Pi(i, i) = 1, а остальные элементы равны нулю и
P(n) =

∑
i6n Pi.

Согласно [2, Теорема 19.2] матрицы A0 −B и

A0 − P(n)XP(n) −
∑
i>n

PiXPi = A0 − JnX

= A0P(n) − P(n)XP(n) +
∑
i>n

(A0Pi − PiXPi),

где X — решение уравнения метода подобных операторов,
подобны, если выполнено условие π2/(3(2n + 1)) < 1/4. В
этом случае σ(P(n)(A0 − B)P(n)) = σ(A0P(n) − P(n)XP(n)).
Но нам известна не сама матрица X , а последовательные
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приближения к ней, причём первым приближением явля-
ется матрица B, а также известна оценка ‖JnX − JnB‖ =
O((2n+1)−1). Таким образом, для собственных значений λk,
k ∈ N, матрицы A и соответствующих собственных значе-
ний λkn последовательности матриц An, n > k, имеет место
оценка |λk − λkn| = O((2n+ 1)−1), n > k.

Проведён вычислительный эксперимент, результаты ко-
торого полностью согласуются с вышеизложенным.

Отметим, что вопросы асимптотической оценки элемен-
тов бесконечных матриц с помощью метода подобных опе-
раторов рассматривались, например, в [3 - 6].
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О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ
ЗАДАЧАХ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

©2020 В.Ю. Гончаров, Л.А. Муравей
(Московский авиационный институт (национальный
исследовательский университет); РГУ имени А.Н.

Косыгина; fulu.happy@gmail.com; l_muravey@mail.ru)

Экстремальные задачи, в которых функционал цели
представляет собой собственное число некоторой краевой
задачи для обыкновенного дифференциального уравнения,
встречаются в различных приложениях. В работе рассмат-
риваются две такие задачи, относящиеся к классу задач оп-
тимального проектирования элементов механических кон-
струкций, связанных с потерей устойчивости.

Первая задача состоит в определении оптимального рас-
пределения толщины обшивки тонкого прямого крыла, для
которого критическая скорость дивергенции (превышение
которой приводит к разрушению крыла) максимальна, а
масса имеет заданное значение. Краевая задача на собствен-
ные значения имеет вид

(a3uθ′)′(x) + λ (a2θ)(x) = 0, x ∈ Ω , (0, 1),

θ(0) = 0, (a3uθ′)(0) = 0.
(E1)

Здесь u — фиксированное распределение толщины обшивки
крыла, выступающее в качестве управляющей переменной;
a — длина хорды профиля крыла. Наименьшее собственное
значение λ1[u] краевой задачи (E1) соответствует критиче-
ской скорости дивергенции. Собственная функция θ, соот-
ветствующая первому собственному значению краевой за-
дачи (E1), представляет собой распределение угла закручи-
вания крыла по размаху при скорости дивергенции. Будем
предполагать, что a ∈ C0,1(Ω̄), a(x) ≥ a0 > 0 для всех x ∈ Ω.
Пусть 0 < α < β < +∞.
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Масса обшивки крыла определяется формулой

M [u] =

∫ 1

0

a(x)u(x) dx.

Введём множество

U(m) = {u ∈ L∞(Ω) : α ≤ u(x) ≤ β, M [u] = m}

допустимых распределений толщины обшивки крыла, пред-
полагая, что параметры α, β и m выбраны так, что множе-
ство U(m) является непустым. Математическая формули-
ровка рассматриваемой задачи имеет следующий вид:

найти û ∈ U(m) : λ1[û] = sup
u∈U(m)

λ1[u]. (P1)

Поскольку допустимые управления принадлежат клас-
су существенно ограниченных измеримых функций, опти-
мальное решение может не представлять практического ин-
тереса, например, в том случае, когда получаемая форма
крыла будет иметь ступенчатые переходы. В связи с этим
возникает необходимость исследования вопроса регулярно-
сти оптимального решения, т. е. определения класса функ-
ций, обладающих некоторой степенью гладкости (возможно,
обобщённой), к которому указанное оптимальное решение
относится.

Одно из первых исследований, посвящённых теме задач
оптимального проектирования крыльев летательных аппа-
ратов, было проведено в работе Макинтоша и Истепа [1].
В указанной работе была поставлена близкая к (P1) задача,
состоящая в минимизации массы обшивки крыла при задан-
ном значении скорости дивергенции, и получено выражение
для оптимального решения в случае линейного распределе-
ния хорды. Их подход был обобщён Н.В. Баничуком в ра-
боте [2] на случай переменных параметров крыла и более
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общего типа краевых условий. Примечательно, что в [1] и
[2] на распределение толщины обшивки крыла не наклады-
ваются никакие ограничения и, как следствие, полученные
там оптимальные решения обращаются в нуль в точке, соот-
ветствующей свободному концу крыла. Поэтому представ-
ляет интерес рассмотрение случая наличия положитель-
ной нижней грани для значений толщины обшивки кры-
ла, который учитывается в приведённой нами постановке.
Задача минимизации массы обшивки прямоугольного кры-
ла, отвечающая случаю a(x) ≡ 1, при заданном значении
скорости дивергенции была рассмотрена Ж.-Л. Арманом и
В.Дж. Витте в [3], где рассмотрен как случай без ограниче-
ний, так и случай общей положительной нижней грани для
значений толщины, а также дан вывод аналитических ре-
шений. Кроме того, следует отметить работу Ю.А. Арутю-
нова и А.П. Сейраняна [4], в которой рассмотрена задача
минимизации массы обшивки крыла при дополнительных
интегральных ограничениях. Подробный литературный об-
зор по задачам оптимального проектирования летательных
аппаратах в связи с явлением дивергенции приводится в ра-
боте [5].

Приведём основные результаты для задачи (P1).
Теорема 1. Существует единственное решение задачи

(P1), причём элемент û ∈ U(m) является решением то-
гда и только тогда, когда для некоторой не равной тож-
дественно нулю функции

ŷ ∈ W , {y ∈ H1(Ω) : y(1) = 0}

пара (û, ŷ) является седловой точкой функционала

Λ(u, y) =

∫ 1

0

y′2(x)

a2(x)
dx

/∫ 1

0

y2(x)

a3(x)u(x)
dx
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на множестве U(m)× (W \ {0}), т. е. выполняются следу-
ющие неравенства

Λ(u, ŷ) ≤ Λ(û, ŷ) ≤ Λ(û, y), (u, y) ∈ U(m)×(W \ {0}) . (SP)

Необходимое и достаточное условие оптимальности (SP)
позволяет заменить задачу (P1) эквивалентной задачей по-
иска седловой точки функционала Λ(·, ·). Сделанное замеча-
ние лежит в основе доказательств следующих утверждений.

Теорема 2. Решение û задачи (P1) является непрерыв-
ной по Липшицу функцией. Кроме того, задача (P1) яв-
ляется корректной в смысле Адамара относительно пара-
метра m, причём непрерывная зависимость от параметра
m для оптимального решения имеет место в смысле схо-
димости по норме пространства C0,κ(Ω̄), где κ ∈ (0, 1).

Теорема 3. Пусть u0 ∈ U(m). Рассмотрим последова-
тельность {un}, каждый элемент которой определяется
как решение экстремальной задачи

Λ(un+1, yn) = sup
u∈U(m)

Λ(u, yn),

где yn обозначает собственную функцию, отвечающую соб-
ственному значению λ1[un]. Тогда если

1

un

∗
⇀

1

u∗
,

то последовательность {un} в действительности сходит-
ся к оптимальному решению û в C0,κ(Ω̄) для любого значе-
ния κ ∈ (0, 1).

Теорема 3 в сущности даёт метод отыскания оптималь-
ного решения, причём если в результате численного реше-
ния последовательность приближений сходится поточечно,
то она сходится к оптимальному решению в соответствии с
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утверждением теоремы 3 в пространствах Гёльдера. В рам-
ках обсуждения предполагается также уделить внимание
вопросу о сходимости последовательностей приближений к
оптимальному решению, порождаемыми другими итераци-
онными методами.

Доказательства всех приведённых утверждений для за-
дачи (P1) приводятся в [5].

Вторая часть обсуждения посвящена задаче об опреде-
лении оптимальной формы жёстко фиксированной неодно-
родной колонны, для которой критическая сила, приводя-
щая к потере устойчивости колонны, максимальна, а масса
колонны имеет заданное значение. Эта проблема является
вариацией известной задачи Лагранжа о наивыгоднейшем
очертании колонны.

Краевая задача на собственные значение имеет следую-
щий вид:

(euνy′′)′′(x) + λy′′(x) = 0, x ∈ Ω,

y(0) = y′(0) = y(1) = y′(1) = 0.
(E2)

Будем предполагать, что e, ρ ∈ L∞(Ω), причём для некото-
рых положительных постоянных e0, ρ0 и п. в. x ∈ Ω выпол-
няются неравенства e(x) ≥ e0, ρ(x) ≥ ρ0. При указанных
предположениях будем рассматривать обобщённую поста-
новку задачи (E2). Здесь e — модуль упругости материала
колонны, а ρ — его переменная плотность. Как и ранее, u
выступает управляющей переменной, но характеризует пло-
щадь поперечных сечений колонны. Параметр ν > 0 зада-
ёт тип сечения. Первое собственное значение λ1[u] краевой
задачи (E2) соответствует критической силе, при которой
происходит потеря устойчивости колонны. Масса колонны
определяется формулой

M [u] =

∫ 1

0

ρ(x)u(x) dx.
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Для заданного значения m массы колонны определим мно-
жество

U = {u ∈ L∞(Ω) : α ≤ u(x) ≤ β, M [u] = m}

допустимых распределений площади поперечных сечений
колонны, которое будем считать непустым. Рассматривае-
мая задача формулируется следующим образом:

найти û ∈ U : λ1[û] = sup
u∈U

λ1[u]. (P2)

Можно показать, что функционал λ1[·] в задаче (P2) явля-
ется слабо* полунепрерывным сверху при ν ∈ (0, 1] (см. [6]).
Вместе с тем в приложениях параметр ν принимает только
натуральные значения. Поэтому возникает необходимость в
отыскании другого способа, позволяющего установить раз-
решимость задачи (P2) и для остальных значений парамет-
ра ν.

Задача (P2) для однородной колонны, отвечающей слу-
чаю e(x) = ρ(x) ≡ 1, подробно была рассмотрена в работе
[7], в которой доказательство существования оптимального
решения проведено с использованием соображений симмет-
рии и утверждения о существовании положительной соб-
ственной функции, соответствующей первому собственному
значению задачи (E2). Указанные особенности доказатель-
ства объясняются тем, что в общей ситуации при осуществ-
лении предельного перехода получившаяся краевая задача
может отвечать старшему собственному значению. Отме-
ченная трудность, естественно, возникает и при исследова-
нии задачи (P2) в приведённой нами постановке. Заметим,
что эта проблема в принципе является общей для ряда задач
оптимального проектирования, постановка которых вовле-
кает собственные значения в качестве основного функциона-
ла. Кроме того, представляют интерес способы доказатель-
ства разрешимости экстремальных задач для собственных
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значений, не использующие характерных свойств собствен-
ных функций, сохраняющихся при предельных переходах,
поскольку информации о них просто может и не быть.

Основной результат для задачи (P2) заключён в следу-
ющем утверждении.

Теорема 4. Задача (P2) об определении оптимальной
формы неоднородной колонны обладает решением для лю-
бого ν > 0.
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ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ
ОДНОМЕРНЫМИ КОНСТАНТАМИ
НИКОЛЬСКОГО–БЕРНШТЕЙНА
ДЛЯ ПОЛИНОМОВ И ФУНКЦИЙ1

©2020 Д.В. Горбачев, И.А. Мартьянов
(Тула; dvgmail@mail.ru; martyanow.ivan@yandex.ru)

Пусть 0 < p ≤ ∞, C(n; p; r) = sup
‖T (r)‖L∞[0,2π)

‖T‖Lp[0,2π)
и

L(p; r) = sup
‖F (r)‖L∞(R)
‖F‖Lp(R)

— точные константы Никольского–
Бернштейна для r-х производных тригонометрических по-
линомов степени n и целых функций экспоненциального ти-
па 1 соответственно. Недавно Е. Левин и Д. Любинский
(2015) доказали, что для констант Никольского

C(n; p; 0) = n
1
pL(p; 0)(1 + o(1)), n→∞.

М. Ганзбург и С. Тихонов (2017) обобщили этот результат
на случай констант Никольского–Бернштейна:

C(n; p; r) = nr+
1
pL(p; r)(1 + o(1)), n→∞.

Также они показали существование в этой задаче экстре-
мальных полинома T̃n,r и функции F̃r соответственно. Ранее
мы дали более точные границы в результате типа Левина–
Любинского, доказав, что для всех p и n

n
1
pL(p; 0) ≤ C(n; p; 0) ≤ (n+ d1

p
e)

1
pL(p; 0).

Мы устанавливаем близкие факты для случая кон-
стант Никольского–Бернштейна, из которых также вытека-
ет асимптотическое равенство Ганзбурга–Тихонова. Резуль-
таты формулируется в терминах экстремальных функций

1Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного
фонда (проект № 18-11-00199).
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T̃n,r, F̃r (норма которых равна единице) и коэффициентов
Тейлора As,i ядра типа Джексона–Фейера ( sinπx

πx
)2s. В част-

ности, имеем
Теорема. Пусть p ∈ (0,∞], r, n ∈ Z+, s ∈ N.
(i) Если 2s ≥ r + 1, n ≥ s− 1, то

C(n; p; r) ≥ (n−s+1)r+
1
p

(
L(p; r)+

b r
2
c∑

i=1

(−1)i
(
r
2i

)
As,iF̃

(r−2i)
r (0)

n2i

)
.

(ii) Если n ≥ 1, ps ≥ 1, то

C(n; p; r) +

b r
2
c∑

i=1

(−1)i
(
r

2i

)
As,iT̃

(r−2i)
n,r (0) ≤ nr(n+ s)

1
pL(p; r),

где
|T̃ (r−2i)
n,r (0)| ≤ nr−2i(n+ d1

p
e)

1
pL(p; 0).

ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНОЙ
СТОИМОСТИ ЛИКВИДНОСТИ ПРИ

ДЕЛЬТА-ХЕДЖИРОВАНИИ ОПЦИОНОВ1

©2020 М.М. Дышаев, В.Е. Федоров, А.С. Авилович
(Челябинск, Челябинский государственный университет;

Mikhail.Dyshaev@gmail.com; kar@csu.ru;
avilovich_aas@bk.ru)

Рассматривается модель Роджера и Сингха (2010) [1],
позволяющая оценить нелинейную стоимость ликвидности
базового актива при операциях дельта-хеджирования в при-
менении к рынку опционов на Московской Бирже. В ней эф-
фект недостаточной ликвидности проявляется как дополни-
тельные затраты при операциях, которые, однако, не влия-
ют на цену базового актива. Эти затраты отражают глубину

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 19-01-00244).
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книги ордеров. Влияние ликвидности, моделируемой таким
образом, подобно влиянию транзакционных издержек, но в
отличие от классических моделей имеет нелинейный харак-
тер и не пропорционально объёму сделок.

Пусть имеется средняя цена S и книга лимитных орде-
ров (заявок на покупку и продажу, выставленных другими
участниками), распределённая по обе стороны от средней
цены S с плотностью котировок ρ(x), где x — относитель-
ная цена. Если трейдер приобретает h единиц базового ак-
тива, он должен будет выкупить их через книгу ордеров до
относительной цены s, определённой как

h =

s∫
1

ρ(x)dx.

При этом он заплатит величину

S =

s∫
1

xρ(x)dx.

После совершения этой сделки средняя цена быстро возвра-
щается к S, поэтому балансовая (так называемая «бумаж-
ная») стоимость базового актива, который он только что
купил, составляет S · h. Следовательно, сравнивая факти-
ческую и балансовую стоимость, трейдер имеет балансовый
убыток, отражающий стоимость ликвидности, в сумме

Sl(h) = S

s∫
1

xρ(x)dx− Sh = S

s∫
1

(x− 1)ρ(x)dx.

В дальнейших исследованиях Роджер и Сингх исполь-
зовали форму l(h) = 1

2
εh2, которая была выбрана из сооб-

ражений управляемости уравнения Гамильтона — Якоби —
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Беллмана (см. Замечание и уравнение (3.12) в [1]). Для чис-
ленных решений Роджер и Сингх приняли ε = 0.00006, ос-
новываясь на эмпирических заключениях о рынке акций.

Поскольку вид данной функции оказывает влияние на
стоимость репликации портфеля опционов, поставлена за-
дача исследовать вид функции l(h) для различных базовых
активов, торгуемых на Московской Бирже. Были исследо-
ваны мгновенные состояния книги лимитных ордеров для
фьючерса на курс доллар США— российский рубль Si-12.19
и для фьючерса BR-11.19 на нефть сорта Brent.

Результаты, представленные на рис. 1 показывают, что
функция l(h), рассчитанная на основании рыночных дан-
ных, отличается от принятой в работе Роджера и Сингха.
Множество точек, расположенных в правой части рисунка,
соответствует книге ордеров для фьючерса на курс доллар
США — российский рубль (синие точки). В средней части
рисунка расположены значения функции l(h), соответству-
ющие книге ордеров для фьючерса на нефть сорта Brent
(зелёные треугольники). Близко к оси ординат расположен
график функции l(h), соответствующий модели Роджера и
Сингха (фиолетовые крестики).

Для практического использования аппроксимацию l сте-
пенной функцией εhn необходимо проводить по левой гра-
нице множеств значений l(h) с тем, чтобы при дельта-хед-
жировании учесть максимально возможную стоимость лик-
видности. Наблюдения показывают, что вид функции l(h)
меняется в течение торгов, поэтому необходимо провести
дальнейшие исследования для уточнения характера иссле-
дуемой зависимости, а именно для установления возможной
зависимости n и ε от рыночных параметров.
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Рис. 1. Функция l(h) для различных инструментов
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КУЛЬТУРНО-ИСТОРИЧЕСКИЙ ДИСКУРС
КАК МЕХАНИЗМ ТРАНСЛЯЦИИ
ЦЕННОСТНОГО СОДЕРЖАНИЯ
МАТЕМАТИЧЕСКИХ ПОНЯТИЙ

©2020 Л.В. Жук
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Актуализируется проблема реализации психодидактиче-
ского подхода к организации процесса обучения математи-
ке в вузе. В качестве эффективного средства достижения
личностно-ориентированных целей математического обра-
зования рассматривается культурно-исторический дискурс.
Представлены примеры интеграции конкретно-историчес-
кого содержания в практику обучения бакалавров.

117



Ключевые слова: психодидактическая парадигма об-
разования, культурно-исторический дискурс, диалектика
математики, коммуникация.

Отличительной особенностью математики как учебной
дисциплины является высокая степень абстрактности объ-
ектов изучения. Наиболее ярко указанная специфика про-
является при обучении математике в вузе: освоение будущи-
ми бакалаврами понятий высшей алгебры, математическо-
го анализа, геометрии предполагает овладение теоретиче-
скими способами мышления через диалектическое восхож-
дение от абстрактного к конкретному. При этом зачастую
математическая теория представляется в виде списка опре-
делений, теорем и выводимых из них утверждений, подкреп-
ляется набором упражнений и задач, ориентированных пре-
имущественно на формально-логические действия с матема-
тическими объектами в стандартных ситуациях. Описанный
формально-дедуктивный подход, традиционный для выс-
шей школы, препятствует психическому развитию лично-
сти обучающихся в отношении таких качеств, как поисковая
активность, креативность, достижению ими уровня понима-
ния.

Одним из содержательных резервов реализации лично-
стно-ориентированных целей математического образования
бакалавров является культурно-исторический дискурс. Раз-
вивающий потенциал культурно-исторического дискурса за-
ключается в формировании у обучающихся интереса к уче-
нию, представления об исторически взаимообусловленном
единстве математики с другими составляющими духовной
культуры, воспитании эстетического восприятия математи-
ки.

Культурно-исторический дискурс в математическом об-
разовании предполагает использование математических
суждений в адекватной целям математического образова-
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ния интерпретации. Грамотное построение дискурса в про-
цессе коммуникации отражает философское осмысление ос-
ваиваемых понятий, способов деятельности и культурных
норм. Приведём некоторые примеры введения культурно-
исторического дискурса в процесс обучения математике в
вузе.

При изучении темы «Аффинная система координат на
плоскости» мы формируем у будущих бакалавров представ-
ление о том, что идея координат возникла ещё у древних
греков (Архимед, Аполлоний Пергский), однако её разви-
тию помешал невысокий уровень древнегреческой алгебры
и слабый интерес к кривым, отличным от прямой и окруж-
ности. Позднее, в 14 веке, Николай Орезмский использо-
вал координатное изображение для функции, зависящей от
времени, он называл координаты по аналогии с географи-
ческими - долготой и широтой. К этому времени развитое
понятие о координатах уже существовало в астрономии и
географии. Около 1637 года Ферма распространяет мемуар
«Введение в изучение плоских и телесных мест», где вы-
писывает и обсуждает уравнения различных кривых 2-го
порядка в прямоугольных координатах, наглядно показы-
вая, насколько новый подход проще и плодотворней чисто
геометрического. Однако гораздо большее влияние имела
«Геометрия» Декарта, вышедшая в том же 1637 году, кото-
рая независимо и гораздо более полно развивала те же идеи.
Декарт включил в геометрию более широкий класс кривых,
в том числе «механические» (трансцендентные, вроде спи-
рали), построил их уравнения и провёл классификацию.

При изучении линий второго порядка студенты с инте-
ресом узнают, что эллипс, парабола и гипербола изначально
были получены сечением прямого кругового конуса плоско-
стями, не проходящими через его вершину. Открывателем
конических сечений считается Менехм (4 в. до н. э.), ученик
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Платона. Он использовал параболу и равнобочную гипербо-
лу для решения задачи об удвоении куба. В свою очередь,
Аполлоний Пергский (ок. 260-170 гг. до н.э.) в знаменитом
трактате «Конические сечения», варьируя угол наклона се-
кущей плоскости, получил все конические сечения, ему мы
обязаны и современными их названиями.

Согласно типологии, предложенной Лео Роджерсом,
можно выделить пять подходов к организации культурно-
исторического дискурса в процессе обучения математике:

1) эмпирический подход - хронологическая реконструк-
ция прошлого как исторического прогресса математических
идей;

2) социально-культурный подход - рассмотрение исто-
рии математики в контексте общественного (экономическо-
го, политического, культурного, технологического) разви-
тия;

3) личностно-ориентированный подход - анализ индиви-
дуальных творческих процессов, логики математических от-
крытий, психологии изобретений;

4) концептуальный подход - реконструкция математиче-
ских теорий прошлого в соответствии с современным состо-
янием математики;

5) герменевтический подход - вовлечение в реконструк-
цию математического знания уточнённых исторических тек-
стов.

При выборе преподавателем любого из перечисленных
подходов культурно-исторический контекст должен быть
непосредственно привязан к математическому образовате-
льному контексту, то есть к конкретному математическому
содержанию. В связи с этим актуален вопрос о разработке
учебных пособий по различным разделам высшей матема-
тики, интегрирующих содержание культурно-исторического
дискурса. Среди отечественных разработок, реализующих
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практику математического культурно-исторического дис-
курса, следует отметить элективный курс «Введение в ал-
гебру и анализ: культурно-исторический дискурс», предло-
женный А.Н. Земляковым [2]. В данном курсе ознакомление
старшеклассников с основными линиями развития матема-
тического знания - числами, уравнениями, функциями, мно-
жествами – осуществляется в конкретно-историческом кон-
тексте: учащиеся знакомятся с историей развития алгебры
и предысторией математического анализа, получают пред-
ставления о взаимосвязях математики с другими науками и
практикой.

Поводя итог, отметим, что интеграция культурно-исто-
рического дискурса в процесс математического образова-
ния бакалавров способствует демонстрации целесообразно-
сти построения и развития математических теорий, даёт
возможность раскрыть диалектику математики, показать её
как развивающуюся систему взаимосвязанных теорий и раз-
личных подходов к решению конкретных задач в их зарож-
дении, представить математику как органичную и неотъ-
емлемую часть системы научного познания мира, раскрыть
роль личности математиков и математических сообществ в
становлении человеческой цивилизации, сформировать лич-
ностное, психологическое отношение к предмету математи-
ки.
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3. Земляков А.Н. Психодидактические аспекты углуб-
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ИНТЕГРИРУЕМЫЙ БИЛЛИАРД С
ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ1

©2020 В.Н. Завьялов
(Москва; vnzavyalov@mail.ru)

Пусть дана кусочно-гладкая кривая, ограниченная дуга-
ми софокусных квадрик (углы равны π

2
). Определим систе-

му биллиарда в области, ограниченной этой кривой. Шар
(материальная точка) движется в области по прямолиней-
ным отрезкам, с сохранением скорости и отражается от кри-
вой по закону «угол падения равен углу отражения». При
попадании в угол точка после отражения продолжает дви-
жение по той же прямой, по которой попала в этот угол.

В теории интегрируемых систем представляют интерес
интегрируемые биллиарды, для которых вдоль траекто-
рии сохраняется дополнительная функция, функционально
независимая от квадрата длины вектора скорости. Напри-
мер, биллиард в окружности – любая траектория, касается
меньшей окружности с тем же центром, т.е. радиус этой
меньшей окружности есть интеграл. Биллиард в эллипсе
также интегрируем – траектории (или их продолжения) ка-
саются некоторого эллипса или некоторой гиперболы, софо-
кусной с данным эллипсом [1]. Семейство софокусных квад-
рик можно задать уравнением

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ(грант НШ-2554.2020.1).
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(b− λ)x2 + (a− λ)y2 = (a− λ)(b− λ),

где a > b > 0. Пусть эллипс, который ограничивает бил-
лиард соответствует параметру λ = 0. Вдоль траектории
биллиарда сохраняется параметр λ квадрики, которой ка-
саются траектории или её продолжения.

Определим новую интегрируемую систему, называемую
биллиардом с проскальзыванием. Пусть даны два эллипса.
При попадании на границу точка продолжает движение по
второму эллипсу выходя из соответствующей ей симметрич-
ной точке на другом эллипсе под тем же углом. Аналогично
можно определить систему при которой точка после отра-
жения продолжает движение по тому же эллипсу, но выхо-
дит из диаметрально противоположной точки, «проскаль-
зывая». Заметим, что обе системы по прежнему останут-
ся интегрируемыми с тем же интегралом, что и классиче-
ский биллиард в эллипсе. Это позволяет изучить топологию
соответствующей изоэнергетической поверхности, исполь-
зуя теорию инвариантов интегрируемых систем Фоменко-
Цишанга [2].
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЦ РАСХОДА
ЖИДКОСТИ ПРИ ОДНОМ ЧАСТНОМ

СЛУЧАЕ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ
©2020 Н.С. Задорожная, Т.В. Клодина

(Ростов-на-Дону; simon@sfedu.ru)

В связи с тем, что при решении задач фильтрации наибо-
лее важным является отыскание характеристик потока, ко-
торые зависят как от вида краевых условий, так и от формы
границы области фильтрации, возникает вопрос, как изме-
няются эти характеристики при изменении границы обла-
сти.

Ответить на этот вопрос позволяет метод мажорантных
областей. Его сущность заключается в том, что путём де-
формации границы области фильтрации строятся две такие
области, для которых поставленную задачу можно решить
точно. Полученные характеристики для этих областей да-
ют заведомо верхние и нижние оценки искомых. В работе
Г.Н. Положего [1] наиболее полно изложены теоремы для
различных случаев границ области фильтрации.

Однако, на практике встречаются задачи теории филь-
трации, когда область фильтрации ограничена одной лини-
ей тока и тремя потенциальными линиями. Задачи такого
рода представляют существенную трудность вследствие то-
го, что в этом случае вид годографа комплексного потенци-
ала может быть заранее неизвестен.

Предлагается определение верхней и нижней границ рас-
хода жидкости в области фильтрации, ограниченной тремя
потенциальными линиями AB, AD, CD и одной линией тока
BC.

Имеем плоскую или осесимметричную задачу стационар-
ной фильтрации

divV = 0, V = −κ0 grad h, (1)
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( V = (Vx, Vy) — скорость фильтрации, h(x, y) —напорная
функция, κ0(x, y) —коэффициент фильтрации).

Краевые условия имеют вид

ϕ|AB = −κ0H,ϕ|CD = 0, ϕ|AD = −κ0H0, φ|BC = 0, (2)

где ϕ(x, y) —потенциальная функция, φ(x, y) —линия тока,
H и H0 — величины напоров на границе области фильтра-
ции, когда H0 > H > 0. Полагаем, что коэффициент филь-
трации k0(x, y) вместе со своими частными производны-
ми является правильно непрерывной функцией в области
фильтрации плоскости z.

Авторы предлагают новую теорему об изменении расхо-
да при решении задачи, когда варьируется область филь-
трации, ограниченная тремя потенциальными линиями и
одной линией тока, при условии H0 > H > 0.

Теорема. При вдавливании линии тока расход жидко-
сти через всякую связную часть потенциальной линии,
имеющей общий конец с линией тока, уменьшается. При
выдавливании линии тока расход увеличивается.

Искомое решение находим как среднее арифметическое
найденных оценок.

Отметим, что аналогичная теорема при условии H > H0

изложена в работе [2].
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ ТЕРМО-ЗАДАЧИ
ГИДРОДИНАМИКИ1

©2020 А.В. Звягин
(Воронеж; zvyagin.a@mail.ru)

На QT = Ω × [0, T ], где Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, область с до-
статочно гладкой границей ∂Ω и T > 0, рассматривается
следующая начально-краевая задача:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

ui
∂v

∂xi
+

n∑
i=1

vi
∂u

∂xi
− 2Div (µ(θ)E(v)) +∇p = f ; (1)

v = (I − α2∆)u; div u = 0; (2)

u|t=0 = u0; u|[0,T ]×∂Ω = 0; ∆u|[0,T ]×∂Ω = 0; (3)

∂θ

∂t
+ (u · ∇)θ − χ∆ θ = 2µ(θ)E(u) : E(v) + g; (4)

θ|t=0 = θ0; θ|[0,T ]×∂Ω = 0. (5)

Здесь, v— вектор-функция скорости движения частицы сре-
ды, u— вектор-функция модифицированной скорости дви-
жения частицы среды, θ(t, x) —функция температуры сре-
ды, p—функция давления, f —функция плотности внеш-
них сил, g—источник внешнего тепла, α > 0 — скаляр-
ный параметр, µ(·) > 0 —коэффициент вязкости среды,
χ > 0 —коэффициент теплопроводности, u0 и θ0 —началь-
ные скорость и температура. Через E = (Eij(v)), Eij(v) =
1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, i, j = 1, n, обозначается тензор скоростей де-

формации.
Изучаемая начально-краевая задача с постоянной вяз-

костью называется альфа-моделью системы Навье–Стокса
1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского

научного фонда (проект №19-11-00146).
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(см. [1]). Введём пространства, в которых будет доказана
разрешимость изучаемой задачи:

W1 = {u ∈ L2(0, T ;V 2) ∩ L∞(0, T ;V 1), u′ ∈ L2(0, T ;V −2)};

W2 = {θ : θ ∈ Lp(0, T ;W 1
p (Ω)), θ′ ∈ L1(0, T ;W−1

p (Ω)).

Определение 1. Слабым решением задачи (1)–(5) на-
зывается пара (u, θ), где u ∈ W1 и θ ∈ W2, удовлетворяю-
щая при всех ϕ ∈ V 2, φ ∈ C∞0 (Ω) и почти всех t ∈ [0, T ]
соотношениям

〈(J + α2A)u′, ϕ〉 −
∫

Ω

n∑
i,j=1

ui((J + α2A)u)j
∂ϕj
∂xi

dx+

+

∫
Ω

n∑
i,j=1

((J+α2A)u)i
∂ui
∂xj

ϕj dx−2

∫
Ω

µ(θ)(J+α2A)u∆ϕdx =

〈f, ϕ〉,∫
Ω

∂θ

∂t
φdx−

∫
Ω

n∑
i,j=1

uiθj
∂φj
∂xi

dx+ χ

∫
Ω

E(θ) : E(φ)dx =

= 2

∫
Ω

(
µ(θ)E(u) : E(u)

)
: φdx+ 〈g, φ〉,

и начальным условиям u|t=0 = v0 и θ|t=0 = θ0. Здесь J = PI,
где P —проектор Лере, а I —тождественный оператор.

Теорема 1. Пусть функция µ ∈ C2(−∞,+∞) и 0 <
µ(θ) ≤ M для всех θ ∈ W2, f ∈ Lp(0, T ;V −1), g ∈ L1(0, T ;

H
−2(1−1/p)
p (Ω)), u0 ∈ V 1, θ0 ∈ W 1−2/p

p (Ω). Тогда при 1 < p <
4/3 для n = 2 и для 1 < p < 10/9 при n = 3 существует
слабое решение задачи (1)–(5).

Доказательство теоремы 1 основано на последователь-
ном применение аппроксимационно-топологического подхо-
да к задачам гидродинамики и на итерационном процессе,
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и поэтому проводится поэтапно (см. работы [2]–[6]). На пер-
вом этапе устанавливается разрешимость задачи (1)–(3) при
фиксированном θ ∈ W2. Затем устанавливается разреши-
мость задачи (4)–(5) с заданной u ∈ W1. Далее, описыва-
ется итерационный процесс, состоящий в последовательном
решении вышеприведённых задач, и, наконец, доказывает-
ся сходимость последовательных приближений к решению
задачи (1)–(5).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ВЫРОЖДЕНИЯ СИСТЕМЫ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ
©2020 С.П. Зубова, А.Х. Мохамад
(Воронеж, ВГУ; spzubova@mail.ru;

abdulftah.hosni90@gmail.com)

Рассматривается уравнение

A(
∂U

∂t
+ αU) = B(

∂U

∂x
+ βU) + f(t, x), (1)

где A,B : E → E, E банахово пространство, A-замкнутый
линейный оператор с плотной в Е областью определения
D(A). имеющий число 0 нормальным собственным числом,
B ∈ L(E,E), B−1 не существует, f(t, x) —непрерывная век-
тор-функция со значениями в E, U = U(t, x) ∈ E, α, β ска-
лярные функции; α = α(t, x), β = β(t, x), (t, x) ∈ T ×X, где
T = [0, t0], X = [0, x0].

Рассматривается регулярный случай, т.е. при λ доста-
точно малых по модулю отличных от нуля (λ ∈ U̇(0)) опе-
ратор (A−λB) обратим. В этом случае оператор (A−λB)−1A
имеет число 0 нормальным собственным числом [1], что поз-
воляет разложить пространство E в прямую сумму подпро-
странств M (1) и N (1) с проекторами на них Q(1) и P (1) со-
ответственно. Уравнение (1) расщепляется на уравнения в
этих подпространствах и решается в них с условиями

Q(1)U(0, x) = ϕ(x) ∈M (1), P (1)U(t, 0) = ψ(t) ∈ N (1). (2)

Теорема 1. Решение U(t, x) задачи (1), (2) существует
и единственно.

Получены формулы для U(t, x). Приводится иллюстри-
рующий пример.
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ПОСТРОЕНИЕ ПРОГРАММНОГО
УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
©2020 С.П. Зубова, Е.В. Раецкая

(Воронеж; spzubova@mail.ru; raetskaya@inbox.ru)

Рассматривается система в частных производных

∂x

∂t
= B(

∂x

∂s
+ αx) +Du, (1)

где t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S]; x(t, s) ∈ Rn; u(t, s) ∈ Rm;
α(t, s) — скалярная функция; B, D—матрицы соответству-
ющих размеров.

Система (1) называется полностью управляемой, если
существует такое управление u(t, s), под воздействием ко-
торого система переводится из произвольного состояния
x(0, s) в произвольное состояние x(T, s).
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Для системы (1), описывающей процессы в вязко-пла-
стической среде, решается задача построения программного
управления.

Основным методом исследования является метод каскад-
ной декомпозиции ([1]−[6]), опирающийся на свойство фред-
гольмовости конечномерного отбражения и заключающийся
в поэтапном переходе к системам в подпространствах, так
что на последнем шаге декомпозиции формируется система

∂xp
∂t

= B(
∂xp
∂s

+ αpxp) +Dp(
∂up
∂s

+ βpup), (2)

где Dp = 0 или Dp — сюръекция; xp(t, s) — удовлетворяет
условиям

∂xjp
∂s
|t=0 = aj,

∂xjp
∂s
|t=T = bj, j = 1, ..., p, (3)

где aj и bj —некоторые функции. Доказывается
Теорема 1. Система (1) полностью управляема в том

и только том случае, когда Dp — сюръекция.
В случае сюръективного Dp, для любого гладкого xp,

удовлетворяющего условиям (3) существует гладкое up, удо-
влетворяющее уравнению (2). Обратным ходом декомпози-
ции строятся функции состояния и управления в аналити-
ческом виде с любой желаемой степенью гладкости.
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ДРОБНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
ВКЛЮЧЕНИЯ С ИМПУЛЬСНЫМИ

ВОЗДЕЙСТВИЯМИ
©2020 М. Илолов

(Душанбе, Таджикистан; ilolov.mamadsho@gmail.com)

В работе доказана теорема существования решений зада-
чи Коши для нелинейного дробного по времени импульсно-
го дифференциального включения с почти секториальным
оператором в линейной части. Соответствующий результат
для линейных и полулинейных дробных дифференциаль-
ных уравнений в банаховом пространстве без импульсных
воздействий установлен в работе [1].

1. Рассмотрим задачу Коши для дробных дифференци-
альных включений с импульсными воздействиями
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cDαu(t) ∈ Au(t) + F (t, u(t)), t ∈ J = [0, T ], t 6= tk, k = 1, ...,m,
(1)

4u
∣∣∣∣
t=tk

= Ik(u(t−k )), k = 1, ...,m, (2)

u(0) = u0, (3)

где cDα дробная производная Капуто, 0 < α < 1, A почти
секториальный оператор порождающий сингулярную полу-
группу порядка 1 + γ(−1 < γ < 0) при t = 0, F : J × E →
P (E) многозначное отображение, P (E) семейство непустых
подмножеств банахово пространство E, IK : E → E, k =

1, ...,m и u0 ∈ E, 0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T,4u
∣∣∣∣
t=tk

=

u(t+k ) − u(t−k ), u(t+k ) = lim
h→0+

u(tk + h), u(t−k ) = lim
h→0−

u(tk + h)

являются правыми и левыми пределами u(t) при t = tk, k =
1, ...,m.

Аналогичные дифференциальные уравнения целого по-
рядка с импульсными воздействиями и со секториальными
операторами были предметом анализа работы [2]. В работе
[3] рассматривались нелокальные дробные дифференциаль-
ные включения со секториальным оператором. В [1] при-
водится пример эллиптического дифференциального опера-
тора A′ действующего в пространстве функций Гёльдера
C l(Ω̄), 0 < l < 1, где Ω-ограниченная область в Rn(N ≥ 1)
с достаточно гладкой границей ∂Ω, такой что A′ + ν, ν > 0
не является секториальным, но является почти секториаль-
ным оператором. Почти секториальный оператор А генери-
рует полугруппу T (t) порядка роста 1 + γ со сингулярным
поведением при t = 0.

Обозначим через Eα,β обобщённую функцию типа
Миттаг-Лефлера в виде
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Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
=

1

πi

∫
L

λα∓βlλ

λα−z
dλ, α, β > 0, z ∈ C,

(4)
где контур L начинается и заканчивается в −∞ и обходит
диск |λ| < |z|1/α против часовой стрелки. Определим также
функцию

eα,β(z) = −
N−1∑
n=1

z−n

Γ(β − αn)
+O(|z|−N), z →∞. (5)

С помощью функций (4),(5) и соответствующей резоль-
венты оператора А вводим семейство операторозначных
функций

Sα(t) = Eα(−ztα)(A) =

=
1

2πi

∫
Γθ

Eα(−ztα)R(z, A)dz, Eα(z) = Eα,α(z)

и

Tα(t) = eα(−ztα)(A) =

=
1

2πi

∫
Γθ

eα(−ztα)R(z, A)dz, eα(z) = eα,α(z),

где интегральный контур Γθ = {R+l
iθ}∪{R+l

−iθ} направлен
против часовой стрелки и ω < θ < π/2− | arg t|.

Лемма 1. Для каждого t > 0, Sα(t) и Tα(t) являются
линейными ограниченными операторами на E. Более того
существуют постоянные CS = C(α, γ) > 0, CT = C(α, γ) > 0
такие, что
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‖Sα(t)‖ ≤ CSt
−α(1+γ), ‖Tα(t)‖ ≤ CT t

−α(1+γ).

2. Пусть F в (1) является компактным многозначным
отображением.

Рассмотрим пространство кусочно непрерывных функ-
ций

PC(J,E) = {u : J → E, u ∈ C((tk, tk+1), E), k = 0, ...,m+ 1

u(t−k ), u(t+k ), u(t−k ) = u(tk), k = 0, ...,m}

с нормой

‖u‖PC = sup
t∈J
‖u(t)‖.

Через AC((tk, tk+1), E) обозначим пространство абсолют-
но непрерывных функций. Пусть J ′ = J/{t1, .., tm}.

Определение 1. Функция u ∈ PC(J,E) ∩
∪mk=oAC((tk, tk+1), E) с дробной производной порядка α на-
зывается слабым решением задачи (1)-(3), если существует
функция v ∈ L1([0, T ], E) такая, что v(t) ∈ Av(t) + F (t, v(t))
для п.в. t ∈ [0, T ] и

u(t) = Sα(t)x0 +
m∑
k=1

sα(t− tk)Ik(u(t−k )) +

t∫
0

Tα(t− s)v(s)ds,

где v является селектором для многозначного отображения
F (t, u(t)).

Приводим основной результат для почти секториального
оператора А.
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Теорема 1. Пусть А почти секториальный оператор и
пусть F : J×E → P (E) непустое выпуклое компактное мно-
гозначное отображение. Пусть выполнены следующие пред-
положения:

(HF1) Для каждого u ∈ E, функция t→ F (t, u) измери-
мая и для п.в. t ∈ J полунепрерывная сверху;

(HF2) Существует функция ϕ ∈ L1/q(J,R+), q ∈ (0, α) и
неубывающая непрерывная функция ψ : R+ → R+ такая,
что для каждой u ∈ E,

‖F (t, u)‖ ≤ ϕ(t)ψ(‖u‖), t ∈ J ;

(HF3) Существует функция β ∈ L1/q(J,R+), qt(0, α) удо-
влетворяющей неравенству

2ηCT‖β‖L1/q(J,R+) < 1,

где η = Tα−q

ω̄1−q и ω̄ = α−q
1−q , и для каждого ограниченного под-

множества D ⊂ E

χ(F (t,D)) ≤ β(t)χ(D)

для п.в. t ∈ J , где χ мера некомпактности Хаусдорфа в E.
(HI) Для каждого k = 1, ...,m, Ik непрерывный и ком-

пактный оператор и существуют положительные постоян-
ные hk такие, что

‖Ik(u)‖ ≤ hk‖u‖, u ∈ E.

Тогда задача (1)-(3) имеет слабое решение при условии,
что

CS(‖u0‖+ hr) + CTnψ(r)‖ϕ‖L1/2(J,R+) ≤ r,

где r > 0 и h =
m∑
k=i

hk.
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Доказательство теоремы состоит в сведении задачи
(1),(2),(3) к задаче о неподвижной точке многозначно-
го отображения R : P (C(J,E)) → 2P (C(J,E)). Для u ∈
P (C(J,E)) R(u) является множеством всех функций v ∈
R(u) такие, что

v(t) = Sα(t)u0 +
n∑
k=1

Sα(t− tk)Ik(u(t−k )) +

t∫
0

(t− s)f(s)ds,

где f является селектором многозначного отображения
F (t, u(t)). Легко видеть, что любая неподвижная точка отоб-
ражения R(u) является слабым решением задачи (1)-(3).

Таким образом задача сводится к доказательству су-
ществования неподвижной точки многозначного отображе-
ния R(u). Существование неподвижной точки многозначно-
го отображения R(u) подробным образом исследовано в ра-
боте [4].
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О ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ ОПЕРАТОРОВ И
УРАВНЕНИЙ С МНОГОМЕРНЫМИ
ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ В

ПРОСТРАНСТВЕ НЕПРЕРЫВНЫХ НА
ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ ФУНКЦИЙ1

©2020 А.И. Иноземцев
(Липецк; inozemcev.a.i@gmail.com)

В работе получен критерий фредгольмовости уравнения
с частными интегралами

(I −
∑
α

Kα)x = f, (1)

в пространстве непрерывных на D = [a, b] × [c, d] × [e, f ]
функций, где (Kαx)(t1, t2, t3) =

∫
Dα

kα(t1, t2, t3, tα)x(sα)dtα,

kα ∈ C(L1(Dα)), α = (α1, α2, α3) —мультииндекс, αj ∈ {0, 1},
Dα =

n∏
j=1

[aj, bj]
αj . При αj = 0 отрезок [aj, bj] не входит

в декартово произведение. tα — совокупность элементов τj,
для которых αj = 1, а sα — совокупность элементов τj,
для которых αj = 1 и элементов tk, для которых αk = 0.

dtα =
n∏
j=1

dτ
αj
j , ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2, ᾱ3), где ᾱj = 1− αj, kα ∈ C(Dα).

Теория уравнений вида (I−
∑
α

Kα)x = f существенно от-

лична не только от теории интегральный уравнений Фред-
гольма, но и от теории сингулярных интегральных уравне-
ний [1, 2]. Никакая гладкость ядер kα не обеспечивает ни
нетеровость, ни фредгольмовость данного уравнения.

Принадлежность ядер kα операторов Kα пространству
C(L1(Dα)) означает sup

(t1,t2,t3)∈D

∫
Dα

|kα(t1, t2, t3, tα)|dtα < ∞ и

1Работа поддержана РФФИ (проект № 19-41-480002).

138

для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что при |ti−t′i| < δ
(i = 1, 2, 3)

∫
Dα

|kα(t1, t2, t3, tα) − kα(t′1, t
′
2, t
′
3, tα)|dtα < ε. При

сделанных предположениях операторы Kα непрерывны в
пространстве C(D). Непосредственно проверяется, что ядра
их композиций также принадлежат C(L1(Dα)).

Пусть операторы I − K(1,0,0), I − K(0,1,0) и I − K(0,0,1)

обратимы, то в силу [2] (I − K(1,0,0))
−1 = I + R(1,0,0), (I −

K(0,1,0))
−1 = I +R(0,1,0), (I −K(0,0,1))

−1 = I +R(0,0,1), где Ri —
операторы с частными интегралами. Тогда уравнение (1)
эквивалентно уравнению

x = (I +R(0,0,1))(I +R(0,1,0))(I +R(1,0,0))×

×(K
(1)
12 +K

(1)
13 +K

(1)
23 +K

(1)
123)x+G1f, (2)

где G1 = (I −K(0,0,1))
−1(I −K(0,1,0))

−1(I −K(1,0,0))
−1, K

(1)
12 =

K(1,1,0) +K(1,0,0)K(0,1,0), K
(1)
13 = K(1,0,1) +K(1,0,0)K(0,0,1), K

(1)
23 =

K(0,1,1) +K(0,1,0)K(0,0,1), K
(1)
123 = K(1,1,1) +K(1,0,0)K(0,1,0)K(0,0,1).

Умножая операторы в (2), получим уравнение x =

(K
(2)
12 + K

(2)
13 + K

(2)
23 + K

(2)
123)x + G1f, эквивалентное уравне-

нию (I −K(2)
12 )(I −K(2)

13 )(I −K(2)
23 )x = (K

(2)
12 K

(2)
13 +K

(2)
12 K

(2)
23 +

K
(2)
13 K

(2)
23 −K

(2)
12 K

(2)
13 K

(2)
23 +K

(2)
123)x+G1f.

Если существуют обратные операторы [2] (I − K
(2)
23 )−1,

(I − K
(2)
13 )−1, (I − K

(2)
12 )−1, то (I − K

(2)
23 )−1 = I + R23, (I −

K
(2)
13 )−1 = I + R13, (I −K(2)

12 )−1 = I + R12, где Rij — операто-
ры с частными интегралами. После умножения операторов
получим уравнение

x = H123x+ F, (3)

где F = G2G1f, H123 = (I+R23)(I+R13)(I+R12)(K
(2)
12 K

(2)
13 +

K
(2)
12 K

(2)
23 + K

(2)
13 K

(2)
23 − K

(2)
12 K

(2)
13 K

(2)
23 + K

(2)
123) —интегральный

оператор, а уравнение (3) — интегральное уравнение.
139



Из приведённых рассуждений следует
Теорема. Линейное интегральное уравнение (1) с част-

ными интегралами фредгольмово в C(D) тогда и толь-
ко тогда, когда в C(D) обратимы операторы (I −K(1,0,0)),

(I −K(0,1,0)), (I −K(0,0,1)), (I −K(2)
12 ), (I −K(2)

13 ), (I −K(2)
23 ).
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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ДВУХ КЛАССОВ
УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА С ЧАСТНЫМИ

ИНТЕГРАЛАМИ С ПРИМЕНЕНИЕМ PYTHON1

©2020 В.А. Калитвин
(Липецк; kalitvin@mail.ru)

К уравнениям Вольтерра с частными интегралами при-
водятся различные задачи механики сплошных сред [1-3].

В пространстве C(D) непрерывных на D = [a, b]× [c, d]
функций рассматривается линейное уравнение с частными
интегралами вида

x(t, s)=

t∫
a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ+

s∫
c

m(t, s, σ)x(t, σ)dσ+f(t, s), (1)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект номер 19-41-
480002).
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где (t, s) ∈ D, l, m, f — заданные непрерывные на D × T,
D × S, D соответственно функции, T = {τ : a ≤ τ ≤ t ≤ b},
S = {σ : c ≤ σ ≤ s ≤ d}.

Найти решение уравнения (1) в явном виде удаётся в
редких случаях, поэтому актуальной задачей является раз-
работка алгоритмов и программ для численного решения
этого уравнения.

Отрезки [a, b] и [c, d] разобъем на части точками

tp = a+ ph (p = 0, 1, . . . , P, a+ Ph ≤ b < (P + 1)h),

sq = c+ qg (q = 0, 1, . . . , Q, c+Qg ≤ d < (Q+ 1)g)

соответственно. Полагая t = tp, s = sq и применяя формулы

tp∫
a

l(tp, sq,τ)x(τ,sq)dτ=h

p∑
i=0

αpilpqix(ti, sq) + rlpq,

sq∫
c

m(tp, sq, σ)x(tp, σ)dσ=g

q∑
j=0

βjqmpqjx(tp, sj)+ rmpq,

где lpqi = l(tp, sq, ti), mpqj = m(tp, sq, sj), а rlpq, rmpq — остатки
квадратурных формул, получим после отбрасывания остат-
ков систему уравнений для приближенных значений xp0, x0q,
xpq функции x в точках (tp, s0), (t0, sq), (tp, sq) (p = 1, . . . , P ;
q = 1, . . . , Q). Пусть δp0, δ0q, δpq —погрешности в уравнениях
с xp0, x0q, xpq. Тогда

x00 =f(a, c),

xp0 =h

p∑
i=0

αpilp0ixi0 + fp0 + δp0,

x0q=g

q∑
j=0

βjqm0qjx0j + f0q + δ0q,
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xpq=h

p∑
i=0

αpilpqixiq + g

q∑
j=0

βjqmpqjxpj + fpq + δpq

(p = 1, . . . , P ; q = 1, . . . , Q),

где

fp0 = f(tp, s0), f0q = f(t0, sq), fpq = f(tp, sq).

Теорема 1. Если rlpq и rmpq стремятся к нулю равно-
мерно относительно p, q при h, g → 0; существуют такие
числа A,B что |αpi| ≤ A < ∞, |βjq| ≤ B < ∞; погреш-
ности δp0, δ0q, δpq стремятся к нулю равномерно относи-
тельно p, q при h, g → 0, то при всех достаточно малых
h и g приближенное решение xpq может быть найдено из
последней системы, причём для любого заданного ε > 0 най-
дутся такие h0 и g0, что при h < h0 и g < g0 будут выпол-
няться неравенства |xpq − x(tp, sq)| < ε (p = 0, 1, . . . , P ; q =
0, 1, . . . , Q), а последовательность функций

xpq(t, s) = h

p∑
i=0

αpil(t, s, ti)xiq + g

q∑
j=0

βjqm(t, s, sj)xpj + f(t, s)

равномерно сходится на D к решению x(t, s) при p, q →∞.
С использованием данного алгоритма разработана про-

грамма на языке Python и проведены численные экспери-
менты, показывающие достаточно хорошие результаты.

В пространстве C(D) непрерывных на D = [a, b]× [c, d]
функций рассматривается нелинейное уравнение с частны-
ми интегралами вида

x(t, s) =

t∫
a

l(t, s, τ, x(τ, s))dτ +

s∫
c

m(t, s, σ, x(t, σ))dσ+ f(t, s),

(2)
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Здесь (t, s) ∈ D = [a, b]× [c, d], а l,m, f — заданные непре-
рывные функции.

При численном решении уравнения (2) отрезок [a, b] раз-
объем на равные части точками ti и sj (i, j = 0, 1, . . . , n).

При i = j = 0 x(ti, sj = 0). Заменяя интегралы в
уравнении (2) конечными суммами с помощью какой-ли-
бо квадратурной формулы, при фиксированных j = 0 и
i = 0 получаем значения x(ti, s0) (i = 1, 2, . . . , n) и x(t0, sj)
(j = 1, . . . , n). Используя найденные значения, вычисляем
значения x(ti, sj) при i = 1, 2, . . . , n и j = 1, 2, . . . , n. На-
пример, при использовании квадратурной формулы средних
прямоугольников,

x(ti, s0) = f(ti, s0) + h
i−1∑
k=0

(l(ti, s0, tk +
h

2
, x(tk, s0))),

x(t0, sj) = f(t0, sj) + h

j−1∑
k=0

(m(t0, sj, sk +
h

2
, x(t0, sk))),

x(ti, sj) = f(ti, sj) + h
i−1∑
k=0

(l(ti, sj, tk +
h

2
, x(tk, sj)))+

+h

j−1∑
k=0

(m(ti, sj, sk +
h

2
, x(ti, sk))),

i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n

C использованием данного алгоритма разработана про-
грамма на языке программирования Python и проведены
численные эксперименты, демонстрирующие достаточно хо-
рошие результаты.

Литература
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КЛАССИФИКАЦИЯ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ
БИЛЛИАРДОВ С ВЫПУКЛЫМИ СКЛЕЙКАМИ

НА ПЛОСКОСТИ МИНКОВСКОГО1

©2020 Е.Е. Каргинова
(Москва; karginov13@gmail.com)

Определение 1. Плоскостью Минковского называется
R2 со скалярным произведением

〈x, y〉 = x1y1 − x2y2

.
Рассмотрим на плоскости Минковского эллипс E, зада-

ваемый соотношением:

E :
x2

a
+
y2

b
= 1

Здесь a > b > 0 и λ ∈ R— вещественные числа. Софокусное
семейство квадрик Cλ задаётся уравнением

Cλ :
x2

a− λ
+

y2

b+ λ
= 1 (1)

Биллиард в эллипсе на плоскости Минковского был ис-
следован в работе (2) В. Драгович и М. Раднович, а именно

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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описан закон отражения в таком биллиарде, первые инте-
гралы системы и движение в системе.

Определение 2. Простым биллирадом назовём двумер-
ное, связное, плоское, компактное многообразие с кусочно-
гладким краем, состоящим из сегментов квадрик семей-
ства (1), попарно пересекающихся под углами, не превы-
шающими π

2
.

Определим отражение в простом биллиарде: при отраже-
нии сохраняется евклидова длина вектора скорости и угол
падения в смысле Минковского равен углу отражения.

Определение 3. Топологическим биллиардом называ-
ем двумерное ориентируемое многообразие с кусочно-глад-
кой метрикой Минковского, полученное отождествлением
(склейкой) простых биллиардов вдоль некоторых выпуклых
или прямолинейных сегментов (ребра склейки).

Вышеописанная конструкция была предложена В. В. Ве-
дюшкиной в работе [3].

Отражение в топологическом биллиарде устроено следу-
ющим образом: при попадании на ребро склейки материаль-
ная точка продолжает движение по другому листу, а при по-
падании в угол или ребро, не являющееся ребром склейки,
точка продолжает движение так же, как и в случае плоской
области.

Такое отражение сохраняет два первых интеграла: квад-
рат евклидовой длины вектора скорости vE и каустику тра-
ектории λ. Эти функции находятся в инволюции и функцио-
нально независимы, следовательно, топологический билли-
ард интегрируем по Лиувиллю.

Рассмотрим ограничение фазового пространства систе-
мы топологического биллиарда на поверхность уровня ин-
теграла vE — это трёхмерное многообразие Q3, называемое
изоэнергетической поверхностью. Изменяя значения инте-
грала λ, получим слоение Q3 на двумерные поверхности -
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неособые слои (двумерные торы) и особые слои, описывае-
мые 3-атомами.

В своей работе я рассматриваю топологические биллиар-
ды, которые могут быть получены склейкой простых бил-
лиардов на плоскости Минковского вдоль выпуклых сег-
ментов границы. Я получила полную классификацию та-
ких биллиардов, и для каждого класса посчитала меченую
молекулу Фоменко-Цишанга - граф с целочисленными мет-
ками, являющийся инвариантом Лиувиллевой эквивалент-
ности интегрируемых гамильтоновых систем (подробнее о
теории Фоменко-Цишанга см. [1]).
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЗМУЩЕННОЙ МОДЕЛИ
ЛЕОНТЬЕВА МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА

©2020 М.А. Кащенко, В.И. Усков
(Воронеж; vum1@yandex.ru)

Рассматривается задача Коши для уравнения Леонтьева
межотраслевого баланса, возмущённого операторной добав-
кой:

A
dx

dt
= (B + εC)x(t, ε), (1)

x(0, ε) = x0(ε). (2)

Здесь A = B—матрица коэффициентов приростной
фондоёмкости, B = I −A, где A—матрица прямых затрат,
x— вектор-столбец валовой продукции, t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, ε0).
Функция x0(ε) голоморфна в окрестности точки ε = 0.

Вектор-функция Adx
dt

называется акселератором Харро-
да [1].

Такие модели с непрерывными функциями времени от-
ражают условия динамического равновесия валового и ко-
нечного продукта в экономике страны.

Целью работы является исследование влияния возмуще-
ния, вызываемого малым параметром в задаче (1), (2) с кон-
кретными значениями коэффициентов. Отметим, что в слу-
чае вырожденного оператора A, стоящего перед производ-
ной, влияние может быть значительным. Модель рассмат-
ривается на примере трёх отраслей народного хозяйства:
A,B,C : R3 → R3, x(t, ε) ∈ R3.

Известно, что оператор A, задаваемый вырожденной
квадратной матрицей, фредгольмов.

Зададим матрицы коэффициентов в уравнении (1):

A =

 0.2 0.3 0.4
0.4 0.6 0.8
0.1 0.1 0.3

 , B =

 0.2 0.4 0.4
0.1 0.4 0.1
0.3 0.1 0.3

 ,
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C =

 0.1 0.1 0
0.1 0 0.3
0 0 0.1

 .

Ядро оператора A одномерно. Имеем:

KerA =


 x1

−2
5
x1

−1
5
x1

 , CoimA =


 0

2
5
x1 + x2

1
5
x1 + x3

 ,

ImA =


 y1

2y1

y3

  , CokerA =


 0

y2 − 2y1

0

  ,

e =

 1
−2

5

−1
5

 , ϕ =

 0
1
0

 ,

Q =

 0 0 0
−2 1 0
0 0 0

 , A− =

 0 0 0
6 0 −8
−2 0 6

 .

Применим результаты, полученные в работе [2].

d00 =< QBe, ϕ >= 0,

d01 =< QCe, ϕ >= −0.08 6= 0,

d10 =< QBA−Be, ϕ >= −0.16 6= 0.

Следовательно,
d10

d01

= 2 > 0. (3)

Таким образом, операторная пара (A,B) регулярна; дли-
на B-жордановой цепочки равна 2.
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Получен следующий результат.
Теорема. В задаче (1), (2) имеет место явление по-

гранслоя.
Условие (3) — это условие регулярности вырождения.
Замечание. Если не выполняется условие регулярно-

сти вырождения, то это влечёт за собой большое расхож-
дение между планируемым объёмом производства (ε = 0)
и полученным на практике.
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ОБ ОДНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕДИ
ОПТИМАЛЬНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ

ИЗМЕРЕНИЙ
©2020 А.В. Келлер, А.А. Замышляева, Н.А. Манакова

(Воронеж, Челябинск; alevtinak@inbox.ru)

Пусть Ω ≡ (Ω,A, P ) —полное вероятностное простран-
ство, R—множество вещественных чисел, наделённое бо-
релевской σ-алгеброй. Измеримое отображение ξ : Ω →
R— случайная величина. Множество случайных величин с
Eξ = 0 и конечной дисперсией образует гильбертово про-
странство L2 cо скалярным произведением < ξ1, ξ2 >=
E(ξ1ξ2). Пусть I ⊂ R—некоторый интервал. Отображение
η : I × Ω → R вида η = η(t, ω) — одномерный стохастиче-
ский процесс, для каждого фиксированного t ∈ I значение
отображения η = η(t, · ) является случайной величиной, т.
е. η = η(t, · ) ∈ L2 и для любого фиксированного ω ∈ Ω
значение стохастического процесса η = η( · , ω) называет-
ся (выборочной) траекторией. Обозначим: CL2 —простран-
ство непрерывных случайных процессов,

o
η (`) – `-ю произ-

водную Нельсона-Гликлиха случайного процесса η [1]. Мно-
жество непрерывных стохастических процессов, имеющих
непрерывные производные Нельсона-Гликлиха до порядка
k ∈ N в каждой точке множества I, образуют простран-
ство CkL2. Рассмотрим стохастическую систему леонтьев-
ского типа:

L
o

ξ = Aξ +B(u+ ϕ), (1)

где u : I → Rn– вектор-функция, ϕ— стохастический про-
цесс. Пусть матрица A – (L, p)-регулярна, p ∈ {0} ∪ N, и
начальные состояния (1) описываются начальным условием
Шоултера-Сидорова:[

(αL− A)−1L
]p+1

(ξ(0)− ξ0) = 0, (2)
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где ξ0 =
∑n

k=0 ξ0,kek, ξ0,k —попарно независимые гауссовские
случайные величины, а {ek}nk=1 является ортонормирован-
ным базисом в Rn.

Теорема 1. Для любой вектор-функции u ∈
Cp+1(I,Rn), начальных значений ξ0 и стохастическо-
го процесса ϕ ∈ Cp+1L2(I,Rn), независимых для любого
t ∈ I, существует единственное решение ξ задачи (1), (2),
заданное формулой

ξ(t) = ξu(t) + ξϕ(t), ξu ∈ C1(I,Rn), ξϕ ∈ C1L2(I,Rn),

где

ξu(t) =

∫ t

0

U t−sL−1
1 Qu(s)ds+

+

p∑
q=0

(
M−1 (In −Q)L

)q
M−1 (Q− In)u(q)(t)

есть детерминированная часть, а

ξϕ(t) = U tξ0 +

∫ t

0

U t−sL−1
1 Qϕ(s)ds+

+

p∑
q=0

(
M−1 (In −Q)L

)q
M−1 (Q− In)

o
ϕ (q)(t)

есть стохастическая часть решения.
Здесь U t = lim

r→∞

((
L− t

r
M
)−1

L
)r
, Q = lim

r→∞

(
rLLr (M)

)p,
LLr (M)=L

(
L− 1

r
M
)−1, In— единичная матрица порядка n.

Аналогично детерминированному случаю введём прост-
ранство измерений U = {u ∈ L2(I,Rn) : u(p+1) ∈ L2(I,Rn)},
выделим в нем замкнутое выпуклое множество допустимых
измерений U∂ ⊂ U , которое содержит априорную инфор-
мацию об измерениях. Задача восстановления динамически
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искажённого сигнала сводится к решению задачи оптималь-
ного управления

J(v) = min
u∈U∂

J(u),

для (1) с условием (2), где функционал качества

J(u) = J(η(u)) =
1∑

k=0

∫ τ

0

E
∥∥∥o
η (k)(t)− η(k)

0 (t)
∥∥∥2

dt

отражает близость реального наблюдения η0(t) и виртуаль-
ного наблюдения η(t), полученного на основе математиче-
ской модели измерительного устройства (ИУ) (1), (2). Точка
минимума v(t) функционала на множестве U∂, являющая-
ся решением задачи оптимального управления, называется
оптимальным динамическим измерением. На практике су-
ществует только косвенная информация о v(t).

Теорема 2. Оптимальное динамическое измерение не
зависит от случайных начальных условий, шумов в цепях
и на выходе МТ.

Таким образом, доказательство теоремы приводит к воз-
можности применения численных алгоритмов, разработан-
ных для детерминированного случая [2], при решения зада-
чи восстановления измеренного сигнала. Заметим, что мо-
дель ИУ (1), (2) при detL = 0 представлена в [3].

Литература
1. Gliklikh Yu.E., Mashkov E.Yu. Stochastic Leontieff
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// Bulletin of the South Ural State University. Series:
Mathematical Modelling, Programming and Computer
Software, 2013, vol. 6, pp. 25–39.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ БИЛЛИАРДНЫ
РЕАЛИЗУЮТ ЛЮБОЙ КЛАСС ЭЙЛЕРА

МНОГООБРАЗИЙ ЗЕЙФЕРТА[1

©2020 В.А. Кибкало
(Москва; slava.kibkalo@gmail.ru)

Рассмотрим биллиард (движение материальной точки)
в плоской области (столе) с гамильтонианом H = v2

x + v2
y и

упругим отражением от границы по закону Снелла. Пусть
эта граница состоит из дуг софокусных квадрик семейства

(b−λ)x2+(a−λ)y2 = (a−λ)(b−λ). (1)

Такие системы интегрируемы по Лиувиллю (если внут-
ренние углы области равны π/2, а не 3π/2). Каждая тра-
ектория имеет каустику— квадрику того же семейства (1) с
неким значением 0 ≤ λ ≤ a первого интеграла Λ(x, y, vx, vy).

Слоение Лиувилля на фазовом пространстве таких бил-
лиардов и их обобщений можно изучать при помощи тео-
рии топологической классификации школы А.Т. Фоменко,
аналогично системам механики с двумя степенями свобо-
ды. Неособая трёхмерная поверхность постоянной энергии
Q3
h = {H = h 6= 0} разбивается на поверхности Tλ уровня

интеграла Λ = λ (на регулярные двумерные торы и конеч-
ное число особых двумерных или одномерных слоёв). Ин-
вариант Фоменко-Цишанга — граф с символами перестро-

1Работа выполнена при поддержке Программы Президента РФ под-
держки ведущих научных школ (грант НШ-6399.2018.1, соглашение №
075-02-2018-867)
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ек в вершинах и числовыми метками— классифицирует та-
кие слоения с точностью до послойной эквивалентности (по-
дробнее см. [1]).

На основе полученных В.В.Ведюшкиной, А.Т. Фоменко
и другими результатов А.Т. Фоменко сформулировал [2] ги-
потезу из нескольких пунктов о возможности моделировать
слоения интегрируемых систем с различных точек зрения
при помощи биллиардов и разных классов их обобщений
(топологические биллиарды, биллиардные книжки, добав-
ление потенциала, магнитного поля, и другие).

Некоторые пункты гипотезы уже доказаны (например,
реализация любого атома [3]). В некоторых подклассах изу-
чаемых биллиардов были найдены топологические препят-
ствия— свойство слоения, с которым оно не может быть сло-
ением (на Q3

h) биллиарда такого подкласса. Отметим: для
найденных препятствий имеются такие расширенные клас-
сы биллиардов, в котором такое слоение уже реализуется.

Проверку весьма общего пункта гипотезы— о существо-
вании биллиарда с произвольным инвариантом Фоменко-
Цишанга — вполне естественно начать с моделирования «ло-
кального» слоения. Сформулированный А.Т. Фоменко «ло-
кальный вариант» гипотезы о биллиардах, в частности, ста-
вит вопрос о возможности реализовать слоение с произволь-
ной целочисленной меткой n (тесно связанной с классом Эй-
лера соответствующего многообразия Зейферта, см. [1]) на
произвольной «семье» (см. [1]) седловых атомов.

Выберем числа b < λ1 < · · · < λk−1 < a. В семействе (1)
им отвечают гиперболы. Склеим стол Ωk из разрезанных по
ветвям этих гипербол k экземпляров Ω(i) стола-эллипса. А
именно, стол Ω(1) разрежем по гиперболе λ = λ1 на области
a1, b1, c1, стол Ω(K) —по гиперболе λ = λk−1 на ak, bk, ck, а
остальные Ω(i) —по λi−1 и Ωi на области ai, xi, bi, yi, ci.
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Стол Ωk склеим из них с перестановками σ1 =
(a2, x2, a1, b1), ρ1 = (b1, c1, y2, c2), σk−1 = (ak, bk, xk−1, bk−1),
ρk−1 = (bk−1, yk−1, bk, ck), σi = (ai+1, xi+1, xi, bi) и ρi =
(bi, yi, yi+1, ci+1) при 1 < i < k.

Теорема 1. (Ведюшкина, К.) Инвариант Фоменко-
Цишанга слоения стола Ωk изображён на рис. 2. На рёбрах
C2−C2 стоят метки (r, ε) = (∞, 1), на остальных рёбрах:
(0, 1).

Следствие 1. Метка n не препятствует моделированию
слоений интегрируемых систем биллиардными книжками.

Рис. 1. Биллиардная книжка Ω3 с меткой n = 3 на семье.
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Рис. 2. Метки n на семьях седловых атомов для столов Ωk.

МАГНИТНЫЙ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЙ ПОТОК НА
МНОГООБРАЗИИ ВРАЩЕНИЯ:

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ
©2020 И.Ф. Кобцев

(Москва; int396.kobtsev@mail.ru)

Рассмотрим многообразие M ≈ S2, на котором опреде-
лено действие группы S1 изометриями (такое многообра-
зие называется многообразием вращения). Оно имеет мет-
рику ds2 = dr2 + f 2(r)dϕ2. Определим на T ∗M магнитный
геодезический поток как гамильтонову систему с гамиль-
тонианом H = p2r

2
+

p2ϕ
2f2(r)

и симплектической структурой
ω̃ = dpr ∧ dr + dpϕ ∧ dϕ+ Λ′(r)dr ∧ dϕ.

В [1] использовался другой подход к получению новых
систем на многообразии вращения— добавление потенциа-
ла: H = p2r

2
+

p2ϕ
2f2(r)

+ V (r). Рассмотрение магнитного поля
вместо потенциала приводит к ряду новых топологических
свойств.

Предположим, что выполнены следующие условия на
функции f(r) и Λ(r) [1]:
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1) f(r) : (0, L) → R продолжается до гладкой нечёт-
ной 2L-периодической функции Морса f(r) : R → R,
f ′(0) = 1, f ′(L) = −1;

2) Λ(r) : (0, L)→ R продолжается до гладкой чётной 2L-
периодической функции Морса Λ(r) : R→ R;

3) (Λ′(r))2 + (f ′(r))2 > 0,

где L—длина геодезической, соединяющей полюса. Этот
набор условий обеспечивает гладкость H и ω̃ на T ∗M .

Целью исследования является вычисление инвариан-
тов Фоменко-Цишанга, характеризующих топологию слое-
ния Лиувилля на неособом изоэнергетическом многообразии
Qh = {H = h}.

Утверждение 1. Определённая таким образом систе-
ма имеет две степени свободы и является вполне инте-
грируемой по Лиувиллю; дополнительным интегралом яв-
ляется K = pϕ − Λ(r).

Фазовое пространство этой системы расслаивается на
инвариантные (относительно фазового потока системы)
двумерные слои, являющиеся совместными поверхностями
уровня интегралов H = h, K = k, т.е. корректно определено
слоение, называемое слоением Лиувилля. Согласно теореме
Лиувилля это слоение состоит из слоёв двух типов:

• регулярные слои, диффеоморфные несвязному объ-
единению торов T 2 (называемых торами Лиувилля);

• особые слои (бифуркации торов Лиувилля).

Структура слоения Лиувилля интегрируемых гамильто-
новых систем с двумя степенями свободы известна и описа-
на в [2].

В ходе исследования получены следующие результаты:
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• построены бифуркационные диаграммы, найдены
уравнения бифуркационных кривых;

• исследован топологический тип перестроек торов Ли-
увилля на неособом изоэнергетическом многообразии.
В частности, обнаружены перестройки типов A, Vs
(встречавшиеся в [1]) и найдены новые бифуркации
(рис. 1), у которых критические окружности ориенти-
рованы несогласованно [2, раздел 3.3];

• по виду бифуркационных диаграмм вычислены инва-
рианты Фоменко и Фоменко–Цишанга;

• обнаружено совпадение ряда инвариантов с уже встре-
чавшимися в других задачах механики. Это позволяет
сделать вывод о лиувиллевой эквивалентности систем
с совпадающими инвариантами.

Литература
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интегрируемых гамильтоновых систем на поверхностях вра-
щения в потенциальном поле. Матем.сб.,2016, том 207, №3,
с. 47–92.

2. Болсинов А. В., Фоменко А. Т. Интегрируемые га-
мильтоновы системы. Геометрия, топология, классифика-
ция. Ижевск: Издательский дом «Удмуртский универси-
тет», 1999.
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a) б)

в)

Рис. 1. Двумерные базы 3-мерных окрестностей особых слоёв
слоения Лиувилля на неособом изоэнергетическом

многообразии: а — типа A; б — типа V2 = B; в — пример
4-мерной перестройки торов Лиувилля с несогласованными

ориентациями критических окружностей (показана
зависимость двумерной базы от уровня энергии h). Трёхмерная
(соотв. четырёхмерная) бифуркация получается в результате
умножения двумерной базы (при каждом значении h) на

окружность.
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АППРОКСИМАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ
КОЛЕБАНИЙ ПЛАСТИНЫ С

ПРИСОЕДИНЁННЫМ ОСЦИЛЛЯТОРОМ1

©2020 Д.М. Коростелева, А.А. Самсонов, П.С. Соловьёв,
С.И. Соловьёв

(Казань; diana.korosteleva.kpfu@mail.ru)

Исследуется нелинейная дифференциальная задача на
собственные значения в частных производных четвёртого
порядка, описывающая поперечные собственные колебания
квадратной упругой изотропной пластины с присоединён-
ным осциллятором. Предполагаются выполненными гра-
ничные условия шарнирного опирания. Эта задача имеет
неубывающую последовательность положительных конеч-
нократных собственных значений с предельной точкой на
бесконечности. Последовательности собственных значений
соответствует нормированная система собственных функ-
ций. В настоящей работе изучаются свойства собственных
значений и собственных функций при изменении парамет-
ров присоединённого осциллятора. Исходная дифференци-
альная задача на собственные значения аппроксимируется
сеточной схемой метода конечных разностей на равномер-
ной сетке. Исследуется точность приближённых собствен-
ных значений и собственных функций в зависимости от ша-
га сетки. Полученные результаты развивают и обобщают
результаты работ [1–3].

Литература
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1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Прави-
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КЛЮЧЕВАЯ ФУНКЦИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
БЕЛЕЦКОГО

©2020 Т.И. Костина
(Воронеж; tata@rambler.ru)

Математическая модель колебаний спутника в плоскости
эллиптической орбиты, представленная уравнением Белец-
кого имеет следующий вид [1]:

(1 + e cos(ν))2e sin(ν) +
dδ

dν
+ µ sin(δ)− 4e sin(ν) = 0, (1)

где параметр e— эксцентриситет орбиты, µ—параметр, ха-
рактеризующий распределение массы спутника, ν — угловая
(полярная) координата центра масс спутника, δ— угол меж-
ду фокальным радиусом и осью симметрии спутника.

В случаи e 6= 0 и µ 6= 1 уравнение (3) не интегриру-
ется, поэтому для его решения используются приближен-
ные методы, например метод Ляпунова-Шмидта. Для его
применения было доказано [3], что уравнение Белецкого яв-
ляется вариационным, был найден интегрирующий множи-
тель (1+e cos(ν)), при умножении на который уравнения (1)
получается уравнением Эйлера-Лагранжа для экстремалей
функционала действия

V (q) =

2π∫
0

L(q̇, q)dt,
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с лагранжианом L(q̇, q):

q̇2

2
(1+e cos(ν))2+(1+e cos(ν))4eq sin(ν)+(1+e cos(ν))µ cos(q).

Затем ставится задача построения алгоритма получения
и исследования ключевой функции. Приближенное постро-
ение ключевых функций осуществляется на основе аппрок-
симации Галеркина-Ритца и редукции Пуанкаре, с помощью
численного метода градиентного спуска в точку минимума
функционала энергии V :

1

2π

2π∫
0

(
(1 + ε e1(t))2 ẋ

2

2
+ (1 + ε e1(t))(µ cos(x) + 4εxe2(t))

)
dt.

Получаются сходящиеся итерационные процессы, позволя-
ющие строить ключевую функцию с любой требуемой точ-
ностью.

W (ξ0, ξ1, ξ2, µ, ε) = inf V (ξ0 + ξ1e1 + ξ2e2 + v),

где e1 =
√

2 cos(t), e2 =
√

2 sin(t).
В связи с развитием современной компьютерной техники

и методов численного анализа стало возможным получить
фазовые портреты решений и провести качественный ана-
лиз. При компьютерной реализации вычисления и анализа
возникает существенные технические трудности. Требуется
наличие большого объёма оперативной памяти, иначе про-
исходит зацикливание или зависание программ. Исследова-
ние облегчает наличие круговой симметрии, возникающей
из-за того, что функционал действия инвариантен относи-
тельно сдвига функции. Положив ξ2 = 0 можно провести
вторичную редукцию функционала.

Получены компьютерные изображения поверхностей
линий уровней редуцированных приближений ключевой
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функции для уравнения Белецкого при двух различных зна-
чениях параметра:

Рис. 1. Семейства линий уровней ключевой функции для
уравнения Белецкого при µ = 1.1 , ε = 0.2 ;

µ = 1.05 , ε = 0.1 .
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О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ
КОШИ ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ
МАЙНАРДИ С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

©2020 В.А. Костин, Е.Д. Кочетова, С.С. Лемешаев
(Воронеж; jancd@inbox.ru)

В Банаховом пространстве E с нормой ‖ ∗ ‖E раccматри-
вается уравнение

∂1+αu(t)

∂t1+α
= Au(t), t > 0 (1)

где A—линейный замкнутый оператор с областью опре-
деления D(A) ⊂ E и областью значения R(A).

∂1+αu(t, x)

∂t1+α
=

1

Γ(1− α)

t∫
0

u′′(s)ds

(t− s)α
; α ∈ (0, 1) (2)

- дробная производная в смысле Капуто.

Рассматривается задача о нахождении решения уравне-
ния 1, удовлетворяющим условиям

u(0) = u0, u
′(0) = 0 (3)

Определение 1 Решением уравнения 1 называется опера-
тор-функция u(t) со значениями в D(A), для которой опре-
деляется производная 2 и удовлетворяющая уравнению 1

Определение 2 Решением уравнения 1 удовлетворяю-
щим условиям 3, где u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A), называется
решением задачи Коши.
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Определение 3 Задачу 1 - 3 будем называть равномерно-
корректной, если для её решения справедлива оценка

||u(t)||E ≤M ||u0||E, (4)

где константа M от t и u0 не зависит.

Для оператора A, заданного выражением D = d2/dx2, урав-
нение 1 рассматривалось Ф. Майнарди [7].

В настоящем сообщении доказывается

Теорема 1 Если оператор A является производящим опе-
ратором сильно-непрерывной косинус функции C(t, A) с
оценкой

||C(t, A)||E ≤M, (5)

то задача Коши 1 - 3 равномерно-корректна и её решение
имеет вид

u(t) =

∞∫
0

I
(1−α)
t (hα(t, ξ)C(ξ, A)u0dξ, (6)

где I(1−α)f(t) —дробный интеграл Римана-Лиувилля,

hα(t, s) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

etp−ξp
α

dp

есть функция Иосиды и справедлива оценка 4
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О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ОДНОГО
УРАВНЕНИЯ АЭРОДИНАМИКИ

©2020 Д.В. Костин, М.Ю. Прицепов, М.Н. Силаева
(Воронеж; dvk605@mail.ru; marinanebolsina@yandex.ru)

При исследовании процесса обтекания газовой средой
крыла самолёта в [1] c.309 приходят к уравнению смешан-
ного типа (см. [3])

∂2u(r, θ)

∂θ2
= r2(r2 − 1)

∂2u(r, θ)

∂r2
+ r(r2 − 1)

∂u(r, θ)

∂r
, θ > 0. (1)

При r > 1 уравнение (1) описывает сверхзвуковой поток
обтекаемой среды и является уравнением гиперболического
типа.

При r ∈ (0, 1) — это уравнение эллиптического типа и
оно описывает звуковой поток.
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В настоящем сообщении для r > 1 рассматривается за-
дача Коши нахождения решения уравнения (1), удовлетво-
ряющего условиям

u(r, 0) = ϕ(r), (2)

где функция ϕ(r) разложима в ряд

ϕ(r) =
∞∑
n=0

anTn(
1

r
), (3)

Tn(x)- ортогональные многочлены Чебышева 1-го рода.
Справедливо следующее
Утверждение Решение задачи (1)-(2) существует,

единственно и представимо в виде

u(r, θ) =
∞∑
n=0

anTn(
1

r
) cosnθ. (4)
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ОДНОРОДНЫХ
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 4-МЕРНОГО
КОМПЛЕКСНОГО ПРОСТРАНСТВА

©2020 В.В. Крутских, А.В. Лобода
(Воронеж; lobvgasu@yandex.ru)

Согласно [1], любая голоморфно однородная (5-мерная)
вещественная гиперповерхность пространства C3, ассоции-
рованная с 5-мерной нильпотентной алгеброй Ли, либо вы-
рождена по Леви (во всех своих точках), либо (локально)
голоморфно эквивалентна одной из невырожденных квад-
рик

Im z3 = |z1|2 ± |z2|2.

Ниже показано, что в 4-мерном комплексном простран-
стве аналогичное утверждение для вещественных 7-мерных
орбит нильпотентных 7-мерных алгебр Ли НЕ верно.

Для доказательства рассматривается семейство нильпо-
тентных 7-мерных алгебр Ли, обозначенное в работе [2] че-
рез 1357-M и зависящее от одного вещественного парамет-
ра. Коммутационные соотношения в этом семействе имеют
в некотором базисе вид (λ ∈ R \ {0})

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = e5, [e1, e4] = e6, [e1, e5] = e7, (1)

[e2, e4] = e5, [e2, e6] = λe7, [e3, e4] = (1− λ)e7.

Авторами построена следующая реализация алгебр это-
го семейства в виде алгебр Ли голоморфных векторных по-
лей в пространстве C4:

e1 = i
∂

∂z1

− z1
∂

∂z2

− z2
∂

∂z3

− z3
∂

∂z4

, e2 =
∂

∂z1

, e3 =
∂

∂z2

,

e4 = −i(1 + λ)
∂

∂z2

+ z1
∂

∂z3

+ (1− λ)z2
∂

∂z4

, (2)
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e5 =
∂

∂z3

, e6 = −iλ ∂

∂z3

+ λz1
∂

∂z4

, e7 =
∂

∂z4

.

При λ = −1 все орбиты такой алгебры в пространстве
C4 аффинно эквивалентны вырожденной по Леви гиперпо-
верхности y1 = y2

2.
Теорема 1. При λ 6= −1 орбитами алгебр из семейства

(2) являются (с точностью до аффинных преобразований
пространства C4) алгебраические трубчатые поверхности

y4 = y1y3 + Ay2
2 +By2

1y2 + Cy4
1, где (3)

A =
1− λ

2(1 + λ)
, B =

1

1 + λ
C =

1

4(1 + λ)
. (4)

При λ 6= 1 согласованным растяжением переменных
уравнение (3)-(4) можно привести к виду

y4 = y1y3 + y2
2 + y2

1y2 + Ay4
1, A =

1− λ
8

. (5)

Квадратичная форма y1y3 + y2
2 из правой части этого

уравнения превращается в комплексных координатах в зна-
конеопределенную невырожденную форму Леви

H(z1, z2, z3) = z1z̄3 + z3z̄1 + |z2|2.

Следовательно, при λ 6= ±1 все орбиты алгебры (2) явля-
ются невырожденными. При этом, согласно [3], поверхность
с уравнением (5) голоморфно эквивалентна соответствую-
щей квадрике

y4 = z1z̄3 + z3z̄1 + |z2|2

только при A = 1/12, т.е. при λ = 1/3.
Тем самым, семейство поверхностей (3) иллюстрирует

отличие ситуации в C4 от 3-мерного случая.
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Замечание 1. При λ = 1 поверхность (3)-(4), т.е.

y4 = y1(y3 +
1

2
y1y2 +

1

8
y3

1). (6)

является вырожденной по Леви.
Замечание 2. Любая поверхность из семейства (5) до-

пускает согласованное растяжение переменных, сохраняю-
щее как поверхность, так и начало координат в C4, через
которое она проходит. Это означает, что алгебра с базисом
(2) является подалгеброй 8-мерной алгебры, дополнитель-
ным базисным полем которой является

e8 = z1
∂

∂z1

+ 2z2
∂

∂z2

+ 3z3
∂

∂z3

+ 4z4
∂

∂z4

.

Замечание 3. Рассмотренное семейство 1357-M являет-
ся одним из девяти однопараметрических семейств 7-мер-
ных нильпотентных алгебр Ли. С использованием техни-
ки работы [4] авторами показано, что два других семейства
из этих девяти (а именно, 12457-N и 123457-I) могут иметь
лишь вырожденные по Леви орбиты в пространстве C4.
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СОГЛАСОВАНИЯ
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ВТОРЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ ГРАНИЧНОГО РЕЖИМА С
НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ И

ОДНОМЕРНЫМ ВОЛНОВЫМ УРАВНЕНИЕМ
ДЛЯ ГЛАДКИХ РЕШЕНИЙ

©2020 Ф.Е. Ломовцев, К.А. Спесивцева
(Минск; lomovcev@bsu.by; ksenia.spesivtseva@gmail.com)

Для первой четверти плоскости Ġ∞ =]0,+∞[×]0,+∞[ в
задаче

utt(x, t)+(a1−a2)uxt(x, t)−a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞,
(1)

u(x, t)|t=0= ϕ(x), ut(x, t)|t=0= ψ(x), x > 0, (2)

[ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx +α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]|x=0= µ(t),

t > 0, (3)

нижними индексами функции u обозначены её частные про-
изводные соответствующих порядков по указанным в индек-
сах переменным, a1 > 0, a2 > 0, ζ, ξ, θ, α, β, γ — заданные
функции от t и f, ϕ, ψ, µ— заданные функции своих пе-
ременных x и t. Впервые зависящие от времени t коэффи-
циенты в граничных режимах (3) для уравнения колебаний
струны (1) при a1 = a2 появились в [1].

Уравнение (1) имеет характеристики x − a1t = C1,
x + a2t = C2, ∀ C1, C2 ∈ R =] − ∞,+∞[. Характеристика
x = a1t является критической для уравнения (1) [2]. Она
делит первую четверть плоскости G∞ = [0,+∞[×[0,+∞[ на
два множества G− и G+ [2]. Под Ck(Ω) понимается множе-
ство всех k раз непрерывно дифференцируемых функций на
подмножестве Ω ⊂ R2 и C0(Ω) = C(Ω). В случае нехаракте-
ристических вторых производных в граничном режиме (3)
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критерий корректности задачи (1)–(3) для классических ре-
шений u ∈ C2(G∞) найден в [2]. Для характеристических
вторых производных в (3) для ограниченной струны нуж-
ны критерии корректности этой задачи для более гладких
решений u ∈ Cm(G∞), m ≥ 2.

Определение. Гладким m раз непрерывно дифферен-
цируемым решением начально-граничной задачи (1)–(3) на-
зывается функция u ∈ Cm(G∞), где m = 2, 3, 4, ..., удовле-
творяющая уравнению (1) в обычном смысле, а начальным
(2) и граничному (3) условиям в смысле пределов соответ-
ствующих выражений от её значений u(ẋ, ṫ) во внутренних
точках (ẋ, ṫ) ∈ Ġ∞ для всех указанных в них граничных
точек x и t.

Для решений u ∈ Cm+1(G∞) задачи (1)–(3) на «единицу»
большей гладкости верны следующие условия согласования.

Теорема. Пусть в граничном режиме (3) коэффи-
циенты имеют гладкость порядка m: ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈
Cm[0,+∞[, первые производные берутся не вдоль: a1α(t) 6=
β(t), t ∈ [0,+∞[, а вторые производные – вдоль критиче-
ской характеристики уравнения (1): a2

1ζ(t)− a1ξ(t) + θ(t) ≡
0, t ∈ [0,+∞[. Если начально-граничная задача (1)–(3) име-
ет решение u ∈ Cm+1(G∞), то для правой части f ∈
Cm−1(G∞), начальных ϕ ∈ Cm+1[0,+∞[, ψ ∈ Cm[0,+∞[ и
граничного µ ∈ Cm−1[0,+∞[ данных верны условия согласо-
вания

Yk+1 ≡
k∑
i=0

Zi k = µ(k)(0), k ∈ [0,m− 1], m ≥ 2, (4)

где слагаемые этой суммы соответственно равны

Z0 k ≡ ζ(k)(0)
[
f(0, 0)+(a2−a1){ψ(1)(0)+a1ϕ

(2)(0)}
]
+ξ(k)(0)×

×
[
ψ(1)(0)+a1ϕ

(2)(0)
]
+α(k)(0)ψ(0)+β(k)(0)ϕ(1)(0)+γ(k)(0)ϕ(0),
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Z1 k ≡ k
{
ζ(k−1)(0)[f (0,1)(0, 0)+(a2−a1)f (1,0)(0, 0)+a2(a2−a1)×

×{ψ(2)(0) + a1ϕ
(3)(0)}] + ξ(k−1)(0)[f (1,0)(0, 0) + a2{ψ(2)(0)+

+a1ϕ
(3)(0)}]+α(k−1)(0)[f(0, 0)+(a2−a1)ψ(1)(0)+a1a2ϕ

(2)(0)]+

+β(k−1)(0)ψ(1)(0) + γ(k−1)(0)ψ(0)
}
,

Zi k ≡
k !

i ! (k − i) !

〈
ζ(k−i)(0)

{
i+1∑
s=1

ρs−1f
(s−1,i−s+1)(0, 0)−

−a2
1

i−1∑
s=1

ρs−1f
(s+1,i−s−1)(0, 0) +

[
ηi+1 − a2

1ηi−1

]
ϕ(i+2)(0)+

+
[
ρi+1 − a2

1ρi−1

]
ψ(i+1)(0)

}
+ ξ(k−i)(0)

{
i∑

s=1

ρs−1f
(s,i−s)(0, 0)+

+a1

i−1∑
s=1

ρs−1f
(s+1,i−s−1)(0, 0) +

[
ηi + a1ηi−1

]
ϕ(i+2)(0)+

+
[
ρi + a1ρi−1

]
ψ(i+1)(0)

}
+ α(k−i)(0)

i∑
s=1

ρs−1f
(s−1,i−s)(0, 0)+

+β(k−i)(0)
i−1∑
s=1

ρs−1f
(s,i−s−1)(0, 0)+

[
ηiα

(k−i)(0)+ηi−1β
(k−i)(0)

]
×

×ϕ(i+1)(0) +
[
ρiα

(k−i)(0) + ρi−1β
(k−i)(0)

]
ψ(i+1)(0)+

+γ(k−i)(0)

{
i−1∑
s=1

ρs−1f
(s−1,i−s−1)(0,0)+ηi−1ϕ

(i)(0)+ρi−1ψ
(i−1)(0)

}〉
,

где i ∈ [2, k], k ∈ [2,m−1], и ρj и ηj находятся реккурентно

ρj = (a2 − a1)ρj−1 + a1a2ρj−2, j ≥ 2, ρ0 = 1, ρ1 = a2 − a1,

ηj = (a2 − a1)ηj−1 + a1a2ηj−2, j ≥ 2, η0 = 0, η1 = a1a2.
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Здесь справа сверху над коэффициентами
ζ, ξ, θ, α, β, γ, начальными ϕ, ψ и граничным µ дан-
ными задачи цифрой в круглых скобках обозначены
порядки производных по x или t. Аналогично обозначены
в круглых скобках через запятую соответственно порядки
частных производных по x и t от правой части f.

Идея доказательства. Доказательство осуществляет-
ся методом математической индукции. Чтобы получить
условие (4) при k = 0 в равенстве (3) полагаем t = 0 и
используем правую часть уравнения, начальные данные и
характеристичность вторых производных. Для получения
условий (4) при 0 < k ≤ m − 1 равенство (3) дифференци-
руется k раз по t, вычисляются значения производных от
решения u при x = 0, t = 0 с помощью начальных условий
(2), уравнения (1) и характеристичности вторых производ-
ных.

Литература
1. Ломовцев Ф.Е. О необходимых и достаточных усло-
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СОГЛАСОВАНИЯ
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ КОСОЙ

ПРОИЗВОДНОЙ ГРАНИЧНОГО РЕЖИМА С
НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ И

ОДНОМЕРНЫМ ВОЛНОВЫМ УРАВНЕНИЕМ
ДЛЯ ГЛАДКИХ РЕШЕНИЙ

©2020 Ф.Е. Ломовцев, Е.В. Устилко
(Минск; lomovcev@bsu.by; ustilko@tut.by)

Выведены достаточные условия согласования для сме-
шанной задачи с характеристической косой производной в
граничном режиме в первой четверти плоскости Ġ∞ =
]0,+∞[×]0,+∞[ :

utt(x, t)+(a1−a2)uxt(x, t)−a1a2uxx(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞,
(1)

u(x, t)|t=0= ϕ(x), ut(x, t)|t=0= ψ(x), x > 0, (2)

[α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]|x=0= µ(t), t > 0, (3)

где нижними индексами функции u обозначены её част-
ные производные соответствующих порядков по указанным
в индексах переменным, постоянные a1 > 0, a2 > 0, ко-
эффициенты α, β, γ — заданные функции переменной t,
a1α(t) = β(t), t > 0, и исходные данные f, ϕ, ψ, µ— задан-
ные функции своих переменных x и t.

Уравнение (1) имеет характеристики x − a1t = C1,
x + a2t = C2, ∀ C1, C2 ∈ R =] − ∞,+∞[. Характеристи-
ка x = a1t является критической для уравнения (1) и де-
лит множество G∞ = [0,+∞[×[0,+∞[ на два подмножества
G− и G+ [1]. Под Ck(Ω) понимается множество всех k раз
непрерывно дифференцируемых функций на подмножестве
Ω ⊂ R2 и C0(Ω) = C(Ω). Критерий корректности смешан-
ной задачи (1)–(3) для простейшего уравнения колебаний
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полуограниченной струны (1) при a1 = a2 с характеристи-
ческой косой производной граничного режима (3) во мно-
жестве классических решений u ∈ C2(G∞) установлен в [1].
Работа [2] свидетельствует о том, что в случае характери-
стической косой производной граничного режима (3) для
уравнения колебаний ограниченной струны нужны крите-
рии корректности этой вспомогательной смешанной задачи
(1)–(3) для более гладких решений u ∈ Cm(G∞), m ≥ 2.

Определение. Гладким m раз непрерывно дифферен-
цируемым решением начально-граничной задачи (1)–(3) на-
зывается функция u ∈ Cm(G∞), где m = 2, 3, 4, ..., удовле-
творяющая уравнению (1) в обычном смысле, а начальным
условиям (2) и граничному режиму (3) в смысле пределов
соответствующих выражений от её значений u(ẋ, ṫ) во внут-
ренних точках (ẋ, ṫ) ∈ Ġ∞ для всех указанных в них гра-
ничных точек x и t.

Для решений u ∈ Cm+1(G∞) задачи (1)–(3) на «едини-
цу» большей гладкости нами найдены условия согласова-
ния. Для этих решений из (1)–(3) вытекают очевидные тре-
бования гладкости

f ∈ Cm−1(G∞), ϕ ∈ Cm+1[0,+∞[,

ψ ∈ Cm[0,+∞[, µ ∈ Cm[0,+∞[. (4)

Для получения первого условия согласования в равен-
стве (3) полагаем t = 0 и вычисляем значения слагаемых его
левой части, используя условия (2) и характеристичность
первых производных

α(0)[ψ(0) + a1ϕ
(1)(0)] + γ(0)ϕ(0) = µ(0). (5)

Второе условие согласования граничного режима (3) с на-
чальными условиями (2) и уравнением (1) находится, пола-
гая t = 0 в первой производной по t от равенства (3) и вы-
числяя значения соответствующих производных от решения
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u при x = 0, t = 0 с помощью начальных условий (2) при
x = 0, уравнения (1) при x = 0, t = 0 и характеристичности
первых производных

α(1)(0)[ψ(0) + a1ϕ
(1)(0)] + γ(1)(0)ϕ(0)+

+α(0)
〈
a2[ψ(1)(0) + a1ϕ

(2)(0)] + f(0, 0)
〉

+ γ(0)ψ(0) = µ(1)(0).
(6)

Аналогичным образом выводятся остальные условия со-
гласования граничного режима с начальными условиями и
уравнением.

Теорема. Пусть в граничном режиме (3) с коэффици-
ентами α, β, γ ∈ Cm[0,+∞[ косая производная являет-
ся характеристической, т.е. она направлена вдоль крити-
ческой характеристики уравнения (1): a1α(t) = β(t), t ∈
[0,+∞[. Если смешанная задача (1)–(3) имеет решение
u ∈ Cm+1(G∞), то для исходных данных f, ϕ, ψ, µ из (4)
справедливы условия согласования (5), (6) и

α(q)(0)[ψ(0) + a1ϕ
(1)(0)] + γ(q)(0)ϕ(0)+

+q

{
α(q−1)(0)

〈
a2[ψ(1)(0)+a1ϕ

(2)(0)]+f(0, 0)

〉
+γ(q−1)(0)ψ(0)

}
+

+

q∑
i=2

q !

i ! (q − i) !

{
α(q−i)(0)

〈
ai2[ψ(i)(0) + a1ϕ

(i+1)(0)]+

+
i−1∑
j=0

aj2f
(j, i−j−1)(0, 0)

〉
+ γ(q−i)(0)

〈
(−a1)i−1ψ(i−1)(0)+

+ a2
ai−1

2 − (−a1)i−1

a1 + a2

[ψ(i−1)(0) + a1ϕ
(i)(0)]+

+
i−2∑
k=0

ak+1
2 − (−a1)k+1

a1 + a2

f (k, i−k−2)(0, 0)

〉}
= µ(q)(0), q = 2,m.

(7)
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Здесь справа сверху над коэффициентами α, β, γ, на-
чальными ϕ, ψ и граничным µ данными этой задачи циф-
рой в круглых скобках обозначены порядки производных
по x или t. Аналогичным образом в круглых скобках через
запятую обозначены соответственно порядки частных про-
изводных по x и t от правой части f .

Замечание. В дальнейшем мы ослабим достаточные
условия согласования (сопряжения) (5)–(7) до необходимых
условий таких, как, например, в [1]. Затем мы их приме-
ним для выявления критерия корректности аналогичной
смешанной задачи при характеристических косых производ-
ных на двух концах ограниченной струны без продолжений
данных новым методом «вспомогательных смешанных за-
дач для волновых уравнений на полупрямой» из [3].
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В-ГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ШАРЕ

©2020 Л.Н. Ляхов, Е.Л. Санина, С.А. Рощупкин
(Воронеж; levnlya@mail.ru; sanina08@mail.ru; Елец;

roshupkinsa@mail.ru)

Рассматривается сингулярный дифференциальный опе-
ратор Лапласа–Бесселя ∆B и B-гармоническое уравнение
∆Bu = 0 в шаре. Решение граничной задачи Дирихле пред-
ставлено в виде ряда Лапласа по весовым сферическим
функциям. Полученные решения совпадают с решениями
классического гармонического уравнения при равенстве ну-
лю всех размерностей операторов Бесселя, входящих в опе-
ратор ∆B.

1. Весовые сферические функции (В-гармоники).
Пусть n и N натуральные числа и 1≤n≤N и пусть
R+
N{x=(x′, x′′)=(x1 . . . , xn, xn+1 . . . , xN), x1>0, . . . , xn>0}.

В R+
N рассматривается сингулярный дифференциальный

оператор ∆B =
∑n

j=1Bj+
∑N

i=n+1
∂2

∂x2i
, Bxi=

∂2

∂x2
+ γi
xi

∂
∂xi

, γi >

0. Отметим, что обозначение ∆B (в настоящее время при-
нятое в мировой литературе) введено И.А. Киприяновым в
60-х годах прошлого столетия. Из [1] и книги [2] вытекает,
что ограниченные решения уравнений, содержащие опера-
тор ∆B, надо искать в классе функций C2, чётных по каж-
дой из переменных x1, . . . , xn. Такие функции будем назы-
вать x′-чётными.

Однородный x’-чётный многочлен P γ
m(x) порядка m, удо-

влетворяющий уравнению ∆BP
γ
m(x) = 0 , называется В-

гармоническим. Весовой сферической функцией (В-гармо-
никой) (далее используется сокращение в.с.ф.) называется
сужение В-гармонического многочлена на сферу:

Y γ
m(Θ) =

P γ
m(x)

|x|m
= P γ

m

(
x

|x|

)
.
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Для наших исследований потребуются следующие свой-
ства в.с.ф., полученные в [3], [4], [5] (см. также книгу [6]).

Пусть S+
1 = {x : |x| = 1} ∩ R+

N .
Ортогональность в.с.ф., отвечающих различным по-

рядкам m и k (m, k=0,1,2,. . . ), определяется равенством∫
S+
1

Y γ
m(Θ)Y γ

k (Θ) (Θ′)γ dS=0, m6=k, Y γ
0 (Θ) = 1 . (1)

где (Θ′)γ =
n∏
i=1

Θγi
i , P

γ
Θ′ —многомерный оператор Пуассона,

Cν
m —многочлен Гегенбауэра и коэффициент |S+

1 |γ опреде-
лён по формуле «площади нагруженной сферы» (см. [6], с.
20). Среди в.с. функций данного порядка m в свою очередь
можно выбрать ортогональный базис Y γ

m,k(Θ) , 1≤k≤dγ(m).
В результате получим систему ортогональных в.с. функций

{Y γ
m,k(Θ)}, m=0, 1, 2, . . . , k=1, 2, . . . dγ(m),

которая плотна в пространстве непрерывных на S+
1 функ-

ций, чётных по каждому аргументу x1, . . . , xn и плотна в
Lγ2(S+

1 ) и полна в Lγ2(S+
1 ).

Оценки DB-производных от в.с. функций Y γ
m(Θ)

при m→∞.
Введём обозначение

(DB)βx′ =

 B
βi
2
xi , βi = 2k − чётное число,
∂
∂xi
B

βi−1

2
xi , βi = 2k+1− нечётное число,.

Имеет место весовая среднеквадратическая оценка∫
S+
N

∣∣∣((DB)βx′ D
α
x′′ P

γ
m

)
(x)
∣∣∣2 (x′)γ dS 6 C1m

2|α+β|‖Y γ
m‖Lγ2 (S+

1 )
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и равномерная оценка∣∣∣(Bβ
x′D

α
x′′ P

γ
m

)
(x)
∣∣∣2 6

6 C2m
2|α+2β|+N+|γ|−2 |x|2m−2|α+2β| ‖Y γ

m|Lγ2 (S+
1 ) ,

где постоянные C1 и C2 зависят от n, k, α и β, но не от m.
Дифференциальное уравнение в.с. функций:

(∆B(Θ)Y γ
m) (Θ)=m(m+N+|γ| − 2)Y γ

m(Θ) .

Здесь через ∆B(Θ) обозначено сужение ∆B на сферу S+
1

(оператор Бельтрами): ∆B= ∂2

∂r2
+N+|γ|−1

r
∂
∂r

+ 1
r2

∆B(Θ).
Ряды Лапласа по в.с. функциям. Справедливы сле-

дующие утверждения.
Пусть f∈C2l

ev(S
+
1 ) и am,k и bm,k коэффициенты Фурье-

Лапласа функций f(Θ) и
(
∆l
B(Θ) f

)
(Θ) соответственно по

системе в.с.функций. Тогда

am,k = [m(m+N + |γ| − 2)]l bm,k.

Если f∈C2l
ev(S

+
1 ), то

|am,k| ≤M m−2l , M=

∫
S+
1

|(∆B(Θ)f) (Θ)|2 (Θ′)γ dS .

2. Задача Дирихле для В-гармонического
уравнения в шаре

Пусть U = {x : |x| < 1} ∩ R+
N . Рассмотрим задачу Дири-

хле
∆Bu=0, u

∣∣|x|=1 = f(Θ) , u ∈ C2(U) ∩ C(U), (4)
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где Θj = Θ(ϕi), ϕi = (ϕ1, ..., ϕj) — сферические координаты
точки на замкнутой n-полусфере в R+

N :

Θ1 = cosϕ1

Θ2 = sinϕ1 cosϕ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ΘN−1 = sinϕ1 sinϕ2... sinϕn−1 cosϕn−1,
ΘN = sinϕ1 sinϕ2... sinϕn−2 sinϕn−1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ≤ ϕi ≤ π/2,
i = 1, n,

0 ≤ ϕj ≤ π,
j = n,N − 1,
0 ≤ ϕN−1 ≤ 2π.

Решение задачи (4) в сферических координатах обозначим
ũ = u(r,Q). Это приведёт к задаче:

∆Bu=∆Bnr|γ|−1,rũ (r,Θ) +
1

r2
∆B,Θũ(r,Θ), ũ

∣∣
r=1

=f(Θ) . (5)

Предположим существование решения (5) в виде ũ =
R(r) · Y (Θ). Тогда оно должно удовлетворять уравнению

r2Y (Θ)BN+|γ|−1,rR(r) +R(r)∆B,ΘY (Θ) = 0. (6)

Отсюда имеем два обыкновенных дифференциальных урав-
нения: {

r2BN+|γ|−1,rR(r)− λR(r) = 0,
∆B,ΘY (Θ) + λY (Θ) = 0.

Из условия Дирихле следует, что по каждой переменной
ϕj решение задачи (6) периодично с периодом 2π. Тако-
му условию удовлетворяет и B-гармоника Y γ

m (Θ). Поэтому
за нетривиальное решение уравнения примем спектральный
набор

λ = m (m+N + |γ| − 2) , Y (Θ) = Y γ
m (Θ) , m = 0, 1, 2, ...

Решение R(r) ищем в виде R(r) = rk. Имеем
k (k+N+ |γ| −2)−k (m+N+ |γ| −2) =0 =⇒ k2 − km = 0.
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Таким образом, число k может принимать два значения
k1 = 0 и k2 = m. В первом случае R(r) = 1 и мы получили
решение, не зависящее от r. Т.е. оно постоянно на лучах,
выходящих из центра шара и, следовательно, представляет
собой однородную функцию, которая, очевидно, не опреде-
лена в начале координат. Итак решение уравнения (6) имеет
вид ũm(r,Θ) = rm · am · Y γ

m(Θ). Предположим, что это реше-
ние представлено рядом Лапласа

ũ(r,Θ) =
∞∑
m=0

rmamY
γ
m(Θ).

При выполнении условия задачи и при r < 1 он сходит-
ся абсолютно и равномерно, поэтому функция ũ(r,Θ) —ре-
шение (5). Если это решение удовлетворяет условию Ди-
рихле, то это условие представлено рядом Фурье–Бесселя
f(ϕ) =

∑∞
m=0 amY

γ
m(Θ(ϕ)), следовательно

am =

∫
S+
N

f(ϕ)Y γ
m (Θ(ϕ)) (Θ′)

γ
dS(Θ).
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О НЕПРЕРЫВНОСТИ ОТОБРАЖЕНИЙ C
s-УСРЕДНЁННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

©2020 А.Н. Малютина, М.А. Бердалиева, У.К. Асанбеков
(Томск; nmd@math.tsu.ru; madina.berdalieva@mail.ru;

urmat_1396@mail.ru)

По известной теореме вложения С. Л. Соболева, если об-
ласть G звёздная относительно шара, принадлежащего об-
ласти G и f ∈ W 1

n,loc(G) при p > n, то f непрерывна в G. В
нашей работе доказывается непрерывность при 1 < p ≤ n
но при некоторых дополнительных условиях на отображе-
ние f с s-усреднённой характеристикой. Ключевые слова:
отображение с s-усреднённой характеристикой, дифферен-
циальные свойства, непрерывность.

Рассмотрим область G ⊂ Rn, f : G → Rn, f ∈ W 1
n(G),

1 < s < n, такое что, для любого y ∈ G выполняются нера-
венства ∫

G

(λ(x, f))sk(|x− y|)dσx < M (1)

∫
G

(λ∗(x, f))s
∗
k(|x− y|)dσx < M∗ (2)

где функция k(t), определена при t > 0, положительна,
не возрастает и lim

t→0+
k(t) = +∞. В случае (1) будем гово-
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рить, что отображение f — отображение с (s, k) усреднён-
ной характеристикой, а в случае (2) – отображение с (s∗, k)–
усреднённой характеристикой, где функция

f ∈ W 1
n(G, k,M), 1 < s < n.

Определение 1. Назовём отображение f области D на
область D′ отображением класса W 1

n,loc(D
′), если f ∈

W 1
n,loc(D), f−1 ∈ W 1

n,loc(D
′) и обладает N и N−1-свойствами.

Теорема 1. Если f ∈ W̃ 1
n,loc(G) и для 1 < s ≤ n и любой

точки y ∈ G

I

∫
D

| 5 f |n

J(x, f)

s

||x− y||−αdσx (3)

если α > n − s, то на любом компакте K из области G
функция f эквивалентна некоторой непрерывной функции.
Доказательство теоремы следует из теоремы Арцела. Для
этого построим равностепенно непрерывную и равномерно
ограниченную на K последовательность функций, сходя-
щихся к функции f почти везде в G. Рассмотрим после-
довательность ε-усредненний функции f по С.Л. Соболеву
при достаточно малых ε. ε-усреднением функции f по С.Л.
Соболеву называется функция

fε = ε−n
∫
Rn

φ

(
x− u
ε

)
f(u)du = ε−n

∫
B(0,ε)

φ
(u
ε

)
f(x− u)du

Из [1, c. 79] fε = 0 вне области G. Известно [1, c. 34], что
функция fε бесконечно дифференцируема в Rn и ‖fε − f‖p,
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Rn → 0 при ε → 0. Существуют открытые множества G1

и G2 такие, что компакт K ⊂ G1 ⊂ G2, G1 ⊂ G2, G2 ⊂ G
где Gi- замыкание множества Gi, i = 1, 2. Покажем, что для
достаточно малых ε

I

∫
D

| 5 f |n

J(x, f)

s

G2, y

 dσx < M, y ∈ G2

Известно [1,c. 172], что ∂fε
∂xi

=
(
∂f
∂xi

)
ε
. Используя обобщённое

неравенство Минковского [1, c. 27] и условие (1) получим

I

∫
G2

(
| 5 fε|n

J(x, f)

)s
, G2, y



=

∫
G2

ε−n
∫

B(0,ε)

φ
(u
ε

)( | 5 f(x− y)|n

J(x, f)

)s
du||x− y||−αdσx


1
s

≤ ε−n
∫

B(0,ε)

∫
G2

φ
(u
ε

)( | 5 f(x− y)|n

J(x, f)

)s
||x− y||−αdσx

 1
s

du

≤ ε−n
∫

B(0,ε)

φ(u
ε

)∫
G2

(
| 5 f(x− y)|n

J(x, f)

)s
||x− y||−αdσx

 1
s

du

≤ ε−nM

∫
B(0,ε)

φ
(u
ε

)
du = M (4)

если (y − u) ∈ G, т.е. при ε < ε0, где ε0 меньше расстояния
от границы множества G2 до границы G. Из неравенства (4)
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следует, что ∀y ∈ G2 выполнено неравенство:∫
B(y,r)

∣∣∣∣ | 5 fε(x)|n

J(x, f)

∣∣∣∣s , dσx < n
n
2Mrα (5)

если B(y, r) ⊂ G2. Из (5) следует, что непрерывные функции
fε при ε < ε0 удовлетворяет условию леммы Ч. Морри [2, c.
11], поэтому для любых точек x, y таких, что шар

B

(
x+ y

2
,
3

2
|x− y|

)
⊂ G2; |fε(x)− fε(y)| < N |x− y|β,

где β = α−n+s
s

и N зависит от M,n, s, α. Таким образом
семейство функций fε при ε < ε0 на K равностепенно непре-
рывно. Покажем, что функции fε при ε < ε0 на K ограни-
чены одним числом. Существует функция η ∈ D такая, что
её носитель лежит в G2 и η(x) = 1 для x ∈ G1 [3, c. 16].
Функция fη ∈ W 1

p (Rn). Доопределим f(x) = 0 вне области
G. Для φ ∈ D.∫
Rn

(
∂η

∂xi
f + η

∂f

∂xi

)
φdx =

∫
G

(
∂η

∂xi
f + η

∂f

∂xi

)
φdx

=

∫
G

∂η

∂xi
fφdx+

∫
G

ηφ
∂f

∂xi
dx =

∫
G

∂η

∂xi
fφdx−

∫
G

∂(ηφ)

∂xi
dx = −

∫
G

fη
∂φ

∂xi
dx

(6)

Из (6) следует, что обобщённая производная

∂(η, f)

∂xi
=

∂η

∂xi
f + η

∂f

∂xi
(7)
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Покажем, что для функции ηf справедлива оценка

I

[∣∣∣∣ | 5 ηf |n

J(x, f)

∣∣∣∣s ‖x− y‖−α] < M

для ∀y ∈ K. В самом деле из (7) следует, что

I

[∣∣∣∣ | 5 ηf |n

J(x, η, f)

∣∣∣∣s ||x− y||−α] ≤ I

[∣∣∣∣ | 5 η|n

J(x, η, f)
f

∣∣∣∣s ||x− y||−α]+

I

[∣∣∣∣ | 5 f |n

J(x, η, f)

∣∣∣∣s ||x− y||−α] ≤
≤ I

[∣∣∣∣ | 5 η|n

J(x, η, f)
f

∣∣∣∣s ||x− y||−α]
y∈G1

+

+ I

[∣∣∣∣η | 5 f |n

J(x, η, f)

∣∣∣∣s ||x− y||−α]
y∈G2

≤

≤ Ad
−α
s + CM = M1 (8)

Здесь A = max ∂η
∂xi

x ∈ G2, и C = max η(x) x ∈ G2, a d—
расстояние между границами G1 и G2. В работе исследуют-
ся отображения с s-усреднённой характеристикой. Приве-
дены некоторые условия, когда эти свойства представляют
интерес и могут найти приложение в теории многомерных
квазиконформных отображений и их обобщений. Известно,
что [4, c. 147], поэтому функция ηfε удовлетворяет условиям
теоремы, и, применим условие Гёльдера и оценки (8) полу-
чаем
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∣∣∣∣η(x)
| 5 fε|n

J(x, f)

∣∣∣∣ =
1

ωn−1

∫
Rn

| 5 ηfε|n

J(x, f)
(x− y)

yi
||y||n

dσy ≤

1

ωn−1

∫
G2

| 5 ηfε|n

J(x, f−1)

dσy
||y − x||n−1

≤

1

ωn−1

∫
G2

(
| 5 ηfε|n

J(x, f−1)
(y)

)p
|y − x|−αdσy

 1
p

∫
G2

|y − x|mdσy


p−1
p

≤M2 (9)

Для x ∈ K η(x) 5 fε(x) = fε(x) и |fε| ≤ M2 равносильна.
Таким образом на K семейство функций fε, ε < ε0 рав-
ностепенно непрерывно, ограниченно, следовательно по т.
Арцела из семейства можно выделить последовательность
функций |fn(x)| равносильно сходящихся на K к некоторой
непрерывной функций ψ таким образом функции f и ψ эк-
вивалентны.
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О ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ КОНСТАНТЕ
НИКОЛЬСКОГО С ПЕРИОДИЧЕСКИМ ВЕСОМ

ГЕГЕНБАУЭРА1

©2020 И.А. Мартьянов
(Тула; martyanow.ivan@yandex.ru)

Пусть Lpα(−π, π] — комплексное пространство периоди-
ческих функций с конечной относительно периодического
веса Гегенбауэра нормой

‖f‖p,α =

(∫ π

−π
|f(x)|p |sinx|2α+1 dx

)1/p

, α ≥ −1/2,

Tn — подпространство тригонометрических полиномов по-
рядка n с комплексными коэффициентами.

Через

Cp,α(n) = sup
T∈Tn\{0}

‖T‖∞,α
‖T‖p,α

обозначим точную константу Никольского разных метрик.
Задача нахождения Cp,α(n) имеет долгую историю, особенно
в безвесовом случае α = −1/2. Однако даже в нем она вы-
числена только при p = 2. Отметим результаты Я.Л. Геро-
нимуса (1938), Л.В. Тайкова (1993), Д.В. Горбачева (2005),
В.В. Арестова и М.В. Дейкаловой (2015), И.Е. Симонова и
П.Ю. Глазыриной (2015), E. Levin и D.S. Lubinsky (2015),
М.И. Ганзбурга и С.Ю. Тихонова (2017) и многих других.

Теорема. Пусть 1 ≤ p <∞, α ≥ −1/2. Тогда

Cp,α(n) = T∗(0),

где T∗ — экстремальный действительный чётный полином
порядка n, для которого ‖T∗‖p,α = 1.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в
рамках научного проекта № 19-31-90152.
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Кроме того, Cp,α(n) с точностью до положительной
константы совпадает с соответствующей точной кон-
стантой Никольского для алгебраических полиномов сте-
пени n в пространстве Lp на отрезке [−1, 1] с весом Геген-
бауэра (1− x2)α.

Отметим в данном направлении результаты В.В. Аре-
стова и М.В. Дейкаловой (2015), В.В. Арестова, А.Г. Бабен-
ко, М.В. Дейкаловой и A. Хорват (2018), Д.В. Горбачева и
Н.Н. Добровольского (2018).

Теорема сводит вычисление тригонометрической кон-
станты Никольского к константе для алгебраических по-
линомов. В последнем случае она может быть вычислена
методами нелинейной оптимизации на основе доказанных
В.В. Арестовым иМ.В. Дейкаловой соотношений двойствен-
ности.

Для доказательства теоремы при α > −1/2 применяется
положительный оператор обобщённого сдвига

T tf(x) =
cα
2

∫ π

0

(
f(ψ)(1 +B) + f(−ψ)(1−B)

)
sin2α θ dθ,

где cα = Γ(α+1)
Γ(1/2)Γ(α+1/2)

,

ψ = arccos(cosx cos t+ sinx sin t cos θ),

B =
sinx cos t− cosx sin t cos θ

sinψ
, T t1 = 1.

Он построен и изучен Д.В. Чертовой (2009). В частности,
она доказала, что его норма в Lpα(−π, π] равна единице. На
чётных функциях T t совпадает со сдвигами Лежандра (α =
0) и Гегенбауэра (α > −1/2).
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РЕЙТИНГ ОРФОГРАФИЧЕСКОЙ
ГРАМОТНОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ

ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ РЕСУРСОВ В СЕТИ
«ИНТЕРНЕТ» (ДЕКАБРЬ-ЯНВАРЬ 2019/20)

©2020 Е.А. Момот
(Воронеж, ВГУ; y-kate@ukr.net )

©2020 К.В. Шевелева
(Воронеж, ВГУ; ksyusha.shevelyova@yandex.ru )
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(Воронеж, ВГУ; nickkolok@mail.ru )

По мере роста роли интернета в жизни общества возрас-
тает и обеспокоенность проблемами грамотности интернет-
ресурсов, поскольку именно интернет оказывает значитель-
ное влияние на образование и самообразование современных
школьников и студентов [1, 2]. В 2017 году впервые было
проведено междисциплинарное исследование на стыке ин-
форматики, математики, педагогики и лингвистики, посвя-
щённое изучению орфографической грамотности интернет-
ресурсов, специализирующихся на математике. В продол-
жение исследований [3, 4] был проведён третий ежегодный
мониторинг.

Математическая модель орфографической ошибки, ис-
пользуемая авторами, представляет пару (Wi, Ri), где Wi —
регулярное выражение [6], а Ri — верное написание соответ-
ствующего фрагмента слова, целого слова или даже слово-
сочетания. Например, моделью ошибочного написания сло-
ва «в общем» является пара из регулярного выражения
«/([^А-Яа-яЁёA-Za-z]|^|$)([вВ])[\s-]*о+[пб]щем
([^А-Яа-яЁёA-Za-z]|^|$)/gm» и строки «в общем» (с соот-
ветствующим регистром первой буквы). В эту модель укла-
дываются такие неверные варианты написания, как, напри-
мер, «вообщем» и «в-общем». Заметим, что сама строка Ri

может удовлетворять регулярному выражению Wi; в таком
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случае будет произведена тривиальная замена, т.е. строка
останется неизменной. Ошибка считается найденной, толь-
ко если в результате замены регулярного выражения Wi на
строку Ri исходная строка изменилась. Такой подход позво-
ляет объединять несколько вариантов неправильного напи-
сания в одну модель ошибки.

Ошибки в user-generated content (UGC), как правило, не
исправляются; с авторскими монотекстами (АМТ) ситуация
иная: разосланные авторами письма возымели эффект (см.,
напр., matematikalegko.ru в табл.), поэтому при построении
рейтинга с 2018 года учитываются только АМТ.

Применимость данной методики построения рейтинга
обосновывается в [5]. Говоря кратко, пусть функция ν(n) со-
поставляет числу n ∈ N частоту ошибки, имеющей ранг n.
Т.е. ν(1) — это частота самой «популярной» ошибки, ν(2) —
частота следующей по количеству обнаружений и т.д. Тогда
ν(n) хорошо (в смысле среднеквадратичного отклонения)
аппроксимируется функцией вида

f(n) = a(x− b)−c, c близко к 1,

причём аппроксимация тем точнее, чем больше объём кор-
пуса. Этой закономерности, называемой обобщённым зако-
ном Ципфа [7], подчиняются также и ранговые распределе-
ния слов в частотном словаре языка (на достаточно боль-
шом корпусе). Таким образом, построенная нами модель
описывает совокупность орфографических ошибок пример-
но так же хорошо, как обычный словарь описывает язык.

Список изучаемых сайтов был сформирован на основе
из верхних строчек рейтинга LiveInternet в рубрике «Обра-
зование» и некоторых других известных сайтов, за исклю-
чением: сайтов, не относящихся к математике; UGC (ком-
ментариев, форумов, отзывов); сайтов-агрегаторов (напри-
мер, studopedia.org); а также сайтов, на которых тексты по
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математике не удалось отделить от текстов по другим, не
смежным дисциплинам.

Результаты приведены в таблице. N — общее количество
выявленных ошибок, ν —количество ошибок на 1000 слово-
употреблений, P —количество обработанных словоупотреб-
лений. Звёздочкой (*) обозначены данные, которые приво-
дятся для справок и в итоговых не учтены. Википедия была
представлена категорией «Математика» и всеми вложенны-
ми подкатегориями.

В трёхлетней ретроспективе достаточно чётко просле-
живается группа сайтов, объём корпуса текстов на кото-
рых достаточно стабилен (некоторые изменения могут быть
вызваны, например, динамическими блоками «Рекомендуем
также статьи: ...», попадающими в обработку, или компакт-
ными правками). Эти ресурсы неактивны в производстве
контента, однако сохраняют высокую посещаемость (и, ве-
роятно, рентабельность за счёт рекламы) благодаря накоп-
ленным материалам.

Отдельно прокомментируем ошибки на fipi.ru. Обе ошиб-
ки обнаружены программой в слове «тренинг», которое на
сайте написано как «треннинг». Это слово входит в состав
цитаты или наименования внешнего по отношению к ФИПИ
объекта. Тем не менее, в отличие от цитат наподобие «и де-
лай с ним что хошь!», авторы сочли такое написание оши-
бочным.

Заметим, что чувствительность программы к ошибкам
неуклонно увеличивается. В общем случае это не может
оказать решающего влияния на количество найденных оши-
бок в корпусе [5]; однако с учётом рассылаемых владельцам
сайтов писем работа в этом направлении достаточно важ-
на. Тем не менее, итоговое среднее количество ошибок на
1000 словоупотреблений не увеличилось по сравнению с про-
шлым годом, что не может не радовать.
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Авторы снова планируют отправить владельцам сайтов
письма с подробными отчётами и продолжать ежегодный
мониторинг.

Исходный код программы опубликован на условиях ли-
цензии GNU GPLv3 по адресу:
https://github.com/nickkolok/chas-correct
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АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ
БИФРУКАЦИЙ СЛОЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ В

ИНТЕГРИРУЕМЫХ БИЛЛИАРДАХ В
НЕВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ1

©2020 В.А. Москвин
(Москва; aoshi.k68@gmail.com)

Математический биллиард— динамическая система,
описывающая движение без трения материальной точки
внутри области с абсолютно упругим отражением от
границы (угол падения равен углу отражения). В книге
С.Л. Табачникова [1] дан обзор актуальных исследований
биллиардов. Топология совместных поверхностей уровня
интегралов описывается с помощью теории А.Т. Фомен-
ко, которая в случае полных потоков изложена в книге
Болсинова–Фоменко [2]. В докладе будет представлено
исследование топологии фазового многообразия плоских
биллиардов, потоки в которых не являются полными вслед-
ствие наличия невыпуклых углов на границе области. Как
было показано В. Драгович и М. Раднович [4] почти для
всех значений интеграла в таких биллиардах совместная
поверхность уровня интегралов будет гомеоморфна сфере
с ручками и проколами. В докладе будет представлено
топологическое описание трёхмерных окрестностей дву-
мерных комплексов, являющихся прообразами критических
значения интеграла Λ.

Мы будем понимать под биллиардной областью Ω однос-
вязную часть плоскости, ограниченную дугами софокусных
квадрик из семейства:

(b− λ)x2 + (a− λ)y2 = (a− λ)(b− λ), λ ≤ a.

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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Биллиард Ω не должен содержать фокусов. Также любой
сегмент фокальной прямой, содержащийся в биллиарде Ω,
либо лежит между фокусами, либо лежит вне фокусов. Та-
кие биллиарды будем называть однородными.

Разрежем биллиард Ω следующим образом: если билли-
ард Ω не содержит сегментов фокальной прямой между фо-
кусами, то проведём все эллипсы λ1, . . . , λn на которых ле-
жат вершины углов в 3π/2, а если биллиард Ω не содержит
сегментов фокальной прямой вне фокусов, то проведём все
гиперболы λ1, . . . , λn на которых лежат вершины не выпук-
лых углов. В результате биллиард Ω разобьётся на билли-
арды Σ1, . . . ,ΣN без не выпуклых углов на границе области.
Значения дополнительного интеграла Λ = λi и Λ = b будут
особыми [4].

Определим 3-атомы для таких биллиардов. В этой рабо-
те они будут рассматриваться как CW-комплексы.

Определение 1. Трёхмерным атомом (3-атомом)
назовём трёхмерную окрестность U ⊂ Q3 двумерного слоя
G, задаваемую неравенством c−ε ≤ Λ ≤ c+ε для достаточ-
но малого ε, расслоённую на двумерные поверхности уровни
функции Λ и рассматриваемую с точностью до послойной
эквивалентности. (c = b или c = λi для некоторого i)

Рассмотрим биллиард Ω и сегмент квадрики λi. Обоз-
начим через ν число компонент связности внутри гиперболы
(вне эллипса) λi, а через ξ —число компонент связности вне
гиперболы (внутри эллипса) с параметром λi.

Теорема 1. Рассмотрим однородный биллиард Ω с
выбранным на нем разбиением Σ1, . . . ,ΣN . Рассмотрим
окрестность значения дополнительного интеграла λi−ε ≤
Λ ≤ λi + ε и соответствующий 3-атом Ui. Тогда:

1. Комплекс Ui ∼= Ũi∪(Gg×I), где Gg —поверхность рода
g с приклеенными к ней ν цилиндрами S1×I и g = const при
изменении интеграла Λ. Комплекс Ũi ∈ Q3 проектируется
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при естественной проекции π в окрестность квадрики λi в
биллиарде Ω;

2. Комплекс Ũi\Tλi |Λ<λi ∼= (C1∪. . .∪C2ν+2ξ)×I, где Tλi —
двумерный комплекс, построенный алгоритмически;

3. Комплекс Ũi|Λ≥λi ∼= (C1 ∪ . . . ∪ C2ν)× I;
4. Трёхмерный комплекс Ũi \ Tλi |Λ<λi приклеивается к

двумерному комплексу Tλi послойно. Данная склейка описы-
вается алгоритмом.

Теорема 2 описывает строение окрестности U особого
слоя Λ = b.

Теорема 2. Рассмотрим однородный биллиард Ω с
выбранным на нем разбиением Σ1, . . . ,ΣN . Рассмотрим
окрестность значений дополнительного интеграла b− ε ≤
Λ ≤ b+ ε и соответствующий 3-атом U . Тогда:

1. Комплекс U \ (Tλ1 ∪ . . .∪Tλn) ∼= VΣ1 × I ∪ . . .∪VΣN × I,
где объединение несвязно. Здесь Tλi — двумерные комплек-
сы, построенные алгоритмически, а VΣj — 2-атом, соот-
ветствующий 3-атому выпуклого биллиарда Σj, см. [3];

2. Двумерные комплексы (Tλ1∪ . . .∪Tλn) приклеиваются
к трёхмерному комплексу U \ (Tλ1 ∪ . . . ∪ Tλn) послойно.
Данная склейка описывается алгоритмом.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
РЕШЕТЧАТЫХ МОДЕЛЕЙ

СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ
©2020 Е.Ю. Московченко, Ю.П. Вирченко

(Белгород; virch@bsu.edu.ru)

Изучается класс решётчатых моделей статистической
механики классических систем с суммируемым парным по-
тенциалом взаимодействия. Изучается система уравнений
для частных распределений вероятностей гиббсовского то-
чечного случайного поля. Доказана аналитическая зависи-
мость решений этой системы от спектрального параметра
z в области {z : Rez ≥ 0} при достаточно больших зна-
чений параметра T > 0 в распределении Гиббса. Пусть
Λ = {x ∈ Z3 : x =

∑3
j=1 njej, nj = 0 ÷ L − 1}—последо-

вательность множеств в Z3, где ej — орты в R3. При L→∞
трансляцией Λ ⇒ Λ − (L/2)

∑3
j=1 ej определён переход к

пределу Λ → Z3. Для каждого Λ вводится пространство
случайных событий Ω(Λ), состоящее из класса всех дихото-
мических функций ρ(x), x ∈ Λ со значениями 0 и 1. На этом
пространстве определён функционал

HΛ[ρ] = −µ
∑
x∈Λ

ρ(x)+
1

2

∑
x∈Λ,y∈Zd,y 6=x

U(x−y)ρ(x)ρ(PΛy) , (1)

где µ ∈ R и функция U(x) со значениями в R—центрально-
симметрична, U(−x) = U(x) и суммируема на Z3, ‖U‖ ≡∑

x∈Zd |U(x)| < ∞, причём U(0) = 0. Здесь PΛ — оператор
проектирования, определяемый PΛx = z ∈ Λ для каждого
вектора x ∈ Z3 на основе однозначного представления в
виде x = z + L

∑3
j=1 njej, 〈n1, n2, n3〉 ∈ Z3.
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На основе гамильтониана (1) вводится распределение ве-
роятностей Гиббса на Ω(Λ).

Pr{ρ} = Q−1
Λ (z) exp

(
− HΛ[ρ]/T

)
, T > 0,

QΛ(z) =
∑

ρ∈Ω(Λ)

exp
(
− HΛ[ρ]/T

)
.

Набор pΛ вероятностей pΛ(X, z) = E
∏

x∈X ρ(x), X ⊂ Λ. В
пределе Λ→ Zd он удовлетворяет системе уравнений

p(z) = z(1 + z)−1e + Kp(z) , z = eµ/T , (2)

где e = 〈δ1,|X| : ∅ 6= X ⊂ Λ〉 и линейный оператор K, дей-
ствующий в линейном банаховом пространстве E с нормой
‖p‖0 = supX⊂Z3;|X|<∞ |p(X, z)|, определяется формулой

(
Kg
)
(X) =

zW (x;X)

1 + zW (x;X)

[
(1− δ0,|X\{x}|)g(X \ {x})

+
∑

∅6=Y⊂Zd\X

K(x;Y )
[
g(X\{x}∪Y )−g(X∪Y )

]]
, (3)

K(x;Y ) =
{∏

y∈Y

K(x− y), при |Y | > 0 ; 1, при |Y | = 0 .
}
,

K(x) = exp(−U(x)/T ) − 1, x ∈ Zd, W (x;X) =

exp
(
−
∑

y∈X U(x− y)/T
)
.

Теорема 1. Уравнение (2) с оператором (3), разрешимы
однозначным образом в области {z : Re z ≥ 0} ⊂ C и их
решения p = 〈p(X, z);X ⊂ Z3〉 являются аналитическими
функциями от z при Rez > 0, если T > ‖U‖/| lnκ0|, где
κ0 — единственный корень полинома κ4+4(κ−1) на отрезке
[0, 1].
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1. Введение.
Особенностью задач гашения колебаний гиперболиче-

ских систем является то, что в них оптимальный режим
зависит не только от времени, но и от пространственных пе-
ременных. Поэтому для нахождения минимального времени
гашения колебаний и соответствующего ему оптимального
уравнения используется метод сведения этой задачи к так
называемой тригонометрической проблеме моментов. Наи-
более значимой работой в этом направлении является ста-
тья 1983 года Д. Лагнесса [1], в которой исследовалось, в
частности, возможность гашения колебаний закреплённой
струны:

1

a2
wtt − wxx + q (x)w = g (x, t) , 0 ≤ x ≤ l, t > 0 (1)

Решение соответствующей смешанной задачи рассматрива-
ется как обобщённое, для которого определён интеграл энер-
гии

E (t) =

∫ l

0

[
w2
t (x, t) + a2

(
w2
x (x, t) + q (x)w2 (x, t)

)]
dx, (2)

который при g (x, t) ≡ 0, не зависит от t и равен значению
E(0).
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Задача гашения колебаний заключается в нахождении
минимального значения T0 > 0, при котором для любых до-
пустимых начальных возмущений, найдётся управляющая
функция g0 (x, t) ∈ L2(0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T0) (определяю-
щая оптимальный режим), такая что:

E (T0) = 0, (3)

или, что тоже самое, при g (x, t) = g0(x, t) справедливо ра-
венство:

w|t=T0 = 0, wt|t=T0 = 0 (4)

2. Проблема моментов.
Из закона сохранения энергии вытекает, что решение

смешанной задачи при g (x, t) = 0 представляет собой сумму
так называемых «стоячих волн», которые находятся мето-
дом Фурье и имеют вид:

zn(x, t) = (An cosωnt+Bn sinωnt)vn (x) , (5)

здесь vn (x) —решения соответствующей спектральной зада-
чи, отвечающие собственным числам λn. При этом функции
vn (x) образуют ортонормированный базис, а для собствен-
ных значений справедливо асимптотическое разложение:

ωn = a
√
λn =

aπn

l
+ cn + 1n, n→∞ (6)

Выполнение условий (4) для построенного методом раз-
деления переменных решения смешанной задачи приводит
нас к системе интегральных уравнений Фредгольма первого
рода. ∫ T

0
un (t) cosωnt dt = −βn,∫ T

0
un (t) sinωntd t = αnωn,

n = 1, 2, . . . , (7)

которую принято называть тригонометрической проблемой
моментов. Здесь αn, βn, un (t) —коэффициенты Фурье разло-
жения начальных функций w|t=0 = h0 (x), wt|t=0 = h1 (x) и
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правой части уравнения (1) g(x, t) по ортонормированному
базису {vn (x)}. Заметим, что из (6) вытекает существование

предела lim
n→∞

n

ωn
=

l

απ
, поэтому из результатов Н. Левинсо-

на [2] следует, что при

T0 =
2l

α
(8)

система (cosωnt, sinωnt) образует базис Рисса в L2 (0, T0).
Следовательно, для неё существует биортогональная си-
стема в L2 (0, T0), что позволяет установить существование
единственного решения u(0)

n (t), (7) а также найти оптималь-
ное управление g0 (x, t) в виде ряда Фурье

Отметим, что результаты Д. Лагнеса имеют важное зна-
чение, поскольку из них вытекает гарантированное время
гашения колебаний; при этом Лагнесом было так же пока-
зано, что управляющую функцию можно использовать и в
любой подобласти [γ, δ] отрезка [0, l].

Дальнейшие работы различных авторов были посвяще-
ны приближенному решению задачи гашения колебаний и
основаны на существенном сужении класса управляющих
функций. При этом рассматривались струны и мембраны.
Подробный обзор работ приводится в нашей монографии [3].
Кроме того, в [3] исследованы задачи гашения колебаний
балок и пластин, описываемых гиперболическими по Пет-
ровскому уравнениями (в уравнение 1 входят производные
четвёртого порядка по пространственным переменным). По-
казано, что в случае балки соответствующие собственные
функции спектральной задачи почти ортогональны по Р.
Беллману [4], откуда можно вывести асимптотическую раз-
решимость проблемы моментов. В случае же пластины по-
казано, что двумерную тригонометрическую проблему мо-
ментов можно свести к одномерной в некотором подпро-
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странстве из L2 (0, T ). Отметим, что краткое изложение со-
ответствующих результатов содержится в работе [5].

3. Движущаяся струна.
Целью нашей работы является решение задачи гашения

поперечных колебаний продольно движущейся струны, воз-
никающей в производстве бумажного полотна (в предполо-
жении, что полотно достаточно узкое). В монографии [6]
была предложена следующая модель поперечных колебаний
w(x, t), связанных с движением бумажного полотна (см. рис.
1).

Рис. 1. Профиль движущегося бумажного полотна.

∂2w

∂t2
+2v0

∂2w

∂x∂t
+
(
v2

0 − c2
) ∂2w

∂x2
= 0, 0 < x < l, t > 0. (9)

При этом заданы граничные условия

w (0, t) = w (l, t) = 0, t > 0 (10)

и начальные возмущения:

w (x, 0) = h0 (x) , wt (x, 0) = h1 (x) , x ∈ [0; l] (11)

Для решения смешанной задачи справедлив аналогич-
ный случаю закреплённой струны «закон сохранения энер-
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гии»:

E (t) =

∫ l

0

[
w2
t (x, t) +

(
c2 − v2

0

)
w2
x (x, t)

]
dx ≡ E(0) =

=

∫ l

0

[
h2

1 (x) +
(
c2 − v2

0

)
(h′0 (x))

2
]
dx,

(12)
Таким образом, кориолисово ускорение 2v0wxt не даёт

вклада в энергию системы и в ней должно существовать ре-
шение в виде стоячих волн. Но из-за наличия члена 2v0wxt
в (9) стоячие волны невозможно найти традиционным ме-
тодом разделения переменных.

Мы будем использовать систему автомодельных реше-

ний vk (x, t) = exp

{
±ikπ
cl

[
v2

0 − c2
]
t− v0x

}
sin

kπx

l
, k =

1, 2, . . . задачи (9), (10). Из работ [7], [8], [9] при естествен-
ном предположении v0 < c вытекает, что система {vk (x, 0)}
образует базис Рисса (yk (x) , zk (x)) в L2(−l, l).

Если управление g (x, t) сосредоточено на произвольном
отрезке [γ, δ] ⊂ [0, l], то в нашем случае вместо проблемы
моментов (7) имеем проблему моментов


∫ T0

0

∫ δ

γ

g0 (x, t) cosωntdxdt = −βn,∫ T0

0

∫ δ

γ

g0 (x, t) sinωntdxdt = anωn,

n = 1, 2, . . . , (13)

где ωn =
πn(c2−v20)

lc
, n = 1, 2, . . .

lim
n→∞

n

ωn
=

lc

π (c2 − v2
0)

(15)

а
T0 =

2lc

c2 − v2
0

(16)
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Из результатов Левинсона вытекает, что тригонометри-
ческая система в (13) образует базис Рисса в L2 (0, T0). Сле-
довательно, для неё в L2 (0, T0) существует биортогональная
система, причём искомое решение g0(x, t) системы (13) име-
ет вид

g0 (x, t) =
∞∑
n=1

(
A2
nωnanyn (x)ψn (t)−B2

nβnzn (x)
)
χ[a,β] (x) ,

(17)
где χ[γ,δ] (x) — характеристическая функция отрезка [γ, δ],

A2
n =

(∫ δ

γ

y2
n (x) dx

)−1

, B2
n =

(∫ δ

γ

z2
n (x) dx

)−1

, n = 1, 2, . . .

(18)
Отметим, что найденное T0 должно удовлетворять нера-

венству T0v0 ≤ l, которое выполняется при дополнительном
ограничении на v0 (иначе управление «выйдет» из отрезка
[0, l]).

v0 ≤
(√

2− 1
)
c (19)

Отметим также, что некоторые результаты были полу-
чены ранее в нашей работе [10].

4. Построение оптимального управления.
Будем считать, что управляющая функция g(x, t) имеет

вид

g (x, t) =
K∑
k=1

uk(t)χk(x), (20)

где 0 < x1 < · · · < xk < l, а χk(x) — характеристическая
функция отрезка [xk−ε, xk+ε], при достаточно малом ε > 0,
таком, что все указанные отрезки не пересекаются и принад-
лежат отрезку [0, l].
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Далее, определим минимизируемый функционал

Jg(t) = E(t) + λ

∫ l

0

g2(x, t)dx =

=

∫ l

0

[
w2
t (x, t) +

(
c2 − v2

0

)
w2
x (x, t)

]
dx+ 2λε

K∑
k=1

u2
k (t)

(21)

Положим 2λε = µ и будем считать функции uk(t) ку-
сочно-постоянными: uk(t) = ukp, при tp−1 < t < tp, p =
1, 2, . . . , P . Здесь P может принимать значения от 1 до N ,
где N —число слоёв по времени, используемых при числен-
ном решении задачи.

Таким образом, функционал J является функцией зна-
чений ukp и для применения градиентного метода требуется
знание частных производных ∂J

∂uxp
, k = 1, K, p = 1, P . Чис-

ленные расчёты, приведённые в работе [10], показывают до-
статочную эффективность такого подхода.

В ряде реальных случаев ограничения на параметры за-
дачи не выполняются и поэтому вместо задачи гашения мы
рассматриваем задачу демпфирования для любого отрез-
ка [0, T ], T < T0, для которой устанавливаем необходимое
условие оптимальности в форме принципа максимума Л.С.
Понтрягина, а именно:

если uk(t) оптимальное управление при ограничениях
0 ≤ uk(t) ≤ U , то при каждом t ∈ [0, T ] величина

K∑
k=1

uk(t)

∫ xk

xk−1

q (x, t) dx

достигает своего максимума по всем uk(t), где q(x, t) — ре-
шение соответствующей сопряжённой системы.

В случае, когда управление зависит от t и от x, опти-
мальное управление в решении задачи демпфирования мо-
жет быть найдено с помощью градиентных методов услов-
ной оптимизации.
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О КОЭРЦИТИВНОЙ ОЦЕНКЕ ОДНОГО
НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА
©2020 Э. Мухамадиев, А.Н. Наимов
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Рассмотрим дифференциальный оператор

Lλx(t) ≡ x′(t)− A(t, λ)|x(t)|m−1x(t)

в пространстве C1 (0, ω;Rn), где ω > 0, n,m > 1, A(t, λ) —
квадратная матрица-функция, непрерывная по совокупно-
сти переменных (t, λ) ∈ [0, ω]× [0, 1] и ω-периодическая по t.
Исследуем вопрос о коэрцитивной оценке вида

‖Lλx‖+ |x(0)− x(ω)|m ≥ σ‖x‖m (1)

при ‖x‖ ≥ M , где положительные числа M и σ не зависят
от x(t) и λ.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Если в любой точке (t, λ) ∈ [0, ω] × [0, 1]

матрица A(t, λ) не имеет чисто мнимых собственных зна-
чений, то верна оценка (1).

Используя оценку (1) можно исследовать разрешимость
периодической задачи

Lλx(t) = f(t, x(t)), 0 < t < ω, x(0) = x(ω). (2)

Здесь f : [0, ω] × Rn 7→ Rn —непрерывное отображение, ω-
периодическое по t и удовлетворяющее условию

max
0≤t≤ω

|f(t, y)| |y|−m → 0 при |y| → ∞. (3)

Из теоремы 1 вытекает, что для решений периодической
задачи (2) имеет место априорная оценка

‖x‖ < M1,
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где M1 не зависит от x и λ. Следовательно, определено вра-
щение γ(Φλ, Sr) вполне непрерывного векторного поля

Φλx ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

(Lλx(s)− f(s, x(s)))ds

на сферах Sr = {x : ‖x‖ = r} радиуса r ≥ M1 (см., напр.,
[1]), при этом γ(Φλ, Sr) не зависит от λ и r. К тому же,
γ(Φλ, Sr) = γ(Ψ0, Sr), где

Ψ0x ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

L0x(s)ds.

Векторное поле Ψ0 нечётно, поэтому γ(Ψ0, Sr) 6= 0 [1]. Отсю-
да, применяя принцип ненулевого вращения, получаем сле-
дующую теорему.

Теорема 2. Пусть выполнено условие теоремы 1. Тогда
задача (2) разрешима при любых λ ∈ [0, 1] и f , удовлетво-
ряющем условию (3).
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НЕКОМПАКТНЫЕ ОСОБЕННОСТИ
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ

СИСТЕМ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ1

©2020 С.С. Николаенко
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Изучается задача топологической классификации 3-мер-
ных бифуркаций (перестроек) лиувиллевых слоений, возни-
кающих в интегрируемых гамильтоновых системах с дву-
мя степенями свободы, ограниченных на неособые невы-
рожденные изоэнергетические многообразия Q3. Такие би-
фуркации были названы А.Т. Фоменко 3-атомами (см. [1]).
Как было показано А.Т. Фоменко [2], в случае компактного
многообразия Q3 в некоторой малой инвариантной окрест-
ности бифуркационного слоя определено сохраняющее пер-
вые интегралы гамильтоново S1-действие с тривиальными
либо изоморфными группе Z2 стабилизаторами. Как след-
ствие, каждый компактный 3-атом допускает структуру S1-
расслоения, а именно, известного в маломерной топологии
расслоения Зейферта с особыми слоями типа (2, 1) (см., на-
пример, [3]), базой которого является 2-атом (описываю-
щий бифуркации одномерных слоений, задаваемых функци-
ями Морса на 2-мерных многообразиях). Отметим, что ана-
логичный результат получен Н.Т. Зунгом [4] в многомерном
случае для вещественно-аналитических систем. Мы обоб-
щаем теорему Фоменко на случай систем с некомпактны-
ми изоэнергетическими многообразиями Q3, которые удо-
влетворяют следующим двум условиям:

1) гамильтоновы поля, порождаемые первыми интегра-
лами системы, полны (т. е. естественный параметр на

1Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного
фонда (проект №17-11-01303).
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их интегральных траекториях определён на всей чис-
ловой прямой);

2) на бифуркационном слое хотя бы одна орбита гамиль-
тонова R2-действия (определённого в силу предыдуще-
го условия) является нестягиваемой (т. е. гомеоморфна
окружности S1 или цилиндру S1 × R).

Таким образом, как и в компактном случае, задача клас-
сификации некомпактных 3-атомов (для систем, удовлетво-
ряющих двум перечисленным условиям) сводится к задаче
классификации некомпактных 2-атомов, полученной ранее
в работе [5].
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ОБ ОДНОЙ ДРОБНОЙ
НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКОУПРУГОЙ МОДЕЛИ1

©2020 В.П. Орлов
(Воронеж; orlov_vp@mail.ru)

Устанавливается существование и единственность силь-
ного решения начально-краевой задачи для системы урав-
нений движения нелинейно-вязкоупругой жидкости, явля-
ющейся дробным аналогом модели вязкоупругости Фойгта,
в плоском случае.

В Q = [0, T ] × Ω, где Ω ∈ R2 — ограниченная область
с гладкой границей ∂Ω, рассматривается начально-краевая
задача Z:

∂v/∂t+
n∑
i=1

vi∂v/∂xi−

µ0Div E(v)−Div µ1(S(v)) E(v)−

−µ2Div

∫ t

0

(t− s)−α E(v)(s, x) ds =

f(t, x) + grad p, (t, x) ∈ Q;

div v=0, (t, x) ∈ Q;

∫
Ω

p(t, x) dx = 0; t ∈ [0, T ];

v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω, v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

Здесь v(t, x)=(v1(t, x), v2(t, x)) и p(t, x) искомые векторная и
скалярная функции, означающие скорость движения и дав-
ление среды, f(t, x) —плотность внешних сил, E(v) — тен-
зор скоростей деформаций, т.е. матрица с коэффициентами
Eij(v)= 1

2
(∂vi/∂xj+∂vj/∂xi)). Дивергенция Div E(v) матрицы

определяется как вектор с компонентами— дивергенциями
строк, S(v)=

∑2
i,j=1(∂vi/∂xj)

2, 0 < α < 1, µ0 > 0, µ2 ≥ 0,

1Работа выполнена при финансовой Российского Научного Фонда
(проект №19-11-00146).
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µ1(s) неотрицательная непрерывно дифференцируемая при
s ≥ 0 функция.

Гильбертовы пространства H и V определяются обыч-
ным образом (см., напр. известную монографию Темама).
Обозначим через P ортопроектор Лерэ в L2(Ω)2 на H.

Пусть

W = {v : v ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)2 ∩ L2(0, T ;H)∩

◦
W 1

2 (Ω))2, v′ ∈ L1
2(0, T ;H)}.

Запишем задачу Z в операторной форме. Определим вH

оператор A формулой Av = −P4v наD(A) = H∩
◦
W 1

2 (Ω)2∩
W 2

2 (Ω)2. Оператор A является положительно определённым
самосопряжённым оператором.

Положим K(v) =
∑2

i=1 vi
∂v
∂xi

для v ∈ V и введём опера-
торы

B(v) = −PDiv (µ1 (S(v(t, x))) E(v)(t, x));

C(v) =

t∫
0

(t− s)−αAv(s, ·) ds.

Операторы B и C определены при п.в. t для функций v ∈
W 0,2

2 (Q).
Рассмотрим при t ∈ [0, T ] задачу ZP :

v′ + PK(v) + kv + µ0Av +B(v) + µ2C(v) = f, v(0) = v0.

Определение. Сильным решением задачи ZP называ-
ется функция v ∈ W , удовлетворяющая условию и при п.в.
(t, x) уравнению ZP .

Сформулируем основной результат.
Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;H), v0 ∈ V , а µ1(s) та-

кова, что

µ1(s) + 2µ′1(s) ≥ 0, s ≥ 0; s|µ1(s)| ≤M, s ≥ a,
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где a > 0 —некоторая константа. Тогда задача ZP имеет
сильное решение.

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1.
Тогда сильное решение задачи ZP единственно.

Для операторного уравнения определяется семейство ап-
проксимационных уравнений ZPA при k ≥ 0:

v′ + exp(kt)PK(v) + kv + µ0Av +Bk(v) =

f + µ2Ck(v), t ∈ [0, T ], v(0) = v0.

Здесь

Ck(v) =

t∫
0

Rk(t− s)Av(s) ds,

Bk(v) = −PDiv (µ1 (exp(2kt)S(v(t))) E(v)(t))

Rk(t) = exp(−kt)t−α при t ∈ [0, T ], Rk(t) = 0 при t /∈ [0, T ].

Задача ZPA получается формально умножением уравнения
ZP на exp(−kt). Существование решений аппроксимацион-
ных уравнений ZPA устанавливается с помощью некоторо-
го итерационного процесса. Решение основного операторно-
го уравнения получается как слабый предел решений ап-
проксимационных уравнений. Затем устанавливается, что
слабое решение является сильным.

Результаты получены совместно с В.Г. Звягиным.
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ОБ ОБОСНОВАНИИ ПРИБЛИЖЁННЫХ
МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВЫПУКЛОГО

ПРОГРАММИРОВАНИЯ
©2020 Л.П. Петрова, И.Н. Прядко

(Воронеж, ВГУ; lpp1950@mail.ru; pryadko_irina@mail.ru)

Здесь в качестве модели задачи о поиске минимума вы-
пуклой дифференцируемой функции f (x)в пределах вы-
пуклого замкнутого множества Q ⊂ Rnрассматривается
дифференциальное включение

ẋ ∈ −∇f (x)−Nx (1)

с нормальным конусом Nx :=
{n : ∀ (z ∈ Q) [〈z − x, n〉 ≤ 0]}, построенным к Q в точке
x. Система (1) эквивалентна следующему уравнению с
разрывной правой частью

ẋ = PrTx (−∇f (x)) , (2)

где Tx —касательный конус к Q в точке x(сопряжённый
к Nx)

Если ввести новую неизвестную функцию σ(t), которая
связана с x(t) соотношением σ̇(t) = −∇f (x (t)) , σ(t0) =
0, то (2) запишется в виде ẋ = PrTx σ̇. Обозначим через
U t
t0

(σt)x0 оператор упора, соответствующий Q, который со-
поставляет любой непрерывно дифференцируемой входной
вектор-функции σ(t) и начальному значению x0 = x(t0) вы-
ходной функции функцию x(t) —решение уравнения ẋ =
PrTx σ̇. В новых обозначениях (2) принимает вид системы
дифференциальных уравнений с оператором упора x(t) =
U t
t0

(σt)x0 и σ̇(t) = −∇f
(
U t
t0

(σt)x0

)
, основные свойства кото-

рого впервые были изучены Красносельским М.А и Покров-
ским А.В.[1].
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Наряду с (1) рассматривается система дифференциаль-
ных уравнений

ẋ = −∇ (f (x) +M · h (x)) . (3)

В этом виде могут быть представлены некоторые
приближённые методы поиска точки минимума f (x) в
области Q. Например, система ẋ = −∇f (x) − M ·
(x− PrQ (x)), предназначенная для поиска приближённо-
го значения точки минимума со штрафной функцией
−M · (x− PrQ (x)) представима в виде (2) с функциями
h (x) = 1

2
‖x− PrQ x‖2. А для многогранной области Q =

{x : 〈x, nk〉 ≤ ck, k = 1, 2, . . . ,m} система ẋ = −∇f (x) −
M ·
∑m

k=1 ξknk, ξk = max {0, 〈x, nk〉 − ck} записывается в ви-
де (2) с h (x) = 1

2

∑m
k=1 ξ

2
k.

Введём следующие ограничения:
1) Q содержится в области определения функции

f вместе с некоторой своей окрестностью Q r :=
{x : ρ (x, Q) ≤ r};

2) градиент ∇f (x) ограничен в области Q r;
3) h (x) — определена, дифференцируема и выпукла

(нестрого) на множестве Q r, а её градиент ∇h (x) ∈ NPrQ(x)

и h (x) = 0 для всех x ∈ Q;
4) для любого сколь угодно малого r >

ε > 0 найдётся число µ (ε) > 0 такое, что
〈∇h (x) , x− PrQ x〉 ≥ µ (ε) ‖x− PrQ x‖2 для всех
x ∈ X = {x ∈ Rn : ε ≤ ρ (x, Q) ≤ r}.

При этих ограничениях справедлива
Теорема: Если градиент ∇f (x) 6= 0 для всех x ∈ Q,

то для любого ε > 0 существуют такие M > 0 и T > 0,
что для решения x (t) системы (2) с начальным значени-
ем x (0) = x0 ∈ X при всех t ≥ T выполнено неравенство
f (x (t)) < fo и ρ (x (t) , Q) ≤ ε, где fo — значение минимума
функции f (x)на множестве Q.
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Доказательство теоремы приведено в [2].
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О РАЗРЕШИМОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ
ДРОБНОГО ПОРЯДКА С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ

АРГУМЕНТОМ 1

©2020 Г. Г. Петросян
(Воронеж, ВГУИТ, ВГПУ; garikpetrosyan@yandex.ru)

В работе для полулинейного функционально-дифферен-
циального включения в сепарабельном банаховом простран-
стве E следующего вида

CDqx(t) ∈ Ax(t) + F (t, xt), t ∈ [0, T ], (1)

мы исследуем задачу существования интегральных решений
удовлетворяющих периодическому краевому условию

x0 = xT . (2)

Символом CDq обозначается дробная производная Капуто
порядка q ∈ (0, 1), xt —предыстория функции x(t) до момен-
та времени t ∈ [0, T ], то есть xt(s) = x(t+ s), s ∈ [−h, 0], 0 <

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в
рамках научного проекта № 19-31-60011.
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h < T. A—линейный замкнутый оператор в E удовлетворя-
ющий условию:

(A) A : D(A) ⊆ E → E порождает ограниченную C0–
полугруппу {U(t)}t≥0 линейных операторов в E.

Мы полагаем, что многозначное нелинейное отображе-
ние F : [0, T ]×C([−h, 0];E)→ Kv(E), где Kv(E) — совокуп-
ность всех непустых выпуклых компактных подмножеств E,
подчиняется следующим условиям:

(F1) для каждого ξ ∈ C([−h, 0];E) мультифункция
F (·, ξ) : [0, T ]→ Kv (E) допускает измеримое сечение;

(F2) для п.в. t ∈ [0, T ] мультиоператор F (t, ·) : E →
Kv (E) полунепрерывен сверху;

(F3) существует функция α ∈ L∞+ ([0, T ]) такая, что

‖F (t, xt)‖E ≤ α(t)(1 + ‖xt‖C([−h,0];E)) для п.в. t ∈ [0, T ];

(F4) существует функция µ ∈ L∞([0, T ]) такая, что для
каждого ограниченого множества ∆ ⊂ C([−h, 0];E) :

χ(F (t,∆)) ≤ µ(t)ϕ(∆),

для п.в. t ∈ [0, T ], где ϕ(∆) = sups∈[−h,0] χ(∆(s)), χ мера
некомпактности Хаусдорфа в E, ∆(s) = {y(s) : y ∈ ∆} .

Теорема 1. При выполнении условий (A), (F1) − (F4),
и дополнительного условия

((A1)) полугруппа U экспоненциально убывающая, то
есть

‖U(t)‖ ≤ e−ηt, t ≥ 0,

для некоторого числа η > 0.
Если k

η
< 1, где k = max {‖α‖∞, ‖µ‖∞} , то задача (1)-(2)

имеет решения.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ
БИЛЛИАРДЫ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ.

ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ1

©2020 С.Е. Пустовойтов
(Москва; pustovoitovse1@mail.ru)

Математическим биллиардом называется динамическая
система, описывающая движение материальной точки внут-
ри связной, компактной, замкнутой области с кусочно-глад-
кой границей. При попадании точки на границу её вектор
скорости меняется согласно естественному закону отраже-
ния. Далее будем рассматривать плоский биллиард. Для
описанной таким образом системы будет иметь место пер-
вый интеграл – полная энергия H. Если же у системы будет
ещё один первый интеграл F , то можно рассмотреть сло-
ение изоэнергетического многообразия Q3 = {(x, y, ẋ, ẏ) :
H(x, y, ẋ, ẏ) = h} поверхностями уровней интегралов T 2

h,f =
{(x, y, ẋ, ẏ) : H(x, y, ẋ, ẏ) = h, F (x, y, ẋ, ẏ) = f}. Для гладких
интегрируемых гамильтоновых систем известно, что регу-
лярными слоями T 2

h,f являются торы (Теорема Лиувилля).
Особыми слоями являются двумерные комплексы – атомы,
описанные и классифицированные А.Т.Фоменко в [1]. Стро-
го говоря, математический биллиард не является гладкой

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1)
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системой. Однако во многих случаях можно показать, что
приведённые теоремы и для подобных систем имеют место.

Рассмотрим плоский биллиард, помещённый в однород-
ное магнитное поле с напряжённостью B, линии которого
направленны перпендикулярно поверхности стола. Уравне-
ния, описывающие движение единичного заряда, имеют вид

ẍ = Bẏ

ÿ = −Bẋ

Отметим, что эти уравнения задают движение по окружно-
сти произвольного радиуса с произвольным центром.

А.Е.Мироновым и М.Бялым в [2] было доказано, что в
случае выпуклого односвязного биллиарда интегрируемость
имеет место только в случае биллиарда в круге. В таком
случае первые интегралы имеют вид

H = ẋ2 + ẏ2 = (BA)2

F =
ẋ2 + ẏ2

2
+
k

2
(x2 + y2) + k(xẏ − yẋ) = (BR)2,

где A–радиус дуги траектории между ударами о стенку, R–
радиус окружности, точки которой являются центрами дуг
траекторий. Пример движения приведён на рисунке ниже.

Стоит отметить, что магнитный биллиард в кольце кон-
центрических окружностей также будет интегрируем. Ин-
тегралы останутся теми же.

Теорема 1. В случаях магнитного биллиарда в круге
или кольце будет сохраняться теорема Лиувилля, а слое-
ния изоэнергетических многообразий Q3 могут быть опи-
саны полными инвариантами Фоменко-Цишанга.

В частности, был получен инвариант, который ранее не
встречался для биллиардных систем, но имел место в дина-
мике твёрдого тела.
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Рис. 1. Пример траектории

В докладе будут приведены бифуркационные диаграм-
мы данных биллиардных систем, представлены все полные
инварианты Фоменко-Цишанга, а также приведены динами-
ческие системы, Лиувиллево эквивалентные данным.

Литература
1. Болсинов А.В., Фоменко А.Т. Интегрируемые гамиль-

тоновы системы. Геометрия, топология, классификация.
Том I. —Ижевск: РХД, 1999.

2. M. Bialy, A. E. Mironov “Algebraic non-integrability of
magnetic billiards”, J. Phys. A, 49:45 (2016), 455101, 18 pp.

3. Фокичева В.В. Топологическая классификация билли-
ардов в локально плоских областях, ограниченных дугами
софокусных квадрик, Матем. сб., 206:10 (2015), 127-176.

4.М. Бялый, А. Е. Миронов Полиномиальная неинтегри-
руемость магнитных бильярдов на сфере и гиперболиче-
ской плоскости, УМН, 2019, том 74, выпуск 2(446), 3–26

225



СТАБИЛИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
СИСТЕМАМИ С ГИСТЕРЕЗИСНЫМИ

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ1

©2020 О.О. Решетова, М.Е. Семенов, П.А. Мелешенко,
А.М. Соловьев, С.В. Борзунов, А.В. Толкачев

(Воронеж; tribunskih1993@mail.ru)

Введение
Моделирование прикладных задач в различных пред-
метных областях, таких как: системы автоматического
регулирования, теория твёрдого тела, описании различных
экономических и биологических процессах, связано с
изучением колебательных явлений. Задачи стабилизации и
управления подобными системами, с практической точки
зрения, являются одними из основных. Зачастую, эти за-
дачи сводятся к системам дифференциальных уравнений,
содержащим как функциональные нелинейности, так и
нелинейности гистерезисной природы [1]. В настоящей
работе проводится исследование ряда динамических систем
с гистерезисными нелинейностям.

Гистерезисный демпфер, основанный на модели
Боука–Вена
Рассмотрим механическую систему, находящуюся под
действием вынуждающей периодической силы при наличии
демпфирующего звена [2] (рис. 1). Механическая система
состоит из цилиндра массой M , груза массой m, пружины
с жёсткостью k и демпфирующего звена D, двигающий-
ся без трения в горизонтальной плоскости. К цилиндру
приложена вынуждающая сила f(t) изменяющаяся по
гармоническому закону.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19-
08-00158); Работа М.Е. Семенова и П.А. Мелешенко в части «Динами-
ка системы ван дер Поля») поддержана РНФ (грант 19-11-0197).
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Рис. 1. *

Рис.1. Исследуемая механическая система

Пусть закон изменения силы f(t), приложенной к цилин-
дру M :

f(t) = Y ω2 sin(ωt), (1)

где Y – амплитуда, ω – частота воздействия.
Рассмотрим гистерезисный демпфер на основе феномено-
логической модели Боука-Вена[3]. Демпфирующая сила
может быть представлена как:

ü+ ξ(kbg + ku) = AΩ2 sin(Ωt), ξ =
1

ω0µ
,

ġτ = u̇τ (B − (βsign[gu̇τ ] + γ)|g|p) . (2)

где Ω, µ, A, τ , ω0, ξ - безразмерные величины. Про-
ведём сравнительный анализ вязкого и гистерезисного
демпферов. Сравнение указанных типов демпфирующих
элементов наиболее репрезентативно может быть пред-
ставлено в терминах передаточных функций, отражающих
эффективность использования рассматриваемого демпфера
в области резонанса системы и за её пределами.
Передаточная функция силы:
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Рис. 2. *

Рис.2. Передаточные функции силы (слева) и
«перемещение-сила» (справа) для гистерезисного (Г),

линейного вязкого (n = 0) и нелинейного вязкого (n > 0)
демпферов

Tff =
1

Y ω2
max

∣∣∣∣mω2
0

d2x

dτ 2

∣∣∣∣ (3)

Передаточная функция «перемещение-сила»:

Tfd =
max|x(τ)|
Y ω2

(4)

Как видно из результатов моделирования (рис.2), в случае
использования гистерезисного демпфера на основе фено-
менологической модели Боука- Вена, возможно добиться
высокой эффективности демпфирования как в области
резонанса, так и за её пределами, по сравнению с исполь-
зованием линейного или нелинейного вязкого демпферов.

Динамика гармонического осциллятора с гисте-
резисным внешним воздействием
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Рис. 3. *

Рис.3. Решение и фазовый портрет уравнения (5) с
заданными начальными условиями

Рассмотрим систему, динамика которой описывается зада-
чей Коши с начальными условиями x(0) = x0, ẋ(0) = x1.

ẍ+ ω2x = R[α, β, ω0], (5)

где R[α, β, ω0] - оператор неидеального реле с инверсией
пороговых чисел.
Теорема 1. Пусть x0 /∈ [α, β]. Тогда отвечающее ему
решение не ограничено.
Иными словами, если начальное значение таково, что
гистерезисное звено, «срабатывает», то решение ему соот-
ветствующее не ограничено [4].
Замечание 1. Очевидно, что решение будет осцилли-

ровать и при этом скорость роста амплитуды будет
пропорциональна

√
t.

Замечание 2. Очевидно, что теорема остаётся верной и
для других гистерезисных нелинейностей. Единственное
требование к ним заключается в положительной площади
петли.
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Динамика осциллятора ван дер Поля под воздей-
ствием гистерезисного управления
Система уравнений (6) описывает осциллятора ван дер По-
ля, под воздействием периодической внешней силы, а также
гистерезисного управления формализованного при помощи
модели Боука-Вена.

ẍ− (λ− x2)ẋ+ ω2
0x = A cos[ωt] + ΦBW (x, t),

ΦBW (x, t) = αx(t) + (1− α)Dz(t), (6)

ż(t) = A1ẋ(t)− β|ẋ(t)| |z(t)|n−1z(t)− γẋ(t)|z(t)|n.

Начальные и граничные условия определены аналогично с
системой (5).
Проведя сравнительный анализ результатов численного мо-
делирования системы (6) известными результатами для
уравнения ван дер Поля без учёта гистерезисного блока, бы-
ло установлено, что включение гистерезисного звена приво-
дит к диссипации энергии и, как следствие, к изменению ди-
намических характеристик рассматриваемой системы. Ни-
же приведены биффуркационные диаграммы, отражающие
существенное различие в поведении систем. Подсчёт спек-
тра показателей Ляпунова, с использованием стандартного
подхода основанного на алгоритме Вольфа, подтвердил по-
лученные результаты.

Заключение
В результате исследования колебательной системы с ги-
стерезисным звеном удалось показать, что гистерезисный
вибрационный демпфер основанный на феноменологиче-
ской модели Боука-Вена имеет ряд важных преимуществ по
сравнению с демпферами, построенными на основе вязкого
трения.
Также в работе были исследованы резонансные свойства
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Рис. 4. *

Рис.4. Бифуркационные диаграммы в зависимости от
амплитуды внешнего воздействия для системы без
гистерезисного блока и системы (6) при значении

параметров λ = 3.4, ω2
0 = π, A = 2π, ω = 0.7

системы, в которой рассеивание энергии обусловлено нали-
чием гистерезисного звена, а внешнее воздействие имеет
резонансную частоту.
В ходе работы была установлена возможность управления
хаотической динамикой осциллятора ван дер Поля с пе-
риодическим возмущением. На основе анализа численных
результатов бифуркационных диаграмм и соответствующей
динамики показателей Ляпунова установлена эффектив-
ность регуляризирующей роли гистерезисного звена.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ АТЛАС ОДНОЙ
ИНТЕГРИРУЕМОЙ СИСТЕМЫ С ТРЕМЯ

СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ1

©2020 П.Е. Рябов, В.К. Каверина
(Москва; PERyabov@fa.ru; VKKaverina@fa.ru)

В докладе представлены задачи и результаты исследо-
вания фазовой топологии интегрируемых систем с двумя и
тремя степенями свободы из динамики твёрдого тела, до-
пускающих представление Лакса. Основой таких исследо-
ваний послужило понятие топологического атласа, введён-
ное М. П. Харламовым в начале 2000-х гг. для неприво-
димых интегрируемых систем с тремя степенями свободы
[1]. Топологический атлас включает аналитическое описа-
ние критических подсистем полного отображения момента,
каждая из которых при фиксированных физических пара-
метрах является почти гамильтоновой системой с меньшим
числом степеней свободы; классификацию оснащённых изо-
энергетических диаграмм Смейла с полным описанием регу-
лярных торов Лиувилля и их бифуркаций; определение ти-
пов всех критических точек полного отображения момента и

1Работа первого автора поддержана Российским научным фондом
(№ 19-71-30012).
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программы-конструктора построения топологических инва-
риантов. Как оказалось, к настоящему моменту локальное
и полулокальное исследование критических подсистем явля-
ется эффективным средством для конструирования грубых
топологических инвариантов. Для интегрируемых гамиль-
тоновых систем с n степенями свободы с полиномиальны-
ми или рациональными интегралами множество критиче-
ских значений отображения момента F может быть записа-
но в виде P = 0, где P —полином от фазовых переменных.
Разложение его на неприводимые сомножители P =

∏
j Lj

приводит к определению критической подсистемы Mj как
множества критических точек нулевого уровня некоторой
функции Lj. Оказывается, критическая точка ранга k ло-
кально является точкой пересечения n−k подобластей кри-
тических подсистем. Интегралы Lj этих подсистем порож-
дают симплектические операторы ALj , которые определяют
тип критической точки. Бифуркации, которые возникают
при пересечении поверхностей F(Mj) в точке F(x), порож-
дают полулокальный тип критической точки. Такой подход
приводит к аналитическому описанию топологических ин-
вариантов исключительно в терминах первых интегралов.
Для некоторых интегрируемых задач динамики твёрдого
тела (волчок Ковалевской в двойном поле сил, интегрируе-
мый случай Ковалевской-Соколова, интегрируемый случай
Ковалевской-Яхья) удалось эффективно реализовать про-
грамму построения топологического атласа [2], [3], [4].

В докладе также представлены некоторые результаты
построения топологического атласа интегрируемой системы
с тремя степенями свободы на ко-алгебре Ли e(3, 2)∗, кото-
рая описывает динамику двухполевого обобщённого гиро-
стата при наличии двух силовых полей (случай интегрируе-
мости Соколова-Цыганова) [5]. Это один из наиболее общих
найденных на сегодня случаев интегрируемости гиростата в
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двойном поле с условиями типа Ковалевской и гироскопиче-
скими силами с непостоянным гироскопическим моментом.
В общем случае не удавалось даже выписать в обозримом
виде дополнительные интегралы.

Речь идёт о следующей системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

Ṁ = M × ∂H

∂M
+α× ∂H

∂α
+ β × ∂H

∂β
,

α̇ = α× ∂H

∂M
, β̇ = β × ∂H

∂M

(1)

c гамильтонианом

H = M2
1 +M2

2 + 2M2
3 + 2λM3 − 2ε2(α1 + β2)

+2ε1(M2α3 −M3α2 +M3β1 −M1β3).
(2)

Здесь трёхмерные векторыM ,α,β представляют собой
проекции кинетического момента и двух силовых полей на
оси, жёстко связанные с твёрдым телом; λ—параметр гиро-
статического момента, направленного вдоль оси динамиче-
ской симметрии; ε1 и ε2 —параметры деформации. Система
с таким гамильтонианом, существенно зависящими от α и
β, не допускает непрерывной группы симметрии, и поэтому
неприводима глобально к семейству систем с двумя степе-
нями свободы.

Соответствующая скобка Ли–Пуассона задаётся форму-
лами

{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, αj} = εijkαk,

{Mi, βj} = εijkβk, {αi, αj} = 0,

{αi, βj} = 0, {βi, βj} = 0,

εijk = 1
2
(i− j)(j − k)(k − i), 1 6 i, j, k 6 3.

(3)
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Функциями Казимира являются выражения α2, α · β и
β2.

Относительно скобки Ли–Пуассона, заданной соотноше-
ниями (3), систему (1) можно представить в гамильтоновом
виде

ẋ = {H, x},

где через x обозначена любая из координат.
Фазовое пространство P системы уравнений (1) задаётся

общим уровнем функций Казимира

α2 = a2, β2 = b2, α · β = c, (0 < b < a, |c| < ab).

Для гамильтониана (2) необходимые для интегрируемо-
сти по Лиувиллю два дополнительных интегралаK иG име-
ют следующий явный вид [6]:

K = Z2
1 + Z2

2 − λ[(M3 + λ)(M2
1 +M2

2 ) + 2ε2(α3M1 + β3M2)]

+λε2
1(α2 + β2)M3+

+2λε1[α2M
2
1 − β1M

2
2 − (α1 − β2)M1M2]− 2λε2

1ωγ,

G = ω2
α + ω2

β + 2(M3 + λ)ωγ − 2ε2(α2β2 + β2α1)+

+2ε1[β2(M2α3 −M3α2)−α2(M1β3 −M3β1)]

+2(α · β)[ε2(α2 + β1) + ε1(α3M1 − α1M3 + β2M3 − β3M2)],
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где

Z1 = 1
2
(M2

1 −M2
2 ) + ε2(α1 − β2)+

+ε1[M3(α2 + β1)−M2α3 −M1β3] + 1
2
ε2

1(β2 −α2),

Z2 = M1M2 + ε2(α2 + β1)−

−ε1[M3(α1 − β2) + β3M2 − α3M1]− ε2
1(α · β),

ωα = M1α1 +M2α2 +M3α3,

ωβ = M1β1 +M2β2 +M3β3,

ωγ = M1(α2β3 − α3β2)+

+M2(α3β1 − α1β3) +M3(α1β2 − α2β1).

В докладе предложен подход к описанию фазовой топо-
логии такой системы. В явном виде описываются некото-
рые критические подсистемы с указанием бифуркаций то-
ров Лиувиля [6], [7], [8], а также некоторые оснащённые изо-
энергетические диаграммы. На сегодняшний день для ука-
занной системы определены порядка 150 оснащённых изо-
энергетических диаграмм полного отображения момента с
указанием всех камер, семейств регулярных 3-мерных торов
и их 4-мерных бифуркаций.
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА
©2020 К.Б. Сабитов

(Стерлитамак; sabitov_fmf@mail.ru)

Исследование вопросов неустойчивых колебаний (резо-
нансов колебаний в жидкости в тонкостенных баках ракет с
собственными колебаниями) тесно связано с задачей Дирих-
ле для волнового уравнения. Эта задача изучалась многими
математиками (см. [1 – 3]).

Если задача Дирихле для одномерного волнового урав-
нения в прямоугольной области изучена достаточно полно
[4], [5, с. 112–118], то эта задача для многомерного волново-
го уравнения практически не исследована. Только работы
[6, 7] посвящены задаче Дирихле для трёхмерного волно-
вого уравнения с ненулевой правой частью и однородными
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граничными условиями в области Ω, когда Ω — эллипсоид,
цилиндр с образующими, параллельными оси t, и паралле-
лепипед, где установлены критерий единственности и суще-
ствование решения задачи в пространстве Соболева W 1

2 (Ω)
при определённых условиях на правую часть, связанных
сходимостью числовых рядов. При этом возникающие ма-
лые знаменатели не изучены.

В данной работе в классе регулярных решений гипербо-
лических уравнений высокого порядка установлен критерий
единственности решения задачи Дирихле и само решение
построено в явном виде как сумма ряда Фурье. При обосно-
вании сходимости ряда возникает проблема малых знамена-
телей от многих переменных более сложной структуры, чем
в ранее известных работах [4, 8, 9]. В связи с чем установле-
ны оценки об отделённости от нуля малых знаменателей, на
основании которых доказана сходимость ряда в классе ре-
гулярных решений при некоторых условиях относительно
граничных функций.

1.Задача Дирихле для двумерного уравнения
гиперболического типа высокого порядка

Рассмотрим уравнение в частных производных

Lu =
∂2pu

∂t2p
− ∂2pu

∂x2p
= f(x, t) (1.1)

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, 0 < t <
T}, где l, T — заданные положительные числа, p ∈ N , и
поставим следующую первую граничную задачу.

Задача Дирихле. Найти функцию u(x, t), удовлетво-
ряющую условиям:

u ∈ C2p−1(D) ∩ C2p(D), (1.2)

Lu(x, t) ≡ f(x, t), (x, t) ∈ D, (1.3)
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∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=0

=
∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=l

= 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.4)

∂2ku

∂t2k

∣∣∣
t=0

= 0, 0 ≤ x ≤ l, (1.5)

∂2ku

∂t2k

∣∣∣
t=T

= 0, 0 ≤ x ≤ l, k = 0, p− 1. (1.6)

Теорема 1.1. Если существует решение задачи (1.2) –
(1.6), то оно единственно только тогда, когда отношение
сторон α = T/l прямоугольника D является иррациональ-
ным числом.

Решение задачи (1.2) – (1.6) строится в виде суммы двой-
ного ряда

u(x, t) =
2√
lT

+∞∑
m,n=1

umn sin
πm

l
x sin

πn

T
t. (1.7)

Теорема 1.2. Если число α > 0 является иррацио-
нальным алгебраическим числом степени n ≥ 2 и функция
f(x, t) ∈ C2p+5(D),

f (i)
x (0, t) = f (i)

x (l, t) =

=

{
0, i = 0, 2, ..., p+ 1, p+ 3− чётное;
0, i = 0, 2, ..., p+ 2, p+ 3− нечётное,

f
(j)
t (x, 0) = f

(j)
t (x, T ) =

=

{
0, j = 0, 2, ..., p+ 1, p+ 2− нечётное;
0, j = 0, 2, ..., p, p+ 2− чётное,

то существует единственное решение задачи (1.2)–(1.6),
которое определяется рядом (1.7).

2.Задача Дирихле для трёхмерного уравнения
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гиперболического типа высокого порядка и
связь с проблемой Ферма

Далее для трёхмерного аналога уравнения (1.1), т.е. для
уравнения вида

Lu =
∂2pu

∂t2p
− ∂2pu

∂x2p
− ∂2pu

∂y2p
= f(x, y, t), (2.1)

в прямоугольном параллелепипеде Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈
D, t ∈ (0, T )}, где D = {(x, y)| 0 < x < l, 0 < y < q}, l, q,
T — заданные положительные числа, f(x, y, t) — заданная в
Q функция, p ∈ N , исследуется следующая

Задача Дирихле. Найти в области Q функцию
u(x, y, t), удовлетворяющую следующим условиям:

u ∈ C2p−1(Q) ∩ C2p(Q), (2.2)

Lu(x, y, t) ≡ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Q, (2.3)

∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=0

=
∂2ku

∂x2k

∣∣∣
x=l

=
∂2ku

∂y2k

∣∣∣
y=0

=
∂2ku

∂y2k

∣∣∣
y=q

= 0, 0 ≤ t ≤ T,

(2.4)
∂2ku

∂t2k

∣∣∣
t=0

=
∂2ku

∂t2k

∣∣∣
t=T

= 0, (x, y) ∈ D, k = 0, p− 1. (2.5)

Здесь установлен следующий результат.
Теорема 2.1. Если существует решение задачи (2.1) –

(2.5), то оно единственно только тогда, когда уравнение(m
l

)2p

+
(n
q

)2p

=
( k
T

)2p

, m, n, k ∈ N, (2.6)

не разрешимо во множестве натуральных чисел.
Если l = q = T , т.е. Q является кубом, то (2.6) переходит

в известное уравнение Ферма

m2p + n2p = k2p. (2.7)
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Если q = l 6= T , l
T
∈ Q или q = T 6= l, T

l
∈ Q, то урав-

нение (2.6) также сводится к уравнению типа (2.7). Сле-
довательно, в этих случаях в силу полученного результа-
та единственность решения задачи Дирихле для уравнения
(2.1) при любом натуральном p равносильна великой про-
блеме Ферма.

Решение задачи (2.1) – (2.5) строится в виде суммы трой-
ного ряда

u(x, y, t) =
2
√

2√
lqT

+∞∑
m,n,k=1

umnk sin
πm

l
x sin

πn

q
y sin

πk

T
t,

umnk =
1

π2

(−1)pfmnk
(k/T )2p − (m/l)2p − (n/q)2p

,

fmnk =

∫
Q

f(x, y, t) sin
πm

l
x sin

πn

q
y sin

πk

T
t dxdydt.
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ЗАДАЧА КЕЛДЫША ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
СМЕШАННОГО ТИПА С

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ ВЫРОЖДЕНИЕМ1

©2020 Ю.К. Сабитова
(Стерлитамак; sabitovauk@rambler.ru)

Для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического
типа

Lu = uxx + (sgn y) y uyy + auy − b2u = 0 (1)

в прямоугольной области D = {(x, y)| 0 < x < l,−α < y <
β}, где l > 0, α > 0, β > 0, a > 1, b— заданные действитель-
ные числа, поставим следующую задачу.

Задача Келдыша. Найти функцию u(x, y), удовлетво-
ряющую следующим условиям:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C1
x(D) ∩ C2(D+ ∪D−); (2)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3)

u(0, y) = u(l, y) = 0, −α ≤ y ≤ β; (4)

u(x, β) = f(x), 0 ≤ x ≤ l, (5)

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
183100111 мол_а).
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где D− = D ∩ {y < 0}, D+ = D ∩ {y > 0}, f(x) − задан-
ная достаточно гладкая функция, удовлетворяющая усло-
вию f(0) = f(l) = 0.

М.В. Келдыш [1] впервые исследовал более общее эллип-
тическое уравнение, чем уравнение (1) при y > 0, второго
порядка от двух переменных с характеристическим вырож-
дением. Он показал, что корректность первой граничной за-
дачи существенным образом зависит от показателя степени
вырождения и коэффициента при младшей производной uy.

Опираясь на эту работу, И.Л. Кароль [2] исследовал за-
дачу Трикоми для уравнения смешанного типа (1) при b = 0
в области G, где G— область плоскости XOY, ограниченная
простой жордановой кривой Γ, лежащей в полуплоскости
y > 0 с концами в точках O(0, 0) и A(1, 0), характеристи-
ками OC и AC уравнения, расположенными в полуплос-
кости y < 0. И.Л. Кароль доказал, что характер краевых
задач, которые могут быть поставлены для уравнения (1)
в области G, в отличие от уравнений с нехарактеристиче-
ским вырождением, существенно зависит от коэффициента
a и класса решений уравнения (1). Например, классическая
задача Трикоми в случае a < 0 недоопределена, при a > 0 —
переопределена.

В данной статье опираясь на работы [3 – 8] решена за-
дача (2) – (5) в прямоугольной области для уравнения (1).
Решение построено в виде суммы ряда. Доказаны теоремы
единственности и существования решения этой задачи.

Решение задачи (2) – (5) построено в виде суммы ряда

u(x, y) =

√
2

l

∞∑
k=1

uk(y) sin
πk

l
x. (6)
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В формуле (6) функции uk(y) определены формулой

uk(y) =


fk

(
y

β

) 1−a
2 Ia−1(pky

1
2 )

Ia−1(pkβ
1
2 )
, y ≥ 0,

fk

(
−y
β

) 1−a
2 Ja−1(pk(−y)

1
2 )

Ia−1(pkβ
1
2 )

, y ≤ 0,

где fk =

√
2

l

l∫
0

f(x) sinλkxdx, pk = 2
√
b2 + λ2

k,

Ia−1(pky
1
2 ) —модифицированная функция Бесселя первого

рода, Ja−1(pk(−y)
1
2 ) —функция Бесселя первого рода.

Доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Если существует решение задачи (2) – (5),

то оно единственно.
Теорема 2. Если функция f(x) ∈ C3[0, l] и выполнены

условия f(0) = f(l) = 0, f ′′(0) = f ′′(l) = 0, то существу-
ет единственное решение задачи (2) − (5) и это решение
определяется рядом (6).

Если вместо условия (5) задать граничное условие на
нижнем основании прямоугольника

u(x,−α) = g(x), 0 ≤ x ≤ l,

тогда функции uk(y) в формуле (6) будут иметь вид

uk(y) =


−gk

(
y

α

) 1−a
2 Ia−1(pky

1
2 )

Ja−1(pkα
1
2 )
, y ≥ 0,

gk

(
−y
α

) 1−a
2 Ja−1(pk(−y)

1
2 )

Ja−1(pkα
1
2 )

, y ≤ 0,

где

gk =

√
2

l

l∫
0

g(x) sinλkxdx.
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Из данной формулы видно, что функции uk(y)→∞ при
k → ∞ и фиксированных y > 0. Следовательно, показать
равномерную сходимость ряда (6) не удастся.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО

СТЕРЖНЯ С ПРИСОЕДИНЁННЫМ ГРУЗОМ1

©2020 А.А. Самсонов, П.С. Соловьёв, С.И. Соловьёв,
Д.М. Коростелева

(Казань; anton.samsonov.kpfu@mail.ru)

Исследуется обыкновенная дифференциальная задача
на собственные значения второго порядка, описывающая
продольные собственные колебания упругого стержня с
присоединённым к торцу грузом. Задача имеет возрастаю-
щую последовательность положительных простых собствен-
ных значений с предельной точкой на бесконечности. По-
следовательности собственных значений соответствует пол-
ная ортонормированная система собственных функций. В
данной работе изучаются асимптотические свойства соб-
ственных значений и собственных функций при неограни-
ченном увеличении массы присоединённого груза. Исход-
ная дифференциальная задача на собственные значения ап-
проксимируется сеточной схемой метода конечных элемен-
тов произвольного порядка с численным интегрированием
на неравномерной сетке. Устанавливаются оценки погреш-
ности приближённых собственных значений и собственных
функций в зависимости от шага сетки. Полученные резуль-
таты развивают и обобщают результаты работ [1–3]. Выво-
ды работы могут быть перенесены на случаи более сложных
и важных прикладных задач расчёта собственных колеба-
ний балок, пластин и оболочек с присоединёнными грузами.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Прави-
тельства Республики Татарстан в рамках научного проекта № 18-41-
160029.
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О ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
КРАСНОСЕЛЬСКОГО–МАННА1

©2020 В.В. Семёнов
(Киев; semenov.volodya@gmail.com)

Построение и исследование приближенных методов ме-
трической теории неподвижных точек – интересная, имею-
щая много приложений и активно развивающаяся область
нелинейного анализа.

Классические теоремы Брауэра, Шаудера и Какутани о
неподвижной точке имеют неконструктивный характер. Но
для более узких классов операторов существует развитая
алгоритмика аппроксимации неподвижных точек. Одним из
таких классов является класс нерастягивающих операторов.
Хорошее введение в их теорию с описанием основных мето-
дов содержится в [1] (см. также книгу [2]).

Ещё в 1955 г. М.А. Красносельский [3] (близкие идеи
были высказаны в работе W.R. Mann [4]) предложил для
поиска неподвижных точек действующего в банаховом про-
странстве нерастягивающего оператора T процесс

1Работа выполнена при финансовой поддержке МОНУ (проект
0219U008403) и НАНУ (проект 0119U101608).
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xn+1 =
xn + Txn

2
. (1)

В [3] также доказана сильная сходимость (1) для компакт-
ных нерастягивающих операторов T , действующих в равно-
мерно выпуклых банаховых пространствах.

Классические работы [3, 4] положили начало большо-
му количеству исследований по сходимости метода Красно-
сельского–Манна, т.е. процесса вида

xn+1 = xn + λn(Txn − xn), (2)

где λn ∈ (0, 1] (см. [1]). А в статье [5] для нерастягивающих
операторов в гильбертовом пространстве H был предложен
и изучен непрерывный аналог метода (2){

ẋ(t) = λ(t) (Tx(t)− x(t)) ,
x(0) = x0 ∈ H,

(3)

где λ : [0,+∞) → (0, 1]. В частности, при определённых
условиях доказана слабая сходимость при t→ +∞ решения
(3) к неподвижной точке T . Регуляризованный по Тихонову
вариант динамики (3) изучен в [6].

Мы отталкиваемся от упомянутых работ [5, 6]. Пусть
T : H → H —нерастягивающий оператор, действующий в
гильбертовом пространстве H, причём F (T ) 6= ∅. В лекции
мы рассмотрим асимптотическое поведение траекторий ди-
намических систем{

ẋ(t) = λ(t) (Tx(t)− x(t))− ε(t)Ax(t),
x(0) = x0,

(4)

где x0 ∈ H, оператор A : H → H сильно монотонный и
липшицевый, а функции λ : [0,+∞) → (0, 1], ε : [0,+∞) →
[0,+∞) удовлетворяют определённым условиям. Доказана
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сильная сходимость x(t) (при t → +∞) к решению вариа-
ционного неравенства

x ∈ F (T ) : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ F (T ).

Также рассмотрим распределённый вариант динамики (4)
и конкретные методы, порождаемые при применении (4) к
задачам математического программирования, игровым за-
дачам и вариационным неравенствам. Например, с задачей

f(x)→ min, x ∈ argmin g, (5)

где функция g выпукла и полунепрерывна снизу, а функ-
ция f сильно выпукла и имеет липшицев градиент, можно
связать динамическую систему{

ẋ(t) =
(
proxgx(t)− x(t)

)
− 1√

t+1
∇f(x(t)),

x(0) = x0 ∈ H,

где

proxgx = argminy∈H

{
g(y) +

1

2
‖y − x‖2

}
.

Если argmin g 6= ∅, то x(t) при t → +∞ сильно сходится к
решению (5).
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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ
СМЕШАННОГО

ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА В
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ1

©2020 С.Н. Сидоров
(Стерлитамак; stsid@mail.ru)

Рассмотрим уравнение

Lu = F (x, t), (1)

здесь

Lu =

{
tnuxx − ut − btnu,
(−t)muxx − utt − b(−t)mu,

F (x, t) =

{
f1(x)g1(t), t > 0,
f2(x)g2(t), t < 0,

в прямоугольной области D = {(x, t)| 0 < x < l, −α < t <
β}, где n > 0, m > 0, l > 0, α > 0, β > 0 — заданные
действительные числа, и b— заданное любое действительное
число, и поставим следующие задачи.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ-
Перспектива (№ 19-31-60016).
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Задача 1. Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую
следующим условиям:

u(x, t) ∈ C(D) ∩ C1
t (D) ∩ C1

x(D) ∩ C2
x(D+) ∩ C2(D−); (2)

Lu(x, t) ≡ F (x, t), (x, t) ∈ D+ ∪D−; (3)

u(0, t) = u(l, t) = 0, −α ≤ t ≤ β; (4)

u(x,−α) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (5)

где F (x, t) — заданная достаточно гладкая функция, D+ =
D ∩ {t > 0}, D− = D ∩ {t < 0}.

Задача 2. Найти функции u(x, t) и g1(t), удовлетворя-
ющие условиям (2) – (5) и

g1(t) ∈ C[0, β]; (6)

u(x0, t) = h1(t), 0 < x0 < l, 0 ≤ t ≤ β, (7)

где fi(x), i = 1, 2, g2(t), h1(t) — заданные функции, x0 —
заданная точка из интервала (0, l), D+ = D ∩ {t > 0},
D− = D ∩ {t < 0}.

Задача 3. Найти функции u(x, t) и g2(t), удовлетворя-
ющие условиям (2) – (5) и

g2(t) ∈ C[−α, 0], (8)

u(x0, t) = h2(t), 0 < x0 < l, −α ≤ t ≤ 0, (9)

где fi(x), i = 1, 2, g1(t), h2(t) —известные функции.
Задача 4. Найти функции u(x, t), g1(t), g2(t), удовле-

творяющие условиям (1.2) – (1.9), здесь fi(x), hi(t), i = 1, 2,
– заданные функции.

Отметим, что ранее задачи 1 – 4 впервые поставлены и
изучены в работах [1, с. 228–238], [2] для уравнения (1) при
n = m = 0. Начально-граничная задача (1.2) – (1.5) для
уравнения (1) изучена в работах [3 – 5], когда n = 0, m > 0;
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n > 0, m = 0 и n > 0, m > 0. В работе [6] изучены обратные
задачи для уравнения (1) при n = 0, m > 0, по отысканию
функций u(x, t) и fi(x), когда gi(t) ≡ 1. В статьях [7, 8]
рассмотрены задачи 1 – 4 для уравнения (1), когда n > 0,
m = 0 и n = 0, m > 0 соответственно.

В данной работе изучены обратные задачи 2 – 4 по отыс-
канию сомножителей правой части уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа со степенным вырождени-
ем на линии изменения типа, исследование которых прово-
дится на основе решения прямой начально-граничной зада-
чи 1, изученной в работах [3 – 5]. Решение обратных за-
дач 2 – 4 эквивалентно редуцировано к разрешимости на-
груженных интегральных уравнений. Используя теорию ин-
тегральных уравнений доказаны соответствующие теоремы
единственности и существования решений поставленных об-
ратных задач и указаны явные формулы решения.

Литература
1. Сабитов К.Б. Прямые и обратные задачи для уравне-

ний смешанного параболо-гиперболического типа. М.: Нау-
ка, 2016. 272 с.

2. Сабитов К.Б. Начально-граничная и обратные зада-
чи для неоднородного уравнения смешанного параболо-ги-
перболического уравнения // Матем. заметки. 2017. Т. 102.
Вып. 3. С. 415–435.

3. Сабитов К.Б., Сидоров С.Н. Об одной нелокаль-
ной задаче для вырождающегося параболо-гиперболическо-
го уравнения // Диф. уравнения. 2014. Т. 50, № 3. С. 356–
365.

4. Сабитов К.Б., Сидоров С.Н. Начально-граничная за-
дача для неоднородных вырождающихся уравнений сме-
шанного параболо-гиперболического типа // Итоги науки
и техн. Сер. Соврем. мат. и её прил. Тем. обз. 2017. Т. 137.
С. 26–60.

252

5. Sabitov K.B., Sidorov S.N. Initial-Boundary-Value
Problem for Inhomogeneous Degenerate Equations of Mixed
Parabolic-Hyperbolic Type // Journal of Mathematical
Sciences. 2019. V. 236. Issue 6. P. 603–640.

6. Сабитов К.Б., Сидоров С.Н. Обратная задача для
вырождающегося параболо-гиперболического уравнения с
нелокальным граничным условием // Известия Вузов. Ма-
тематика. 2015. № 1. С. 46–59.

7. Сидоров С.Н. Обратные задачи для уравнения сме-
шанного параболо-гиперболического типа с вырождающей-
ся параболической частью // Сиб. электрон. матем. изв.
2019. Т. 16. С. 144–157.

8. Сидоров С.Н. Обратные задачи для вырождающего-
ся смешанного параболо-гиперболического уравнения по на-
хождению сомножителей правых частей, зависящих от вре-
мени // Уфимский матем. журнал. 2019. Т. 11. № 1. С. 72–86.

КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ
КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНОЙ
ПО КАПУТО В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

©2020 М.Н. Силаева, Алкади Хамса Мохамад
(Воронеж; marinanebolsina@yandex.ru)

В [6] для уравнения

∂αu(t, x)

∂tα
=
∂2u(t, x)

∂x2
, 0 < α < 1, t > 0, x ∈ (−∞,∞),

где
∂αu(t, x)

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−α∂u(s, x)

∂s
ds−

производная в смысле Капуто по переменной t, рассматри-
вается задача Коши с условиями

u(0, x, α) = g(x),
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u(t,±∞, α) = 0,

и приводится решение этой задачи в виде

u(t, x, α) =

∫ ∞
−∞

G(t, ξ, α)g(x− ξ)dξ

с указанием функции Грина G(t, ξ, α).
Однако, корректная разрешимость этой задачи, с точ-

ки зрения устойчивости решения к погрешностям, в [6] не
обсуждается.

Решению этой проблемы для общего случая дифферен-
циальных уравнений в банаховом пространстве посвящена
настоящая заметка.

В банаховом пространстве E с нормой ‖ · ‖E = ‖ · ‖ рас-
сматривается уравнение

dαu(t)

dtα
= Au(t), t ≥ 0, (1)

где A-линейный замкнутый оператор с областью определе-
ния D(A) ⊂ E и областью значений R(A),

dαu(t)

dtα
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αu′(s)ds− (2)

производная по Капуто порядка 0 < α < 1.
Определение 1. Решением уравнения (1) называется

вектор-функция u(t) со значениями в D(A), для которой
определена производная (2) и, удовлетворяющая уравнению
(1).

Определение 2. Решение уравнения (1) удовлетворя-
ющее условию

u(0) = u0 ∈ D(A) (3)

будем называть решением задачи Коши (1)-(2).
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Определение 3. Задачу (1)-(2) будем называть равно-
мерно корректной, если для её решений выполняется оцен-
ка

‖u(t)‖E ≤M‖u0‖E, (4)

где константа M от t и u0 не зависит.
Теорема Если оператор A является производящим

оператором сильно непрерывной полугруппы линейных пре-
образований U(t, A), то задача Коши (1)–(3) равномерно
корректна и её решение имеет вид

u(t) =

∫ ∞
0

I
(1−α)
t (hα(t, ξ))U(ξ, A)u0dξ,

где I(1−α)f(t) — дробный интеграл Римана–Лиувилля,
hα(t, s) = 1

2πi

∫ σ+i∞
σ−i∞ etp−ξp

α
dp—функция Иосиды и справед-

лива оценка (4).
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ ДВУХ
ЛИНЕЙНЫХ ГИБРИДНЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ (ЛГФДСП)1

©2020 П.М. Симонов
(Пермь; simpm@mail.ru)

Постановка задачи: одно уравнение — линейное разност-
ное, определённое в дискретном множестве точек (линей-
ное разностное уравнение с последействием (ЛРУП)), а дру-
гое — линейное функционально-дифференциальное уравне-
ние с последействием (ЛФДУП) на полуоси.

Исследование продолжает работы [1–7].
Обозначим через y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .}

бесконечную матрицу со столбцами
y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . . размерами n, а через
g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} бесконечную матрицу со
столбцами g(0), g(1), ..., g(N), . . . размерами n.

Каждой бесконечной матрице y = {y(−1), y(0), y(1), ...,
y(N), . . .} можно сопоставить вектор-функцию y(t) = y(−1)
χ[−1,0)(t)+y(0)χ[0,1)(t)+y(1)χ[1,2)(t)+...+y(N)χ[N,N+1)(t)+. . .

Аналогично, каждой бесконечной матрице g =
{g(0), g(1), ..., g(N), . . .} можно сопоставить вектор-функ-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №
18-01-00332 A).
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цию

g(t) = g(0)χ[0,1)(t) + g(1)χ[1,2)(t) + ...+ g(N)χ[N,N+1)(t) + . . .

Символом y(t) = y[t] обозначим вектор-функцию y(t) =
y([t]), t ∈ [−1,∞). Символом g[t] обозначим вектор-функ-
цию g(t) = g([t]), t ∈ [0,∞).

Множество таких вектор-функций y[·] обозначим сим-
волом `0. Множество таких вектор-функций g[·] обозначим
символом `. Обозначим (∆y)(t) = y(t)−y(t−1) = y[t]−y[t−1]
при t ≥ 1, (∆y)(t) = y(t) = y[t] = y(0) при t ∈ [0, 1)

Запишем ЛГФДСП в виде

L11x+ L12y = ẋ− F11x− F12y = f,

L21x+ L22y = ∆y − F21x− F22y = g. (1)

Здесь и ниже Rn —пространство векторов α =
{α1, ..., αn} с действительными компонентами и с нормой
‖α‖Rn . Пусть пространство L локально суммируемых f :

[0,∞) → Rn с полунормами ‖f‖L[0,T ] =
∫ T

0
‖f(t)‖Rn dt для

всех T > 0. Пространство D локально абсолютно непрерыв-
ных функций x : [0,∞) → Rn с полунормами ‖x‖D[0,T ] =
‖ẋ‖L[0,T ] + ‖x(0)‖Rn для всех T > 0. L∞ — банахово про-
странство (классов эквивалентности) измеримых и ограни-
ченных в существенном функций z : [0,∞) → Rn с нормой
‖z‖L∞ = vrai sup

t≥0
‖z(t)‖Rn .

Пусть пространство ` вектор-функций

g(t) = g(0)χ[0,1)(t) + g(1)χ[1,2)(t) + ...+ g(N)χ[N,N+1)(t) + . . .

с полунормами ‖g‖`T =
T∑
i=0

‖gi‖Rn для всех T ≥ 0.

Пространство `0 вектор-функций y(t) = y(−1)χ[−1,0)(t) +
y(0)χ[0,1)(t) + y(1)χ[1,2)(t)+ ... + y(N)χ[N,N+1)(t) + . . . с полу-

нормами ‖y‖`0T =
T∑

i=−1

‖yi‖Rn для всех T ≥ −1.

257



Операторы L11, F11 : D → L, L12, F12 : `0 → L, L21, F21 :
D → `, L22, F22 : `0 → ` предполагаются линейными непре-
рывными и вольтерровыми.

Пусть модельное уравнений L11x = z и банахово про-
странство B с элементами из пространства L (B ⊂ L и
это вложение непрерывно) выбраны так, что решения это-
го решения этого уравнения обладают интересующими нас
асимптотическими свойствами. Пространство D(L11, B), по-
рождаемое модельным уравнением, будет состоять из реше-
ний вида

x(t) = (C11z) (t) + (X11α)(t) =

t∫
0

C11(t, s)z(s) ds+X11(t)α

(α ∈ Rn, z ∈ B).
Норму в пространстве D(L11, B) можно ввести равен-

ством ‖x‖D(L11,B) = ‖L11x‖B + ‖x(0)‖Rn .
Предположим, что оператор C11 непрерывно действует

из пространства B в пространство B, и оператор X11 дей-
ствует из пространства Rn в пространство B. Это усло-
вие эквивалентно тому, что пространство D(L11, B) линейно
изоморфно пространству С.Л.Соболева W (1)

B [0,∞) с обыч-
ной нормой ‖x‖

W
(1)
B [0,∞)

= ‖ẋ‖B + ‖x‖B.
Дальше будем это пространство обозначать какWB. При

этом, WB ⊂ D, и это вложение непрерывно.
Уравнение L11x = z с оператором L11 : WB → B WB-

устойчиво тогда и только тогда, если оно сильно B-усто-
йчиво. Уравнение L11x = z сильно B-устойчиво, если для
любого z ∈ B каждое решение x этого уравнения обладает
свойством: x ∈ B и ẋ ∈ B.
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1.Сведение к ЛФДУП
Предположим, что общее решение уравнения L22y = g

для g ∈ ` принадлежит пространству `0 и представляется

формулой Коши: y[t] = Y22[t]y(−1) +
t∑

s=0

C22[t, s] g[s].

Поставим задачу: пусть g ∈ M ⊂ `, где M — банахово
пространство, и тогда будет y ∈M0 ⊂ `0, где M0 — банахово
пространство, причём M0 изоморфно M .

Обозначим (C22g)[t] =
t∑

s=0

C22[t, s] g[s], (Y22 y(−1))[t] =

Y22[t]y(−1).
Тогда каждое решение y второго уравнение в (1) имеет

вид: y = −C22L21x+ Y22y(−1) + C22g.
Подставим в первое уравнения в (1):

L11x+L12y = L11x−L12C22L21x+L12Y22y(−1) +L12C22g = f,

L11x− L12C22L21x = f1 = f − L12Y22y(−1)− L12C22g.

Введём обозначение L1 = L11 − L12C22L21, тогда первое
уравнения в (1) примет вид L1x = f1.

Предположим, что вольтерров оператор L1 : W 0
B → B

вольтеррово обратим, где W 0
B = {x ∈ WB : x(0) = 0}, то

есть, когда задача для уравнения L1x = f1 обладает свой-
ством: при любом f1 ∈ B её решения x ∈ WB. Таким обра-
зом, мы решили задачу, когда для уравнения (1) при любом
{f, g} ∈ B ×M её решения {x, y} ∈ WB ×M0.

2.Сведение к ЛРУП
Для уравнения (1) будем пользоваться такими обозначе-

ниями, которые приняты в пункте 1.
Предположим, что общее решение уравнения L11x = f

для f ∈ B (B непрерывно вложено в L) принадлежит
пространству WB и представляется формулой Коши x =
X11x(0) + C11f.
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Из первого уравнения в (1) найдём x : x = −C11L12y +
X11x(0) + C11f.

Подставим во второе уравнения в (1):

L21x+L22y = −L21C11L12y+L21X11x(0)+L21C11f+L22y = g,

−L21C11L12y + L22y = g1 = g − L21X11x(0)− L21C11f.

Введём обозначение L2 = L22−L21C11L12, тогда второе урав-
нения в (1) примем вид L2y = g1.

Предположим, что вольтерров оператор L2 : M0 → M
вольтеррово обратим, то есть, когда задача для уравнения
L2y = g1 при любом g1 ∈ M её решения y ∈ M0. Таким
образом, мы решили задачу, когда для уравнения (1) при
любом {f, g} ∈ B ×M её решения {x, y} ∈ WB ×M0.

3.Достаточное условие устойчивости
Рассмотрим пример. Пусть линейные оператора опре-

делены равенствами:
L11{x1, x2}1 = ẋ1 + a11x1τ11 + a12x2τ12 ,
L12{y1, y2}1 = b11y1δ11 + b12y2δ12 ,
L11{x1, x2}2 = ẋ2 + a21x1τ21 + a22x2τ22 ,
L12{y1, y2}2 = b21y1δ21 + b22y2δ22 ,
L21{x1, x2}1 = c11x1ρ11 + c12x2ρ12 ,
L22{y1, y2}1 = x1 − d11x1θ11 − d12x2θ12 ,
L21{x1, x2}2 = c21x1ρ21 + c22x2ρ22 ,
L22{y1, y2}2 = x2 − d21x1θ21 − d22x2θ22 ,

где x1τ11(t) = x1(t − τ11), если t ≥ 0, x1τ11(t) = 0, если t < 0.
Аналогичные определения верны для остальных суперпози-
ций.

Обозначим:

`∞0 = {y ∈ `0 : ‖y‖`∞0 = sup
k=−1,0,1,···

|y(k)| < +∞},

`∞ = {g ∈ ` : ‖g‖`∞ = sup
k=0,1,···

|g(k)| < +∞}.
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Будем изучать вопрос, когда для нашего уравнения при
любом {f, g} ∈ L∞ × `∞ его решения {x, y} ∈ WB × `0∞.
Для этого надо найти вольтерровую обратимость оператора
L1 = L11−L12C22L21 : W 0

L∞ → L∞. Или, для этого надо найти
вольтерровую обратимость оператора L2 = L22−L21C11L12 :
`0

0∞ → `∞.
Для этого оценить норму ‖C11L12C22L21‖WL∞→WL∞

или
норму ‖C22L21C11L12‖`0∞→`0∞ .

Оценим нормы: ‖L21‖WL∞→`∞ , ‖C22‖`∞→`0∞ , ‖L12‖`0∞→L∞ ,
‖C11‖L∞→WL∞

.
Справедливы оценки норм:

‖L21‖WL∞→`∞ ≤
∣∣∣∣ |c11| |c12|
|c21| |c22|

∣∣∣∣
Rn
,

‖C22‖`∞→`0∞ ≤
∣∣∣∣ 1

1−d11 0

0 1
1−d11

∣∣∣∣
Rn

,

‖L12‖`0∞→L∞ ≤
∣∣∣∣ |b11| |b12|
|b21| |b22|

∣∣∣∣
Rn
,

‖C11‖L∞→WL∞
≤
∣∣∣∣ σ11 σ12

σ21 σ22

∣∣∣∣
Rn
.

Здесь, для простоты взяли d12 = 0 и d21 = 0, |d11| < 1 и

|d22| < 1. Обозначили σij = sup
t≥0

t∫
0

|C11ij(t, s)| ds < ∞, i, j =

1, 2.
Для нашего уравнения при любом {f, g} ∈ L∞ × `∞ его

решения {x, y} ∈ WB × `0∞, если выполнено неравенство∣∣∣∣ σ11 σ12

σ21 σ22

∣∣∣∣
Rn
×
∣∣∣∣ |b11| |b12|
|b21| |b22|

∣∣∣∣
Rn
×

∣∣∣∣ 1
1−d11 0

0 1
1−d11

∣∣∣∣
Rn

×
∣∣∣∣ |c11| |c12|
|c21| |c22|

∣∣∣∣
Rn

< 1.
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ БИЛЛИАРДОВ,
ОГРАНИЧЕННЫХ ДУГАМИ СОФОКУСНЫХ

КВАДРИК НА ПЛОСКОСТИ МИНКОВСКОГО,
В ПОЛЕ С ГУКОВСКИМ ПОТЕНЦИАЛОМ1

©2020 А.И. Скворцов
(Москва; anton.skvortsov.1996@yandex.ru)

Математический биллиард - это движение материальной
точки на плоскости в области, ограниченной кусочно-глад-
кой кривой. Многочисленные результаты в области иссле-
дования теории биллиардов были получены в работах В.В.
Ведюшкиной и А.Т. Фоменко [2, 3, 4].

В настоящей работе рассматриваются биллиарды, огра-
ниченные дугами софокусных квадрик на плоскости Мин-
ковского, в поле с гуковским потенциалом. В частности, в
ходе исследований было получено доказательство интегри-
руемости по Лиувиллю систем такого рода. Также прово-
дится исследование топологии возникающих в данной зада-
че слоений Лиувилля [1].

В данном случае семейство софокусных квадрик задаёт-
ся следующим уравнением:

x2

a− λ
+

y2

b+ λ
= 1,

где a > b > 0, λ—параметр квадрики. Отметим также, что
при −b < λ < a квадрика является эллипсом, при λ < −b

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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квадрика является гиперболой с действительной осью Ox, а
при λ > a квадрика является гиперболой с действительной
осью Oy. Далее в систему добавляется гуковский потенциал
с коэффициентом k, действующий на материальную точку.

Рассмотрим фазовое пространство M4 = {x, y, ẋ, ẏ}, где
(x, y) —декартовы координаты материальной точки в бил-
лиарде, (ẋ, ẏ) — соответствующие координаты вектора ско-
рости. При отражении точки от границы биллиарда векто-
ра скорости до и после соответствующего отражения отож-
дествляются по стандартному закону. Далее введём на мно-
гообразииM4 симплектическую структуру ω, заданную сле-
дующей матрицей Ω = (ωij):

(ωij) =


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 .

Также определим стандартную скобку Пуассона.
Теорема 1. Биллиард, ограниченный дугами софокусных

квадрик на плоскости Минковского, в поле с гуковским по-
тенциалом является интегрируемым по Лиувиллю. Инте-
гралами являются следующие функции:

H =
k(x2 − y2)

2
+
ẋ2 − ẏ2

2
,

G =
ẋ2

a
+
ẏ2

b
− (xẏ − ẋy)2

ab
− k(1− x2

a
− y2

b
).

При этом симпликтическая структура задаётся вышеука-
занной матрицей (ωij).

Для дальнейшего анализа целесообразно перейти к эл-
липтическим координатам. В таких координатах интеграл
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H запишется в следующем виде:

H =
k

2
(a− b)− k

2
(λ1 + λ2)+

+
2(a− λ1)(b+ λ1)

λ1 − λ2

µ2
1 +

2(a− λ2)(b+ λ2)

λ2 − λ1

µ2
2,

где µ1, µ2 — сопряжённые импульсы.
Также благодаря методу, описанному В.В. Козловым в

[5], был найден дополняющий его интеграл F:

F = 2(a− λ1)(b+ λ1)µ2
1 −

kλ2
1

2
−Hλ1.

Теорема 2. Дополняющий интеграл F также может
иметь следующий вид:

F = 2(a− λ2)(b+ λ2)µ2
2 −

kλ2
2

2
−Hλ2.

Далее проводится анализ образа отображения момента.
В ходе данной работы также были построены бифурка-

ционные диаграммы, были получены соответствующие мо-
лекулы.
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ВПОЛНЕ
ИНТЕГРИРУЕМОГО УРАВНЕНИЯ ПФАФФА

©2020 Г.К. Соколова
(Иркутск; 98gal@mail.ru)

Заметка посвящена изучению проблемы существования
периодических решений уравнения Пфаффа и построению
множества периодов этого решения. Рассмотрим уравнение

f1(r̄)dx1 + f2(r̄)dx2 + . . .+ fn(r̄)dxn = 0, (1)

где функции fi : Rn → R, i = 1, 2, . . . , n, непрерывны и
имеют непрерывные частные производные по совокупности
переменных x1, x2, . . . , xn. Известно, что, если уравнение (1)
удовлетворяет условиям полной интегрируемости

∂xjfi(r̄) = ∂xifj(r̄), i, j = 1, 2, . . . , n, (2)

то оно является уравнением в полных дифференциалах, и
его общий интеграл имеет вид

u(r̄) =
n∑
i=1

xi∫
0

fi(0, 0, . . . , t, xi+1, . . . , xn)dt+ C. (3)

Определение. Функцию f : Rn → R будем называть
периодической с периодом T̄ , если существует ненулевой
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вектор T̄ ∈ Rn такой, что для всех r̄ ∈ Rn выполняется
равенство f(r̄+ T̄ ) = f(r̄). Период T̄0, наименьшего модуля,
сонаправленный с вектором T̄ , назовём основным периодом
функции f в данном направлении T̄ , где T̄ = |T̄ | · T̄ .

В статье [1] показано, что неособенной линейной заменой
аргумента r̄ ∈ Rn периодическую функцию f : Rn → R с
решёткой периодов, порождённой векторами T̄1, T̄2, . . . , T̄m,
можно преобразовать к периодической функции по любым
m переменным с основными периодами |T̄1|, |T̄2|, . . . , |T̄m|.
Т. е. всякую периодическую функцию f : Rn → R можно
считать периодической по первым m переменным.

Предположим, что общим интегралом (3) уравнения (1)
является периодическая по всем переменным x1, x2, . . . , xn
функция u : Rn → R. В этом случае, с учётом условия (2),
функции fi : Rn → R также являются периодическими, а
множествами Pfi их периодов— решётки, порождённые век-
торами T̄i1, T̄i2, . . . , T̄in и имеющие непустое пересечение.
Здесь и далее T̄ij = Tij ēj, i, j = 1, 2, . . . , n, система векто-
ров {ēj}nj=1 задаёт классический базис Гамеля в Rn.

Ранее проблема существования периодических решений
уравнения (1) в условиях (2) его полной интегрируемости
изучалась в статье [2], где доказан критерий периодичности
общего интеграла (3) с периодом T̄ = T1ē1 +T2ē2 + . . .+Tnēn.
В данной работе сформулирован критерий периодичности
общего интеграла по переменным x1, x2, . . . , xn и указано
множество периодов. Приведём некоторые вспомогательные
утверждения, доказанные в [3].

Теорема 1. Пусть функция f : Rn → R непрерывна
по переменной xi и Ti-периодическая по этой переменной,
тогда справедливо равенство

xi∫
0

f(x1, . . . , xi−1, t, . . . , xn)dt = STi [f ]xi + εi(r̄), (4)
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где STi [f ] = 1
Ti

Ti∫
0

f(x1, . . . , xi−1, t, . . . , xn)dt означает среднее

значение функции f по переменной xi на отрезке [0, Ti],
функция εi : Rn → R — Ti-периодическая по переменной xi.

Заметим, что если функция f : Rn → R непрерывна по
переменной xi, то ε : Rn → R имеет непрерывную частную
производную по этой переменной и удовлетворяет равенству
∂xiε = f(r̄) − STi [f ], с условием ε(r̄)|xi=0 = 0. Однозначная
разрешимость данной задачи гарантирует единственность
представления (4). Функция ε : Rn → R наследует основной
период функции f : Rn → R по переменной xi. Справедлива
следующая теорема.

Теорема 3. Пусть функции fi : Rn → R непрерывны и
имеют непрерывные частные производные ∂xjfi : Rn → R
первого порядка такие, что выполнено условие (2); пусть
также функции fi : Rn → R являются периодическими
с решётками периодов Pfi, которые порождены векторами
вида T̄ij = Tij ēj, где i, j = 1, 2, . . . , n. Тогда для того, чтобы
общий интеграл (3) уравнения Пфаффа (1) был функцией,
периодической по переменным x1, x2, . . . , xn, необходимо и
достаточно, чтобы Pf1 ∩ Pf2 ∩ . . . ∩ Pfn 6= ∅, и для всех
i = 1, 2, . . . , n выполнялись равенства

Ti∫
0

fi(0, . . . , 0, t, xi+1, . . . , xn)dt = 0.

При этом множеством периодов этой функции является
Pu = Pf1 ∩ Pf2 ∩ . . . ∩ Pfn.
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О БИФУРКАЦИЯХ РЕШЕНИЙ В ЗАДАЧЕ
КАПИЛЛЯРНОСТИ
©2020 Л.В. Стенюхин

(Воронеж; stenyuhin@mail.ru)

Рассмотрим основной энергетический функционал зада-
чи

E(u) =

∫
Ω

√
EG− F 2 dx+

1

σ

∫
Ω

Υρu dx+ λ

∫
Ω

u dx. (1)

Его первое слагаемое является функционалом площади.
Пусть u0 — экстремаль (1). Близкие к u0 поверхности будем
задавать в системе координат нормального расслоения к u0.
Это приведёт к одному скалярному уравнению для близкой
поверхности: (

δS

δu
(u0 + ηn̄), n̄

)
= 0,

или
δS

δη
(η) = 0, (2)

где δS
δu

—функциональная производная функционала пло-
щади, n̄—нормаль к поверхности u0. Из уравнения (2) опре-
деляется нормальная координата η = η(x, y).
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Теорема 1. Функционал площади близких к u0 поверх-
ностей S(η) и его оператор Эйлера δS

δη
(η) имеет следующую

аналитическую структуру

S(η) =

∫
Ω

√
EG− F 2 dxdy, (3)

δS

δu
(η) = E3(EG− F 2)−

3
2 (Aηxx − 2Bηxy + Cηyy +G). (4)

Здесь E,G, F — коэффициенты первой квадратичной фор-
мы поверхности,

A =
6∑
p=1

aijkη
i
xη

j
xη

k + 1, B =
6∑
p=1

bijkη
i
xη

j
yη

k,

C =
6∑
p=1

cijkη
i
yη

j
yη

k + 1, G =
7∑
p=2

gijkη
i
xη

j
yη

k + gη,

где i, j, k—целые неотрицательные числа, p = i + j + k.
Все коэффициенты aijk, bijk, cijk, gijk, g являются аналити-
ческими функциями и находятся по формулам, подобным
следующей

g = (n̄, n̄xx + n̄yy) +
4

E

[
(n̄, uxx)

2 + (n̄, uyy)
2
]
. (5)

Линейная часть оператора Aηxx−2Bηxy+Cηyy+G равна

∆η + gη, (6)

где ∆ —лапласиан.
Линейная часть первой вариации равна

Lη = E3(EG− F 2)−
3
2 (∆η + gη) + (

Υρ

σ
+ λ)η,
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где g определена равенством (5). Соотношение Υρ
σ

определя-
ет число Бонда, B = Υρ

σ
. Поэтому линеаризованная задача

имеет вид ∆η + (g + E−3(EG− F 2)
3
2 (B + λ))η − 0,

η

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.
(7)

Линейный оператор (7) действует из W 2
2 (Ω) в L2(Ω) и

самосопряжён в W̊ 2
2 (Ω) относительно скалярного произве-

дения в L2(Ω).
Пусть поверхность капли u(x, y) = (u1(x, y), u2(x, y),

u3(x, y)) задана в конформных координатах, E = G,F = 0.
Тогда функция u(x, y) удовлетворяет условиям u2

x = u2
y,

uxuy = 0. В этом случае функционал энергии имеет вид

E(u) =

∫
Ω

E +G

2
dx+

∫
Ω

Budx+ λ

∫
Ω

u dx. (8)

Первая вариация функционала равна

δE

δu
(η) = ∆η + (B + λ)η.

Получаем задачу 
∆η + (B + λ)η − 0,

η

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.
(9)

Теорема 2. Собственные значения оператора ∆+B+λ
задачи (9) являются λ̃n = λn +B+λ, где λn — собственные
значения оператора ∆ с нулевым граничным условием.
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Южно-Уральского государственного университета. Серия:
Математическое моделирование и программирование. Том
7, №3, 2014. С. 77 – 83.

ГЁЛЬДЕРОВСКАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ И
НЕРАВЕНСТВО ХАРНАКА ДЛЯ

МНОГОФАЗНОГО p(x)-ЛАПЛАСИАНА1

©2020 М.Д. Сурначёв
(125047, Москва, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН;

peitsche@yandex.ru)

В единичном кругеD ⊂ R2 с центром в начале координат
рассмотрим уравнение

div(|∇u|p(x)−2∇u) = 0. (1)

Предполагается, что этот круг разделён лучами, выходя-
щими из начала координат, на N упорядоченных против
часовой стрелки угловых секторов A1, . . . , AN , в каждом
из которых показатель p принимает постоянное значение:

p(x) = pk, x ∈ Ak, k = 1, . . . , N, (2)

причём
1 < p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pN <∞. (3)

Целью данной работы является доказательство гёльдеров-
ской непрерывности решений уравнения (1), которая уста-
навливается с помощью подходящего неравенства Харнака
для неотрицательных решений данного уравнения.

Для определения решения уравнения (1) введём класс
функций

W (D) = {u ∈ W 1,1(D) : |∇u|p(x) ∈ L1(D)},
1Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект № 19-01-00184-а.
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гдеW 1,1(D) — соболевское пространство функций, суммиру-
емых в D вместе с обобщёнными производными первого по-
рядка. Последовательность uj ∈ W (D) сходится в W (D) к
функции u ∈ W (D), если uj → u в L1(D) и

lim
j→∞

∫
D

|∇u−∇uj|p(x) dx = 0.

Известно [1], что для показателя, заданного соотноше-
ниями (2) и (3), гладкие функции плотны в W (D) —для
любой функции u ∈ W (D) найдётся последовательность
uj ∈ C∞(D) ∩W (D) такая, что uj → u в W (D).

Под решением уравнения (1) понимается функция u ∈
W (D), для которой интегральное тождество∫

D

|∇u|p(x)−2∇u · ∇ϕdx = 0 (4)

выполнено для любой пробной функции ϕ ∈ C∞0 (D).
Для формулировки результата обозначим через BR от-

крытый круг радиуса R с центром в начале координат, а
через A0 — угловой сектор с вершиной в начале координат,
с той же биссектрисой, что и угол AN , и в два раза меньше-
го раствора. Ниже QR обозначает пересечение сектора A0 с
кольцом BR \BR/2.

Установлен следующий результат.
Теорема 1. Если показатель p(x) определён соотноше-

ниями (2) и (3), то при R < 1/4 для неотрицательного
решения уравнения (1) в D имеет место неравенство

sup
QR

u ≤ C inf
BR

(u+R),

где постоянная C зависит только от p1, p2, . . . , pN .

273



Из теоремы 1 вытекает гёльдеровская непрерывность ре-
шений рассматриваемого уравнения.

Теорема 2. Если показатель p(x) определён соотноше-
ниями (2) и (3), то решения уравнения (1) непрерывны по
Гёльдеру в D.

Отметим, что до настоящего времени исследовался в ос-
новном случай регулярного показателя p(x), удовлетворя-
ющего логарифмическому условию В.В. Жикова [2]. Расс-
сматривался и случай двухфазного показателя (см. [4], [5],
[6]), когда границей раздела двух фаз, в каждой из которых
показатель регулярен, служит гиперплоскость.

Обратимся к ситуации классического примера В.В. Жи-
кова [3], когда единичный с центром в начале координат
разделён на четыре сектора A1–A4 пересечением с квадран-
тами. В первом и третьем квадрантах показатель p прини-
мает постоянное значение меньше 2, а во втором и третьем
квадрантах — больше 2. В обозначениях настоящей работы
N = 4,

Ak = {0 < r < 1, π(k − 1)/2 < ϕ < πk/2},
p3 = p1 < 2, p4 = p2 > 2.

(5)

В этом случае множество гладких функций не является
плотным в W (D) и ниже H(D) означает замыкание множе-
ства гладких функций в смысле сходимости в W (D). При
этом возникает два типа решений (см. [2,3]) —W -решения,
принадлежащие пространству W (D), для которых инте-
гральное тождество (4) выполнено для всех пробных функ-
ций ϕ ∈ W (D) с компактным носителем в D, и H-решения,
принадлежащие пространству H(D), для которых инте-
гральное тождество (4) выполнено для всех ϕ ∈ C∞0 (D).
Известно [2,3], что для показателя p, определённого (5) все
W -решения, не являющиеся H-решениями, разрывны в на-
чале координат.
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Теорема 3. Для показателя, определённого (5), все H-
решения уравнения (1) непрерывны по Гёльдеру в D.
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О ЛИНЕАРИЗАТОРЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
ПУЧКОВ

©2020 Л.И. Сухочева
(Воронеж; l.suhocheva@yandex.ru)

Объектом нашего рассмотрения являются квадратичные
операторные пучки:

L = λ2I + λB + C. (1)

Один из подходов изучения спектральных свойств опе-
раторных пучков состоит в том, чтобы поставить пучку L
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в соответствие оператор X, такой что существует взаимно-
однозначное соответствие между спектром пучка L и спек-
тром оператора X и по жордановым цепочкам оператора X
можно построить жордановы цепочки пучка L и наоборот.
В этом случае говорят, что оператор X является линеари-
затором пучка L.

М.Г. Крейн и Г. Лангер были одними из первых, кто
предложил изучать спектральные свойства квадратичных
операторных пучков вида (1), где B — ограниченный само-
сопряжённый оператор, C —положительный компактный
оператор в гильбертовом пространстве H, используя ассо-
циированный оператор X = ( 0 C1/2

−C1/2 −B ).

Пусть пучок (1) является гиперболическим, т. е.
(Bf, f)2 − 4(If, f)(Cf, f) > 0 (для всех f 6= 0). Тогда суще-
ствует α > 0, такое что оператор X+αI является равномер-
но положительным в пространстве Крейна H̃ = H+ ⊕ H−,
H+ = ( x0 ), H− = ( 0

y ), [., .] = (J., .), J = ( I 0
0 −I ). Обозначим

X + I = A.
Теорема.Пусть A—произвольный равномерно положи-

тельный оператор в пространстве Крейна H̃ = H+ ⊕H−,
тогда существует α > 0, такое что оператор A−αI будет
подобен линеаризатору некоторого гиперболического пучка
тогда и только тогда, когда dimH+ = dimH−. В этом слу-
чае α > max{λ|λ ∈ σ(A)}.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ЧАСТИЧНО
СИММЕТРИЧНЫХ АТОМОВ1

©2020 В.А. Трифонова
(Москва; trifonovaviktoriya2012@yandex.ru)

Понятие атома для целей гамильтоновой и симплекти-
ческой геометрии и топологии было введено А.Т. Фоменко
и использовалось для лиувиллевой классификации интегри-
руемых гамильтоновых систем.

Симметрии атомов отражают дискретные симметрии со-
ответствующих динамических систем, так что для анализа
важной является задача описания классов атомов, облада-
ющих заданной группой симметрии. Ранее был получен ряд
классификационных результатов, в которых входит описа-
ние максимально симметричных атомов, имеющих макси-
мально возможный набор симметрий. Задача классифика-
ции максимально симметричных атомов является доволь-
но сложной и может быть решена только для отдельных
семейств атомов (атомы малой сложности, атомы малого
рода), либо атомов, обладающих некоторым специальным
свойством.

В настоящей работе рассматриваются высотные атомы с
группой симметрий, транзитивной на кольцах одного цвета
(белого). Для таких атомов удалось получить полное опи-
сание: предъявлено 22 бесконечные серии.

Пусть M2 — гладкое компактное двумерное многообра-
зие, f : M2 → R—функция Морса наM2 и {x ∈M2 : f(x) =
k}, k ∈ R, - её особый уровень. Тогда существует ε > 0 та-
кое, что f−1([k − ε, k + ε]) не содержит особых точек, кроме
лежащих на особом уровне {f = k}.

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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Определение. Атомом называется пара

(f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k))

с указанием вложения графа f−1(k) в поверхность
f−1([k − ε, k + ε]), где граф f−1(k) предполагается конеч-
ным и связным. Если на поверхности f−1([k − ε, k + ε]) фик-
сирована ориентация, то соответствующий атом называется
ориентированным. Граф f−1(k) называется остовом атома.
Два атома (соответственно ориентированных атома) счита-
ются изоморфными, если существует гомеоморфизм пар, ко-
торый переводит поверхность в поверхность (сохраняя ори-
ентацию, если поверхность ориентирована), остов в остов, а
функцию переводит в функцию. Будем говорить, что атом
(f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) порождён функцией f .

Определение. Назовём атом, порождённый функцией
f , высотным, если существует такое вложение g : f−1([k −
ε, k + ε]) → R3, что f(p) = z(g(p)) для каждой точки p ∈
f−1([k−ε, k+ε]), где z — стандартная координата в простран-
стве R3, т.е. z —функция высоты на g(f−1([k − ε, k + ε])).

Определение. Эквивалентным образом атом можно за-
дать как «оснащённую пару» (P 2, K)#, где P 2 —компакт-
ная поверхность с краем, K —непустой конечный связный
граф, вложенный в P 2 и имеющий вершины степени 4, при-
чём множество P 2 \ K является несвязным объединением
колец S1 × (0, 1], S1 × {1} ⊂ ∂P 2, и множество колец раз-
бито на два подмножества (белые и чёрные кольца) таким
образом, что к каждому ребру графа K примыкают ров-
но одно белое кольцо и ровно одно чёрное кольцо. Указан-
ное разбиение колец на белые и чёрные называется оснаще-
нием пары (P 2, K), и оснащённая пара обозначается через
(P 2, K)#. Две оснащённые пары считаются изоморфными,
если существует гомеоморфизм пар, сохраняющий ориента-
цию поверхностей и раскраску колец.
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Далее под атомом будем понимать оснащённую пару (P 2,
K)# с фиксированной ориентацией на поверхности P 2.

Атом может быть определён также как f -граф, что в
свою очередь даёт нам возможность работать с атомами как
с комбинаторными объектами.

Определение. Конечный связный граф G, некоторые
ребра которого ориентированы, назовём f -графом, если все
его вершины имеют степень 3, причём к каждой его вер-
шине примыкают ровно два ориентированных полуребра,
из которых одно входит в вершину, а другое выходит из
неё. Отметим, что вершина может быть началом и концом
одного и того же ориентированного ребра. Каждое неори-
ентированное ребро в f -графе, концы которого лежат на
одном ориентированном цикле, будем называть хордой.

Определение. Симметрией атома называется изомор-
физм атома на себя, рассматриваемый с точностью до изо-
топии. Будем говорить, что высотный атом является ча-
стично симметричным, если для любых двух колец белого
цвета u, v указанного оснащения найдётся симметрия атома
φ, такая, что φ(u) = v.

Обозначим через P множество, состоящее из следующих
графов: одна вершина, одно ребро, простой цикл, сети пра-
вильных призм и антипризм, Платоновых и Архимедовых
тел (исключая ромбоусеченный икосододекаэдр и усечён-
ный кубоктаэдр).

Оказывается, что любой частично симметричный атом
изоморфен ровно одному из атомов, чьи f -графы получа-
ются из графов множества P заменой вершины графа на
ориентированный цикл и добавлением кратных неориенти-
рованных рёбер и хорд «особым образом».
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ДЕЙСТВИЕ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ
МАТРИЧНОГО ОПЕРАТОРА С ЧАСТНЫМИ

ИНТЕГРАЛАМИ В ПРОСТРАНСТВЕ
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ1

©2020 Н.И. Трусова
(Липецк; trusova.nat@gmail.com)

Рассмотрим матричный оператор A = (Aij)
n
i,j=1, где опе-

раторы Aij (i, j = 1, ..., n) с частными интегралами опреде-
ляются равенствами

Aij = Cij + Lij +Mij +Nij, i, j = 1, ..., n,

а операторы Cij, Lij,Mij, Nij задаются следующим образом

(Cijxj)(t, s) = cij(t, s)xj(t, s),

(Lijxj)(t, s) =

∫
T

lij(t, s, τ)xj(τ, s)dτ,

(Mijxj)(t, s) =

∫
S

mij(t, s, σ)xj(t, σ)dσ,

(Nijxj)(t, s) =

∫ ∫
D

nij(t, s, τ, σ)xj(τ, σ)dτdσ,

1Работа поддержана РФФИ (проект № 19-41-480002).
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где T = [a, b], S = [c, d], t, τ ∈ T, s, σ ∈ S, D = T × S,
cij, lij,mij и nij (i, j = 1, ..., n) — вещественные функции.

Пусть C(D) —пространство непрерывных на D функ-
ций с супремум нормой, где xj ∈ C(D) (j = 1, . . . , n) и
S(D) —пространство измеримых и почти всюду конечных
на D функций со значениями в R.

Отметим, что C(D) — банахово пространство, а S(D) —
полное метрическое пространство, сходимость в котором со-
впадает со сходимостью по мере. Имеет место непрерывное
вложение C(D) ⊂ S(D). Справедлива

Теорема 1. Для того, чтобы оператор A действовал
в C(D), необходимо и достаточно, чтобы операторы Aij
(i, j = 1, ..., n) действовали в C(D). При этом оператор A
является непрерывным.

Для операторов с частными интегралами справедлив
аналог теоремы С. Банаха о непрерывности интегрального
оператора.

Теорема 2. Если оператор A действует из C(D) в
C(D), то он непрерывен.

Рассмотрим достаточные условия действия оператора A
в C(D). Эти условия являются и условиями непрерывности
оператора A в C(D) в силу теоремы 2.

Определённая на D × Ω, где Ω ∈ {[a, b], [c, d], D}, изме-
римая функция a(t, s, ω) называется L1–непрерывной, ес-
ли для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что при
|t− t′| < δ, |s− s′| < δ справедливо равенсто∫

Ω

|a(t, s, ω)− a(t′, s′, ω)|dω < ε

и L1–ограниченной, если найдётся такое число B, что для
любой точки (t, s) ∈ D∫

Ω

|a(t, s, ω)|dω ≤ B.
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Теорема 3. Пусть функции lij,mij, nij L1–непрерывны
и L1–ограничены. Тогда оператор A действует в C(D) и
непрерывен.
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МАРК АЛЕКСАНДРОВИЧ
КРАСНОСЕЛЬСКИЙ—ВЫДАЮЩИЙСЯ
ПРОФЕССОР И ЛЮБИМЫЙ ПЕДАГОГ

©2020 О.Ф. Ускова
(Воронеж; sunny.uskova@list.ru)

Знаменитому учёному и педагогу, профессору Красно-
сельскому Марку Александровичу принадлежат многочис-
ленные работы в различных областях математики:

• теории функций вещественных переменных;

• теории дифференциальных уравнений;

• теории интегральных уравнений;

• функциональному анализу;

• топологии;

• численным методам;

• приближенным методам.

Марк Александрович родился на Украине 27 апреля 1920
года в Староконстантиновке Хмельницкой области. В 1942
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году он успешно окончил Объединённый украинский уни-
верситет, в 1951 защитил докторскую диссертацию физи-
ко-математических наук. В Воронежском государственном
университете М.А. Красносельский плодотворно работал с
1952 по 1969 год заведующим кафедрой функционального
анализа математико-механического факультета, где успеш-
но руководил защитой кандидатских диссертаций своих ас-
пирантов. Вместе с профессорами ВГУ В.И.Соболевым и
С. Г.Крейном Марк Александрович создал ставшую хоро-
шо известной не только в нашей стране, но и за рубежом,
школу функционального анализа [1].

До настоящего времени пользуются популярностью мо-
нографии и учебники М.А. Красносельского, изданные в
центральных издательствах:

• «Приближенное решение операторных уравнений»
(Москва, 1969, совместно с Г.М. Вайникко, П.П. За-
брейко, Я.Б. Рутицким, В.Я. Стеценко);

• «Топологические методы в теории нелинейных инте-
гральных уравнений» (Москва, 1956);

• «Выпуклые функции и пространства Орлича» (Мос-
ква, 1958, совместно с Я.Б. Рутицким);

• «Оператор сдвига по траекториям дифференциальных
уравнений» (Москва, 1965);

• «Положительные решения операторных уравнений»
(Москва, 1962);

• «Векторные поля на плоскости» (Москва, 1963, сов-
местно с коллективом авторов);

• «Интегральные операторы в пространствах суммиру-
емых функций» (Москва, 1966, совместно с коллекти-
вом авторов).
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Марк Александрович лично в моей жизни сыграл важ-
ную, никем не превзойдённую, роль. Моя первая встреча с
Красносельским М.А. состоялась в сентябре 1957 года, ко-
гда он начал читать лекции по математическому анализу
для студентов 2 курса физико-математического факульте-
та Воронежского государственного педагогического инсти-
тута, где я училась. Его лекции стали для нас образцом лек-
ций по математическим дисциплинам, эталоном тщатель-
ной подготовленности, доступности, идейной ясности. Марк
Александрович проводил в течение года консультации один
раз в неделю и коллоквиумы 2-3 раза в семестр. Благодаря
такой организации учебного процесса существенно повыси-
лась успеваемость, ответственность и интерес студентов к
математическому анализу.

Марк Александрович был для нас яркой личностью, та-
лантливым организатором и очень заботливым человеком,
не раз выручавшим своих студентов. Он несколько раз по-
сещал студенческие вечера и обратил внимание, что его сту-
дентки не умеют танцевать вальс. Чтобы помочь таким сту-
денткам, Красносельский М.А. договорился с директором
Воронежского музыкального театра и нам выделили (бес-
платного для нас) тренера, который приезжал в пединсти-
тут еженедельно в течение двух месяцев и мы стали танце-
вать на студенческих вечерах.

Марк Александрович всегда интересовался жизнью сво-
их учеников, помогал решать возникшие проблемы. Он спо-
собствовал переводу студентов нашей группы после окон-
чания 2 курса пединститута на математико-механический
факультет ВГУ. Чтобы перевести нас не на второй курс (с
потерей года обучения), а на третий, Марк Александрович
организовал наше обучение в течение июня-августа 1958 го-
да, когда нам читались лекции, проводились практические
занятия, зачёты, экзамены.
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Марк Александрович Красносельский был нашим насто-
ящим кумиром. Он один из тех преподавателей, с которы-
ми любой студент мог быть самим собой. В течение всех
лет обучения мы чувствовали его поддержку. Он разрешал
любому студенту нашей группы заниматься в своей про-
фессорской домашней библиотеке, а после окончания Пер-
вомайской демонстрации приглашал к себе домой на чай.
Несколько раз Марк Александрович вместе со своими ас-
пирантами приходил на встречи вузовских баскетбольных
команд. В составе сборной ВГУ по баскетболу я тогда иг-
рала и хорошо помню, когда он наградил нашу команду за
победу большим тортом.

Только благодаря Красносельскому М.А. студенты на-
шей группы проходили в 1960 году производственную прак-
тику в Московском государственном университете, когда в
ВГУ не было современной вычислительной техники.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ АЛГОРИТМЫ НА
ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЯХ

ПЕРВОКУРСНИКОВ ПО ИНФОРМАТИКЕ И
ПРОГРАММИРОВАНИЮ

©2020 О.Ф. Ускова
(Воронеж; sunny.uskova@list.ru)

Роль информационных технологий практически во всех
сферах профессиональной деятельности способствует по-
вышению значимости курса «Информатика и програм-
мирование» , изучение которого начинается на первом
курсе факультета прикладной математики, информатики
и механики Воронежского государственного университета
(ПММ ВГУ).

Изучение информатики и программирования первокурс-
никами факультета ПММ ВГУ начинается со структурного
программирования на языке C++. Для методической под-
держки практических и лабораторных занятий на кафед-
ре математического обеспечения факультета ПММ разрабо-
тан задачник-практикум [1]. Основная цель этого учебного
пособия— придать курсу программирования научно-обосно-
ванный базис, сформировать на его основе определённую
культуру разработки программ, структурировать соответ-
ствующим образом учебный процесс. Задачник- практикум
состоит из 12 глав, каждая из которых содержит несколько
разделов: контрольные вопросы, задачи с решениями, тре-
нировочные задания, указания к решению, задания для са-
мостоятельного решения.

Учитывая особенности специальностей, по которым на
факультете ПММ обучаются студенты, достаточное коли-
чество заданий задачника-практикума [1] содержат матема-
тические алгоритмы.

Приведём несколько примеров таких заданий для перво-
го семестра студентов 1 курса.
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1. Вычислите приближенное значение
∫
x2 dx на отрезке

[a, b], используя формулу прямоугольников, если известно,
что отрезок [a, b] разбит на n частей.

2. Пусть даны координаты трёх точек на плоскости. Ес-
ли они могут быть вершинами треугольника, определите его
вид (прямоугольный, тупоугольный, остроугольный). Вы-
числите длины его высот и напечатайте их в порядке убы-
вания.

3. При некоторых заданных x, N и E, определяемых вво-
дом, вычислите

а) сумму N слагаемых заданного вида;
б) сумму тех слагаемых, которые по абсолютной вели-

чине больше E. Вычисление второй суммы выполните для
двух значений E, отличающихся на порядок, при этом опре-
делите количество слагаемых, включённых в сумму, вычис-
ляемую для каждого значения E. Сравните результаты со
значением функции, для которой данная сумма определя-
ет приближенное значение при x, лежащем в интервале
(−R,R), вычисленным с помощью встроенных функций ко-
мпилятора.

sinx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ . . . ,

если R =∞.
4. Составить программу нахождения корня x+

√
x+ 3
√
x−

2.5 = 0 методом деления отрезка [0.4, 1] пополам с точно-
стью E = 10−5.

5. Для заданных чисел a и p вычислить x = p
√
a по ре-

куррентному соотношению (формула Ньютона)

xn+1 =
1

p
[(p− 1)xn + a/xp−1

n ]; x0 = a.

Сколько итераций надо выполнить, чтобы для заданной по-
грешности E выполнялось соотношение |xn+1 − xn| < E?
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Решая подобные задачи, первокурсники должны овла-
деть навыками проектирования действий, направленных на
решение какой-либо проблемы или на достижение какой-
либо цели — основными этапами решения задач с помощью
ЭВМ.

Заметим в заключение, что в нашей стране в 1951 году в
числе первых разработчиков (с С.А. Авраменко и С.А. Бого-
молец) прикладной компьютерной программы для решения
дифференциальной краевой задачи второго порядка

y′′ + y = 0, y(0) = y(1) = 0,

был математик с мировым именем Селим Григорьевич
Крейн [2]. В 60–70-е годы прошлого века С.Г. Крейн, за-
служенный деятель науки, лауреат Государственной пре-
мии Украины плодотворно работал в Воронежском государ-
ственном университете заведующим кафедрой уравнений в
частных производных, воспитал несколько поколений ма-
тематиков-профессионалов. С.Г. Крейн был руководителем
моей дипломной работы, одной из первых в ВГУ дипломных
работ по программированию.
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МЕТОД ПОДОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ЗАДАЧЕ
О ПРОДОЛЬНОМ ИЗГИБЕ ТЯЖЕЛЫХ

СТЕРЖНЕЙ
©2020 Н.Б. Ускова, А.Н. Шелковой

(Воронеж; nat-uskova@mail.ru; shelkovoj.aleksandr@mail.ru)

Пусть L2[0, 1] — гильбертово пространство комплексных
измеримых (классов) функций, суммируемых с квадратом
модуля со скалярным произведением вида

(x, y) =

1∫
0

x(τ)y(τ)dτ.

Через W 2
2 [0, 1] обозначим пространство Соболева

{x ∈ L2[0, 1] : x′ абсолютно непрерывна, x′′ ∈ L2[0, 1]}.

В диссертации [1] рассматривались спектральные свойства
интегро-дифференциального оператора

L : D(L) ⊂ L2[0, 1]→ L2[0, 1],

порождаемого интегро-дифференциальным выражением
вида

(Lx)(t) = −ẍ(t)−[ẋ(0)a0(t)−ẋ(1)a1(t)]−
1∫

0

K(t, s)x(s)ds (1)

с вырожденным ядромK(t, s) =
k∑
i=1

pi(t)qi(s), pi, qi ∈ L2[0, 1],

с областью определенияD(L) = {x ∈ W 2
2 [0, 1], x(0) = x(1) =

0} и краевыми условиями x(0) = x(1) = 0. Методом ис-
следования является метод подобных операторов, развива-
емый в работах Баскакова А.Г. (см. [2]) и используемый в
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спектральном анализе дифференциальных операторов [3-6]
и смежных вопросах [7]. Одним из примеров, где возникают
операторы типа (1), является задача о продольном изгибе
тяжёлых стержней (см. [8]). Определение критической на-
грузки P при продольном изгибе шарнирно опёртого с обоих
концов, вертикально расположенного стержня длины l по-
стоянного сечения при учёте его собственного веса приводит
к задаче на собственные значения

yIV − ε(xy′)′ = −λy′′, y(0) = y′′(0) = y(l) = y′′(l) = 0. (2)

В пространстве L2[0, l] введём оператор Ay = y′′ с обла-
стью определенияD(A), определяемой краевыми условиями
y(0) = y(l) = 0, тогда A2y = yIV . Дифференциальное урав-
нение в задаче (2) приобретёт вид: A2y − ε(xy′)′ = −λAy.
Применив к обеим частям оператор A−1, получим краевую
задачу Ay − εA−1xAy − εA−1xAy′ = −λy, y(0) = y(l) = 0.

Оператор A−1 имеет вид: (A−1y)(x) =
l∫

0

K(x, s)y(s)ds, где

K(x, s) = G(x, s) —функция Грина для краевой задачи
y′′ = 0, y(0) = y(l) = 0. Известно, (см., например, [9]), что
в данном случае G(x, s) = x(s − l)/l, если 0 ≤ s < x, и
G(x, s) = s(x − l)/l, если x ≤ s ≤ l. Непосредственные вы-
числения приводят исходное дифференциальное уравнение
в задаче (5) к операторному уравнению Ly = −λy, где

(Ly)(x) = y′′(x) + εxy(x)− εl(x− l)y′(l)+

+ε

 l∫
x

y(s)ds− x
l∫

0

y(s)ds

 /l.

К данному оператору применим метод подобных операто-
ров, то есть оператор L можно представить в виде A − B,
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где Ay)(x) = y′′(x) —невозмущённый оператор, а

(By)(x) = ε

l(x− l)y′(l)− xy − 1

l

 l∫
x

y(s)ds− x
l∫

0

y(s)ds


есть возмущение.
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ОБОБЩЕННЫЕ ГРУППЫ КОС И
ИНВАРИАНТЫ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ1

©2020 Д.А. Федосеев
(Москва; denfedex@yandex.ru)

Классическая группа кос — один из давно изучаемых и
хорошо известных объектов маломерной топологии, наряду
с классическими узлами. Существуют различные обобще-
ния групп кос (например, виртуальные косы, которые точ-
нее было бы называть “косами с виртуальными перекрёстка-
ми”, свободные косы). Изучаются так же и некоторые важ-
ные частные случаи групп кос (самым ярким из них явля-
ется группа крашеных кос, то есть кос, которым отвечает
тождественная подстановка).

Особый интерес косы представляют, поскольку тесно
связаны с динамическими системами движения набора из
n точек по двумерной плоскости. В частности, сама груп-
па двумерных кос рассматриваться как фундаментальная
группа пространства конфигураций из n различных точек.
При этом образующие группы— перекрёстки нитей — отве-
чают моментам времени, в которые у пары точек совпадают
координаты по оси OY .

Естественным образом возникла идея обобщить изучае-
мые системы в следующем смысле: рассматривать движе-
ние объектов по некоторому конфигурационному простран-

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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ству, причём потребовать, чтобы все “вырождения” систе-
мы (то есть моменты времени, в которые изучаемые объек-
ты были не в общем положении) удовлетворяли бы некото-
рому “хорошему” свойству коразмерности 1, зависящему от
k < n точек. В этих терминах классические косы отвечали
бы свойству коразмерности 1, зависящему от двух точек:
“y−координаты двух точек совпали”.

Данная идея оказалась плодотворной и привела к по-
строению В.О. Мантуровым теории обобщённых свободных
k−кос или, иначе, теории групп Gk

n [1].
Более точно, группа свободных k−кос определяется сле-

дующим образом. Рассмотрим множество n̄ = {1, . . . , n}.
Образующие группы Gk

n находятся во взаимно-однозначном
соответствии с неупорядоченными k−элементными подмно-
жествами множества n̄. Обозначим их через am, где m—
неупорядоченный k−мультииндекс, то есть m ⊂ n̄, |m| = k.

Группа Gk
n получается из свободной группы, порождён-

ной образующими am, факторизацией по следующим соот-
ношениям:

1) amam′ = am′am для любых мультииндексов m,m′, для
которых Card(m ∩m′) < k − 1 (соотношение дальней
коммутативности);

2) a2
m = 1 для всех мультииндексов m;

3) для каждого (k + 1)-элементного набора U индексов
u1, . . . , uk+1 ∈ {1, . . . , n} рассмотрим k + 1 множество
mj = U \ {uj}, j = 1, . . . , k + 1. С каждым набором U
сопоставим тетраэдральное соотношение

am1 · am2 · · · amk+1 = amk+1 · · · am2 · am1 .

Само построение группы Gk
n приводит к следующему

принципу:
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если динамическая система движения n точек
удовлетворяет некоторому хорошему свойству

коразмерности 1, зависящему от k точек, данная
система обладает инвариантами со значениями в группе

Gk
n.

Разумеется, мало построить инварианты некоторой
динамики. Важно, чтобы эти инварианты можно было
посчитать и различить между собой. Эти вопросы в
случае групп Gk

n в настоящее время активно изучаются.
В частности, следующие результаты были получены ав-
тором совместно с В.О. Мантуровым и А.Б Карповым [2, 3]:

Теорема 1. Для группы G3
4 алгоритмически разрешимы

проблемы равенства и сопряжённости.
Теорема 2. Для группы G4

5 алгоритмически разрешима
проблема равенства.

Аналогичные теоремы для случая групп Gk
k+1 для k > 4

в настоящее время не доказаны, хотя у авторов есть осно-
вания полагать, что они справедливы. Продвижения в этом
вопросе были бы крайне важны для теории инвариантов ди-
намических систем описанного типа.
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НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ И СОВПАДЕНИЯ В
УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВАХ И

МЕТРИЧЕСКИЕ СЛЕДСТВИЯ
©2020 Т.Н. Фоменко

(Москва, ВГУ; tn-fomenko@yandex.ru)

Доклад основан на некоторых результатах работы [2].
Рассматривается проблема существования неподвижных то-
чек отображений упорядоченного множества.

Яхимский (J.Jachymski) в 1997 доказал следующее обоб-
щение известной теоремы Цермело о неподвижой точке.

Теорема 1 (Яхимский, см. [1]). Пусть (X,�) —ча-
стично упорядоченное множество, f : X → X — регрес-
сивное отображение, то есть f(x) � x,∀x ∈ X. Пусть
для каждой цепи в X задана некоторая её нижняя грани-
ца. Тогда отображение f имеет неподвижную точку.

В [2] получен следующий результат, обобщающий эту
теорему Яхимского.

Теорема 2 [2]. Пусть (X,�) — упорядоченное множе-
ство, f : X → X — отображение, и для некоторой точки
x0 ∈ X существует хотя бы одна цепь C ⊆ F (TX(x0)),
где TX(x0) := {x ∈ X : x �dϕ x0}, удовлетворяющая усло-
виям: (1) f(x) � x,∀x ∈ C; (2) если u, v ∈ C, u ≺ v, то
u � f(v). Пусть, кроме того, для каждой цепи C, удовле-
творяющей условиям (1)-(2), существует такая нижняя
граница w, что f(w) � f(x), x ∈ C, и f(w) � w. Причём, ес-
ли f(w) ≺ w, то f(f(w)) � f(w). Тогда множество Fix(f)
неподвижных точек отображения f непусто.

Отметим, что в условиях Теоремы 2 можно утверждать
также наличие минимального элемента в множестве Fix(f).
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Пусть (X, d) —метрическое пространство, и заданы фун-
кционал ϕ : X → R и отображение f : X → X. Обозначим
T dϕX (x0) := {y ∈ X|y �dϕ x}, где y �dϕ x означает, что
d(y, x) ≤ ϕ(x) − ϕ(y). Этот способ упорядочения метриче-
ского пространства предложен в работе Брондстеда [3].

Следующая теорема является метрическим аналогом
Теоремы 2.

Теорема 3 [2]. Пусть (X, d) —метрическое простран-
ство, задан функционал ϕ : X → R и отображение f :
X → X. Пусть для некоторой точки x0 ∈ X в упоря-
доченном множестве (X,�dϕ) существует хотя бы од-
на цепь C ⊆ f(T dϕX (x0)), удовлетворяющая условиям: (1)
f(x) �dϕ x,∀x ∈ C; (2) если u, v ∈ C, и u ≺dϕ v, то
u �dϕ f(v). Пусть, кроме того, для каждой цепи C, удовле-
творяющей условиям (1)-(2), существует такая нижняя
граница w, что f(w) �dϕ f(x), x ∈ C, f(w) �dϕ w. Причём,
если f(w) ≺dϕ w, то f(f(w)) �dϕ f(w). Тогда множество
Fix(f) неподвижных точек отображения f непусто.

В [2] показано, что из Теоремы 3 следует известная тео-
рема о неподвижной точке Каристи (Caristi).

Отметим, что в Теореме 3 можно утверждать даже боль-
ше, а именно, что в множестве Fix(f) имеется минималь-
ная точка (относительно порядка �dϕ), то есть такая точка
a ∈ Fix(f), что для любой точки b ∈ Fix(f) выполнено
условие [

d(a, b) > |ϕ(a)− ϕ(b)|;
d(a, b) ≤ ϕ(b)− ϕ(a).

Кроме того, доказана более общая теорема о существова-
нии неподвижных точек многозначного отображения упоря-
доченного множества в себя, получено следствие из неё для
метрических пространств (с помощью упорядочения метри-
ческого пространства методом Брондстеда). Это следствие
представляет обобщение теоремы 3 (а значит, и теоремы Ка-
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ристи) на случай многозначного отображения метрического
пространства в себя.

Следует отметить, что теорема Каристи не вытекает из
метрических аналогов предыдущих совместных результа-
тов автора и Д.А.Подоприхина, поскольку в ней отсутству-
ет требование изотонности отображения f относительно по-
рядка Брондстеда, определяемого заданным функционалом
ϕ и метрикой d.

С использованием упорядочения Брондстеда исследуют-
ся также проблемы существования совпадений многознач-
ных отображений метрических пространств.
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УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА-ФРЕДГОЛЬМА
СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ ЭВОЛЮЦИОННОГО

ТИПА1

©2020 Е.В. Фролова
(Липецк; lsnn48@mail.ru)

Контактные задачи теории упругости при учёте износа
шероховатых поверхностей взаимодействующих тел, а так-
же ряд смешанных задач для многослойных вязкоупругих
оснований, когда относительная толщина и относительная

1Работа поддержана РФФИ (проект №19-41-480002).
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жёсткость верхнего слоя достаточны малы, приводятся к ис-
следованию интегрального уравненияВольтерра–Фредголь-
ма с частными интегралами

λx(t, s) + (Kx)(t, s) + (Nx)(t, s) = g(t, s). (1)

В статье рассматривается уравнение (1) для случая

(Kx)(t, s) ≡ (Lx)(t, s) + (Mx)(t, s) =

=

∫ t

0

l(t, τ)x(τ, s)dτ +

∫ 1

−1

m(s, σ)x(t, σ)dσ,

(Nx)(t, s) =

∫ t

0

∫ 1

−1

n(t, τ)m(s− σ)x(τ, σ)dσdτ,

где λ > 0 — безразмерный параметр, имеющий механиче-
ский смысл, функция g(t, s) имеет вид g(t, s) = g1(t) +
sg2(t) + f(s), g1, g2 ∈ C([0, a]), а f — заданная функция из
L2([−1; 1]), причём ядро l(t, τ) —непрерывная функция, яд-
ро m(s, σ) таково, что оператор M действует из L2([−1, 1])
в C([−1, 1]), а в L2([−1, 1]) является самосопряжённым ком-
пактным оператором, n(t, τ) = l(t, τ) —непрерывная функ-
ция.

При сделанных предположениях оператор L⊗̄I имеет
равный нулю спектральный радиус, т.е. r(L⊗̄I) = r(L) = 0
и σ(L⊗̄I) = {0}. Кроме того, σ(M) состоит из нуля и не
более чем счётного множества собственных чисел, т.е. M —
оператор с чисто точечным спектром, причём все собствен-
ные функции оператора M непрерывны.

Рассмотрим некоторые свойства точечного спектра опе-
ратора K+N , структуру его собственных функций, а также
условия разрешимости уравнения (1) в случае, когда λ 6= 0
совпадает с одним из собственных чисел оператора K +N .

Оператор K+N можно записать в виде K+N = L⊗̄I +
I⊗̄M + L⊗̄M . Известно, что σ(K + N) = σ(M). Так как
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σ(L) = {0}, то если σp(L) не пуст, имеем: σp(K) = σp(M) и
σp(N) = σp(L) = {0}.

Так как σ(K + N) = σ(M), то спектр оператора K + N
состоит из нуля и не более чем счётного числа собственных
чисел. Если теперь 0 ∈ σp(M), то 0 ∈ σp(K + N), если 0 /∈
σp(M), то 0 /∈ σp(K+N). Таким образом, σp(K+N) = σp(M).
Поэтому справедлива

Теорема 1. Пусть l(t, τ) —непрерывная функция,
n(t, τ) = l(t, τ) и оператор M действует из L2([−1, 1]) в
C([−1, 1]) и в L2([−1, 1]) является компактным самосопря-
жённым оператором и пусть σp(L) в C([0, a]) не пуст. То-
гда не пуст точечный спектр оператора K + N в C(D) и
σp(K +N) = σp(M).

Пусть, далее, σp(L) не пуст. Тогда для любого λi 6= 0 и
λi ∈ σp(K + N) (i = 1, 2, . . .) λi = βi, где βi ∈ σp(M) (i =
1, 2, . . .) и верна

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Соб-
ственные функции оператора K + N , соответствующие
собственному числу λp = βp 6= 0, βp 6= −1, находятся в
множестве X(λp) ∩ C(D), где X(λp) —подпространство,
образованное линейными комбинациями функций ϕ(t)ψ(s),
где ϕ ∈ KerL, ψ ∈ Ker(λpI −M), а собственные функции
оператора K + N , соответствующие собственному числу
λp = βp = −1 находятся в множестве X(λp), где X(λp) —
подпространство, порождаемое линейными комбинациями
функций ϕ(t)ψ(s), где ϕ ∈ C([0, a])\{0}, ψ ∈ Ker(λpI −M).

Рассмотрим условия разрешимости уравнения (1) в слу-
чае, когда λ 6= 0 попадает в точечный спектр оператора K+
N . Используя представление x0(t, s) =

∑∞
i,j=1 xijϕi(t)ψj(s)

элементов пространства L2(D), где xij —коэффициенты Фу-
рье, а x0 — собственная функция оператора K, соответству-
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ющая собственному числу βp, получим

(λ− βj)
∞∑
i=1

xijϕi(t)− (1 + βj)

∫ t

0

l(t, τ)
∞∑
i=1

xijϕi(τ) dτ =

=
∞∑
i=1

fijϕi(t).

Используя равенства f(t, s) =
∑∞

i,j=1 fijϕi(t)ψj(s), где fij —
коэффициенты Фурье функции f(t, s), fj(t) =

∑∞
i=1 fijϕi(t)

и вводя обозначения yj(t) =
∑∞

i=1 xijϕi(t), получим

(λ− βj)yj(t)− (1 + βj)

∫ t

0

l(t, τ)yj(τ) dτ = fj(t) (j = 1, 2, . . .).

(2)
Пусть λ 6= 0 совпадает с собственным числом λp кратно-

сти n. Тогда все уравнения, для которых j /∈ {p, p+1, . . . , p+
n} однозначно разрешимы для любых fj(t) ∈ C([0, a]). Сле-
довательно, система (2) и уравнение (1) имеют решения точ-
но в случае, когда разрешимы уравнения

(1+βj)

∫ t

0

l(t, τ)y(τ) dτ = fj(t), (j = p, p+1, . . . , p+n). (3)

Таким образом, доказана
Теорема 3. Пусть l, m, n удовлетворяют условиям

теоремы 1 и λ 6= 0 совпадает с собственным числом λp =
βp кратности n. Тогда уравнение (1) разрешимо тогда, ко-
гда разрешимы уравнения (3).
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ИНТЕГРАЛЫ ОТ ЦЕЛЫХ, МЕРОМОРФНЫХ И
СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ПО ЛУЧУ1

©2020 Б.Н. Хабибуллин
(Уфа; khabib-bulat@mail.ru)

В теории роста целых и мероморфных функций f на
комплексной плоскости C нередко возникала необходимость
в оценках интегралов с подынтегральным выражением

Mln+ |f |(r), где Mu(r) := sup
|z|=r

u(z), u+ := max{0.u},

возможно, дополненным некоторой весовой функцией-мно-
жителем. Такие оценки относительно множества интегриро-
вания можно отнести к одному из следующих двух типов:
по интервалам или дугам на луче или окружности или же
по малым подмножествам на таких интервалах или дугах.
Среди исходных результатов первого типа —
Теорема Р. Неванлинны ([1], [2; гл. 1, теорема 7.2]). Для
мероморфной функции f на C с характеристикой Неван-
линны Tf и для числа k > 1 справедливо неравенство

1

r

∫ r

1

Mln+ |f |(t)dt ≤ C(k)Tf (kr, f), r ≥ 1,

где число C(k) > 1 зависит только от k.
Истоки второго типа оценок— лемма Эдрея–Фукса о ма-

лых дугах [3; 2, лемма III, 9], [2; гл. 1, теоремы 7.3, 7.4], а
также приведённая в [4] без доказательства
Лемма Гришина –Содина о малых интервалах([4; ле-
мма 3.1]). Пусть в условиях Теоремы Р. Неванлинны λ—
линейная мера Лебега на вещественной оси R и E ⊂ [1, r] ⊂

1Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного
фонда (проект № 18-11-00002).
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R— λ-измеримое подмножество. Тогда

1

r

∫
E

Mln+ |f |(t)dt ≤ A
k

k − 1

(λ(E)

r
ln

2r

λ(E)

)
Tf (kr),

где A— абсолютная постоянная.
Версия леммы Гришина–Содина о малых интервалах

для субгармонических функций конечного порядка —
Теорема Гришина–Малютиной о малых интервалах
([5; теорема 8]). Пусть v 6≡ −∞— субгармоническая функ-
ция уточнённого порядка ρ и E ⊂ [1, R] — λ-измеримое мно-
жество. Тогда для некоторого числа M , не зависящего от
r, θ, E, имеет место неравенство∫

E

∣∣v(teiθ)
∣∣dt ≤M

λ(E)

r
ln

4r

λ(E)
rρ(r)+1.

Для λ-измеримого множества E ⊂ R и p ∈ [1,+∞] через
Lp(E) обозначаем Lp-пространство функций f : E → R с

нормой ‖f‖Lp(E) :=
(∫

E
|f |p dλ

)1/p

при p < +∞ и с нормой
существенная верхняя грань ess sup

E
|f | на E при p = +∞.

Существенное обобщение и развитие Теоремы Гришина–
Малютиной о малых интервалах уже при p = +∞—
Теорема о малых интервалах с весом. При любом зна-
чении p ∈ (1,+∞] и при значении q, определяемом из ра-
венства 1/p + 1/q = 1, для любого числа k > 1 существу-
ет такое число Ap(k) ≥ 1, что для любого числа R > 0,
для любого λ-измеримого множества E ⊂ [0, R], для любой
функции g ∈ Lp(E) и для любой субгармонической функции
v со значением v(0) ≥ 0 имеет место неравенство∫

E

M|v|g dλ ≤ Ap(k)Mv(kR)‖g‖Lp(E)

(
λ(E)

)1/q
ln

eqR

λ(E)
.
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Из Теоремы о малых интервалах с весом уже при p = +∞,
g ≡ 1 и v := ln |f | из известных вариантов определения ха-
рактеристики Неванлинны и её взаимосвязей с другими ха-
рактеристиками роста мероморфных функций легко полу-
чаются Теорема Р. Неванлинны и Лемма Гришина –Содина
о малых интервалах. Более того, равномерный характер
оценки в ней позволяет получить многомерные версии Тео-
ремы о малых интервалах с весом для разностей плюрисуб-
гармонических функций в Cn и для мероморфных функций
в Cn.

Версия Теоремы о малых интервалах с весом для случая
p = +∞ направлена в печать [6]. Её варианты с p ∈ (1,+∞]
и с применениями к плюрисубгармоническим и мероморф-
ным функциям в Cn, а также к разностям субгармонических
функций в Rn готовятся для отправки в печать.
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6. Габдрахманова Л.А., Хабибуллин Б.Н. Одна теоре-
ма о малых интервалах для субгармонических функций //
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ГРУБЫХ МОЛЕКУЛ,
СОСТОЯЩИХ ИЗ АТОМОВ БЕЗ ЗВЁЗДОЧЕК,

ИНТЕГРИРУЕМЫМИИ БИЛЛИАРДАМИ1

©2020 И.С. Харчева
(Москва; irina.harcheva1@yandex.ru)

Определение 1. Рассмотрим некоторую компактную
область Ω в плоскости с кусочно-гладкой границей и уг-
лами излома π/2. Пусть материальная точка движется по
прямой с постоянной скоростью внутри этой области Ω и
отражается о гладкую часть границы ∂Ω без потери скоро-
сти и естественным образом: угол падения равен углу отра-
жения. В остальных случаях движение этой материальной
точки определяется по непрерывности. Тогда биллиардом в
области Ω называется динамическая система, описываемая
движением этой материальной точки.

Эта динамика задаёт гамильтонову систему на кокаса-
тельном расслоении к области Ω. У динамической системы
биллиарда есть один первый интеграл— гамильтониан, рав-
ный половине квадрата модуля вектора скорости. Значит,
биллиард является гамильтоновой динамической системой с
двумя степенями свободы. Из теории гамильтоновых систем
следует, что для интегрируемости биллиарда необходим ещё
один первый интеграл. В общем случае, для произвольной
области Ω его может не существовать. Но если подобрать

1Исследование выполнено в рамках Программы Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных
школ РФ (грант НШ-2554.2020.1).
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“хорошую” область Ω, то можно найти функцию, которая
будет первым интегралом.

Важным классом интегрируемых биллиардов является
биллиард в области Ω, ограниченной дугами софокусных
эллипсов и гипербол. Оказывается, в таком биллиарде век-
тор скорости материальной точки на протяжении всей тра-
ектории будет направлен по касательной к каустике – фик-
сированной квадрике, софокусной с семейством. Поэтому у
такой системы появляется ещё один интеграл, независимый
с предыдущим – параметр квадрики Λ. Это означает, что
динамическая система биллиарда в такой области будет ин-
тегрируема по Лиувиллю. Её интегрируемость была пока-
зана в работе В.В. Козловa, Д.В. Трещёвa [1].

Расширим постановку биллиардной задачи. Пусть да-
но n областей Ω1, ...,Ωn с кусочно-гладкой границей. Пусть
граница этих областей содержит одну и ту же кривую l.
Припишем к этой дуге перестановку σ из n элементов. То-
гда можно определить более сложный биллиард в объеди-
нении областей ∪ni=1Ωi следующим образом: материальная
точка отражается обычным образом от границ, отличных от
l, и переходит с одной области на другую по перестановке
σ, достигая кривой l. Заметим, что общих граничных кри-
вых у областей может быть несколько: l1, l2, ..., lk. Ко всем
им можно приписать перестановки σ1, σ2, ..., σk и рассмот-
реть биллиард, в котором материальная точка будет пере-
ходить с листа на лист на дугах l1, l2, ..., lk по перестановкам
σ1, σ2, ..., σk соответственно. Такие биллиарды будем назы-
вать биллиардными книжками, а области Ωi, из которых
состоит биллиардная книжка – листами. В частном слу-
чае, когда n = 2 такие биллиарды называются топологи-
ческими. Топологические биллиарды были полностью клас-
сифицированы в работе В.В.Фокичевой [2]. В этой работе
было обнаружено, что многие известные и важные интегри-
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руемые системы с двумя степенями свободы моделируются
топологическими биллиардами с точностью до лиувиллевой
эквивалентности. То есть их инварианты Фоменко-Цишанга
(см. [3]) совпадают. В связи с этим А.Т.Фоменко предложил
следующую гипотезу:

Гипотеза. (А.Т. Фоменко) Биллиардными книжками
можно моделировать:

Гипотеза A. все 3-атомы;
Гипотеза B. все грубые молекулы;
Гипотеза C. все меченые молекулы.
Teорема 1. (Ведюшкина-Харчева) Гипотеза Фомен-

ко A верна, а именно, для любого 3-атома (со звёздочка-
ми или без) алгоритмически строится биллиардная книж-
ка, такая что в её изоэнергетической поверхности слоение
Лиувилля прообраза окрестности особого значения инте-
грала Λ, отвечающего траекториям, направленным к или
от одного из фокусов, послойно гомеоморфно данному ато-
му.

Teорема 2. (Ведюшкина-Харчева) Любая грубая мо-
лекула, состоящая из атомов без звёздочек, моделируется
биллиардными книжками. Более точно: по любой грубой
молекуле, состоящей из атомов без звёздочек, алгорит-
мически строится биллиардная книжка с каноническим
квадратичным интегралом Λ, отвечающим параметру ка-
устики, такая, что грубая молекула, соответствующая
этой системе, изоморфна заданной изначально грубой мо-
лекуле.
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ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ
СРЕДНИХ НЕЧЁТКО-СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

©2020 В.Л. Хацкевич
(Воронеж; vlkhats@mail.ru)

Объектом настоящего исследования являются нечётко-
случайные величины. Нечёткие множества как предмет рас-
смотрения введены в пионерской работе Заде [1]. С этого
момента и по настоящее время они активно исследуются и
находят важное приложение в различных прикладных об-
ластях (финансовая математика, теория принятия решений,
мягкие вычисления и др.). В частности, много работ посвя-
щено изучению нечётко-случайных величин, т.е. случайных
величин, множествами значений которых являются нечёт-
кие числа. Из последних работ укажем работы [2] и [3]. В ли-
тературе рассматриваются различные определения нечётко-
случайных чисел и нечётко-случайных величин. Ниже мы
используем терминологию, принятую в работах [2] и [3].

Как известно, математическое ожидание EX случайной
величины X минимизирует среднеквадратическое отклоне-
ние E(X − a)2 по всем действительным a ∈ R, т.е.

E(X − E(X))2 ≤ E(X − a)2 (∀a ∈ R). (1)

В данной работе рассматриваются нечётко-случайные
величины X̃, для которых областью J возможных значений
являются нечёткие числа. Устанавливаются экстремальные
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свойства вида (1). Кроме того, рассматриваются оптималь-
ные линейные регрессии нечётко-случайных величин. В ли-
тературе рассматриваются различные аспекты нечётких ли-
нейных регрессий. Мы рассматриваем случай чётких (чис-
ловых) коэффициентов (ср. [4], [5]). На этом пути получен
результат об оптимальной в среднеквадратичном нечёткой
регрессии. Установлено, что оптимальная регрессия обла-
дает максимальной корреляцией с прогнозируемой нечёт-
ко-случайной величиной. Приведём необходимые термины
и обозначения.

Множество z̃ ⊆ R2, лежащее в полосе 0 ≤ η ≤ 1, на-
зывается нечётким числом, если существуют монотонные,
непрерывные слева функции zL : [0, 1]→ R и zR : [0, 1]→ R,
где zL не убывает, zR не возрастает, причём zL(1) ≤ zR(1)
такие, что для любого η0 ∈ [0, 1] пересечение множества z̃ с
прямой η = η0 представляет собой множество

{(ξ, η) : zL(η0) ≤ ξ ≤ zR(η0), η = η0}.

Функции zL(η) и zR(η) называются, соответственно, левым
и правым индексом нечёткого числа z̃.

Пусть (Ω,Σ, P ) — вероятностное пространство, где Ω —
множество элементарных событий, Σ- σ-алгебра, состоящая
из подмножеств множества Ω, P — вероятностная мера.

Измеримое отображение X̃ : Ω→ J называется нечётко-
случайной величиной, если при любом ω ∈ Ω множество
X̃(ω) является нечётким числом.

Индексы нечёткого числа X̃(ω) будем обозначать
XL(ω, η) и XR(ω, η). Функции XL(ω, η) и XR(ω, η) называ-
ются, соответственно, левым индексом и правым индексом
нечётко-случайной величины X̃(ω).
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Скалярным произведением
〈
X̃, Ỹ

〉
ω
нечётко-случайных

величин X̃ и Ỹ называется величина

〈
X̃, Ỹ

〉
ω

= 0.25

1∫
0

∫
Ω

(XL(ω, η)+

+XR(ω, η))(Y L(ω, η) + Y R(ω, η))dPdη,

а полунормой ‖X̃‖ω =
〈
X̃, Ỹ

〉1/2

ω
.

Положим

xL(η) =

∫
Ω

X̃L(ω, η)dP, xR(η) =

∫
Ω

X̃R(ω, η)dP. (2)

Нечётким ожиданием нечётко-случайной величины X̃
называется нечёткое число x̃ с левым индексом xL(η) и пра-
вым индексом xR(η), определяемыми формулами (2). Ожи-
данием E(X̃) нечётко-случайной величины X̃ называется
число, определяемое формулой

EX̃ = 0.5

1∫
0

∫
Ω

(XL(ω, η) +XR(ω, η))dPdη.

Ковариацией Cov(X̃, Ỹ ) нечётко-случайных величин X̃, Ỹ
называется выражение

Cov(X̃, Ỹ ) = 0.25

1∫
0

∫
Ω

(XL(ω, η) +XR(ω, η)− xL(ω, η)−

−xR(ω, η))(Y L(ω, η) + Y R(ω, η)− yL(ω, η)− yR(ω, η))dPdη,
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где xL(ω, η) и xR(ω, η) определяются формулами (2) и ана-
логично yL(ω, η) и yR(ω, η).

Дисперсией V ar(X̃) нечётко-случайной величины X̃ на-
зывается Cov(X̃, X̃).

Теорема 1. Для заданной нечётко-случайной величины
X̃(ω) минимум выражения ‖X̃−a‖ω по всем действитель-
ным числам a достигается при a0 = E(X̃), т.е.

||X̃ − E(X̃)||ω ≤ ||X̃ − a||ω (∀a ∈ R). (3)

Теорема 2. Для заданной нечётко-случайной величины
X̃ минимум выражения ‖X̃−ã‖ω по всем нечётким числам
ã достигается при ã0 = x̃ нечётком ожидании случайной
величины X̃, т.е.

||X̃ − x̃||ω ≤ ||X̃ − ã)||ω (∀ã ∈ J). (4)

Формулы (3), (4) обобщают свойство (1).
Рассмотрим прогнозируемую нечётко-случайную вели-

чину Ỹ и попарно независимые прогнозирующие нечётко-
случайные величины X̃1, X̃2, ..., X̃n. Исследуем вопрос об ап-
проксимации случайной величины Ỹ линейными комбина-

циями вида ã+
n∑
i=1

αiX̃i, где αi — вещественные числа, а ã—

нечёткое число. Точнее, задача состоит в подборе веществен-
ных коэффициентов αi и нечёткого числа ã так, чтобы ошиб-

ка ‖Ỹ − ã−
n∑
i=1

αiX̃i‖2
ω была минимальной.

В дальнейшем будем предполагать выполненными усло-
вия:

1) рассматриваемые нечётко-случайные величины Ỹ и
X̃i (i = 1, 2, ..., n) имеют ограниченные по абсолютной вели-
чине индексы.

2) все нечёткие ожидания нечётко-случайных величин Ỹ
и X̃i (i = 1, 2, ..., n) совпадают. ỹ = x̃i (i = 1, 2, ..., n).

310

Теорема 3. Пусть для заданной нечётко-случайной ве-
личины Ỹ и системы попарно независимых нечётко-слу-
чайных величин X̃1, X̃2, ..., X̃n выполнены условия 1) и 2).
Тогда оптимальной в среднеквадратичном смысле линей-
ной несмещённой оценкой нечётко-случайной величины Ỹ

по системе X1, X2, ..., Xn вида ỹ +
n∑
i=1

αi(X̃i − ỹ) является
оценка

Ŷ = ỹ +
n∑
i=1

1√
V ar(X̃i)

Cov(Ỹi, X̃i)(X̃i − ỹ), (5)

где ỹ— общее нечёткое ожидание нечётко-случайных ве-
личин Ỹ и X̃i. На Ŷ достигается минимум выражения

‖Ỹ − ỹ −
n∑
i=1

αi(X̃i − ỹ)‖2
ω по всем действительным αi.

Определим коэффициент корреляции между нечётко-
случайными величинами Ỹ Z̃ равенством

ρ[X̃, Z̃] =
Cov(X̃, Z̃)

σ(Ỹ )σ(Z̃)
,

где σ2(Ỹ ) = V ar(Ỹ ), σ2(Z̃) = V ar(Z̃).
Теорема 4. Оценка Ŷ , определяемая формулой (5), об-

ладает наибольшим коэффициентом корреляции с Ỹ по сра-

внению с другими оценками вида W̃n = ỹ +
n∑
i=1

αi(X̃i − ỹ)

с произвольными вещественными коэффициентами αi.
Т.е. для коэффициентов корреляции выполнено неравенство
ρ[W̃n, Ỹ ] ≥ ρ[Ŷ , Ỹ ].
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НЕПРЕРЫВНАЯ ВЫБОРКА ИЗ
ОТНОСИТЕЛЬНОГО ЧЕБЫШЕВСКОГО

ПРОЕКТОРА В C(Q)1

©2020 И.Г. Царьков
(Москва; tsar@mech.math.msu.su)

Путь p : [0, 1]→ X (непрерывное отображение) в линей-
ном нормированном пространстве (X, ‖ · ‖) называется мо-
нотонным, если для любого функционала x∗ ∈ extrS∗ функ-
ция x∗(p(t)) является монотонной. Геометрически это озна-
чает, что поверхности уровня этого функционала (т.е. соот-
ветствующие гиперплоскости) этот путь пересекает один раз
или по следу некоторого его подпути. МножествоM называ-
ется монотонно линейно связным, если любые две точки это-
го множества можно соединить монотонным путём, след ко-
торого лежит в M. В пространстве X для непустого множе-
ства V ⊂ X и непустого ограниченного множества M ⊂ X
через rV (M) обозначим относительный чебышевский ради-
ус, т.е. величину inf{r > 0 | M ⊂ B(x, r), x ∈ V }. Через
Zε
V (M) обозначим множество почти чебышевских центров:
{x ∈ V |M ⊂ B(x, rV (M) + ε)}.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №
19-01-00332-a.
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Теорема 1. Пусть X —линейное нормированное про-
странство, V ⊂ X —монотонно линейное связное ограни-
ченно компактное непустое множество. Тогда для каждо-
го ε > 0 существует непрерывная выборка из отображения
Zε
V (·).
А.Р. Алимов [1], [2] доказал, что в пространстве c0 вся-

кое солнце является монотонно линейно связным. Также им
доказано [2], что в C(Q) (Q—метрический компакт) всякое
строгое солнце является монотонно линейно связным.

Следствие 1.Пусть X = C(Q) (Q—метрический ком-
пакт), V ⊂ X — ограниченно компактное строгое солнце.
Тогда для каждого ε > 0 существует непрерывная выборка
из отображения Zε

V (·).
Аналогичный результат верен для случая пространства

c0.
Литература
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2. Алимов А.Р. Монотонная линейная связность чебы-
шёвских множеств в пространстве C(Q) // Матем. сб. —
2006. — Т. 197, № 9. — С. 3–18.

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ
СИСТЕМЫ НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА С

ДИССИПАЦИЕЙ
©2020 М.В. Шамолин

(Москва; shamolin@rambler.ru, shamolin.maxim@gmail.com)

Дать общее определение динамической системы с дис-
сипацией довольно затруднительно. В каждом конкретном
случае иногда это может быть сделано: вносимые в систему
определённые коэффициенты в уравнениях указывают в од-
них областях фазового пространства на рассеяние энергии,
а в других областях — на её подкачку. Последнее приводит к
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потере известных первых интегралов (законов сохранения),
являющимися гладкими функциями [1–3].

Как только в системе обнаруживаются притягивающие
или отталкивающие предельные множества, необходимо за-
быть о полном наборе даже непрерывных во всем фазовом
пространстве первых интегралов.

Показана интегрируемость некоторых классов однород-
ных динамических систем нечётного (третьего, пятого, седь-
мого и девятого) порядка, в которых выделяется система
на касательном расслоении к четномерным (соответственно,
одномерным, двумерным, трёхмерным и четырёхмерным)
многообразиям. При этом силовые поля обладают диссипа-
цией разного знака и обобщают ранее рассмотренные.

Приведём примеры систем третьего порядка. Пусть v,
α, z —фазовые переменные в гладкой динамической систе-
ме, правые части которой— однородные полиномы степени
по переменным v, z с коэффициентами, зависящими от α.
Тогда, выбирая в качестве новой независимой переменной
величину q (dq = vdt, d/dq =<′>, v 6= 0), а также новую фа-
зовую переменную Z по формуле z = Zv, рассматриваемую
систему можно переписать в следующем виде:

v′ = vΨ(α,Z), (1)

α′ = g(α) + h(α)Z + i(α)Z2,
Z ′ = d(α) + e(α)Z + f(α)Z2 − ZΨ(α,Z),

(2)

Ψ(α,Z) = a(α) + b(α)Z + c(α)Z2,

при этом уравнение (1) на v отделяется, что даёт возмож-
ность рассматривать два оставшихся уравнения в качестве
системы (2) с одной степенью свободы на двумерном мно-
гообразии N2{Z;α}. Особняком стоит случай, когда выпол-
нены тождества

d(α) ≡ e(α) ≡ f(α) ≡ 0. (3)

314

При этом остальные функции a(α), b(α), c(α), g(α), h(α),
i(α), вообще говоря, не равны тождественно нулю. Тогда
система (1), (2) имеет естественный аналитический первый
интеграл

Φ1(v;Z) = z = vZ = C1 = const. (4)

Для полной интегрируемости системы (1), (2) при усло-
вии (3) нужно найти ещё один первый интеграл, независи-
мый с (4). Если выполнены следующие условия

a(α) =
h2(α)

i2(α)
c(α), b(α) =

h(α)

i(α)
c(α), g(α) =

h2(α)

i(α)
,

где c(α), h(α), i(α) —произвольные гладкие функции на сво-
ей области определения, то система (1), (2) при условии (3)
имеет два гладких первых интеграла, а именно, (4), а также

Φ0(v;Z;α) = v2(γ(α) + ε(α)Z) = C0 = const,

где функции γ(α) и ε(α) имеют вид

γ(α) = γ0 exp
[
−2
∫ α
α0

c(ξ)
i(ξ)
dξ
]
,

ε(α) = ε0 exp
[
−
∫ α
α0

c(ξ)
i(ξ)
dξ
]
, γ0 = γ(α0), ε0 = ε(α0).

Внутреннее силовое поле (зависящее от трёх произволь-
ных гладких функций c(α), h(α) и i(α)) в системе (1), (2) при
условии (3) не нарушает консервативности системы. Огра-
ничимся важным частным случаем системы (1), (2).

Как представительницу систем вида (1), (2) при усло-
вии (3) будем рассматривать следующую систему третьего
порядка

v′ = vΨ(α,Z), (5)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α),

Z ′ = −ZΨ(α,Z),
(6)
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Ψ(α,Z) = −b0Z
2δ̃(α), δ̃(α) =

dδ(α)

dα
,

b0 ≥ 0 —параметр, δ(α) —некоторая гладкая функция, как
систему при отсутствии внешнего поля сил. Система (5), (6)
имеет два гладких первых интеграла:

Φ0(v;Z;α) = v2(1− 2b0Zδ(α)) = C0 = const,
Φ1(v;Z) = vZ = C1 = const.

Другими словами, независимая подсистема (6) на мно-
гообразии N2{Z;α} имеет рациональный по Z первый ин-
теграл вида

Φ(Z;α) =
1− 2b0Zδ(α)

Z2
= C = const,

который не имеет существенно особых точек. В силу послед-
него, подсистема (6) не имеет притягивающих или оттал-
кивающих предельных множеств, позволяющих говорить о
наличии в системе диссипации того или иного знака.

Итак, внутреннее силовое поле (зависящее от b0 > 0) в
системе (5), (6) не нарушает консервативности системы.

Добавляя следующим образом в систему (5), (6) внешнее
силовое поле F (α) при наличии внутреннего (b0 > 0):

v′ = vΨ(α,Z), (7)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α),

Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z),
(8)

создаётся впечатление, что система осталась консерватив-
ной (что имеет место при b0 = 0, т.е. при отсутствии внут-
реннего поля). Консервативность “подтвердилась” бы нали-
чием в системе двух гладких первых интегралов.

Действительно, при некотором естественном условии у
системы (7), (8) существует гладкий первый интеграл вида

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 + F1(α)) = C1 = const,
dF1(α)

dα
= 2F (α),
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структура которого напоминает интеграл полной энергии.
Но дополнительного гладкого первого интеграла система,
вообще говоря, не имеет.

Если F (α) = δ(α)δ̃(α), то система (7), (8) имеет два
независимых (один, вообще говоря, трансцендентный и один
гладкий) первых интеграла:

Φ0(v;Z;α) =

= v2
(

1− b0Zδ(α)− b0(Z2 + δ2(α)) arctan δ(α)
Z

)
=

= C0 = const,

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 + δ2(α)) = C1 = const.

Более того, как видно из вида предъявленных первых
интегралов, притягивающее множество рассматриваемой
системы (7), (8) может быть найдено из системы равенств
Z = δ(α) = 0.

Модифицируем далее систему (7), (8), при наличии двух
ключевых параметров b0, b1 ≥ 0, введя внешнее силовое по-
ле. Получим систему

v′ = vΨ(α,Z), (9)

α′ = −Z + b0Z
2δ(α) + b1F (α)f̃(α),

Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z),
(10)

Ψ(α,Z) = −b0Z
2δ̃(α) + b1F (α)δ(α), f̃(α) =

µ− δ2(α)

δ̃(α)
,

µ = const. Коэффициенты консервативной составляющей
силового поля содержат параметр b0, а неконсервативной
составляющей внешнего поля— параметр b1.

Только что мы ввели такое поле, добавив коэффициент
F (α) в уравнение на Z ′ системы (7), (8), и убедились, что
полученная система, вообще говоря, не будет консерватив-
ной. Консервативность будет при дополнительном условии:
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b0 = 0. Но мы расширим введение силового поля, положив
b1 > 0. Рассматриваемая система на прямом произведении
числового луча и касательного расслоения TM1{Z;α} при-
мет вид (9), (10). Как будет показано далее, только что было
введено диссипативное силовое поле с помощью унимоду-
лярного преобразования.

Если выполнено условие F (α) = δ(α)δ̃(α), то система (9),
(10) обладает полным набором— двумя (одним гладким и
одним, вообще говоря, трансцендентным) интегралами.
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К ПРОДОЛЖЕНИЮ РОСТКОВ РЕШЕНИЙ
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА1

©2020 Н.А. Шананин
(Москва; nashananin@inbox.ru)

Статья содержит описание некоторых свойств ростков
гладких решений квазилинейных уравнений вида

(P (u) =)ut +
∑
|α|=2

aα(t, x, u, ux) D
αu = f(t, x, u, ux), (1)

где (t, x) = (t, x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊆ Rn+1, Dj = 1
i
∂
∂xj
, j =

1, . . . , n, ux = (ux1 , . . . , ux1), aα(t, x, ζ) ∈ C∞(Ω × Cn+1) и
fα(t, x, ζ) ∈ C∞(Ω×Cn+1). Операторам дифференцирования
Dj поставим в соответствие вес 1, а оператору Dt – вес 2.
Пусть v(t, x) ∈ C∞(V ), где V ⊂ Ω. Тогда в обозначениях и
терминах статьи [1] взвешенный главный символ на функ-
ции v имеет вид:

pv,2(t, x; τ, ξ) = iτ +
∑
|α|=2

aα(t, x, v(t, x), vx(t, x)) ξα,

где τ ∈ R и ξ ∈ Rn, и, поскольку минимальный вес операто-
ра однократного дифференцирования равен 1, совпадает с
пучком старших символов Hv(t, x; τ, ξ, h), определённым на
v(x). Мы говорим, что росток u(t0,x0) в точке x0 ∈ Ω удовле-
творяет уравнению (1) и писать (P (u)−f(u))(t0,x0)

∼= 0, если
для любой бесконечно дифференцируемой функции u(t, x),
представляющей росток, найдётся такая окрестность точки
(t0, x0), в которой функция u(t, x) является локальным
решением уравнения. Мы говорим, что уравнение (1)

1Публикация была подготовлена по проекту № 2 в рамках договора
пожертвования от 01 марта 2019 г. № 1154.
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является квазиэллиптическим на ростке u(t0,x0), если для
любой представляющей росток функции u(t, x) найдётся
такая окрестность U точки (t0, x0), в которой из равенства
pu,2(t, x; τ, ξ) = 0 при любых (t, x) ∈ U следует, что τ = 0 и
ξ = 0. Две гиперповерхности Γ1 и Γ2 называют эквивалент-
ными в точке (t0, x0), если найдётся окрестность V этой
точки, такая, что Γ1 ∩ V = Γ2 ∩ V . Класс эквивалентных
в точке (t0, x0) гиперповерхностей называют ростком ги-
перповерхности. Росток гиперповерхности Γ(t0,x0) назовём
нехарактеристическим для оператора P на функции v, если
pv,2(t0, x0; 0, ϕx(t

0, x0)) 6= 0 для некоторой (а значит и любой)
гиперповерхности Γ = { (t, x) ∈ U | ϕ(t, x) = 0, dϕ 6= 0},
представляющей росток Γ(t0,x0). Если уравнение (1) явля-
ется квазиэллиптическим на функции v в точке (t0, x0), то
росток гиперповерхности в точке (t0, x0) является нехарак-
теристическим, если и только если вектор конормали (τ, ξ)
в этой точке к представителям ростка удовлетворяет усло-
вию: ξ 6= 0. Говорят, что сужения ростков функций u(t0,x0) и
w(t0,x0) на росток гиперповерхности Γ(t0,x0) равны и писать
uΓ(t0,x0)

∼= wΓ(t0,x0)
, если для некоторых представителей

ростков u(t, x) и w(t, x) и некотрого представителя Γ ростка
гиперповерхности (а, следовательно, и для любых) найдёт-
ся такая окрестность V точки (t0, x0), что (u − w)|Γ∩V = 0.
Ростки решений квазиэллипти-
ческих на «фоновом решении»
уравнений вида (1) однозначно определяются сужени-
ями на нехарактеристические гиперповерности:

Теорема 1. Предположим, что ростки функций v(t0,x0)

и w(t0,x0) удовлетворяют уравнению (P (u)− f(u))(t0,x0)
∼= 0,

причём уравнение является квазиэллиптическим на рост-
ке v(t0,x0) и, кроме того, на нехарактеристическом на v(t0,x0)

ростке гиперповерхности Γ(t0,x0) выполняются равенства
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vΓ(t0,x0)

∼= wΓ(t0,x0)
и

(Dju)Γ(t0,x0)

∼= (Djw)Γ(t0,x0)
при j = 1, . . . , n.

Тогда v(t0,x0)
∼= w(t0,x0).

Доказательство. Предположим, что n > 1 и ковектор
(0, η) ∈ T ∗(t0,x0)(Ω)\0. Возьмём произвольную функцию v(x),
представляющую росток v(t0,x0). Отметим, что множество
ковекторов M(0,η) = {(τ, ξ) ∈ T ∗(t0,x0)(Ω) | (τ, ξ) 6‖ (0, η)} при
n > 1 является связным. Вследствие квазиэллиптичности
на v(t0,x0) многочлен pv,2(t0, x0; τ, zη+ ξ) по переменной z ∈ C
не имеет вещественных корней. Нетрудно проверить, что из
того, что число z0 является коренем многочлена для ковек-
тора (τ, ξ) ∈ M(0,η), следует, что число (−z0) является ко-
ренем многочлена для ковектора (τ,−ξ) ∈M(0,η). Отсюда и
из непрерывной зависимости корней вытекает, что для каж-
дой неколлинеарной пары ковекторов (0, η) и (τ, ξ) характе-
ристический многочлен имеет два простых корня, мнимые
части которых противоположны по знаку. Отсюда вытека-
ет, что для каждой неколлинеарной пары ковекторов (0, η0)
и (τ 0, ξ0) существует окрестность W ⊂ Ω×Rn×Rn+1 точки
(t0, x0, η0, τ 0, ξ0), в которой характеристическое уравнение

pv,2(t, x; τ, zη + ξ) = 0, z ∈ C,

имеет ровно два простых комплексных корня, причём мни-
мая часть каждого из корней отлична от нуля. При n = 1
указанное свойство корней очевидно. Теперь утверждение
доказываемой теоремы следует из теоремы 1 статьи [1].

Рассмотрим вопрос об однозначном продолжении рост-
ков решений уравнений вида (1) вдоль кривых. Пусть γ =
{(t0, x(s)) | s ∈ (0, 1)} – непрерывный путь, содержащийся в
слое Ω∩{t = t0}. Мы говорим, что функция u удовлетворяет
уравнению (1) вдоль кривой γ, если функция u(t, x) опре-
делена и бесконечно дифференцируема в некоторой окрест-
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ности пути γ и в каждой точке (t0, x) ∈ γ удовлетворяет
равенству (P (u)− f(u))(t0,x)

∼= 0.
Теорема 2. Предположим, что функции v и w удов-

летворяют уравнению (1) вдоль кривой γ и уравнение яв-
ляется квазиэллиптическим на ростках v(t0,x) для всех
(t0, x) ∈ γ. Тогда из v(t0,x0)

∼= w(t0,x0) в точке (t0, x0) ∈ γ
следует v(t0,x)

∼= w(t0,x) во всех точках (t0, x) ∈ γ.
Доказательство. Пусть (t0, x1) – произвольная точка пути

γ. Тогда найдётся окрестность U части пути, соединяющей
точки (t0, x0) и (t0, x1), в которой функции v и w ∈ C∞(U),
удовлетворяют уравнению (1) в каждой точке и уравнение
является квазиэллиптическим на v. Теперь из полученных
при доказательстве теоремы 1 свойств корней характери-
стического уравнения и теоремы 3 статьи [1] следует, что
v(t0,x)

∼= w(t0,x) во всех точках (t0, x) связной компоненты
слоя U ∩ {t = t0} и, в частности, v(t0,x1)

∼= w(t0,x1).
Пусть Ω1 и Ω2 – два открытых подмножества в Ω. Будем

говорить, что отображение g : C∞(Ω1)→ C∞(Ω2) сохраняет
решения уравнения (1), если из того, что u(t, x) ∈ C∞(Ω1)
является решением уравнения на множестве Ω1, следует, что
g ◦ u = g(u)(t, x) ∈ C∞(Ω2) и является решением на Ω2.
Пусть (t0, x0) ∈ Ω1 ∩Ω2. Мы говорим, что функция v(t, x) ∈
C∞(Ω1) g-инвариантна в (t0, x0), если g ◦ v|(t0,x0)

∼= v|(t0,x0).
Из теоремы 2 вытекает

Теорема 3. Предположим, что отображение g сохра-
няет решения уравнения (1), функция v ∈ C∞(Ω1) удовле-
творяют уравнению вдоль пути γ ⊂ Ω1‘ ∩ Ω2 ∩ {t = t0},
причём уравнение является квазиэллиптическим на рост-
ках v(t0,x) для всех (t0, x) ∈ γ. Тогда из g ◦ v(t0,x0)

∼= v(t0,x0) в
точке (t0, x0) ∈ γ следует g ◦ v(t0,x)

∼= v(t0,x) во всех точках
(t0, x) ∈ γ.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

ОПЕРАТОРА С ВЫРОЖДЕНИЕМ В
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1

©2020 В.В. Шеметова, C.C. Орлов
(Иркутск; valentina501@mail.ru; orlov_sergey@inbox.ru)

Пусть E1 и E2 — вещественные банаховы пространства,
u : R → E1 и f : R → E2 — искомая и заданная функции.
Рассмотрим класс линейных дифференциальных уравнений

Bu′(t) = Au(t) + αAu(t− h) + f(t), t > 0, (1)

где B и A — замкнутые линейные операторы из E1 в E2

такие, что D(B) = D(A) = E1 и D(B) ⊆ D(A), параметр
α 6= 0. Предполагается, что оператор B фредгольмов, т. е.
R(B) = R(B) и dimN(B) = dimN(B∗) = n < +∞. Зададим
естественное для уравнений с отклоняющимся аргументом
начальное условие вида

u(t) = ω(t), −h ≤ t ≤ 0, (2)

где h > 0 — заданное число, функция ω(t) ∈ C
([
−h; 0

]
, E1

)
известна и задаёт решение уравнения (1) на промежутке
[−h; 0].
Классическим решением начальной задачи (1), (2) назовём

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (научные проекты № 18-01-00643 А и
№ 18-51-54001 Вьет_а) и Иркутского государственного университета
(индивидуальный исследовательский грант № 091-19-212).
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функцию u(t) ∈ C
([
−h; +∞

)
, E1

)
∩ C1

((
0; +∞

)
, E1

)
, удо-

влетворяющую уравнению (1) и начальному условию (2).
Осуществим продолжение классического решения нулём

на интервал (−∞;−h) следующим образом:

ũ(t) = ω(t)
(
θ(t+ h)− θ(t)

)
+ u(t)θ(t).

Тогда в классеK ′+(E1) распределений с ограниченным слева
носителем начальная задача (1), (2) имеет вид уравнения(

Bδ′(t)− Aδ(t)− αAδ(t− h)
)
∗ ũ(t) = g̃(t), (3)

с правой частью g̃(t) ∈ K ′+(E2) такой, что

g̃(t) = f(t)θ(t) +Bδ′(t) ∗ ω(t)
(
θ(t+ h)− θ(t)

)
+

+Bω(0)δ(t)− Aω(t)
(
θ(t+ h)− θ(t)

)
.

Здесь и далее δ —функция Дирака, θ —функция Хевисайда.
Нетрудно показать, что распределение

ũ(t) = E(t) ∗ g̃(t)

является единственным решением уравнения (3) в классе
K ′+(E1) (обобщённым решением начальной задачи (1), (2)),
где обобщённая оператор-функция E(t) при произвольных
v(t) ∈ K ′+(E2) и w(t) ∈ K ′+(E1) удовлетворяет равенствам(

Bδ′(t)− Aδ(t)− αAδ(t− h)
)
∗ E(t) ∗ v(t) = v(t),

E(t) ∗
(
Bδ′(t)− Aδ(t)− αAδ(t− h)

)
∗ w(t) = w(t),

и называется фундаментальной оператор-функцией [1] или
фундаментальным решением абстрактного функционально-
дифференциального оператора Bδ′(t)− Aδ(t)− αAδ(t− h).

324

Пусть n — размерность N(B), {ϕi}ni=1 — базис в N(B),
{ψi}ni=1 — базис в N(B∗), а {γi}ni=1 ⊂ E∗1 и {zi}ni=1 ⊂ E2 —
биортогональные им системы элементов, т. е.

〈ϕi, γj〉 = 〈zi, ψj〉 = δij, i, j = 1, . . . , n.

Введём ограниченный оператор Γ : E2 → D(B) вида

Γ = B̃−1 =

(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉 zi
)−1

,

называемый оператором Треногина–Шмидта, элементы
ϕ

(j)
i ∈ E1 и ψ(j)

i ∈ E∗2 , где i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi, которые
составляют A-жорданов набор оператора B и A∗-жорданов
набор оператора B∗ соответственно [2], проектор Q̃ вида

Q̃ =
n∑
i=1

pi∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉Aϕ

(pi+1−j)
i .

Теорема. Пусть линейный оператор B фредгольмов и
имеет полный A-жорданов набор, тогда фундаментальное
решение абстрактного функционально-дифференциального
оператора Bδ′(t)− Aδ(t)− αAδ(t− h) имеет вид

E(t) = ΓeAΓt(I2 − Q̃)θ(t)+

+Γ
+∞∑
k=1

(t− kh)k

k!
αk(AΓ)keAΓ(t−kh)(I2 − Q̃)θ(t− kh)−

−
n∑
i=1

pi∑
k=1

pi−k+1∑
j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ

(pi−k−j+2)
i δ(k−1)(t) ∗ µk(t),

где I1 и I2 — тождественные операторы в E1 и E2, степень
обобщённой функции

µ(t) = δ(t) +
+∞∑
l=1

(−α)lδ(t− lh)
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понимается в смысле операции свёртки.
Справедливо равенство (δ(t)+αδ(t−h))∗µ(t) = δ(t), т.е.

распределение µ(t) ∈ D+ является обратным элементом к(
δ(t) + αδ(t− h)

)
∈ D′+ в сверточной алгебре D′+.
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ON GUIDING POTENTIALS AND ASYMPTOTIC
BEHAVIOR OF TRAJECTORIES FOR RANDOM

DIFFERENTIAL INCLUSIONS
©2020 Y.E. Bezmelnitsyna

(Voronezh; bezmelnicyna@inbox.ru)

In the recent years the sphere of applications of the method
of guiding functions which is due to M.A. Krasnoselskii and A.I.
Perov (see, e.g., [8] and also [3, 5] and their references) has been
extended to the study of qualitative behavior of solutions of
differential equations and inclusions of various types, covering,
in particular, their asymptotics (see, e.g., [2, 6, 7, 9, 10]).

In the present paper we define a random nonsmooth guiding
potential for random differential inclusions and apply it to the
study of the asymptotic behavior of solutions for such inclu-
sions.

In what follows we will use some known notions and notati-
ons from the theory of multimaps (see, e.g., [3, 5]).

Let (X, dX) and (Y, dY ) be metric spaces. By the sym-
bols P (Y ), C(Y ) and K(Y ) we denote the collections of all
nonempty, closed and, respectively, compact subsets of the
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space Y . If Y is a normed space, Kv(Y ) denote the collec-
tions of all nonempty convex compact subsets of Y.

Definition 1. A multimap F : X → P (Y ) is called upper
semicontinuous (u.s.c.) at the point x ∈ X if for each open
set V ⊂ Y such that F (x) ⊂ V there exists δ > 0 such that
dX(x, x′) < δ implies F (x′) ⊂ V. A multimap F : X → P (Y ) is
called u.s.c. if it is u.s.c. at each point x ∈ X.

Let I be a closed subset of R with the Lebesgue measure.
Definition 2. A multifunction F : I → K(Y ) is called

measurable if, for each open subset W ⊂ Y, its pre-image
F−1(W ) = {t ∈ I : F (t) ⊂ W} is the measurable subset of
I.

Let (Ω,Σ, µ) be a complete probability space.
Definition 3. (see [1]). Multimap F : Ω × X → C(Y ) is

called a random multioperator if it is product-measurable, i.e.
measurable w.r.t. Σ ⊗ B(X), where Σ ⊗ B(X) is the smallest
σ-algebra on Ω × X which contains all the sets A × B, where
A ∈ Σ and B ∈ B(X) and B(X) denotes the Borel σ-algebra
on X. If, moreover, F(ω, ·) : X → C(Y ) is u.s.c. for all ω ∈ Ω,
then F is called a random u-multioperator.

We consider the following Cauchy problem for a random
differential inclusion of the form:

x′(ω, t) ∈ F(ω, t, x(ω, t)), (1)

under assumptions that the random u-multioperator F : Ω ×
R× Rn → Kv(Rn) satisfies the sublinear growth condition:
there exists a function α : Ω×R+ → R+ such that (i) for each
ω ∈ Ω a function α(·, t) is measurable, (ii) a function α(ω, ·) is
locally integrable, and we have for each ω ∈ Ω

‖F(ω, t, x)‖ ≤ α(ω, t)(1 + ‖x‖) for a.e. t ∈ R; x ∈ Rn.

By a solution of inclusion (1) on R we mean a function x :
Ω× R→ Rn, such that (j) x(·, t) is measurable for a.e. t ∈ R;
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(jj) x(ω, ·) is absolutely continuous for each ω ∈ Ω; satisfying
for each ω ∈ Ω inclusion (1) for a.e. t ∈ R and the initial
condition at almost every point

x(ω, 0) = x0. (2)

Let us recall some notions of non-smooth analysis (see [4]).
Let V be a locally Lipschitz function on the space Rn. For

x0 ∈ Rn and ν ∈ Rn the Clarke generalized derivative V 0(x0; ν)
at x0 along the direction ν is given by the formula

V 0(x0; ν) = lim
x→ x0

t→ 0+

V (x+ tν)− V (x)

t
,

where x ∈ Rn. Then the Clarke generalized gradient ∂V (x) of
the function V at the point x0 is defined in the following way:

∂V (x0) =
{
x ∈ Rn : 〈x, ν〉 ≤ V 0(x0; ν) for all ν ∈ Rn

}
.

Recall (see, e.g., [4]) that a locally Lipschitz function V : Rn →
R is called regular if for each x ∈ Rn and ν ∈ Rn there exists
the derivative along the direction V ′(x, ν) and it coincides with
V 0(x, ν). It is known that convex functions are regular.

Definition 4. A map V : Ω × Rn → R is called a ran-
dom nonsmooth potential if the following two conditions are
satisfied: (i) V (·, x) : Ω → R is measurable for every x ∈ Rn;
(ii) V (ω, ·) : Rn → R is a regular function for every ω ∈ Ω.
Denote by V the collection of all random nonsmooth potentials
V : Ω × Rn → R such that for each ω ∈ Ω the coercivity
condition lim‖x‖→+∞ V (ω, x) = −∞ holds true.

Notice that, given a function V ∈ V, for each r > 0 and
ω ∈ Ω there exists kω(r) > r such that if αr(ω) := inf{V (ω, x),
‖x‖ ≤ r}, then for each ω ∈ Ω we have V (ω, x) < αr(ω), ‖x‖ ≥
kω(r).
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Now, let g : Ω×R+ → R+ be a given function such that (j)
g(·, t) is measurable for a.e. t ∈ R+; (jj) g(ω, ·) is absolutely
continuous; (jjj) inf{g(ω, t) : ω ∈ Ω, t ∈ R} ≥ 1.

Definition 5. A random nonsmooth potential V ∈ V is
called a random nonsmooth guiding potential for inclusion (1)
along the function g if for each ω ∈ Ω there exists r0(ω) > 0
such that g(ω, t)‖x‖ ≥ r0(ω), t ∈ R implies for each ω ∈ Ω

〈υ, g′(ω, t)x+ g(ω, t)y〉 ≥ 0, if t > 0;

〈υ, g′(ω, t)x+ g(ω, t)y〉 ≤ 0, if t < 0;

for each y ∈ F (ω, t, x), υ ∈ ∂V (g(ω, t)x).
Theorem 1. If V ∈ V is a random nonsmooth guiding po-

tential for inclusion (1) along the function g then each solution
of Cauchy problem (1), (2) satisfies the estimate

‖x(ω, t)‖ ≤ kV (ω) · 1

g(ω, t)
, ω ∈ Ω, t ∈ R, kV (ω) > 0.
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FUNCTIONAL DIFFERENTIAL INCLUSIONS
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Let us mention that the method of guiding functions was
developed by Krasnoselskii and Perov (see, e.g., [14]) for the
investigation of periodic oscillations in dynamical systems go-
verned by differential equations. The notion of guiding function
was generalized in several directions (see, e.g., [1, 2, 4-13]).

Based on the approach given in [1] we present the notion of
nonsmooth random generalized integral guiding functions and
use those to prove some existence results of random solutions
to periodic problem of random functional differential inclusion.
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In what follows we will use some known notions and notati-
ons from the theory of multimaps (see, e.g., [2, 4]).

Let (X, dX) and (Y, dY ) be metric spaces. By the symbols
P (Y ), C(Y ) and K(Y ) we denote the collections of all nonemp-
ty, closed and, respectively, compact subsets of the space Y. If Y
is a normed space,Kv(Y ) denote the collections of all nonempty
convex compact subsets of Y.

Definition 1. A multimap F : X → P (Y ) is called upper
semicontinuous (u.s.c.) at the point x ∈ X if for each open
set V ⊂ Y such that F (x) ⊂ V there exists δ > 0 such that
dX(x, x′) < δ implies F (x′) ⊂ V. A multimap F : X → P (Y ) is
called u.s.c. if it is u.s.c. at each point x ∈ X.

Let I be a closed subset of R with the Lebesgue measure.
Definition 2. A multifunction F : I → K(Y ) is called

measurable if, for each open subset W ⊂ Y, its pre-image
F−1(W ) = {t ∈ I : F (t) ⊂ W} is the measurable subset ofI.

Let (Ω,Σ, µ) be a complete probability space and I = [0, T ].
Definition 3. (see [1]). Multimap F : Ω × X → C(Y ) is

called a random multioperator if it is product-measurable, i.e.
measurable w.r.t. Σ ⊗ B(X), where Σ ⊗ B(X) is the smallest
σ-algebra on Ω × X which contains all the sets A × B, where
A ∈ Σ and B ∈ B(X) and B(X) denotes the Borel σ-algebra
on X. If, moreover, F(ω, ·) : X → C(Y ) is u.s.c. for all ω ∈ Ω,
then F is called a random u-multioperator.

For τ > 0 we denote by the symbol C the space
C([−τ, 0];Rn) of continuous functions x : [−τ, 0] → Rn with
norm ‖x‖ = supt∈[−τ,0] ‖x(t)‖. For x(·) ∈ C([−τ, T ];Rn), the
symbol xt ∈ C denotes the function defined as xt(θ) = x(t+ θ),
θ ∈ [−τ, 0].

We consider the periodic problem for a random functional
differential inclusion of the following form:

x′(ω, t) ∈ F
(
ω, t, xt

)
, (1)

x(ω, 0) = x(ω, T ), (2)
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where the multimap F : Ω× R× C ( Rn satisfies conditions:
(Ft) multifunction F is a T -periodic in the second argument;
(F1) F : Ω× I×C → Kv(Rn) is a random u-multioperator;
(F2) there exists a function c : Ω × I → R such that (i)

for each ω ∈ Ω a function c(·, t) is measurable, (ii) a func-
tion c(ω, ·) is locally integrable, and we have for each ω ∈ Ω
‖F(ω, t, φ)‖ := sup{|z| : z ∈ F(ω, t, φ)} ≤ c(ω, t)(1 + |φ|).
From (F1)-(F2) it follows that the superposition multioperator
PF : Ω×C(I,Rn)→ P (L2(I,Rn)), PF(ω, x) = {f ∈ L2(I,Rn) :
f(s) ∈ F(ω, s, x(s)), for a.e. s ∈ I} is well defined.

By a random solution of problem (1), (2) we mean a function
ξ : Ω× I → Rn such that

(i) the map ω ∈ Ω→ ξ(ω, ·) ∈ C([−τ, T ];Rn) is measurable;
(ii) for each ω ∈ Ω absolutely continuous function ξ(ω, ·) ∈

C([−τ, T ];Rn) satisfies (1), (2) for a.e. t ∈ [−τ, T ].
Let us recall some notions of nonsmooth analysis (see [3]).
Let V be a locally Lipschitz function on the space Rn. For

x0 ∈ Rn and ν ∈ Rn the Clarke generalized derivative V 0(x0; ν)
at x0 along the direction ν is given by the formula V 0(x0; ν) =

lim
x→x0,t→0+

V (x+tν)−V (x)
t

, where x ∈ Rn. Then the Clarke genera-

lized gradient ∂V (x) of the function V at the point x0 is de-
fined as ∂V (x0) = {x ∈ Rn : 〈x, ν〉 ≤ V 0(x0; ν) for all ν ∈ Rn} .
Recall that a locally Lipschitz function V : Rn → R is called
regular if for each x ∈ Rn and ν ∈ Rn there exists the derivative
along the direction V ′(x, ν) and it coincides with V 0(x, ν).

Definition 4. A map V : Ω × Rn → R is called a ran-
dom nonsmooth potential if the following two conditions are
satisfied: (i) V (·, x) : Ω → R is measurable for every x ∈ Rn;
(ii) V (ω, ·) : Rn → R is a locally Lipschitz for every ω ∈ Ω.

Definition 5. A random nonsmooth potential V : Ω×Rn →
R is said to be a random nonsmooth generalized integral guiding
function for inclusion (1) if the following conditions hold: (i)
there exists R0 > 0 such that 0 /∈ ∂V (ω, x) for all (ω, z) ∈
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Ω × Rn : |z| ≥ R0; (ii) the function V (ω, ·) is regular for every
ω ∈ Ω; (iii) there exists N > 0 such that for all ω ∈ Ω from
x ∈ C(I,Rn) with ‖x‖2 ≥ N , it follows that

∫ T
0

〈
υ(t), f(t)

〉
dt ≥

0 for all υ ∈ P∂V (ω, x) and for all f ∈ PF (ω, x).
Theorem 1. Let conditions (Ft), (F1), (F2) hold. If there

exists a regular random nonsmooth generalized integral guiding
function for inclusion (1) such that lim‖x‖→+∞ V (ω, x) = +∞,
then problem (1), (2) has a random solution.
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In this talk we have a deal with the well-posedness and ap-
proximation for nonhomogeneous fractional differential equa-
tions in Banach spaces E:

(Dα
t u)(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ]; u(0) = x,

1This work was supported by Russian Foundation for Basic Research
(Grant Nos. 20-51-50002 and 20-01-00015).
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where Dα
t is the Caputo-Dzhrbashyan derivative 0 < α < 1.

Follow [1] we get the necessary and sufficient condition for the
well-posedness of nonhomogeneous fractional Cauchy problems
in the spaces Cβ

0 ([0, T ];E). Then by using implicit difference
scheme and explicit difference scheme, we deal with the full dis-
cretization of the solutions of nonhomogeneous fractional differ-
ential equations in time variables and the same way as in [2] we
get the stability of the schemes and the order of convergence.

We discuss also discretization of semilinear problem.
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