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Ubungsaufgaben

AUFGABE 25.1. Zeige, dass in einem K-System, in dem das Axiomenschema
Ua — O-a

gilt, bereits das Leerheitsaxiom gilt.

AUFGABE 25.2. Zeige die Aquivalenz (innerhalb der K-Modallogik) der fol-
genden modallogischen Axiomenschemata.

(1) Das Reflexivitédtsaxiom ist dquivalent zu
a— Qa.

(2) Das Symmetrieaxiom ist dquivalent zu
OUa — «.

(3) Das Transitivitéitsaxiom ist dquivalent zu
OOa — Oar.

(4) Das euklidische Axiom ist dquivalent zu
Ola — O .

Zur folgenden Aufgabe vergleiche auch Aufgabe 23.17.

AUFGABE 25.3.*

Es sei M ein K-modallogisches System, in dem zusétzlich das Transiti-
vitdtsaxiom gelte. Ferner sei s ein modallogischer Ausdruck, fiir den

ME-Us < s
gelte. Zeige fiir einen beliebigen Ausdruck p die Ableitbarkeit
M+ -O(pA-p) = —-0Os.

AUFGABE 25.4. Zeige, dass das Lob-Axiom &quivalent zu
Foa — O(a A =Qa)

ist.



Die Aussage ,,ich weif3, dass ich nichts weifl* wird Sokrates zugeschrieben. In
einer epistemischen K-Modallogik folgt daraus, dass Sokrates alles weif3.

AUFGABE 25.5.*

Wir interpretieren den Satz von Sokrates, ,Ich weifl, dass ich nichts weif3,
als modallogisches Axiomenschema

O-Oeo .

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Dieses Axiomenschema ist paradox.
(2) Dieses Axiomenschema ist innerhalb der K-Modallogik dquivalent

zu
OO0«
(3) Dieses Axiomenschema ist innerhalb der K-Modallogik dquivalent
zu
Ua,

also zum Leerheitsaxiom.

AUFGABE 25.6.%

Es sei I' die durch das Lob-Axiom gegebene K-Modallogik, also die Beweis-
barkeitslogik. Wir setzen
L =pA-p
(als Abkiirzung fiir einen Widerspruch). Zeige, dass
I'-0-01 < =01

ableitbar ist.
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AUFGABE 25.7. Es sei I' eine Menge von modallogischen Ausdriicken, die
allesamt nicht paradox seien und es sei
'«

eine Ableitung. Zeige, dass « ebenfalls nicht paradox ist.

AUFGABE 25.8. Welche modallogischen Axiomenschemata gelten in der Pré-
dikatenlogik, wenn man den Notwendigkeitsoperator [J als Vz mit einer fi-
xierten Variablen z interpretiert?

AUFGABE 25.9. Zeige, dass ein gerichteter Graph, der sowohl euklidisch als
auch symmetrisch ist, auch transitiv ist.

AUFGABE 25.10. Zeige, dass ein gerichteter Graph (M, R) genau dann re-
flexiv ist, wenn fiir die Nachfolgermengen zu jeder Teilmenge T C M die
Beziehung

T C Nachf (T")

gilt.
Auf einer Menge M nennt man eine Abbildung
P (M) — PB(M), T+—T,

einen Hiillenoperator, wenn die folgende Eigenschaften fiir alles Teilmengen
S, T C M gelten.

(1)

TCT
(2) Mit
SCT
ist auch
SCT
3) -
T=T.

AUFGABE 25.11. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Welche der Eigen-
schaften eines Hiillenoperators erfiillt die Abbildung

B (M) — P (M), T — Nachf (T),

welche nicht?
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Auf einer Menge M nennt man eine Abbildung
P(M) — P (M), T+— T,

einen topologischen Hiillenoperator, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle
Teilmengen S, T" C M gelten.

TCT
(2) -
SUT = SuUT
(3) B
D =10
(4) B
T=T

AUFGABE 25.12. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Es sei M ein topologischer Raum. Dann ist die Zuordnung
PB(M) — B (M), T —T := N A,
TCA, A abgeschlossen

die also einer Teilmenge ihren Abschluss (oder ihre abgeschlossene
Hiille) zuordnet, ein topologischer Hiillenoperator.

(2) Auf M sei ein topologischer Hiillenoperator gegeben. Dann erhalt
man eine Topologie auf M, indem man die Teilmengen mit A = A
als abgeschlossen erkléart.

AUFGABE 25.13. Es sei (M, R) ein gerichteter Graph. Wie kann man gra-
phentheoretisch charakterisieren, dass die Abbildung

P (M) — B (M), T — Nacht (T,

ein topologischer Hiillenoperator ist?

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 25.14. (4 Punkte)

Zeige, dass das modallogische Leerheitsaxiom das Autismusaxiom und dass
das Autismusaxiom das Phantasiearmutsaxiom impliziert. Zeige ferner, dass
diese Implikationen nicht umkehrbar sind.



AUFGABE 25.15. (2 Punkte)

Zeige, dass eine fatalistische K-Modallogik, die einen paradoxen Ausdruck
enthélt, bereits widerspriichlich ist.

AUFGABE 25.16. (2 Punkte)

Zeige, dass das Lob-Axiom paradox ist.

AUFGABE 25.17. (4 Punkte)

Zeige, dass fiir einen gerichteten Graphen (M, R) die folgenden Eigenschaften
dquivalent sind.

(1) (M, R) ist reflexiv und euklidisch.
(2) (M, R) ist symmetrisch, transitiv und sackgassenfrei.
(3) (M, R) ist eine Aquivalenzrelation

AUFGABE 25.18. (2 Punkte)

Zeige, dass ein gerichteter Graph (M, R) genau dann transitiv ist, wenn fiir
die Nachfolgermengen zu jeder Teilmenge T" C M die Beziehung

Nachf (Nachf (T")) € Nachf (T")
gilt.
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