
HAL Id: tel-00007388
https://theses.hal.science/tel-00007388v1

Submitted on 12 Nov 2004

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Structures arborescentes : problèmes algorithmiques et
combinatoires

Cedric Chauve

To cite this version:
Cedric Chauve. Structures arborescentes : problèmes algorithmiques et combinatoires. Autre [cs.OH].
Université Sciences et Technologies - Bordeaux I, 2000. Français. �NNT : �. �tel-00007388�

https://theses.hal.science/tel-00007388v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


No d'ordre : 2317 TH�ESEPR�ESENT�EE �AL'UNIVERSIT�E BORDEAUX I�ECOLE DOCTORALE DE MATH�EMATIQUES ET D'INFORMATIQUEPar Cedri CHAUVEPOUR OBTENIR LE GRADE DEDOCTEURSP�ECIALIT�E : INFORMATIQUE
Strutures arboresenes : probl�emesalgorithmiques et ombinatoiresSoutenue le : 11 d�eembre 2000Apr�es avis de : MM. Dominique Gouyou-Beauhamps RapporteursMireille R�egnier . . . . . . . . . . . . . . . . .Volker Strehl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Devant la Commission d'examen form�ee de :MM. Robert Cori Professeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pr�esidentMireille Bousquet-M�elou Charg�ee de reherhe au CNRS . . RapporteurMaxime Crohemore Professeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ExaminateurSerge Duluq Professeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DireteurDominique Gouyou-Beauhamps Professeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ExaminateurMireille R�egnier Diretrie de reherhe �a l'INRIA ExaminatrieVolker Strehl Professeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Examinateur2000





iAu ours de es trois ann�ees de th�ese, j'ai rois�e de nombreuses personnes que je mesuis promis de remerier: : : que les absents de la (pourtant longue) liste qui suit veuillentbien me pardonner.Le professeur Volker Strehl a assist�e �a mes premiers pas balbutiants hors du douxoon du LaBRI, lors d'un s�eminaire lotharingien de ombinatoire en Allemagne, et sagentillesse fut d'un grand seours. Je suis don partiuli�erement sensible au fait qu'il aitaept�e le lourd travail de rapporter ette th�ese et d'assister �a ette soutenane.�A la sortie de mon DEA, j'ai pass�e de longues semaines �a s�eher sur les tableaux deYoung de hauteur born�ee. Une des motivations de ette tentative r�esidait dans les beauxartiles de Dominique Gouyou-Beauhamps sur e sujet (qui ont don aompagn�e mespremiers �ehes). Je suis tr�es heureux de le ompter parmi mes rapporteurs et dans monjury.Je remerie Mireille R�egnier d'avoir apport�e le point de vue de l'algorithmiienne sure travail.Le livre de Maxime Crohemore sur l'algorithmique des mots fut mon livre de hevetdurant ma premi�ere ann�ee de th�ese. Je suis don tr�es heureux qu'il ait aept�e de partiiper�a e jury.Il est �a la fois �etrange et agr�eable de retrouver dans son jury ses aniens enseignants (de\quand on �etait petit"). Ma passion pour l'algorithmique remontant au ours de lienede Robert Cori, je suis partiuli�erement heureux de sa partiipation �a e jury. J'ajouteque ses questions et ommentaires lors de mes divers expos�es en groupe de travail ontsensiblement ontribu�e au d�eveloppement de ette th�ese.Il y aurait vraiment trop �a dire pour exprimer la joie que j'�eprouve �a ompter MireilleBousquet-M�elou (Mimi) dans mon jury, tant pour des raisons sienti�ques (je ne ite queles onstellations) qu'extra-sienti�ques (v�eloip�ediques notamment). Je m'arrête don l�aavant de noirir une page enti�ere.En�n, mon \hef", Serge. Pour exprimer toute ma gratitude �a son �egard, je dirais qu'enme retournant sur es trois ann�ees �eoul�ees, je m'aper�ois qu'il m'a permis de m'�epanouirsienti�quement, enadrant de r�eunions hebdomadaires mes d�ebuts h�esitants avant de melaisser progressivement voler de mes propres ailes vers d'autres horizons (�a la fois olori�eset qu�eb�eois), sans toutefois jamais me perdre de vue. J'ajoute que sa releture attentive(doux euph�emisme) de e m�emoire est pour beauoup dans le fait qu'il soit lisible (jel'esp�ere).En parlant de hef, je ne peux m'empêher de dire ii toute l'admiration que je porte �aPierre Leroux, qui m'a gentiment aueilli au LaCIM et m'a guid�e dans le monde fasinantde la th�eorie des esp�ees. Je m'estime privil�egi�e d'avoir pu travailler ave lui et son omp�ereGilbert Labelle.Continuons en m�elangeant joyeusement les nombreux ombinatoriiens que j'ai r�eguli�e-rement rois�es que e soit au LaBRI ou au LaCIM : Saha (dont la gentillesse semble n'avoird'�egal que l'immensit�e de ses onnaissanes), B�etr�ema (Canaris 0 - Girondins 5), Sre�koBrlek, Fran�ois Bergeron, Olivier Guibert, Jean-Guy Penaud, Xavier Viennot, : : :L'un des aspets les plus agr�eables du petit monde de la ombinatoire est que haqueonf�erene est l'oasion de retrouver, en g�en�eral autour d'une bonne bi�ere, un groupe dejeunes amarades : Gilles (en onat�enant les nombreuses questions que je lui ai pos�eeson doit pouvoir ouvrir la distane s�eparant Bordeaux de Nany), Dominique (ompagned'infortune lors du s�eminaire lotharingien sus-it�e : : : �a r�ee des liens), Sylvie (que jen'aurais jamais ru remerier apr�es notre premi�ere renontre), Mike (�a qui je dois no-tamment la d�eouverte du Roky Horror Piture Show), �Etienne, Luigi, Marni (qui m'a
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IntrodutionLes travaux que nous pr�esentons dans e m�emoire se situent dans deux domainesonnexes de l'informatique, la ombinatoire, et plus pr�eis�ement la ombinatoire �enum�era-tive, et l'algorithmique. Nous nous sommes int�eress�es �a divers probl�emes ayant en ommunle fait de manipuler des strutures arboresentes.Si la notion de struture arboresente n'a �et�e formalis�ee, en termes math�ematiques, quetardivement (au XIX�eme si�ele), la pr�esentation arboresente d'un ensemble de donn�eesest une pratique bien ant�erieure. On peut par exemple iter les arbres g�en�ealogiques, maisaussi la repr�esentation de vertus par des arbres de la sagesse dans ertains livres m�edi�evaux,ou enore les arbres de lassi�ation d'esp�ees animales des naturalistes des XVII�eme etXVIII�eme si�eles.La premi�ere formalisation math�ematique du onept d'arbre est g�en�eralement attribu�ee�a Kirhho� et est issue de travaux portant sur l'�etude des iruits �eletriques.Un arbre est un graphe onnexe aylique.Une arboresene est un arbre ayant un sommet distingu�e 1.La �gure suivante repr�esente un arbre (�a gauhe) et une arboresene (�a droite).sommet distingu�e
C'est ependant Cayley qui a introduit le terme d'arbre, dans une s�erie d'artiles (le pre-mier datant de 1857), portant prinipalement sur l'�enum�eration d'arbres et d'arboresenesen relation ave l'�etude de formules alg�ebriques [30℄. �A la suite de es premiers travauxde Cayley, l'�etude des propri�et�es des strutures arboresentes s'est rapidement impos�eeomme un domaine lassique et f�eond de la ombinatoire, notamment de la ombina-toire �enum�erative (on peut se reporter aux ouvrages de Moon [120℄, Harary et Palmer [88,hapitre 3℄, Stanley [148, hapitre 5℄, Bergeron, Labelle et Leroux [16℄).Cet int�erêt pour les strutures arboresentes a ensuite onnu un nouvel essor ave led�eveloppement de l'informatique. Selon Knuth, les arboresenes sont en e�et \les plus im-portantes strutures non lin�eaires apparaissant en algorithmique" [102, page 308℄. De nom-breux algorithmes manipulant des arboresenes (notamment ette struture de donn�ee1. On peut noter que ette terminologie, issue des travaux de th�eorie des graphes (voir par exemplele livre de Berge [14℄), est di��erente de la terminologie utilis�ee ouramment dans les travaux traitantd'algorithmique des strutures arboresentes, o�u on appelle arbre (resp. arbre non enrain�e) e que nousappelons arboresene (resp. arbre). 1



2 INTRODUCTIONfondamentale qu'est l'arboresene binaire de reherhe), l'analyse des performanes entemps de es algorithmes (en moyenne ou dans le as le pire) n�eessite souvent une onnais-sane �ne de propri�et�es ombinatoires de es strutures (voir les ouvrages de Knuth [102,setion 2.3℄ et Sedgewik et Flajolet [139, hapitre 5℄).Finalement, on peut noter que de nombreux probl�emes (math�ematiques, biologiques,et) pouvant être exprim�es (ou mod�elis�es) en termes d'arboresenes, la question de lar�esolution algorithmique de es probl�emes implique la mise au point d'algorithmes eÆ-aes manipulant des strutures arboresentes. On peut iter par exemple le probl�emede la reonstrution phylog�en�etique soure de nombreux travaux algorithmiques r�eentsmanipulant des arboresenes phylog�en�etiques (voir l'ouvrage de Gus�eld [86, hapitre 17℄ou la th�ese de Berry [19℄).Notre travail se situe dans es deux domaines, �a savoir l'�etude des propri�et�es ombina-toires de strutures arboresentes et la mise au point d'algorithmes manipulant de tellesstrutures. Bien que es deux types probl�emes aient omme point ommun de manipulerdes strutures arboresentes, les probl�ematiques, tout omme les m�ethodes employ�ees, sontde natures di��erentes, e qui nous a onduit �a s�eparer e m�emoire en deux parties, unepremi�ere partie onsar�ee aux probl�emes ombinatoires et une seonde partie onsar�eeaux probl�emes algorithmiques.Terminologie et onventions. Nous reprenons la terminologie lassique ompos�ee determes provenant essentiellement du voabulaire de la g�en�ealogie et de la botanique.Soit A une arboresene. On appelle raine de A son sommet distingu�e. Soient x et ydeux sommets de A. Si le hemin allant de la raine �a y passe par x, on dit que x est unanêtre de y et que y est un desendant de x. Si de plus x et y sont reli�es par une arête,on dit alors que x est le p�ere de y et que y est un �ls de x. Si deux sommets ont le mêmep�ere, on dit qu'ils sont fr�eres. On appelle degr�e d'un sommet x de A le nombre de �ls dex. On dit que x est une feuille si son degr�e est nul, et que x est un n�ud sinon.Il existe de nombreuses fa�ons de repr�esenter une struture arboresente, mais danse m�emoire, nous onvenons, �a l'instar de e qui est le plus ourant dans la litt�erature,de dessiner une arboresene en pla�ant le sommet distingu�e en haut, toutes les arêtess'�eloignant de e sommet (dessin de droite de la �gure i-dessous).sommet distingu�e
�Enum�eration de strutures arboresentes. La premi�ere partie de e m�emoire estonsar�ee �a l'�enum�eration de diverses familles de strutures arboresentes, en g�en�eral selonle nombre de sommets. La plupart des artiles initiaux de Cayley traitant de struturesarboresentes �etaient onsar�es �a leur �enum�eration. Dans un artile �el�ebre [29℄, e der-nier s'est notamment int�eress�e aux arboresenes �etiquet�ees (haun des n sommets estmuni d'un �etiquette enti�ere appartenant �a [n℄, deux sommets ne pouvant avoir la même�etiquette) libres (seules les relations d'adjaene entre sommets sont prises en ompte) eta montr�e le r�esultat suivant 2 :le nombre d'arboresenes libres �a n sommets et de raine 1 est nn�2,



INTRODUCTION 3le orollaire suivant en d�eoulant imm�ediatement :le nombre d'arboresenes libres �a n sommets est nn�1.Ces arboresenes, qui sont parfois appel�ees arboresenes de Cayley, plutôt que libres,sont un objet entral apparaissant dans de nombreux probl�emes ombinatoires, omme parexemple les fatorisations minimales de permutations irulaires en produit de transpo-sition [53℄, l'�etude des fontions de parking ou, plus r�eemment, le d�enombrement desr�egions de la famille d'arrangements d'hyperplans d�e�ni par Shi [147, 124℄.Cette partie d�ebute par un hapitre d'introdution, dans lequel nous �xons des no-tations et d�e�nitions que nous utilisons dans les hapitres ult�erieurs. Puis, toujours danse hapitre introdutif, nous pr�esentons deux preuves du r�esultat de Cayley utilisant desoutils que nous reprenons dans les hapitres suivants : le odage de Pr�ufer, qui illustrel'approhe bijetive et le odage des arboresenes par des mots, et la formule d'inversionde Lagrange, qui illustre l'approhe formelle et l'utilisation de s�eries g�en�eratries.Le hapitre suivant est onsar�e �a l'�etude ombinatoire de la famille An;k des arbores-enes de Cayley �a n sommets telles que la raine poss�ede exatement k �ls qui lui sontinf�erieurs. Nous montrons notamment de mani�ere bijetive le r�esultat suivant (th�eor�eme16). Le nombre d'arboresenes de An+1;k est �nk�nn�k.Dans le as k = 0, e r�esultat implique que le nombre d'arboresenes de Cayley �a n+ 1sommets telles que la raine est inf�erieure �a tous ses �ls est nn. Nous poursuivons parl'�etude de divers param�etres lassiques sur les strutures arboresentes (l'�etiquette de laraine, le degr�e de la raine ou enore le nombre d'arêtes d�eroissantes) pour la familleAn;k, qui permet de donner des expliations ombinatoires pour plusieurs identit�es faisantintervenir nn, nouvelles pour la plupart �a notre onnaissane. Nous proposons ensuiteune nouvelle desription de la bijetion due �a Moszkowski [122℄ prouvant que le nombre defatorisations de la permutation ylique (1;2; : : : ;n) en produit de n�1 transpositions estnn�2, desription qui nous permet de raÆner e r�esultat et de relier un sous-ensemble dees fatorisations �a An;0. Finalement, nous onluons e hapitre en proposant un lemmeg�en�eral pour l'�enum�eration d'arboresenes telles que la raine est inf�erieure �a ses �ls,que nous appliquons aux arboresenes ordonn�ees, planes et yliques. Les r�esultats de ehapitre ont �et�e obtenus en ollaboration ave Serge Duluq et Olivier Guibert [36℄.Dans le hapitre 3, nous poursuivons l'�etude ombinatoire de la famille d'arboresenesAn;0. Nous nous int�eressons au polynôme �enum�erateur des inversions de ette famille (uneinversion dans une arboresene est un ouple (x;y) de sommets tels que x est un anêtre dey et x > y). Dans le as des arboresenes de Cayley de raine 1, e polynôme a �et�e �etudi�epar Kreweras [106℄, qui d�emontre une formule de r�eurrene qu'il satisfait (permettant parexemple de aluler le nombre d'arboresenes ayant un nombre �x�e d'inversions) et relieson �evaluation en 0, 1, 2 et �1 �a des objets ombinatoires lassiques (graphes et nombresd'Euler). Nous proposons une g�en�eralisation des r�esultats de Kreweras pour la famille desarboresenes de An;0 de raine r �x�ee (en posant r = 1 dans nos r�esultats, nous obtenonseux de Kreweras). Les r�esultats de e hapitre ont �et�e obtenus en ollaboration avePhilippe Duhon et Serge Duluq [34℄.Le troisi�eme hapitre est onsar�e �a l'�enum�eration d'arboresenes alternantes. Unearboresene est alternante si toute suite x1;x2;x3 : : : de sommets suessivement reli�es2. Bien que e r�esultat soit en g�en�eral attribu�e �a Cayley, il avait �et�e auparavant d�eouvert par Sylvesteren 1857.



4 INTRODUCTIONpar une arête dans ette arboresene v�eri�e x1 < x2 > x3 < � � � ou x1 > x2 < x3 > � � � .Les arboresenes de Cayley alternantes ont �et�e introduites par Postnikov [124, 125℄ enrelation ave la famille d'arrangements d'hyperplans de Linial. Dans e hapitre, nousdonnons une preuve bijetive de la formule d�enombrant le nombre d'arboresenes deCayley alternantes, r�epondant ainsi �a une question de Postnikov [125℄. Nous poursuivonsen montrant que le nombre d'arboresenes ordonn�ees alternantes �a n+1 sommets est 2nn.Nous donnons deux preuves de e r�esultat : une preuve formelle bas�ee sur la ompositionde s�eries g�en�eratries et la formule d'inversion de Lagrange, suivie d'une preuve bas�ee surune bijetion ave les arboresenes de An;0. Les r�esultats de e hapitre ont �et�e obtenusen ollaboration ave Serge Duluq et Andrew Rehnitzer [37℄.Les deux derniers hapitres de ette partie sont entr�es autour de l'extension aux s�eriesmultivari�ees de la formule d'inversion de s�eries formelles de Lagrange, partiuli�erementadapt�ee �a l'�enum�eration de strutures arboresentes olori�ees (haque sommet est muni,en plus de son �etiquette, d'une ouleur hoisie parmi un ensemble de ouleurs �x�e). Laformule de Lagrange est un outil partiuli�erement utile pour traiter de nombreux probl�emesd'�enum�eration de strutures arboresentes arat�eris�ees par des s�eries g�en�eratries �a unevariable [16, setion 3.1℄. L'�enum�eration de strutures arboresentes olori�ees faisant appel�a des s�eries g�en�eratries multivari�ees, Good [72℄ a propos�e en 1960 une extension de laformule de Lagrange permettant de prendre en ompte le as de s�eries multivari�ees. Parmiles di��erentes formes �equivalentes de la formule de Good (voir [16, setion 3.2℄), il en estune, introduite ind�ependamment par Goulden et Kulkarni [80℄ et Bender et Rihmond [11℄,qui est partiuli�erement int�eressante ar elle ne fait pas intervenir de alul de d�eterminant(ontrairement �a toutes les autres formes) et s'interpr�ete naturellement en termes d'objetsombinatoires lassiques (arboresenes olori�ees et endofontions olori�ees). Goulden etKulkarni utilisent ette propri�et�e pour donner une preuve bijetive de ette formule. Dansles hapitres 5 et 6 nous proposons une approhe bijetive de ette formule, approhe quinous permet de lari�er et d'expliquer ombinatoirement ertains r�esultats obtenus parappliation des formes lassiques de la formule de Good, et de d�eduire de es expliationsdes algorithmes de g�en�eration al�eatoire uniforme pour les strutures onsid�er�ees. Ces deuxaspets repr�esentent, �a notre avis, un point de vue int�eressant sur la formule de Good etl'�enum�eration de strutures arboresentes olori�ees.Dans le hapitre 5 nous pr�esentons di��erentes formes de la formule de Good, dont laforme due �a Goulden-Kulkarni et Bender-Rihmond, que nous appelons forme arboresentear bas�ee sur la notion de d�eriv�ee d'un veteur de s�eries formelles multivari�ees relativement�a une arboresene. Nous proposons ensuite une nouvelle preuve bijetive de ette formule,plus simple que la seule preuve bijetive onnue (due �a Goulden et Kulkarni [80℄), bas�eesur une variante de la preuve de la formule de Lagrange pour les s�eries �a une variable due�a G. Labelle [108℄. Comme la preuve de Goulden et Kulkarni, notre preuve repose sur unebijetion entre arboresenes olori�ees et endofontions olori�ees. Nous illustrons ensuiteun premier int�erêt d'une telle preuve en proposant des expliations ombinatoires pourplusieurs formules d�enombrant des arboresenes olori�ees dont la partition des arêtes est�x�ee. Si la plupart de es formules �etaient d�ej�a pr�esentes dans la litt�erature, les preuves quenous en donnons sont, �a notre onnaissane, les premi�eres �a être purement ombinatoires.Nous poursuivons en expliquant deux formules d�enombrant des atus planaires, une fa-mille de graphes olori�es reli�es aux fatorisations minimales de permutations yliques enproduit de permutations [22, 21℄ et �a la lassi�ation topologique des polynômes omplexes[87, 58℄. Nous d�eduisons de es preuves des algorithmes de g�en�eration al�eatoire uniformesde atus planaires selon le nombre de sommets de haque ouleur ou selon la partition desdegr�es. Les r�esultats de e hapitre ont �et�e obtenus en ollaboration ave Mihel Bousquet,



INTRODUCTION 5Gilbert Labelle, Pierre Leroux et Gilles Shae�er [23, 24℄.Le dernier hapitre de ette partie est onsar�e �a l'�enum�eration et �a la g�en�erational�eatoire de onstellations planaires. Une m-onstellation planaire est une arte planaireobtenue en ollant des polygones �a m sommets de sorte que pour haque fae de la arteainsi obtenue, le nombre d'arêtes la bordant soit un multiple de m. Ces objets sont enrelation ave les fatorisations minimales de permutations en produits de permutations etont �et�e notamment �etudi�es par N. Hanusse [87℄, et M. Bousquet-M�elou et G. Shae�er[135, 25℄. Ces derniers montrent notamment, �a l'aide de la onjugaison d'arboresene,tehnique introduite dans [135℄, que les m-onstellations sont en bijetion ave une famillepartiuli�ere d'arboresenes : les arboresenes eul�eriennes. Nous montrons alors que l'onpeut mettre es arboresenes en bijetion ave une famille d'arboresenes pour lesquelleson peut appliquer la formule de Good. Nous obtenons ainsi une formule d�enombrant lenombre de m-onstellations ayant n sommets et f faes et en d�eduisons un algorithme deg�en�eration al�eatoire pour es strutures. Dans le as m = 2, nous obtenons de plus unenouvelle formule d�enombrant les artes biparties selon le nombre de sommets et de faes.Reherhe de motifs. Dans la seonde partie de e m�emoire, nous nous int�eressonsau probl�eme algorithmique onstitu�e par la reherhe de motifs dans une arboresene.Le probl�eme de la reherhe de motifs (\pattern mathing") est un probl�eme lassique enalgorithmique (voir par exemple le r�eent livre �edit�e par Apostolio et Galil [7℄) que l'onpeut d�e�nir de la fa�on suivante.�Etant donn�ees deux strutures de même type, un texte T et un motif M , onherhe �a rep�erer toutes les ourrenes (ette notion d�ependant des struturesonsid�er�ees) de M pr�esentes dans T .Dans le as des mots, lorsque par exemple, T = baababab et M = aba, on a deuxourrenes deM dans T d�ebutant respetivement en position 4 et 7. Dans le as des arbo-resenes, on onsid�ere habituellement des arboresenes ordonn�ees (pour haque sommet,on impose un ordre lin�eaire sur ses �ls) telles que tout sommet est muni d'une �etiquetteappartenant �a un alphabet �, deux sommets pouvant ii avoir la même �etiquette. Intuiti-vement, on dit qu'on a une ourrene de M (le motif) en un sommet x de T (le texte) sien pla�ant la raine de M en x, on arrive �a une situation (que l'on devra pr�eiser) danslaquelle tout sommet (resp. arête) de M reouvre un sommet (resp. arête) de T ayant lamême �etiquette.Dans nos travaux, nous nous sommes plus partiuli�erement int�eress�es au probl�eme de lareherhe de motif dans un texte statique. Revenons aux mots et onsid�erons par exemplele as d'une enylop�edie sur CD-ROM. Une des fontionnalit�es indispensables �a un tellogiiel est une pro�edure permettant de rep�erer toutes les ourrenes d'un motM dans letexte de ette enylop�edie. En remarquant que dans toute instane (T;M) de e probl�emele param�etre T est le même (le texte de l'enylop�edie), il est naturel de vouloir traiter esprobl�emes de reherhe de motifs de la mani�ere suivante : pr�etraiter le texte T une fois pourtoute lors de la r�eation du CD-ROM et utiliser les informations de e pr�etraitement pourreherher rapidement les ourrenes d'un motif 3. La solution g�en�eralement employ�eedans e as onsiste �a onstruire une struture de donn�ees annexe indexant les suÆxes3. Parmi les nombreuses autres appliations o�u l'on retrouve la situation d'un texte statique, on peutiter la reherhe de motifs dans des banques de donn�ees regroupant des milliers de s�equene issues del'analyse des g�enomes (une fois qu'une s�equene est ajout�ee dans la banque, elle n'est plus modi��ee et ellepeut don être pr�etrait�ee lors de ette insertion).



6 INTRODUCTIONdu texte T : en remarquant que toute ourrene du motif M dans T est pr�e�xe d'un dessuÆxes de T , et index permet de d�eterminer rapidement les ourrenes de M dans T(en g�en�eral en temps proportionnel �a la seule taille du motif, 'est �a dire ind�ependammentde la taille du texte). Dans le as des mots, les prinipales strutures de donn�ees utilis�eespour indexer les suÆxes d'un texte sont l'automate des suÆxes, le tableau des suÆxes etl'arboresene des suÆxes [52, hapitres 5 et 6℄.Notre but est de traiter le probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresenestatique en nous inspirant essentiellement de l'utilisation de l'arboresene des suÆxesdans le as des mots. Dans un premier hapitre, nous d�e�nissons formellement la notiond'ourrene d'un motifM dans une arboresene T et une restrition de ette notion (quenous appelons ourrene ompate). On peut ependant noter que la notion g�en�erale d'o-urrene est �equivalente �a la notion d'ourrene ompate si les arboresenes onsid�er�eessont des termes (enore appel�es arboresenes d'expression). Nous poursuivons par une ra-pide pr�esentation du probl�eme de la reherhe de motifs dans les mots, en nous int�eressantsurtout �a une struture de donn�ees souvent utilis�ee dans le as d'un texte statique : l'ar-boresene des suÆxes d'un mot, qui est �a la base des r�esultats que nous proposons par lasuite. Nous e�etuons ensuite une revue des prinipaux artiles traitant de reherhe demotifs dans une arboresene. Cette �etude nous am�ene notamment �a faire les remarquessuivantes :{ le sujet a �et�e relativement peu �etudi�e, notamment d'un point de vue pratique, laplupart des algorithmes propos�es �etant assez omplexes,{ tous les algorithmes propos�es reherhent les ourrenes ompates du motif dansle texte et ne semblent pas pouvoir être ais�ement �etendus pour reherher les our-renes g�en�erales,{ auun des algorithmes propos�es ne se plae dans le as d'un texte statique.Nous onluons e hapitre par une adaptation simple d'un algorithme propos�e Ho�mannet O'Donnell [91℄ pour la reherhe des ourrenes ompates qui nous permet de reher-her les ourrenes g�en�erales du motif dans le texte.Le seond hapitre propose une approhe du as statique pour les termes reposant surle odage d'un terme par un mot et l'utilisation de l'arboresene des suÆxes de e mot.La omplexit�e dans le pire des as de l'algorithme que nous proposons n'am�eliore pas lesr�esultats th�eoriques onnus, mais des r�esultats exp�erimentaux nous laissent penser qu'ilest tr�es int�eressant d'un point de vue pratique. Nous proposons aussi une variante de etalgorithme pour la reherhe des ourrenes ompates du motif dans le texte.Le dernier hapitre de ette partie propose une approhe plus th�eorique du probl�emeque nous onsid�erons, dans laquelle nous �etendons la notion d'arboresene des suÆxesdes mots aux arboresenes. En e�et, �etant donn�ee une famille de strutures de donn�eeset une notion de suÆxes de es strutures, il est naturel de vouloir d�e�nir une notiond'arboresene des suÆxes pour es strutures. Gianarlo et Grossi ont par exemple suiviette d�emarhe dans le as des matries arr�ees [66, 67℄. R�eemment, Kosaraju [105℄ aintroduit une notion d'arboresene des suÆxes d'une arboresene, dans laquelle un suÆxeest un hemin allant d'un sommet vers la raine. Dans e hapitre, nous introduisonsune nouvelle notion de suÆxe, inspir�ee de la notion de suÆxe d'un mot : un suÆxe d'unearboresene T est une sous-arboresene maximale de T . On a don exatement un suÆxepar sommet x de T (la sous-arboresene de T de raine x), e qui permet de d�e�nir unenotion d'arboresene des suÆxes d'une arboresene T oupant un espae lin�eaire parrapport au nombre de sommets de T . Nous proposons ensuite un algorithme permettantde onstruire une telle arboresene des suÆxes, d�eriv�e de l'algorithme de MCreight pour



INTRODUCTION 7l'arboresene des suÆxes d'un mot [118℄. Nous onluons en �evoquant les appliations dede ette struture en termes de reherhe de motifs dans une arboresene.
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Premi�ere partie�Enum�eration de struturesarboresentes





Chapitre 1�Enum�eration d'arboresenesDans ette premi�ere partie, nous onsid�erons les arboresenes d'un point de vue om-binatoire, en nous attahant �a �enum�erer plusieurs familles d'entre elles. Dans e premierhapitre, nous pr�esentons quelques r�esultats lassiques sur e sujet.1.1 D�e�nitionsDans e premier paragraphe, nous introduisons les d�e�nitions et notations n�eessaires.On rappelle tout d'abord la d�e�nition la plus g�en�erale d'une arboresene.Une arboresene �a n sommets est un graphe onnexe sans yle ayant n sommets(et don (n� 1) arêtes) dont on a distingu�e un sommet, appel�e la raine.D�e�nition 1. Une arboresene est dite �etiquet�ee si haun de ses sommets est munid'une �etiquette de sorte que l'ensemble des sommets est totalement ordonn�e. En g�en�eral,on �etiquette une arboresene �a n sommets ave les entiers de 1 �a n (on parle alors d'unearboresene sur [n℄).Notation. Sauf mention ontraire, toutes les arboresenes que nous onsid�erons sont�etiquet�ees et nous omettons don de le pr�eiser.732 5 18 64(a) (b)Fig. 1.1 { (a) Une arboresene �etiquet�ee sur [8℄ - (b) Une arboresene non �etiquet�ee11



12 CHAPITRE 1. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCESDans la suite de ette partie, pour introduire la notion de famille d'arboresenes, nousnous inspirons de la th�eorie des esp�ees de strutures [16℄, d�evelopp�ee par l'�eole montr�e-alaise de ombinatoire �a la suite des travaux d'Andr�e Joyal [96℄, partiuli�erement adapt�ee�a l'�enum�eration de strutures arboresentes.D�e�nition 2. Soit A une arboresene et x un sommet de A. On appelle �bre de x l'en-semble des �ls de x.Nous onsid�erons diverses familles d'arboresenes qui se distinguent par la strutureombinatoire (�etiquet�ee) dont on munit la �bre de haque sommet.D�e�nition 3. Soit F une famille (ou lasse) d'objets ombinatoires �etiquet�es et Fn l'en-semble des objets de F sur [n℄. On appelle F-arboresenes l'ensemble des arboresenestelles que pour tout sommet x, si sa �bre omporte n sommets, elle est munie d'unestruture de Fn (on dit alors que la �bre de x est munie d'une F-struture).Par exemple, les familles d'arboresenes les plus ouramment �etudi�ees dans la litt�eraturesont{ les arboresenes de Cayley, pour lesquelles seules omptent les relations d'adjaeneentre sommets (la �bre de haque sommet est munie d'une struture d'ensemble etil y a don plusieurs fa�ons de dessiner une arboresene de Cayley),{ les arboresenes ordonn�ees, pour lesquelles les �ls d'un sommet sont totalementordonn�es (la �bre de tout sommet est munie d'une struture de liste ordonn�ee).773 2 5 1 6 32 6 1 54 4Fig. 1.2 { Deux arboresenes ordonn�ees di��erentes, mais identiques si on les onsid�ereomme arboresenes de CayleyNotation. Nous notons A (resp. O) l'ensemble des arboresenes de Cayley (resp. or-donn�ees), An (resp. On) l'ensemble des arboresenes de Cayley (resp. ordonn�ees) �a nsommets et an (resp on) le nombre d'arboresenes de Cayley (resp. ordonn�ees) �a n som-mets.On peut bien entendu utiliser toute lasse de strutures ombinatoires �etiquet�ees pourd�e�nir une famille d'arboresenes (rien n'interdit par exemple de munir la �bre d'unsommet d'une struture d'arboresene ordonn�ee binaire, struture que l'on retrouve dansdiverses strutures de donn�ees), ou d'utiliser diverses strutures pour d�e�nir une familled'arboresenes (on peut par exemple munir la �bre des sommets pairs d'une struture deliste ordonn�ee et la �bre des sommets impairs d'une struture d'ensemble).Notation. Les prinipales lasses de strutures que nous utilisons pour d�e�nir des famillesd'arboresenes sont elles d'ensemble, not�ee E , elle de liste ordonn�ee, not�ee L et ellede liste irulairement ordonn�ee, not�ee C. Les arboresenes de Cayley sont don les E-arboresenes et les arboresenes ordonn�ees les L-arboresenes.



1.2. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCES DE CAYLEY 13D�e�nition 4. Soient F et G deux familles de strutures ombinatoires. On appelle G-assembl�ee de F-arboresenes tout ensemble de F-arboresenes muni d'une G-struture.Si les �etiquettes des arboresenes pr�esentes dans une G-assembl�ee sont deux �a deux dis-tintes et orrespondent �a l'ensemble [n℄, on parle alors de G-assembl�ee de F-arboresenessur [n℄. On appelle forêt de F-arboresenes les E-assembl�ees de F-arboresenes.73 18 613 2 114 10 512 9Fig. 1.3 { Une forêt �a 13 sommetsBien que la struture de la �bre des sommets soit la prinipale ondition permettant ded�e�nir des familles d'arboresenes, on peut bien entendu imposer d'autres onditions. Parexemple, on peut onsid�erer des arboresenes roissantes (pour tout sommet di��erent dela raine, son �etiquette est sup�erieure �a elle de son p�ere) [41, 15, 132℄, des arboresenesalternantes (hapitre 4), et.1.2 �Enum�eration d'arboresenes de CayleyLe premier - et le plus fameux - r�esultat onernant l'�enum�eration d'arboresenes deCayley est g�en�eralement attribu�e �a Arthur Cayley [29℄ et donne une formule �etonnementsimple pour le nombre de telles arboresenes �a n sommets.Th�eor�eme 5. Le nombre d'arboresenes de Cayley �a n sommets est nn�1.Il existe de nombreuses preuves du th�eor�eme 5 (voir notamment les travaux de Moon[119, 120℄ pour un r�eapitulatif des preuves onnues �a la �n des ann�ees 60, la preuve deJoyal [96℄ ou enore Shor [142℄ pour une nouvelle preuve r�eente). Dans ette setion,nous pr�esentons suessivement deux preuves de e r�esultat, qui illustrent deux approhesdi��erentes dans la r�esolution de probl�emes d'�enum�eration : l'approhe bijetive et l'ap-prohe formelle par la manipulation de s�eries g�en�eratries.1.2.1 L'approhe bijetive : le odage de Pr�uferLe prinipe de l'approhe bijetive est le suivant. Soit F une lasse d'objets ombina-toires dont on veut d�eterminer le ardinal jFj et G une autre lasse d'objets ombinatoiresdont on onnâ�t le ardinal. Si on peut d�erire deux algorithmes AlgoF et AlgoG tels que{ AlgoF transforme tout objet de F en un objet de G,{ AlgoG transforme tout objet de G en un objet de F ,{ pout tout objet F 2 F , AlgoG(AlgoF (F )) = F ,{ pout tout objet G 2 G, AlgoF (AlgoG(G)) = G,



14 CHAPITRE 1. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCESon a �etabli une bijetion entre les ensembles F et G, et on obtient alors une preuve du faitque jFj = jGj.Le th�eor�eme 5 sugg�ere l'existene d'une bijetion entre les arboresenes de Cayley �an sommets et les mots de longueur (n � 1) sur l'alphabet [n℄. Dans [129℄ Pr�ufer proposeune telle bijetion, �a la fois simple et �el�egante. Nous ommen�ons par d�erire ette bije-tion, puis nous montrons son int�erêt pour aÆner le r�esultat du th�eor�eme 5 et engendreral�eatoirement et uniform�ement des arboresenes de Cayley.Dans un premier temps, examinons la transformations des arboresenes en mots. SoitA une arboresene de An. On onstruit alors un mot mA de (n� 1) lettres sur l'alphabet[n℄ par l'algorithme suivant.Algorithme 1: Codage de Pr�ufer : des arboresenes vers les motsDonn�ees : A 2 AnR�esultat : mA : mot de (n� 1) lettres sur l'alphabet [n℄d�ebutmA := � (le mot vide);tant que A n'est pas r�eduite �a sa raine fairesoit x la plus grande feuille de A et y le p�ere de x;mA := mA:y (ajouter y �a la �n de mA);supprimer le sommet x et l'arête (y;x) de A;retourner mA�nDans la �gure suivante, nous donnons un exemple d�etaill�e d'ex�eution de et algo-rithme. �A haque �etape, la plus grande feuille (qui sera retir�ee de A) est indiqu�ee par unsommet blan.7 1 7 7 735 2 4 3 2 41 2 41 2 41 7 741 46 54 4:3 4:3:7 4:3:7:73mA :
7

4:3:7:7:4 4:3:7:7:4:7En raisonnant par indution sur le nombre de sommets de A, on v�eri�e imm�ediatementque deux arboresenes de Cayley di��erentes ne peuvent donner le même mot. De plus,par onstrution, on v�eri�e les propri�et�es suivantes.Propri�et�e 6. La derni�ere lettre de mA est la raine de A.Propri�et�e 7. La lettre x apparâ�t k fois dans mA si et seulement si le sommet x a k �lsdans A. En partiulier, les feuilles de A n'apparaissent pas dans mA.Ces deux propri�et�es prouvent alors que l'algorithme 2 que nous donnons i-dessous,est bien l'inverse du pr�e�edent et reonstruit l'arboresene A �a partir du mot mA.Il n'est pas diÆile de v�eri�er que et algorithme produit toujours une arboresene etque deux mots ne peuvent donner la même arboresene, e qui �etablit la bijetion entremots et arboresenes, et par ons�equent le th�eor�eme 5.Un des int�erêts des preuves bijetives r�eside dans le fait qu'elles impliquent souvent unemeilleure ompr�ehension de la struture des objets que l'on ompte et qu'elles permettent



1.2. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCES DE CAYLEY 15Algorithme 2: Codage de Pr�ufer : des mots vers les arboresenesDonn�ees : m : mot de (n� 1) lettres sur l'alphabet [n℄R�esultat : Am 2 And�ebutsoient Am la forêt vide et F l'ensemble des lettres de [n℄ non pr�esentes dans m;pour i allant de 1 �a (n� 1) fairesoient x le plus grand �el�ement de F et y la premi�ere lettre de m;ajouter l'arête (y;x) �a la forêt Am;supprimer x de F et la premi�ere lettre (y don) de m;si y n'apparâ�t plus dans m alors ajouter y �a F ;retourner Am�ndon d'obtenir des raÆnements de r�esultats d'�enum�eration et des preuves �el�egantes deertaines identit�es ombinatoires. Nous allons en voir maintenant quelques exemples.Corollaire 8. Soit r 2 [n℄. Le nombre d'arboresenes de Cayley sur [n℄ de raine r estnn�2.Preuve. On d�eduit diretement de la propri�et�e 6 que, les arboresenes de Cayley sur [n℄ayant pour raine k 2 [n℄ sont en bijetion ave les mots de (n� 1) lettres sur l'alphabet[n℄ dont la derni�ere lettre est r, d'o�u le r�esultat. utTh�eor�eme 9. [44℄ Le nombre d'arboresenes de Cayley sur [n℄ telles que la raine a d�ls est n�n� 2d� 1� (n� 1)n�1�d:Preuve. Des propri�et�es 6 et 7, on d�eduit qu'une arboresene de Cayley A dont la raineposs�ede exatement d �ls orrespond �a un mot de longueur (n � 1) sur [n℄ qui ontientexatement d ourrenes de sa derni�ere lettre et le r�esultat en d�eoule. utOn peut d�eduire imm�ediatement du r�esultat pr�e�edent une formule pour le nombre deforêts d'arboresenes de Cayley.Th�eor�eme 10. Le nombre de forêts de Cayley sur [n℄ omportant k arboresenes (k > 0)est �n� 1k � 1�nn�k:(1.1)



16 CHAPITRE 1. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCESPreuve. Une forêt de Cayley sur [n℄ omportant k arboresenes orrespond �a une arbo-resene de Cayley sur [n+ 1℄ dont la raine (n+ 1) a k �ls :18 69 18 69
7 4 102 53 117 4 102 53  !

Le r�esultat d�eoule diretement de la formule pour le nombre d'arboresenes dont laraine a degr�e k. utLe r�esultat de Cayley [29℄ est en fait le suivant (voir aussi Tak�as [154, 153℄ pour deuxpreuves r�eentes de e r�esultat), que nous utiliserons dans le hapitre 2.Th�eor�eme 11. Soit fr1; � � � ;rkg � [n℄. Le nombre de forêts de Cayley sur [n℄ omportantk arboresenes de raines respetives r1; � � � ;rk (k > 0) estk nn�k�1:Preuve. Ce r�esultat d�eoule diretement du th�eor�eme 10, en divisant (1.1) par �nk�. utUn autre int�erêt des preuves bijetives r�eside dans leur appliation �a la mise au pointd'algorithmes de g�en�eration al�eatoire de strutures ombinatoires, qui s'av�erent souventutiles pour l'�etude exp�erimentale d'algorithmes ou l'obtention de propri�et�es asympto-tiques des objets engendr�es. Pour engendrer al�eatoirement une arboresene de Cayley�a n sommets, uniform�ement parmi toutes les arboresenes de An, il suÆt d'engendreral�eatoirement et uniform�ement un mot de longueur (n� 1) sur [n℄, e qui ne pose auunprobl�eme et se fait eÆaement, puis d'appliquer l'algorithme 2 transformant un mot enune arboresene.1.2.2 L'approhe formelle : s�eries g�en�eratries et formule de LagrangeIl n'est pas toujours faile d'exhiber une preuve bijetive pour un r�esultat �enum�eratif.De plus, l'approhe bijetive telle que pr�esent�ee i-dessus a le d�efaut de ne pas être tr�esg�en�erale : il faut trouver une bijetion pour haque probl�eme trait�e. Le prinipal outilpermettant, si e n'est \d'automatiser" la r�esolution des probl�emes d'�enum�eration, toutau moins d'en traiter une vaste lasse est la s�erie g�en�eratrie.D�e�nition 12. Soient F une famille d'objets ombinatoires munis d'un param�etre entierpositif p : F ! N (appel�e la taille). On note fn le nombre (�ni) d'objets de F de taillen. On appelle s�erie g�en�eratrie ordinaire de F la s�erie formelleXn�0 fnxn;et s�erie g�en�eratrie exponentielle de F la s�erie formelleXn�0 fnxnn! :



1.2. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCES DE CAYLEY 17Notation. On utilise la notation [xn℄F (x) pour d�esigner le oeÆient de xn dans la s�erieformelle F (x), 'est-�a-dire le oeÆient de xn dans le d�eveloppement de Taylor de la s�erieF (x) au voisinage de 0.Il existe d'autres familles de s�eries formelles utilis�ees en ombinatoire �enum�erative,omme par exemple les s�eries de Dirihlet. On peut �egalement, omme on le verra �a partirdu hapitre 5, onsid�erer plusieurs param�etres sur une famille d'objets ombinatoires, equi se traduit par l'introdution de s�eries formelles multivari�ees (�a haque param�etre estassign�ee une variable).On utilise habituellement les s�eries g�en�eratries exponentielles pour traiter les stru-tures �etiquet�ees et les s�eries g�en�eratries ordinaires pour traiter les strutures non �etique-t�ees. Comme par la suite, nous nous int�eressons �a des objets �etiquet�es (les arboresenespar exemple), sauf mention ontraire, nous emploierons le terme s�erie g�en�eratrie pourd�esigner une s�erie g�en�eratrie exponentielle.Remarque 13. Les s�eries g�en�eratries exponentielles assoi�ees respetivement �a E (la familledes ensembles), L (la famille des listes ordonn�ees) et C (la famille des listes irulairementordonn�ees) sont E(x) = ex, L(x) = 1=(1 � x) et C(x) = 1 + ln(1=(1 � x)).Un des int�erêts des s�eries g�en�eratries r�eside dans le fait que l'on peut traduire lesop�erations usuelles de onstrution ombinatoire en termes d'op�erations sur les s�eriesg�en�eratries des objets onsid�er�es (ela vaut aussi bien pour les s�eries g�en�eratries or-dinaires qu'exponentielles).Par exemple, soient F et G deux familles d'objets ombinatoires, de s�eries g�en�eratriesrespetives F (x) et G(x). Si H = F [ G (on suppose ette union disjointe : un objet H deH est soit un objet de F soit un objet de G, la taille de H �etant sa taille dans F si H 2 Fou sa taille dans G si H 2 G), la s�erie g�en�eratrie H(x) de H estH(x) = F (x) +G(x):Si H = F �G (un objet de H 2 H est un ouple (F;G) form�e d'un objet de F 2 F et d'unobjet de G 2 G, sa taille �etant la somme des tailles de F et G), la s�erie g�en�eratrie H(x)de H est H(x) = F (x):G(x):Mais l'op�eration qui s'av�ere la plus utilis�ee dans le as des strutures arboresentes est laomposition de s�eries. Soit G une lasse de strutures donn�ee, de s�erie g�en�eratrie G(x).Pour une famille H d'objets ombinatoires, de s�erie assoi�ee H(x), la s�erie assoi�ee auxG-assembl�ees d'objets de H (la taille d'une telle assembl�ee �etant la somme des tailles desobjets pr�esents dans ette assembl�ee) est alorsG(H(x)):Cette op�eration est partiuli�erement adapt�ee �a l'�enum�eration de strutures arbores-entes. En e�et, pour une lasse G donn�ee (de s�erie g�en�eratrie G(x)), une G-arboresenepeut se d�eomposer en deux parties : un sommet isol�e (la raine) et une G-assembl�ee deG-arboresenes (�gure 1.4). La s�erie g�en�eratrie AG(x) de la famille des G-arboresenes(dans e as le param�etre taille est le nombre de sommets) v�eri�e alors l'�equation fon-tionnelle AG(x) = xG(AG(x)):(1.2)



18 CHAPITRE 1. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCES737 4 2 53 18 6 18 64 2 59
10

910�!Fig. 1.4 { D�eomposition d'une arboresene de CayleyDans ertains as, on peut d�eduire diretement d'une telle �equation fontionnelle uneexpression pour la s�erie onsid�er�ee. Par exemple, pour la s�erie g�en�eratrie O(x) des arbo-resenes ordonn�ees O, on d�eduit de l'�equation fontionnelleO(x) = xL(O(x));o�u L(x) = 11� xest la s�erie assoi�ee �a la famille des ordres lin�eaires, queO(x) = 1�p1� 4x2(1.3)et un rapide alul permet d'extraire les oeÆients de ette s�erie et de montrer que lenombre d'arboresenes ordonn�ees sur [n℄ estn!n+ 1�2nn � = n!Cno�u Cn est le n�eme nombre de Catalan (voir [148℄ pour une pr�esentation de es nombres,que l'on renontre tr�es souvent en ombinatoire).On ne peut ependant pas toujours obtenir une forme lose pour la s�erie g�en�eratriereherh�ee. C'est notamment le as des arboresenes de Cayley, dont la s�erie A(x) v�eri�el'�equation fontionnelle A(x) = xeA(x):(1.4)C'est l�a qu'intervient un outil fondamental en ombinatoire �enum�erative pour traiter less�eries v�eri�ant des �equations de la forme (1.2) (que nous d�esignons par le terme d'�equationslagrangiennes) : la formule de Lagrange pour l'inversion de s�eries formelles (sur la formulede Lagrange et ses appliations �a l'�enum�eration de strutures arboresentes, on peut sereporter �a [77, 146, 16℄).Th�eor�eme 14. Soit F (x), G(x) et H(x) trois s�eries formelles telles que G(0) 6= 0. L'�equa-tion F (x) = xG(F (x))(1.5)d�etermine alors la s�erie formelle en H(F (x)) par :[xn℄H(F (x)) = 1n [xn�1℄�H(x)�x (F (x))n:(1.6)



1.2. �ENUM�ERATION D'ARBORESCENCES DE CAYLEY 19En appliquant ette formule aux arboresenes de Cayley (G(x) = ex et H(x) = x),on obtient alors imm�ediatement le r�esultat du th�eor�eme 5.De même, en posant H(x) = xk=k!, 'est-�a-dire la s�erie g�en�eratrie des ensembles detaille k (ette s�erie se r�eduit don �a un seul terme) on obtient le r�esultat du th�eor�eme 10sur les forêts d'arboresenes de Cayley.Pour une desription d�etaill�ee de l'utilisation des s�eries g�en�eratries pour l'�enum�erationde strutures d�eomposables on peut se reporter aux ouvrages de Goulden et Jakson [77℄,Wilf [165℄, Stanley [146, hapitre 5℄ ou Bergeron, Labelle et Leroux [16℄. Ces s�eries sontaussi tr�es utilis�ees en analyse d'algorithmes, et dans e domaine, on peut se reporter aulivre de Flajolet et Sedgewik [139℄ ou �a l'artile de Steyaert et Flajolet [149℄ qui pr�esenteune tr�es belle illustration de es tehniques dans l'analyse d'un algorithme de reherhede motifs dans une arboresene.Pour onlure e hapitre, il faut ependant mentionner que, ontrairement �a e quepeut laisser supposer le titre de ette setion (\l'approhe formelle"), l'utilisation de s�eriesg�en�eratries et de la formule d'inversion de Lagrange n'est pas purement formelle. En ef-fet, l'obtention d'une �equation \lagrangienne" (de la forme de l'�equation (1.5)) pour unes�erie implique une ompr�ehension de la struture des objets orrespondants. De plus, ilexiste plusieurs preuves ombinatoires de ette formule qui permettent souvent de traduirede mani�ere bijetive les r�esultats obtenus par appliation de l'inversion de Lagrange. Lapremi�ere preuve ombinatoire de la formule de Lagrange est due �a Raney [131℄, qui montreque le membre droit de (1.6) �enum�ere les mots du langage de Lukasiewiz pond�er�e parles oeÆients de la s�erie G(x). En utilisant le prinipe de la onjugaison de mots, il end�eduit une preuve ombinatoire de la formule d'inversion de Lagrange. Cette preuve estbas�ee sur l'�enum�eration de mots d'un langage alg�ebrique, et don sur la manipulation d'ob-jets non �etiquet�es et de s�eries g�en�eratries ordinaires en variables non ommutatives. Lapremi�ere preuve bijetive de la formule de Lagrange manipulant des strutures �etiquet�eeset des s�eries g�en�eratries exponentielles apparâ�t dans les deux premiers artiles fondant lath�eorie des esp�ees de strutures [96, 108℄ (voir aussi [77℄ et [16, setion 3.1℄), et est bas�eesur une �el�egante bijetion entre ertaines familles d'arboresenes et ertaines famillesd'endofontions, que nous pr�esentons au hapitre 5. Parmi les travaux portant sur l'in-terpr�etation ombinatoire de l'inversion de Lagrange, on peut aussi mentionner les travauxde Chen [38, 39℄, bas�es sur l'utilisation d'arboresenes de Shr�oder et dans lesquels Chenr�eunit sous un même formalisme une preuve manipulant des strutures non �etiquet�ees etune preuve manipulant des strutures �etiquet�ees.
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Chapitre 2Arboresenes de Cayley et �ls dela raine�A l'origine des probl�emes abord�es dans e hapitre se trouvent deux identit�es oner-nant respetivement (n + 1)n et nn. La premi�ere n'est autre qu'une appliation de laformule du binôme : (n+ 1)n = nXk=0�nk�nn�k:(2.1)De mani�ere surprenante, nous n'avons trouv�e dans la litt�erature auune interpr�etationsimple et direte de l'identit�e (2.1) en termes d'arboresenes de Cayley de raine non �x�ee(on explique en e�et failement ette identit�e en distribuant les arboresenes de Cayleyde raine �etiquet�ee 1 et telles que le plus grand sommet est une feuille suivant le param�etre\degr�e de la raine", omme on le verra dans le paragraphe 2.1.1). La seonde identit�equi a motiv�e ette �etude est un as partiulier d'un r�esultat dû �a Goulden et Jakson [79,proposition 3.1℄, reli�e �a un probl�eme de fatorisations dans le groupe sym�etrique :nn = n(n� 1)n�1 + n�1Xk=1�nk� kk (n� 1� k)n�1�k:(2.2)Pour aborder es deux probl�emes, nous avons �et�e amen�es �a �etudier les arboresenes deCayley selon un param�etre nouveau, le nombre de �ls de la raine qui lui sont inf�erieurs.Remarque 15. R�eemment, la famille des arboresenes de Cayley telles que la raine estinf�erieure �a ses �ls a �et�e introduite par Gessel dans le adre de travaux (non publi�es maisit�es par Athanasiadis et Linusson [9℄) sur l'�enum�eration de r�egions de ertains arrange-ments d'hyperplans (voir la setion 2.5 de e hapitre). Gessel montre, de mani�ere formelle,qu'il y a nn arboresenes de Cayley sur [n+1℄ telles que la raine est inf�erieure �a ses �ls.La d�emonstration du lemme 17 fournit une preuve bijetive de e r�esultat.Dans la premi�ere setion, nous montrons de mani�ere bijetive que l'�enum�eration desarboresenes de Cayley distribu�ees suivant le param�etre \nombre de �ls de la raine qui luisont inf�erieurs" donne une expliation de l'identit�e (2.1). On peut noter que si ette identit�e21



22 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINEet l'expliation que nous en proposons sont simples, la preuve passe par une onstrutionn�eessitant l'examen de plusieurs as non triviaux, e qui explique sans doute que etteinterpr�etation n'ait pas �et�e trouv�ee plus tôt. La setion suivante est onsar�ee �a une �etudeombinatoire des arboresenes de Cayley suivant e param�etre. Cette �etude permet dedonner des preuves ombinatoires d'identit�es, la plupart nouvelles �a notre onnaissane, etnotamment de (2.2). Dans une troisi�eme setion, nous relions la famille des arboresenesde Cayley telles que la raine est inf�erieure �a tous ses �ls �a un probl�eme de fatorisationde permutations irulaires en un nombre minimal de transpositions. Nous onluons parl'utilisation de l'inversion de Lagrange pour ompter les arboresenes ordonn�ees, yliqueset planes dont la raine est inf�erieure �a ses �ls.Notation. Dans les setions 2.1, 2.2 et 2.3, toutes les arboresenes onsid�er�ees sont desarboresenes de Cayley et nous nous ontentons don de parler d'arboresenes.2.1 Arboresenes de CayleyDans ette setion, nous proposons une interpr�etation de l'identit�e (2.1) en termesd'arboresenes, via le r�esultat suivant.Th�eor�eme 16. Le nombre d'arboresenes sur [n+1℄ telles que la raine a exatement k�ls qui lui sont inf�erieurs est �nk�nn�k:Dans le as k = 0, e r�esultat, qui montre que le nombre d'arboresenes sur [n℄ tellesque la raine est inf�erieure �a ses �ls est (n� 1)n�1, peut être vu en fait omme un r�esultatinterm�ediaire entre les formules donnant le nombre d'arboresenes de raine 1 (nn�2) etle nombre d'arboresenes sans restrition (nn�1).La suite de ette setion est onsar�ee �a une preuve bijetive du th�eor�eme 16. Nouspro�edons en deux �etapes. Dans un premier temps, nous prouvons le as partiulier k = 0(i.e. nous montrons que le nombre d'arboresenes sur [n + 1℄ telles que la raine estplus petite que tous ses �ls est nn). Dans un seond temps, nous �etendons la bijetionpr�e�edente au as g�en�eral pour prouver le th�eor�eme 16.Notation. On note An;k la famille des arboresenes sur [n℄ telles que la raine a exate-ment k �ls qui lui sont inf�erieurs.2.1.1 Arboresenes dont la raine est inf�erieure �a ses �lsSoit Bn la famille des arboresenes sur [n℄ telles que n est une feuille. On d�eduitimm�ediatement de la formule de Cayley (th�eor�eme 5), que jBnj = (n�1)n�1 (pour obtenirune arboresene de Bn il suÆt en e�et de onsid�erer une arboresene de Cayley sur[n� 1℄ ayant un sommet distingu�e et d'ins�erer n omme �ls du sommet distingu�e).Lemme17. Il existe une bijetion � entre Bn et An;0.D�e�nition 18. Soit A une arboresene, x et y deux sommets de A tels que x est le p�ere dey. L'arête (x;y) est d�eroissante (resp. roissante) si x > y (resp. x < y). Une arboreseneest d�eroissante (resp. roissante) si toutes ses arêtes sont d�eroissantes (resp. roissantes).



2.1. ARBORESCENCES DE CAYLEY 23La bijetion � se d�eompose en trois �etapes, que nous illustrons au fur et �a mesureave un exemple. Soit A une arboresene de Bn, de raine r. On herhe �a onstruire unearboresene A0 = �(A) appartenant �a An;0.Consid�erons par exemple l'arboresene A sur 13 sommets suivante, de raine r = 8.102 513121 36 8
47 911

�Etape 1. La premi�ere �etape de la bijetion � onsiste �a d�eomposer A en un ensemblenon ordonn�e d'arboresenes (A0;A1; : : : ;Ak) d�e�ni omme suit :{ A0 est la sous-arboresene d�eroissante maximale de A enrain�ee en r,{ A1; : : : ;Ak sont les arboresenes ayant au moins deux sommets et obtenues �a partirde A par suppression de toutes les arêtes appartenant �a A0.82 64 31
A0 10 119

8
13127

4A1 A2 53A3
On obtient alors un ensemble d'arboresenes telles que les raines des Ai, pour i =0; : : : ;k, sont toutes des sommets de A0. Par onstrution, on peut dire que, pour i =1; : : : ;k, haune des arboresenes Ai est telle que la raine est inf�erieure �a ses �ls. Deplus, si l'arboresene d�eroissante A0 a m sommets, elle peut être od�ee par un ouple(A00;S) o�u A00 est une arboresene d�eroissante sur [m℄ et S � [n℄ est le sous-ensemble de[n℄ form�e des �etiquettes de A0.Dans notre exemple, nous avonsm = 6, S = f1;2;3;4;6;8g et A00 est l'arboresene suivante.2 4 31

6 5



24 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE�Etape 2. Soit Aj l'arboresene ontenant le sommet �etiquet�e n, et rj sa raine. On d�e�nitun ensemble S0 en rempla�ant rj par n dans S (S0 = fng [ S=frjg). Dans notre exemple,j = 2, rj = 4 et S0 = f1;2;3;6;8;13g). On onsid�ere alors l'arboresene d�eroissante A00od�ee par le ouple (A00;S0) (qui a don n pour raine). Cette arboresene A00 est gre��ee�a l'arboresene Aj (par identi�ation du sommet n) pour donner l'arboresene A0j .
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4A2
2 31

13 86
A00

2 31
86127

4A02
1313

On dispose ainsi d'un ensemble de k arboresenes, (A1; : : : ; Aj�1;A0j ;Aj+1; : : : ;Ak), telque la raine de A0j est inf�erieure �a ses �ls et A0j ontient toutes les �etiquettes de A0. Onva alors rassembler es arboresenes en une seule arboresene.�Etape 3. Chaune des arboresenes restantes Ai (i > 0, i 6= j), est gre��ee �a A0j enidenti�ant la raine de l'arboresene ave le sommet de même �etiquette dans A0j , e quidonne par onstrution une arboresene appartenant �a An;0.
127

4
132 810 1196 1 3 5
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132 316
8

53 10 9
8 11A3 A1A02 A0Cette onstrution poss�ede lairement la propri�et�e suivante, que nous utilisons dans lasetion suivante.Propri�et�e 19. Le nombre d'arêtes d�eroissantes dans �(A) est �egal au nombre d'arêtesd�eroissantes dans A.Pour prouver le lemme 17, il suÆt alors de d�erire l'inverse de la onstrution pr�e�eden-te, qui onsiste �a reprendre ses 3 �etapes. Soit A0 une arboresene de Bn de raine r.1. Dans A0, soit A00 la sous-arboresene d�eroissante maximale enrain�ee en n. En sup-primant toutes les arêtes de ette sous-arboresene, on obtient l'ensemble (A00;A1;



2.1. ARBORESCENCES DE CAYLEY 25: : : ;Aj ; : : : ;Ak).2. Si A00 est od�ee par le ouple (A00;S0), on onsid�ere l'arboresene A0 orrespondantau ouple (A00;S), o�u S = frg [ S0=fng.3. Finalement, la onstrution de A �a partir de (A0; : : : ;Aj ; : : : ;Ak) est imm�ediate.2.1.2 Le as g�en�eralSoit Fn;k l'ensemble des forêts sur [n℄ onstitu�ees de k arboresenes dans lesquellesn est une feuille. Le ardinal de Fn;k est lairement �egal au nombre d'arboresenes sur[n+ 1℄ dont la raine d'�etiquette 1 a k �ls, et dans lesquelles n+ 1 est une feuille.Par appliation du odage de Pr�ufer, on sait que es arboresenes sont od�ees par desmots de longueur n sur l'alphabet [n+ 1℄ poss�edant k ourrenes de 1 (dont une ommederni�ere lettre du mot) et auune ourrene de n+ 1 (qui est une feuille). On a don :jFn;kj = �n� 1k � 1�(n� 1)n�k:(2.3)La preuve du th�eor�eme 16 est alors une ons�equene direte du lemme suivant et de (2.3).Lemme20. Il existe une bijetion � entre Fn;k+1 et An;k.La suite de e paragraphe est onsar�ee �a la preuve de e lemme. Soit F 2 Fn;k+1, 'est-�a-dire une forêt de (k + 1) arboresenes (A1;A2; : : : ;Ak+1) sur [n℄, de raines respetivesr1;r2; : : : ;rk+1, ave r1 < r2 < � � � < rk+1. Soit Aj l'arboresene de F ontenant la feuille�etiquet�ee n. On distingue alors deux as.Cas 1. Si{ rk+1 6= rj ,ou { rk+1 = rj et le hemin allant de rj �a n d�ebute par une arête roissante,alors �(F ) est obtenue, �a partir de F , en gre�ant sous la feuille n toutes les sous-arboresenes de Ak+1 dont les raines sont les �ls de rk+1 qui lui sont inf�erieurs, puisen gre�ant sous le sommet rk+1 les k arboresenes restantes, �a savoir A1;A2; : : : ;Ak. Onobtient alors une arboresene appartenant �a An;k. Les deux exemples qui suivent illustrentes deux situations et la transformation r�esultante.710 9 6 18 3710 4 9 5 2
A1 A2 A3 �(F )35 2 4 1811611
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6 8

7 374 9 5 2
A1 A2 A3 �(F )35 2 410 6 189 11 1012 1211 1Propri�et�e 21. Dans l'arboresene �(F ) ainsi obtenue, tous les �ls de n sont inf�erieurs �ala raine r.Cas 2. rk+1 = rj et le hemin allant de rk+1 �a n ommene par une arête d�eroissante.Dans un premier temps, n �etant une feuille, on applique �a Ak+1 la bijetion � d�e�niepr�e�edemment pour le as k = 0, et on note A0k+1 l'arboresene ainsi obtenue et r0k+1sa raine qui, par onstrution, est plus petite que tous ses �ls. On distingue alors deuxsous-as.Sous-as 2.a. Si r0k+1 > ri pour i = 1;2; : : : ;k, alors �(F ) est obtenue, �a partir de F , engre�ant sous r0k+1 les k arboresenes A1;A2; : : : ;Ak.24

A1
1 673 58

A224
A1

1 6 1 4 6
35

�(F )8 7 2387 5
A02 = �(A2)

Propri�et�e 22. Soit r la raine de l'arboresene �(F ) ainsi obtenue. Au moins un �ls de nest sup�erieur �a r. De plus, le hemin allant de r �a n d�ebute par une arête roissante.Sous-as 2.b. Sinon, rk > r0k+1, et rk est don la plus grande raine de la forêt onstitu�eede A1;A2; : : : ;Ak;A0k+1.A176 35
11

12
A3 910 1 2 48

76
A1 A2 312 511

A03 = �(A3)910 1 2 48
A2

On pro�ede en deux �etapes. Soit ~Ak la sous-arboresene d�eroissante maximale de Akenrain�ee en rk. Comme on l'a vu dans la desription de �, on peut oder ~Ak par unouple ( ~A0k;S). On d�e�nit alors S0 = fr0k+1g [ S=frkg et A0k omme l'arboresene Ak o�ules arêtes de ~Ak ont �et�e supprim�ees et la sous-arboresene d�eroissante od�ee par ( ~A0k;S0)



2.1. ARBORESCENCES DE CAYLEY 27a �et�e gre��ee sous rk, les autres arêtes restant inhang�ees. Dans notre exemple, on a donS = f1;2;4;9g, S0 = f1;2;3;4g et on e�etue les transformations suivantes.91 2
~A2 ~A021 244 3 9 41 2 310 8

A02
Dans un deuxi�eme temps, on gre�e l'arboresene A0k+1 sous r0k+1 (dans A0k don) et,toujours dans A0k, on gre�e sous rk les arboresenes restantes, �a savoir A1;A2; : : : ;Ak�1.On obtient alors une arboresene de An;k.A176 9 41 2 310 8

A02 A3 910 41 2 3 812 51167
31211 5 �(F )

Propri�et�e 23. Soit r la raine de l'arboresene �(F ) ainsi obtenue. Cette raine poss�edek �ls qui lui sont inf�erieurs et au moins un �ls de n est sup�erieur �a r. De plus, le heminallant de r �a n d�ebute par une arête d�eroissante.Pour d�e�nir la onstrution inverse ��1, il suÆt de remarquer que toute arboresenev�eri�e une et une seule des propri�et�es 21, 22 ou 23. Soit don A une arboresene de An;k,de raine r.Cas 1. Si A v�eri�e la propri�et�e 21, en supprimant les arêtes entre r et ses �ls qui lui sontinf�erieurs, puis en transf�erant les �ls de n sous r, on obtient la forêt F = ��1(A).Cas 2. Si A v�eri�e la propri�et�e 22, on ommene par supprimer les arêtes reliant r et ses�ls qui lui sont inf�erieurs. On obtient alors une forêt dont l'arboresene de raine r esttelle que ette raine est inf�erieure �a tous ses �ls. Il suÆt alors d'appliquer ��1 �a ettearboresene pour obtenir F = ��1(A).Cas 3. Si A v�eri�e la propri�et�e 23, on ommene par supprimer les arêtes reliant r et ses�ls qui lui sont inf�erieurs, sauf elle menant vers n (on note x le �ls de r extr�emit�e deette arête). Ensuite, soit y le premier sommet sur le hemin de x �a n tel que tous ses�ls lui soient sup�erieurs. On extrait la sous-arboresene de raine y. Ensuite on appliquela transformation d�erite dans le sous-as 2.b �a l'arboresene de raine r puis ��1 �al'arboresene de raine y.



28 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE2.2 Quelques identit�esDans ette setion, nous utilisons les r�esultats pr�e�edents pour donner des interpr�eta-tions ombinatoires de plusieurs identit�es, la plupart nouvelles �a notre onnaissane.�Etiquette de la raine. Le orollaire 8 nous a permis de rappeler que, pour un entierr 2 [n℄ �x�e, le nombre d'arboresenes sur [n℄ de raine r est nn�2. Nous proposonsmaintenant un r�esultat analogue pour les arboresenes de An;k.Th�eor�eme 24. Le nombre d'arboresenes de An+1;k de raine r+1 (r = k;k+1; : : : ;n)est (n+ 1)n�r�1nr�k�1�r � 1k � 1��(n� r)(r � k)k + n(n+ 1)� ; si k > 0;(2.4) (n+ 1)n�r�1nr�1(n� r); si k = 0:(2.5)Preuve. Nous prouvons e r�esultat par une variante du odage de Pr�ufer. Le odage dePr�ufer, pr�esent�e au hapitre pr�e�edent, met en orrespondane une arboresene sur [n℄ etun mot de longueur (n� 1) sur l'alphabet [n℄. Dans la variante que nous proposons, nousmettons en orrespondane une arboresene sur [n℄ et un ouple (m;M) de deux mots surl'alphabet [n℄, de longueurs umul�ees (n�1). Dans un premier temps, nous d�erivons ettevariante du odage de Pr�ufer, puis nous �enum�erons les ouples de mots en orrespondaneave une arboresene An+1;k de raine r + 1.Le prinipe guidant notre variante du ode de Pr�ufer (voir algorithme 1) est que lorsquel'on retire une arête d'une arboresene (l'arête (y;x) ontenant la plus grande feuillerestante x), on ins�ere y dans le mot m si x est inf�erieur �a la raine et dans le mot M sinon.m = 8:6:8:2:6M = 2:10:4:6 !621 9 4107 3 8 5Pour une arboresene de An+1;k de raine r + 1, le ouple (m;M) obtenu en appliquantet algorithme v�eri�e les propri�et�es suivantes (pour k � 0) :(a) jmj = r et jM j = n� r,(b) il y a exatement k ourrenes de r + 1 dans m (ar r + 1 a exatement k �ls quilui sont inf�erieurs),() si x est la derni�ere lettre de m, x � r + 1 (x � r + 2 si k = 0 ar dans e as r + 1n'apparâ�t pas dans m),(d) r+1 est la derni�ere lettre de m ou la derni�ere lettre de M (�eventuellement des deuxmots), et uniquement la derni�ere lettre de M si k = 0.Pour onstruire une arboresene A de An+1;k de raine r+1 �a partir d'un ouple (m;M)v�eri�ant es propri�et�es, on applique le prinipe de l'algorithme 2. Soit F l'ensemble des�el�ements de [n+ 1℄ n'apparaissant ni dans M ni dans m : tant que l'un des deux mots M



2.2. QUELQUES IDENTIT�ES 29ou m n'est pas vide, retirer le plus grand �el�ement x de F et si x > r+1 (resp. x < r+1),retirer de M (resp. m) sa premi�ere lettre y, l'ajouter �a F si y n'apparâ�t plus ni dans Mni dans m, et ajouter une arête de y vers x dans A.Il reste alors �a ompter les ouples de mots v�eri�ant les propri�et�es i-dessus. On dis-tingue deux as :1. si la derni�ere lettre de m est r+1, il faut hoisir k� 1 positions dans m, parmi r� 1(f. (a)), reevant les k � 1 ourrenes restantes de r + 1 (f. (b)), puis remplir lespositions restantes de m ave la seule ontrainte que r+1 n'y apparâ�t pas et il n'ya auune ontrainte sur le mot M (f. (d)), e qui donne�r � 1k � 1�nr�k(n+ 1)n�r(2.6)ouples (m;M) possibles dans e as l�a ;2. si la derni�ere lettre de m est di��erente de r + 1, il faut hoisir k positions dans m,parmi r� 1, reevant les k ourrenes de r + 1, puis hoisir la derni�ere lettre de mparmi fr + 2; : : : ;n + 1g (f. ()), remplir les positions restantes de m sans y faireapparâ�tre r+1 et en�n la seule ontrainte sur M est que sa derni�ere lettre est r+1,e qui donne �r � 1k �(n� r)nr�k�1(n+ 1)n�r�1(2.7)ouples (m;M) possibles dans e as.La formule (2.4) s'obtient en sommant les deux expressions (2.6) et (2.7). Pour obtenir(2.5), il suÆt de remarquer que seul le as 2 intervient lorsque k = 0. utEn onsid�erant le as k = 0 du th�eor�eme 24 et en sommant sur les valeurs possiblespour r, on obtient alors une preuve ombinatoire de l'identit�e suivante.Corollaire 25. nn = n�1Xr=0(n� r)(n+ 1)n�r�1nr�1:Degr�e de la raine. Dans le même esprit, on peut �etudier la distribution des arbores-enes de An+1;k selon le degr�e de la raine.Proposition 26. Le nombre d'arboresenes de An+1;k dont la raine a d �ls (d � k) est�n+ 1d+ 1�k(d� k) n�dXs=0�n� ds �(s+ k)s�1(n� s� k)n�s�d�1; si k > 0;(2.8) �n+ 1d+ 1�d nn�d�1; si k = 0:(2.9)Preuve. Une arboresene de An+1;k de raine r de degr�e d peut être d�eompos�ee en 3parts :{ un sommet isol�e (la raine r),



30 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE{ un ensemble de k arboresenes, omportant s + k sommets, de raines r1 < � � � <rk < r,{ un ensemble de d � k arboresenes, omportant n � k � s sommets, de rainesr < t1 < � � � < td�k.On a vu (th�eor�eme 11) que le nombre de forêts de Cayley �a n sommets et k arboresenesde raines �x�ees est k nn�k�1 si k > 0. On en d�eduit qu'apr�es avoir hoisi les d+1 sommetsorrespondant aux ri, aux ti et la raine r, et s sommets di��erents des ri, des ti et de rpour les arboresenes de raines r1; : : : ;rk, on a deux forêts �a onstruire :{ une forêt de k arboresenes de raines r1; : : : ;rk �a s+ k sommets,{ une forêt de d� k arboresenes de raines t1; : : : ;td�k �a n� s� k sommets,e qui prouve (2.8). Lorsque k = 0, le même raisonnement permet d'obtenir (2.9) : hoixde d+ 1 sommets et onstrution d'une forêt de d arboresenes sur n sommets. utRemarque 27. En omparant le r�esultat pour k = 0 ave son analogue pour les arbores-enes sans ondition sur la raine (th�eor�eme 9), on remarque la relation suivante, quelquepeu surprenante �a premi�ere vue, entre nn et (n+ 1)n :(n+ 1)n = nXd=1 (n+ 1)n �nd� d nn�d�1;nn = nXd=1 (n+ 1)(d+ 1) �nd� d nn�d�1:Nombre d'arêtes d�eroissantes. Nous nous int�eressons maintenant suessivementau nombre d'arêtes d�eroissantes dans An+1;0, puis aux arboresenes de An+1;k ayantexatement k arêtes d�eroissantes, e qui nous permet d'obtenir une identit�e, semble-t-ilnouvelle, onernant les nombres de Stirling de premi�ere esp�ee. Pour une pr�esentationd�etaill�ee des nombres de Stirling, on pourra se reporter �a [82, setion 6.1℄.D�e�nition 28. Les nombres de Stirling de premi�ere esp�ee s(n;m) (pour n;m > 0) sontd�e�nis par s(n;m) = (�1)n�m(n;m);o�u (n;m) est le nombre de permutations de [n℄ omportant m yles.Proposition 29. Le nombre d'arboresenes de An+1;0 ayant k arêtes d�eroissantes (k =0;1; : : : ;n� 1) est (�1)k+1 nXm=k+1� mk + 1� s(n+ 1;n+ 1�m) nn�m:(2.10)Preuve. Pour prouver e r�esultat, nous introduisons les notions d'endofontion et de des-ente dans une endofontion :{ une endofontion sur [n℄ est une fontion de [n℄ dans [n℄ ;{ une desente dans une endofontion f est un entier x 2 [n℄ tel que f(x) � x.



2.2. QUELQUES IDENTIT�ES 31Dans [100℄, Khidr et El-Desouky prouvent (bien que le r�esultat ne soit pas exprim�e entermes d'endofontions, mais en termes de hemins dans des matries arr�ees �a valeursdans f0;1g) que le nombre d'endofontions sur [n℄ �a k desentes est(�1)k nXm=k�mk� s(n+ 1;n+ 1�m) nn�m:Dans [96℄ (voir aussi G. Labelle [108℄), Joyal d�erit une bijetion entre les endofontionssur [n℄ et les arboresenes sur [n℄ ayant un sommet distingu�e (ou de mani�ere �equivalenteles arboresenes sur [n + 1℄ telles que le sommet n + 1 est une feuille), ette bijetionayant la propri�et�e que le nombre de desentes d'une endofontion est �egal au nombred'arêtes d�eroissantes de l'arboresene orrespondante plus 1. La proposition d�eoulealors diretement de es deux r�esultats, de la bijetion � (lemme 17) et de la propri�et�e 19.utProposition 30. Le nombre d'arboresenes de An+1;k ayant k arêtes d�eroissantes (tou-tes les arêtes d�eroissantes partent don de la raine), pour k = 0;1; : : : ;n, est(�1)n�k s(n+ 1;k + 1):(2.11)Preuve. La preuve repose sur les r�esultats lassiques suivants :{ le nombre d'arboresenes roissantes sur [n+1℄ est �egal au nombre de permutationsde [n+1℄ ayant un seul yle, 'est-�a-dire n! (dans une arboresene roissante sur [n℄on peut gre�er le sommet n+1 omme feuille en exatement n positions di��erentes,e qui, par indution, prouve que le nombre d'arboresenes roissantes sur [n + 1℄est n!) ;{ le nombre de permutations sur [n+1℄ ayant m yles est donn�e par (�1)n+1�ms(n+1;m) (d�e�nition 28).Il suÆt alors de remarquer qu'une arboresene de An+1;k ayant exatement k arêtesd�eroissantes est �equivalente �a une forêt de k+1 arboresenes roissantes sur [n+1℄ (ensupprimant les arêtes reliant la raine �a ses �ls qui lui sont inf�erieurs) et le r�esultat end�eoule diretement.  ! 99
43 652 1 7 8

12 5 3 467 8 utEn posant k = 0 dans les propositions 29 et 30, on obtient alors l'identit�e suivante.Corollaire 31.(�1)n�1s(n+ 1;1) = nXm=1m s(n+ 1;n+ 1�m) nn�m = n!:



32 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINESur une identit�e de Goulden et Jakson. Dans e dernier paragraphe, nous nousint�eressons �a l'identit�e (2.2). Dans [79℄, Goulden et Jakson d�emontrent un r�esultat deHurwitz [92℄ (voir aussi les travaux de V. Strehl [151℄) exprimant le nombre de fatori-sations minimales transitives, en produit de transpositions, d'une permutation de typeylique donn�e. Ce r�esultat a �et�e �etendu par M. Bousquet-M�elou et G. Shae�er [25, 135℄.La preuve de Goulden et Jakson est bas�ee sur une utilisation astuieuse de la formuled'inversion de Lagrange, et fait notamment apparâ�tre une identit�e intrigante onernantnn.Proposition 32. Soit Tk;m (k � 1 et m � 1) donn�e par la formule suivante (dans laquelleon suppose que 00 = 1) :Tk;m = kk+1k! mXi=1 iii! (m� i)m�i(m� i)! 1k +m� i :On a alors (k +m)k+m = (k +m)! (Tk;m + Tm;k):(2.12)La preuve de ette identit�e expos�ee dans [79℄ �etant purement formelle (voir le m�emoirede D. Poulalhon [126℄ pour un expos�e plus d�etaill�e de ette preuve), la question d'uneexpliation ombinatoire de ette identit�e est toujours ouverte. Une telle preuve seraitnotamment utile pour esp�erer obtenir une preuve bijetive du r�esultat d'Hurwitz. Dans eparagraphe, nous donnons une preuve ombinatoire pour le as m = 1, avant de reprendrela preuve de Goulden et Jakson pour mettre en �evidene une propri�et�e de Tk;m pouvantmener �a une preuve bijetive du as g�en�eral.Dans le as m = 1, l'identit�e (2.12) se simpli�e et on obtient l'identit�e (2.2) :nn = n(n� 1)n�1 + n�1Xk=1�nk� kk (n� 1� k)n�1�k:Preuve de l'identit�e (2.2). On rappelle que le membre gauhe de ette identit�e est le ar-dinal de An+1;0.Le membre droit de ette expression se ompose de deux parties que nous traitonss�epar�ement: n(n� 1)n�1 et la sommation.D'apr�es le th�eor�eme 16, le nombre d'arboresenes de An+1;0 telles que n+ 1 est unefeuille est lairement �egal �a n(n�1)n�1, e qui fournit un expliation de la premi�ere partiede (2.2).Consid�erons maintenant les arboresenes de An+1;0 pour lesquelles n+1 est un n�ud.On note Rn+1;k+1 l'ensemble des ouples (A1;A2) d'arboresenes telles que :{ la raine de A1 (resp. A2) est plus petite que ses �ls,{ les ensembles S1 et S2 des �etiquettes de A1 et A2 forment une partition de [n+ 1℄,ave jS1j = k + 1, jS2j = n� k et n+ 1 2 S1 (n+ 1 est don un sommet de A1).Le th�eor�eme 16 nous permet d'aÆrmer que, pour k = 1; : : : ;n� 1,jRn+1;k+1j = �nk� kk (n� 1� k)n�1�k:Pour prouver (2.2), il suÆt don d'�etablir une bijetion entre les arboresenes de An+1;0telles que n+ 1 est un n�ud et l'union des Rn+1;k+1, pour k = 1; : : : ;n� 1.



2.2. QUELQUES IDENTIT�ES 33Nous d�erivons maintenant une telle bijetion, qui utilise la notion de branhe d�erois-sante maximale issue d'un sommet : la branhe d�eroissante maximale d'un sommet xappartenant �a une arboresene A est l'ensemble des sommets (x0;x1;x2; : : : ;xj) tels quex0 = x et xi est le plus grand �ls de xi�1 inf�erieur �a xi�1 (pour i = 1; : : : ;j). Dans la�gure suivante par exemple, les arêtes de la branhe d�eroissante maximale de 13, sonthahur�ees, et ette branhe est onstitu�ee des sommets (13;8;5).
7

26 10 4 13 8311 1 5 9 12Soient A une arboresene de An+1;0 telle que n+1 est un n�ud et (x0; : : : ;xj) la branhemaximale d�eroissante de x0 = n+ 1 dans A. En supprimant l'arête reliant xj �a son p�erexj�1 (omme n + 1 est un n�ud, on a toujours j � 1), on obtient un ouple (A1;A2)d'arboresenes (o�u A1 est l'arboresene ontenant le sommet n+1). Si A1 ontient k+1sommets (k � 1 ar A1 ontient n + 1, qui ne peut être raine, et k � n � 1 ar A2 estnon vide), il est lair que (A1;A2) 2 Rn+1;k+1.

75 9
6 10 4 13 8311 1 12

226 10 4 13 8311 1 12
A A1 A2 ! 7 95

La onstrution inverse, permettant de reonstruire A �a partir de (A1;A2) est tr�es simple.Soit (x0; : : : ;xl) la branhe maximale d�eroissante de x0 = n+ 1 dans A1. En parourantette branhe de x0 vers xl, on gre�e A2 omme �ls du premier sommet xj tel que la rainer2 de A2 est sup�erieure �a xj+1 et inf�erieure �a xj (si xj = xl, on gre�e A2 sous xl). Cetteonstrution bijetive onlut la preuve de (2.2). utPour onlure e paragraphe onsar�e �a l'identit�e (2.12), nous proposons une \reletu-re" de la preuve de Goulden et Jakson, qui sugg�ere une \piste" pour une preuve bijetivede ette identit�e.On peut r�e�erire Tk;m de la fa�on suivante.Tk;m = Xi+j=m; i�1; j�0 iii! jjj! kkk! kk + j :



34 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINEOn introduit alors la s�erie g�en�eratrie ordinaire bivari�ee des oeÆients Tk;m :T (x;y) = Xk;m�1Tk;mxkym:Consid�erons u(x) =Xi�1 ii�1xii! ;la s�erie g�en�eratrie exponentielle des arboresenes de Cayley non vides,~u(x) =Xi�1 iixii! = x�u�x(x);la s�erie g�en�eratrie exponentielle des arboresenes de Cayley point�ees (un deuxi�eme som-met, qui peut être la raine, est distingu�e) non vides, etû(x) =Xi�0 iixii! = 1 + ~u(x):Le terme \gênant" dans Tk;m est le fateur kk+j . Pour l'�eliminer, on introduit une nouvellevariable formelle q et on onsid�ere la s�erie T (xq;yq). On a alorsT (xq;yq) = Xk;m�1Tk;mxkymqk+m=) T (xq;yq) =Xk�1 kk+1xkqkk! 0�Xi�1 ii yiqii! 1A0�Xj�0 jj yjqjj! 1k + j1A=) T (xq;yq) = ~u(yq) Xk�1;j�0kk+1xkk! jj yjj! qk+jk + j=) T (xq;yq) = ~u(yq) Xk�1;j�0 kk+1xkk! jj yjj! Z q0 tk+j�1dt=) T (xq;yq) = ~u(yq)Z q0 Xk�1;j�0kk+1xkk! jj yjj! tk+j�1dt=) T (xq;yq) = ~u(yq)Z q0 û(yt)0�Xk�1 kk+1xkk! tk�11A dtT (xq;yq) = ~u(yq)Z q0 û(yt)�~u(xt)�t dt:On peut alors relier ette expression �a une onstrution lassique sur les s�eries g�en�eratriesexponentielles, le boxed produt (voir par exemple [61℄).



2.3. FACTORISATIONS DU GRAND CYCLE 35Lemme33. Soient U et V deux familles d'objets �etiquet�es de s�eries g�en�eratries exponen-tielles respetives U(x) et V (x), et W la famille des objets W = (U;V ) (W est un ouplede deux objets U et V appartenant respetivement �a U et V) tels que la plus petite �etiquettede W appartient �a U . La s�erie g�en�eratrie W (x) de W v�eri�e alors la relationW (x) = Z x0 V (t)�U(t)�t dt:Souhaitant montrer que[xkymqk+m℄(T (xq;yq) + T (yq;xq)) = (k +m)k+m(k +m)! ;une preuve ombinatoire de ette identit�e n�eessiterait de mettre en �evidene deux famillesF et G d'objets v�eri�ant les propri�et�es suivantes.{ Pour k;m � 1, on a (k+m)k+m objets de F �etiquet�es sur [k+m℄ et pour haun dees objets F , il existe une partition anonique de ses �etiquettes en deux ensembles,not�es E1(F ) et E2(F ), de tailles respetives k et m : la s�erie g�en�eratrie trivari�ee deF est alors Xk;m�1(k +m)k+mxkymqk+m(k +m)! :{ Il existe deux familles G1 et G2 de strutures �etiquet�ees, de s�eries g�en�eratries res-petives ~u(x) et û(x), telles que{ tout objet G 2 G sur [k + m℄ est un triplet (X;Y;Z) v�eri�ant X;Z 2 G1 etY 2 G2{ on peut partitionner les �etiquettes de G en deux ensembles not�es E1(G) etE2(G), de tailles respetives k et m,{ les �etiquettes de E1(G) sont les �etiquettes de X et Y et elles de E2(G) ellesde Z,{ la plus petite �etiquette de X et Z appartient �a Z.Il faudrait alors �etablir une bijetion entre F et G v�eri�ant la propri�et�e suivante : si F 2 Fest en bijetion ave G 2 G, alors jE1(F )j = jE1(G)j et jE2(F )j = jE2(G)j.2.3 Fatorisations du grand yleDans [53℄, D�enes a �etabli une orrespondane entre arboresenes de Cayley sur [n℄de raine 1 et fatorisations minimales de la permutation irulaire (1;2; : : : ;n) (que nousappelons le grand yle) omme produit de transpositions. Dans ette setion, nous pro-posons une releture de la preuve du r�esultat de D�enes due �a Moszkowski [122℄ qui nouspermet de relier la famille An+1;0 �a e probl�eme. On rappelle qu'une transposition sur[n℄ est une permutation sur [n℄ qui �ehange exatement deux �el�ements, 'est-�a-dire unepermutation omportant n� 1 yles (et don un yle de longueur 2 et (n� 2) yles delongueur 1, les points �xes).D�e�nition 34. Soit � une permutation irulaire sur [n℄. Une fatorisation minimale de� en produit de transpositions est un (n� 1)-uplet (�1; : : : ;�n�1) de transpositions sur [n℄tel que �1 � � � �n�1 = �0, le produit �etant e�etu�e de gauhe �a droite.



36 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINEDans la suite de ette setion, nous utilisons le terme fatorisation pour d�esigner unefatorisation minimale en produit de transpositions. Par exemple, le produit �1:�2:�3:�4ave �1 = (3;5); �2 = (3;4); �3 = (2;4); �4 = (1;2); est une fatorisation de � = (1;2;4;3;5):Th�eor�eme 35. [53℄ Le nombre de fatorisations minimales de (1;2; : : : ;n) est nn�2.La preuve donn�ee par D�enes repose sur la repr�esentation d'un produit de transpositionspar un graphe. Soit �1 � � � �k un produit de k transpositions sur [n℄. On peut le repr�esenterpar un graphe �a n sommets �etiquet�es dans [n℄ et k arêtes �etiquet�ees dans [k℄ : si �i = (x;y),on a alors une arête �etiquet�ee i reliant x �a y. 4 52261 31 4 3Fig. 2.1 { Graphe assoi�ee �a (2;6):(4;5):(1;2):(2;3)Dans [53℄ (voir aussi les travaux d'Eden et Sh�utzenberger [56℄), D�enes montre que lapermutation � = �1 � � � �n�1 est un yle de longueur n si et seulement si e graphe estune arboresene (on prend 1 pour raine). Par exemple, le produit des 5 transpositions(4;5):(1;6):(2;4):(3;6):(1;4) est une fatorisation de (1;3;6;4;5;2) et orrespond �a l'arbores-ene repr�esent�ee dans la �gure suivante. 14 65 2 35 21 3 4Fig. 2.2 { Arboresene assoi�ee �a (4;5):(1;6):(2;4):(3;6):(1;4)On a don une orrespondane entre les fatorisations de permutations irulaires sur[n℄ et les arboresenes doublement �etiquet�ees, sur [n℄ pour les sommets et [n � 1℄ pourles arêtes, de raine 1. Clairement, es arboresenes sont au nombre de (n � 1)!nn�2.D'autre part, le nombre de permutations irulaires sur [n℄ est (n�1)!. Le r�esultat d�eoulediretement de es deux observations.Alors que le th�eor�eme 35 sugg�ere qu'il existe une bijetion direte entre les fatori-sations du grand yle et les arboresenes de Cayley de raine 1, la preuve pr�e�edenteest bas�ee sur une orrespondane entre deux ensembles plus larges (fatorisations des n-yles et arboresenes doublement �etiquet�ees). La premi�ere preuve bijetive direte duth�eor�eme 35 est due �a Moszkowski [122℄ (voir aussi les travaux de Goulden et Pepper [81℄).Nous proposons une nouvelle desription de la bijetion de Moszkowski, qui pr�esente lesavantages suivants.{ Elle est plus intuitive, ar bas�ee uniquement sur des manipulations d'arboresenes :la preuve de sa validit�e est imm�ediate ontrairement �a la preuve originale de Mosz-kowski.



2.3. FACTORISATIONS DU GRAND CYCLE 37{ Elle permet de donner une interpr�etation de nn en termes de fatorisations du grandyle.La bijetion de Moszkowski. Cette bijetion s'appuie sur la propri�et�e suivante quev�eri�e une arboresene repr�esentant une fatorisation de (1;2; : : : ;n) (propri�et�e d�eoulantdiretement de la d�e�nition d'une fatorisation du grand yle).Propri�et�e 36. Soit A une arboresene sur [n℄ doublement �etiquet�ee et de raine 1. Pourun sommet x de A, on note Cx = (a0; : : : ;ak) la suite des arêtes roissantes onstituantle plus long hemin issu de x o�u a0 est la plus petite arête inidente �a x (�eventuellementl'arête reliant x �a son p�ere) et, si l'arête aj (j < k) joint y �a z, alors aj+1 est la plus petitearête inidente �a z sup�erieure �a aj . Ainsi A repr�esente une fatorisation du grand yle siet seulement, pour tout sommet x de A, le sommet terminal de Cx est x+ 1.Cette propri�et�e des arboresenes assoi�ees �a une fatorisation du grand yle induit ladesription suivante de la bijetion de Moszkowski, bas�ee sur un r�e�etiquetage des sommetsde A.Algorithme 3: Des arboresenes vers les fatorisationsDonn�ees : A : arboresene de raine 1d�ebutpour haque sommet x de A di��erent de 1 faire�etiqueter l'arête reliant x �a son p�ere par x� 1;x := 1;pour i allant de 2 �a n faired�eterminer le hemin Cx;r�e�etiqueter le sommet terminal y de Cx par i;x := y (x est le sommet que l'on vient d'�etiqueter i);�n
36 47 13 54 2 8 6

51 2 736 47 16 42 3 58 71 5 2�! �!16 42 3 58 7
Fig. 2.3 { Transformation d'une arboresene en fatorisation du grand ylePour prouver la validit�e de et algorithme, il suÆt de s'assurer qu'il n'existe pas deuxsommets x et y tels que Cx et Cy ont même sommet terminal. Supposons qu'il existe deuxsommets x et y tels que Cx et Cy aient au moins un sommet en ommun, et soit z leurpremier sommet ommun. Supposons de plus que Cx (resp. Cy) arrive en z par l'arête a(resp. b).{ z ne peut être le sommet terminal des deux hemins Cx et Cy : en e�et si a > b (resp.



38 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINEb > a), Cy (resp. Cx) ne s'arrête pas en z.{ Si z n'est le sommet terminal d'auun des deux hemins, Cx et Cy ne quittent pasz par la même arête  (sinon,  > a et  > b, et on a don soit  > a > b, e quiimplique que Cx (resp. Cy) se poursuit par une arête d'�etiquette omprise entre a+1et  (resp. b+1 et a)), soit  > b > a, e qui implique que Cx (resp. Cy) se poursuitpar une arête d'�etiquette omprise entre a + 1 et b (resp. b + 1 et )), et A �etantaylique, il ne peuvent avoir le même sommet terminal.On a don r�e�etiquet�e tous les sommets de A, et par onstrution, A0 est bien une fa-torisation du grand yle. De plus, le r�e�etiquetage des sommets de A �etant induit parl'�etiquetage des arêtes de A, et e dernier �etant donn�e par l'�etiquetage des sommets de A,deux arboresenes di��erentes ne peuvent produire la même fatorisation du grand yle.La onstrution inverse est imm�ediate. Soit A0 une arboresene doublement �etiquet�eerepr�esentant une fatorisation de (1;2; : : : ;n). Pour obtenir l'arboresene de raine 1 en-gendrant A0 par l'algorithme pr�e�edent, il suÆt de remplaer haque sommet x di��erentde 1 par l'�etiquette de l'arête menant �a son p�ere, augment�ee de 1 (l'�etiquette de la rainereste don 1).Interpr�etation de nn en termes de fatorisations du grand yle. Il d�eoule dee qui pr�e�ede que le nombre de fatorisations de (1;2; : : : ;n) ne omportant qu'une seuleourrene de 1 ('est-�a-dire une seule transposition agissant sur 1) est �egal au nombred'arboresenes sur [n℄ de raine 1 n'ayant qu'un �ls, 'est-�a-dire au nombre d'arbores-enes sur [n � 1℄, soit (n � 1)n�2. On peut alors d�eduire de l'algorithme pr�e�edent ler�esultat suivant, onernant les fatorisations du grand yle ne omportant qu'une seuletransposition ontenant 1.Proposition 37. Soit fn;k (k 2 [n℄ et k 6= 1) le nombre de fatorisations de (1;2; : : : ;n)ne omportant qu'une seule transposition ontenant 1 et de la forme (1;k).fn;2 = fn;n = (n� 2)n�2;et si (n� 1) � k � 3fn;k = n�1Xl=1 lXr=1�n� 1l ��n� 1� lk � r + 1�(r � 1)k�2�r(l � r)(n� k)n�1�k�l+r:Preuve. On a vu pr�e�edemment qu'une fatorisation de (1;2; : : : ;n) ne omportant qu'uneseule transposition ontenant 1 est repr�esent�ee par une arboresene sur [n℄ de raine 1n'ayant qu'un seul �ls (e qui est �equivalent �a une arboresene sur [n�1℄). Par d�e�nitionde la repr�esentation d'une fatorisation du grand yle par une arboresene, l'image k de1 dans la transposition ontenant 1 orrespond �a l'�etiquette du �ls de la raine dans ettearboresene, apr�es appliation de l'algorithme de r�e�etiquetage. Soit x le �ls de 1 dansl'arboresene initiale A (qui sera ensuite r�e�etiquet�e par k) et X1 (resp. X2) l'ensembledes sommets y de A tels que le hemin de x vers y ommene par une arête roissante



2.3. FACTORISATIONS DU GRAND CYCLE 39(resp. d�eroissante).
: : : : : :1x1 xk y1 ylxX1 X28i xi > x8j yj < x

En se souvenant que l'�etiquetage des arêtes de A est donn�e par elui des sommets et dela d�e�nition des hemins Cy, on obtient les propri�et�es suivantes.{ Tout hemin Cy passant par un sommet de X1 a son sommet terminal dans X1[fxg :si Cy passe par x, soit il se termine en x, soit il arrive en x par une arête d'�etiquettesup�erieure ou �egale �a x et ne peut don pas se poursuivre par une arête menant �aun sommet de X2 ou au sommet 1.{ On en d�eduit que le sommet terminal de C1 est soit x, soit un sommet de X1, ar lapremi�ere arête suivie apr�es l'arête x� 1 ne peut mener qu'�a un sommet de X1.{ Pour tout y 2 X2, le sommet terminal de Cy appartient �a X2 [ f1g : si Cy passe parx, il se poursuit obligatoirement par l'arête menant de x �a 1 (�etiquet�ee par x� 1) etse termine ainsi. Il ne peut don passer par un sommet de X1.{ On en d�eduit que si X2 6= ;, le sommet terminal de Cx est dans X2 ar la premi�erearête de Cx m�ene vers un sommet de X2 (si X2 = ;, Cx est onstitu�e de la seulearête reliant x �a la raine 1).De es propri�et�es, on d�eduit que la nouvelle �etiquette du sommet x fournie par l'algorithmepr�e�edent est la valeur 2 + jX1j. Ainsi, la seule transposition ontenant 1 est (1;2) si tousles �ls de x sont inf�erieurs �a x dans A. Le th�eor�eme 16 implique alors que fn;2 = (n�2)n�2.Inversement, x est r�e�etiquet�e n par l'algorithme si tous les �ls de x sont sup�erieurs �a xet on a bien fn;n = (n � 2)n�2. Pour k 6= 2 et k 6= n, fn;k est le nombre d'arboresenessur [n℄ de raine 1 ayant un seul �ls not�e x et telles que jX1j = k. On onstruit une tellearboresene de la fa�on suivante :{ hoisir un ensemble L = (x1; : : : ;xl) de l sommets di��erents de 1 qui orrespondrontau sommet x et �a ses �ls (on explique ainsi la somme sur l) ;{ pour haun des sommets xr de L, onsid�erer le as des arboresenes telles quex = xr et les �ls de x sont L=fxrg (on explique ainsi la somme sur r et on remarqueque le sommet x a alors exatement r � 1 �ls qui lui sont inf�erieurs et l � r �ls quilui sont sup�erieurs) ;{ en rappelant qu'on �enum�ere les arboresenes telles que jX1j = k, il reste �a hoi-sir (k � r + 1) sommets parmi les (n � 1 � l) restants, �a gre�er sous les sommets(x1; : : : ;xr�1) une forêt de k sommets omportant (r � 1) arboresenes de rainesrespetives x1; : : : ;xr�1, et �a gre�er sous les sommets (xr+1; : : : ;xl) une forêt den�1�k sommets omportant (l�r) arboresenes de raines respetives xr+1; : : : ;xl :le r�esultat d�eoule diretement de ette onstrution et du th�eor�eme 11. ut



40 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE2.4 Arboresenes ordonn�ees, yliques et planesLa simpliit�e du r�esultat �etablissant que le nombre d'arboresenes de Cayley sur [n+1℄dont la raine est inf�erieure �a ses �ls est nn inite �a penser qu'il existe une preuve formelle,qui devrait pouvoir s'appliquer �a d'autres familles d'arboresenes. C'est le sujet de ettesetion. Dans un premier temps, nous �enon�ons un lemme g�en�eral pour traiter e probl�eme,avant de l'appliquer aux arboresenes ordonn�ees, yliques et planes.2.4.1 Un lemme g�en�eralSoient U et V deux familles d'objets ombinatoires �etiquet�es, de s�eries g�en�eratriesexponentielles respetivesU(x) =Xk�0 uk xkk! et V (x) =Xk�0 vk xkk! ;et u0 6= 0. On introduit alors la s�erie formelle W (x) d�e�nie parW (x) = Z x0 V (t) dt =Xk�1 vk�1xkk!et les familles suivantes de strutures arboresentes.{ T est la famille des U-arboresenes, de s�erie g�en�eratrie T (x) =Pk�0 tk xkk! .{ R est la famille des arboresenes telles que les �ls d'un sommet sont munis d'uneV-struture si e sommet est la raine et d'une U-struture sinon.{ R0 est la famille des arboresenes de R telles que la raine est inf�erieure �a ses �ls.On note R0(x) =Pk�0 rk;0 xkk! sa s�erie g�en�eratrie.Lemme38. La s�erie g�en�eratrie exponentielle des arboresenes de R0 v�eri�e l'�equationfontionnelle R0(x) = xT (x)W (T (x)):Preuve. On veut don prouver que R0(x)T (x) = xW (T (x)) 1. Pour ela, on interpr�ete lesdeux membres de ette identit�e de la fa�on suivante.Une (R0:T )-struture sur [n℄ est un ouple (A;B) tel que A est une arboresene dontla raine r est inf�erieure �a ses �ls, es derniers, strutur�es en une V-assembl�ee, �etant lesraines d'arboresenes de T A1; : : : ;Ak, et B est une arboresene de T .xrr1 rkA1 Ak BA
Vr < r1 < � � � < rk

1. La preuve que nous donnons ii, di��erente de la preuve pr�esent�ee dans [35℄, nous a �et�e indiqu�ee parVolker Strehl.



2.4. ARBORESCENCES ORDONN�EES, CYCLIQUES ET PLANES 41Pour les strutures ompt�ees par la s�erie xW (T (x)) (on noteW la famille de struturesompt�ees par W (x)), on peut tout d'abord d�eduire du lemme 33 (boxed produt) qu'uneW-struture sur [n℄ est un ouple (1;C) o�u C est une V-struture sur f2; : : : ;ng. On end�eduit que xW (T (x)) est la s�erie g�en�eratrie des triplets (x;D;E) tels que x 2 [n℄, E estune arboresene de T et D une V-assembl�ee d'arboresenes de T (D1; : : : ;Dk) et que laraine y de E est inf�erieure aux raines des Di.x
D Vr1 rk Er r < r1 < � � � rkD1 DkPour prouver le r�esultat voulu, il suÆt alors de remarquer les faits suivants :{ dans (x;D;E), en �ehangeant les sommets x et r du triplet (x;D;E) et en enrainantla V-assembl�ee D1; : : : ;Dk en r, on obtient le ouple (A;B) (ave Ai = Di) ;{ dans (A;B), en d�erainant A et en �ehangeant les sommets x et r, on obtient letriplet (x;D;E) (ave Di = Ai). utCorollaire 39. Le nombre d'arboresenes de R0 �a n sommets est[xn℄R0(x) = 1n [xn�1℄��V (x)U(x) �W (x)�U(x)�x � (U(x))n�2� :Preuve. En remarquant que T (x) = xU(T (x))on en d�eduit que R0(x) = �WU � (T (x)):Il suÆt alors d'appliquer la formule d'inversion de Lagrange (th�eor�eme 14, page 18), aveF (x) = T (x), G(x) = U(x) et H(x) = (W=U)(x). ut2.4.2 Appliation aux arboresenes ordonn�ees, yliques et planesPrenons par exemple les arboresenes de Cayley. On a alors U(x) = V (x) = ex etW (x) = ex� 1. On d�eduit alors du Corollaire 39 que le nombre d'arboresenes de Cayley�a n sommets telles que la raine est inf�erieure �a ses �ls estn!n [xn�1℄e(n�1)x = (n� 1)n�1:Proposition 40. Le nombre d'arboresenes ordonn�ees �a n sommets telles que la raineest inf�erieure �a ses �ls est (2n� 2)!(n� 1)! � n�2Xk=0 (n+ k � 1)!(n� k � 1)k! :



42 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINEPreuve. Dans le as des arboresenes ordonn�ees de raine inf�erieure �a ses �ls, on aU(x) = V (x) = 11� x =)W (x) = � ln(1� x):On d�eduit du Corollaire 39, que le nombre d'arboresenes ordonn�ees �a n sommets (n � 1)de raine inf�erieure �a ses �ls estn!n [xn�1℄� 11� x�n (1 + ln(1� x)) =(n� 1)! �[xn�1℄(1� x)�n + [xn�1℄(1� x)�n ln(1� x)� =(n� 1)! �2n� 2n� 1 �� n�2Xk=0 1n� 1� k�n+ k � 1k �! =(2n� 2)!(n� 1)! � n�2Xk=0 (n+ k � 1)!(n� k � 1)k! : utC d�esignant la famille des listes irulairement ordonn�ees, on appelle arboresenes y-liques les arboresenes C-enrihies et on note AC(x) leur s�erie g�en�eratrie exponentielle.Proposition 41. Le nombre d'arboresenes yliques sur [n℄ telles que la raine est inf�e-rieure �a ses �ls est nXk=0 n!(n� k)! (�1)n�1�ks(n� 1;k)!� n�1Xk=0 (n� 2)!(n� 1� k)! (�1)n�ks(n;k)! ;o�u les s(n;k) sont les nombres de Stirling de premi�ere esp�ee.Preuve. On a (voir [16℄ par exemple)U(x) = V (x) = 1� ln(1� x) =)W (x) = (1� x) ln(1� x) + x:On d�eduit alors du Corollaire 39, que le nombre d'arboresenes yliques �a n sommets(n � 1) de raine inf�erieure �a ses �ls estn!n [xn�1℄�(1� ln(1� x))n � (1� ln(1� x))n�2(1� x) � :(2.13)En remarquant que 1n� 1 �((1� ln(1� x))n�1)�x = (1� ln(1� x))n�2(x� 1) ;on a [xn�1℄ (1 � ln(1� x))n�2(x� 1) = nn� 1[xn℄(1 � ln(1� x))n�1:(2.14)



2.4. ARBORESCENCES ORDONN�EES, CYCLIQUES ET PLANES 43Il suÆt maintenant de rappeler (voir [82, Table 351℄ par exemple) que�ln� 11� x��k =Xi�0 k!(�1)i�ks(i;k)xii! ;pour obtenir[xn�1℄(1� ln(1� x))n = nXk=0�nk�k!(�1)n�1�ks(n� 1;k) 1(n � 1)! ;(2.15)et le r�esultat est une ons�equene direte de (2.13), (2.14) et (2.15). utOn appelle arboresenes planes les arboresenes plong�ees dans un plan orient�e [16℄.Cette famille est arat�eris�ee par l'enrihissement suivant : la �bre de la raine est munied'une C-struture et la �bre de tout autre sommet est munie d'une L-struture. On noteP la famille des arboresenes planes et P (x) leur s�erie g�en�eratrie.Proposition 42. Le nombre d'arboresenes planes sur [n℄ �a n sommets telles que laraine est inf�erieure �a ses �ls est 2 n�2Xk=0 (n� 2 + k)!k! n� 1n� 1� k!� (2n� 3)!(n� 2)! :Preuve. On aU(x) = 1(1� x) ; V (x) = 1� ln(1� x) =)W (x) = (1� x) ln(1� x) + x:On d�eduit alors du Corollaire 39, que le nombre d'arboresenes planes �a n sommets(n � 1) de raine inf�erieure �a ses �ls estn!n [xn�1℄(�x� 11� x�n � 2� 11� x�n�1 ln(1� x)) :On a [xn�1℄��x� 11� x�n� = �[xn�2℄� 11� x�n = ��2n� 3n� 2 �:D'autre part,�[xn�1℄� 11� x�n�1 ln(1� x) = [xn�1℄0�Xk�0�n� 2 + kk �xk1A0�Xk�1 xkk 1A=) �[xn�1℄� 11� x�n�1 ln(1� x) = n�2Xk=0�n� 2 + kk � 1n� 1� ket on obtient le r�esultat voulu. ut



44 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE2.5 ConlusionLe prinipal r�esultat de e hapitre a trait �a la prise en ompte d'un param�etre sur lesarboresenes qui n'a pas �et�e onsid�er�e jusqu'�a pr�esent, le nombre de �ls de la raine quilui sont inf�erieurs. Son �etude s'av�ere int�eressante du point de vue �enum�eratif, notammentpour la famille An;0, ar e param�etre permet d'expliquer ombinatoirement plusieursidentit�es faisant intervenir nn.Deux questions. Parmi les prinipales questions relatives �a l'�etude que nous avonsmen�ee dans e hapitre, il serait int�eressant de trouver une expliation ombinatoire del'intrigante identit�e (2.2), due �a Goulden et Jakson. Il nous semble que les �el�ements quenous avons apport�es dans e hapitre peuvent permettre de r�esoudre e probl�eme.Le lemme 38 permet d'exprimer la s�erie g�en�eratrie d'une famille d'arboresenes tellesque la raine est inf�erieure �a ses �ls en fontion de la s�erie de la même famille d'ar-boresenes sans onditions sur la raine. Il serait int�eressant d'�etendre e r�esultat auxarboresenes dont le nombre de �ls de la raine qui lui sont inf�erieurs est �x�e.Arrangements d'hyperplans. Nous avons rapidement mentionn�e en introdution quela famille An;0 apparaissait dans des travaux de Gessel sur les arrangements d'hyperplans(non publi�es mais it�es par Athansiadis et Linusson dans [9℄), et plus partiuli�erementdans l'arrangement d'hyperplans d�e�ni par Shi dans [140℄ :{ on note Sn (n > 0) l'arrangement d'hyperplans de Rn d�e�nis par les �equationsxi � xj = 0 et xi � xj = 1, pour 1 � i < j � n.Une r�egion de Sn est une omposante onnexe de l'espae obtenu en supprimant deRn les hyperplans de Sn. Stanley [145, 147℄ (voir aussi [9℄) a montr�e que le nombre der�egions de Sn est (n+ 1)n�1 en �etablissant une bijetion entre es r�egions et les fontionsde parking sur [n℄ que l'on sait être au nombre de (n+ 1)n�1.Gessel a introduit la notion de r�egion born�ee : une r�egion de Sn est born�ee si sonintersetion ave l'hyperplan d�e�ni par x1+x2+ � � �+xn = 0 est born�ee en tant que r�egionde l'espae Eulidien. Il a �etabli une bijetion entre es r�egions et un sous-ensemble desfontions de parking, les fontions de parking premi�eres sur [n℄ et a montr�e, de mani�ereformelle que es fontions sont au nombre de nn (Kalikow a donn�e une preuve bijetive dee r�esultat [97℄). Il a de plus �etabli une bijetion entre les fontions de parking premi�ereset les forêts d'arboresenes de Cayley sur n + 1 telles que la raine de la plus petitearboresene n'a auun �ls. Ces forêts sont lairement �equivalentes �a An+1;0 et la preuvedu lemme 17 fournit don une preuve bijetive de la formule �enum�erant les r�egions born�eesde Sn.De plus, si on note R0 l'unique r�egion de Sn telle que x1 > x2 > � � � > xn et x1� xn <1, Stanley a introduit une notion de distane d'une r�egion R de Sn par rapport �a R0et a montr�e que le nombre de r�egions de Sn �a distane d de R0 est �egal au nombred'arboresenes de Cayley de raine 1 ayant �n2��d inversions. Dans le hapitre suivant, quipoursuit l'�etude ombinatoire de An;0, nous nous int�eressons �a l'�enum�eration des inversionsdans les arboresenes An;0, que l'on peut don interpr�eter en termes de distane desr�egions born�ees de Sn par rapport �a R0.Cependant, tous les r�esultats sus-it�es �etablissent un lien indiret entre r�egions deSn et arboresenes de Cayley, ar ils sont bas�es sur des bijetions entre es r�egions etles fontions de parking (il existe plusieurs bijetions lassiques entre arboresenes etfontions de parking [103, pages 732-733℄). Il serait don int�eressant d'�etablir un lien



2.5. CONCLUSION 45ombinatoire diret entre arboresenes et r�egions de Sn, qui fasse naturellement apparâ�trele lien entre les r�egions born�ees et la famille An;0 et de regarder omment sont transport�esles param�etres lassiques des arboresenes (raine, degr�e de la raine, arêtes d�eroissantes,et) sur les r�egions de Sn.



46 CHAPITRE 2. ARBORESCENCES DE CAYLEY ET FILS DE LA RACINE



Chapitre 3Polynôme �enum�erateur desinversionsDans e hapitre, nous nous int�eressons au polynôme �enum�erateur des inversions desarboresenes de Cayley dont la raine est inf�erieure �a ses �ls. Nous obtenons plusieursg�en�eralisations de r�esultats de Kreweras, onernant le polynôme �enum�erateur des inver-sions des arboresenes de Cayley de raine 1, en partiulier une nouvelle interpr�etationombinatoire des nombres d'Entringer et des nombres d'Euler.Notation. Tout au long de e hapitre, nous onsid�erons des arboresenes de Cayley quenous nommons simplement arboresenes.3.1 Inversions et arboresenesD�e�nition 43. Une inversion dans une arboresene A est un ouple (x;y) de sommetstels que x > y o�u y est un desendant de x. On note inv(A) le nombre d'inversions de A.Par exemple, l'arboresene de la �gure suivante omporte 6 inversions : (7;2), (7;3), (4;1),(4;2), (4;3), (9;6).
58 9632

17
4

Fig. 3.1 { Une arboresene �a 6 inversions47



48 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONSMallows et Riordan [116℄ ont �et�e les premiers �a onsid�erer e param�etre, dans le asdes arboresenes de raine 1, et �a introduire la notion de polynôme �enum�erateur desinversions.D�e�nition 44. Soit Fn une famille d'arboresenes sur [n℄. Le polynôme �enum�erateur desinversions de Fn est d�e�ni par PFn(q) = XA2Fn qinv(A):On note Pn(q) le polynôme �enum�erateur des inversions des arboresenes de raine 1.Le polynôme �enum�erateur des inversions des arboresenes de raine 1 est reli�e �a denombreux probl�emes ombinatoires, omme le polynôme de Tutte pour ertaines famillesde graphes [63℄, les fontions de parking [106, 121℄ et les fontions de k-parking [166℄,l'ativit�e externe d'une arboresene [10℄, ou les arrangements d'hyperplans [147, 145℄,omme nous l'avons d�ej�a mentionn�e en onlusion du hapitre pr�e�edent. Pour des famillesautres que les arboresenes de Cayley, il existe peu de r�esultats. On peut essentiellementiter les travaux de Gessel, Sagan et Yeh [64℄ et de Chen [40℄ pour les arboresenesordonn�ees, yliques et planes de raine 1.La premi�ere �etude d�etaill�ee du polynôme Pn(q) est due �a Kreweras [106℄ qui obtientnotamment la formule de r�eurrene suivante.Proposition 45. Le polynôme �enum�erateur des inversions des arboresenes de raine 1v�eri�e la relation de r�eurrene :P1(q) = 1;(3.1) Pn+1(q) = nXm=1�n� 1m� 1� m�1Xi=0 qi!Pm(q)Pn+1�m(q):(3.2)Cette formule est obtenue en supprimant l'arête reliant la raine 1 au �ls qui ontient leplus grand sommet dans la sous-arboresene qui en est issue. Nous reprenons ette teh-nique dans la setion suivante pour l'�etendre au as des arboresenes de An;0. Krewerasmontre qu'�evalu�e en q = �1;0;1;2, le polynôme Pn(q) prend des valeurs remarquables, quifont notamment intervenir les nombres d'Euler et le nombre de graphes �etiquet�es simplesonnexes.D�e�nition 46. On note en le n�eme nombre d'Euler ; es nombres sont donn�es par la s�erieg�en�eratrie Xn�0 enxnn! = 1 + sin(x)os(x) ;ou par la r�eurrene e0 = 1; en+1 = bn=2Xm=0 � n2m�e2men�2m:Proposition 47. Soit n > 0. Pn(0) = (n� 1)!;(3.3) Pn(1) = nn�2;(3.4) Pn(�1) = en�1:(3.5)



3.1. INVERSIONS ET ARBORESCENCES 49Les preuves des identit�es (3.3) et (3.4) sont imm�ediates :{ Pn(0) est le nombre d'arboresenes sur [n℄ ne omportant auune inversion, 'est-�a-dire le nombre d'arboresenes roissantes : (n� 1)! (voir la preuve de la proposition30),{ Pn(1) est le nombre d'arboresenes sur [n℄ de raine 1, 'est-�a-dire nn�2 (Corollaire8).La preuve de l'identit�e (3.5) donn�ee par Kreweras est bas�ee sur les r�eurrenes satisfaitespar Pn(q) et par les nombres d'Euler. Or les nombres d'Euler �enum�erent de nombreuxobjets ombinatoires, omme par exemple les permutations alternantes [107℄ ou les arbo-resenes roissantes paires [162℄. Pansiot [123℄ a utilis�e e dernier point pour donner unepreuve ombinatoire de (3.5), bas�ee sur la tehnique suivante :{ exhiber une sous-famille Bn de ~An (les arboresenes sur [n℄ de raine 1) de ardinalen�1 telle que toute arboresene de Bn a un nombre pair d'inversions (Bn est lafamille des arboresenes roissantes paires, que nous d�e�nissons dans la setionsuivante),{ d�e�nir une involution  sur ~An priv�e de Bn telle que le nombre d'inversions de A et (A) di��ere de 1.Nous utilisons une tehnique similaire dans le setion suivante pour prouver un r�esultatanalogue pour le polynôme assoi�e aux arboresenes de An;0.D�e�nition 48. On appelle graphe simple �etiquet�e sur [n℄ un graphe �a n sommets �etiquet�espar f1; : : : ;ng, n'ayant ni boule ni arête multiple. On note Gn l'ensemble de tels graphesonnexes sur [n℄ et gn = jGnj.Proposition 49. Soit n > 0. Pn(1 + q) = XG2Gn qa(G)�n+1(3.6)o�u a(G) est le nombre d'arêtes de G. On en d�eduit alors quePn(2) = gn:(3.7)La premi�ere preuve de e r�esultat est due �a Kreweras qui montre que le nombre degraphes onnexes simples �etiquet�es sur [n℄ satisfait une r�eurrene similaire �a elle de Pn(2)et en d�eduit (3.7). Dans [65℄, Gessel et Wang proposent une preuve bijetive de (3.6) bas�eesur la notion de parours en profondeur d'un graphe. Nous reprendrons e prinipe pourprouver un r�esultat analogue pour le polynôme assoi�e aux arboresenes de An;0.Finalement, on peut relier le polynôme des inversions des arboresenes au polynômede Tutte des graphes omplets.D�e�nition 50. Soit G un graphe aux arêtes totalement ordonn�ees et A une arboreseneouvrante de G. Une arête (x;y) de G n'appartenant pas �a A (resp. appartenant �a A) estexterne (resp. interne) si elle est la plus grande arête de l'unique yle du graphe A[ (x;y)(resp. oyle de fG � Ag [ (x;y)) ontenant (x;y). On note EAG(A) (resp. IAG(A))l'ensemble des arêtes externes (resp. internes) de G relativement �a A.Le polynôme de Tutte de G est alors d�e�ni parTG(u;q) =XA ujIAG(A)jqjEAG(A)j;o�u la somme est sur toutes les arboresenes ouvrantes A de G.



50 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONSTutte [156℄ a notamment montr�e que e polynôme ne d�ependait pas de l'ordre hoisisur les arêtes de G. Si on note Kn le graphe omplet �a n sommets, on a alors le r�esultatsuivant [10, 63℄.Proposition 51. Soit n > 0. TKn(1;q) = Pn(q)(3.8)3.2 Polynôme des inversions de An;0Dans ette setion, nous nous int�eressons au polynôme des inversions des arboresenesdont la raine est inf�erieure �a ses �ls, que nous notons ~Pn(q). Plus pr�eis�ement, nous�etudions la famille An;0;r des arboresenes de An;0 ayant pour raine r 2 [n � 1℄, dontnous notons ~Pn;r(q) le polynôme �enum�erateur des inversions (on a don ~Pn;1(q) = Pn(q)).Pour es polynômes, nous obtenons des g�en�eralisations des propositions 45, 47, 49 et 51(en posant r = 1 dans nos r�esultats, on retrouve les r�esultats de Kreweras).Dans un premier temps, nous nous int�eressons �a une formule de r�eurrene pour epolynôme et �a son �evaluation en 0, 1 et 2. Nous relions notamment ette derni�ere valeur~Pn;r(2) �a l'�enum�eration de graphes simples onnexes �etiquet�es sur [n℄ tels que le sommetr est inf�erieur �a ses voisins. Nous onluons e paragraphe en reliant ~Pn;r au polynômede Tutte de ertains graphes d�eriv�es du graphe omplet. Dans un deuxi�eme temps, nousmontrons que la valeur de e polynôme en �1 est li�ee aux nombres d'Entringer (quiraÆnent les nombres d'Euler). On peut noter que la plupart des r�esultats de Krewerassur Pn(q) s'interpr�etent en termes de graphes �etiquet�es, et que les g�en�eralisations quenous proposons pour ~Pn(q) s'interpr�etent naturellement en termes de graphes tels que lesommet r est inf�erieur �a tous ses voisins.3.2.1 R�eurrene pour ~Pn;r, �evaluation en 0, 1 et 2 et lien ave le po-lynôme de TutteProposition 52. Le polynôme �enum�erateur des inversions des arboresenes de An;0;rv�eri�e la relation de r�eurrene :~Pr;r(q) = ( 1 si r = 1;0 sinon;(3.9) ~Pn+1;r(q) = n+1�rXm=1 r�1Xk=0�n� rm� 1��r � 1k � m�1Xi=0 q2k+i! ~Pk+m;1(q) ~Pn0;r0(q);(3.10)o�u n0 = (n+ 1�m� k) et r0 = (r � k).Preuve. La preuve de e r�esultat est bas�ee sur le même prinipe que la d�emonstration duas r = 1 expos�ee par Kreweras dans [106℄. Tout d'abord, la preuve de (3.9) est imm�ediate.Ensuite, soit A une arboresene de An+1;0;r et x le seul �ls de la raine r situ�e sur lehemin allant de r �a n + 1. En supprimant l'arête reliant r et x, on obtient une forêt �adeux arboresenes (A1;A2) telle que r est la raine de A1 et est inf�erieure �a ses �ls, x estla raine de A2 et n+ 1 appartient �a A2 (on peut avoir x = n+ 1).



3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 51
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Si on note, pour une arboresene A et un entier r, jAj>r (resp. jAj<r) le nombre desommets de A sup�erieurs (resp. inf�erieurs) �a r, on a alorsinv(A) = inv(A1) + inv(A2) + jA2j<r:En posant k = jA2j<r et m = jA2j>r (m � 1), on peut dire que A1 omporte n0 =(n + 1 �m � k) sommets, dont exatement r0 = (r � 1 � k) sont inf�erieurs �a la rainer, e qui explique ainsi le terme ~Pn0;r�k(q) de (3.10), polynôme �enum�erant les inversionsde A1. Soient x1 < x2 < � � � < xk+m les sommets de A2 et xi sa raine. En �ehangeantsuessivement les sommets xi et xi�1, puis xi�1 et xi�2, : : : , puis x2 et x1, on obtientune arboresene A02 de raine x1 ('est-�a-dire dont la raine est le plus petit sommet).En remarquant que haque �ehange de deux sommets ons�eutifs xj et xj�1 diminue lenombre d'inversions de 1 (xj , situ�e �a la raine, est �ehang�e ave xj�1 qui lui est inf�erieur),on onstate que inv(A02) = inv(A2) + i � 1, les valeurs possibles pour i �etant omprisesentre k + 1 et k + n ar la raine xi de A2 est sup�erieure �a r et k = jA2j<r. En rappelantque le nombre d'inversions de la forme (r;x) ave x dans A2 est k = jA2j<r, on obtientl'expliation du terme  m�1Xi=0 q2k+i! ~Pk+m;1(q);et don du r�esultat annon�e. utEn posant r = 1, on a alors k = 0 et on retrouve bien le r�esultat de la proposition 45.Proposition 53. Soient n > 0 et 0 < r < n.~Pn;r(0) = ( (n� 1)! si r = 1;0 sinon;(3.11) ~Pn;r(1) = (n� r)nn�r�1(n� 1)r�2:(3.12)Preuve. ~Pn;r(0) est le nombre d'arboresenes roissantes de raine r inf�erieure �a ses�ls. Une arboresene roissante �etant obligatoirement de raine 1, on a imm�ediatement lapreuve de (3.11). ~Pn;r(1) est le nombre d'arboresenes de An;0;r. L'identit�e (3.12) d�eoulealors du th�eor�eme 24. utLe orollaire suivant est une ons�equene imm�ediate du fait que jAn;0j = (n� 1)n�1.



52 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONSCorollaire 54. Soit n > 0. ~Pn(0) = (n� 1)!;(3.13) ~Pn(1) = (n� 1)n�1:(3.14)On note Gn;r l'ensemble des graphes simples onnexes �etiquet�es sur [n℄ tels que lesommet r est inf�erieur �a tous ses voisins (sommets reli�es �a r par une arête), et gn;r = jGn;rj.Proposition 55. Soient n > 0 et 0 < r < n.~Pn;r(1 + q) = (1 + q)2(r�1) XG2Gn;r qa(G)�n+1(3.15)o�u a(G) est le nombre d'arêtes de G. Il s'en suit que~Pn;r(2) = 4(r�1)gn;r:(3.16)Preuve. Nous �etendons la m�ethode utilis�ee par Gessel et Wang [65℄ pour prouver ombina-toirement la proposition 49. Soit G un graphe de Gn;r. On appelle arboresene ouvrantemaximale de G, not�ee T (G), l'arboresene obtenue en r�ealisant un parours en profondeurde G �a partir du sommet r de la mani�ere suivante : si x est le dernier sommet renontr�elors du parours, le sommet que l'on visite ensuite est le plus grand voisin de x non enorerenontr�e. Dans l'exemple suivant, les arêtes pleines sont les arêtes emprunt�ees lors d'untel parours du graphe G lorsque r = 4.
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Soit A une arboresene de raine r inf�erieure �a ses �ls. On note C(A) l'ensemble desarêtes que l'on peut ajouter �a A pour obtenir un graphe de Gn;r d'arboresene ouvrantemaximale A. Formellement, C(A) est l'ensemble des ouples (x;y) ne orrespondant pas �ades arêtes de A tels que{ si x = r alors (r;y) ne onstitue pas une inversion et le �ls z de r situ�e sur le heminmenant �a y est tel que (z;y) est une inversion,{ si x 6= r alors il existe z tel que (x;z) est une arête de A et (z;y) est une inversion.Dans l'exemple, C(T (G)) = f(4;5);(4;6);(8;2);(8;3);(8;5)g. On onstate que haque inver-sion (u;v) de A induit un ouple de C(A) sauf lorsque{ u = r : r � 1 inversions sont de ette forme{ u est un �ls de la raine r et v < r (les ouples (r;v) o�u v > r ne onstituant pasune inversion sont dans C(A)) : il y a r � 1 ouples de ette forme puisque u > r.



3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 53Dans notre exemple, les inversions (8;5), (7;6), (9;2), (9;3) et (9;5) orrespondent respeti-vement �a (4;5), (4;6), (8;2), (8;3) et (8;5). On en d�eduit don que jC(A)j = inv(A)�2(r�1).Soit GA l'ensemble des graphes G tels que T (G) = A. Par d�e�nition de l'arboreseneouvrante maximale d'un graphe et de C(A), on peut dire que, pour une arboresene Adonn�ee, un graphe G appartient �a GA si et seulement si toutes les arêtes de G non pr�esentesdans A appartiennent �a C(A). On en d�eduit que, si jAj = n,XG2GA qa(G) = qn�1(1 + q)inv(A)�2(r�1);le terme qn�1 orrespondant aux arêtes de A et le terme (1+q)inv(A)�2(r�1) orrespondantaux autres arêtes hoisies dans C(A). En sommant sur toutes les arboresenes ouvrantesmaximales, 'est-�a-dire sur toutes les arboresenes de An;0;r, on obtient le r�esultat at-tendu. utLa preuve du orollaire suivant est alors imm�ediate.Corollaire 56. Soit n > 0.~Pn(1 + q) = XG2Gn qa(G)�n+1QG(1 + q)(3.17)o�u, si on note S(G) l'ensemble des sommets de G inf�erieurs �a leurs voisins,QG(q) = Xx2S(G) q2(x�1):Si on note Kn;r le graphe omplet priv�e des arêtes entre r et les sommets 1;2; : : : ;r�1,on relie alors ~Pn;r(q) �a TKn;r(1;q).Proposition 57. Soient n > 0 et 0 < r < n.qr�1TKn;r(1;q) = ~Pn;r(q)(3.18)Preuve. Soit G un graphe �a n sommets et F une forêt ouvrante de G. On note CG(F )l'ensemble des ouples (x;y) tels que{ y est un desendant de x dans F , mais pas un �ls de x,{ si le hemin allant de x �a y dans F ommene par l'arête (x;z) alors z > y.Dans [63℄, Gessel et Sagan ont montr�e queTG(1 + u;q) =XF u(F )�1qjCG(F )j;o�u (F ) est le nombre d'arboresenes de F , la somme portant sur toutes les forêts ou-vrantes de G. En posant u = 0, on en d�eduit queTG(1;q) =XA qjCG(A)j;la somme portant sur toutes les arboresenes ouvrantes de G. De la même mani�ere quedans la preuve pr�e�edente, il suÆt alors de remarquer que si G = Kn;r, toute arboreseneouvrante de Kn;r v�eri�e jCG(A)j = inv(A)� r + 1. Comme toute arboresene de An;0;rest une arboresene ouvrante de Kn;r, on en d�eduit le r�esultat annon�e. ut



54 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONS3.2.2 �Evaluation de ~Pn;0;r(�1)L'�evaluation de Pn(�1) fait apparâ�tre des nombres bien onnus, les nombres d'Euler.Il existe plusieurs sp�eialisations des nombres d'Euler, dont la suite des nombres d'Entrin-ger [59℄, qui ont de nombreuses interpr�etations ombinatoires en termes de permutationsalternantes ou d'arboresenes [107, 127, 128℄.D�e�nition 58. Les nombres d'Entringer en;k sont d�e�nis par la r�eurrene.en;n = ( 1 si n = 10 sinon;et, pour k = 1; : : : ;n, en+1;k+1 = en+1;k � en;n+1�k:Ils sont reli�es aux nombres d'Euler par la relationen = en+1;1 = nXk=1 en;k:(3.19)Proposition 59. Soient n > 0 et 0 < r < n.~Pn;r(�1) = en;r:(3.20)Avant de pr�esenter la preuve de ette proposition, on remarque qu'en posant r = 1 onretrouve le fait que Pn(�1) = en�1. De plus, en utilisant la relation (3.19), on obtient leorollaire suivant.Corollaire 60. Soit n > 0. ~Pn(�1) = en:(3.21)Tout le reste de ette setion est onsar�ee �a la preuve de la proposition 59, pourlaquelle nous allons nous inspirer de la preuve de l'identit�e (3.5) due �a Pansiot [123℄. Nousallons pro�eder en trois �etapes :1. exhiber un sous-ensemble Bn;0;r de An;0;r de ardinal en;r, dont haque arboresenea un nombre pair d'inversions,2. partitionner An;0;r en sous-familles C1; : : : ;Cl telles que pour i = 1; : : : ;l, Ci ontientau plus une arboresene de Bn;0;r (on aura alors ~Pn;r(�1) =Pli=1 PCi(�1)),3. montrer que pour i = 1; : : : ;l, PCi(�1) = 1 si Ci ontient une arboresene de Bn;0;ret PCi(�1) = 0 sinon, e qui prouvera la proposition 59.Une sous-famille Bn;0;r de An;0;r de ardinal en;r. Pour d�e�nir la famille d'arbores-enes Bn;0;r, il est n�eessaire d'introduire la notion d'arboresene paire, utilis�ee notam-ment par Pansiot [123℄, Viennot [162℄ ou Kuznetsov, Pak et Postnikov [107℄.D�e�nition 61. Une arboresene est paire si tout sommet di��erent de la raine a unnombre pair de �ls. On note Bn;0;r la famille des arboresenes A de An;0;r telles que, six1;x2; : : : ;xk sont les �ls de r et A1;A2; : : : ;Ak les sous-arboresenes de A de raines res-petives x1;x2; : : : ;xk, les Ai sont des arboresenes d�eroissantes paires ontenant hauneun nombre impair de sommets sup�erieurs �a r.



3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 55914 10 12423 513 8 16 11 7Fig. 3.2 { Une arboresene de B14;0;9.Lemme62. Pour tout arboresene A de Bn;0;r, inv(T ) est pair.Preuve. Soit A 2 Bn;0;r. Les Ai �etant des arboresenes d�eroissantes paires, haque som-met x tel que x 6= r et x 6= xi, a un nombre pair de desendants, et est sup�erieur �a tous sesdesendants. L'arboresene poss�ede don un nombre pair d'inversions de la forme (x;y)ave x 6= r et x 6= xi. La parit�e de inv(A) est don elle du nombre d'inversions de la forme(r;y) ou (xi;y), pour i = 1;2; : : : ;k. Les Ai �etant d�eroissantes, le nombre d'inversions dela forme (xi;y) est �egal �a n� k � 1. De plus, le nombre d'inversions de la forme (r;y) est�egal �a r � 1 = n� 1� kXi=1 jAij>r:Il s'en suit que la parit�e de inv(A) est elle de2n� 2� k � kXi=1 jAij>r = 2n� 2� kXi=1(jAij>r + 1):Il suÆt alors de rappeler que par d�e�nition de l'ensemble Bn;0;r, jAij>r est impair pouri = 1;2; : : : ;k, pour onlure la preuve de e lemme. utSoit Bn;0;r la famille des arboresenes A telles que, si x1;x2; : : : ;xk sont les �ls de la ra-ine r et A1;A2; : : : ;Ak les sous-arboresenes de A de raines respetives x1;x2; : : : ;xk, lesAi sont des arboresenes roissantes paires ontenant haune un nombre impair de som-mets sup�erieurs �a r. Il existe une bijetion imm�ediate entre Bn;0;r et Bn;0;r (elle onsiste,pour haque Ai, �a �ehanger son plus grand sommet et son plus petit sommet, puis sonseond plus grand et son seond plus petit, et). La �gure 3.3, page suivante, repr�esenteune arboresene de Bn;0;r et l'arboresene orrespondante de Bn;0;r. On onstate qu'unearboresene de Bn;0;r n'appartient pas en g�en�eral �a An;0;r.Soit Cn;r la famille des arboresenes roissantes paires sur [n℄ telles que le p�ere dusommet n (n�eessairement une feuille) est le sommet r. Kuznetsov, Pak et Postnikov ontmontr�e bijetivement le r�esultat suivant.Th�eor�eme 63. [107, th�eor�eme 4℄ Soient n > 0 et 0 < r < n.jCn+1;rj = en;r:
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Fig. 3.3 { La orrespondane entre Bn;0;r et Bn;0;rPour prouver que Bn;0;r = en;r, il suÆt don d'�etablir une bijetion entre Cn+1;r et Bn;0;r.Lemme64. Il existe une bijetion � entre Cn+1;r et Bn;0;r.Preuve. Soit A une arboresene de Cn+1;r. On distingue deux as.Cas 1. Dans un premier temps, on traite le as o�u r = 1 (et don la raine de A). Danse as �(A) est obtenue en supprimant le sommet n + 1 de A. Du fait que A est unearboresene roissante et paire, on a bien �(A) 2 Bn;0;r. On a don dans e as unebijetion entre les arboresenes de Cn+1;1 et les arboresenes de Bn;0;1.Cas 2. On suppose maintenant que r 6= 1. La bijetion �, qui se d�eompose alors en 4�etapes que nous illustrons au fur et �a mesure par un exemple, est bas�ee sur les notions dede r-forêt paire et de r-forêt impaire d'une arboresene.Soient B une arboresene quelonque, x1; : : : ;xk les �ls de la raine de B et B1; : : : ;Bkles sous-arboresenes de B de raines respetives x1; : : : ;xk : pour un r donn�e, la r-forêtpaire (resp. impaire) de B est le sous-ensemble des Bi ayant un nombre pair (resp. impair)de sommets sup�erieurs �a r.�Etape 1. On supprime dans A la feuille n+1, puis toutes les arêtes du hemin allant de laraine 1 �a r, e qui donne une forêt ordonn�ee F = fF0;F1; : : : ; Fkg de k+1 arboresenesde raines respetives x0(= 1) < x1 < � � � < xk(= r). La onstrution inverse, produisantA �a partir de F , est imm�ediate du fait de l'ordre sur les raines des Fi.Dans notre exemple, on onsid�ere une arboresene de C15;9. La �gure suivante illustreette d�eomposition de A en F (les arêtes en pointill�ees repr�esentent le hemin de la raine1 au sommet r). La forêt F v�eri�e alors la propri�et�e suivante.(a) Pour i = 0;1; : : : ;k, Fi est une arboresene roissante paire. De plus, si i > 0, laraine xi de Fi a un nombre impair de �ls.235 7 10
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3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 57�Etape 2. On partitionne F = fF0;F1; : : : ; Fkg en trois sous-ensembles : l'arboreseneFk, l'ensemble F 0 = fF0;F 01; : : : ;F 0l g et l'ensemble F 00 = fF 001 ; : : : ;F 00k�l�1g o�u les F 0i (resp.F 00j ) sont les arboresenes de F autres que F0 (resp. que Fk) ayant un nombre pair (resp.impair) de sommets sup�erieurs �a r. On peut avoir F 00 vide (notamment lorsque k = 2).Dans notre exemple, on a F 0 = fF0;F2g et F 00 = fF1g. La onstrution inverse, produisantF �a partir de Fk, F 0 et F 00 est imm�ediate, et F 0 v�eri�e les propri�et�es suivantes.(b) Pour tout i > 0, la r-forêt impaire (resp. paire) de F 0i ontient un nombre pair (resp.impair) d'arboresenes.En e�et, omme F 0i ontient un nombre pair de sommets sup�erieurs �a r, la r-forêt impairede F 0i ne peut ontenir qu'un nombre pair d'arboresenes. Et omme la raine de F 0i aun nombre impair de �ls (propri�et�e (a)), la r-forêt paire de F 0i ontient un nombre impaird'arboresenes.() Pour tout i, la r-forêt impaire (resp. paire) de F 00i ontient un nombre impair (resp.pair) d'arboresenes.On prouve () de la même mani�ere que (b).�Etape 3. La troisi�eme �etape onsiste �a onstruire de mani�ere inr�ementale une arbores-ene A00 �a partir de Fk en \ins�erant" les arboresenes de F 0 de la mani�ere suivante. Onommene par poser A00l+1 = Fk, puis pour i allant de l �a 0, on �ehange les r-forêts impairesde F 0i et A00i+1 (les arboresenes de la r-forêt impaire de F 0i sont ins�er�ees sous la rainede A00i+1 pendant que, simultan�ement, les arboresenes de la r-forêt impaire de A00i+1 sontins�er�ees sous la raine x0i de F 0i ) et en�n on ins�ere l'arboresene F 0i ainsi modi��ee sous laraine de A00i+1 (x0i devient un �ls de ette raine) pour obtenir A00i . Finalement, on poseA00 = A000 .Sur notre exemple, on e�etue don les op�erations d�erites par la �gure suivante (onentoure les r-forêts impaires qu'on va �ehanger). On rappelle que F 0 = fF0;F2g et Fk = F3.A"091 26 11 1413 8 3 105 7
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On v�eri�e alors les propri�et�es suivantes.(d) Pour i = 0; : : : ;l + 1, la raine de A00i est r.



58 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONSEn e�et, la raine de Fk = A00l+1 est r, par d�e�nition de Fk, et auune des op�erationse�etu�ees lors du passage de A00i+1 �a A00i ne modi�e ette raine.(e) Pour i = 1; : : : ;l + 1, la raine r de A00i a a un nombre impair de �ls et pouri = 0; : : : ;l + 1, la r-forêt paire de A00i est vide.Pour le as i = l + 1, ela d�eoule diretement de la d�e�nition de Fk = A00l+1, qui est unearboresene roissante paire de raine r, et de la propri�et�e (a). Pour le as g�en�eral, elad�eoule de la transformation de A00i+1 en A00i :{ on remplae la r-forêt impaire de F 0i , qui ontient un nombre pair d'arboresenes,sauf �eventuellement si i = 0 (propri�et�e (b)), par elle de A00i+1, qui en ontient unnombre impair (par indution), e qui entrâ�ne que parmi ses desendants, x0i amaintenant un nombre impair de sommets sup�erieurs �a r,{ on remplae la r-forêt impaire de r (par indution, ela revient �a enlever tous les�ls de r) par elle de F 0i (qui ontient un nombre pair d'arboresenes) et on gre�eensuite une arboresene ayant un nombre impair de sommets sup�erieurs �a r ommeon vient de le voir.(f) Pour i = 0; : : : ;l, le plus petit �ls de la raine r de A00i est x0i (la raine de F 0i ).Les �ls de r dans A00i sont les raines de la r-forêt impaire de F 0i ('est-�a-dire des sommetssup�erieurs �a x0i ar F 0i est une arboresene roissante) et x0i lui-même.(g) Pour i = 0; : : : ;l + 1, les sous-arboresenes de A00i ayant pour raines les �ls de rsont roissantes paires.Cette propri�et�e d�eoule diretement de la onstrution de A00i et de la propri�et�e (a) quiassure que les F 0i sont des arboresenes roissantes paires.La propri�et�e (f) permet de d�e�nir la onstrution inverse, donnant Fk et F 0 �a partird'une arboresene A00 de r-forêt paire vide : tant que le plus petit �ls x de la raine rde A00 v�eri�e x < r (on note Ax la sous-arboresene de A00 de raine x), on supprimel'arête reliant r et x, on �ehange simultan�ement les r-forêts impaires de A00 (priv�e de Ax)et de Ax, puis on ajoute l'arboresene Ax ainsi modi��e �a F 0 ; la derni�ere arboresene A00restante pour laquelle r est inf�erieur �a tous ses �ls est Fk.�Etape 4. Finalement, la derni�ere �etape onsiste �a ins�erer sous la raine r de A00 toutesles arboresenes de F 00. On d�eduit des propri�et�es (), (d), (e) et (g) que l'arboresene A0ainsi obtenue appartient bien �a Bn;0;r.
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La onstrution inverse, donnant F 00 et A00 �a partir de A0, est bas�ee sur les propri�et�es () et(e) et sur le fait que F0 est de raine 1 et n'appartient pas �a F 00. Elle onsiste �a d�eterminertoutes les sous-arboresenes de A0 de raine autre que 1 ayant une r-forêt paire ontenantun nombre pair d'arboresenes. Les arboresenes ainsi d�etermin�ees de A0 forment F 00. ut



3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 59Nous avons don ahev�e la premi�ere �etape de la preuve de la proposition 59, en exhibantun sous-ensemble de An;0;r de ardinal en;r ne ontenant que des arboresenes ayant unnombre pair d'inversions.Partition de la famille An;0;r. Cette deuxi�eme �etape a pour objetif de partitionnerAn;0;r en sous-ensembles C1; : : : ;Cl ontenant haun au plus une arboresene de Bn;0;r.Nous allons d�e�nir ette partition en termes de lasses d'�equivalene d'une relation bas�eesur la notion de sommets �ehangeables, notion introduite par Pansiot [123℄.D�e�nition 65. Soit A une arboresene, x et y deux sommets de A tels que y est undesendant de x. On dit que x et y sont �ehangeables si il n'existe pas de sommet zdesendant de x v�eri�ant x < z < y ou y < z < x.Par exemple, dans l'arboresene A1 de la �gure 3.4 i-dessous, les sommets 5 et 6 sont�ehangeables, alors que les sommets 5 et 8 ne le sont pas, ni les sommets 1 et 3. Il est lairqu'�ehanger deux sommets �ehangeables inverse la parit�e du nombre d'inversions.D�e�nition 66. Soient A et A0 deux arboresenes de An;0;r. On dit que A et A0 sont�equivalentes pour l'�ehange raine-ontraint si il existe k arboresenes A1; : : : ;Ak deAn;0;rtelles que A1 = A, Ak = A0 et, pour 0 < i < k, Ai et Ai+1 di��erent par l'�ehange de deuxsommets �ehangeables (raine-ontraint signi�e ii que la raine reste inhang�ee et toujoursinf�erieure �a ses �ls).Notation. Pour une arboresene A de An;0;r, on note Cr(A) la lôture transitive de Apour la relation d'�equivalene d�e�nie par l'�ehange raine-ontraint.
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Fig. 3.4 { Illustration de l'�equivalene pour l'�ehange raine-ontraintLa relation d'�equivalene ainsi d�e�nie �a partir de la notion d'�ehange raine-ontraint in-duit don une partition de An;0;r en lasses d'�equivalene, les lasses Cr(A) pour toutes lesarboresenes A de An;0;r. Pour v�eri�er que toute lasse ontient au plus une arboresenede Bn;0;r, on introduit une deuxi�eme relation d'�equivalene.D�e�nition 67. Soit k 2 [n℄. On dit que deux arboresenes A et A0 sont �equivalentes pourl'�ehange k-ontraint si il existe m arboresenes A1; : : : ;Am telles que A1 = A, Am = A0,pour tout i la raine de Ai est sup�erieure ou �egale �a k et, pour 0 < i < m, on passe de Ai�a Ai+1 par l'�ehange de deux sommets �ehangeables.
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Fig. 3.5 { Illustration de l'�equivalene pour l'�ehange 4-ontraintNotation. Pour une arboresene A donn�ee, on note Ck(A) la lôture transitive de A pourla relation d'�equivalene d�e�nie par l'�ehange k-ontraint.Lemme68. Soient k et n deux entiers tels que k 2 [n℄, et A une arboresene sur [n℄de raine sup�erieure ou �egale �a k. Alors Ck(A) ontient une et une seule arboresened�eroissante.Preuve. Il est lair que la lasse Ck(A) ontient au moins une arboresene d�eroissante.En e�et, par une s�erie d'�ehanges k-ontraint, on peut faire \remonter" n �a la raine :�ehange de la raine x ave x+ 1, puis x+ 1 ave x+ 2, et et on r�eit�ere e pro�ed�e pourhaune des sous-arboresenes en \remontant" le plus grand sommet, : : : jusqu'�a obtenirune arboresene d�eroissante.Il reste alors �a montrer qu'il n'y en a qu'une seule. Pour ela prenons A0 et A00 deuxarboresenes d�eroissantes (de raine n don) �equivalentes pour l'�ehange k-ontraint.Supposons qu'il existe deux sommets x; y > k tels que le plus prohe anêtre ommunde x et y est la raine n dans A0, et un sommet di��erent de n dans A00. Il existe donA0 = A01; : : : ;A0m = A00 telles que A0i et A0i+1 di��erent par un �ehange k-ontraint. Du faitque y doit être \transport�e" dans la sous-arboresene de la raine ontenant x, on end�eduit qu'il existe l < m tel que la raine de A0l est y et y + 1 n'est pas dans la sous-arboresene ontenant x. En e�et, y devant passer par la raine, n doit la quitter et nepeut être �ehang�e qu'ave n� 1, puis n� 1 seulement ave n� 2, : : : , et en�n y + 1 avey. : : :: : :A01 A0l�1 A0l: : :nx y x y x y + 1y + 1 y
Comme n est la raine de A0m, un raisonnement analogue onduit �a aÆrmer qu'il faudrae�etuer de nouveau l'�ehange (y;y+1) et don extraire y de la sous-arboresene ontenantx. Don, si A0 et A00 sont deux arboresenes d�eroissantes appartenant �a Ck(A), le plusprohe anêtre ommun du ouple de sommets (x;y) dans A0 est n si et seulement si le



3.2. POLYNÔME DES INVERSIONS DE AN;0 61plus prohe anêtre ommun du ouple de sommets (x;y) dans A00 est n. En r�ep�etantr�eursivement e raisonnement sur les sous-arboresenes de A0 et A00 ayant pour rainesles �ls de n, on montre que tout ouple de sommets (x;y) a même plus prohe anêtreommun dans A0 et A00, et don que A0 = A00. utNotation. Pour une arboresene A, de raine sup�erieure ou �egale �a k, on note Dek(T )l'unique arboresene d�eroissante de Ck(T ).Lemme69. Soit A 2 An;0;r. Cr(A) ontient une et une seule arboresene A0 telle que saraine r est inf�erieure �a ses �ls x1; : : : ;xk et ses sous-arboresenes A01; : : : ;A0k de rainesrespetives x1; : : : ;xk sont d�eroissantes.Preuve. Comme on e�etue seulement des �ehanges raine-ontraints, si deux arbores-enes A0 et A00 appartiennent �a Cr(A), le plus prohe anêtre ommun de (x;y) dans A0est r si et seulement si le plus prohe anêtre ommun de (x;y) dans A00 est r. En appli-quant le lemme 68 aux sous-arboresenes de A0 et A00 ayant pour raines les �ls de r, onprouve bien qu'au plus une des deux arboresenes A0 et A00 peut v�eri�er les onditions dulemme. Le fait qu'il en existe une s'obtient par un raisonnement identique �a elui employ�edans la preuve pr�e�edente. utNotation. Pour une arboresene A 2 An;0;r, on note Der(A) l'unique arboresene deCr(A) v�eri�ant les propri�et�es du lemme 69.Nous avons don ompl�et�e la deuxi�eme �etape de la preuve de la proposition 59, end�erivant une partition de An;0;r en ensembles tels que haun d'entre eux ontient auplus une arboresene de Bn;0;r (haun ontient une seule arboresene dont la raine estinf�erieure �a ses �ls et les sous-arboresenes sont d�eroissantes).�Evaluation en �1 du polynôme �enum�erateur des inversions des lasses Cr(A).Dans ette derni�ere partie de la preuve, pour toute arboresene A on note PCr(A)(q) (resp.PCk(A)(q)) le polynôme �enum�erateur des inversions de l'ensemble d'arboresenes Cr(A)(resp. Ck(A)). Comme pr�e�edemment, on s'int�eresse d'abord aux lasses d'�equivalenepour l'�ehange k-ontraint.Lemme70. Soit A une arboresene sur [n℄ de raine n et B = Den(A). PCn(A)(�1) = 0si B est une arboresene d�eroissante paire et PCn(A)(�1) = (�1)inv(B) sinon.Preuve. Dans [123℄, Pansiot �etablit une involution  sur les arboresenes non d�eroissan-tes paires et de raine n telle que A et  (A) di��erent par un �ehange n-ontraint (inv(A)et inv( (A)) n'ont don pas même parit�e). Pour toute arboresene de raine n, la lasseCn(A) ontenant au plus une arboresene d�eroissante (lemme 68), le lemme est uneons�equene direte du r�esultat de Pansiot. utLemme71. Soient k 2 [n℄, A une arboresene sur [n℄ de raine k et B = Dek(A).PCk(A)(�1) = PCn(A)(�1)� (jBj�k mod 2).Preuve. On note Di la lasse des arboresenes de Ck(A) de raine i (pour i = k; : : : ;n).On a alors Dn = Cn(B) et on onstruit Di �a partir de Di+1 en �ehangeant les som-mets i et i + 1 dans toutes les arboresenes de Di+1. Par onstrution des Di, onv�eri�e imm�ediatement que PDi(�1) = �PDi+1(�1). Le lemme d�eoule alors du fait quePCk(A)(�1) =Pni=k PDi(�1). ut



62 CHAPITRE 3. POLYNÔME �ENUM�ERATEUR DES INVERSIONSLemme72. Soit A 2 An;0;r. PCr(A)(�1) = 1 si Der(A) 2 Bn;0;r et PCr(A)(�1) = 0sinon.Preuve. Soient x1; : : : ;xk les �ls de r dans Der(A) et A01; : : : ;A0k les sous-arboresenesde Der(A) de raines respetives x1; : : : ;xk. On note Di (resp. D0i) l'ensemble d'arbo-resenes Cr(A0i) (resp. Cxi(A0i)). Toute arboresene A00 de Cr(A) est onstitu�ee d'uneraine r et de k arboresenes A001; : : : ;A00k appartenant respetivement �a D1; : : : ;Dk. On adon (�1)inv(A00) = (�1)r�1 � kYi=1(�1)inv(A00i ):On en d�eduit que PCr(A)(�1) = (�1)r�1 � kYi=1PCr(A0i)(�1)ou de mani�ere �equivalente (lemme 71)PCr(A)(�1) = (�1)r�1 � kYi=1PCxi(A0i)(�1)� (jA0ij�r mod 2)! ;e qui est aussi �equivalent �aPCr(A)(�1) = (�1)inv(Der(A)) � kYi=1 jPCxi (A0i)(�1)j � (jA0ij�r mod 2)! ;(3.22)On a don PCr(A)(�1) = 0 si et seulement si il existe i 2 [k℄ tel que PCxi(A0i)(�1) =0 ou (jA0ij�r mod 2) = 0, e qui est �equivalent �a dire que Der(A) =2 Bn;0;r. Don siDer(A) 2 Bn;0;r on a PCr(A)(�1) = 1 ou PCr(A)(�1) = �1, et si Der(A) =2 Bn;0;r on aPCr(A)(�1) = 0. Or si Der(A) 2 Bn;0;r, les A0i sont des arboresenes d�eroissantes paires.Don, d'apr�es le lemme 70, qui permet d'aÆrmer que pour tout i, jPCxi(A0i)(�1)j = 1, etle lemme 62, qui permet d'aÆrmer que inv(Der(A)) est pair, on a bien PCr(A)(�1) = 1.ut Cei onlut la preuve de la proposition 59, qui est une ons�equene du th�eor�eme 63,des lemmes 64, 69 et 72, et par l�a-même e hapitre onsar�e au polynôme �enum�erateurdes inversions des arboresenes de Cayley dont la raine est inf�erieure �a ses �ls.



Chapitre 4Arboresenes alternantesDans e hapitre, nous nous int�eressons �a l'�enum�eration d'arboresenes alternantes,d�e�nies de la mani�ere suivante.D�e�nition 73. Une arboresene A est dite alternante si pour tout hemin x1;x2; x3; x4;: : : dans A, on a x1 < x2 > x3 < x4 > � � � ou bien x1 > x2 < x3 > x4 < � � � .71 54 8 92 3 6Fig. 4.1 { Une arboresene alternanteLes arboresenes de Cayley alternantes ont �et�e introduites par Postnikov [125, 124℄,qui montre que le nombre de telles arboresenes sur [n � 1℄ et de raine 1 est �egal aunombre de r�egions de l'arrangement d'hyperplans de Rn d�e�ni par Linial. Postnikov prouvenotamment, �a l'aide de l'inversion de Lagrange, une formule donnant le nombre de esarboresenes, et pose la question d'une preuve bijetive de e r�esultat.Dans un premier temps nous r�epondons �a ette question. Dans la setion suivante,nous nous int�eressons aux arboresenes ordonn�ees alternantes et nous relions es objetsaux arboresenes de la famille An;0.4.1 Arboresenes de Cayley alternantes4.1.1 Les r�esultats de PostnikovOn note Fn la famille des arboresenes de Cayley alternantes sur [n℄ et fn = jFnj.63



64 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTESTh�eor�eme 74. [125, 124℄ Le nombre fn d'arboresenes de Cayley alternantes sur [n℄ est12n�1 nXk=1�nk�kn�1:(4.1)Pour prouver e r�esultat, Postnikov onsid�ere les arboresenes de Cayley alternantesde raine �etiquet�ee 1 (nous notons ette famille ~Fn) et la s�erie g�en�eratrie exponentielle(d�eal�ee) de ~Fn ~F (x) =Xk�0 ~fk+1xkk! :Il montre que ette s�erie v�eri�e l'�equation fontionnelle~F (x) = ex2 ( ~F (x)+1);(4.2)et en d�eduit (4.1) �a l'aide de la formule d'inversion de Lagrange.D'autre part Postnikov relie es arboresenes et les arboresenes LBS (LBS pourLoal Binary Searh), introduites par Gessel.D�e�nition 75. Une arboresene LBS est une arboresene ordonn�ee binaire (haquenoeud a un ou deux �ls, un �ls droit et/ou un �ls gauhe) telle que pour haque noeud x,son �ls droit, s'il existe, a une �etiquette sup�erieure �a x et son �ls gauhe, s'il existe, a une�etiquette inf�erieure �a x.
94 861

532 7Fig. 4.2 { Une arboresene LBS �a 9 sommets.Remarque 76. Dans le as des arboresenes binaires de reherhe, la ontrainte sur l'ordredes sommets est globale : un sommet est sup�erieur (resp. inf�erieur) �a tous les sommets desa sous-arboresene gauhe (resp. droite). Ii ette ontrainte n'est que loale.On note LBSn la famille des arboresenes LBS sur [n℄ pour lesquelles la raine n'aqu'un seul �ls. Dans [125℄, Postnikov �etablit le r�esultat suivant.Proposition 77. Il existe une bijetion � entre Fn et LBSn.La bijetion � pro�ede omme suit. Soit A 2 Fn. Pour haque sommet x de A, soientx1 < � � � < xk les �ls de x. Si x < x1, alors on plae x1;x2; : : : ;xk ons�eutivement sur unebranhe droite issue de x. Sinon, x > xk, et on plae x1;x2; : : : ;xk ons�eutivement surune branhe gauhe issue de x. La onstrution inverse est laire.Dans le paragraphe suivant nous d�erivons une preuve bijetive du th�eor�eme 74,r�epondant ainsi �a la question pos�ee par Postnikov.



4.1. ARBORESCENCES DE CAYLEY ALTERNANTES 6571 54 8 92 3 6
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Fig. 4.3 { Illustration de la bijetion �4.1.2 Une preuve bijetive du th�eor�eme 74Soit LBSn la famille des arboresenes LBS biolori�ees sur [n℄ telles que la raine a unseul �ls : tout sommet autre que la raine est soit noir, soit blan, la raine �etant toujoursnoire. Une ons�equene direte de la proposition 77 est :jLBSnj = 2n�1fn:(4.3)Soit An la famille des arboresenes de Cayley sur [n℄ dont les feuilles sont biolori�ees(blanhes ou noires), tous les noeuds �etant noirs. Pour une arboresene A de An, onnote n(A) son nombre de noeuds, fN (A) (resp. fB(A)) son nombre de feuilles noires(resp. blanhes). En utilisant le odage de Pr�ufer, une arboresene A de An v�eri�antn(A) + fN (A) = k (1 � k � n) est od�ee par un ouple (S;m) o�u S � [n℄ est un sous-ensemble de [n℄ de taille k (les noeuds et les feuilles noirs) et m un mot de longueur n� 1sur l'alphabet S (les feuilles noires sont les lettres de S n'apparaissant pas dans le mot m,les feuilles blanhes �etant les lettres de [n℄=S). On en d�eduit quejAnj = nXk=1�nk�kn�1:(4.4) 7
2 6

51 8 943
83 41 6 57 2Fig. 4.4 { Une arboresene de LBS9 et une arboresene de A8Proposition 78. Il existe une bijetion  entre LBSn et An.



66 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTESPreuve. Nous ommen�ons par introduire une onstrution interm�ediaire, �a savoir uneinvolution � sur LBSn. Soit A une arboresene de LBS sur l'ensemble d'�etiquettesfx1;x2; : : : ;xkg, ave x1 < x2 < � � � < xk. L'arboresene LBS biolori�ee �(A) est ob-tenue en e�etuant les op�erations suivantes :{ pour 1 � i � k, �ehanger les �etiquettes xi et xk�i+1, les ouleurs restant attah�eesaux sommets ;{ pour haque noeud, �ehanger les sous-arboresenes droite et gauhe (l'ordre sur les�etiquettes ayant �et�e invers�e, il est n�eessaire de pro�eder �a et �ehange gauhe-droitepour obtenir une arboresene LBS).La �gure suivante illustre ette involution.
1 623 4 7 41 762 535  !

Soit A 2 An. On transforme r�eursivement A de mani�ere �a obtenir une arboresenede LBSn de la fa�on suivante.Cas 1. Si A est r�eduite �a un sommet, alors  (A) = A, quelle que soit la ouleur de esommet.Cas 2. Si A a deux sommets, une raine et une feuille, on distingue deux as :{ si la raine x de A est inf�erieure �a son �ls y, alors  (A) est l'arboresene binaire deraine x ayant un �ls droit y (la ouleur de y restant inhang�ee et x restant noir),{ si la raine x de A est sup�erieure �a son �ls y, alors  (A) est l'arboresene binairede raine x ayant un �ls gauhe y (la ouleur de y restant inhang�ee et x demeurantnoir).Propri�et�e 79. Dans le as o�u A a au plus deux sommets, la raine de  (A) a au plus un�ls et a la même �etiquette que la raine de A. Si A a deux sommets, la raine de  (A) estnoire.Cas 3. Supposons que A ait plus de deux sommets. Soient r sa raine, x1; : : : ;xk les �lsde r et A1; : : : ;Ak les sous-arboresenes de raines respetives x1; : : : ;xk. On pro�eder�eursivement de la mani�ere suivante. Pour haque Ai, soit Bi =  (Ai). Par hypoth�esed'indution (propri�et�e 79), la raine de Bi est xi, ette raine ayant au plus un �ls. Ontransforme alors les Bi en B0i en utilisant les r�egles suivantes :{ si Bi a un seul sommet xi, alors B0i = Bi ;{ si xi a un �ls droit (qui, par hypoth�ese, est son seul �ls), alors B0i est obtenue �a partirde Bi en oloriant la raine, �etiquet�ee xi, en noir ;{ sinon xi a seulement un �ls gauhe : on pose B0i = �(Bi) et on olorie sa raine (quipeut alors avoir une �etiquette di��erente de xi) en noir.On a alors un ensemble de k arboresenes LBS telles que haque raine a un seul �ls, quiest un �ls droit, et haque sommet est olori�e en noir ou en blan. On note y1;y2; : : : ;ykleurs raines respetives, ave y1 < y2 < � � � < yk. On onlut alors la onstrution de (T ) de la mani�ere suivante, qui s'inspire de la bijetion � de la proposition 77 :{ si yk < r, alors yk devient �ls gauhe de r, yk�1 �ls gauhe de yk, et ;



4.1. ARBORESCENCES DE CAYLEY ALTERNANTES 67{ si yk > r, alors yk devient �ls droit de r, yk�1 �ls gauhe de yk, yk�2 �ls gauhe deyk�1, et.On v�eri�e imm�ediatement l'invariant (propri�et�e 79) selon lequel la raine de A, de ouleurnoire, est aussi la raine de  (A) et que ette derni�ere a un seul �ls. utNous illustrons maintenant ette onstrution par un exemple d�etaill�e. Soit A l'arbo-resene de A9 suivante. 41 3 5 72 68 9A1 A2 A3 A4On a alors, pour A1, A2 et A3, 1B01 = B1 = 3 5 8B02 = B2 = B03 = B3 =et pour A4 : 72 96 6 72 9B4 = B04 =�!2 2 (A01) = 96 (A02) =96
7

A01 A02 �! �!
Et �nalement,  (A) est l'arboresene binaire suivante appartenant �a LBS9.

9
4 6 7281 3 5

4.1.3 Deux r�esultats suppl�ementairesPour onlure ette setion, nous donnons deux r�esultats d'�enum�eration sur les arbo-resenes que nous venons de onsid�erer.Corollaire 80. Le nombre fn;p d'arboresenes LBS sur [n℄ telles que la raine a un seul�ls x et la branhe gauhe issue de x (le hemin d�ebutant en x et n'empruntant que des



68 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTESarêtes gauhes) omporte p sommets estn2n�1�n� 2p� 1� n�1Xk=0�n� 1k �kn�1�p:Preuve. On d�eduit imm�ediatement de la d�e�nition de  que 2n�1fn;k est le nombre d'ar-boresenes de An telles que la raine a exatement k �ls. Le odage de Pr�ufer de tellesarboresenes de raine r 2 [n℄ est un mot de longueur n� 1, sur un alphabet S � [n℄ (detaille k et omportant la lettre r), tel que la lettre r apparâ�t exatement p fois dont unefois en derni�ere position. Le r�esultat en d�eoule diretement. utCorollaire 81. Le nombre d'arboresenes de Cayley sur [n℄ telles que haque noeud aau moins un �ls qui lui est sup�erieur (en d'autres termes, pour tout noeud x, il existe unhemin roissant allant de x �a une feuille) estfn2 = 12n nXk=1�nk�kn�1:Preuve. On d�eduit de la bijetion  que es arboresenes sont en orrespondane ave lesarboresenes de LBSn telles que le �ls de la raine est un �ls droit et que tout sommetest olori�e en noir. Le r�esultat provient alors de la proposition 77. On reonnâ�t ii laorrespondane lassique entre arboresenes binaires et arboresenes. ut4.2 Arboresenes ordonn�ees alternantesDans ette setion, nous nous int�eressons �a l'�enum�eration des arboresenes ordonn�eesalternantes. On note Kn la famille des arboresenes ordonn�ees alternantes sur [n℄ et knleur nombre. Nous pr�esentons deux preuves, l'une formelle et l'autre bijetive, du r�esultatsuivant.Th�eor�eme 82. Le nombre d'arboresenes ordonn�ees alternantes sur [n℄ est2(n� 1)n�1:4.2.1 Une preuve formellePour prouver e r�esultat nous nous int�eressons �a la famille Kn;0 des arboresenesordonn�ees alternantes sur [n℄ telles que la raine est inf�erieure �a ses �ls (on note kn;0 lenombres de telles arboresenes) et nous montrons que kn;0 = (n � 1)n�1. Soit K0(x) las�erie g�en�eratrie de es arboresenes :K0(x) =Xn�1 kn;0xnn! :Lemme83. La s�erie g�en�eratrie K0(x) satisfait l'�equation fontionnelleK0(x)� 1 = �e xK0(x)�1 :



4.2. ARBORESCENCES ORDONN�EES ALTERNANTES 69Preuve. Soient Pn la famille des arboresenes planes (voir la setion 2.4 pour une d�e�ni-tion des arboresenes planes) alternantes sur [n℄ (on pose pn = jPnj) et Ln la famille desarbres ordonn�es (graphes - dessin�es au sens des artes - onnexes sans yles non enra-in�es) alternants sur [n℄ (on pose ln = jLnj) 1. On note L(x) et P (x) les s�eries g�en�eratries
712 4 36 5 71 36 5

24Fig. 4.5 { Deux arbres ordonn�es alternants di��erentsexponentielles respetives des arbres ordonn�es alternants L et des arboresenes planesalternantes P. On rappelle de plus que C d�esigne la famille des listes irulairement or-donn�ees.En remarquant qu'une arboresene de Ln peut se d�eomposer en une liste irulaire-ment ordonn�ee d'arboresenes de Kn�1;0 reli�ees au sommet n et que la s�erie formelle�L(x)�x =Xn�0 ln+1xnn!est en fait la s�erie g�en�eratrie exponentielle des arbres ordonn�es alternants dans lesquelsle sommet maximal n'est pas \ompt�e" par la variable formelle x, on en d�eduit que�L(x)�x = ln� 11�K0(x)� :Comme on obtient une arboresene de Pn en pointant un sommet d'un arbre de Ln, ona alors P (x) = x�L(x)�x = x ln� 11�K0(x)� :(4.5)D'autre part, une arboresene plane alternante de Pn est �equivalente �a un arbre deLn si sa raine est n, et �a une arboresene de Kn;0 si sa raine est inf�erieure �a n (ilsuÆt d'ordonner lin�eairement les �ls de la raine en onsid�erant omme �ls le plus �agauhe le seul �ls de la raine situ�e sur le hemin allant de la raine au sommet n). Enremarquant que dans le adre de ette orrespondane, si n = 1, on onsid�ere deux foisla seule arboresene de P1 (en tant qu'arbre de L1 et arboresene de K1;0), on obtientl'identit�e suivante : P (x) = K0(x) + L(x)� x:(4.6)En d�erivant (4.5) et (4.6), on obtient alors1 + x1�K0(x) �K0(x)�x = �K0(x)�x :1. La preuve que nous donnons ii, di��erente de la preuve pr�esent�ee dans [37℄, nous a �et�e indiqu�ee parVolker Strehl.



70 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTESEn multipliant les deux membres de l'identit�e pr�e�edente par 1=(1�K0(x)) et en int�egrant,on obtient alors x1�K0(x) = ln� x1�K0(x)� ;le lemme en d�eoulant imm�ediatement. utCette �equation permet d'exprimer la s�erie K0(x) en fontion de la s�erie g�en�eratrieA(x) des arboresenes de Cayley. En e�et, on d�eduit du lemme 83 que� xK0(x)� 1 = x e �xK0(x)�1 :Comme A(x) = x eA(x), on en d�eduit que� xK0(x)� 1 = A(x);e qui entrâ�ne imm�ediatement queK0(x)� 1 = � 1eA(x) :On peut alors applique l'inversion de Lagrange (th�eor�eme 14) ave G(x) = ex et H(x) =�e�x : [xn℄(K0(x)� 1) = 1n [xn�1℄e(n�1)x=) [xn℄(K0(x)� 1) = [xn�1℄Xk�0 (n� 1)kxkn (k)! =) [xn℄(K0(x)� 1) = (n� 1)n�1n! :Cei termine la preuve du th�eor�eme 82.4.2.2 Une preuve bijetiveLe nombre d'arboresenes ordonn�ees alternantes sur [n℄ telles que la raine est inf�erieu-re �a ses �ls �etant (n�1)n�1, les r�esultats du hapitre 2, et notamment le lemme 17, initent�a herher une bijetion entre Kn;0 et An;0. Dans e paragraphe, nous d�erivons une telleorrespondane.D�e�nition 84. Soit A une arboresene et x un sommet de A, di��erent de la raine etayant y pour p�ere : x est une double-desente (resp. double-mont�ee si y > x (resp. y < x)et x a un �ls z < x (resp. z > x).Propri�et�e 85. Une arboresene est alternante si et seulement si elle ne poss�ede ni double-desente, ni double-mont�ee.D�e�nition 86. Un parours en profondeur pr�e�xe d'une arboresene A est un paroursr�eursif d�ebutant �a la raine de A et dans lequel, apr�es avoir visit�e un sommet x (ayant k�ls ordonn�es (de gauhe �a droite) x1; : : : ;xk), on visite suessivement Ax1 , puis Ax2 , et.



4.2. ARBORESCENCES ORDONN�EES ALTERNANTES 71Algorithme 4: De An;0 vers Kn;0Donn�ees : A : arboresene de An;0R�esultat : A0 : arboresene de Kn;0d�ebutpour haque sommet x de A faireordonner ses �ls en roissant de gauhe �a droite;tant que A n'est pas une arboresene ordonn�ee alternante fairee�etuer un parours en profondeur pr�e�xe de A et soit x le premier sommetvisit�e tel que son p�ere y est double-mont�ee (resp. double-desente);soient x1; : : : ;xk les �ls de x tels que xi > x (resp. xi < x) et A1; : : : ;Ak lessous-arboresenes de raines respetives x1; : : : ;xk;plaer les Ai �a gauhe (resp. droite) de y : xk devient le fr�ere gauhe de x,xk�1 elui de xk, et (resp. x1 devient le fr�ere droit de x, x2, elui de x1,et);�nCet algorithme onsiste don �a �eliminer les doubles-desentes et les doubles-mont�eesjusqu'�a obtenir une arboresene ordonn�ee alternante. La �gure qui suit pr�esente uneex�eution de et algorithme, o�u �a haque �etape les arêtes reliant x aux sommets xi mis enjeu sont donn�ees en pointill�e. 13 5 94 2 68 7843 762 951 �!

�! 13 8 6 7 54 2 9�! 13 4 268 7 5 9
Fig. 4.6 { Exemple d'ex�eution de l'algorithme 4



72 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTESAlgorithme 5: De Kn;0 vers An;0Donn�ees : A : arboresene de Kn;0R�esultat : A0 : arboresene de An;0d�ebutpour haque sommet x de A di��erent de la raine fairesi le p�ere de x est inf�erieur (resp sup�erieur) �a x alorssoient y le premier fr�ere de x situ�e �a sa gauhe (resp. droite) tel quey < x (resp. y > x), x1 < � � � < xk les sommets situ�es entre y et x (resp.entre x et y) et A1; : : : ;Ak les sous-arboresenes de raines respetivesx1; : : : ;xk;d�eplaer les Ai �a la droite du dernier (resp. gauhe du premier) �ls dex : xk est le dernier �ls de x, xk�1 le fr�ere gauhe de xk, et (resp. x1 estle premier �ls de x, x2 le fr�ere droit de x, et);�nOn v�eri�e ais�ement que es deux algorithmes d�e�nissent bien une bijetion entre Kn;0et An;0, e qui prouve le th�eor�eme 82.4.2.3 Arbres ordonn�es et arboresenes planes alternantsSi on onsid�ere les arbres (arboresenes non enrain�ees) ordonn�es alternants, on ob-tient le r�esultat suivant.Corollaire 87. Le nombre d'arbres ordonn�es alternants non enrain�es sur [n℄ est(n� 1)n�2:Preuve. On rappelle que kn est le nombre d'arboresenes ordonn�ees alternantes et ln lenombre d'arbres ordonn�es alternants. On a une bijetion entre les triplets (A;(x;y);z) o�uA est un arbre ordonn�e alternant sur [n℄, (x;y) une arête de A, et z un des sommets deette arête (soit x, soit y), et les arboresenes ordonn�ees alternantes sur [n℄ : pour obtenirune arboresene ordonn�ee �a partir de (A;(x;y);z), on enraine A en z et on impose queson premier �ls est l'autre sommet de l'arête (x;y).
71 35

24 6 612 4 7 5 3�!On en d�eduit l'identit�e k1 = l1 = 1; kn = 2(n� 1)ln (n > 1);qui, ombin�ee au th�eor�eme 82 onlut la preuve. utConsid�erons maintenant les arboresenes planes alternantes. Tout arbre ordonn�e al-ternant d�etermine, par le hoix d'un sommet raine, une arboresene plane alternante. Ils'ensuit le orollaire suivant.



4.2. ARBORESCENCES ORDONN�EES ALTERNANTES 73Corollaire 88. Le nombre d'arboresene planes alternantes sur [n℄ estn(n� 1)n�2:Il est alors naturel de se poser la question suivante.Question 89. Quel est le nombre d'arboresenes yliques alternantes sur [n℄? Pour n = 9,on obtient les premi�eres valeurs suivantes alul�ees exp�erimentalement.1 2 6 30 216 2026 23406 321678 5097760La onsultation de l'ouvrage lassique de Sloane et l'interrogation du serveur Web assoi�e,[144, 143℄, ne donnent auune information suppl�ementaire sur ette suite de nombres.



74 CHAPITRE 4. ARBORESCENCES ALTERNANTES



Chapitre 5La formule de LagrangemultidimensionnelleDans e hapitre, nous pr�esentons une extension de la formule de Lagrange aux stru-tures ombinatoires olori�ees et aux s�eries multivari�ees, onnue sous le nom de formulede Good. Apr�es une pr�esentation de ette formule et d'une de ses variantes (setion 5.1),nous proposons une nouvelle preuve ombinatoire de ette variante (setion 5.2). Nousonluons en illustrant l'int�erêt des preuves ombinatoires de la formule de Lagrange mul-tidimensionnelle, qui permettent de fournir des expliations simples de formules obtenuespar appliation de la formule de Good (setions 5.3 et 5.4), et de d�eduire de es expliationsdes algorithmes de g�en�eration al�eatoire (setion 5.4).5.1 IntrodutionDans les hapitres pr�e�edents, nous avons utilis�e la formule d'inversion de Lagrangepour �enum�erer des strutures arboresentes selon un seul param�etre, �a savoir le nombrede sommets. Il est ependant fr�equent de vouloir �enum�erer des strutures ombinatoiresselon plusieurs param�etres. Pour les arboresenes, on peut par exemple penser au nombrede sommets et au nombre de feuilles. On peut aussi onsid�erer des arboresenes dont lessommets sont de diverses sortes, que l'on repr�esente habituellement par des ouleurs (�ahaque sorte de sommets orrespond une ouleur), la sorte d'un sommet pouvant inuenerla struture de sa �bre. On parle alors d'arboresenes olori�ees (ou multisortes).Par exemple la famille des arboresenes de Cayley bihromatiques est la famille desarboresenes telles que{ haque sommet est olori�e ave une ouleur hoisie parmi 2 (blan ou noir, parexemple),{ la �bre de haque sommet est munie d'une E-struture (struture d'ensemble),{ la �bre d'un sommet blan (resp. noir) ne ontient pas de sommet blan (resp. noir).Si une telle arboresene a n1 (resp. n2) sommets blans (resp. noirs), on �etiquette essommets par f1;2; : : : ;n1g (resp. f1;2; : : : ;n2g), la ouleur permettant de distinguer lessommets ayant même �etiquette. 75



76 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE
1

3
2
1 2

4 34 5Fig. 5.1 { Une arboresene de Cayley bihromatiqueIl est alors naturel de vouloir �enum�erer es arboresenes non plus seulement selon lenombre de sommets (le nombre d'arboresenes bihromatiques �a n sommets est 2nn�1, laouleur de la raine d�eterminant elle de tous les autres sommets), mais suivant le nombrede sommets de haque ouleur. Pour ela, on assoie �a une telle famille d'arboresenesune s�erie g�en�eratrie multivari�ee : si an1;n2 est le nombre d'arboresenes de Cayley bi-hromatiques ayant n1 (resp. n2) sommets blans (resp. noirs), la s�erie g�en�eratrie de esarboresenes ompt�ees selon le nombre de sommets de haque ouleur estA(x1;x2) = Xn1;n2�0 an1;n2 xn11n1! xn22n2! :Si on note A1(x1;x2) (resp. A2(x1;x2)) la s�erie g�en�eratrie des arboresenes de Cayleybihromatiques de raine de ouleur blanhe (resp. noire), les s�eries A(x1;x2), A1(x1;x2),A2(x1;x2) v�eri�ent le syst�eme d'�equations fontionnelles suivant :A(x1;x2) = A1(x1;x2) +A2(x1;x2);(5.1) A1(x1;x2) = x1eA2(x1;x2);(5.2) A2(x1;x2) = x2eA1(x1;x2):(5.3)5.1.1 La formule de GoodPour traiter e type de probl�emes d'�enum�eration de strutures arboresentes olori�ees,on peut utiliser la g�en�eralisation suivante de la formule de Lagrange, ommun�ement ap-pel�ee inversion de Lagrange multidimensionnelle ou formule de Good, puisqu'elle est due�a Good [72℄.Th�eor�eme 90. [72℄ Soient m un entier, x le veteur (x1; : : : ;xm) de variables formelles,H(x);G1(x); : : : ;Gm(x) des s�eries formelles multivari�ees telles que Gi(0; : : : ;0) 6= 0 pouri = 1; : : : ;m. L'ensemble d'�equationsFi(x) = xiGi(F1(x); : : : ;Fm(x)); i = 1; : : : ;m(5.4)d�etermine alors la s�erie formelle H(F1(x); : : : ;Fm(x)) par :[xn℄8>>><>>>: H(F1(x); : : : ;Fm(x))det�Æi;j � xi�Gi(x)�xj �m�m9>>>=>>>; = [xn℄(H(x) mYi=1(Gi(x))ni!) ;(5.5)



5.1. INTRODUCTION 77o�u [xn℄ = [xn11 � � � xnmm ℄ et Æi;j = 1 si i = j et 0 sinon, ou bienf[xn℄H(F1(x); : : : ;Fm(x))g = [xn℄H(x) mYi=1(Gi(x))ni!det�Æi;j � xiGj(x) �Gj(x)�xi �m�m(5.6)On remarque alors que dans le as m = 1, les deux identit�es (5.5) et (5.6) sont�equivalentes, et on retrouve, apr�es un rapide alul, le th�eor�eme 14. Les identit�es (5.5)et (5.6), qui sont appel�ees respetivement forme impliite et forme expliite de la formulede Good, sont en fait �equivalentes (f [16, setion 3.2℄). Dans les probl�emes d'�enum�eration,la forme expliite est la plus fr�equemment utilis�ee.Revenons �a notre exemple des arboresenes de Cayley bihromatiques. Le syst�emed'�equations fontionnelles (5.1), (5.2) et (5.3) satisfait les onditions du th�eor�eme 90 et onpeut don appliquer la forme expliite de la formule de Good ave H(x1;x2) = x1 + x2,G1(x1;x2) = ex2 et G2(x1;x2) = ex1 . Le d�eterminant du membre droit de (5.6) vaut1� x1x2, et le nombre d'arboresenes de Cayley bihromatiques �a n1 sommets blans etn2 sommets noirs, ave n1;n2 > 0 est donn1!n2! ([xn11 xn22 ℄(x1 + x2)en1x2en2x1(1� x1x2)) ;e qui donne (n1 + n2)nn2�11 nn1�12 ;un r�esultat dû �a Soins [138℄.Le th�eor�eme 90 est dû �a Good [72℄, qui l'a utilis�e dans le adre de l'�enum�eration d'ar-boresenes [73, 74℄ (l'exemple des arboresenes de Cayley bihromatiques est d'ailleurstir�e de [73℄). Il a ensuite �et�e suivi par plusieurs auteurs, notamment Tutte [158℄, Knuth[101℄, Goulden et Jakson [95, 76, 77℄, qui ont introduit une nouvelle forme de la formulede Lagrange multivari�ee (dont nous proposons une preuve bijetive dans la setion 5.2)permettant d'�enum�erer diverses familles d'arboresenes dont la partition des arêtes est�x�ee, ou enore ertaines familles de hemins dans des graphes [75℄. R�eemment, ettetehnique a �et�e utilis�ee dans le adre de l'�enum�eration de atus planaires par Goulden etJakson [78℄ et B�ona, Bousquet, Labelle et Leroux [21℄.Comme nous l'avons mentionn�e dans le hapitre 1, il existe plusieurs preuves de laformule de Lagrange unidimensionnelle dues notamment �a Raney [131℄ et Labelle [108℄.La premi�ere preuve ombinatoire d'une formule de Lagrange multidimensionnelle est due�a Chottin [42℄. Cette preuve est une extension de la preuve de Raney, dans le as m = 2('est-�a-dire des s�eries bivari�ees). Chottin a �et�e le premier �a faire le lien entre ette preuve(et don elle de Raney) et l'�enum�eration d'arboresenes planes non �etiquet�ees dontles sommets sont pond�er�es par les oeÆients des s�eries G1(x1;x2) et G2(x1;x2) [43℄ (onpourra se r�ef�erer �a Cori [49℄ pour un expos�e de synth�ese pr�esentant les r�esultats de Raneyet Chottin). La premi�ere preuve ombinatoire de la formule de Good pour un nombrequelonque de variables est due �a Gessel [62℄. Il propose une extension de la preuve deLabelle de la formule unidimensionnelle et d�emontre ainsi la forme impliite de la formulede Good. Cette preuve de Gessel, bas�ee sur une bijetion entre arboresenes olori�ees etendofontions olori�ees a �et�e reprise dans la adre de la th�eorie des esp�ees par Bergeron,Labelle et Leroux [16, setion 3.2℄. La premi�ere preuve ombinatoire de la forme expliiteest due �a Ehrenborg et M�endez [57℄, mais ette preuve n'est pas direte. On peut aussiiter les travaux de Strehl [150℄ (voir aussi [16, exerie 3.2.16℄). Goulden et Kulkarni [80℄en ont une nouvelle preuve en introduisant une nouvelle expression de la formule de Good,que nous pr�esentons maintenant.



78 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE5.1.2 La forme arboresente de la formule de GoodPour prouver la forme expliite de la formule de Good, Goulden et Kulkarni [80℄introduisent une formule d'inversion appel�ee forme arboresente de la formule de Good,ar bas�ee sur la notion de d�eriv�ee d'un veteur de s�eries formelles par rapport �a unearboresene orient�ee.D�e�nition 91. Soient G un graphe orient�e �etiquet�e ayant pour ensemble de sommetsS = f1; : : : ; mg et ensemble d'ars A, x = (x1; � � � ;xm) un veteur de variables formelleset R(x) = (R1(x); � � � ;Rm(x)) un veteur de s�eries formelles en les variables x. On d�e�nitla d�eriv�ee de R(x) par rapport �a G par�R(x)�G = Yj2S8<:0� Y(i;j)2A ��xi1ARj(x)9=; ;o�u (i;j) 2 A fait r�ef�erene �a un ar allant du sommet i vers le sommet j.Par exemple, si m = 4 et G est le graphe suivant,3214alors, �R(x)�G = �� ��x2 ��x4�R1(x)���R2(x)�x3 ��� ��x1 ��x4�R3(x)�R4(x):Goulden et Kulkarni, utilisant ette notion, ont montr�e que la forme expliite de la for-mule de Good (5.6) est �equivalente �a la formule (5.7) qui suit, dans laquelle le d�eterminantdu membre droit de (5.6) est rempla�e par une somme de termes positifs d�e�nis �a partirde d�eriv�ees selon des arboresenes orient�ees.Th�eor�eme 92. [80℄ Soient m un entier, x le veteur (x1; � � � ;xm) de variables formelles,H(x);G1(x); : : : ; Gm(x) des s�eries formelles multivari�ees telles que Gi(0; : : : ;0) 6= 0 pouri = 1; : : : ;m. L'ensemble d'�equationsFi(x) = xiGi(F1(x); : : : ;Fm(x)); i = 1; : : : ;md�etermine alors de mani�ere unique la s�erie formelle H(F1(x); : : : ;Fm(x)) par : .f[xn℄H(F1(x); : : : ;Fm(x))g =  mYi=1 1ni! [xn�1℄XT �(H(x);(G1(x))n1 ; : : : ;(Gm(x))nm)�T ;(5.7)
o�u n� 1 = (n1 � 1; : : : ;nm � 1) et la somme porte sur toutes les arboresenes orient�eesT ayant f0;1; : : : ;mg pour ensemble de sommets, 0 pour raine et dont tous les ars sontorient�es vers la raine.



5.2. PREUVE DE LA FORME ARBORESCENTE DE LA FORMULE DE GOOD 79On remarque que si m = 1, il y a une seule arboresene T (de raine 0 ayant unseul �ls, �etiquet�e 1) et on retrouve la formule d'inversion de Lagrange unidimensionnelle(th�eor�eme 14).Revenons enore �a notre exemple des arboresenes bihromatiques (�equations (5.1),(5.2) et (5.3)). On a m = 2 et il y a 3 arboresenes sur les sommets f0;1;2g de raine 0dont tous les ars sont orient�ees vers 0 :1 2 2 211
0 0 0

En appliquant (5.7), le nombre d'arboresenes bihromatiques ayant n1 (resp. n2) som-mets blans (resp. noirs) est(n1 � 1)!(n2 � 1)![xn1�11 xn2�12 ℄� ��x1 ��x2 (x1 + x2)� en1x2en2x1+(n1 � 1)!(n2 � 1)![xn1�11 xn2�12 ℄�(x1 + x2)�x2 en1x2 �en2x1�x1 +(n1 � 1)!(n2 � 1)![xn1�11 xn2�12 ℄�(x1 + x2)�x1 �en1x2�x2 en2x1 ;e qui donne imm�ediatement (n1 + n2)nn2�11 nn1�12 :Goulden et Kulkarni [80℄ proposent une preuve bijetive de la formule 5.7, bas�ee sur uneextension de la bijetion de Labelle entre arboresenes et endofontions, e qui onstituela premi�ere preuve bijetive direte de la forme expliite de la formule de Good. On peutnoter qu'une preuve du th�eor�eme 92 restreint au as des s�eries �a deux variables avait�et�e �ebauh�ee par Leroux [110℄ et que le th�eor�eme 92 a �et�e obtenu ind�ependamment parBender et Rihmond [11℄. Ces derniers ont notamment utilis�e le fait que le membre droitde (5.7) est onstitu�e d'une somme de termes positifs (ontrairement au membre droit de(5.6) faisant intervenir un d�eterminant) pour en d�eduire des propri�et�es asymptotiques destrutures \lagrangiennes" olori�ees [12℄.5.2 Preuve de la forme arboresente de la formule de GoodDans ette setion, nous proposons une nouvelle preuve ombinatoire du th�eor�eme 92.Cette preuve est bas�ee sur le même prinipe que elle de Goulden et Kulkarni, �a savoir unebijetion entre arboresenes olori�ees et endofontions olori�ees, mais pr�esente l'avantaged'être plus simple �a pr�esenter et �a prouver.Nous onsid�erons ii des strutures ombinatoires m-olori�ees. Soient  = (1; : : : ;m)un veteur dem ouleurs et x = (x1; : : : ;xm) un veteur dem variables formelles. On intro-duit une lasseH de struturesm-olori�ees, de s�erie g�en�eratrie multivari�eeH(x) (xi omp-tant les �el�ements de ouleur i), et un veteur G = (G1; : : : ;Gm) de m lasses de struturesombinatoiresm-olori�ees de s�eries g�en�eratries multivari�ees respetivesG1(x); : : : ;Gm(x).On note [n℄ = [n1℄[ � � � [ [nm℄, n! =Qmi=1 ni!, et on appelle struture sur [n℄ une struturem-olori�ee ayant ni sommets de ouleur i, pour i = 1; : : : ;m.



80 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE5.2.1 Arboresenes et endofontions olori�ees(H;G)-arboresenes. On a vu au hapitre 1 que, lorsque m = 1, le nombre de H-assembl�ees de G1-arboresenes sur [n1℄ est �egal �a n1![xn11 ℄H(AG1(x1)), o�u AG1(x1) estla s�erie g�en�eratrie exponentielle des G1-arboresenes, qui v�eri�e l'�equation fontionnelleAG1(x1) = x1G1(AG1(x1)): On peut don, dans le asm = 1, interpr�eter le membre gauhede la formule (5.7) en termes de H-assembl�ees de G1-arboresenes sur [n1℄. Pour traiterle as g�en�eral (m � 1) on introduit les notions de G-arboresenes et (H;G)-arboresenes.D�e�nition 93. Une G-arboresene A sur [n℄ est une arboresene m-olori�ee sur l'en-semble de sommets [n℄ telle que, pour i = 1; : : : ;m, la �bre de tout sommet de ouleur iest munie d'une Gi-struture.D�e�nition 94. Une (H;G)-arboresene sur [n℄ est une H-assembl�ee de G-arboresenes.Une (H;G)-arboresene sur [n℄ est repr�esent�ee par une arboresene sur l'ensemble desommets f0g[ [n℄, not�e [0;n℄, de raine 0, telle que la �bre de ette raine est munie d'uneH-struture et, pour i = 1; : : : ;m, la �bre de tout sommet de ouleur i est munie d'uneGi-struture.Par exemple, la �gure 5.2 repr�esente une (H;G)-arboresene ave m = 3 (les sommetssont blans, gris ou noirs). Dans ette �gure, on repr�esente la struture de la �bre d'unsommet par un ar de erle indi�e par la struture dont est munie ette �bre. Par la suite,on omettra et ar de erle, la struture �etant impliitement d�etermin�ee par la ouleurdu sommet. 0
1 3 132 21 H
G2 G1 G3G1G3 G1 G2G22 ouleur 1ouleur 2ouleur 3Fig. 5.2 { (H;G)-arboresene �a trois ouleurs (m = 3)Si on note A(H;G)(x) (resp. AGi(x), pour i = 1; : : : ;m) la s�erie g�en�eratrie exponentielledes (H;G)-arboresenes (resp. des G-arboresenes de raine de ouleur i), on obtient parune appliation direte de la omposition de s�eries g�en�eratries (f setion 1.2.2)A(H;G)(x) = H(AG1(x); : : : ;AGm(x))AGi(x) = xiGi(AG1(x); : : : ;AGm(x)); i = 1; : : : ;m;et on en d�eduit le lemme suivant, interpr�etant le membre gauhe de (5.7) en termes de(H;G)-arboresenes.Lemme95. Le nombre de (H;G)-arboresenes sur [n℄ estn![xn℄H(AG1(x); : : : ;AGm(x));(5.8)



5.2. PREUVE DE LA FORME ARBORESCENTE DE LA FORMULE DE GOOD 81(H;G)-endofontions restreintes. On peut interpr�eter ombinatoirement le membredroit de (5.7) �a l'aide d'une g�en�eralisation de la notion d'endofontion, que nous avonsd�ej�a vue au hapitre 2 (preuve de la proposition 29).D�e�nition 96. Une (H;G)-endofontion partielle sur [n℄ est une fontion f de [n℄ dans[0;n℄ telle que la pr�eimage de 0, f�1(0), est munie d'une H-struture et, pour i = 1; : : : ;m,la pr�eimage de tout �el�ement u de ouleur i (u 2 [ni℄), f�1(u), est munie d'une Gi-struture.On repr�esente habituellement une endofontion f par un graphe orient�e dans lequel unar de u vers v indique que f(u) = v. Tout omme pour les arboresenes, on peut indiquerla struture des pr�eimages par un ar de erle indi�e par la struture dont est munie unepr�eimage. Par la suite, on omettra et ar de erle, la struture �etant impliitementd�etermin�ee par la ouleur du sommet image.
21 3 1212 3 5H G3G3G2G2 G2G1G1 G1 G1 40 G1 ouleur 1ouleur 2ouleur 3Fig. 5.3 { (H;G)-endofontion ave m = 3D�e�nition 97. Soit f une (H;G)-endofontion partielle sur [n℄. On appelle graphe desouleurs de f le graphe orient�e �a (m + 1) sommets �etiquet�es par f0g [ [m℄, ayant un arde i vers 0 (resp. j) si et seulement si l'�el�ement 1 de ouleur i a pour image 0 (resp. un�el�ement de ouleur j).Le graphe des ouleurs d'une endofontion est don d�etermin�e par les sommets d'�eti-quette 1 de haque ouleur.D�e�nition 98. Une (H;G)-endofontion restreinte sur [n℄ est une (H;G)-endofontion par-tielle f dont le graphe des ouleurs est une arboresene de raine 0 ayant tous les arsorient�es vers la raine 0.L'endofontion de la �gure 5.3 est une (H;G)-endofontion restreinte omme le montrela �gure qui suit. 012 3Fig. 5.4 { Graphe des ouleurs de l'endofontion de la �gure 5.3



82 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEDans la suite, on onsid�ere les endofontions omme des graphes orient�es et, pourtout �el�ement u, on appelle parfois �bre sa pr�eimage f�1(u). On relie es endofontions aumembre droit de (5.7) par le r�esultat suivant [80℄.Lemme99. Le nombre de (H;G)-endofontions restreintes sur [n℄ est(n� 1)![xn�1℄XT �(H(x);(G1(x))n1 ; : : : ;(Gm(x))nm)�T ;(5.9)la somme portant sur toutes les arboresenes orient�ees T ayant f0;1; : : : ;mg pour en-semble de sommets, 0 pour raine et dont les ars sont tous orient�es vers la raine 0.Preuve. Si C est une lasse de strutures ombinatoires m-olori�ees telle que n est lenombre de C-strutures sur [n℄, C a pour s�erie g�en�eratrie exponentielleC(x) = Xn1;::: ;nm�0 nxnn! :En notant Ci(x) la s�erie �C(x)=�xi, on aCi(x) = Xn1;::: ;ni�1;ni+1;::: ;nm�0;ni�1 nxn11n1! � � � xni�1i(ni � 1)! � � � xnmmnm! :Ci(x) repr�esente don la s�erie g�en�eratrie exponentielle des C-strutures ayant au moinsun �el�ement de ouleur i, l'un de es �el�ements de ouleur i n'�etant pas \ompt�e" par lavariable xi. On peut, sans perte de g�en�eralit�e, supposer que l'�el�ement non pris en ompteest le plus petit �el�ement de ouleur i, et on en d�eduit que le nombre de C-strutures sur[n℄ telles que ni � 1 estn1! � � � (ni � 1)! � � � nm![xn11 � � � xni�1i � � � xnmm ℄�Ci(x)�xi :Une endofontion peut aussi être repr�esent�ee omme la liste ordonn�ee des pr�eimages deses �el�ements, es �el�ements �etant ordonn�es par ouleurs roissantes (i > j si et seulementsi i > j), puis par ordre roissant des �el�ements d'une même ouleur, 0 �etant inf�erieur �atout autre �el�ement, omme l'illustre la �gure suivante.01 2 2 1 3 2 5 1 4 31 2 3 4 5 1 2 3 1 2Fig. 5.5 { Repr�esentation de l'endofontion de la �gure 5.3On en d�eduit don qu'une (H;G)-endofontion partielle (non for�ement restreinte) sur[n℄ est une (HQmi=1 Gnii )-struture sur [n℄ (voir [16, setion 3.2℄) et, par appliation desr�esultats lassiques sur la multipliation de s�eries g�en�eratries (voir hapitre 1), que lenombre de (H;G)-endofontions partielles sur [n℄ estn![xn℄H(x) mYi=1(Gi(x))ni! :



5.2. PREUVE DE LA FORME ARBORESCENTE DE LA FORMULE DE GOOD 83Le graphe des ouleurs d'une endofontion �etant d�etermin�e par les �el�ements 1 de haqueouleur, en appliquant les r�esultats pr�e�edents aux endofontions restreintes (le graphedes ouleurs est une arboresene orient�ee de raine 0 aux ars orient�es vers la raine), onen d�eduit le r�esultat voulu. utIl d�eoule de (5.7), (5.8) et (5.9), que l'obtention d'une bijetion entre les (H;G)-arboresenes sur [n℄ et les (H;G)-endofontions restreintes sur [n℄ induit une preuve bi-jetive du th�eor�eme 92. Goulden et Kulkarni ont propos�e une telle bijetion. Dans la suitede ette setion, nous pr�esentons une nouvelle bijetion plus simple que la leur.5.2.2 Le as unidimensionnel : la formule de LagrangeNous ommen�ons par traiter le as unidimensionnel, 'est-�a-dire la formule de La-grange lassique. Nous pr�esentons dans un premier temps la preuve de Labelle [108℄, quisert de base �a la preuve de Goulden et Kulkarni dans le as multidimensionnel. Nous enproposons ensuite une variante, que nous �etendons �a notre tour au as multidimensionneldans le paragraphe suivant.Dans le as unidimensionnel (m = 1), le veteur G se r�eduit �a G1. Les (H;G)-arboresen-es sur [n℄ se r�eduisent alors �a des arboresenes sur [0;n1℄ de raine 0 telles que la �brede 0 est munie d'une H-struture et la �bre de tout autre sommet est muni d'une G1-struture. Les (H;G)-endofontions restreintes sur [n℄ se r�eduisent aux fontions f de [n1℄dans [0;n1℄ telles que f(1) = 0 (ette ondition est due �a la ontrainte sur le graphe desouleurs de f qui doit être dans e as l'arboresene 1! 0), la �bre de 0 est munie d'uneH-struture et la �bre de tout autre �el�ement est munie d'une G1-struture.La bijetion de G. Labelle. Soit A une (H;G)-arboresene. On d�e�nit tout d'abordune endofontion f 0A en orientant toutes les arêtes de A vers la raine 0 (la struturedont est munie la �bre d'un �el�ement se transporte �evidemment de A vers f 0A). f 0A estdon une endofontion partielle, mais n'est pas for�ement restreinte (on n'a pas en g�en�eralf 0A(1) = 0). 0 911 41981
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84 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEOn appelle olonne vert�ebrale de f 0A le hemin dans l'arboresene reliant le sommet 0 ausommet 1. On note (u0;u1; : : : ;uk) e hemin (u0 = 0, uk = 1 et ui est �ls de ui�1, pour1 � i � k). La olonne vert�ebrale de l'exemple i-dessus est le hemin suivant.0 9 4 8 111 19Pour 1 � i < k, on dit que ui est unminimum �a droite de l'ensemble ordonn�e (u0; : : : ;uk�1)si il n'existe pas d'entier j tel que 0 � i < j < k et uj < ui. On note l le nombre deminima �a droite et (v0 = 0; : : : ;vl�1) l'ensemble des minima �a droite. Dans notre exemple,l = 3 et (v0;v1;v2) = (0;4;8). Soit wi le suesseur de vi sur le hemin allant de 0 �a 1((w0;w1;w2) = (9;19;1)). On transforme alors f 0A en une endofontion restreinte fA enpermutant irulairement les wi : pour i allant de 0 �a l � 1, on remplae, dans la �bre devi ('est-�a-dire dans la H-struture ou G1-struture orrespondante), wi par wi�1 si i > 0et w0 par wl�1. Cela revient �a modi�er la olonne vert�ebrale de la fa�on suivante (esmodi�ation s'e�etuant don dans l'arboresene de d�epart) :0 9 4 8 111 19et on obtient l'endofontion suivante :
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L'endofontion fA ainsi obtenue est bien une endofontion restreinte ar fA(1) = 0. Deplus, les yles (il y en a exatement l � 1) sont onstitu�es uniquement des �el�ementsu1; : : : ;uk�1, haun ontenant exatement un minimum �a droite di��erent de 0.La onstrution inverse, transformant fA en A, se d�eduit imm�ediatement de es ons-tats. Soient l � 1 le nombre de yles de fA, v1 < � � � < vl�1 les �el�ements minimaux dehaque yle et, pour 1 � i � l � 1, wi l'�el�ement de la �bre de vi situ�e sur son yle. Onpose de plus v0 = 0 et w0 = 1. Pour obtenir une arboresene, il suÆt alors d'e�etuer latransformation suivante : pour i allant de 0 �a l � 1, remplaer, dans la �bre de vi, wi parwj o�u j = (i+ 1) mod l.Une variante de ette bijetion. La variante que nous proposons est bas�ee elle aussisur une transformation de la olonne vert�ebrale de l'endofontion obtenue en orientantles arêtes de A vers la raine. Soient (u0 = 0;u1; : : : ;uk = 1) ette olonne vert�ebrale etu00 < � � � < u0k es mêmes sommets en ordre roissant. Pour i allant de 0 �a k � 1, onremplae, dans la �bre de ui, ui+1 par u0i+1. Dans l'exemple, on peut repr�esenter ette



5.2. PREUVE DE LA FORME ARBORESCENTE DE LA FORMULE DE GOOD 85onstrution par le sh�ema suivant,
0 9 4 8 111 191 4 8 9 11 19 u0iuie qui donne l'endofontion fA suivante.21 112 17

0
2

61014 15
16

20
94 3137518

19 811
22L�a enore, du fait que fA(1) = 0, fA est bien une endofontion restreinte. On v�eri�ede plus que les yles de fA sont onstitu�es des seuls �el�ements u1; : : : ;uk�1.La onstrution inverse onsiste elle aussi �a modi�er les �bres de 0, 1, et des �el�ementsdes yles de fA. Soient u00 < � � � < u0k es �el�ements (u00 = 0 et u01 = 1). Pour i = 1; : : : ;k,on note ui le sommet fA(u0i). On remplae alors, dans la �bre de ui, le sommet u0i par ui+1(u0k par 1 dans la �bre de uk).

0 9 4 8 111 191 4 8 9 11 19 u0iuiOn peut illustrer ette onstrution par le sh�ema pr�e�edent, qui montre qu'on transformeles yles de fA en un hemin ommen�ant en 0 et se terminant en 1 et qu'on obtient ainsiune arboresene de raine 0.5.2.3 Le as multidimensionnelL'extension de la bijetion pr�e�edente au as multidimensionnel repose sur la notionde squelette, une g�en�eralisation de la notion de olonne vert�ebrale :{ le squelette d'une (H;G)-arboresene est onstitu�e par l'ensemble des hemins allantde 0 �a haque sommet 1 des m ouleurs ;{ le squelette d'une (H;G)-endofontion f est onstitu�e par l'ensemble des yles de fet l'ensemble des hemins allant des sommets 1 de haque ouleur vers un sommetd'un yle ou vers le sommet 0.Notation. Dans la suite de ette setion, on note ki le sommet k de ouleur i.Transformation d'une (H;G)-arboresene en une (H;G)-endofontion restreinte.Soit A une (H;G)-arboresene. On ommene par orienter toutes ses arêtes vers la raine0, pour obtenir une endofontion partielle non for�ement restreinte. Dans la �gure suivante



86 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE(m = 4, n1 = 7, n2 = 6, n3 = 9 et n4 = 2), on a repr�esent�e en pointill�es les arêtes dusquelette de A.
ouleur 4ouleur 3ouleur 2ouleur 1

44 1 317 264552
7 56 31 62

9 2830 1
On dit alors que le sommet 1i est initial si la restrition de sa �bre au squelette de A estvide. 0 7 5 12 5 4 6 111Comme on le voit sur l'exemple, les sommets initiaux sont 11, 12 et 14.La premi�ere �etape de la transformation onsiste �a assigner un hemin Ci �a haquesommet initial 1i : pour i allant de 1 �a m, si 1i est initial, on note Ci le hemin (dans lesquelette) allant du sommet 1i au premier de ses anêtres appartenant d�ej�a �a un heminCj ave j < i (ou �a 0 si auun sommet n'a d�ej�a �et�e obtenu). Pour l'exemple onsid�er�e, onobtient : 0C2 =C1 = 0C4 = 5 4 6 12 5 1 17 5 1
Remarque 100. Les Ci onstituent e que l'on pourrait appeler les branhes (ou les �la-ments) du squelette prises relativement �a l'ordre sur les ouleurs.Pour haque hemin Ci, on note fi l'extr�emit�e �nale de Ci (l'extr�emit�e initiale est lesommet 1i). On v�eri�e alors la propri�et�e suivante, ons�equene de la d�e�nition des Ci.(a) Tout sommet u 6= 0 appartenant �a plusieurs hemins Ci est l'extr�emit�e �nale de touses hemins exept�e du premier. Le sommet 0 est pour sa part l'extr�emit�e �nale detous les hemins auxquels il appartient.Soit Pi l'ensemble des sommets de ouleur i appartenant au squelette de A :P1 = f1;6g; P2 = f1;4;5g; P3 = f1;2;5;7g; P4 = f1g:On e�etue alors la transformation suivante : pour i allant de 1 �a m, si 1i est initial, poseru = fi et tant que u 6= 1i, si v est le pr�ed�eesseur de u dans Ci et j la ouleur de v,remplaer, dans la �bre de u, l'�el�ement v par le plus petit sommet de Pj (que l'on retire



5.2. PREUVE DE LA FORME ARBORESCENTE DE LA FORMULE DE GOOD 87de Pj) puis poser u = v. Cela revient �a dire que l'on parourt les Ci �a ontre-sens et queles pr�eimages sont d�etermin�ees en prenant les sommets de es ouleurs en ordre roissant.
C2C1 5 4 6 15 6 1C40 7 5 11 2 1 0 2 5 1 15 1 7 4

On obtient de ette mani�ere l'endofontion fA suivante (les ars en pointill�e sont les arsmodi��es).
0 55

1 34 23 644 5 77 2 826 3 9
61 1

12
Il reste �a v�eri�er que le graphe des ouleurs de l'endofontion ainsi onstruite est unearboresene orient�ee de raine 0 dont tous les ars sont orient�es vers la raine. Celad�eoule du raisonnement suivant :{ si le pr�ed�eesseur u de 0 dans le premier hemin Ci suivi est de ouleur j, alors onremplae u par 1j dans la �bre de 0,{ lorsqu'on remplae, dans la �bre d'un sommet u de ouleur i, le pr�ed�eesseur v deu par un sommet 1j (v est le premier sommet de ouleur j renontr�e), ela impliqueque 1i =2 Pi (on a retir�e 1i de Pi lorsqu'on a renontr�e le premier sommet ayant unsuesseur de ouleur i, qui est soit u soit un sommet renontr�e avant u) et quedans le graphe des ouleurs le sommet j a pour image le sommet i.On en d�eduit que pour toute ouleur i, il existe k tel que fkA(1i) = 0, et par ons�equentque le graphe des ouleurs de fA est une arboresene de raine 0 dont tous les arssont orient�es vers la raine. De plus, on v�eri�e imm�ediatement les propri�et�es suivantessatisfaites par fA.(b) Pour tout sommet u de fA, u appartient au squelette de fA si et seulement si uappartient au squelette de A.() Le sommet 1i est initial dans fA si et seulement il l'est dans A.(d) Pour tout �el�ement non initial u du squelette de fA, la restrition de la �bre de uau squelette de fA omporte k �el�ements si et seulement si il existe un ensemblefi1; : : : ;ikg � [m℄ maximal tel que u appartient �a haque hemin Cij , pour j =1; : : : ;k.Pour l'exemple onsid�er�e, le squelette de l'endofontion fA obtenue est le suivant.0 5 1 1641 5 7 2 1



88 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLETransformation d'une (H;G)-endofontion restreinte en une (H;G)-arboresene.Soit f une (H;G)-endofontion restreinte. En se r�ef�erant �a la propri�et�e (b), pour obtenirune arboresene Af telle que f = fAf , il suÆt de reonstruire les hemins Ci du squelettede Af �a partir du squelette de f . Soit R le multi-ensemble omportant, pour haque�el�ement u, k ourrenes du sommet u si et seulement si la restrition de la �bre de u ausquelette de f omporte k �el�ements (R ne ontient don que des �el�ements du squelette def). Pour l'exemple pr�e�edent, nous avonsR = f0;0;61;42;52;52;13;23;53;73g:Pour i = 1; : : : ;m, soit Si l'ensemble des sommets de ouleur i du squelette de f :S1 = f1;6g; S2 = f1;4;5g; S3 = f1;2;5;7g; S4 = f1g:On peut maintenant onstruire les hemins Ci. Pour i = m; : : : ;1, si le sommet 1i estinitial dans f , on onstruit Ci de la fa�on suivante.poser u = 1i;r�ep�etersoit j la ouleur de u et v le plus grand �el�ement de Sj(f);remplaer, dans la �bre de f(v), v par u;retirer f(v) de R et v de Sj , puis poser u = f(v);tant que u 6= 0 et u n'apparâ�t pas dans R;Dans notre exemple, pour i = 4, on e�etue les op�erations suivantes pour reonstruireC4, 6 46 6 56retirer de R4retirerf(y) 6 de S1de S411
retirerf(y) 1 de Rretirer puis puis retirer de R55 4retirerf(y) 5 de S2

v u v u v uon a alors R = f0;0;52;13;23;53;73g et on s'arrête ar 52 apparâ�t enore dans R. Onretrouve bien C4 de ette fa�on. 6 16445C4 =Pour v�eri�er qu'on obtient bien une arboresene, il suÆt de onstater qu'on a transform�ele squelette de f en une arboresene de raine 0, e qui d�eoule diretement de la onditiond'arrêt de la boule onstruisant les Ci : on s'arrête lorsque l'on arrive sur 0 ou sur un�el�ement qui sera pr�esent dans un autre hemin ar il apparâ�t enore dans le multi-ensembleR. Le fait que fAf = f est une ons�equene des propri�et�es (a), (b), () et (d).Cette bijetion v�eri�e de plus la propri�et�e suivante, que nous appelons onservation dela struture des �bres.Propri�et�e 101. Pour tout sommet u et toute ouleur i, la �bre de u dans A omporte k�el�ements de ouleur i si et seulement si la �bre de u dans fA omporte aussi k �el�ementsde ouleur i.Dans les deux derni�eres setions de e hapitre, nous appliquons ette bijetion entrearboresenes et endofontions restreintes �a l'�enum�eration d'arboresenes et de atus.



5.3. ARBORESCENCES DONT LA PARTITION DES ARÊTES EST FIX�EE 895.3 Arboresenes dont la partition des arêtes est �x�eeDans deux artiles parus au d�ebut des ann�ees 80 [95, 76℄, Goulden et Jakson se sontint�eress�es aux arboresenes dont la partition des arêtes (voir d�e�nition 102 i-dessous) est�x�ee, en utilisant une variante de la formule de Good dont ils ne donnent pas de preuveombinatoire. Dans ette setion, nous reprenons ertains de leurs r�esultats, notammentla variante de la formule de Good, et nous en donnons une preuve ombinatoire bas�ee surla bijetion entre arboresenes et endofontions pr�esent�ee pr�e�edemment. Ces preuvesillustrent le fait que, selon nous, les endofontions restreintes sont des strutures souventplus failes �a d�erire et �a ompter que les arboresenes, ar la struture arboresente �aonsid�erer est r�eduite au graphe des ouleurs.D�e�nition 102. Soit A une arboresene �a m ouleurs sur [0;n℄, de raine 0. La partitiondes arêtes de A est une matrie arr�ee P de taille (m + 1) � (m+ 1) (P = (pi;j)0�i;j�m)telle que pi;j (resp. pi;0), est �egal au nombre d'arêtes reliant, dans A, un sommet u deouleur i �a un sommet v de ouleur j (resp. y = 0), v �etant le p�ere de u. La partitiondes arêtes d'une arboresene sur [0;n℄ de raine 0 v�eri�e p0;j = 0 pour 1 � j � m etPmj=0 pi;j = ni pour 1 � i � m. 054 4 23 7 56 1364212
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1 319
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Fig. 5.6 { Une arboresene et sa partition des arêtesRemarque 103. On �etend naturellement ette notion de partition des arêtes aux endofon-tions en les onsid�erant omme des graphes orient�es (pi;j est le nombre d'ars allant d'unsommet de ouleur i vers un sommet de ouleur j).Notation. On note pj le veteur orrespondant �a la j�eme olonne (p0;j ;p1;j; : : : ;pm;j) de lamatrie P et P! =Qi;j pi;j! (par onvention 0! = 1).Pour �enum�erer les (H;G)-arboresenes dont la partition des arêtes P est �x�ee il suÆtd'�enum�erer les (H;G)-endofontions restreintes de partition des arêtes P , ompte-tenu dela bijetion entre arboresenes et endofontions et de la propri�et�e de onservation des�bres (propri�et�e 101). Pour prendre en ompte la ontrainte sur le graphe des ouleurs des



90 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEendofontions, on utilise le th�eor�eme \Matrix-Tree" pour les graphes orient�es (voir [77,setion 3.3.24℄ ou [31℄).Th�eor�eme 104. Soit � = (�i;j)1�i;j�n la matrie d'adjaene d'un graphe orient�e G �eti-quet�e �a n sommets (�i;j est le nombre d'ars allant de i vers j). Le nombre d'arboresenesouvrantes orient�ees de G de raine  2 [n℄ dont tous les ars sont orient�es vers  est �egal�a det (Æi;j nXk=1 �i;k)� �i;j!1�i;j�n;i6=;j 6= :Pour une famille d'objets ombinatoires �etiquet�es F et un entier k, on rappelle queFk[n℄ d�esigne la famille des objets �etiquet�es sur [n℄ onstitu�es d'une liste ordonn�ee de kF-strutures. On note alors H[n℄ (resp. Gnii [n℄) l'ensemble des H-strutures (resp. Gnii -strutures) sur [n℄.Th�eor�eme 105. Soit P une matrie v�eri�ant les onditions de la d�e�nition 102 et Æ(P )la matrie (Æi;jni � pi;j)1�i;j�m. Le nombre de (H;G)-arboresenes sur [n℄ admettant Pomme partition des arêtes estdet(Æ(P ))(n � 1)!P!  mYi=1 jGnii [pi℄j! jH[p0℄j :(5.10)Preuve. Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, il suÆt de montrer que le nombre de (H;G)-endofontions restreintes sur [n℄ admettant P omme partition des arêtes est �egal �a (5.10).On dit qu'une arboresene orient�ee T sur [0;m℄ est ompatible ave P si le fait qu'ilexiste dans T un ar reliant i �a j, i �etant le �ls de j implique que pi;j 6= 0 (une tellearboresene a don for�ement 0 pour raine, par d�e�nition de P ).Soit T une arboresene orient�ee ompatible ave P . On herhe dans un premiertemps �a aluler le nombre de (H;G)-endofontions restreintes f sur [n℄ admettant Tomme graphe des ouleurs. On remarque que si T poss�ede un ar reliant i �a j (ave i�ls de j et don i > 0), le nombre de fa�ons de r�epartir les ni � 1 �el�ements de ouleuri (l'�el�ement 1i a pour image un �el�ement de ouleur j) en respetant la partition desouleurs de leurs images est� ni � 1pi;0; : : : ;pi;j�1;pi;j � 1;pi;j+1; : : : ;pi;m� = pi;jni � nipi;0; : : : ;pi;j; : : : ;pi;m�:Pour l'�el�ement 1i la ouleur de son image est �x�ee par l'ar reliant i et j dans T : j si j > 0,0 si j = 0. On en d�eduit que le nombre d'endofontions f admettant une arboresene Tompatible ave P omme graphe des ouleurs est0� Y(i;j)2T pi;j1A mYi=1� 1ni� nipi;0; : : : ;pi;m� jGnii [pi℄j�! jH[p0℄j :(5.11)Soit TP l'ensemble des arboresenes sur [0;m℄ de raine 0 ompatibles ave P . Le th�eor�eme104 donne det (Æ(P )) = XT2TP 0� Y(i;j)2T pi;j1A ;



5.3. ARBORESCENCES DONT LA PARTITION DES ARÊTES EST FIX�EE 91e qui, ombin�e �a (5.11), permet de d�eduire que le nombre de (H;G)-endofontions res-treintes admettant P omme partition des arêtes estdet (Æ(P )) mYi=1� 1ni� nipi;0; : : : ;pi;m� jGnii [pi℄j�! jH[p0℄j ;et onlut la preuve de la proposition. utEn rappelant que jH[p0℄j = p0![xp0 ℄H(x) et, que pour i = 1; : : : ;m, jGnii [pi℄j =pi![xpi ℄(Gi(x))ni , on a, ompte-tenu du lemme 95 et de la proposition pr�e�edente, unepreuve ombinatoire imm�ediate de la variante suivante de la formule de Good, due �aGoulden et Jakson [95℄ (voir aussi [77, setion 1.2.13℄).Corollaire 106. Soient m un entier, x le veteur (x1; : : : ;xm) de variables formelles,H(x);G1(x); : : : ;Gm(x) des s�eries formelles multivari�ees telles que Gi(0; : : : ;0) 6= 0 pouri = 1; : : : ;m. L'ensemble d'�equationsFi(x) = xiGi(F1(x); : : : ;Fm(x)); i = 1; : : : ;md�etermine de mani�ere unique alors la s�erie formelle en x H(F1; : : : ;Fm) par :[xn℄ fH(F1(x); : : : ;Fm(x))g = mYi=1 1ni!XP (det (Æ(P )) mYi=1[xpi ℄ f(Gi(x))nig! [xp0 ℄ fH(x)g);la somme portant sur toutes les matries P v�eri�ant les onditions de la d�e�nition 102.Pour terminer, nous nous int�eressons aux arboresenes de Cayley et ordonn�ees sur[n℄, m-olori�ees, dont la raine est de ouleur k �x�ee et dont la partition des arêtes P est�x�ee. Nous aurons besoin du r�esultat (imm�ediat) suivant.Lemme107. Soient S un ensemble de k �el�ements indistinguables et l un entier. Lenombre de partitions de S en l parts, �eventuellement vides, ordonn�ees entre elles, est�k + l � 1k �:Des arboresenes sur [n℄, on se ram�ene aux arboresenes sur [0;n℄ onsid�er�ees pr�e�e-demment dans e hapitre en ajoutant un sommet 0 devenant raine et p�ere de l'anienneraine de ouleur k. Ainsi, la partition des arêtes P v�eri�e pk;0 = 1 et pour tout i 6= k,pi;0 = 1. Dans les deux orollaires qui suivent, on suppose que la matrie P v�eri�e esonditions. On note qj = Pmi=1 pi;j le nombre de sommets pr�esents dans les �bres dessommets de ouleur j , et on rappelle que pour tout 1 � i � m, le nombre de sommets deouleur i est ni = Pmj=0 pi;j. Pour une matrie M = (mi;j)1�i;j�l, on note ofk;k(M) led�eterminant de la matrie M priv�ee de sa k�eme ligne et de sa k�eme olonne.Corollaire 108. Le nombre d'arboresenes ordonn�ees m-olori�ees sur [n℄ dont la raineest de ouleur k et admettant P pour partition des arêtes estofk;k(Æ(P ))(n + q� 1)!P! ;



92 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLELe nombre d'arboresenes de Cayley m-olori�ees sur [n℄ dont la raine est de ouleur ket admettant P pour partition des arêtes estofk;k(Æ(P ))(n � 1)!P! nq:Preuve. Elle r�esulte de la preuve du th�eor�eme 105 en remarquant les points suivants.{ Les arboresenes A onsid�er�ees (sur [0;n℄ apr�es ajout du sommet 0) �etant tellesque la raine 0 a un unique �ls de ouleur k, il leur orrespond des endofontionsrestreintes fA pour lesquelles fA(1k) = 0 et fA(1i) 6= 0 pour i 6= k (e onstat r�esulteimm�ediatement de la onstrution du paragraphe 5.2.3). Il s'ensuit que le graphe desouleurs de es endofontions est une arboresene de raine 0 n'ayant qu'un seul�ls 1k. En utilisant ette propri�et�e dans la preuve du th�eor�eme 105 et en appliquantle th�eor�eme 104, on en d�eduit que le terme det(Æ(P )) de (5.10) vaut ofk;k(Æ(P )).{ Le lemme 107 nous assure que pour les arboresenes ordonn�ees, le nombre de fa�onsd'ordonner les qi sommets pr�esents dans la �bre des ni sommets de ouleur i (ou,de mani�ere �equivalente, le nombre de Lni-strutures sur [pi℄) estqi!�ni + qi � 1qi �:Pour les arboresenes de Cayley, e nombre (ou le nombre de Eni-strutures sur[pi℄) est nqii (haun des qi sommets se trouve dans la �bre de l'un des ni sommetsde ouleur i). utNous nous int�eressons maintenant aux arboresenes dont la ouleur de la raine etla partition des arêtes sont �x�ees, ainsi que la partition des degr�es, que nous d�e�nissonsi-dessous.D�e�nition 109. Soit A une arboresene sur [0;n℄ de raine 0. La partition des degr�esde A est une matrie D = (di;j)1�i;j de taille m �1, o�u di;j est le nombre de sommetsde ouleur i ayant j � 1 �ls. Une telle matrie v�eri�e pour 1 � i � m, Pj�1 di;j = ni etqi =Pj�1(j � 1)di;j , qi d�esignant le nombre total de sommets pr�esents dans les �bres dessommets de ouleur i. 054 4 23 56 1347211 5 6
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4 1 043 030Fig. 5.7 { Une arboresene et sa partition des degr�es



5.4. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CACTUS M -AIRES 93Corollaire 110. Le nombre d'arboresenes ordonn�ees m-olori�ees sur [n℄, dont la raineest de ouleur k, admettant P pour partition des arêtes et D omme partition des degr�es,est ofk;k(Æ(P ))q!n!(n � 1)!P!D! :Le nombre d'arboresenes de Cayley m-olori�ees sur [n℄, dont la raine est de ouleur k,admettant P pour partition des arêtes et D omme partition des degr�es, estofk;k(Æ(P ))q!n!(n � 1)!P!D! 0�Yi;j�1 1((j � 1)!)di;j1A :Preuve. La preuve de es deux formules est similaire �a la preuve du Corollaire pr�e�edent.La seule di��erene r�eside dans le fait que le nombre de fa�ons d'ordonner les qi �el�ementspr�esents dans les �bres des sommets de ouleur i en respetant la partition des degr�es('est-�a-dire le nombre de Lni-strutures sur [pi℄ telles que di;j sommets ont degr�e j � 1)est qi!� nidi;1; di;2; di;3; : : :�:La formule pour les arboresenes de Cayley est une ons�equene direte de la formulepour les arboresenes ordonn�ees (en e�et, le nombre de fa�ons d'ordonner les �ls d'unsommet de degr�e d est d!). ut5.4 �Enum�eration et g�en�eration al�eatoire de atus m-airesNous nous int�eressons maintenant aux atus planaires. Nous montrons omment labijetion entre arboresenes et endofontions permet d'expliquer ombinatoirement deuxformules d'�enum�eration relatives �a es objets, qui n'avaient pas re�u �a e jour d'explia-tion ombinatoire 1, et nous en d�eduisons un algorithme de g�en�eration al�eatoire pour esstrutures.5.4.1 G�en�eralit�es sur les atus.D�e�nition 111. Un m-atus est un graphe simple onnexe dans lequel haque arêteappartient �a exatement un yle �el�ementaire de taille m. De fa�on �equivalente, haqueomposante 2-onnexe d'un atus est un yle �el�ementaire �a m sommets, 'est-�a-dire unm-gone (un polygone �a m ôt�es).Dans ette setion, nous nous int�eressons aux m-atus plong�es dans le plan (les poly-gones adjaents �a un sommet sont irulairement ordonn�es), nomm�es m-atus planaires,et plus partiuli�erement aux atus m-aires.D�e�nition 112. Un atus m-aire est un m-atus planaire tel que les sommets autourde haque m-gone sont olori�es suessivement par les ouleurs 1;2; : : : ;m dans le senstrigonom�etrique, et dans lequel un polygone est distingu�e (ou de mani�ere �equivalente unearête reliant un sommet de ouleur 1 et un sommet de ouleur 2). On parle parfois de1. Nous avons r�eemment appris que D. Zvonkin a obtenu une autre preuve ombinatoire de es formules[168℄.



94 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLE
Fig. 5.8 { Un 3-atusatus m-aire enrain�e. Un atus m-aire sur n = (n1; : : : ;nm) est un atus m-aire ayantni sommets de ouleur i (pour i = 1; : : : ;m). ouleur 1ouleur 2ouleur 3Fig. 5.9 { Un atus ternaireLes premi�eres �etudes onernant es graphes sont dues �a Harary et Uhlenbek [89℄ etHarary et Palmer [88℄, suite �a un artile de Husimi [93℄. Les atus m-aires apparaissentdans plusieurs hamps des math�ematiques, omme par exemple la lassi�ation topolo-gique des polynômes omplexes [58, 87℄ ou enore les fatorisations transitives minimalesde permutations irulaires [78℄ (voir hapitre 6 de ette th�ese).5.4.2 �Enum�erations de atus m-airesCatus, arboresenes et endofontions. Dans e paragraphe, nous mettons en�evidene la struture arboresente des atus m-aires, e qui, ombin�e �a la bijetion entrearboresenes et endofontions, nous permettra de mener �a bien leur �enum�eration.D�e�nition 113. Une arboresene m-ata�ee sur n est une arboresene m-olori�ee non�etiquet�ee ayant ni sommets de ouleur i (i = 1; : : : ;m), de raine un sommet de ouleur1, et telle que la �bre de tout sommet u de ouleur i est strutur�ee en une liste ordonn�eede i-blos, un i-blo �etant un ensemble (non ordonn�e don) de (m� 1) sommets dont lesouleurs sont les m� 1 autres que i. La �gure 5.10 pr�esente une arboresene 3-ata�ee.Lemme114. Il existe une bijetion entre les arboresenes m-ata�ees sur n et les atusm-aires sur n.Il s'agit d'un r�esultat lassique onernant les atus m-aires enrain�es, bas�e sur unparours en profondeur des polygones d'un atus, en ommen�ant par le polygone onte-nant l'arête raine (son sommet de ouleur 1 est la raine de l'arboresene r�e�ee), auours duquel on remplae haque polygone renontr�e par un i-blo si on est arriv�e sur



5.4. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CACTUS M -AIRES 95e polygone par un sommet de ouleur i. On assoie ainsi un blo �a haque polygone.La �gure suivante, dans laquelle on a repr�esent�e les blos par des retangles et on a \fu-sionn�e" les arêtes joignant les sommets d'un blo �a leur p�ere en une seule arête, illustreette onstrution (on remarque que le polygone raine du atus orrespond au premier�ls de la raine de l'arboresene).
 !

Fig. 5.10 { Catus ternaire et arboresene 3-ata�eeOn appelle degr�e d'un sommet dans une arboresene ata�ee le nombre de blospr�esents dans sa �bre, et degr�e d'un sommet dans un atus le nombre de polygonesauxquels e sommet est inident. On v�eri�e alors imm�ediatement la propri�et�e suivante.Propri�et�e 115. Soit C un atus m-aire. Si u est un sommet de C autre que le sommetdistingu�e (appartenant �a l'arête raine) de ouleur 1, et u est inident �a k polygones dansC (k > 0), alors u a degr�e (k� 1). Le sommet distingu�e de ouleur 1 de C et la raine del'arboresene ata�ee assoi�ee ont, pour leur part, même degr�e.Pour �enum�erer les atusm-aires, on se ram�ene don �a l'�enum�eration des arboresenesm-ata�ees. Pour ela nous allons utiliser la bijetion entre arboresenes et endofontionsapr�es avoir �etiquet�e les sommets de es arboresenes : les ni sommets de ouleur i d'unearboresene m-ata�ee sur n sont �etiquet�es sur [ni℄ et on parle alors d'arboresenem-ata�ee �etiquet�ee sur [n℄ (ou d'arboresenes m-ata�ees sur [n℄).Remarque 116. Si an (resp. bn) est le nombre d'arboresenes m-ata�ees sur n (resp.�etiquet�ees sur [n℄), alors bn = n!an. Ainsi un algorithme engendrant al�eatoirement etuniform�ement les arboresenes m-ata�ees �etiquet�ees sur [n℄ induit un algorithme en-gendrant al�eatoirement et uniform�ement les arboresenes m-ata�ees sur n.En appliquant la bijetion entre arboresenes et endofontions de la setion 5.2, onobtient une bijetion entre arboresenes ata�ees �etiquet�ees et endofontions ata�ees,dont la d�e�nition est la suivante.D�e�nition 117. Une endofontion ata�ee sur [n℄ est une endofontion restreinte m-olori�ee telle que la �bre de tout sommet u de ouleur i est strutur�ee en une listeordonn�ee de i-blos, la �bre de 0 omportant un seul sommet, le sommet 1 de ouleur 1.Remarque 118. Le fait que la �bre de 0 est onstitu�ee du seul sommet 1 de ouleur 1 estune ons�equene direte de la onstrution permettant de passer d'une arboresene �a uneendofontion restreinte (paragraphe 5.2.3).



96 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLENous nous int�eressons dans un premier temps au nombre de atus m-aires ayant nisommets de ouleur i, pour un veteur n donn�e. On peut ommener par remarquer quee veteur doit v�eri�er ertaines onditions.Lemme119. Soient n donn�e et n = Pmi=1 ni. Il existe au moins un atus m-aire surn si et seulement si (n � 1) = p(m � 1) (p est alors �egal au nombre de polygones) et1 � ni � p, pour i = 1; : : : ;m.Preuve. La ondition est lairement n�eessaire ar haque polygone omporte m sommets.Pour prouver qu'elle est suÆsante, on raisonne par indution sur p. Si p = 0, n = 1 eton a le atus �a un seul sommet. Sinon, si p = 1, alors ni = 1 pour i = 1; : : : ;m et ona le atus �a un seul polygone. Sinon (p > 1), il existe i tel que ni < p. Supposons quenm < p et d�e�nissons le veteur n0 par n0m = nm et n0i = ni � 1 pour i 6= m. Il suÆt alorsde onstruire un m-atus de distribution des ouleurs n0 et d'y attaher en un sommetde ouleur m un polygone pour obtenir un m-atus de distribution des ouleur n. utLe r�esultat suivant, donnant le nombre de atus m-aires selon le nombre de sommetsde haque ouleur, est dû �a Goulden et Jakson [78℄ (voir aussi [21, 22℄).Th�eor�eme 120. Soit n = (n1; : : : ;nm) un veteur d'entiers positifs v�eri�ant les ondi-tions du lemme 119. Le nombre de atus m-aires sur n est1p mYi=1� pni�;(5.12)o�u n =Pmi=1 ni, et p = (n� 1)=(m� 1) est le nombre de polygones.Preuve. Il suÆt de d�enombrer les endofontions ata�ees sur [n℄. A�n de prendre enompte les ontraintes du graphe des ouleurs de es endofontions restreintes, on om-mene par remarquer que le odage de Pr�ufer, pr�esent�e au hapitre 1, induit un �etiquetagedes arêtes d'une arboresene de Cayley : si lors de la i�eme �etape du odage (algorithme 2)on r�ee une arête entre les sommets u et v, on �etiquette ette arête par i.2:5:1:2:1  ! 1
34 61 42 3 55 2Nous r�ealisons l'�enum�eration des endofontions ata�ees en trois �etapes : partition desblos, plaement des �el�ements minimaux (�el�ements 1i) et en�n plaement des �el�ementsnon minimaux. On rappelle qu'une endofontion ata�ee ayant ni sommets de ouleuri omporte exatement p blos, et que la pr�eimage de l'�el�ement 0 est onstitu�ee du seul�el�ement 11. Un i-blo �etant onstitu�e de m�1 sommets de ouleurs deux �a deux distinteset autres que i, on en d�eduit la propri�et�e suivante.(a) Le nombre de 1-blos est p� n1 + 1, et le nombre de i-blos, pour i > 1, est p� ni.�Etape 1. Partition des blos. Elle onsiste �a r�epartir les p�n1+1 1-blos en n1 parts(les n1 �bres des sommets de ouleur 1) et les p�ni i-blos (i > 1) en ni parts (les �bres



5.4. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CACTUS M -AIRES 97des sommets de ouleur i). On d�eduit du lemme 107 que le nombre de fa�ons de r�epartirles blos dans les endofontions ata�ees sur [n℄ est� pn1 � 1� mYi=2� p� 1ni � 1� = 1(p� n1 + 1)pm�1 mYi=1 ni� pni�:(5.13)Maintenant, �etant donn�ee une partition des blos, (on onnâ�t, pour haque sommet,le nombre de blos que ontient sa �bre) il nous faut d�eterminer le nombre de fa�ons der�epartir les sommets dans les blos de mani�ere �a e que la ontrainte sur le graphe desouleurs d'une endofontion ata�ee soit satisfaite.�Etape 2. Plaement des sommets minimaux. On onsid�ere dans un premier tempsles sommets minimaux 1i, i = 2; : : : ;m (11, le seul sommet pr�esent dans la �bre de 0,n'appartient �a auun blo), qui sont les sommets d�eterminant le graphe des ouleurs del'endofontion. Le nombre fa�ons de plaer les sommets minimaux a�n que le graphe desouleurs soit une arboresene orient�ee de raine 0 dont tous les ars sont orient�es vers 0est pm�2(p� n1 + 1):(5.14)En e�et, supposons les p blos num�erot�es de mani�ere arbitraire de 1 �a p et onsid�eronsun mot w de longueur (m � 1) sur l'alphabet [p℄ : �a toute lettre de w orrespond un desp blos de l'endofontion. �A partir de w, on onstruit le mot w0 en rempla�ant haquenum�ero de blo par son type : si le blo a dans w est un i-blo, on remplae a par i dansw0. Ce mot w0 est alors un mot de longueur (m � 1) sur l'alphabet [m℄. La justi�ationde ette onstrution transformant w en w0 est due au fait que le graphe des ouleurs est,omme son nom l'indique, seulement fontion des ouleurs : ainsi, le fait que le sommet1j soit dans un quelonque des i-blos se traduit par un ar unique j ! i dans le graphedes ouleurs. En appliquant le odage de Pr�ufer au mot w0 tel que d�erit pr�e�edemment,on obtient une arboresene sur [m℄ dont les arêtes sont �etiquet�ees sur [m � 1℄ (on lesoriente vers la raine et on parle don d'ars). On peut alors assoier �a ette arboresenele plaement suivant des �el�ements minimaux : si on a un ar de i vers j �etiquet�e k, onplae le sommet 1i dans le blo orrespondant �a la k�eme lettre de w. Ce blo, donn�e parla k�eme lettre de w ne peut être un i-blo : en e�et, l'ar d'�etiquette k allant de i �a j(i 6= j), la k�eme lettre de w0 est don j et e blo est un j-blo. Par exemple, pour m = 4et n = (3;3;3;4), soit la partition suivante des blos (les 4 blos sont num�erot�es de 1 �a 4de gauhe �a droite). 1 2 3 41 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4Pour w = 2:4:1, on obtient w0 = 1:3:1 et le odage de Pr�ufer appliqu�e �a w0 donne l'arbo-resene suivante. 12 3 132 4



98 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEOn plae alors le sommet 12 dans le blo 4, le sommet 13 dans le blo 1 et le sommet 14dans le blo 2.Pour que la ontrainte sur le graphe des ouleurs soit v�eri��ee par e plaement des�el�ements minimaux, il faut et il suÆt que sa raine soit le sommet 1, e qui �equivaut �aimposer que la derni�ere lettre de w0 est la lettre 1 (on obtient ainsi une arboresene deraine 1 que l'on relie �a 0 par un ar joignant 1 �a 0) et don que le blo assoi�e �a la derni�erelettre de w est un 1-blo. On a don p hoix pour haune des (m � 2) premi�eres lettresde w et (p� n1 + 1) pour sa derni�ere lettre, e qui prouve (5.14).�Etape 3. Plaement des �el�ements non minimaux. Une fois que les �el�ements mini-maux sont pla�es, la partition des ni � 1 autres sommets dans les blos ne pose auunprobl�eme. On d�eduit le r�esultat voulu de (5.13), (5.14) et du fait qu'il y a (n� 1)! =Qmi=1(ni � 1)! fa�ons de r�epartir les �el�ements non minimaux (en tenant ompte de laremarque 116). utLa distribution des degr�es d'un atus est une matrie D = (di;j)1;�i;j, de taille m�1,o�u di;j est le nombre de sommets de ouleur i et degr�e j. On onsid�ere haque ligne(di;1;di;2; : : : ) omme un veteur di. Par d�e�nition de D, on a n =Pi;j di;j et ni =Pj di;j,pour i = 1; : : : ;m. Par exemple, la distribution des degr�es du atus de la �gure 5.9 estdonn�ee par la matrie D = 2664 3 1 0 0 � � �3 1 0 0 � � �2 0 1 0 � � � 3775 :Th�eor�eme 121. [78, 21℄ Soit D = (di;j) une matrie d'entiers positifs ou nuls de taillem�1 ave ni =Pj�1 di;j et n = (n1; : : : ;nm) v�eri�ant les onditions du lemme 119. Lenombre de atus m-aires sur n ayant D pour distribution des degr�es estpm�1 mYi=1 1ni�nidi�:(5.15)o�u n =Pmi=1 ni et p = (n� 1)=(m � 1).Preuve. La preuve de e r�esultat repose sur le même prinipe que la pr�e�edente, ompte-tenu de la bijetion entre arboresenes ata�ees et endofontions ata�ees. Si le degr�ed'un �el�ement d'une endofontion ata�ee est le nombre de blos pr�esents dans sa �bre,grâe �a la propri�et�e 101 de onservation de la struture des �bres et �a la propri�et�e 115,l'ensemble des atus m-aires ayant pour partition des degr�es D et une raine de degr�e l(le sommet de ouleur 1 du polygone raine est inident �a l polygones) est en bijetionave l'ensemble des endofontions ata�ees ayant{ di;j �el�ements de ouleur i et de degr�e j � 1 si i > 1 ou (i = 1, j 6= l et j 6= (l + 1)),{ d1;l � 1 �el�ements de ouleur 1 et de degr�e l � 1 et{ d1;l+1 + 1 �el�ements de ouleur 1 et de degr�e l.�Etape 1.a. Partition des i-blos pour i > 1. Pour haque ouleur i, ave i > 1, lenombre de fa�ons de r�epartir les i-blos dans les �bres des ni sommets de ouleur i est� nidi;1;di;2; : : :�:



5.4. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CACTUS M -AIRES 99On plae en e�et j � 1 i-blos dans haque �bre de di;j �el�ements de ouleur i, hoisisparmi ni, et e pour tout j > 1.�Etape 1.b. Partition et pointage des 1-blos. En e qui onerne la ouleur 1, onommene de la même mani�ere que pour les autres ouleurs : on plae j � 1 1-blos danshaune des �bres de d1;j �el�ements de ouleur 1 hoisis parmi n1, pour haque valeurde j > 1. On obtient alors la même expression que pr�e�edemment ave i = 1. Mais ii,il reste enore un 1-blo �a plaer dans la �bre d'un �el�ement de ouleur 1, blo que l'ondistingue. Comme il y a exatement d+1 fa�ons de plaer un blo distingu�e dans la �bred'un �el�ement de degr�e d, on a donn1 +Xj�1(j � 1)d1;j � 1 = n1 + (p� n1 + 1)� 1 = pfa�ons de plaer e 1-blo distingu�e dans la �bre d'un �el�ement de ouleur 1.On en d�eduit que le nombre de fa�ons de plaer l'ensemble des p-blos et de distinguerun 1-blo est donn�e par p mYi=1� nidi;1;di;2; : : :�:(5.16)�Etape 2. Plaement des �el�ements minimaux. De la même mani�ere que pour la preuvepr�e�edente, le nombre de fa�ons de plaer les �el�ements minimaux 1i (i > 1), en respetantla ontrainte sur le graphe des ouleurs, est donn�e, apr�es num�erotation arbitraire desblos sur [p℄, par le nombre de mots de longueur (m� 1) sur l'alphabet [p℄ pour lesquelsla derni�ere lettre est le num�ero du 1-blo distingu�e. Il y'en a donpm�2:(5.17)�Etape 3. Plaement des �el�ements non minimaux. Finalement, omme pr�e�edem-ment, il y a (n� 1)! fa�ons de plaer les �el�ements non minimaux.Ce dernier point, ombin�e �a (5.16), (5.17) et �a la remarque 116 donne la formule (5.15).ut5.4.3 G�en�eration al�eatoire de atus m-airesLes preuves pr�e�edentes, outre le fait qu'elles donnent la premi�ere expliation ombi-natoire, �a notre onnaissane, des formules d'�enum�eration de atus m-aires, induisent desalgorithmes eÆaes de g�en�eration al�eatoire uniforme de atus m-aires, selon la distribu-tion des ouleurs ou des degr�es.Pour �enum�erer les endofontions ata�ees selon la distribution des ouleurs ou desdegr�es, nous avons suivi un heminement en trois �etapes qui sous-tendent les grandes lignesd'un algorithme de g�en�eration al�eatoire de atus m-aires. Pour engendrer al�eatoirementet uniform�ement une telle struture selon la distribution des ouleurs (resp. des degr�es),on peut appliquer l'algorithme suivant.



100 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEAlgorithme 6: G�en�eration al�eatoire de atus m-airesDonn�ee : distribution n (resp. D) des ouleurs (resp. des degr�es)R�esultat : atus m-aired�ebutg�en�eration d'une endofontion ata�ee ayant distribution des ouleurs n (resp.des degr�es D) par les 3 �etapes suivantes;1. partition des blos;2. plaement des �el�ements minimaux;3. plaement des �el�ements non minimaux;appliation de la bijetion entre endofontions ata�ees et arboresenes a-ta�ees �etiquet�ees;appliation de la bijetion entre arboresenes ata�ees et atus m-aires;�nLemme122. L'Algorithme 6 permet d'engendrer al�eatoirement et uniform�ement un a-tus m-aire �a n sommets selon la distribution des ouleurs ou des degr�es, en temps et espaeO(n).Preuve. Par les preuves des th�eor�emes 120 et 121, il est lair que et algorithme engendreun atus m-aire. Il reste �a v�eri�er que ette g�en�eration est uniforme et que les omplexit�esen temps et en espae sont lin�eaires.1. G�en�eration uniforme. Le fait que et algorithme engendre uniform�ement les atusm-aires, 'est-�a-dire que tous les atus ayant une distribution des ouleurs n (resp. desdegr�es D) ont la même probabilit�e d'être engendr�es, provient du fait que lors de l'�etapede g�en�eration al�eatoire d'une endofontion ata�ee :{ toutes les partitions des blos ont la même probabilit�e d'être engendr�ees,{ le nombre de fa�ons de plaer les �el�ements minimaux ne d�epend pas de la partitiondes blos (et tous es plaements sont don �equiprobables),{ le nombre de fa�ons de plaer les �el�ements non minimaux ne d�epend ni de la partitiondes blos, ni du plaement des �el�ements minimaux (et tous es plaements sont don�equiprobables).2. Complexit�e lin�eaire en temps et en espae. Dans les deux as, la phase departition des blos onsiste essentiellement �a partitionner un ensemble de taille �x�ee dei-blos en ni parts, e qui se fait en temps et espae lin�eaires. Le plaement des �el�ementsminimaux onsiste �a hoisir un mot de longueur �x�ee sur un alphabet �x�e, puis �a appliquerle odage de Pr�ufer, e qui l�a aussi se fait en temps et espae lin�eaires. Le plaement des�el�ements non minimaux onsiste �a hoisir al�eatoirement une permutation sur les �el�ementsnon minimaux, e qui se fait �egalement en temps et espae lin�eaires.La transformation d'une arboresene ata�ee en un atus s'e�etuant en tempset espae lin�eaires par un parours de l'arboresene, la omplexit�e de l'algorithme estdon d�etermin�ee par la omplexit�e de la transformation d'une endofontion ata�ee enarboresene ata�ee.Supposons qu'on ode les sommets s des endofontions ata�ees et des arboresenesata�ees ave la même struture de donn�ee, omportant les informations suivantes : laouleur  et l'�etiquette e du sommet s, l'adresse p de son p�ere, un tableau F stokant sa



5.5. CONCLUSION 101�bre, et la position de s dans le tableau Fp de son p�ere. La transformation se d�eomposeen trois �etapes.{ On marque tout d'abord les sommets du squelette et on alule le degr�e de la restri-tion de leur �bre dans e squelette, e qui se fait en au plus deux parours e�etu�esen remontant le long des hemins de l'endofontion.{ Une fois les sommets du squelette marqu�es, en utilisant un tableau de taille ni pourhaque ouleur, on paroure une nouvelle fois tous les sommets de l'endofontionpour onstruire les ensembles Si.{ On transforme �nalement le squelette en modi�ant les �bres de ses �el�ements, e quine pose pas de diÆult�e ar haque sommet onnâ�t sa position dans le tableau Fde son p�ere.Cette transformation s'e�etue don en temps et espae lin�eaires. utRemarque 123. La preuve de la forme arboresente de la formule de Good due �a Gouldenet Kulkarni [80℄ a les mêmes propri�et�es algorithmiques que la preuve pr�esent�ee ii et peutêtre utilis�ee de la même mani�ere pour obtenir un algorithme lin�eaire de g�en�eration al�eatoireet uniforme de atus m-aires.5.5 ConlusionNous terminons e hapitre en pr�esentant quelques probl�emes li�es �a la formule deLagrange multidimensionnelle et qui nous semblent int�eressants �a examiner.�Enum�eration d'arboresenes hromatiques ordonn�ees. Une arboresene m-o-lori�ee est dite m-hromatique si toute arête relie deux sommets de ouleurs di��erentes.L'�enum�eration d'arboresenes de Cayley (la �bre de haque sommet est munie d'uneE-struture) m-hromatiques selon la distribution des ouleurs est simple �a mener. Lenombre d'arboresenes de Cayley m-hromatiques sur [n℄ est mXi=1 ni!m�10� mYi=10� mXj=1; j 6=inj1Ani�11A :On explique ais�ement ette formule en termes d'endofontions orrespondant aux arbores-enes de Cayley m-hromatiques : le premier terme de ette expression exprime le nombrede fa�ons de hoisir les images des �el�ements 1i de sorte que l'endofontion soit restreinte(par une tehnique utilisant le odage de Pr�ufer analogue �a la tehnique employ�ee dansl'�enum�eration de atus planaires), le deuxi�eme terme exprime le nombre de fa�ons dehoisir les images des �el�ements non minimaux.Dans le as des arboresenes ordonn�ees m-hromatiques, le probl�eme est plus diÆile.Soit OC la famille des arboresenes ordonn�ees m-hromatiques. Dans le as m = 2, ond�eduit de la propri�et�e 101 de onservation de la struture des �bres que les endofon-tions orrespondant �a es arboresenes sont telles que la �bre d'un sommet de ouleur1 ne omporte que des �el�ements de ouleur 2 et inversement. On en d�eduit presqueimm�ediatement que le nombre d'arboresenes 2-hromatiques ordonn�ees ayant n1 (resp.n2) sommets de ouleur 1 (resp. 2) est1n� 1 � 1n1 (n� 1)!(n2 � 1)! (n� 1)!(n1 � 2)! + 1n2 (n� 1)!(n1 � 1)! (n� 1)!(n2 � 2)!� ;



102 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLEo�u n = n1 + n2.Cependant, d�es que m > 2, il devient plus diÆile de d�erire les endofontions res-treintes orrespondant aux arboresenes de OC, et il n'existe pas, �a notre onnaissane,une formule d'�enum�eration pour es arboresenes. On peut toutefois utiliser le Corollaire108 et sommer sur toutes les partitions des arêtes. Le r�esultat suivant, qui est le meilleurque nous ayons pu �etablir pour e probl�eme, est bas�e sur e prinipe, ave l'avantaged'avoir �elimin�e le alul du ofateur.Proposition 124. Le nombre d'arboresenes ordonn�ees m-hromatiques sur [n℄ est mYi=2(2n� i)!XP (n+ q� 1)!P! ;o�u la somme est sur toutes les matries P = (pi;j)m�m telles que pi;i = 0, Pmj=1 pi;j =ni � 1, n =Pmi=1 ni et qj =Pmi=1 pi;j.Preuve. On �enum�ere les endofontions restreintes orrespondant aux arboresenes or-donn�ees m-hromatiques en onsid�erant la matrie P donnant la partition des ars ex-luant eux ayant les �el�ements minimaux pour origine (pi;j est le nombre d'ars allantd'un sommet de ouleur i di��erent de 1i �a un sommet de ouleur j). Ainsi, qi est lenombre d'�el�ements non minimaux pr�esents dans la �bre des �el�ements de ouleur i. On adon � ni � 1pi;1; : : : ;pi;m�fa�ons de hoisir la ouleur des images des �el�ements non minimaux de ouleur i. On d�eduitdu lemme 107 qu'une fois es hoix faits pour i = 1; : : : ;m (haque �el�ement non minimalonnâ�t la ouleur de son image), on aqi!�ni + qi � 1ni � 1 �fa�ons de hoisir les pr�eimages (hors �el�ements minimaux) des �el�ements de ouleur i et deles ordonner lin�eairement. Il reste alors �a d�eterminer les images des �el�ements minimaux desorte que l'on ait une endofontion restreinte. On utilise le odage de Pr�ufer exatementde la même fa�on que pour l'�enum�eration de atus m-aires, et obtient ainsi le r�esultatvoulu. utDans le as m = 3, ette proposition fournit la formule suivante pour le nombred'arboresenes ordonn�ees 3-hromatiques sur [n1;n2;n3℄ (n = n1+n2+n3), ertes lourde,mais programmable pour aluler les premi�eres valeurs plus rapidement que par extrationde oeÆients de s�eries d�e�nies par des �equations lagrangiennes :(2n� 2)(2n� 3) n1�1Xk1=0 n2�1Xk2=0 n3�1Xk3=0 (n1 + n2 � k2 + k3 � 2)!k1!(n1 � k1 � 1)! �(5.18) (n2 + n3 � k3 + k1 � 2)!k2!(n2 � k2 � 1)! (n1 + n3 � k1 + k2 � 2)!k3!(n3 � k3 � 1)! :Cependant, lorsquem rô�t, e mode de alul devient rapidement trop lourd, en raisonnotamment du grand nombre de matries P �a onsid�erer.Le probl�eme de d�eterminer (de aluler) le nombre d'arboresenes ordonn�ees m-hromatiques (m > 2) selon la distribution des ouleurs se pose et semble être diÆile.



5.5. CONCLUSION 103Formule de Lagrange multidimensionnelle et objets non �etiquet�es. La preuvede la formule de Lagrange multivari�ee que nous avons pr�esent�ee, omme elle de Goulden etKulkarni [80℄, est bas�ee sur une bijetion entre deux ensembles d'objets olori�es �etiquet�es.Comme on l'a vu, ela ne ause pas de diÆult�e pour la g�en�eration al�eatoire de atusm-aires ar les arboresenes m-ata�ees sont des strutures plong�ees dans le plan, etdon asym�etriques.On peut ependant vouloir engendrer les atus (ou d'autres strutures \lagrangien-nes" olori�ees) non pas al�eatoirement, mais exhaustivement, 'est-�a-dire engendrer tous lesatus ayant une distribution des ouleurs (ou des degr�es) donn�ee. Ce probl�eme, apparâ�tnotamment dans le adre de la lassi�ation topologique des polynômes omplexes [58, 87℄et revient �a engendrer exhaustivement toutes les arboresenes m-ata�ees de partitiondes ouleurs (ou des degr�es) donn�ee (lemme 114). Dans e ontexte, le fait que pour unedistribution des ouleurs donn�ee n, il y ait n! fois plus d'arboresenes m-ata�ees sur[n℄ que d'arboresenes m-ata�ees non �etiquet�ees sur n entrâ�ne un suroût prohibitif.Dans ette optique, il serait int�eressant d'avoir une preuve ombinatoire de la for-mule de Good bas�ee sur la manipulation d'objets non �etiquet�ees et utilisant des s�eriesg�en�eratries ordinaires.Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, il existe pour le as unidimensionnel deux preuvesde la formule de Lagrange manipulant des arboresenes non �etiquet�ees et d�eriv�ees depreuves \�etiquet�ees". Elles sont dues �a Chen [38, 39℄ et Joyal [96℄. La preuve de Joyalest partiuli�erement int�eressante ar elle est bas�ee sur le même prinipe que la preuve deLabelle [108℄ (Joyal utilise la th�eorie des esp�ees lin�eaires, voisine de la th�eorie des esp�eeslassiques utilis�ee par Labelle pour sa preuve \�etiquet�ee").Dans le as multidimensionnel, la seule preuve \non �etiquet�ee" que nous onnaissonsest due �a Chottin [42, 43℄, mais se limite au as m = 2. Si la tehnique employ�ee nesemble pas pouvoir s'�etendre au del�a, les objets onsid�er�es dans ette preuve fournissentependant une piste int�eressante. En e�et, on d�eduit ais�ement des travaux de Chottin lespoints suivants.{ Le membre gauhe de (5.7) est le nombre d'arboresenes non �etiquet�ees m-olori�eesayant ni sommets de ouleur i, ayant pour raine 0, et telles que{ la �bre de haque sommet (y ompris la raine) est munie d'une strutured'ordre lin�eaire,{ pour tout sommet de ouleur i, auun de ses fr�eres gauhes ne peut être deouleur j ave j > i,{ un sommet de ouleur i (resp. la raine 0) poss�edant dans sa �bre f1; : : : ;fm�ls de ouleurs respetives 1; : : : ;m est pond�er�e par le oeÆient de [xf ℄ dansFi(x) (resp. H(x)).{ On peut interpr�eter le membre droit de (5.7) en termes d'esquisse d'une (H;G)-endofontion restreinte. Soit f une telle endofontion : son esquisse est obtenu en\oubliant", pour haque �el�ement u, les �etiquettes de sa �bre de f�1(u), pour n'enonserver que la struture (le nombre de sommets de haque ouleur) et, si la �brede u omporte fi �el�ements de ouleur i, on pond�ere u par le oeÆient de [xf ℄ dansFi(x) si u 6= 0 et de H(x)) si u = 0.Remarque 125. Cette pr�esentation de la formule de Lagrange due �a Chottin souligne le faitque les arboresenes de Cayley sont le mod�ele naturel pour la formule de Lagrange dans leadre des s�eries g�en�eratries exponentielles, alors que les arboresenes ordonn�ees semblentêtre le mod�ele naturel pour la formule de Lagrange dans le adre des s�eries g�en�eratriesordinaires.



104 CHAPITRE 5. LA FORMULE DE LAGRANGE MULTIDIMENSIONNELLECela sugg�ere une piste s�eduisante pour tenter �etablir une preuve ombinatoire \non�etiquet�ee" de la formule de Good. Si on note AG;H (resp. SG;H) les arboresenes ordonn�ees(resp. esquisse d'endofontions) d�e�nies pr�e�edemment, il faudrait d�e�nir deux algorithmes�etiquetant anoniquement les arboresenes de AG;H et les esquisses d'endofontions deSG;H (on disposerait alors de strutures �etiquet�ees permettant d'appliquer la bijetion �entre arboresenes et endofontions). Ces algorithmes devraient être tels que pour toutearboresene A obtenue en �etiquetant une arboresene de AG;H (resp. toute endofontionf obtenue en �etiquetant une esquisse d'endofontion de SG;H), il existe une esquisse d'en-dofontion de SG;H tel que son �etiquetage donne �(A) (resp. il existe une arboresene deAG;H telle que son �etiquetage donne �(f)).



Chapitre 6�Enum�eration de m-onstellationsCe dernier hapitre est �a nouveau onsar�e �a l'�enum�eration et �a la g�en�eration al�eatoirede strutures arboresentes olori�ees �a l'aide de la formule de Lagrange multidimension-nelle. Plus pr�eis�ement, nous nous int�eressons �a une famille de artes planairesm-olori�ees,appel�ees m-onstellations, qui g�en�eralisent les atus m-aires �etudi�es dans le hapitrepr�e�edent et apparaissent notamment lors de l'�enum�eration des fatorisations minimalestransitives de permutations [87, 25, 135℄. Le but de e hapitre est de donner une formulepour le nombre de m-onstellations ayant n sommets et f faes, et d'en fournir une preuveombinatoire permettant d'obtenir un algorithme de g�en�eration al�eatoire pour es artes.Dans le as m = 2, nous obtenons une nouvelle formule d�enombrant les artes biparties,di��erente de elle due �a Walsh [163℄.Ce hapitre se d�eompose en trois parties.{ Dans une premi�ere setion, nous pr�esentons les m-onstellations et leurs duales, lesartes m-eul�eriennes, ainsi que leur interpr�etation en termes de fatorisations depermutations.{ Nous poursuivons par la pr�esentation des arboresenes m-eul�eriennes et de l'op�era-tion de lôture, une tehnique introduite par Shae�er et Bousquet-M�elou (voir[25, 135℄ 1) qui �etablit une bijetion entre arboresenes m-eul�eriennes �equilibr�eeset artes m-eul�eriennes.{ Finalement, nous introduisons une famille d'arboresenes lagrangiennes, les arbo-resenes onstell�ees, qui g�en�eralisent les arboresenes ata�ees introduites lors del'�enum�eration de atusm-aires, et nous �etablissons une bijetion entre arboresenesm-eul�eriennes et arboresenes onstell�ees. Nous terminons en appliquant la formulede Lagrange multivari�ee, a�n d'�enum�erer les m-onstellations ayant n sommets etf faes et nous d�eduisons de la preuve de e r�esultat un algorithme de g�en�erational�eatoire.1. La lôture d'arboresenes, non limit�ee aux seules arboresenes eul�eriennes et onstellations, a �et�eintroduite par Shae�er dans sa th�ese [135, 136℄. Elle permet d'�enum�erer et d'engendrer eÆaement denombreuses familles de artes planaires. 105



106 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONS6.1 Constellations et artes eul�eriennesOn rappelle qu'une arte planaire C (f. Cori [48℄ par exemple) est un plongementpropre d'un graphe onnexe sur la sph�ere et v�eri�e la relation suivante (formule d'Eulerpour les artes planaires) : s(C) + f(C)� a(C) = 2;(6.1)o�u s(C) est le nombre de sommets de C, f(C) le nombre de faes de C et a(C) le nombred'arêtes de C. On appelle degr�e d'une fae de C le nombre d'inidenes d'arêtes �a C.6.1.1 G�en�eralit�es sur les onstellationsNous reprenons la d�e�nition des m-onstellations donn�ee dans [135℄.D�e�nition 126. Soit m � 2. Une m-onstellation est une arte planaire dont haque faeest olori�ee en noir ou en blan de sorte que{ les faes adjaentes �a une fae blanhe (resp. noire) sont noires (resp. blanhes),{ les faes noires (resp. blanhes) sont de degr�e m (resp. multiple de m).Une m-onstellation est enrain�ee si une de ses arêtes est distingu�ee.Dans la suite de e hapitre, on onsid�ere uniquement des m-onstellations enrain�ees(on omet don le quali�atif enrain�ee) et on d�esigne par le terme polygones les faes noires.De même que pour les atus, les sommets situ�es autour de haque polygone (�a m ôt�es)sont olori�es suessivement par les ouleurs 1;2; : : : ;m dans le sens trigonom�etrique,ave la onvention que l'arête raine relie un sommet de ouleur m�1 �a un sommet deouleur m. On appelle m-onstellation sur n = (n1; : : : ;nm) une m-onstellation ayant nisommets de ouleur i (i = 1; : : : ;m).Remarque 127. Un atus m-aire ayant p polygones est une m-onstellation ayant p poly-gones et une seule fae blanhe.Notation. Dans les �gures pr�esentant des m-onstellations, on repr�esente les polygones engris�e et l'arête raine est en pointill�es.
ouleur 1ouleur 2ouleur 3Fig. 6.1 { Une 3-onstellation



6.1. CONSTELLATIONS ET CARTES EUL�ERIENNES 107�Enum�eration dem-onstellations. Dans [25, 135℄, Bousquet-M�elou et Shae�er prou-vent bijetivement les r�esultats suivants.Th�eor�eme 128. [25, 135℄ Le nombre de m-onstellations C ayant di faes blanhes dedegr�e mi, pour i = 1; : : : ;m estm(m� 1)f�1 [(m� 1)n℄![(m� 1)n� f + 2℄! mYi=1 1di!�mi� 1i� 1 �di ;o�u n = Pmi=1 idi est le nombre de sommets de C et f = Pmi=1 di est le nombre de faesblanhes de C.Corollaire 129. [25, 135℄ Le nombre de m-onstellations ayant p polygones est(m+ 1)mp�1[(m� 1)p+ 2℄[(m� 1)p+ 1℄�pmp �:De plus, dans [135℄, Shae�er d�eduit de la preuve du th�eor�eme 128, bas�ee sur la lôture d'ar-boresenes eul�eriennes, un algorithme de g�en�eration al�eatoire uniforme de m-onstella-tions ayant p polygones.Dans la suite de e hapitre nous nous int�eressons aux m-onstellations distribu�eessuivant le nombre de sommets et le nombre de faes (blanhes) et nous prouvons ombi-natoirement le r�esultat suivant.Th�eor�eme 130. Soient m, n, f des entiers tels que n+ f � 2 = p(m� 1) et 1 � f � p.Le nombre de m-onstellations ayant n sommets et f faes blanhes est�(m� 1)f�1nf � p�fXk=0mk+1�p� k � 1f � 1 ��p+ n� k � 2n� 1 ��k + f � 2f � 2 �;(6.2)si f > 1 et 1(m� 1)p+ 1�mpp �(6.3)si f = 1.On d�eduit de la remarque 127 que le as f = 1 orrespond en fait �a la formule d�enombrantles atus m-aires suivant le nombre de sommets (voir [22, setion 4.1℄ par exemple).Nous d�eduirons alors de la preuve de e r�esultat un algorithme de g�en�eration al�eatoireuniforme de m-onstellations ayant n sommets et f faes.Avant de donner la preuve du th�eor�eme 130, nous pouvons rapidement justi�er lesonditions impos�ees �a m, n et f dans l'�enon�e du th�eor�eme 130. Soit C une onstellationayant n sommets, f faes blanhes et p polygones (C a don f + p faes et pm arêtes).Par la formule d'Euler (6.1), on a alors n + f + p � pm = 2, e qui est �equivalent �an+ f � 2 = p(m� 1). De plus si on assoie �a haque polygone la fae blanhe �a laquelleest inidente son arête reliant les sommets de ouleur 1 et 2 (par exemple), on en d�eduitqu'on assoie haque polygone �a une seule fae blanhe, et on a don bien 1 � f � p.Remarque 131. Unem-onstellation ayant n sommets et f faes blanhes (ave (n+f�2) =p(m� 1)) a p m-gones (et don p+ f faes).



108 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSD�e�nition 132. Une m-onstellation est dite r�eguli�ere si et seulement si toutes ses faesblanhes ont degr�e m.Proposition 133. [25, 135℄ Il existe une bijetion entre les m-onstellations ayant nisommets de ouleur i (1 � i � m), et f faes blanhes, et les (m + 1)-onstellationsr�eguli�eres ayant ni sommets de ouleur i (1 � i � m) et f sommets de ouleur m+1.La onstrution reliant m-onstellations et (m+1)-onstellations r�eguli�eres est la suivante.Soit C une m-onstellation : on ajoute au entre de haque fae blanhe de C un sommet xde ouleur m+1 et on transforme haque arête adjaente �a ette fae reliant un sommet yde ouleur 1 et un sommet z de ouleur m en deux arêtes reliant respetivement x �a y etx �a z. On obtient de ette fa�on une (m+1)-onstellation r�eguli�ere, l'arête distingu�ee �etantl'arête joignant le sommet de ouleur m distingu�e dans C au sommet de ouleur m+1ajout�e au entre de la fae blanhe inidente �a l'arête distingu�ee de C. La transformationinverse est imm�ediate (voir �gure 6.2). ouleur 4 !
Fig. 6.2 { Bijetion entre m-onstellations et (m+ 1)-onstellations r�eguli�eresObservation 134. Ainsi, pour �enum�erer (resp. engendrer) les m-onstellations sur n ayantf faes, il suÆt d'�enum�erer (resp. d'engendrer) les (m + 1)-onstellations r�eguli�eres sur(n;f) = (n1; : : : ;nm;f).Fatorisations minimales transitives de permutations. Les onstellations appa-raissent notamment lors de l'�enum�eration des fatorisations minimales de permutationsdans le groupe sym�etrique, probl�eme que nous avons abord�e au hapitre 2 (setion 2.3)dans le as partiulier des fatorisations d'une permutation irulaire en produit de trans-positions.D�e�nition 135. Soit �0 une permutation sur [n℄. Une fatorisation minimale transitivede �0 est un ensemble ordonn�e (�1; : : : ;�m) de m permutations sur [n℄ telles que{ �0 = �1 � � � �m (le produit �etant e�etu�e de gauhe �a droite),{ le groupe engendr�e par �1; : : : ;�m agit transitivement sur [n℄,{ Pmi=0 z(�i) = n(m� 1) + 2, o�u z(�i) est le nombre de yles de �i.Par exemple, si �1 = (1;3)(2), �2 = (1;2;3) et �3 = (1)(2;3), alors (�1;�2;�3) est unefatorisation minimale transitive de �0 = (1)(2)(3).Remarque 136. On v�eri�e alors que la d�e�nition 34 d�e�nit en fait les fatorisations mini-males transitives de permutations irulaires en produit de transpositions. De plus, l'iden-tit�e (2.2) que nous avons d�emontr�ee ombinatoirement au hapitre 2 apparâ�t dans leadre des fatorisations minimales transitives de permutations quelonques en produit detranspositions [79℄.



6.1. CONSTELLATIONS ET CARTES EUL�ERIENNES 109Proposition 137. [25, 135℄ Soient p � 1 et m � 2. Il existe une bijetion entre{ les m-onstellations C ayant p polygones �etiquet�es par f1; : : : ;pg telles que le poly-gone inident �a l'arête raine soit �etiquet�e par 1, et{ les ensembles (�0; : : : ;�m) de permutations sur [p℄ tels que (�1; : : : ;�m) est une fa-torisation minimale transitive de �0.De plus, si C a di faes (blanhes) de degr�e m� i, alors �0 a di yles de longueur i.Compte-tenu de la remarque 127, on d�eduit de e r�esultat que les atus m-aires�etiquet�es ayant p polygones sont en bijetion ave les fatorisations minimales transitivesdes permutations irulaires sur [p℄.6.1.2 Cartes m-eul�eriennesD�e�nition 138. Soit C une arte ayant s sommets, f faes et a arêtes. La arte duale deC est la arte C� ayant f sommets, s faes et a arêtes telle que{ les sommets de C� orrespondent aux faes de C,{ les faes de C� orrespondent aux sommets de C,{ �a toute arête e de C orrespond une arête de C� joignant les deux sommets assoi�esaux deux faes inidentes �a e.Ainsi, la arte duale C� de C d�erit les relations d'adjaene entre les faes de C. Onremarque que pour la arte duale d'une arte planaire la formule d'Euler (6.1) reste vraieque que ette arte duale est don elle aussi planaire. Dans la �gure suivante, nous avonssuperpos�e �a la arte C sa arte duale en pointill�es (partie gauhe de la �gure), avant dela redessiner sous une forme plus esth�etique (partie droite de la �gure).
C�CFig. 6.3 { Deux artes duales l'une de l'autreD�e�nition 139. Une arte m-eul�erienne est une arte planaire bipartie (ses sommets sontde deux types 2, not�es A et B, et toute arête relie un A-sommet �a un B-sommet) telle que{ le degr�e de haque A-sommet est �egal �a m,{ le degr�e de haque B-sommet est un multiple de m.Une arte m-eul�erienne est dite enrain�ee si une de ses arêtes est distingu�ee.Dans la suite de e hapitre on ne onsid�ere que des artesm-eul�eriennes enrain�ees, quel'on appelle don simplement artes m-eul�eriennes. La d�enomination de arte m-eul�erienneprovient du fait que sim = 2, en lissant lesA-sommets d'une artem-eul�erienne, on obtient



110 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSune arte pour laquelle tout sommet a un degr�e pair, e qui en fait une arte eul�erienne[157, 134℄.Notation. Dans les �gures pr�esentant des artes m-eul�eriennes, on repr�esente les A-som-mets par des arr�es et les B-sommets par des triangles et l'arête distingu�ee en pointill�es.
Fig. 6.4 { Une arte 3-eul�erienneOn v�eri�e imm�ediatement que toute arte m-eul�erienne E est la arte duale d'unem-onstellation C : on fait orrespondre aux polygones (resp. faes blanhes) de C les A-sommets (resp. B-sommets) de E. De plus, dans le as d'une m-onstellation C sur n, laoloration des sommets de C induit une oloration des faes de la arte m-eul�erienne E.On dit alors que E est une arte m-eul�erienne sur n.

Fig. 6.5 { Une 3-onstellation et la arte 3-eul�erienne dualePropri�et�e 140. Si E est une arte m-eul�erienne, l'arête raine de E s�epare une fae f 0 deouleur m�1 et une fae f de ouleur m (en parourant ette arête de son A-sommet versson B-sommet, f est situ�ee �a gauhe et f 0 �a droite).D�e�nition 141. Une arte m-eul�erienne est dite r�eguli�ere si tous ses sommets ont degr�em. On v�eri�e que la arte duale d'unem-onstellation r�eguli�ere est une arte m-eul�erienner�eguli�ere. On a de plus la propri�et�e suivante.Propri�et�e 142. Tout A-sommet (resp. B-sommet) x d'une arte m-eul�erienne r�eguli�ere estadjaent �a exatement m faes et en tournant dans le sens trigonom�etrique autour de x,les ouleurs des faes renontr�ees sont suessivement 1;2; : : : ;m (resp. m;m�1; : : : ;1).2. Habituellement, les sommets d'une arte bipartie sont olori�es en blan ou en noir. Nous utilisons iila terminologie A-sommets et B-sommets pour �eviter toute onfusion ave une notion de oloration quenous introduisons setion 6.2.



6.2. ARBORESCENCES EUL�ERIENNES R�EGULI�ERES 111On d�eduit des propri�et�es 140 et 142 que la oloration des faes d'une artem-eul�erienner�eguli�ere est ompl�etement d�etermin�ee par son arête raine.
Fig. 6.6 { Une 4-onstellation r�eguli�ere et la arte 4-eul�erienne r�eguli�ere dualeObservation 143. On d�eduit alors de e paragraphe et de la proposition 133 que pour�enum�erer (resp. engendrer) les m-onstellations sur n ayant f faes, il suÆt d'�enum�erer(resp. d'engendrer) les artes (m+ 1)-eul�eriennes r�eguli�eres sur (n;f) = (n1; : : : ;nm;f).6.2 Arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eresLa preuve du th�eor�eme 128 donn�ee dans [25, 135℄ est bas�ee sur une bijetion entre artesm-eul�eriennes (non n�eessairement r�eguli�eres) et arboresenes m-eul�eriennes. Dans ettesetion, nous donnons un aper�u de ette orrespondane dans le as partiulier des artesm-eul�eriennes r�eguli�eres et des arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres.Arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres. Une arboresene est dite plant�ee si etseulement si sa raine a un seul �ls. Dans e as, on onsid�ere habituellement que lesommet raine est une feuille et non un n�ud, et nous adoptons ette onvention : unefeuille d'une arboresene plant�ee est soit la raine soit un sommet sans �ls, et un n�udest un sommet di��erent de la raine ayant au moins un �ls.D�e�nition 144. Une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere est une arboresene plant�eeordonn�ee non �etiquet�ee dont les sommets peuvent être de deux sortes (A-sommets etB-sommets) telle que :{ toute arête relie un A-sommet et un B-sommet,{ sa raine est une A-feuille,{ tout n�ud a m� 1 �ls,{ tout A-n�ud a un et un seul B-n�ud pour �ls (les m�2 autres sont des B-feuilles).Notation. Dans les �gures pr�esentant des arboresenes m-eul�eriennes, on onserve laonvention utilis�ee pour les artes m-eul�eriennes, �a savoir des arr�es pour repr�esenterles A-sommets et des triangles pour les B-sommets.
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Fig. 6.7 { Une arboresene 4-eul�erienne r�eguli�ere
Clôture d'une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere. On rappelle que le parourspr�e�xe en profondeur d'une arboresene ordonn�ee T dont la raine a k �ls onsiste en lavisite de la raine de A suivie, r�eursivement, du parours des k sous-arboresenes de Tayant pour raine les �ls de r. On d�e�nit alors l'op�eration de lôture d'une arboresenem-eul�erienne de la mani�ere suivante.Algorithme 7: Clôture d'une arboresene m-eul�erienneDonn�ee : T : arboresene m-eul�erienne r�eguli�ereR�esultat : C(T ) : arte planaired�ebutsoient P une pile vide et C(T ) := T ;pour tout sommet x visit�e lors du parours pr�e�xe en profondeur de T fairesi x est une B-feuille alors empiler x;si x est une A-feuille et P est non vide alorssoit y le sommet de la pile P que l'on d�epile;relier x et y par une arête que l'on ajoute �a C(T ) (les feuilles x et y sontdites appari�ees);tant que P est non vide fairesoit y le sommet de la pile P que l'on d�epile;relier la premi�ere (relativement au parours pr�e�xe en profondeur) A-feuillex non enore appari�ee �a y par une arête que l'on ajoute �a C(T );�nLa �gure suivante donne un exemple d'ex�eution de et algorithme (les arêtes ajout�ees
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D�e�nition 145. Une A-feuille x d'une arboresene m-eul�erienne est dite libre si et seule-ment si, �a l'issue de sa lôture, x n'est reli�ee (appari�ee) �a auune B-feuille.Sur la �gure pr�e�edente, les A-feuilles libres sont entour�ees d'une erle. On v�eri�ela propri�et�e suivante, ons�equene de la d�e�nition des arboresenes m-eul�eriennes et del'op�eration de lôture d'une arboresene m-eul�erienne (voir [25, 135℄).Propri�et�e 146. Une arboresenem-eul�erienne r�eguli�ere T a exatementmA-feuilles libres,toutes situ�ees sur la même fae de C(T ).D�e�nition 147. Une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere est dite �equilibr�ee si et seule-ment si sa raine est une A-feuille libre.Proposition 148. [25, 135℄ Il existe une bijetion entre les arboresenes m-eul�eriennesr�eguli�eres �equilibr�ees ayant k A-n�uds et l B-n�uds et les artes m-eul�eriennes r�eguli�eresayant k + 1 A-sommets et l B-sommets.Cette orrespondane est bas�e sur la onstrution suivante. Soient T une arboresenem-eul�erienne r�eguli�ere �equilibr�ee et C(T ) la arte planaire obtenue par lôture de T . Dansun premier temps, on ajoute dans la fae de C(T ) ontenant les m A-feuilles libres unA-n�ud reli�e �a m B-feuilles (et ensemble de sommets est appel�e une �etoile) et on appariees B-feuilles ave les m A-feuilles libres, dans un ordre irulaire de sorte que les arêtesainsi r�e�ees ne se roisent pas. On obtient ainsi une arte planaire not�ee C 0(T ). Dans unseond temps, pour haque paire (x;y) de feuilles appari�ees, on remplae les trois arêtes(u;x), (x;y) et (v;y) par une arête (u;v) (u et v �etaient les p�eres respetifs de x et y dansl'arboresene T ou l'�etoile). Pour terminer, on distingue l'arête reliant le A-sommet ajout�eau �ls de la raine de T et passant par la raine. On obtient ainsi une arte m-eul�erienner�eguli�ere E.Propri�et�e 149.1. Les A-sommets de E (et don les polygones de la m-onstellation r�eguli�ere duale deE) orrespondent aux A-n�uds de T et au A-n�ud de l'�etoile (e dernier orrespon-dant au polygone ontenant l'arête raine).
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Fig. 6.8 { Clôture puis transformation d'une arboresene 4-eul�erienne r�eguli�ere �equilibr�eeen une arte 4-eul�erienne r�eguli�ere2. Les B-sommets de E (et don les faes blanhes de lam-onstellation r�eguli�ere dualede E) orrespondent aux B-n�uds de T .On remarque que pour toute fae f de C 0(T ), il existe une et une seule arête (x;y) labordant o�u x est une A-feuille et y est une B-feuille et telle que son parours de x vers ylaisse la fae f �a main droite : on dit dans e as que la A-feuille x ferme la fae f . On end�eduit la propri�et�e suivante.Propri�et�e 150. Soient T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere �equilibr�ee et E la artem-eul�erienne r�eguli�ere r�eguli�ere lui orrespondant. La fermeture des faes de E par lesA-feuilles de T induit une orrespondane entre faes de la arte E et A-feuilles de l'ar-boresene T .La onstrution inverse est plus omplexe �a d�erire et, omme elle ne nous est pas utilepar la suite, nous renvoyons le leteur int�eress�e aux travaux [25, 135℄.Coloration d'une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere. Dans e paragraphe, nousd�erivons un algorithme a�etant une ouleur de f1; : : : ;mg �a haque sommet d'unearboresene m-eul�erienne r�eguli�ere (non n�eessairement �equilibr�ee) de sorte que, dansle as d'une arboresene �equilibr�ee, la ouleur d'une A-feuille est la ouleur de la faeferm�ee par ette A-feuille dans la arte m-eul�erienne r�eguli�ere lui orrespondant. Nous end�eduisons que l'�enum�eration (resp. la g�en�eration) des artes m-eul�eriennes r�eguli�eres ayantni faes de ouleur i (pour i = 1; : : : ;m) se ram�ene �a l'�enum�eration (resp. la g�en�eration)des arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres (non n�eessairement �equilibr�ees) ayant ni A-feuilles de ouleur i.Soit T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere. On olorie les sommets de T de lamani�ere suivante (la �gure 6.9 pr�esente un exemple de ette onstrution) :{ la raine r et son �ls sont olori�es par la ouleur m,{ si un A-sommet (resp. B-sommet) x autre que la raine est olori�e par la ouleur i,ses m� 1 �ls sont suessivement olori�es de gauhe �a droite (resp. droite �a gauhe)par les ouleurs i+1; : : : ;m;1;i�1.Une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere sur n est une arboresene ayant ni A-feuillesde ouleur i.
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Fig. 6.9 { Coloration d'une arboresene 4-eul�erienne r�eguli�ereLemme151. Soit E une arte m-eul�erienne r�eguli�ere et T l'arboresene m-eul�erienner�eguli�ere �equilibr�ee orrespondante, olori�ee par l'algorithme d�e�ni i-dessus. Pour haquefae f de E, la ouleur de la A-feuille de T fermant f est la ouleur de f .Preuve. Consid�erons tout d'abord la A-feuille r raine de T . Apr�es lôture de T et ajoutde l'�etoile (dont on note u le A-n�ud), l'arête e raine de E est l'arête joignant le A-n�udu au �ls v de la raine de T (voir �gure i-apr�es).u s rv: : : : : :fae ffae f 0 u vfae fefae f 0La A-feuille r ferme la fae distingu�ee not�ee f sur la �gure (situ�ee �a droite lorsque l'onparourt l'arête de la A-feuille r vers s), ette fae f �etant situ�ee �a gauhe de l'arête edans E lorsque ette arête est parourue du A-sommet u vers le B-sommet v. La propri�et�e140 nous assure que ette fae f est olori�ee par m, e qui justi�e le hoix de la ouleurm pour la A-feuille raine de T e�etu�ee dans l'algorithme de oloration.Consid�erons maintenant une A-feuille x de T autre que la raine r et soient y le B-n�udp�ere de x et f la fae de C 0(T ) ferm�ee par x (voir �gure i-apr�es).xyfLa fae f ferm�ee par la A-feuille x est la fae situ�ee �a main gauhe lorsque l'on remontel'arête (x;y) de x vers y. Compte-tenu de la d�e�nition de l'algorithme de oloriage de T ,ons�equene direte de la propri�et�e 142 et du fait que les A et B-n�uds de T orrespondentaux A et B-sommets de E, il est lair que f et x ont même ouleur puisqu'il en est ainsipour la A-feuille raine de T et la fae distingu�ee de E. utSoit T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere de raine r. On dit qu'on \repique" Ten une de ses feuilles x si on plante T en x (x devient la raine) de la fa�on suivante : si



116 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSle parours pr�e�xe en profondeur de T visite les sommets dans l'ordre x0 = r;x1; : : : ;xi =x; : : : ;xn, alors e même parours sur l'arboresene T repiqu�ee en x visite les sommetsdans l'ordre xi = x;xi+1; : : : ;xn;x0 = r;x1; : : : ;xi�1.
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Fig. 6.10 { Repiquage d'une arboresene 4-eul�erienne r�eguli�ere en la B-feuille 7, onser-vation des A-feuilles libres (entour�ees d'un erle) et des ouleurs des feuillesCompte-tenu des prinipes des algorithmes de lôture et de oloration, on obtient lapropri�et�e suivante.Lemme152. Repiquer une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere de raine r en une feuillex ne modi�e1. ni les appariements de feuilles,2. ni la oloration de ses feuilles (en oloriant bien sûr x �a l'identique �a l'initialisationde l'algorithme).Preuve. Le premier point est imm�ediat, le repiquage onservant l'ordre pr�e�xe des feuilleset les appariements de feuilles �etant obtenus par un parours pr�e�xe en profondeur del'arboresene.Pour le seond point, supposons que la ouleur d'une arête (x;y) de l'arboresene soitdonn�ee par la ouleur du sommet y �ls de x. Ainsi, l'algorithme de oloration est tel que,lorsque l'on tourne autour d'un A-sommet (resp. B-sommet) dans le sens trigonom�etriquepositif (resp. n�egatif), les arêtes sont olori�ees 1;2; : : : ;m. Le repiquage d'une arbores-ene ne modi�e �evidemment pas ette oloration des arêtes de l'arboresene et don elledes feuilles (il n'en est pas exatement de même pour les n�uds). utIl s'ensuit le r�esultat suivant.Lemme153. Soit T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere (non n�eessairement �equili-br�ee) olori�ee par l'algorithme d�erit pr�e�edemment. Pour tout i = 1; : : : ;m, il existe uneet une seule A-feuille libre de T de ouleur i.Preuve. Lors de la onstrution de la arte m-eul�erienne r�eguli�ere assoi�ee �a l'arboreseneT , haune des faes inidentes au A-n�ud de l'�etoile est ferm�ee par une A-feuille librede T . Compte-tenu du lemme 151 et de la propri�et�e 142, le r�esultat est don vrai si T est�equilibr�ee.Supposons que T ne soit pas �equilibr�ee. Soient x une feuille libre de T et T 0 l'arbo-resene obtenue en repiquant T en x. On d�eduit du lemme 152 que que T 0 est �equili-br�ee, que ses A-feuilles libres sont elles de T et que leurs ouleurs sont inhang�ees. T 0



6.3. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CONSTELLATIONS 117�etant �equilibr�ee, ses A-feuilles libres sont olori�ees 1;2; : : : ;m d'apr�es le raisonnementpr�e�edent. Cei onlut la preuve du lemme. utLemme154. Si an est le nombre d'arboresenes m-r�eguli�eres sur n et bn le nombred'entre elles �equilibr�ees, alors an = nm � bn:Preuve. Soit T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere sur n. On note F (T ) l'ensembledes arboresenes obtenues en repiquant T en une des ses A-feuilles de ouleur m 3. Ononstate alors que{ F (T ) omporte exatement nm arboresenes (les appariements des feuilles �etantonserv�es, on ne peut avoir deux arboresenes identiques de ette fa�on),{ toutes les arboresenes de F (T ) sont des arboresenes sur n (lemme 152),{ seule l'arboresene de F (T ) repiqu�ee en la A-feuille libre de ouleur m (le lemme153 assure qu'une telle A-feuille existe) est �equilibr�ee,{ T appartient �a F (T ) et pour toute arboresene T 0 de F (T ), F (T 0) = F (T ).Le r�esultat d�eoule de es points. utObservation 155. On d�eduit ainsi de l'observation 134 et des lemmes 154 et 151 quepour �enum�erer (resp. engendrer) les m-onstellations sur n ayant f faes blanhes, ilsuÆt d'�enum�erer (resp. engendrer) les arboresenes (m + 1)-eul�eriennes r�eguli�eres (nonn�eessairement �equilibr�ees) dont les A-feuilles sont olori�ees sur (n;f).6.3 �Enum�eration et g�en�eration al�eatoire de onstellationsDans ette derni�ere setion, nous ommen�ons par montrer que les arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres sont en bijetion ave une famille d'arboresenes qui g�en�eralisent lesarboresenes ata�ees et que nous appelons arboresenes m-onstell�ees. On en d�eduitque l'�enum�eration de m-onstellations se ram�ene �a l'�enum�eration d'arboresenes (m+1)-onstell�ees. Cela ne nous a malheureusement pas donn�e la possibilit�e d'�etablir une formulesatisfaisante r�esolvant le probl�eme g�en�eral, �a savoir l'�enum�eration suivant la distributiondes ouleurs des sommets et le nombre de faes blanhes. Toutefois, ette onstrutionreliant arboresenes eul�eriennes r�eguli�eres et arboresenes onstell�ees nous a permis der�esoudre une version simpli��ee du probl�eme, l'�enum�eration et la g�en�eration de onstella-tions suivant le nombre n de sommets et le nombre f de faes blanhes.6.3.1 Arboresenes onstell�eesD�e�nition 156. Une arboresene m-onstell�ee sur n est une arboresene non �etiquet�eem-olori�ee sur n (ayant don ni sommets de ouleur i, pour i = 1; : : : ;m), de raine deouleur m, telle que{ la �bre de la raine omporte m� 1 �ls, de ouleurs respetives m�1; : : : ;1, ainsiordonn�es de gauhe �a droite par ouleur d�eroissante,3. Cette op�eration onsistant �a repiquer une arboresene, apr�es sa lôture, en une de ses feuilles libresest �a la base de la onjugaison d'arboresenes, introduite par Shae�er [135℄. Pour une arboresene T ,on peut en e�et onsid�erer l'ensembles F (T ) omme une lasse de onjugaison d'arboresenes.



118 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONS{ la �bre de tout sommet x de ouleur i est strutur�ee en une liste ordonn�ee de (i;j)-blos, ave i 6= j, un (i;j)-blo �etant un ensemble (non ordonn�e) de (m�2) sommetsde ouleurs deux �a deux distintes et autres que i et j .Dans les �gures, on repr�esente les blos par des retangles et on \fusionne" les arêtesjoignant les sommets d'un blo �a leur p�ere en une seule arête. ouleur 1ouleur 2ouleur 3ouleur 4
Fig. 6.11 { Une arboresene 4-onstell�eeProposition 157. Il existe une bijetion entre les arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eresdont les A-feuilles sont olori�ees sur n et les arboresenes m-onstell�ees sur n.Preuve. Le prinipe de ette bijetion onsiste �a supprimer peu �a peu tous les n�uds ettoutes les B-feuilles d'une arboresenem-eul�erienne r�eguli�ere. La onstrution se omposede 3 �etapes. Soit T une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere aux A-feuilles olori�ees sur n(on a ni A-feuilles de ouleur i, pour i = 1; : : : ;m).�Etape 1. Suppression des B-feuilles. On onstruit une arboresene T1 �a partir de Ten supprimant toutes les B-feuilles de T . Comme la �bre de tout A-n�ud de T omporteexatement un B-n�ud (d�e�nition 144), la �bre de tout A-n�ud (ainsi que elle de laraine) de T1 est don r�eduite �a un B-n�ud. La onstrution inverse, donnant T �a partirde T1 est imm�ediate, la position et les ouleurs des B-feuilles �a ajouter �a la �bre d'unA-n�ud x de T1 se d�eduisant de la ouleur de x, de la ouleur du B-n�ud �ls de x et del'algorithme de oloration d'une arboresene m-eul�erienne r�eguli�ere.
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�Etape 2. Suppression des B-n�uds. Chaque B-n�ud x, situ�e dans la �bre d'un A-sommet y (x est don le seul �ls de y) est supprim�e et sa �bre est gre��ee �a son p�erey qui onserve sa ouleur. On obtient ainsi une arboresene T2 ne omportant que desA-sommets (on parle alors simplement de sommets, n�uds et feuilles, que l'on repr�esentepar des erles). L'arboresene T2 n'�etant plus plant�ee, on onsid�ere sa raine omme unn�ud et non plus omme une feuille.
T1 Tm�1 T1 Tm�1

ij �! i
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L'arboresene T2 v�eri�e alors les propri�et�es suivantes, ons�equenes de l'algorithme deoloriage.{ La raine r est de ouleur m et sa �bre est ompos�ee de m� 1 sommets de ouleursm�1; : : : ;1, ainsi ordonn�es de gauhe �a droite par ouleur d�eroissante.{ Tout n�ud x 6= r de ouleur i, a sa �bre ompos�ee de m� 1 sommets de ouleursdeux �a deux distintes, k;k�1; : : : ;1;m;m�1; : : : ;k+2 ainsi ordonn�es de gauhe �adroite par ouleur d�eroissante, une ouleur autre que i �etant absente (ainsi x deouleur i poss�ede un �ls de ouleur i).{ L'arboresene T2 a ni feuilles de ouleur i, pour i = 1; : : : ;m� 1, et nm� 1 feuillesde ouleur m.La onstrution inverse onsiste �a \dilater" tout n�ud x de ouleur i en une arête reliantx �a un B-n�ud y, �a gre�er la �bre de x sous y et �a donner �a y la ouleur qui n'apparaissaitpas dans la �bre de x.�Etape 3. Suppression des n�uds de T2. Soient x de ouleur i un n�ud de T2 autreque la raine, y le �ls de x de même ouleur i et j la ouleur non pr�esente dans la �brede x. On supprime alors y en gre�ant sa �bre �a gauhe des autres �ls de x qui, priv�es dey forment un (i;j)-blo. En r�ep�etant ette op�eration pour haque n�ud de T2, on obtientainsi une arboresene m-onstell�ee T 0 sur n.
T 01 x1 xm�1T 0k xj�1 xj+1x1 xm�1xj�1 xj+1yT 01 T 0k �!

Pour reonstruire T2 �a partir de A0, il onvient de parourir les sommets de T 0 en ordrepr�e�xe (parours en profondeur). Pour haque n�ud x (de ouleur i) autre que la raine,il suÆt de supprimer de sa �bre tous les blos �a l'exeption du dernier (situ�e le plus �a



6.3. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CONSTELLATIONS 121droite), d'ajouter un sommet y de ouleur i �a la �bre de x et de transf�erer les blossupprim�es de la �bre de x �a elle de y.
 !

Cei termine la preuve de la proposition. utLa propri�et�e suivante est une ons�equene imm�ediate de la onstrution pr�e�edente.On la v�eri�e en suivant les �etapes une �a une.Propri�et�e 158. Soit k le nombre de blos d'une arboresene m-onstell�ee sur n. L'arbo-resene m-eul�erienne r�eguli�ere olori�ee sur n lui orrespondant a alors k + 1 B-n�uds.La proposition pr�e�edente peut être onsid�er�ee omme une g�en�eralisation du lemme114, reliant atus m-aires et arboresenes m-ata�ees. En e�et, un atus m-aire �etantune m-onstellation omportant une seule fae blanhe (remarque 127), il lui orrespondune arboresene (m + 1)-eul�erienne r�eguli�ere ayant exatement une A-feuille de ouleurm+1. On d�eduit du lemme 153 que toute arboresene (m+1)-eul�erienne r�eguli�ere ayantune seule A-feuille de ouleur m+1 est �equilibr�ee (ette unique A-feuille de ouleur m+1�etant libre et onstitue don la raine). Ainsi, ompte-tenu de la proposition pr�e�edente,les atus m-aires sont en bijetion ave les arboresenes (m + 1)-onstell�ees ayant unet un seul sommet de ouleur m+1, qui par d�e�nition est la raine. Or, si T est unearboresene (m + 1)-onstell�ee sur (n;1) (omportant don exatement un sommet deouleur m+1, qui est sa raine), tous ses blos sont n�eessairement des (i;m + 1)-blos.Consid�erons alors le �ls x de la raine de ouleur 1. En regroupant les m� 1 autres �lsde la raine (di��erents de x), on onstitue un (1;m+ 1)-blo. En transf�erant e blo dansla �bre de x, �a droite de tous les blos d�ej�a pr�esents dans ette �bre, et en supprimant lesommet raine, on obtient alors une arboresene m-ata�ee sur n.
 !

Fig. 6.12 { Une arboresene 4-onstell�ee ayant un sommet de ouleur 4 et l'arboresene3-ata�ee orrespondante



122 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSOn peut ependant remarquer que pour un atus m-aire donn�e, l'arboresene m-ata�ee obtenue en appliquant la onstrution du lemme 114 n'est en g�en�eral pas lamême que l'arboresene m-ata�ee obtenue en appliquant la onstrution pr�e�edente.6.3.2 �Enum�eration et g�en�eration al�eatoire de m-onstellationsTous les �el�ements �etant maintenant r�eunis, nous pouvons aborder le probl�eme del'�enum�eration des m-onstellations suivant le nombre de sommets et le nombre de faes.Plus pr�eis�ement, nous allons d�emontrer le r�esultat �enon�e lors de la pr�esentation desonstellations (th�eor�eme 130) et que nous rappelons ii.Soient m, n et f des entiers tels que n+ f � 2 = p(m� 1) et 1 � f � p. Le nombre dem-onstellations ayant n sommets et f faes blanhes est�(m� 1)f�1nf � p�fXk=0mk+1�p� k � 1f � 1 ��p+ n� k � 2n� 1 ��k + f � 2f � 2 �;si f > 1 et 1(m� 1)p+ 1�pmp �si f = 1.Nous allons donner une preuve ombinatoire de ette formule, faisant intervenir lapreuve ombinatoire de la formule de Lagrange multidimensionnelle. Nous en d�eduironsun algorithme de g�en�eration al�eatoire de m-onstellations ayant un nombre de sommetset de faes blanhes �x�es.6.3.2.1 �Enum�eration de onstellationsOn d�eduit{ de la orrespondane entre m-onstellations et (m+1)-onstellations r�eguli�eres (pro-position 133),{ de la orrespondane entre m-onstellations r�eguli�eres et artes m-eul�eriennes r�egu-li�eres (dualit�e, observation 143),{ de la orrespondane entre artes m-eul�eriennes r�eguli�eres et arboresenes m-eul�e-riennes r�eguli�eres �equilibr�ees (proposition 148) et de la relation entre leurs olorations(lemme 151){ du lemme 154 exprimant le nombre d'arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres �equili-br�ees en fontion du nombre d'arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres,{ de la orrespondane entre arboresenes m-eul�eriennes r�eguli�eres et arboresenesm-onstell�ees (proposition 157),que, si an;f est le nombre d'arboresenes (m + 1)-onstell�ees sur (n;f), le nombre dem-onstellations ayant m sommets et f faes blanhes estan;ff :(6.4)Pour �enum�erer les arboresenes m-onstell�ees selon les deux seuls param�etres n et f ,nous introduisons une famille d'arboresenes biolori�ees qui onstituent une restrition



6.3. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CONSTELLATIONS 123des arboresenes onstell�ees. Nous les appelons squelettes d'arboresenes m-onstell�ees,ou de mani�ere plus onise m-squelettes.D�e�nition 159. Soit l � 3. Un l-squelette est une arboresene non �etiquet�ee dont lessommets sont de deux types (A-sommets et B-sommets) telle que{ la raine est un B-sommet, dont la �bre, qui omporte l � 1 A-sommets, est munied'une struture de liste ordonn�ee,{ la �bre de tout A-sommet est strutur�ee en une liste ordonn�ee de A-blos et de B-blos, un A-blo (resp. B-blo) �etant une liste ordonn�ee de (l� 2) A-sommets (resp.(l � 3) A-sommets et 1 B-sommet, qui est alors le dernier �el�ement du blo),{ la �bre de tout B-sommet est strutur�ee en une liste ordonn�ee de A-blos (un B-sommet n'a pas de B-sommet dans sa �bre).Dans les �gures, omme pr�e�edemment, nous repr�esentons les A-sommets par desarr�es, les B-sommets par des triangles et nous identi�ons toutes les arêtes joignant lessommets d'un blo �a son p�ere en une seule (une arête d'un l-squelette relie don un sommet�a un blo de sa �bre). On distingue de plus quatre types d'arêtes dans un squelette :1. les arêtes de type 1 reliant la raine �a un de ses �ls,2. les arêtes de type 2 reliant un A-sommet �a un A-blo,3. les arêtes de type 3 reliant un A-sommet �a un B-blo,4. les arêtes de type 4 reliant un B-sommet �a un A-blo. arête de type 1arête de type 2arête de type 3arête de type 4Fig. 6.13 { Un 4-squeletteRemarque 160. Soit T une arboresene l-onstell�ee ayant n sommets de ouleur 1; : : : ;l�1 et n0 sommets de ouleur l. En en rempla�ant haque sommet de ouleur 1; : : : ;l�1par un A-sommet et haque sommet de ouleur l par un B-sommet, on obtient un l-squelette S ayant n A-sommets et n0 B-sommets. On appelle alors S le squelette de A.Lemme161. Soient l � 3 et S un l-squelette ayant f B-sommets et k arêtes de type 4.Le nombre d'arboresenes l-onstell�ees dont S est le squelette est (l � 2)f�1(l � 1)k.Preuve. Pour obtenir une arboresene l-onstell�ee �a partir de S, on peut utiliser l'algo-rithme suivant. Tout d'abord on olorie la raine par la ouleur l, les �ls de la raine, degauhe �a droite, par les ouleurs l�1; : : : ;1. On e�etue ensuite un parours en profon-deur de S et pour haque blo b renontr�e, dont le p�ere x a �et�e pr�e�edemment olori�e i(i 6= l) s'il s'agissait d'un A-sommet, l dans le as d'un B-sommet :{ si l'arête reliant x �a b est de type 2 (x �etait un A-sommet et b ne ontient pas deB-sommet), olorier les l� 2 sommets de b par les l � 2 ouleurs j autres que i etl, de gauhe �a droite par ouleur roissante,



124 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONS{ si l'arête reliant x �a b est de type 3 (x �etait un A-sommet et b ontient un B-sommety), hoisir un entier k 2 [l�1℄ di��erent de i, olorier y par l et les l�3 A-sommets deb par les ouleurs j autres que i, k et l, de gauhe �a droite par ouleur roissante,{ si l'arête reliant x �a b est de type 4 (x de ouleur l �etait un B-sommet) hoisir unentier k 2 [l � 1℄ et olorier les l � 2 A-sommets de b par les ouleurs j autres quek et l, de gauhe �a droite par ouleur roissante.La preuve du lemme d�eoule diretement de et algorithme de oloration du squelette S.utLemme162. Soient l � 3, n et f > 1 trois entiers tels qu'il existe un entier p v�eri�ant(n+f�2) = p(l�2) et f � p. Le nombre de l-squelettes ayant n A-sommets, f B-sommetset k arêtes de type 4 est(l � 1)n �p� k � 1f � 1 ��p+ n� k � 2n� 1 ��k + f � 2f � 2 �:Preuve. Tout d'abord, on peut remarquer qu'il existe un l-squelette ayant n A-sommetset f B-sommets si et seulement si il existe un entier p tel que (n+ f � 2) = p(l� 1), p� 1�etant alors le nombre de blos de e squelette (don de l'endofontion orrespondante), et1 � f � p.Ensuite, pour prouver le lemme, nous allons onsid�erer des l-squelettes �etiquet�es, les A-sommets sur [n℄ et les B-sommets sur [f ℄. De même que pour les arboresenes l-ata�ees(remarque 116), si al;n;f (resp. bl;n;f) est le nombre de l-squelettes sur (n;f) (resp. �etiquet�essur [n;f ℄), nous avons alors bl;n;f = n!� f !� al;n;f :(6.5)Consid�erons les endofontions sur des �el�ements de deux types (les A-�el�ements �etiquet�essur [n℄ et les B-�el�ements �etiquet�es sur [f℄) et notons l;n;f le nombre de fontions g de [0;n;f ℄dans [n;f ℄ telles que{ la �bre g�1(0) de 0 omporte exatement l�1A-�el�ements lin�eairement ordonn�es, dontl'�el�ement �etiquet�e 1 (es endofontions sont don restreintes), et auun B-�el�ement,{ la �bre g�1(x) de tout A-�el�ement x est strutur�ee en une liste ordonn�ee de A-bloset de B-blos (d�e�nition 159),{ la �bre de tout B-sommet est strutur�ee en une liste ordonn�ee de A-blos.On d�eduit alors de la preuve bijetive de la formule de Lagrange bivari�ee quebl;n;f = f � l;n;f�1;(6.6)le terme f � l;n;f�1 provenant du fait que pour pouvoir appliquer la bijetion entre ar-boresenes et endofontions restreintes, on doit transformer le B-sommet raine (dontl'�etiquette appartient �a [f ℄) en un sommet 0, e qui donne une endofontion ayant f � 1B-�el�ements.Il nous reste maintenant �a �enum�erer es endofontions. Plus pr�eis�ement, il nousfaut d�eterminer le nombre d'endofontions l;n;f�1 ayant k A-blos dans les �bres desB-�el�ements. En e�et, pour e dernier point, on utilise le fait que la bijetion entre arbo-resenes et endofontions pr�eserve exatement le nombre d'�el�ements de haque ouleur(type) dans toutes les �bres (propri�et�e 101). Pro�edons par �etapes.



6.3. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CONSTELLATIONS 1251. La �bre de l'�el�ement 0. Examinons dans un premier temps la �bre g�1(0) de 0 :elle doit omporter l� 1 A-�el�ements, dont le A-�el�ement �etiquet�e 1, ordonn�es lin�eairement.L'�el�ement 0 peut don avoir (l � 1)!�n� 1l � 2�(6.7)�bres di��erentes.2. R�epartition des blos. Les endofontions onsid�er�ees ont k A-blos dans les �bresdes f�1 B-�el�ements. Ainsi, les p�1�k autres blos sont dans les �bres des n A-�el�ements,f � 1 �etant des B-blos (on rappelle que f > 1). En utilisant le lemme 107 on a�k + f � 2f � 2 �(6.8)fa�ons de r�epartir les k A-blos dans les �bres des f B-�el�ements et�p+ n� k � 2n� 1 ��p� k � 1f � 1 �(6.9)fa�ons de r�epartir les p� 1� k autres blos dans les �bres des n A-�el�ements, f � 1 parmies p� 1� k blos �etant des B-blos.3. Plaement des �el�ements dans les blos. La �bre de l'�el�ement 0 ayant �et�e onstruite,il reste �a plaer n� (l � 1) A-�el�ements et les f � 1 B-�el�ements, e qui se fait de(n� l + 1)!(f � 1)!(6.10)fa�ons.Le nombre d'endofontions l;n;f�1 s'obtient en e�etuant le produit des quatre termes(6.7), (6.8), (6.9), (6.10). Combin�e �a (6.5) et (6.6), on en d�eduit la formule du lemme. utPreuve du th�eor�eme 130. La formule (6.2) du th�eor�eme 130 est une ons�equene des lem-mes 162 et 161, de (6.4), en rempla�ant l par m + 1 et du fait que, si f > 1, le nombred'arêtes de types 4 d'un squelette ayant p � 1 blos et f � 1 B-sommets varie de 0 (lesf � 1 B-sommets sont des feuilles) �a p� f (tous les A-blos sont des �ls des B-sommets).Pour le as f = 1 et la formule (6.3) du th�eor�eme, qui d�enombre les atus m-airessuivant le nombre de sommets (remarque 127), on applique le même raisonnement, enremarquant toutefois que les squelettes orrespondant ne peuvent avoir d'arête de type 4(f = 1 et k = 0 dans le lemme 162). utRemarque 163. Compte-tenu de la formule d'Euler liant les trois param�etres nombre desommets n, nombre de m-gones p et nombre de faes blanhes f par n+ f � 2 = p(m� 1)le th�eor�eme 130 exprime le d�enombrement des m-onstellations selon deux quelonques dees trois param�etres.Le as m = 2 : les artes biparties. Une arte bipartie est une arte planaire enrain�eedont les sommets sont de deux types (A-sommets et B-sommets), telle que que toute arêterelie un A-sommet �a un B-sommet. Walsh [163℄ a prouv�e le r�esultat suivant.Th�eor�eme 164. [163℄ Le nombre de artes biparties ayant n (n � 2) sommets et f (f > 1)faes est 2(n+ f � 3)!(f � 1)!n! n�2Xk=0�2n+ 2f � 4n� 2� k ��f + kk �:



126 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSOr, en rempla�ant haque A-sommet (resp. B-sommet) d'une arte bipartie par un som-met de ouleur 1 (resp. 2), et haque arête par un 2-gone, on obtient une 2-onstellation.A-sommetB-sommetouleur 1ouleur 2 !Fig. 6.14 { Une arte bipartie et la 2-onstellation orrespondanteEn posant m = 2 dans le th�eor�eme 130 et en remarquant que p = n+f �2, on obtientimm�ediatement le orollaire suivant, qui donne une formule di��erente de elle obtenue parWalsh pour l'�enum�eration de artes biparties.Corollaire 165. Le nombre de artes biparties ayant n (n � 2) sommets et f faes (f > 1)est 2n f n�2Xk=0 2k�n+ f � 3� kf � 1 ��2n+ f � k � 4n� 1 ��k + f � 2f � 2 �:6.3.2.2 G�en�eration de onstellationsDans e paragraphe, nous d�eduisons de la preuve du th�eor�eme 130 un algorithme deg�en�eration de m-onstellations ayant n sommets et f faes. Le prinipe de et algorithmeest similaire �a elui de l'algorithme de g�en�eration al�eatoire de atus pr�esent�e dans lehapitre pr�e�edent et omporte 4 �etapes :{ engendrer une endofontion,{ appliquer la bijetion entre endofontions et arboresenes, pour obtenir un squelette{ olorier e squelette pour obtenir une arboresene onstell�ee,{ appliquer le transformation entre arboresenes onstell�ees et onstellations.Cependant, il y a deux di��erenes majeures qui ompliquent l'appliation de e prinipe.La premi�ere r�eside dans le fait que les endofontions d�e�nies dans la preuve du lemme162 le sont non seulement en fontions des param�etres m, n et f , mais aussi en fontiondu nombre k d'arêtes de type 4, qui inue lui-même sur le nombre de fa�ons de olorierle squelette orrespondant. Cette ontrainte oblige, omme on le verra dans l'algorithme8 �a manipuler des nombres entiers longs. La seonde est li�ee �a la transformation d'unearboresene onstell�ee en onstellation, qui est moins direte que dans le as des atus,sans toutefois alourdir la omplexit�e asymptotique de l'algorithme.



6.3. �ENUM�ERATION ET G�EN�ERATION AL�EATOIRE DE CONSTELLATIONS 127Algorithme 8: G�en�eration al�eatoire de m-onstellationsDonn�ees : trois entiers m, n et fR�esultat : m-onstellation ayant n sommets et f faes blanhesd�ebutp := (n+ f � 2)=(m� 1), t := 0;pour k allant de 0 �a p� f fairetk := mk+1�p� k � 1f � 1 ��p+ n� k � 2n� 1 ��k + f � 2f � 2 �;t := t+ tk;tirer un entier 0 � k � p� f ave probabilit�e tk=t;engendrer une endofontion g sur [n;f � 1℄ ayant k arêtes de type 4 (lemme162);1. engendrer la �bre de 0;2. r�epartir les p� 1 blos;3. plaer les �el�ements dans les blos;transformer g en (m + 1)-squelette S (par appliation de la bijetion entreendofontions et arboresenes);hoisir l'�etiquette x 2 [f ℄ de la raine du (m+ 1)-squelette S;transformer S en une arboresene (m + 1)-onstell�ee A en le oloriantal�eatoirement (lemme 161);transformer A en une arboresene (m+1)-eul�erienne r�eguli�ere B (proposition157);transformer B en arte (m+ 1)-eul�erienne r�eguli�ere E (proposition 148);transformer E en (m+ 1)-onstellation r�eguli�ere D;transformer D en m-onstellation C (proposition 133);retourner C�nLemme166. L'Algorithme 8 permet d'engendrer al�eatoirement et uniform�ement une m-onstellation �a n sommets et f faes blanhes,en temps et espae O�(n+ f) (la notationO�(n + f) indiquant que la omplexit�e est lin�eaire en terme d'op�erations manipulant desentiers arbitrairement longs).Preuve. Il est lair que et algorithme engendre une m-onstellation ayant n sommets etf faes blanhes. Il reste �a v�eri�er que ette g�en�eration est uniforme et que les omplexit�esen temps et en espae sont lin�eaires.1. G�en�eration uniforme. L'uniformit�e de la g�en�eration est assur�ee par les premi�eres�etapes onsistant �a hoisir le nombre k d'arêtes de type 4 de l'endofontion (et don dusquelette) que l'on va engendrer ensuite. En e�et, on remarque imm�ediatement que tk=test la probabilit�e qu'une arboresene onstell�ee ait un squelette ayant k arêtes de type4. De plus, pour un squelette S donn�e, l'algorithme de oloration al�eatoire d'un squelette(lemme 161) produit haque arboresene onstell�ee ayant S pour squelette ave la mêmeprobabilit�e (qui est 1=((m � 1)f�1mk)). Finalement, de la même mani�ere que dans lapreuve du lemme 122, on montre ais�ement que la g�en�eration al�eatoire des endofontionsayant sur [n;f � 1℄ et k arêtes de type 4 (�etapes 1, 2 et 3) est uniforme.2. Complexit�e lin�eaire en temps et en espae. La premi�ere partie de l'algorithme,onsistant �a hoisir l'entier k, n�eessite d'e�etuer O(p � f) op�erations sur des entiers



128 CHAPITRE 6. �ENUM�ERATION DE M -CONSTELLATIONSarbitrairement longs, o�u p� 1 est le nombre de polygones de la onstellation �nale, et estdon inf�erieur �a (n+ f). Le hoix de k se fait don en temps, O�(n+ f). Comme dans lapreuve du lemme 122, on montre ais�ement que la omplexit�e de la g�en�eration du squeletteS se fait en temps O(n). La oloration de S se fait lors d'un parours de e squelette entemps O(n + f). Chaque �etape de la transformation de l'arboresene onstell�ee A ainsiobtenue en arboresene eul�erienne r�eguli�ere B s'e�etue en un parours en profondeurde A et en temps O(n). La transformation de B en arte eul�erienne r�eguli�ere E se faiten loturant B, op�eration lin�eaire en temps et espae [25, 135℄. Finalement, aluler laarte duale de E et appliquer la transformation entre (m+ 1)-onstellations r�eguli�eres etm-onstellations ne pose auun probl�eme algorithmique et s'e�etue en temps lin�eaire. ut6.4 ConlusionL'int�erêt de e hapitre est de ombiner deux onstrutions ombinatoires int�eressantes,la bijetion entre arboresenes et endofontions et la onjugaison d'arboresenes. Il resteependant plusieurs questions que nous n'avons pu r�esoudre.�Enum�eration de onstellations selon la distribution des ouleurs. La premi�ereest une g�en�eralisation naturelle du th�eor�eme 130 : quel est le nombre de m-onstellationsayant ni sommets de ouleur i (i = 1; : : : ;m) et f faes blanhes? Dans le as f = 1, 'est-�a-dire les atus m-aires, le th�eor�eme 120 r�epond �a ette question. Cependant, d�es quef > 1, nous n'avons pas pu �etendre de mani�ere satisfaisante la onstrution utilis�ee dans leas des arboresenes ata�ees aux arboresenes onstell�ees. En e�et, si on peut d�e�nir,de mani�ere analogue aux endofontions ata�ees, une famille d'endofontions onstell�eesorrespondant aux arboresenes onstell�ees, le fait que dans es endofontions il \manque"deux ouleurs parmi les (m+1) possibles (dans les blos des endofontions ata�ees il nemanque qu'une ouleur), introduit un degr�e de libert�e diÆile �a g�erer :{ dans le as des endofontions ata�ees, un i-blo est for�ement dans la �bre d'unsommet de ouleur i (voir la propri�et�e (a) de la preuve du th�eor�eme 120), et ond�eduit ainsi de n le nombre de blos pr�esents dans les �bres des sommets de haqueouleur,{ dans le as des endofontions onstell�ees, un (i;j)-blo peut appartenir �a la �bred'un sommet de ouleur i ou j et, pour une distribution (n;f) donn�ee, le nombrede blos pr�esents dans les �bres des sommets de ouleur i n'est don pas unique.Une des voies permettant de r�esoudre e probl�eme onsiste peut-être �a �etudier le asnon trivial le plus simple, 'est-�a-dire le as des onstellations �a 2 faes (f = 2). On peutaussi noter que dans le as m = 2 ('est-�a-dire les artes biparties), les blos des arbores-enes 3-onstell�ees (on rappelle qu'�enum�erer les 2-onstellations revient �a �enum�erer lesarboresenes 3-onstell�ees) se r�eduisent �a un seul sommet, et es arboresenes sont dontr�es prohes des arboresenes 3-hromatiques ordonn�ees, introduites en onlusion duhapitre pr�e�edent. Plus pr�eis�ement, une arboresene 3-onstell�ee est une arboresene3-hromatique ordonn�ee telle que la raine est de ouleur 3 et a deux �ls, un de haqueouleur 3 exept�ee, ordonn�es par ouleur d�eroissante. En utilisant la même tehnique quepour la formule (5.18) (tehnique bas�ee sur la proposition 124), on peut ainsi obtenir uneformule, partiuli�erement lourde et in�el�egante, pour le nombre de artes biparties ayant



6.4. CONCLUSION 129n1 A-sommets, n2 B-sommets et n3 faes :(n1 + q1)(n� 3) n1�1Xk1=0 n2�2Xk2=0 n3�1Xk3=0 (n1 + q1 � 1)!(n2 + q2 � 2)!(n3 + q3 � 1)!(n2 � 1)k!(n � k� 1)! +(n2 + q2)(n� 3) n1�2Xk1=0 n2�1Xk2=0 n3�1Xk3=0 (n1 + q1 � 2)!(n2 + q2 � 1)!(n3 + q3 � 1)!(n1 � 1)k!(n � k� 1)! +(n1 + q1)(n2 + q2) n1�1Xk1=0 n2�1Xk2=0 n3�1Xk3=0 (n1 + q1 � 1)!(n2 + q2 � 1)!(n3 + q3)!k!(n� k� 1)! ;o�u n = n1 + n2 + n3, q1 = k2 + k3, q2 = n3 + k1 � k3 � 1, q3 = n1 + n2 � k1 � k2 � 3,n = (n1;n2;n3) et q = (q1;q2;q3).Distribution des degr�es. Il serait aussi int�eressant d'interpr�eter la distribution desdegr�es des sommets de haque ouleur et des degr�es des faes d'une onstellation en termesd'arboresenes onstell�ees, omme on peut le faire dans le as des atus.Constellations non enrain�ees. Finalement, il est naturel de vouloir �enum�erer lesonstellations non enrain�ees non �etiquet�ees. Dans le as des atus (onstellations �a uneseule fae blanhe), Bousquet [22℄ a remarqu�e qu'une m�ethode introduite par Liskovets[111℄ permettait de r�esoudre e probl�eme. Il semble que l'on puisse appliquer la m�ethodede Liskovets aux onstellations [25, Th�eor�eme 3.1℄.
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Chapitre 7Reherhe de motifs dans unearboreseneCe hapitre est une introdution au probl�eme de la reherhe de motifs dans unearboresene. Apr�es quelques d�e�nitions (setion 7.1), nous nous int�eressons au as desmots et nous pr�esentons deux strutures de donn�ees lassiques, l'automate de Aho-Corasiket l'arboresene des suÆxes, que nous utilisons par la suite. Nous poursuivons par unerapide revue des prinipaux artiles parus sur le sujet de la reherhe de motifs dans unearboresene, avant de onlure par l'extension d'un de es algorithmes dû �a Ho�mann etO'Donnell [91℄.Notation. Dans la suite, toutes les omplexit�es onsid�er�ees, sauf mention ontraire, sontrelatives �a la omplexit�e dans le pire des as.7.1 IntrodutionDans ette seonde partie de notre m�emoire, nous onsid�erons des arboresenes or-donn�ees et �etiquet�ees sur un alphabet � �x�e, que nous d�esignons par le terme arboresenessur �, d�e�nies r�eursivement de la mani�ere suivante.D�e�nition 167. Une arboresene A sur � est onstitu�ee d'un sommet, appel�e rainede A, muni d'une �etiquette appartenant �a �, reli�e �a un ensemble totalement ordonn�e(�eventuellement vide) d'arboresenes sur �.On remarque que ontrairement aux arboresenes onsid�er�ees dans la premi�ere partiede e m�emoire, une même �etiquette peut apparâ�tre plusieurs fois dans une arboresenesur �.D�e�nition 168. Soit A une arboresene et x un noeud de A. Si x est reli�e �a la listeA1; : : : ;Ak d'arboresenes de raines respetives x1; : : : ; xk, on appelle xi le i�eme �ls dex. On dit que xi est un fr�ere gauhe (resp. droit) de xj si et seulement si i < j (resp.i > j). 133



134 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEReherhe de motifs dans une arboresene quelonque. Soient M et T deuxarboresenes. Intuitivement, on dit que T (le texte) poss�ede une ourrene de M (lemotif) en un sommet x si, en pla�ant la raine de M en x, on arrive �a une situation danslaquelle tout sommet (resp. arête) de M reouvre un sommet (resp. arête) de T ayant lamême �etiquette. On traduit formellement ette notion de la fa�on suivante.D�e�nition 169. Soient M et T deux arboresenes sur �, et x un sommet de T . Le texteT poss�ede une ourrene de M en x si et seulement si il existe une orrespondane entreles sommets de M et eux de T telle que :1. tout sommet de M est en orrespondane ave un sommet de T ;2. la raine de M est en orrespondane ave x ;3. si un sommet y de M est en orrespondane ave un sommet z de T , y et z ont lamême �etiquette ;4. un noeud y de M est en orrespondane ave un noeud z de T , alors haque �ls dey orrespond �a un �ls de z ;5. si y1 et y2 sont deux sommets de M tels que y1 est un fr�ere gauhe (resp. droit) dey2, et si z1 et z2 sont les sommets de T orrespondant respetivement �a y1 et y2,alors z1 est un fr�ere gauhe (resp. droit) de z2.Par exemple, dans la �gure suivante, le texte T omporte une seule ourrene dumotif M (\mat�erialis�ee" par les arêtes en pointill�e).
a b a

b a a b b bbb M =T = b


Fig. 7.1 { Illustration de la notion d'ourrene d'un motif dans un texteD�e�nition 170. Le probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresene, que nousappelons probl�eme RMA, onsiste, �etant donn�ees deux arboresenes T et M , �a trouvertous les sommets x de T tels que T admette au moins une ourrene de M en e sommetx.



7.1. INTRODUCTION 135
b  a a b bM =T = 

 b
b  1 2abFig. 7.2 { Le motif M apparâ�t deux fois dans le texte (en les sommets enadr�es)Cependant, omme nous le verrons dans la setion suivante, les di��erents travauxtraitant de reherhe de motifs dans une arboresene s'int�eressent �a une restrition de eprobl�eme, bas�ee sur la notion d'ourrene ompate d'un motif dans un texte.D�e�nition 171. Soient M et T deux arboresenes sur �, et x un sommet de T . On ditque le texte T poss�ede une ourrene ompate de M en x si et seulement si il existe uneorrespondane entre les sommets de M et eux de T telle que :1. tout sommet de M est en orrespondane ave un sommet de T ;2. la raine de M est en orrespondane ave x ;3. si un sommet y de M est en orrespondane ave un sommet z de T , y et z ont lamême �etiquette ;4. si le n�ud y de M orrespond au n�ud z de T , alors le i�eme �ls de y orrespond aui�eme �ls de z.On appelle alors reherhe de motifs ompats dans une arboresene (not�e RMCA)le probl�eme RMA dans lequel on ne herhe �a d�eteter que les ourrenes ompates dumotif dans le texte. Par exemple, dans la �gure 7.2 seule la l'ourrene de M dans T (deraine le sommet enadr�e indi�e 2) est une ourrene ompate.Cette version restreinte du probl�eme de la reherhe de motifs a re�u plus d'atten-tion que le probl�eme g�en�eral, en partie ar elle peut être reformuler imm�ediatement entermes d'arboresenes binaires, qui se prêtent mieux �a un traitement algorithmique queles arboresenes quelonques.D�e�nition 172. Une arboresene binaire A sur � est une arboresene dans laquelletout noeud a un ou deux �ls, appel�es ses �ls gauhe et droit : dans le as o�u un sommet xde A n'a qu'un seul �ls, e dernier est soit �ls gauhe de x, soit �ls droit de x.Il existe une bijetion lassique entre les arboresene sur � �a n sommets et les arbores-enes binaires sur � �a n sommets telles que la raine n'a qu'un �ls gauhe. �Etant donn�eeune arboresene A sur �, ette bijetion onsiste �a disposer la liste des �ls fy1;y2; : : : ;ypgd'un sommet x sur une même branhe droite de sorte que{ y1 soit �ls gauhe de x,{ yi+1 soit �ls droit de yi pour 1 � i < p.



136 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEab a a  aa a b
b ba aFig. 7.3 { La transformation fondamentale de KnuthLa onstrution inverse est imm�ediate et le arat�ere bijetif de ette transformation(souvent appel�ee transformation fondamentale de Knuth [102, setion 2.3.2℄) se v�eri�e sansdiÆult�e, tout omme la propri�et�e suivante.Propri�et�e 173. Soient T etM deux arboresenes sur �, T 0 etM 0 les arboresenes binairessur � orrespondantes, x un sommet de T et x0 le sommet orrespondant de T 0. Il y a uneourrene ompate de M en x si et seulement il y a une ourrene ompate de M 0 eny. Cette propri�et�e permet de ramener le probl�eme RMCA pour les arboresenes quel-onques au probl�eme �equivalent pour les arboresenes binaires telles que la raine a un�ls gauhe. Par ontre, on v�eri�e imm�ediatement que le probl�eme RMA ne poss�ede pas detradution direte en termes d'arboresenes binaires.Reherhe de motifs dans un terme. La notion de terme (ou arboresene d'ex-pression) est une extension de la notion d'arboresene, qui apparâ�t notamment dans leslangages de programmations, les syst�emes de preuve automatique, ou plus g�en�eralementles syst�emes de r�e�eriture. On onsid�ere dans e as haque symbole s de � omme unsymbole fontionnel auquel est assoi�e une arit�e not�ee �(s).D�e�nition 174. Un terme sur (�;�) est une arboresene sur � telle que haque sommetx a un nombre de �ls qui est exatement �egal �a l'arit�e �(e(x)) de son �etiquette e(x)appartenant �a �. ba aa d eFig. 7.4 { Un terme ave �(a) = �(d) = 0, �() = 1, �(e) = 2 et �(b) = 3



7.2. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UN MOT 137Dans le as des termes, on le fait que l'arit�e d'un sommet est �x�ee par son �etiquetteimplique que le probl�eme RMA est �equivalent au probl�eme RMCA moyennant l'ajoutd'une �etiquette dite \variable" pour le motif M .D�e�nition 175. Un motif sur (�;�) est un terme sur (�[fvg;�) (on appelle v la variable),ave �(v) = 0, et un texte sur (�;�) est un terme sur (�;�).On d�e�nit alors la notion d'ourrene d'un motif M dans un terme T en rempla�antla ondition 2 de la d�e�nition 169 (ou de la d�e�nition 171, les deux d�e�nitions devenantalors �equivalentes pour les termes) par2. si un sommet y de M est en orrespondane ave un sommet z de T , soit y et z ontmême �etiquette, soit l'�etiquette de y est v.Dans la �gure suivante, on a � = fa;b;;dg et �(a) = 4, �(b) = 1 et �() = �(d) = 0.a da ba d dd d d 
a v v vb

T = M =
Fig. 7.5 { Une ourrene de M dans T (en la raine)

7.2 Reherhe de motifs dans un motSoient M et T deux mots sur un alphabet �. Reherher les ourrenes du motifM dans le texte T onsiste �a rep�erer l'ensemble des fateurs de T identiques �a M . Dufait de ses nombreuses appliations pratiques (logiiels pour l'�edition de texte, analysede s�equenes biologiques, ommandes de syst�emes d'exploitation, et), e probl�eme a �et�elargement �etudi�e omme l'illustre l'ouvrage de synth�ese de Crohemore et Rytter [52℄.Un mot de longueur n pouvant naturellement être onsid�er�e omme une arboresene�a n sommets dont haque noeud a exatement un �ls (une telle arboresene omportedon une seule feuille), le probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresene est uneextension naturelle du probl�eme restreint aux mots. Comme il existe plusieurs mani�eresde oder une arboresene par un ensemble de mots, la plupart des algorithmes r�esolvantle probl�eme RMA sont bas�es sur des algorithmes ou des strutures de donn�ees issus duprobl�eme de la reherhe de motifs dans les mots.On peut diviser les algorithmes op�erant sur les mots en deux familles. La premi�ereregroupe les algorithmes bas�es sur un pr�etraitement du motif M qui permet d'a�el�ererle parours du texte T . Ce prinipe est notamment adapt�e au as o�u le texte n'est pas�x�e et ne peut don être pr�etrait�e. On dit alors que le texte est dynamique. Ce sontdes algorithmes appartenant �a ette famille qui sont implant�es dans les logiiels d'�edition



138 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEde texte ou la ommande grep du syst�eme UNIX par exemple (les algorithmes les plus�el�ebres de ette nature sont dûs �a Knuth, Morris et Pratt [104℄, Aho et Corasik [1℄,Boyer et Moore [26℄ et permettent, apr�es un pr�etraitement en temps et espae O(jM j) dumotif M , de d�eteter les ourrenes de e motif en temps O(jT j+ jM j)).La seonde famille regroupe les algorithmes op�erant sur un texte �x�e (dit statique).Ils sont bas�es sur un pr�etraitement du texte T , onsistant �a onstruire une struture dedonn�ees (oupant un espae en O(jT j)) indexant les suÆxes de T , �a partir de laquelleon peut reherher rapidement (en temps lin�eaire ou quasi-lin�eaire par rapport �a jM j) lesourrenes du motif M dans T . Les strutures de donn�ees lassiques utilis�ees dans e assont l'arboresene des suÆxes [118℄, l'automate des suÆxes [20, 51℄ ou enore le tableaudes suÆxes [117℄.Dans les deux paragraphes qui suivent, nous pr�esentons deux strutures de donn�eesutilis�ees pour r�esoudre le probl�eme de la reherhe de motifs dans les mots. Nous utili-serons es strutures de donn�ees dans les algorithmes de reherhe de motifs dans unearboresene d�erites dans la derni�ere setion de e hapitre et dans les deux derniershapitres.On rappelle qu'on appelle pr�e�xe (resp. suÆxe) d'un mot M tout mot M1 tel qu'ilexiste un mot M2 v�eri�ant M = M1M2 (resp. M = M2M1). Si M1 6= M , on dit queM1 est un pr�e�xe (resp. suÆxe) propre de M . Par exemple, aba est un pr�e�xe propre deababa et un suÆxe propre de ababa.7.2.1 Le as dynamique et l'automate de Aho-CorasikCet algorithme aborde le probl�eme plus g�en�eral onsistant �a se donner un ensemblefM1; : : : ;Mkg de mots sur � (les motifs) et �a reherher toutes les ourrenes de l'undes motifs M1; : : : ;Mk dans le texte T (voir [52, Setion 7.1℄ et [1℄). Le pr�etraitement desmotifs fM1; : : : ;Mkg est bas�e sur une struture de donn�ee lassique, appel�ee arbre digitalde reherhe (que nous notons ADR).D�e�nition 176. Soit fM1; : : : ;Mkg un ensemble de mots sur �. L'arboresene digitale dereherhe (ADR) assoi�ee �a fM1; : : : ; Mkg est l'arboresene dont les arêtes sont �etiquet�eespar des lettres de � et v�eri�ant :{ deux arêtes issues d'un même sommet ont des �etiquettes di��erentes,{ tout hemin dans l'ADR d�ebutant �a la raine est �etiquet�e par un mot pr�e�xe de l'undes mots fM1; : : : ;Mkg,{ tout mot de fM1; : : : ;Mkg �etiquette un hemin d�ebutant �a la raine de l'ADR.Pour haque sommet u de ette ADR, on note m(u) le mot form�e des �etiquettes desarêtes du hemin allant de la raine �a u (on dit alors que le sommet u reonnâ�t m(u) etque u est un sommet �nal si il existe i tel que Mi = m(x)). De plus, en orientant les arêtesde la raine vers les feuilles, on transforme ette ADR en un automate d�eterministe (maisnon for�ement omplet ou minimal) reonnaissant le langage form�e des mots M1; : : : ;Mk :on parle d'�etat au lieu de sommets (la raine devient l'�etat initial et les sommets �naux,les �etats �naux) et de transitions au lieu d'arêtes.Le pr�etraitement de fM1; : : : ;Mkg omporte deux �etapes. Tout d'abord, on onstruitl'automate orrespondant �a l'ADR assoi�ee �a fM1; : : : ;Mkg, que l'on ompl�ete ensuite.Ainsi, pour haque �etat u et pour haque lettre a 2 � telle qu'auune transition �etiquet�eea ne quitte u, on ajoute une transition (�etiquet�ee a) de u vers l'�etat reonnaissant le



7.2. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UN MOT 139plus long suÆxe propre du mot m(u):a (qui est don aussi pr�e�xe d'un des Mi). On noteAC(M1; : : : ;Mk) l'automate ainsi onstruit.Dans la �gure suivante, on repr�esente l'�etat de AC(M1; : : : ;Mk)) (resp. le sommet del'ADR assoi�e �a fM1; : : : ;Mkg) reonnaissant Mi par un arr�e ontenant l'entier i et lestransitions ajout�ees lors de la seonde phase de pr�etraitement en pointill�e.
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Fig. 7.6 { L'ADR de (abab; abb; aba; baba) et l'automate AC(abab; abb; aba; baba)Pour reherher les positions des ourrenes des motifs (M1; : : : ;Mk) dans un texteT , il suÆt d'appliquer l'algorithme suivant (on note T [i℄ la i�eme lettre d'un mot T ).Algorithme 9: Reherhe de motifs ave l'automate de Aho-Corasik.Donn�ees : AC(M1; : : : ;Mk) et T de longueur nd�ebutSoit r l'�etat initial de AC(M1; : : : ;Mk) et u := r;pour i allant de 1 �a n faireu := Æ(u;T [i℄);si x est un �etat �nal �etiquet�e j alorsAÆher \Ourrene de Mj en position i� jMj j+ 1";�nIl reste �a �etudier la omplexit�e en temps et en espae de et algorithme (on pose jT j = net Pi jMij = m). La phase de reherhe de motifs s'e�etue lairement en temps O(n)(l'automate �etant omplet, on peut stoker les transitions quittant un �etat par un tableauindex�e par les lettres de � assurant ainsi un a�es en temps O(1) �a haun de es ars).L'automate AC(M1; : : : ;Mk) oupe un espae en O(m � j�j), et Aho et Corasik ontpropos�e un algorithme permettant de onstruire et automate temps O(m� j�j) [1℄.Remarque 177. Pour être plus pr�eis, on remarque que si l'ADR assoi�ee �a fM1; : : : ; Mkgomporte p sommets, la transformation de ette ADR en l'automate AC(M1; : : : ;Mk)s'e�etue en temps O(p� j�j).Remarque 178. Dans le as d'un alphabet � de taille importante, un automate ompletoupe souvent trop de plae. On peut ependant ramener et espae �a O(m) en neompl�etant pas l'automate orrespondant �a l'ADR et en organisant les transitions quit-tant un sommet dans une arboresene binaire de reherhe �equilibr�ee par exemple (voir[50℄ pour une pr�esentation de ette struture de donn�ees). En alulant pour haque �etat



140 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEx une transition sp�eiale (ar non �etiquet�ee) reliant u �a l'�etat v tel que m(v) est le plusgrand suÆxe propre de m(u) reonnu par l'automate, on peut alors e�etuer la phase dereherhe de motifs en temps O(n � log(j�j)). Cependant, ette tehnique ne peut êtreemploy�ee eÆaement dans le as de la reherhe de motifs dans une arboresene, ommenous le verrons dans les deux prohaines setions. Pour ette raison nous privil�egions etteversion utilisant un automate omplet.Notation. Dans la suite de e m�emoire, nous appelons struture de branhement la stru-ture de donn�ees utilis�ee pour stoker des transitions �etiquet�ees sur � dans un automate ouune arboresene aux arêtes �etiquet�ees, ette struture pouvant être de deux types (dansles appliations qui nous int�eressent) :{ des tableaux index�es par les lettres de � (haque �etat/sommet n�eessite un espae enO(j�j) pour stoker les transitions/arêtes le quittant et l'a�es �a une transition/arêtes'e�etue en temps O(1)),{ des arboresenes binaires de reherhe �equilibr�ees (un �etat/sommet ayant k tran-sitions/arêtes le quittant n�eessite un espae en O(k) et l'a�es �a haque transi-tion/arête s'e�etue en temps O(log(j�j))).7.2.2 Le as statique et l'arboresene des suÆxesArboresene des suÆxes. Soit T un mot de longueur n sur �. On note Suf(T ) =fT [1;n℄; : : : ;T [n;n℄g (o�u T [i;j℄ est le fateur de T ommen�ant en position i et �nissant enposition j) l'ensemble des suÆxes de T , ordonn�es par longueur d�eroissante. Par exemple,pour T = abab, on a Suf(T ) = fabab;bab;bab;ab;bg.D�e�nition 179. L'arboresene des suÆxes (AS) d'un mot T , not�ee AS(T ), est obtenueen omprimant haque hemin de l'ADR de Suf(T ) ne omportant que des sommets non�naux ayant un seul �ls en une seule arête �etiquet�ee par le fateur de T orrespondant auhemin ainsi omprim�e. On obtient ainsi une arboresene dans laquelle haque arête est�etiquet�ee par un fateur T [i;j℄ de T qui peut don être od�ee par le ouple d'entiers (i;j)appel�e d�esormais l'�etiquette de l'arête.
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Fig. 7.7 { De l'ADR de Suf(aabbabb) �a l'arboresene des suÆxes de aabbabb



7.2. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UN MOT 141Reherhe de motifs. Dans le as statique, le pr�etraitement de l'algorithme de re-herhe d'un motif dans un mot T (le texte �x�e) onsiste alors �a onstruire l'arboresenedes suÆxes AS(T ). La phase de reherhe onsiste, �etant donn�e un motif M , �a appliquerl'algorithme suivant.Algorithme 10: Reherhe de motif ave l'arboresene des suÆxes.Donn�ees : T , AS(T ) et Md�ebutsoit r la raine de AS(T ), u := r et i := 1;tant que i � jM j fairesi il existe une arête (j;k) (allant de u vers v) telle que T [j℄ =M [i℄ alorsl := j;tant que i � jM j, l � k et T [l℄ =M [i℄ faire l := l + 1 et i := i+ 1;1 si i > jM j alors parourir la sous-arboresene de AS(T ) de raine vpour obtenir toutes les positions des ourrenes de M dans T (ellessont donn�ees par les sommets �naux de ette sous-arboresene);sinon si l > k alors u := v sinon sortir;sinon sortir;�nEn remarquant que l'arboresene des suÆxes omporte exatement n = jT j sommets�naux et que tout n�ud non �nal poss�ede au moins deux �ls, on peut aÆrmer que AS(T )a au plus 2n sommets. Tout omme pour l'automate AC introduit pr�e�edemment, la om-plexit�e en espae de AS(T ) d�epend de la struture de branhement utilis�ee. L'utilisation detableaux index�es par les lettres de � implique une omplexit�e en espae en O(n�j�j), alorsqu'utiliser des arboresenes binaires de reherhe �equilibr�ees entrâ�ne une omplexit�e enespae en O(n) 1. La phase de reherhe de motifs proprement dite (l'algorithme 10) nen�eessite auun espae additionnel et, si il y a k ourrenes de M dans T , elle s'e�etuelairement en temps O(m+ k) ou O(m� log(j�j) + k) selon la struture de branhementutilis�ee (le terme k provient du fait qu'une fois un mot reonnu, la sous-arboresene deAS(T ) parourue lors de l'�etape 1 a au plus k sommets �naux et don au plus 2k som-mets). Il reste �a examiner la omplexit�e en temps du pr�etraitement du texte T , 'est-�a-direla omplexit�e en temps de la onstrution de l'arboresene des suÆxes AS(T ). Il existeplusieurs algorithmes permettant de onstruire l'arboresene des suÆxes d'un mot delongueur n sur � en temps O(n � log(j�j)) si on utilise des arboresenes binaires dereherhe �equilibr�ees, omme nous le verrons dans le paragraphe suivant et le hapitre 9).Quelques rappels sur l'arboresene des suÆxes. L'arboresene des suÆxes, in-troduite par Weiner [164℄, s'est impos�ee omme une struture de donn�ees fondamentale enalgorithmique des mots (omme le montrent par exemple les artiles de synth�ese d'Apos-tolio [5, 6℄). Dans le paragraphe pr�e�edent, nous avons vu son utilit�e dans le adre dela reherhe de motifs dans un mot. L'arboresene des suÆxes s'av�ere aussi utile pour1. Gus�eld [86℄ remarque que, dans la plupart des as, les n�uds situ�es �a faible distane de la rainepeuvent avoir un degr�e important alors que les autres n�uds ont un degr�e faible. Il semble don int�eressantde m�elanger les strutures de branhement au sein d'une même arboresene pour obtenir un ompromisentre espae et temps de branhement.



142 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEr�esoudre un probl�eme prohe, la reherhe de motifs approh�es [32, 159, 45, 109℄. On peutaussi remarquer que l'arboresene des suÆxes d'un mot T permet de trouver les fateursde T qui se r�ep�etent : si un noeud u de AS(T ) a, parmi ses desendants, k sommets �naux,on en d�eduit que le fateur m(u) apparâ�t k fois dans T (es ourrenes pouvant epen-dant se hevauher). Cette propri�et�e peut s'av�erer extrêmement utile pour la ompressionde textes [133℄.Le premier algorithme non trivial pour la onstrution de l'arboresene des suÆxesd'un mot T de longueur n est dû �a Weiner [164℄. Cet algorithme onstruit l'arboresene dessuÆxes AS(T ) inr�ementalement en ins�erant les suÆxes de T dans une ADR initialementvide, du plus petit au plus long suÆxe, en temps et espae O(n � j�j). Par la suite,MCreight [118℄ a propos�e un nouvel algorithme, bas�e sur un prinipe analogue �a elui deWeiner, mais en ins�erant les suÆxes de T du plus long au plus petit, e qui a pour e�et deonstruire AS(T ) en temps O(n� log(j�j)). Nous pr�esentons en d�etail et algorithme dansle prohain hapitre. Plus r�eemment, Ukkonen [160℄ a propos�e un algorithme �el�egant,lin�eaire en temps, qui pr�esente l'avantage d'être \en ligne" : l'arboresene des suÆxesAS(T ) est onstruite inr�ementalement au fur et �a mesure que l'on lit le texte T . Dansun artile de synth�ese, Giegerih et Kurtz [71℄ ont uni��e la pr�esentation de es troisalgorithmes. En�n, parmi les algorithmes de onstrution d'une arboresene des suÆxes,on peut aussi noter les travaux d'Apostolio et al. [8℄ proposant un algorithme parall�ele deonstrution de AS(T ), qui, dans le as s�equentiel, est lin�eaire en temps (modulo le tempsde branhement), et de Farah [60℄, qui donne le premier algorithme ind�ependant de lataille de l'alphabet � �a ondition que � soit l'alphabet onstitu�e des symboles f1;2; : : : ;ng.Plus r�eemment, plusieurs auteurs se sont int�eress�es aux propri�et�es pratiques de ettestruture de donn�ees. En e�et, bien qu'elle ait des propri�et�es th�eoriques optimales, l'arbo-resene des suÆxes s'av�ere sou�rir de ertaines limitations pratiques. Par exemple, pourun texte anglais lassique, l'espae oup�e en moyenne par l'arboresene des suÆxes estd'environ 15 otets par lettre du texte initial. Le tableau des suÆxes, propos�e par Manberet Myers [117℄ et le atus des suÆxes d�e�ni par K�arkk�ainen [98℄ semblent être des al-ternatives �a l'arboresene des suÆxes ayant un int�erêt d'un point de vue pratique. Danse même domaine, on peut aussi se r�ef�erer aux travaux d'Andersson [4℄, qui propose uneimplantation eÆae de l'arboresene des suÆxes, ou �a eux de Giegerih et Kurtz [70℄.Toujours dans une optique d'optimisation de l'espae oup�e par l'arboresene des suf-�xes, ertains auteurs se sont int�eress�es au as o�u on ne veut indexer qu'un sous-ensembledes suÆxes d'un texte (par exemple dans le as d'un texte ompos�e de mots) et ont propos�edes algorithmes eÆaes pour e probl�eme [3, 99℄.7.3 R�esultats onnus pour les arboresenesDans e paragraphe, nous passons rapidement en revue les prinipaux travaux etr�esultats obtenus pour le probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresene. Lebut de ette setion n'est pas tant de d�erire dans le d�etail les algorithmes onnus, esderniers �etant souvent assez omplexes, mais de mettre en avant les prinipes sur lesquelsils reposent.Notation. Par la suite, n repr�esente le nombre de sommets du texte T et m le nombre desommets du motif M . De plus, pour un sommet x d'une arboresene A, on note Ax lasous-arboresene de A de raine x et e(x) son �etiquette.



7.3. R�ESULTATS CONNUS POUR LES ARBORESCENCES 143L'algorithme na��f. L'algorithme le plus naturel (aussi appel�e algorithme na��f pourd�eteter les ourrenes d'une arboresene M dans une arboresene T est bas�e sur unepro�edure r�eursive de omparaison d'arboresenes.Algorithme 11: Algorithme na��fDonn�ees : M et Td�ebutpour Chaque sommet x de T fairesi Comparer(M , Tx) = Vrai alors aÆher \Ourrene de M en x";�nAlgorithme 12: ComparerDonn�ees : deux arboresenes A et A0d�ebut1 soient x la raine de A et y elle de A0;si e(x) 6= e(y) alors retourner Faux;sinon2 soient x1; : : : ;xk les �ls de x et y1; : : : ;yl eux de y, i := 1 et j := 1;tant que i � k et j � l fairesi Comparer(Axi, A0yj) = Vrai alors i := i+1;3 j := j + 1;si i = k + 1 alors retourner Vrai sinon retourner Faux;�nPour traiter le probl�eme RMCA, on peut simpli�er la pro�edure Comparer en rem-pla�ant le blo situ�e entre les lignes 2 et 3 par le blo suivant.soient x1; : : : ;xk les �ls de x, y1; : : : ;yl eux de y et i := 1;tant que i � k, i � l et Comparer(Axi, A0yi) = Vrai faire i := i+ 1;La omplexit�e en temps de et algorithme est d�etermin�ee, dans les deux as, par lenombre d'appels �a la pro�edure Comparer, ou de mani�ere �equivalente, par le nombre deomparaisons entre les �etiquettes des sommets de T et elles des sommets de M (ligne 1de l'algorithme 12).D�e�nition 180. Soient A une arboresene et x un sommet de A. On appelle hauteur dex, not�e h(x), le nombre de sommets situ�es sur le hemin allant de la raine de A �a x. Onappelle hauteur de A, not�e h(A), le nombre de sommets pr�esents sur le plus long heminreliant la raine de A �a une de ses feuilles.Proposition 181. [54℄ Soient T et M deux arboresenes de tailles respetives n et m.L'algorithme na��f d�etete toutes les ourrenes (ompates ou non) de M dans T en tempsO(n� h(M)).Flajolet et Steyaert [149℄, dans un artile illustrant l'utilisation de tehniques de ombi-natoire analytique pour l'analyse en moyenne d'algorithmes, ont prouv�e le r�esultat suivant.



144 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEProposition 182. Soient T et M deux termes de tailles respetives n et m. L'algorithmena��f d�etete toutes les ourrenes (ompates ou non) de M dans T en temps O(n+m)en moyenne.Remarque 183. Dans le probl�eme restreint qui onsiste �a reherher l'ourrene de M enun sommet donn�e x de T , la omplexit�e en temps de l'algorithme na��f d�epend fortement dela notion d'ourrene prise en ompte (ompate ou non). Pour le as d'une ourreneompate, l'algorithme na��f r�esoud e probl�eme en temps O(m), alors que dans le as d'uneourrene quelonque, la omplexit�e en temps est en O(jTxj).L'algorithme montant de Ho�mann et O'Donnell. Les premiers algorithmes nontriviaux pour la reherhe de motifs dans une arboresene sont dûs �a Ho�mann et O'Don-nell [91℄. Dans et artile, les auteurs proposent deux algorithmes, aux performanes tr�esdi��erentes.Le premier est d�edi�e aux termes, et plus pr�eis�ement au probl�eme de la reherhede motifs dont au moins une des feuilles est �etiquet�ee par la variable v (le as o�u Mne omporte auun sommet �etiquet�e v peut être r�esolu en temps lin�eaire en utilisant leodage d'un terme par un mot [115℄). Le prinipe de et algorithme onsiste �a onsid�ererl'ensemble F (M) des sous-arboresenes de M (pour haque arboresene A de F (M) ilexiste au moins un sommet y de M tel que My = A) et �a assoier �a haque sommet xde T le sous-ensemble des arboresenes de F (M) ayant une ourrene en x. On noteMS(x) et ensemble d'arboresenes. Pour une feuille x d'�etiquette a, l'ensemble MS(x)omporte les deux arboresenes r�eduites �a un seul sommet, �etiquet�e v (la variable) ou a.Partant de ette onstatation, l'algorithme d�etermine les ensembles MS(x) r�eursivement(en remontant des feuilles vers la raine) : si x est un sommet de degr�e k (ayant k �lsnot�es x1; : : : ;xk, dont on suppose onnâ�tre les ensembles MS(xi)), MS(x) omprendl'arboresene r�eduite au sommet �etiquet�e v et toutes les arboresenes de F (M) de laforme : : :A1 Ak
e(x)

telles que Ai appartient �a MS(xi). En rep�erant les ensembles MS(x) pour lesquels Mappartient �aMS(x), on r�eduit ainsi la phase de reherhe �a un parours de T , qui s'e�etueen temps O(n). Le point ruial onsiste don �a aluler, pour tout noeud x, MS(x) �apartir de l'�etiquette a de x et des ensembles MS(xi) de ses �ls xi. Pour ela, l'algorithmed'Ho�mann et O'Donnell n�eessite la alul, pour haque symbole a de �, d'une table dedimension k si a est d'arit�e k, index�ee par des sous-ensembles de F (M). La prinipale tâher�eside dans le alul de es tables, qui peuvent ependant ouper un espae en O(2m).Ho�mann et O'Donnell introduisent une sous-lasse de l'ensemble des motifs possibles,appel�ee lasse des motifs simples, pour lesquels le alul de es tables peut être e�etu�e entemps O(m2 � d+md+1 � j�j) et en espae O(m2 + j�j �md), o�u d est l'arit�e maximaledes symboles de �. Ho�mann et O'Donnell aÆrment de plus que dans les appliationspour lesquelles ils ont utilis�e et algorithme (notamment l'implantation d'un interpr�eteurLISP), le fait de se restreindre �a ette lasse des motifs simples n'est pas ontraignant. Cetalgorithme a ensuite susit�e plusieurs artiles donnant une am�elioration de la omplexit�een espae du pr�etraitement, travaux dûs notamment �a Chase [33℄, Cai, Paige et Tarjan



7.3. R�ESULTATS CONNUS POUR LES ARBORESCENCES 145[28℄ ou Thorup [155℄. Les tehniques mises en �uvre sont ependant toujours omplexes,et il est lair qu'elles sont �etroitement li�ees �a la notion d'arit�e d'un sommet �x�ee par son�etiquette et ne peuvent don être appliqu�ees qu'aux termes.L'algorithme desendant de Ho�mann et O'Donnell. Le seond algorithme pro-pos�e dans [91℄ aborde le probl�eme de la reherhe des ourrenes ompates d'un motifdans un texte. Il suit un prinipe di��erent du pr�e�edent et privil�egie un pr�etraitement plusl�eger au d�etriment, bien sûr, de la phase de reherhe. Dans un premier temps, haquesommet x deM autre que la raine est d�edoubl�e de la mani�ere suivante : si x est le i�eme �lsde son p�ere, on remplae x par deux sommets �etiquet�es i et e(x), et reli�es par une arête(voir �gure 7.8). On onstruit ensuite, �a partir de ette arboresene, l'ADR des motsorrespondant aux hemins allant de la raine vers les feuilles. Dans un seond temps, �apartir de ette ADR (d�edoubler les sommets assure notamment que deux de es mots nepeuvent être �egaux), on onstruit l'automate de Aho-Corasik de et ensemble de motsen le ompl�etant, ave toutefois la restrition que pour haque �etat u, si la derni�ere lettrede m(u) est un entier (resp. une lettre de �), on ne ompl�ete les transitions issues de uque par les lettres de � (resp. les entiers) n�eessaires. Le fait d'avoir d�edoubl�e les sommetsassure que l'automate ainsi obtenu est d�eterministe. Finalement, dans une derni�ere phasede pr�etraitement, on assoie �a tout �etat �nal u la longueur du mot m(u) reonnu en esommet et une transition non �etiquet�ee vers l'�etat �nal v reonnaissant le plus long suÆxepropre de m(u) (vers l'�etat initial si auun suÆxe propre de m(u) n'est reonnu par l'au-tomate) et on note s(u) ette transition. Dans la �gure suivante, on a repr�esent�e les �etats�naux par des arr�es (l'entier situ�e �a l'int�erieur indiquant la longueur du mot reonnu),les transitions ajout�ees �a l'ADR assoi�ee �a M par des pointill�es longs et les transitionss(u) par des pointill�es ourts. On note AC(M) l'automate ainsi obtenu.
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Fig. 7.8 { Une arboresene et l'automate orrespondantLa onstrution de l'ADR se fait en temps O(m), puisqu'elle repose uniquement surune modi�ation deM . Cette ADR omportant 2m sommets on d�eduit de la remarque 177que le alul des ars ompl�etant et automate se fait en temps O(m�j�j). Finalement lealul des liens s(u) s'e�etue en temps O(m) et le pr�etraitement n�eessite don un espaeO(m� j�j) et un temps O(m� j�j).



146 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCELa phase de reherhe de motif onsiste, apr�es avoir d�edoubl�e les sommets du texteT de la même mani�ere que pour M , �a \lire" l'arboresene T dans l'automate AC(M)(tout omme on lisait un texte T dans l'automate AC(M)). On assoie ependant �a toutsommet de T un ompteur (initialis�e �a 0) enregistrant le nombre de hemins issus de esommet et orrespondant �a un hemin raine-feuille du motif. On a ainsi une ourrenedeM en x si et seulement si �a la �n de la phase de reherhe de motifs, le ompteur assoi�e�a x est �egal au nombre de feuilles de M . On lit T dans AC(M) en e�etuant un paroursen profondeur de T (dont on a d�edoubl�e les sommets) et en suivant, �a haque sommet xvisit�e, la transition orrespondant �a son �etiquette. On maintient de plus une pile ontenantles ouples (y;u) o�u y est un anêtre de x et u l'�etat de l'automate atteint apr�es avoir visit�ey (on utilise un tableau pour stoker ette pile, not�ee P ). La prinipale op�eration onerneles �etats �naux de AC(M) : si en lisant le sommet x de T , on arrive sur un �etat �nalu de AC(M), pour tous les sommets �naux v de AC(M) reonnaissant un suÆxe (nonfor�ement propre) de m(u) (on a�ede �a es sommets par les transitions s), si m(v) estde longueur k, on inr�emente le ompteur assoi�e au k�eme anêtre de x (on a�ede �a esommet en temps O(1) �a l'aide de la pile P ). On appelle et algorithme HOD. Ho�mannet O'Donnell ont montr�e que l'algorithme HOD d�etete les ourrenes ompates de Mdans T en temps O(n � l(M)), o�u l(M) est la taille du plus grand ensemble de feuillesff1; : : : ;fkg de M telles que le mot port�e par le hemin menant de la raine �a fi i < n)est un suÆxe du mot assoi�e �a la feuille fi+1. En remarquant qu'il existe des motifs �a msommets tels que l(M) est en O(m), on onstate que et algorithme n'am�eliore en fait pasla borne quadratique en O(n�m) dans le pire des as de l'algorithme na��f.Le fait que HOD soit limit�e aux ourrenes ompates de M provient de la fa�ondont on d�edouble les sommets de M lors du pr�etraitement, qui fait intervenir l'ordre des�ls d'un sommet de mani�ere trop strite. Dans la setion suivante, nous proposons uneadaptation de et algorithme au as des ourrenes quelonques du motif.Les algorithmes de Kosaraju et Dubiner-Galil-Magen. La premi�ere am�eliorationde la borne quadratique pour la reherhe de motifs dans une arboresene est due �aKosaraju [105℄, qui propose un algorithme en temps O(n�m3=4�log(m)) pour le probl�emeRMCA. En reprenant le même prinipe que l'algorithme de Kosaraju, Dubiner, Galil etMagen [54℄ (voir aussi la pr�esentation de et algorithme par Crohemore et Rytter [52,setion 15.2℄) ont am�elior�e ette borne et obtenu un algorithme en temps O(n � pm �log(m)).Ces deux algorithmes n�eessitent que l'�etiquette de haque sommet (du texte et dumotif) ontienne l'information \ordre parmi ses fr�eres" : si le sommet x, �etiquet�e a, est lei�eme �ls de son p�ere, on transforme l'�etiquette de x en un ouple (a;i). Si M est un motif�a k feuilles f1; : : : ;fk, on note m(fi) le mot orrespondant au hemin allant de la rainede M �a fi. On a ainsi une ourrene de M en un sommet x de T , si et seulement si ilexiste k desendants x1; : : : ;xk de x tels que le mot allant de x �a xi est m(fi).Pour obtenir une borne en O(n � q � log(m)) (q = m3=4 hez Kosaraju [105℄ et q =pm hez Dubiner et al [54℄), es auteurs proposent des algorithmes op�erant en trois�etapes. La premi�ere onsiste �a aluler un ensemble d'arboresenes M1; : : : ;Ml obtenuesen restreignant M aux sommets pr�esents sur les hemins allant de la raine �a un sous-ensemble des feuilles f1; : : : ;fk de fa�on �a e que lesMi v�eri�ent des propri�et�es permettantde d�eteter les ourrenes des Mi dans T en temps O(n � q) en utilisant un algorithmesimple (l'algorithme nâ�f si h(Mi) est faible, ou l'algorithme HOD si l(Mi) est faible, o�ul(Mi) est le param�etre d�e�ni dans la desription de l'algorithme HOD). Si on note M 0l'arboresene obtenue �a partir deM en supprimant les sommets dont tous les desendants



7.3. R�ESULTATS CONNUS POUR LES ARBORESCENCES 147appartiennent aux M 0i , la deuxi�eme �etape onsiste �a reherher les ourrenes de M 0 dansT . Il s'agit l�a de l'�etape diÆile de es deux algorithmes, n�eessitant de faire appel �a unalgorithme de reherhe de motifs dans un mot ave symboles \don't are" et, dans le asde l'algorithme de Dubiner et al, �a des propri�et�es de p�eriodiit�e des hemins raine-feuillesde M 0 (intuitivement, il est naturel de jouer sur ette information ar les hemins de faiblelongueur ont �et�e trait�es ave les M 0i). Finalement,omme l'information \ordre parmi sesfr�eres" a �et�e ajout�ee aux �etiquettes des sommets, on peut dire qu'on a une ourrene deMen un sommet x de T si et seulement si on a une ourrene de haune des arboresenesMi et M 0 en x.On peut noter que pour aluler l'ensemble des arboresenes Mi, Kosaraju introduitune notion d'arboresene des suÆxes d'une arboresene dans laquelle un suÆxe d'unearboresene M est le mot form�e des �etiquettes du hemin reliant la raine deM �a l'une deses feuilles. Kosaraju alule ette arboresene des suÆxes en temps O(m� log(m)), enutilisant la version s�equentielle de l'algorithme parall�ele mis au point dans [8℄ (la onstru-tion de ette arboresene des suÆxes a ensuite �et�e am�elior�ee par Breslauer [27℄ et Shibuya[141℄).Comme dans le as de l'algorithme HOD, il ne semble pas possible de pouvoir �etendrees algorithmes au probl�eme RMA du fait de la pr�esene n�eessaire de l'information \ordre"dans l'�etiquette des sommets de M et T .Les algorithmes de Cole, Hariharan et Indyk. Dans [46℄, Cole et Hariharan em-pruntent une nouvelle voie, en proposant un algorithme probabiliste permettant de r�esou-dre le probl�eme RMCA en temps O(n� log3(m)). Dans un premier temps, Cole et Hari-haran introduisent le probl�eme de la reherhe de motifs dans les arboresenes binairesvert�ebr�ees, 'est-�a-dire les arboresenes binaires dans lesquelles un hemin reliant la ra-ine �a un sommet ayant au plus un �ls est distingu�e, e hemin �etant appel�e la olonnevert�ebrale de l'arboresene. Ainsi, pour es arboresenes binaires vertebr�ees, l'existened'une ourrene de M en un sommet x de T , n�eessite que la olonne vert�ebrale deM orresponde �a une partie de la olonne vert�ebrale de T (x doit don appartenir �aette olonne). Les auteurs montrent ensuite que l'on peut r�eduire le probl�eme RMCA�a un ensemble d'instanes du probl�eme de la reherhe de motifs dans des arboresenesbinaires vert�ebr�ees de tailles umul�ees O(n + m), ette r�edution s'e�etuant en tempsO(n +m). Cole et Hariharan introduisent ensuite une g�en�eralisation du probl�eme de lareherhe de motifs dans des mots, appel�e probl�eme du \subset mathing" que l'on peutd�e�nir omme suit. Soit P (�) l'alphabet onstitu�e de tous les sous-ensembles de �, al-phabet sur lequel on d�e�nit la notion de mot g�en�eralis�e. Par exemple, si � = fa;b;;dg,le mot M = (a;)()(a;)()(b) est un mot g�en�eralis�e sur �. Ainsi, si M et T sont deuxmots g�en�eralis�es sur �, tels que M est onstitu�e de m sous-ensembles de � (M est delongueur m), on a une ourrene de M en T [i℄ si et seulement si, pour 1 � j � m,M [j℄ � T [i+j�1℄. Par exemple, si T = (;d)(b;d)(a;b;)()(a;)()(b;)()(a;b;)(a;d)(a;d)(b),on a une seule ourrene deM en T , situ�ee en position 3. Cole et Hariharan montrent alorsque la reherhe de motifs dans des arboresenes binaires vert�ebr�ees se r�eduit en tempslin�eaire au probl�eme pr�e�edent. Finalement, ils proposent deux algorithmes pour r�esoudrele probl�eme \subset mathing" : un algorithme d�eterministe en temps O(n�pm� log(m))et un algorithme non d�eterministe en temps O(n� log3(m)). En utilisant des r�esultats al-gorithmiques sur le odes superimpos�es [94℄, Cole, Hariharan et Indyk [47℄ ont ensuitepropos�e un algorithme d�eterministe permettant de r�esoudre le probl�eme \subset mat-hing", et don le probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresene, en tempsO(n� log3(n)).



148 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEOn peut noter que la notion de olonne vert�ebrale introduite dans ette approheimpose que haque sommet de la olonne vert�ebrale d'une arboresene a au plus un �lsn'appartenant pas �a ette olonne vert�ebrale, ette ondition �etant n�eessaire lors la phasede reherhe de motifs. Cet algorithme semble don limit�e aux arboresenes binaires etau probl�eme RMCA.Coder une arboresene par des mots. Dans une s�erie de trois artiles [112, 113, 114℄(voir aussi les travaux de Grossi, Luio et Pagli [85℄), Luio et Pagli introduisent unenotion de distane entre deux arboresenes A1 et A2, orrespondant au nombre d'arbo-resenes �a ins�erer ou supprimer dans A1 pour obtenir A2. Ils proposent un algorithmesimple, qui, �etant donn�es deux arboresenes T et M et un entier k, d�etete tous les som-mets x de T pour lesquels Tx est �a distane au plus k de M 2. Cet algorithme se omposede trois �etapes.La premi�ere �etape onsiste �a oder T (resp. M) par trois mots 3ST , FT et PT (resp.SM , FM et PM ), haun de taille O(n) (resp. O(m)), puis �a onat�ener les deux mots STet SM en un seul mot S, et �a aluler l'arboresene des suÆxes AS(S) de e mot.La deuxi�eme �etape onsiste �a pr�etraiter AS(S) de sorte qu'�etant donn�es deux sommetsu et v de AS(S), on puisse aluler le plus prohe anêtre ommun de u et v en temps O(1)(et don le plus long pr�e�xe ommun de m(u) et m(v)). Harel et Tarjan [90℄ ont montr�eque e pr�etraitement peut être e�etu�e en temps et espae lin�eaire, soit en O(n+m) dansnotre as.Remarque 184. Ce r�esultat, d�esormais lassique, est souvent utilis�e pour la mise au pointd'algorithmes sur les mots utilisant l'arboresene des suÆxes (voir par exemple [86, partieII℄). Il est dû �a Harel et Tarjan [90℄, et a �et�e ensuite am�elior�e par Shieber et Vishkin [137℄et Berkman et Vishkin [17℄. R�eemment, Bender et Farah-Colton [13℄ ont propos�e unenouvelle tehnique dont la mise en �uvre est plus ais�ee.Finalement, la phase de reherhe de motifs proprement dite onsiste �a lire n fois enparall�ele un suÆxe de ST et SM en utilisant AS(S), FT , PT , FM et PM pour �eviter deparourir des fateurs identiques, e qui permet d'e�etuer haun de es parours entemps O(k). Cette phase a une omplexit�e en temps en O(k � n).On peut noter que l'id�ee du odage d'une arboresene par des mots a �et�e utilis�eenotamment par Ramesh et Ramakrishnan [130℄ pour le probl�eme de la reherhe de motifsdans des termes, ou par M�akinen [115℄ (voir aussi les artiles de Dublish [55℄, Grossi [84, 83℄et Verma [161℄).Quelques ommentaires. Pour onlure e rapide tour d'horizon des travaux abordantle probl�eme de la reherhe de motifs dans une arboresene, on peut souligner trois pointsessentiels.Premi�erement, il n'existe pas, �a notre onnaissane, d'algorithme traitant le probl�emeRMA dans le as des arboresenes g�en�erales. Tous les algorithmes propos�es portent soitsur les termes, soit sur le probl�eme RMCA. Dans la setion suivante, nous proposons uneadaptation de l'algorithme desendant de Ho�mann et O'Donnell pour le probl�eme RMA.2. Cette notion de distane est une simpli�ation de la notion de distane entre deux arboresenesintroduite par Tai [152℄ et Zhang et Shasha [167℄.3. Nous d�erivons e odage dans le hapitre suivant, dans lequel nous pr�esentons un algorithme utilisantette approhe.



7.4. ADAPTATION DE HOD 149Deuxi�emement, on remarque que même le probl�eme RMCA a re�u peu d'attention(omme nous venons de le voir, les travaux sur e sujet sont peu nombreux), e quis'explique sans doute par sa diÆult�e. Ainsi les tehniques employ�ees pour obtenir unalgorithme en temps quasi-lin�eaire (le seul algorithme ayant une omplexit�e de et ordreest elui de Cole, Hariharan et Indyk) sont omplexes et lourdes �a implanter. C'est pour-quoi, bien qu'auune �etude exp�erimentale sur e sujet n'ait �et�e r�ealis�ee, on peut penserque es algorithmes sont peu omp�etitifs, relativement au temps d'ex�eution moyen, enomparaison ave l'algorithme na��f qui se arat�erise par sa simpliit�e et son bon om-portement en moyenne (les r�esultats exp�erimentaux que nous fournissons dans la setionsuivante semblent indiquer un omportement lin�eaire en moyenne). C'est ainsi que dansla plupart des appliations n�eessitant d'e�etuer une reherhe de motifs dans une arbo-resene, l'algorithme implant�e est d'ailleurs l'algorithme na��f (�a plus forte raison lorsquele probl�eme trait�e est le probl�eme RMA et non le probl�eme RMCA).Finalement, on peut remarquer qu'auun des algorithmes propos�es dans la litt�eraturene semble adapt�e au as statique. En e�et, omme nous l'avons vu dans la deuxi�eme se-tion de e hapitre, on peut, dans le as des mots, pr�etraiter \une fois pour toute" le texte(en onstruisant son arboresene des suÆxes, ou son tableau des suÆxes qui poss�ede demeilleures propri�et�es pratiques), en temps et espae lin�eaires, et e�etuer ainsi une re-herhe du motif en temps quasi-lin�eaire. Cette tehnique est partiuli�erement utile pourreherher rapidement un ou des motifs dans une banque de donn�ees de textes statiques(omme des s�equenes biologiques par exemple). Dans le hapitre suivant, nous proposonsune adaptation de l'algorithme na��f bas�ee sur le odage d'une arboresene par des motset l'utilisation de l'arboresene des suÆxes, qui si elle ne modi�e pas la omplexit�e qua-dratique de l'algorithme na��f, semble poss�eder de bonnes propri�et�es pratiques dans le asdes termes et du probl�eme RMCA.7.4 Adaptation de l'algorithme HODDans ette setion, nous d�erivons une modi�ation de l'algorithme HOD (qui traitele probl�eme RMCA) a�n de r�esoudre le probl�eme RMA. Cette modi�ation, bien que tr�essimple, ne semble �gurer dans auun artile ant�erieur sur le sujet. Nous ommen�ons parrappeler la d�e�nition du parours en profondeur pr�e�xe d'une arboresene.D�e�nition 185. Le parours en profondeur pr�e�xe d'une arboresene A est le paroursonsistant �a visiter la raine de A, puis �a parourir r�eursivement haun des sous-arboresenes issues de ette raine dans l'ordre o�u ils apparaissent. Lors de e parours,on assoie un indie �a haque sommet lors de e parours (indie i pour le i�eme sommetvisit�e).On suppose ii que tout sommet x du texte T onnâ�t la taille jTxj de la sous-arboresene dont il est raine et l'indie qui lui est assoi�e lors d'un parours en pro-fondeur pr�e�xe (on note ette information ind(x)). Ce pr�etraitement du texte s'e�etueen temps et espae O(n).Dans un premier temps, on assoie �a toute feuille x du motif les informations suivantes(voir �gure 7.9) :{ si x est la i�eme feuille visit�ee lors d'un parours en profondeur pr�e�xe de M , on notenum(x) = i (on dit que x est la i�eme feuille de M) ;{ on note l1(x) le nombre d'arêtes du hemin allant de x �a la raine de M ;



150 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCE{ si num(x) = i et i > 1 (x n'est pas la premi�ere feuille), on note l2(x) le nombred'arêtes du hemin allant de x au plus prohe anêtre ommun de x et de la (i�1)�emefeuille de M (on a don l2(x) > 0) ; sinon, l2(x) = 0, pour la premi�ere feuille de x(num(x) = 1). b b a(1;2;0) (3;2;2) (5;1;1)(4;2;1)(2;2;1)
a(num(x);l1(x);l2(x)) a  b aFig. 7.9 { Informations assoi�ees aux feuilles du motifNotation. Soient A une arboresene et x, y deux sommets de A tels que y est un desen-dant de x. On note CA(x;y) (CA(y) si x est la raine de A) le mot form�e des �etiquettesdes sommets du hemin allant de x �a y, les sommets x et y inlus (si x est le k�eme anêtrede y, e mot omporte don k + 1 lettres).On onstruit ensuite l'automate de Aho-Corasik de l'ensemble des mots CM (fi) as-soi�es �a haque feuille fi de M (fi d�esignant la i�eme feuille de M). On assoie de plus �atout �etat �nal u de et automate (repr�esent�e par un arr�e dans la �gure suivante) l'en-semble des triplets (i;l1(fi);l2(fi)) tels que le mot orrespondant au hemin allant de laraine de M �a la feuille fi est �egal �a m(u). Finalement, on ajoute les transitions s(u) dela même mani�ere que pour l'automate AC alul�e par l'algorithme HOD, et on obtientainsi un automate que l'on note aussi AC(M). Dans la �gure 7.10, on n'a pas repr�esent�eeles transitions s(u), elles-i reliant haque �etat �nal �a l'�etat initial (pour et exemple).

b b a(1;2;0) (3;2;2) (5;1;1)(4;2;1)(2;2;1)
aa b ab ab abb(2;2;1)(3;2;2) (1;2;0)(4;2;1)ab a ab (5;1;1)

b
a

Fig. 7.10 { Un motif M et l'automate AC(M) orrespondantD�e�nition 186. Soit M une arboresene ayant k feuilles. On note Mi l'arboreseneassoi�ee �a la feuille fi et obtenue en supprimant de M tous les sommets n'ayant, parmi



7.4. ADAPTATION DE HOD 151leurs desendants, auune feuille fj telle que j � i. On appelle Mi le i�eme pr�e�xe de Mar ette arboresene orrespond �a la suppression dans M de tous les sommets ayant unindie sup�erieur �a elui de la feuille fi.On peut remarquer que, pour un sommet x de T , on d�etete une ourrene de M1 enx si et seulement si il existe un desendant y de x tel que CT (x;y) = CM (f1). Supposonsmaintenant que l'on ait trouv�e une ourrene de Mi en un sommet x de T (on note z lesommet de T orrespondant �a fi), et qu'il existe un desendant y de x tel que CT (x;y) =CM (fi+1). On a alors une ourrene de Mi+1 en x telle que y orresponde �a la feuille fi+1si et seulement si les onditions suivantes sont satisfaites (voir �gure 7.11) : si k = l2(fi+1),si y1 est le k�eme anêtre de y et y2 le (k � 1)�eme anêtre de y (y1 est le p�ere de y2) alorsz appartient �a la sous-arboresene Ty1 et le hemin allant de y1 �a z passe par un fr�eregauhe de y2, e qui se traduit formellement parind(y1) < ind(z) < ind(y1) + jTy1 j � 1 et ind(y2) > ind(z):(7.1)
fi fi+1kM = T = xy1 y2 yzFig. 7.11 { CT (x;y) = CM (fi+1)Le prinipe de la phase de reherhe de motifs onsiste �a parourir en parall�ele l'arbo-resene T (par un parours en profondeur pr�e�xe) et l'automate AC(M) de sorte qu'apr�esavoir visit�e un sommet s de T , on se trouve dans un �etat t de l'automate AC(M) orres-pondant �a la leture du mot CT (s). Durant e parours , on maintient une pile P (g�er�ee�a l'aide d'un tableau) telle qu'�a tout instant, le sommet de pile ontienne le quadruplet(s;j;k;t) tel que{ s est le sommet ourant de T (le dernier sommet visit�e lors du parours en profondeurpr�e�xe de T ),{ j est l'indie du plus grand pr�e�xe de M (d�e�nition 186) reonnu en s,{ k est l'indie du sommet z de Ts orrespondant �a la j�eme feuille de M (ind(z) = k),{ t est l'�etat de AC(M) atteint apr�es avoir visit�e le sommet s,et on maintient dans e tableau (ette pile) les informations orrespondant aux anêtres dudernier sommet s visit�e (le quadruplet orrespondant �a s est le dernier �el�ement du tableaualors que la quadruplet orrespondant �a la raine de T en est le premier �el�ement). On end�eduit que P ontient �a tout instant au plus h(T ) quadruplets (on rappelle que h(T ) est lahauteur de T ). Finalement, pour d�eteter les ourrenes de M dans T , on maintient lesinformations donn�ees par les quadruplets de P de la mani�ere suivante : si, apr�es avoir visit�e



152 CHAPITRE 7. RECHERCHE DE MOTIFS DANS UNE ARBORESCENCEle sommet s on arrive sur un �etat �nal t de AC(M), pour haque triplet assoi�e �a un �etat�nal de l'automate reonnaissant un suÆxe de longueur k de m(t) (on parourt es �etats�naux grâe aux transitions s(t) de l'automate), on modi�e le quadruplet de P assoi�eau k�eme anêtre de s lorsque la ondition (7.1) est v�eri��ee. On obtient ainsi l'algorithmesuivant, que nous appelons HOD2.Algorithme 13: HOD2 : reherhe du motif M dans T ave l'automate AC(M).Donn�ees : AC(M) et Td�ebutsoient init l'�etat initial de AC(M) et r la raine de T ;top := 1, t := Æ(init;e(x)) et P [top℄ := (r;0;0;t);tant que top > 0 faire(s;j;k;t) := P [top℄;si tous les �ls de s ont �et�e visit�es alorstop := top� 1;si j est �egal au nombre de feuilles de M alors aÆher \Ourrene deM en s";sinonsoit y le premier �ls de s non visit�e;top := top+ 1, t := Æ(t;e(y)) et P [top℄ := (y;0;0;t);si t est un �etat �nal alorstant que t 6= init fairepour haque triplet (i;l1;k) assoi�e �a l'�etat t faire1 (x;j1;k1;t1) := P [top� l1℄;(y1;j2;k2;t2) := P [top� k℄ ;(y2;j3;k3;t3) := P [top� k + 1℄;si (j1 = i � 1) et ((k1 = 0) ou (ind(y1) < k1 < ind(y1) +jTy1 j � 1 et ind(y2) > k1)) alors2 P [top� l1℄ := (x;j1 + 1;ind(y);t1);t := s(t);�nLa omplexit�e du pr�etraitement est identique �a elle du pr�etraitement de l'algorithmedesendant de Ho�mann et O'Donnell : la transformation de M en ADR est r�ealis�ee entemps O(m), la ompl�etion de ette ADR pour obtenir un automate omplet s'e�etue entemps O(m� j�j) et le alul des transitions s(t) se fait en temps O(m). Lors de la phasede reherhe du motif, le nombre d'op�erations e�etu�ees lorsque l'on visite un sommet xde T est proportionnel au nombre d'ex�eutions du blo situ�e entre les lignes marqu�ees 1et 2, qui vaut au plus l(M). On obtient alors le r�esultat suivant.Proposition 187. Soient T et M deux arboresenes de tailles respetives n et m. L'al-gorithme HOD2 d�etete toutes les ourrenes de M dans T en temps O(n� l(M)).Nous donnons maintenant quelques r�esultats exp�erimentaux qui laissent penser que etalgorithme est malheureusement moins eÆae que l'algorithme na��f. Nous avons mis en



7.4. ADAPTATION DE HOD 153�uvre es deux algorithmes en C et nous avons pro�ed�e de la mani�ere suivante pour r�ealiserdes tests. Nous avons engendr�e al�eatoirement et uniform�ement une arboresene T sur �[2℄, puis une entaine d'arboresenes M sur � de taille omprise entre 5 sommets et 20sommets, et en�n, pour haune d'entre elles, nous avons reherh�e les ourrenes de Mdans T en utilisant l'algorithme na��f, puis l'algorithme HOD2. Les statistiques suivantesont �et�e mesur�ees : nombre Comp1 de omparaisons entre les �etiquettes d'un sommet deT et d'un sommet de M e�etu�ees par l'algorithme na��f, nombre Comp2 d'ex�eutions dublo situ�e entre les lignes marqu�ees 1 et 2 de HOD2, temps t1 pris par l'algorithme na��fet temps t2 pris par l'algorithme HOD2. Nous obtenons les r�esultats suivants, synth�etis�espar le tableau suivant. On peut de plus ajouter qu'en nous limitant �a des motifs ayant peude feuilles, nous avons obtenu des r�esultats semblables.jT j j�j Comp2=Comp1 t2=t1100 1 2;73 2;68100 3 2;52 3;04100 5 3;60 3;71100 7 4;79 3;841000 1 2;15 2;931000 3 2;05 3;851000 5 2:97 4;571000 7 3;99 4;8210000 1 1:97 4;0310000 3 1;92 4;7910000 5 2;80 4;8810000 7 3;76 5;52Tab. 7.1 { Comparaison de l'algorithme na��f et de l'algorithme HOD2
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Chapitre 8Coder une arboresene par desmotsComme nous l'avons mentionn�e dans le hapitre pr�e�edent, en onlusion de la revuedes prinipaux travaux traitant de probl�eme de la reherhe de motifs dans une arbores-ene, auun des algorithmes propos�es n'est d�edi�e au as statique (le texte T est �x�e).Dans e hapitre, nous nous int�eressons �a e probl�eme et nous proposons une adaptationde l'algorithme na��f bas�ee sur le odage d'une arboresene par des mots et l'utilisationde l'arboresene des suÆxes. Si la omplexit�e en temps (toujours dans le pire des as)de l'algorithme que nous proposons en O(n �m), les r�esultats exp�erimentaux que nousobtenons, dans le as de termes binaires ou du probl�eme RMCA, semblent indiquer desperformanes en moyenne int�eressantes (d'un point de vue pratique et th�eorique).Dans la premi�ere setion nous nous int�eressons au as des termes. Nous poursuivons end�erivant un algorithme pour le probl�eme RMCA dans le as des arboresenes g�en�eralesbas�e sur le même prinipe mais utilisant un odage d'une arboresene par des motsl�eg�erement di��erent. Nous onluons en exposant quelques r�esultats exp�erimentaux.Remarque 188. On peut noter que le odage d'une arboresene par des mots que nousutilisons dans les deux prohaines setions i-dessous provient des travaux de Luio etPagli [112, 113, 114℄. Ces auteurs l'utilisent pour r�esoudre ertains probl�emes de reherhede motifs dans une arboresene l�eg�erement di��erents des probl�emes que nous onsid�eronsdans e m�emoire.8.1 Le as des termesD�e�nition 189. Soit A un terme de taille n sur l'alphabet de symboles �. On note SAet LA les mots de longueur n sur les alphabets respetifs � et [n℄ d�e�nis de la mani�eresuivante : si x est le i�eme sommet visit�e lors du parours en profondeur pr�e�xe de A, alorsSA[i℄ = e(x) et LA[i℄ = i+ jTxj.On remarque que si x est le i�eme sommet visit�e lors du parours en profondeur de A,LA[i℄ donne la position dans SA du symbole assoi�e au sommet renontr�e imm�ediatementapr�es que toute la sous-arboresene de raine x ait �et�e visit�ee.



156 CHAPITRE 8. CODER UNE ARBORESCENCE PAR DES MOTSba aa d e SA = b::a:a:e:d:aLA = 8:4:4:5:8:7:8Fig. 8.1 { Codage d'un terme par 2 motsObservation 190. Soit x un sommet de T et i l'indie du symbole e(x) de ST assoi�e �a x. Ona une ourrene deM en x si et seulement si il existe m entiers i1 = i < i2 < � � � < im � ntels que, pour 1 � j � n,{ si SM [j℄ 6= v alors ST [ij ℄ = SM [j℄,{ si SM [j℄ 6= v alors ij+1 = ij + 1, sinon ij+1 = LT [ij ℄.On en d�eduit la version suivante de l'algorithme na��f. Comme nous nous pla�ons dansle as statique, nous supposons que le texte T a �et�e pr�etrait�e de sorte que pour haquesymbole de �, on onnâ�t ses ourrenes dans ST . On rappelle qu'on note n la taille dutexte T et m la taille du motif M .Algorithme 14: Algorithme na��f am�elior�e (pour les termes)Donn�ees : ST , LT , SMd�ebutpour haque 1 � i � n tel que ST [i℄ = SM [1℄ fairej := 2 et k := i+ 1;tant que j � m fairesi ST [k℄ = SM [j℄ alorsj := j + 1 et k := k + 1;1 sinon si SM [j℄ = v alorsj := j + 1 et k := LT [k℄;sinon sortir de la boule tant que;si j = m+ 1 alorsaÆher \Ourrene de M en i";�nOn peut ependant remarquer que si il existe i1 et i2 tels que ST [i1;n℄ et ST [i2;n℄ ontun pr�e�xe ommun �egal �a un pr�e�xe de SM , es deux fateurs identiques de ST serontlus par et algorithme. Le prinipe de l'am�elioration que nous proposons onsiste �a �eviterette leture multiple de ertains fateurs identiques en utilisant l'arboresene des suÆxesde ST . Notre algorithme repose sur la d�e�nition de la reonnaissane d'un pr�e�xe de SMdans AS(ST ), que nous �enon�ons i-dessous avant de l'illustrer par la �gure 8.2.D�e�nition 191. Soient (d;f) l'�etiquette d'une arête de AS(ST ) allant d'un sommet uvers un sommet w (�a ette arête orrespond le fateur ST [d;f ℄) et l un entier tel que



8.1. LE CAS DES TERMES 1570 � l � f � d. On dit que ((d;f);l) reonnâ�t le k�eme pr�e�xe de SM si il existe k indies(d� jm(u)j) = i1 < i2 < � � � < ik = (d+ l) tels que, pour 1 � j � k,{ si SM [j℄ 6= v alors ST [ij ℄ = SM [j℄,{ si SM [j℄ 6= v alors ij+1 = ij + 1, sinon ij+1 = LT [ij ℄.Dans la �gure suivante, on a repr�esent�e de mani�ere abstraite les symboles de � par depetits arr�es blans.
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Fig. 8.2 { Illustration de la d�e�nition 191Le prinipe de notre algorithme est de lire SM dans AS(ST ), la seule diÆult�e �etantde g�erer eÆaement le as o�u SM [j℄ = v (on dit alors qu'on e�etue un saut). Pour elaon s'appuie sur l'observation suivante, que l'on illustre par la �gure 8.3.Observation 192. Soient k < m tel que SM [k + 1℄ = v et ((d;f);l) un ouple reonnaissantle k�eme pr�e�xe de SM (au sens de la d�e�nition 191). On suppose que (d;f) est l'�etiquetted'une arête de AS(ST ) allant d'un sommet u �a un sommet w. Soient (d0;f 0) l'�etiquetted'une arête de AS(ST ) allant d'un sommet u0 desendant de u �a un sommet w0 desendantde w, h la longueur du mot �etiquetant le hemin allant de ((d;f);l) �a u0 (h = 0 si u0 = u etl = 0, et h = jm(u0)j � jm(u)j � l sinon) et l0 un entier tel que 0 � l0 � f 0 � d0. ((d0;f 0);l0)reonnâ�t le (k + 1)�eme pr�e�xe de SM si et seulement siLT [d0 � h+ 1℄ = d0 + l0 + 1:



158 CHAPITRE 8. CODER UNE ARBORESCENCE PAR DES MOTS
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Fig. 8.3 { Illustration de l'observation 192On d�e�nit alors deux pro�edures pour parourir AS(ST ). La premi�ere, appel�ee Le-ture, est une modi�ation de la pro�edure de reherhe d'un mot dans une arboresenedes suÆxes, tant que le arat�ere ourant de SM est di��erent de v et fait appel �a unepro�edure r�eursive Sauts d�es que le arat�ere ourant de SM est la variable v (on om-pare SM [j℄ = v ave le (l+1)�eme arat�ere de l'ar (d;f)). La pro�edure Sauts herhe alorstous les ouples ((d0;f 0);l0) reonnaissant le (j + 1)�eme pr�e�xe de SM (on dit alors qu'on ae�etu�e un saut de ((d;f);l) vers ((d0;f 0);l0)). Dans les pro�edures d�erites i-dessous, onsuppose que l'arête (d;f) (resp. (d0;f 0)) va du sommet u (resp. u0) vers le sommet w (resp.w0).Algorithme 15: Reherhe de motifs a�el�er�ee (pour les termes)Donn�ees : ST , LT , SM et AS(ST )d�ebutsoit r la raine de AS(ST );si une arête (d;f) telle que ST [d℄ = SM [1℄ quitte r alorsLeture(1, ((d;f);0));�n



8.1. LE CAS DES TERMES 159Algorithme 16: Leture (pour les termes)Donn�ees : j, ((d;f);l)d�ebutk := j;1 tant que k � m, l � (f � d) et ST [d+ l℄ = SM [k℄ fairek := k + 1 et l := l + 1;si k > m alors2 parourir la sous-arboresene de AS(ST ) de raine w, tous les sommets�naux orrespondant �a une ourrene de M dans T ;sinon si l > (f � d) alorspour haque arête (d0;f 0) quittant w faireLeture(k, ((d0;f 0);0));sinon si SM [k℄ = v alorsSauts(k, ((d;f);l), 0) sinon �Ehe;�nAlgorithme 17: Sauts (pour les termes)Donn�ees : j, ((d;f);l) et h (voir �gure 8.3d�ebutg := LT [d+ l � h+ 1℄;si g � f + 1 alorsLeture(j + 1, ((d;f);g � d));sinon pour toute arête (d0;f 0) quittant w faireSauts(j, ((d0;f 0);0), h+ (f � d+ 1)� l);�nProposition 193. Soient T et M deux termes de tailles respetives n et m. L'algorithme15 d�etete toutes les ourrenes de M dans T en temps O(n�m) dans le pire des as.Preuve. La omplexit�e en temps de et algorithme d�epend de trois param�etres : le nombrede omparaisons entre les arat�eres de ST et SM (nombre d'it�erations de l'�etape marqu�ee 1de Leture), le nombre d'appels �a Sauts et le parours des sous-arboresenes de AS(ST )en as de su�es (�etape marqu�ee 2 de Leture). Le nombre de omparaisons de arat�eres,�etant lairement au plus �egal �a elui de l'algorithme na��f, est en O(n � m). Le nombrede sommets de AS(ST ) visit�es lors de l'�etape marqu�ee 2 de Leture est en O(k) si on ak ourrenes de M dans T , et k � n. Finalement, en remarquant qu'il ne peut y avoirdeux appels �a Sauts onernant la même arête (d;f) que si on a e�etu�e une omparaisonentre un arat�ere de ST et un arat�ere de SM entre es deux appels, on a bien O(n�m)appels �a Sauts. utNous donnons en �n de hapitre des r�esultats exp�erimentaux qui semblent indiquerque sur des termes al�eatoires, et algorithme est sensiblement plus rapide que l'algorithmena��f.



160 CHAPITRE 8. CODER UNE ARBORESCENCE PAR DES MOTS8.2 Le as des arboresenes quelonquesOn peut bien entendu appliquer le même prinipe aux arboresenes quelonques, maisle odage par des mots doit être modi��e. On utilise en e�et 3 mots de longueur 2n haunpour oder une arboresene �a n sommets.D�e�nition 194. Soit A une arboresene de taille n sur �. On d�e�nit les trois mots SA,LA et PA de longueur 2n sur l'alphabet � [ f0g omme suit :{ le mot SA est obtenu en odant, lors d'un parours en profondeur pr�e�xe de A, lepremier (resp. dernier) passage sur le sommet x par e(x) (resp. 0) : on dit que x estle sommet assoi�e �a SA[i℄ = e(x) ;{ si SA[i℄ = 0 alors LA[i℄ = 0 ; sinon, x �etant le sommet assoi�e �a SA[i℄, LA[i℄ =i+ 2jAxj ;{ si SA[i℄ = 0 ou i = 1, alors PA[i℄ = 0 ; sinon, x �etant le sommet assoi�e �a SA[i℄ et yle p�ere de x (qu'on suppose assoi�e �a SA[j℄), on pose PA[i℄ = j.b bb a  aa b1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18SA = b b  0 0 b a 0 0 a  0 a b 0 0 0 0LA = 19 6 5 0 0 10 9 0 0 18 13 0 17 16 0 0 0 0PA = 0 1 2 0 0 1 6 0 0 1 10 0 10 13 0 0 0 0Fig. 8.4 { Codage d'une arboresene quelonque par des motsObservation 195. Soient x un sommet de T et i l'indie du symbole e(x) de ST assoi�e �ax. On a une ourrene de M en x si et seulement si il existe 2m entiers i1 = i < i2 <� � � < i2m � 2n tels que{ pour 1 � j � 2m, ST [ij ℄ = SM [j℄,{ si j < 2m et SM [j + 1℄ 6= 0 alors ij+1 = ij + 1{ si j < 2m et SM [j + 1℄ = 0 :{ si ST [ij + 1℄ = 0 alors ij+1 = ij + 1,{ sinon, ij+1 = LT [PT [ij + 1℄℄ � 1.Par exemple, si T est l'arboresene A de la �gure pr�e�edente et M est l'arboresenesuivante, bb b a



8.2. LE CAS DES ARBORESCENCES QUELCONQUES 161alors SM = b b 0 b 0 a 0 0;et on a une ourrene de M �a la raine de T , orrespondant aux symboles de ST entour�esde rohets i-dessous [b℄ [b℄  0 [0℄ [b℄ a 0 [0℄ [a℄  0 a b 0 0 [0℄ [0℄:On remarque que les lettres 0 du motif jouent un rôle analogue �a la variable v pourles termes et on peut traduire l'algorithme na��f pour le probl�eme RMCA de la mani�eresuivante.Algorithme 18: Algorithme na��f am�elior�e (probl�eme RMCA et arboresenes quel-onques)Donn�ees : ST , LT , PT et SMd�ebutpour haque 1 � i � 2n tel que ST [i℄ = SM [1℄ fairej := 2 et k := i+ 1;tant que j � 2m fairesi ST [k℄ = SM [j℄ alorsj := j + 1 et k := k + 1;1 sinon si SM [j℄ = 0 alorsj := j + 1 et k := LT [PT [k℄℄;sinon sortir de la boule tant que;si j = 2m+ 1 alorsaÆher \Ourrene en i";�nNous pouvons pro�eder par analogie au as des termes en onsid�erant AS(ST ) poura�el�erer et algorithme en �evitant la omparaison de pr�e�xes ommuns. On d�e�nit la no-tion de reonnaissane d'un pr�e�xe de SM dans AS(ST ) de la mani�ere suivante, ons�equen-e de l'observation 195.D�e�nition 196. Soient (d;f) une arête de AS(ST ) (allant d'un sommet u vers un sommetw) et l un entier tel que 0 � l � f � d. On dit que ((d;f);l) reonnâ�t le k�eme pr�e�xe deSM si il existe k entiers (d� jm(u)j) = i1 < i2 < � � � < ik = (d+ l) tels que :{ pour 1 � j � k, ST [ij ℄ = SM [j℄,{ si j < k et SM [j + 1℄ 6= 0 alors ij+1 = ij + 1{ si j < k et SM [j + 1℄ = 0 :{ si ST [ij + 1℄ = 0 alors ij+1 = ij + 1,{ sinon, ij+1 = LT [PT [ij + 1℄℄ � 1.Observation 197. Soient k < m tel que SM [k + 1℄ = 0 et ((d;f);l) un ouple reonnaissantle k�eme pr�e�xe de SM . On suppose que (d;f) est l'�etiquette d'une arête de AS(ST ) allantd'un sommet u �a un sommet w. Soient (d0;f 0) l'�etiquette d'une arête de AS(ST ) allantd'un sommet u0 desendant de u �a un sommet w0 desendant de w, h la longueur dumot �etiquetant le hemin allant de ((d;f);l) �a u0 (h = 0 si u0 = u et l = 0, et h =



162 CHAPITRE 8. CODER UNE ARBORESCENCE PAR DES MOTSjm(u0)j � jm(u)j � l sinon) et l0 un entier tel que 0 � l0 � f 0 � d0. ((d0;f 0);l0) reonnâ�t le(k + 1)�eme pr�e�xe de SM si et seulement sid0 = d, l0 = l + 1 et ST [d0 + l0℄ = 0ouu0 = w, l0 = 0 et ST [d0℄ = 0ouLT [PT [d0 � h+ 1℄℄ = d0 + l0 + 1.En s'appuyant sur ette observation, on obtient, de la même fa�on que pour les termes,les pro�edures suivantes. On suppose que l'arête (d;f) (resp. (d0;f 0)) va du sommet u (resp.u0) vers le sommet w (resp. w0).Algorithme 19: Reherhe de motifs a�el�er�ee (probl�eme RMCA et arboresenesquelonques)d�ebutSoit r la raine de AS(ST );si une arête (d;f) telle que ST [d℄ = SM [1℄ quitte r alorsLeture(1, ((d;f);0));�nAlgorithme 20: Leture (probl�eme RMCA et arboresenes quelonques)Donn�ees : j, ((d;f);l)d�ebutk := j;tant que k � 2m, l � (f � d) et ST [d+ l℄ = SM [k℄ fairek := k + 1 et l := l + 1;si k > 2m alorsparourir la sous-arboresene de AS(ST ) de raine w, tous les sommets�naux orrespondant �a une ourrene de M dans T ;sinonsi l > (f � d) alorssi il existe une arête (d0;f 0) quittant w telle que ST [d0℄ = SM [k℄ alorsLeture(k + 1, ((d0;f 0);0));sinon si SM [k℄ = 0 alorspour toute arête (d0;f 0) quittant w faireSauts(j, ((d0;f 0);0), d0 � PT [d0℄);sinon si SM [j℄ = 0 alorsSauts(j, ((d;f);l), d+ l � PT [d+ l℄);�n



8.3. R�ESULTATS EXP�ERIMENTAUX 163Algorithme 21: Sauts(probl�eme RMCA et arboresenes quelonques)Donn�ees : j, ((d;f);l) et hd�ebutg := LT [PT [d+ l � h+ 1℄℄;si g � f alorsLeture(j + 1, ((d;f);g � d));sinonpour toute arête (d0;f 0) quittant y faireSauts(j, ((d0;f 0);0), h+ (f � d+ 1)� l);�nProposition 198. Soient T et M deux arboresenes de tailles respetives n et m. L'al-gorithme 19 d�etete toutes les ourrenes ompates de M dans T en temps O(n �m)dans le pire des as.Preuve. La preuve de e r�esultat est identique �a elle de la proposition 193.8.3 R�esultats exp�erimentauxNous avons implant�e les algorithmes 14 et 15 (en C sur un PC-Linux) et les avonsexp�eriment�es sur des termes binaires. Pour ela nous avons suivi un proessus exp�erimentalanalogue �a elui du hapitre pr�e�edent. Nous avons engendr�e al�eatoirement et uniform�e-ment un terme binaire T sur �, puis une entaine de motifs binaires M sur � de tailleomprise entre 5 sommets et 20 sommets, et en�n, pour haun d'entre eux, reherh�e leursourrenes dans T en utilisant l'algorithme 14, puis par l'algorithme 15. Nous avons alorsr�ealis�e les statistiques suivantes : nombre Comp1 de omparaisons entre les �etiquettes dedeux sommets de T et M e�etu�ees par l'algorithme na��f, nombre Comp2 de omparaisonse�etu�ees par l'algorithme 15, nombre Sauts d'appels �a la pro�edure Sauts, temps t1 prispar l'algorithme 14 et temps t2 pris par l'algorithme 15. Dans la table 8.1, mult d�esignele nombre d'�etiquettes possibles pour un n�ud (resp. feuille) de T et de M (on a donj�j = 2�mult). Nous pr�esentons es statistiques en omparant Comp1 �a Comp2 et Sauts,et t1 �a t2.On remarque alors que l'algorithme 14 e�etue e�etivement beauoup moins de om-paraisons entre arat�eres de ST et SM que l'algorithme 15 (on rappelle que Steyaert etFlajolet ont montr�e que Comp1 est en O(n) [149℄), et que le nombre d'appels �a la pro�edureSauts est en O(n). Cela se traduit en pratique par le fait que d�es que mult > 1, notrealgorithme semble être sensiblement plus int�eressant, en termes de temps d'ex�eution, quel'algorithme 14. En remarquant de plus que l'algorithme 15 est tr�es simple �a implanter, ilnous semble naturel de onsid�erer et algorithme omme un bon andidat \en pratique"pour traiter le probl�eme de la reherhe de motifs dans des termes statiques. Il seraitependant int�eressant de v�eri�er ette aÆrmation non plus seulement sur des termes bi-naires al�eatoires, mais sur des jeux de test issus de probl�emes r�eels. Il serait �egalementint�eressant d'essayer de arat�eriser le omportement en moyenne des param�etres Comp2(en utilisant des tehniques analogues �a elles utilis�ees par Steyaert et Flajolet dans [149℄)et Sauts (même si pour ette derni�ere statistique, les tehniques de Steyaert et Flajoletne semblent pas pouvoir être utilis�ees).



164 CHAPITRE 8. CODER UNE ARBORESCENCE PAR DES MOTSjT j mult Comp1=Comp2 Comp1=Sauts t1=t2100 1 13 5;3 0;6100 2 23;9 13;9 1;2100 3 24;4 21;5 1;6100 5 26;4 33;9 2;2100 7 17;5 44;3 3;41000 1 18;1 6;2 0;761000 2 60;6 17;7 2;21000 3 92;9 27;2 2;41000 5 104;1 44;4 31000 7 110 62;6 3;310000 1 20;9 7;1 0;810000 2 90;2 20;9 2;210000 3 185;2 32;2 3;110000 5 371;4 54;9 4;810000 7 483;6 74;1 7;1Tab. 8.1 { Comparaison de l'algorithme na��f et de l'algorithme utilisant l'arboresenedes suÆxes - Cas des termesDans le as des arboresenes quelonques et du probl�eme RMCA, nous avons obtenuun fateur d'a�el�eration similaire pour l'algorithme utilisant l'arboresene des suÆxespar rapport �a l'algorithme na��f. On peut naturellement modi�er l�eg�erement l'algorithmeutilis�e dans le adre du probl�eme RMCA pour traiter le probl�eme RMA. Cependant, lespremi�eres exp�erimentations r�ealis�ees sur des arboresenes al�eatoires semblent indiqueret algorithme est l�eg�erement plus lent que l'algorithme na��f.



Chapitre 9Arboresene des suÆxes d'unearboreseneNous avons vu au hapitre pr�e�edent une premi�ere approhe du probl�eme de la re-herhe de motifs dans une arboresene (texte) statique, bas�ee sur le odage de ettearboresene par un mot et l'utilisation de l'arboresene des suÆxes de e mot. Dans ehapitre, nous proposons une autre approhe de e probl�eme en introduisant le oneptd'arboresene des suÆxes d'une arboresene.Dans la premi�ere setion, nous d�e�nissons ette notion d'arboresene des suÆxesd'une arboresene, la struture de donn�ees que nous proposons oupant un espae enO(n) pour une arboresene A ayant n sommets. Dans la seonde setion, nous rappelonsl'algorithme de onstrution de l'arboresene des suÆxes d'un mot dû �a MCreight [118℄,dont nous nous inspirons pour d�e�nir un algorithme de onstrution de l'arboresenedes suÆxes d'une arboresene telle que nous l'avons d�e�nie. L'analyse de la omplexit�een temps de et algorithme permet d'aÆrmer qu'il onstruit l'arboresene des suÆxesd'une arboresene ayant n sommets en temps O(n2), mais nous onjeturons que etteomplexit�e est en O(n�log(n)). Cette struture de donn�ee nous permet ensuite de r�esoudreertains probl�emes de reherhe d'un motif M de taille m dans un texte T de taille n entemps O(m� log(n)).9.1 La struture de donn�eesArboresene des suÆxes d'une struture abstraite. Dans e paragraphe, nousadoptons un point de vue g�en�eral et nous onsid�erons une struture abstraite T apparte-nant �a une famille F de strutures poss�edant les propri�et�es suivantes :{ on peut d�e�nir une notion de suÆxe sur les strutures de F ,{ on peut assoier �a haque suÆxe T 0 de T un mot sur un alphabet �, not�e S(T 0).On peut ainsi d�e�nir l'arboresene des suÆxes AS(T ) de T omme �etant l'ADR om-press�ee des mots S(T 0) assoi�es aux suÆxes T 0 de T , ou de mani�ere �equivalente par le faitque AS(T ) est la seule arboresene v�eri�ant les propri�et�es suivantes.165



166 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEPropri�et�e 199.1. Chaque arête de AS(T ) est �etiquet�ee par un mot sur � ; pour un sommet u de AS(T ),on note m(u) le mot port�e par le hemin allant de la raine de AS(T ) �a u.2. Pour tout suÆxe T 0 de T , il existe un et un seul sommet u de AS(T ) tel que m(u) =S(T 0) (on dit que u est le sommet �nal aeptant T 0).3. Soient u et v deux sommets de AS(T ), ayant pour plus prohe anêtre ommun lesommet w. Le mot m(w) est alors le plus long pr�e�xe ommun de m(u) et m(v) (onen d�eduit que deux arêtes quittant un même n�ud ne peuvent ommener par lamême lettre de � et que tout n�ud non �nal a au moins deux �ls).4. Pour tout sommet u de AS(T ), il existe au moins un suÆxe T 0 de T tel que m(u)est pr�e�xe de S(T 0).On d�eduit imm�ediatement de ette propri�et�e 199 le r�esultat suivant, qui exprime l'ef-�ait�e en espae de ette struture de donn�ees (moyennant un odage eÆae de sesarêtes).Proposition 200. Soit T appartenant �a F . Si T omporte n suÆxes, l'arboresene dessuÆxes AS(T ) de T omporte au plus 2n sommets.On quali�e \d'algorithme simple de reherhe dans AS(T )" l'algorithme reherhantun mot sur � dans AS(T ) de mani�ere similaire �a l'algorithme 10 (page 141). Le r�esultatsuivant montre l'int�erêt de ette notion d'arboresene des suÆxes pour la reherhe demotif dans une struture T statique ou pour la ompression de F .Proposition 201. Soient T appartenant �a F , M un mot de longueur m sur � et AS(T )l'arboresene des suÆxes de T . L'algorithme simple onsistant �a \lire" M dans AS(T )permet de d�eterminer en temps O(m� log(minfn;j�jg)) si il existe un suÆxe T 0 de T telque M est un pr�e�xe de S(T 0).Mots, matries et arboresenes. Comme nous l'avons vu lors du hapitre pr�e�edent,la notion d'arboresene des suÆxes a �et�e introduite �a l'origine pour les mots par Weiner[164℄.Dans les ann�ees 90, Gianarlo et Grossi [66, 67, 68℄ ont d�e�ni la notion d'arboresenedes suÆxes pour une matrie arr�ee, a�n de d�eteter toutes les ourrenes d'une matriearr�ee m�m dans un texte (matrie arr�ee n�n) en temps quasi-lin�eaire 1relativement �am2, apr�es avoir onstruit l'arboresene des suÆxes du texte. Ils utilisent ette approhepour l'analyse d'images repr�esent�ees par des matries de pixels (voir aussi l'artile r�eentde Gianarlo et Guaiana [69℄).La premi�ere notion d'arboresene des suÆxes d'une arboresene pr�esente dans lalitt�erature est due �a Kosaraju [105℄. Elle repose sur la notion suivante de suÆxe d'unearboresene : pour une arboresene A sur � et x un sommet de A, le suÆxe Ax de Aorrespond au mot port�e par le hemin allant de x �a la raine de A. Pour une arboreseneA ayant n sommets, Breslauer [27℄ a propos�e un algorithme onstruisant l'arboresenedes suÆxes de A en temps O(n� log(j�j)) (Shibuya [141℄ donne un algorithme en tempsO(n � log(log(n))) si l'alphabet � = f1; : : : ;ng). Cette struture de donn�ees permet enpartiulier de trouver les k ourrenes d'un mot ayant m lettres dans une arboreseneayant n sommets en temps O(m�log(j�j)+k). Cependant il ne semble pas qu'elle permette1. Par quasi-lin�eaire, nous entendons une omplexit�e en temps lin�eaire pond�er�ee par un fateur loga-rithmique, souvent dû au temps de branhement.



9.1. LA STRUCTURE DE DONN�EES 167de r�esoudre des probl�emes de reherhe de motifs autre que des mots de fa�on plus eÆaeque l'algorithme na��f ('est-�a-dire en temps O(n�m)).Tr�es r�eemment, Shibuya [141℄ a introduit la notion de B-arboresene des suÆxesd'une arboresene k-aire A (haque n�ud a exatement k �ls), reposant sur la notionsuivante de suÆxe : le suÆxe de A enrain�e en un de ses sommets x est la plus grandesous-arboresene de A ompl�ete (les sommets situ�es �a la même hauteur sont soit tousdes n�uds, soit tous des feuilles) de raine x. En se r�ef�erant �a la proposition 201, on peutalors d�eteter un motif M ayant m sommets dans un texte T (une arboresene k-aire) entemps O(m� log(j�j)) si M est une arboresene k-aire ompl�ete sur �.Dans la derni�ere setion du hapitre pr�e�edent, nous avons en fait d�ej�a introduit unenotion d'arboresene des suÆxes d'une arboresene, bas�ee sur les d�e�nitions suivantes :{ un suÆxe d'une arboresene A est une sous-arboresene maximale de A (les feuillede ette sous-arboresene sont des feuilles de A) : on a don un suÆxe Ax pourhaque sommet x de A,{ le mot assoi�e �a un suÆxe est obtenu par un parours en profondeur de Ax.Si, omme nous l'avons vu, ette struture de donn�ees semble s'av�erer utile, en pratique,pour a�el�erer l'algorithme na��f de reherhe de motifs dans une arboresene, son utilisa-tion ne permet pas d'avoir un r�esultat analogue �a la proposition 201 et n'am�eliore pas laomplexit�e th�eorique de l'algorithme na��f (omplexit�e quadratique).Dans la suite de e hapitre, nous proposons une nouvelle d�e�nition de l'arboresenedes suÆxes (onforme �a la propri�et�e 199), reposant sur la même notion de suÆxe quepr�e�edemment (�a savoir une sous-arboresene), mais utilisant le odage d'un suÆxe parun mot alul�e lors d'un parours en largeur de e suÆxe. La struture de donn�ees ainsiobtenue permet de traiter en temps quasi-lin�eaire ertains probl�emes de reherhe de motifsdans une arboresene.SuÆxe et pr�e�xe d'une arboresene, et mots assoi�es. Le prinipe guidant lad�e�nition de l'arboresene des suÆxes d'une arboresene que nous proposons est deonsid�erer un mot de longueur h omme une arboresene de hauteur h ayant un seulsommet par niveau (arboresene �liforme). Une arboresene de hauteur h (voir d�e�nition180) peut don être vue omme un \mot g�en�eralis�e" (haque niveau omporte non plusun sommet, mais un ensemble de sommets).D�e�nition 202. Soient A une arboresene de hauteur h et 1 � i � h.{ On note A[i℄ l'ensemble des sommets x de A situ�es �a hauteur i : on quali�e A[i℄ dei�eme niveau de A.{ Si A[i℄ omporte k sommets, on note A[i;j℄ le j�eme sommet (1 � j � k), �a partir dela gauhe (ou par aniennet�e), de A[i℄.D�e�nition 203. Soient A une arboresene et x = A[i;j℄ un sommet de A.{ On appelle suÆxe de A enrain�e en x, not�e Suf(A;x) ou Ax, la sous-arboresenemaximale de A de raine x.{ On appelle pr�e�xe de A �nissant en x, not�e Pref(A;x), la sous-arboresene de Aonstitu�ee des sommets x0 = A[i0;j0℄ de A tels que soit i0 < i, soit i0 = i et j0 � j.Il reste �a d�e�nir l'alphabet � des mots S(Ax) assoi�es aux suÆxes Ax d'une arbores-ene A. Pour ela, nous introduisons la notion de d�ealage d'un sommet et de T -lettreassoi�ee �a un sommet.



168 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCE
b a A

ab  ab  bb Suf(A;x) = Ax
bb aPref(A;x)

b bx
Fig. 9.1 { Illustration de la notion de suÆxe et de pr�e�xe d'une arboreseneD�e�nition 204. Soient A une arboresene sur � et x = A[i;j℄ un sommet de A. Onappelle d�ealage de x dans A, not�e DA(x), l'entier d�e�ni par{ si x = A[1;1℄ est la raine de A, alors DA(x) = 1,{ si j = 1, alors DA(x) = j0 o�u A[i� 1;j0℄ est le p�ere de x,{ sinon, DA(x) = j0�j00 o�u A[i�1;j0℄ est le p�ere de x et A[i�1;j00℄ le p�ere de A[i;j�1℄.

x x1 1 j 0DA(x)niveau i� 1niveau i : : : : : :1 j � 1 jDA(x)niveau i� 1niveau i: : : j" j 0
Fig. 9.2 { Le d�ealage d'un sommetD�e�nition 205. Soient A une arboresene sur � et x = A[i;j℄ un sommet de A. LaT -lettre assoi�ee �a x dans A, not�ee xA, est le triplet (ax;DA(x);e(x)) o�u ax = 1 si j = 1 etax = 0 sinon, et e(x) est l'�etiquette de x.L'alphabet � orrespondant �a une arboresene A est alors l'alphabet des T -lettresassoi�ees �a A, 'est-�a-dire des triplets (a;b;) o�u a est un bool�een, b un entier positif ounul et  une lettre de �.D�e�nition 206. Le parours en largeur d'une arboresene ordonn�ee A de hauteur h estle parours onsistant �a visiter d'abord la raine, puis les sommets �a hauteur 2 (on visitesuessivement A[2;1℄, A[2;2℄, : : : , A[2;k℄; : : : ), puis les sommets �a hauteur 3, : : : , et pour�nir les sommets �a hauteur h.D�e�nition 207. Soit A une arboresene sur � ayant n sommets. On note S(A) le motde longueur n sur � tel que, si x est le i�eme sommet visit�e lors du parours en largeur deA, la i�eme lettre de S(A) est la T -lettre xA assoi�ee �a x dans A.



9.1. LA STRUCTURE DE DONN�EES 169Notation. Par la suite, �etant donn�ee une arboresene T sur � ayant n sommets, on notexi le i�eme sommet visit�e lors du parours en largeur de T . De plus on d�esigne par S le motS(T ) assoi�e �a T et, pour haque sommet xi de T , on note Ti l'arboresene suÆxe Txi etSi le mot S(Ti). b a aa  bba x1x2 x3x4 x5 x6 x7 x8x9 x10S = (1;1;b)(1;1;a)(0;0;a)(1;1;)(0;0;b)(0;1;)(0;0;b)(0;0;a)(1;1;a)(0;4;)S3 = (1;1;a)(1;1;)(0;0;b)(0;0;a)(1;3;)Fig. 9.3 { Exemples de mot assoi�e �a une arboreseneL'arboresene des suÆxes d'une arboresene. L'arboresene des suÆxes d'unearboresene T ayant n sommets, not�ee AS(T ), est obtenue en ompressant l'ADR desmots Si pour i = 1; : : : ;n. Comme plusieurs suÆxes (mots Si) d'une même arboresenepeuvent être identiques, on assoie �a haque sommet �nal u la liste des indies i tels quem(u) = Si. Dans la �gure suivante, on repr�esente le sommet �nal aeptant le mot Si parun retangle ontenant i.

1

2 3

7

8 4, 65,
aba b  ab

x1x2 x3x4 x5 x6 x7x8
(1;1;b)(1;1;a) (1;1;)(1;1;)(0;0;b) (1;2;b)(0;0;a)(1;1;b)(0;0;a)(1;1;)(0;0;b)(0;1;)(1;1;a)

(0;0;a)(1;4;b)Fig. 9.4 { L'ADR ompress�ee des suÆxes d'une arboreseneSi la proposition 200 nous assure que AS(T ) omporte au plus 2n sommets, lorsque Ten omprend n, pour obtenir une struture de donn�ee oupant un espae en O(n), il estn�eessaire de oder haque mot sur � assoi�e �a une arête en espae O(1). Dans le as des



170 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEmots, le odage d'un ar par un ouple d'entiers v�eri�e ette ondition tout en permettantde d�eterminer le fateur orrespondant �a une arête (d;f) en temps O(f � d+ 1).Dans le as des arboresenes, on peut remarquer que pour tout sommet xi de T , toutfateur Si[l::l0℄ de Si peut être od�e par le triplet (xi;x0;x00) o�u x0 (resp. x00) est le sommetde Ti orrespondant �a la T -lettre Si[l℄ (resp. Si[l0℄).b a aa  bba x1x2 x3x4 x5 x6 x7 x8x9 x10S3 = (1;1;a)(1;1;)(0;0;b)(0;0;a)(1;3;)S3[2::4℄ = (1;1;)(0;0;b)(0;0;a) est od�e par (x3;x6;x8)Fig. 9.5 { Codage d'un fateur par un triplet de sommetsOn peut don repr�esenter le fateur assoi�e �a une arête de AS(T ) par un tel triplet,e qui, dans le as de notre exemple, donne l'arboresene repr�esent�ee �gure 9.6.
4 6

7

32

1

5 8
aba b  ab

x1x2 x3x4 x5 x6 x7x8 (x1;x2;x8) (x1;x1;x1) (x4;x4;x4)(x2;x2;x2)(x2;x4;x4) (x7;x8;x8)(x3;x7;x8)(x2;x5;x5)Fig. 9.6 { L'arboresene des suÆxes d'une arboreseneOn obtient ainsi une struture de donn�ees oupant un espae en O(n). Les deuxsetions suivantes pr�esentent un algorithme permettant de onstruire ette struture.Remarque 208. Nous verrons dans la setion 9.3 un pr�etraitement de l'arboresene Tpermettant, �etant donn�es trois sommets x, x0 et x00 odant un mot omportant k T -lettres,d'obtenir e mot en temps O(k).Notation. Par la suite, on onsid�ere tout sommet �nal assoi�e �a au moins deux suÆxesomme un n�ud.Notation. Dans la suite de e hapitre, on utilise la notation (x;x0;x00) pour repr�esenterindi��eremment un mot ompos�e de T -lettres et l'ensemble de sommets de l'arboresene



9.2. L'ALGORITHME DE MCCREIGHT 171Tx lui orrespondant. De plus, lorsqu'il n'y a pas ambigu��t�e, on identi�e un sommet de etensemble ave la T -lettre orrespondante.9.2 L'algorithme de MCreightDans ette setion, nous pr�esentons l'algorithme de onstrution de l'arboresene dessuÆxes d'un mot T (de longueur n sur un alphabet �) dû �a MCreight [118℄, algorithmeque nous reprenons dans la setion suivante pour onstruire l'arboresene des suÆxesd'une arboresene. La pr�esentation que nous en donnons est inspir�ee du livre de Crohe-more et Rytter [52, setion 5.3℄.Un algorithme simple mais non optimal. Le prinipe de et algorithme est ded�ebuter ave l'ADR orrespondant au seul mot T (on note et ADR AS1), puis deonstruire inr�ementalement AS(T ) en ins�erant les suÆxes propres de T dans ette ADRpar ordre de longueur d�eroissante (on note ASi l'ADR ompress�e ainsi obtenu apr�esinsertion du suÆxe T [i::n℄ et fi le sommet �nal orrespondant au suÆxe T [i::n℄).
1

1 2 1 2

3

2 3 41 1 2 3 4

5

AS1
(1;1)(2;5) (3;5)AS2

(1;5) (3;5)(1;1)(2;5) (3;5)AS3
(1;1)(2;5) (3;3)(4;5) (5;5)(3;5)AS4

(1;1)(2;5) (3;3)(4;5)(3;5) (5;5)AS5Fig. 9.7 { Les arboresenes suessives r�e�ees par l'algorithme de MCreight si T = aabbaPour ins�erer le mot T [i::n℄ dans ASi�1, une solution simple onsiste �a utiliser unepro�edure qui, �etant donn�es un sommet u de ASi�1 (normalement la raine) et un motW , suit lettre �a lettre le plus long pr�e�xe de W orrespondant �a un hemin issu de u etrenvoie le ouple (v;k) o�u v est le sommet �nal de e hemin (v est r�e�e si n�eessaire) et kest la longueur du suÆxe de W non reonnu. On appelle ette op�eration la pro�edure dereherhe lente, not�ee CherherL(u, W ).



172 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCE
CherherL(u,W )est (v;3)uaaba v sommet r�e�eW = aabaa Le r�esultat deuaabaFig. 9.8 { La pro�edure CherherLEn e�etuant les mêmes remarques que elles faisant suite �a l'algorithme 10, il apparâ�tlairement que la omplexit�e en temps de ette pro�edure est en O((jm(v)j � jm(u)j) �log(j�j)). Pour onstruire l'arboresene des suÆxes AS(T ), on peut alors utiliser l'algo-rithme suivant, qui a une omplexit�e en temps en O(n2).Algorithme 22: Constrution de l'arboresene des suÆxes de T : algorithme simpleDonn�ee : mot T sur � de longueur nd�ebutr�eer AS1 (ADR �a deux sommets, la raine r et la feuille f1 dont l'arête est�etiquet�ee (1;n));pour i allant de 2 �a n faire(v;k) := CherherL(r, T [i::n℄);si k = 0 alors fi := v;sinon r�eer fi omme �ls de v reli�e �a elui-i par l'arête (n� k + 1;n);�nUne premi�ere am�elioration : les liens suÆxes.Notation. Dans la suite de ette setion, on note gi le premier n�ud anêtre de fi (fi estle sommet orrespondant au suÆxe T [i::n℄) dans ASi (gi = fi si fi est un n�ud et gi estle p�ere de fi si fi est une feuille) et hi le p�ere 2de gi dans ASi.Pour a�el�erer e premier algorithme, on s'appuie sur les r�esultats suivants.Lemme209. Soient 1 � i � n et u un n�ud de ASi autre que gi. Il existe dans ASi unsommet v tel que m(u) = a:m(v) o�u a est une lettre de � (m(v) est le plus long suÆxepropre de m(u)).Preuve. Posons m(u) = a:s, ave a 2 � et s 2 ��. Si u 6= gi, u �etant un n�ud de ASi,il existe deux suÆxes T [j1::n℄ et T [j2::n℄ ave j1 < j2 < i tels que m(u) est le plus longpr�e�xe ommun de es deux mots. On en d�eduit que le plus long pr�e�xe ommun des deuxsuÆxes T [j1+1::n℄ et T [j2+1::n℄ est le mot s et, par d�e�nition de ASi, il existe un sommetv de ASi tel que m(v) = s. ut2. Dans la suite de ette setion, nous ne prenons pas en ompte les as gi = r ou hi = r, o�u r est laraine de ASi. Ces deux as alourdissent la pr�esentation de l'algorithme de MCreight, bien que leur priseen ompte ne pose pas de probl�eme partiulier.



9.2. L'ALGORITHME DE MCCREIGHT 173Propri�et�e 210. Pour 2 � i � n, ASi a au plus un ou deux sommets de plus que ASi�1, lessommets fi et gi, qui peuvent être onfondus.On peut utiliser es r�esultats et supposer ainsi qu'apr�es avoir ins�er�e le suÆxe T [i +1::n℄ dans ASi (et don onstruit ASi+1), tout sommet u, autre que la raine, qui �etaitpr�esent dans ASi poss�ede une arête sp�eiale (non �etiquet�ee) reliant u au sommet v telque m(u) = a:m(v). On appelle ette arête le lien suÆxe de u, not�e v = LS(u). Pour queette hypoth�ese soit v�eri��ee, ompte-tenu de la propri�et�e 210, il suÆt d'ajouter lors de laonstrution de ASi+1 un seul lien suÆxe, �a savoir LS(gi).On repr�esente les liens suÆxes en pointill�es sur la �gure suivante.
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2 5

7
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7

(3;8)(1;1) (3;8)(2;4) (8;8)(5;8)

(8;8)(5;8)

AS1 (1;1)(1;8) (2;8) AS2 (2;8)(1;1) (3;8)(3;8)(3;8)

(5;8) (1;1)(2;4) (3;3)
(5;8) (8;8)(8;8) (3;3)(4;4)

(1;1)(2;4) (5;8) (8;8)(8;8)(5;8) (3;8)(3;4) (5;8) (5;8) (8;8)(8;8) (3;4)(1;1) (8;8)(2;4) (5;8)(3;4)
(5;8) (3;4)(1;1) (8;8)(2;4) (5;8)(3;3)

(5;8) (8;8)(8;8) (4;4) (4;4)

AS3 AS4
AS5 AS6

AS7 AS8
Fig. 9.9 { Les liens suÆxes lors de la onstrution de AS(aabaabab)Pour ins�erer le suÆxe T [i+1::n℄ dans ASi, on peut alors suivre un sh�ema Remonter-Traverser-Desendre :1. remonter jusqu'au p�ere hi de gi (hi poss�ede un lien suÆxe d'apr�es le lemme 209),2. suivre e lien suÆxe (traverser) pour aboutir au sommet u = LS(hi),3. ins�erer depuis u le suÆxe T [i+ 1 + jm(u)j::n℄ (desendre).Ce sh�ema permet ainsi d'�eviter d'avoir �a relire le pr�e�xe m(u) de T [i::n℄ omme ela�etait le as dans l'algorithme simple pr�esent�e auparavant. Il n�eessite ependant, ommeon l'a remarqu�e pr�e�edemment, qu'apr�es l'insertion de T [i + 1::n℄ dans ASi, le n�ud gi



174 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEposs�ede un lien suÆxe. De plus, pour un mot T ompos�e de n ourrenes de la même lettrede �, on remarque que la omplexit�e en temps reste quadratique en n. Pour am�eliorer ela,on ombine l'utilisation des liens suÆxes ave le reours �a une pro�edure de \reherhe"d'un mot dans un ADR plus eÆae que CherherL.Une seonde am�elioration : la reherhe rapide. Cette am�elioration repose sur ler�esultat suivant.Lemme211. Dans l'arboresene ASi, si m(gi) = a:s, ave a 2 � et s 2 ��, alors ilexiste un sommet u tel que s est un pr�e�xe de m(u).Preuve. Si gi est un sommet d�ej�a pr�esent dans ASi�1, le sommet v = LS(gi) v�eri�e ettepropri�et�e et on a même m(v) = s. Sinon, gi a �et�e r�e�e lors de l'insertion de T [i::n℄. Commegi est par d�e�nition un n�ud, il existe un suÆxe T [j::n℄ de T ave j < i tel que m(gi) estun pr�e�xe de T [j::n℄. En prenant pour u le sommet fj+1 de ASi, alors on onstate que sest un pr�e�xe de m(u). utCorollaire 212. Soient (k;l) l'�etiquette de l'arête reliant hi �a gi dans ASi et u = LS(hi).Il existe un desendant v de u tel que le mot orrespondant �a (k;l) est un pr�e�xe du motorrespondant au hemin allant de u �a v.
LS uv(k;l)

ASi
figihi (k;l)

Fig. 9.10 { Illustration du Corollaire 212Pour d�eterminer, lors de la partie desendre, le pr�e�xe de T [i + 1 + jm(u)j::n℄ orres-pondant �a (k;l), il n'est don pas n�eessaire de le herher en le lisant lettre �a lettre ar onsait qu'il sera enti�erement reonnu �a partir du sommet u = LS(hi). On utilise plutôt lapro�edure suivante de reherhe rapide �a partir d'un sommet u d'un mot W que l'on sait�a priori être reonnu. Cette pro�edure renvoie omme r�esultat le sommet v (en le r�eantsi n�eessaire) tel que le hemin de u �a v orrespond au mot W .



9.2. L'ALGORITHME DE MCCREIGHT 175Algorithme 23: CherherRDonn�ees : ASi, un sommet u de ASi et un mot W de longueur pd�ebutsoit (i;j) l'arête quittant u (vers un sommet v) telle que T [i℄ = W [1℄;si j � i+ 1 = p alors retourner v;sinon si j � i+ 1 < p alors CherherR(v, W [j � i+ 2::p℄);sinon ins�erer un sommet x entre u et v de sorte que l'arête reliant u �a x (resp.x �a v) est �etiquet�ee (i;i + p� 1) (resp. (i+ p;j));�nPropri�et�e 213. La omplexit�e d'un appel �a CherherR(ASi, u, W ) renvoyant ommer�esultat un sommet v est en O(k � log(j�j)), o�u k est le nombre de n�uds situ�es sur lehemin allant de u �a v.Ainsi, MCreight [118℄ a pu proposer l'algorithme suivant pour onstruire AS(T ),bas�e sur l'utilisation des liens suÆxes et de CherherR (rappelons que nous passons soussilene les as partiuliers gi = r ou hi = r).Algorithme 24: Algorithme de MCreightDonn�ee : mot T sur � de longueur nd�ebutr�eer AS1 (ADR �a deux sommets, la raine r et la feuille f1 dont l'arête est�etiquet�ee (1;n));pour i allant de 2 �a n fairesoit (l1;l01) l'arête reliant gi�1 �a fi�1;soit (l2;l02) l'arête reliant hi�1 �a gi�1;u := LS(hi�1);x :=CherherR(u, T [l2::l02℄);LS(gi�1) := x;(gi;k) :=CherherL(v, T [l1::l01℄);si k = 0 alors fi := gi;sinon r�eer fi omme �ls de gi reli�e �a elui-i par une arête �etiquet�ee (n�k + 1;n);�nObservation 214. Si lors de l'�etape de reherhe rapide le n�ud x est r�e�e, il est lairque la seule arête quittant e n�ud ne ommene pas par T [l2℄ et il n'est pas n�eessaired'e�etuer la phase reherhe lente. On peut de suite poser gi = x et ins�erer fi omme �lsde gi, reli�e �a e dernier par une arête �etiquet�ee (l2;l02).



176 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCE
hi�1gi�1fi�1(l2;l02)(l1;l01) (l2;l02)uxw = gifi

hi�1gi�1fi�1(l2;l02)(l1;l01)
u(l2;l02)x = w = gifix n'est pas r�e�e x est r�e�eFig. 9.11 { Illustration de l'observation 214Proposition 215. Soit T un mot de longueur n sur l'alphabet �. L'algorithme de M-Creight alule l'arboresene des suÆxes AS(T ) en temps O(n� log(j�j)).Preuve. La omplexit�e en temps d'un appel �a CherherL est proportionnelle au nombrede omparaisons entre un arat�ere du mot herh�e et un arat�ere de T . On peut re-marquer que, lors de l'insertion de T [i::n℄ dans ASi�1, le nombre de arat�eres lus parCherherL est jm(gi)j� jm(gi�1)j+2. On en d�eduit que le nombre total de omparaisonsr�ealis�ees par les appels �a CherherL est exatementnXi=2(jm(gi)j � jm(gi�1)j+ 2) = jm(gn)j � jm(g1)j+ 2(n� 1) = 3n:La omplexit�e totale des appels �a CherherL est don en O(n� log(j�j)).Examinons maintenant la pro�edure CherherR. La omplexit�e de l'appel �a Cher-herR lors de la onstrution de l'arboresene ASi est proportionnelle au nombre desommets de ASi trait�es lors de et appel, nombre que nous notons inti. On remarque quehaque sommet renontr�e (sauf �eventuellement le dernier) depuis le sommet u = LS(hi�1)est un anêtre de hi. On en d�eduit queinti � 1 � jm(hi)j � jm(u)j � jm(hi)j � (jm(hi�1)j � 1)(on ne peut transformer le seond � en = ar hi et hi+1 peuvent être �egaux �a la raine).Ainsi inti � jm(hi)j � jm(hi)j+ 2:Un alul similaire au pr�e�edent permet d'aÆrmer que la omplexit�e des appels �a Cher-herR est en O(n� log(j�j)). ut9.3 Le as des arboresenesNous pr�esentons maintenant une extension de l'algorithme de MCreight pour onstrui-re l'arboresene des suÆxes AS(T ) d'une arboresene T .



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 177Pr�etraitement de T . Comme nous l'avons mentionn�e en pr�esentant la struture dedonn�ees, nous onsid�erons une arboresene T de hauteur h omme un \mot g�en�eralis�e" delongueur h. Dans e paragraphe, nous d�erivons un pr�etraitement permettant de manipulereÆaement T et notamment de d�erire un mot (x;x0;x00) de k T -lettres en temps O(k)(remarque 208). Dans un premier temps, on s'inspire de la repr�esentation d'un mot parun tableau pour oder T (voir �gure 9.12) :{ haque sommet x = T [i;j℄ autre que la raine est od�e par le ouple (e(x);j0) si lep�ere de x est le sommet T [i� 1;j0℄, la raine �etant od�ee (e(x);0) ;{ si le niveau T [i℄ omporte k sommets (1 � i � h(T )), il est repr�esent�e par le tableaudes ouples assoi�es aux sommets de T [i℄ (e tableau omportant k �el�ements) ;{ l'arboresene T est repr�esent�ee par le tableau des h tableaux T [i℄.On suppose de plus qu'on onnâ�t le nombre de sommets ni pr�esents sur haque niveau i(n1 = 1). bb a
abb  T [1℄T [2℄T [3℄T [4℄

T (b;0)(b;1) (a;1)(;1) (;2) (b;2) (;2)(;1) (a;1) (b;3)Fig. 9.12 { Codage d'une arboresene par des tableauxCe odage d'une arboresene est une g�en�eralisation de la repr�esentation d'un motsous forme de tableau (en onsid�erant un mot omme une arboresene ayant une seulefeuille, haque niveau omporte exatement un sommet). Cependant, pour pouvoir se\d�eplaer" rapidement dans les tableaux odant T , nous avons besoin du r�esultat suivantdû �a Berkman et Vishkin [18℄.D�e�nition 216. Soient x = T [i;j℄ un sommet de T , p un entier tel que 0 � p � i � 1 etq un entier tel que 1 � q � h(T ) � i. On note An(x;p) l'anêtre de x situ�e sur le niveauT [i� p℄ et Su(x;k) le premier sommet y, s'il existe, du niveau T [i+ q℄ tel que le sommetAn(y;q) = T [i;j0℄ v�eri�e j0 � j.Ainsi, on peut noter que le suesseur d'un sommet n'est pas toujours un de ses des-endants.Th�eor�eme 217. [18℄ Soient T une arboresene �a n sommets, x = T [i;j℄ et An(x;k) =T [i0;j0℄. On peut pr�etraiter T en temps et espae O(n) de sorte que, onnaissant i, j et k,la d�etermination de i0 et j0 s'e�etue en temps O(1).L'algorithme de Berkman et Vishkin [18℄ �etant extrêmement omplexe (�a d�erire et �amettre en �uvre), il ne nous est pas possible, dans le adre de e m�emoire, d'en faire unepr�esentation synth�etique.Corollaire 218. Soient T une arboresene �a n sommets, x = T [i;j℄ un sommet de T etSu(x;k) = T [i0;j0℄. On peut pr�etraiter T en temps et espae O(n) de sorte que, onnais-sant i, j et k, la d�etermination de i0 et j0 s'e�etue en temps O(1).



178 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEPreuve. Lors d'un parours en profondeur de T , on assoie �a haque sommet x = T [i;j℄ deT le sommet sx = T [i+1;j0℄ dont le p�ere T [i;j00℄ v�eri�e j00 � j, lorsqu'un tel sommet existe(es assoiations sont mat�erialis�ees par les arêtes en pointill�ees sur la �gure i-dessous).Puis on onstruit une arboresene T 0 ayant n + 1 sommets (les sommets de T et uneraine r) de la mani�ere suivante (illustr�ee par la �gure i-dessous dans laquelle nous avonsnum�erot�e les sommets de T ) :{ si, pour un sommet x, sx n'est pas d�e�ni, on r�ee une arête entre r et x,{ sinon on r�ee une arête entre sx et x. r8 9 10 653421
12 34 6 78 9 105 7
T T 0Par onstrution, on a alors y = Su(x;k) dans T si et seulement si x = An(y;k) dans T 0.La onstrution de T 0 s'e�etuant en temps O(n), on d�eduit du th�eor�eme 217 le r�esultatannon�e. utLemme219. Soient T une arboresene �a n sommets, et x et x0 deux sommets de T . Onpeut pr�etraiter T en temps et espae O(n) de sorte qu'il est possible de d�eterminer si x0est un anêtre de x en temps O(1).Preuve. Il suÆt d'assoier �a tout sommet y son indie ind(y) lors d'un parours en pro-fondeur de T et la taille jTyj de la sous-arboresene Ty dont il est raine (voir setion7.4). utLemme220. Soit T une arboresene �a n sommets. Apr�es avoir appliqu�e les pr�etraite-ments des th�eor�eme 217, Corollaire 218 et lemme 219, on peut e�etuer les op�erationssuivantes en temps O(1) :1. �etant donn�es un sommet x = T [i;j℄ et deux entiers k et l, d�eterminer i0 et j0 tels queTx[k;l℄ = T [i0;j0℄ ;2. �etant donn�es un sommet x = T [i;j℄ et y = T [k;l℄ un anêtre de x, aluler la T -lettrexTy ;3. �etant donn�es un sommet x = T [i;j℄ et y = T [k;l℄ un anêtre de x, d�eterminer i0 etj0 tels que x0 = T [i0;j0℄ soit le sommet suivant (resp. pr�e�edant) x lors d'un paroursen largeur de Ty ;4. �etant donn�es un sommet x = T [i;j℄ et un entier k, aluler le nombre de sommetspr�esents dans le k�eme niveau de Tx.Preuve. Examinons la premi�ere op�eration. Pour aluler i0 et j0, il suÆt de d�eterminerle sommet y = Tx[k;1℄ = T [i00;j00℄ = Su(x;k) (Corollaire 218) et si x est anêtre de esommet (lemme 219), alors i0 = i00 et j0 = j00 + l.Pour la seonde op�eration, notons xTy = (ax;DTy(x);e(x)). Pour aluler ax, il suÆt de



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 179tester si Su(y;i � k) = x (Corollaire 218). Pour aluler DTy(x), si x = Su(y;i � k)(et don ax = 1) alors DTy(x) = j0 o�u T [i� 1;j0℄ est le p�ere de x = T [i;j℄ (th�eor�eme 217).Sinon (ax = 0), DTy(x) = j0 � j00 o�u T [i� 1;j0℄ est le p�ere de x = T [i;j℄ et T [i� 1;j00℄ estle p�ere de T [i;j � 1℄ (th�eor�eme 217).Pour la troisi�eme op�eration, si x est le dernier sommet de son niveau dans Ty (e qui�equivaut �a j = ni ou ind(T [i;j + 1℄) > ind(y) + jTyj), le sommet suivant x est x0 =Su(t;i� k+1) et on peut d�eterminer i0 et j0 en temps onstant grâe au Corollaire 218.Le raisonnement dans le as o�u x0 pr�e�ede x est similaire.Finalement, pour aluler le nombre de sommets pr�esents dans le niveau Tx[k℄, on d�eter-mine Su(x;k) = T [i+ k;j0℄. Si j = nj (x est le dernier sommet de son niveau dans T ) ouT [i+ k;ni+k℄ est un desendant de x, il y a ni+k � j0 + 1 sommets dans Tx[k℄. Sinon x0 =T [i;j+1℄ �etant le sommet suivant x sur son niveau, on d�etermine Su(x0;k) = T [i+k;j00℄.Il y a alors j00 � j0 sommets dans Tx[k℄. utLe prinipe de l'algorithme de onstrution de l'arboresene des suÆxes AS(T )d'une arboresene. L'algorithme que nous d�erivons par la suite est bas�e sur le mêmeprinipe que l'algorithme de MCreight pr�esent�e setion pr�e�edente, �a savoir une onstru-tion inr�ementale de AS(T ) bas�ee sur un sh�ema \Remonter-Traverser-Desendre". Elleutilise une notion de liens suÆxes et une pro�edure de reherhe rapide d'un mot �a partird'un sommet de l'arboresene des suÆxes. Rappelons les notations suivantes :{ xi est le i�eme sommet de l'arboresene T visit�e lors d'un parours en largeur, Ti lasous-arboresene suÆxe de T de raine xi et Si le mot de T -lettres S(Ti) ;{ ASi est l'ADR ompress�e des mots de T -lettres S1; : : : ;Si ;{ fi est le sommet �nal de ASi orrespondant �a la leture du mot Si, gi le premiern�ud anêtre de fi dans ASi (gi est �egal �a fi si fi est un n�ud) et hi le p�ere de gidans ASi.Sommets impliites et liens suÆxes. Dans e paragraphe, nous �etendons la notionde lien suÆxe �a l'arboresene des suÆxes d'une arboresene. Dans un premier temps,nous introduisons la notion de sommet impliite.Notation. Pour tout sommet u de ASi, il existe une sous-arboresene de T , not�ee T (u),telle que m(u) = S(T (u)) (il peut y avoir plusieurs ourrenes de T (u) dans T ).D�e�nition 221. On appelle sommet impliite de ASi un ouple (u;l) o�u u est un sommetde ASi autre que la raine et l un entier tel que, si T (u) est de hauteur h, alors 0 � l � h.On note T (u;l) l'arboresene obtenue en supprimant les l derniers niveaux de T (u) etm(u;l) le mot assoi�e �a T (u;l).



180 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCE
a a

ab a T (u)T (u;1)
m(u;1) = (1;1;a)(1;1;b)(0;0;a)

ASi (u;1)m(u) = (1;1;a)(1;1;b)(0;0;a)(1;1;a)(0;1;)(0;0;a)u
(1;1;a)(0;0;a)(1;1;b)(1;1;a)(0;1;)(0;0;a)Fig. 9.13 { Illustration de la notion de sommet impliiteOn remarque alors imm�ediatement que si l = 0, le sommet impliite (u;l) orresponden fait au sommet u (T (u;0) = T (u)). De plus, plusieurs sommets impliites pouvantrepr�esenter la même arboresene, on introduit la notion de sommet impliite minimal.D�e�nition 222. Un sommet impliite (u;l) deASi estminimal si et seulement si il n'existepas de sommet impliite (u0;l0) o�u u0 est un anêtre de u tel que m(u0;l0) = m(u;l).Par exemple, soient u, u0 et u00 trois sommets de ASi tels que u0 est le p�ere de u et u00le p�ere de u0, orrespondant aux arboresenes T (u), T (u0) et T (u00) repr�esent�ees par la�gure suivante.

T (u)ab aa ab  T (u") T (u;2)T (u0;1) T (u0)
ASi

(u0;1) = (u;2)(1;1;a)(1;1;b)(0;0;a)(1;1;a)(0;1;)(0;0;a)(1;1;)(0;0;) uu0
u"

(0;2;b)Les sommets impliites (u0;1) et (u;2) orrespondent �a la même arboresene (T (u0;1) =T (u;2)), mais (u;2) n'est pas minimal, alors que (u0;1) l'est.On assoie naturellement �a la notion de sommet impliite minimal une pro�edure deminimisation d'un sommet impliite (u;l), qui onsiste, �etant donn�e (u;l) �a d�eterminerl'unique sommet impliite minimal (u0;l0) tel que T (u0;l0) = T (u;l). Son prinipe onsistesimplement �a remonter depuis le sommet u �a son anêtre u0 en alulant, pour haquearête suivie le nombre de niveaux remont�es lors de ette �etape.



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 181Algorithme 25: MinimiserDonn�ee : ASp et un sommet impliite (u;l)d�ebutu0 := u et l0 := l;soient v le p�ere de u0 et (x = T [i;j℄;T [i0;j0℄;T [i00;j00℄) le mot de T -lettres port�epar l'arête reliant v �a u0;tant que i0 > i00 � l0 faireu0 := v;si T [i0;j0℄ est le premier sommet du niveau i0 � i+ 1 de Tx alorsl0 := l0 � (i00 � i0 + 1);sinon l0 := l0 � (i00 � i0);soient v le p�ere de u0 et (x = T [i;j℄;T [i0;j0℄;T [i00;j00℄) l'arête reliant v �a u0;retourner (u0;l0);�nPour deux sommets de T , x = T [i;j℄ et y = T [i0;j0℄ o�u y est un desendant de x, lesommet y est le premier sommet du niveau i0 � i + 1 de Tx si et seulement si la T -lettreyTx = (ay;DTx(y);e(y)) v�eri�e ay = 1. Il suÆt don de aluler ette T -lettre yTx pourd�eterminer si y est le premier sommet d'un niveau dans Tx, e qui peut être fait en tempsonstant (lemme 220). Le nombre d'it�erations de la boule tant que �etant �egal au nombrede sommets situ�es sur le hemin allant de u0 �a u, on en d�eduit la propri�et�e suivante.Propri�et�e 223. La omplexit�e en temps d'un appel Minimiser((u;l)) renvoyant ommer�esultat un sommet impliite (u0;l0) est en O(k), o�u k est le nombre de sommets pr�esentsdans ASp sur le hemin allant de u0 �a u.Nous introduisons maintenant la notion de restrition d'une arête, illustr�ee par la �gure9.14.D�e�nition 224. Soient (x;x0;x00) un mot de T -lettres et fx0 = z1; : : : ;zl = x00g les som-mets de la sous-arboresene Tx orrespondant �a e mot. Supposons que le sommet xposs�ede d �ls fy1; : : : ;ydg. Pour 1 � k � d, on appelle k�eme restrition de (x;x0;x00), not�eeRest(k;(x;x0; x00)), le fateur (�eventuellement vide) de S(Tyk) ompos�e des sommets defz1; : : : ;zlg pr�esents dans Tyk .Propri�et�e 225. Pour un mot (x;x0;x00) donn�e, on alule le triplet (y;y0;y00) orrespondant�a Rest(k;(x;x0;x00)) en temps O(1).En e�et, soient (x = T [i;j℄;x0 = T [i0;j0℄;x00 = T [i00;j00℄) et y le k�eme �ls de x :{ si x0 est un desendant de y, alors y0 = x0,{ si x0 est un desendant d'un fr�ere gauhe (resp. droit) de y, alors y0 = Ty[i0 � i;1℄(resp. y0 = Ty[i0 � i+ 1;1℄),et on d�etermine y00 de la fa�on similaire. Les lemmes 219 et 220 assurent que l'on peutr�ealiser es aluls en temps O(1).Le lemme suivant est l'analogue du lemme 209 pour l'arboresene des suÆxes etpermet d'introduire la notion de lien suÆxe. On peut ependant noter une di��erene



182 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEab a ba a b a a a
y1 y3y2x x"(x;x0;x")bx0(x;x0;x00) = (0;0;a)(0;0;a)(0;1;)(1;2;)(0;1;b)(0;0;)(0;2;)Rest(1;(x;x0;x00)) = � (le mot vide)Rest(2;(x;x0;x00)) = (0;0;a)(0;0;a)(1;1;)(0;1;b)(0;0;)Rest(3;(x;x0;x00)) = (1;1;)(1;1;)Fig. 9.14 { Restritions d'un mot de T -lettresfondamentale par rapport aux mots : le lien suÆxe d'un sommet peut ne pas orrespondre�a un sommet de ASi, mais �a un sommet impliite.Lemme226. Soient xi un sommet de T et xj son p�ere (j < i) poss�edant d �ls. Pourtout n�ud u de ASi autre que la raine et d�ej�a pr�esent dans ASj, et tout entier k tel que1 � k � d, il existe un sommet impliite (v;l) dans ASi tel que m(v;l) = Rest(k;m(u)).On dit alors que le ouple (u;k) admet un lien suÆxe valide, not�e LS(k;u).Preuve. Si u est un n�ud de ASj , il existe j1 < j tel que le pr�e�xe de longueur jm(u)j deSj1 est �egal �a m(u). xj1 a don degr�e d, et, si xp est son k�eme �ls, on aura ins�er�e Sp avantSi. Comme Rest(k;m(u)) est pr�e�xe de Sp, on en d�eduit qu'il existe un sommet v de ASitel que le mot Rest(k;m(u)) est pr�e�xe de m(v). utLemme227. Soit T une arboresene �a n sommets. Le nombre de ouples (u;k), o�u u estun sommet de AS(T ) et k un entier, qui admettent un lien suÆxe valide est au plus de2(n� 1).Preuve. Comme dans le as des mots, on peut remarquer que lors de l'insertion du suÆxeSi (de raine xi) dans l'ADR ompress�e ASi�1, on r�ee au plus deux sommets. Supposonsque l'on assoie �a xi l'ensemble des sommets de AS(T ) r�e�es lors de l'insertion de Si. Ona don, pour tout i 2 [n℄, au plus deux sommets assoi�es �a xi. Soit u l'un de es �eventuelssommets et supposons xi de degr�e d. Le nombre de ouples (u;k) admettant un lien suÆxevalide est au plus d, 'est-�a-dire le nombre d'arêtes quittant xi dans T . On a don au plus2d ouples (u;k) admettant un lien suÆxe tels que u est un sommet de AS(T ) assoi�e �axi, e qui implique le r�esultat annon�e. utNous avons maintenant un des �el�ements indispensables au sh�ema \Remonter-Traver-ser-Desendre", �a savoir les liens suÆxes, et nous avons montr�e que l'espae additionneln�eessaire au stokage de es liens est lin�eaire. Dans le paragraphe suivant, nous nousint�eressons aux pro�edures de reherhe d'un mot dans ASi.



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 183Les pro�edures de reherhe lente et rapide. La pro�edure de reherhe lente d'unmot de T -lettres (x;x0;x00) dans ASi est similaire �a la pro�edure orrespondante dans leas des mots (la pro�edure CherherL). Elle pr�esente les arat�eristiques suivantes :{ le point de d�epart de la reherhe est un sommet impliite (u;l),{ le r�esultat retrouv�e est le ouple (v;z) o�u v est un sommet (r�e�e si n�eessaire) tel quem(v) est le plus long pr�e�xe de m(u;l):(x;x0;x00) reonnu dans ASi, et z le premiersommet de (x;x0;x00) n'appartenant pas �a e pr�e�xe reonnu (z = NULL, si (x;x0;x00)est enti�erement reonnu).On note A-CherherL((u;l), (x;x0;x00)) ette pro�edure. En remarquant que{ pour un sommet impliite (u;l) donn�e, le pr�etraitement de T permet d'obtenir entemps onstant la premi�ere T -lettre de l'arête reliant u �a son p�ere n'appartenant pas�a m(u;l),{ on peut lire un mot (x;x0;x00) de k T -lettres en temps O(k) (ons�equene du lemme220),on obtient le r�esultat suivant.Propri�et�e 228. Soit T une arboresene �a n sommets. La omplexit�e en temps d'un appel �aA-CherherL lors de la onstrution de AS(T ) est en O(k� log(n)), o�u k est la longueurdu plus long pr�e�xe de (x;x0;x00) reonnu lors de et appel.La pro�edure de reherhe rapide d'un T -mot (x;x0;x00) dans une sous-arboresenede ASi, sahant que e T -mot est reonnu, suit le même prinipe que dans le as desmots (pro�edure CherherR). Toutefois, ette reherhe d�ebute en un sommet impliite(u;l) et elle renvoie omme r�esultat le sommet impliite minimal (u0;l0) tel que m(u0;l0) =m(u;l):(x;x0;x00). On la note A-CherherR((u;l), (x;x0;x00)). Elle s'appuie sur le r�esultatsuivant.Propri�et�e 229. Soient deux mots W = (x;x0;x00) et W 0 = (y;y0;y00) dont on sait que l'un estpr�e�xe de l'autre. On peut, en temps O(1), d�eterminer{ si W est pr�e�xe de W 0 et quel est le suÆxe (y;z;y00) de W 0 non pr�esent dans W ;{ si W 0 est pr�e�xe de W et quel est le suÆxe (x;z;x00) de W non pr�esent dans W 0 ;{ si W =W 0.En e�et, on d�eduit du point 4 du lemme 220 que pour un mot (x = T [i;j℄;x0 = T [i0;j0℄;x00 =T [i00;j00℄) donn�e et pour i0 � k � i00, on peut aluler le nombre de sommets de Tx[k℄ entemps O(1). La propri�et�e d�eoule de e onstat et des faits suivants :{ W = W 0 si et seulement si es deux mots omportent le même nombre de niveauxet le même nombre de sommets sur leurs derniers niveaux ;{ W (resp. W 0) est pr�e�xe de W 0 (resp. W ) si et seulement si W (resp. W 0) \poss�edemoins de niveaux" que W 0 (resp. W ) ou le même nombre de niveaux mais moins desommets sur son dernier niveau.



184 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEAlgorithme 26: A-CherherRDonn�ees : ASp, un sommet impliite (u;l) de ASp et un mot (x;x0;x00)d�ebutsi l = 0 alorssoit (y;y0;y00) l'arête quittant u (vers un sommet v) telle que y0 = x0 etu0 := u;sinonsoient (y;z;y00) l'arête reliant u �a son p�ere u0, (y;y0;y00) le suÆxe de e motorrespondant aux l derniers niveaux et v := u;si (x;x0;x00) = (y;y0;y00) alorsretourner (v;0);sinonsi (y;y0;y00) est pr�e�xe (x;x0;x00) alorssoit z le premier sommet de (x;x0;x00) n'appartenant pas �a (y;y0;y00);A-CherherR((v;0), (x;z;x00));sinonsoit z = T [i;j℄ le premier sommet de (y;y0;y00 = T [i00;j00℄) n'appartenantpas �a (x;x0;x00);retourner (v;j00 � j + 1);�nComme dans le as des mots, on v�eri�e ais�ement la propri�et�e suivante.Propri�et�e 230. Soit T une arboresene �a n sommets. La omplexit�e en temps d'un appel�a A-CherherR lors de la onstrution de AS(T ) est en O(k� log(n)), o�u k est le nombrede sommets de ASp visit�es lors de et appel.L'algorithme �nal et sa omplexit�e en temps. Nous disposons maintenant depresque tous les �el�ements permettant de d�erire l'algorithme de onstrution de AS(T ).Cet algorithme suit le même sh�ema que l'algorithme de MCreight, exept�e sur le pointsuivant : les �ls xi d'un sommet xj n'�etant pas,en g�en�eral, trait�es imm�ediatement apr�es xj,si gj d�esigne le p�ere de fj dans ASj, de nouveaux sommets �etant ins�er�es dans ASj+1; : : : ;ASi�1, le p�ere de fj dans ASi�1 peut être di��erent de gj . On doit don assoier �a toutsommet xj de T les informations suivantes :{ le sommet fj aeptant Txj ,{ le p�ere gj de fj dans ASj et l'arête (xj ;x0j;x00j ) reliant gj �a fj,{ le p�ere hj de gj dans ASj et l'arête (yj;y0j;y00j ) reliant hj �a gj .Comme dans le as de l'algorithme 24, pour simpli�er la pr�esentation de notre algorithme,nous passons sous silene le traitement des as o�u gi = r ou hi = r, r d�esignant la raine.



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 185Algorithme 27: Constrution de AS(T )Donn�ee : Td�ebutr�eer AS1 (ADR ompress�e �a deux sommets, la raine r et la feuille f1 assoi�eeau T -mot S1 = S(T1));pour haque sommet xi de T autre que la raine visit�e lors d'un parours enlargeur fairesoient xj le p�ere de xi (xi est le k�eme �ls de xj) et, tels que d�e�nispr�e�edemment les sommets fj, gj et hj , et les arêtes (xj ;x0j ;x00j ) et (yj;y0j ;y00j );1 LS(k;hj) := Minimiser(LS(k;hj));(u;l) := LS(k;hj);2 (v;l0) :=A-CherherR((u;l), (yj;y0j;y00j ));3 LS(k;gj) := (v;l0);4 (w;x) :=A-CherherL((v;l0), (xj;x0j ;x00j ));si x = NULL alors fi := w;sinon r�eer fi omme �ls de w reli�e �a elui-i par une arête (xj;x;x00j );5 LS(k;gj) := Minimiser(LS(k;gj));�nPour terminer, nous herhons �a d�eterminer la omplexit�e en temps de et algorithme,qui n�eessite de aluler la omplexit�e des appels �a A-CherherL, la omplexit�e desappels �a Minimiser et la omplexit�e des appels �a A-CherherR.Dans les �gures suivantes, un sommet blan orrespond �a un sommet �eventuellementimpliite, les arêtes en pointill�es �a un hemin dans l'arboresene et les êhes en pointill�esaux liens suÆxes.Lemme231. Soit T une arboresene �a n sommets. La omplexit�e en temps des appels �aA-CherherL lors de la onstrution de AS(T ) est en O(n� log(n)).Preuve. La omplexit�e d'un appel �a A-CherherL((u;l), (x;x0;x00)) est d�etermin�ee par lalongueur du plus long pr�e�xe de (x;x0;x00) reonnu �a partir de (u;l) (propri�et�e 228). Notonsompi la longueur de e pr�e�xe lors de l'appel �a A-CherherL e�etu�e lors de l'insertionde Si dans ASi�1 (�etape 4). hj rkgj giompik (u;l) = LS(k;hj)(v;l0) = LS(k;gj)
Le sommet xi d�esignant le k�eme �ls de xj, on a lairementompi � jm(gi)j � jRest(k;m(gj))j+ 1:



186 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEOn en d�eduit quenXi=2 ompi � (n� 1) + nXi=2 jm(gi)j � nXj=10�deg(xj)Xk=1 jRest(k;m(gj))j1Ao�u deg(xj) = est le nombre de �ls de xj . En remarquant quejm(gj)j = 1 + deg(xj)Xk=1 jRest(k;m(gj))jon en d�eduit que nXi=2 ompi � (n� 1) + nXi=2 jm(gi)j � nXj=1(jm(gj)j � 1)=) nXi=2 ompi � (2n� 1)� jm(g1)j < 2n:Le fateur log(n) orrespond pour sa part au temps de branhement (il y a au plus narêtes quittant un sommet de ASi). utLemme232. Soit T une arboresene �a n sommets. La omplexit�e en temps des appels �aMinimiser lors de la onstrution de AS(T ) est en O(n).Preuve. Le seond appel �a Minimiser (�etape 5) a pour seul but de prendre en omptele fait que lors de l'appel �a A-CherherL (�etape 3), un sommet a pu être r�e�e, e quifait que le lien suÆxe LS(k;gj) peut ne plus être minimal, alors qu'il l'�etait lors de sar�eation (�etape 4). Comme on a ajout�e au plus un sommet, et appel s'e�etue lairementen temps O(1). Pour borner la omplexit�e du premier appel �a Minimiser (�etape 1), onpeut remarquer que, pour un sommet impliite (u;l) et un desendant v de u, le nombretotal de sommets visit�es lors des minimalisations de (u;l) est au plus jm(v)j� jm(u;l)j. Enremarquant que lors de la r�eation du lien suÆxe LS(k;gj) = (w;l0), gi est un desendantde w, on en d�eduit que la omplexit�e totale des appels �a Minimiser orrespondant �al'�etape 1 est au plus Pni=2 ompi, e qui, ompte tenu de la preuve du lemme pr�e�edentprouve le r�esultat annon�e. utIl reste �a examiner la omplexit�e des appels �a A-CherherR. On rappelle que laomplexit�e de l'appel �a A-CherherR lors de l'insertion de Si dans ASi�1 est d�etermin�eepar le nombre inti de sommets de ASi�1 visit�es lors de et appel (propri�et�e 230). Ondistingue deux as, illustr�es par la �gure suivante hj rkgj gik inti(u;l)
remi = 0remi > 0inti = 0 inti � 0

rkhjgj remi(u;l) = LS(k;hj)k (v;l0) = LS(k;gj)gi = u = v (v;l0)hi



9.3. LE CAS DES ARBORESCENCES 187et on introduit la notation suivante (on rappelle qu'un sommet est onsid�er�e omme faisantpartie de ses anêtres) : si hi est un anêtre de u et hi 6= u (�gure de gauhe), remi =jm(u;l)j � jm(hi)j+ 1, sinon, remi = 0.Lemme233. Soit T une arboresene �a n sommets. La omplexit�e en temps des appels�a A-CherherR lors de la onstrution de AS(T ) est en O((n + k) � log(n)), o�u k =Pni=2 remi.Preuve. Comme dans le adre des mots, pour i = 2; : : : ;n, on note resi = jm(fi)j �jm(u;l)j + 1. En remarquant queXxi fils de xj resi � resj + remj � intj;on en d�eduit que nXj=2 intj � nXj=2(resj + remj)� nXj=20� Xxi fils de xj resi1A ;e qui, si on note p le nombre de sommets pr�esents sur les niveaux T [1℄ (la raine de T )et T [2℄ (les �ls de ette raine), est �equivalent �anXj=2 intj � nXj=2 resj � nXj=p+1 resj + nXj=2 remj:En notant que Ppj=1 resj � n; on obtient alors le r�esultat annon�e. utNous n'avons ependant pas �et�e en mesure de montrer que Pni=2 remi est en O(n), equi induirait une onstrution de AS(T ) en temps 0(n� log(n)). Les nombreux tests quenous avons men�es, ombin�es �a de vains e�orts pour onstruire un ontre-exemple, nousam�enent toutefois �a formuler la onjeture suivante.Conjeture 234. Pni=2 remi est en O(n).Le tableau suivant pr�esente les r�esultats en moyenne de nos tests, e�etu�es sur desarboresenes quelonques. Dans e tableau, N d�esigne le nombre de sommets de AS(T ),ACL la omplexit�e des appels �a A-CherherL, ACR la omplexit�e des appels �a A-CherherR, et Min la omplexit�e des appels �a Minimiser.



188 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEn j�j N ACL ACR Min100 1 44 102 22 1100 3 54 100 13 1100 5 59 98 10 0100 7 62 95 7 01000 1 368 1018 186 31000 3 439 1017 122 11000 5 475 1017 109 11000 7 480 1013 88 010000 1 3222 10135 1613 2410000 3 3816 10134 1093 710000 5 4063 10132 965 410000 7 4148 10131 833 2Tab. 9.1 { Constrution de AS(T ) : r�esultats exp�erimentaux moyensAppliations �a la reherhe de motifs. Comme nous l'avons �evoqu�e en d�ebut dehapitre, notre but en d�e�nissant une telle struture de donn�ees est de traiter le probl�emede la reherhe d'un motifM dem sommets dans une arboresene statique T �a n sommets,en utilisant une struture de donn�ees eÆae en espae.Dans le as g�en�eral, tel que nous l'avons d�e�ni dans le hapitre pr�e�edent, il ne semblepas que l'utilisation de AS(T ) permette d'am�eliorer la borne quadratique O(n �m) del'algorithme na��f. En e�et, soient M un motif, S(M) le mot de T -lettres orrespondantet u un sommet de AS(T ) (on rappelle qu'on note T (u) la sous-arboresene maximalede T telle que S(T (u)) = m(u)). On dit que u est un sommet minimal aeptant M si etseulement si{ il existe une ourrene de M en la raine de T (u),{ pour tout anêtre v 6= u de u, il n'existe pas d'ourrene deM en la raine de T (v).On en d�eduit que si w est un sommet �nal de AS(T ) desendant de u aeptant Si, alorson a une ourrene de M en xi dans T . On peut alors onstruire des ouples (M;T ) telsque le nombre de sommets minimaux aeptant M de AS(T ) est de l'ordre de O(n) etque deux hemins quelonques dans AS(T ) allant de la raine r vers deux de es sommetsont un plus long pr�e�xe ommun de taille onstante. Dans e as, en utilisant seulementAS(T ), rep�erer tous les sommets minimaux aeptant M n�eessite un temps O(n�m).On peut ependant, dans le as de la reherhe de motifs dans des termes, pour leprobl�eme RMCA, utiliser AS(T ) pour a�elerer en pratique l'algorithme na��f, et e enreprenant le prinipe des algorithmes pr�esent�es dans le hapitre 8. Les tests que nousavons e�etu�es dans e as indiquent toutefois que les algorithmes du hapitre 8, qui searat�erisent par leur simpliit�e, sont plus eÆaes en pratique.On peut aussi utiliser AS(T ) dans le adre de la proposition 201, pour r�esoudre eÆ-aement des as restreints de reherhe de motifs dans une arboresene. Dans le as destermes, on d�eduit par exemple imm�ediatement de la proposition 201 le r�esultat suivant(on rappelle que le texte T est �etiquet�e sur � et le motif M sur � [ fvg).
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Fig. 9.15 { Un ouple (T;M) maximisant la reherhe des sommets minimaux aeptantMProposition 235. Soit T un terme �a n sommets et M un motif �a m sommets tel que tousles sommets de son dernier niveau sont �etiquet�es v et auun sommet �etiquet�e v n'est situ�eailleurs que sur e dernier niveau. Apr�es onstrution de AS(T ), on peut d�eteter les kourrenes de M dans T en temps O(m� log(n) + k).Dans le as des arboresenes quelonques, le motif M est dit omplet si et seulementsi toutes ses feuilles sont situ�ees sur son dernier niveau (ette notion est une extension dela notion d'arboresene k-aire ompl�ete). Une ourrene de M dans T est dite ompl�etesi tout n�ud de M de degr�e d > 0 orrespond �a un n�ud de T de même degr�e d. Dans la�gure suivante, la seule ourrene ompl�ete de M dans T est mat�erialis�ee par les arêtesen pointill�es.
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Fig. 9.16 { Illustration de la notion d'ourrene ompl�eteOn d�eduit de la proposition 201 et de la d�e�nition de AS(T ) le r�esultat suivant, quig�en�eralise le r�esultat de Shibuya sur les arboresenes k-aires ompl�etes [141℄.Proposition 236. Soit T un texte �a n sommets et M un motif omplet �a m sommets.Apr�es onstrution de AS(T ), on peut d�eteter les k ourrenes ompl�etes de M dans Ten temps O(m� log(n) + k).9.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons propos�e une approhe du probl�eme de la reherhe demotifs dans une arboresene statique bas�ee sur l'utilisation d'une struture de donn�ees



190 CHAPITRE 9. ARBORESCENCE DES SUFFIXES D'UNE ARBORESCENCEindexant les suÆxes du texte statique, l'arboresene des suÆxes d'une arboresene. Si lanotion de suÆxe que nous avons hoisie, onsistant �a voir une arboresene omme un motg�en�eralis�e et �a regrouper les sommets de T par niveau, permet de d�e�nir une struture dedonn�ees eÆae en espae, elle ne permet ependant de traiter eÆaement (en termes deomplexit�e dans le pire des as) que des instanes restreintes du probl�eme de la reherhede motifs dans une arboresene. De plus, les tehniques n�eessaires �a la onstrutionde AS(T ) sont lourdes, et d'un point de vue pratique, les algorithmes propos�es dans lehapitre 8 semblent plus int�eressants, du fait de leur simpliit�e et de leurs performanespratiques.Cependant, nous pensons que d'un point de vue th�eorique, la struture de donn�ees quenous avons introduite est int�eressante en elle-même, ar elle orrespond �a une g�en�eralisa-tion naturelle de l'arboresene des suÆxes d'un mot. Il nous a ainsi paru naturel ded�e�nir un algorithme de onstrution de ette struture s'appuyant sur un algorithme deonstrution de l'arboresene des suÆxes d'un mot, et l'algorithme de MCreight nousa sembl�e être le meilleur andidat. Toutefois, nous n'avons pas pu prouver une borneoptimale pour notre algorithme et le probl�eme de la onstrution de l'arboresene dessuÆxes d'une arboresene en temps quasi-lin�eaire reste �a e jour ouvert. Cependant,omme nous l'avons mentionn�e en d�ebut de hapitre, Shibuya a r�eemment trait�e le assimpli��e des arboresenes r�eguli�eres (tous les n�uds ont le même degr�e) et, se basant surl'algorithme de Farah [60℄, a propos�e un algorithme quasi-lin�eaire pour l'arboresene dessuÆxes d'une arboresene r�eguli�ere. Il serait int�eressant d'essayer d'�etendre sa tehniqueau as des arboresenes quelonques.
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Strutures arboresentes : probl�emes algorithmiques et ombinatoiresR�esum�e : La premi�ere partie de e m�emoire est onsar�ee �a l'�enum�eration de diversesfamilles de strutures arboresentes, en g�en�eral selon le nombre de sommets. Les troispremiers hapitres sont onsar�es �a l'�etude des arboresenes de Cayley telles que la ra-ine est inf�erieure �a ses �ls et des arboresenes alternantes. La plupart de nos r�esultatssont prouv�es bijetivement. Nous nous int�eressons ensuite aux arboresenes olori�ees, etplus partiuli�erement �a la formule d'inversion de s�eries formelles multivari�ees de Good-Lagrange. Nous donnons une nouvelle preuve bijetive d'une variante de ette formule etutilisons ette preuve pour prouver ombinatoirement diverses formules d'�enum�eration destrutures arboresentes et en d�eduire des algorithmes de g�en�eration al�eatoire pour esstrutures (notamment les atus planaires). Nous onluons ette premi�ere partie par unhapitre onsar�e aux onstellations : en ombinant notre preuve de la formule de Good-Lagrange et la onjugaison d'arboresenes (due �a Bousquet-M�elou et Shae�er), nousprouvons bijetivement une formule (nouvelle) pour l'�enum�eration de onstellations selonle nombre de sommets et de faes.Dans la seonde partie, nous �etudions le probl�eme de la reherhe de motifs dans unearboresene, en utilisant une struture de donn�ees lassique pour les mots : l'arboresenedes suÆxes. Nous proposons notamment un algorithme de reherhe de motifs dans unearboresene, bas�e sur un odage d'une arboresene par des mots et sur l'utilisationde l'arboresene des suÆxes d'un de es mots, qui semble avoir de bonnes propri�et�esexp�erimentales. Nous onluons en �etendant la notion d'arboresene des suÆxes des motsaux arboresenes et en d�erivant un algorithme de onstrution pour ette struture.Mots-l�es : Combinatoire, algorithmique, arboresenes, �enum�eration, bijetions, g�en�era-tion al�eatoire, s�eries formelles multivari�ees, reherhe de motifs, arboresene des suÆxes.Arboresent strutures: algorithmi and ombinatorial problemsAbstrat : The �rst part is devoted to enumerative ombinatoris. In the third �rsthapters, we study the families of Cayley trees suh that the root is lower than its sonsunder some ombinatorial parameters (number of verties, label of the root, inversionpolynomial), and of alternating trees. Most of our proofs are based on bijetions. In thenext hapter, we are interested in the enumeration of olored trees, with the formula ofGood-Lagrange (inversion of multivariated formal power series). We give a new bijetiveproof of a variant of this formula and apply this proof in the enumeration and randomgeneration of arboresent strutures (like planar ati). We onlude this part by a proofof a (new) formula for the enumeration of onstellation under the number of verties andfaes.In the seond part, we study the problem of tree pattern mathing, using a lassial datastruture (for words): the suÆx tree. We propose a new tree pattern mathing algorithm,based on enoding a tree with words and using the suÆx tree of one of these words, whihseems to have good experimental properties. We onlude by proposing an notion of suÆxtree of a tree and an algorithme omputing suh a struture.Keywords: Combinatoris, algorithmi, trees, enumeration, bijetion, random generation,multivariated formal power series, tree pattern mathing, suÆx tree.Th�ese en informatique, pr�epar�ee au LaBRI (Universit�e Bordeaux I, 351 ours de la Lib�era-tion, 33405 Talene).


