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Resumen

En esta tesis se presenta un estudio tedrico y experimental sobre el comportamiento
dinamico de un canal en ebullicion, particularmente enfocado a la identificacion de las
distintas fases dinamicas que pueden presentarse en situaciones inestables.

En el estudio tedrico se desarrollaron modelos para analizar las caracteristicas
esencialmente no lineales que presentan las distintas fases dinamicas. Utilizando un
modelo algebraico en demoras se llevd a cabo un tratamiento analitico de las
inestabilidades de ondas de densidad, pudiéndose estudiar la estabilidad del sistema tanto
ante perturbaciones infinitesimales (i.e. analisis lineal), como de amplitud finita.

Se desarroll6 un modelo nodal que permite representar no linealidades especiales,
como las inversiones de caudal. Con el mismo se estudio la dinamica del sistema bajo
oscilaciones de grandes amplitudes fuera del dominio de las bifurcaciones de Hopf. Se
identificaron nuevas fases dinamicas en las cuales es posible encontrar al sistema, y se
pronosticaron efectos de histéresis asociados con estas transiciones de fases.

Finalmente, se realizo un estudio experimental en un circuito de agua a presion
atmosférica bajo condiciones de circulacion forzada disefiado para reproducir las
condiciones analizadas tedricamente. Se identificaron distintas cuencas dinamicas
tratadas en el desarrollo teorico, estudiandose sus caracteristicas no lineales. En especial
se pudo realizar una taxonomia de las bifurcaciones de Hopf supercriticas y subcriticas,
como ademas nuevos comportamientos dinamicos que aparecen en oscilaciones de
grandes amplitudes.



Abstract

A theoretical and experimental study of the dynamic behavior of a boiling channel is
presented. In particular, the existence of different basins of attraction during instabilities
was established.

A fully analytical treatment of boiling channel dynamics were performed using a
algebraic delay model. Subcritical and supercritical Hopf bifurcations could be identified
and analized using perturbation methods. The derivation of a fully analytical criterion for
Hopf bifurcation transcription was applied to determine the amplitude of the hmit cycles
and the maximum allowed perturbations necessary to break the system stability.

A lumped parameters model which allows the representation of flow reversal is
presented. The dynamic of very large amplitude oscillations, out of the Hopf bifurcation
domain, was studied. The analysis revealed the existence of new dynamical basins of
attraction, where the system may evolve to and return from with hysteresis.

Finally, an experimental study was conducted, in a water loop at atmospheric
pressure, designed to reproduce the operating conditions analyzed in the theory.
Different dynamic phase previously predicted in the theory were found and their
nonlinear characteristics were studied. In particular, subcritical and supercritical Hopf
bifurcations and very large amplitude oscillations with flow reversal were identified.
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Area de pasaje de seccion transversal, m’
Calor especifico

Aceleracion de la gravedad

Entalpia especifica

Coeficiente de pérdidas concentradas, factor de friccion
Longitud
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Presion
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Potencia volumétrica

Tiempo

Temperatura

Velocidad

Volumen especifico

Variable espacial

Letras griegas

A /D <o b

Subindices

diferencia

frontera de ebullicion

tiempo de residencia en una fase
densidad

parametro de flujo de calor
demora temporal

aceleracion

canal

salida del canal, salida
liquido

cambio de fase
friccion



g vapor

i entrada al canal, entrada
ref referencia
0 estado estacionano

Supraindices
A adimensional
’ transformada de Laplace

Nuameros adimensionales

Eu Nuamero de Euler

Fr Numero de Froude

k factor de friccion, definido en 1a ecuacion (18)
Ng Numero gravitatorio, definido en la ecuacion (92)
N, Numero de cambio de fase

Nows Numero de subenfriamiento

A Numero de friccion



Capitulo 1 Introduccion

Capitulo 1

Introduccién

Los flujos bifasicos en ebullicion tienen importantes aplicaciones en distintas ramas de la
ingenieria. Pueden encontrarse entre otros, en reactores de agua en ebullicion,
generadores de vapor, equipos criogénicos y procesos quimicos. Sin embargo, el disefio
termohidraulico de éstos demanda un analisis mas profundo que los sistemas sin cambio
de fase, debido a la existencia de distintos tipos de inestabilidades. Por este motivo, el
conocimiento de su comportamiento dinamico permite optimizar los disefios o establecer
los limites de operacion y seguridad. Las inestabilidades en los parametros
termohidraulicos pueden acarrear serios problemas operacionales [1], entre los que
pueden mencionarse la aparicion de flujo critico de calor [2], induccion de vibraciones
mecanicas de los componentes [3], y problemas de controlabilidad.

Durante los altimos 30 afios el tema de inestabilidades de flujos bifasicos ha sido
objeto de considerable interés [4]. Estas oscilaciones pueden presentarse bajo
condiciones de operacion debido a demoras en las realimentaciones que vuelven
inestables los sistemas en ebullicion [5].

Recientemente varias organizaciones internacionales han propuesto la circulacion
natural como el modo de operacion -normal y en accidentes- de reactores tipo BWR de
ultima generacion. Ejemplos de estos reactores incluyen el simplified boilinig water
reactor (SBWR) disefiado por General Electric Company {6] y el TOSBWR-900 reactor
en Japon [7]. La propuesta de usar conveccion natural en estos reactores ha fortalecido
el interés de los investigadores en el tema de inestabilidades en flujos bifasicos, ya que las
pruebas de disefio han demostrado que los BWR pueden presentar inestabilidades en el
flujo y la potencia durante conveccion natural con potencias moderadas y caudales bajos.
Varios eventos han sido recientemente reportados de este tipo de inestabilidades [5,8).

Los métodos utilizados para predecir las inestabilidades pueden clasificarse en
dos categorias: lineales y no lineales. La herramienta clasica utilizada ha sido el analisis
lineal en el dominio frecuencial, orientada a la determinacion de los limites de estabilidad
para perturbaciones infinitesimales. Esta herramienta no permite en cambio predecir la
respuesta del sistema ni las caracteristicas de los comportamientos oscilatorios. Se han
desarrollado asi modelos de gran exactitud y alcance para el analisis de sistemas de flujos
bifasicos bastante complejos, como los reactores nucleares refrigerados en ebullicion
(BWR) [9-12].

Para estudiar el comportamiento del sistema ante perturbaciones finitas es
necesario considerar efectos esencialmente no lineales relacionados con las
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Capitulo 1 Introduccion

realimentaciones en las caidas de presion en el sistema. En un entorno del umbral de
estabilidad lineal, la dinamica del sistema puede caracterizarse por una bifurcacién
normal de Hopf[13}]. Fuera del mismo, donde la amplitud de las oscilaciones crece por
encima de un determinado valor, se torna necesario considerar nuevas no linealidades.

El estudio del comportamiento no lineal de estas oscilaciones, conocidas en la
literatura como “ondas de densidad” ha despertado considerable interés recientemente.
Se han utilizado técnicas especiales de bifurcaciones de Hopf para estudiar analitica y
numeéricamente su amplitud, frecuencia y caracter (subcritico o supercritico)[13].

Varios modelos numéricos han sido desarrollados para estudiar el
comportamiento del sistema en el entorno de las bifurcaciones de Hopf [4,14],
habiéndose encontrado atractores caoticos en flujos con conveccion forzada [15] y en
flujos con conveccion natural [12].

Por otra parte, algunos codigos no lineales de simulacion temporal, tales como
RETRAN[16] y TRAC[17], han demostrado una capacidad razonable para reproducir
los resultados de los test de estabilidad en sistemas bifasicos. Desafortunadamente, dada
su complejidad es relativamente dificil y costosa su implementacion.

En este trabajo se realizd un estudio tedrico y experimental tendiente a la
identificacion y caracterizacion de las distintas cuencas dinamicas que pueden
encontrarse en un canal en ebullicion bajo conveccion forzada. Para ello se desarrollaron
modelos de simulacion capaces de representar las distintas fases dinamicas, con los
cuales se llevo a cabo un estudio de las caracteristicas de las mismas. Se realizaron
también experimentos en un circuito con agua a presion atmosférica, lograndose
identificar tanto cuencas de atraccion como procesos de transicion entre las mismas.

1.1 Inestabilidades termohidraulicas

Las inestabilidades se pueden clasificar en estaticas o dinamicas. Las primeras pueden ser
explicadas analizando el estado estacionario del flujo, mientras que las segundas
necesitan del uso de las ecuaciones de conservacion dinamicas conjuntamente con el
analisis de las realimentaciones para poder ser explicadas.

De las inestabilidades estaticas las mas conocidas son las excursiones de caudal.
Estas fueron estudiadas por Ledinegg [18] y tienen su origen en la interacion entre la
curva caracteristica de la bomba y la del canal en ebullicion [19]. Se caracterizan por un
cambio brusco del caudal refrigerante como consecuencia del cual se produce una
variacion del titulo de salida del mismo (excursiones), lo cual puede comprometer la
integridad del sistema (flujo critico).

De las inestabilidades dinamicas se destaca el fenomeno conocido como ondas de
densidad, el cual ha recibido gran atencion en los ultimos afios [20-23]. En esta situacion
el estado estacionario del flujo no puede ser mantenido, y el sistema evoluciona hacia un
estado de oscilacion autosostenido de baja frecuencia. El origen de este fenomeno se
debe a cambios espaciales y temporales de la densidad (de alli su nombre), y de las
realimentaciones entre el caudal, la fraccion de vacio y las pérdidas de carga [24). Las
amplitudes de estas oscilaciones pueden ser considerables, llegando incluso a causar
inversiones del caudal refrigerante (flujo reverso) o que el punto donde comienza la
ebullicion, conocido como frontera de ebullicion, abandone el canal calefaccionado.

11



Capitulo 1 Introduccion

1.2 Modelos de flujos de dos fases

El analisis del fendmeno de ondas de densidad se basa en los principios de conservacion
de la masa, de la energia y del impulso, y el segundo principio de la termodinamica. Es
necesario también describir las propiedades del fluido agregando relaciones apropiadas,
comunmente llamadas relaciones constitutivas. El modelo es consistente cuando éstas
permiten cerrar el sistema de ecuactones.

Existen dos formas basicas de abordar el problema: los modelos de mezcla y los
de dos fluidos. En los primeros se promedian las interfases y se considera a la mezcla
como un fluido con propiedades medias, las cuales son solucion del problema. En su
version mas simplificada, el modelo homogéneo, el fluido es una mezcla homogénea de
vapor y liquido desplazandose a la misma velocidad. Su principal ventaja es su
simplicidad, pero resulta inadecuado para representar algunas situaciones tales como los
flujos en contracorriente.

En los segundos se considera cada fase por separado. Esta representacion es mas
general pero requiere mas detalles en cuanto a las ecuaciones constitutivas; viéndose
perjudicada por el limitado conocimiento existente de las mismas. Se expresa en términos
de seis ecuaciones de conservacion y tres leyes de transferencia entre fases. Puede tener
en cuenta interacciones dinamicas entre fases y tratar estados de no equilibrio mecanico y
térmico.

1.3 Dinamica no lineal

El estudio de los flujos en ebullicion nos presentan ejemplos muy interesantes de
fenomenos inherentemente no lineales. Consideremos por ejemplo los puntos de
equilibrio (puntos fijos) de un canal en ebullicion uniformemente calefaccionado sujeto a
un salto de presion externo constante. Estos suelen poseer nodos inestables o puntos de
retorno (saddle-node bifurcation point) [25]. Es por este motivo que los diagramas de
bifurcacion de las variables en funcion de un parametro presentan forma de S o efectos
de histéresis, como se puede observar en la Fig. 1.1, correspondiendo la rama intermedia
inestable a la inestabilidad de Ledinegg.

En muchos casos el punto fijo de la rama inferior (ver Fig. 1.1) pierde su
estabilidad a través de una bifurcacion de Hopf supercritica [25] conduciendo a las
conocidas ondas de densidad, projectando un ciclo limite en el espacio de las fases. De
este modo este punto fijo se convierte en un foco inestable que da origen a un atractor
periddico en este sistema disipativo dinamico.

Es posible también que el punto fijo anterior pierda su estabilidad a traves de una
bifurcacton subcritica, teniendo entonces las oscilaciones caracteristicas divergentes y
siendo de esperar que otras no linealidades entren posteriormente en juego.

12
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Figura 1.1: Diagrama de bifurcacion de un canal en ebullicion

1.4. Bifurcacion de Hopf

Diferentes tipos de bifurcaciones conocidas (saddlenode, transcritical, pitchfork, etc.)
involucran el movimiento sobre una variedad central unidimensional en la cual pueden
aparecer (o desaparecer) algunos puntos estacionarios al variar los parametros. La
bifurcacion de Hopf resulta mas dificil de analizar ya que involucra un punto estacionario
no hiperbdlico con autovalores imaginarios, y por lo tanto, a una variedad central
bidimensional, siendo las soluciones periddicas en lugar de estacionarias{26].

Ilustremos con un ejemplo simple las caracteristicas principales de la bifurcacion
de Hopf, conocida también como bifurcacidon oscilatoria. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

i=pux—wy-(xl+y)x
}')Za)x+,uy—(x2+y2)y

Una pequena linealizacion alrededor del origen (x,y) = (0,0) muestra que éste es
un foco estable si # < 0 o inestable st # > 0 , siendo los autovalores de la matriz
Jacobiana u + iw. De aqui el origen es un punto no hiperbolico, con autovalores
linearizados +io, cuando x4 = 0. Para estudiar la existencia de bifurcaciones en este
ultimo caso (u = 0) es conveniente realizar el cambio a coordenadas polares, con lo cual
el sistema se reduce a
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De la ecuacion anterior es evidente que para ® # O el unico punto estacionario se
encuentra en el origen, » = 0, por lo que no es posible que existan otras soluciones
estacionarias que se bifurquen de ésta. Sin embargo, 7 =0 si » =0 o si g = r* por lo que
st ¢ > 0 existe una orbita periddica con radio r = \/Z . En las Figs. 1.2 se muestran los
graficos de F en funcion de r, pudiéndose observar que la Orbita periddica es estable
mientras que la solucion estacionaria (» = 0) es estable para u < 0O e inestable para u > 0.
En la Fig. 1.3 se ilustra este resultado: una orbita penodica estable con radio J;
bifurcindose desde u =0 hacia 1£>0. Este comportamiento es conocido con el nombre de
bifurcacion de Hopf supercritica, dado que las orbitas periddicas son estables.

}1”2

N

\

inestable estable

#>0

Fig. 1.2a: Graficode 7 vs. r para 4> 0
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estable

#<0

Fig. 1.2b: Graficode 7 vs. r para u<0

Figura 1.3: Diagrama de bifurcacion

Ademas de las bifurcaciones de Hopf supercriticas, como la estudiada en el
ejemplo anterior, es posible encontrar otras conocidas como bifurcagiones subcriticas. En
éstas existen soluciones periodicas inestables en la region donde la solucion estacionaria
es estable, mientras que en la regidén donde esta ultima es inestable no se encuentran
soluciones periodicas en un entorno cercano al foco. La Fig 1.4 esquematiza ambos
tipos de bifurcaciones de Hopf posibles.
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Figura 1 4: Bifurcacion de Hopf: (a) supercritica y (b) subcritica

16
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Capitulo 2

Estudio tedrico : Modelo algebraico en demoras

2.1 Modelo algebraico en demoras

Consideremos un canal con ebulliciéon como el mostrado en la Fig. 2.1. El liquido entra
subenfriado a una temperatura constante y es calentado uniformemente mientras recorre
el canal. En una cierta posicion el fluido alcanza la temperatura de saturacion y comienza
a hervir, dejando finalmente el canal como una mezcla bifasica de liquido y vapor.

222221,

Figura 2.1: Canal en ebullicion.
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| Capitulo 2 Estudio tecrico: Modelo algebraico en demoras

Por simplicidad, supongamos las siguientes hipotesis respecto del flujo [27]:
 flujo homogéneo (deslizamiento nulo entre las fases) en equilibrio termodinamico,
» las variaciones de presion son pequeiias frente a la presion total del sistema,

» ambas fases se consideran incompresibles,
o flujo de calor uniforme y constante en el tiempo,
o area de pasaje uniforme,

« la disipacion viscosa, las energias cinética y potencial y el trabajo de flujo, son
despreciables frente a los demas términos de energia.

o las fricciones estan concentradas en ambos extremos del canal.

Bajo estas suposiciones las ecuaciones de conservacion de masa y energia para un
flujo unidimensional bifasico se pueden escribir como:

dp J(pu)
ot or P (12)
y
a(ph) 2 (phu)_
ot oz 17 (1b)

La entalpia y la densidad se relacionan a través de las ecuaciones de estado:

p = p st h< hy (2a)
[ th-h T
f .
p = vV, +———vV sih > h (2b)
\\ s hfg ng 14

Combinando las Ecs.(1b) y (2b) para la region en ebullicion obtenemos:

ou _ qvi -0 (32)

Analogamente para la region de una fase liquida:

22 -0 (3b)
oz

Integrando las Ecs.(3) a lo largo del canal se obtiene:
u, = u + Q(L-2X) (4)

18



|Cap1’tu[o 2 Estudio tedrico: Modelo algebraico en demoras

La frontera de ebullicion en un instante ¢ dado, A7), seiiala la posicién de la
particula que alcanza la temperatura de saturacion en ese momento. Puede calcularse a
partir de la evolucion temporal de la velocidad de entrada al canal como:

A(t) = Iu,(z‘) dr (5)

donde v es el tiempo que necesita una particula desde su ingreso al canal para alcanzar la
temperatura de saturacion (tiempo de residencia en una fase), es decir que:

Ah
v - sub pf (6)
q

Para oscilaciones de baja frecuencias (donde el periodo de las mismas sea mayor
que v), vale entonces:
a0 = Juyd = vufi-u) @

-V

donde ¢; es un cierto tiempo de demora tal que 0 <¢; <wv.

Estudiemos primero casos donde el término gravitatorio pueda despreciarse en la
ecuacion de momento (tal como sucede en canales horizontales o verticales con alto
numero de Froude). Considerando un balance cuasiestatico de fuerzas en la ecuacion de
conservacion de momento [28], el salto de presion impuesto externamente al canal es
balanceado por las fuerzas de arrastre, es decir:

(k,-Dp,u’ + (k,+Dp,ul = Ap (8)

Siguiendo con la aproximacidn cuasiestatica asumiremos que el flujo de salida
sigue la historia del de entrada al canal con una cierta demora [29]:

p.(u (1) = pru(t-1,) (9)

donde ¢, es una demora que, al igual que ¢#;, supondremos constante en nuestro modelo
[30].

Combinando las ecuaciones (4),(7),(8) y (9), el problema se reduce a una unica
ecuacion algebraica en demoras que representa la dinamica simplificada del sistema:

(k=D pu )+, +1) pu(t =) () - Qvu (1 -4)+QL)= Ap (10)

Es conveniente adimensionalizar esta ecuacion tomando los valores de referencia:

19



|Capitulo 2 Estudio teorico: Modelo algebraico en demoras

Lref - Lch ’
uref = Lref/ v,
Pref = Ly

con lo cual la ecuacion (10) puede reescribirse en forma adimensional (*) como:
(k, =V )a*(t)+(k, +1)a(t—1,)fd,(t)-N_,d(t—1, )+ N, ]= Eu (1)
donde los nimeros adimensionales de subenfriamiento y de Euler son respectivamente:

Ah, Ve Ap

b y
he v, pru,

N, =Qv=

Consideremos el caso particular ¢; = 1,2 = 1 en nuestra ecuacioén en demoras.
Esta nueva (tercera) hipotesis propia del modelo sera razonable cuando el tiempo de
residencia en dos fases (tiempo que necesita una particula para atravesar la region en
ebullicion) sea pequefio frente a v. Bajo esta suposicion la ecuacion en demoras (11)
puede reescribirse entonces como:

2

(k, —1)a +(k, +1)i_, (i, - N, 4,  +N,, )= Eu (12)
donde &, =4 (s), 4, = d(t—7), 4, ,= d(t-27)

2.1.1. Analisis de puntos fijos

El mapeo bidimensional dado por la ecuacion (12) presenta dos puntos fijos a
saber:

N, ~(k, +)N_, +Jk, +1)* + 4Eu(k, — 1 +(k, +1)(1-N, )
i, = —>= 13
N, 20k, - 1+(k, -1)(1-N_, )) (13)
vfg q L . s -
donde N, = b g es conocido en la literatura de flujos bifasicos como "numero de
2 70

cambio de fase".

La naturaleza de los puntos fijos puede discutirse en funcion del numero de
subenfriamiento. Si

k +k

H €

k +1

e

Ny < (14)

ambos puntos fijos son reales, uno de ellos positivo y el otro negativo.
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Si

k +k, k +k, k +1
£ 15

a1 <N ST Y a (15)
hay dos soluciones reales positivas.

Si

k, +k, k +1
N . (16)

+

b > k,+1 4FEu

no hay soluciones reales.

2.1.2 Analisis de estabilidad lineal

Linealizando la ecuacion (12) alrededor de un punto fijo 7, obtenemos la
ecuacion caracteristica:

2k, +k, -1 ,
k +l § _Nsub §+(1+Npch_Nsub):O (17)

Si ambos autovalores caen dentro del circulo unitario en el plano complejo el
sistema es estable. Si en cambio uno de ellos es real y mayor que la unidad, el punto fijo
en cuestion es un punto ensilladura, para el cual la solucion es repelida en la direccion de
uno de los autovectores y atraida en la del otro. Si los autovalores son complejos
conjugados, pueden cruzar el circulo unitario con un dado angulo o (diferente de 0 o m),
estando entonces en presencia de una inestabilidad de Niemark o bifurcacion de Hopf

[31].

Definiendo el parametro:

kK o= (18)

el cual permite comparar la importancia relativa de las fricciones en la entrada contra las
fricciones en la salida del canal, podemos expresar las soluciones de la ecuacion (17) en
funcion de &, N,y y N, como:

51‘2

1 . .
T 22k +1) [Nm,, £ N2, -4(2%k+1)(1+ N, -N,,) (19)

Los autovalores seran complejos cuando:
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2

N:ub
N > ——— + N

-1 20
P 7 a2k 1) (20)

sub

en cuyo caso estaremos en presencia de una inestabilidad de Niemark si el modulo de los
autovalores excede la unidad, es decir si:

N, > N, +2k 1)

pch

Por otra parte, existira un punto ensilladura cuando ambos autovalores sean
reales y el modulo del mayor exceda la unidad, es decir si:

N, < 2(Ny ~k-1) (22)

pch

Los criterios de estabilidad dados por las ecuaciones (20), (21) y (22) se ilustran
en el plano biparamétrico (N, , Ny~ Npe, ) en la Fig. 2.2, Podemos notar en é€l,
regiones estables con autovalores reales (a) o complejos (b), con inestabilidad de
Niemark (c) o excursiva del tipo ensilladura (d).

Ty O ey rorrame]eeeTrrrTTTTreTTTrTT

—— inest. de Niemark
— inest. excursivas
B autov. compliejos

L Jpu— S S,

sub
2(k+1) -
d // C
4
, b
3 |
2k

pch sub

Figura 2.2: Mapa de estabilidad lineal.
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2.1.2.1 Inestabilidad de Ledinegg.

Estudiaremos ahora la estabilidad de la solucion negativa del problema de puntos
fijos, #,~. Reemplazando la ecuacién (15) en la (13) se demuestra que existen soluciones
validas de #,", en el rango:

0< N,y < 2(Nyy—k-1) (23)

Notese que el limite superior de esta ecuacion es el mismo que la condicion de
punto ensilladura, dada por la ecuacion (22). De aqui podemos deducir que la solucion
1,y es siempre inestable y de caracteristicas excursivas, usualmente reconocida en la
literatura como inestabilidad de Ledinegg [32].

2.1.2.2 Inestabilidad de ondas de densidad

Analicemos la estabilidad de la solucién de signo positivo del problema anterior,
,* cuando ésta existe. Estamos entonces en el caso:

k +k, k, +1

N +
“ g r1 " 4Eu

(24)

Por lo tanto, junto con las ecuaciones (13) y (18) podemos expresar la condicion
de existencia de soluciones positivas como:

Now > 2(Ny—k-1) (25)

Comparando ésta con la ecuacion (22) surge evidente que #,* no puede ser
nunca un punto ensilladura. El rango de valores de #,* para los cuales el sistema es
estable esta limitado por la inecuacion

Noup =N, <2k (26)

pch —
como se observa en la Fig. 2.2. El sistema va hacia una bifurcacion de Niemark cuando
Npen-Noup  €xcede 2k Esta inestabilidad presenta un comportamiento oscilatorio
evidenciado por la aparicion de "ondas de densidad”.

Las ecuaciones (20) y (21) indican que la estabilidad del sistema depende de las
fricciones concentradas a la entrada y la salida del canal, unicamente a través del factor £.
Por ello podemos determinar la estabilidad del canal bajo las condiciones de contorno
impuestas, segun sus coordenadas en el espacio triparamétrico (N.., s, k) como se
ilustra en la Fig. 2 3.
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200

U ~ 02 100

Figura 2.3: Mapa de estabilidad lineal en el espacio triparamétrico (N.., #s, k).

2.1.3 Resultados

Los criterios de estabilidad del modelo algebraico en demoras, dados por las ecuaciones
(21) y (22), son ilustrados en la Fig. 2.4 conjuntamente con los margenes de estabilidad
obtenidos a partir del tratamiento completamente diferencial de las ecuaciones [33].
Como puede apreciarse de la comparacion entre ambos modelos existe un buen acuerdo
para un amplio rango de numeros de subenfriamiento, resultando ser en general el
modelo algebraico mas conservativo.
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80

T T T T T T T T T T T Voad
o mod. diferencial
70ts mod. algebraico { edi v
60 |V ambos modelos edvlnegg o
_mod. de Ishii , s
n 50} v .
g una fase /v o
40 | J
30} -
zoE ﬁaﬂ
: Estable o Inestable
10} Y-l
ol e &%
0 25 50 75 100 125
Npch

Figura 2.4: Mapa de estabilidad lineal en el plano paramétrico (Nas, Noes).

Notese que para bajos numeros de subenfriamiento, este modelo algebraico es
demasiado conservativo. No obstante, debemos recordar que bajo estas condiciones /,
sera mucho mayor que ¢,, lo cual invalida la tercera hipotesis ( £, =2¢;). En la Fig. 2.4 se
comparan también los margenes de estabilidad del modelo algebraico en demoras con el
criterio de Ishii [34], pudiendo observarse que el primero resulta ser mas conservativo.

2.2 Analisis de la influencia de la friccion concentrada en la entrada
sobre la estabilidad del flujo.

Es reconocida dentro de la literatura de flujos bifasicos una regla del arte que
establece que incrementando las fricciones a la entrada del canal en ebullicion se tiende a
estabilizar fenémenos del tipo de ondas de densidad [35]. Esta regla es deducida a partir
del estudio de una familia de condiciones de disefio con caudal constante. Sin embargo,
en condiciones operacionales las variaciones de las fricciones a la entrada estan
generalmente acopladas con las de otros parametros, y consecuentemente son de esperar
efectos diferentes dependiendo de cada situacion en particular.

2.2.1 Caso de salto de presion externo constante
Utilizando nuestro modelo algebraico en demoras presentado en la seccion anterior,

estudiaremos la relacion entre la friccion a la entrada del canal y el margen de estabilidad
para sistemas termohidraulicos basados en muchos canales paralelos en ebullicion. En
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dichos sistemas, un cambio en un canal en particular no afecta mayormente a las
condiciones externas generales, por lo que podemos suponer salto de presion contante,
en otras palabras, que el caudal se acomoda para satisfacer esta condicion.

Es conveniente volver a reescribir las ecuaciones del modelo en términos de la
velocidad de entrada #, . Adimensionalizando de manera similar a la seccion previa, el
limite de estabilidad lineal para las inestabilidades de ondas de densidad puede
reescribirse como:

lidw — N.mb (27)
© N, +2k

sub
Analogamente para el limite de Ledinegg:

N
sled _ sub 78
o 20k+1-N_,) (28)

Combinando las ecuaciones (27) y (28), el punto de transicion del primer al
segundo tipo de inestabilidades puede escribirse:

2N
12:% Led  _ 3_]_\/___su-b-_2 (29)
sub

La ecuacion en demoras de nuestro modelo (12) vale para titulo de salida
comprendido entre O y 1, es decir:

1
z2p 22— 30
P15 V!V, (30)

La densidad de la mezcla que sale del canal se puede relacionar con la velocidad
de entrada al mismo por:

-

T+ N, (1-1,)

Pe 31

Combinando ecuaciones (30) y (31), el rango de 7, posibles para tener una
mezcla bifasica de salida resulta:

N:ub < -
< u, <1 (32)

+Vfg 4

N 1

sub

donde el limite inferior y superior corresponden a gas y liquido respectivamente a la
salida del canal.
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Los criterios de estabilidad dado por las ecuaciones (27) y (28), son ilustrados en
el plano (4,,N,,;) en la Fig. 2.5.

N ondas de densidad //

sub
40 .
i / Estable

0.0 02 04 06 08 10
u
0

Figura 2.5: Mapa de estabilidad lineal en el plano (N.., #,) para k = 20.

En un canal sujeto a una caida de presion externa constante, el nimero de Euler
permanece constante. Por lo tanto, cualquier variacion de &; produce cambios en la
velocidad estacionaria de entrada al canal, #,°, la cual esta definida por la siguiente
ecuacion:

_Nw+\/Nib+4(k +1)(I{.+1—Nm,,)
. : 33
“ 2{k+l—Nmb) )

El efecto neto de un aumento en la friccion de entrada sera estabilizante si y solo
si en el limite de estabilidad lineal definido por la ecuacion (27), 4,*, las disminuciones
en el caudal estacinario son menores que las disminuciones en el caudal critico. Si las
fricciones a la salida permanecen constantes las variaciones de la friccion de entrada son
proporcionales a las del parametro &, pudiendo establecer que el efecto sera estabilizante
Sl

dia;, dual*
L9t
dk = dk

(34)

Diferenciando la ecuacion (33) podemos calcular:
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| Capitulo 2
d 12: 122
0 —-_ 0 - : (3 5)
dk N_,(2-3ud,)+ 24,
y operando similarmente sobre la ecuacion (27)
day” 24
= 36
dk N, (36)
Combinando las ecuaciones (34-36), encontramos un efecto estabilizante de %;
cuando:
44
Ny <775 (37
3(24,-1)

En las Figs. 2.6 se muestra este criterio en el plano biparamétrico (#, , N,;).

Ambas regiones (de efecto estabilizante una e inestabilizante la otra) estan acotadas por
las condiciones de flujo bifasico a la salida del canal y de inestabilidad excursiva dadas

por las ecuaciones (32) y (29) respectivamente. Es interesante notar que si #, < 1/2 el

efecto de incrementar &; es siempre estabilizante.

80 , T
gas |
L '] ‘
60 | i
N | ~ Ledinegg
sub ’j
w0} |  efectoestabilizante | cfecto |
i inestab. x‘
f}
20 |
/
! . L \ L N 1 . ]
0.0 02 0.4 06 08 10

Figura 2.6a: Influencia de la friccion a la entrada sobre la estabilidad del canal
(presion atmosférica).
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80 7
/
o ’{
60 |
N gas / i Ledinegg
sub / 1
/
4 | / |
|
///./ ‘
[ // i
e efecto |
20 | s inestab. |
efecto |
estabilizante |
L M 1 " 1 e 1 "
00 02 0.4 06 08 10
a
0

Figura 2.6b: Influencia de la friccion a la entrada sobre la estabilidad del canal
(presion 45 atmosferas).

2.2.2 Caso de salto de presion externo variable

Resulta de interés estudiar otras configuraciones de sistemas basados en canales en
ebullicién de aplicacion en ingenieria, ademas de canales paralelos. En un caso mas
genérico, la caida de presion total en el sistema esta relacionada con el caudal
Estudiaremos esta dependencia de la curva de Eu vs. 4, dentro de las aproximaciones del

analisis de estabilidad lineal.
Consideremos una pequefa perturbacion a partir del estado estacionario, #, :
(1) = i, + i e

Usando esta relacion en la ecuacion (12), obtenemos la ecuacion caracteristica
del sistema linealizado:

|8, + N, (1-4,)] x* = N, i, x+[(2k + )i, - DEw] = 0 (38)
donde

x=e ™
’ 1 dEu

Dhw= ) an

29



ICapitulo 2 Estudio teorico: Modelo algebraico en demoras

Razonando analogamente al caso de canales paralelos, el limite de estabilidad
lineal para el caso general puede escribirse como:

~dw N:ub + DEu' (39)
° N, +2k
y el limite de las inestabilidades excursivas viene dado por:
N, — DEW
0yt = - 40
0 2(k+1-N_,) (40)

Combinando las ecuaciones (39) y (40), el punto de transicion de autovalores
complejos a reales puede ser calculado:

Iigw-Led - 2 qub (4 l )
3 N:ub -2

Obsérvese que esta condicion es idéntica a la obtenida para canales paralelos.

La ecuacion estacionaria de momento del canal en ebullicion se reduce a

[k =10+ D= N | + N, (K, + Vi = Fau() (42)

Derivando las ecuaciones (39) y (42) respecto de k se obteniene respectivamente

dig” _ 24 (43)
dk N L OE0/
sub ‘,/ 3120
y
d i, 125 44)

dk = N_,(2-34,)+2i, - DEu

Sustutiyendo ambas ecuaciones, (43) y (44), en la ecuacion (34), podemos
recalcular la condicion de efecto estabilizante para el caso general como:

44, -3 DEW

45
<3000, - 1) “9)

Notese en el caso de derivada negativa DEu’, caracteristico de una bomba
centrifuga, que ésta tiene un efecto estabilizante sobre el margen de estabilidad.

Las Figs. 2.7 ilustran el efecto de la derivada de DEu’ con respecto a #, sobre la
influencia de k., en la estabilidad, explicitada por la ecuacion (45). Como el valor de
transicion de #, tiende a 1/2 cuando M. tiende a infinito, al igual que en el caso de
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canales paralelos, encontramos comportamientos similares en ambos casos para N,
grandes.

80 .
gas/ . Ledinegg
/
60 i I efecto «: I. efecto
estabilizante : l. inestab.
40} |
N
j Y ‘
sub | I p— 1 |
[ ——— DEu'= 1 'I ‘\ "." \
20 _/ s DEu'= - ': l\ ‘\.“ \
/ |I‘ ‘.\‘ \ . \
1 . 1 NN A 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a
0
Figura 2.7a. Influencia de la friccion a la entrada sobre la estabilidad del canal (presion
atmosférica).
80 ,
/
----- DEu= 0 /
—eeme- DEU'= -1 /1
- DEW'S 2
60 I~ ///
,"el'ecto ‘l
40 | 4 inestab. |
N A | .
sub | gas R “. : Ledinegg
//el'ecto l‘, “ “'\. \‘
20+ A \
establllzante" \ N v\
N L 1 N "L NN A 1
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
a
0

Figura 2.7b: Influencia de la friccion a la entrada sobre la estabilidad del canal
(presion 45 atmosferas).

31



Capitulo 2 Estudio tedrico: Modelo algebraico en demoras

2.3 Estudio analitico de la dinamica lineal y no lineal
2.3.1 Dinamica lineal

Cuando las oscilaciones tienen amplitudes relativamente grandes, el analisis lineal pierde
su validez, ya que los términos no lineales de las ecuaciones de conservacion no son
despreciables. En estos rangos, es importante el conocimiento de los parametros
principales de las oscilaciones, como ser la amplitud y la frecuencia. Las técnicas de Hopf
fueron aplicadas por primera vez al analisis de canales de ebullicion por Achard y otros
[36] utilizando un modelo completamente diferencial. Debido a la complejidad de las
ecuaciones resultantes, este analisis s6lo permite obtener resultados numeéricos. En esta
seccion se presentan los resultados de la aplicacion de las técnicas de Hopf al modelo de
demoras de un canal en ebullicion.

La ecuacion (12) de nuestro modelo en demoras expresada con el factor de
friccion k definido en la ecuacion (18) puede reescribirse como:

Eu
k, +1

kli: +,, [Zin +N,(1-4,, )] = (45)

El estado estacionario: #, = 4,_; = u,_,= 4, , satisface ahora la siguiente relacion:

Eu
k,+1

kil +dy [d, + N, (1-4,)] = (46)

donde el parametro %, representa la fraccion subenfriada de la longitud total del canal,
A, N

sub

N

0y =7

ch pch

Consideraremos una pequeiia perturbacion en la velocidad de entrada alrededor
del estado estacionario, # :

ut) =1, ~ exp(at)
u(t-t) =1, - expfa(t-7)]
u(t-2t) =4, + expf[a (t-27)]

Reemplazando éstas en la ecuacion (45), obtenemos nuevamente la ecuacion
caracteristica del sistema linealizado:

[, + Ny (1-8,)| x* = Nty x4 (264 1)di, = 0 (47)
donde: x = exp(az)

Despejando x se tiene que
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N oty + o4t (2k +1) [, + N o (1-3,)] - N2, i

sub sub

2y + No(1-1)] @)

El sistema es marginalmente estable para un cierto #, si x es un punto dentro del
circulo unitario en el plano complejo, es decir si:

e Malizi) -
uO

Si los autovalores x son reales y el mayor autovalor es menor que 1 el punto fijo
es un punto ensilladura. En este caso el sistema alcanza la inestabilidad excursiva o de
Ledinegg. De la ecuacion (48) esto implica:

- N.rub N 2N.rub (SO )
= —F——— para i, < ——— a
"ToN,, —k-1) P 3N, 2
N, . 2N,
7 su , para — 50b
o=y para 4, > 2 (50b)
SW _1
a2k + 1) Vs

El punto de interseccion de las ecuaciones (49) y (50) corresponde a la transicion
de autovalores complejos a reales, esto es para:

— 2]v:ub (51)

° 3N:ub_2

Los valores minimos de N, y #, para los cuales existe esta transicion son
respectivamente 2 y 2/3.

Dependiendo de la naturaleza de los autovalores, x, (i.e., real o complejas) el
sistema pierde su estabilidad siguiendo un comportamiento oscilatorio (autovalores
complejos) o excursivo (autovalores reales).

Analizando la ecuacion (12) de nuestro modelo algebraico en demoras,
observamos que la misma es una ecuacion autéonoma por cuanto la variable temporal no
aparece explicitamente. Asi, las demoras ¢, y #; (si bien cumplen la relacion #: = 2 ¢,) no
fueron adimensionalizadas con el tiempo de referencia en ningin momento. Para el
analisis no lineal es necesario tener un tiempo de referencia, ya que el periodo de las
oscilaciones se modifica. Si resolvemos la ecuacion (5) para una dada velocidad de
entrada periodica se puede demostrar que la frontera de ebullicion, en todos los casos
esta demorada en v/2 (ver Apéndice A), por lo tanto podemos considerar nuestra
demora 1, = v/2 y t,= v. Por esto, la frecuencia de las oscilaciones sobre el margen de
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estabilidad, o= Im (a), puede obtenerse de la ecuacion (48). Este resultado se muestra
comparado contra el modelo diferencial en la Fig. 2.8. Se observa un buen acuerdo entre
ambos modelos nuevamente, en un amplio rango de subenfriamientos.

1 =
—a—modelo diferencial
—v—modelo algebraico
0 . 1 A 1 I 1 ! 1 A 1
10 20 30 40 50 60 70 80
Nsub

Figura 2 8: Frecuencia de las oscilaciones en el margen de estabilidad
(k=40 y k.=1 en modelo diferencial).

Cabe notar que la frecuencia de las oscilaciones en el margen de estabilidad en
nuestro modelo algebraico en demoras depende del coeficiente £ y no de &, y 4. en forma
independiente, como surge de la ecuacion (47). Esta caracteristica presenta un buen
acuerdo con el modelo diferencial en demoras {4] en aquellos casos en los cuales los
términos de inercia y de gravedad son despreciables.

Es de destacar también que la frecuencia de las oscilaciones sobre el limite de
estabilidad lineal disminuye conforme aumentamos M., Si observamos el mapa de
estabilidad lineal (ver Fig. 2.4) notamos que al movernos sobre el margen de estabilidad
hacia los subenfriamientos mayores, nos aproximamos al limite de las inestabilidades
estaticas (Ledinegg), donde la frecuencia de las oscilaciones tiende a cero.

2.3.2 Dinamica no lineal
Consideremos ahora el caso en que el sistema se encuentra inicialmente bajo

condiciones de estabilidad marginal (con autovalores complejos). Entonces & viene
determinado por la ecuacion (49):
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N:ub(l_lio)
24

0

ky = (52)

Cuando el valor de & disminuya por debajo de k,, (variando para ello & y
manteniendo siempre fijo 4. ) la solucion estacionaria pierde estabilidad. El teorema de
Hopf [13,26,37] relativo a las bifurcaciones de igual nombre establece dos condiciones
necesarias para la existencia de soluciones periodicas que se bifurcan desde

Ay = —ao * 0, (53a)
[ 1

Rel d—a |20 , (53b)
Ld’u u:O_]

donde a viene dado por la solucion de la ecuacion (47), x, como:

a = —llogx (54a)
T

M

p=k—k, (54b)

Combinando las ecuaciones (53) y (54), podemos reescribir las condiciones
anteriores como:

(et )
Jjarctan| —— J
— LRey:O
o=~ 0= - 20, (55a)
y
[ dal |
Rel —| [<0 (55b)
Ld’ll u=0

donde llamamos Re e /m a las partes real e imaginaria de x evaluadas sobre el limite de
estabilidad linear:

_ N, 4, (562)
2, + N, (1-4,)|

sub

Re
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Nsub uO

[y + N o (1- 2]

Im = |1- (56b)

Por lo tanto la existencia de bifurcaciones de Hopf en nuestra ecuacion en
demoras es factible.

Para analizar esta bifurcacion consideremos la forma perturbada de la ecuacion
(45) sin despreciar los términos no lineales:

(ko + 1) (218, 8, +87 )+ 1iy(8y +8,)+ 8,6, = N,y [, (8, +8,)+ 8,8, -8,] =0 (57)

sub

donde:

u, = 1y + 6,

i =1y + 0y,

n-1

ll‘n_z = lio + 52.

La perturbacion puede escribirse como 6, = ¢ y, (donde £ es un pequefio
parametro), con lo cual:

(ko + :u)(ZﬁOyo +5}’§)+ﬁo(}’o +}’2)+5yoy2 —Nsub ’120(})] +}’:)+5y1 Y2 _}’2] =0(58)

Las variables cambian a medida que ¢ crece. Este cambio puede expresarse como
un desarrollo de Taylor de la siguiente manera:

K=y, E+ gy, €+ (59a)
1

l:a(z)—+f(l)£+f(2)82+...] (59b)

Yo=Yo,0, v Yo, €1 Yo, & +.. (59¢)

Y=V ¥ Ny €1 Vp, g +.. (59d)

Y2=Y2,0, Y Y2, €+ Yoy, & +.. (59%e)

donde w, = Im (« ).

El desarrollo de la variable temporal introducido en la ecuacion (59b) implica
sobre las demoras de nuestra ecuacion que:

&y, (0-10,)

i T
Mo :yO,o'[a_w;' +zj:y%,(9‘”"c)+ dy

a&, (6-ww,.) .
e ‘ ¥ + (60a)

e
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yz{o; _yoro/ a)c_l+l —yO(oJ( - TCL)C)+ dl ’ :Ol'*' dzz ) X +. ( )
X z=0
donde y = 7)) € + 77 e ..
En adelante redefiniremos
N ~ yo(o)(e - 10, ) (61a)
yz(ﬂ) = yO(OJ(e -2 th) (6lb)

Combinando todas las ecuaciones desde (58) a (60) obtenemos:

2 - 2
(ko + Uy EF foy E +) +uo(y0:o_ +¥y, E+ Yy, € +)

- 2 2
2u0(_v0<0) + Yo, €t Yo, € +) +£(yo‘°’ +2¢& Yo Yo, +- )

2
+ 2)+dy2’°" e+ +dy2”’ ® ¥ ¥ |
E+T,y € & tletvy, € &z T, €+, € J

L, 1
+€ (yo(o) +Yo,€ +y0m32+,..ly2m + dy (rm g+...) +),, € +J

I, R dy,, ]
Nmbuoly,mj X (rme+rme )+ Dt TE PN R T Ay e +J

[- dyzrm 2 dzyzlo; 2 2 dyln, 2 5 —| N
+Nm{y2(w = (r(,)£+r(2)£ )+ pRallICRS Al IS O +...}l—uo)

_N:ubg yl,.u; + dylm} (T(U £+...) +y‘(n€ *o. —yz!o, +id}i0;(rll) 8+...] +}’:_,,,, £+..1=0 (62)
dy dy

Agrupando en potencias de &, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
(€9) :
(2ko + )iy, +ioyy, + Nop[A=d)ys, ~dgy,, ] = 0 (63a)
o, Ly (v, ©0)=0.

(el
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(2k0+1)120y0 -N iy Y, +[u0+N 1- uO]y =

sub 20

ko y2, =210y i,y a(N Do D), Vo Yo+ Naw V1, ¥: (63b)
0 Y0y 0 H(1) Y0, L sub dl dl ) ) 0017 20y sub 1y 7 200y

O,Lo(yn(])):S(])
(€2):

(2k +l)”0)’0 +[uo+N ]Y(z) Nmb”O)’l =-2ky ¥y, Vo

(0) 1)

- 24, B2y Yo,

, d}’z,,, )
—/1(1)(2140%,,,+y5m)-ﬁ01\ dy Tyt dy’ Tt dy )I Va0 Yo,

(dysz ) R (
WO”’L dy T“’+y2’”J+N’""u°l\ dy @ dy T aye )l

dy
+N b ¥, L — Tt ) J+N s Vi L Tyt J
Su <70 dl ( Su (a) dl LY

ay, Y, ay,
"N 1_ - (0) (0) 2 (1) 63
o ( uO)L—dZ Tyt ,1’2 THt T“)J (63¢)

Y Lot )= S (2)

En general, Lj ¢, q)) = S ) . Notese que mientras que la forma de Ly ¢, 4/ permanece
igual, § ;) incrementa su complejidad significativamente para / > 2.

El hecho de buscar una solucion periodica (de periodo igual a 27n) , 1mpone la
siguiente condicion de ortogonalidad:

1 [
~I Yo 0 d0 = 1 (64)

T o

Recordando que

_ _ 2
6, = €y, = e(y%l + Y, €+ Vo, € +)

entonces la ecuacion (64) implica,
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1 (2n )
~["5e7de = 1 (65)
/4 0

La condicion necesaria y suficiente para que el sistema de ecuaciones (63) tengan
una solucién periodica es conocida como la alternativa de Fredholm [38]:

] 2 10
;JO S,e’’dd = 1 (66)
Una solucion (real) que satisface las ecuaciones (63) y (64) es
1 je -j8
Yo = € +e”) (67)

la cual, junto con las ecuaciones (60) determinan las soluciones demoradas y, 0 Y Y20

Para /=0, como Sy, =0, la ecuacion (66) se satisface trivialmente. Para / = 1, la
condicion anterior implica,

—k, z-ryg(o,e—jgde -2, py) 2.“)’0(0,319510 + 1, T(I)L .r Yo e °do - -r J9d0j
0 0 dy

0

2 2
- .ryo(o)yz(o,e_jgde + N .rylw)yz(o) e’df = 0 (68)
0 0

Combinando las ecuaciones (60-61), conjuntamente con (67), obtenemos,

2

J'yoio,e""’dO = 0, (69a)
0

2

Iyo,,»e”"dH = 7, (69b)
0

2

,rdyl(o’ e’’dd = -rrawlj, (69¢)
o dx

2 dy

I—ﬁe""’de = 2rt@lj, (69d)
o dx

J'yo(o,yz(o,e“"de = 0, (69€)
J'y] y, e°do = 0. (691)

(0 <0y
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Luego, a partir de las ecuaciones (68-69) se deduce que u;; = 7,5, = 0.

Para /=2, la ecuacion (63c) implica, junto con py, = 7 = 0,

2 2 2
—2k, f}’o(o,yl(o,ejgdg =24y py, fyo(o,egjgdg - »r(}’o(o,}’z“, +y0“,y2(o,)e“19d9
0 0 0
wdy, oy, 2
‘[”o +Nnb( 1 "70)] T2 B‘Id—;e “df+N,, % Ty 6“7;_9 °dg +N,, ;‘l(}’l,l,}’z,o, +}’z,“}’1{0‘,) =0(70)

Proponemos para y, ~, una solucion (real) que satisface las ecuaciones (66) y
(70):

26

Yo = a+be’®+be’? +ceV? +ce (71)

1)

donde el parametro a es real, mientras que b y ¢ son complejos. Las magnitudes
demoradas correspondientes con esta solucion son:

Yy = a+bel (70 L h e/ (0r0c) | ppti(Tac) | &m0 T0c) (72a)

y

Vs a+bej(9~21wc) +b—e—j(9~2rwc) +ce21(9~21'(uc) +Ee—2](9~21(uc) (72b)
(1)

Usando las ecuaciones (67) y (71-72) podemos calcular:

fyomy%e’ng = m(a+c) (73a)
0

,ryzmyome"gde = mfla+ce ™) (73b)
0

2

[ a,ed0 = nlae™ ™ e (730)
0

2

,r}’z,x/}ﬁ,o/e»jgdg = m(ae ™ +ce ™) (73d)
0

.r}’o,,,}’: e ’df = mlae™ +ce’™) (73e)
0 J 0

40



Capitulo 2 Estudio teorico: Modelo algebraico en demoras

Reemplazando las ecuaciones (69¢,d) y las ecuaciones (73) en la ecuacion (70),
la condicion de Fredholm sobre / = 2 puede expresarse como:

-2r o ) —3!(0(}’)

~ -4 -2
—2ky(a+c)-24d, p,,, —(a+ce o) 4 N_,(ae? +c)+ N, (ae +ce

Hae™ ™ v ce’ ) {-2iiy + Ny (1-di Jle " + N yiipe ™ Jr @0 7,,,j=0 (74)

Los coeficientes a y ¢ se pueden calcular combinando las ecuaciones (71) y
(63b), obteniéndose:

a:{%(NWb _AN;,J, ﬁoj+%’(ezrwc} +e"2fm,1)_ N:ub(e’w,} +e’¢"¢1)]}/[2(Nﬂb +120) - NmbﬁO]

u,

(75a)
I—(qub(lhlio)\ 1 rw‘.)—l

, -N_e
c= - o Su /
164, 8

Combinando las ecuaciones (74) y (75), la ecuaciéon de las partes reales nos
permite obtener una expresion analitica del coeficiente ) :

(N b(l_ﬁo)\ —l
+L 67, Jcos(2ra)c)J (75b)

Z

N:ub(l _120)(

- a+c)-c(Re*-6Re* Im*+ Im*) - a — 4c,(Re* Im- Re Im*)
i,

24, My =—

¢,(Re*~3Re Im*)

sub

+N,, a(Re*~Im*)+ N_,(c, +aRe)+ N

+N,, ¢,(3Re? Im- Im*) —(a+c,)(Re*~ Im*) + 2¢, Re Im(1+ N, )

-N_,c

+Im{N , i, — 4 Relii, + N ,,(1- 4, )]} b €

sub

|— N:ub(l B liO)CZ
L i,

+N,, alm+ N_, c,(3Re* Im- Im*) ~ N, c,(Re*~ 3 Re Im*)
~4¢,(Re® Im- Re Im*) + ¢,(Re* — Im*) + ¢,(Re* - 6 Re* Im* + Im"*)

2(c] —a) Relm+2aN_, Relm —l/
* |

UN iy Re=[iiy + N _, (1~ 4, )[2(Re* ~ Im®)} = £ (N tig) (76a)

sub
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donde c fue separado en su parte real e imaginaria como ¢ = ¢; +j ¢,, y andlogamente la
ecuacion de las partes imaginarias nos permite obtener una expresion analitica del
coeficiente 7, que podemos expresar como:

N_ (1-4
) T, = “L(li——uo*)cz—*%l(Re3 Im—- Re Im*) +c,(Re* ~ 6 Re* Im*+ Im*)
Q

T

+2N_, aRelm+ N, alm+ N , c,(3Re* Im=Im*) - N, c,(Re*~3 Re Im"*)

sub

~N,, ¢, —2aRelm+2¢, Re Im+ ¢, (Re*~ Im*)}

sub
/| W iy Re= (it + N oy (1= ,)) 2(Re> = 1mr%)| = g (Wog 1) (76b)

Las ecuaciones (76) constituyen un importante resultado concerniente a las
propiedades no lineales del modelo algebraico en demoras de la dinamica de canales con
ebullicion. En primer lugar, el signo de #2y (76a) permite determinar el caracter de la
bifurcacion. Como en nuestro caso Re[do(u=0)/6u] < O, el criterio establecido por el
teorema de Hopf es:

H2y>0 => bifurcacion subcritica.

H2)<0 => bifurcacion supercritica.

La ecuacion (76a) fue usada para construir las curvas de nivel del parametro g,
en la Fig. 2.9, el cual caracteriza el tipo de comportamiento nolineal (subcritico o
supercritico), en el espacio de los parametros (#ip , N/

100 ———— —
} Ledinegg 1
100
Nsub 100
g 10 10
1|-1
[o
10 4 | " 1 N 1 2 1 i n
0.2 03 0.4 0.5 06 07 08
uo

Figura 2.9: Curvas de nivel de u.;,
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Otra importante aplicacion de la ecuacion (76a) es el calculo de la amplitud de los
ciclos limites (en bifurcaciones supercriticas), o alternativamente el tamafio de la
perturbacion minima necesaria para inestabilizar el sistema dentro de los margenes de
estabilidad (en bifurcaciones subcriticas). Tomando solamente los términos de menor
orden, las ecuaciones (59) llevan a:

p=p, & (77a)
O=w ! (77b)
Yo = Yo, = cos 6 (77¢)
S=¢€yy (77d)

Combinando las ecuaciones (76a) y (77), la amplitud relativa de la perturbacion
puede ser relacionada con el alejamiento de k desde su limite linear, &, , por:

ol (k)

i, i,

(78)

La Fig. 2.10 muestra el resultado para N., = 30. Las curvas cortadas siguen las
soluciones penodicas de una amplitud relativa dada. Cuando ellas caen dentro de la
region linearmente inestable indican la amplitud de los ciclos limites estables hacia los
que evolucionan todas las perturbaciones iniciales. Pero cuando ellas caen en la region
linearmente estable como el “ruido permitido” al sistema.

e —

marginalmente |

f estable
0
marginalmente inestable |'
I
kky 4L | ——lsliza=0
——ll6, |l /3= 0.1
—— s i /6,=0.2
2f | —lsi/a=03

.

1 X 1 14 1 " 1 " f " 1 1
030 035 040 045 0.50 055 060 065

~

Uo

Figura 2 10: Superficies de inestabilidades de amplitud finita. (V..,=30).
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Bajo condiciones subcriticas, el sistema es inestable ante una excitacion de
cualquier amplitud en la region linearmente inestable. Mas aun, también dentro de los
margenes de estabilidad es inestable si la perturbacion es suficientemente grande. Este
altimo comportamiento es significativo por cuanto demuestra que el analisis de
estabilidad lineal no es suficiente para garantizar la estabilidad dentro de los margenes de
estabilidad.

Por otra parte, un sistema supercritico es siempre estable dentro de los margenes
de estabilidad, y exhibe soluciones periodicas acotadas (ciclos limites) en alguna franja
adyacente al limite de estabilidad y dentro de la region linearmente inestable (donde el
desarrollo de términos hasta segundo orden tenga validez). La Fig. 2.11 muestra las
regiones subcritica y supercritica en el plano paramétrico (k, #,). La condicion singular
para la cual 44, = 0, representa el punto de transicion donde el sistema conmuta de un

tipo de comportamiento a otro, y determina una curva en el espacio paramétrico (N,
1) dada por:

S N tig) =0 (79)
0.7
limite de estabilidad lineal
reales/ \«—"" (autovalores complejos
0.6
\/\/\N convergente ?
. supercritico
0.5
Yo subcritico i
0.4} diverge ciclo limite
inestable
0.3 . .

Figura 2.11: Mapa de comportamientos no lineales (N..,=30).

La ecuacion (79) se grafica en la Fig. 2.12. Se observa que para altos
subenfriamientos el caracter de la bifurcacion viene determinado solamente por el valor
de 7, Se calculd este valor asintotico, encontrandose que:
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[im,~ f(Nsub'ﬁO) =0
o

Nap—r®
10 v L Ll L] Ll L) L 1 l L Ll L] Ll L L T F
0.8 -
supercritico
06 | -
Yo " ]
04 e =
-

subcritico

o2} i

00 1 n n U W W S W | i 2 O S S
1 10 100

Nsub
Figura 2.12: Caracter de las bifurcaciones.

Combinando las ecuaciones (76) y (78), la amplitud relativa de la perturbacion se
relaciona con el alejamiento de 4 desde el limite lineal, &, , a través de:

“50 1 ( H j
lio2 - E k. (80)

0

5

donde R se define como:
O—- )f(Nsub'IiO) (81)

De la ecuacion (80) puede deducirse el significado de R.. Para bifurcaciones
subcriticas, (R > 0), cuanto mayor sea R, menor serd la perturbacion requerida para
inestabilizar una situacion marginalmente estable. Por lo tanto, en regiones estables
donde R sea alto, debera prestarse especial cuidado a la respuesta del sistema ante
perturbaciones de amplitudes finitas. Por otra parte, en el caso de bifurcaciones
supercriticas (R < 0), cuanto menor sea K, menor sera la amplitud de los ciclos limites.
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Podemos concluir pues que en regiones inestables donde R sea bajo, la respuesta del
sistema puede ser aceptable para el disefio, ya que permaneceran dentro de los rangos
controlables. Puede considerarse a R como un indicador de "riesgo”, en el sentido de que
mas altos R implican situaciones mas peligrosas.

La Fig. 2.13 ilustra la dependencia de R con N, para diferentes #,. Se observa

que para valores de N, grandes el factor de riesgo solo depende de #, existiendo un

limite asintotico de R para cada #, . En la Fig. 2.14 se muestra el mapa de contorno de R

en el espacio paramétrico (i, , N,,,). La region supercritica, correspondiente a R

negativos, esta acotada en su parte superior por el limite de Ledinegg, (autovalores
reales), donde existen inestabilidades del tipo excursivo solamente. En la region
subcritica R presenta un maximo si nos desplazamos hacia #, menores. En ambos casos

(supercritico y subcritico) se observo que, para N, grandes, R tiende a ser solo funcion
de #,y podemos notarlo como R.. Este limite R., fue calculado analiticamente y su

resultado se muestra en la Fig. 2.15. Hay tres resultados interesantes que merecen ser
sefialados:

« max (R)=0201, ocurriendo para i, = 0.211

e lim R = 0.1875
iy —0
Nos -*©

e laraiz ( R.=0)se encuentra en #,=0.5.

La Fig. 2.16 ilustra las curvas de nivel de R ahora en el plano (N, . N,;) los
cuales son los parametros caracteristicos para graficar los margenes de estabilidad en
canales en ebullicion. El mapa de R dado puede ser util como un indicador de “peligro”
en aquellas regiones linearmente estable donde se espera que la subcriticidad ocurra.

0.25

0.00

o o'coo
9N G &N

-0.25

[«
<)
i
bt
(o]

-0.50

T

-0.75 -

-1.00 ' 1 L '
0 20 40 60 80 100

N sub
Figura 2.13: Funcién indicadora de riesgo.
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1.0
08 real eigenvalues
R k' ......................
T
06 095
Uo 0

02 / | 0.19

0-0 1 Il 1 M | 1 1 1 1 1 1 Ll

Figura 2.14: Curvas de nivel de R.

0.3

0.2

T

0.1

00

T

-0.1

0.0 0.2 0.4 0.6

Ug

Figura 2.15: Funcién indicadora de riesgo para N, grandes.
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100

" 17025
P
0.1
801 o
single phase 0.15 '
0.18]
60 0.19]
Nsub
40._
R=0.195
20
0 200

Figura 2.16: Curvas de nivel de R en el plano (Nus, Noeh).

Por otra parte, la ecuacion (76b) tiene importantes implicancias sobre la
frecuencia de las ondas de densidad. A primer orden, la frecuencia linealizada de las
oscilaciones viene dada por la ecuacidn (77b). Los efectos no lineales considerados
afectan esta frecuencia; la cual en base a la ecuacion (59b) puede escribirse a segundo
orden como:

w

c

0] (82)

= 2
l+w.r,, €

estando determinado el valor de 7, por el miembro derecho de la ecuacion (76b).
El significado del coeficiente 7., es claro a partir de analizar la ecuacion (82).

Permite estimar los cambios en la frecuencia real de las ondas de densidad al alejarnos

del limite de estabilidad lineal. En la Fig. 2.17 se ilustran las curvas de nivel de 7., .

Notese que 7, toma valores siempre negativos, resultando del mismo un aumento de la

frecuencia. Este efecto es ademas mas apreciable a medida que nos acercamos al limite

de las inestabilidades excursivas, y relacionandolo con la Fig. 2.19 podemos concluir que

es mas notorio en presencia de supercriticidad que de subcriticidad (ie. para i,

mayores).
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100 i f o I I M 1 1A 1 i v : ' 1 ]
’ “ . Ledinegg ]
- o By
0.01 |
\7— BT i
y b 1
Nsub ‘ N 1 | l\ \’
' } .
| l '\‘
i I
| \ VoL
1 \ \‘\‘ \' “
| \ o
10 L A ] . ] \ ! R U T U
0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8
a
o

Figura 2.17: Curvas de nivel de 7,
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2.4 Estudio numérico de las bifurcaciones de Hopf

Resolviendo la ecuacion iterativa (12) representamos la dinamica aproximada de nuestro
sistema bajo distintas condiciones inestables. Las Fig. 2.18 ilustran un conjunto de ciclos
limites estables presentes cuando tenemos una bifurcacion de Hopf supercritica dentro de
la region de inestabilidad de Niemark. Estos ciclos limites representan en el espacio de las
fases (7, A) las oscilaciones acotadas conocidas como “ondas de densidad”. La “nariz”
que aparece en el ciclo para las mayores amplitudes se debe a la presencia del punto
ensilladura o de inestabilidad de Ledinegg.

0.6 o

&

05 4

05 06

A

=89 1, k=19.5)

ch

Figura 2.18a: Ciclo limite (N, = 50, N,

08

07

06 +

05 +

04 |

03 — 1 . i 1 1 .
03 04 05 06 07 08

Figura 2.18b: Ciclo limite (N, = 50, Np =90.1, ~=19.5).
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08

0.8 [—

07}

06 |-

o

0S5

04}

03

02 . 1 . 1 . 1 . A R 1 R 1 s
0.2 03 0.4 05 06 07 08 0.9

A
Figura 2.18c: Ciclo limite (N, = 50, N,

o =911, k=19.5).

Por otra parte, en presencia de una bifurcacion de Hopf subcritica dentro de la region
de inestabilidad de Niemark, el sistema responde con oscilaciones divergentes a partir de
cualquier perturbacion inicial. En cambio, si el sistema se encuentra dentro de los
margenes de estabilidad lineal existe si un ciclo limite, aunque éste es inestable. La Fig.
2.19 ejemplifica la dinamica del sistema en el espacio de las fases: si el punto inicial se
encuentra dentro del ciclo limite, éste decae oscilando al punto fijo ( y por lo tanto el
sistema es estable), mientras que si ubicamos inicialmente al sistema fuera del ciclo limite,
éste oscila en forma divergente.

R
0% — T T " v

> espiral decreciente

_ | - espiral creciente :

=l
T

L

()
L

D
[pNe)
Bl
y)
(400}
4

Figura 2.19: Bifurcaciéon de Hopf subcritica, modelo algebraico en demoras
(Ngup = 20, Ny, = 58.8, k=19.5),
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En la Fig. 2.20 se observa el mismo fenomeno simulado ahora con el modelo
completamente diferencial [39], encontrandose cualitativamente el mismo comportamiento
anterior.

| L v v

& espiral decr.

oskl— espiral crec. ]

0.4} ;
a |} .
1
03 - -
02 A I A i
0.2 03 0.4

Figura 2.20: Bifurcacion de Hopf subcritica, modelo diferencial (ver Fig. 2.19)

Para el caso de las bifurcaciones subcriticas es de interés conocer la amplitud de
los ciclos limites inestables, ya que constituyen los limites de estabilidad “nolineales”
dentro de la region linealmente estable. Pueden calcularse numéricamente resolviendo
repetidamente la ecuacién (12) para distintos puntos iniciales del espacio de la fases (7.,
A) y aproximando cada punto del ciclo inestable por el par mas cercano de puntos para
los cuales la evolucion del sistema es opuesta (estable o divergente). A su vez, al variar
el parametro sobre el que definimos la bifurcacion de Hopf, (por ejemplo N,.) variara la
amplitud de estos ciclos, describiendo un cono de estabilidad en el espacio tridimensional
(4, A, N,s). En las siguientes figuras se muestra el resultado de este calculo numérico,
para una bifurcacion subcritica dada. Las Fig. 2.21 representan el corte de la superficie
conica sobre los planos 4 = 0, y 4 = 0 respectivamente, y fueron obtenidos
considerando perturbaciones puras (en #, .para el plano A = 0y en A para el plano #, = 0).



Capitulo 2 Estudio tedrico: Modelo algebraico en demoras
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Fig. 2.21a: Envolvente de estabilidad para perturbaciones de la velocidad de entrada
(&), (N, =25, k=19.5).
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Fig. 2.21b: Envolvente de estabilidad para perturbaciones de la frontera de ebullicion
(Ngup =25, k=19.5).
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Para el caso de las bifurcaciones supercriticas se llevo a cabo un estudio similar.
La amplitud de los ciclos limites nos brinda informacion acerca del rango de variacion de
las variables del sistema en una onda de densidad. En la Fig. 2.22 se grafican los valores
extremos de &t-ig en funcion N, para un caso particular, pudiendo observarse el

aumento de la amplitud de las oscilaciones al apartarse del limite de estabilidad.
Finalmente, cabe destacar que si bien para perturbaciones pequeiias el sistema evoluciona
hacia un ciclo limite, para condiciones inestables no cercanas al limite de estabilidad
lineal el comportamiento resulta divergente si las perturbaciones superan un cierto valor.
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Figura 2.22: Amplitud de los ciclos limites estables (V,,, = 50, £ = 19.5).

Se determinaron también en el espacio tridimensional los /oci de ambos tipos de
bifurcaciones en los mismos casos estudiados. Los resultados para la bifurcacion
subcritica y supercritica se ilustran en las Fig. 2.23 y 2.24 respectivamente.

o
-



Capitulo 2 Estudio tedrico: Modelo algebraico en demoras

Figura 2.23: Superficie de estabilidad para una bifurcacion subcritica. (N,,,=25, k&=19.5).

)

0. %

Figura 2.24: Locus de los ciclos limites estables. (N, =25, &=19.5).
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2.5 Modelado del término gravitatorio

Asumiremos nuevamente un balance de fuerzas cuasiestatico en la ecuacion de
momento. Considerando ahora numeros de Froude moderados, el salto de presion
externo al canal estara balanceado por las fuerzas de arrastre, aceleracion y gravedad.
Reescribimos asi la ecuacion (8):

(k, =V p,u} +(k, +1) p,u; + = 4p (84)

Considerando las mismas aproximaciones que planteamos en el modelado de
altos numeros de Froude (donde el término de gravedad puede despreciarse),
obtenemos nuevamente nuestra ecuacion en demoras (10), con el agregado del término
de gravedad:

(k,-1)p, u’(1)+ (k, +1) p, ui(l—lz)[u,.(l)—Qvu,(l—1,)+QL]+%: Ap (85)

Xxs

Adimensionalizando nuevamente esta ecuacion en forma similar al caso anterior,
y considerando M,, = pr A. L., (masa del canal si €ste permanece totalmente en una
fase), obtenemos:

~

M
F;” = Fu (86)

(k=@ (0)+(k, + )ii(t—t )i(t)- N i(r—1)+ N+

donde hemos definido el nimero de Froude como: Fr = “l’ :
gl
Asumiendo un perfil lineal de densidad a través de la region de dos fases en el
canal, (cuarta hipotesis de nuestro modelo) la densidad a la salida, p, , la frontera de

ebullicion, 4, y la masa del canal, M., , estan relacionadas adimensionalmente [40] por:

(l—/i)ln(l/ p.)
(15 p,-1)

~

M, = A+

(87)

Combinando las ecuaciones (4), (7) y (9) previamente adimensionalizadas, junto
con la (87), podemos reescribir ésta ultima:

A PP
(1= (1 =1,))i(1=1,)In [""’“(m /Yf“(b,(], 13‘([ | WJ

-~ l _2

M, = d(i-1)+ A1)+ Ny (1=t (1-1,)) =i (1-1,) (88)
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Las ecuaciones (86) y (88) se combinan para obtener una nueva ecuacion en
demoras (valida para cualquier nimero de Froude) que relaciona nuevamente los valores
de la velocidad de entrada, u;, en tres tiempos diferentes: ¢, t-1, y 1 -1,, de acuerdo a:

(k,+1)i?(0)+(k, - 1) @-1,)d ()~ N, i, (t-1,)+ N, ) +

| (4 —q(t-1 )]

[ (1-d(t—1))i(t-1,)In kur_(t):_Nﬂ(j_lfr(t 112)) (
+—]ju‘(t—t)+ aft=t) | e (89)

FrlL A d(1)+ Ny (1-i(1—1))—t(1—1,) J

Tomando nuevamente en cuenta la tercera aproximacion de nuestro modelo, al
igual que en el caso de gravedad despreciable, es decir que 1, - 1, -2 = 7, y dividiendo
miembro a miembro por &.+1 para reescribiremos esta ecuacién como:

k lij +un-2 (lin - N:ub ﬁn% + N:ub)
f ( +N_ (- ﬂ
| (1-d_ )i ,ln k”" ‘“f( 4er) ) |
L g+ D2 —— (90)
Frik +1)l ™ i, + Ny (I-i_)—1i_, Jl‘ k +1

utilizando el factor 4 y definiendo las demoras de la velocidad de entrada en igual forma
que en la seccidn previa.

Razonando similarmente al modelado del caso no gravitatorio, estas
aproximaciones seran razonables si el tiempo de residencia en dos fases, esto es, el
tiempo que necesita una particula para recorrer la region en ebullicion del canal, es
pequefio.

2.5.1 Anailisis de estabilidad con término gravitatorio

Linealizamos la ecuacion (90) alrededor de un punto fijo, #, para estudiar los
limites de estabilidad. Cuando los autovalores de la ecuacion caracteristica asi obtenida
sean complejos conjugados sobre el circulo unitario, el sistema sera marginalmente
estable. Obtenemos asi una expresion analitica para el limite de estabilidad lineal de las
inestabilidades de Niemark para moderados nimeros de Froude:

I '—l 0y 2ina
+a —-hae ——————
)[ Npch—NsubJ

New _
Npch (2k+Nsub Nsub Npch)+ N Fl‘(ke+l

sub

(on)

donde. a = 1+N,,-N,, .
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Este criterio analitico permite analizar la estabilidad del sistema frente a
variaciones de los parametros involucrados. Es interesante destacar que bajo estas
hipotesis el margen de estabilidad lineal de las inestabilidades oscilatorias s6lo depende
de dos parametros: uno, ya introducido en el modelo sin gravedad, expresa la relacion
entre los términos de friccion, k, y otro, Fr (k-+1), que puede interpretarse como el
cociente entre el término de friccion a la salida y el gravitario. Este ultimo puede
escribirse como:

ufef(ke+1)

Ny = Fr(k+1)=="—

Nimero de gravedad (92)

Si los autovalores de la ecuacidn caracteristica son reales y menores que 1, el
sistema pierde su estabilidad a través de las inestabilidades excursivas. El criterio de
estabilidad asi determinado puede escribirse como:

I B = X hal o
Vo Ll—a -N,, ' +la N, + J—O (93)

j://“" (2+2k+ N~ Nﬂb) +

pch

N

sub

El analisis dimensional anterior puede extenderse al caso de las inestabilidades
excursivas, como puede observarse de la ecuacion (93).

Notese que una alternativa a vanar el Fr, para conseguir variar la importancia del
término gravitatorio, es cambiar los factores de friccion. Esta alternativa es
potencialmente util en estudios experimentales, donde el rango de variacion del /r puede
estar acotado a un rango pequeiio por razones operativas.

En la Fig. 2.25 se ilustran los criterios de estabilidad dados por las ecuaciones
(91) y (93) para distintos valores del Ng. Se aprecia en esta figura el efecto
inestabilizante de la gravedad sobre las inestabilidades oscilatorias y estabilizante sobre
las inestabilidades de Ledinegg. Estos efectos fueron encontrados previamente utilizando
un modelo de parametros distribuidos [41], observandose en la Fig. 2.25 un acuerdo
cualitativo entre ambos para un amplio rango de subenfriamientos.
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Figura 2.25: Margenes de estabilidad lineal para distinta influencia de la gravedad.
(k;=40,k.=1,k=19.5)

2.5.2 Influencia del término gravitatorio sobre las ondas de densidad

Estudiamos numéricamente la influencia de la gravedad sobre las inestabilidades de
ondas de densidad., Conforme disminuimos Ng, ademas del efecto inestabilizante ya
mencionado, pueden destacarse varios cambios:

- la frecuencia de las oscilaciones aumenta,

- la forma de los ciclos limites en el espacio #,-A cambia, rotando sus ejes en el sentido
antihorario.

- el caracter de las bifurcaciones de Hopf cambia de supercritico a subcritico para cierto
rango de subenfriamientos.

- los resultados obtenidos con este modelo se empobrecen en casos de gravedad
dominante.

La variacion de la frecuencia angular de las oscilaciones sobre el limite de
estabilidad en funcion del Ng se representa en la Fig 2.26, junto con los resultados del
modelo diferencial [35]. Los valores obtenidos con ambos modelos son similares para
numeros de gravedad altos a moderados, no pudiendo el modelo algebraico en demoras
representar los casos de gravedad dominantes (/.e. bajos numeros de gravedad). En la
Fig. 2.26 se distinguen tres zonas claramente:
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1. Zona A (para Ng > 1) de gravedad despreciable donde las frecuencias de las
oscilaciones es varias veces menor 27,

2. Zona de transicion B donde la gravedad tiene una importancia moderada,
caracterizada por el hecho de que la frecuencia aumenta rapidamente su valor
conforme disminuimos Ng (.01 < Ng <1).

3. Zona C (para Ng < 0.01) donde la gravedad domina frente a los restantes términos,
caracterizada por frecuencias altas, cercanas a 2x.

7
o : - -@ - diferencial
6| : .
; A algebraico
- .
5
al §
-zonaCi.zonaB.. «——— 2zona A o
@ [ :
3| L @ :
2 F : " :
: ° :
! E Ae.
E A e --- e - - e
1} ; A A A
. :
1E-4 1E-3  0.01 0.1 1 10 100 1000 10000 100000

Figura 2.26: Frecuencia angular de las oscilaciones vs. Ng (k=19.5, N.,=70).

Considerando oscilaciones armonicas, sabemos que la demora adimensional entre
las ondas de #, y A se mantiene constante en 0.5. (ver Apéndice A). Podemos explicar
entonces la rotacion de los ejes de los ciclos limites proyectados en el espacio de estas
variables analizando su desfasaje. Siendo la demora constante 0.5, y disminuyendo el
periodo de las oscilaciones desde varias veces la unidad a 1, conforme disminuimos Ng,
el desfasaje aumentara, tendiendo las oscilaciones de #, y 1 de fase a contrafase. Las
Figs. 2.27 ilustran esta efecto.
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Figura 2.27a: Ciclo limite (Nns = 70, N, = 110, k=195, Ng = 0.08).
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Figura 2.27b: Ciclo limite (N = 70, N,, = 106.1, k= 19.5, Ng = 0.02).
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En cuanto al tipo de bifurcacion de Hopf presente se observa que el punto de
transicion de subcriticidad a supercriticidad sobre el limite de estabilidad, expresado en
1o, aumenta por encima de 0.5 conforme disminuimos Ng. Este efecto nolineal potencia
aun mas el caracter inestabilizante de la gravedad sobre las inestabilidades oscilatorias.
Este comportamiento se presenta también en el modelo diferencial, en forma
cualitativamente semejante.

La Fig. 2.28 ilustra el ciclo limite obtenido con las mismas condiciones de la Fig.
2.27a. Las amplitudes de las oscilaciones comparadas para estos casos muestran un
acuerdo razonable. Sin embargo, notese de la Fig. 2.28 que para moderados numeros Ng
las amplitudes de las oscilaciones en #, y A son ligeramente asimétricas. Esta asimetria se
acentua si incrementamos la importancia del término gravitatorio, y siendo imposible de
representar con el modelo algebraico en demoras (ver Ec. (7)) es problablemente una
causa del pobre desempeiio del modelo para estos casos.

08

07 |

~.=’

06 L

05

1 N 1 i 1 .
05 06 07 08

A

Figura 2.28: Ciclo limite para el modelo diferencial
(N.rub = 70, Npch = 110, k: = 40, k¢ = 1, Ng = 008)

Experiencias previas anteriores [40] demuestran la presencia de frecuencias
mayores en flujos bajo conveccion natural (de gravedad dominante). En este estudio
vemos que este fendmeno se encuentra también para flujos forzados donde la gravedad
juega un papel preponderante frente a las otras fuerzas.

La ecuacion (7) impone idénticas amplitudes de #, y A para todas las frecuencias
de las oscilaciones. Considerando las ondas de #, y de 4, la funcion de transferencia entre
ambas nos permite estudiar la respuesta en el dominio frecuencial del sistema. Asi, el
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modulo de la funcidon de transferencia de nuestro modelo algebraico en demoras es
constante y viene dada por:

1
—

(°4)

[ >

Por el contrario, la solucion exacta de la funcion de transferencia de la frontera
de ebullicion puede obtenerse de [41], siendo su expresion:

A 1-¢” o5
TS (95)
En la Fig. 2.29 se ilustran el modulo de ambas funciones dadas por las ecuaciones
(94) y (95) en funcidén de la frecuencia angular, ®. Notese que para frecuencias bajas
(como corresponde a casos de gravedad despreciable) las amplitudes de las oscilaciones
de i, y A son semejantes, mientras que para frecuencias mayores éstas ultimas decrecen.

10 e
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_ N - agebr.
A | N
i N
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00 R | N .
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)

Figura 2.29. Comparacion de los modulos de las oscilaciones de #, y A para distintas
frecuencias segun nuestro modelo algebraico en demoras y la solucion exacta.
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2.5.3 Modelo algebraico en demoras con A calculado por trapecios

Nuestro modelo algebraico men demoras aproxima la integral que define A por el valor
en un punto (integracion numeérica segin el método de Euler). Una aproximacion de
mayor orden consistiria en integrar por trapecios:

A = J-u,(t’)dt’ = Zv(u,,(t)+2u,(t—r)+u,(t—21')) (96)

I-v

Utilizando esta nueva aproximacion, la ecuacion (90) en demoras que representa
la dinamica del sistema se transforma ahora en:

= 97)

donde llamamos 4, = (t, +2 tin, + f.2)/4.

Nétese que con esta nueva aproximacion, las oscilaciones adimensionalizadas de
la frontera de ebullicidn no necesariamente son simétricas con las de #, Resolviendo
numeéricamente la ecuacion iterativa (97) observamos que las oscilaciones de la frontera
de ebullicion en ondas de densidad son menores que las de #, en concordancia con el
comportamiento demostrado en el modelo diferencial. La funcion de transferencia para la
frontera de ebullicion viene dada por:

A 1+2e % +e°
U = 4

(98)

En la Fig. 2.30 se ilustra la comparacion de ésta y la solucion exacta. Notese
como la nueva aproximacion mejora la respuesta para las frecuencias mayores.
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Figura 2.30: Comparacion de los modulos de las oscilaciones de 4, y A del modelo
algebraico en demoras por trapecios y el modelo diferencial para distintas frecuencias.

En las Figs. 2.31 y 2.32 se muestran los ciclos limites y la evoluciéon temporal
obtenidas con esta aproximacion. Es interesante destacar que esta nueva aproximacion
no modifica el limite de estabilidad lineal respecto del modelo anterior.
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Figura 2.31: Ciclo limite para los modelos algebraico en demoras mejorado y diferencial
(Nas =110, N = 151.6, k= 19.5 y Ng = 02).
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1.0

Capitulo 2

10

Figura 2.32a: Evolucion temporal de #, y A seglin el modelo diferencial (ver Fig. 2.31).

04

10

Figura 2.32b: Evolucion temporal de #, y 4 segun el modelo algebraico en demoras

(ver Fig. 2.31).
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2.6 Modelado del término de friccion distribuida

La caida de presion debida a la friccion a lo largo del canal puede escribirse como:
= TA ‘dz (100)
Ap, = 'L pu

donde A es el numero de friccion: A =(fL) /(2D).

Siguiendo con las aproximaciones de nuestro modelo, asumiremos un balance
cuasiestatico de fuerzas en la ecuacion de momento. Estudiaremos ahora casos donde el
término dominate en la ecuacion de momento es el de friccion distribuida. El salto de
presion impuesto al canal es entonces balanceado por las fuerzas de friccion y de
aceleracion, es decir:

Apfr + ace = Apext (101)

Utilizaremos las mismas aproximaciones en la evaluacion de la masa del canal que
fueron descriptas en el modelado del término gravitatorio. Imponiendo pues un perfil
lineal de entalpia a lo largo de la region de dos fases, la densidad a la salida, p,, la

frontera de ebullicion, A, y la masa del canal, M,,, se relacionan [9] a través de la
ecuacion (87). La ecuacion de momento (101) se puede escribir entonces como:

r 2u(p, - Moy )1 l(lf \||(( Lo3)L-2) ﬂ
Ill p T Ty . ue - ul T - v p 3

| Mch uZ + ! LA I+/_\_|| u,—u, | | Pe ! + Mch _/‘tp |I

AL™ o,/ p,—1 Ll 2 A al

L | I J

Lp, J

_pf ui2 + pe uez = Apexl (102)

Las ecuaciones (9),(88) junto con la (102) previamente adimensionalizada en la
forma usual, pueden ser combinadas en una ecuacion en demoras que relaciona los
valores de la velocidad de entrada 4, a tres tiempos diferentes, ¢, (-1, y t-1.. :

—_

(1-4, )i, , n|(u+N (lu_')\
n-1 n-2 k

A

1

3

u

n-2

d,+ N, (1- i, A
(1 5 )) u (1;"+Nmb(l~li,,.|)_’2nf:)
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(103)

donde definimos las demoras en la forma usual.

2.6.1 Analisis de puntos fijos

Los puntos fijos del mapa bidimensional dado por la ecuacioén (103), pueden hallarse
tomando 4, = #,, =, =t = Nu/ N, La ecuacion (104a) y (104b) expresan esta
relacion impuesta sobre la ecuacion (103) para flujos bifasicos (#i,<1) y de una fase

(1y>1) respectivamente:

AN, ) ., 2 A )
A +(A~ N, - ANmb)u0 + 1+~2* N_,u, = Eu (104a)
A#; = Eu (104b)

La discusion de las ecuaciones (104) se ilustra en la Fig. 2.33 en el plano
paramétrico (Eu, N,,;). En ella, en las regiones a y b existen solamente una raiz real, en
dos fases y una fase respectivamente. La region c corresponde a tres raices reales con
condiciones de ebullicion y la d a una en una fase y dos en ebullicion.

12} ]
a
=
L
10
c
{ b
8 2 Y e e 2 1 Y Py Il
1 4 7 10
Nsub

Figura 2.33: Clasificacion de puntos fijos.(A= 10).
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Las curvas caracteristicas obtenidas con las ecuaciones (104) se ilustran para
varios numeros de subenfriamientos en la Fig. 2.34.

Nsub
creciente

1.2

0
Figura 2.34: Curvas caracteristicas para diferentes N, (A=10).

En la Fig. 2.34 las lineas gruesas encierran la region bifasica donde la curva
caracteristica posee pendiente negativa, y por lo tanto aparecen las inestabilidades
excursivas de Ledinegg si el sistema esta bajo un salto de presion externo constante
[32]. Por esto, diferenciando las ecuaciones (104) respecto a #, y calculando los
extremos relativos (maximos y minimos) de las curvas caracteristicas, se obtuvo un
criterio analitico para las inestabilidades de Ledinegg:

iy 2[1+ l 1 j : 1+ 4 +2+ 4 S s (105a)
7 = — —_— + = 5 —_ - - a
0 30 A N_,J) 3 AN A N, AN, N,

- 2(”1 1 ] bh,4,2, 4 8 8 (105b)
u, = — - -= =t 2 -

0 3 A N:ub 3 A2 A N.:ub A Nsub N:ub

No hay inestabilidades de Ledinegg cuando las raices de las ecuaciones (105)
son imaginarias, i.e., para valores de V.., menores que:

2A(20A +1)+ BA(A+2)) o6
ub AP +2A+4 (106)
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La Fig. 2.35 muestra esta condicion para la existencia de las inestabilidades de
Ledinegg, definida por la ecuacion (106). Notese que para:

N, > 4+243 (107)

la inestabilidad de Ledinegg es siempre posible independientemente del valor de A.

8 v 14 v T v v
6} -
=~ ! ]
- 4 | ]
= | imposible ‘
2} -

0 A 2 . A A 2 N
0 10 20 30 40

A

Figura 2.35: Condicion para la existencia de Ledinegg.

La region paramétrica dentro de la cual ocurren las inestabilidades excursivas, se
puede expresar en funcion del N, como:

w, 3N, 108

<N
{11 1}1142 4 8 8
+= = |+ ;14— _——————
ANSVTRTATN TN,

< — .
"*‘{111];1424 8§ 8
S 424 88

AN NJVTRTATN TN, TN,

Para numeros de subenfriamiento altos el limite superior de esta region, i, ™
encuentra al limite de una fase (i, = 1 0 Nyp, = Npep) si:

N 22A (109)

Sustituyendo el valor de N,,; obtenido con la condicion (106) en las ecuaciones

(105), podemos determinar el punto limite #, desde el cual se bifurcan dos ramas
encerrando la region donde la pendiente de la curva caracteristica del canal es negativa.
Combinando este valor con la ecuacion (109), obtenemos otra condicion necesaria para
la existencia de este punto limite:

Azl (110)
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2.6.2 Analisis de estabilidad lineal

Consideremos las demoras relacionadas en igual forma que antes ¢, =¢,/2=z Linealizando

la ecuacion (103) alrededor de un punto fijo, #, obtenemos nuevamente una expresion
analitica del limite de estabilidad lineal de las ondas de densidad{43]:

— -2+ A+ NSllb + ANSUb + q4—4A+N52ub+2ANSMb+A2—4Nsub+4NsubA2

N =
peh 2+ A 2+A

(111)

En las Figs. 2.36 se grafican los margenes de estabilidad obtenidos con las
ecuaciones (108) y (111) para diferentes A. Es interesante notar la “nariz” que dibujan
los limites de Ledinegg. Notese que al incrementar la friccion (i.e. incrementando A) se
observa un efecto estabilizante tanto sobre las inestabilidades oscilatorias como
ercursivas. Estos efectos se encuentran también en el modelo diferencial [35] y para el
caso de las ondas de densidad, en el criterio de Ishii {34].

11

Nsub
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Figura 2 36a. Mapa de estabilidad para A=S.
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Figura 2.36b: Mapa de estabilidad para A=50.

2.6.3 Analisis numérico

Resolviendo la ecuacién iterativa (103) se estudid numéricamente el comportamiento
dinamico del sistema en una forma similar a los casos anteriormente presentados. Se
identificaron nuevamente tanto focos supercriticos como subcriticos de bifurcaciones de
Hopf En la Fig. 2.37 se ilustra el ciclo limite descripto por la trayectoria del sistema en
el espacio de las fases (4, 4) para un caso de supercriticidad.
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0.6

L

054

04 . ; , : , : .
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A
Figura 2.37: Trayectoria obtenida con el modelo algebraico (N.,=5, N,.=8.2, A=5).
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2.7 Conclusiones del modelo algebraico en demoras

Se presenta un estudio teorico de la dinamica de un canal en ebullicion llevado a cabo
con un modelo algebraico en demoras para flujos donde las fricciones concentradas son
los términos dominantes en la ecuacion de momento. En éste, las hipotesis realizadas
permiten representar la compleja dinamica del sistema en estudio mediante una simple
ecuacion algebraica.

El analisis lineal de la dinamica de dicho fenomeno aporta criterios analiticos
sencillos para calcular los margenes de estabilidad, de buen acuerdo en un amplio rango
de subenfriamientos con modelos complejos. La simpleza de los mismos permite estudiar
analiticamente el efecto de incrementar las fricciones a la entrada sobre la estabilidad del
flujo, mostrando que éste puede ser inestabilizante. Este resultado es sorprendente si
consideramos que la regla practica le asigna el sentido opuesto. Adicionalmente, la
simulacion numeérica puede realizarse con un significativo ahorro computacional (del
orden de 1000 veces mas rapido que los modelos completamente diferenciales) [30]. Se
pueden representan efectos no lineales conocidos (descriptos matematicamente con
bifurcaciones de Hopf supercriticas y/o subcriticas) que permiten explicar las
inestabilidades oscilatorias, dentro de la cuenca de estabilidad de este fenomeno.

Se estudio el caracter de las inestabilidades oscilatorias utilizando el método
perturbativo de Hopf, utilizando la friccion a la entrada del canal como parametro de la
bifurcacion. El analisis lleva a la identificacion de las bifurcaciones subcriticas y
supercriticas en forma completamente analitica. Es posible establecer una regla del arte:
las bifurcaciones subcriticas aparecen para #, menores de 0.5 en sistemas con gravedad
despreciable.

Se describio el comportamiento oscilatorio no lineal del sistema usando una
funcion de riesgo, la cual provee una medida de la amplitud de los ciclos limites (sean
estables o inestables). Se observa que el valor de este indicador depende para
subenfriamientos grandes solamente de #,. Dos resultados interesantes fueron
encontrados analiticamente para este indicador de riesgo: su maximo relativo (0.201, en
tip = 0.211) y su limite en la direccion asintotica (#, ->0, Nas ->oc, igual a 0.1875. Estos
resultados son significativos en tanto que nos dan informacion acerca de cuando
podemos esperar que un sistema dentro de los margenes de estabilidad se wvuelva
inestable (con oscilaciones divergentes) ante perturbaciones de amplitud finita. También
se determin® analiticamente a primer orden la amplitud y frecuencia de las oscilaciones
en funcion del apartamiento del limite de estabilidad lineal.

Fue modelada la influencia de la gravedad en el problema anterior bajo las
hipotesis de este modelo algebraico en demoras. Con esta herramienta se obtuvieron
nuevamente criterios analiticos de los margenes de estabilidad lineal. Como un efecto
destacable, se encontrd que el término gravitatorio causa un efecto inestabilizante sobre
las inestabilidades oscilatorias y estabilizante sobre las inestabilidades excursivas, en
acuerdo cualitativo con modelos complejos [35] para un rango amplio de
subenfriamientos.
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Se estudiaron numéricamente las caracteristicas no lineales de la dinamica del
sistema en funcion de la preponderancia del término gravitatorio. Se encontré que al
aumentar ésta, aumenta la frecuencia de las oscilaciones y disminuye la amplitud de las
oscifaciones de 4. Se encontré ademas que al aumentar la importancia de la gravedad se
encuentran bifurcaciones de Hopf subcriticas para #, >0.5, donde antes se ancontraban
focos supercriticos. Esto ultimo acentua el caracter inestabilizante de la gravedad sobre
las inestabilidades de ondas de densidad antes mencionado.

El analisis dimensional de las ecuaciones resultantes sugiere la conveniencia de
utilizar un nuevo parametro adimensional para representar la preponderancia del término
gravitatorio, reduciendo el nimero total de parametros independientes. Los resultados
preliminares obtenidos utilizando modelos mas sofisticados[35] sugieren que para estos
casos, de flujos dominados por fricciones y gravedad, estos resultados parecen
extenderse razonablemente. Como corolario de este analisis, surge que una alternativa
valida para variar la importancia del término gravitatorio indirectamente, es variar la
magnitud de los coeficientes de las fricciones concentradas.

Se desarrollo un modelo algebraico en demoras para estudiar los flujos
dominados por fricciones distribuidas con simplificaciones similares a los casos antes
tratados. Con este modelo fueron determinados analiticamente los margenes de
estabilidad y puntos fijos. Se encontré que aumentando las fricciones distribuidas, (/.e.
incrementando A), éste introduce un efecto estabilizante sobre las inestabilidades del tipo
de ondas de densidad y de Ledinegg. Observando su comportamiento, el modelo muestra
acuerdo cualitativo con otras aproximaciones de parametros distribuidos.
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Capitulo 3

Modelado de oscilaciones de grandes amplitudes

El estudio teorico llevado a cabo para las bifurcaciones de Hopf (utilizando técnicas
perturbativas) tiene validez en una angosta franja de la region de inestabilidad en el
espacio de los parametros del sistema. Este estudio permiti6 identificar fases dinamicas
caractenizadas por oscilaciones de caracteristicas divergentes. Sin embargo, en regimenes
oscilatorios de gran amplitud, cabe esperar que entren en juego nuevos fenomenos en la
compleja dinamica de los flujos en ebullicion.

En este capitulo desarrollaremos un modelo numérico que nos permita:

e modelar sistemas basados en canales en ebullicion ante situaciones en las cuales
aparezca inversion de flujo o que la frontera de ebullicion abandone el canal,

¢ y estudiar la interaccion de las oscilaciones supercriticas y subcriticas con estas nuevas
no linealidades consideradas.

Consideremos un canal refrigerante como el que se muestra en la Fig. 3.1. Este
consta de un tramo de ingreso adiabatico de longitud L, y una seccion calefaccionada de
longitud L. en la cual se entrega una potencia constante y uniforme (). El fluido ingresa
al tramo de entrada como liquido subenfriado a una cierta temperatura 7, constante
pasando luego a la seccion calefaccionada donde al alcanzar la temperatura de saturacion
comienza a hervir, dejando finalmente el canal como una mezcla bifasica de liquido y
vapor. Dada la complejidad del problema, se plantearon las mismas hipotesis
simplificativas que antes, respecto al flujo:

e fluyjo homogéneo (deslizamiento despreciable entre las fases) en equilibrio
termodinamico,

e las variaciones de presion son pequeiias frente a la presion total del sistema,

e ambas fases se consideran incompresibles,

¢ flujo de calor uniforme y constante en el tiempo,

e area de pasaje uniforme,
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e la disipacion viscosa, las energias cinética y potencial y el trabajo de flujo, son
despreciables,

¢ las fricciones estan concentradas en ambos extremos del canal calefaccionado, y ahora
ademas siendo

¢ la temperatura de entrada del fluido al primer tramo, 7 constante.

t.

Figura 3.1: Esquema del canal en ebullicion.

i

Bajo estas suposiciones las ecuaciones de conservacion para un flujo unidimensional
bifasico se pueden escribir en forma adimensional como [27]:

op 2(pi)_
FRY

(112)

2(ph) 3 (phi) _
ot oz

en el tramo adiabatico  (113a)
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a(bﬁ)+§(ﬁﬁﬁ): N:ub
ot oz N

en los tramos calefaccionados (113b)
pch

a(pu) & (pw’) A . e P op
) - - - - : E omE (14
Py + 57 kS(z z,)u,|u,l k,6(z-z,)p,u, r ”5’2 (114)

y las ecuaciones de estado correspondientes (con 4, <0) son:

p = 1 si h<0 (115a)
1 .

5 = ——x i h>0 115b

Yy +N st h> ( )

pch

donde Ny, N,a, Fry Eu son, respectivamente, los nimeros de subenfriamiento, cambio
de fase, Froude y Euler [27].

Se divide el sistema en tres zonas para su resolucion [44]:

e Una primera adiabatica de longitud L,, donde el fluido ingresa con entalpia constante,
h,,, y sale con entalpia variable A, (1) = h,, + Ah,,(1) solucidn del problema.

¢ Una segunda zona de liquido subenfriado ubicada dentro de la seccion calefaccionada,
en la cual el liquido es calentado hasta alcanzar la entalpia de saturacion, de longitud

).
¢ Una tercera zona de mezcla bifasica hasta la salida del canal, de longitud L. - A(2).

La longitud de subenfriamiento en el canal calefaccionado, A(?), esta determinada
por las historias de la velocidad de entrada, u,(7), y de la entalpia de entrada, A, (1), dado
que:

A(f) = jz},(f')df' (116)

donde el tiempo de residencia en una fase a un tiempo £, W), puede calcularse como:

oii) - 1-ARLZMD) (117)

sub
/,

pch

Se integran las ecuaciones de conservacion de masa y energia (112-113) en las
tres zonas, utilizando la historia de la velocidad a la entrada, la entalpia de entrada a la
seccion calefaccionada, la densidad a la salida del canal, p,, y el momento total, W, como
variables de estado. Para las dos primeras zonas (de liquido subenfriado) se resuelven las
ecuaciones integrando a lo largo de las caracteristicas, utilizando una descripcion
Lagrangiana [45] en la cual el observador viaja sobre una particula de fluido. Se calcula
asi la posicion de la frontera de ebullicion en cada instante y la entalpia de entrada a la
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seccion calefaccionada utilizando las historias de la velocidad y entalpia de entrada, junto
con las ecuaciones (116-117). Para la tercera zona se integran las ecuaciones utilizando
una aproximacion nodal de Galerkin, considerando un tnico nodo con un perfil lineal de
entalpia [46,47].

3.1 Zona adiabatica

Integrando la ecuacion de conservacion de masa (112) a lo largo de este tramo, con
fluido en una fase, se obtiene:

\%
[
(=]

(118)

Q¥
Y

Para integrar la ecuacion de energia (113), se considera la longitud dentro de la
seccion adiabatica que ocupan las particulas previamente calefaccionadas, L, (ver Fig.
3.1). En un flujo siempre ingresante al canal, L, tendra naturalmente un valor nulo. Si
temporariamente se invierte el sentido del flujo, L, define la posicion de la interfase entre
la region de liquido a subenfriamiento constante A,, y la region de entalpia mayor debido
al calentamiento previo. Utilizando el método de las caracteristicas se deduce su posicion
en funcion de la velocidad en una fase:

~

di, A
—_— = (1 119
a7 u(t) (119)

Utilizaremos la técnica de elementos finitos moviles para determinar la entalpia
de salida de esta zona en el caso de velocidades positivas. Asumiremos un perfil lineal
dentro de un elemento finito movil de longitud Lo, entre la entalpia constante s, y b, +
4h,(1). Integrando la ecuacion de la energia dentro del elemento se obtiene:

>

sid, > 0 (120a)

~ =

dAh(T) i Ah
d L,

para el caso de flujo desde la seccidn adiabatica hacia la calefaccionada, y

dAh (i N _dh
(1) _ ’"”[ J sid, <0 (120b)

di N U Mgz

pch

para el otro caso, donde se obtiene a partir de la solucion obtenida para el tramo

1
dz
siguiente, empleando nuevamente el método de las caracteristicas.
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Figura 3.2: Esquema del perfil de entalpia en el tramo adiabatico.

3.2 Zona calefaccionada en una fase

La ecuacion de continuidad (118) obtenida para el tramo anterior es valida también en
éste. Integrando la ecuacion de energia a lo largo de este tramo calefaccionado, se halla
la posicion de la frontera de ebullicion, resolviendo el forma iterativa las ecuaciones
(116-117).

3.3 Zona de dos fases

Se eligio la densidad a la salida del canal como variable de estado. Su ecuacion de
conservacion puede obtenerse integrando la ecuacion de continuidad en esta region
considerando un perfil lineal de entalpia [48]:

dp, [ . (-A)ai)((a,-4)-50-4)
ai - AR A e a2

La velocidad a la salida #,, se calcula combinando primero las ecuaciones (112),
(113b) y (115b), e integrando luego en la zona de dos fases:

i, = a+N,(1-4) (122)

e

Combinando (112) y (115), e integrando a lo largo del canal se obtiene la masa
total del canal:

- A ~ 1/ p
M, = ,+/1+(1—,1)——1'(,ﬁf"1) (123)
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3.4 Ecuaciones de impulso y condiciones de cierre

Integrando la ecuacion de impulso entre los extremos del canal y usando como condicion
de contorno una caida de presion 4 p.., (¢) fijada externamente sobre el canal, se obtiene
que:

Eubp.(f) = AP +AP, +AP, + AP, (124)

donde la caida de presion debida a la inercia

h Lri —— iz,wc“dh Caw -
r= ) 0.,;(/011) T pudz = — (125)
viene dada por:
X al . N, (1-if1-a1,))
AP = —|M, i+ ( ,)( 2) (126)
di (17 5,)-1

En forma similar las caidas de presion gravitacionales, de friccion y de
aceleracion pueden expresarse como:

Litlc =
D P ~ Mch
AP = r*d = ¢ 127
¢ A Fr (127)
R I:I*“C
AP, = )k 6(i-%)pddi = kali|+k pi2  (128)
[}
Livic ~ A2
- o - A ar an
AP = r '011 dz = p,u, —u (129)
oz

Cuando la frontera de ebullicion sale fuera del canal el tratamiento de la
evolucion de las zonas de una fase no cambia, considerandose un canal ficticio que se
prolonga mas alla del final del canal real. En cuanto a la masa del canal, la densidad y la
velocidad a la salida valen L,+/, / y u, respectivamente, mientras que la ecuacion de
momento se simplifica teniéndose en cuenta solo los términos de una fase del canal real.
Las ecuaciones diferenciales (119),(120),(121) y (125) que describen al canal en
ebullicion son integradas numéricamente en forma explicita utilizando el método de
Euler[49].

En cuanto al rango de validez de nuestro modelo podemos senalar algunas
limitaciones:
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e se permiten casos en los cuales las oscilaciones de A abarquen todo el canal
calefaccionado e incluso con el mismo transitoriamente en una fase liquida, pero no
casos donde todo el canal calefaccionado se encuentre totalmente en dos fases;

e se permite que la velocidad con la que ingresa el liquido al canal cambie
transitoriamente de sentido, pero no que suceda lo mismo con el flujo de salida del
canal.

3.5 Estudio de bifurcaciones subcriticas

En presencia de subcriticidad, las amplitudes de las oscilaciones tienen caracteristicas
divergentes. Una vez que las oscilaciones crecen, pueden manifestarse nuevos
fendmenos, de caracteristicas dinamicas no lineales, tales como la inversion de caudal y
la salida de la frontera de ebullicion del canal, que tiendan a “frenar’” las oscilaciones. En
las Figs. 3.3 se presentan la proyeccion en el plano #-A4 y la evolucion temporal de 4, y
Ah, respectivamente, observandose el estado oscilatorio con inversiones temporarias de
caudal al que arriba el sistema luego de un comportamiento divergente caracteristico de
subcriticidad. En las Figs.3.4 y 3.5 se ilustran dos focos subcriticos en los cuales el
abandono del canal por parte de la frontera de ebullicion es la no linealidad que estabiliza
al sistema. En las Figs. 3.6 se observa otro caso de subcriticidad donde el
comportamiento divergente es frenado por ambos fendmenos antes mencionados.
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Figura 3 3a: Proyeccion de la trayectoria en el plano u, - A para un foco subcritico
(k. =40, k.= 1, N,,, =30, N,.,= 70, Fr=107).
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1,0
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Figura 3.3b: Evolucion temporal de #, y Ah, para un foco subcritico (de flujo reverso).
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Figura 3.4a: Proyeccion de la trayectoria en el plano #, - 4 para un foco subcritico
(k,=20,k =10, N, =853, N,,=87.8, Fr=43 10").
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Figura 3.4b: evolucion temporal de #, y A para el caso anterior (4 abandona el canal)
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Figura 3 .5a: Proyeccion de la trayectoria en el plano 4, - A para un foco subcritico
(k,=20,k,=10, N,,, =88 8, N,,=90.3, Fr=4 0 10™).
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Figura 3.5b: evolucion temporal de u, y A para el caso anterior (4 abandona el canal)
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Figura 3.6a: Proyeccion de la trayectoria en el plano #, - A para un foco subcritico (con
flujo reverso y A abandona el canal calefaccionado)
(k, =20, k=10, N;y=95.7, N,.,=98.0, Fr=3.4 10™).
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Figura 3.6b: Evolucion temporal de #,, A y Ah, para el caso anterior.

3.6 Estudio de bifurcaciones supercriticas

Para un sistema supercritico bajo condiciones marginalmente inestables es de esperar que
aparezcan oscilaciones acotadas sin inversion de caudal, si la distancia al margen de
estabilidad es suficientemente pequefia. Si colocamos al sistema en una cierta posicion
inicial con una perturbacion infinitesimal, a través de oscilaciones crecientes, el sistema
alcanzara un estado oscilatorio autosostenido de amplitud finita (ciclo limite). También
se llegara al mismo estado final cuando la perturbacion inicial es mayor que la amplitud
del ciclo limite, siempre y cuando éstas no alejen al sistema de la cuenca de atraccion o
de estabilidad del ciclo limite.

Cuando la perturbacion es lo suficientemente grande para alejar al sistema de la
cuenca de atraccion del ciclo limite, las oscilaciones divergen alejandose de la cuenca. Es
de esperar que la presencia de otros fendmenos tiendan a frenar las oscilaciones
divergentes, o que el sistema vaya hacia un nuevo punto fijo. Se puede llegar entonces a
un nuevo estado oscilatorio, con inversiones de caudal. Este comportamiento se ilustra
en la Fig. 3.7 donde se observan los ciclos limites obtenidos con distintas perturbaciones
del salto de presion impuesto externamente al canal, bajo una condicion oscilatoria
supercritica. Para la perturbacién menor, se observa un ciclo limite sin inversiones de
caudal, mientras que para otra perturbacion mayor, se obtiene el ciclo limite
caracterizado por inversiones del caudal En las Figs. 3.8 se aprecian las evoluciones
temporales de ambos estados oscilatorios correspondientes a este caso.
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Figura 3.7: Proyeccion de la trayectoria en el plano «, - A para un foco supercritico
(k, =400, k=30, N,,; =50, N,.,=76.8, i1,=0.651, Fr=1510y L=0,3).
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Figura 3 8a: evolucion temporal sin inversiones de caudal (ver Fig. 3.7)
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0 25 5 7.5

Figura 3.8b: evolucion temporal con inversiones temporarias de caudal (ver Fig. 3.7)

En condiciones de operacion, donde podemos controlar las magnitudes de los
parametros del sistema pero no las perturbaciones, es de esperar encontrar efectos de
histéresis al pasar de uno a otro tipo de oscilaciones. En efecto, si inestabilizamos el
sistema viniendo de un estado oscilatorio sin inversiones de caudal, en cierto umbral la
cuenca de atraccion desaparece, pudiendo entonces el sistema experimentar una
transicion a una nueva cuenca de atraccion caracterizada por inversiones de caudal.
Volviendo a estabilizar el sistema desde la nueva cuenca (con amplitudes de oscilaciones
mayores que en la primera fase) es factible que el sistema no experimente la transicion de
cuenca opuesta sobre el mismo umbral anterior, sino que permanezca en su cuenca
actual. Necesitaremos estabilizar aun mas al sistema, hasta que la amplitud de la cuenca
de atraccion atrape a las oscilaciones actuales, para observar nuevamente la transicion.
Este efecto de histéresis se espera que sea mas o menos notable en funcion de las formas
de los conos envolventes de ciclos limites y de sus cuencas de atraccion. En la Fig. 3.9 se
ilustra esquematicamente este efecto.
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Figura 3.9: Diagrama de transicion de fase.

3.8 Conclusiones

Se presentd un modelo basado en una combinacién de dos técnicas conocidas para
estudiar estados oscilatorios con inversiones temporarias de caudal. Una de ellas consiste
en resolver las ecuaciones a lo largo de las caracteristicas, refiriendo la solucion en cada
punto a la historia de la velocidad de entrada; la otra técnica deriva de una aproximacion
nodal de Galerkin con elementos finitos méviles. Con el modelo desarrollado se analizd
el comportamiento de un canal en ebullicion ante estados oscilatorios con grandes
amplitudes, derivados tanto de bifurcaciones de Hopf supercriticas como subcriticas. Se
encontraron nuevos estados oscilatorios, caracterizados por inversiones temporarias de
caudal los cuales presentan caracteristicas dinamicas distintivas que lo diferencian de las
oscilaciones de pequefia amplitud.

En el caso de las bifurcaciones supercriticas vimos que al incrementarse la
magnitud de las oscilaciones por encima de cierto umbral, el sistema abandona la cuenca
de atraccion del foco supercritico, (i.e. no decae al ciclo limite) conduciendo a un nuevo
estado oscilatorio caracterizado por la presencia de nuevas no linealidades (i.e.
inversiones de caudal).

Para las bifurcaciones subcriticas, encontramos que el comportamiento
oscilatorio divergente predicho por la teoria de Hopf conduce a un nuevo estado donde
la presencia de otras no linealidades pueden acotar a las oscilaciones (abandono del canal
de la frontera de ebullicion o inversion de caudal).
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Capitulo 4

Estudio Experimental

Para desarrollar el estudio experimental de la dinamica de flujos bifasicos se eligidé un
sistema en ebullicion bajo circulacion forzada y salto de presion constante. Entre otras
razones el régimen de circulacion forzada es importante dado que tiene importantes
implicaciones para el analisis de situaciones accidentales y de operacion en reactores
nucleares tipo BWR, basados en canales paralelos en ebullicion. Su comportamiento
dinamico presenta ademas caracteristicas interesantes desde el punto de vista de la
investigacion basica [38].

4.1 Objetivos

El estudio experimental se llevo a cabo con los siguientes objetivos:

Verificacion de las hipoOtesis del modelo algebraico en demoras presentado en esta
tesis (i.e. oscilaciones del caudal masico de entrada, de salida, y de la frontera de
ebullicion de similar amplitud y frecuencia, con una demora constante e igual a la
mitad del tiempo de residencia en una fase).

Comprobacion de las caracteristicas no lineales de las inestabilidades de ondas de
densidad predichas por el analisis de Hopf llevado a cabo en el desarrollo teorico.

Identificacion de focos supercriticos y subcriticos a través del estudio de distintas
evoluciones en el espacio de los parametros termohidraulicos del sistema.

Caracterizacion de las oscilaciones de ondas de densidad en flujos donde el término de
gravedad es importante.

Identificacion de supercriticidad y subcriticidad para flujos dominados por la
gravedad, observando como cambia el punto de transicion entre ambas clases de
bifurcaciones de Hopf.
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e Identificacion de nuevos estados de equilibrio hacia los que evoluciona el sistema al
alejarse de un foco subcritico.

o Identificacion de nuevos estados de equilibrio hacia los que evoluciona el sistema a
partir de un estado oscilatorio estable (foco supercritico) al caer fuera de la cuenca de
atraccion del mismo (estabilidad del ciclo limite).

4.2 Aparato Experimental.

El sistema que se utilizé es un circuito de agua a presion atmosférica. En la Fig. 4.1 se
muestra un esquema del circuito, donde se indican sus dimensiones principales.

Sus principales componentes son:

e un tanque abierto a la atmdsfera,

e un tubo de bajada,

e una bomba impulsora,

e un bypass lateral, con su correspondiente valvula,

e una valvula principal de entrada ubicada a la salida de la bomba,

e una valvula principal de salida ubicada antes del tanque,

e un plenum inferior y otro superior, desde y hacia donde se deriva la seccion de
prueba,

e una valvula de entrada a la seccion de prueba,

e una valvula de salida de la seccion de prueba,

e una seccion calefaccionada y

e un circuito secundario de refrigeracion con intercambiador de calor en el tanque
superior.

El fluido refrigerante es agua que circula impulsada por la bomba, a través de la
seccion calefaccionada y el dypass lateral montados en paralelo entre el tanque superior y
la bomba. Las valvulas estan colocadas a fin de permitir regular la presion absoluta del
sistema, el caudal total y el de cada seccidén. La mayor parte del flujo es desviado a través
del bypass de modo de asegurar un salto de presion constante en la seccion de prueba. El
caudal se regula con la valvula ubicada sobre el mismo.

El diametro de los tubos de bajada de acero inoxidable, bypass y de conexiones
hacia ambos plena es de 2 pulgadas. Los tubos de conexion de ambos plenum con la
seccion calefaccionada son de bronce y su didmetro interno es de 1 pulgada. Todas las
valvulas son Worcester del tipo esféricas.

El calefactor es un Watlow de 1,11 metros de longitud con una longitud activa de
1 metro, revestido en acero inoxidable y con un diametro externo de 9,5 milimetros. Su
resistencia es de 0,5 ohms permitiendo una potencia maxima de S kW. La potencia es
suministrada por una fuente de corriente continua Brucker B-MN programable capaz de
entregar un maximo de 700 A.
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Figura 4.1 Esquema del circuito experimental (dimensiones en cm).

La bomba impulsora es del tipo centrifuga de una etapa, de entrada axial marca
Worthington-Simpson modelo 32-CP-125. Es capaz de proveer un aumento de presion
de aproximadamente 25 metros de columna del liquido de trabajo para caudales de entre
5y IS5 m’hora.

Para permitir la visualizacion del flujo el calefactor se halla ubicado concéntrico
con un tubo de vidrio de 29 milimetros de diametro interno. Este tubo se encuentra
cubierto a su vez por otro tubo de acrilico de diametro mayor a fin de disminuir las
pérdidas de calor hacia el medio ambiente.
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4.3 Instrumentacion y sistema de adquisicion

Las variables que se miden son:

1. temperatura en el plenum inferior,

2. temperatura de entrada a la seccion calefaccionada,
3. temperatura de salida de la seccion calefaccionada,
4. potencia entregada al calefactor

5. caudal de entrada.

Las temperaturas de entrada y salida a la seccion calefaccionada, y la temperatura
en el plenum inferior, son medidas con termocuplas de Chromel-Alumen ubicadas en el
centro de la caferia, a la entrada y salida de la seccion de prueba, y del plenum. Las
sefiales son tomadas por un lector de termocuplas Fluke 2190A luego de pasar por un
selector Fluke Y2001, y también son adquiridas con una tarjeta de adquisicion PCL-818
conversora de sefal analogico-digital A/D de frecuencia maxima 100 kHz de ganancia
programable montada sobre una computadora personal a los efectos de su ulterior
procesamiento.

La potencia entregada al calefactor se determina en base a una calibracion del
sistema. Esta calibracion se realizo midiendo la tension en los bornes del calefactor y la
variacion de la resistencia de éste con la temperatura. Para obtener la potencia real que
se lleva el fluido se estimaron las pérdidas al medio ambiente en base a las formulas
propuestas por Mc Adams [51] para placas y cilindros verticales en aire. El rango de
potencias con ebullicidn que permite manejar el calefactor en la configuracion montada
abarca de los 2.5 kW a los 4. 1kW.

Los coeficientes de pérdida de carga de las secciones de entrada y salida fueron
calculados a partir de una medicion realizada sobre el mismo equipo corroborada con
valores tabulados[52].

Para medir el caudal se utiliza una placa orificio de 16 milimetros de diametro
construida especialmente y ubicada sobre el tubo de entrada al canal calefaccionado. La
diferencia de presion producida a ambos lados de la placa orificio es medida por un
transductor de presion diferencial TEKFLO modelo TF7 con un rango de 0 a 50
milimetros de columna de agua. La electrénica de estos instrumentos fue previamente
reacondicionada para que fueran capaces de medir oscilaciones en el caudal con periodos
menores a 1 segundo. Los transductores proporcionan una salida en corriente;, haciendo
pasar esta sefial por resistencias de valor conocido obtenemos una sefial en tension. Esta
tension fue calibrada en funcion del caudal circulante y es adquirida con un
microprocesador personal a través de un conversor A/D PLC-818. El error en la
medicion del caudal de entrada en estado estacionario se estima en 2 cmYseg,

La medicion de la temperatura de salida fue utilizada con dos fines: en primer
lugar realizar un balance térmico que permitiera corroborar las mediciones de caudal y
potencia, y, en segundo lugar para conocer la temperatura de saturacion del fluido en la
seccion calefaccionada. Las mediciones de la temperatura de entrada al canal y del
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plenum inferior permiten conocer el subenfriamiento de entrada, y en el caso de
oscilaciones de gran amplitud con inversion del sentido del flujo, permiten detectar el
mismo a través de picos en la temperatura medida inmediatamente antes de ingresar al
canal, los cuales no se observan en el plenum. Esta medicion cubre en parte la carencia
de informacion del transductor de presion en estos casos, dado que este transductor
diferencial no mide valores por debajo de un determinado umbral (aproximadamente un
10% de fondo de escala) ni tampoco valores negativos.

4.4 Método experimental

Los experimentos se realizaron manteniendo constante el salto de presion entre la
entrada y la salida de la seccion de prueba, la potencia entregada y la apertura de las
valvulas, durante cada uno de ellos. Se variaba la temperatura de entrada a la seccion
calefaccionada muy lentamente (tipicamente a razéon de 0.1 °C/minuto) con respecto al
periodo de las oscilaciones. El control de la temperatura de entrada se realizaba
regulando la transferencia de calor hacia el circuito de refrigeracion secundario a través
del intercambiador de calor que se encuentra ubicado en el tanque superior, regulando el
caudal de refrigerante.

Partiendo de un estado estable se aumentaba la temperatura hasta cruzar el
umbral de estabilidad. Una vez que se establecian los regimenes oscilatorios tipicos, se
invertia el proceso, disminuyendo la temperatura de entrada hasta volver a un estado
estable. Se investigaba la existencia de efectos de histéresis en tales procesos, que
permitieran caracterizar el tipo de bifurcacion de Hopf presente.

Una variacion del umbral de estabilidad al recorrer el proceso en distintos
sentidos significaria la presencia de una bifurcacion subcritica. En efecto, si partimos de
un estado estable, el sistema se inestabilizara al llegar al margen de estabilidad lineal;
pero volviendo a la region estable desde un estado inicial oscilatorio, el sistema
mantendra su comportamiento oscilatorio aun dentro de la regién linealmente estable
(mientras que las perturbaciones del sistema sean mayores que las correspondientes al
ciclo limite inestable). Por otra parte la ausencia de histéresis de este tipo evidencian la
presencia de una bifurcacion supercritica. En este caso, independientemente del estado
inicial, al cruzar el limite de estabilidad lineal, se produce el cambio de comportamiento.

Otra caracteristica determinante del tipo de bifurcacién, lo constituye la aparicion
de una envolvente de ciclos limites dentro de la region de inestabilidad lineal (para
supercriticidad) o la ausencia de la misma (para subcriticidad).
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4.5 Resultados Experimentales

4.5.1 Verificacion de las hipdtesis del modelo algebraico en demoras

Manteniendo constante las fricciones, potencia calefaccionada y salto de presion externo
en el canal, disminuimos el subenfriamiento de entrada al canal. Nos interesaba reducir
los efectos gravitatorios, por lo que trabajamos con las valvulas tan cerradas como era
posible y con las mayores potencias que nos permitia el calefactor. Una vez que el
sistema alcanza el estado oscilatorio, se mantuvo constante el subenfriamiento
controlando la transferencia de calor al circuito secundario. Se deja relajar el sistema al
estado estacionario durante algunos minutos y se mide la evolucion del caudal de
entrada.

Deconvolucionando esta sefial, se obtiene la evolucion de la frontera de ebullicion
y del caudal masico de salida del canal [S3]. Estas tres sefiales se ilustran conjuntamente
en forma adimensionalizada (utilizando el tiempo de residencia en el canal, v, como
tiempo caracteristico, y Lea/ v como velocidad caracteristica) en las Figs. 4.2a 'y 4.3a. Se
observa que las amplitudes son similares. La demora entre el caudal ingresante, W,, y la
frontera de ebullicion A por un lado, y la demora entre la frontera de ebullicion y el
caudal que egresa W, por el otro, son constantes en el tiempo, iguales entre si y del
orden de v/2. Este resultado experimental es muy importante, dado que corrobora la
hipotesis fundamental del modelo de demoras. Similares conclusiones se obtienen de
analizar los ciclos limites en los espacios de estas fases. Las Figs. 4.2b-4 3b y 4 2¢-4.3¢
ilustran la evolucion en los espacios W,-A y A-W. respectivamente. Se observan en los
mismos similares desfasajes entre ambos pares de variables. Por otra parte si observamos
los ciclos limites en el espacio de las fases W,-We, mostrados en las Figs 4.2d y 4.3d,
observamos un desfasaje mayor que en los ciclos precedentes.

Los valores dimensionales del caudal de referencia (L A, v'') para los casos
ilustrados en las Figs. 42 y 4.3 son 7043 cm’/seg y 5143 cmYseg respectivamente,
mientras que el valor de la potencia es 4100+100 W en ambos experimentos.
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Figura 4 2a: Evolucién temporal de las oscilaciones en caudal y A.
(Nas=392+1,4,=0.75+ .05 k=10.+4. Ng=(5+2)10%)
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Figura 4 2b: Trayectoria en el espacio #, - 4.
(Nas=392+1,1,=075+ 05, k=10 £4 Ng=(5+2)107)
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Figura 4.2c: Trayectoria en el espacio 4 - W..
(Nas=39221,1,=075% .05, k=10.£4, Ng=(512)107).
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Figura 4 3a: Evolucion temporal de las oscilaciones en caudal y £.
(Naw =53.£1,14,=0.68+ .05, Ng=(67+2)10", k=9.+4)
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Figura 4.3b: Trayectoria en el espacio ¥, - 4.
(Nao=53.+ 1., 4,=0.68 + 05, Ng=(6.7%2)10% k=9 +4),
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Figura 4.3c: Trayectoria en el espacio A - /..
(Nas=53.+1.,1,=0.68+ 05, Ng=(6.7+2)10% k=9 +4).
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Las Figs. 44 y 4.5 muestran las soluciones del modelo de demoras para las
condiciones de las Figs. 4.2 y 4.3. La concordancia es muy buena, tanto en amplitud
como en frecuencia. Cabe destacar el periodo extenso de dichas oscilaciones, del orden
de varias veces el tiempo de residencia en el canal, caracteristicas observada en todos los
casos de flujos dominados por fricciones.

Figura 4 4a: Evolucion temporal segun el modelo algebraico en demoras.
(Nos = 40, i, = 745, k = 6.42, Ng = 6.2 107).

12

06 08 ' 1.0

Figura 4.4b: Comparacion entre la trayectoria experimental y teorica (modelo de
demoras) (N = 40, ti,= 745, k=642, Ng =62 107).
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Figura 4.5a: Evolucion temporal segin el modelo de demoras
(New =52,14,=0.65, k=11935, Ng =83 107).
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Figura 4.5b: Comparacion de las trajectorias experimental y teorica segun el modelo
algebraico en demoras (N,., = 52, #i, = 0.65, k= 11935, Ng =83 107)

99



Capitulo 4 Estudio experimental

4.5.2 Estudio de cuencas dinamicas en flujos dominados por fricciones

Caracterizamos el tipo de bifurcacion (supercritica o subcritica) a través de fenomenos
de histéresis asociados a una trayectoria dada del sistema en el espacio de las fases.
Manteniendo constante los coeficientes de friccion, el salto externo de presion y la
potencia entregada, variamos el subenfriamiento de entrada al canal. Partimos de altos
subenfriamientos de entrada de modo que el fluido abandone el canal permaneciendo en
una fase liquida. A medida que aumentamos la temperatura de ingreso (i.e. disminuimos
el subenfriamiento) se alcanza la temperatura de saturacion para abandonar al canal
como una mezcla bifasica. Eventualmente, si continuamos disminuyendo el
subenfriamiento, el sistema evoluciona hacia un estado inestable a partir de una cierta
temperatura, T, para la cual se alcanza el limite de estabilidad, observandose entonces
ondas de densidad. Si recorremos el mismo camino en sentido inverso disminuyendo el
subenfriamiento lentamente, una vez que el sistema traspone el umbral de estabilidad,
cabe esperar que el sistema decaiga nuevamente al estado estable para una temperatura,
T. . St no se observan efectos de histéresis, Ty=T,, es un indicio de una bifurcacion
supercritica. En efecto, una caracteristica distintiva de este tipo de bifurcaciones es que
al ingresar el sistema dentro de la region inestable, se observan oscilaciones con amplitud
creciente con el alejamiento del umbral de estabilidad. Por el contrario, si estuviéramos
en presencia de una bifurcacion del tipo subcritico, cabe esperar un efecto de histéresis,
To<T. . En efecto, al reingresar a la region linealmente estable desde un estado
oscilatorio, y por ende perturbado, no decae al estado estable hasta que la magnitud de
las perturbaciones sean inferiores a las del ciclo limite inestable. Las oscilaciones
subcriticas son divergentes (siendo limitadas en Gltima instancia por otras no linealidades,
como por ejemplo inversion de flujo).

Es importante destacar que siguiendo una trayectoria como la descripta,
mantenemos dos parametros variables: el subenfriamiento de entrada (controlado) y el
caudal medio. Este ultimo puede determinarse a partir de la ecuacion estacionaria de
momento para un canal (93). Considerando que la potencia se mantiene constante,
mientras que el tiempo de residencia en una fase, v, varia en funcion del subenfriamiento,
es conveniente adimensionalizar los resultados tomando como velocidad de referencia
= L €2, en lugar de u,.,~L./v, de forma que la velocidad adimensionalizada asi, u",
represente directamente el caudal medio medido en el experimento.

En la Fig. 4.6 ilustramos una familia de trayectorias tedricas del sistema siguiendo
las curvas de estado estacionario, para distintos valores del coeficiente de friccion a la
salida, k.. Las curvas son a potencia, &, y subenfriamiento de entrada constantes. Notese
que variaciones pequefas de k. tienen efectos apreciables sobre la trayectoria. Para
valores bajos de k. se observan cambios suaves en el caudal al ingresar a la zona de dos
fases, mientras que para valores mayores de k. se produce un efecto de histéresis
asociado con las inestabilidades excursivas de Ledinegg. La flechas que se muestran en la
Fig. 4.6 representan la trayectoria buscada en el experimento.
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Figura 4.6: Familia de trayectorias teoricas (k. = 400, Potencia = 4100 W).

A continuacidon estudiaremos una serie experimental siguiendo la trayectoria
antes mencionada. En la Fig. 4.7 se observa la trayectoria seguida desde y hacia la region
estable, encontrandose ondas de densidad para los menores subenfriamientos. El valor de
la potencia se mantuvo en 3850100 W, siendo por lo tanto el caudal de referencia

(L A, Q) de 2600 + 80 cm?/seg .
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Figura 4 7: Trayectona en el plano (M., #°).Potencia = 3850+100 W, &, = 350+100, &, = 35+5 -®- Nsub disminuyendo, -o- Nsub aumentando, ----

limite estab. lineal, +& indica el rango de incerteza del estacionario debido a 4., las barras son la desviacion
cuadratica media de las mediciones de caudal (i.e. indican la amplitud de la oscilacion)

. estacionario,
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Del analisis de esta serie experimental surgen varias observaciones que podemos
destacar:

o Se observa un buen acuerdo entre las trayectorias experimentales y las pronosticadas
segun el modelo homogéneo para los valores medidos de los parametros del sistema
(tanto en los valores estacionarios como en los margenes de estabilidad).

¢ Las frecuencias observadas (ver Apéndice B), de 4 a 5 veces el tiempo de residencia v
permiten asegurar que la importancia relativa del término gravitatorio es moderada.

¢ No se aprecian procesos de histéresis. El sistema se inestabiliza y recobra la estabilidad
en el mismo punto, dentro de las incertezas experimentales. El pequefio desfasaje que
se observa en la transicidon corresponde a la excursion de Ledinegg (ver Fig. 4.6 y Figs.
B1 y B16 del Apéndice B). Por ello se puede concluir que la transicion observada es
atribuible a una bifurcacion supercritica. La envolvente supercritica se muestra en la
Fig. 4.8.

e En la Fig. 4.7 se observa que a medida que baja el subenfriamiento (alejandose del
umbral de estabilidad) la amplitud de las oscilaciones aumenta, llegando incluso a
observarse inversion de flujo en algunos experimentos. La inversion de caudal se
caracteriza por:

1 patron de ondas con inversion de caudal discontinuado e irregular.

2 histéresis: el punto en el cual comienza la inversion de caudal (aumentando la
temperatura) es distinto del punto en el que se extingue este fenomeno
(disminuyendo la temperatura). Estas caracteristicas no pertenecen a las oscilaciones
tipicas de una bifurcacion de Hopf supercritica, lo cual sugiere la presencia de una
dindmica mas compleja.
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Figura 4.8: Envolvente de amplitudes de las oscilaciones (Ama = Ami ).

En el Apéndice B se muestra la serie completa de datos en el orden en que fueron
adquiridos.

4.5 2.1 Histéresis con inversidén de caudal

En la serie experimental anterior se observaban efectos no lineales interesantes. Al
progresar dentro de la region linealmente inestable aumentaban las amplitudes de las
oscilaciones. A partir de cierto punto, caracterizado por la temperatura de ingreso al canal,
T., éstas incluian nuevas no linealidades, tales como la inversion de caudal Disminuyendo
luego T,, observamos que este nuevo fendmeno se presentaba hasta un cierto umbral, T,
menor que T,. Este efecto de histéresis fue estudiado en la serie experimental siguiente.

En la Fig. 4.9 se ilustra la trayectoria seguida en el plano (N.., u'.), para la serie
experimental con potencia constante 4100 + 100 W, siendo por lo tanto el caudal de
referencia (L A Q) de 2700 + 80 cm*/seg. Se utilizo el criterio anteriormente descripto
para estimar los caudales medios. Los valores de los coeficientes de friccion para las
perdidas de presion concentradas en ambos extremos del canal calefaccionado fueron en la
entrada k, = 550 + 100 y en la salida £, = 40 + 10, en esta segunda serie experimental.
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Figura 4.9: Trayectoria experimental. (Potencia = 4100+100 W, k, = 550 + 100, k. = 40 + 10, 15 indica la incerteza debida a £., las barras
representan la desviacion cuadratica media en las mediciones de caudal).
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Debido a las limitaciones de la medicion de caudal con medidor de presion
diferencial para detectar inversion de flujo, en los casos en que se verifican picos en la
temperatura de entrada (evidencia de caudal inverso) no tiene sentido deconvolucionar la
sefial de caudal para hallar la frontera de ebullicion, 4. En su lugar, se utilizd la
informacion visual (maximos y minimos de la oscilacion del punto donde comienza la
ebullicion). En la Fig.4.10 se observan las bandas de oscilacion de la frontera de ebullicion
asi obtenidas. Se destacan los siguientes efectos:

e Al incrementar la temperatura de entrada partiendo de la region estable se observa un
aumento de las amplitudes de las oscilaciones, formando una envolvente tipica de un
foco supercritico en el plano (u*,, Na.s).

e Estas oscilaciones siguen creciendo hasta producir inversion de caudal, lo cual se
evidencia por la presencia de picos de temperatura medida por la termocupla ubicada a
la entrada del canal.

e A partir de alli, disminuyendo la temperatura de entrada (i.e., aumentando el N.;) se
observa que el sistema no vuelve por la misma trayectoria. En particular, las
oscilaciones con flujo reverso continlan aun para subenfriamientos donde antes
observamos oscilaciones sin este fenomeno. Esta histéresis debe ser explicada a partir
del estudio de la estabilidad de la cuenca de atraccion del foco supercritico.

e Finalmente, al disminuir la temperatura de modo que el sistema reingresa a la region
linealmente estable, se observa la brusca desaparicion de este fenomeno, decayendo el
sistema a un estado estable. Esta es una caracteristica distintiva de la bifurcacion
supercritica, ya que el sistema decae al estado estable independientemente de la
perturbacion que tenga, dentro de la region linealmente estable (ver Figs. C1 y C11 del
Apéndice C).

- - -@-- 2min
- -®-- 2max

0.8

02}

44 46

Figura 4.10: Envolvente de las oscilaciones de 2 en la trayectoria experimental.
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Capitulo 4 Estudio experimental

El fenomeno de histéresis aqui observado presenta un buen acuerdo con los
resultados numéricos obtenidos en el desarrollo previo, donde se pronosticaron fenémenos
de histéresis en la transicion entre cuencas.

La serie completa de mediciones experimentales es mostrada en el Apéndice C,
siguiendo el orden en que fueron adquiridas. Las sefiales correspondientes a oscilaciones
sin inversion de caudal se muestran filtradas y deconvolucionadas, mientras que en los
casos con inversion se muestran las sefiales sin filtrar y sin deconvolucionar.

4.5.3 Estudio de cuencas dinamicas en flujos gravitatorios

En el estudio teodrico se encontré que en flujos dominados por fricciones las bifurcaciones
de Hopf cambian de supercriticas a subcriticas si la frontera de ebullicion sobre el margen
de estabilidad se encuentra por debajo de la mitad de la longitud del canal (i.e., s1 4, <
0.5). El valor 0.5 de la transicion aumenta en sistemas donde la gravedad no es
despreciable.

En esta seccion se mostraran resultados experimentales obtenidos en flujos donde
el término gravitatorio es preponderante en la ecuacidon de momento. La manera de
alcanzar esta condicion es disminuir substancialmente las pérdidas irreversibles en el
circuito. Esto se puede lograr abriendo las valvulas ubicadas a la entrada y salida del canal.

El procedimiento experimental fue el mismo que se siguid en los experimentos con
friccion dominante: se controla la temperatura de entrada a la seccion calefaccionada
manteniendo constante la potencia. En la Fig. 4.11 se ilustra la trayectoria experimental
seguida por el sistema. Pueden destacarse los siguientes aspectos:

¢ El caudal medio se incrementa conforme disminuye el titulo a la salida del canal (y
disminuye A4). Esto demuestra que el efecto del término gravitatorio domina frente al de
las fricciones concentradas en la salida. A diferencia del caso de fricciones dominantes,
no se observa un salto en el caudal medio al comenzar la ebullicion (causado por las
inestabilidades de Ledinegg).

o Otras caracteristicas distintivas que permiten identificar al flujo como gravitatorio son
el periodo de las oscilaciones (del orden de v) y la asimetria de las amplitudes de las
oscilaciones de la velocidad y de la frontera de ebullicion (ver Apéndice D).

» Se observan efectos de histéresis apreciables en el umbral de estabilidad partiendo de
distintas perturbaciones iniciales. Partiendo de un estado estable, poco perturbado, se
observa que el sistema comienza a oscilar cuando la temperatura de entrada sobrepasa
72.8 °C. Sin embargo, al efectuar el camino inverso, deja de oscilar en 68.2 °C (ver la
serie experimental completa en el Apéndice D).

e Se nota gran amplitud de las oscilaciones en la velocidad. En todas las oscilaciones
entra en juego una nueva no linealidad: la frontera de ebullicion sale fuera del canal.
Esta no linealidad, al igual que la inversion de caudal, tiende a acotar la ampltud de las
oscilaciones.
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Figura 4 11: Trayectoria experimental en el plano (N.., u",). Potencia = 3400100 W, siendo el caudal de referencia (/. 4 €2)-2350 + 80 cm’/seg,
k,=18 £ 5, k.= 8 + 4 (estacionario con &, =20, k., =10, las barras representan la desviacion cuadratica media en las mediciones de caudal).
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Capitulo 4 Estudio experimental

En el Apéndice D se muestran la serie experimental completa, filtrada y
deconvolucionada. En las Figs. 4.12 se ilustran los ciclos limites correspondientes a las
trayectorias experimentales seguidas en el espacio de las fases (i, L) para dos casos de la
serie experimental. Hay diferencias notables con respecto a los experimentos con gravedad
despreciable, las cuales concuerdan con el analisis tedrico:

e las amplitudes de las oscilaciones de la frontera de ebullicion son marcadamente
menores que las del caudal.

¢ la frecuencia de estas oscilaciones es del orden del tiempo de residencia, v, varias veces
menor que las del caso de gravedad moderada, y por lo tanto, dado que la demora #.-4
es de v/2

¢ los ejes de los ciclos limites aparecen rotados en sentido antihorario, respecto a los
casos de término gravitatorio despreciable (ver Fig. 4.12ay b).

Con respecto al caracter divergente del foco, notese la aparicion de oscilaciones
fuera del canal en toda la serie experimental lo cual “frena” al comportamiento divergente.
Se estudid numéricamente esta carcateristica utilizando el modelo desarrollado en el
capitulo 3. Se encontraron focos subcriticos con estados oscilatorios donde la frontera de
ebullicion abandona el canal, en algunos casos estudiados de la serie experimental anterior.
Las figuras 3.4 y 3.5 ilustran concretamente dos de estos casos. Sus parametros
concuerdan (dentro de los errores experimentales) con los de las Figs. D7 y D5 (donde se
aprecia un comportamiento estacionario) y con los de las Figs. D17 y D19 del Apéndice D
(donde se aprecia un comportamiento oscilatorio), correspondientes a puntos de la serie
experimental ubicados dentro de la region linealmente estable (ver Fig. 4 11). Al ubicar al
sistema en estos puntos, y perturbarlo con un pequefio cambio en el salto de presion
externo, el mismo decae al estado estacionario, pero para perturbaciones mayores de un
cierto valor observamos que el sistema abandona la cuenca anterior, y a través de un
comportamiento oscilatorio divergente alcanza una nueva cuenca donde aparece una
nueva nolinealidad en juego, el abandono por parte de A del canal.

Comparando también el periodo de las oscilaciones dadas por las figuras obtenidas
de la simulacion numérica, 3.4b y 3.5b y las de la serie experimental, D17 y D19,
respectivamente, surge un buen acuerdo, siendo en todas ellas aproximadamente 1.2 v.
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Figura 4.12a: Trayectoria experimental en el plano (@, 2)
(Nsub=76.9+ .8, Ng=5.9+34107, #1, =.88+.05) (ver Fig. D12).
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Capitulo 5 Conclusiones y recomendaciones

Capitulo §

Conclusiones y recomendaciones

Las conclusiones generales que se obtuvieron en el presente trabajo son:

e Los flujos bifasicos en ebullicion pueden presentar un comportamiento dinamico
bastante complejo. Tanto los resultados experimentales como el modelado numérico
sugieren en el caso estudiado (circulacion forzada a presion atmosférica) la existencia
de diversas cuencas dinamicas.

¢ El modelo algebraico en demoras desarrollado es una simplificacion del problema, util
para entender algunos de los fendémenos no lineales presentes, asociados con
bifurcaciones de Hopf Los resultados obtenidos, en general cualitativamente
concordantes con modelos mas complejos, derivan en criterios analiticos sencillos que
ponen de manifiesto las relaciones existentes entre las variables del problema.

o Se observo que incrementando las pérdidas de presion debidas a la gravedad se
produce un aumento en la frecuencia y una rotacion de los ejes de los ciclos limites de
las ondas de densidad. El analisis dimensional de los resultados obtenidos con este
modelo sugiere la conveniencia de utilizar nuevos numeros adimensionales para
representar casos donde las fricciones y la gravedad son las fuerzas dominantes.

¢ Se estudiaron numéricamente las inestabilidades dinamicas con estados oscilatorios de
grandes amplitudes fuera de la cuenca de atraccion de las bifurcaciones de Hopf. Se
reconocieron nuevos efectos no lineales que pueden aparecer en estos casos, dando
origen a nuevas cuencas de atraccion. Se estudio el fenomeno de ondas de densidad
en este nuevo dominio, encontrandose caracteristicas propias que sugieren una
dinamica ain mas compleja. En especial, el estudio sugiere la posible aparicion de
fenomenos de histéresis asociados con la transicion de fases dinamicas.

o El estudio experimental ilustra las diferencias entre los casos con flujos de gravedad
despreciable y los casos donde no lo es, mostrando la razonabilidad de las hipotesis
del modelo algebraico en el primero de ellos.
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Capitulo 5 Conclusiones y recomendaciones

e La informacion experimental permite observar distintos fenomenos, de caracteristicas
distintivas, que pueden explicarse a partir de bifurcaciones de Hopf supercriticas o
subcriticas estudiadas numéricamente, dentro de las incertezas experimentales.

o Efectos de histéresis observados experimentalmente en estados oscilatorios
caracterizados por inversiones temporarias de caudal, pueden explicarse asociando
este fendmeno a una transicion de cuenca dinamica estudiada numéricamente, dentro
de las incertezas experimentales.

Entre las recomendaciones para trabajos futuros podemos indicar:

e Ampliacion del estudio experimental sobre flujos en ebullicion bajo éstas y otras
condiciones de interés.

¢ Ampliacion del dominio de estudio del modelo numérico desarrollado en el estudio de
flujos con oscilaciones de grandes amplitudes para incluir nuevos fenomenos, tales
como oscilaciones con estados temporarios del canal totalmente en dos fases.

e Ampliacion del modelo algebraico para estudiar otros casos (flujos con inercia
considerable, o sistemas mas complejos por ejemplo) y validacion de los resultados
obtenidos utilizando modelos fisicos mas avanzados.
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APENDICE A

Relacion armoénica entre el caudal ingresante y la frontera de ebullicidn.

Consideraremos un canal en ebullicion con con densidad de potencia constante y uniforme, y
subenfriamiento de entrada constante. La posicion de la frontera de ebullicion , A(t) es
definida por:

Aft) = ].u,(t')dt’ (A1)

t-v
Una perturbacién arménica de la velocidad de entrada:
u(t) = u,+8u =u,+sinwt (A2)

se traduce en una perturbacion en la frontera de ebullicion dada por:

OA(t)= Isinwtdt’:——al;[cosa)t—cosa)(t~v)] (A3)

t-v

Por identidades trigonométricas vale que:

cosw(l—v)=cosw!t cos@w v +sinwlt sinwv (A4)
. . w! wl
sinw! =2sin—— cos— (AS)
2 2
y
ol ot
cosw! :cos“7—sm‘ ey (A6)

Reemplazando estas identidades (A4-6) en la ecuaciéon (A3) y operando
convenientemente se obtiene:

v

2sin—— 1
A(t)=—| sinwt cosﬂ —cosw! sing)—v— (A7)
w L 2 2 J

Operando sobre la Ec. (A7):

171%
2.5‘"1*5 v
A(l)=———3si 1 —— 8
(t) - sinw( 2) (A8)
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Recordando que partimos de una velocidad u, armonica, 4 puede reescribirse en
funcion de u, para obtenerse asi la relacion:

wv
2sin7 y
/1(1)=*‘w—U,(1—5) (A9)

De la ecuacion (A9), se desprenden dos importantes resultados:

e Si hay oscilaciones armonicas, las oscilaciones del caudal de entrada al canal y las de 4
estan desfasadas en v/2.

e A opera como un filtro de las altas frecuencias de las oscilaciones de caudal.

Analizando estas conclusiones considerando la hipotesis aproximativa planteada por
nuestro modelo algebraico en demoras (ver ecuacion (7)), notamos que para oscilaciones
armonicas la demora t; es constante y toma el valor v/2. No es igualmente cierto que las
oscilaciones de u, y A tengan igual amplitud, pero esta aproximacion sera razonable a
frecuencias bajas. Esto ultimo surge a partir de que:

Vv
1 2sin—2—
lim — = lim = (A10)
@ —> f @K v

En los flujos dominados por las fricciones, las frecuencias de las oscilaciones son bajas y esta

aproximacion funciona muy bien, mientras que en flujos dominados por la gravedad su
frecuencia aumenta y la aproximacion pierde exactitud.
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Apéndice B

Primera serie experimental (ver Fig. 3.7 )

La evolucion del caudal se presenta filtrada para tener en cuenta los efectos de inercia
[53], y se deconvoluciona para hallar la evolucion de la frontera de ebullicion, en
aquellos casos en que no se produce inversion de flujo. En los casos de inversion de
flujo, evidenciado por aumentos bruscos de la temperatura adquirida con la termocupla
ubicada sobre la entrada del canal, se muestra solamente la evolucion del caudal sin
filtrar y sin deconvolucionar.

El “salto” del caudal medio producido a partir de que se alcanza ebullicion,
debida a las inestabilidades excursivas, puede observarse directamente en las Figs. Bl y
B16. Como consecuencia del mismo el sistema llega a un nuevo estado, fuera de la
region estable, y comienza a oscilar inmediatamente.

A continuacion se presenta la serie expenimental completa correspondiente a la
Fig. 3.7. Todas las temperaturas de ingreso al canal tienen un error estimado en + .2 °C.
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Figura B1 T1=83.7 °C (aumentando Ti).
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Apéndice C

Segunda serie experimental (ver Fig. 4.9)

La evolucion del caudal se presenta filtrada para tener en cuenta los efectos de inercia
[53), y se deconvoluciona para hallar la evolucion de la frontera de ebullicion, en
aquellos casos en que no se produce inversion de flujo. En los casos de inversion de
flujo, evidenciado por aumentos bruscos de la temperatura adquirida con la termocupla
ubicada sobre la entrada del canal, se muestra la evolucion del caudal sin filtrar y sin
deconvolucionar, y se muestra ademas la evolucion de la temperatura medida a la entrada
al canal.

A continuacion se presenta la serie experimental completa correspondiente a la Fig. 4.9.
Todas las temperaturas de ingreso al canal tienen un error estimado en + .2 °C.
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Figura C9a T, = 84 .4 °C (disminuyendo T,)
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Apéndice D

Tercera serie experimental (ver Fig. 4.11)

A continuacion se presenta la serie experimental completa representada en la Fig. 4.11.
Todas las temperaturas de ingreso al canal tienen un error estimado en + .2 °C.
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ABSTRACT

A model based in delay equations' for

density-wave oscillations is presented. Channels
where the distributed friction is much larger than
the other pressure drops, are analyzed. The
fixed points and the linear stability margins were
analytically studied. The present approach can

be used to better understanding the complicated

dynamics of boiling flows.

Key words: two-phase flow / boiling channel /
linear stability.

INTRODUCTION

The phenomenon of density-wave
instabilities in boiling channeis has been
extensively studied during the last 30 years [1].
These oscillations may be encountered for
certain operating conditions of boiling system,
in which they become unstable due to lags in
the phasing of the pressure-drop feedback
mechanisms. Perturbations at the inlet of the
channel move with the fluid, yielding transport
delays in-the local changes of state variables.
Given the appropriate set of operating
conditions, these delays may lead to self-
excitation.

The most common manifestations of
density-wave instabilities are seif-sustained
oscillations of the flow variables. It may also
happen that these oscillations cause the system
to reach the point of excursive instability (2].

Density-wave instabilities in boiling
system, besides being scientifically interesting,

RESUMO

E apresentado um modelo baseado nas
equagbes de retardo para as oscilagbes de
densidade (density-wave oscillations). S&o
analisados os canais onde a perda de carga
distribuida é a componente principal da perda
de carga total. Foram estudados analiticamente
0s pontos fixos e as margens de estabilidade
linear. Esta técnica pode ser utilizada para uma
melhor compreens&o da dindmica complexa de
escoamentos com mudanga de fase.

have serious practical implications for many .
industries. Boiling water nuclear reactors
(BWRs), steam generators and phase-change |
heat exchangers are potential candidates to
experience density-wave instability.

The classical tool which has been used
to study the problem of density-wave instability
in boiling systems is the linear frequency-
domain analysis. Rather accurate and reliable
models are now available for the stability
analysis of complicated systems, such as
BWRs {3,4].

In this paper a model. of density-wave
oscillations based in delay equations is
presented. The present approach deals with
channels where the distributed friction prevails
over gravity and concentrated friction forces.
The fixed points and stability margins are
studied. Analytical expressions for Ledinegg
and density-wave oscillations linear stability
boundaries are calculated. |
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BOILING CHANNEL MODEL

Lets us consider the boiling channel
shown in Fig.1 The liquid enters at constant
subcooled temperature and is heated up
uniformly along the channel. At certain location
the fluid reaches its saturation temperature and
starts to boil, exiting the channel as a two-

phase mixture.
TYe
o)

’

Ll

Tu,

Fig. 1. Boiling channel

The following assumptions have been
made in the modeling of the two-phase flow :

e The flow is homogeneous (that is, no
phasic slip occurs).

The system pressure is constant.
The heat flux is constant in space and
time.

e Both phases are incompressible.

e The phases are in thermodynamic
equilibrium.

e Viscous dissipation and internal heat
generation are neglected in the energy
equation.

e Friction loss coefficient is uniformly
distributed along the channel.

o Gravity effects are neglectabled.

The one-dimensional conservation
equations of mass and energy can be written
as:(5]

op , 9(pu) _, (1a)
at oz

J (ph) + J (phu) =q (1b)
o oz

where u, t z and q are the velocity, time,
spatial coordinate and volumetric power
respectly.

Moreover, enthalpy, h, and density, p
are related by the following equation of state:

forh <h, (2a)

~1
(h=Hr)

where v is the specific volume and the
subscripts f and fg mean liquid in saturation
and phase change respectly.

Combining Eqgs.(1b) and (2b) for the
two-phase region gives:

ou _ Y&
é'z hfg

= Q (3a)

Similarly in the single phase region, we
have:

u _ o (3b)
Jz

Integrating Eqs.(3) along the channel
leads to:

u, = u, + 2(L-2) 4)

[

where L is the channel length and the
subcooled length, A(t), is defined by

[ur)ar (s)

1-v

A(t) =

Here v is the time needed by a fluid
particle at the inlet of the channel to reach
saturation temperature:

v o= Afw Py ®)
q



For low frequencies the subcooled
length can be written as:

4

Iu,.(t')dt' =

t-v

Al(t) = vu(t —t,) )

In Eqn.(7), t, is a delay time such that
0<t,<v.

The friction losses along the channel
can be written as:

-

to, = [Bpwar ®)
0

where A is the friction number: A =(fL)/(2D).

Assuming a quasi-static balance of
forces in the momentum equation the external
pressure head is then balanced by friction and
acceleration forces, that is

Ap, + Ap, = Ap, (9

Imposing, for simplicity, an enthalpy
linear profile along the two-phase region, the
exit density, p, , the boiling boundary, A , and
the channel mass, Mgy, are related [6] by:

(L-2) In(ps/pe)
Mg =Agpr|A (10)
" pf[ Y T s 7pe-D ]

Therefore, using this assumption, the
momentum equation (9) can be rewritten as:

. 2u -M g/ LAY (u, -
Al Mo Wl + 1Py~ My /LAYy, —uy) .
pf/pl-l

2
Al _u - @/P,‘3)(L-1)PI+MC,, _ip
Lilps/p -1 2 A 4

-pr ul.z + p, “Z = Ap (11)
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Following the quasi-static
approximation it can be assumed that the exit
flow follows the history of the inlet flow [7] that
is:

pc(t)uc(t) = Pf“i(f"z) (12)

where t, is a certain transport delay which will
be considered constant.
In steady state,
assumption are verified.
Combining Egs.(4),(7),(12) and (10), a
delay expression for the Mch is obtained:

the last three

My = Ay py[vu(t—t)+(L=-vu(t=t)))u(t-1;)

in ([u(t)+Q(L— vu(t-h))]/”("’z))

(13
u(t) +Q(L-vu(t-t)) —u(t-t,)

Eqgs.(11),(12) and (13) may be combined
in a delay equation’ relating the values of the
inlet velocity, u; , at three different times: ¢, -,
and t-t,.

FIXED POINTS ANALYSIS

Writing the delay equation described
above in a non dimensional form (where the *
superscript means dimensionless) using the
following reference values, together with the
Euler (Eu) and subcooling number (Nsub):
el =L,
Uy =Ly /v,

®Prer =P

M, = A,Lp,,

.Eu= APZ'
Prou;

A, v

hg vy

we obtained:
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(14)
where:
u =u(t),

U, =i, (t-1;),

py =i; (£=13).
The fixed points of the two-dimensional

map given by Eqn.(14), can be obtained by
making

Y

u, = “n—l = ﬁn—-Z = uO:NJ‘"b/NP"” )

Thus, we get Eq.(15a) for two-phase flow (0,<1)
and Eq.(15b) for one-phase flow (d,>1):

(A'Azﬂ")ag + (A—N.mb_AN.wb) "% +(1+12})N.mb;}0 =Eu
(15a)
(15b)

where N _, is well known in the literature as the

"phase change number: N__.=(Q Vf AW h,v)
Different kinds of solutions of Eqgs. Z15)
are illustrated in the parametric plane (Eu,N,,,)

shown in Fig.2. Region-a correspons to oniy one
solution in single-phase. Region-b corresponds
to only one solution with boiling. - Region-c
corresponds to three boiling solutions. Region-d
corresponds to one solution in single phase and
two solutions in boiling.

12| .

Eu

Nsub
Figure 2: Fixed points characteristics. (A= 10).
The characteristic curves obtained from

Eqs.(15) for several subcooling numbers, are
shown in Fig.3.

Increasing
20} Nsub
| I,

=2
Ll
10}
0 .
0.0 04 0.8 1.2
uO

Fig.3 Characteristic curves (different N ,,A=10).

The wide line close the region with
negative slope, where the excursive Ledinegg
instability occurs for systems under constant
extemnal pressure drop [2]. Thus, differentiating

Eqs.(15) respect to #,, an analytical criterion

IR CEEa



for Ledinegg excursion is obtained by
calculating the relative extremes (maximum
and minimum) of the curves, resulting:

L) M4,2, 4 8 8 (163)
N". 3\' A2 A N}“ ANnab Nnb

5»
B
[}
I\
—
>l

iy tmt 4 ——— +l ’l+i+3+ 4 8 8 (16b)
3 A Ny, 34 AA N}.. AN,y N

Therefore the Ledinegg instability
boundaries can be analytically obtained. It
never occurs for imaginary solutions, i.e. N,
values smaller than:

2A(2(A+1) +3A(A+2))
N = : an
A +2A+4

Fig.4 shows the condition for the
existence of Ledinegg instabilities, given by
Eq.(17). For:

N > 4+243 (18)

the Ledinegg instability is always possible
independenty of the value of A.

8 - ' v . v Y
possible

impossible

1 A 'l e

20 30 40
A

Fig.4 Conditions for the existence of Ledinegg
instability.

The parametric region for which the
Ledinegg instability occurs is given by:

Do hrase macnmi Aeacsanuna he
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o — <Ny <

2 l+—l-——l— + l+i+—2—+ 4 8 .
A N A A N, AN, N,

IN s (19)

1 1 4 2 4 8 8
ly——— |- I+ —+—+ - -
A N A® A N, AN Ny

For high subcooling numbers, the
upper @, boundary (éi;"" ) match the single-

phase boundary (#, =1 or Ny, = N, if:

Nsub 22A (20)

Substituting the N,, value obtained
from Eq.(17) in Egs.(16) we get the 4, limit
point for which two branches closing the
characteristic curve negative slope region
appear. Therefore, combining this value with
Eq.(20), another condition is obtained for the
existence of the limit point that is:

A =21 (21)
LINEAR STABILITY ANALYSIS.

An interesting result can be obtained
considering t, =t,/2=1.

This is reasonable if the two-phase
residence time, (f.e. the time that a particle
needs to travel along the boiling region) is
smaller than v.

Linearizing Eqs.(14) about a fixed point,

u,, an analytical expression for the density-
waves linear stability boundary can be obtained:

="2+A+Nmb + AN +

N
peh 2+ A

JE-SA+ N2, $20N y + A2 8Ny +4N 5 A2 22)
2+A

_wumn! 1 _n0® 9 _ Annctn 1Q0A8



48

If A is equal to one, the channel
becomes unstable as long as boiling occurs.

Increasing friction (i.e. increasing A), an
stabilizing effect over the density-waves limit
was found. In this respect, this simple delay
model shows agreement with the complete
differential model [8] and Ishii's criterion [9].

Figs.5 show the stability boundary for
different A. It is interesting to see the "nose” of
the Ledinegg boundary.

Nsub

Density Wave J

0o 5 0 1820 25
Npch

Figure 5a : Stability map (A=5)

one phase

o
P—p——

Nsub

Density Wave

20 25

o
o P

10 15
Npch
Figure 5b; Stability map (A=50)

CONCLUSIONS

A simple delay model for density-wave
instabilities was presented. The fixed points
and stability margins were analytically studied.

For the linear stability analysis simple
analytical expressions were  obtained.

Regarding its performance, the model shows
qualitative agreement with other distributed
parameters approaches.

It was found that increasing the
distributed friction, (i.e. increasing A),
introduces an stabilizing effect over density-
waves and Ledinegg instabilities.

The assumptions used in this work
seem to be reasonable for forced convection
systems. However more studies are necessary
in order to represent natural convection
conditions.
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Abstract

A model based in delay equations for density-wave oscillations is presented. The equations are analyzed
numerically and compared with more sophisticated models. Different kinds of behavior were found, particularly
sub-critical and super-critical Hopf bifurcations. Moreover the present approach can be used to better
understanding the complicated dynamics of boiling flows systems.

1. Introduction

The phenomenon of density-wave instabilities in boiling
channels has been extensively studied during the last 30
years (Lahey and Drew, 1980). These oscillations may be
encountered for certain operating conditions of boiling
system, in which they become unstable due to lags in the
phasing of the pressure-drop feedback mechanisms.
Perturbations at the inlet of the channel move with the
fluid, yielding transport delays in the local changes of state
variables. Given the appropriate set of operating
conditions, these delays may lead to self-excitation (Lahey
and Moody, 1977). '

The most common manifestations of density-wave
instabilities are self-sustained oscillations of the flow
vanables. The amplitudes of these oscillations can be very
large, and can lead to flow reversals (that is, negative inlet
velocities). It may also happen that these oscillations can
cause the system to reach the point of excursive instability
experiencing substancial changes in the flow operating
conditions (Lahey and Moody, 1977).

Density-wave instabilities in boiling system, besides
being scientifically interesting, have serious practical
implications for many industries. Phase-change heat
exchangers, various chemical-process equipment, boiling
water nuclear reactors (BWRs), and steam generators, to
name a few, are potential candidates to experience density-
wave instability.

The classical tool which has been used to study the
problem of density-wave instability in boiling systems is
the linear frequency-domain analysis. Rather accurate and
reliable models are now available for the stability analysis
of complicated systems, such as interconnected channels
in BWRs (Taleyarkhan ef al., 1983; Peng et al., 1986,
Xiao ef al., 1993).

The study of the nonlinear behavior of density-wave
instabilities has attracted considerable interest recently.
Hopf-bifurcation techniques have been used to study the
amplitude and frequency of oscillations (Achard es al,
1985). In addition, numerical time-domain analyses were
performed (Rizwan-Uddin and Doming 1988), where a
chaotic attractor was found for periodically forced flows.

In this paper a simple model of density-wave
oscillations based in delay equations is presented. The
solutions are compared with results from more
sophisticated models, showing good agreement. Different
kinds of behavior were found, particularly sub-critical and
super-critical Hopf bifurcations.

2. Boiling channel model

Let us consider the boiling channel shown in Fig.1. The
liquid enters at constant subcooled temperature and is
heated up uniformly along the channel. At certain location
the fluid reaches its saturation temperature and starts to
boil, exiting the channel as a two-phase mixture.

oo

O O
0.5

Vil

>
T,

Fig. 1. Boiling channel .

The following assumptions have been made in the
modeling of the two-phase flow :

e The flow is homogencous (that is, no phasic slip
oceurs).

e The system pressure is constant,

¢ The heat flux is constant in space and time.

o Both phases are incompressible.

e The phases are in thermodynamic equilibrium.
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e Viscous dissipation and intemal heat generation
are neglected in the energy equation.
e Friction is concentrated at the inlet and the exit of
the channel.
In the hypotheses above, the one-dimensional
conservation equations of mass and energy can be written
as:

9,20 o (1a)
x  x
9tph)  S(phu) _ . (1b)

o oz

Moreover, enthalpy and density are related by the
following equation of state

p = p for h < hy, (22
1
- (h-tr)
p = [Vf + P Vi for h > h, . (2b)

Combining Eqs.(1b) and (2b) for the two-phase region
gives

du Vi
Pyl ‘I’—g = Q (3a)
az hfg
Similarly in the single phase region, we have
du
= = 0. 3b
P (3b)
Integrating Eqs.(3) along the channel leads to
4 = 1+ QL ~H). @
Where the subcooled length, A(t), is defined by

!
A = [uyar ")

t1-v

- Here v is the time needed by a fluid particle at the inlet
of the channel to reach saturation temperature:

h
v = é__'!‘;_pi (6)

q
For low frequencies we can write:
!

Iu,(l')dl'= vy (1-1,). Q)

-0

A@) =

In Eqn.(7), 1, is a delay time suchthat 0 <¢; <v,
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Let us assume a quasi-static balance of forces in the
momentum equation. At high Froude numbers the external
pressure head is then balanced by the drag and
acccleration forces, that is

(k= Vp,ul +(k, +1) pul =Ap . ®)

Following the quasi-static approximation we can
assume that the exit flow follows the history of the inlet
flow (Lahey et al., 1989) that is:

p.(u, (1) = pou(t-t), ®

where ¢, is a certain transport delay which will be
considered constant.

Eqs.(4),(7),(8) and (9) may be combined in a dclay
equation relating the values of the inlet velocity, u, , at
three different times: ¢, ¢-f; and ¢ -t,, according to the
following expression

(k= )u (1) +(k, +Vu,(t =1, )[u,(1)

-Qvy(1-1)+QL,] = —Af— :
Py

(10)

Writing Eqn.(10) in a nondimensional form, using the
reference values

Lr =Lch'
u, =2L_,
pr =pfv

we obtain the following expression
(k=)@ (t)+(k +1)it(t—1,) [ﬁ,(t)
an

where the superscript » means dimensionless and the Euler
and subcooling number are defined as

_N:ubﬁl(l_tl)"'l] = Eu »

Ah,, v
Ap2 Nsub -vQ = wdb Y[y )
hp v
p/ ll, i/

Eu =

»

" 3. A Two-Dimensional Mapping of Density-Wave

Instabilities
An interesting result can be reached considering
y=1/2=rx,

(k, =V)i, +(k, +1)i, 4 (i, ~N_ i _, +1)=Fu (12)

where:
d, =i, (1),
4,, =14 (t-t),
ﬁn-) = ﬁi (1’2 t) .

This is reasonable if the two-phase residence time, i.e.
the time that a particle needs to travel along the boiling
region, is small.
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3.1 Fixed Points
The fixed points of the two-dimensional map given by

Eqn.(12) can be obtained by making '

i, = d, j =i, ;= t,, thatis:

~ U _

1
QL, N,

—(k, +1)1yJ(k, +1) + 4 Eu(k, ~1+(k, +1)(1 —N,,,,, )

(13)
2(kl - l+(kc + l)(l—Nlub ))

where N, is well Jmown in the literature as the "phase
change number”,

This equation gives different kinds of solutions
depending on the subcooling number.

If
N k, +k, 14
< — e
n k,+1
there are two real fixed points, one positive and one
negative.
If
k, +k k, +k +
L <« N, < L L (15)
k, +1 k,+1 4Eu
there are two positive real solutions.
If
k, +k, k +1
N Lty 16
- k,+1 A4Eu (16)

¢
there are no real solutions.

3.2 Linear Stability

Linearizing Eqn.(12) about a fixed point, #,, and using
the Laplace transform leads to the following characteristic
equation :

2k, +k, -1
-k, +1

)5‘ =Ny &+(1+N,,—N_, )=0.(17)

If the eigenvalues are both inside the unit circle in the
complex plane the system is stable. If one of the
eigenvalues is real and exceeds 1, the fixed point is a
saddle node, repelling along one direction in the plane (4, ,
ii, ;). When one of the eigenvalues is a real negative less
than -1 a flip bifurcation occurs. On the other hand, if the
eigenvalues are complex conjugate they can cross the
complex unit circle at an angle g (different from 0 or x).
This is called a secondary Hopf bifurcation or Niemark
instability (Thompson and Stewart, 1986).

Defining the parameter

k = _Z_If'_.t.lf-_:_! (18)
k,+1

We can express the solutions of Eqn. (17) in terms of &,
Nsup and Npcp as follows :

&, =i [N 2 N2 414N, =N K | 09)

Complex eigenvalues exist if

N2
N,. >ﬁ+Nﬂ"l' 20)

In that case, a Niemark instability occurs if the module
of the eigenvalues exceeds 1, which occurs for:

Npon

> Ny+k-1. 1)
On the other hand, if the eigenvalues are real, a saddle
point exist when the largest eigenvalue excecd 1, that is:

N, < 2N, —k-1. 22)

peh

If the smallest eigenvalue is less than -1 a flip
bifurcation occurs. However, N,  and (N,.,-N,,,) are
always positive in the range of physical values. Thetefore,
from Eqn.(19) the eigenvalues are always greater than
zero, and consequently a flip bifurcation cannot exist.

The stability criteria, given by Eqns.(20),(21) and (22),
are illustrated in the two-parametric plane (N, , N,
N,.) showed in Fig.2. We can see in it, stable regions with
real (a) or complex (b) eigenvalucs, the Niemark instability
region (c) and the saddle excursion region (d).

———r—Y P —rY———

sl

- Niemark inst.
saddle exc. /j

«~=- complex eig.

Nsub

k+1

UG WD G VE U GRS WY Wl VU SN S G N WPy

k-1
Npch ) Ncub

Fig.2: Linear stability map.

3.3 The Ledinegg Excursion

Let us consider the stability of the fixed point with the
minus sign, &,". Replacing Eqn. (15) in Eqn. (13) shows
that there are valid solutions of #,” provided that:
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0< N, < 2Ny -k-1. (23)

The upper limit of Eqn.(23) is exactly the same as the
condition for saddle excursion, Eqn. (22). Therefore the
point i, is always unstable and causes an excursive

instability, usually known as the Ledinegg instability

(Lahey and Moody, 1977).

3.4 Density-Wave Instability
Let us consider the stability of the fixed point of

Eqn.(12) with the plus sign, #,*. There are always positive

solutions provided that
kl + kc k +1
N — ‘ . 24
m k,+1  4FEu @9

Combining Eqn. (24) with Eqn.(13) and (18) leads to
the following inequality

N (25)

peh

By comparing Eqn. (22) and Eqn. (25) we can see that
the point #,* can never be a saddle point. The range of
stable values of N, ), - N, are limited by the equation

> 2N -k-1.

N -Ny=k-1. (26)

P
The system goes to a Niemark bifurcation when N, -
N, exceeds k-1 (c region in Fig. 2). This instability has
an osallatory character, reflected in density waves
traveling along the channel, which gives the name to the

phenomena.

3.5 Stability Comparison

Comparing, the linear stability map for this simple dclay
model with the complete differential model (Delmastro et
al., 1991) we found good agreement for a wide range of
subcooling numbers. Fig. 3 shows lineal stability maps
obtained with each model.

o differential model
70 |a delay model

» both differential
80 | and delay models

.0 s0 ,
g one phase o’

x Stable .~ Unstable

0 25 50 75 100 125
Npch
Fig. 3 Stability comparison.

For low subcooling numbers, the delay model is too
conservative, but it should be noted that in this region t, is
much less than t, , which invalidate the model hypothesis.

26:185-191 (1996)

3.6 Non-Linear Behavior

The iterative Eqn.(12) can be used to study the system
transient response under unstable conditions. Two different
lind of behavior for density-wave instability were found
depending on the subcooling number. For high subcooling
numbers a supercritical Hopf bifurcation appears. Fig. 4
illustrates a series of limit cycles appearing in the presence
of a Niemark instability in the unstable region of the Fig. 3.
The "nose" appearing in the right side of the cycle for large
amplitudes is due to the presence of the Ledincgg saddle

point.

(<

L " A A

0.80
050

088

0.80
O'N

sub

Fig. 4a. Limit cycle (¥, = 50, Ny=89.1, k=40,

k,=1).

0.80
[, ] 4
0.00 |
(<

050

040

a
) Nsub

Fig.4b. Limit cycle (N,,,, = 50, N, = 90.1,k; = 40,

k,=1).

0.0}
(<
0.40 I

v

v T a 1 4

b

A e

0.40

0.60
O'N

sub

Fig.4c Limit cycle (Ng,p = 50, Npch =91.1, k; = 40,
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On the other hand, for low subcooling numbers a bad I S T i g
subcritical Hopf bifurcation appears. Figure 5 shows this ~ } e ..,
kind of behavior. As can be seen for a small perturbation, (5905 """""" T )
the system is stable but for a big one the oscillations ~ [ .
diverge. s i -._‘

E oo} ’ J
g A
[3 L
0.6 (———r————r————————————— C-0sf - ;
{ < | e -
s Spiralin B e PR
0SF{ = Spiralout 1 P .
-1.0
. 58 58 80 [~ o4
v N h
0A T pe

-5 [, Fig. 7a. Stability boundary for inlet velocity

=z 031 1 perturbations (N, 525, k; = 40, k, =1)

- ]

(D
02p 1.0 . . —
. L s 2 'y A A - 2 A ('<° [ Otreracnsn,..
0.1 ] T e ) IO
0.1 02 03 04 03 0.6 c o8 e TP .
3 2

g %
5 oo} »

Fig. 5. Subcritical Hopf bifurcation, simple model £t | ! 4

. Nsyub =20, Npcp = 58.8, kj= 40, k,=1). a. o
<08} ‘,.-'
..... ".'.'

A more sophisticated model (Rizwan-Uddin and Y PP
Doming, 1988) was used to check the present results. 84 56 88 60 62 84
Good agreement was found as can be seen in Fig. 6, where Npc h
the same situation of Fig. 5 was studied.

Fig. 7b: Stability boundary for subcooled length
perturbations (Ngy,p = 25, k; = 40, k, =1).
®  Spiralin " . .
asll —— spiralout | For the case of supercritical bifurcations, we can
'.7 see in Fig, 8 the maximum and minimum ( #iy7, 4 ) N,
| : - showing that the limit cycles amplitude increases as N
o departs from the stability threshold obtained with Eqn. (21).
3 04}F J
ZD 03 - v v
> E
) .
03} Z. e .
[ e
) e
(O P
Looo}l o«
02 L 4 S
02 s 4 04 (‘; e
° T,
E - ‘...‘.‘.‘.
g e,
Fig. 6 Subcritical Hopf bifurcation, differential model . o8 .
888 205 928
For the case of subcritical bifurcations, the NpCh

stability boundaries for a pure perturbation of i, and i., are . ] _ _
showed in Figs. 7a and b, respectively. Fig. 8. Stable limit cyclesk a:;;)htude (N, = 50, &, = 40,
=1)
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For both kind of bifurcations, the amplitude of the limit
cycles was studied. For the subcritical region the locus of
the unstable limit cycles is shown in Fig 9. While for a
perturbation inside of this conical region the system
converges to the fixed point, for another outside that regjon,
the system diverges.

Fig 9: Stability surface of a subcritical bifurcation
(N, = 25, k; = 40, k_ =1).

For the supercritical behavior the locus of stable
limit cycles is shown in Fig 10. The system evolves to a
stable limit cycle for either a perturbation inside or outside
of this conical surface.

fip

}

0.0 0.5

-0.5

Fig. 10: Stable limit cycles locus
(N, =25, k;, = 40, k, =1).

4. Conclusions

A simple delay model based in a two-dimensional
mapping was studied. The approach is useful to contribute
to the understanding of density-wave instabilities.
Moreover, significative computational time saving is an
attractive quality of this simple model (about 1000 times
faster than complete differential delay models). BASIC
and FORTRAN code programs of this model are available
from the authors.

Regarding its performance, the model shows qualitative
agreement with the differential treatment of the equations.
For linear stability analysis good agreement was observed,

26:185-191 (1996)

for high subcoolings. Subcritical and supercritical Hopf
bifurcations were observed. This feature is similar to the
behavior predicted by more complicated models.

The assumed relations between the outlet mass flow
and the subcooled length with the inlet velocity history, are
reasonable for forced systems. An interesting issue for
future research is the modeling of gravity effects, in order
to simulate natural convection systems.

6. Nomenclature

Euler number, (4p / (pj urz),
specific enthalpy,

hg - h_ﬁ

concentred friction constant, (see Eqn.(18)),
inlet restriction coefficient,

exit restriction coefficient,

heated channe! lenght,

N phase change number, (2 Loy, /up ),
AC subcooling number, (2 v),

4 pressure,

q volumetric power,

t time,

u velocity,

v specific volume,

Vg - Vf,

sgaoejooordinate.

ry boiling boundary position,
p density,

\ liquid phase particle time,
T two-phase particle time,
Q qvplhg.

Subscripts

exit,

liquid (saturation),
vapor,

inlet,

number of time step,
steady state,
reference.

“o3-@®=™mo

Other
. non-dimensional.
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A FULLY ANALYTICAL TREATMENT OF HOPF BIFURCATIONS
IN A MODEL OF BOILING CHANNEL
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Centro Atomico Bariloche and Instituto Balseiro,
8400 Bariloche, Argentina

Keyword : Two phasc flow. Density-wave oscillations. Hopf bifurcation.

Abstract

The analysis of a model of boiling channels dynamics based in delay cquations is presented. A two-dimensional
mapping is derived from the flow conservation equations by assuming constant transport delays along the different
parts of the channel. The simplicity of the final equation allows the fully analytical treatment, both lincar and non-
linear, of the system dynamics, while preserving a realistic description of the main mechanisms involved.

Both kinds of Hopf bifurcations, subcritical and supercritical, could be identified and treated using perturbation
methods. The derivation of a fully analytical criterion for Hopf bifurcation transcription was applied to determine the
amplitude of limit cycles and the maximum allowed perturbations necessary to break the system stability.

1. Introduction

The phenomenon of density-wave instabilitics in boiling
channels has been extensively studied during the last 30
years (Lahcy and Drew, 1980). Thesc oscillations may be
encountcred for certain operating conditions of boiling
systems, in which they become unstable duc to lags in the
phasing of thc pressurc-drop feedback mcechanisms.
Perturbations at the inlet of the channel move with the
fluid, yiclding transport dclays in the local changes of statc
variables. Given the appropriate sct of operating
conditions, these dclays may lead to self-excitation (Lahey
and Moody, 1977).

The most common manifcstations of density-wave
instabilitics arc self-sustained oscillations of the flow
variables. The amplitudes of these oscillations can be very
large, and can lead to flow reversals (that is, negative inlet
velocities). It may also happen that these oscillations can
cause the system to rcach the point of excursive instability
experiencing substantial changes in the flow operating
conditions. (Lahcy and Moody, 1977).

Density-wave instabilities in boiling systems, besides
being scientifically interesting, have serious practical
implications for many industries. Phasc-change heat
exchangers, various chemical-process equipments, boiling
water nuclear reactors (BWRs), and stcam generators, to
name a few, are potential candidates to expericnce density-
wave instability.

The classical tool which has becen used to study the
problem of density-wave instability in boiling systems is
the lincar frequency-domain analysis. Rather accurate and
reliable modcls are now available for the stability analysis
of complicated systems, such as interconnected channels
in BWRs (Taleyarkhan et al., 1983; Peng er al., 1986;
Xiao er al., 1993).

The study of the non-linear behaviour of density-wave
instabilities has attracted considerable intercst recently.
Hopf-bifurcation techniques have been used to study the
amplitude and frequency of oscillations (Achard ef al.,

1985). In addition, numerical time-domain analyses were
performed (Rizwan-Uddin and Dorning, 1988) where a
chaotic attractor was found for periodically forced flows.

In this paper the analysis of a modecl of density-wave
oscillations bascd in delay cquations is presented. The
model is an extension of a simplificative trcatment which
allows an clegant description of sclf-sustained oscillations
in boiling channels (Claussc et al, 1996). Non-linear
effeccts are studicd by mcans of Hopf bifurcation
characterisation.

2. Boiling channel model

Let us consider the boiling channel shown in Fig.1. The
liquid enters at constant subcooled temperaturc and is
heated up uniformly along the channcl. At certain location
the fluid reaches its saturation temperature and starts to
boil, exiting the channel as a two-phasc mixture.

T .

L1y

Figurc 1. Boiling channcl.



The following assumptions have becn made in the
modelling of the two-phase flow:
e The flow is homogencous (that is, no phasic slip
occurs).
The system pressure is constant.
The heat flux is constant in space and time,
Both phases arc incompressible.
The phases are in thermodynamic equilibrium.
Viscous dissipation and intcrnal heat generation
arc neglected in the cnergy cquation.
¢ Friction is concentrated at the inlet and the exit of
the channcl.
In the hypotheses above, the onc-dimensional
conservation equations of mass and energy can be written
as:

Jdp J(pu)

A T Ay

P + > ; (1a)

d(ph)  I(phu) _ q
ot oz

Morcover, enthalpy and density arc rclated by the
following equation of statc:

P =70, for h < hy (2a)

(h—hr)
= + —
p [vf hy

Combining Eqgns.(1b) and (2b) for the two-phasc region
gives:

-1
vfg:l for h > hf. (2b)

gu _ Ve

= g = Q. (3a)
oz h/g

Similarly in the single phase region, we have:

Ju '
— = 0. 3b
oz (36)

Integrating Eqns.(3) along the channel leads to:

u, =

u; + Q(Lch “A) . . (4)

Where the subcooled length, A7), is defined by

j w(ydr (3

t-v

A(f) =

(ib)

Here v is the time nceded by a fluid particle at the inlet
of the channcl to rcach saturation temperature:

Ah
v = sub Pf ) (6)

q

For low frequencics we can write (Clausse ef al.,1995):

j-u,.(t')dt' =vu, (I-1,). ¥))

-0

Al) =

In Eqn.(7), ¢, is a delay time such that 0 <, <A,

Let us assume a quasi-static balance of forces in the
momentum equation. At high Froude numbers the external
pressurc hcad is then balanced by the drag and
acccleration forccs, that is

(ki = Vppul +(k,+1)p,ul =ap. (®)

Following a quasi-static approximation we can assume
that the cxit flow follows the history of thc inlet flow
(Claussc ef al., 1995) that is;

Pe(g (1) = pru(i—ty), ©

where #, is a certain transport dclay which will be
considered constant.

Equations (4),(7),(8) and (9) may be combined in a
delay equation rclating the values of the inlet velocity, #, ,
at three different times: 1, 1-f; and 1 -1, according to:

k1) w2 (1) + (k, + 1) u,(t —1,) X

[u(1)-Qvu(1-1,)+ Q] = (10)

E

Expressing the velocity in units of v, = v/ L, , we
obtain:

k=D a’ )+ (k,+Da(1—1,)x
a()-N_,u(-t)+N,]1 = ELu, (1)

sub

where the superscript ~ means dimensionless and the Euler
and subcooling number arc defined as:

Ah, .V
Fy = Apz , Nop = V_Qz__’“f__fi'
pf u,

he vy

The reference unit of the velocity is chosen such that
the boiling boundary is at the end of the channel when the
dimensionless velocity is unity.



3. A Two-Dimensional Mapping of Density-Wave
Instabilities

An interesting result can be reached considering
t;=ty2= 7 . This is reasonable if the two-phase residence
time, i.e. the time that a particle nceds to travel along the
boiling region, is small. Then, we can write

(k,=Dal+ Kk, +a, 4, +N,, (1-0 )= Eu (12)

where:

d,; = 4 (-9,
i, , = 1, (1-27).

Equation (12) represents a simplificative de'scription of
the dynamics of a boiling channel by mcans of a two
dimensional mapping of the inlet velocity. In the steady-
state

Uy = Upy = Uy = Uy,

which should satisfy:

(k, =i +(k, + Vi [, + N, 1 1,)]= Eu . (13)
The parameter 1, represents the subcooled fraction of
the channel, that is:

]0 qub

Hy=——=

L, N

pch

Ny, being the well known phase-change number, usually

applied in the boiling dynamics literature (Lahey, 1986).
Let us now consider a small perturbation from the
stcady state i, by taking,

d(t) =i+ i e

Using this relation in Eqn. (12), we obtain the
characteristic equation of the linearized system:

[ + N (1= 4)] ¥ = N ix+(2k + 1), = 0, (14)

k-1
k +1°

e

wherex =e-"®7% and k=

Solving Eqn. (14), x is obtained as:

N, 4, :tj\ﬁtﬁo(Zk + 1)[170 +N,, {1 —ﬁo)] - N2, il
2[170 +Nnb(l—ﬁo)]

(15)

The system is marginally stablc at i if x is a point of
thc unit circle in thc complex planc. Depending on the
character of x (i.e., real o complex) the system looses its
stability eithcr oscillatory (complex cingenvalues) or
excursively (rcal eingenvalues). For complex eigenvalucs
the instability margin is given by:

- Nsub (16)
Uy = ————.
° N, +2k
For real eingenvalues a saddle point exists when the
largest eigenvalue x is lower than 1. In this case, the system
rcaches thc excursive or Ledinegg instability (Lahey and
Moody, 1977). From Eqn.(15), this condition implies that

- N.rub f A~ 2Nsub (17 )
i, = , or ity < ————— a
° 2(N.mb_k—1) ° 3Nsub_2
- Nsub A 2Nsub
4, G s for u, > m (17b)
sub sub
sy N -]
42k +1)
The point where Eqns.(16) and (17) intcrsect:

corresponds to the transition for complex to real unstable

eigenvalues, that is:
2 N.mb

3 N:ub -2

P

Uy =

(18)

The minimum values of N., and i, for the existence of
the intersecting point given by Eqn. (18) are 2 and 2/3,
respectively.

The lincar stability map in thc (M. ;) plane is
illustrated in Fig.2, showing stable rcgions with rcal (a) or
complex (b) cingenvalucs, the oscillatory unstable region
(c), and the cxcursive or Ledincgg region (d).

1.0

0B}

06
a

[
04

0.2F 1

0.0 i 1 1 e

sub

Figure 2. Linear stability map.



4. Hopf bifurcation

Let us assume that the system is under marginally
(complex eigenvalues) stable conditions. Therefore k is
determined by Eqn.(16), that is :

N.rub (1_170)

k. =
0 24,

(19)

As k is decreased past k,, the stationary solution looses
stability. The Hopf bifurcation theorem states that we may
get a periodic solution which bifurcates from & if

# 0,

where a is given by the solution of Eqn.(14), that is:

a = —ilogx and y =k-k,. (20)
T
Combining Eqns.(15) and (20),
. (Im )
Jarctan| —
LRe /1=0J
al,.o=-al, .= . 20, 20
R {da :' 0
el — <0,
du =0

where Re and Im are the real and imaginary parts of x
calculated at the linear limit, that is:

_ Nsub '70
Re = —— — (22a)
2[110 +N,, (1 - uo)]
2
N o @
Im = |1 s "o (22b)

B 2[170 +N,, (1 - 170)]

Thus a bifurcation is possible in our delay equation.
In order to investigate the bifurcation, lct us consider the
"local", or perturbed, form of Eqn. (12):

(ko + 11)(288 8, +82)+ 11 (5, +6,) + 8,6,

_Nnb[';o (6,+5,)+9,9, -34,]

0, (23

where

I

n ~ Yo +80’

P9

w1 = Uy +8,

b =Y

w2 = g +8,.
Letting 5, = £y, , where & is a small parameter, we have

(ko+ 1)y yyo + 8 Y2) +iia (s +3,) + € Yo ¥,

=Nl +y)+eny, -1 = 0. (24)
Let us now expand the following expressions
H=Hoy E+ 1, & +.. (25a) _
1 2
=0 ;)—+r(,)£+rma +... (25b)
2
Yo=Yo * Yo, &+ Vo, €t (25¢)
N=Ng, TN, EF N, £ +... (25d)
V1=V, vV, €+ N1y, & +... (25¢)

where @, = Im (a ).

The time stretching introduced in Egn. (25b) implies
over the delays:

T
Vio =.yo(o,(e"wc—l +Z)=yo(o,(9"fwc)+

dyoo)(ﬂ~ 1@, ) l’+d‘b(°)(0_ t@,) 2 262)
dy -0 dy 0
27
Vi = }’o(o)(e—wc-l +Z) = Yow (62w )+
dy, (6-2 dy, (0-2
Jo(o)(d ray)| . Jo,[,,(dl2 rq)i . 26b)
/4 o o
where y = 7, 6+ 75,62 ....
Forehead, we redefine
Yo, Yoo, (6-rt0,.), (27a)
yz(ﬂ) yo(o) (6 - 2 Twc) . (27b)

By combining Eqns. (24) to (26) we obtain:



Ly, ) )=0, (28a)
Ly(y, () )=S ) (28b)
LoWny) =S ) (28¢)

The derivation of functions L, and S, is shown in the
Appendix. '

We are looking for a periodic solution (with period 27),
which imposes the following orthogonality condition:

1 [2= -8
—[ yede = 1 (29)

—_ — 2
Recall that, 6, =6y, =€ Yooy t Yoy € F Yoy € +...),
thus Eqn.(29) implies

12

—|"5e°do = 1 . (30)
T (]

The necessary and sufficient condition for Eqns. (28) to
have a periodic solution is the so-called “Fredholm
alternative” condition:

1M

—)Syeds = 1. @31)

A (real) solution which satisfies Eqns. (28a) and (29) is

1

You = & +e), (32)

which together with Eqns.(26) determine the delayed

solutions Vi and Y

For I = 0, since S(o) =0, Eqn. (31) is trivially satisfied.
For!=1, Eqn. (31) implies

2 2
2 -6 - 0
ko f}/ome "d0-24, p,, .r}’ome do
0 0
2 dy . 2 dy .
+ily fn;[Nm J. o g —f ——29’—e‘f"d0)
o dx o dy
2 A 2 .
—fyo(o)yz(o)e_jod0+ N s Iyl(o)yzm e’de = 0.(33)
0 0
Combining Eqns. (26a,b), (27a,b), and (32), we have,

2
f Yo, €’d6 = 0, (34a)
0

2

J.yo(o)e"”de = 7, (34b)
0 -
T f1-1l-&e”"’dt9 = -mtw}j (34c)
o dx o

Tiy’ie"’”de = 2rt0}j (34d)
o dx ’

2

J.yo(o)yZ(O)e—jode = 0 > (346)
0

2 .

J. Vg1 'd0 = 0. (340
0

Hence, from Eqns.(33) and (34) we obtain 4= 7, = 0.
For ! = 2, Eqn.(28c), togethcr with Hey= T)= 0, implies

2 2
-2k, J.yo(o)y,(o)e””dﬂ ~ 24y Hy, fyo(o)e""da
0 0

2
- ‘f(yo(o)yzu) +y°(n)y2(o)) e’’d6 - [ﬁo + N"‘"(l B ﬁo)] e
0

¥dy, . . fdy,
x fﬁe 7d0 + N oy iy 7, ITX‘—’-e #do

o AX o

2

+N o ! (y,(,,yzm +y2(,,y.(o,) = 0. 35)
Let us introduce a (real) solution for Yoy » which

satisfies Eqns.(31) and (35) , that is

Yo, = a+belPybe ¥ vce?/O4ge Y (36)
In Eqn.(36) the parameter a is real, and b and ¢ ar¢

complex. The corresponding delayed magnitudes are:

a+bej(0~tm() +5e~j(0«rm,)

Ny =
+ e O | G20 ) (37a)
yzm — a+bej(0~2m:¢) +b_e—j(0—2m:,)
+ ceVOk0) | Foli(0-2m) (37b)
Using Eqns. (33), (36) and (37) we can calculate:
2
.fyO(l)yO(o)e—jodo = ”(a + C) ’ (38&)
0
2
J.yZ(l)yO(o)e_.j 0‘10 = ”(a + ce‘“‘ * I) ’ (38b)
0
2 .
J,yl(l)yZ(o)e—jﬂdo = 71'(0 e~4fm¢1 + C) ’ (380)
0

2
[phae a0 = mtae™ vee™™), 8
0



-2ta, §

n(ae +ce’™™y

2
f Yoo, Va0, € 0O = (38¢)
0

Replacing Eqns. (34c,d) and (38) in (35), we get for the
Fredholm condition over / = 2;
—2k,(a+c) -2, Heay —(a +ce ") + Nmb(ae_““"j + c)

+N“,,(a e—21m,j +ce—3rm, j)_ (a e—2: o, j +Ce2:m,_,)

=2y + Ny 1=)]e ™ + N iine™ Yew?z j = 0.

(39)

The a and ¢ coefficients can be calculated combining
Eqns. (36) and (28b), which gives:

[2(N,.,b +1?0) - 3Nmb170]
_N.mb(em‘j + e_w‘j)]

[Z(Nm,, + 170) - 3Nmbz70] ’

N.rub(l_ﬁﬂ) 2uv,j+ l—N.rubenfmcj
81, 4

c=——— - . (40b)
N, i, - 2(1:0 +N_, (- uo)) cos(21w,)

a=-—

(40a)

Combining Eqns.(39) and (40) the following analytical
expression for the u,, coefficient is obtained:

N_\1-u
2&0M2)=—_—M(I? uO)

0
+4c,(Re’ Im- Re In*) + N, a{ Re*~ In?") + N, c, +a Re)
+N,,(Re>~3Re In?) - N, c(3 Re? Im- Im) - 2c, Re Im
-(a+c,)(Re2— i) —Im{NM , —4Re[1?0 + Nw(l—ﬁo)]}

{Nm“*ﬁo)cz

(a+6) - Re*~6Re? InP+ Ini" )-a

~N,, ¢,— N, c(3Re* Im—In?’) —aN,, Im

-~

Uy
~N,, & R~3 ReIn?) +4c,( Re’ I Re Int') +c,( Re*— In?’)
+¢,( Re*~ 6 Re I+ Ini*) +2{a~c,) Re Im-2aN., Re I /

{Nﬂb fi, Re—[ﬁO +Nmb(l-—1?0)]2(Re2—1m2)}sf(Nmb, ig) .
(41

In Eqn.(41), ¢ was separated in its real and imaginary
partsasc =¢,; +jc,.

5. Analysis and discussion of results

Equation (41) constitutes an important result concerning
the non-linear propertics of the delay model of boiling
channcl dynamics prescnted in this paper. In first place, the
sign of 1 determines the character of the bifurcation. Since
Re[da(u=0)/3u] <0, the critcrion is:

=> subcritical bifurcation
=> supercritical bifurcation .

Ho >0
Ho <0

Under subcritical conditions, the system is unstable to
the excitation of any amplitude in the linear instability
region. Moreover, it is also unstable in some region of
linear stability for large cnough amplitude excitations. On
the other hand a supercritical system is always stable in the
region of linear stability and exhibits bounded periodic
solutions (limit cycles) in some region of linear instability
(Lahcy, 1986). Figurc 3 shows the map of critical and
supercritical regions in the parameter plane (k,ii,). The
singular condition for which x4, = 0, represents the
transcritical point where the system switches from
subcritical to supercritical. This is determined by a curve in
the parameter space (N,,,, #,) given by:

SNy tig) =0 (42)
07
real \ linear stability boundary
eig. ™/ > (complex eigenvalues)
\

Figure 3. Nonlinear Behaviors (V.. = 30).

Equation (42) was numerically solved and shown in
Fig.4. 1t can be seen that for large subcooling numbers the
character of the bifurcation is determined only by the value
of i,. It is possible to verify that:

'z({l_”’{/z f(Nsub’liO): 0.

wa —»o0
10 -
08 4
06l supercritical _
a0
04r 1
subcritical
02f 1
n i n s s al " " N W S
! 10 100
Nsub

Figure 4. Character of thc Hopf bifurcation.



Another application of Eqn. (41) is the calculation of the
amplitude of the limit cycles (when supercritical
bifurcations occur), or alternatively the size of the
minimum perturbation which triggers instabilities within the
linear stable domain (when subcritical bifurcations occur).
Taking only the lower order term, Eqns.(25) yield:

H= R &%, (43a)
b=w,1, (43b)
yO =y0(o) =cos 01 (430)
5y =Y. (43d)

Combining Eqns. (41) and (43), the relative amplitude
of the perturbation can be related with the departure of &
from the linear limit, &, , that is:

sl LH
i R\k,)’

(44)
where R is defined as:
Re—To SN, .4,) (45)
Nm,,(l—zio) b0l

The significance of R can be deduced from Eqn. (44).
For subcritical bifurcations (R > 0), the higher the value of
R, the lower is the perturbation required to destabilize a
linearly stable condition. Therefore, in stable regions where
R is high, especial attention should be given to the response
of the system to finite amplitude perturbations. On the other
hand, for supercritical bifurcations (R < 0), the lower the
value of R, the smaller is the amplitude of the limit cycles.
Therefore, in unstable regions where R is low, the response
of the system could be acceptable for design, for the
oscillations might remain within controllable ranges. In
general R can be viewed as a "risk" indicator, in the sense
that higher R implies more dangerous situations.

Figure 5 shows the dependence of R with N, , for
different #,. It can be observed that for large N, the factor
depends only on #,. Figure 6 shows the contour map of R in
the parameter space (17, , N,,;). The supcrcritical region,
corresponding to negative R, is bounded in the upper part
by the Ledinegg boundary (real eigenvalucs), where only
excursive instabilities occur. In the subcritical region R
reaches a maximum as #,, is reduced. In both cases it can be
observed that, for larger N, R tends to be only function of
ii,. This limit was calculated analytically and it is depicted
in Fig. 7. There are two interesting valucs to realize:

e max (R)=10.201, occurring at i, =0.211.
e Ilim R = 0.1875.
0

Ny o0

0.25
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006

0.50}

0.75}

1
0 20 40 €0 80 100

Figure 5. Risk indicator function.
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Figure 6. Contour map of R.
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Figure 7. Risk indicator function for large N...

It can be scen that the root (R =0) is located at 77, = 0.5.

Figure 8 shows the contour map of R in the plane (N, .
N, ) which are the characteristic parameters used in linear
stability graphics of boiling channels. The map of R can be
applied as a warning indicator in those linearly stable
regions where subcriticality is likely to occur.



Figure 8. Map of R in the (N.., N, plane.

6. Conclusions

A mathematical model of boiling channels dynamics
based in delay equations was derived from the
homogeneous two-phase flow conservation equations. A
two dimensional mapping results from the assumption of
constant transport delays along the channel. The stability of
the discrete dynamics was analyzed by linearly perturbing
about the steady-state. Oscillatory and excursive solutions
were found, corresponding to density-waves and Ledinegg
instabilities.

The character of the oscillatory instabilities was studied
using Hopf perturbation methods. The analysis leads to the
identification of subcritical and supercritical bifurcations. It
was possible to describe the non-linecar behavior of the
system using a "risk" function, which provide a measure of
the amplitude of the limit cycles (either stable or unstable).

7. Appendix

By combining Eqns. (24) to (26) we obtain:
(k0 + f ) E+ Hiy, g’+...) [2 '70()'%; + Yo,/ € +y0m52+...)
+£ (yoz(o) +2& Y, Yoo, +)] +ﬁo( Yooy + Yo €+ Yo & +)

d)’zm ) 2
dy

2
0 2 2
T €+
2 T Y. 2(1)8

2
(s 2]

201 _l

+dy e +y, &'+ +( +y, £+ g’+)
dy Ty Y2, J E\Vos Yo, & + Yoy,

[ dv,,,
I.yzm + I (rm £+...)+y2me+..J—

dy, ay,
(0) 2 (1 2 2
a7’ r(”ez+~—dx’ T+ 0, Fe

+ilo| Y, +

N, 4, [ Vi TNy, €

Yo

dy

2
(T(,)€+T(2)6‘ )+

d’y. dy
2w & ) 2 L) 2
+N, {yzm +———dz (r(,,£+rm )+_—df (,,a"+y,me+——~dz €

Collecting likc powers of , we get the following system
of equations:

(%:
(Zko + l) 1Yy, + iy o, + Noo

(1=t )y,  —it yl(o)] =0, (47a)

or, Lo, ) =0

(H:

(2k0 + ])170_))0(” - N, i, Wiy + [ﬁo + N,_,,,( 1- ﬁo)]y,m =
—k, yg,o, ~21, B0y Yoo, =YooV 200y T Ve Vo) Yoy,

dy dy \
HQO(N _'&__AJT(”,

47b
sub dx dx ( )

of, Ly (a1 ) =S gy
(£2):

(2 k,+ l) ﬁoyom +[ﬁ0 + Nmb(] —ﬁo)l Yiry = Ny 1, gy =
—2ko Yo, Yo, -2, K)o, ~ l‘(l)(z 1, Yo, +}’;m

~ (dyz(w d’ yz(o)

dy,l
i e T

T+ d,(

T(l)J_y%) yo(U

dy, dy,, dy,,
+N,, ﬁo( d]“” 2 d;) T+ d;z) 2
(dyz \ dyl
[) (0)
_)’oro,k d,t(') T(l)'*')’sz sub V2,0, dy T(l)+yl(,)J

dy "
+ Ny )’1,,,[ d; t(l)*)’z,,,}
N, (1-4 DV,
- - T
sub 0 dZ (2) d)_’

Or,Lo(}’n(z))SS(z)- )
In general, L, (¥, ) =S ) - Note that while the form of
Ly (I, gy stays the same, S, increascs in complexity greatly

for! 2.

dy,
o r(,)) ,(470)

2
2 f(”+

8. Nomenclature

E, Euler number, (4p / p, 1,%),
f function defined in Eqn. (41),
h specific enthalpy,



g Rechp

k; inlet restriction cocfficient,
k, exit restriction coefficient,
k (k, -1)/(k,+1)

J imaginary unit,

L, heated channel length,
Npcn  phase change number, (Q 1, /1),
N,,, subcooling number, (Q v),
P pressure,

q volumetric power,

q” heat flux,

R risk factor (defined in Eqn.(45)),
t time,

u velocity,

v specific volume,

Ve Vg - Vy, .

z space coordinate,

Greek

) velocity perturbation,

€ small parameter,

A boiling boundary position,
P density,

Y liquid phase particle time,
T two-phase particle time,

Q gVl hy.

Subscripts

€ exit,

f liquid (saturation),

g vapour,

i inlet,

n time step,

| term order,

o steady state,

r reference.

Other

A

dimensionless.
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A SIMPLE DELAY MODEL FOR TWO-PHASE FLOW DYNAMICS

A. Clausse, D.F, Delmastro and L.E. Juanicé
Centro Atémico Bariloche, 8400 Bariloche, Argentina

Abstract

A model based in delay equations for density-wave oscillations is
presented. High Froude numbers and moderate ones were considered. The
equations were numerically analyzed and compared with more sophisticated
models. The influence of the gravity term was studied. Different kinds of
behavior were found, particularly sub-critical and super-critical Hopf
bifurcations. Moreover the present approach can be wused to better
understand the complicated dynamics of boiling flows systems.

1. Introduction

The phenomenon of density-wave instabilities in boiling channels has
been extensively studied during the last 30 years [1). These oscillations
may be encountered for certain operating conditions of boiling system, in
which they become unstable due to lags in the phasing of the pressure-drop
feedback mechanisms. Perturbations at the inlet of the channel move with
the fluid, yielding transport delays in the 1local changes of state
variables. Given the appropriate set of operating conditions, these delays
may lead to self-excitation.

The most common manifestations of density-wave instabilities are self-
sustained oscillations of the flow variables. The amplitudes of these
oscillations can be very large, and can lead to flow reversals (that is,
negative inlet velocities). It may also happen that these oscillations can
cause the system to reach the point of excursive instability (2].

Density-wave instabilities in boiling system, besides being
scientifically interesting, have serious practical implications for many
industries. Boiling water nuclear reactors (BWRs), steam generators,
phase-change heat exchangers and various chemical-process equipment, are
potential candidates to experience density-wave instability.

The classical tool which has been used to study the problem of density-
wave instability in boiling systems is the linear frequency-domain
analysis. Rather accurate and reliable models are now available for the
stability analysis of complicated systems, such as BWRs [3,4].

The study of the nonlinear behaviour of density-wave instabilities has
attracted considerable interest recently. Hopf-bifurcation techniques have
been used to study the amplitude and frequency of oscillations ([5}. 1In
addition, numerical time-domain analyses were performed (6], where a
chaotic attractor was found for periodically forced flows.

On the other hand, not much research work has been focused on the
influence of the gravitational term in the stability of two-phase boiling
flows[7]. The gravitational effect would be of interest for new reactors
designed to work by natural circulation.

In this paper a simple model of density-wave oscillations based in delay
equations is presented. The present aprroach consider gravity neglactable
system as much as non neglectable ones. Solutions are compared with
results from more sophisticated models, showing good agreement. Different
kinds of behavior were found, particularly sub-critical and super-critical
Hopf bifurcations.

2. Boiling channel model

Let us consider the boiling channel shown in Fig.l1l. The liquid enters at
constant subcooled temperature and is heated up wuniformly along the
channel. At certain location the fluid reaches its saturation temperature
and starts to boil, exiting the channel as a two-phase mixture.
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Fig. 1. Boiling channel

The following assumptions have been made in the modeling of the two-

phase flow :
e The flow is homogeneous (that is, no phasic slip occurs).
e The system pressure is constant.
« The heat flux is constant in space and time.
» Both phases are incompressible.
¢ The phases are in thermodynamic equilibrium.
¢ Viscous dissipation and internal heat generation are neglected in the

In

energy equation.

Friction losses are concentred at the inlet and the exit of the
channel.

the hypotheses above, the one-dimensional conservation equations of

mass and energy can be written as:
do J(pu)
—+——==0 la
2 & (1)
O(ph) , I(phu)
+ = 1b
ot =g (1b)
Moreover, enthalpy and density are related by the following equation of
state:
P = Py for h < h/ (2a)
-1
(h-ly)
p = [V/ +—};“‘— V,-’ for A > h/ (2b)

Combining Egs.(lb) and (2b) for the two-phase region gives:

Ju

a1

= q—l = Q (Ja)

Similarly in the single phase region, we have:
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on

22 =0 3b
oz (3b)
Integrating Egs.(3) along the channel leads to:

= u + 8(L-2) Q)]

u,

Where the subcooled length, A(t), is defined by

Alt) = ju,(l') dr (5)

-v

Here vis the time needed by a fluid particle at the inlet of the channel
to reach saturation temperature:

4h
y = Z0w Pr (6)

q

For low frequencies the subcooled lenght can be written as:

A(t) = _l[u,(l')dl'= vu(t —t,) )

i-v

In Egn.(7),! is a delay time such that0<y¢ <v.

Assuming a quasi-static balance of forces in the momentum equation the
external pressure head is then balanced by the friction, gravity and
acceleration forces, that is

M
(k =Vl +(k, +Dpul + 2K = 4 ®)

X8

Following the quasi-static approximation it can be assumed that the exit
flow follows the history of the inlet flow (8]} that is:

Au(t) = py(t-1) (9)

wherer,is a certain transport delay which will be considered constant.
Assuming an enthalpy linear profile along the two-phase region, the exit

density, p,, the boiling boundary, A, and the channel mass, Mch, are related
(9] by:

(L-A)In(p, /p,) (10)

M, = A,p,|A +
) ’[ (o /P~ D)

Combining Egs.(4),(7),(9) and (10) gives:
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(L—vu(t=1,))u(t~1,) 1;:("(’)+Qf[’— vﬁ(l—l‘)))
li(1-1,)

u() +Q(L-vu(t-1)) - u(t-1,)

M,=A,p, | vu(t-1) + (1)

Egs.(8) and (11) may be combined in a delay equation relating the values
of the inlet velocity,u;,at three different times:/ r-, and -/, according to:

(k,—])p,uf(t) + (b, +D)p,u(=8) [, (1) - Qvu(i-1) + QL] +

i _ u() +Q(L-vii(t-1))
(L-vu(t-1)) u(t-1) ”’[ a(t-1,) )

2
u(t) +Q(L~vu(t~4)) —u(t-1y) ar (12)

+ A,_,pf vu(t—1) +

Putting Egn.(12) in a nondimensional form, using the following reference
values:

Lnf =Lch"
ll"/ a2 QL,.'/',
pre/' 'p/."
M, = A, Lp,
we obtain:
(k=Da )+ k, + DA -0) [4,(0)- N,y 4(0-1)+1] +

ﬁ(l—lz)
l7(’) +N.wb(l"Nsub ﬁ("’l)) - ﬁ("”Z)

(l "Nsub ﬁ(,_,‘)) &(,__,2) ln(ﬁ(’)"' Nsub(l"Nsub ﬁ(’_’l)))
= Eu (13)

+ Nsllbﬁ(l_tl) +

where the ”* superscript means dimensionless and the Euler, Froude and
subcooling number are defined as:

Dhgyp vy

Eu = 402 Fr=ili N.,,=vQ =
hg vy

p/ u? gL sub

3. A Two-Dimensional Mapping of Density-Wave Instabilities
An interesting result can be reached consideringt, =1,

-2 - R R
it Tat + e-l Taa Ta=Naw patl

Y i, + N ~ Ny it
= Ngyp tin_1) fin-g IH( n *"“b(ﬁ X sub “n l))
+ — N ﬁ -1+ — ﬂ: - E" ]4)
Fr sub 4n-1 ”n"'Nsllb( —N.ﬂlbﬁn—-l) —il,_2 (

where:
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i, = i),
=i~ 1),

B, =0 (-21).

This is reasonable if the two-phase residence time, ie. the time that a
particle needs to travel along the boiling region, is smaller thanwv.

3.1 High Froude Numbers.
For high Froude numbers the gravity term can be neglected. For this
case, simple solutions can be obtained in the linear stability analysis.

3.1.1 Fixed Points.
The fixed points of the two-dimensional map given by Eqn.(14), can be

obtained by making 4, = #,_, =4, , = 4, , that is:

w1k, +) 2t J(k, +1) +4Eu(k, —1+k, (1-N,,))
QL, N, 2(k, ~1+(k, —1)(1-N,,))

(15)

] -
iy, =

where N, is well known in the literature as the "phase change number".

This equation gives different kind of solutions depending on the
subcooling number.

If
Y k, +k, (16)
<
- k,+1
there are two real fixed points, one positive and one negative.
If
-k, +k k, +k, k +1
L' < N, < L4t 17
k, +1 o k,+1  4Fu (7
there are two positive real solutions.
If
k, +k, Kk +1
N, > —=4+-¢ 18
- k,+1  4Eu (18)

[ 4
there are not real solutions.

3.1.2 Linear Stability.
Linearizing Eqgqn.(14) , about a fixed point, #,, leads to the following
characteristic equation ( written inf variable) :

2k +k, ~1
k, +1

)g’ -N,&+(1+N,,-N,, ) =0 (19)

If the eigenvalues (n() are both inside the unit circle in the complex
plane the system is stable. If one of the eigenvalues is real and exceeds
1, the fixed point is a saddle node, repelling along one direction in the
plane (i, , ii,_). When one of the eigenvalues is a real negative less than -1
a flip bifurcation occurs. On the other hand, if the eigenvalues are
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complex conjugate they can cross the complex unit cycle at an angle o

(different from 0 or =n). This is called a secondary Hopf bifurcation or
Niemark instability [10].
Defining the parameter:

2k +k, -1
—_— 20
X (20)
We can express the solutions of Eqn. (19) in terms of k, N, and N, as
follows :

1 :
fa T o NND*‘JNLD-4(1+Np¢h-Nnb)k] (21

Complex eigenvalues exist if:

NI
N > 53 4N, -1 | | (22)

In that case, a Niemark instability occurs if the module of the eigenvalues exceeds 1, which occurs for:
N > Ny+k-1 (23)

On the other hand, if the eigenvalues are real, a saddle point exist
when the largest eigenvalue exceed 1, that is:
N < 2N, -k-1 (24)

peh

If the smallest eigenvalue is less than -1 a flip bifurcation occurs.

"~ However, N,,, k and (N_,-N,, are always positive in the range of physical
values. Therefore, from Egn.(21) the eigenvalues are always greater than
zero, and consequently a flip bifurcation cannot exist.

The stability «criteria, given by Eqgns.(22),(23) and (24), are
illustrated in the two-parametric plane (N,, N,,-N,,) showed in Fig.2. We can
see in it, stable regions with real (a) or complex (b) eigenvalues, the
Niemark instability region (c) and the saddle excursion region (d).

o ity et fot vowr gmem et gases Sumn SaSh S S M\ S5 BEn A B

—— Niemoark insi.
saddle exe,
4

-== complex eig.

Nsub

ke

A A A PP ¢ P |

Npch ~Nsud
Fig.2: Linear stability map.

3.1.3 The Ledinegg Excursion.

Let us consider the stability of the fixed point with the minus sing, iy~
. Replacing Egn. (17) in Eqn. (15) gives that there exist valid solutions

of iip” in the range:
0< N, < 2N ~k-1 (25)
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The upper limit of Eqn.(25) is exactly the same as the condition for

saddle excursion, Eqn. (24). Therefore the point i, is always unstable
and causes an excursive instability, usually known as the Ledinegg
instability([2]).

3.1.4 Denslty-Wave Instability.
Let us consider the stability of the fixed point of Eqn.(14) with the

plus eign,mf.There are always positive solutions provided that:

ko +k, kot

> + 26

m k, +1 4 Lu (26)
Combining Egn. (26) with Egn.(15) and (20) leads to :

Ny > 2Ny -k-1 @n

By comparing Egn. (24) and Eqn.. (27) we can see that the point Qﬁ can

never be a saddle point. The range of stable values of Ngh—hﬁw are
limited by the equation

Npch - Nnb = k (28)

The system goes to a Niemark bifurcation when N,, - N, exceeds k-l
(remarked as the ¢ region in Fig. 2). This instability has an oscillatory
character, reflected in density waves traveling along the channel, which
gives the name to the phenomena.

3.1.5 Stability Comparison.

Comparing the lineal stability map for this simple delay model with the
complete differential model {11] and Ishii's criterion [12]) we found good
agreement for a wide range of subcooling numbers. Fig. 3 shows lineal
stability maps obtained with each model.

80 T - o ~r ' ol
0 differentinl model ] / a
0%, delay mode} Ledinegg v /f"’
¥ both models
L O v Vel
"~ Ishil model ) e
n 50 v’ ra
3 one phase /v Y
Y 40} A
30 A
i
20 A
N Stable 0’ Unstable
0 25 50 75 100 125
Npch

Fig. 3 Stability comparison

For low subcooling numbers, the delay model is too conservative, but it
should be noted that in this regiont, is much less thant,,which invalidate
the model hypothesis.

3.1.6 Non-Linear Behavior.

The iterative Eqn.(14) can be used to study the dynamical system response
under unstable conditions. Two different kind of behavior for density-wave
instability were found depending on the subcooling number. For high
subcooling numbers a supercritical Hopf bifurcation appears. Fig. 4
illustrates a series of limit cycles appearing in the presence of a Niemark
instability in the unstable region of the Fig. 3. The "nose" appearing in
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the right side of the cycle for large amplitudes is due to the presence of

the Ledinegg saddle point([8].
0.013 v ' v Y v

0.011}

0.010 a s A N N
0.80 0.88 A 0.60 0.88

A
Fig. 4a Limit cycle (Ngyp =50, Npch =89.1, K;=40,K¢ = 1)

¥ A T v T

0.016 | 1

0.012 } 1

(=)

o'w‘ A A A e A re ' e
0.20 0.40 A 060 0.80

A
Fig.4b Limit cycle (Ngyp =50, Npch =91.1, Ki=40,Ke=1)

Oon the other hand, for low subcooling numbers a subcritical Hopf
bifurcation appears. Figure 5 shows this kind of behavior. As can be seen
for a small perturbation the system is stable but for a big one the
oscillations diverge.

0.030 s
s Spiralin v
0.025 F| * Spirolout *
0.020 |
(D i
0.016 }
v
0.010 } ]
o.ms A A Al A A 'y A A A
0.1 0.2 03 0.4 03 a.e

Fig. 5 Sub critical Hopf bifurcation, simple model
(Nub = 20, Npcpy = 58.8, Ki = 40, Ke = 1)
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A more sophisticated model [5) was used to check the present results.
Good agreement was found as can be seen in Fig. 6, where the same
situation of Fig. 5 was studied.

L4 Splru: In
0.025 Spirof out )

3

0.020 L

(2 H
0.016 |

0.010 A e .
02 03 0.4

Fig. 6 Subcritical Hopf bifurcation, differential model

For both kind of bifurcations, the amplitude of the 1limit cycles was
"studied. For the subcritical region the locus of the unstable limit cycles
is shown in Fig 7. While for a perturbation inside of this conical region
the system converges to the fixed point, for another outside that region,

the system diverges.

0.8

Nsub

a—-Q.8

Fig 7: Stability surface of a subcritical bifurcation. (Ng =25, K; =40, K¢ =1).

For the supercritical behavior the locus of stables limit cycles are
shown in Fig 8. Either for a perturbation inside or outside of this
conical surface, the system evolve to a stable limit cycle.

Fig. 8: Stables limit cycles locus. (Ng,, =25, K; =40, K¢ =1).
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3.2 Moderate Froude Numbers.
3.2.1 Linear Stability.

Linearizing Eq.(14) about a fixed point, i, similarly as the previous
subsection, but considering now the mass term, an expression for the
density-waves linear stability boundary for moderate Froude numbers can be
obtained:

Inla N_,]-1 2In\a N
SRR VI PR LA e PP L. CLL/) (29)
N,, Fra P N, Fr N,, Frp
where:
a = N+ N,(-N, N and p = a - N,

One of the most important gravity property, is it unstabilizing effect
over the density-waves limit as much as the mass term increases. Fig. 9
shows these results for different Fr values. Comparing this particular
behavior with differential model ([11], we founded qualitative agreement
for high subcoolings as can be seen in Fig 9. On the other hand, an
stabilizing effect over the Ledinegg limit was found.

60 T L) /" v L -
W
O \VFr= “I : ]
— . delay model Led'”?gg'
|- — - differential model . ]
50 both models Ve -0
5 -
7 4o} onephase
z
i Stable
30
]
20 n A i - 2
20 30 40 50 60 70 80
Npch
Fig. 9: Map of density-wave boundary for different gravity influence in
both model.

3.2.2 Nonlinear Behavior.

Another interesting result due to gravity effect, is the change of
the limit cycles shape. This change appears as a clockwise rotation of the
limit cycles axes when the gravity term is increased, in good agreement
with complex model. Figs. 10 show this behavior.
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°-°1 5 v L] v v v L] v

0.013 F 9

s 4

0.011 | 1

¢ P 91

<D

0.009 } -

0.007 N A P A A A A
0.35 0.45 0.535 0.85 0.75

Py

Fig. 10a Limit cycle for simple model (Nsub =50, Npch = 88, Fr =0.04 Ki =40, Ke = 1)

0.015 v ! i . . '
b 1
0.013 ¢ .
S ‘
0.011 ¢ .
0.009 | 1
o . 00 7 -y 'y A 'l 4 A 4
0.35 0.45 0.55 A 0.65 0.75
. Y

Fig. 10b Limit cycle for simple model (Nsub= 50, Npch=87.1, Fr = 0.025, Ki = 40, Ke = 1)

For the subcritical Hopf bifurcations these limit cycles are unstables,
while for the supercritical ones, these are stables. It was also found
that decreasing the Froude number, /e increasing the gravity term, the Hopf
bifurcations change from super-critical to sub-critical at higher
subcooling numbers. These results were compared with the ones obtained by
using more sophisticated models, showing qualitative good agreement.

4. Conclusions ,

A simple delay model based in a two-dimensional mapping was studied. The
approach is useful to contribute to the understanding of density-wave
instabilities. Moreover, significative computational time saving (compared
with complete differential models) is an attractive quality of this simple
model. ' !

Regarding its performance, the model shows qualitative agreement with
the differential treatment of the equations. For the linear stability
analysis, simple expressions and good agreement were observed, ffor high
subcoolings. Sub-critical and super-critical Hopf bifurcations were
observed. This feature is similar to the behavior predicted by more
complicated models.

The gravity term was modeled. Gravity influence for a wide range of
Froude numbers was studied. It was found that increasing the gravity
effect, i.e. decreasing the Froude number, has an unstabilizing effect
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over the density-waves limit. On the other hand, stabilizing effect over
the Ledinegg limit was found. Also related with the gravity influence,
variations on the nonlinear behavior were found.

The assumptions used in this work seem to be reasonable for forced
convection systems. However more studies are necessary in order to
represent natural convection ones.

5. Nomenclature

Lu Euler number,

Fr Froude number,

h specific enthalpy,

hy  hy-hy

k concentred friction constant,

L, heated channel lenght,
M,, mass channel,
N,, phase change number,

Aa; subcooling number,

P pressure,

q volumetric power,

t time,

u velocity,

v specific volume,

7 Ve =V

z space coordinate.

A boiling boundary position,
p density,

v liquid phase particle time,
T two-phase particle time,
Q qvg/h,.

Subscripts

e exit,

f liquid (saturation),

g vapor,

i inlet,

n number of time step,

0 steady state,

ref reference

Other

A non-dimensional.
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ABSTRACT

Treeversible losses . the inket of boiling ehaonels usually increasds the stability of the Bow.

In this papcr 4 comprehensive g analysis of this ciiterion is pcrformcd 1 order to delermine nnder
which conditions Lhe: meationed Lntcllm is valid, Iis sho\an that, for chanuels subjected w
conslant pressure dmp, there is.a region whcrc an increase of the inlet friction actually reduces
the stabxln_t of the ‘system. Analylical expressicns ‘¢an be ‘obtained using: a simplificd nodel of

boiling flow dyuamips based in delay eguations.

INTRODUCTION

The phenomenon of density-wave instabiliticy may
be encounteted fbr cerlnin operating coaditions of boiling
chinnels, it which they become wnstable due b lags in
he phising. of e pressure-drop feetback mechanisms.
Porturbations =t the infel of the channel move with the
fuid, viclding transpori dclays in the Jocal. changes: of
sate viiables Given the appiropriate set of operating
conditions, these delavs may lead to sclf-excitmion ().
which sy have serious peacticsl implications for qmny
indostrics.  Phase-change  hent -exchangcrs, variou$
chemical-process  oquipment, boiling  water nuclcnr
renctors (BWRS), and steam generatars, (o nanwe a few,
are. potesntial candidates 10 experience  density-wave
instabilify. '

The most coinnidy manifesimions of dénsity-wave
instabilitics arc scll-§ustsined ‘ofcillaiions of the flow

ariables. The amplitudes of these oscilations can be very
large, and can lead to flow reversils {that is, negative
inlet velocilics:. 1t may also happen that these oscillations
cause Lhe sysiem to reach the point of cxcursive instability
experlencing, substantisl changes in the flow opeiating
condhions. (1.

Thie' etassical 10al which has béen uséd to Study the
problemi. of deasity-wave inslability in boiting systems iy
the linear frequency-dowain analysis [2-4). Rather necurate

andt reliable models are now available for the stability
analysis of complicatod systems, such as  interconnecied
chanssels In BWRs,

A tule of the art recognizes thut increasing the inlet
friclion cases a stabilizing effecr over the densily-wave
margins]5). However, this rule ix derived biscd on a family
of operaling. conditions having equat fow rate, On the
conisary, an inlel’ Iriction variation is generally coupled
with other flow parameters, and comsequently differem
cifects ‘could be expectex] depending on erch particular
sttuation.

1o this paper the influcace of the inlel friction on
Ihe tinedr stability 3s sindied. Using a simple delay model
of boiling . charmcta dynamics an anatyticnl iclnl:onslmup
between changes in the inlet fniction and stability margins
were obtained for paralie) channels condition.

BOILING CHANNEE MODEL

Let ns consider the boiling channel shown in Fig 1,
The liquid cnters at constant subcoolcd lemperature and is
leated up oniformly along the chamnzl A¢ cerin
Iacatiof the flvid reaches its sataration temperature and

“stiatls (o-boil, éxiting tlie channel g5 a two-phase mixinre,

“Uhg following asswmptiofis ke been wiade in the
wodeling of the two-phase flow:



» The New is homogencous (that is, no phasic stip.

PCLUITS), ‘

The system pressure iy constaal.

‘The heat Rux is constint ta space and g

Botli phases are incothpressible:

The phaecs are in ther nlodyuaxmc cjiilibriea,

Viscous d:sstpnhon and ivterhnl licat gcucm(ion

are m;lcctcd in the energy equation.

. Fncuon is concemrpied al fhe infel and the exit
of theé channél,

o & ¢ & @

==
T,

Figure 1. Boiling Climanel,

In the hypothcscs above, the one-dimensional
conservation cquations of mass and energy. can be written
in dimcusionless farm as (6]

&Y &2
’{Fh:) " (pan) Ny 2
0, ’ ﬁf N ok ‘

where the subcooling and phase-chinge numbers, V., and
Nya. arc define as;

Y
. h /'8 VJ
. ve gl

N pety = f
[!l!n

and the refecence values are:
’.,‘ d !)e~l
= vy

pf v [’)j.
bW,

ALy =

T.qmgmling Eq. (2) slong the chanud together with
the: equation of state leads ta:

U, # 1y + Ny (1~ (&3]

[3

where the sibcaofed ferigth Af#) is defined ty:

! N ..
IEX L H
=7

Al =

For fow Ttequencies we can wrile:

4 + .
Jwrt jdt =

-2

{0ty (&)

where 1, is 2 delay time such that < ¢, < 1,

T.el ns assuiie a quasi-sistic balanac ol forces in
ihe momentum. ¢qiiation. At high Frouds nunibers the
gxternal pgreshire head is thén bulanced by the drag snd
acceleration fordes, that is

Koy e 13U (kg 4 1) pyu2 = B (6)

where Eu i the Euler nnmber, defissed ns:

Ap

BT Res A,

p)f",

Followjig the quasi-siatic approximation we ¢
assume that the exit flow follows the history of the inlet
Nlow-[7] that is:
Pelling (1) %= MLty 7
where I, is a Sertain transport delay which will be
coiisidered consuant.

Eqs.{3),(5).(6) and {7) may be conitined in a dcl.w
equation rcl«mq, the values of the inlet velocity, .o

throg dilforent liwes: ¢, 1=, and - 1,. Considering l,*f. ey
the delay equation transforms io a two dimensional map:

rk; -l)u Crky 4 Uty [t~ Ny U0y -1} ]« En (8)
wheré:

Mo i 1)

il’.q-_: = 3y (1)

Uy =W (1270,

Steady-State Flow. In tliis case the  monentunt
canservation equation of the boiling channe} reduces to:.

[ = e, #0000 = N g + N gk + Lty = En 9



where u, Is (he ‘fleady-siate yelocity. Solving Eq.{9) we
have that @

w W\MH “i} .
o Yk =14 0ky + UV~ NV}

Jw?

Chg U3 bk =140k, + 1301~ Ny )
2["1 ~1 4-([“# + ]}(i - "\"J.'lf.' }]

g

}10)

Eq. (10)is valid fora two-phase mixnire al the ¢Nit
of 1h¢ channel (1.¢.. a0 exil quality. x,, bétwveen 6 and 1):
This condition is equlvnlcm 1o

12 5.2 -—J ----- - (1)
bl f
The exit density ¢on be retated o Ut infet velocity
by
y: ___.._u(L______. (]_2'
©
‘pa ;l’lof" A‘lmb(l”‘"u,} ’ )

Combin:ng Eqs. (11) and (12). the rangé of inket
vclocnic» for which fwo-phase mixture exists at the exit

S Uy L (13)

Thic dower limit cortesponds to vapor exit aid the
‘upper Hmit corresponds to Jiquid exit,

Lincur Stability Margine Linearizing Eq. (8) abow 2
fixed pofnt. #p and Laplace transforming, feads to the
characterstic equation (&), Hence, if thc ecigenvalics are
coniplex conjigaic Wwhich module excced 1, o Niemark
instability decurs. This Jinear stability boundary can be
wrltven as [8]:

,,g" ......... ! .......... (i4)

where £ ig U friction parametcr. delined as £ = ﬁ' ; i .
¢
On the other. hand, if the cigenvalues are real, a
saddic polnt exists (Ledincgg Instability) (8] when the
largest madulc exvedds 1, that is:

n‘é oo wmm.};!xfz.m . (%)
2" "I"';\'nu'!/

Combining Eqs. (14) and (1.5), the: transition point -

for complex to real cigenvalues {on the unit gircle) can be
written as:

‘ AN -
phested oo 2Noh 16)

The stability: criteda. given by li{]sé 14) and (15),
ate plottéd in the pammctnc plane (u[, ¢ N ) showed in
Flg. 2. Wé can seé in it, stible tegions with cigenvatue
modules lower than 1, the Niemark indabitity region
{deasity-waves). and the saddle excursion  fegion
4 Lcdmcg, ),

Stable

‘Fifwre 2. Linear Stability Map (k=20).

‘Comparing the Haear stabitity mip for this simplé
dgelay woded wilh the. complete dltTmnnd 19} angd lshii
[0} models, we found good agicement for a wide range
of subcoolmg mumbers, Fig. 3 shows lines: stability mnps
obtaiied with each mode!.

L ———— >
} diffecentiasl moded Ledi hegg ‘
n - deday rcde) ‘
m - . -‘{ !
. P }.‘
N' % : ) 7w A
one phase v o
’3540 y
»
30 ¢ "
/' -
2 . Stable  a tnstatie
g
,0. ‘ [ : A : 2
T 2% 50 % 100 125
N

pch
Flgore 3, Smb(liw Comparison (4=40, £=1).

For low subcooling numbers, the delay model s
too conservative, bul it should be noted that in tis region
f, is much fess than ¢ , shich invalidate the model
hypothescs,



RESULTS

A rule of the arl recognlzes that focreasing the
inlet friction ciuses o stabilizing effest over the density-
wave indogins: But. this rule is derived based on a fonly
of op@rating conditions haviag cqmi flow rate. On the.
eontrary, an injet friction variation is generally coupled
‘with ofher flow parameters, and consequently diffesent
efféets:.could b expogted depending an: cach porticular
situation,

Let us now analyzed o chenncl subjected 1o
coustant pressire drop  (parallél  channéls boundary
‘conditions), This implies that Eu remaing constant.
Jence, aui.k, vaxiation of & causes a shit of the steady
sate #g accorcing 10 Eq. (10), and & shift of the linear’
linit @™ theough Bq. (14). Therelore, thicre will be a.
swabilizing effec( if:

PR ‘.Iw
igk&b d;k ‘ {wa

Diﬁcrcluin(ing_f Eq. (10) we have that

- 4
d g uq o
dk = ‘\,"bfz 1"0}"'2"0 (%)

-and similarly for Eq. (13)

(19)

Combinag Eqs. (17} to (19) a aiterion fof a
stabilizing clfect of k: can be abtained:
v iluo.

{ L o Someecoe 20

Figs. 4 shoves Eq. (20) in the plane (ui, Nwy). The
curvés ‘are bounded by ‘il two-phase :ind Ledinégg
conlitions, given by Egs. (13) and (15} respecily, In fors
Of Ny and Nps, Eq {20 is written as:

1\ 2 .
- (21
3 '3 21

N <

It can be abserved lrom Eq, (20), that for &< 4/3
ar 1, < )12 the effect of & isahviavs stabilizing, since the
ui< 1.
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Figoré-da. nflnence of the Inlei Pricrior on Boiling
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Figure 4b. Influence of the Inlet Friction on Boiling
' Chaancl Stability (45 atiosphe:es).

CONCLUSIONS

A lincar siability analysis of boiling channels was
perforined in order o stody the cffeet of increasing 1he
inlet friciion in the flow stabiliee. 1t was shown that
chantiels” Subjectéd (6 consiant pressire drop conditiony
can wtwally loose stabilily whin the lilet fristion is
increased e,\pcncnces a reduction following the friciion
change.,



NOMENCLATURE
L Euler sumber,
n specific enthalpy,
1y X A, -h

"eh heate 'c'llmin..cl length,
N phase change number,
Neup  subcocliiig number.

P pressure,
Q power,
q volumelric power,
! time,
‘M velocity,
v specific volumng;
t"{g Vg~ Yy,
: miass Tlow e,
x Guitlity.
r4 space coordinate.
Groek
z boiting boutrdney position,
P density;
¥ fiquid phase particle tiwe,
T timé dlay,
*Substripts
¢ exit,
! Tigguict (saturmion),
g vapor,
i intet.
" numbet of time siep.
o steady state:
N4 reféreénce.
Superscript

fed  Ledinegg instadility,
dw Density-Wave instability,
s steady state.
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