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I. В В Е Д Е Н И Е

В настоящей работе рассматривается вопрос о вириальном разложе-
нии интеграла столкновений в квантовой модели Лоренца, описывающей
ансамбль легких невзаимодействующих частиц, движущихся в поле слу-
чайно расположенных неподвижных рассеивающих центров. Хорошо извест-
но, что вириальные разложения коэффициентов переноса классических
систем содержат расходящиеся члены, регуляризация которых приводит
к логарифмической зависимости от плотности (см. обзор (д]). В кван-
товом случае аномальное поведение коэффициента самодиффузии для мо-
дели Лоренца рассматривалось в ["2]. Мы будем изучать вопрос об этих
расходимостях на уровне кинетических уравнений.

Во втором х третьем разделах настоящей работы в методе сокра-
щенного описания получено замкнутое уравнение для интеграла столк-
новений и указана процедура его решения в терминах связных частей
многопримесных резольвент на основе уравнений многочастичного рассея-
ния.

В четвертом разделе анализируется интеграл столкновений второго
^иближения к выделяются расходящиеся в двумерном случае диаграммы.

В пятом разделе рассмотрены элементы скелетной диаграммной тех-
ники и получено выражение для операторов рассеяния.

Процедура устранения расходимостей, а также регуляризованное
выражение для интеграла столкновений в двумерном случае приведены
в шестом разделе.

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ИНТЕГРАЛА СТОЛКНОВЕНИЙ

Функция распределения ^ ~ту ь '-'Ы частицы, движущейся в по-
ле № случайно распределенных в пространстве примесей с координатами

, удовлетворяет уравнению Лиувилля:



где /•©- оператор кинетической энергии частицы; VC^i) - о;.

-°аимодействия с примесью, находящейся в точке ^" t .

В термодинамическом пределе состояние такой систс:.:;: о.:

;: "омощью функций распределения

где 2Г= 6 -"объем"; & - линейные размеры; <w - размерноегь с>'стег.\:;;
У? - плотность примесей. Для операторов Д. из (Т), (>-) г.отлно ггол '̂чить
обычную цепочку уравнений Боголюбовао Предполагая, что имеет мес-
то упрощенный этап эволюции [3], когда зависимость операторов J-s

от времени определяется через посредство зависимое?!: от времени функ
ций р а с п р е д е л е н и я / / / , для оператора ^ r ^ e'**1^ e""'* us ( I ) ,
С 2) полушем

где L - / = У Л
№. - плотность прилесей. Операция L>S} применяется только

к укороченным санкциям распределения и, следовательно, в (3) выпол-
няется только после предельного перехода /V l ^ - ^ e * = > . Б (3) и кике
аргументы Х ь . . Х У ) ^ . . . i j y явно ке выписываются.

Интегрируя (3) по <£ в пределах от— е ^ д о 0 с учетом эргодичес-
кого условия

находим

Параметр £ необходимо устремить к нулю после термодинамического
предельного перехода. Эргодическое условие (4) выписано для случая,
когда распределение примесей в пространстве является однородным и
корреляция между ними отсутствует. Коммутируя (5) с Но , находим

l FJ=i f. (6)



Формулы (5), (6) в терминах укороченных функций распределения
зависят от f

SH
 и поэтому являются эквивалентными цепочками уравне-

ний. Для формального решения цепочки (6) введем оператор

Несмотря на наличие операторов эволюции под знаком усреднения, выра-
жение

t

в (7) можно, в соответствии с (6), заменить на fy/. Действительно,
операторы эволюции можно всегда представить в виде разложения по связ
ным группам. Так как каждый член такого разложения содержит лишь
конечное число примесных переменных, то в термодинамическом пределе
выражение (8) в (7) будет содержать бесконечное число переменных
интегрирования, не входящих в связные группы операторов эволюции.
Пээтому выражение (8), в силу уравнения (6), справедливого при произ-
вольном 5 , можно в формуле (7) заменить на £ f . Тогда, интегрируя
(7) по С в пределах от -о*» до 0, получаем

или, в силу унитарности операторов эволюции,

Положив здесь S = 0, найдем уравнение для интеграла столкновений



Наконец, это уравнение удобно переписать в терминах многолримеснкх
резольвент (с(иГ}-(иг~И^)'. После очевидных преобразований найдем

Олерацию 2L в этом утэавн^ик/. ^пяменяек толью к оператооу
S(E.), не затрагивая/. . Полчепкнкм. что "^ктегоал столкновенш-",

определяемый уравнением (10; , зависит от 2 • Истинный же интеграл:
столкновений находится в результате предельного перехода £-#••(• 0
после решения уравнения (10) относительно и, (k) .

3. ПРОСТАВЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА СТОЛКНОБЕЯИЙ
ЧЕРЕЗ СВЯЗНЫЕ ЧАСТИ ШЮГОЛРИЫЕСШ БЕЗОЛЬВЕНТ

Операторы С (х>—^*/, последовательно определяемые цепочкой
соотношений

«

''" UJ Ble)fx x 1
являются связными частями операторов Л (•*/•-•-*•«/. Подставляя это
выражение в формулу ( I I ) , находим

с

ifc,



Сходимость последнего интеграла обеспечивается тем, что корреляцион-
ные операторы С (x

t
...%e) обращаются в нуль, когда любой из аргумен-

тов X
t
...Xe стремится к бесконечности.
Формулу (12) необходимо дополнить уравнениями для операторов Q>.

Связные части многочастичных резольвент удовлетворяют уравнениям
Зайнберга ^4 7, которые применительно к рассматриваемой модели имеют
вид

Из этих уравнений целесообразно исключить оператор взаимодействия V.
Определяя операторы рассеяния "Р (х.;

}
Х,..,Х^,Х^ ... *VJ формулой

T%,x,...x,,T
i
.,...x,)t'=V(,

1
)R%,...*

e
). Я*Я?

переписываем (13^ в виде ^

(el JL Jt-i) ,-г& ч о
(о)

«
 isf (I5)

Используя тождество

из (14"> получаем уравнения ттля оператооор / (х
{
} х,...д;-_, Х^

Г
..Х^)

:

где TCxJ- однопримесный оператор расоеяшм, удовлетворяющий уравнению

Т(х) - V(x) (1 + £ Т(х)). ,
е)
 ,

 171
Уравнения (15), (16) определяют операторы С (*,...Х

е>
)
 в т е

р _
минах однопримесного оператора рассеяния Т(х). В частности

Таким образом, вычисление интеграла столкновений сводится к решению
системы уравнений (10), (12), (15), (16).

F,



4. О РАСХОДШОСТЯХ Б ШТЕГРАЛЕ СТОЛКНОВЕНИЙ

вычислении интеграла столкновений отдельные члены могут со-
держать скнгулярные произведения обобщенных <|уякциЙ

22
где в^€

л
*...^£

к
 , a ^ ^ . .

v
c * , с* - целые числа, которое с уче-

там фактора (см. (10)) /2-2.

расходятся пщ£-+ +0 , Это обычные секуляшые члены, расходимость
которых не связана с размерностью системы а и которые должны со-
кращаться в каждом порядке по плотности. Шмдао этого некоторые ин-
тегралы по импульсам могут расходиться при £-+ + 0. Эти расходимости
существенно связаны с размерностью системы. Так, при и = 2 такие
расходимости возникают начиная со второго, а при d = 3 - с третьего
порядка по плотности. В линейном приближении интеграл столкновений

существует при произвольной размерности и его вычисление не сопровож
дается появлением секуляряых членов.

Второе приближение, согласно (10) и (12), находится из формулы

l* -оо

где S>(E) - коэффициент при fb в формуле (12), который, в соответ-
ствии с (18), можно представить в виде суммы трех групп диаграмм:



+ к.с.

К.С.

+
•Л"

*

г-Н
U

к

На зткх дхаграшах вертикальными сплошными линиями обозначены одно-
гфг-кесные операторы рассеяния Т(х) , зависимость которых от коор-
динат лримесей определяется формулой

Tfc) ^ То»е ^ в
где р - оператор жшульса электрона. Операторы рассеяния, соединен-
ные одной горизонтальной линией, относятся к одной пряиеси. Предпола-
гается, что по координатам примесей проводится интегрирование. С от-
резками нижней горизонтальной линии сопоставляются свободные электрон-
ные резольвенты /{.[£- ^). Все диаграммы разделены пунктирной ли-
нией на левые и правые части. В левых частях операторы lTs.fi зави-
сят от £+2$, > а в правых - от £~}[i ' Крестом на электронной
линии обозначено положение электронной функции распределения. В диа-
граммах А, В, С оператор j будет находиться внутри диаграмм между
соответствующими левыми и правыми частями. Двухпримесные операторы Q.
и К даются формулами

j



В силу пространственной однородности операторы S(£), а следователь-f
но, и L , А , 6 , С диагояальны в Р - представлении. В группу А-А'
объединены диаграммы, матричные элементы которых под знаком суммы
по импульсам 1,2 содержат произведения знаменателей вида

Эти произведения с учетом мнозкителя £ в (19) расходятся пщ^-> + 0
как г- . Учитывая, что согласно (17)

ЬЫ*) *£ / ,
можно показать, что расходящаяся часть асимптотики диаграмм До" А о
сокращается с первым слагаемым в формуле (19).

Группа диаграмм и не содержит секулярных членов. Замечая,
ЧТО

после интегрирования по координатам примесей получаем

r

Линейные замены 3-Р = ̂. в первом слагаемом и 2-Р = - <\, во вто-
ром приводят это выражение к виду



X

где

Подчеркнем, что T
/2
"" ~z и V~c . Интегралы (21) сходятся в трех-

мерном случае при ^ .-.»..*с> и расходятся в двумерном как -б?/ (см. (ПГ)*
Диаграадиы С*~Ср

 не
 содержат секулярных членов и, кроме того,

соображения размерности показывают, что их вклад остается конечным
как в трехмерном, так и Б двумерном случае. **

5. МАССОВЫЙ ОПЕРАТОР

Для дальнейшего изложения полезно ввести в рассмотрение элементы
скелетной диаграммной техники. В качестве объектов, обобщающих опера-
торы С (зс,... x

s
)

}
введем в рассмотрение модифицированные операторы

С *(Х,...Х
Г
) С ПОМОЩЬЮ формулы

Из уравнений для операторов С (X,...X
S
J; которые можно получить

из (15), разложив предварительно операторы рассеяния Т^ *(
х
*}//,•

по связным группам Т :

Наличие ^ в знаменателях подынтегральных выражений (21) не ска-
зывается на асимптотике расходящихся членов, так как в этом слу-
чае при интегрировании по <£. существенна область (<р( «, О .

Первый член в диаграммах С, С' содержит знаменатель (£р~€г*Н
Его вклад в интеграл столкновений£

р
 остается конечным при

*-* + <?, Однако под знаком суммы уг-<& /. расходится как £
при 4 = 2 ^-V

t
-f



вншшем только уравнение для С.(о)

(23)

1:$
5— о

Операторы ^ , согласно (16) и (23), удовлетворяют уравнению

I f%Xf..

Анализ ряда теории возмущения показывает, что операторы С (х,... xsj
MOiyr быть представлены в виде

где ~]~ (zr,...xs)-суша всех связных многопримесных диаграмм без внешних
электронных линий, в которых выполнено интегрирование по положению
всех примесей за исключением примесей с координатами •£,... xs и в ко-
торых пересечением одной лишь электронной линии нельзя выделить часть,
независящую по крайней мере от одной из переменных ЯГ*... 0С3 .

Из (24), (25) находим следующее выражение для оператора:

где массовый оператор Ц(^) определяется формулой

В теории возмущений по степеням плотности легко убедиться,
что массовый оператор 2L есть сумма всех связных многопримесных
диаграмм без внешних электронных линий, в которых выполнено инте-
грирование по положению примесей и которые нельзя разделить на две
части пересечением одной лишь электронной линии.

Заметим, наконец, что оператор R. , определяемый формулой (22),
при 5 = 0 может быть записан также в виде

Ю



.- =*))".

геюда, в частности, следует, что

С другой стороны, так как знаки мнимых частей операторов
 !X

-j>(
ur
J '•'

совпадают, то

с УСТРАНЕНИЕ РАСХОДИЫОСТ::.

д^я того, чтобы получить конечное выражение для интеграла стол-
кноы-п::й, выполнил суммирование тех членов в выражении для L , ко-
торые модифицируют электронные резольвенты в диаграммах 8 3'' Этс
соответствует замене энергетических знаменателей /с -£1 ± <'£ )"'
их рел'уляризованнш выражением

Тоща регуляризованные знаменатели первой из диаграмм о о с уче-
том множителя £ в (19) примут вид

Выполним теперь в этом выражении селекцию членов, которые от-
Бстственш-: за регуляризацию интеграла столкновений. Так как
то выражение

z
 '' Т v

следует понимать лишь в смысле ряда по JMZ. ,
случае оно стремится к нулю при £-* + О . Разложение с̂рг,:улк (. 30;no JM 21 наряду с конечными содержит также к секулярнме члон

1
'

по j , которые в интеграле столкновений сокращаются с секулярнытл::



членами, обусловленными другими диагра1«мами. ф и этом, так как
УгиК^Я-, все конечные члены, за исключением &(£-£,), приводят
в (29) лишь к поправкам по плотности. Вопрос же о сокращении секуляр-
ных членов, содержащихся в (29), может быть рассмотрен лишь при вы-
числении интеграла столкновений начиная с третьего приближения.

Замечая, что RgZl.(B)^ (UZi. (£/, и пренебрегая J*»,ZI в вы-
ражениях, порождающих энергетические 0-функции (30), перепишег.' (29)
в виде , ,

(3D

P
) ;

Если учесть $р+г,*+з
 в
 (2°)»

 т 0
 можно убедиться, что оба знамена-

теля в (31) при J M 2 H = 0 обращаются в нуль, когда Ръ~*Р • От-
сюда вытекает, что формула (20), регуляризованная с помощью (31), при
У/*22~ О снова может быть приведена к виду (21). Таким образом, учет
Re Z. не устраняет расходимостей, а может привести лишь к поправ-
кам по плотности в расходящихся членах. Следовательно, для регуляри-
зации расходящихся членов необходимо учесть мнимую часть массового
оператора в резольвентах, которые приводят к расходимостям. Действи-
тельно, согласно (27) J M ^ X E ) > 0 . Поэтому Ул,2^~\£) в ин-
теграле (21) выполняет функцию £ и обеспечивает сходимость интегра-
ла (21) при £-* + О • Используя (21), (26), (31), (ПГ), получаем ре-
гуляризованное выражение для интеграла столкновений второго прибли-
жения при с/ = 2:

где Пр (&/
 s
 V Ipq ̂ fJJ/pa/p/ ~ амплитуда рассеяния: в - угол Г"!

векторами р Vi<£;Zo- величина порядка радиуса взань:одейстзия.
В трсхглернок случае выражение iyffi-jdE. $ (Е) остается ко-

нечным при £-++0 (п 2), а логарифмические членм появляются в треть-
ем порядке по плотности. Расчет интеграла столкновений L-p в трех-
мерном случае будет выполнен в следующей работе.

12



ПРИЛОЖЕНИЕ

Следуя анализу, изложенному в \ь\, приведем асимптотические вы-

ражения для интеграла

z V
при £•• 0 в двумерном и трехмерном случаях:
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