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1. IRTRODUCTIONR

1.1. CEMERALITES

A ltheure sctuclle les théories de jsuge spparaissent comme
des wodtles tris prometteurs pour l'étude des particules é1émentalres
en interactions électromagnétiques forte ou faible,

L'électromagnétiome est l'exemple le plus simple de théorie
de jouge. Les équations de 1'électrodynsmique clansique, c'est-h-
dire les équations de Maxvell décrivent une 2-forse T le chasp
¢électromagnétique

Fei B dfade
<
Les équations de Marvell ptécrivent dans ce formalisae

dF a0 , deFo*7T Y

(ol ¢ est la dualité de Hodge, J la 1-forme courant).

Dans le cas ob la forme F  est exacte, c’ert-d-dire s'il existe
une t-forme A telle quc F = dA, et donc ’f" ] -’r“")"“r' alors
1'équation dF = O est autosatiquement satisfaite. On peutr resplacer
A par

H':-H".dAN (1.2)

ot N est une O-forme, 'a solusivn des équations (I.1) reste inchangée
et ' F,

La transformation (1.2) est appelée transformation de Javge.

L'idée de généraliver 1'électromagnétisme 3 un champ admettant une
invariance de jJauge aon abélienne eat due & Yang et Mills [l] qui
propostreat de considérer un champ & waleur dans 1'algtbre de Lie
d'un greupe de Lie compact (SU(2) ou SU(3) par exeaple).

CPT-82/P.1377




1.2

En resplagant d par la dérivée covariante D.
F:RA  F.30-”,.0[A,,A)  ap

les équations de Maxwell sont resplacées par

.DAF-b ) D“.rl .J (1.8

Géométriquement A  peut &tre interprété comme une comnexion sur
L'espace des positions, F étant la forme de courbure déflnle par
Ay F et A satisfont alors les identités de Bianchi l*r - 0.

Les équations {1.1) et {i.4) peuvent dtre dérivées du prin-
cipe varlationnel appliqué A une certaine action S , par exesple,
dans le cas J = O (théorie de Yang-Mills pure), (I.1) et (1.4) sont
déduites de 1’action

. Fodf
S: jt“ F"‘»Fr

(wp. ¥sD48)

Une fugon de quantiicr une théorie des champs est d'utilirer
1a forsulation en intégrale de chemin de Feynman, Kac [1] (JJ [4].
On consfdére une action intégrale S(*) dépendant des champs classiques
(notés f ). La valeur moyenne d'une quantité physique est donnée
par

{1.5)

xS = z"_fS.} ‘3(4»)
. Js+ tg(*) (1.6)

Cette formule, a priori, n'est pas bien définie.

Bans les théories sur réseau, 1’espace euclidien est discré-
tisé, On considire un réseau de maille ‘ » les champs étant définis
sur les sites du réseau, On ubtient alnsi un espace fonctionnel dénoa-
brable qui est le prodult cartésien des espaces ol prennent leurs

cPT-82/P.1377



1.3

valeurs leo champs définis en chaque site du réseau. On peut éventuel-
lewent considérer un réseau de dimension finie. L'action doit #tre
construlte de fagon A co que l'cn retrouve l'sction continue dans
1a lisite de maille nulle.

Les modiles de théorie des champs sur réscau sont des modéles
de mécanique statistique bien que le vocabulaire soit différent.
Les techniques de la mécanique statictique se mont vévélées fructueuses
pour 1'étude de 1s théorie constructive des champs, voir [4][5]

In 1974, wilson [6] a proposé de considérer desy actions
sur réseau qui gardent l'invariance de Jauge. L'intérét de ces modiles
que oous allons défimir dans le paragraphe sulvant vient du fait
qu'ilr décrivent correctement des effets non perturbatifs, transition
de phase, confinement des Qquarks (suivant )'hypothiése de W¥Wilson).
De plus, ils interviennent dans les constructions des modiles continus,

voir [7][8]

i
1.2. DEFINITIONS, FORMALUSME DES THEORIES DE JAUGE SUR RESEAU
1

Len modiles del' Jauge sur réseau étant des modiles de méca-
nique statistique, nous {llons utiliser dans les difinitions le langage
probabiliste introduit p;'.r Dobrushin [9], velir aussi [w] .

- Réseau

On considire un réscau cubique d-dimenmionnel f (dy2).
Les objets basiques sur le réseau sont les sites n.:{-\»-- nd ‘ez‘,
les liens (a,n*) = { couples de sites plus prochies vohlnss et
los plaquettes -{:ourbu fermées formées par quatre llentj.
= Un ensemble de Llens est appelé 1-chaine
- Une chalne ferwle est appelée l-cycle. <

-

cPT-82/p.1377




Soit ) Y'opération bord usuelle de la géométrie différenticlle
(n].

~ Un ensesble de plaguettes est appelé 2-chafne

-~ e bord d’une 2—chalne esc un f—cycle

« Une 2-chatne fermée est appelée 2-cycle.

~ Configuration

On suppose qQu'tn groupe de Lie compact connere G est
donné (C sera le groupe de jauge). C pourra éventucllement étre un
groupe discret).

Soit A un ensemble finl de liens de IJ + & chaque lien (n,n*)
sppartenant & A et apsocié un é)ément x  de G te) que =xin.n’)s

l'!n‘ n).

+ Une configuration est une spplication de A 2 valeurs dons GA

on note X -{l(n,n')_‘":

€N
cl\

ent l'ensesble de toutes lea configurations,

. Soit r’ la mesure de Hanr sur G définfe sur Ya @ ~alpébre Q‘
den sous-ensembles boréliens de G on construit de fagon naturelle
sur  G* une mesure Pa produit de | A\ scsures de Haar ( |A] est

le noabre de liens contenus dans A ).

P €8t définie sur la G -algtbre Q;‘ produit de [A] O -algtbren

(-4

- Potentiel

Un potentiel (Y et un ensemble de fonctions (\% ‘ﬂ étant
un enscable fini de llem} tel que chaque fonction est définie sur
6" et & valeur dans R .

- Energle

Soic A une gartie finle de 2
ration ‘h est donnée par :

L3 = J, ob &€ R’
W () n?imqf(‘“ (%) o R,

4

s V'énergie de la configu-

CPT-82/P.1377




1.§

Soit A le cosplémentaire de A, 1'énergle de 13 configuration
%, Avec condition au bord ¢ est donnée par

W (= )V 2x) » AE\AI/FA % ()

- Transformation de Jauge et Invariance de Jauge

Une application ﬂ définie sur les sites de 2 & valeor
dars le groupe G induit une transforsation {appelée transformation
de Jauge) de 1 manidre suivante

K (ANY en Hn) 'L('\.“\‘),‘-(.ﬂ') pour tout lien (n.n') de 2

Soit T/ cette transforaation

= un potentiel est dit invariant de jauge si pour tout ensesble fini

de liens A appartenant &  (T*)° et pour x, apportensat & e,
\’A Ct; t‘) L ‘3;\ (>
Remarque. Intuitivement les potentiels invariants de jauge sont associés

& des l-cycles, c'est-b-dire & des courbes fermées.
L'invariance de jauge est une invariance locale.

- Choix d'unc Jauge

Par transformation de jauge on peut éliminer des variables
de liens de ls manidre suivante

Fe) = % (n)

}{Q\') F] ﬂ"

D'une manidre plus générale, sur un ensemble A de l‘ on dispose
de m  variables ﬁ(n) (m étant le nombre de sites de A ). On peut
ainsi éliminer un grand nombre de variables de liens pourvu que 1'on
ne formc pas de courbes fermées,

zCA,n) — FA) x(an) )('(.n') owte

Exesple : La jeuge sxiale : On resplace par 1]6 toutes les variables
de liens paralldles 3 unc direction donnde.

CPT-82/7.1377




1.6

- Les_potentiels usuels 3 Action de Yang-Mills pure

L'action de Yang-Mills pare sur le réseau est donnée par

Wry = - Z B Re{A T2

teA
ol e' € R*
Z_  est la somme sur toutes les plaquettes de A
PYS
}‘ est le caractirr sur C, et R la partie réelle
= W xCn,n’
x () <aN>ap o~

Ls notation ¢n,n'> signifiant plus proches voisins.

Le produit  TU ,  érant ordonnée, c'est-d-dire
<an’>

" "y
P 5
.:L‘

)

x (P = (AN 2(h ) x{ny, a0y I8N0

D'une fagon plus générale, si r est une 1-chalne de la forme suivante
¥ «{ Nye seen By ...n.‘ nn,,  étuant plus proches voisina, on note-
ra

[ )
(') e o= (nn)
- pour G = 2.
w.ht*A\ =- PZ ?f 1':_.‘:5&9 L) (1.9}

o G(AN) est dgal b ol oud -1

cPY-B2/P.1377



1.7

- pour © o U(1)
u,(,.,\_-z Pr t (‘(;?3) 2 - z: f( Lﬁ “n(& h))(l 10)
.I(-\.n ) Hine'y € (-7, w)

avet ‘(“'“ ) P
{ Hean)e - LIEMLS!

- pour G « SU(2)

. ?r [*"("lgf’”-) (r.an

PEA

- Action discréte et action continue

Posons pe (n.,n.,u“n.\ u (“:“'l"a'\’f‘"“‘ Aew Y

Considérons Je cas 0 » U{))
aew “..,._.

E'\, r.\-nt

»
I " Aep Winnep) = t(an)

B (new,nepen) = ﬂr(nc »Y)

[

“ (n,l\nl’): ﬂu('\-’

H (nep,nepev) = K, ()
alors
casﬂ(ap) = et C Z “Lﬂ-,n‘) b

‘!ln >ap

s s c ‘L (nep) - ﬂ‘, ny - ﬂr(c\ou)o“r(ﬂ\
= ws (A1) - Zﬂr(u\)

o "D est la dérlvéc discrite, ¢'est-h-dire

CPT-82/P.1377



1.8

‘)r “u(n.') = “k(mr)- “_ (n} (la maille du réscau étant égale & 1}

1
avec 1'spproximation cos B v 1. 8 on retrouve M'action (1.5).
. .
Dans le cas du groupe SU(2) posons  x(n,n') = e* Henn'y
partient A 1'algibre de Lie de SU(2)

ol A ap~

W \\‘ﬂtﬂ‘ﬁO“‘q Q5,6

ftant les matrices de Pauli.
Avec les notations précédentes et en utilisant la formule de Baker
Hausdorf, e e?, o 79 TF UM% W on teouve

x (3?) = ‘L [ ob T'P"' = ’),,ﬁ_ -‘30 ﬂf.n ‘.Yﬂ‘,‘“._s
on retrouve afust l'action de Yang-Mills pure (voir [l:]).

feaarque. Sur le réscau on peut construire des modiles ol le champ de
Jauge ext couplé & un champ de matidre : par cxeeple, dans le can de
t1électrodynamique quantique scalaire sur le réseau lc potenticl est
doané¢ par

can’y
A étant le champ de jauge.

W (e. ’“,\ = - Z_ . "?! M(Btn)-sun'g od@.’\'\ -P?; ?r u.(“ (3?).

Le champ de matlére % (n) értant défini ea chaque site du résecau

Bm € U.x,¥)
volr [l:(].

- Digreasion ~ Modtle Spin - Spin d2 la Mécanique Statist ique

Avant l'introduction des modles de¢ jouge sur réscau, les mo-
déles les plus généralement étudiés en Mécaniaue Statistique étaient
les modéles décrivant le magritisme que nous appellerons "spin-spin”
le potentiel étant généralement un potentiel & deux corps assovié & un

CPT-82/P.1377
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preduic ocalaire, leo voriables étont défintes en chaque site du réoenu.

Exeaples
t) e tiodilc d'lolng (plus proches voloing)

\L(ﬁ;\ 2 = Z @D T tay Gahy

(1.12)
faa’y 6 A

ovec G.L'\) s 24
2) te Rotateur Plan

u(eﬁ\h?: 8 Ty Seny =L B (8- Bet) (ram

tA,n'>a A ennraA

oin D

s(n) etant un vecteur de mu de morae 1, 5 o {““ 6

3) Le tHodlle d'Heloenberg ou Hoddtle.€

- -
wes = - 2 F¢ EYPRORE WY aad)
LU WS YN

S étant un vecteur de IF, (ou plun généralecent de Ff.l. de norme 1.,

Loraque @4 D O pour tout '9 sd¢n,n'y UL ent dite ferronagnétique,

Ceo potentiels poosédent une invariance globale par exeople pour (1.13)
{1.14), unc invariance par rotation.

- Dencité Conditionnelle de Cibbo

Ls densité cenditionnelle de Gibbe dana le volune Jh avec
conditions gux bords ©= ot potentiel &  cot définic par

- (ulﬂnﬂ\ KUY i
plmatng) = = 2 e e “"‘u.ns;

5 oY taatagd P tdany

(pour certoines conrditions restrictives sur le potentiel)

i3
o
cPT-82/P.1377



1.t0

2 est sppelée fonction de partition,

- Etat

2 Seit d, 1'ensentle des liens d‘unLhuu «-dimensionnel,

)
& C\z) Sur l'espace des configurations C on introduit ls
O alsibre z générée par les ensembler cylindriques de 1a forme

D(B, Pen)- {(z,,!c-!.) edl',- e ,fe N

ot A C"L est fini et &S%

. étant un tiea de A

- Un ftat Jdu systioe est ane meaulc Jo probuabulité aur (LT°L .E ).
- Etat de Uibbs

Pour tour AL 6 On porc ZA la @-alegébre géneréde par
D(Be, teRYois ac A et inic.

Un état de Cibbs avee potentiel ext défini comme un état tel Que pour

tout @, EQ 8c A | 1a probabilitd conditiomelle de 1'événement
@(%,'Qeﬁ Y par rappert & la G-algdtre zi( @ -aleebre des
conditiony aun bapds) ost une fonction de la forme

FD(% eh 12 -Jp(ﬁaltg)r,("n\ s

T
dent

=~ Expérance conditionnelle ¢ Fenction de cerrélation

[
Solt F une oheervable, c'est-d-dire une fonction sur

& valeur dans  ®, on définkt Veepérance condstioanclle par

E(Flxn)=<¥F ;R-‘-SF p (%al2R) palday) 1D

On s'intérease A ces qualités dans la limite de voluae infinre (liwmite
thermodynasique [")],'

Remarque. Si 1'on considére un aodile et le adac modéle dana une jauge
fixée, L1 n'y & pas correspondance bijective entre les états de Cibbs

CPT-H2/9.4377




des deux sodiles.
Les quantités pon invarjantes de jauge ont une expectation aulle.

- Parasitre de Wilson

Soit CI..T le bord d'un rectangle de disension Lx T on
appesle paramitre dr Vilson 2'espérance de 1'observable

wee) = F{*C}

Wilsen [b] a sugréré que V(L) o 1im - J_Logewle) 3  calculé dans wne
théorie de Jauge pure donneit le pount;l:l physique entre ler quarks
séparés par une distance L.

1.1. QUELQUES RESULYATS SU% LES MODELES DE JAUCE

1.) Propriétés "Haute Température®

{supporons tf - ? pour tout pl.

Les propriétés "haute temperaturc”, c'est-b-dire petit, ont
€té parml les premidres étudiées en utisisant les développements pertur-

vacirs [3 ()0 5}

Pour les modiles *spin-spin® (1.12) (L.13) (1.14), &1 et connu Qu'd
haute teapérature 1'entrople domine Lidaergie et le cystlee est dézor-
donné. Mathimatiquement, cela se tradult par le fait qu’il existe une
teapérature T telle que i T, > T, L'ensemdle des états de 3idds
se réduit & wn point, les fonctions de corrélations sont analytiques en
T. dans 1'eosesble [, +o[.

Pour les sodiles de jauge, ces propriétés restent vraies, et les dévelop-

cry-82/e.1277
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pements perturbatifs ont montré qu'd haute constante de couplage (Q petit)

RYLT
W, > s Al

w{c) érant le parsmécere de Wilson et Kq‘\ une fonction de ? .

1.3b) Quelyues Propriétés des Hodeles Ususls 2, U(1), SU012)

- En dimension deux, les modéles de jauee usuels (1.9) (I.10) (1.1})
sont triviaux. Par exemple, pour e modele lsing Jauge (1.9), en dimen-
sion 2, 8l on ne place dans la jause axiale, on %¢ raméne A des modcles
d'Inineg unidimensionncls dcécouplés,

~ En damension 3, pour le modele I couplé i un champ de matiere,
8. Hiracle-Sole er R, Marra [I(v] ont ¢tudié en utili<ant la dualité [17]
[l!‘] tes propriceds dlanalyticieé des fonctions de vorrélation.

Plus précinément, 1'énergle ayant la forme suivante :

ob Ginyz=*t1 Vinn'y: = 4
fkh [ dans les régions D P les fonctions
?, de vorrélation sont analytiques en F' f-r
et
ljl

N KTl

Y en D ¢ WEID> n o

ﬂsh

Figure 1 en D < WEYS &~ o K'(TeL)

Ce:i montrant l'existence d'une transition de phase (voir sussi [19]).

cPT-82/P.1377




- en dimension ] pour le modéle V(1) (1.10), 4) a €té montré que :

. KT leglL
< WeY> £ & 3
Ce résultat a d°abord été wontré par Glimm et Jaffe [20] pour T o> L
et A basse tempirature. (La méthode utilisée est une généralisation de

1la méthode de Mac Bryan et Spencer [2!] pour 1'étude du rotateur plan
en dimension Zj.

Ce résultat a été démontré par Kuns [22] en utilisant les inégalités de
Ginibre [23] [24]. En effet on peut montrer que

- - T
Lwiers & (€ %.3.%Y
ol (E:- i:) est la corrélation A deux points du rotateur bidisension-
nel. 1

En utilisant & nouveau les inégalités de uinibre on peut montrer que
- - toa L
¢ .8 > g @ 2

Pour les modélen rion abéliens, J. Frdhlich et Dunhus [25] ont développé
une wéthode générale de comparaison de modile de jauge en dimension dt
avec des modiles G en dimension d . Ily ont ainsi obtenu que pour
le modéle SU(2) {1.14), en dimension trois et pour ? suffisamment
petit

~KT.
<WEYS>S £ &

Pour cette partic, nous nous sommes inspirés des articles de
références unuels pour 1'introduction sux modiles de jauge : K. Wilson
[6], R. Balian, J.M. Drouffe et C. Itzykson [3 [lg. F. Guerra et coll.
[26], A. Jaffe Iq s K. Ostervalder et E. Seiler [27] [29]. J. Kogut et
L. Susskind [28] [12).

(2]

cr1-82/™1377
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1.4. NOTATIONS

Pans le Chapitre 2, les problémes étudiés ont une symétrie par
rapport & un axe. Il est pratique d'introduire les notations suivantes :

Liespace discrétisé l‘ est rapporté & un repire orthonoreé (Qt, x, y).
Un site n est repéré par trois coordonnées cartésiennes : mp(t, x, y).
On définit la distance d'un site nm(t, x, y) 3 l'axe O¢

de la mani¢re suivante :

- 1(0&,!\.\ = lu—'f[l'-l,l'ﬂ&

On définit 1'opération Proj(n) : projection du site n par rapport a
1'axe O% sur le demi plan :{x “0,y 2 Olde 1a manidre suivante :

Y=t
P-ué (t,a.,-:) = (t',ﬂ:,j') n'zo
Ina's J (ot,'\-)
On note nt"_(o) e site (¢, o, 4)

"t,f (s} tout site tel que rm(nmun - "t,[“n

-1
On note Proj { ntt(o)l 1'ensemble der sites n

t,t(s"

Les variables de liens seront notées

[
xw (¢t x4 b}
x (boxg; bmeny) = =" (exy)

* (t,ﬁ,-: ;tql,x,:)

[

x (g.;,.s ; t,z,\aql) =z x4 (g‘x“\
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On notera Y"’ ‘(e) 1’enscuble des liens ‘“Q.l")' el (a*)) ob nﬂ.(u)
et 114(5') sont plus proches voisins et

-uj (“\-C‘"") - E.j (e (4‘)) g (0
On noters {X,L '1 llensemble des lliens dont la projection se réduit
A un point,

- Soit (n(l). n'(l)‘ un lien tel que Proj(n{s}) £ Proj(n'(s)).
On définit la projection d'un tel lien de la maniére suivante :

T’{ (rne), ney) S o (Rj(ner), Rej(aeh) )
« On notera (n '.(l). LI (8)) les liens dont la projection est le

len ( n, P LT (o))
- On notera (n (s}, n

“"Q (8))) les liens dont la projection est
ne l(o>. tor, C (0)
Soit p une plaquette pw ( L n.) , telle que

Toj () # Rej () tlants e 4]
+)

dn définit la projection de la plaquette p de la manidre sulvante

Rej(e) = (Pejeny, Bejton, Rejinny, ?».m.\)
- On noters Q“@\

toute plaquette telle que

?nj (Q."'(b\) = !(o) l\*""( Y, w ‘“lo). n Le)) 13 Q“Lo)

(8)) = Qt.‘!( )

-~ L'ensemble des plaquettes
vera appelé tube ’t,t

Q * i el

(s) telles que l’roJ(Q

St 5t

cPT-82/P.1377
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Figure 1.2 , tube Qt'!

- On notera Ry, {n)} toute plaquette telle que
’
?“J ( R"! &ﬂ) = ( 'B"e(°) ’ "1“.‘(0) )
1'ensesble de ces plaquettes sera noté Re ¢
(]
- On motera S, (s) toute plaquette telle que
"

Pw‘ (st't@‘) = ('\t:t‘O) ’ nfﬂ,'-t“)

1'ensemble de ces plaquettes sera noté S

e’

ceT-82/P.1377 ~
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IT1. MODELE A SYMETRIE LOCALE CONTINUE EN DIHENSION TROTIS

111, INTRODUCTION

Il est connu que les moddles "spin-spin" en mécanique statis-
tique possédant une symétrie continue rn'ont pas de magaétisation spon-
tanée en diwension deux par opposition au modéle ¢'Ising. En utilisan=
1'argusent d'onde de spin, Mermin et Wagner [l] ont montré ce résultat
pour le modéle d'Heisenberg. Ce résultat a été généralisé par Dobrushin
et Shlossman [2] qui ont montré 1'absence de brisure spontanée de symétrie
pour une large classe de modeles ossédant une symétrie continue. Leur
méthode permet zussi d'obtenir la décroissance des fonctions de corré-
lation & deux points en fonction de la distance. La méthode consiste 3
réduire le probléms 3 un probléme unidimensionnel. Le résultat est alors
une conséquence du théordme central limite {(pour les depzités de proba-
bilivés) pour des variables aléatoires non ldentiquement distribuées sur
le groupe U(1), démontré par Statulévicius [4] (Ce résultat a ensuite
été arélioré par Shlossman [3], la convergence étant reeplacée
par la convergence uniforme).

Dans ce chapitre, nous construisons ur argument analogue pour
les modéles de jauge en dimension trois. Nous en déduisons que pour toute
valeur de la constante de couplage et pour une large classe de potentiel,
le potentiel de confinement st logarithmique ; le groupe considéré est
U(1) ou un groupe dont le centre contient U(1). Nous espérons générali-
ser ce résultat & to' . groupe possédant une symétrie continue.

L*idée basique est de construire un cnsesble de solénofdes
aléatoires par une transforma.lon du moddle origimal : on considére un
espace des phases élargi constitué de 1'espace des phases du moddle ori-
ginal tridimensionnel et de 1l'espace dea phases d'un modile de jauge
bidimensionnel, les variables du moddle bidimensionnel agissant sur celles
du modéle tridimensionne). L'effet de cette transformation est d'ajouter
un séme champ magnétique aux différentes plaquettes d'u!'-in tube, de

(2]

2 -
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plup elle oe rédult A une trancfornation de jouge our les autres plo-
quetteo (“g,l(")' Se Q(n))- Sur une doucle ferude, 1'effet ent d'ajouter
2

) 1o circulation initinle un one flux qui est la circulation du cedile
bidicensionnel,

Cette tranpfornation est décrite dans le porographe I1.2. Bans
le parngraphe 11.3, on contre que la densité de probabilité opoociée &
cette circulation tend vers une densité umiforce.

De cette propriété on dédult (11.4), le conportenent du parooitre de
Hilson.

Les hypothises sur le potentiel gont leo ouivantes :

A) lavariance de jauge
8) Cz différentfnbilité.

a
sett Acz®,x, € G, C &tant un groupe dont le centre contient-
v, 4, 4, deux liens de N .

On définit l'action de¢ G'sG* sur 6  pour G' = U(1)

2, 2 () o« 4.9,
(@, ayear] - S, 2 (W) s £
) ]ﬁ * :r.t{’) % 3411:

L1048,

. (©, .
ot N, :e € d L, O - ‘e"e,u.u)

- G

On suppose
2R ¢ {a,.4 w, | & WK 1.1y
2°, 29, CRANA n,‘( 4) ¢ ]
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C) On suppose le potentiel de porvée finie, c'est-d-dire qu'il exior:

4. 1cq<c tel qQue A (x)m 0 lorsque d(A) 3y 4 (d(A)
étant le “"diemdtre® de A ).

D) Convergence et mesurabilité

Solt A€ z* |AJ€ w et ACA . fonction v (x,) est

supposée '6“ « mesurable, et 1'intigrale

Jl e o (.-A «ain) ."A(J =a)

converge pour tout A\ , A C A et LTYAL gha |
Pour des simplicités de notations, nous étudions tout d'adbord (11,2, I1.3,
11.4, 11.5), un potentiel vérifiant de plus l'hypothése E. Le cas géné-

ral étant érudié au paragraphe (1[.0).

E} ',,(’"A) ® 0 st A n'est pas unc plaquette. L'énergic e3t alors
de Ls forae

u'n (‘A) = f§’\ Jf ("f)

11,2. TRANSFORMATION DE L°ESPACE DES PHASES

Soit 1'ensemble des liens intérieurs au parallélépipide
(oses'r'. eLgmgL ;-Lgygl) T, L€

soft A’ el Que A ¢ A'

cPT-82/P.1377
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1.4

On considire l'cnsesdle des variables aléatoires sulvantes

. &“ . {a(t,l;t.l,[ ).t elor4], telo,Lq] /nf‘(l,,{_’. tes,t) = a (teg, 11, 0) s

WT

R e um'
ﬂ.‘. { G(t,f‘- t,'u) . te [4, r-l] ,t €[D,L-1]/a:‘(t,¢‘- 2.!0') - ﬂ.(t‘t";t.{) '&

e um" -

4
les variabdles Rr Q‘ (V) a, sont les variabdles d'un moddle de jauge
bidimensionne) (volr Figure 1.1},

"1

1
| PO

: ——— —a (e k)
1 — ‘ d

. : altt;t12)
emgemt- bl b e m e, s e~ P———‘:-———-’

: t T e

.
On pose n-e"I

Figure 11.1
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SIS S

Soit x, wne configuration. On note ,L x, la configu-
ration obtenue epris la transformation suivante

* ('l"‘l\\, 'Ltol,tl‘) ) —R; a (t:!i "“Jt) ‘('\“. ®), '\-‘",t t4) )
pur by fod,...Ta] L t={o4, 4]

pour tout lien ('\‘.!(e\,\‘\‘(ﬁ) g Rej{eae ] (St
x(o®hnn ) B (BhLELY x (@M a0 )
pour b ¢ {4,:, ...-,1'..] , s [ o,a., \.4}

pour tout ther (01,0, ) 48 qes Ry firy g0, n ] = (00, 01)

voir Figure 11.2.

— a0 fe3))

oo pe
{757

Lo
/ : a(t tat)
. T A onn,®) e _L_
- L
/ IS S S

€t tet

[

o



T ___ n _(4) A (‘\\)

( (A tted

Figure 11.2

On a donc un espace des phaves élargie ol sur chaque lien est
définie une variable aléatoire x(n,n') et une variable agisssnt eur

x(n,n').
Sur cet espace, on considire la densité de probabilité suivante

o w (A=, zon122)

s 2

JUENAEHE

p(dR) I:w‘. ¥ r[l.(gt‘.t.‘,!)]} [:1'-: ¥ r[“(’"'“'"‘)ll

r(‘b) &tant 12 mesure de Haar sur U(1).

Aualysons s contribution de la transforaation a sur l'énergie.

a) Sur les plaquettes l‘ 3 (s) 1a transformation se rédvit & une
(]

cPT-82/P.1377
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transformation de jauge.

En effet, soit p = (n‘, Res O, 0 ) une plaquette at,t(')' alors

Ji [l' ) _ﬂ_'.. Jf (‘u}. x(ny, LS PR (u‘l“'}nul'l x (nh"J 2 R (M) )
avec a.." = a')_;‘

Par la transformation de jauge suivante,

PR TDPREN TN P POT v v w - - mn g

K, aln,n) -ﬂ‘: « T
telie que N, cn,

-t
Rin, n; Qiy x(an) R2;
~)— ) R P

il est facile de voir que vy me dépend ni de 8, nide By s BT

donc 8i p est unc plaquette “Q‘ (s), alors
% (%) 2o o ()

Pe méme, pour les plaquettes de type Su(s) la transformation se
()

réduit & unc transformation de jauge.

Remarque. Ceci est vrail parce que les ¢éléments a et x comautent.
b) Les plaqucttes Qt ‘(s) ne transforment de la maniére auivante :
'’

"'gtu"‘) "t'l,!nh)

Seit q\t") =

"t “

alors

cP1-82/P.1377
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asew

z(my ), ny,, 0 ) R, a(tl;tel) x(nyele) ; My t))
x (l\.‘"'t@\, L éﬂ) L a (ol tate) x(t\"ﬂ @y, “h\,‘ﬂ(“)

x ("’hn, o, '\'!"l“l) L a (te,tn, £t x (Agerge 4 “1.,!«(“ )

—
X (Aep, ) ) R a(eta;e) = (U, )

1
;
b
|

¢) Changement de variable
a (bt ) = Ko Ky,
Dl ) e B agettn) ALt
by ® o’ (4,0, e,t) o' 7( R0 e, b))

En posant b - e‘. B\' » ON peut remarquer que ce changement de
variable Col‘l‘;lpond 4 "B « rot A",

Par transformation de jauge, il est facile de voir que, apris transfor-
aation, ¢ dépend uniquement de b et de x

Q&W L LX)

g ALy
2 (Zaye) '!z“@ LNy "Q“La))

La Figure 11.) résume la transforsation

cPT-82/P.1377
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T(Qum) — ¥ (op, Q)

TR YY) — & (R o™ beye a (bt 0)a(tnltals)
( t" ) ( tlf ) t‘ -8 (h\‘(ui t'!tl’l(tlf.li(,()
L—— 7 (Spptr) — v (8,p)

Figure 11.3

Reearque. lorsque le poteatiel est le potentiel usuel défini pov- (I.10)
1'effet de 1a transformation est d'ajouter & chaque plaquette Qt,f(',

le méme "champ magnétique” By, .

5t xlnn') € VU(}), onpose x = et

Alors la transformation s'écrit X - X¢A
et doac “rotX* e "rot®eA" = "rot X ¥ + "rot A"

- frot X “ e B

[ 1% [ L A ’QQ“@) 1l ] — [K (Dﬂs'(ﬂ‘lo 3*‘ ]

Aprds 1a transforsation k 1'énergle s'écrit donc de la
sanldre suivante 1

cPr-82/P.1377
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-1

u'(n- ) AIA"A)’ Z. uw ( bt! :Qt)

=0 t:e
T4 L Tt Lt
E;Q:L:u'(’kg!) Z éu"(ﬁ' ) U(= /Px») (11.2)
ob w(b,, = ¥ » Xg W)
( G Qg ) a@)é Qe ("gt Q¢
u( 1’-& ) “H)ER v ( gy gt )
8 CISH—) :S;P‘Esu v (zS“w )

L
2—, u(b;! ’CQ ) ¢ LRR)XR ¢ xR (L

28,

en effet ll(b',.l Q ) est ls somme: de 4(2@+1), termes dépendant

de 'Bt.l » chacun de <-| termes a une dérivée seconde par rapport &
Bu bornée par K (condition 8 sur le potentlel).

Nous analysons dans le paragraphe suivant les propriétés des variables

aléatolres ﬂ, .

11.3. ETUDE DES VARIABLES BIDIMENSIONKELLES

Considérons la densité de probabilité suivante

r(;ut"-t’-\.) =

e (Rzn v, 1 22)

J ’J(J&) E-u' (G TP E D

cer-82/r.1377
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en utilisant (11.2), on obtient :

P (CEEETS ) = p (81 2, 25) (11.4)

b1l

pCBImem) = T pre (butlzay)

oS CBetxau)

- (b'-t . xQ«,!)

I r("“’i—,i) e

rt:! ( bt,‘ ‘x%,l) =

La densité de probabilité p(ﬂ:ﬁ; Xz ) t sssocide & un
soddle Jde jaure bldimensionnel. Les variables aléatoires 8,“ sont
indépendantes et »i q est 1a somme des variables aléatoires ’6“ f
alors la densité de probabilité associde A l.f est le prodult de
convolution des densltfl de probablilisé P (bt.(l x Qll)' La boucle
de ¥Wilson usuelle ¢ e“P) st associée & la fonction -~’-qct£rlutique
de la denstré P(Y ob X4 &P .

Remarque. La somae des varisbles at,t est 3gale A la somme des va-
riables  A(t,R , tel, 2 ) our le segment (t w O, €20, ¢ T, 8o 0).
Théordme 1

Tt (b

T
soit § ol “’t,t et soit p{hd:%) aéfini par (11.4).

St pour tout p ?‘ 'P , alors

~e(pX) Thal,
nax, | o @l 2emg)or| ¢ €HOTRY

c(?‘.’k’ } ézant une constante dépendant de et K .
£t Sl %,,5) dtant le produit de convolution des densités Pet -

CPT=82/pP.1377
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Preuve : Le théorime est une conséquence du lemme suivant,

St pyeeer, B sont des densités de dfatribution de probabilité sur
-

U(1) telles que ) {(s) & @ , alors pour la convolution des fonctions

p‘ nous avons

Moy ‘ (g2 p)®)-1 ‘ < (ﬂlg"x)lk 'ﬂ' (2- o} )

z ey
ct.[3).
Démontrons que N “‘ lau) < G
11 existe b - e! ! tel que

= "o LL(B
u(‘ Qg[) bt'-“') q’-!\)
4

en utilisant le développement de Taylor-Lagrange et 1'anégalité {11.3)

on obtient

° ¢ 11
Wby i%q,, ) € Wik To,) e 9—},—{ ]&“-Bt,tl
* 0
d'od j (U'Qt'r(“ !\ > ,u‘“!! "Q,.)I %"‘\"‘,@Lu\

. > GET)* o e

d'ob Pey (bt,! ‘zoﬂ) < GV

De cette finégelité et du lemme, on obtient pour p(}l r X
1'estimation suivante ¢

R')

crr-82/0.1377
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PCslmeon) ¢ [0t F (h )T

avec -(! [ C‘ ﬁ

on obtiem (11.5) en remarquant que 1 - oy £ e",' .

Interprétation du Théordme 1
Considérons la l-chafne "‘As formée par le segment A.B

A;{:-o,x-o.y-o} B.{t-'l‘.x-o,y.ol
¥

et ¥ une t~chalne telle que ‘“U '.AB soit un rectangle de dimen-

sion Lx T
rl
a
L
A —— h“‘ —— 8

-

¢ - »

Figure 11.4

’
Le Théordme 1 signifie que la clrculation ¥ étant fixée, on peut mo-
difier la circulation \'A‘ ou ce qui revient au wilme de modifier le
*flux® traversant toute surface s’zppuyant sur "AQU I" .

On peut s'intéresser & la possibilité de sodificr: indépen-

damment les variables de liens de "AB « Pour cela, on considire la
densité de probabilité sulvaute :

f(S""‘"‘Sv)' R.Lic(o,oil,o) £y, ) ‘g(gtoiq...‘.)gjt oy a.(r.n,o,-to)-sf}

cer-82/r.1377
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en utilisant le Lemme II et los propriétés du potuntiel, on peut montrer
que pour tout i -{l,...,‘t]

ke .
!eoo)lpcs’ -0l s et -

on ohtient ainsi

\P(‘s‘,....,s‘)l < (Io—.

11.4. COMPORTEMENT NU PARAMETRE DE WILSON

Du Théordme I, il est alsé de déduire le comportement du para-

mttre de Wilson,
Théoreme 11

Soit un potentlel vérifiant les conditions A, B, . D, E.
Soit l‘ un l-cycle rectangulaire de dimensjon L x T.
Soit p 1la densité de probabilité gibbsienne associée & U

P (=ex)

e— u.ct,\l] 1;;)

j e WO e
c(',n) Thel

zlors

(11.6) ‘[r(c!xr”r(x %) - (xr|z )'

et

Tyl
arn ]r(‘*r)ll;(ﬂ 2) - BF 1= € cc@TlY
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ﬁ(ﬂz;.) = Ral [=0r)-f %] = j',@zr) pCpie) SEnf)
Fxe 1=x) = [ ) PCS 1 %0)
B(f 1) =] pUdn) pGst b

Preuve : Solt l‘ le 1-cycle formé par les bords du rectangle de sommet
M, N, P, Q, od

n.{z-o.x-o.y-o}
Np ft-T,xe0,y-0}
Pz {teT. a1, yx0}
s {teoxat,yr0]}

~ Nous montrons d'abord 1'inégalité suivante

[rUs) | pGIze =) 1] <

cette inégallté est une conséquence de la formule
f(!"r‘ %) = j‘r(Jxﬁ'/r) 4 (G PV T =)
= [ pUsn) p(31nen) plxam ) miz)

“‘(p-")r Bt e

et de 1'inégalicé

[re3 ] P31 mem)-1] <

¢ c (P,K)T loa L

cp1-82/p.1377
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1.6

qul découle du Théorice I.

- L'inégalité (XI.6) est une conséquence de (II1.8). En écrivant doos
(11.8) :

T Tz
Pyl ng) o 3Tl =E)
(= b o2g)
{11.7) est une conséquence de {I1.6).
En effet, puisque le potentiel est invariant de jauge, la densité

p(x',|x;:) ne dépend uniquercat que de x{F ) (x(}) = - x{n,n'))
et donc ‘anse

Py [ %) = PO By V) = P (2L, 2120
Pr(§ fz2) = P(zrht;\')
Théoréme IT1

N

Nans les hypotheses du Théoréme II et pour C « U(1), alors

" . Leaq L
J r’U"r) ' Fr (+|z,;) -“, Le c(Br) Tl (11.9)

)T loa‘l-,

4 ; xL- 'C(P' .

¢ < ,:(r) <> < e (31.10)
Preuve : (11.9) est une conséquence de {11.7) en remarquant que pour
G = uQ1),

ARSI

(11.10) est une conséquence de {I1.9).

e et oy it

>

Al BT

i

En effet :

<) > = h’("*r) P | xr) =)
= IV(JIP) [P(x,,'z;\.)-i]z(t‘) + j P(JZP) =(®)
<[ p@e) | pCeeiz) -]
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11.17

11.5. QUELQUES REMARQUES SUR LA BRISURE DE SYMETRIE

Pour les modéles de jauge sur réseau, il est connu [u] qu'il
a'y a jamais brisure spontanée de symétrie de Jauge, la symétrie écant
locale et donc l'espérance d'une quantité non imvarlante ue Jauge est
nullé.

La situation semble a priori différente lorsque la Jauge est fixée.
Cependant, méme dans Ja jauge axiale, 1'espérance d'une variadle de lien
e-t nulle. L'argunent dit & F. Guerra est le suivant :

Prenons par exemple un wodile de jauge sur le groupe Z‘ en disension
d +t, 1'espace étant rapporté aux axes (t,%), X -{ LTI N

On fixe la jauge axiale suivante : toutes les variables dans la direction
t sont prises identiques & I,
Sur tout l'espace, on fait'la transformation de jauge suivante :

|
T,n') — ey Cra)yin) TSR e

avec SNiny = -4 pour n appartenant & la droite
{x‘- Xqg ® e -l~-0 ;
—Sthy s 4 partout ailleurs,

Pon: nous avons sultiplié par -1 les liens U‘“(t.o) pour tout ¢«
et pour tout x; .
Soit b et b' les conditions aux bords avant et aprés transformation,

alers .

Ca% (4,0) 5% = - ¢ T (h0) B

or & la limite the.wodynamique < . )‘ s £ . )‘

done e Loy = ©
On psut utiliser cet anl-e't parce que l'on change les ~~ndirions aux
o
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bords seulesent sur one ligne., Par exemple, 1) ne s'applique pas lorsque

1'cn se place dans la jange ®J® o toutes les variables de leins de

1'ensemble lx ‘(volr ootgtion p. [.18) soat prises identiques A I .
net

Remarque §

Pu paragraphe [1.2, i1 rfsulte qu'un potentiel wiriflant les
conditions A et E est ipvariant par la transformation R‘pur
a(tl; ta,t) iodépendant de £ et pour tout lien (e, ny,. ;0
d eppsrtemant A I lorsque © est U(1) ou wn groupe dont le centre
contient U(1) et lorsque & appartieat & U(1). Soit R’ eurre trans-
formation pour un certain t, fixf.

Leétude de )'absence de brisure spontanée de cette symferic pour un to
tixé est identique & celle étudiée par Dobrushin Shlossman dans [2). En
eClet, on se rasine au cas de [z] en faisant da transformation gulvante

«< (n...l!@) . “t..-,!"“') —_— 0 % ("e..t"" AT L )

1. {0'4'.... et}

A= (“'l'o,!“’ "hu.tt” ) ' {o,d,..,l.dls KXY

On peut donc conclure que cette syaétrie n‘est pas spontanécent brisée .
¢t donc gue les érats de Gibbs sont invariants par la transforwation ﬂ_ .

51 1'en s¢ place dans 1a jauge ®J° citée ci-dessus, l'argument reste vral
du fait que les variables cholsles ldentiques & 1, oe sont pas affectées
par la transformation. Ponc dans cette jauge, 1'cspérance d'une variable
de lien oot égale ) séro.

Remargque 2

$i 1'%n constdire wn modile dont le potentiel est défini par
(1.8) (sodile de jauge pure wsuel) sur un groupe de Lie compact annexe G,
on peut obtenir wn résultat snalogue dans la jauge J  (toufours en di-
acnsion J). En effet, dans cette jauge, le potentiel est invariant par

cri-82/c.4377
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1a transformation suivante :

pour tout llea (8,0') ¢ x(n,0') s SU(n} xln,a) L (n*)
avee Q(n)s L @x,y) indépendant de x et de ¥y, et SLapparcemant & G.

Il est possible de montrer que pour t fixé, cette iavariance n'est pas
spontanésent brisée en utilisant la wéthode développ.e par C. Pfister
dans 5] ou celle utidisée par J. Frohlich et C. Pfister dzns [6].

11.6. LE CAS GEWERAL : CAS D'UN POTENTIEL DE PORTEE FIKIE

On considire un réscan J-dimensionnel .,

Le potentiel vérifle les conditions A}, B), C), D) (volr 11.1).

Aot e parallélépipide (0 g t ¢ 4,T) AL g x g d, L,
-4 Lgyg dL) ysolt A telque Ac A

On considire R L'ecn=eable den variadbles l‘P d € [o -,_4]
aglssant sur x, de la manitre sulvante : f € t‘. L-4]
sl te o dg
et i (P_n 4, ¢t ¢ ¢4
< (num '"'e.s,l"ﬂ) -i_t_. *up * ('\“03 , "'e..,(m)
por o € [o,7T.47
P € (o, t-1]

La transforsation &, contribue dars 1'énergie d¢ la wonilre suivante @

CPY-32/P.1377




— -

u_(&«:h A/I\|x ) =

Z Z ‘)Jn (o"ul a'; u"" )
p p “uf
4 MQ‘";&: confinnt e ’

"ot une J-Qd"l.
* % z 0’“ (IA) ¥ “ﬂ? ) ";\(zﬂj
GE fanQy gl ™ whet =
{P“AQ;‘;:& Uu.u-i {Anzx,,;,l

En effet, sl A ne contient gas de plaquette Q. J, ".(A) 11 est faclle
’

de voir que la transforsation se réduit ) une transformation de jauge

en resarquant que

o x(a,n)a's n(a,n)

pour la méme ralson, sl l'intersection de A et Q“_'F‘_ contient

au moins une plaquette Q ST TR () . alors v“ ne dépend que de

d'd" °'d,"l
En faisant le changemtnt de varisble

L" s a,p o f" ¥ae {014 VF € (o,L-1])
bd,l. s .(,u Yde Co,v1]

1'inégalité (11. 3 ) reste vrale en remplagant C (K) par C (K d,).

Le reste de la démarche est alors anslogue & (11.3),(11.4), (11.5). On
obtient ainsi que le parsmdtre de Wilson est borné supéricurement par

< (% p,d) Tgl

cPT-82/P.1377
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11.7. concLsto

Nous avons donc wmontré le confinement loga: ithmique & trols
dimensions pour une classe d'interactions asser générale et indépendam-
ment de la constante de couplage comme une conséquence de la symétrie
continue de jauge. Nous espérons montrer ce résultat pour tout groupe
de Lic compact connexe. Dans ce cas, on est conduit, en utilisant la
méthode développée dans ce chapitre, & étudier des modiles G unidimen-
slonnels non linéaires comme dans [7] .

Le résultat attendu lorsque le groupe de jaouge est non-abélien
est un potentiel de confinement linéaire. Cceme nous )l'avons dit dans
1e chapitre I, J. Frdhlich et R. Durshus l'ont montré pour P suffi-
samaent petit.

Ce problime est tris proche de celui de la décroiasance exponentielle
des fonctions de corrélation & deux points du woddle G° . Recemsent,
une approche inté vasante s été falte dans cecte vole : une décrolssance
suffisante des fonctions de corrélation ¢ -b..&-‘): %< _'%:“(cb d ent

la dimension de 1'espace) impligue une décrolssance exponentielle,

volr [8].

Ce pésulta a été démontré par Simon, Atzenman, tieb [0], [t [11]. ea
utilisant des Inégalités de corrélation. Dans fe chapitre suivant,
nous étudiona ces propriétés pour les modiles de jauge, le groupe de
Jauge étant Iy
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111, 24 : LINECALITES DE CORRELATION

LII.1. INTRODUCTION

Dans ce chapltre, nous généralisons (paragraphe III.2) 1'iné-
galité de Simon [9]. (p. 116), sux modiles de Jauge. Nous montrons
(paragraphe 111.3) des propriétés de smonotonicité des boucles de ¥'ilson
(décroissance avec la surface), La démarche est analogue & celle vriliséde
par A, Messager et S. Miracle-Sole [u] pour montrer la décrolzsance
des fonctions de carrélation & deux points dans la dlnvance, pour les
modtles spin-spin, De atae que dans [lz] , la validité des inégalites
de Lebovits [13] est nécessalre. Au paragraphe 111.4, nous donnons une
application de ces inégalitéds.

T11L.2. INECALITES MF_SIMON POUR LES MODELES DE JAUGE

Le potentiel considéré est le potentiel défini par la formule
(1.91. Le réscau est d-dimensionnel d 3 2.

féfinitions 1

- Solt “ un i-cycle H,N 2 sitez de I‘ « On note “ F ".d“;
LR LRLRY
- Solt [“‘ ] un enveable de f-chafnes tel que oocut tout & &ppar-

teant & 1, Mef '3“.; [H,N} r.f ,“ , "I [ 4 '4.

1 ¢nt un ensemble d'indices.

- On éira que {I'lh; sépare “ sl pour toute surface § telle
que 9%:V 1 existe k tel que l'.lﬁ s,

- Soit § une surface, c'est-b-dire un ble de pl tes, q
plaguetts pouvant dtre recouverte plusieurs fois. Seft n’ le nombre

cPT-82/P.1377
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de fois que la plaquette p est recouverte. Soit f une fonction
snalytique des variables ff . On note

z
'Bss = ‘3 te " évaluée & Ft-o pour tout p

- 60it 8 et T deux surfaces telles que T &S, Soit R = S/T,
on écrit 8 « T ® R, alor: pour la formule de Teibnits, on a 3

'Bs(_fg) = 2 L?Tf\(’aas) i)
T@Rls

Théordme X

Soit U donné par la Cormule (1.9).

soit ' un terycle p=toll

Solte {rd.‘t un snseable de t-chafnes séparant le t-eycle * (definition 1),
alors avec les notations de la Définltion 1, on a

<6y & ﬁ“‘”‘f"’-‘ s <a) ey 5> ana
[}

oh &+ P est Ltespérance dans le volume lafini avec les condictlons
aux bords iibres.

Preure
La preuve est similaire A [_9] en remplagant les graphes par des surfaces.
Solt
., = Z L L=l c.'"},/ . z.<¢"";°
o Tomyea ) L

t

2E) = B < st 5 < A ')

- <5, <o e,
CPT-82/9.1377




pulsque f est analytique, L1 suffit de montrer que

'QSP >0 (1.3

pour toute nurface S.
1) est faclle de voir que

3 -
(1.4
P <cadle D s sat,!‘
ols S est la fonction de &Kronecker.

Considérons une surface S telle que @S = [

Alors 1) existe k tel que f‘ [ S . et donc k1 eniste s_‘ et S‘
teis que

sdugq avec “\).
{75.- vt

Noun avons en appliquane (111,.1)
Fleetyiniet s ch)e) ety - ae®y, ity €% 5 )

_“.ezl SS'BK)S 'BR;)S - Z s 1T/ ?Tg,“

(18808 1)

Le membre de droite de L'inégalité (L111.5) esv égal 3 2éro. En effet,
par la formule 3

T v by
ob O est 1 différence symétrique.
'I" - l"h S‘
1§ ¥ a une correspondance une d une entre R.G R‘ S, et 1@ T, -5

et donc une annulstion terme par terme entre les deux sommes, cecl prouve
(111.3) et done le théorime.

CPT-R2/P.1377
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111.4

111.3. PROPRIETES DE MONOTONICITE DES FONCTIONS DZ CORRELAVION

tThéoriae 11

Soit U donnée par Ia formule (1.9).

Soit 8 wune surface plane simplement connexe ez P(8) le plan qu'elle
définie.

Solt (M,N) un Mende D5 =Y tel que toutes les plaquettes de S
soient dans un atae demf-plan par rapport A la droite 5‘.‘ définie
par Je llen (M, N),

Solt ?,‘“ 1'ennemble des pluquettes contenant le lien (M,N)
l?“,} » 3(d-1) ob d est la disension de 1'espace.

solt p, = RuNs.

Alous, pour toute plaquette p de G"‘ p# P, + ®t avec des conditions
B
aux bords libres ou périodiques

 TMNTRYY € £ TN > (111.6)

< oty > & () cPRY > (.

Preuve : La méthode est analazue & celle utilisée dans [ﬂ].

L'.dée consiste A consldérer le systime de varlables comse deux systimes
s:métriques par rapport & 4 hyperplan apoelé hyperplan de duplication
et d'utiliner ensuite les inégalités de Lobowita,

- Nous démontrons tout dtabord (111.6) pour p appartenant au plan
P(S). Pour simplifier les notations, nous choisissons 1'origine de telie
sorte que ‘:b“.‘ solt la droite définie pAr{ x;»0 Y141 3 et que
S solt dans le deal-plan i =0, ¥id1;2 x, 2 o].

” *a
"

LY Figure TI1.1

cP1-82/P.1377




Soit “(‘;.*) L'hyperplan { ats -i. l

Chague site x -{x‘,..., 5,1 tel que x*3 0 a un symérrique par
rapport & l'hyperplan H(x% = -i. ) Que nous noterons X

w=fate, ad] e ‘={t‘,-(="\),..-..-.‘3

Nous choisissons la jauge axiale sulvante :

.
Pour tout x , 0"'(:.) a4

s E‘ N
o T (w) = G‘(n.‘, “‘r"‘:"“"“i 1.“....’.‘.1,... g‘)

VU s‘dcrit en fonction des variadles q":(:.) et (r"zg) .
On pose
< G‘z‘. =
fee) = TR0 (B
¢ ! x'.
3‘(:) - cr(z):tr (%)

On peut alors véiifier que U ent ferromagnétique dans len variables
p et q (ceci ent vral parce que l'interaction entre les deux systimes
est A deux corps du falt que 1'on s'est placé dans la jauge axialel.

La quantité

(1) - S TOP) = Gt T M) [TCRN) - (1) T (2p) ]

p'eaprime comme une somae de termes de la forme 'llT fc E q‘:

Nous sommes donc dans les hypothises des infgalités de Lebowits [ll]
Qul awsurent que

<P‘q.7 > e P.‘:\':Ar‘j

b .
98 ® (cnl:
cPT-82/P.1377




on peut donc conclure (I11.6) dans ce cas.

t
;
.
{ Dans le cas ol p n'appartient pas au plan P(S), on choisit
: . successivement les hyperplans de duplication et jaugescorres ondantessuivants :
] H : :" - 0% avec la jauge axiale de direction x‘

i i

X - -i avec la jauge axiale de direction x

T Py

pour 1 e 3, 4yeoe, Ao

Pour démontrer (111.7), on choisit I'hyperplan de Juplication

x* -f, , et on se place dans la jauge axiale de direction x&..

La quantité (M) d'('af.) - O’(l‘) atécrit alors comme une somme
de termes de 1a forme fe W, 9 . 1'application de 1'inégalité
de Lebovits implique alors (I11.7).

111.4. APPLICATION

Pans ce paragraphe, nous montrons une application simple dea
Inégar\tés précédentes. Nous montrons que pour certaines conditions sur
l'expectation d'une plaquette, le paramitre de Wilson a une décroissance
en aire. Pour les modiles de jauge, 1'inégalitéd (111.1) ne permet pas
de ramcner cette hypothise directement & une hypothise sur le compor-
tement des fonctions de corrélation comme cela est fait dans [0]

Solt ¥ wune amurface rectangulaire de digensjon L x T,
& étant un Lien, on pose

W L <o) >
f,p)!

CPT-82/P.1377 »




Si pour tout «E e W “t Z 4 .

~NL.T
alors £ ¢(_'3w) > € &

ou ). = . i_ Z L-a “t
LsT fed

d, ¢tant un ensexble de liens de ¥ tei que l-l.\ eLsT

Preuve : Soit Q. un lien de B3 W

En appiiquant 1'inégalité (I1I.1} A ¥

avee {H.N}: 'Bt.

LY R R

(1'ensemble {?ph. If)f. } sépare LY ).

On obtient

CoPN) > € 2 & T(MYTP) > < T >
Ble>t

en appliquant les {négalités (I11.6) et {II1.7) aux quantités
& T (2wWwY T (¥ >
ou p contlent -‘. , On ootien:
TN T (IPY > & LO(RWITORIY Y = ¢ (9D >

ot 9, est la plaquette appartenant & ¥ ot contenant ’. , donc W'
conclent (LxT)-1 plaquettes.
On obtient ainsi

ST > £ < T(owy > Hy,

En réltérant cette opération (LxT)-1 fols, on obtient Je théordme.

CPT-82/P.1377
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I18.9. CONCLUSEON

fons le cas de groupes plus généraux, les irégalitds
citées dans ce chopitre ont &té déoontrées pour des potentiels
A deux corps. Par exenple, leo inégalitéo de Sloon sont vérifides
pour le codtle @ . La déoonstratien [!0] eat baasée sur les ldenti-
tés de Yard et les inégalités de Lebovitz. Le fait que l'interartion
gso.t aspociée A un prodult acalalre Joue un rdle crucial. Pour
la céne raison, lec inégalités de ponotnicité sont vérifiées seule-
ment pour un potentiel assoclé 4 un prodult scalaire eantre deux
vecteurs de R™ de norme 1.

Réceonent, Boel et Napteleyn ont dérivé un ensenble d'i-
dentités et d'indgalités appelées A -identités ( A -inégalitén)
pour le ooddle d'lsing. La néthode utilisée est trds interessante
par le falt qu'elle donne des conditions nécessalres et suffisantes
pour la walldité de ces ldentités (inégalités) , de plus, elle
a'opplique ou Hoddle d'lslng généralisé et est musceptible d'dtre
généralisée 3 des gprouper plus généraux. Ausxi, Ll semblerait 1nté-
ressant d'approfondir cette érude dans le cac des poddles de Joure.
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RESUNE DE THESE DE TROISIEME CYCLE

Jean RUIZ

“Aspecte protabilistes des théories de jaupe sur véscau @
Froblese du confinement et inéralytés de corrélation®

Ce travail xur lex théories de jauge sur réscan dans le cadre
de la eévanigue statistique ext diviné en troix parfies

Le premier chapitre est  intreductif ¢ Méfimition, formalisme
et résultats importants.

e deusatee  vhapitvr  développe  wne  wéthode  gratabilinmee  qui
permct de sontrer le confinemaent permanent en disension 3 dlespave
teaps pour lex modiles de  jauge défings sur le groupe Ui1) ou
un groupe tel que son rentre contient O(F),

Le troasiéee chapitre contient des  jedpalités de verrvélation

pour ie ecdele Ising  Jauge détan sur le groupe diseret :2.
WTS CLES ¢ Wécanique atatistique =« Théorie de jsuge sur

ros - Conf lneaent - inégalivés de
corrélation.
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