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i)

“The beginning is the most important part of any work.
“Geometry existed before creation.”
— Platdo (427 a.C.— 347 a.C.).

“ The product of mathematics is clarity and understanding. Not theorems,
by themselves. ... In short, mathematics only exists in a living community of
mathematicians that spreads understanding and breathes life into ideas both
old and new.”

— W. Thurston (1946-2012).

A leitura do artigo “The four vertex theorem and its converse” de D. DeTurck, H.
Gluck, D. Pomerleano e D. Shea Vick e do capitulo “Around the
four vertices Theorem” ( , Lecture 10) do livro de D. Fuchs e
S. Tabachnikov, motivou a elaboragdo dessas notas.

O Teorema dos Quatro Vértices (TQV) tem uma longa histéria. Em 1909, S. Mukho-
padhyaya provou a primeira versdo: uma oval (curva plana regular simples, fechada com
curvatura estritamente positiva) que ndo ¢ um circulo, possui pelo menos quatro pontos
extremais da curvatura (dois maximos e dois minimos locais).

Esse resultado foi generalizado em varios contextos e ¢ possivel encontrar varias pro-
vas diferentes. A. Kneser, em 1912, provou o teorema para o caso ndo convexo. W. C.
Graustein, em 1937, e S. B. Jackson, em 1944, estudaram com mais detalhes a localizac¢do
dos vértices em curvas fechadas regulares ndo necessariamente simples.

Outras provas do teorema surgiram usando propriedades analiticas ou geométricas
(circulos inscritos bitangentes). Mais recentemente, em 1985, R. Osserman, obteve uma
relagio entre o niimero de vértices de uma curva simples fechada de classe C? com o
nimero de componentes da intersec¢ao do trago da curva com o seu circulo circunscrito.



A reciproca do teorema dos quatro vértices para o caso convexo foi provada por H.
Gluck, em 1971, motivado por um contexto mais geral (Problema de Minkowski generali-
zado) sobre a existéncia de esferas no espago euclidiano com uma dada fungdo curvatura
Gaussiana estritamente positiva.

A reciproca no caso geral (sem a hipotese de curvatura estritamente positiva) foi pro-
vada por B. Dahlberg, em 1997.

O Teorema Fundamental das Curvas Planas afirma que a curvatura € o tinico invariante
geométrico local das curvas regulares, restando assim investigar propriedades globatis.

A literatura sobre o TQV e topicos relacionados ¢ bastante ampla e cada abordagem,
seja analitica ou geométrica, revela novos aspectos e propriedades interessantes sobre as
curvas planas. Assim sendo, podemos afirmar que o TQV serve de pretexto para intro-
duzir ferramentas matematicas poderosas, muitas das quais envolvem ideias ou conceitos
que podem ser generalizados em outros contextos, para curvas em superficies ou para
dimensodes mais altas. Essas ideias surgem em varias situagdes: contato entre curvas, sin-
gularidades de aplicagdes, homotopia, deformagdo e nimero de voltas, fungdes periddicas
e equagdes diferenciais ordindrias.

Por outro lado, foi necessario limitar o escopo dessas notas evitando o enciclopedismo
e dispersdo. Por esse motivo, os exercicios propostos t€ém um duplo objetivo: complemen-
tar ou aprofundar o topico exposto e agucar a curiosidade do leitor ou leitora, motivando-
os a explorar novos desdobramentos. Por essas razdes, o nivel dos exercicios varia desde
aqueles de aplicag@o quase que imediata de conceitos até desafios ou perguntas cujas res-
postas ndo estdo facilmente disponiveis.

Com o objetivo de discutir algumas ideias que nos conduzem a novas indagagdes,
nos capitulos finais, sdo apresentados alguns topicos sobre curvas planas que esperamos
motivem o leitor a fazer as suas proprias expedicdes.

“ I think it is said that Gauss had ten different proofs for the law of quadratic recipro-
city. Any good theorem should have several proofs, the more the better. For two reasons:
usually, different proofs have different strengths and weaknesses, and they generalize in
different directions - they are not just repetitions of each other.” Michael Atiyah (1929
-2019).

No capitulo 1 introduzimos o conceito de curvatura, circulo osculador, arcos mondto-
nos, vértice, envelope e evoluta.

No capitulo 2 varias demonstracdes do teorema dos 4-vértices sao apresentadas.

No capitulo 3 a reciproca do teorema dos 4-vértices sera analisada com detalhes no
caso de ovais convexas.

No capitulo 4 apresentamos outro topico sobre curvas convexas, a geometria diferen-
cial afim e o teorema dos 6-vértices afins.

No capitulo 5 apresentamos outro topico sobre curvas convexas, a geometria diferen-
cial centroafim e o teorema dos 2-vértices.

No capitulo 6 apresentamos os rudimentos da geometria diferencial projetiva das cur-
vas planas.

No capitulo 7 apresentamos o conceito de curvatura discreta para curvas poligonais e



o teorema dos 4-vértices.

No capitulo 8 ¢ apresentado uma breve introduc@o ao problema de Toeplitz sobre ins-
crever um quadrado numa curva de Jordan.

Algumas referéncias bibliograficas citadas no texto foram incluidas por abordarem
temas relacionados a geometria, singularidades e topologia das curvas, na maioria, planas.

Versdes preliminares dessas notas foram usadas nos minicursos ministrados pelos auto-
res na VIII Bienal da SBM em abril de 2017 ¢ na Escola de Singularidades do ICMC/USP
em julho/2018.

Mario Jorge D. Carneiro

e Ronaldo A. Garcia

BH, GYN, julho 2019.



“Everyone knows what a curve is, until he has studied enough mathematics to become
confused through the countless number of possible exceptions.”
“Thus, in a sense, mathematics has been most advanced by those who distinguished
themselves by intuition rather than by rigorous proofs.”
—F. Klein (1849-1925).

I read... that geometry is the art of making no mistakes in long calculations. I think
that this is an underestimation of geometry. Our brain has two halves: one is responsible
for the multiplication of polynomials and languages, and the other half is responsible for
orientation of figures in space and all the things important in real life. Mathematics is
geometry when you have to use both halves.

— V. Arnold (1937-2010).

1.1 Introducao

Em seu famoso programa “Erlanger Programm” de 1872, F. Klein formulou uma de-
fini¢do para a geometria. Segundo este principio, geometria é basicamente o estudo das
propriedades dos objetos geométricos (figuras) que restam intactos quando os mesmos
sdo submetidos as a¢des de um certo grupo de transformagdes geométricas. No caso da



2 1. Curvatura de curvas planas

geometria euclidiana, as grandezas fundamentais que sdo preservadas por movimentos ri-
gidos ou isometrias (rotacdes, reflexdes e translagdes) sdo: distancia entre dois pontos e
angulos entre duas retas.

Na geometria diferencial métrica temos varios conceitos que caracterizam os objetos
geométricos. Um bom exemplo ¢ a nog@o de curvatura de curvas no plano euclidiano. E
o fato fundamental ¢ de que para determinar uma curva y(s) = (x(s), y(s)), de classe
C?2, salvo movimentos rigidos, ¢ suficiente conhecer uma tnica fungdo k(s), chamada a
curvatura de y.

Outro ponto importante a observar ¢ de que todo conceito geométrico, para estar bem
definido, deve ser independente de coordenadas. Mas, muitas vezes, ¢ essencial escolher
coordenadas naturais e adaptadas para expressar com maior sintese os conceitos. Nesse
minicurso o leitor ou leitora podera observar em varias ocasides esse ponto de vista.

1.2 O que é curvatura?

Seja y: [a,b] — R? de classe C2, uma curva regular, simples, parametrizada pelo
comprimento de arco, isto &, |y’(s)| = 1.

Se T'(s) = y'(s) e N(s) é o vetor unitario da normal escolhido de modo que {7, N }
forma uma base positiva de R? entdo as formulas de Frenet sdo:

T'(s) = k(s)N(s), N'(s) = —k(s)T(s). (1.1

A aplicagdo s +— T(s) € S! é chamada indicatriz tangente da curva e a aplicagio
s + N(s) € S! ¢ a aplicagdo normal de Gauss, que generaliza-se para o caso de hi-
persuperficies.

Denotando por T'(s) = (cos ¢(s),sen ¢(s)) o vetor unitario da tangente, 7'(s) =
@' (s) (—sen ¢(s), cos ¢(s)).

Definicdo 1.1. Defini¢do de Curvatura: k(s) = ¢'(s).

Proposicio 1.1. Seja y: I — R? uma curva regular de classe C*, k = 2, parametri-
zada por y(t) = (x(t), y(t)). Entdo a curvatura de y é dada por

x/y// _ x//y/ _ [yl, y//]

k(1) = ; I P (1.2)
(x> +()?*)2 4
onde [y',y"] é a area orientada do paralelogramo gerado por y' e y”.
Demonstragdo. Exercicio. O

Exemplo 1.1. 4 curvatura de um circulo de raio r é igual a %

2 2
A curvatura da elipse ;‘—2 + Z—Z = 1, parametrizada por y(u) = (acosu,b senu), é
igual a



1.2. O que é curvatura? 3

ab _ a*h?*

3 3"
(a?sen2u + b2cos2u)2  (a*y? + b*x2)2

Usando a Formula de Taylor obtemos a seguinte forma normal local para curvas regu-
lares planas (parametrizadas pelo comprimento de arcos s):

0) = ylon) + 7o) = 50) + () 20
+ V///(So)% + 0(4).
Usando as Formulas de Frenet:
69 =7(50) + 165 =500 + kG0 2 7o) + Bt

o3
+k’(so)%]N(so) + 0.

Definicdo 1.2. Um vértice de y é um ponto de maximo local ou de minimo local da
curvatura.

No caso em que a curva ¢ de classe C3 um vértice ¢ um ponto critico de k, isto &,
k'(so) = 0.
O objetivo dessas notas ¢ discutir o seguinte

Teorema (Quatro vértices). Uma curva plana regular simples e fechada (curva de Jordan
regular), contém pelo menos dois pontos distintos de mdximo local e dois pontos distintos
de minimo local de k.

Observacao 1.1. Uma curva de Jordan (curva fechada continua e simples) divide o plano
em duas regides conexas, sendo uma limitada e outra ndo limitada. Para uma demons-
tragdio desse importante resultado no caso de curvas de classe C? veja

( ,cap. 4).

A curvatura pode ser definida usando-se a nogdo de contato entre curvas. O traco de
uma curva regular sera denotado por y e, neste texto, algumas vezes iremos confundir y
com o seu trago. Em geral, y ¢ tratado como objeto geométrico contido no plano, uma
subvariedade uni-dimensional que possui uma métrica induzida pela métrica euclidiana
do plano.

Defini¢do 1.3. Duas curvas regulares planas o« e B de classe C*° possuem contato de

ordem m = 2 em um ponto p = a(sg) se a(sg) = ﬂ(so) a’(so) = B'(s0) e Z;f‘ (s9) =

dsf (SO) para] =12,. — 1, mas dsrftt (SO) 7& dsm (SO)



4 1. Curvatura de curvas planas

Exemplo 1.2. Curvas que se intersectam possuem contato de ordem maior ou igual a
zero. Curvas tangentes possuem contato de ordem maior ou igual a 1.

Na defini¢do acima temos que estar cientes da reparametrizacdo das curvas. Veja
para esclarecimentos adicionais.

Exercicio:

Se uma das curvas, digamos B, é definida implicitamente por uma equagdo F(x, y) =
0, entdo o e B tém contato de ordem m em p se e somente se o primeiro termo ndo nulo da
formula de Taylor da fungdo composta f(s) = F(a(s)) no ponto s¢ € o de grau m ou seja,
a formula de Taylor da fungdo composta f(s) = F(x(s)) no ponto s¢ é: W +
O(m +1).

1.3 Circulo Osculador

Vejamos como definir a curvatura em um ponto p € y em termos de contato entre y
e circulos que passam p.

Comegamos com uma pergunta: na familia dos circulos tangentes a y em p € y qual
¢ o circulo que possui maior ordem de contato com y em p?

Observe que circulos tangentes a y em p sdo centrados na reta normal a y em p. Trata-
se de uma familia parametrizada pelo centro do circulo ou seja, pelo raio r, distancia do
centroa p.

Para responder & pergunta, escrevemos a familia de circulos parametrizada por r de-

finida implicitamente como F(z,r) = |z — (p + rN)|, r # 0 e analisamos a fungdo
f(s) = F(y(s)) = [y(s) — y(s0) — rN(so)|.
A regra da cadeia, juntamente com a forma normal local implica que f(sg) = |r|,
f'(s0) =0e
1—k
f"(s0) = 1= Ksorr.

Conclui-se assim que o contato da curva com o circulo é maximo se, € somente se,
k(sg) = % Veja Fig. 1.1. Por essa razdo definimos

Definicao 1.4. O circulo osculador de y em p é o circulo tangente a y em p de raio
m. Ou seja, a equagdo do circulo osculador é:

1
|z —y(s0) — mN(SON = "GOl

O inverso do raio (raio de curvatura) do circulo osculador é a curvatura de y.
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Circulo
osculador

Figura 1.1: Circulo osculador e curvatura.

Relacionado com o problema acima temos as seguintes exercicios:
1. O que ocorre quando k(s) = 0?
2. Desenhe a familia de circulos osculadores da curva (x, x3).

3. Usando a derivada terceira da fungdo f definida acima, prove que se y(sp) nio é
um vértice entdo existe uma vizinhanga V' de s tal que o trago de y em V atravessa
o circulo osculador.

4. Prove que se um circulo de raio R tangente a y em p contém (localmente) o trago
de y em seu interior entdo |k(p)| > %.

1.4 Arcos Monotonos

Defini¢cdo 1.5. (4rco mondtono): Um arco de curva J C y é dito mondtono se a curva-
tura em J é uma fun¢do monotona, ndo decrescente ou ndo crescente.

Proposicao 1.2. Em um arco mondtono os circulos osculadores sdo encaixados.
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familia de
circulos
osculadores

Figura 1.2: Circulos osculadores e arco mondtono y.

Demonstra¢do. Dados os discos D; = D(p1,r1) e Dy = D(p2, r2) (centro p; e raio r;)
temos que int(D;) C int(D,) se, e somente se, |p, — p1| < r2 —r1.

Suponha y parametrizada pelo comprimento de arco s e considere a evoluta I'(s) =
y(s)+ [ﬁ] n(s) definida pelos centros dos circulos osculadores de y. Temos que I''(s) =
r'(s)n(s),onder(s) = ﬁ.Logo, | (s2)—1(s1)] = |sz12 r'(s)n(s)ds| < fsslz ¥/ (s)|ds =
r(s2) —r(s1)l.

Tomando os discos D; = D;(I"(s;), r(s;)) a desigualdade acima (supondo r’ > 0) é
precisamente a condi¢do para intD; C intD,. No caso ' < 0, temos que intD, C intDj.
Em qualquer situagdo obtemos que os circulos osculadores sdo encaixados. O

Exercicio: Prove que arcos mondtonos sdo preservados por inversdes no plano. Mais

precisa(rinente, sejab f(z) = Zzzis ,z € C, uma transformagdo de Mdbius tal que os pontos
z = —% ez = — ndo pertencem a y. Se J ¢ um arco monotono de y entdo f(J) ¢ um

arco monoétono de f(y).
Sugestdo: Transformacdes de Mobius levam circulos em circulos ou em retas e preservam
o contato entre curvas, pois sdo difeomorfismos locais do plano e nas condigdes acima, a
imagem de uma curva regular, também ¢ uma curva regular.

Uma consequéncia interessante dessa invariancia ¢ a localizagdo de vértices.

Lema 1.1 (S. B. Jackson-1944). Se um arco de curva regular simples AB C vy, ndo
circular, é tangente a um circulo C nos pontos A e B, com a mesma orientag¢do e nunca
cruza transversalmente este circulo, entdo existe um vértice de y no interior de AB.

O vértice serd um maximo local da curvatura se o circulo estiver no interior da regido
limitada pelo tracgo de y. Sera um minimo local se estiver no exterior da curva.
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Demonstra¢do. Suponha, sem perda de generalidade, que a intersec¢do do arco com o
circulo C seja igual a {A, B}. Tome um ponto zo no arco em C complementar ao arco
circular de A até B.

Considere uma transformagdo de Mobius que leva zg ao infinito e, portanto, leva C
sobre uma reta £. A curva sera enviada em uma outra curva y; simples e tangente a reta
L em dois pontos 4; e Bj.

Segue da hipdtese que o arco A1 By em y; esta contido inteiramente em um dos semi-
planos definidos por £. Portanto, a curvatura de y; nestes pontos tem mesmo sinal.
Afirmagdo: ffl' ky, (s)ds = 0.

Se isso de fato ocorre, segue que a curvatura deve trocar de sinal no arco A; B;. Por
continuidade, deve haver um ponto de minimo ou méaximo local da curvatura, ou seja um
vértice de y;.

Mas as transform¢des de Mobius preservam arcos monoétonos (e portanto vértices).
Assim, usando a transformagdo inversa, vemos que y apresenta um vértice no interior do
arco AB.

Para provar a Afirmacdo basta calcular a integral da curvatura da curva C? por partes,
simples e fechada, formada pelo arco A; B em y; seguido do segmento de reta liga A; a
B1. A curvatura total desta curva ¢ zero. Como a curvatura no segmento de reta é nula,
segue que a curvatura total de y; no arco A; By € zero. O

Proposicao 1.3 (S. B. Jackson). Seja y uma curva plana, continua fechada e simples
(de Jordan) que delimita uma regido R simplesmente conexa. Suponha que Ay, Ay e A
sejam tés arcos que dividem y. Entdo existe um circulo contido em R que possui um ponto
de tangéncia com cada um dos arcos.

Outra maneira de dizer, existe um ponto no interior de R equidistante dos trés arcos.

Demonstragdo. Reproduzimos a prova dada por Jackson em , por ele atri-
buida a P. Erdés. Defina D; = {z € R| dist(z, A;) < dist(z,.A;), j #i}. E claro que
DiUDyU D3 =7R.

Basta provar que D1 N D, N D3 # @, pois um ponto nesta intersecc¢do € equidistante
aos trés arcos.
Afirmacio: D; ¢ fechado e conexo.

E fechado por que ¢ definido por desigualdades e cada arco é um subconjunto fechado.
O conjunto D; ¢, de fato, conexo por caminhos. Para ver isso, sejam z; € z, dois pontos
quaisquer de D ;. Tome pontos aj,ap € D; tais que d(z;, A;) = |z; —a;|, i = 1,2.
Entdo, segue imediatamente da definicdo dos subconjuntos que a curva continua por partes
formada pelo segmento de reta entre z; e a;, o sub-arco de a; a a, e o segmento entre a,
e zp ¢ um caminho em D ;. Temos que D; N D; # &, pois cada um desses arcos tém um
ponto em comum (uma extremidade) com o outro. Portanto, D; U D; é um subconjunto
fechado e conexo de R.

Suponha, por absurdo, que D; N D, N D3 = @. Assim, a interseccgdo de D com
D, U D3 sdo dois subconjuntos fechados, D1 N D, e D1 N D3 conexos por caminhos ¢
disjuntos cuja unido ¢ simplesmente conexa. O que nos da uma contradicao. O
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Observe que ao menos dois dos trés pontos de tangéncia sdo distintos. Portanto, usando
o circulo tri-tangente, o teorema anterior e a paridade dos pontos de maximo e de minimo
locais obtemos uma prova do Teorema dos Quatro Vértices para curvas de classe C2.

Em resumo, circulos inscritos ou circunscritos bitangentes ddo origem a vértices. Mais
adiante veremos como R. Osserman usa este fato para contar os vértices de uma curva
usando o circulo circunscrito.

Circulos bitangentes sdo usados na prova do TQV dada por Guggenheimer (1969).
Vértices sdo obtidos como pontos limites de pares de pontos de bitangéncia.

Um circulo de bitangéncia a y nos pontos y(sg) € y(s1) define localmente um eixo
de simetria da curva. Basta tomar a reta que passa pelo centro do circulo e pelo ponto
de interseccgdo das retas tangentes a y em y(sg) ¢ y(s1). O que ocorre se essas retas sdo
paralelas?

Uma outra prova do TQV, como descreveu R. Thom, ( , p205), foi sugerida
por Alan Weinstein que usa circulos inscritos bitangentes a curva, ou melhor, o lugar dos
centros dos circulos de bitangéncia ou Conjunto de Simetria da curva.

1.5 Curvas Convexas

Defini¢do 1.6. Uma curva regular y(s) é convexa se para todo ponto sy o trago da curva
estd contido em um dos semiplanos fechados determinados pela reta tangente a curva no
ponto y.

Considere a fungao suporte / definida localmente por i (s) = (y(s)—y(s0), N(s0)). O
trago da curva estd inteiramente contido em um semiplano sesndo muda de sinal. Temos
que h(sg) = 0, h'(s9) = 0, h”(so) = k(so). Se a curvatura em sy ndo se anula, entdo
h é uma fungdo estritamente convexa e so ¢ um ponto de maximo ou minimo local. O
que implica que a curva é localmente convexa. De fato, 4’ é estritamente crescente ou
estritamente decrescente. Suponhamos o primeiro caso. Assim 2 > 0 em uma vizinhanga
de s¢. Suponha por absurdo que % troca de sinal: existem dois pontos s1, s, tais que
S0 < §1 < §2 (a outra possibilidade pode ser tratada de modo analogo) tais que i(s;) > 0
e h(s3) < 0. Segue pelo teorema do valor médio, que existe um ponto em que &' (s*) < 0.
Uma contradi¢ao. No caso em que s, < §1 < g, 0 ponto s* estd entre 51 € Sp.
Pergunta: vale a reciproca?

Uma curva convexa de curvatura ndo nula é chamada estritamente convexa.
Exercicio: Prove que uma curva regular, simples e fechada ¢ uma curva convexa se a
regido fechada R limitada pelo trago de y é um subconjunto convexo de R2. Isto &,
Vzy,z2 € R o segmento de reta [z1,2z3] = tz; + (1 —1)z2,0 < ¢ < 1, esta contido
em R.

Sejay: [0, L] — R? uma curva de classe C? fechada, simples e estritamente convexa
parametrizada por comprimento de arco s. Se 7 (s) denota o vetor tangente, entdo 7'(s) =
(cos B(s), sen B(s)) com O(s) — 0(0) = fos k(u)du.
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Por ser fechada, temos (L) — 6(0) = 2wn. Como y ¢ estritamente convexa, n = 1
pois, caso contrario, teriamos pontos distintos so # s; tais que 7'(sg) = T(s1). Isso
implicaria a existéncia de um ponto tal que k(s) = 0, o que ¢ um absurdo.

Isto significa que 6: [0, L] — [0,27] é um difeomorfismo de classe C! e que, por-
tanto, toda curva estritamente convexa pode ser parametrizada pelo dngulo 6 que a sua
tangente faz com uma diregao fixa.

Escrevendo y1(0) = y(s(0)), a priori uma curva de classe C'!, temos:

ds
) = ¥ 60N G =/ 6O g = o O,

ds
(0 G5 =GO g NO) = NGO,

Analogamente,

N'(s(0)) = =T (s()).

Em resumo, se uma curva convexa f(6) esta parametrizada pelo angulo 6 que a tan-
gente faz com uma diregdo fixa, entdo: B'(6) = R(0)T(9), T'(6) = N(0), N'(0) =
—T(6).

1.6 Vértices e singularidades de aplicacoes

Muitas propriedades geométricas, podem ser formuladas no contexto da teoria de sin-
gularidades de aplicagdes. Os exemplos mais conhecidos estdo na teoria de contato e na
teoria de singularidades de funcdes altura.

1.6.1 Envelope de retas e evoluta de uma curva

Uma familia de retas a um pardmetro no plano R? é chamada na literatura classica de
congruéncia de retas. Na forma cartesiana podemos representar essa familia pela equag@o

R(x,y,u) =a)x +bu)y +c) =0, am)® + bu)* #0. (1.3)

Suporemos que as fungdes envolvidas sdo de classe C¥ k > 3

Genericamente, pelo Teorema de Sard, a equagdo R(x, y,u) = 0 define uma super-
ficie regular em R3 e sua projecdo 7 (x, y,u) = (x, y) no plano é singular, isto é, ndo é
uma submersdo, quando Ry, (x, y,u) = 0.

O conjunto definido por C = {(x, y,u) : R(x,y,u) = Ry(x,y,u) = 0} é chamado
de criminante.

A projecdo da curva definida por R = R, = 0 ¢ definida como sendo o envelope da
congruéncia de retas. E também denominado de discriminante.

Um célculo direto nos mostra que o envelope ¢ dado por
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b’ —cb’ ) ca' —ac’
_, U) = ————.
ab’ — ba’ Y ab’ — ba’

Observe que, em cada um dos seus pontos regulares, o envelope ¢é tangente a algum
membro da familia de retas.

(1.4)

x(u) =

Exemplo 1.3. Considere a familia de retas cosux + senuy = c. O seu envelope é o
circulo y(u) = c(cosu,senu).

O envelope da familia de retas x cosu + ysenu = h(u) é dado por E(u) =
h(u)(cosu,senu) + h'(u)(—senu, cosu).

Exemplo 1.4. A congruéncia de retas R(x, y,u) = x —uy + %u3 = 0 possui envelope
E(u) = (Su? Su?). VejaFig. 1.3.

Figura 1.3: Envelope e ponto de cuspide.

Exemplo 1.5. Uma familia a um pardmetro de retas na forma paramétrica se escreve
como x = xo(t) +va(t),y = yo(t) + vb(t). Logo o seu envelope E(t) = (x(¢), y(t))
estd definido por:

a(xpb + xob') — a'bxg — a*y)

x(1) = ab’ — ba’ ’
_a(yob' — yob) —a'byo + b? x;
N ab’ — ba’ '

y()
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Dada uma curva regular, y: [0, L] — R?, parametrizada por comprimento de arco s,
de classe C? consideramos a familia a um parimetro de retas normais a y

I(s,t):=y(s) +tN(s).

O envelope dessa familia de retas normais, ¢ também caracterizado pela condigdo [[y, I;] =
0, onde Iy = %—1;, I; = %—f e [w, r] é o determinante da matriz formada pelos vetores
w e r, ¢ chamado a cdustica ou evoluta de y. Veja ( , Cap. 3),

( , pag. 305), ( , Cap. 5). Fazendo os célculos obtemos
que a caustica de y é dada por:

1
E(s) = y(s) + o) N(s).

A evoluta ¢ portanto o lugar dos centros dos circulos osculadores a curva y. Nos
vértices de y, isto &, k'(s) = 0 temos que a curva E ndo é regular, isto € E’(s) = 0. Esses
pontos sdo chamados singulares ou cuspides. Um ponto de cuspide E(sp) ¢ chamado
simples ou de primeira ordem se k’(s¢) = 0 e k" (s¢) # 0.

Para uma curva de classe C 3, pontos singulares da evoluta correspondem aos vértices
da curva.

Exercicio: Utilizando a proje¢do g(s) = (E(s) — y(s0), N(sp)), faca um esboco da
evoluta em uma vizinhanga de um vértice correspondente a curvatura maxima e em uma
vizinhanga de um vértice de curvatura minima. No primeiro caso, o raio que liga o centro
de curvatura ao vértice esta no exterior da evoluta, enquanto no segundo, esse raio esta no
interior.

Proposicao 1.4. Na vizinhanga de um ponto de cuspide de primeira ordem a congruéncia
de retas normais possui dois comportamentos.

i) Se for um ponto de minimo da curvatura (k' (sg) = 0, k" (so) < 0) a familia de segmen-
tos normais [y (s), E(s)], tangentes a E, sdo disjuntos, definindo uma folheacdo singular
tendo a evoluta como envelope. Veja Fig. 1.4, direita.

ii) Se for um ponto de maximo da curvatura (k'(s9) = 0, k" (so) > 0) a familia de
segmentos normais [y(s), E(s)], tangentes a E, definem uma rede singular na regido
interior a evoluta. Veja Fig. 1.4, esquerda.

Demonstragdo. Na vizinhanga de um vértice podemos parametrizar a curva y como um
grafico y(u) = (u, %uz + 2“—4144 + O(5)). A curvatura de y ¢ dada por k(u) = k + %(a -
3k3)u? + 0(3). Logo a evoluta de y é parametrizada por

_ 3 _ 3
E@u) = (%ﬁ + 0(4),% + (61216—32“142 + 0(3)) ,

2

—0. 5+ (a—3k?) (f +O0M4), = 4+ 0(3))
% 3k %2
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N

k'=0,k" <0 k'=0,k">0

Figura 1.4: Cuspides associados a pontos extremais da curvatura.

Fazendo a analise da evoluta nos dois casos k’(0) = a — 3k3 # 0 segue o resultado.
Observamos que percorrendo a curva y no sentido anti-horario a evoluta é percorrida no
sentido horario. Veja Fig. 1.4. O

Observagao 1.2. Na regido interior ao ponto de ctspide a congruéncia de retas normais
a uma curva regular define uma 3-teia (3-web) tendo como envelope a evoluta. Veja Fig.
L.5.

k'=0,k">0

Figura 1.5: Teia associada a pontos de cuspides.

Um ponto singular s = s¢ de uma curva E, de classe C", r = 3, ¢ um ponto de
cuspide de primeira ordem quando E’(sg) = 0 e [E" (s9), E" (s9)] # 0. Quando E for a
evoluta de uma curva este conceito corresponde a vértices.

Observamos que a defini¢ao de cuspide acima nao depende da parametrizagdo consi-
derada. Na vizinhan¢a de um ponto de cuspide simples ou de primeira ordem a curva tem
a seguinte forma normal

(x(1), y(t)) = (at? br?).
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Figura 1.6: Ponto de clispide e orientagdo da curva.

Nas conicas (hipérbole, elipse e parabola) o conjunto focal possui singularidades do
tipo cuspide. Veja Fig. 1.7.

S

Figura 1.7: Conjunto focal (caustica) da hipérbole (esquerda), elipse (centro) e parabola
(direita).

Em encontramos uma prova do TQV para o caso genérico em
que a curvatura ¢ uma fungdo de Morse, isto ¢, todos os seus pontos criticos sdo ndo
degenerados. Os vértices sdo pontos de maximo ou minimo com derivada segunda ndo
nula.

Neste caso, a evoluta possui um ponto de cuspide de primeira ordem correspondente
a cada um dos vértices. Contar vértices, portanto, & contar cuspides da evoluta.

Teorema 1.1. Seja y uma curva de Jordan regular, estritamente convexa e suponha que
[y (s),y" (s)] # Oparatodos. Entio o envelope da familia de retas y(t)+vy" (t) possui
pelo menos 4 pontos de cuspides de primeira ordem.

Observagao 1.3. A hipdtese do teorema acima depende da parametrizagdo de y. No caso
em que a curva estd parametrizada por comprimento de arco a condigdo [y (s), y"”(s)] # 0
para todo s significa que ¢ ¢ estritamente convexa.

Demonstracdo. Primeiro observamos que todo p € R? pertence a uma reta tangente a
caustica E, ou seja, p pertence a alguma reta normal a curva y. Em outras palavras, a
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aplicagdo (¢, 5) — y(s)+tN(s) ésobrejetora. De fato, considere a fungdo f(s) = [v(s)—
P,y (s)]. Esta fun¢do assume o maximo em sg. Logo, f'(so) = [y(so) — p,¥"(s0)] =0
e portanto os vetores y(sg) — p e y”(so) séo colineares. Isto significa que p pertence a
reta tangente A caustica y(so) + 1" (so).

Considere a fungio ¢: R2\y — N cujo valor ¢(p) é o nimero de retas tangentes
a y que passa por p. Esta funcdo ¢ constante em cada componente conexa do dominio.
Numa curva regular de curvatura ndo constante, o nimero de pontos de intersegdo de retas
tangentes decresce de dois ao atravessarmos a curva da parte concava para a parte convexa.
De fato, convexidade significa que a curva situa-se inteiramente em um dos semiplanos
definidos pela reta tangente. Assim o valor de ¢ decresce de dois quando cruzamos a
evoluta de uma componente localmente concava para uma localmente convexa. Além
disso, para p na regido exterior a curva ¢(p) = 2, pois a correspondéncia s — N(s) é
injetiva.

Suponhamos que E possua somente dois pontos de cuspides, E(s1) ¢ E(s2), como
ilustrado na Fig. 1.8. Tomemos a reta £ que passa E(s1) e E(sz). A fungfo altura em
relacdo a £, assume um maximo num ponto fora das duas ctspides, ou seja, em um ponto
regular da caustica, veja Fig. 1.8. Lembre que a funcdo altura ¢ a restrigcdo a E da projecdo
ortogonal a diregdo de L.

Figura 1.8: Funcgdo altura e ctspides.

Logo, pela convexidade, imediatamente abaixo do ponto de maximo temos ¢(p) = 0.
Isto contradiz a primeira afirmag@o demonstrada. O

1.7 Vértices e contato

Nesta secdo faremos uma demonstragdo geométrica do teorema dos quatro vértices
para curvas estritamente convexas. A ideia basica € relacionar vértices (pontos criticos
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da curvatura) com a teoria do contato aplicada a uma curva (indicatriz tangente) e uma
familia de circulos.

Considere uma curva de Jordan convexa y(u) = (x(u), y(u)) de classe C", r =
3, com curvatura estritamente positiva e parametrizada de modo que [y’, y”] = 1. Isto
sempre ¢é possivel pois y ndo possui ponto de inflexdo (contato cubico ou mais degenerado
com a reta tangente). Portanto a curvatura k de y ¢ dada por:

1 1
= = - (1.5)
P2+ 01212
Considere a curva y’: [0, L] — R? que, com as hipéteses acima, ¢ uma curva regular
simples e periddica de periodo L. De fato, L é comprimento afim de y. Além disso

observamos que fOL y'(u)du = 0 e que o trago de y’ € um conjunto estrelado em relagdo
a origem, i. e., para todo y’(u) o segmento de reta r;, = ty’(u),t € [0, 1] estd contido na
regido delimitada pelo trago de y’.

Denote por I/ a regido compacta simplesmente conexa delimitada pelo trago de y/, i.
e., Y’ ([0,L]) =aI".

O seguinte lema ¢ devido a H. Guggenheimer,

Lema 1.2. Uma curva fechada B é a derivada de uma curva de Jordan convexa y se,
e somente se, [ f(u)du = (0,0) e o trago de B é um conjunto estrelado em relagio a
origem.

Demonstragio. (=) Se f(u) = y'(u), sendo y uma curva fechada, entdo [ f(u)du =
(0,0). Se B nio for estrelado em relagdo a origem segue que existem dois pontos ug € u;
tais que os vetores y'(ug) € y’(u1) sejam paralelos. Uma andlise grafica mostra-nos que
esta situagdo nao compativel com a convexidade de y. Veja Fig. 1.9.

Figura 1.9: Curva ndo convexa

(<) Considere B curva fechada em relagdo a origem tal que [ B(u)du = (0,0). Entéo
y() = [ B(u)du é uma curva fechada e podemos supor que (0, 0) ndo pertence ao trago
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de y. Com a hipdtese de B ser estrelada podemos concluir que y € uma curva fechada com
nimero de voltas em relagdo a origem igual W(y,0) = 1. A suposigdo de y ser ndo
convexa implica a existéncia de dois pontos y(ug) e y(u1) como ilustrado na Fig. 1.9 ¢
portanto ¥’ = B ndo seria estrelada. O

Considere a familia de circulos C, centrados na origem. Veja Fig. 1.10.

Afirmacio: y possui pelo menos 4 vértices.
De fato, nos pontos de tangéncias p; entre )’ e os circulos de raios r; temos que

(v'.v") =0,
Esta condicdo caracteriza os vértices de y pois j—u ( L ) =2{y",y").
3

Figura 1.10: Vértices caracterizados pelo contato de circulos com a curva y’.

Como o trago da curva y’ € um conjunto estrelado podemos parametriza-la por y’ (1) =
(r(u) cosu,r(u) senu). Como [y’ = 0 temos que r(u) e também r’(u) ortogonais a
{cos u,sen u} e portanto pela Proposi¢do 3.1 temos que r (1) possui pelo menos 4 pontos
criticos e portanto y possui pelo menos 4 vértices.

De fato,

2n 2n
/ r(u)cosudu =r(u) senul%” —/ ¥ (u)senu du,
0 0

2r
=—[ r’'(u)senu du = 0.
0

Observacao 1.4. Para uma discussdo sobre contatos entre familias de curvas e curvas in-
tegrais de campos de vetores no plano veja . Para uma introdug@o sobre
as propriedades globais de familias de curvas planas definidas por equacdes diferenciais
no plano veja
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1.8 Exercicios

Exercicio 1.1. Considere a curva y(x) = (x, e%¥).

i) Calcule a curvatura k de y e analise o seu grafico. Mostre que k > 0, possui um tnico
ponto critico (maximo global) e limy_—+ o k(x) = 0.

ii) Mostre que ffzo k(x)dx = 1 paratodo a # 0.

iii) Existe uma curva a(x) = (x, h(x)) tal que a sua curvatura seja igual a x2? Estude o
artigo

iv) Faga a mudanga de coordenadas (translag:ao e rotagdo de angulo 7)

X = —ilog(2a2)+ ﬁ(u—i—v), Y = £ + £( u+v).
2a 2 2a

Defina h(x,y) = y — e®* e escreva H(u,v) = h(X,Y). Resolva a equagdo implicita
H(u,v(u)) = 0 e esboce o grafico de (u, v(u)) calculando os pontos criticos de v(u) e
limy— +00 V().
v) Analise os vértices e inflexdes da curva a(x) = (x, e
vi) Calcule a curvatura e os vértices da curva S(x) = (x, —% log x).
vii) Existe uma isometria (composicio de rotagdes, rotacdes e rotagdes) i: R? — R? tal
que A(tr(y)) = tr(B)? Justifique.
viii) Seja I: R? \ {0} — R2\ {0} a inversdo definida por I(x, y) =
Esboce o trago da curva I'(x) = I(x, e?*) e analise a sua curvatura.
ix) Esboce os tragos das curvas y(x) = (x, arctan(x) + 1) e I'(x) = I(y(x)) e analise as
suas curvaturas. Analise com detalhes o trago de I" para |x| muito grande.
x) Analise as curvaturas das curvas y(x) = (x, h(x)) e I'(x) = (x,h'(x)), onde k=1 ¢
a inversa de h. Faga varios exemplos.

axz)_

_x __y _
x2+y2’ x2+y2 .

Exercicio 1.2. Considere uma curva parametrizada por y(6) = r(8)(cos 0, sen ).
i) Mostre que sua curvatura ¢ dada por

r24+20")? —rr”
2+ ()3

ii) Parametrize a leminiscata de Bernoulli definida pela equagao

k=

|PF1|.|PF;| = c?, F) = (—¢c,0), F=(c0)

em coordenadas polares e calcule a sua curvatura.

iii) Mostre que a leminiscata de Bernoulli é uma curva algébrica de grau 4 definida por
H(x,y) = (x* 4+ y?)? = 2c2(x* = y*) = 0.

iv) Analise a quantidade de vértices da curva implicita H(x, y) = a paraa € R.
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Exercicio 1.3. Calcule e esboce o trago de uma curva y : [0, 1] — R2, parametrizada por
comprimento de arco s, tendo curvatura dada por:

i) k(s) = 4s(1 —5s).

i) k(s) =14+ 25 —1].

iii) k(s) = sinal(sen(4ms)) onde, sinal(x) = 1 se x > O e sinal(x) = —1sex < 0.
Defina sinal(0) = 0.

Exercicio 1.4. Considere 3 pontos distintos p; = (x;, y;) no plano R? e defina a fungdo
h(p) = |p — p1l + |p — p2l + |p — p3l.

i) Mostre que h(p) = c define uma curva, denominada 3-elipse, a qual delimita uma
regido convexa para todo ¢ > ¢o = min(%). Determine cy.

ii) Esboce as curvas de nivel de % e analise os vértices da curva definida implicitamente

por h(p) = c.

Exercicio 1.5. Explique por que o conceito de curvatura esta associado a forma geomé-
trica da imagem da curva parametrizada. Mais formalmente: seja I C R? é uma curva
regular, isto é, I é a imagem de uma curva parametrizada regular y: (a,b) — R2. Se
p = y(to) € I', entdo definimos a curvatura de I" em p por kr(p) = ky(tp). Prove
que se a(u) é outra curva parametrizada cuja imagem € igual a I', com p = a(ug), entdo

ka(uo) = ky (o).

Exercicio 1.6. Prove que se A: R? — R? ¢ uma isometria do plano euclidiano e I" é
uma curva regular, entdo A(1") ¢ uma curva regular com mesma curvatura.

Exercicio 1.7. Na teoria das curvas planas, o Teorema Fundamental das Curvas Planas,

( , Cap. 1), diz que, a menos de uma isometria plana, a fungdo curvatura
determina a curva regular localmente. Explique o que isso significa. Analise um caso
especifico calculando uma curva onde a sua curvatura seja igual a e°.

Exercicio 1.8. Prove que se uma curva parametrizada regular ¢ fechada e tem compri-
mento L entdo a curvatura ¢ uma fungdo periddica. Qual ¢ a relagdo entre o periodo da
curvatura e o comprimento L?

Exercicio 1.9. Prove que se k ¢ a curvatura de uma curva regular fechada de comprimento
L,k(s + L) = k(s), entdo
1 L

— k(s)ds =m € Z.
2 0

Exercicio 1.10. Prove que se uma curva regular fechada ¢ simples entéo

1 L
—/ k(s)ds = £1.
27 0
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Exercicio 1.11. Na década de 1980, Gage e Hamilton, , desen-
volveram a teoria do fluxo por curvatura de curvas planas. Em dimensdo mais alta, este
teoria foi generalizada para outros fluxos geométricos, em particular o Fluxo de Ricci,
importante na prova da Conjectura de Poincaré. Uma famia X (u, ) de curvas planas fe-
chadas satisfaz a equag@o do fluxo de curvatura se

0X(u,t)

TR k(u,t)N(u,t).

Em geral, u ndo é o pardmetro comprimento de arco. Tomemos o parimetro u € S!
(modulo 27).
Prove que se A(t) ¢ a area da regido delimitada pela curva X(u,t) (¢ fixo), entdo

A’(t) = —27. Portanto a area converge monotonamente a 0 em um tempo 7 = %.
Sugestio: siga os passos:

i) Mostre que se v(u,t) = |X'(u,t)| = du entdo dt = —k?v, X’ denota a derivada em
relag@o ao parametro da curva u.

ii) Prove que %, aT = k/(;"t)N(u,t) e %—1;7 = —@T(u,t).

iii) Prove que

1 1 1 2m
A(r) = —/ xdy — ydx = ——/ (X,N)ds = ——f (X,vN)du.

iv) Use os itens anteriores e integragdo por partes para concluir que

2n
A() =— kvdu = —2n
0

Exercicio 1.12. i) Considere uma curva convexa regular no plano. Mostre que existe
Po € int(y) e quatro semirretas normais a y passando por py.

i) No caso da elipse %4—% = 1 calcule o conjunto P4 = {po € R? : existe quatro semirretas noi
passando por po}. VeJa

iii) Construa exemplos de curvas convexas y possuindo 6 ou mais semirretas normais a y

e passando por um ponto pg € int(y).

Exercicio 1.13. i) Dé exemplo de uma curva de classe C°, C? por partes, delimitando
uma regido convexa, com curvatura constante e que nao seja circular.

ii) Mostre que ndo € possivel construir exemplos com no item i) supondo curvas de classe
C! e C? por partes.

Exercicio 1.14. Considere uma curva regular plana definida implicitamente por 2(x, y) =
0.
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i) Mostre que sua evoluta (X, Y') é parametrizada por

hy(h2 + h2)
2hihyhyy — W2hyx — h2hy,”
- hy(h2 + h2)
2hihyhyy — B2hex — h2hy,

X

X =x+

Y

ii) Mostre que se /(x, y) = 0 é uma curva algébrica, entfo a sua evoluta também ¢ algé-
brica.

2
iii) Mostre que a evoluta da elipse ;‘—2 + Z—z = 1 ¢ dada por

(a2 _ b2) I (a2 _ b2) 3
A e

Conclua que a evoluta da elipse ¢ definida por uma equagdo algébrica H(X,Y) = 0 de

grau 6. Analise as curvas de nivel de H.

iv) Calcule os vértices da evoluta da elipse.

Exercicio 1.15. Calcule o envelope da congruéncia de retas definida por:

R(x,y,u) =(—rsen(u + ¢) + sen (u)) x
+ (—cos(u) +rcos(u+c))y+sen(c)r =0.

Interprete geometricamente o resultado.

Exercicio 1.16. Seja po € R? e y uma curva regular. Defina a curva pedal por

P$) = po+ ——{(po — 7(s)), Rg V()N Rz ¥'(5).
(v

Geometricamente p(s) ¢ a intersegdo da reta po + 1Rz ¥’ (s) com a reta tangente (afim) a
y no ponto y(s). Veja Fig. 1.11.
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M.

y(s)
l

Figura 1.11: Curvas pedais.

i) Seja y(s) = (coss, sens). Calcule o pedal p(s) para varios valores de pg = (xg, yo) €
esboce o seu trago.
ii) Calcule o pedal da elipse Z—; + ly,—j = 1 em relagdo ao polo (0, 0).
iii) Mostre que a curva pedal da elipse é convexa para 0 < b < a~/2b.
iv) Calcule os vértices e a evoluta do pedal da elipse.
v) Seja y parametrizada por comprimento de arco s. Denote as equagoes de Frenet por
Y'(s) = t(s), t'(s) = k(s)n(s), n'(s) = —k(s)t(s). Mostre que se y for uma oval
estritamente convexa (curvatura positiva) a curva p é regular se, e somente se, pg pertence
aregido delimitada pelo traco de y.
vi) Analise a curva p na vizinhanga de um ponto de curvatura nula de y. Em que condi¢des
este ponto ¢ um ponto de cuspide simples?
vii) Calcule a curvatura da curva p.

Determine condigdes sobre y e pg para a curva pedal ser localmente convexa.
viii) Considere a curval pedal negativa definida por

1
p-(s) =y(s) + W((ﬁo —y(s).n(s))n(s), n(s) = Rgy'(s).
Analise os itens 1), ii), ii1), iv) e v) para a curva pedal negativa p_ e interprete geometrica-
mente a curva p_.

Exercicio 1.17. Seja y: [0, 1] — R? uma curva de classe C2. Mostre o que o conjunto
formado pelos centros de curvatura de y ¢ uma curva de classe C° e o seu traco possui
medida zero no plano. Em particular, mostre que o interior do fecho do trago € vazio. Veja
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Exercicio 1.18. (Projeto). O objetivo deste exercicio ¢ apresentar varios topicos de
curvas planas, em especial das curvas de largura constante. Para mais informagdes veja

> > >

i) Mostre que p(0) = a cosz(¥) + b é uma func¢fo, 27 -periodica, tal que p(8) + p(0 +
) = a + 2b = cte. Construa outros exemplos.
ii) Mostre que a curva ¢(0) = (x(0), y(6)), definida por

x(0) = p(@)cosf — p'(0)senf, y(0) = p(0)send + p'(0)cosb

¢ o envelope da familia de retas x cos 6 + y senf = p(6), chamadas retas suportes.
Interprete geometricamente.

iii) Calcule a curvatura de c(6) e demonstre o teorema dos quatro vértices para curvas
convexas usando a fung¢do suporte p(6).

iv) Mostre que x(6) = 9cos 8 + 2cos260 —cos 46, y(f) = 9senf — 2sen26 — sen 46
tem largura constante e calcule seus vértices. A largura w(6) de uma curva convexa numa
dire¢dao N(0) = (cos 6, sen 0) ¢ a distancia entre as duas retas suportes perpendiculares a
N(O).

v) Mostre que a curva definida no item iv) € uma curva algébrica f(x, y) = 0, sendo f
um polindmio de grau 8.

vi) Mostre que o comprimento de uma curva de largura constante A > 0 ¢é Ax.

vii) Dentre todas as curvas convexas de largura A mostre que o circulo delimita uma regiao
de area méxima e o triangulo de Reuleaux delimita a regido de area minima.

viii) Calcule explicitamente a evoluta ¢, (0) de ¢(0) usando a parametrizagdo definida no
item ii). Mostre que se ¢ for convexa entdo

1
/ —ds = 2n(F, — F.)
Lk

onde F, ¢ a area da regido delimitada por c e F, ¢ a area algébrica da regido delimitada
pela evoluta c,.

A érea algébrica da regido delimitada por uma curva I" definida pelo envolope de uma
familia de retas x cos € + y sen 6 = h(0) é dada por

27

| 1 27 5
Fr=3 | hORO) +h"©)d6 = 5/0 [h? — n""1d6.

ix) Seja y: [0,L] — R? de classe C", r > 2, uma curva simples niio fechada, pa-
rametrizada por comprimento de arco s. Suponha que y(L) — y(0) seja ortogonal a
y'(L) = —y'(0) e que k(s) = % paras € [0,A] onde A = |y(L) — y(0)|. Entdo existe
uma curva fechada de largura constante I": [0, wA] — R? tal que I"(s) = y(s) para todo
s €[0,L] C [0,Ax].
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Exercicio 1.19. Considere 5 retas L; definidas por L;(x,y) = a;x + b;y + ¢; = 0 em
posicdo ao geral no plano R2, ou seja, ndo ha retas paralelas e nem interse 3o tripla.

1) Encontre uma conica C tendo as 5 retas como retas tangentes a C.

ii) Analise a geometria das curvas C,, definida implicitamente por L = L1L,L3L4L5 =
A, A eR.

Exercicio 1.20. Considere um arco de curva plana y de classe C° parametrizado por
comprimento de arco s e curvatura k com k’(s) # 0.
Defina

4(k/// _ k2k/)k/ _ Sk//2
B 8k’ '
1) Encontre solucdes da equagdo diferencial /5 = cte. Veja
ii) Encontre a expressdo de /5 num parametro qualquer ¢ = #(s).
iii) Calcule Is para a espiral logaritmica y(¢) = e%!(cos bt, sen bt), ab # 0.
iv) Mostre que uma espiral logaritmica intersecta a familia de circulos centrados na origem
com um angulo constante.

Is

Exercicio 1.21. Considere um gréafico I'(x) = (x,h(x)) tal que 2(0) = 0, A'(0) =
0, 1”(0) > 0. Considere, numa vizinhanga da origem, trés pontos distintos p; = (x1, h(x1)),
p2 = (0,0) e p3 = (x3, h(x3)).

i) Calcule o circulo contido na regido {(x, y) : y > 0} e tangente as trés retas tangentes
ao grafico passando pelos pontos p;.

ii) Seja R(x1, x3) o raio do circulo obtido no item i). Mostre que

1
lim R(x1,x3) = ——.
T VT

iii) Em que condi¢des o circulo calculado no item i) passa pela origem? Justifique.

Exercicio 1.22. Seja v: [0,1] — R? uma curva fechada y(¢) = (x(z), y(¢)) regular e
simples delimitando a regido int([1) = R.
Definimos My = [pxdxdy, M, = [, ydxdy e M = [pdxdy. O ponto CM =

My o . . .
%, 1) € chamado centro de massa da regido R considerada com densidade uniforme
iguala I.

Sejads = |y’(¢)|dt e definimos L, = fyx(t)ds, Ly, = fyy(t)dseL = fy ds o seu

comprimento. O ponto CL = (LTX, %) ¢ chamado centro de massa do perimetro (ponto
de Steiner) do traco de y.
Definimos Kx = [ x()k(t)ds, Ky = [ k(t)y(t)ds e K = [ k(t)ds. O ponto

CK = (%, %) ¢ chamado centro de curvatura do trago de y.

i) Construa exemplos de curvas tais que CM = CL = CK e exemplos onde CM #
CL # CK.

ii) Mostre que quando y ¢ convexa, por cada um dos pontos CM, C L e CK passam quatro
semirretas normais a y. Veja e
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Exercicio 1.23. (Projeto). Investigue o seguinte tema sobre vértices de curvas abertas
sendo graficos polinomiais. Veja

Considere a curva plana I" definida pelo grafico {(x, p(x)) x € R} de um polindmio
p € R[x] de grau n.
1) Mostre que os vértices de I, i. e., pontos criticos da curvatura, ¢ definido pelos zeros
de Q =3p'p"* — (1 + (p)?)p"”, polindmio de grau 3n — 5.
ii) Mostre que se p tem grau 3 entdo I” tem no maximo 2 vértices. Dé exemplo de um
polindmio de grau 3 com I possuindo 2 vértices.
iii) Mostre que se p” tem todos zeros reais, entdo I" possui no maximo n — 1 vértices.
iv) Analise a seguinte conjectura proposta em . “Acurva I
possui no mdximo n — 1 vértices”.
v) Faga varios exemplos e estabelega resultados sobre a quantidade minima de vértices
paraacurva I".

Exercicio 1.24. (Projeto). Sejam A; e A, dois conjuntos no plano tais que dA; e dA, se-
jam curvas convexas y; € y» de classe C 3 positivamente orientadas. Defina C(4;, 45) =
{p € R? :d(p,A;) = d(p. Az)} o conjunto equidistante (ou de conflito), onde d(p, A;) =
inf{|p — pil. pi € Ai}.

i) Dado p € C(A;, A2), mostre que

1 k1 ko
k(p) —sen¢(1+rk1—1+rk2),

onde r = d(p, A;), k; sdo as curvaturas nos pontos definidos implicitamente por |p —
pil = r e ¢ é o dngulo entre os vetores normais correspondentes, veja Fig. 1.12.

~ . __ ni—np __ _hi+no
Sugestio: Mostre quen = 3122 e = -5
ii) Calcule o conjunto de conflito entre dois circulos disjuntos e conclua que a elipse, a
parabola e um ramo de hipérbole podem ser descritas como conflitos.

. . . 2
iii) Calcule o conjunto de conflito entre a elipse ;C—i + Z—z = leapardbolay = kx2 +r.

O conjunto de conflito é regular na vizinhanga do ponto (0, ’+b

)? Justifique.

iv) Dado p € R? defina F(p) = Zg ﬁlg Esboce as curvas de nivel de F supondo A4;

conicas no plano. Faga varios exemplos ilustrando essa folheagdo por curvas de nivel.
Estude os artigos e .

v) Calcule o conjunto de conflito entre os convexos 4, = {(x,y) € R%2: y = ¢%*} e
By = {(x,y) € R?: y < bhInx}.

Exercicio 1.25. (Projeto). Considere uma curva C definida implicitamente por f(x,y) =
fm(x,y) + fm—1(x,y) = 0 onde f; € um polindmio homogéno de grau i.
1) Mostre que
_ fm—l(l’t) fm—l(lvl)
v = |- .t
Sm(1,1) JSm(1,1)

¢ uma parametrizagdo de C, i.e., f(y(t)) = 0.
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\

Figura 1.12: Conjunto de conflito entre dois convexos.

i) Faca varios exemplos ilustrando y, suas singularidades e os seus vértices.
iii) Mostre que uma coOnica possui parametrizagdo racional. Veja
, para parametrizagdes racionais de cubicas.

Exercicio 1.26. (Projeto). i) Defina a curvatura geodésica de uma curva regular contida
em uma superficie regular S em R3.
ii) Mostre que quando a curvatura gaussiana da superficie S € variavel ndo € esperado que
a curvatura geodésica de circulos geodésicos possua quatro pontos criticos. Veja

e .
iii) Analise o item ii) para curvas fechadas simples em superficies com curvatura gaussiana
constante. Veja

Exercicio 1.27. Seja f: C — C uma fungio holomorfa e considere a curva y: S! —
C = R? definida por y = f|SL.
1) Mostre que a curvatura de y ¢ igual a

1 Zf//(z)
|f/(z)|Re (1+ f’(Z))’ zeSt

ii) Seja g: C — C holomorfa. Considere a curva B = g o f|S!. Calcule a curvatura de

k(z) =
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Exercicio 1.28. Considere uma curva y regular e suave no plano parametrizada por com-
primento de arco s. Considere a reta passando pelos pontos y(t + s) e y(s —t) e areta
tangente a y no ponto y(s). Denote por C(¢,s) o ponto de intersegdo entre entre essas
duas retas. Veja Fig. 1.13.

Figura 1.13: Raio de contra¢do de uma curva no ponto y(s).

i) Mostre que p(s) = lim;—q |C(s, t)—y(s)| existe nos pontos onde k’(s) # 0, calculando
este limite. De fato, mostre que p(s) = | Z’fg)) |. O ponto C(s) = lim,—,¢ C(s,t) é chamado

centro de assimetria e p(s) o raio de contragéo.

ii) Considere a fungdo §(s,t) = w obtida fazendo o quociente do compri-
mento da corda pelo comprimento do arco de curva. Mostre que 65(t) = 6(s,7) =
1- ék(s)2t2 + %(k’(s))%“ + 0(5).

iii) Se y for uma elipse analise o comportamento da fungao ﬁ introduzida no item i) e

da curva C(s).
iv) Encontre uma curva y tal que p(s) = 1.

v) Analise o item 1) supondo que a curva tenha uma parametrizagdo qualquer, ndo neces-
sariamente por comprimento de arco.

Exercicio 1.29. Considere uma curva y e a familia de retas tangentes a curva, veja Fig.
1.14. Uma curva ortogonal a essa familia de retas ¢ chamada de involuta de y.



1.8. Exercicios 27

y(s0)
ﬁ\\ v y(s1)

Ig, (2

ISO(SI) IS()(SI)
Figura 1.14: Involuta de uma curva y.

i) Mostre que se y(s) = (x(s), y(s)) for parametrizada por comprimento de arco s, entdo
a involuta de y passando pelo ponto y(sg), ¢ dada por

Iy (t) = y(t) + (so — 1)y’ (1).

ii) Mostre que | /s, (s1) — y(s1)| = |s1 — So|, ou seja, o comprimento de arco da curva y
entre os pontos y(so) € ¥(s1) é igual a norma do vetor /y,(s1) — y(s1). Mecanicamente
este resultado diz-nos que podemos ajustar o segmento de reta a curva.

iii) Mostre que as involutas de y sdo curvas paralelas.

iv) Mostre que y ¢ a evoluta de qualquer uma das suas involutas.

v) Calcule e esboce as involutas do circulo y(s) = (r cos(3).r sen(;i)).

vi) Calcule as involutas da curva y(x) = (x, x(x2 — 1)).

vii) Escreva as equagdes das involutas de y no caso em que y tem uma parametrizacdo
qualquer e também quando y for definida implicitamente.

viii) Generalize o conceito de involuta. Considere as curvas fazendo um angulo constante
com a familia de retas tangentes a uma curva dada. Veja

e ( , Chapter 11)



Teorema dos
Quatro Vertices

“Mathematical science is in my opinion an indivisible whole, an organism whose vi-
tality is conditioned upon the connection of its parts.”
“The art of doing mathematics consists in _finding that special case which contains all
the germs of generality.”
—D. Hilbert (1862-1943).

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar varias demonstragdes do Teorema dos Quatro Vérti-
ces (TQV) ressaltando as ideias mais importantes. As provas analiticas sdo mais curtas e
elegantes. As provas geométricas permitem aprofundar o entendimento das curvas planas
regulares, simples e fechadas e exibem abordagens diferentes que possam sugerir genera-
lizagdes.

2.2 Prova Analitica do TQV

As provas apresentadas nesta secdo do TQV utilizam propriedades elementares de
fungdes periodicas definidas a partir de situagdes geométricas.
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Iniciamos com uma prova bem curta e elegante apresentada por H. W. Guggenheimer,
, para o caso de curvatura positiva (curva estritamente convexa).
Vimos que uma curva estritamente convexa pode ser parametrizada pelo angulo que o
seu vetor tangente 7'(60) faz com uma direcdo fixa. Se a curva tem comprimento L entdo,
fozn k‘fg) L. Se N(0) = (cos0,sen@), entdo f02 k(0) N(9)df = 0. Para ver isso,
basta lembrar que k(6) = d =
Considere a fungdo f(0) = ﬁ 271 Entdo os pontos criticos de f coincidem com
os pontos criticos de k, isto é, os vértices da curva. Para encontrar os vértices, a ideia é
provar que f troca de sinal pelo menos quatro vezes. Pelo Teorema do Valor Médio, isto
implica que f tem pelo menos quatro pontos criticos ou vértices da curva. Observe que
f satisfaz as hipdteses da seguinte proposigdo:

Proposicao 2.1. Seja f : [0,2n] — R periodica com média zero fozn f(0)do =0e
fozn F(OYN(O)dO = 0. Logo, [ se anula pelo menos quatro vezes.

Demonstrag¢do. Suponha, por absurdo, que f so troque de sinal nos pontos 6y e 6;. Por
exemplo, suponha que () = Oparay < 6 < 61 eque f(f) < Oparaby < 6 <
6o + 27.

Vamos usar agora que fozn f(O)N(B)dO = 0. Observe que essa condicdo ndo se
altera se fizermos uma translacdo qualquer Z(0) = N(0) + P. Portanto, ndo ha perda
de generalidade ao supor que o segmento de reta entre Z(6y) = N(6y) + P e Z(0,) =
N(61) + P contém a origem com foh f(6)Z(0)do = 0.

Escreva

27 01 Oo+2m
f(0)Z(0)do = ; f(0)Z(6)do +/€ | F(0)].(=Z(0))db.
0 1
As duas parcelas representam vetores nao nulos situados no mesmo semiplano pois
correspondem a curvas no plano situadas no mesmo semiplano definido pela reta que passa

pela origem e contém os pontos Z(6y) e Z(61). Isto segue do fato de que se fab v(t)dt =0
entdo para qualquer vetor constante w, [ ab (v(t), w)dt = 0. Escreva v(t) = (x(¢), y(?))

de modo que a integral de cada componente se anula e use a linearidade para concluir o
resultado. Tomando w vetor normal a corda, obtemos uma contradigao. O

2.3 Funcao suporte

Continuando com a hipétese de convexidade estrita, vamos agora dar uma prova do
TQV que usa a fungao suporte.

Dados uma curva regular convexa y, com raio de curvatura r(6), e um ponto z € R?
no interior da regido compacta R limitada pelo traco de y, definimos a fung¢do suporte

associada a z por
hz(0) = —(y(0) —z. N()).
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A escolha do ponto z ndo € relevante para o estudo de propriedades geométricas e, por
transla¢do, podemos supor que z = 0 = (0, 0). Denotamos /¢ = h.
Note que /' () = (y(6), T(6)) de modo que podemos escrever

() = h' ()T (0) — h(O)N(6).

Além disso, o raio de curvatura pode ser obtido diretamente de %, pois /7, (8) = R(0)+
(r(0), N(0)) = R(0) — h(0).
Ou
h’(0) + h(9) = R(9).

Segue entdo que os vértices correspondem aos zeros de 1/ + I'.

Observe também que dada uma fungdo periodica positiva p(6), considere a equagdo
h"(0) + h(6) = p(9).

Se conseguirmos uma solugdo periodica para a equagdo acima, entdo a curva y(0) =
W (6)T(0) —h(0)N () serd uma curva convexa de raio de curvatura p(0).

Essa observacao sera usada quando formos comentar a reciproca do TQV. O TQV ¢
consequéncia do seguinte

Lema 2.1. Uma fungdo 2m -periédica da forma h'" + k' tem pelo menos quatro zeros.

Demonstragdo. Por ser periddica, h”’ 4+ h’ tem um niimero par de zeros e necessariamente
tem pelo menos dois. Suponha, por absurdo, que 2"’ + h’ tenha apenas dois zeros.

Exercicio: Existe uma fungio g, C®°, que satisfaz a equagdo diferencial g’/ + g’ =0 e
se anula exatamente nos mesmos zeros de & + &/, tal que (A" + h’)g > 0. [Sugestéo:
comece com a equagdo linear g’ + g = A, A constante].

Usando o exercicio e integrag@o por partes

2w 2m
0< h" +h)Hgdb = — (h" 4+ h)g'do,
0 0
2 2w
=— h'g'do — hg'do,
0 0
2m 2n 2w
=[ h'g'do — hg'dd = — h(g" + ¢g')do =0,
0 0 0
obtemos uma contradi¢éo. O

2.4 Guggenheimer - Circulos bitangentes

Além da prova curta publicada em 1969, , Guggenheimer
demonstrou o TQV sem a hipotese de convexidade. Esta prova geométrica usa circulos
bitangentes.
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Seja y: [0, L] — R? uma curva regular de classe C2, simples e fechada. Para cada
s € [0, L] denotamos por C(s)

(1) o circulo osculador, caso este esteja inteiramente contido na regido compacta R limitada
pelo trago de y, obtida no Teorema da Curva de Jordan, ou

(ii) o circulo de raio maximo tangente a y em y(s) e contido em R, caso o circulo osculador
ndo esteja contido em R.

No primeiro caso, s ndo pertence a um arco monoétono de y. No segundo, C(s) ¢ um
circulo bitangente a y. (Por que?).

Observe também que se ha arcos monotonos entdo nem todos os circulos da familia
C(s) sdo circulos de curvatura (por que?). Se ndo ha arcos mondtonos em y, entdo y ¢é
um circulo.

Se 5o € um ponto tal que C(s¢) ndo ¢é o circulo de curvatura, existe um ponto, que
denotaremos por 5y, 0 ponto mais proximo de 5o < 5o, tal que y(sp) esta contido em
C(sp). Isto é, outro ponto de tangéncia de C(sg) com .

Vamos denotar por ¢(s) o centro do circulo C(s) e por [z1,22] = tz1 + (1 —1)z2,0 <
t <1, o segmento de reta que liga os pontos z; € z5.

A primeira observacdo ¢ que os segmentos radiais sdo disjuntos.

Lema 2.2. Se y(s1) ndo pertence ao circulo C(sg), entdo temos que [y(so), c(so)] N
[y(s1),c(s1)] = 0.

Demonstrag¢do. Por absurdo, suponha que z € [y(s¢), c(s9)] N [y(s1), c(s1)]. Trocando
0s pontos, se necessario, suponha que |z — y(so)| = |z — y(s1)|. Entéo

[C(s0) — y(s1)] < |C(so) — z| + |z = y(s1)| <
< |C(s0) = z| + |z — y(s0)| = [C(s0) — y(s0)|.

Isto significa que y (s1) esta no interior do disco limitado por C(sg). O que contradiz a defi-
ni¢do da familia de circulos C(s). Concluimos assim que [y (so), c(s0)] N[y (s1),c(s1)] =

@.

Vamos agora definir um processo indutivo para encontrar um ponto de maximo local
da curvatura.

Observe que a familia de circulos {C(s)}se[o,z] ¢ uniformemente limitada, ou seja,
existe um disco no plano que contém todos os elementos da familia.

A ideia € usar o Teorema de Selecdo de Blashke que diz que uma familia infinita C
de conjuntos ndo vazios, convexos, compactos ¢ uniformemente limitada em um espago
métrico contém uma sequéncia que converge em C, veja ( , cap. 6). Repare a
semelhanca deste enunciado com o do Teorema de Bolzano—Weierstrass.

Comegando com um circulo de bitangéncia C(sg) com ponto de tangéncia mais pro-
Xximo S§g. Defina s; = sotso

Como y(s1) ndo pertence a C(s¢), tomemos C(s1). Se C(s1) for um circulo de curva-
tura, entdo paramos o processo, pois encontramos um vértice.

Se esse ndo for o caso, considere 5. O Lema implica que 57 € (sg, So) pois, caso
contrario, o ponto y(51) estaria no arco de y complementar ao arco entre sg € 5o. Mas
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isto implica que c(s1), o centro do circulo C(s1), esta na componente exterior ao “setor”
formado pelos raios [c(s0), ¥ (50)], [¢(S0), ¥(50)] € 0 arco em y que vai de y(s¢) a y(So).
Entretanto, essa configuragdo implica em interse¢ao ndo vazia entre os raios:

{[c(s0). y(s0)] U [c(s0). ¥ (S} N {[c(s1). y (s U [e(s1), y (D]} # 9.

O que contradiz o que diz-nos o Lema 2.2 acima. Defina s, = & “;s L e sucessivamente,
~ o 5 +S;
€aso nao encontremos um vertice, Sj+1 = 5

Observe que 5,41, 5741 € (s, 5;) portanto, por inducdo, obtemos

_ 1 _
lsj — 5] < §|so — 5o/

Segue que, tomando uma subsequéncia convergente s; — s*, é claro que §; — s™.

A sequéncia de circulos de bitangéncia C(s;) estd no interior da regido R logo o Te-
orema da Convergéncia de Blashke afirma que existe uma subsequéncia convergindo a
um circulo tangente a y em y(s*). Se provarmos que o raio deste circulo é igual a @,
entdo estaremos provando que C* ¢ o circulo de curvatura de y(s*) e esta contido em R.
Concluimos assim que s* é um vértice.

Portanto, para concluir a prova do TQV, basta provar que k(s*) # 0 e que o raio de
C(s*) éigual a ﬁ

De fato, denotando por 8(s) o angulo que T'(s) faz com uma diregdo fixa, pela defini-
¢do de curvatura escrevemos

0G;) = 0(sj) + k(s;)G; —s;) + 0(5; —s)I?).

Portanto

k(s*) = Tim SO ZOCDTRED _y ks,
Jj—o00 Sj—S; J—>0

Por outro lado, podemos obtemos uma estimativa para o raio de cada circulo C(s;) obser-
vando que 0(5;) — 6(s;) € o angulo entre as normais a C(s;) nos pontos y(s;) e y(s;).
Denotando por r; o raio de C(s;) pela Lei dos cossenos:

ly ) — y(s)I? = 2121 — cos(0(5;) — 0(s;)] =

0(sj) —0(s;)
2
De acordo com a forma normal das curvas planas:

= dr;%sen’(

).

lyG) —y6)IP =G —s5)” + 0(5; —551%).

Enquanto aplicando a Férmula de Taylor do seno temos:
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0(5;) —0(s;)
2

Portanto, juntando todas estas estimativas, obtemos:

1
en’( ) = k)G =) + 0(1G; = 5/)P).

- 2
r.] - k(S]) + 0(|(S] s])| )

Como a sequéncia dos circulos é uniformemente limitada, o mesmo ocorre com a
sequéncia deraios 7;. Sendo assim a curvatura k(s ;) ndo converge parazero e lim; o rj =
@. Em outras palavras, o raio do circulo C* é igual a ﬁ Ou seja, C* é o circulo de
curvatura de y(s*) que esta totalmente contido na regido R interior ao trago de y. Segue
entdo que s* ndo pertence a um arco monotono, ou seja, € um vértice de y.

Se agora considerarmos o arco de y que vai de y(5¢) até y(so) obtemos o outro
ponto s** cujo circulo de curvatura C(s**) esta contido na regido limitada por y. Se
C(s*™) # C(s*), entdo encontramos um outro vértice que ¢ maximo local da curva-
tura. No caso C(s**) = C(s*), temos que C(s*) é um circulo de curvatura bitangente
a curva. Prosseguimos entdo tomando o ponto médio como anteriormente e novamente
encontrando um terceiro ponto com circulo de curvatura tangente a y. Como estamos su-
pondo que nem todo circulo da familia C(s) ¢ circulo de curvatura, repetindo o processo
um numero finito de vezes, caso necessario, encontraremos um novo circulo de curvatura,
isto &, diferente de C(s*) inteiramente contido na regido. Este circulo corresponde a um
minimo local.

2.5 Conjunto de simetria

O Conjunto de Simetria, lugar dos centros dos circulos de bitangéncia da curva, é
utilizado em computacdo grafica como uma espécie de esqueleto da curva. Dado um
esqueleto e uma fungdo continua e positiva, a curva pode ser obtida como a envoltoria dos
circulos de centro no conjunto de simetria e raio igual ao valor da fungéo.

Essa ¢ uma das razdes pelas quais discutimos uma prova do TQV que usa o conjunto
de simetria. Outra razdo € o uso de técnicas de singularidades de aplicagdes a problemas
de geometria diferencial.

Um circulo de bitangéncia a y nos pontos y(sg) € y(s1) define localmente (ou infini-
tesimalmente como se diz usualmente) um eixo de simetria da curva. Basta tomar a reta
L que passa pelo centro do circulo e pelo ponto de intersecgdo das retas tangentes a y em
v(s0) e y(s1). (O que ocorre se essas retas sdo paralelas?)

A simetria a que se refere ¢ a reflexdo com respeito a reta L.

Ao introduzirmos a defini¢do de evoluta, na primeira se¢@o, consideramos a familia
de retas definida por I' (s, t) := I;(s) = y(s) +tN(s), considerando s como o parametro.

Mudando o ponto de vista, podemos fixar ¢ como parametro e considerar a familia de
curvas Iy (s) equidistantes a y(s) = I'(s,0) (|13:(s) — y(s)| = |t])
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O conjunto de simetria, lugar dos centros de circulos de bitangéncia ¢ caracterizado
por z = I(s1) = I7(s2),s1 # s2, 0s pontos de auto intersec¢do de I5.

Como I/ (s) = [1 — k(s)t]T (s), vemos que se t < ﬁ, kmax = max{k(s)} entdo a
curva [ éregular.

Exercicio: Prove que se ¢ < k— entdo Iy é uma curva regular, fechada e simples.
[Sugestdo: comece provando que Vs € [0, L] existe um intervalo /(sg) tal que I (s1) #
I (s2), 51 # s2 € I(sp). Para concluir observe que a restri¢ao a I'; ¢ homotdpica a y(s)].

Exercicio: Dada uma curva convexa y, seja £, com extremidades y(so) ¢ y(s1) a sua
menor corda, i.e., 0 comprimento da menor corda ¢ definido por infssup, (|y(s) — y(1)]).
Na elipse a menor corda é o eixo menor. Prove que £ ¢ perpendicular a y e que o seu
ponto médio esta contido no conjunto de simetria.

Além disso, ndo pode haver mais pontos de y contidos na corda. Ou seja, o ponto
médio da corda € o unico da intersec¢do da corda minima com o conjunto de simetria.

Exercicio: Sera que por qualquer ponto da curva passa um circulo de bitangéncia interna
em pontos distintos? Ou sera que ha pontos especiais em que o circulo de bitangéncia tem
contato de ordem maior do que 1?

Exercicio: Descreva o conjunto de simetria da parabola.

Exercicio: Descreva o conjunto de simetria de uma elipse, por exemplo, i:—i +y2 =1,
coma > 1. Como a elipse tem simetrias axiais, certamente o seu conjunto de simetria esta
contido em um dos eixos da elipse, qual? A partir da corda minima, verifique o que ocorre
com os pontos de bitangéncia quando movemo-nos para a direita. Observe que estamos
considerando os circulos de bitangéncia interna, portanto existe um valor maximo para o
raio desses circulos. Qual seréd este maximo no caso da elipse?

O fato principal a ser usado nessa abordagem para o TQV ¢ o seguinte: o lugar
dos centros do circulos bitangentes ¢ um grafo, sem circuitos fechados (lagos), cujas
extremidades correspondem a pontos de maximo da curvatura.

A estrutura do conjunto de simetria:

Proposicdo 2.2. Dada uma oval y : S' — R2, para cada ponto y () existe um iinico
ponto do conjunto de simetria, centro do circulo de bitangéncia que passa por y(8).

Demonstracgdo. Considere a familia a um pardmetro de circulos com centro no interior na
regido R que sdo tangentes a y em y(#). Como vimos no Capitulo 1, os centros estdo
sobre a reta normal e variando o raio, por continuidade, existe um primeiro valor para o
qual o circulo volta a ser tangente a curva. Denote por C(z, t) o circulo de centro z e raio
t.

Se a normal esta orientada para dentro da regido limitada por y, para valores peque-
nos e positivos de ¢ o circulo C(y(0) + tN(0),t) esta inteiramente contido na regido R.
Quando ¢ ¢ suficientemente grande, o circulo, exceto o ponto y(6) estd na regido exterior
a R. Logo existe

to = Max{t > 0| C(y(0) + tN(0).1) C R}.
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O centro y(0) + toN(0) estd no conjunto de simetria. Este ponto é o tinico ponto
no conjunto de simetria associado ao ponto y(#). De fato, por absurdo, sejam z;(0) e
z5(0) centros de circulos bitangentes a y que passam por y(6), Suponha que y(0;) e
y(6,) sejam os outros pontos de tangéncia com os circulos C(zq, y(0) + tN(0),t1) e
C(z2,y(0) + tN(0), 1) respectivamente. Suponha que t; < f5.

Entao,

|z2 = y(01)| < |z2 — z1| + |21 = y(O1)],
=|zz —z1l + [z1 = y(O)| = |22 = y(O)I.

A tltima igualdade segue do fato dos pontos zy, z € y(0) serem colineares. A desigual-
dade significa que o ponto y(6;) esta contido no interior do circulo C(z5, y(0)+tN(0), t2),
o que contradiz a defini¢@o de circulo bitangente (interno). Concluindo a demonstragdo
da Proposigao. O

A componente regular do Conjunto de Simetria de uma curva:

Usaremos o Teorema da Fun¢@o Implicita, , para obter localmente o
ponto S(6) associado a um ponto y(6) em uma curva regular y.

Observe que se y(6y) + toN(6p) € o centro de bitangéncia tangente a y(6y), 6y per-
tencente a um arco mondtono entdo g < R(6p).

Seja F(01,02,1) = y(61) — y(02) — t[N(61) — N(62)].

Se 61 # 6, e F(61,0,,t9) = 0 entdo o ponto y(t;) — toN(61) pertence ao conjunto
de simetria S. De fato, F (61, 02,19) = 0 se, e somente se, y(01) + toN(01) = y(t2) +
toN(6,), logo o circulo de centro y(6;) + 1o N(8;) e raio ty € bitangente a curva y nos
pontos y(61) e y(62).

Observe agora que a derivada de F no ponto (01, 6, tp) tem as seguintes colunas:

oF
— =[R(61) —t0] T (61),
29, [R(61) —10] T(61)
oF
— =[to — R(62)] T(6>),
20, (70 — R(62)] T(62)
oF
En =N(61) — N(62).
t
Se t < R(6) entdo as duas primeiras colunas s6 sdo linearmente dependentes se
T(6;) = —T(62). Mas neste caso, N(0;) = —N(6,), de modo que as duas ultimas

colunas sdo linearmente independentes, de fato, ortogonais.

Em qualquer um dos casos, o posto de DF (61, 05, ty) €igual a2 (maximo) e o Teorema
da Fungdo Implicita implica que o conjunto de simetria ¢ uma curva de classe C.

Para verificar que S ¢ uma curva regular, suponha inicialmente que 7'(6,) # —T(6,)
de modo que parametrizamos S localmente por #: a cada ¢ proximo de 7y associamos um
nico par (01(1), 02(1)) tal que S(t) = y(01(r)) + tN(01(1)) = y(02(1)) + tN(02(1))
pertence ao conjunto de simetria com vetor tangente:

S'(t) = [R(61(1)) —t]T (61 (1)) + N(61(1)) # O
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No caso em que T (6;) = —T(6,), a cada 6, associamos um par (62(6;),1(6,)) tal
que S(01) = y(61(¢)) + t(61)N(61(t)) parametriza o conjunto de simetria, com vetor
tangente

S'(61) = [R(61) —1(0)]IT (61) + 1'(61)N(61) # 0.

Concluindo assim a descrigdo local do conjunto de simetria. Seja z o centro de um
circulo de bitangéncia situado em uma componente regular do conjunto de simetria S,
entdo z ¢ a intersecgdo de duas retas normais que sdo transversais a S em z.

Pergunta: Qual ¢ o fecho do conjunto de simetria?

Vimos na prova o TQV dada por Guggenheimer, descrita na subsegao anterior, que 0s
pontos de acumulagao de arcos de bitangéncia sdo vértices que correspondem a maximos
locais da curvatura. Assim, se provarmos que nao ha lagos no conjunto de simetria entdo
teremos provado que existem pelo menos dois pontos distintos de maximo da curvatura.

Proposicao 2.3. O conjunto de simetria ndo possui lagos, i.e., ndo possui componentes
conexas fechadas homeomorfas ao circulo.

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que A seja um lago do conjunto de simetria.
Podemos supor que A seja regular. Defina 7T : A — y por T(z) = y(s) onde s € [0, L]
¢ o menor valor tal que z € centro de circulo de tangente a y em y(s). Temos que T ¢
continua e injetiva, portanto um homeomorfismo. Em particular, 7' é sobrejetora. Mas
se p pertence a imagem de 7, entdo a reta normal a y que passa por p intersecta A duas
vezes, pois ¢é transversal a A.

Entretanto, vimos que o ponto de corda minima intersecta o conjunto de simetria em
apenas um ponto. Obtemos assim uma contradigao. O

Nao tendo lagos, as componentes regulares do conjunto de simetria sdo arcos de cur-
vas regulares, que ndo possuem auto acumulagao, logo seu fecho ¢é constituido de pontos
extremais ou vértices. Entretanto, a inexisténcia de arcos implica que deve haver pelo
menos dois pontos extremais em S.

2.6 A provade R. Osserman: considere o circulo circuns-

crito
Com a frase do titulo desta subsegdo os autores em resumem a
principal ideia da prova do TQV dada por R. Osserman . Essabela prova

essencialmente geométrica, tem varias vantagens, entre elas:

A) vale para curvas ndo convexas.

B) fornece o niimero de vértices em funcdo do nimero de pontos de tangéncia da curva
com o circulo circunscrito, de modo similar ao que foi provado por Jackson

O circulo circunscrito de um subconjunto compacto K do plano € o circulo de menor
raio tal que o disco fechado limitado por C contém K.
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Teorema 2.1 (Osserman, 1985). Seja ¢ uma curva de Jordan de classe C? no plano R?.
Denotamos por C o circulo circunscrito a c. Entdo:

i) ¢ N C contém pelo menos dois pontos.

ii) Se ¢ N C contém pelo menos n pontos, entdo ¢ possui pelo menos 2n vértices.

A seguir apresentamos os lemas que serdo usados na prova do teorema. Ao leitor
interessado sugerimos o artigo de Osserman, . Esta subsecao foi inteira-
mente baseada neste trabalho. A ideia fundamental a ser explorada aqui ¢ comparar o raio
de um circulo tangente a curva com o raio de curvatura, como foi feito no capitulo 1.

Lema 2.3. Seja K um conjunto compacto no plano contendo pelo menos dois pontos.
Denote por C(K) a classe de compactos do plano formada por circulos tais que K C C
para todo C € C(K). Entdo existe um unico circulo Cg € C(K) de raio minimo R que
contéem K.

A construgdo do circulo circunscrito C a uma curva regular y, simples e fechada (ou
mais geralmente de um compacto), ndo ¢ explicita. Podemos, em geral, obter as suas
propriedades que seguem da definigdo.

Algumas delas:

i) a interse¢do da curva y com o seu circulo de curvatura C é ndo vazia. Pois, caso con-
trario, a distancia entre esses dois conjuntos compactos seria positiva e assim poderiamos
diminuir o raio do circulo, obtendo um outro circulo que também circunscreve a curva.

ii) A interse¢do C N y ndo pode estar contida em um semi-circulo aberto. Em outras

palavras, qualquer semicirculo do circulo circunscrito C intersecta y.
Prova: Por absurdo, suponha que o compacto C N y esteja contido em um semicirculo
aberto. Usando um movimento rigido podemos supor que C esteja centrado na origem de
um sistema de coordenadas cartesiano, com raio R e que o semicirculo esteja no semiplano
superior.

A ideia ¢ transladar verticalmente o circulo de modo a obter outro circulo, disjunto
do trago de y, que a circunscreve. Pelo item i), € possivel diminuir o raio e obter uma
contradigdo.

Seja po = (x0, yo) € CNy cujaordenada yy > 0 seja minima entre esses pontos, isto
¢, po € o ponto da intersecdo mais proximo do eixo y = 0. Observe que se 0 < g9 < 2y,
entdo pg esta contido no circulo C(gg, R), de raio R com centro no ponto (0, &9). Por
continuidade, existe uma vizinhanga aberta Jy de po em y tal que para todo t € Jy o
ponto y(¢) estd também contido em C(gg, R).

Considere o arco compacto I em y totalmente contido no semiplano y < gy. Se
Ro = max{|y(t)|,t € I} entdo, por hipotese Ry < R.

Tomemos & < min{eg, v R2 — Ro?}. Segue que o circulo C(g, R), de centro (0, ¢) e
raio R circunscreve y ¢ C(e, R) Ny = @. Concluindo a prova.

iii) Segue imediatamente da prova do item ii) que se a interse¢do de uma curva com o
seu circulo circunscrito tem dois pontos entdo os pontos sdo antipodas.

Lema 2.4. Seja ¢ uma curva regular C? de curvatura k # 0 orientada e C um circulo
de raio de curvatura R tangente a c no ponto p. Entdo:
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i) Sek(p) > % uma vizinhanga de p em c estd contida no interior da regido delimitada
por C.

ii) Sek(p) < % uma vizinhanga de p em c estd contida no exterior de C.

Demonstrag¢do. Escolhemos coordenadas tais que p = 0, k(0) = k e o eixo de tan-
géncia entre ¢ e C seja o eixo x. Logo temos, c(t) = (¢, y.(t)) = (¢, %tz +-) e
C@t) = (t,yc(t)) = (¢, R — v RZ —t2). Portanto para ¢ pequeno temos y.(t) > yc(t)
se, e somente se, k > %. O

&£ ° 4~ C

Figura 2.1: Posi¢ao relativa e curvatura.

Lema 2.5. Seja c uma curva de Jordan positivamente orientada e C o circulo circunscrito
de raio R tal que {p1, p2} C ¢ N C. Denote por C1 C C o arco orientado ligando p, a
2. Entdo ou ¢ coincide com o sub-arco Cy ou existe um ponto q1 € c tal que k(q1) < %.

Demonstragdo. Podemos supor, pelo lema 2.3, que o arco C; C C positivamente orien-
tado de p; a p, tem comprimento menor que o de um semicirculo. Suporemos, escolhido
um referencial, que C estéd centrado na origem e p; € p, tenham a mesma abscissa; veja
Fig. 2.2. Denotamos por ¢; o arco de ¢, positivamente orientado, ligando os pontos p; e
p2. Se c1 e Cq ndo coincidirem existe ¢ € ¢; contido na regido delimitada por C. Toma-
mos ¢ na regido a direita da reta vertical determinada por p; e p,. Consideramos o circulo
C’ determinado pelos pontos p1, ¢, p». Transladamos o circulo C’ para a esquerda até que
0 arco ¢ tenha um tnico ponto de contato (tangéncia) g; com C’, isto é,c; N C’ = ¢;.
Como o raio R’ de C’ satisfaz R’ > R e c; estd na regifio externa de C’ transladado,
temos pelo lema 2.4 que k(q;) < % < %. O

Demonstracio do Teorema 2.1: A seguir faremos a prova do teorema para o caso
de curvas convexas. O caso geral pode ser facilmente adaptado, levando-se em conta a
possibilidade de inversdo de orientagao.

Dado uma curva de Jordan ¢ a mesma divide o plano em duas componentes conexas
A e B tal que A ¢ limitada ¢ B ndo limitada com A N B = c.

A parte 1) do teorema segue do lema 2.3 pois o conjunto A Uc¢ é compacto e difeomorfo
a um circulo.
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o,

o,
‘\\““‘ ¢
-

Figura 2.2: Circulo circunscrito.

Para obtermos a parte ii) consideramos os pontos py, ..., p, em ¢ NC. Ordenando es-
tes pontos ciclicamente obtemosnarcoscy, . . ., ¢, de ¢ e correspondentes arcos Cy, ..., Cy
em C, conforme Fig. 2.3.
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P
Lannt Sea,,
. 2
»

Cy

Figura 2.3: Circulo circunscrito e vértices

Cada um dos arcos ¢; coincide com C; ou contém um ponto g; tal que k(g;) < %. Pelo
lema 2.4 temos que k(p;) = % paratodoi = 1,...,n. Portanto k possui um minimo em
pontos interiores de ¢; € ¢; e k(q]) < %. Deste modo obtemos 7 vértices satisfazendo a
desigualdade acima.

Por outro lado cada subarco ¢; C ¢ ligando g; a g;+1 contém o ponto p; 1. Tendo
em vista as desigualdades k(g;) < % ek(pi) = % existe um ponto p; € c; onde k tem
um maximo e k(p; ) = %. Assim obtemos outros n vértices e portanto obtendo a parte ii)
do teorema. O

Exercicio: i) Dé varios exemplos de curvas de Jordan possuindo exatamente 4 vértices.
ii) D& exemplos de curvas de Jordan possuindo exatamente 6 vértices.
iii) Calcule o nimero de vértices da parte compacta da ctibica x? + y2 + &(x3 — y3) = 1

2.7 Outra prova analitica do TQV

Nesta secdo daremos uma prova analitica do teorema dos quatro ou mais vértices, ba-
seada principalmente no artigo

Lema 2.6. Seja c(s) = (x(s), y(s)) uma curva regular de classe C3 convexa e com
curvatura k(s). A fungdo k'(s) é ortogonal, relativo ao produto interno do espaco de
fungbes L([0, L], R), ao conjunto {1, x(s), y(s)}.
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Demonstragdo. Claramente fOL 1.k'(s)ds = 0. Fazendo integragdo por partes obtemos
que:

L L L
/ K (s)c(s)ds = —/ k()T (s)ds = / N'(s)ds,
0 0 0
=N(L)—N(0) =0.
Portanto segue o resultado. O

Observacio 2.1. O espaco de fungdes H = L2([0, L], R) de quadrado integravel ¢ um
espaco de Hilbert com o produto interno ( f, g) = fOL f)gt)de.

Um subespaco Y de fungdes reais definidas no intervalo [0, L], (2n + 1)-dimensional,
¢ chamado um sistema de Chebyshev se toda fungdo ndo nula neste espago possui no
maximo 2n zeros, contando multiplicidades. O sistema é chamado regular se todo
subespago 0 # Z C Y éaindaum sistema de Chebyshev.

Um exemplo tipico de sistema de Chebyshev € o espago de polindmios de grau menor
ouigual 2n, o qual é gerado por {1, x, x2, ..., x2"} e portanto 21 + 1-dimensional. Outro
exemplo importante de sistema de Chebyshev é o formado pelas fungdes {1, x, x2, ...,
x", xInx,x?Inx, ..., x" Inx} de dimensdo 3n + 1.

Um critério util para caracterizar os sistemas de Chebyshev ¢ dado pela seguinte pro-
posi¢do (veja ( , cap. 6)).

Proposicao 2.4. Um subespaco de fungoes Y é um sistema de Chebyshev2n+1-dimensional

se, e somente se, para toda base { f1, f, ..., fan+1} de Y e toda 2n + 1-upla de pontos
distintos {t1, ..., tan+1} no intervalo [0, L] temos que:
Gy ) o filtzntr)
det Sa(t1) L) o faltantr) £ 0.
Son1(t1)  font1(2) ..o fant1(t2nt1)
2n+1

Demonstragdo. Toda fungdo f € Y édadapor f =) ;21 a; fi. O subespago ¥ é um
sistema de Chebyshev se, e somente se, toda f como acima com 2n + 1 zeros distintos
{t1,...,tan41} nointervalo [0, L] for identicamente nula. O sistema de equagdes f(¢;) =
fo{l ai fi(t;) =0, (j=1,---,2n+1) implicaque a; = --- = azp+1 = 0. Mas
isto ocorre se, e somente se, o determinante no enunciado da proposigdo for ndo nulo. [J

Teorema 2.2. Uma funcéo f ortogonal em L?([0, L], R) aum sistema (2n+1)-dimensional
de Chebyshev tem pelo menos 2n + 2 zeros distintos.

Demonstra¢do. Suponha que f possua somente 2n zeros simples, {x1,X2, ..., X2,}.
Logo existe g no subespaco 21 + 1 dimensional de Chebyshev possuindo exatamente os
mesmos zeros de f. Logo o sinal de f.g é constante em cada um dos intervalos [x;, x;+1]
e portanto [ fg # 0 contradizendo a ortogonalidade. O mesmo argumento pode ser efe-
tuado supondo que f possua um menor niimero de zeros (contando multiplicidade). O
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O teorema dos quatro ou mais vértices ¢ portanto uma consequéncia do Teorema 2.2
acima.

2.8 Curvas nao simples

No artigo , adotando um ponto de vista diferente para o TQV, Jack-
son busca caracterizar as curvas convexas planas fechadas que possuem exatamente dois
vértices. Isso o levou a discussdo sobre arcos mondtonos, exposta no Capitulo 1. Uma
tal curva ¢ formada por arcos monotonos que s6 nao serdo simples se contiverem um cir-
culo tangente a curva. Supondo que ndo existam tais circulos, uma analise da geometria
partindo do vértice de curvatura minima até o vértice de curvatura maxima, mostra que
a curva possui um unico ponto duplo na intersec¢ao de dois lagos simples, cada um dos
quais contendo um vértice.

Jackson vai mais além, procurando descrever as curvas convexas simples fechadas
com exatamente 2n vértices.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de curvas fechadas com exatamente dois vér-
tices.

Exemplo 2.1. 4 curva regular fechada y
y(u) = ((R + rcosu)cosu, (R + rcosu)senu),

com r > R possui somente dois vértices, y(0) = R+r e y(xr) =r — R > 0. O ponto
de cruzamento normal é (0,0), obtido resolvendo a equagdo R + r cosu = 0.
A curvatura k e sua derivada k' sdo:

R?>+2r24+3rRcosu 3Rr? (Rcos u + r)sen u
k(u) = 5, k'(w) = 5
(R? +r2+42r Rcosu)? (r2 4+ 2 Rrcos u + R?)2

Exemplo 2.2. A4 curva fechada y(u) = (cosu —asen2u,senu + acos2u) é regular
tendo um ponto de cruzamento normal (0, a) quando |a| > % e possui somente dois veérti-

ces, y(3) = 1 —a, y(=%) = —1 —a. De fato sua curvatura é dado por
6asenu —8a? —1
ky(u) = 5
(—4asenu +4a2+1)2
Portanto,
12a% cosu (senu — 2 a)
kil (u) = =
(—4asenu +4a2+1)2
Para |a| < % a curva y é fechada e simples e para |la| = % a curva possui um ponto

de cuspide y(%) = (0,a). Veja Fig. 2.2.
A curva y é definida implicitamente pela quartica
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N[=
Q
\%

a =

Figura 2.4: Familia de curvas y, (1) = (cosu —asen2u,senu + a cos2u).

qa(x,y) = (x> + yz)2 —(2a* + 1) (x* +y?) +2ay + a*@* - 1) =0.

Veja Exercicio 1.16 para observar que esta curva é a transla¢do de uma curva pedal
do circulo.

2.9 Exercicios

Exercicio 2.1. Construa um exemplo de uma curva convexa possuindo exatamente 32
vértices.

Exercicio 2.2. Investigue o teorema dos quatro vértices para curvas fechadas planas no
plano de Minkowski R? com o produto interno (u, v) = ujv; —usv,, onde u = (uy, uy)
ev = (v1,v2). Veja ( ,cap. 4)e

Exercicio 2.3. Considere um par de curvas suaves e regulares y e I, parametrizadas pelos
comprimentos de arcos s e u e relacionadas por

I(u(s)) = y(s) + Ly'(s). 2.0

Seja a(u(s)) o Angulo entre os vetores tangentes y; = y'(s) e I's = I''(u(s)) e denote
por k, e kr as curvaturas correspondentes. Faga uma boa figura para ilustrar a situacdo
geométrica.

i) Mostre que |a(s)| < 7, fi—’s‘ =_L k, =22 ¢ fp=>3924 Z—z.

ii) Seja y convexa. Determine as restrigdes sobre L de modo a assegurar que I seja uma
curva regular convexa.

iii) Se I" for uma curva regular de Jordan (fechada e simples), existe alguma restrigdo

sobre a quantidade minima de vértices dessa curva? Veja Teorema 4 em
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iv) Mostre que para L pequeno ou muito grande a curva I € regular se y o for. Encontre
as restricdes sobre L de modo a assegurar que " seja uma curva regular quando y for
regular.
v) Suponha conhecida a curva I" (1) parametrizada pelo comprimento de arco u. Como
determinar a curva y(s) satisfazendo a equagdo (2.1)? Observamos que a equacdo (2.1)
ndo ¢ uma equagdo diferencial linear.
vi) A equagdo (2.1) modela o movimento de uma bicicleta no plano R2, sendo y descre-
vendo 0 movimento da roda traseira e I" descrevendo o movimento da roda dianteira. E
possivel encontrar um par de curvas (y, I"), diferentes de retas, relacionadas pela equacéo
(2.1) de modo que os tragos das duas curvas coincidem? Veja e
para maiores detalhes sobre este problema (aberto) no caso de exigir
que as curvas sejam analiticas reais.

Exercicio 2.4. Considere a elipse y(¢t) = (acost,bsent)eI'(t) = y(t) + L% ilustra-
dasnaFig. 2.5coma =3, b=1eL =3.

Figura 2.5: Pares de curvas (y, I') sendo y uma elipse.

i) Mostre que se L for pequeno a curva I” é convexa e possui exatamente 4 vértices.
ii) Determine valores de L para os quais a curva I seja ndo convexa.
iii) Encontre pardmetros (a, b, L) tais que I" possua oito vértices.

Exercicio 2.5. Seja y uma curva fechada, localmente convexa (curvatura positiva k), pa-
rametrizada pelo comprimento de arco s e referencial de Frenet {¢, n} positivamente ori-
entado. Considere a familia de curvas paralelas y, (s) = y(s) + rn(s).

i) Mostre que genericamente os pontos singulares de y, sdo cuspides.
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ii) Mostre que a curvatura de y, € igual % parar < min(%).

iii) Mostre que para r > 0 grande a curva y, ¢ regular, localmente convexa e sua
curvatura ¢ negativa, i. €., houve uma mudanga de orientacdo.

iv) Esboce todo o processo de deslocamento paralelo da elipse. Supondo b < a,
observe que para 111—2 <r< % a curva Y, possui 4 pontos de ctspides.

v) Investigue os vértices das curvas y, supondo que k seja uma fungdo de Morse (pon-

tos criticos nao degenerados).

Exercicio 2.6. Seja: S%\ {(0,0, 1)} — R? a projecdo estereografica. Dado uma curva
planar y(s) seja I'(s) a curva esférica definida por w(I"(s)) = y(s).
i) Calcule a curvatura e a tor¢ao de I” em fungdo dos dados geométricos de y.
ii) Mostre que os vértices de y e os pontos de tor¢ao nula de I" estdo em correspondéncia
biunivoca.
iii) Caracterize os vértices da curvatura geodésica de I". Veja e

para os conceitos de curvatura geodésica e tor¢ao.

Exercicio 2.7. Sejay: [a, b] — R? umarco de curva convexa possuindo o mesmo circulo
osculador C nos pontos A = y(a) e B = y(b).
i) Se nas vizinhancas de A e B o trago de y esta contido no interior (ou exterior) de C
entdo y possui pelo menos 3 vértices.
ii) Se na vizinhanga de A o trago de y esta contido no interior de C e na vizinhanga de B
o traco de y esta contido no exterior entdo y possui pelo menos 4 vértices.
iii) Seja y uma curva convexa fechada possuindo o mesmo circulo osculador C em dois
pontos A = y(a) e B = y(b). Se A e B nio sdo vértices, entdo y possui pelo menos 6
vértices.

Se A e B sdo vértices e na vizinhanga de A, trago(y) C int(C) e na vizinhanga de B,
traco(y) C ext(C) entdo y possui pelo menos 10 vértices.

Exercicio 2.8. Sejay(s) = (x(s), y(s)) uma curvaregular convexa e estrelada em relagio
a origem.

Defina a curva dual y* pelas equagdes (y, y*) = 1 e (', y*) = 0.
i) Mostre que y* é regular, estrelada em relagdo a origem e convexa.
ii) Dado a elipse parametrizada por y(s) = (acoss,bsens) calcule y* e analise suas
propriedades geométricas.

Exercicio 2.9. Seja y(s) = (x(s), y(s)) uma curva regular e suponha parametrizada pelo
comprimento de arco s.
Seja F: R2\ pg — R2\ po ainversdo em relagio ao circulo centrado em pg ¢ trago(y).

Se po = (0,0) e o circulo for o unitario temos que F(x,y) = (xeTy% #yz )
i) Calcule a curvatura da curva B(s) = F(y(s)).
ii) Mostre que os vértices de y e de B estdo em correspondéncia biunivoca.
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Exercicio 2.10. Seja y(s) = (x(s), y(s)) uma curva regular ¢ suponha parametrizada
pelo comprimento de arco s e suponha que py = (0,0) = y(so). Denote por C o circulo
osculador of y em (0, 0).

i) Seja F a inversdo em relagdo ao circulo oscular C. Mostre que a curva 8(s) = F(y(s))
¢ assintotica a reta tangente a curva y em (0, 0) no infinito e que sua curvatura tende a zero
no infinito. Se (0, 0) ndo for vértice de y entdo, na vizinhanga do infinito, § esta contida
em semiplanos distintos definidos pela reta R(z) = ty’(so).

ii) Mostre que se y: [a,b] — R? for um arco regular com y(a) € L e y(b) € L, onde
L ¢ uma reta e tal que a regido limitado por y([a, b]) e o segmento de [y(a); y(b)] for
simplesmente conexa entdo existe 5o € (a, b) tal que a curvatura de y em s¢ é positiva
(ou negativa).

iii) Seja y: [a,b) — R? um arco regular com y(a) € L e limg_,;_ y(s) = oo, com y
assintética a L no infinito e além disso a reta L esteja a esquerda de y. Mostre que existe
so € (a,b) tal que k(s9) > 0esg <s1 € (a,b) tal que k(s1) <0ek’(sy) =0.

iv) A partir dos itens 1), ii) e iii) demonstre o teorema dos 4-vértices. Veja

v) Demonstre o teorema de Mdbius que afirma que uma curva regular de Jordan no plano
projetivo que ndo seja homotdpica a zero possui pelo menos 3 pontos de inflexao e portanto
também 3 vértices.

Exercicio 2.11. Seja z(s) = x(s) + iy(s) € C uma curva regular plana parametrizada
por comprimento de arco s, i. ., | z/ |= 1, com curvatura k(s). Seja f(z) = %, ad —
bc = 1, uma transformagdo de Mobius.

i) Mostre que kK’ = Im(%) = Im{z, s} onde

Z/// 3 /5" 2 2\ 1 /2" 2
{z,s}=——=|—=) == —=[—] -
2\ z z! 2\ z
Observamos que {z, s} ¢ a derivada de Schwarz.
ii) Defina a curva w(s) = f(z(s)) e mostre que os sinais das derivadas das curvaturas de

z(s) e w(s) sdo os mesmos. Em particular os vértices sdo preservados por uma transfor-
macao de Mobius.

Exercicio 2.12. Considere a curva regular cilindrica y(s) = (cos s, sens, k(s)), sendo h
uma fungdo periddica de periodo 27 e de classe C*, k = 3.

1) Calcule a curvatura e a tor¢ao de y.

ii) Mostre que y possui pelo menos 4 pontos de torgdo nula.

iii) Escreva o vetor curvatura k = k + k e defina kg = |k ek, = |k |. Lembramos

que k = d% <‘ ’I) Calcule kg e k, e mostre que cada uma dessas fungdes possui pelo

menos 4 pontos criticos.
iv) Considere a curva esférica B(s) = \; g‘ e faca os itens anteriores para a curva 3.
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Exercicio 2.13. Seja y uma curva regular de Jordan esférica que divide a esfera em duas
regides com a mesma area. i) Mostre que y possui pelo menos 4 pontos de inflexao, i. e.,
4 pontos com curvatura geodésica nula.

Exercicio 2.14. Considere o polinémio ctibico A (x, y) = x3 + y3 — 3axy.
1) Mostre que
3at  3at?
H=x@),yt) =|—, —
v = 6000 = (i )
¢ uma parametrizagdo de i (x, y) = 0 e esboce o seu trago.
i) Calcule os vértices da cibica x3 + y3 — 3axy = b para varios valores de (a, b).

Exercicio 2.15. i) Demonstre o seguinte teorema de Schur.
“Considere dois arcos de curvas convexas y e n parametrizados por comprimento de arco

s € possuindo 0 mesmo comprimento intrinseco L = fOL ly'(s)|ds = fOL |7/ (s)|ds e
suponha que 0 < ky(s) < k, (s). Entdo o comprimento euclidiano L, = |y(L) —y(0| de
y € menor que o comprimento euclidiano L, = |n(L) —n(0)| de n.”

ii) Demonstre o Teorema de Schur para curvas convexas com esquinas, i. e., curvas de
classe C? por partes, com um numero finito de pontos de descontinuidade da fungo cur-
vatura.

Sugestao: Veja as notas de curso de H. Hopf no endereco.

http://www.math.cornell.edu/ hatcher/Other/hopf-samelson.pdf

Exercicio 2.16. [Teorema de Vogt] Suponha um arco de curva y tal que a corda determi-
nada por a e b e y determina uma regido convexa, veja Fig. 2.6. Suponha que entre os
pontos a ¢ b a curvatura de y seja positiva e monotona decrescente. Mostre que o angulo
o é maior que o angulo .

Figura 2.6: Arcos de curvas convexas com curvatura mondtona.
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Exercicio 2.17. i) Demonstre o teorema dos quatro vértices usando o Teorema de Schur.
ii) Demonstre o teorema dos quatro vértices usando o Teorema de Vogt.

Exercicio 2.18. Seja po € R? um ponto exterior a uma elipse £. Considere as duas retas
tangentes L; a £ passando por pg e seja p; = L; NE. Sejam [; = |po — piler; = % 0s
raios de curvatura da elipse £ no ponto p;. Mostre que

rl_ ll 3
rn \l

Exercicio 2.19. Seja

2

y(t) = ([0 cos(f(u))a’u,/0 sen(f(u))du), fu) = u7

i) Calcule a curvatura de y e esboce o trago de .
ii) Mostre que existe lim;_,, ¥(¢) e determine aproximadamente este limite.

Il

iii) Faga os itens i) e ii) supondo f(u) = =-.

Exercicio 2.20. Seja A: R? — R? uma transformcao linear invertivel definida por T'(x, y) =
(ax + by,cx + dy). Identifique A com a sua representa¢do matricial na base candnica.
Veja .
i) Seja y(s) = (x(s), y(s)) uma curva regular de classe C3 parametrizada por com-
primento de arco s. Calcule a curvatura de S(s) = Ay(s).

ii) Seja po = y(s¢) um vértice de y. Mostre que para um conjunto aberto de matrizes
A o ponto B(sg) = Apyp) ndo é vértice de B.

iii) Suponha y fechada simples e V,, o conjunto de vértices de y. Mostre que A é uma
rotagdo ou uma homotetia se, e somente se, A(V)) = Vp.

iv) Dé exemplo de uma curva de Jordan y com 4 vértices e tal que B = Ay possua
exatamente 6 vértices.

Exercicio 2.21. Seja X, (x,y) = (P, (x,y), On(x, y)) um campo de vetores polinomial
no plano de grau n. Veja

1) Seja y uma solugdo periddica (curva integral regular) de X,. Mostre que y € convexa.
ii) Mostre que y como no item i) possui infinitos vértices ou no maximo 12 vértices.

iii) Construa um campo de vetores quadratico possuindo uma orbita periddica com 6 vér-
tices.

iv) Obtenha estimativas sobre o numero de vértices de uma curva integral (aberta e/ou
fechada) de X,,.
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Exercicio 2.22 (Projeto). Considere uma curva fechada plana localmente convexa (rosa-
cea) y: S' — R? com curvatura k(s) > 0 e de perimetro 2/. Considere o campo de
vetores h(s) = y(s) — y(s + [) ao longo de y satisfazendo h(s + [) = —h(s).

1) Mostre que numa rosacea existem pelo menos duas retas normais a y que dividem o
perimetro em duas partes iguais.

ii) Se cada normal de uma rosacea y divide o perimetro em duas partes iguais, entdo o
trago de y € um circulo de didmetro 2;[

iii) Estude o artigo

Exercicio 2.23. Seja y uma curva convexa com curvatura estritamente positiva. Mostre
que existe po € R? tal que existem quatro retas normais a y e passando por py.

Exercicio 2.24. Estude os artigos ) s s
, que tratam sobre
vértices e pontos de tor¢do nula (pontos planares) de curvas espaciais.

Exercicio 2.25. Estude a prova do teorema dos quatro vértices apresentada em
( , chapter 9).

Exercicio 2.26. (Projeto) O objetivo ¢ analisar propriedades geométricas de curvas defi-
nidas implicitamente.

Uma equagdo implicita 4(x, y) = ¢ define uma curva regular (unido de componen-
tes conexas difeormorfas a retas e/ou circulos) se ¢ for um valor regular, isto é, Vi =
(hx,hy) # 0 quando restrito ao conjunto H, = {(x,y) € R? : h(x,y) = c}.

Por exemplo, um polindmio de grau k no anel de polindmios R[x, y] ¢ definido por
%k(k + 3) coeficientes e a equacdo p(x,y) = 0 define o que chamamos de uma curva
algébrica. Observe que dados %k(k + 3) pontos em posi¢do geral no plano, existe uma
unica curva regular polinomial de grau k passando por estes pontos.

i) Considere uma curva regular y definida implicitamente por A(x, y) = 0. Entdo a sua
curvatura ¢ dada por

P Rohx = 2hxhyhyy + h3hy, _ _u'Hess(f)u'
|Vh]? VA3
= Ly iy (e ) (Fhy) 2 D2RGC )
|[Vh|3 VU \hyy  hyy ) \ By wp
onde u = Vh = (hy,hy) eu’ = (—hy, hy).
ii) Mostre o seguinte resultado.
Uma curva algébrica regular de grau k possui infinitos vértices ou no maximo 2k (2k —
3) vértices e no maximo k(k — 2) pontos de inflexdo.

Os vértices sio dados pelas equagdes i = kK’ = 0 que sdo equivalentes a intersecgdes
de dois polindmios de grau k e menor ou igual a 6k — 8. Mas observamos que o conjunto

(2.2)
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definido por A2 + hi = h = 0 esta contido nessa intersecc¢do ¢ possui 2k(k — 1) pontos.

Logo pelo Teorema de Bézout temos no maximo k(6k — 8) — 2k(k — 1) = 4k? — 6k =
2k (2k — 3) vértices. A estimativa para o nimero de pontos de inflexdo dados por k =
h = 0 ¢é analoga a anterior.

Observagao 2.2. O teorema de Bézout no contexto complexo assegura que duas equagdes
polinomiais algébricas h(x,y) = 0e¢ g(x,y) = 0 de graus m e n possuem infinitos
pontos de intersec¢do ou exatamente mn solugdes. No contexto real teremos no maximo
mn solugdes. Veja ( , cap. 5).

iii) Trevo r = 2a cos(36). A sua equacdo implicita é dada por h(x,y) = (x2 + y?)3 —
2a(x3 — 3xy?) = 0. O trevo possui 6 vértices. Calcular o niimero de vértices do nivel
h=1(c), comc € R.

Exercicio 2.27. Mostre que as oOrbitas periodicas do campo de vetores planar X (x, y) =
(=x(x +2y —1),y(2x 4+ y — 1)) possuem 4 ou 6 vértices.

De fato h(x,y) = xy(x 4+ y — 1) é uma integral primeira de X. As curvas integrais
na vizinhang¢a do centro (% %) possuem 4 vértices e as proximas do tridngulo, grafico de
X, com vértices {(0, 0), (1,0), (0, 1)} (pontos singulares tipo sela do campo X ) possuem
6 vértices.

Exercicio 2.28. Considere uma fun¢do C*° duplamente periddica f: R x R — R de
periodo 27, 1. e., f(u + 2w, v + 27) = f(u 4+ 2m,v) = f(u,v + 2w) = f(u,v) para
todo (u, v). Considere o sistema de equagdes

fuuu+fu =0, fvvv+fv =0. (2-3)

Denote por Sy = {(u,v) € R xR : fuuu + fu = fovo + fo =0}.

i) Dé exemplos de fungdes tais que S s seja um conjunto regular (unido de curvas regulares
difeomorfas a reta ou circulo).

ii) Dé exemplos de fungdes tais que S ¢ seja um conjunto discreto.

iii) Qual é a quantidade minima de solu¢des no dominio fundamental [0, 27) X% [0, 27)?
E possivel dar exemplos de fungdes tais que S 5 = 07 Justifique.

iv) Estude o artigo e a teoria de Sturm para funcdes
duplamente periddicas. Veja também



A Reciproca do
leorema dos
Quatro Vertices

“Topology is precisely the mathematical discipline that allows the passage from local
to global...”

“All models divide naturally...into two a priori parts: one is kinematics, whose aim is
to parameterize the forms of the states of the process under consideration, and the other
is dynamics, describing the evolution in time of these forms.”

—René Thom ( 1923-2002)

3.1 Reciproca do TQV

Neste capitulo sera considerada a reciproca do teorema dos quatro vértices. A questdo
basica ¢ estabelecer as condi¢des necessarias e suficientes para que uma fungdo periddica
seja a curvatura de uma curva simples fechada no plano.

3.1.1 Uma prova para o caso convexo usando séries de Fourier

Vimos que uma curva regular, simples, convexa e fechada admite uma parametrizagao,
usando a fungdo suporte f(0) = —(y(0), N(0)) da seguinte forma y(0) = f'(6)T(0) —
S(B)N(B). Vimos também que 75y = /" (6) + f(6).
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Lema 3.1 ( ). Seja p uma fungdo periddica, positiva, de periodo

27 e de classe C¥, k = 2. Suponha que

2m 2w
/ p(@)cosfdo =0 e / p(@)senfdb = 0.
0 0

Considere a equagdo diferencial

(%) f"O) + f(O) = p@0).
Entdo

1 4
fo(0) = 2—/ xsenx p(x + 0 + m)dx
bid

-7

é uma solugdo periodica e positiva de (*).

Toda solugdo de (*) é da forma f(0) = fo(6) + a1 cos 0 + by sen 6.

Demonstrag¢do. Segue por calculo direto. De fato, temos que

1 T
0 (0) = 2—/ xsenx p’(x + 0 + m)dx.
s

-7

Integrando por partes duas vezes obtemos:

270+ fo@) =p®) + - [ cosxp@ +x +mpax.

-7

0+2m
=2mp(0) + — / cos(x — 0 — ) p(x)dx,
T Je

cos 0

0+2m
=2mp(0) — L cos(x) p(x)dx

sen 6

T

0+2m
[ sen(x) p(x)dx = 2mp(0).
0

3.1

(3.2)

Claramente fo(6) > 0 pois xsenx > 0 em (—m,7) \ {0} e fo(0) = fo(O + 2n).

Portanto o resultado esta demonstrado.

Proposicao 3.1 ( ( ), ( )e ( ). Seja f: R —>R

periddica de periodo 21 e de classe C”, r = 1, tal que
2r 2m

f(O)coskd df = f(@)senk6 d8 =0, k=1,2,...,n
0

Entdo f possui pelo menos 2(n + 1) pontos criticos no intervalo [0, 27].

Em outros termos, se
f®)= > laxcoskf + by senk].
k=n+1
entdo #{0 mod 2w : f(0) =0} = 2(n + 1).
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Demonstra¢do. Faremos inicialmente a demonstra¢do quando n = 1. Suponha que f
tenha média zero, i. e., 02” f(68)dO = 0. Portanto f troca de sinal pelo menos duas
vezes. Vamos mostrar que f se anula pelo menos 4 vezes. Considere o vetor N(6) =
(cos 8, sen f). Como por hipdtese f02” f(B)N(0)dO = 0 temos que

2w 2w
FOIN(@©)dO = F(O)[Ra(N(O) + U)db = 0,
0 0

onde Ry ¢ uma rotagdo de angulo @ e U = (ug, vg) € um vetor constante.
Assim, fazendo uma translagdo e uma rotacdo se necessario, podemos supor que f

anula-se nos pontos = 0e 6 = 7 com f|(o,x) > 0.
Agora observamos que

2w

f(0) senBd6 :/n f(6) senf db —+—/ f(6) senb db,
0 T

2m

=/n f(6) sen@d@—i—/ | f(0)|(—senB)db > 0.
0 f 4

2w

Ambas as parcelas possuem o mesmo sinal e assim obtemos uma contradigao.

O caso n = 2 seguiremos a mesma ideia.

Inicialmente interpretamos f(6) como sendo a restri¢do ao circulo unitario de uma
fungdo F(x, y) definida no plano, ou num aberto contendo o circulo unitario.

Definindo x = cosf e y = senf temos que cos 20 = x? — y2, sen20 = 2xy. Em
geral, cos k0 e sen k6 sdo polindmios homogéneos de grau k nas variaveis x e y.

Assim nas hipdteses da proposigdo temos que

F(x,y) = Y laxpr(x. ) + begr(x, )]
k=n+1

Logo f(0) = F(cosf,senb).

No caso n = 2, suponha fozn f(0)dO = 0. Se f possuir somente 4 zeros podemos
encontrar um polindmio trigonométrico f2(0) = ap + a1 cos 0 + by sen 6 + a, cos 20 +
b, sen 26 tal que f» possua os mesmos zeros de f e sinal( f) = sinal(f) o que conduz
a 02” f2(0) f(6)d6 # 0, uma contradigdo. Logo f possui pelo menos 6 zeros e f’
possui pelo menos 6 pontos criticos. O polindmio f, ¢ a restrigdo ao circulo unitario de
um polinémio ¢, (x, y) = (ax + by + ¢)(Ax + By + C) que intersecta o circulo em
quatro pontos (zeros de f).

O caso geral ¢ obtido formalizando o argumento anterior. O ponto importante a obser-
var é que dado quaisquer conjuntos de 2n pontos no circulo unitario existe um polinémio
q(x, y) de grau n tal que a interse¢do de ¢ (x, y) = 0 com o circulo unitario ¢ exatamente
este conjunto de pontos. O
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Exercicio i) Construa um polindmio trigonométrico da forma p(¢) = a9 + ajcost +
by sent + a, cos 2t + by sen 2t tendo como pontos criticos o conjunto {%, % 37”, %” .
ii) Construa um polindmio trigonométrico da forma p(t) = a¢ + aj cost + by sent +
ap cos 2t + by sen2t, com az by # 0, tendo como pontos criticos o conjunto {%, 37” .
Lema 3.2. Seja p uma fungdo periddica, de periodo 27 e de classe C¥, k = 2. Suponha
que a equagdo (3.1) é satisfeita. Entdo p possui pelo menos dois pontos de maximo e dois
de minimo.

Demonstragdo. Considere a decomposi¢@o de p na sua série de Fourier (veja

)

o0 o0
p(0) = po + Zak cos(k6) + Z by sen(k6).
k=1 k=1

Como por hipdtese fozn p@)cosfdd = 0 e 02” p(@)senf df = 0 obtemos que
ay; = b1 = 0. Logo os primeiros harmoénicos de p ndo nulos sio periodicos de periodo
menor ou igual a 7, i. e., p(f) = a, cos(nf) + b, sen(nf) + --- , com n = 2. Portanto,
pela Proposigédo 3.1, p’ possui pelo menos 4 zeros no intervalo [0, 27].

O

Teorema 3.1. Seja p(6) uma funcdo positiva de classe C*, k = 2, e periédica de periodo
27, tal que

2w 2w
/ p(0)cos0do = / p(0)sen0do = 0.
0 0

Entdo existe uma curva regular fechada y(0) = (x(0), y(0)) tal que k,, = ﬁ.

Demonstragdo. Segue diretamente dos lemas 3.1 e 3.2 tendo y parametrizada pela funcao
suporte h(0). O

Proposicio 3.2. Seja p(0) uma fungdo positiva de classe C¥, k = 2, e periddica de
periodo 21t com dois pontos de maximo e dois de minimo. Entdo existe um difeomorfismo
¢ [0,27] = [0,27], tal que 9D (0) = D (2n) e

2w 2w
/ p(p(0))cosb db = / p(p(0))senf db = 0.
0 0

Demonstragdo. Pode ser obtida usando a mesma técnica da prova da reciproca do teorema
dos quatro vértices a ser apresentada na subsegéo 3.1.4. O



3.1. Reciproca do TQV 55

3.1.2 Deformacées da curvatura por mudancas de coordenadas.

Nesta se¢do provamos uma reciproca do TQV para curvas estritamente convexas. A
ideia da prova ¢ generalizada para o caso nao convexo. Nessa prova, usamos o conceito de
deformagdo de um campo de vetores normais, que, no caso da curvatura segue da seguinte
observacao:

Sejam y: S! — R2, uma curva regular fechada de classe C? com curvatura k e
h :S! — S! um difeomorfismo de classe C2, isto é, uma aplicacio C? com inversa C2.
A composta y;, = y o h é uma curva regular cuja curvatura ¢ igual a:

kp =koh.

Este fato segue da regra da cadeia e da formula da curvatura:
vi= ol e yil= (" oh) - (W) + (v oh)-h".
Assim temos a seguinte relagdo:

v _ [ om0 (" o) - ()] _ [y oh.y" o h]
h = = = 7
il o h)- 1P |y o hP3
=koh.
Exemplo 3.1. Considere k(t) = sent + 2 e o homeomorfismo h : [0,2x] — [0, 27]

definido por h(x) = g |x] + 4,70 |x — %n| — % |x — }—(l,n| + % |x — 27|
Na Fig. 3.1 temos esbogados os grdficos de h, k e k o h.

f ' kp =k oh

ix x Sx 3w ix

T
3 3

x =
= 2 18 ]

Figura 3.1: Homeomorfismo h (esquerda) e as fungdes k e kj, = k o h (direita).

Exemplo 3.2. Considere k(t) = cos t + 2 e o homeomorfismo h : [0,2x] — [0, 27]
definido por h(x) = % |x| + % |x — %n| — % |x — §n| + % |x —2m|.
Na Fig. 3.2 estd esbog¢ado os grdficos do homeomorfismo h e das fungoes k o h e k.
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64 34 khzkoh
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Figura 3.2: Homeomorfismo h (esquerda) e as funcgdes k e kj, = k o h (direita).

Outro tipo de deformagéo ocorre ao fazermos uma homotetia no plano. Sejamc¢ # O e
y: S! — R? uma curva simples, regular e fechada de classe C2, com curvatura k. Entio
acurva cy tem curvatura igual a %k. mantendo as mesmas propriedades (simples, regular
e fechada).

Essas duas propriedades de deformacdes sdo tteis na prova do Caso Convexo:

Teorema 3.2. Sejak : S' — R uma fungdo continua ndo constante, estritamente positiva,
com pelo menos dois maximos e dois minimos locais.

Entdo existe um mergulho G : S' — R? cuja imagem é uma curva regular convexa
cuja curvatura no ponto G(¢) é igual a k(¢) para todo ¢ € S!.

Além disso, se k for de classe C”, r = 0, entdo o mergulho G é de classe C" 1.

A seguir enunciamos condigdes que caracterizam a fung@o curvatura de uma curva
fechada simples:

Se a fungdo k for estritamente positiva e 7' () = (cos(#), sen(f)) o vetor unitario da
tangente, entdo a fun¢do que a cada s — 6(s) ¢ uma mudanga de parimetros de modo
que:

2w 1
——T(0)do = 0.
o k@
Ou, equivalentemente, conforme , usando o vetor normal apontando para

fora da curva (aplicagdo normal de Gauss) e o angulo ¢ = 6 — 7

2w 1
k((p) ()
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Vejamos como formular a caracterizacdo em termos de uma equagao:

A reciproca do teorema dos quatro vértices para curvas convexas pode ser formulada
em termos de uma equagao:

Se [2" ﬁN((p)d(p =0, com fozn k(p)dp = 27, existe uma curva simples fechada

Jo
convexa contida em R? cuja curvatura é igual a k(). De fato, se y(¢) = fo‘p g((:;)) du,

entdo y(0) = y(2m) (fechada), regular, com curvatura k(¢), é simples.
Entretanto, para uma dada fungdo k positiva, ¢ possivel que a integral ndo se anule
mas que exista um difeomorfismo 4 : S' — S! tal que

2w

o k(h'(p))

Neste caso, obtemos um outro mergulho cuja imagem ¢ uma curva fechada, simples e
convexa cuja curvatura ¢ a fungao dada.

De fato, seja y1(¢) = fow mT(Qﬁ)dqﬁ.

Entdo, y; é uma curva regular, simples fechada de curvatura igual a k,, = k(h~1(¢)).
Portanto, se y = y;oh, entdo ¢ uma curva simples e fechada com curvatura k,, = k,, oh =
k, o que prova a reciproca do Teorema dos Quatro Vértices no caso convexo.

O argumento de Gluck para encontrar o difeomorfismo 4 é uma bela ilustragdo do
uso de conceitos topologicos, isotopia e nimero de voltas (winding number), para provar
resultados de analise. No nosso caso resolver uma equacao funcional.

Gluck prova um resultado mais abstrato sobre campos de vetores normais ao circulo
que implica em uma prova do teorema dos quatro vértices ¢ de sua reciproca para curvas
convexas. Antes, porém, definimos os conceitos usados no enunciado do resultado.

N(p)de = 0.

Definicdo 3.1. Um campo continuo e normal ao circulo S* = {(x, y) € R?|x2+y? =1}
¢é dado por X(¢) = f(p)N(p), onde f é uma fungdo continua e N(p) = (cos(p),
sen(¢)).

Defini¢do 3.2. Um campo normal g(¢)N(¢) é uma deformagdo de um campo f(¢)N (@)
se existe um difeomorfismo h € Difeo(S') tal que g = f o h™L.

Defini¢do 3.3. Um difeomorfismo h: S' — S! é isotopico a identidade se existe uma
familia F : S'x[0, 1] — S! continua tal que, para cada t fixado a aplicagdo 0 — F(t,0)
é um difeomorfismo com F(0,0) = h(0) e F(1,0) = id(0).

Teorema 3.3. Um campo vetorial normal ndo constante f(¢)N(¢) no circulo S' C R?
possui uma deformacdéo tal que a sua integral em S' se anula se e somente se f possui
pelo menos dois maximos e dois minimos.

Antes de discutir a prova do teorema, descreveremos os passos da prova:
Suponhamos que f tenha pelo menos dois maximos e dois minimos. Devemos encon-
trar um difeomorfismo / tal que

2w

f (@) N(p)de = 0.
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Isto motiva a defini¢do da seguinte aplicacdo / 7 : Difeo(S!') — R2:

1 = [ 167 @)V,

Observe que se definimos
= [ 1Ny

entao,

1) = 10| < [ 1) = S N @,
< [ 1rthon — raizniay.

Mas f ¢ continua em um conjunto compacto, logo uniformemente continua, isto &,
dado &€ > 0 existe § > 0 tal que dist(6;, 6) < § implica | f(6,) — f(62)] < &, onde dist é
a distancia no circulo.

Portanto, se |71 — Az || o = maxgegidist(hy(0), ha(0)) < §,entdo |11 (h1)—11(hs)| <
2me.

O operador I; é continuo na topologia compacto-aberta no conjunto de difeomorfis-
mos Difeo(S!) (portanto continuo na topologia C”).

Como a aplicagdo Difeo(S!) — Difeo(S'),h > h~! é continua, temos que o ope-
rador [ s (h) = I;(h™") também ¢ continuo.

Usando um argumento similar, provamos que o operador [  depende continuamente
da fungdo f.

Usando a hipétese de existéncia de pelo menos dois pontos de maximo e dois pontos
de minimo locais, é possivel deformar f por um difeomorfismo 4#* de modo que f o i*
¢€ constante por partes exceto em um subconjunto de medida pequena.

O resultado disso, no contexto em que f = %, oraio de curvatura, ¢ a concentragdo da
variagdo da curvatura em pequenos intervalos. Isto significa que a curva regular, obtida por
integragdo, ¢ constituida de arcos quase circulares e pequenos arcos onde concentramos a
variagdo de curvatura.

Defina um novo operador para o campo deformado, ou seja, substituindo f por f oh™*:

1 = [ f ok G )N,

Novamente, se I1(hg) = 0, entdo I(hg o h*_l) = 0. Portanto, basta encontrar a
solucdo para fungdes bem aproximadas, em média, por fungdes constantes por partes.

Campos normais com as caracteristicas descritas acima podem ser aproximados por
campos constantes por partes.
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3.1.3 Resolvendo a equacio em uma situacio mais simples

Um problema mais simples poderia ser formulado da seguinte forma: dados quatro
arcos de circulos Ji, J3, de raios % e Jy e J4 de raios iguais a %, de comprimentos
variaveis, encontrar os comprimentos de modo que a curva formada pelos quatro arcos
intercalados, justapostos Jy, J2, J3 e J4 seja fechada.

Formulado em termos de campos normais:

Suponha entdo que g(¢) N(¢) seja um campo constante por partes em intervalos alter-

nados J; U J, U J3 U J4 = S! (descontinuo) definido por

A, se ¢ e JyUJs,

gle) = B, se ¢ e JyU Jy.

Observe que

/ 2@ N(@)dyp = / g@)N(@)dy + / 2@ N(@)dy
St J1UJ3

JoUJy

= B/hLJJs N(p)dy + A/SI N((p)d(p—A/JIUJ3 g(@)N(p)dy

=[B — 4] g(@)N(p)de.
J1UJ3

Aqui usamos [ N(¢)de = 0.
Afirmac¢fo: uma curva formada por quatro arcos de circulos de raios alternados iguais
¢ fechada se, e somente se, 0s arcos opostos t€m comprimentos iguais.

Demonstragdo. Calcule |, ;; "' N(p)de.

SeA =¢p—gaeq@p = ‘p“;"”’ ¢ o ponto médio do intervalo (¢, ¢p) entdo fazendo

uma mudanga de variaveis e calculando a integral obtemos:

@b <ﬂo+% %
/ N(p)dy =/ N(p)dy = N(p)doy
(2

a ‘PO_% _%

Ob — QPa
2

=25en(3)N(go) = 2sen( )N(g0).

Usando esse calculo concluimos que a uma curva formada por quatro arcos alternados
de circulos de raios % e % ¢ fechada se, e somente se,

0= [ s

P2 )N (o) +25en (P22

=[B — A][2 sen( 7 7

IN($m)].
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onde J1 = [¢1, P2], J3 = [@3, Pa], Po € P sd0 0s respectivos pontos médios.
Como A # B, temos

sen( )N(qoo) = sen( )N(<Pm)

Tomando o modulo na expressdo acima conclulmos que ¢o — p1 = ¢4 — P3.
Ou seja os arcos J; e J3 t€ém comprimentos iguais. Analogamente conclui-se que J,
e J4 também tém comprimentos iguais. O

Portanto, resolver a equacdo /g (k) = 0 para uma fungdo g simples, positiva e perio-
dica significa encontrar um difeomorfismo & que deforme os intervalos de modo que a
condicao acima seja satisfeita. Isso pode ser feito geometricamente, movendo-se o ponto
de interseccdo das cordas que unem extremos opostos dos arcos. Observe que, de acordo
com os calculos feitos acima /g (h) = [B — A] fh(Jl ) N(p)de.

Como estamos interessados em um argumento para o caso geral, usamos a teoria do
niimero de voltas de uma curva fechada em Difeo(S?).

Devemos encontrar uma curva fechada (lago) ¥ € Difeo(S!) que é fronteira de um
retingulo fechado D em Difeo(S!) (2-célula) tal que I, (X) d4 uma volta em torno da
origem em R2.

A restricdo de I, ao retangulo D (familia a dois pardmetros de difeomorfismos do
circulo) define uma aplicagdo continua de um retdngulo em R2.

A questdo agora é verificar se a imagem /¢ (D) contém a origem, isto ¢, se existe algum

difeomorfismo / em D tal que [ (ﬁ) = 0.

A solug@o deste problema usa a relagdo entre o grau de uma aplicagéo definida em um
retangulo (ou disco) e o numero de voltas da imagem da sua fronteira, como observaremos
logo abaixo, no Teorema de Rouché.

De fato, provamos que /,(X) ¢ uma curva que d4 uma volta em torno da origem.

Vejamos os detalhes da construgéo:

Primeiramente vamos ser mais precisos em relagdo ao dominio da fungao simples g:

Sejam ¢ = 0, g, = %, 03 =T ePg = 37” Vamos supor que os intervalos de na
defini¢do do campo g estejam centrados nesses pontos.

Tomemos intervalos disjuntos Jy, J», J3 € J4, centrados nestes pontos de modo que
J> e J4 tenham comprimentos iguais a l O comprimento dos intervalos J; e J3 ¢ um
pouco menor do que 2, mas nao sera relevante neste momento.

SejaD = {(t.d) € [-%. 5] X [5, 1]3.

Considere uma familia a dois pardmetros de difeomortismos de % 4 : S! — S! tal
que

t+d(g0 7). para ¢ € Jy,

h —
MO ZNE s G d)e- ), pan g e

Em intervalos contendo 0 e m, h; 4 ¢ a identidade para todo (¢, d) € D.
Um tal difeomorfismo € construido usando-se uma parti¢do da unidade. Veja
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Usando as expressdes acima para o calculo do operador /. (%) associado a fungéo g
podemos descrever completamente a imagem /¢ (D) e de sua fronteira.
De fato,

Ig(htq) = [B — A] N(p)de.
ht.a(J2UJg)

Entretanto, usando a expressdo linear de /1, 4 nesses intervalos, vemos que A, 4(J>) € um
intervalo centrado em 7 — ¢ e de tamanho d % e h; 4(J4) é um intervalo centrado em
3 3 T
T—tgdetamanho (—d)7. .

Assim de acordo com o calculo acima

Ig(hyg) = [B — 4] (2 sen(%) N(% —+2 sen((% - d)%) N(%T - z)) .

Note que /, (ho,% ) = (0,0), ou seja o difeomorfismo ho,% ¢ uma solugdo da equagdo
Ig(h) =0.

Vista como uma aplicagio do retdngulo D — R2, I, (h, 4) ¢ um mergulho (difeomor-
fismo local injetivo) cuja imagem da fronteira X' é um lago que da uma volta em torno da
origem.

De fato, usando as coordenadas do vetor normal obtemos:

Ig(htq) = [B — A]x
3w 3 nd 3r nd 3m
(2 sen(3—2) cos(3—2 - ?) sen(t), 2cos(§) sen(? - 5) cos(t)) .

Fica como exercicio mostrar que a imagem da fronteira /,(X) € a unido de quatro
arcos de elipses cuja distancia até a origem ¢ igual a

3 b4
d=4B - A — —).
[ ] cos( 32) sen(32)
Ou seja,
3 /4
I,(X)| =4[B—-A — —).
[1(2)| 2 4(B = 4] cos(33) sen(33)
Segue da dependéncia continua da aplicagdo f +— I, que se tomarmos | f — g|
suficientemente pequeno de modo que |/ ¢ (X) — I (X)] < %d entdo |1 ¢ (X)| > % > 0.

Em particular, os lagos I (X) e I4(X) sdo homotdpicos em R* — {(0,0)}.
Isso sera util no argumento perturbativo usado no caso geral da proxima segéo.

3.1.4 A solucio do caso convexo

Antes de prosseguirmos, vamos dar uma ideia de como o argumento usado na se¢ao
anterior ¢ “robusto” e implica na solug@o do caso geral convexo.
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Observe que nas hipdteses satisfeitas por f, (ndo constante, continua, periddica e que
possui dois pontos de méaximo e dois pontos de minimo locais alternados) existem quatro
pontos ordenados no circulo ¢1*, 2%, @3, p4* tais que

fler™) = f(p3") = Z <M = f(92") = f(ea™).
Seja 0 < & < Z um numero a ser escolhido posteriormente e considere intervalos
fechados E} e E} contendo ¢1* ¢ ¢3™ respectivamente tais que

|f(p*)—Z| <& para ¢* € Ef UE].
Analogamente, sejam D} e D contendo ¢, e ¢4* respectivamente tais que
|f(¢*)—M| <e para ¢* € DUDj.

Os intervalos sdo tomados disjuntos.

1 — _ T _ 37 . .
Sejam ¢; = 0, % =Z.,p3 =meqg; = 37 Tomemos 0s segulntes1 11ntervalos
no circulor £y = [13% + 5.3 — 5. Dy = [ 5] Es = [F + 5,17 — 5] e

= [1Z, 2] em torno de @1, 2, 3 € @4 TESPECtivamente.

Seja h* Sl — S um difeomorfismo que preserva orientacdo leva ¢y, @2, @3, @4
e E1,D5,E3, Dy em @1, 2*, 93%, 94™ e Ef, D, E3, D}, respectivamente. (Tente
construir uma fungdo linear por partes satisfazendo essas condigdes).

Considere f o h*. A vantagem de considerarmos o operador [ so+ associado a essa
fungdo ao invés da fungdo f original é que os centros dos intervalos escolhidos sdo uni-
formes e que a medida de Lebesgue (Leb) do complementar de £1 U D, U E3 U Dy é
igual a .

Uma observagdo importante ¢ que se resolvemos o problema para uma fungdo f o h*,
ou seja, se existe & tal que

Lo @) = [ £ o (7 @N@)dp =0

vemos que / o (h*)~1 é uma solugdo para o problema original, isto &, I(h o (h*)~!) = 0.
Usamos um argumento de perturbagdo. Para isso, definimos uma fung@o simples g,
como na se¢do anterior:

M, se QDGD2UD4,

gle) = Z, se o€ E1U E;3.

com |(foh*)(p)—g(p)| <e se o€ EyUE3UD;yU Dy.

Observe que m(S1 — E1UE3U Dy U Dy) < ¢ onde m denota a medida da unido dos
sub-intervalos no complementar (ou a medida de Lebesgue).

Como isso, temos que as imagens / fop+ (D) e I4(D) estdo & proximas. Também sa-
dist(/g(X), O)

bemos que /4 (ho,3/4) = 0 e que Iz (X) é positivo. Logo, tomando & < 3

obtemos, pela continuidade de I (1) que I rop+ (B) contém a origem.
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Usando propriedades do nimero de voltas, que recordamos logo abaixo, isso implica
que existe um zero de [ o5+ em D.

Como vimos anteriormente, isto implica que existe um zero de I r em D. Segue entdo
a reciproca do TQV, no caso convexo, conforme a discussdo no inicio desta secdo.

Vamos recordar algumas propriedades do Numero de Voltas de uma curva fechada. A

referéncia é . Se A :[a,b] = R? —{(0,0)} é uma curva fechada (C! por
partes) o niimero inteiro - [, < i’; Iify chama-se o numero de voltas que a curva da em
torno da origem. Por translagao define-se o numero de voltas em relagdo a qualquer ponto

que ndo esta na imagem.

Observe que a forma %

possuem o mesmo nimero de voltas.

Uma maneira pratica para calcular o nimero de rotagdo (niimero de voltas) € a se-
guinte.

Seja y: [a,b] — R?\ {0} uma curva continua. Entdo existe uma fungdo continua
¢: [a,b] — R tal que

é fechada, portanto, curvas homotépicas em R — (0, 0)

y(t) = |y()|(cos ¢(), sen ¢(1)). (3.3)

A diferenga ¢(b) — ¢(a) ¢ independente de ¢ e quando y for uma curva fechada com
y(a) = y(b) o numero W(y,0) = %((p(b) — @(a)) é o numero de rotagdo de y em torno
de 0. De fato, W(y, 0) mede o nimero de voltas efetivas que y da em torno de 0.

©

W(y.0) =1 W(y.0) =3 W(y,0) =1

Figura 3.3: Numero de rotagcdo de uma curva em relagdo a um ponto.

Outro conceito importante ¢ o de indice de rotagdo.
Sejay: [a,b] — R? uma curva regular. O indice de y é o nfimero de rotagio da curva
v’ [a, b] — R? \ {0} sera denotado por Ind(y) = W(y’,0).

Proposi¢iio 3.3. O indice de rota¢io de uma curva y: [a,b] — R?, regular e fechada é
igual a sua curvatura total dividida por 2r, i. e.,

L b
27 Ind(y) =/(; k(s)ds=/ k@®)|y'(0)|dt.
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Demonstra¢do. Confiamos ao leitor. O

O conceito de nimero de voltas ¢ muito util. Por exemplo, € possivel provar o Teorema
da Curva de Jordan usando o numero de voltas. Um curva simples e fechada divide o
plano em duas classes de pontos: aqueles para os quais o nimero de voltas € zero e os que
o numero de voltas ¢ +1 ou —1.

Também ¢ usado para mostrar a existéncia de zeros de sistemas de equagdes. Em
dimensdo dois, dado o sistema de equagdes f(x,y) = 0, g(x,y) = 0. Considere a
aplicacio F : R? — R? definida por F(x,y) = (f(x,y), g(x,y)). Suponha que D seja
um disco tal que a imagem do seu bordo ¥ = 90D por F ndo contenha a origem. Entdo
se o numero de voltas de F(X') for ndo nulo, entdo existe um ponto (xg, yo) € D tal que
F(x0,y0) = (0,0). Ou seja, existe uma solucdo do sistema de equac¢des no interior do
disco D.

No argumento acima, para obter uma solucao para o operador, calculamos um niimero
de voltas via homotopia e verificamos que ¢ ndo nulo. Uma propriedade 1til para obter
a homotopia foi o seguinte resultado enunciado como Teorema de Rouché em

Teorema 3.4. Sejam F,G : D — R? de classe C? com F(x,y) # (0,0) e ||G(x, )| <
| F(x, y)|| para todo (x,y) € dD. Entdo F + G e F possuem o mesmo numero de voltas
em relacdo a origem.

Além disso, se F(x,y) # (0,0) para todo (x,y) € D, entdo o niimero de voltas de
F é nulo.

3.1.5 Conclusao da reciproca do TQV

A conclusdo da reciproca do TQV ¢é obtida da seguinte maneira:

Dada uma fungio continua, periédica e positiva, k : S! — R, considere o campo
normal definido por 6 +— %, com 6 é a coordenada no circulo S!, de modo que, sem
perda de generalidade estamos supondo que o periodo minimo ¢ igual a 2.

Segue da andlise realizada na subsegdo 3.1.4, que existe um difeomorfismo 4 : S! — S!
tal que [” k(IZ—g))d(? =0.

Multiplicando por uma constante, se necessario, podemos supor que a curvatura total
fozn k(h(u))du = 27. Isso garante que a curva obtida é simples. Uma mudanga de escala
no final do processo ndo altera essa propriedade.

Defina a Ginica curva parametrizada regular, que satisfaz 7(0) = (0, 0),7'(0) = (1,0)

AR L \(()
V(e)‘fo Ky

Entdo y ¢ fechada e simples com curvatura k; = k o h.

Sey = yoh™! entdo, y é simples, fechada, com curvatura igual a k. Como queriamos.

O argumento de Dahlberg no caso geral segue a mesma linha, porém com vérias difi-
culdades técnicas a serem superadas entre elas o fato de que ndo podemos usar o dngulo da
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normal com uma dire¢ao fixa para parametrizar a curva. Veja e

3.2 Exercicios

Exercicio 3.1. Seja y(s) = (% cos(3s) + % cos (s) ,é sen (3s) + % sen (s)).
i) Mostre que sua curvatura ¢ igual a k(s) = m

i) Calcule o nimero de voltas que y da em torno de (0, 0).

Exercicio 3.2. Seja y: [0,27] — R? definida por

y(s) = ( V2 arctan («/5 cos(s)) — V6 arctanh (? sen(s))) .

Mostre que sua curvatura é igual k(s) = 2 + cos2s. Esboce o trago de y ¢ calcule o
seu comprimento. O traco de y ¢ uma curva algébrica? Justifique escrevendo a curva na
forma implicita 2 (x, y) = 0.

1

Exercicio 3.3. Encontre uma curva y tal que sua curvatura seja igual a k(s) = T Tsen 23]

A curva y ¢ fechada? Qual ¢ a classe de diferenciabilidade de y?

Exercicio 3.4. Considere a curva y(t) definida por

y—(t) = (1 —t)cost +sent, (1 —t)sent —cost + 1), t <O,
y+(@) = ((1 +1t)cost —sent,(1 +1¢)sent + cost — 1), t = 0.

i) Mostre que y é somente de classe C! no ponto ¢ = 0.

ii) Mostre que a curvatura de y é igual a k(r) = 1/(1 + |t|) e portanto existe k(0) =
lim; 0 k(t) = 1.

iii) Calcule os pontos de autointerse¢ao de y e esboce o trago de y.

Exercicio 3.5. Considere uma fungdio k: S! — R suave, positiva, possuindo exata-
mente dois pontos criticos, um de minimo e outro de maximo. Existe uma difeomorfismo
¢: S' — S! tal que k o ¢ seja a curvatura de uma curva fechada com um ponto de
cruzamento normal? Faca uma analise detalhada.

Exercicio 3.6. Sejak: R — R periddica com periodo minimal 7j. Suponha

1 [T

— k(s)ds——eQ\Z mdc(m,n) = 1.
2
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Pelo teorema fundamental das curvas planas existe uma curva y;: R — R tal que sua
curvatura ¢ igual a k.

i) Mostre que g € periodica de periodo nTy. Veja

i) Seja k(s) = % + sens. Mostre que a curva y tem periodo 67 e esboce o seu traco.
iii) Faca varios exemplos ilustrando o resultado do item 1) e estude o artigo

Exercicio 3.7. Sejar: R — R uma funcdo 2 -periddica definida, no dominio fundamen-
tal, por

1+ 2sens, s € [0, 7],

1, s € [m2n].

r(s) =

i) Mostre que a curva

1 1

(—s + % sen2s +cos s, 5 — 5 €0S 25 + sens) s € [0, x],

y(s) = (—m + coss,sens) s € [w,2n],

possui curvatura k(s) = %

ii) Descreva a curva y : R — R tal que sua curvatura seja igual a % Esboce o trace de y.
Veja para mais comentarios sobre a reciproca do teorema dos quatro vértices.

Exercicio 3.8. Considere uma curva fechada definida por justaposicéo de 4 arcos de cir-
culos

(% + %cost, % sent), t € [0, ]

(cost,sent), t € [, 2n],

(% + %cost, % sent), t € [2m,3n],

(1 + cost,sent), t € [3x,4n].

X(t) =

i) Mostre que X ¢ C! por partes e calcule sua curvatura.
ii) Mostre que existe uma curva y, fechada, suave e C ! préxima de X possuindo 4 vértices.

Exercicio 3.9. Sejar: R — R uma funcdo 2z -periddica definida, no dominio fundamen-
tal, por

2+sens, s € [0, n],

2—asens, s¢€[m2n].

r(s) =

i) Encontre uma curva y: R — R tal que sua curvatura seja igual a % Esboce o trace de
V.
ii) Mostre que y obtida no item i) é uma curva de Jordan de classe C! se, e somente se,
a=1.
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(_170)

Figura 3.4: Curva fechada ndo simples, obtida por justaposi¢do de 4 arcos de circulos.

Exercicio 3.10. i) Construa uma curva ndo circular fechada simples, C'! por partes obtida
por justaposicdo de 4 arcos de circulos y; (t) = (a; + r; cost,b; + risent), t € [a;, Bil.
ii) Construa uma curva fechada niio conica simples, C ! por partes, obtida por justaposicao
de 4 arcos de elipses y; (1) = (a; + rj cost, b; + s; sent), t € [, Bi].

iii) Construa uma curva ndo circular fechada simples, C'! por partes, obtida por justaposi-
¢do de 6 arcos de circulos y; (t) = (a; + ricost,b; +r;sent), t € [, Bi].

Exercicio 3.11. Considere a Fig. 3.5 com duas curvas fechadas formadas de arcos de

circulos.

Figura 3.5: Curvas fechadas de Jordan formadas por arcos de circulos.

i) Esboce o grafico das curvaturas das duas curvas e calcule a curvatura total em cada caso.
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ii) Encontre curvas fechadas simples de classe C? contidas em vizinhangas tubulares das
curvas dadas.
iii) Esboce os graficos das curvaturas de curvas de classe C? obtidas no item ii).

Exercicio 3.12. Considere a Fig. 3.6 com duas curvas fechadas formadas de arcos de
circulos.

Figura 3.6: Curvas fechadas nio simples formadas por arcos de circulos.

1) Esboce o grafico das curvaturas das duas curvas e calcule a curvatura total de cada curva.
ii) Encontre curvas fechadas de classe C *° contidas em vizinhangas tubulares das curvas
dadas.

iii) Esboce os graficos das curvaturas das curvas de classe C* obtidas no item ii).

iv) E possivel encontrar curvas fechadas simples de classe C2 contidas em vizinhancas
tubulares das curvas dadas? Justifique.

Exercicio 3.13. Considere a Fig. 3.7

e ey
A B\ P

v
B vo

c T

vc

Figura 3.7: Dados discretos e interpolacdo de curvas suaves.

i) Construa curvas fechadas de classe C*° passando, respectivamente, pelos pontos A, B
e C e tendo, respectivamente, os vetores tangentes v 4, vp € vc como na Fig. 3.7. Analise
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as curvaturas das curvas construidas.

i) Construa curvas fechadas de classe C *° passando, respectivamente, pelos pontos P, Q
e R e tendo, respectivamente, os vetores tangentes vp, Vg € Vg como na Fig. 3.7. Analise
as curvaturas das curvas construidas.

iii) Construa curvas fechadas de classe C*° passando, respectivamente, pelos pontos A4,
B, C, P, O e R e tendo, respectivamente, os vetores tangentes v4, Vg, Vc, Up, Vg € UR
como na Fig. 3.7. Analise as curvaturas das curvas construidas.

iv) Faga exemplos numéricos ilustrando os itens 1), ii) e iii).

v) Encontre uma curva regular fechada (se possivel algébrica de grau 3) passando pelos
pontos A = (—1,1), B =(1,1) e C = (0, 0) e possuindo vetores normais (ou tangentes)
proporcionais avyg = (1,1),vp = (I,-1) evc = (1,¢),c € R.

vi) Analise os itens i), ii) e iii) supondo que nos pontos dados consideramos as retas tan-
gentes geradas pelos vetores dados. Em outras palavras, a curva deve passar pelos pontos
dados e tendo retas tangentes definidas pelos vetores dados. Por exemplo, no ponto 4 a
reta tangente a curva serd A +¢v 4. Justifique que essa mudanca de ponto de vista é crucial
na analise do problema.

Exercicio 3.14. (Projeto) Analise a reciproca do teorema dos quatro vértices para curvas
simples ndo convexas. Estude os artigos e

Exercicio 3.15. Considere a fungdo k definida pelo grafico esbocado na Fig. 3.8.

k
1 0

Figura 3.8: Func¢do k linear por partes.

i) Calcule uma curva y : [0, 2] — R? tendo k como fungdo curvatura. Esboce o trago de

i) Calcule uma curva y: [0,27] — R? tendo k + 1 como fungio curvatura. Esboce o
traco de y.

iii) Estenda k periodicamente k(s + 27) = k(s), e encontre uma curva y,: R — R?
tendo k + a como fungdo curvatura. Esboce o trago de y, para varios valores de a.



Curvatura afim
de curvas
planas

Longtemps les objets dont s ‘occupent les mathématiciens étaient our la plus-
part mal définis; on croyait les connaitre, parce qu’on se les représentatit avec
le sens ou l'imagination; mais on n’en avait qu 'une image grossiére et non une
idée précise sure laquelle le raisonment piit avoir prise.

— H. Poincaré (1854-1912).

Neste capitulo faremos uma breve descri¢do da teoria da curvatura afim de curvas pla-
nas. Varios resultados locais e globais sdo analogos ao caso euclidiano, entretanto ndo ¢
um simples dicionario relacionar estas duas geometrias. Para uma introdu¢do mais apro-
fundada no assunto sugerimos Andrade ¢ Lewiner (2011), Su (1983), H. W. Guggenheimer
(1963), Nomizu e Sasaki (1994), Spivak (1979).

4.1 Comprimento afim de curvas planas

V.I.Arnold, inicia o seu livro sobre métodos matematicos da mecanica classica defi-
nindo a estrutura galileana de espacgo e tempo ressaltando que o universo ¢ um espago
afim de dimensdo quatro em que se distinguem pontos (ou acontecimentos) ¢ os desloca-
mentos,que formam um espago vetorial linear. O tempo tem uma estrutura especial, cujos
detalhes ndo cabe-nos analisar aqui.

O importante a ser ressaltado € que a origem do sistema de coordenadas nao esta fixada
e assim pode-se ver um deslocamento por meio do movimento de um referencial no espago-
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tempo. Assim o conjunto de pontos R”, sem estrutura algébrica alguma, distingue-se do
espaco vetorial R”.

Espacos afins aparecem naturalmente em computagdo grafica exatamente pela razao
apontada acima, ndo ha necessidade de escolher uma origem no espago.

O objetivo deste capitulo ¢ dar uma breve introdugdo 4 geometria afim e do conceito de
curvatura de curvas convexas nesse contexto, concluindo com um teorema sobre o nimero
minimo de vértices (seis).

Espagos afins e espacos vetoriais euclidianos tém geometria bem diferentes. Espacos
vetoriais euclidianos con’em um ponto fixo distinguido 0, enquanto em espagos afins,
onde age um espago vetorial, as isometrias incluem as translacdes.

—

Defini¢ao 4.1. Um espago afim é uma trlpla (E, E +) tal que E é um con]unto e E
um espago vetorial e + denota agdo de E em E isto é uma fun¢do + : E X E — E que

associa a cada par (P, u ) um ponto P+ U tal que

(VP +W+v)=(P+ u)+ v,
(i) P +0=P,

(iii) dado um ponto Q € E existe um unico vetor, denotado por PQ talque Q = P+ PQ

(agdo transitiva) e P+ v = P implica v =0.

—
A dimensdo de um espaco afim ¢é a dimensdo do espago vetorial E .

Exemplo 4.1. (R"*,R", +) com a¢do definida pela translagdo usual: (x1, X2, ..., Xn) +
(U1 Uz, . un) = (X1 + U1, X2 + Uz, ooy X + Uy).

Exemplo4.2. E = {(x,y) €eR?|x —y+3=0}, E=R

Exemplo 4.3. Generalizando o exemplo anterior: o conjunto solugdo de um sistema de
equagoes lineares.

Exemplo 4.4. Grdficos: E = (x,y, Q(x,)), Q uma fun¢do de duas varidveis.?:
R2, acdo é a translagio no dominio (x,y, Q(x,y) + (u,v) = (x +u,y + v, Q(x +
u,y +v)

Exemplo 4.5. O complementar de um hiperplano em um espago projetivo tem uma estru-
tura de espago afim.

Proposicao 4.1. Propriedades

—_—  —>

(i) Identldade de Chasles PQ + OR=PR,

(ii) PP 0,
Prova exerczczo
(iii) PQ— - QP

Prova: exercicio.
(iv) Lei do Paralelogramo: se XY =PQ entdoi YQ + XP.
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Demonstragao (1) 0=P+ PQ eR o+ QR 1mphcamR o+ QR (P+ QR—
P+ (PQ + QR) Mas R = P+ PR logo P + (PQ + QR) = P+ PR Usando a

—_—  —
unicidade, temos PQ 4+ QR=PR como queriamos demonstrar.

(ii) e (iii) exercicios.
— —

(iv) Tem- se PX + XY PQ + QY Usando a hipotese obtemos: PX=QY, o que
equivale a YQ =X P. O

A nogdo de combinagao linear ¢ um dos conceitos fundamentais na algebra linear pois
dela derivam, por exemplo, os conceitos de base e de dimensdo. Vejamos omo essa nogdo
se adapta para o caso de espagos afins.

Sejam A1, A3, ..., Ay, nimeros reais tais que Z?:l Ai = 1.

Se Py, P5, ..., P, é uma sequéncia de pontos de E, entdo, a identidade de Chasles
implica que se X € um ponto qualquer, entdo o ponto X + Y ', A; XP;, ndo depende de
X escolhido. De fato, sabemos que XP;=XY + YPie X + Z;’zl A XPi= X+ XY

— n — " — — n — .
+ YX + Zi:l Ai XPi=Y + Zi:l )LI(YX =+ XPi) =Y + Zi:l /1,‘ YP;, pois
Yimihi=1

— —

Logo X + Z?=1 Ai XPi=Y + Z?=1 Ai YP;.

Esse ponto, denotado por Y ;_; A; P; é chamado baricentro dos pontos { P; } com pesos
{Ai}.

Analogamente dado um conjunto de nimeros reais {A1, A2, ..., A, }, com Zl'-lzl Ai =1
e um conjunto de vetores I = {v—f, v—,,)}, o baricentro de V' com pesos {A;}, denotado
por Z?:l Ai 7,) ¢ o conjunto de pontos da forma X + Z?zl Ai(X+ 7,-)).

Exemplo 4.6. O baricentro de (1,2), (—1,2) e (2, 1) com pesos %, %, % é o ponto (%, %)

Exemplo 4.7. Se t € R, ¢ um numero real, entdo o baricentro de dois pontos X e Y
quaisquer de R? com pesost,1 —t é o ponto tX + (1 —t)Y

Exemplo 4.8. Usando o desenvolvimento binomial de (t + (1 —1))> = 1, dados trés
pontos no plano {P, Q, R} o baricentro com pesos {(1 —t)*, 2t(1 —t),t2} é dado por
p(t) = (1—=1)*P + 2t(1 —1)Q + t2R. Ao variarmos o pardmetro t, obtemos uma
pardbola p: [0,1] = R? que passa por P = p(0) e R = p(1) com p’(0) = 2(Q — P)
ep'(1) =2(R— Q). Veja Fig. 4.1.
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P
R
? P
R N /
0 0

Figura 4.1: Parabolas.

Exemplo 4.9. Usando o desenvolvimento binomial de (t + (1 —t))* = 1, dados quatro
pontos no plano { P, Q, R, S} o baricentro com pesos {(1 —1)>,3t(1 — 1), 3t2(1 — )13}
é dado por y(t) = (1—1)>P +3t(1 —1)>Q + 3t2(1 — /)R + 13S. Ao variarmos o
pardmetro t, obtemos uma curva y: [0,1] — R? que passa por P = y(0) e S = y(1),
mas ndo em geral pelos pontos Q e R. Além disso y'(0) =3(Q—P)ey’'(1) = 3(S—R).
Veja Fig. 4.2.

0 0 R
P A
S P
R S

Figura 4.2: Curvas clbicas paramétricas.

Esse exemplo generaliza-se para qualquer grau n para n + 1 pontos dados.
Todo ponto de E possui coordenadas baricéntricas correspondente a uma cole¢do de

— —
pontos { Py, P1, ..., Py} tais que o conjunto de vetores { Py Py, ..., Py Py} é uma base do

. —>
espaco vetorial E .
De fato, como V éuma base, para todo ponto X € E existem niimeros reais 1, €3, ..., Cm

tais que PoX =Y L, ¢i PoP;.
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Se definimos Ay = 1 — er'n=1 ci, Ai = ¢; entdo o baricentro dos pontos {P;} com

—
pesos {A;} se escreve Py + Z;"zl Ai Py P; que é exatamente o ponto X em rela¢do ao
conjunto { Py, Py, ..., Py }.

Dessa forma, denominamos (Ag, A1, ..., Am) as coordenadas baricéntricas do ponto
X.

—_ —>
Defini¢ao 4.2. Uma transformagdo entre dois espacos afins F : (E, E ,+) — (E1, E;
,+) é chamada transformagdo afim se preserva baricentros (para simplificar notagdo,
denotamos a agdo nos dois espagos pelo mesmo simbolo +).

Ou seja, F satisfaz a equagdo F(X +Y i_; Ai(X+ T:) =FX)+Y /! LMiF(X+ 7,))

—_ —_—>
Exemplo 4.10. se H : E — E| é uma transformacdo linear, e P € E é um ponto qualquer,

— —
entdo F(X+ v )= P + H( v ) éuma transforma¢do afim.

Proposicao 4.2. As seguintes propriedades das transformagées afins seguem da defini-
cdo:

a) Colinearidade: se P, Q e R sdo pontos colineares de E, isto é, se

b) Paralelismo. as imagens de duas retas paralelas sdo duas retas paralelas.

¢) Razdo de pontos colineares:uma transformacgdo afim preserva a razdo entre 0s cCompri-
mentos(euclidianos) de dois segmentos colineares.

d) Convexidade: a imagem de um subconjunto convexo por uma transformagdo afim é
um subconjunto convexo.

De fato temos a seguinte caracterizagdo das aplicacdes afins:

Toda aplicacdo afim se escreve como uma aplicagdo linear seguida de uma translag@o.
Prova: Seja H : E — E uma aplicagdo linear, entdo F(X + V) = B + H(V) é uma
transformagdo afim

n n
X+ M(X +v)=B+HO  Ai(x+v).
i=1 i=1

Usando a invariancia do baricentro por transformagdes afins, introduzimos o conceito
de comprimento de arco afim para curvas convexas.

Suponhamos que y : I — R? seja uma curva plana regular e convexa. Dados dois
valores em I, t; < ty seja y(f;) o ponto tal que o segmento que contém y (1) e y(£2) seja
paralelo ao vetor y'(tp).

Ou seja, 1, € obtido da seguinte equagdo [y (t2) — y(t1), y'(to)] = 0, que, pelo fato da
curva ser convexa, tem sempre solugéo.

Além disso, aplicando novamente a convexidade e o Teorema de fungdo implicita,
obtemos que t, = T (fo, t;) é uma funcio de classe C!, caso y seja de classe C2.

Consideremos agora o ponto fo fixo e tomemos o ponto médio S(¢;) = m,
baricentro dos pontos y(¢1) ¢ y(¢2) com pesos iguais a % A curva f é chamada curva
central ou medial.
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A invariancia dos baricentros por transformacdes afins implica que essa configuragao
¢ também invariante. Assim, a curva média ¢ invariante por transformagdes afins.

Em particular a direg@o de seu vetor tangente também ¢ invariante por transformagoes
afins.

Finalmente, tomando lim;, _.,, m’(;) obteremos um vetor, que denotaremos proviso-
riamente por n(ty), tal a base y’(p), n(to) (referencial afim) que esta definida intrinseca-
mente do ponto de vista das transformagdes afins.

A obtencdo do referencial afim pode ser simplificada simplificada se usarmos uma
parametrizagdo adequada.

O comprimento afim de uma curva y(u) = (x(u), y(u)), localmente convexa, é defi-
nido por:

u u
s(u) = f (x'y” —x”y/)%du = / det(y’, y”)%du 4.1
0 0

Geometricamente o comprimento afim é baseado na area do paralelogramo gerado
pelos vetores ' e y”.

Em todo o capitulo iremos supor que o paralelogramo gerado por )’ e y” esteja positi-
vamente orientado e seja ndo degenerado. Este é o caso de curvas estritamente convexas.

Observamos que o comprimento de arco afim ¢ invariante pelo grupo afim especial
do plano, i. e., as curvas a(u) e B(u) = Aa(u) + b com det(A) = 1 possuem o mesmo
comprimento.

Considere uma curva regular ¢ (s) = (x(s), y(s)) no plano afim A? munido da forma
de 4rea candnica @ = dxdy e suponha que [¢'(s),c”(s)] = 1. Isso é sempre possivel
quando ¢ ¢ uma curva estritamente convexa, isto ¢, a sua curvatura euclidiana é positiva.

Vamos explicitar a construgdo do referencial afim em termos do parametro compri-
mento de arco s.

Escrevendo a expansdo de Taylor ¢(s) = c(sg) +¢’(so) (s —s¢) + %c”(so)(s —50)% +
r(s,s0) _

(s—s0)>

Segue da convexidade e do Teorema da Fungdo Implicita que a equagdo [c(s2) —
c(s1),¢'(s0)] = Odefine sy = 52(50,51) = 250—51+7r1(S0, 1), com limg, ., % =
0. Aqui usamos a normalizagéo [¢/(sg), ¢” (s9)] = 1.

O vetor tangente da curva medial escreve-se como

r(s, So), com limg_, g,

c’(sz)g%f + ¢/(s1)

B'(s1) = 7 = ¢"(s0)(s1 — S0) + r2(51.50).
; (s1,50) _
com limg, g, ZH28 = 0. /
De modo que limg, g, % — ¢"(s0).

Ou seja, se ¢(s) € uma curva convexa parametrizada pelo comprimento de arco afim,
entdo o referencial afim ao longo de ¢ é dado por {c’(s), c”(s)}.

Derivando a equacéo [c’(s),c¢”(s)] = 1 obtemos que [¢'(s),c”’(s)] = O e portanto,
como ¢’ # 0, temos que:
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") +ka()(5) =0 = kg =[c"(s),c"(5)].
A funcdo k, é denominada curvatura afim de c.

Lema 4.1. Seja ¢ uma convexa fechada simples e suponha que a mesma esteja parame-
trizada pelo comprimento de arco afim s. A fungdo k|, é ortogonal a {1, c}.

Demonstragdo. De fato,
L
/ k. (s)ds =0,
0

L L L
/0 k. (s)c(s)ds = —[0 ka(s)c'(s)ds =/0 " (s)ds = 0.

O
Em relag@o a uma parametrizagio y(u) = c(s(u)) temos que
)// =CSS/
)’// zcss(sl)z + Css//
)/W =Cyss (S/)3 + 3CSSS/SN + CSSW
onde ¢ = %, etc.
Além disso temos,
")’ =", v"
3(s/)2s// :[y/, y///]
6s/(s//)2 + 3(S/)2S/// z[y/, J/////] + [7///’ y///]
Logo, usando que k4 (s) = [css, Csss], Obtemos:
4 //, " /, mr 5 /! "2
ka(ut) = "y + v y™ 5Dy v"] 42)

3y 13 Oy.y3
Observagao 4.1. Na equacdo (4.2) ¢ importante observar o carater intrinseco da curvatura

expressado pelo balango das derivadas.

Em relagdo a parametrizagdo y(u) = (x(u), y(u)) definida pela fungdo suporte /
temos que:
x(u) =h(u)cosu — h'(u) senu
y(u) =h'(u) cosu + h(u) senu

Logo, por célculos longos mas elementares, temos:
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ko) = 9r(u)? — 3r”(u)r(1140) T4 (u))? .
9r(u)s

onde r (1) = h"(u) + h(u).

Lema 4.2. O vetor normal afim a y no ponto sqy é colinear ao vetor tangente a curva
no ponto sg. Veja Fig. 4.3

curva medial

familia de
retas paralelas

Figura 4.3: Curva central e vetor normal afim.

Demonstra¢do. Fixamos py = (0,0) e parametrizamos a curva y na forma de grafico
yu) = (u,h(u)) = (u, Lau? + éa3u3 + 2—14a4u4 + O(w”)). Calculando a intersecio
entre as retas horizontais R(f,u) = t(1,0) + (u, h(u)) = (¢t + u, h(u)) com acurva y
concluimos que a curva central 8 ¢ parametrizada por f(v) = (— é Z; v+ O(v 2) —azv +
O(v3)), onde v = . Logo B'(0) = -1 o 1a).

Por outro lado, parametrizando a curva y pelo comprimento de arco afim s obtemos
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y(s) =(x(5), y(s))

s 1 azs? (-3asar +5a2)s3
X(S) _ - - 35 + ( 442 ; 3) 4 0(34),
a; 6 aj 54a;
1 5a2 —3asays) s*
y(s) =5 Yazs* + ( 3 21 ) + 0(s°)
216a;
Portanto, o vetor normal afim no ponto pg €
1 as
//(0) _§ _57 3 ds ,
a
o qual ¢ colinear ao vetor 8(0). O
Exercicio. Na curva y(u) = (u, h(u)) acima mostre que
1 3asa, —5a% dk 1 9asa?—45aasa4 + 4043
ka(0) = —§36d_a(0)= > 2 - 3
a; u a;
2 2

Exercicio. Seja y uma curva convexa tal que toda curva central seja uma reta. Mostre
que y € uma conica.

Proposicio 4.3. Seja B : (—¢, €) — R? uma curva regular convexa de classe C*, k > 3,
com curvatura euclidiana k., > 0.
Entdo o vetor normal afim é dado por

1 1 [ﬁ/, IB///]
na = ( (R LV 4.4)

8. 813 3. A"]
Demonstragdo. Seja y(s) = ,3(1 (s))a reparametrizagéo de B pelo comprimento de arco
afim s. Denote por y = ﬁ e p = E O normal afim é o vetor . Assim temos

y=iB,y=i2B"+iB ey =0i3p"+3iip" +i B Usando a equacio [y, 7] = 1
obtemosi = [ﬂ’ ﬂ” ]_l Derivando a equagéo [y, 7] = 1 obtemos [y, ¥] = 0 e portanto
f=-1 t2 [[‘Z ﬂ,,] Simplificando segue o resultado enunciado na equagdo (4.4). O
Observacao 4.2. Nas condi¢des da Proposi¢do 4.3 se ¢ for o comprimento de arco eucli-
diano e k. a curvatura euclidiana de 8 com base ortonormal positiva {7, N } ao longo de
B temos que

1 1k,
—T §=- T+ kSN,

Y =7
k3 3k3
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4.2 Interpretacio variacional da curvatura afim.

O conceito de curvatura aparece naturalmente em geometria diferencial quando considera-
se o seguinte problema variacional:

Problema 4.1. Dados dois pontos p e q e um numero positivo T, encontrar uma curva
y: [0, T] = M, que minimiza o comprimento A(a) = fOT |’ (¢)|dt entre todas as curvas
que de classe C' (ou absolutamente continuas), que satisfazem a condi¢do de extremida-
des fixas: a(0) = p, a(T) = q.
Alternativamente, dada L(x, y) uma fungdo de classe C 2 encontrar uma curva y:[0,T] —
M que minimiza a ag¢do A(a) = fOT L(a(t),da/(t))dt.

A abordagem classica do Calculo Variacional consiste em considerar primeiramente o
problema local que da a condi¢do necessdria para a existéncia de uma tal curva, ou seja,
procura-se um ponto critico do funcional L.

Para isso, fixado ¢ > 0, tomemos uma familia parametrizada de curvas I" : (—¢, &) X
[0,T] — M, de classe C', que satisfaz I"(0,¢) = y(t) e ’'(A,0) = p, '(A,T) = q,
para todo valor do pardmetro A, com |A| < &. Observe que

T
a(x)=/0 LT (A1), T (X, 1))dt

¢é uma funcdo de classe CL.

Portanto, a condigdo necessaria para minimizag@o ¢ que 0 seja um ponto critico da
fungdo a: isto é, a’(0) = 0.

As hipoteses sobre L nos permitem derivar dentro do sinal de integragdo. O resultado
¢ uma propriedade que depende exclusivamente da curva y.

No exemplo em que L(a, ') = |o’| obtemos uma condi¢do na curvatura (geodésica)
de y.

Vamos aplicar essa ideia para o caso em que L é o comprimento de arco afim, L (o', a”) =
[ot’,oz”]%. Veja .

Provaremos que a’(0) = 0 se, e somente se, a curvatura afim de y é identicamente
nula: k,(y) = 0.

Usaremos a notagdo: I''(A,t) = %—f , (A1) = %—f

Como foi visto anteriormente, s(¢) = fol [I(A,u), (A, u)]%du ¢ o parametro com-
primento de arco afim.

Se denotamos ¢ = s'(A,t) = [I"'(A,1), F”()L,l)]% entdo, fixado A, temos o refe-
rencial ao longo de cada curva I", {T'(s), N(s)}, de modo que I'" = (T, T’ = [N,
N’ = —k,T.

Assim, podemos escrever o campo ao longo de cada curva Iy = fN + gT.

Derivando em relagdo a A: I'] = f/N + fN' + g'T + gT' = f'N —kyfT +
g'T + gCN.

Agrupando os termos: I} = (=kalf + g)T + (f' + g{)N.
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Por outro lado, I'; = {47 + {T). Usando [T, N] = 1 ¢é possivel calcular [}, N] e
[I"], T] de duas maneiras para obter:

S+ gt
¢

Segue entdo que para calcular @’ (1) = fOT £.dt é necessario calcular [Ty, N].
A derivada da segunda equagdo em relagdo a ¢ nos da:

[T}, T) + [T2, T = —[L554)
ou [T}, T] + {[Ty, N] = —[L584).
Usando 7' = ¢{N temos T, = {4 N + {N, o que implica
(T;.T] = =8 + {[NA. T] = =3 + E[Th. N].
, /
Portanto —¢y + 2¢[T), N] = — (%) .
Substituindo em (4.5) obtemos:
O = 5[5 + 38 - Fkalf,
Concluimos assim que

G+ LT NI = (8 —kalf) e [Th.T] = (4.5)

T T /
)= [ tuar= [ G+ 26 - St

Finalmente, usamos o fato de que todas curvas t€ém extremidades nos mesmos pontos
p e g para obter a’(0) = fOT —2kagfd1.

Como ¢dt = ds, a condi¢do de ponto critico se escreve:

Para toda fun¢ao continua f, —% fOS kq fds = 0. Isso implica que k, = 0 (Prove).
Conclusio: as parabolas sdo os pontos criticos do funcional comprimento de arco afim
e tém curvatura afim nula.

Isto sugere que, do ponto de vista computacional, para fazer aproximagdes “poligo-
nais” de curvas planas, ¢ interessante usar arcos de parabola. Veja exemplo 4.8 e

4.3 Contato com conicas

No caso da curvatura euclidiana o natural foi considerar o contato da curva com a
familia de circulos tangentes e obtemos o circulo osculador que possui um contato de
ordem maior que o esperado com a curva dentre todos os circulos tangentes.

Na curvatura afim, o andlogo € considerar o contato da curva com a familia de conicas
tangentes e detectar a conica com contato de maior ordem.

Definicao 4.3. Um ponto po de uma curva y localmente convexa é chamado sextatico
se existe uma conica passando por pg e possuindo contato de ordem maior ou igual a 6
com a curva y no ponto py.
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Definicao 4.4. Um ponto py = y(so) de uma curva y localmente convexa é chamado
um vértice afim quando for um ponto critico da curvatura afim k, de .

Consideramos um referencial (x, y) e escrevemos a curva ¢ na forma de grafico

a2 o, A3 3 A4 4 45 5 d6 ¢
y(x) =a¢ + 2x + 6x +24x + 5!x + 6!x + 0(7).
Observamos que sempre podemos normalizar as coordenadas sob a agdo do grupo afim
de forma a fazer a; = 1 e a3 = 0. Portanto a curvatura afim de ¢ no ponto (0, ag) € igual
a ”T“ que iremos supor positiva.
Portanto assumiremos a curva na forma normal

I , a4 4 as 5 ae ¢
= - = — — o). 4.6
y(x) a0+2x +24x +]20x +6!x+ @) (4.6)
Consideramos também a elipse definida pela equagéo
2 2 2
x b

a2 | h2 T a*
Portanto a série de Taylor da elipse é:

b* 1 , la* , 1 a* ¢
=——+ = - — — o8
Yel) == m F X gt tig et T OO
Portanto sua curvatura euclidiana no ponto (0, —2—2) ¢igual a 1.
O contato entre ¢ escrita na forma normal (4.6) ¢ a elipse ¢ de quarta ordem quando
b2 as a
e —_

2 , . ,
ag = —3 € 3 = 37 e sera de sexta ordem ou superior quando também as = 0.

NesFe caso temos que (0, ag) ¢ Yértice afim de y pqis k., (0) = %5 .
Assim concluimos que os conceitos de ponto sextatico e vértice afim sdo equivalentes.

Proposicio 4.4. Considere uma curva y: (—e, &) — R? parametrizada pelo compri-
mento de arco afim s, i. e., [y',y"] = 1.

Entdo para todo s existe uma unica conica C(s) (conica osculadora) tangente a y no
ponto y(s) possuindo um contato de ordem 5 no ponto y(so) se, e somente se, k' (sg) % 0.
A cénica C(s) e y possuem contato de ordem 6 no ponto y(so) se, e somente se, k., (so) = 0
e kg(S()) =0.

Demonstra¢ao. Escolhaum referencial tal que y(0) = 0, y’(0) = (1,0) e y”(0) = (0, 1).
Usando a equagdo Y + k(s)y’(s) = 0 temos a seguinte expansdo em série de Taylor
_ 1 3 1 /.4 1 2 "5 1 / " .6
y(s) = (s— gks — 4—!ks + a(k —k7)s” + a(4kk —k"s

+067) 7' ©), @7

1 1 2 1
+ (7s2 — —ks*— 5 kK s2+ 5(k2 —3k")s® + 0(s7)) y"(0),
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onde k = k(0), k' =k’(0),k" = k"(0) e k" = k" (0).

Uma conica passando por 0 e tangente a y em (0, 0) é definida implicitamente por
F(x,y) =ax?>+by?+cxy+y=0.

Definindo g(s) = F(y(s)) temos: g(0) = 0, g’(0) =0, g"(0) =2a + 1, g (0) =
3c, g"(0) = —k(8a + 1) + 6b, g (0) — (10a + 2)k’ — 15 ck. Impondo a condi¢io
de contato quintico ou superior obtemos a = —%, b = —%, ¢ = 0. Logo, a tinica
conica tangente e possuindo contato de ordem 5 ou superior com y em (0, 0) é dada por
F(x,y) =2y —x%2—ky?=0.

Portanto, g(s) = 2—10(k’s5 + ék”s6 + O(7)). Isto conclui a demonstragio. O

Exercicio. Considere um arco y = y(¢) tal que sua curvatura afim ndo possua pontos
criticos. Entdo a familia de conicas osculadoras C(¢) define uma folhea¢do numa regido do
plano (decomposi¢@o em conicas disjuntas ¢ encaixadas). Maiores detalhes veja,

e

4.4 Deformacao de conicas

Considere uma curva convexa com fun¢ao suporte h(s) = 1 + cH(s)
Usando a equagdo (4.3) e fazendo os célculos, obtemos que:

ka(s) =1 — S[H™ + 5H" + 4H](s) + O(s?), D = i,
3 ds (4.8)
=1- 5[(D2 + I1)(D* 4+ 41)H(s)] + O(£?).

Teorema 4.1. Considere uma curva convexa fechada y,, deformag¢do infinitesimal de uma
elipse. Entdo y, possui pelo menos seis vértices afins.

Demonstragdo. Pela equagao (4.8) temos que os vértices de y, sdo, em primeira aproxi-
magao, dados pelos zeros da fungao

W(s) = D(D?* + I)(D?* +41)H(s) = 0.
Escrevendo a série de Fourier de H na forma
o0
H = hy + Z[ak cos(ks) + by sen(ks)]
k=1

temos que W(s) = 120[b3 cos(3s) — az sen(3s)] + ---.
Logo pelo Teorema 2.2 e também pela Proposigao 3.1, temos que W possui pelo menos
6 zeros. O

O analogo do teorema dos 4-vértices para a geometria afim € o teorema dos 6 - vértices.
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Teorema 4.2. Uma curva de Jordan convexa possui pelo menos 6 vértices afins.

Demonstragdo. Seguiremos a demonstracdo dada em ( , pag.
152).

Afirmacgdo: Seja y uma curva convexa fechada com curvatura afim k,. Entdo para todo
polindmio quadratico g(x, y) temos que
f, a(x. )dkq = 0.

De fato,

dkg =0,
L L L
/ xdkg :[ x(s)k (s)ds = —[ ka(s)x(s) :/ x"(s)ds = 0,
y 0 0 0
L L L
2 _ 277 _ / — "
/;/x dkg —/(; x(8)ky(s)ds = 2/0 ka(s)x(s)x'(s) 2/0 x(s)x"(s)ds,
L L
_ 4 " — N2 —
= 2/(; x'(s)x" (s)ds 2/(; d(x")°ds =0,
L L
[ xvaka = [ xey©ki0ds =~ ka0 636) + 365 6)ds]
14 0 0

L L
=/ x"(s)y(s)ds + / " (s)x(s)ds = 0.
0 0

Portanto, a derivada k/, da curvatura afim k, é ortogonal no espago de Hilbert L2([0, L], R)
ao conjunto de fungdes {1, x, y, x2, xy, y2}. Logo, fazendo raciocinio andlogo a demons-
tracdo analitica do teorema dos 4 vértices obtemos o resultado. Mais precisamente, a con-
digdo k[, ortogonal ao conjunto de fungdes {1, x, y} implica a existéncia de pelo menos 4
vértices.

Suponha que k/, possua somente quatro zeros, os quais denotamos por p; = y(s;).
Suponha p; e p3 pontos de maximos locais e p, e p4 pontos de minimos locais. Nessas
condigdes existe um polindmio quadratico g¢(x, y) = q1(x, ¥)g2(x, y) (produto de dois
fatores lineares) tal que ¢(p;) = ¢(y(s;)) = 0. Portanto sinal(¢(y(s)) = sinal(k}).
Logo, [ ¢(y(s))k,, > 0, o que é uma contradi¢do. Veja Fig. 4.4. O
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Figura 4.4: Defini¢ao de polindmio quadratico com 4 zeros no circulo.

Observagao 4.3. Veja para uma demonstragdo
usando ideias da teoria de Sturm. Outra demonstragdo recente pode ser vista em
. Veja também e

4.5 Conjunto focal afim

Consideramos uma curva regular fechada e estritamente convexa ¢ parametrizada tal
que [¢’(s), ¢”(s)] = 1. Derivando a equag¢io acima obtemos, [¢”’(s), ¢’(s)] = 0 e portanto,
c"(s) = —ka(s)c'(s).

A func¢do k, é chamada curvatura afim de c. Entdo a caustica afim de ¢ é dada por

1

) c”(s).

y(s) = c(s) +

Os pontos singulares da caustica de ¢ sdo chamados de ciispides afins. Assim temos
o0 teorema.

Teorema 4.3. Seja y uma curva regular de Jordan tal que [y'(s), y"(s)] = 1. Suponha-
mos que sua curvatura afim k, seja ndo nula. Entdo 'y possui pelo menos 6 pontos de
cuspides afins.

Demonstra¢do. Nas condigdes acima temos que [y (s), y”(s)] = —kq(s) # 0. Portanto
aplicando o Teorema 4.2 temos que os vértices afins de y correspondem aos pontos de
cuspides afins da caustica associada. O
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4.6 Exercicios

Exercicio 4.1. i) Mostre que a curvatura afim da curva y(s) = (s, e%") éigual a

a

NeX il 8]

ka(s) = —
ii) Mostre que a conica osculadora Cy a y no ponto y(s) ¢ definida implicitamente por

Cs(x,y) =2a*x* + 8e “axy —e **y* + (10a — 4a’s) x
—8y(as+2)e* +2a%5>—10as + 17 = 0.

iii) Calcule o envelope da familia C; calculada no item ii). Mais precisamente, mostre
que o envelope da familia Cy é constituido de duas curvas regulares Eq(s) = y(s) e
E>(s) = (s,—17¢%?%). Ilustre geometricamente.

iv) Calcule as evolutas euclidiana e afim da curva y.

Exercicio 4.2. Considere a curva fechada y(u) = (cosu —asen2u, senu + a cos2u).
i) Mostre que quando |a| > % ou |a| < i,y élocalmente convexa e possui somente dois
vértices afins.

ii) Mostre que quando 0 < @ < 1, y é simples e convexa e faca um estudo sobre os seus
vértices afins.

iii) Analise os vértices afins e as inflexdes de y quando % <la| <

D=

Exercicio 4.3. Seja f: I — R uma funcdo suave e seja 7;(x) o seu polindmio de Taylor
de grau menor ou igual a # no ponto x = ¢. Isto &,

(9]
ACED PO
k=0 ’

i) Suponha n pare f"*!(x) # 0 paratodo x € I. Entdo para todo a, b € I os graficos
de T, e T} sdo disjuntos em toda a reta.

ii) Suponha n impar e f"*1(x) # 0 para todo x € I. Entio paratodoa < b € I os
graficos de T, e Tj sdo disjuntos no intervalo [b, 00).

iii) Estude o artigo , também disponivel no sitio
arxiv.org/pdf/1207.5662.pdf

Exercicio 4.4. Considere a ctbica definida por 2(x,y) = y2 —x(x —a)(x =b) =c e
suponha 0 < a < b. Mostre que toda oval h(x, y) = ¢, para ¢ proximo de zero, é convexa
e possui exatamente 6 vértices afins.


arxiv.org/pdf/1207.5662.pdf
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Exercicio 4.5. i) Dé exemplo de um arco de curva y tal que as curvaturas euclidiana k. e
afim k, de y sejam iguais ou proporcionais.

ii) Mostre que existem arcos de curvas ndo circulares y tais que k., = k, # cte.

iii) Mostre que ndo existe uma curva fechada e simples (ndo circular) tal que k., = k, #
cte.

iv) Existe uma curva fechada (que ndo seja circular) tal que = cte?

Exercicio 4.6. Considere uma curva regular estritamente convexa y de classe C¥, k > 5.
Fixa pg = y(so) e suponha que as curvaturas euclidiana k. e afim k, de y em pg sejam
nao nulas.

i) Analise as varias possibilidades de contato entre o circulo osculador Cy e a conica oscu-
ladora Qg de y passando por py.

ii) Mostre que em geral Qo NCo = {po, pg}. Repetindo a constru¢do num ponto y(s)
obtemos uma curva p*(s) com p*(so) = pg. A curva p* tem alguma particularidade
geométrica relevante?
i1) Quando temos que Qp = Co?

Exercicio 4.7. Considere um arco injetivo de uma curva regular plana y possuindo dois
pontos de inflexdes consecutivos genéricos (a fungdo A(r) = [y’, y”] possui somente
zeros transversais) p; = y(s1) € p» = y(s2). Mostre que existe um ponto sextatico
y(s*) com sy < 5* < 55.

Exercicio 4.8. Considere uma curva plana y parametrizada pelo grafico y(x) = x? +
ax® + aex® + a7x7 + agx® + 0(9).

1) Mostre que pela acdo das transformagdes birracionais lineares (quociente de funcdes
lineares) ¢ sempre possivel reduzir, localmente, uma curva plana na forma normal acima.
Lembramos que o grupo acima ¢é gerado pelas transformagdes da forma

o1x + 1y +y1 oax + Bay + )/2)

TX, — )
. 7) (ax—l—,By—l—y ax + By +vy

ii) Mostre que a curva algébrica de grau 3 que possui contato de ordem 9 ou superior com
yé
Cs(x,y) =[asy (x* = y) —a(ay® + x> = xy)]an
+[a7y (x* —y) —a(axy* + ag y*> + x* — y)] ao1

Sugestio: Escreva C(x,y) = Y, i3 ai;xtyl + Diti=2 aijx'y’ + ajox + ap1y e
imponha a condigdo de que a fungdo h(x) = C(x, y(x)) tenha derivadas até a ordem 8
nula na origem. Veja
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Exercicio 4.9. i) Investigue a reciproca do teorema dos seis vértices. Veja

ii) Quais so as condi¢des necessarias e suficientes para que uma fung@o continua e perio-
dica seja a curvatura afim de uma curva fechada e convexa?

Exercicio 4.10. i) Pesquise na literatura os conceitos de curvatura discreta e vértices para
curvas poligonais simples no plano.

ii) Investigue a versdo discreta do teorema dos quatro vértices e dos 6 vértices para curvas
poligonais de Jordan. Veja , e

Exercicio 4.11. (Projeto). Veja ( , cap. 3).

Problema 4.2. Dados n segmentos s; de comprimentos a; > 0 en—1 dngulos o; > 0 tais
que ) a; < 5 determine o arco poligonal convexo formado pelos segmentos s; e angulos
externos o; (todos com a mesma orientagdo positiva) tal que a distancia euclidiana entre
o0 ponto inicial e o final seja mdxima.

o

a1 4
az
az @
e —° o
as
ai
° as o2

Figura 4.5: Tlustragdo de uma poligonal convexa com trés lados ¢ dois angulos externos
dados.

Observamos que podemos formar exatamente n! x (n — 1)! arcos poligonais convexos
distintos.
i) Analise o problema 4.2 e faga simulagdes numéricas.
ii) Na situagdo descrita acima denotamos por y, = {p1, p2,..., Pn} 0 arco poligonal
aberto e por I;, = {p1, p2,..., Pn, P1} 0 poligono convexo obtido conectando os vérti-
ces p; (inical) e p, (final). Dentre os n! x (n — 1)! determine o poligono convexo [,
delimitando a regido com area minima (maxima).
iii) Formule e analise o problema analogo ao problema 4.2 para poligonais ndo convexas;
neste caso os angulos externos podem alternar para obter curvas ndo convexas. A Fig.
4.6 mostra uma poligonal ndo convexa [ag, a1, az; a1 (+), @2(—)] com angulos externos
orientados. Qual ¢ a intuigdo para a solucdo do problema neste caso particular?
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az
ai

ao 241

Figura 4.6: Ilustragdo de uma poligonal ndo convexa com trés lados e dois angulos exter-
nos orientados.

Exercicio 4.12. i) Demonstre o teorema de Schur para curvas convexas esféricas e no
plano hiperbélico.
ii) Demonstre o teorema de Schur para curvas convexas no plano de Minkowski. Veja

Exercicio 4.13. Investigue os vértices afins de curvas convexas fechadas definidas por
um campo de vetores polinomial no plano. Veja Exercicio 2.21. Veja

Exercicio 4.14. Considere a curva plana definida por y,(¢) = (cost(a+cos2t),sent(a+
cos 2t)).

i) Mostre que ys ¢ uma curva convexa (ndo estrita).

ii) Calcule a curvatura afim de y, e esboce o seu grafico para varios valores de a.

iii) Mostre que y, possui somente dois pontos sextaticos.

iv) Analise a familia (y,) e determine os pontos de inflexdes e os sextaticos. Veja

Exercicio 4.15. Considere trés retas L;(x,y) = a;jx + b; y + ¢; = 0 em posi¢do geral
no plano R2.

i) Calcule os circulos tangentes as retas L;.

ii) Analise a geometria das cubicas definidas por L = L;L,L3 = cte.

Exercicio 4.16. Estude o artigo e obtenha genera-
lizagdes do teorema dos quatro e seis vértices no contexto da geometria de Minkowski no
plano.

Exercicio 4.17. Estude o artigo € observe que no
plano a curvatura simplética de uma curva coincide com a sua curvatura afim.
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Exercicio 4.18. Mostre que a curvatura afim da conica definida por
ax? +2bxy +cy? +2dx +2ey + f =0

¢igualak, = 5=, onde S = ac —b%e
T3

b d
c e
e f
Exercicio 4.19. (Projeto). Considere uma curva plana convexa y. Dado x € int(y) e
uma diregdo v € S! considere a corda orientada pg passando por x e p, g € y os dois

pontos de intersecdo dareta r(t) = x +tv comacurva y. Defina arazio p(x,v) = lp=x|

~ Ip—ql
e A(x) = min{p(x,v),v € S'}.
Finalmente defina

T = det

QU

p1 = max{A(x),x € int(y)}.

i) Mostre que 0 < p; < oo € um invariante afim, i.e., invariante por transformagdes afins
do plano.

ii) Mostre que % <pup < %

iii) Mostre que jt; = 1 para todos os triangulos.

iv) Mostre que se 1 = % entdo int(y) possui um centro x¢ € int(y).

v) Mostre que toda curva y convexa, i1 € assumido em um unico ponto x; € int(y) e
por trés cordas distintas. Veja Fig. 4.7.

vi) Estude o artigo e generalize a razdo p considerando trés ou mais
cordas passando pelo ponto x € int(y).

vii) Analise o invariante afim obtido considerando razdes entre areas, veja

Figura 4.7: Cordas de um conjunto convexo no plano.



“In the broad light of day mathematicians check their equations and their
proofs, leaving no stone unturned in their search for rigour. But, at night, un-
der the full moon, they dream, they float among the stars and wonder at the
mystery of the heavens: they are inspired. Without dreams there is no art, no
mathematics, no life.”

— Michael Atiyah (1929-2019).

5.1 Introducao

Uma curva regular fechada y : S' — R? tal que {y(t) — po. y’(¢)} seja linearmente
independente para todo t € S! é chamada de centroafim com respeito ao ponto pg. A
seguir, sem perca de generalidade, iremos considerar pg = (0,0). Também, salvo nos
casos explicitamente considerados, todas as curvas regulares neste capitulo serdo supostas
de classe C*, k > 3. Em geral, a geometria centroafim aborda propriedades geométricas
que sdo invariantes pelo grupo afim GL(2,R) = {4 : R? — R? : detd # 0}, isto é, 4
¢ linear e invertivel. Também ¢ usual considerar o subgrupo SL(2,) = {A € GL(2,R) :
detA = 1}, i.e., as transformagdes lineares que preservam area.

Dado um subgrupo G < GL(2, R) dizemos que duas curvas y; ¢ y, sdo G-equivalentes
(y1 ~ y2) seexiste A € G tal que y, = Ay;.
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Na geometria afim das curvas devemos evitar os pontos de inflexdes. Na geometria
centroafim as inflexdes correspondem a zeros da curvatura centroafim.

5.2 Curvatura centroafim

Sejay : S! — R? uma curva regular fechada centroafim com relagio a origem.
Nessas condigdes, definindo s(¢) = fti) [y(t),y'(t)]dt acurvareparametrizada B(s) =

y(2(s)), onde t(s) é a inversa de s(¢), estd normalizada com [B(s), 8/(s)] = 1. Nessa
normalizagdo escolhemos a orientagdo positiva. Veja Fig. 5.1.

y'(s)

y(s)

Figura 5.1: Curva centroafim em relag@o a origem, e positivamente orientada.

_ dt __ 1
De fato, Bs = v'G5 = paeyraon

Y (i (s))
[y((s)). y'(t(s))]

Geometricamente, a normalizagdo acima significa que a area do paralelograma gerado
por {B(s), B’(s)} é constante e igual a 1. O pardmetro s é chamado comprimento de arco
centroafim.
Derivando a equagdo [B(s), 8/(s)] = 1 com relagdo a s obtemos [B(s), B”(s)] = 0.
Portanto, y” = —k¢q(s)B(s). A fungdo k., é chamada de curvatura centroafim de S.
Logo, kea(s) = [B". B”].

Lema 5.1. Seja y : I — R? uma curva centroafim com relagdo a origem. Entdo

Logo, [B(s). B'(s)] = [y(t(5)), =1

[y, v"]
vy

kea (t) =
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Demonstra¢do. Defina f(s) = y(t(s)). Temos que s = y,“j—; e

,  d I
Bos =ruCy RS e
=Vtt(%)2 + (%)y:.
A%
P

Portanto, kcq(t) = [Bs, Bss] = (—) (Vi veel =
O

Lema5.2. Sejay: I — R? uma curva centroafim com relagdo a origeme A € SL(2,R).
Entdao A oy é centroafim em relagdo a origem e keq(y) = keq(A o ).

Demonstragdo. Segue diretamente da linearidade de A e da propriedade de invaridncia
de area por transformacdes lineares com determinante 1. O

Proposicdo 5.1. Seja B : I — R? uma curva centroafim com relagdo a origem para-
metrizada por comprimento de arco centroafim s. Suponha que kqq(s) = k. Temos as
seguintes alternativas.

i) Sek =0, o traco de B esta contido numa reta.
ii) Sek > 0, o trago de B esta contido numa elipse centrada na origem.
iii) Se k < 0, o trago de B esta contido numa hipérbole centrada na origem.

Demonstracdo. Se k = 0 temos que 8”(s) = 0 e portanto B(s) = ags + by.
Sek > 0ekeq(s) = k? temos que B”(s) + k2B(s) = 0. Pelo teorema de existéncia
e unicidade de sistemas lineares temos que

1
B(s) = —— (a(cos(ks), sen(ks)) + b(—sen(ks), cos(ks)))
k(a? + b?)
com [B(s), B/(s)] = 1. Portanto o trago de B esta contida no circulo x? + y? = % Se
k > 0ekeq(s) = —k? temos que B”(s) — k2B(s) = 0. Pelo teorema de existéncia e

unicidade de sistemas lineares temos que

B(s) = {a(cosh(ks), senh(ks)) + b(—senh(ks), cosh(ks))}

1
Vk(aZ + b2)

com [B(s), B'(s)] = 1. Portanto o trago de B esta contida na hipérbole

k (—a® +b*) x> — dabkxy + k (a*> —=b?) y* +a*> +b* =0
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Defini¢io 5.1. Dado uma curva y : [a,b] — R? centroafim em relacdo a origem, um
ponto pg = y(ty) é chamado de vértice da curvatura centroafim de y se for ponto de
mdximo ou minimo local de k..

Proposicdo 5.2. Uma curva fechada centroafim e simples B : S' — R? possui pelo
menos dois pontos tais que a sua curvatura centroafim seja extremal (vértices).

Demonstragdo. Segue diretamente diretamente do fato de que toda fungdo continua real
definida num compacto possui pelo menos um ponto de maximo e um minimo global. [J

Em geral, no contexto da geometria centroafim, uma curva fechada simples nem sem-
pre possui 4 vértices centroafins. Uma elipse ndo centrada na origem possui somente dois
vértices.

Exemplo 5.1. 4 elipse x(t) = xo + acost, y(t) = bsent possui somente dois vértices
centroafim se a > x¢ # 0. De fato, a sua curvatura centroafim é dada por

a
kea(t) = .
ealr) b2 (a + cos (1) xo)>
] ~ — a — a
Os valores extremais de k¢q 540 k.q(0) = @t ekeq(m) e

Exemplo 5.2. Considere a curva y(t) = (cost + 4cos2t,sent + 2sen2t). A sua cur-
vatura centroafim possui 6 pontos extremais.

Figura 5.2: Curva y centroafim em relag@o a origem com 6 vértices centroafins.

Cdlculos longos, confirmados com computagdo simbdlica, concluem que os pontos
extremais da curvatura centroafim sdo os zeros da fun¢do
sent (16 cos® t + 32 cos3t + 229 cos?t — 24 cost — 178) .



94 5. Curvas centroafim no plano

Proposicao 5.3. Considere a curva plana parametrizada por
y(u) = (h(u) cosu — h'(u) senu, h(u) sen(u) + h’'(u) cos u)

e suponha y centroafim em relagdo a origem, i.e., h(u)(h"(u) + h(u)) # 0. Entdo a
curvatura centroafim de y é:

1

kea(u) = (h"(u) + h(u)) h(u)3’

Demonstragdo. Segue por calculo direto. O

Proposicao 5.4. Considere uma curva centroafim em relagcdo a origem parametrizada
por

az as 3 asq 4 as 5
= (u,—1 — — — — 0(6)).
y(u) = (u +2u+6u +24u +5!u+ (6))

Entdo a curvatura centroafim de y é:
1 2.2, 1 3
kea() = an +azu + 3 (as —3a3)u” + 5 (as —15aa3)u’ + O(4).
Demonstragdo. Segue por calculo direto. O

Proposicao 5.5. Considere uma curva y estritamente localmente convexa e centroafim
em relagdo a origem. Suponha que [y',y"] = 1. Entdo temos:

1 1" " l
ke=pp ka=lvl kea=pos

Demonstragdo. Usando as defini¢des das curvaturas euclidiana, afim e centroafim o re-
sultado segue por calculo direto. O

Proposicao 5.6. Nas condi¢des da Proposi¢do 5.5 temos:

_ s 4 (kig 0)* 1 k2, ()
ka(w) = Vhea () = 5 (kea ()7 3 Kea ()

Demonstra¢do. Temos que kg4 (u)_% = [y(u), y’(u)]. Derivando duas vezes e obser-
vando que "' (1) + ko (u)y’'(u) = 0 segue o resultado. O
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5.3 Contato de uma curva com conicas ou retas

Nesta secdo temos como objetivo explorar o conceito de curvatura centroafim em ter-
mos da teoria do contato.

Na proposi¢do 5.1 caracterizamos as curvas que possuem curvatura centroafim cons-
tante.

Dado uma curva centroafim y(s) = (x(s), y(s)) podemos considerar o contato de y
com uma conica centrada na origem (0, 0) ou uma reta.

Em geral uma conica centrada na origem tem equagdo implicita da forma C(x, y) =
ax? +2bxy + cy?> —1 =0, com h? — ac # 0. Lembramos que a curvatura centroafim
de C ékeq = ac — b2,

Considere o sistema linear de equagdes nas variaveis a, b e ¢ a seguir.
E@)=Cy(s) =0, E'(s) =0,E"(s) =0.
Resolvendo o sistema acima obtemos,

g Y'($)3x(s) + [y'(5). y"(9)]y ()% — x'(5)y"(s)%y (s)
[y(s),y'(s)]3 ’
ZX’(S)Zy’(S)y(S) — [y (). ¥ ($)]x(5)y(s) — X' (s)y"(5)*x(s)
[y(s),y'($)]? ’
. zx/(S)Zy/(S)X(S) + [y (5). Y (9)]x(s)* — y(s)x'(s5)?
[y(s),y'(s)]? '

b

Da solugao acima temos,

ey = 6).7"6)

[y(s). 7' ()]

Assim podemos definir a curvatura centroafim de y como sendo a curvatura centroafim
da conica possuindo pelo menos contato de ordem cubica com y. Veja Fig. 5.3. Essa é a
mesma conceituagdo das curvaturas euclidiana e afim. A diferenca fundamental é que na
geometria centroafim a curvatura nao ¢ invariante por translagdes no plano.
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y(s) = (x(5), y(s))

C(x,y) =ax?>+2bxy +cy>—1=0

.

Figura 5.3: Contato cubico de uma curva centroafim com uma conica.

Coy

o—: _—

Uma analise similar permite-nos concluir que uma reta, ndo passando pela origem,
possui contato ciibico com uma curva y se, € somente se, a curvatura centroafim de y ¢
zero. Portanto num ponto de inflexao de y.

5.4 Exercicios

Exercicio 5.1. Mostre que a curva y(t) = (cost + 4 cos 2¢,sent + 2 sen 2¢) possui 8
vértices euclidianos.

Exercicio 5.2. Construa exemplos de curvas centroafim em relagdo a origem tais que a
sua curvatura centroafim seja igual a sua curvatura euclidiana.

Exercicio 5.3. Calcule a curvatura centroafim da curva parametrizada em coordenadas
polares y(t) = (r(t) cos 6(t), r(t) sen 6(t)).

Exercicio 5.4. Considereumacurvay: I — R2declasse C*, k > 2, talque [y(s), ' (s)] =
1.. Defina a curva I'(s) = fsso y(s)ds.

i) Mostre que [I"'(s), I'"(s)] = 1.

i) Calcule as curvaturas afim e centroafim de I

Exercicio 5.5. Considere uma curva regular de classe C*¥, k > 4, parametrizada por
y(t) = (—h'(t)sent + h (t)cost,h'(t) cost + h (t)sent).

1) Supondo y centroafim em relag@o a origem encontre uma relacio explicita entre as cur-
vaturas euclidiana (k. ) e centroafim (k.,) de y. Mais precisamente, obtenha uma relagdo
funcional entre k, ¢ k¢, da forma R(ke, keq. k., k], k... k) = 0.

ii) Seja & uma solugdo T —periddica da equagdo diferencial 4" + senh = 0. Analise os
vértices euclidiano e centroafim da curva y.
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iii) No item ii) para quais valores de T € (27, 00) a curva y ¢é fechada?

Exercicio 5.6. Considere a equagdo diferencial do péndulo 4”7 + sen & = 0 e a curva
definida por y(¢) = (h(¢), h'(t)), sendo h solugdo da equagio diferencial.

1) Faca uma analise qualitativa dos tragos da curva y em func¢do das condic¢des iniciais
h(0) = hg, W'(0) = hy.

i) Calcule a curvatura centroafim de y supondo que y seja centroafim em relagdo a um
ponto po = (Xo. o) € R2. Faca uma analise qualitativa e analise os vértices centroafim
e euclidiano de y.

Exercicio 5.7. Considere uma curva suave y(s) = (x(s), y(s)) parametrizada por com-
primento de arco euclidiano s, centroafim em relagdo a origem. Suponha {7'(s), N(s)} o
referencial mével de Frenet de y.

i) Seja B(s) = y(s) + eN(s). Calcule a curvatura centroafim k., de § e analise a sua
dependéncia com relagao ao pardmetro &.

ii) Mostre que a curva centroafim k., num ponto S(sg) € zero se, e somente se, y(so) ¢
um ponto de inflexdo de y.

iii) Mostre que se y ¢ estritamente localmente convexa entdo y’ e B’ sdo centroafim em
relacdo a origem.

Exercicio 5.8. i) Mostre que a curvatura centroafim da conica definida implicitamente
por
C(x,y) = ax* +2bxy +cy*>+dx —1=0,

¢igual a
2(cd? +4dac —4b?)
(2—dx)?

ii) Calcule os vértices de C(x, y) = 0. Analise a elipse e a hipérbole separadamente.

Exercicio 5.9. Considere uma curva regular y(s) = (x(s), y(s)) centroafim em relagio
a origem. Calcule a curval dual y* definida implicitamente pelo sistema

(y“yy=1 (y*.y)=0.

Acima estamos identificando o covetor y* com o vetor y definido por y*(v) = (y, v).

i) Calcule y* e as suas curvaturas (centroafim, afim e euclidiana).

ii) Mostre que se y for convexa com a origem pertencendo ao interior da regido delimitada
por y entdo y* é convexa.

Exercicio 5.10. Estude o artigo e relacione a teoria de sistemas de
equagdes diferenciais lineares de segunda ordem com a teoria de curvas centroafim em
relag@o a origem no plano.

Exercicio 5.11. Considere 5 pontos p;, (i = 1,...4) em posi¢do geral no plano R2.
Defina

lijk] = (pi — pj) A (pi — px) = [pi. pj, Pkl
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o dobro da area orientada do tridngulo com vértices p;, p; e pi.
Mostre que a equacdo implicita da cdnica passando pelos 5 pontos é

[013][024][p12][p34] = [012][034][p13][p24],

onde p = (x,y) é um ponto de R? que pertence a conica. Veja
e

Exercicio 5.12. (Projeto) Estude os artigos e
. O estudo da equacdo de Korteweg-de Vries (KdV) ¢ relacionado com curvas
centroafim.

Exercicio 5.13. (Projeto) Estude os artigos , e

. O objetivo ¢ analisar os conceitos de comprimento e curvatura conforme
de curvas planas. Nessa geometria o grupo considerado ¢ o grupo gerado pelas transfor-
magdes de Moebius do plano e a conjugagdo complexa. Se a curva for parametrizada por
comprimento de arco euclidiano s e curvatura euclidiana k (s) o comprimento conforme ¢é
dado por ds, = +/| k’(s) |ds e a curvatura conforme é dada por

. 4(k/// _ kaI)k/ _ Sk//2
- 8k"> '

Exercicio 5.14. (Projeto) Estude os artigos e . 0
objetivo ¢ analisar as propriedades geométricas das curvas planas no contexto da geometria
de Laguerre.

Exercicio 5.15. (Projeto) Estude o artigo . O objetivo ¢ analisar a geometria
das curvas convexas com relagdo a origem e do espaco de elipses centradas na origem.

Exercicio 5.16. (Projeto). Estude o artigo . O objetivo ¢ analisar o
fluxo geométrico centroafim de curvas convexas contendo a origem.

Exercicio 5.17. (Projeto). Seja

x(a1x? +b1y?) y(azx* + byy?)
Ax2+ By?2 °  Ax2+ By?

F(x,y):( ),A>O,B>0.

i) Seja y(t) = (acost,bsent) uma elipse com a > b > 0. Descreva as propriedades
qualitativas (geométricas e topologicas) da curva I"(¢) = F(y(t)). Faga varios exemplos.
ii) Calcule as curvaturas euclidiana, afim e centroafim de I". Faca varios exemplos numé-
ricos.

iii) Encontre parametros (a1, b1, az, b, A, B, a, b) tais que a curva I" possua oito pontos
de cruzamento normal.

iv) Encontre parametros (a1, b1,az, ba, A, B, a, b) tais que o trago de I" seja uma elipse
(ndo um circulo). Veja
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v) Determine e dé exemplos de conjuntos abertos no espago de parametros (a1, b1, a2, b, A, B, a, !
tais que a curva I” seja localmente convexa.

vi) Analise as propriedades geométricas e topologicas da fung@o F. Por exemplo, calcule

o conjunto F~!(xg, yo) e determine a sua cardinalidade.

Exercicio 5.18. Calcule a curvatura centroafim da curva y(s) = (s,e%") e faga uma
analise do seu grafico.

Exercicio 5.19. Considere a familia de curvas definida por
y(t) = ((R + r)cost —d cos ((Mr’—r)’) , (R+r)sent —d sen ((Rf—r)t» .
1) Faga vérios exemplos ilustrando o trago de y = y, g 4. Interprete geometicamente a

curva y. Por exemplo,para R =2,r = led = 1 (esquerda)e R =5,r = —led = %
(direita), temos:

ii) Calcule a curvatura centroafim em relag@o a origem de y e analise os seus vértices.



“There is no branch of mathematics, however abstract, which may not some
day be applied to phenomena of the real world.”

“In geometry I find certain imperfections which I hold to be the reason why this science,
apart from transition into analytics, can as yet make no advance from that state in which
it came to us from Euclid.”

— Nikolai I. Lobachevsky (1792—1856)

6.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma breve introducdo a teoria da geometria diferencial das
curvas planas projetivas.

A geometria projetiva tem longa tradi¢do e suas raizes historicas mais estabelecidas
datam do século XVII e trata da questdo fundamental da representacdo plana de figuras
tri-dimensionais. Suas origens estdo portanto, na pintura e na arquitetura renascentista.
Basicamente podemos dizer que a geometria projetiva ¢ o estudo de propriedades de fi-
guras que ficam inalteradas (invariantes) por projecdes. Nas artes, arquitetura, fotografia,
geometria descritiva, geometria computacional temos a necessidade de representar e re-
conhecer objetos tridimensionais a partir de figuras planas. Portanto, proje¢do, sombre-
amento, contorno aparente, profundidade e perspectiva sdo conceitos fundamentais. Na
geometria projetiva, projegdes serdo sempre lineares. Convidamos ao leitor refletir sobre
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a nocao de proje¢do esférica, ou mais geralmente numa superficie regular. Por exemplo,
qual ¢ a proje¢do central em relagdo a origem de uma elipse situada no plano z = 1 na
esfera unitaria x2 + y2 + z2 = 1? E em relagiio ao polo sul S = (0,0, —1)?

Matematicos que contribuiram com o desenvolvimento da geometria projetiva e que
destacaram-se no século X VII foram Girard Desargues (1591-1661) e Blaise Pascal (1623—
1662).

No século XVIII temos Gaspard Monge (1746—1818), criador da geometria descritiva,
¢ Jean-Victor Poncelet (1788—1867) , , considerado um
dos fundadores da geometria projetiva.

No século XIX destacamos (Plucker, Steiner, Mobius, Gauss, Lobachevskii, Hilbert,
Cremona, Poincaré, Clebsch, Riemann, Chasles, Max Noether, Klein, Enriques, Segre,
Severi, Schubert) dentre outros. Veja para uma introdugdo histérica a geo-
metria projetiva.

Os entes basicos que mantém-se invariantes por projecdes sao pontos e retas. Com-
primento, area e angulo ndo sdo preservados em geral por projecdes. Por outro lado, a
incidéncia e certas propor¢des, como a razdo cruzada, sdo preservadas. Um invariante
importante que ¢ preservado por projecdes € a colinearidade. Na Fig. 6.1 ilustramos o
Teorema de Pappus (séc 1T a.C.).

3 pontos
colineares

R

Figura 6.1: Teorema de Pappus: colinearidade preservada por projecdes e perspectivas.

Na Fig. 6.2 ilustramos o teorema de Desargues.
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23

Figura 6.2: Teorema de Desargues: projecao central e colinearidade de trés pontos.

O conceito basico da geometria projetiva que é preservado por projegdes é o da razdo
cruzada de quatro pontos alinhados. Veja Fig. 6.4.
Definimos a razéo cruzada por

AC BD AC.BD
BC AD ~ BCAD

[A,B,C,D] = (6.1)

Observagao 6.1. Existem 6 possibilidades para definir a razdo cruzada, mas conceitual-
mente ¢ o mesmo invariante. Na literatura, as duas mais frequentes sdo

(y3 = y1)(ya — y2) _

(¥4 = y3)(y2 =)
(y3 —y1)(ya — y2) _ A
(y3—=y2)(ya—y1) A-1

Os seis possiveis valores sdo A, 1 — A, %, ﬁ, % e %

[91.92.93,94] =

llg1,92.93,q4]] =

Observagdo 6.2. A razdo cruzada entre quatro nimeros complexos z; (i = 1,2,3,4)
distintos, veja Fig. 6.3, ¢ definida por

(z3 —z1)(z4 — 22)
(z2—z1)(z4 — 23)

[21,22, Z3, 24]
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Z2

T ————

Z1 e __
__________ Zs

Z4

Figura 6.3: Razdo cruzada entre 4 numeros complexos distintos.

az+b

Se f(z) = $Z7, comad —bc # 0, ¢ uma fungdo de Mébius entdo

(21,22, 23, 24] = [f(21), f(22), f(23), f(z4)].

Além disso, [z1, 22, 23, z4] € R se, e somente se, os pontos sdo colineares ou estdo conti-

dos num mesmo circulo.

O resultado importante (ver Fig. 6.4) é de que a razdo cruzada ¢ invariante por proje-

¢oes.

[A,B,C,D] = [Ay, B1.C1, D]

Assim podemos também definir a razdo cruzada de quatro retas intersectando num

ponto.
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Figura 6.4: A razdo cruzada ¢é preservada por projegoes.

Na conceituagdo acima, com 3uatr0 pontos distintos, consideramos o segmento [A4, B]
e definimos os quocientes r¢ = % = % erp = % = %. O quociente r¢ mede
aposi¢do relativa do ponto C em relagdo ao segmento [A, B] = {(1—t)A+tB,t € [0, 1]}.
Temos que r¢ > 0 se, e somente se, C € [A, B].

Portanto temos que

AC  AD
[4,B,C,D] =€ 2> . 22
rp CB DB

Temos que [4, B, C, D] < Ose,esomentese, C € [A, Ble D ¢ [A, BlouC ¢ [A, B]
eD e [A,B].

Quando [A4, B, C, D] = —1 dizemos que os pontos C ¢ D sdo harmonicamente con-
jugados em relacdo a A e B.

A razdo cruzada foi bastante explorada por Chasles ( , Chapitres II, III,

IV) e foi usada por Mobius para introduzir coordenadas homogéneas projetivas,
( , Note 1X), ( , Chapter 13) e

Na Fig. 6.5 ilustramos os teoremas de Pascal.
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Figura 6.5: Hexagono inscrito numa elipse (teoremas de Pascal).

Outros ingredientes importantes da geometria projetiva classica sdo as secdes conicas
(elipses, hipérboles, parabolas). A unificacdo da geometria projetiva e geometria anaiitica
¢ realizada usando o principio de dualidade e o uso de coordenadas homogéneas.

Um resultado baseado no principio de dualidade é o Teorema de Brianchon ilustrado
na Fig. 6.6.

Figura 6.6:  Hexagonos inscrito e circunscrito numa elipse e interse¢do de diagonais
(teorema de Brianchon).
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Para ilustrar mencionamos que Isaac Newton (1643 — 1727) demonstrou que toda
curva cubica (definida implicitamente por um polindmio de grau 3) no plano pode ser
obtida como imagem de uma transformagdo projetiva de apenas cinco tipos especiais de
clbicas. Veja Bix (2006, Chapter III).

[lustramos na Fig. 6.7 o Teorema de Poncelet. Veja Poncelet (1995a), Halbeisen e
Hungerbiihler (2015).

5 a 1

q

Figura 6.7: Teorema de Poncelet (6rbitas de periodo sete e trés).

Os primeiros trabalhos sobre a geometria diferencial das curvas planas projetivas sdo
devidos a Halphen (1880) e Wilczynski (1906). Vale destacar que todas as conicas sdo
equivalentes, portanto, a obtengdo de invariantes via contato entre curvas exigira curvas
de grau maior. Como consequéncia, teremos que as curvas aqui tratadas t€ém classe de
diferenciabilidade mais alta. Para maiores detalhes veja Cartan (1937), Lane (1942), Su
(1958) e V. Ovsienko ¢ Tabachnikov (2005). Para um pouco de historia veja Stillwell
(2010, chapter 8), Gray (2011).

6.2 Plano projetivo

A ideia da conceituagdo do plano projetivo P>R esta relacionada a de projegdo central
em R3 e a de projegdes de figuras planas entre planos diferentes. Como comprimentos
e angulos ndo s@o preservados por projecdes, estes conceitos ndo desempenham nenhum
papel relevante na geometria projetiva. Pontos e retas sdo conceitos fundamentais nessa
geometria. Um dos primeiros invariantes da projetivos que se estuda ¢ a “razao cruzada” e
mais adiante, veremos como interpretar invariantes diferenciais locais em termosda razdo
cruzada. Para fundamentos da geometria projetiva veja Klein (2016), Coxeter (1974),
Samuel (1988).

O plano projetivo P,R ¢ o conjunto das classes de equivaléncias definidas por

(x,y,2) =A(x,y,z) = (Ax,Ay,Az), 0# A eR.
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A classe de equivaléncia de p = (x, y, z) # 0 sera denotada por [p] =[x : y : z].

O plano projetivo pode ser definido também como conjunto das retas no espago que
passam pela origem. Essa nocao, leva a caracterizagdo do espago projetivo como uma
variedade homogénea (quociente de um grupo de Lie por um subgrupo). Nessas notas
0 objetivo ¢é apenas o de ilustrar como um conceito de curvatura aparece no contexto da

geometria projetiva.
y : 1] € injetiva e podemos considerar

Quando z # 0, a aplicagdo (x,y) — [x :
R? como um subconjunto de P,R. Analogamente podemos considerar os casos x # 0 e

y # 0.. Esses subconjuntos definem abertos no espago projetivo onde podemos definir

uma atlas.

(0,0,0)

Figura 6.8: Plano projetivo numa carta afim z = 1.

Um isomorfismo B : R3 — R3 preserva as classes de equivaléncias e portanto induz
uma aplicagdo B: P,R — P,R. Estas aplicagdes definem o grupo projetivo de P,R.

Uma curva paramétrica projetiva ¢ uma aplicagdo y: I — P;R.
Como nos casos, euclidiano, afim e centroafim vamos definir os conceitos de elemento

de arco e de curvatura projetiva que sejam invariantes pelo grupo projetivo.

6.3 Forma normal de uma curva projetiva

Antes de definir o elemento de arco projetivo que seja invariante por transformagdes
projetivas examinemos o seguinte exemplo:
Considere uma curva projetiva y: I — P,R a qual suporemos de classe C*°. Na
maioria dos casos podemos considerar curvas de classe C”, r = 7. Suponha y(0) = [0 :

0:1]ey’(0) = (1,0,0).
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Portanto, na vizinhanca de 0 podemos expressar y na forma de grafico

(x,h(x), 1), h(x) = —x p B3 B B5s L 96064 0(7).

6 41 51 6'

Suponha que a, # 0. Considere a mudanga de coordenadas projetivas da forma

u v

= 1 4+ biu + byv’ r= 1+ biu+ byv’

Calculos elementares, mas longos, com

by — as _ 1 3a2a4—4a§
"T 3 P18 43

nos permitem expressar a curva na forma

1 (asa? —45a4aza, + 4043
U:a—zuz——( 54Uy 440302 3)M5+0(6)
2 9 a%

Por uma mudanga de escala (dilatagdo ou contragdo) podemos supor a, = 1.

Assim, com essa normalizagdo, obtemos a seguinte representacédo local:

1 1
v = Euz -5 (9as —45asas +40a3)u” + O(6).

No caso de uma curva parametrizada localmente por

az o, a33 ag 4 a55
= 2 -l 07
v a1x+2x+6x +4x +5'u +6 ¢+ 0(7)

fazemos a mudanca de coordenadas y = a,y; + a;x obtendo

— 42 - 2 _6
Y= gx + 6x +4'x +25'u +6'x + 0(7),

_ a:
onde a; = é

Proposicao 6.1. 4 quantidade

=— (9asa?2 —45a3a4a, + 40a
1080a§( 72 32 )

é um invariante projetivo da curva y.

(6.2)

(6.3)

Demonstragdo. Sera apresentada na proxima secdo e w serd identificado como o elemento

de arco projetivo, avaliado na origem.

O
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6.4 Elemento de arco e curvatura projetiva de curvas pla-
nas

Esta sec¢do é baseada em e . O obje-
tivo principal sera o de definir o conceito de curvatura projetiva de uma curva plana. Em
geral, para formalizar os conceitos céalculos longos sdo inevitaveis, mas esperamos que o
leitor(a) possa apreciar a importancia dessa sistematizagao.

Atoda curvaprojetiva A(¢) = [x(¢) : y(¢) : z(¢)], tal que a curva espacial (x(¢), y(¢), z(¢))
tenha curvatura nao nula temos associada uma equagao diferencial linear de terceira ordem

L(A) =A" + p)A” + q(t)A’ +r(t)A =0

(t) _ [A’A/’A///] (t) . [A’A//’A///]
p - [A,A’, A//]’ q - [A,A’,A”] ’ 6.4)
[A/’A//, A///]
t)=——F7——.
r(®) [A4, A, A

A equagdo segue diretamente, observando que o conjunto de vetores {A, A’, A", A"} é
um conjunto linearmente dependente. A equagdo acima, escrita na forma determinantal,

o o o' o
x x X" x™
=0
’ ” "
y oy oy oy
[N

mostra que cada coordenada de A(t), acima representada pela fungdo 6, satisfaz uma
equacdo diferencial linear de terceira ordem.
Defina a fungéo

o 1 +231/_+_1 ,+1,,
=tV — - —_— _ = - - .

3P4 T 5P 54 T 3PP TP
Considere uma curva projetiva y(u) e consideramos as mudangas de coordenadas 4 =
f(u) e de classe de equivaléncia y; (1) = A(u)y(f(u)), com A(u) # 0. Vamos demons-
trar que

H,, (@)di® = H,(u)du>.

Defini¢iio 6.1. 4 forma do = 3/ H(u) du é denominada elemento de arco projetivo da
curva y(u).

Para conveniéncia do leitor que queira consultar consideramos a notagao
a seguir.
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Fazendo as mudangas de variaveis A = AA e = f(¢) e aplicando a regra da cadeia
obtemos:

dA X

A
— =—A4+ A
dt fl + f/
dZ/I A F =AY 2N f— Af" A
( ff/3f) o ff/3f)A,+?A,/
A 12 31 Yy "2 — M
d3:<f ISR NTTT
t S
31//f/2 6L/ f f//+3kf//2 /\f/fm ,
+ f/5 A
f/z 3Af SN g A
+< A" + FA .
Para reduzir a equag@o (6.4) a uma forma mais simples
d3A -
W + rA = O,

devemos resolver o sistema de equagdes diferenciais abaixo obtido usando as equagdes
acima e a equagdo (6.4).

bY f//

b pY f// f/// f//2
T >
A JY f// bY f/// bY f//Z

+3 +FfP=r

A A A fr A

Eliminando a fungdo A nas duas primeiras equacdes do sistema (6.5) obtemos:

B 1 f/// f//2 _q pl P2
S(f)—§<f, 2f,2)—————— (6.6)

onde S(f) é a derivada de Schwarz e sera também denotada por {7,1} = {t}, = {/}:.

Observagao 6.3. Em geral, na literatura, a derivada de Schwarz ¢ definida sem o fator de

proporcionalidade % na equacao (6.6). Usaremos esta defini¢do para manter a terminolo-
gia de
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Resolvendo a equagdo diferencial (6.6) determinamos 7 = f(¢) e a seguir obtemos
A(t) resolvendo uma equacdo diferencial linear ndo homogénea. Finalmente obtemos 7 a
partir da terceira equagdo do sistema (6.5).

De fato, do sistema (6.5) ¢ da equacdo (6.6), obtemos:

Ff == ipgt = pP =g+ 2 pp + 2" = H). (6.7)
3P4+ 5P =54 e+ b :

Portanto obtemos,
Fdt® = H(t)dt® = do3. (6.8)

O elemento de arco projetivo do é um invariante projetivo que depende do quinto jato da
curva. Usando a forma normal (6.2) obtemos que H(0) = w, onde w ¢é dado pela equagéo
(6.3).

Proposicao 6.2. Uma curva plana projetiva é uma conica se, e somente se, 1 = H = 0.

Demonstragdo. Ser = H = 0 temos pela equagdo (6.8) que 3 = 0. Logo,

dz
_ 1 5
A(t) = Ao + Art + EAzl .

onde A; sdo vetores fixos. Portanto, a curva parametrizada ¢ uma conica.
Reciprocamente, uma conica definida por um polindmio homogéneo de grau 2, iy (x, y, z) =
0, possui uma parametrizacdo da forma
x(t) =ag + at + Clzlz
y(t) =bo + b1t + byt”
2(t) =co + cit + cat>.
Se a equagdo da parametrizacdo é (r +1,¢2 + 1, 1) a equagdio da conica serd /i (x, y,z) =

x2 —2xz—yz+2z2 =0.

Observagao 6.4. Para uma conica e/ou reta projetiva o elemento de arco projetivo do é
nulo.

Consideramos a seguir uma curva projetiva A(¢) e o elemento de arco projetivo o.
Multiplicando A por um fator A(¢) conveniente obtemos uma equagao diferencial linear

de terceira ordem, onde o coeficiente de 4 ¢ nulo.
Assim obtemos,
d3A dA
5+ 200 + )4 =0. (6.9)

Os coeficientes g e r; sdo invariantes projetivos, mas ndo sdo independentes.
Fixando uma origem, qualquer que seja o elemento de arco projetivo ¢ satisfaz a equa-
¢do0 do® = dt3 e portanto H = 1. Logo pela equagdo (6.8) temos a relagdo r; = ¢ + 1.
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Proposicao 6.3. Uma curva projetiva A(o) parametrizada pelo elemento de arco proje-
tivo o satisfaz uma equagdo diferencial linear de terceira ordem

d3A dA
—— +2k(0)— + (1 +k'(0))A = 0. (6.10)
do3 do

Demonstragdo. Segue diretamente da discussdo acima. O

Proposicao 6.4. Nas condigdes acima, em coordenadas homogéneas, temos que

1 [A///7A//’A]

k(o) =————7
©) =3 a4 a
[A/// A// A/] (611)
o) =— 2 A4 21
©)=— i a-1
Demonstragdo. Segue diretamente da equagdo (6.10) fazendo os produtos mistos indica-
dos. O

Definicido 6.2. A funcdo k(o) definida pela equagdo (6.10) serd chamada de curvatura
projetiva.

Fazendot =0, p = 0,q = 2k(0), r = k’(0) + 1 e usando a equagéo (6.6) obtemos,

- - 1
{t}e = {t.0} = Jk.

Proposicao 6.5. Dado duas fungées x(t) e y(t) de uma variavel t, temos

{y}xdx® = [{y} — {x}]dt%.

Demonstragdo. Aplicando a regra da cadeia temos,

_dy Y
x — % —;,
o = @ zx/y// —y’x”’
dxz x/3

/a7 12 m

. d3y _3x”2y’—3x’x”y”—xx v +x7y
Yxxx = W - 5

X

1 Vexx 3 y)%x 2 1 y/// 3 y//Z 1 {x" 3 X”2
j— - = X i e — [ R —
2\ yx 22 2\ Yy 2y7? 2\ x 2x?

e ()2 =) — {x)e.

Portanto,
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Aplicando a proposi¢do 6.5 para y = 7(f) e x = o (t) obtemos
{i}odo? = [{T}; — {o};]dt?

Logo,
{1} —{oh '

(42)2

Na equagdo acima conhecemos {7 }; e fl—‘l’. Falta determinar {c};.

k=2{fe =2

1 .
Temos que ‘2—‘; = H 3. Derivando obtemos,

Derivando outra vez temos que,

o 0//2 1 (H" H/2
o o2 3\H HZ)

Portanto,

(o}, = 12" 3062 1H" 1H"?
O}y = z— —— = ——.
"7 26 402 6 H 36H?

Podemos entdo concluir que a curvatura projetiva é:

1, 1., 1H"+7H’2 6.1
27727 6P T3 T H | '

Wiy

ky=H"

Da expressao acima observamos que a curvatura projetiva k , ¢ um invariante que depende
do sétimo jato da curva.

Exemplo 6.1. Para um grdfico y(t) = (t,h(t),1) numa carta afim (x,y, 1) temos a
equagdo diferencial linear de terceira ordem

"
" h 4

voo v =0
Portanto, p(t) = —%, q(t) =0er(t) = 0. Definindo p(t) = %%/ obtemos H = %%
A curvatura projetiva é dada por

3/5 (28 é_-////Zg_-z -8 E//// SW S/‘i: +7 5/25///2 —30 Eé” é///z)

P 36 E%EW%
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Exemplo 6.2. Considere a curva convexa definida na carta afim por
y(t) = (h(t)cost — h'(t) sent, h(r) sent + h'(t) cost, 1) .
Definindo " + h = €% obtemos a equacdo diferencial linear
y" =28(0)y" + (1+81)* =8 @))y' = 0.

Portanto, p(t) = =28(¢), q(t) = 1+ 8(t)> —=8'(t) er(t) = 0. Logo,
2 sy - Lsonso+ 2 LY
H= 57 8(2) 3 51)8'(¢) + 3 8(@) + ; 8" ().

A curvatura projetiva pode ser calculada usando a equagdo (6.12) e os dados acima. Sua
expressdo ¢ longa e serda omitida.

Proposicao 6.6. Considere uma curva projetiva y e um elemento de arco projetivo t tal
que y"'(t) + r(t)y(t) = 0. Entdo a curvatura projetiva de y é

_l_6wxgra)—7rxn2
EENAON

kp, =

Demonstragdo. Segue diretamente das equacdes (6.7), (6.12) e observando que p = g =
0.

Proposicao 6.7. Considere uma curva projetiva C* definida na carta afim (x, y, 1) por
y(t) = (t,h(t),1) onde,

12 a; ;
h@:§t+ihf,%#0

i=5

Entao,
1
H(r) :_g(a5+a6t + ),
2
1 (7a2 —6asa;)63
kp(0) =— —4— :
18 3
ds
, 1 63 (=315a% + 18aga2 + 5642 — 72 azaeas)

3
as

Demonstragdo. Segue diretamente das equagdes (6.7) e (6.12). Expressdes confirmadas
com calculos simbdlicos. O
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6.5 Equacoes de Frenet de uma curva projetiva

Seja A(0) uma curva projetiva parametrizada pelo elemento de arco o tal que

d34 dA )

Suponhamos que o produto misto [4, A’, A”] # 0. Definimos as equag¢des de Frenet em
relagdo ao referencial {4, A1, A,} pelo sistema diferencial

dA
do
dA;
do
dA,
do

=A,
= kpA+ A (6.13)
=—A—kpA,.

Por verificagao direta podemos comprovar que o sistema de Frenet € equivalente a equacao
diferencial linear de terceira ordem definida por A(0).

6.6 Exemplos

Nesta se¢do iremos considerar exemplos para ilustrar o conceito deelemento de arco
e de curvatura projetiva.

Exemplo 6.3. Seja A(t) = (t,e%,1) uma curva plana projetiva. Pela equacio (6.4)
obtemos
[A, A", A" = ae" #0, p(t) = —a, q(t) =0, r(t) = 0.

Portanto, pelas equacgées (6.7) e (6.12), temos:

1
2a3 3x23
H=—, k,=- .
27 4
A titulo de comparagdo observamos que A tem curvatura euclidiana limitada com um
unico ponto de maximo global e depende do parametro a, ver Exercicio 1.21. A curvatura
afim de A é monotona e ndo limitada, ver Exercicio 4.1. Por fim, a curvatura projetiva
de A é constante e independente de a.

Exemplo 6.4. Seja A(t) = [cost : sent : e?']| uma curva plana projetiva definida em
coordenadas homogéneas. Pela equagdo (6.4) obtemos

[A, A, A" = e (a® 4+ 1) #0, p(t) = —a, q(t) =1, r(t) = —a.
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Portanto, pelas equagoes (6.7) e (6.12), temos:
2a(a®+9) 3 (a2-3) V2
H = -, kp = —— ﬁ
27 4 a3 (@ +9)3
Exemplo 6.5. Seja A(t) = ((xo + tyo)e?'t, yoe?, 1), com ayy # 0, uma curva plana
projetiva. Pela equacgdo (6.4) obtemos
[A, A, A"] = —e**(a®yo2) # 0, p(t) = —2a, q(t) = a*, r(t) = 0.
Portanto, pelas equagoes (6.7) e (6.12), temos:
2a3 3 3
H=—, k,=—-+2.
277 P 4 V2
Exemplo 6.6. Seja A(t) = (t2,13,1) uma curva plana projetiva singular. Pela equacio
(6.4) obtemos
/ " 2 2 2
[4, 4", A" =6t° p(t) = - q(t) = 2 r() =0.

Portanto, pelas equagoes (6.7) e (6.12), temos:

20 21 /20

T 273 P T T T g0

6.7 Interpretaciao geométrica do arco projetivo e da cur-
vatura projetiva

Nesta se¢do temos como objetivo relacionar os conceitos de elemento de arcoe curva-
tura projetiva com a razao cruzada através de construgde geométricas envolvendo coline-
aridade de pontos e retas.

Seja y(0) = (x(0),y(0),z(0)) uma curva projetiva parametrizada pelo elemento
de arco projetivo o. Usando as equagdes de Frenet (6.13), e supondo y(0) = (0,0, 1),
vy’ =(1,0,0) e y” = (0, 1,0) obtemos

1 1 1
x(0) =0 — gk,,(ﬁ — ﬂ(l +3k")o* + %(kf, — ko + 0(c®)
1, 1 1
=—0%2— —kpo* — —(1+5k’)o° + O(c°
y(o) =507 — Skpo 12O( + 5k3,)0” + 0(0”) 614)

1 N3 1 2 " 4
z(0) 21_6(1+k)6 —I-ﬁ(ka—kp)o

1
+§(7kpk;, +3kp —k)o® + 0(c®).
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Em coordenadas afins (x, y, 1) a curva ( )ZCEZ; ;’gg; ) ¢ definida por

1k 1
I'o) = (s—]is3+(—+—p)s4+0(s5),§s2—

kp 4 5
3 iy s+0(s)).

12

Consideramos 4 pontos, p; = I'(¢), po = I'(2¢), p3 = '(3¢) e ps = I'(4¢).
Consideramos as 4 retas projetivas £; = O +1p;. As mesmas intersecam areta x = 1

nos pontos g; = (1, %) = (1, i), onde y(x) = $x% + 1k, x* — Jox> 4+ 0(6). Veja

Fig. 6.9.

L4

y b

r(x) = (x,h(x))

(1,y3) 12

4

Figura 6.9: Razdo cruzada e curvatura projetiva.

A razdo cruzada entre estes quatro pontos g; ¢:

(y3 =y (4 — y2)
(Va—y3)(y2 — yl)‘

Desenvolvendo os calculos obtemos a expansao de Taylor

[91.92.93.94] =

[q1.92.93.94] = 4 — 6k pe” + O(&).



118 6. Curvas planas projetivas

Portanto, a curvatura projetiva esta relacionada com a razdo cruzada de 4 retas projeti-
vas. Lembramos que pelo teorema de Desargues a razdo cruzada independente das retas
transversais consideradas.

A seguir, inspirado em , vamos considerar outra interpretacdo
da razdo cruzada, relacionando-a com a curvatura projetiva e elemento de arco projetivo
de uma curva.

Considere uma curva plana y parametrizada pelo elemento de arco projetivo o. Consi-
deramos trés pontos A = y(—r), B = y(0) e C = y(r) e consideramos as retas tangentes
a y nesses pontos. Consideramos também a reta secante passando por A e B. A seguir
considere os quatro pontos colineares p; (i = 1,...,4) como mostrado na Fig. 6.10. Os
mesmos sdo definidos pelas interse¢des das quatro retas.

s

{3
p1=C=y(r)

53

\_’Pz ={1N4,

p3=4L1NL;3

4 pa=4L1N4Ly

Figura 6.10: Razdo cruzada entre quatro pontos colineares.

Usando a equagdo (6.14) obtemos
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——r +—(1+3k’)4 lr ——k )+0(5)

4 D
8 (6.15)

(lr—i-—k r +(—k’ —81—0)r4,0) + 005

1 1
— —k >+ (— — —k;,)r4, Erz — Ekpr“) + 0(5)

1

p4—(——r ko k)

2

Célculos longos conduzem-nos a

(p3 — p1)(ps — p2) [ TR
[P1, P2. p3. P4l = = (55 + Skpr” + 04).
(p2—p)(pa—p3) 20 1277
Em particular, para as curvas com curvatura projetiva zero o elemento de arco projetivo
o esta determinado pela razdo cruzada definida acima.

Para uma curva parametrizada como grafico y(x) = (x, h(x)), onde

1 1
h(x) = —x + ;asx + %07)( + 0(8),

e considerando os pontos A = y(—r), B = y(0) e C = y(r) obtemos

1 1
[P1, P2, 3. Pa] = —asr> + ——a7r° 4+ O(6).

30 120
Relacionando assim explicitamente a razdo cruzada com o elemento de arco projetivo
e a curvatura projetiva. Conforme estabelecido na proposic¢do 6.7 temos H(0) = —éaS e
2
k,(0) = 8241,
3 a53

Observagao 6.5. O seguinte problema de spline projetivo foi analisado em

. Considere o conjunto de dados (g;, £;), onde ¢; é um ponto no plano
projetivo e £; é uma reta projetiva passando por ¢;. Determine uma curva projetiva com
curvatura projetiva zero passando pelos pontos g; e tangente as retas £; nos pontos ¢;. No
caso de trés pontos a solug¢do do problema é uma espiral logaritmica.

6.8 Relacao entre as curvaturas afim e projetiva

Considere uma curva plana y(s) = (x(s), y(s)) parametrizada pelo comprimento de
arco afim s e suponha que y(0) = (0,0), y’(0) = (1,0) e y”(0) = (0, 1).
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"

Usando que Y + ko’ = 0, e desenvolvendo y na sua série de Taylor, obtemos

_ ka 3 k 2 VAP
x(s) —s—zs —ﬁs +—(k —k,)s
1
+a(4kak’ k) 4+ — ( ky" 4 Tkpk’y + 4(k,, )2 —k2)s” 4+ 0(s?),
y(s) =ls2 — Lt ka s° —(k2 —3k/)s®
2 24 60

1
+%(6kak; —4k!)s7 + O(s®).

(6.16)

onde k, € a curvatura afim de y, e as derivadas sdo calculadas em s = 0.
Escrevendo na forma de grafico obtemos

y(x) =(x h(x).1)
ka

k 1 2 " ,.6
h(x) ——x + — 5 x4 +4O a(45ka + 3k, )x

3 ’ my .7 8
+ (Slkaky + k') x" + O(x®)

Procedendo os calculos, usando as equagdes (6.7) e (6.12), obtemos que a curvatura pro-
jetiva k, na origem é:

| (9kak;2 — 6k, K" + 7ng) 23
ky= — i . (6.17)
a (ky)*

Para o arco projetivo do temos do® = — 1k ds>.

Observacio 6.6. Uma curva de Jordan suave y: S' — R2, estritamente convexa, pos-
sui pelo menos 6 vértices afins e portanto a sua curvatura projetiva k, ndo esta definida
globalmente. Assim k, possui pelo menos 6 pontos singulares.

6.9 Contato com cubicas e reta normal projetiva

Nesta secdo vamos formalizar o conceito de reta normal projetiva a uma curva plana
projetiva.

Do ponto de vista projetivo ndo se distinguem as retas de contato dois ou as conicas
de contato 3 com a curva em um ponto dado. Ou seja, todas as retas e todas as conicas
sdo equivalentes. Resta-nos considerar o contato com as cubicas. Ao considerarmos as
cubicas de contato alto com uma curva projetiva vemos que aparece uma familia a dois
parametros de cubicas que tém contato de ordem 7 com a curva em um ponto. Geralmente,
este conjunto é chamado feixe de cubicas.
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Vamos seguir a conceituacao classica que pode ser encontrada em e

Basicamente, usaremos o contato da curva com a conica osculadora e a uma familia a
dois parametros de cubicas possuindo contato de ordem sete com a curva.

Proposicao 6.8. Considere uma curva plana projetiva C parametrizada na carta afim
pela forma normal

1
y = Exz +x° +kpx” + 0(8).

A familia a dois parametros de cubicas
1 1
Ci(x,y) =a (y — Exz — 4xy2) +0b (y2 ~5 x2y)

(6.18)
3 1 3
+(xy—8y —zx)=0

possui contato de ordem sete na origem com a curva.

Demonstrag¢do. Segue por calculo direto. Considere uma ctibica definida implicitamente
por
h(x,y) =azox® + az x>y + aiaxy® + agzy>

+azox? + ai1xy + ap2y* + aox +ao1y = 0.

Considerando a composigdo definida por g(x) = h(x,2x? + x> + kpx” + O®8)) e
fazendo ¢ (0) = O para (i = 1,...,6) obtemos o resultado. O

Paraa = 0,e b = 0, C3(x, y) = 0 é uma cibica singular na origem, cujo um cone
tangente ¢ formado pelas retas x = 0 e y = 0. A intersecdo de qualquer elemento do
feixe com o cone tangente define os pontos Py e Ag. A interse¢do de qualquer membro
da familia, com a coOnica osculadora define dois pontos Py ¢ A;. Tomando-se a reta que
passa pelos pontos Py ¢ A; ¢ a reta polar de cOnica com respeito ao ponto Ao obtemos
quatro retas harmonicamente conjugadas. Essa configuracdo ¢ invariante projetivamente,
definindo o que podemos chamar de reta normal projetiva.

Mais formalmente temos o seguinte.

A reta tangente a C no ponto Py = (0,0)éy = 0.

Qualquer elemento da familia de ctibicas C3(x, y) = 0, também denominada feixe de
clbicas, intersecta a reta y = 0 nos pontos Py = (0,0) (com multiplicidade 2) e Ag =
(—a, 0) (com multiplicidade 1). A interse¢do de C3(x, y) = 0 com a conica osculadora
2y —x2 = 0a C se danos pontos Py = (0, 0) (com multiplicidade 5) e A; = (—a, 2a?)
(com multiplicidade 1). A reta passando por Py ¢ A; € dada por 2y 4+ ax = 0 e sera
denominada reta associada ao feixe. A reta polar da conica 2y — x? = 0 com respeito a
Ao € dada por y 4+ ax = 0. Ela ¢ determinada pelos dois pontos de interse¢do das retas
tangentes a conica e passando por Ag.
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As quatroretas x = 0,y = 0, y +ax = 0e 2y + ax = 0 sdo harmonicamente
conjugadas, i.e., a razdo cruzada entre as mesmas € igual a A = 2 ou, equivalentemente,

l-A=-1.
(—a—0)(m+%)

De fato, as inclinagdes sdo 0, —a, —%,00. Logo [0, -5, —a,.m] = T I=0) =
“;;—2,;" = 2 quando m = oo.

Dizemos que um ponto A € harmonicamente conjugado a B relativamente aos pontos
C e D quando a razdo cruzada [A4, B,C, D] = % = ﬁ—g = % =—1.

Dizemos que um reta £; ¢ harmonicamente conjugada a £, relativamente as retas {3 ¢
{4 quando a razdo cruzada [€q, {5, {3,£44] = —1.

Definimos portanto a reta normal projetiva como sendo a reta harmonicamente con-
jugada a reta tangente relativa as retas polar e associada ao feixe de cubicas.

Proposicao 6.9. A reta normal projetiva passando pela origem da curva (x, %xz +x° 4
kpx”+ O(8)) éoeixo y. As quatroretas y = 0,ax +2y = 0,ax+y = 0ex = 0sdo
harmonicamente conjugadas. Veja Fig. 6.11.

=0
Y= xS kx4 yoax

C3(x,y) =0

Figura 6.11: Contato com cuibicas e retas harmonicamente conjugadas.

Demonstragdo. Segue diretamente das consideragdes acima. O
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6.10 Exercicios

Exercicio 6.1. Considere um par de retas projetivas r e s intersectando no ponto O. Con-
sidere trés retas ¢; transversais a r e s, intersectando as retas dadas nos pontos r; € s; como
ilustrado na Fig. 6.12.

61 62 K3

Figura 6.12: Interse¢des de retas, razéo cruzada e perspectivas.

Mostre que £, M€, N3 éum ponto p1o3 se, e somente se, [0, r1, 12, r3] = [0, 51, 52, 53].
Use o resultado acima para ilustrar o teorema de Desargues que relaciona perspectivas
central e axial. Veja ( , cap. 2).
Exercicio 6.2. Considere uma curva plana projetiva parametrizada por y(¢) = (¢, h(t), 1).
n
i) Mostre H = 1(h")3 ((h”)—%)
i) Conclua que toda conica parametrizada localmente por (z, (), 1) satisfaz a equacgdo
"
diferencial ((h")—%) - 0.

. o . 3
Exercicio 6.3. Considere uma curva plana projetiva parametrizada por y(t) = (¢, % +

at + b, 1). Mostre que H = —% ek = —21(20_%).

Exercicio 6.4. Considere uma curva plana projetiva parametrizada por y(¢) = (z, %, 1).

Mostre que,
1 m—2)R2n—1)n+1)
H=-— ,
27 13
3 2 - 1
k= n—n+

2 {m-2@n-Dn+ )3
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Exercicio 6.5. Calcule o elemento de arco projetivo e a curvatura projetiva da curva
y(@) = (.03 1).

Exercicio 6.6. Considere a curva plana projetiva y(t) = [x(¢) : y(¢) : z(¢)] definida por

3
x(t) =e' + 2e7% cos (%t) ,

y(t) =e' + e 2 (— cos (?t) + /3 sen (\/Tgt)) ,
z(t) =¢' + e 2 (— cos (?t) — /3 sen (?t)) :

i) Mostre que H = —1 ek = 0. Veja ( ,pag. 70) e

ii) Esboce o trago da curva I'(t) = (x(t)+§((3+z(t)’ x(t)+;(é))+z(t)) .

iii) Encontre o sistema diferencial linear da forma p’ = Ap tal que y seja uma solugéo
com condi¢do inicial y(0) = (3,0, 0).

iv) Mostre que o conjunto das curvas projetivas com curvatura projetiva zero € um espaco
vetorial de dimensao 8.

Exercicio 6.7. Considere a curva projetiva definida por y () = [e*1? : eA2? : ¢*37],
1) Mostre que H = —%7(2/\1 — )tz — 13)(212 — Al — 13)(213 — /\1 — /\2)

ii) Mostre que k = LH™3 (A1A2 + A1d3 + Aads — A2 =22 —A2).
Exercicio 6.8. Considere a equagdo diferencial de segunda ordem
y'+ 1)y =0.

Seja f = i—;, onde y; e y, sdo solucdes linearmente independentes da equacdo linear
acima.

i) Mostre que { f, ¢t} = {f}: = 21(¢).

i) Determine solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial acima para /(¢) =
a

2 a € R.

Exercicio 6.9. Considere a equagdo diferencial de terceira ordem

" a b _
0 +t_29 +t_39_0'

i) Mostre que com p(t) = 0,q() = 5 e r(t) = t% temos H = “;gb ek = %(a —
_2
1)(a + b)75.
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ii) Paraa = 1 e b = —2, mostre que a curva projetiva y(t) = (x(¢), y(¢), z(t)) definida

por
3 3
y(t) = (\/; cos (%— lnt) ./t sen (% lnt) ,tz)
possui elemento de arco projetivo H = —t% e curvatura projetiva k = 0.
iii) Esboce o trago da curva plana I'(¢) = (%, %) .

Exercicio 6.10. Calcule o elemento de arco projetivo e a curvatura projetiva da curva
y(@) =@ t" 1Y, m,n,lel.

Exercicio 6.11. Seja y(1) = (1(12 — 1), 1(12 + 1),1* + 1).

i) Mostre que y ¢ uma parametrizacdo racional da curva implicita definida pelo polindmio
homogéneo h(x,y,z) = (x? + y?)? — z2(x2 — y2) = 0.

ii) Calcule a curvatura projetiva de y e esboce o trago da curva

tt?2—=1) t(t2+1)
F(’):( N T )

Exercicio 6.12. (Projeto). Considere uma curva regular fechada y imersa e genérica no
plano R2, possuindo T, retas com dupla tangéncia externa, T_ retas com dupla tangéncia
interna, I pontos de inflexao e D pontos de cruzamento transversal como ilustrado na Fig.
6.13. O termo “genérico” significa que as retas de tangéncias externas e/ou internas nao
se intersectam em pontos de y, ndo passam pelos pontos de inflexdo e nem pelos pontos
de cruzamento transversal, e que todos os contatos da curva com as suas retas tangentes
sdo quadraticos ou cubicos (nos pontos de inflexdo). Além disso, ndo ¢ admitido retas
com tangéncias triplas.

~+

Figura 6.13: Curva imersa genérica (T4 =5,7- =1, =2e¢ D = 3).
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i) Mostre que 7 — T— — %I — D =0. Veja e

ii) Encontre a relagao linear R(T,T_, I, D) = 0 para as curvas imersas genéricas no

plano projetivo P,R. Veja e

iii) Analise o caso em que a curva y possua pontos singulares do tlpo cuspide. Veja
e

iv) Calcule os invariantes geométricos 7+, T,, I e D para a leminiscata.

v) Construa exemplos de curvas localmente convexas com numero de rotacdo igual a >

1 possuindo o — 1 tangéncias duplas.

vi) Estude a dissertagdo de mestrado e também capitulos do livro
referentes as curvas planas.

Exercicio 6.13. (Projeto). Considere uma curva ctbica plana definida em coordenadas
homogeéneas [x : y : z] por

h(x:y:z]) =x>+y3 4+ 23 —3kxyz =0, (6.19)
denominada forma de Hesse, ou em coordenadas afins [x : y : 1] por
H(x,y)=y*— (x> +ax+b)=0 (6.20)

i) Calcule os pontos singulares de 4([x : y : z]) = 0ede H(x,y) = 0.

ii) Calcule os pontos de inflexdes reaisde A([x : y : z]) = 0ede H(x,y) = 0.

iii) Mostre que a curva A([x : y : z]) = 0 é conexa se k < 1 e possui duas componentes
conexas se k > 1.

iv) Calcule a curvatura projetiva de i([x : y : z]) = 0 e de H(x, y) =0.

v) Estude os artigos e

. Analise os invariantes projetivos e arltmetlcos dascurvas A([x : y : z]) = 0e
H(x, y) = 0.

Exercicio 6.14. Mostre que uma vizinhanga tubular de uma reta projetiva é difeomorfa a
uma faixa de Mobius. Faga figuras.

Exercicio 6.15. (Projeto). Considere F e a curva I definida no exercicio 5.17.

i) Calcule a curvatura projetiva de I".

ii) Verifique se existem parametros (ay, b1, az, b2, A, B, a, b) tais que a curva I" possua
curvatura projetiva constante.

iii) Seja p(s) = (s, ks?) uma parabola e considere a curva P(s) = F(p(s)). Calcule
as curvaturas euclidiana, afim e projetiva de P. Analise as propriedades geométricas e
topologicas da curva P. Faga varios exemplos numéricos.

Exercicio 6.16. Considere uma curva convexa e suave Y, como mostrado na Fig. 6.14.
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Figura 6.14: Curva convexa e intersecdes de retas (tangentes e transversais a curva).

1) Supondo y parametrizada por comprimento de arco euclidiano s calcule a razao cruzada
[P1, P2, P3, pa] e faca o desenvolvimento de Taylor na variavel ¢ até ordem 3.

ii) Supondo y parametrizada por comprimento de arco afim s calcule a razéo cruzada
[p1, P2, p3, p4] ¢ faca o desenvolvimento de Taylor na variavel ¢ até ordem 3.

iii) Supondo y parametrizada por elemento de arco projetivo s calcule a razdo cruzada
[P1, P2, p3. 4] e faca o desenvolvimento de Taylor na variavel ¢ até ordem 3.

iv) Compare os resultados obtidos nos itens anteriores e interprete geometricamente.

Exercicio 6.17. Considere a Fig. 6.15 e duas familias de quatro retas passando pelos
pontos A, B, C, D e pelos pontos O; e O, inscritos numa conica (circulo ou elipse).

B C
D
A
0, 02

Figura 6.15: Familias de retas e razdo cruzada.

i) Considere quatro retas £; (i = 1, ...4) concorrentes num ponto O = [0 : 0 : 1] e quatro
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pontos A; = [a’i,aé, 1] € £; em coordenadas homogéneas. Denote por a;; = [0, 4;, A;].
Mostre que [€1, 42, {3, £4] = %. Este resultado ¢ devido a Mobius.

ii) Mostre que a razdo cruzada das quatro retas independe dos pontos O € 05, i.e., [(1, €2, €3, £4] =
[[1,12,13,14]. Este resultado é devido a Chasles.

iii) Considere uma curva y = (x(s), y(s), 1) parametrizada por elemento de arco proje-

tivo. Considere os pontos O = y(0) = [0,0, 1], A; = y(¢), A2 = y(2¢), Az = y(—2¢),

A4 = y(—¢). Considere as retas £; passando pelos pontos {O, A;} e calcule a expanséo

de Taylor de [£1, £, {3, £4] até O(s*).

Exercicio 6.18. Considere oito pontos p; (i = 1,...,8) no plano em posicao geral, isto
¢, qualquer subconjunto de trés pontos ndo esta alinhado e nenhum subconjunto de seis
pontos estd contido numa conica. Mostre que qualquer cubica passando por estes pontos
passam por um Unico ponto pg. Este resultado é devido a Cayley e Bacharach. Veja



“Are, amplitude, and curvature sustain a similar relation to each other as time, motion,
and velocity, or as volume, mass, and density.”

“We must admit with humility that, while number is purely a product of our minds,
space has a reality outside our minds, so that we cannot completely prescribe its properties
a priori.”

— Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

7.1 Introducio

O estudo de retas, tridngulos, quadrilateros, poligonos regulares e ndo regulares, cur-
vas poligonais, tem longa tradi¢ao na matematica e continua sendo fonte de problemas e
aplicagdes em diversas areas do conhecimento, ndo restringindo-se a geometria plana e/ou
espacial. Por exemplo, mencionamos os sistemas articulados com graus de liberdades e
precisdo, agrimensura, arquitetura ¢ a robética. Essas aplica¢des, na maioria das vezes,
passa pelo processo de discretizacdo pelo qual procura-se obter infomagdes sobre figuras
suaves (curvas ou superficies) a partir de uma colecéo finita de dados, em uma malha, por
exemplo. Neste sentido, é preciso destacar quais as informagdes geométricas locais sdo
suficientes para a representagdo mais acurada das figuras.

O objetivo da geometria diferencial discreta ¢ desenvolver nogdes anfogas as da geo-
metria diferencial, isto é que sejam invariantes pelo grupo das transfomagdes geométricas,
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mo nosso caso, o grupo de isometrias euclidianas.

O conceito de curvatura euclidiana para curvas poligonais (linear por partes) é tam-
bém um conceito classico na teoria das curvas planares. Veja ,
, , para uma abordagem moderna da “geometria discreta” de

curvas poligonais e superficies poliedrais.

E relevante observar que a geometria discreta ndo é simplesmente uma discretizagdo
das equagdes da geometria diferencial classica. Como veremos, muitas vezes, ¢ possi-
vel fazer escolher mais de uma conceituacdo conforme a propriedade geométrica a ser
estudada. A geometria discreta ¢ uma importante ferramenta matematica e no seu estudo
técnicas do calculo a “diferengas” sdo aplicadas.

Uma referéncia classica para uma introdugao as superficies “discretas” ¢

Neste capitulo iremos abordar alguns destes aspectos para curvas poligonais planas,
incluindo desigualdades, evolutas e o teorema dos quatro vértices neste contexto.

7.2 Curvatura discreta de poligonais

Considere uma curva poligonal y no plano com vértices definidos por { p1, ..., pn—1, Pn}-

Podemos unificar a conceituagio dizendo que uma poligonal é uma fungio y : I — R?
onde / C Z ¢ um intervalo discreto. A poligonal ¢ fechada quando / = Z e existe um
n € Z tal que y(k) = y(k +n) paratodo k € Z. Em geral I = {1,2, ...k} e denotamos
y(k) = pr.

Quando a poligonal for fechada convencionaremos que p,+1 = p1. Os segmentos ou
arestas definidos pelos vetores v; = p;4+1 — p; serdo denotadas por [p;, pi+1]. Também
dizemos que /; =| v; | sdo os comprimentos do lados da poligonal. A poligonal esta
parametrizada por comprimento de arco se /; =/ > 0 paratodoi € [.

Os angulos 6; entre os vetores v; = p;jy1 — pi € Vi—1 = p; — pi—1 sdo os angulos
externos da poligonal. A curva poligonal ¢ localmente convexa quando os angulos ex-
ternos forem todos positivos, i.e., a base {v;_1, v;} € positiva. Neste caso, ao percorrer
a poligonal y fechada e convexa a regido delimitada por y fica sempre a esquerda. Veja
Fig. 7.1. Fazendo o percurso da poligonal no sentido contrario todos os angulos externos
trocam de sinal.



131

7.2. Curvatura discreta de poligonais

Figura 7.1: Curva poligonal localmente convexa e seus angulos externos 6;.

Também consideramos o circulo Z; de raio r; tangente aos segmentos p;_1 pi, pPi Pi+1
€ pi+1Pi+2. O denominaremos por circulo osculador. Veja Fig. 7.2.

Di+2 Di+2

Pi+1

Di

Figura 7.2: Curva poligonal y e circulos circunscrito (esquerda) e inscrito (direita).

Por cada vértice de y consideramos a bissetriz interna ¢; passando pelo ponto p;. Con-

sideramos ¢; orientada pelo vetor n; = |v;—1|v; —|vi|vi—1 = l;—1v; —[;v;—;. Denotamos

por N; = |Z—’| o vetor unitario que define £{; = p; + tn; orientada internamente e por &;
1

o0 vetor unitario perpendicular ao vetor v; = p;4+1 — p;. Escolhemos o vetor & de modo

que {v;, &1} seja uma base positiva do plano. O raio do circulo centrado no ponto g; e
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tangente aos segmentos [p;—1., pil. [pi. pi+1] €

ri = (§i.qi — pi) = (§i+1.4i — pit1)-
Definicdo 7.1. O raio curvatura de y no vértice p; é

_ i+

;= .1
Pi 26; (7.1)

A curvatura discreta é k; = %.
1

Essa definigdo de curvatura ¢ baseada na nogdo de curvatura de um arco circular com
angulo central 6 e raio r, onde temos que o comprimento do arco ¢/ = 5.

Observagao 7.1. Na literatura ¢ também comum definir raio de curvatura como sendo o
raio r; do circulo osculador tangente aos segmentos [p;—1, pi] € [pi, pi+1] com centro na
bissetriz do angulo interno «;. Veja Fig. 7.3.

Considere os vértices {p;—1, pi, pi+1} € o circulo circunscrito C; definido por estes
trés pontos. Seja R; o raio de C;.
. . — l_l J— l ~
Na Fig. 7.3, usando a lei dos senos, sen ; = ZI_R,-’ sen ¢; = 2_1'e,- e a relagdo entre
angulos externos de um triangulo obtemos que

sen fB; + sen ¢;
pi = Ri—————
Bi + ¢i

Quando uma sequéncia de poligonais convexas y, converge a uma curva regular y, o
angulo externo 6; (n) converge a zero e p; (n) e R; (n) convergem para o raio de curvatura
de y no ponto y(p;) = lim, . ¥»(pi). Nase¢do 7.5 faremos uma descrigdo mais precisa
dessa convergéncia.

, 0; = Bi + ¢i. (7.2)

Lema 7.1. Considere um poligono regular convexo com n lados e comprimento L. Entdo

o0 seu raio de curvatura é constante e igual a p = %

Demonstra¢do. Em cada vértice p; temos que /; +/;—1 = 2p6;,comly =l ely = l,41,
onde p € o raio de curvatura.
Logo,

n n
2L = Z(li +li-1) = ZZr@,- = 2p(27).

i=1 i=1

O

Definicdo 7.2. Uma poligonal convexa é chamada umbilica quando o raio de curvatura
for constante.

O seguinte teorema foi obtido em
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Teorema 7.1. Seja y uma poligonal convexa com n vértices com lados de comprimento
l; e raio de curvatura p;. Seja L =1y + --- + I, o comprimento de y.
Entdo,

L2 1 & ri + rig1
— < - lj————— 7.3

47 22} 2 (7.3)
Temos igualdade se, e somente se, y for umbilica.

Demonstragdo. Seja 0; = a;m. Temos que,

1<, pi + pit1 1 & Lo+l Li+lig
i Nk L
221 2 8”21( o * 41 )

“8r

1 ("Zl (li +li+1)? n li(lo + 11) n In(In + I”“))
i=1

o1 o1 ®n+1
_ Xn: (li + liy1)?
8 =1 oj4+1 '

Para obter a ultima igualdade usamos que o; = op+41, lo = I e 1 = [,4+1. Também
reindexamos o primeiro somatorio substituindo a variavel (i — i + 1).

Como &y + -+ + a, = 2, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz ({(u, v) < |u||v|),
temos que

n n (l +l )2
2L =) (i +1liv1) < ; %«/aiﬂ
1

i (& U +z,-+1>2)é
< o _
(Se) (2

i=1

=1 di+1
1
n . . 2\ 2
<2 Z (i +1Liv1) '
i1 oi+1
Portanto,
5 (i ligr)? 2\ pi+ pit
207 < — =7 [ ————.
Simplificando obtemos a desigualdade afirmada. O

Corolario 7.1. Nas condi¢ées do Teorema 7.1 temos que a drea A da regido delimitada
por y satisfaz a desigualdade

1, pi +pi
A<=y Bt 7.4
2;; 5 7.4
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Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema 7.1 e da desigualdade isoperimétrica L2 >
4 A. O

Observagdo 7.2. A versdo continua do Corolario 7.1 ¢ o seguinte resultado, veja
. Seja y uma curva estritamente convexa de classe C2 no
plano R? . Entdo

1
A= Efyp(s)ds.

Aqui, A ¢é a area da regido delimitada por y, s o comprimento de arco euclidiano de y e
o(s) = ﬁ o raio de curvatura.

O seguinte resultado ¢ conhecido como lema de Cauchy e tem aplicagdes em proble-
mas de rigidez de poliedros convexos.

Proposicao 7.1. Sejamy = {p1, p2,....,pnt eI’ = {q1,92,...,qn} duas curvas poli-
gonais convexas (abertas) no plano. Sej a; o dngulo interno de y no vértice p; e i o

correspondente de I' no vértice q;. Suponha que a; < B; paratodoi =2,...,n—1le
|pi+1 — pil < |qiv1—qilparatodoi =1,....n — 1. Entdo |pn — p1| < |gn — q1l.
9s
4
4
4 Ba Q4
, —
4
74
4
F Bs
‘B %
74
® q
a4 2
Figura 7.4: Curvas poligonais abertas.
Demonstragdo. A prova a seguir serd baseada em . Esco-

lha um sistema de coordenadas tal que o segmento p;, p, esteja contido no eixo x € p, a
direita de p;. Seja pg o vértice de y mais afastado do eixo x. Consideramos o eixo orto-
gonal y contendo o vértice pg. Observe que ndo temos unicidade de pg. Um lado do poli-
gono poderia seria ser paralelo ao vetor p, — p;. Na argumentagdo a seguir vamos supor
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|pi+1—pil = |gi+1—¢qi|paratodoi = 1,...,n—1. Transladando a poligonal I" podemos
supor g = pr. Com uma rotacdo podemos supor também que os vértices p; € ¢; possuem
ordenadas menor ou igual a yi. Seja p; = (x;, y;) € ¢; o angulo do vetor v; = p;j+1 — p;
com o eixo x. Supondo y; > 0 temos que ¢; € (—mx,0) paratodok <i < n — 1. Por-
tanto a abscissa de p, é |vk|cosdr + ... + |vy—1] cospu—1. Seja ¢; € (—m,0) o angulo
entre o vetor w; = ¢;j+1 — ¢; € 0 eixo x e denote g; = (a;,b;). Seguindo 0 mesmo
raciocinio acima temos que a abscissa de g, ¢ |wg|cosgr + ... + |wp—1]|cos@p—1 =
|vk| coser + ... + |vn—1]| cos gn—1. Nas condigdes acima, como ¢; < f;, temos que
- < ¢; < ¢ <Oparatodok <i <n— 1.Portanto x, < b, e a desigualdade ¢ estrita
se pelo menos uma desigualdade entre os angulos internos ocorrer. Usando um argumento
de simetria (reflexdo) em relacdo ao eixo y considerando a parte das poligonais contidas
naregido x < 0 também concluimos que @; < x;. Assim obtemos que x, — x| < a, —d;
e por conseguinte | p, — p1| < |gn — q1]. Veja Fig. 7.5.

P4 o

Figura 7.5: Curvas poligonais abertas e ilustragdo da prova com sete vértices.

Confiamos ao leitor concluir a demonstragdo no caso em que |v;| < |w;]. O

Teorema 7.2. Sejam y = {p1,p2,....pn} el = 1{q1.92,....qn} duas curvas poligo-
nais convexas fechadas no plano. Sejam o; os dngulos internos de y e B; os correspon-
dentes de I'. |pi+1 — pil = |q9i+1 — qi|l paratodoi = 1,...,n — 1. Seja 0; = B; — «a;
e suponha que 0; # 0 para algum i. Entdo a sequéncia ciclica 0; possui pelo menos 4
variagoes de sinal.
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Demonstra¢do. Exercicio. O

7.3 Teorema dos quatro vértices discreto

Esta secao tem como objetivo obter o teorema de quatro vértices para curvas poligonais.
A apresentacdo sera baseada em Wegner (1994).

Proposicao 7.2. Considere quatro vértices consecutivos p1, pa, p3, pa de um poligono
convexo P tal que os angulos interiores oy e a3 satisfacam o + a3 > w. Suponha que
os raios dos circulos osculadores satisfagam ry = ry = r3. Considere o arco poligonal
P, = {p1.,q, pa} obtido do arco {p1, p2, p3, pa} sendo q o ponto de interse¢do entre a
reta L1, passando por py e py e a reta Ly passando por p3 e ps. Sejam 1y e i 0s raios
dos circulos osculadores de P, correspondentes aos segmentos [p1,q] e [q, pa]. Entdo

r=r=ry=r =r;3.

Além disso, se r1 > rp ou rp > r3 entdo iy > rp. Veja Fig. 7.6.

Figura 7.6: Arcos poligonais convexos {p1, p2, p3, P4} € {p1,q, p4} e pontos focais
{91,92. 93} e {qp1. 4pa}.

Demonstra¢do. Os pontos focais ¢; = £; N £;41 da poligonal {p1, p2, p3, p4} sdo as
interse¢des das bissetrizes £;. Os pontos focais da poligonal {p;, g, pa}sdoqp = £1 N4,
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e gps = €4 N L. Pelas hipoteses temos que g = £, N £, N £3. Como r, = r3 temos
que o ponto focal g4 € exterior ao tridngulo com vértices { p3, g2, pa}. Logo 7, = r3. Se
2 > 130 ponto p44 estd no interior do segmento [4, g2] e portanto i, < r,. Argumentagdo
similar, supondo r; > r,, concluimos que o ponto pg; € £, estd exterior ao segmento
[¢, g2] e consequentemente ry > i1 > 1. O

Definimos as sequéncias (AR); = Rjy1 — Rie (Ar); =rig1—ri,i =1,2,...n.

Teorema 7.3. Seja y uma curva poligonal fechada convexa ndo contida num circulo.
Entao ambas as sequéncias ciclicas (AR); e (Ar); possuem pelo menos 4 variagées de
sinal. Mais precisamente, os raios r; dos circulos osculadores possuem 4 valores extre-
mais (dois maximos e dois minimos alternados). O mesmo é valido para os raios R; dos
circulos circunscritos.

Demonstragdo. Primeiro observamos que um triangulo esta inscrito num circulo e os cir-
culos osculadores sdo coincidentes. Um quadrilatero convexo sempre possui uma varia-
¢do da forma {+, —, 4+, —}. Na Fig. 7.7, que ilustra o caso geral, temos r; < rp, rp > r3,
r3 < rq ery < rq. Mais detalhes veja a se¢do 7.4.

Figura 7.7: Quadrilatero convexo {p1, p2, p3, pa} € pontos focais {q1, 92,43, g4}

Suponhamos a seguir que temos uma poligonal convexa P ndo circular comn = 5 vér-
tices e possuindo somente duas variagdes de sinal, ou seja, somente dois valores extremais
para os raios r; dos circulos osculadores. Logo podemos encontrar 4 vértices consecutivos
de P, os quais renomeamos por { p1, p2, p3, pa}, satisfazendo as hipoteses da Proposicéo
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7.2. A seguir substituimos o arco {p1, p2, p3, p4} pelo arco {p1,q, pa} e com 7y = i
obtendo uma poligonal convexa P com n — 1 vértices e sem alterar a quantidade de va-
lores extremais dos raios r;. Seguindo por indug@o e supondo por contradigdo que temos
somente dois valores extremais para os r; em cada etapa, substituimos o poligono inicial
por um quadrilatero. Isto ¢ uma contradi¢cdo. A analise da variavio de sinal da sequéncia
R; confiamos ao leitor. ]

7.4 Evoluta de uma poligonal convexa

A seguir definimos a evoluta de y, a qual suporemos uma curva fechada convexa. Por
cada vértice de y consideramos a bissetriz interna £; passando pelo ponto p;. Os vértices
da evoluta I" sdo as interse¢des g; = £; N £;11. Denotamos I = {q1,42, ... qn, qn+1 =
q1}- VejaFig. 7.8. A esquerda a evoluta ¢ uma curva fechada simples. A direita, a evoluta
¢ uma curva poligonal imersa com cruzamento transversal.

Figura 7.8: Evolutas de curvas poligonais convexas.

Em geral, uma nogdo importante e fundamental € o conceito de orientagdo. Considere
y orientada positivamente. Intuitivamente isto quer dizer que ao percorrer y, a regido
delimitada por y sempre fica a esquerda. A orientagdo da evoluta I" serd a induzida por
v, 1.e., percorremos 1" seguindo os vetores g;+1 — ¢i, (i = 1,...n). Outra orientagdo
sdo as das bissetrizes £; = p; + t(g; — pi) que consideramos orientadas positivamente
pelos vetores ¢; — p;. Em cada vértice ¢; comparamos as vetores colineares ¢;+1 — ¢i
e ¢ — pi+1- Quando g;+1 — q¢i = A(qi — pi+1), com A < 0, os vértices g; € ¢gj+1 S30
denominados de cuspides.

Equivalentemente, a aresta [g;—1,¢;] ¢ percorrida com orienta¢des distintas quando
considerada como parte da poligonal I" e quando considerada como parte da bissetriz
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£;4+1 com a orientacdo descrita acima. Na Fig. 7.9 as arestas [¢1, 2] € [¢3, ¢4] possuem a
propriedade descrita e portanto todos os vértices sdo pontos de cuspides.

Dizemos que y € genérica quando trés bissetrizes consecutivas ndo intersectam-se num
unico ponto. Os tridngulos ndo sdo genéricos. A maioria dos quadrilateros sdo genéricos.
Isto significa que dado um quadrilatero ndo genérico uma pequena deformacao dos seus
vértices produz um equilatero cuja evoluta possui qutro vértices distintos. Um retdngulo
¢ genérico.

P4 pP3

{3

qa q>

P

P1 P

Figura 7.9: Evoluta do retangulo com quatro pontos do tipo cuspide.

Na Fig. 7.10 apresentamos dois exemplos de evolutas. A esquerda temos as arestas
[91,92], [93,94] € |95, q1] com orientagdes opostas as das bissetrizes e a direita temos as
arestas [q2,¢3], [¢3,94] € [¢5,91] com orientagdes opostas as das bissetrizes. Nos dois
casos todos os vértices sdo pontos de cuspides.
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Figura 7.10: Evolutas de um pentagono.

NaFig. 7.11 as arestas [¢2, g3] € [¢5, ¢¢] possuem orientagdes opostas as das bissetrizes
e portanto temos quatro pontos tipo cuspide {g2, 43, g5, ¢6}.

Figura 7.11: Evoluta de um hexagono.

O seguinte teorema foi obtido por S. Tabachnikov, , € a demons-
tracdo que apresentaremos a seguir sera baseada neste trabalho.

Teorema 7.4. Seja y uma curva poligonal fechada convexa genérica. Entdo a sua evoluta
I' possui pelo menos quatro cuspides.

Demonstragdo. Inicialmente consideramos uma poligonal V' = {vy,v;, ...,v,} com
arestas [v;, v;4+1] paralelas as arestas [p;, pi+1] da poligonal y e tal que os tridngulos
{0, v;, v;i4+1} sejam semelhantes aos tridngulos {g;, p;, pi+1}. Construa uma poligonal S
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tendo seus vértices s; nas bissetrizes £; de y e arestas paralelas as correspondentes de y.
A poligonal V' ¢ construida transladando os vetores v; = s; — p; para o origem. Por
construgdo a poligonal S ¢é fechada, i.e., v,4+1 = v;. Veja Fig. 7.12.

Figura 7.12: Poligonais paralelas.

Seja t; o fator de proporcionalidade entre os tridangulos {0, v;, vi+1} € {gi, pi, Pi+1}-
Definimos a sequéncia (At); = tj+1 — t;. Temos que g; ¢ um ponto de cuspide se, ¢
somente se, (At);—1 e (At); possuem sinais diferentes.

De fato, a troca de sinal reflete a troca de orienta¢do dos lados da evoluta.

Como v;+1 — v; = t;(pi+1 — pi) temos que,

n n

D (ADipisy ==Y ti(piv1 — pi) =— Y _(vit1 — i) =0.

i=1 i=1 i=1

Como Y i_,(At); = 0, a sequéncia ciclica (At); possui pelo menos duas trocas de
sinais. Suponha que temos exatamente apenas duas trocas de sinais. Escolha k& > 0 tal
que (At); >O0paral <i <ke(At); <Oparak +1<i <n.

Escolha uma reta £ intersectando as arestas [p1, p2] € [Pk+1, Prk+2]. Com esta es-
colha todos os vetores (At); p;4+1 ficam situados na mesma regido de R? \ £. Assim
Y1 (At); pi+1 ndo se anula. Contradigdo. O
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7.5 Relacao entre curvaturas discretas e a euclidiana

Nesta se¢do, baseada em Calabi, P. J. Olver e Tannenbaum (1996), iremos comparar a
curvatura discreta e a euclidiana.

Considere uma curva plana regular de classe C", r = 2, parametrizada por y(¢) =
(x(2), y(1)).

Considere trés pontos A, B ¢ C ndo colineares no plano R? definindo um tridngulo
A = A(A,B,C). Denotamos pora =| B—A |,b=|C—-B|ec=|A—-C |. O
semiperimétrico de A ¢ igual a s = %. O raio do circulo circunscrito a A, veja Fig.
7.13, éigual a

l _4 Vs(s —a)(s —b)(s —c)

7.5
R abc (7.5)
Definimos a curvatura aproximada da curva y no ponto B = y(0) por
Fe (7.6)
=% .

/ B = y(0) N

A= y(=h) C=y@)

Figura 7.13: Circulo circunscrito ao tridngulo A(A, B, C) inscrito na curva y.
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Observacao 7.3. Temos a seguinte relagdo entre os raios dos circulos inscrito e circuns-
crito ao tridangulo A(4, B, C).

_ abc 77
~ 2a+b+co) (7.7

Pela equagéo (7.5) temos

_ Vss—a)(s —b)(s — ) ‘ a+b+c

s ’ 2

Teorema 7.5. Sejay: (—e, &) — R? uma curva regular de classe C7,2 < r, A = y(=h),
B = y(0) e C = y(r), trés pontos consecutivos suficientemente préximos. Seja a =|
B—A|,b=|C—-Blec=|A—C | Sejake acurvatura euclidiana de y e denote por

k =k.(0), k' = %(O), k" = %(O). Entdo temos a seguinte expansdo

1 1
2 =(a+b)? - Zab(a +b)%k? + gab(a2 —b)kk'

1 1
—ﬁab (a®> —ab +b?) (a + b) kk" — %ab(az —b%)2(k")? (7.8)

b 2 p2\274
64ab(a b5)°k* + 0(7).

Demonstragdo. Usando as equagdes de Frenet dadas pela equagio (1.1) obtemos

y(s) =(x(s), y ().

1 1
x(s) =s = < ks kk’ K =30 — kK5 + 0(6).

1 1
y(s) =5 ks? + - k’s3 +5 (k” k3)s* + 5(1&” — 6k'k")s> + 0(6).
Portanto, com a =| y(—h) — y(O) | e b =| y(r) — y(0) | obtemos,

1

1 1 1 1
—h— — k2R —kk Rt [ —— Kkt — — — (K" h® + 06
¢ TR, +(1920 oo k)7 )"+ 0

80
1 1 1 1
b=r——k>*— —kk'r* + | —k* - —kk ——k’2 0(6
T T T T o0 w0 k)" )r*>+0()
Invertendo as fun¢des acima obtemos
h=a+ Logegs — L gt + 3 pa + L (k’)2 a® + 0(6)
24 24 640 80

I 1
bt k2 kb (et Rk ()2 0(6
PEbE Ry +(640 80 ( )) + 0(6).
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Logo, para ¢ =| y(r) — y(=h) |?, obtemos o resultado afirmado. O

Teorema 7.6. Seja y: (—e, &) — R? uma curva regular de classe CT,2 < r, A = y(=h),
B = y(0) e C = y(r), trés pontos consecutivos suficientemente préximos. Seja a =|
B—A|,b=|C—-B|lec=|A—-C | Sea k a curvatura discreta do tridngulo A =
A(A, B,C). Seja k. a curvatura euclidiana de y e denote por k = k.(0), k' = %(O),

i _ d%ke
k= ds?

(0). Entdo temos a seguinte expansdo
~ 1 1
k=k+ §(b —a)k’ + E(a2 —ab +b>)k" + 0(3) (7.9)
Demonstragdo. Da equagdo (7.8) obtemos
1 1 1
c=a+b——ab(a +b)k?* + —ab(a® — b*)kk' — —ab(a® + b>)kk"
2 12 48
1 2 12N N2 1 3 3y1.4
72ab(a b*) (k") 128ab(a + b2)k* + 0(5).
Substituindo na equagdo (7.5) obtemos
~ 1 2 1
k? =k* + g(a2 —ab + bHkk" + g(b —a)kk’ + §(a —b)2(k")* + 0(3).

Portanto,
~ 1 1
k=k+ 5(b —a)k' + E(cﬁ —ab + bK" + 0(3).

Observagao 7.4. Tomando pontos A ¢ C com a = b teremos
~ 1
k=k+ —k"a® +-..
+ D a” +

obtendo uma aproximacdo de segunda ordem entre a curvatura discreta k e a euclidiana
ke.

Teorema 7.7. Sejay: (—¢,¢) — R2 uma curva regular de classe C*,2 < s, A = y(—h),
B =y0)eC = y(r)com0 < hel < r, trés pontos consecutivos suficientemente
proximos. Sejama =| B—A |, b =|C—B |ec =| A—C |. Sejak a curvatura discreta,
definida pela equacgdo (7.1), da poligonal {A, B, C} calculada no vértice B. Seja k. a
curvatura euclidiana de y e denote pork = k.(0) ek’ = ‘élsif (0). Entdo temos a seguinte

expansdo

Lo i 2 3_i _ 27127,/ l o /
k=k+ g @+D?E — oo (@=b) @+ b7 KK + (b —a)k 10
———(@—b)* (')’ + 0(4)
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Em particular, para a = b temos uma aproximagdo quadrdtica
- 1
k =k + —k>a® + 0(4).
+ 24 +04)

Demonstragdo. O angulo externo é

(B—A,C —B)
|B—A||C—-B|

cosf =

Os calculos sdo analogos aos da demonstragdo do Teorema 7.6 e serdo confiados ao leitor.
O

7.6 Exercicios

Exercicio 7.1. No Teorema 7.1 mostre que

L_zzli[.ri+ri+1
dr 2 o2

i=1

se, e somente se, a poligonal for umbilica.

Exercicio 7.2. Construa um exemplo de uma poligonal umbilica que ndo seja um poligono
regular convexo. Classifique os quadrilateros umbilicos.

Exercicio 7.3. (Projeto). Defina os conceitos de comprimento de arco afim, normal afim
discreto, evoluta e de curvatura afim discreta para curvas poligonais convexas e, baseado
em , formule e demonstre um teorema de seis
vértices afins para curvas poligonais convexas. Veja também

Exercicio 7.4. Defina e explore o conceito de curvatura projetiva discreta para curvas
poligonais convexas. Sugerimos discretizar a equacdo (6.11) do capitulo 6 que define
k(o). Veja

Exercicio 7.5. Estude o artigo . Estabeleca o analogo do
resultado da Proposicéo 7.1 para poligonais esféricas e demonstre-o.

Exercicio 7.6. Sejay = {pi,..., p»} uma curva poligonal no plano R? com angulos
externos 6; (i = 2,...,n — 1). Defina a varia¢do angular total de y como sendo k =
Z:’;% 0; e (‘) comprimento L = Y7— |pi+1 — pi|. Supondo que k < 7, mostre que
L $ Pn—D1

Mostre qui: aigualdade ocorre se, se somente se, y = {p1, p2, p3}e|p2—pil = |p3—p2|.
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Exercicio 7.7. Demonstre o Teorema 7.3 para a variagdo de sinal da sequéncia (AR);.

Exercicio 7.8. Analise o exercicio 4.11 sem fazer hipoteses sobre a soma dos angulos
externos o; .

Exercicio 7.9. Seja P, = {p1, ..., pn} uma poligonal convexa com todos os segmentos
possuindo o mesmo comprimento. Suponha que quatro vértices consecutivos de P, ndo
estejam situados num mesmo circulo (poligonal de Delaunay). Denotamos por ¢; 0 angulo
interno no vértice p;. Considere a sequéncia ciclica (Ax); = oj+1 — ;. Supondo n = 4,
mostre que a sequéncia ciclica (Ax); possui pelo menos 4 variagdes de sinal.

Exercicio 7.10. Considere a razdo cruzada de quatro nimeros distintos {a, b, ¢, d } defi-
nida por

—c)b—-d
[a.b,c.d] = w_
(a—>b)(c—d)
Considere duas sequéncias distintas de nimeros reais {x1, ..., X, } € {¥1, Y2,..., Yn}. De-
fina o; = [X;i, X1, Xi+2,Xi+3], Bi = [Vi, Vi+1, Vi+2, Vi+3] € considere a sequéncia

ciclica (A0); = B; — a;. Mostre que (A6); possui pelo menos quatro variagdes de sinal.
Veja ( , p-205).

Exercicio 7.11. (Projeto). Considere uma poligonal fechada P = {a¢, a1, ...,am = ao}
em R”. Denote por ¢; o angulo entre os vetores a; —a;—1 € aj+1 —a; com 0 < o; < 7.
Defina a curvatura total da poligonal por k(P) = > -, ;.

Uma poligonal P esta inscrita numa curva fechada y com y(t) = y(¢ + /) se existem
parametros #;, t; < tj4+1, tais que y(t;) = a;.

Dado uma curva fechada y de classe C? definimos a curvatura total de y como k(y) =
sup {k(P), P poligonal inscrita em y}.
i) Seja P uma poligonal € P’ uma poligonal obtida acrescentando um novo vértice a P.
Mostre que «(P) < k(P’).
ii) Mostre que a curvatura total de uma curva y de classe C? parametrizada por compri-
mento de arco s € comprimento [ > 0 é x(y) = fol ly” (s)|ds.
iii) Construa uma poligonal fechada em R? possuindo curvatura total maior ou igual a 47.
Faca figuras.
iv) Estude os artigos e

Exercicio 7.12. (Projeto). Considere uma poligonal planar fechada definida pelo con-
junto de vértices P, = {x0,X1,...,Xn—1,Xn = Xo.}, Xi € R2. Considere a equagdo
diferencial linear (fluxo pela curvatura discreta)

/
X; = Xj41 + Xi—1 — 2X;

com condi¢do inicial x; (0) = x; ( =0,...,n—1).
i) Calcule explicitamente o poligono P, (t) = {xo(¢),...,xy—1(t)} paran =3 en = 4.
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i) Analise a forma geométrica (ponto de vista euclidiano) do poligono P, (t) quando t —
0.
iii) Analise a forma geométrica (ponto de vista da geometria afim) do poligono P,(¢)
quando ¢ — oo.
iii) Estude os artigos ,

e

Exercicio 7.13. (Projeto) Considere um triangulo equilatero “rolando” idealmente sobre
uma reta.

i) Descreva a trajetoria de um vértice do tridngulo e calcule a area da regido delimitada
pelo grafico dessa curva apds uma volta completa.

ii) Descreva a trajetoria do baricentro do triangulo e calcule a area da regido delimitada
pelo grafico dessa curva apds uma volta completa.

iii) Generalize os itens i) e ii) para um tridngulo qualquer. Considere as trajetorias de
pontos especiais (incentro, ortocentro, circuncentro, baricentro, etc).

iv) Investigue as curvas geradas pelos vértices de um poligono regular rolando sobre uma
reta, ou mais geralmente sobre um circulo e/ou sobre outro poligono.
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Figura 7.3: Curvatura de uma poligonal no vértice p;.



Problema de
loeplitz

“Mathematics is the most beautiful and most powerful creation of the human spirit.”
“One can imagine that the ultimate mathematician is one who can see analogies
between analogies.”
— Stefan Banach (1892-1945)

8.1 Introducio

Neste capitulo iremos expor um outro problema geométrico centenario relacionado
as curvas planas. Trata-se do problema de inscrever um quadrado numa curva fechada e
simples no plano, formulado por O. Toeplitz, Toeplitz (1911). Veja também Klee (1979),
Klee e Wagon (1991), Pettersson, Tverberg e Ostergard (2014) e Matschke (2014) para
uma visdo recente (“survey”) sobre o tema e suas variagdes.

8.2 Problema do Quadrado Inscrito de Toeplitz

Nesta se¢do iremos considerar o problema de Toeplitz no caso especial da curva ser
convexa ¢ demonstrar o resultado obtido em Emch (1913). Em toda a sua generalidade
este é ainda um problema em aberto, ou seja, ndo resolvido. Para desenvolvimento recente
sobre o problema veja Tao (2017).
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Problema 8.1. | Dado uma curva de Jordan (fechada e simples) y no plano
R2. E possivel obter um quadrado com vértices contidos no tra¢o da curva y?

Para ilustrar a generalidade do problema veja a Fig. 8.1.

Figura 8.1: Quadrados inscritos em curvas de Jordan.

A partir do problema de Toeplitz podemos formular varias outros relacionados, tais
como, quantos quadrados inscritos existem e qual ¢ a sua paridade? Existem infinitos
quadrados inscritos em curvas fechadas simples néo circulares?

2 2
Exemplo 8.1. Na elipse 2—2 + Z—z = 1 existe apenas um quadrado inscrito. Os seus

ab ab )

vertices sao (=% ,+
( VaZ+b2’ T Va2+b2

Exemplo 8.2. Na qudrtica Q4 = {(x,y) : x* + y* = 1}, o quadrado com vér-
tices (:I:Z_%, :I:Z_i) estd inscrito em Q4. Também o quadrado com vértices (£1,0)
e (0,=£1) estd inscrito em Q4. De fato existem infinitos quadrados inscritos em Q4.
Com efeito, as retas y = kx ey = —%x intersectam a quartica Q4 nos 4 pontos

— 1 k = (-, _ 1 = — = —
Pl_(WvW)J P2 (W» W), P3 PleP4 quue

. _ Vi2+1 _
sdo vértices de um quadrado de lado L(k) = /2 Y Observamos que L(0) =

limg 00 L(k) = v/2 € maxgefo.o0)L(k) = L(1) = 23.

Teorema 8.1 (A. Emch). Seja y uma curva convexa de classe C?, fechada e simples
(curva de Jordan). Entdo sempre existe um quadrado inscrito em y.

A demonstragio sera baseada nos lemas introduzidos a seguir.

Considere um ponto p € y e um par de retas ortogonais £ ¢ £, passando pelo ponto
p-

Considere a familia de retas (L), paralelas a £ (analogo para £,) e considere a curva
v« definida pelos pontos médios das cordas [ Py (@), P2 ()], 0 segmento compacto intersec-
tando a reta £, com a curva y. Analogamente considere a curva yg referente a construgio
acima para a familia de retas paralelas a £,.



8.2. Quadrado Inscrito de Toeplitz 151

Lema 8.1. As curvas yq e yp intersectam-se em apenas um ponto p1» contido no interior
da curva y. Veja Fig. 8.2

flz QZ [:2

S .
1
1 \\ FLy T T N
~_1 / Lo’ Teae
= I E R NENN
L7 ] \§
A )2
1 Y. ~
Lo S N =
p §~ ! > O' E
TN K < 1
\\ N . . bt //
N
P P el— P12

Figura 8.2: Losango inscrito numa curva convexa.

Demonstragdo. Pela construgdo acima as curvas y, € yg estdo contidas no interior de y
e intersectam-se em pelo menos um ponto pi;.

Pelo ponto p1, considere as retas paralelas a £ e £, passando por p;, e intersec-
tando a curva y em quatro pontos Ay, A, By, B>. Veja Fig. 8.2. Pela construcdo das
familias de retas paralelas temos que o quadrilatero tendo como vértices os pontos Ay, Az,

B e B, ¢ um losango (diagonais cruzando ortogonalmente e lados paralelos de mesmo
comprimento).

Caso exista mais de um ponto de intersecgdo entre y, € yg iremos obter outro losango
com centro p', e vértices A}, By, A5, B}. Estes dois losangos possuem lados paralelos.
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Figura 8.3: Unicidade do losango inscrito na curva convexa.

Uma possibilidade ¢ de que pelo menos um dos vértices do segundo losango pertenga a
uma das regides sombreadas na Fig. 8.3 referente ao primeiro losango. Assim obtemos um
quadrilatero ndo convexo inscrito em y. Uma contradi¢do. Confiamos ao leitor verificar
as demais possibilidades das possiveis posi¢des relativas entre os losangos e concluir a
demonstragdo do lema. O

Temos associado a cada par de retas ortogonais {L1, £»} passando pelo ponto p € y
um unico losango L = {A;, Az, By, B} inscrito na curva y. E claro que o mesmo
losango ¢ obtido tomando o par {£,, L;}.

Lema 8.2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre todos os pares de retas ortogonais
passando por p e todos os losangos inscritos em .

Demonstragdo. (=) Segue do lema 8.1.
(<) Considere um losango L = {A;, A, B, B;} inscrito em y com eixos de simetrias
ortogonais {L1, Lo} com L1 N Ly = {p12}.

Por uma transla¢do e uma rotagéio obtemos um par de retas ortogonais {£, £} } pas-
sando por p e paralelas a {£1, £,}. Aplicando o lema 8.1 obtemos um losango L' =
{A}, A, B, Bj} inscrito em y e com lados paralelos aos do losango L. Novamente
pelo lema 8.1 temos que L = L’. Isto conclui a demonstragao. O

Considere a seguir os comprimentos das diagonais do losango e denote por A =
|A1Az| e u = |B1Bz| e para fixar o argumento suponha que a reta £; seja horizontal
(eixo x) e a reta L, vertical (eixo y).

A familia ortogonal de pares de retas {£1(6), £,(6) fazendo um angulo 6 com o par
{L1, Lo} da origem a familia de losangos L () tais que A(0) = u(3) e A(5) = u(0).

De fato, a variagdo no intervalo [0, Z] faz com que o losango com vértices {Ay, By, A2, B>}
em 6 = 0 evolui ao losango com vértices {B1, A,, B2, A1} quando atingimos o ponto
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# = 7. Convidamos ao leitor analisar a situagdo na elipse. Como todo o processo ¢ con-
tinuo temos, pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe pelo menos um 6 € [0, 5]
tal que A(6p) = w(Bp) e portanto temos definido o quadrado inscrito em y. Portanto o

teorema 8.1 estd demonstrado.

8.3 [Exercicios

Exercicio 8.1. D& exemplo de uma curva fechada simples y, diferente da elipse, onde
existe somente um quadrado inscrito em y.

Exercicio 8.2. Mostre que num quadrado Q podemos inscrever infinitos quadrados. Faca
figuras.

Exercicio 8.3. 1) Dé exemplos de varias curvas de Jordan possuindo infinitos quadrados
inscritos.

i) No retangulo de vértices (+a, £b),(a > b), encontre todos os quadrados inscritos.
iii) No paralelogramo gerado pelos vetores e; = (1,0) e e2 = (a, b). (a # 0), determine
todos os quadrados inscritos.

iv) Na elipse ;‘—i + i—z = 1, justifique a unicidade do quadrado inscrito.

., 2 2 . L
v) Na hipérbole Z_2 — z—z = 1, determine todos dos quadrados inscritos.

Exercicio 8.4. Seja i: [0,1] — R uma fungfo continua tal que 2(0) = k(1) = O e
h(x) > 0se x € (0,1). Considere a curva fechada simples y formada pela justaposi¢do
do segmento [0, 1] x {0} e o grafico de k. Faga uma figura ilustrando a situagdo geométrica
descrita. Mostre que existe um quadrado inscrito em y. Veja

Exercicio 8.5. Determine todos os quadrados inscritos na curva fechada simples de classe
C! definidaporx?>+y2=1,y>0¢e x*+y*=1, y<0.

Exercicio 8.6. Determine todos os quadrados inscritos na curva fechada simples de classe
C? definida por

y=3cos(Zx), |x| <1,
xt4+y4=1, y<o.

Exercicio 8.7. Calcule os quadrados inscritos nas curvas algébricas homogéneas x2™ +
y2m =1,m = 3.

,oe . . . . 2 2 2
Exercicio 8.8. Mostre que existe um cubo inscrito no elipséide jl‘—z + Z—z + 5—2 =1,
(a>b>c>0).
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x4yt =1

Figura 8.4: Curva convexa de classe C!.

Exercicio 8.9. Mostre que numa curva algébrica de grau d no plano temos infinitos

o L. 4_542 .
quadrados inscritos ou no maximo w. Veja

Exercicio 8.10. Seja f: R?2 — R uma fungdo ndo negativa de classe Ck, k>=1,eDum
disco convexo tal que f(p) = 0,pe De f(p) =0,p ¢ D. Sejad > 0 um niimero real
dado. Mostre que existem quatro pontos p;, (i=1,..., 4) formando um quadrado de lado

d e centro contido em D, tal que f(p1) = f(p2) = f(p3) = f(ps). Veja

Exercicio 8.11. i) Mostre que existem infinitos paralelogramos inscritos na elipse £ (x, y)
2 2

S+ -1=0

Sugestao: Encontre esta familia de paralelogramos todos tangentes a elipse

1 b2 a? 1
E>(x,y) = (;-ﬁ-a—“)xzﬁ-(ﬁ‘}‘ﬁ)yz—l:&

Os paralelogramos inscritos sdo as orbitas de periodo 4 associado ao par de elipses confo-
cais {E1, E3}.

ii) Encontre um paralelogramo inscrito na elipse £ e que possua perimetro maximo.

iii) Encontre um quadrado Q inscrito na elipse E, e calcule a area da regido delimitada
por Q.

iv) Encontre um quadrado Q circunscrito a elipse E1, calcule Q N E; e a area da regido
delimitada por Q.

Exercicio 8.12. Um quadrilatero ¢ chamado ciclico quando possuir circulo circunscrito.
Estude o artigo que mostra a existéncia de um quadrilatero
ciclico inscrito numa curva convexa de classe C!. Veja também
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Exercicio 8.13. Estude o artigo que trata do problema de inscrever um qua-
drado numa curva poligonal fechada.

Exercicio 8.14. (Projeto) Estude o artigo que mostra o seguinte fato.

Sejam f, g: [0, 1] — R fungdes ((1 — &)-Lipschitz com f(0) = g(0), g(1) = f(1) e
GrNGg ={(0, f(0)U (1, f(1)}. Considere a curva de Jordan y formada pela justaposi-
¢do dos dois graficos Gy = {(x, f(x)),x € [0,1]} e Gz = {(x, g(x)),x € [0, 1]}. Entdo
existe um quadrado inscrito em j.

Exercicio 8.15. (Projeto) Estude o artigo que ge-
neraliza a conjectura de Toeplitz considerando curvas de Jordan com vértices no reticulado
Z x Z e lados horizontais e verticais.
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