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(Como es que llegamos a que en el XXXII Coldoquio Brasileiro de Matematica haya
un curso (y un texto) como éste?.

Interesante pregunta cuya respuesta pasamos a detallar. Esta respuesta puede, como
no, ser tomada como un ejemplo del llamado efecto mariposa en lo social.

Por alla por el afio 2015 dos estudiantes de pedagogia en matematicas que estaban
iniciando sus estudios de magister en matematicas (Pablo Diaz y Juan Vivanco) se pusie-
ron de acuerdo con un profesor (Rafael Labarca) para estudiar, semanalmente, algunas
materias basicas para la formacion de un matematico.

Las asignaturas basicas que se deberia cursar en dicha formacion incluyen: algebra
lineal; dlgebra exterior; teoria de grupos; estructuras algebraicas; calculo de una y varias
variables; variable compleja; analisis real; espacios métricos; topologia; analisis abstracto;
teoria de integracion; ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales; elementos de proba-
bilidad e inferencia estadistica; Calculo numérico; Fundamento de la matematica; Geome-
tria diferencial; analisis geométrico; otras geometrias; calculo de variaciones; elementos
de sistemas dinamicos, entre otras.

Habiendo tanta posibilidad debieron elegir. Se pusieron de acuerdo e iniciaron con
un repaso de calculo diferencial e integral de una variable real; siguieron con métodos
de calculo para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. En este estudio
aparecieron, naturalmente, las funciones Gamma y Beta. En este punto los tres percibieron
que eran muy pocas las demostraciones asociadas a las propiedades de la funcion Gamma'y
surgid, naturalmente, la idea de realizar las demostraciones de varias de estas propiedades.

Luego, siguieron con elementos de sistemas dinamicos y, por ahi, naci6 la idea de
estudiar la dindmica de la funcion Gamma. Para esa fecha Pablo Diaz estaba completando
los cursos basicos del programa de magister en ciencia en la especialidad de matematica
en la Universidad de Santiago de Chile y, como no, la propuesta del profesor fue empezar
a entender la dindmica de la funciéon Gamma. A fin de saber si este tema habia ya sido
estudiado contact6 a colegas del area de sistemas dinamicos en Brasil, Francia, Estados



Unidos y México; para saber si esto ya habia sido estudiado y, sorpresa, no habia sido
estudiado y, por ello, empezaron dicho estudio.

Al Iniciar el trabajo para la tesis (alumno Pablo Diaz; guia Rafael Labarca) quedo
claro que lo que se queria era escribir un texto que tuviera dos partes: en una de ellas se
desarrollarian diversas propiedades clasicas de la funciéon Gamma y en la segunda parte
se estudiaria la dinamica de dicha funcion.

Es claro que todo el material que se queria desarrollar excede lo que se pretende con
una tesis de magister pero, igual se hizo. Parte de ese material constituyo la tesis de magis-
ter de Pablo y la base de un trabajo original, firmado por Diaz y Labarca, que se pretende
publicar en una revista matematica.

Este material se completd el segundo semestre de 2018 y, para esa fecha, la orga-
nizacion del Coloquio Brasilero de Matematica hizo un llamado publico para presentar
propuestas de cursos introductorios y avanzados para el XXXII Coloquio. Se hizo la pro-
puesta de curso introductorio y, nueva sorpresa, fue aceptada.

Entendemos que el comité cientifico aceptod la propuesta porque revisita un tema anti-
guo (la funcion Gama) utilizando una vision moderna (desde la perspectiva de los sistemas
dinamicos).

Eso; humm, y,..... ;donde entra aqui esto del efecto mariposa?. El efecto mariposa se
explica aqui cuando vemos que un genuino interés por saber matematica de tres personas
en algun lugar lleva, a lo largo de un par de afios, a concluir un libro que, esperamos, resulte
entretenido para muchos otros aprendices de matematicos y/o estudiantes de ciencia y
tecnologia en toda la América Latina.

También, estamos seguros que en el texto hay mas de algun error y, con seguridad,
algunas demostraciones podrian haber sido mas cortas o mas elegantes. Por eso, y para
quienes estudien el texto, les dejamos nuestros correos electronicos (pablo.diaz@usach.cl
y rafael.labarca@usach.cl) para que tengan la gentileza de permitirnos progresar en una
mejor version del mismo ya que, como no, podemos sofiar con una segunda version.

Para finalizar, y como una manera de recordar a uno de los pioneros en la investigacion
en matematica en el Brasil y fundador del Coloquio Brasilero de Matematica, dedicamos
este libro al Profesor Dr. Mauricio Matos Peixoto, recientemente fallecido en Rio de Ja-
neiro.

Pablo Diaz y Rafael Labarca.
San Carlos- Brasil y Santiago de Chile, Mayo de 2019.



Todo indica, ver las referencias y , que la funcion Gamma
tendria su origen en un intercambio epistolar entre dos destacados matematicos del siglo
XVIII, los que se correspondian con la idea de resolver el problema de extender la funcién
factorial, definida para nimeros naturales, a nimeros no naturales.

Introducimos, de esta forma, el estudio de la funcion Gamma que se desarrolla, a lo
largo de tiempo, con contribuciones de una amplia gama de matematicos que han trabaja-
do, diversas veces, de manera colaborativa. En los inicios, muchas de sus propiedades se
obtienen usando una variada gama de técnicas e ideas matematicas como series, limites,
derivadas e integrales; que eran la frontera del conocimiento en la época.

Si el lector piensa, por el hecho de que el estudio de la funcidn Gamma tiene ya casi
300 afios, que no hay nada nuevo que ver, esta equivocado pues la dinamica de la funcion
Gamma no ha sido objeto de estudio.

Este trabajo contiene, basicamente, dos capitulos que se refieren a la funciéon Gamma:

IF:R—{0,-1-2,...} > R —{0} definida por I'(x) =/ t* e dt.
0

En el primer capitulo establecemos diversas propiedades y resultados de esta funcion
como: sus diferentes representaciones, la aproximacion de Stirling—De Moivre, la formula
de reflexion y algunas funciones que se derivan de la funcion Gamma (en especial la
funcion digamma).

En el segundo capitulo, nos centramos en el estudio de la dindmica de la funcién Gam-
ma. Para ello, lo primero sera verificar que para x > 0 hay dos puntos fijos, a saber x = 1
y x &~ 3,5623828215736; y un punto de minimo; a saber xo = 1,4613361518823 con
I'(x¢) = 0.8855226070359. Luego, probaremos que el punto fijo x = 1 es de tipo atrac-
tor y que el punto fijo x ~ 3, 5623828215736 es de tipo repulsor. La dindmica para x > 0



resulta ser bastante simple: o la 6rbita es atraida para el punto atractor o es atraida por el
punto al infinito.

La riqueza de la dinamica de la funcion Gamma se encuentra en x < 0: En particular
nos interesa el conjunto de valores negativos cuya imagen I"(x) < 0. Estos valores se
encuentran en los intervalos de la forma: | -2k — 1, —2k[,k € N. En el interior de es-
tos intervalos consideraremos los subintervalos J; = [—x5, —xk] e I, = [—y5, —yK],
donde los extremos satisfacen:

[(—xk) = [(=y%) = =2k — 1, [(=xk) = M(—y}) = —2;

y para los que podemos probar que |I''(z)] > A > 1;parak € Nyz € Ji U I. Con
esto concluiremos que el conjunto maximal invariante A, = (72 (Ui=; Li),con L; =
Ji Ul paracadai = 1,2,...,n; es hiperbdlico y tiene una dindmica topoldégicamente
equivalente a la dindmica del shift de 2n simbolos. De hecho, la biyeccion que hace la
conjugacion topoldgica se define desde A, hacia el conjunto de sucesiones: X5, = {0 :

No — {1,2,3,...,2n}. Esto es, asociado con cada z € A, tenemos la sucesion:
0(z) € Xy, definidapor 0(z)(i) = j <= I''(z)eL;

esto define la aplicacion z — 6(z) que resulta ser una biyeccion de A, en X,,. Esta
biyeccidn nos permite definir una topologia en X5, por :A C X5, es abierto si y solo si
6~1(A) C A, esun abierto.

En X5, consideramos el shift o : X5, — X5, definido por 6(0)(i) = 6;41, esto
es 0(6p,601,...) = (61,6,,...), cuya entropia topoldgica es igual a log(2n), es decir,
hiop(0) = log(2n) . Probaremos que 0 : A,, — X5, es una conjugacion
topologica entre I'| 4, : Ay — Ay yo 1 Yoy — Xop (estoesoc 08 = 0o 1'|,,), con
lo que concluiremos que A0, (I'| 4,) = log(2n). Cémo consecuencia tendremos que la
entropia topoldgica de I” es infinita.



1.1 Antecedentes Historicos

De acuerdo a lo que sefiala P. H. Fuss, en , el surgimiento de la funcion
Gamma, se remonteria a un intercambio de cartas entre dos grandes matematicos del siglo
XVIII. El primero de ellos fue nada menos que Leonhard Euler (1707-1783), que a la
sazdn tenia 22 afios de edad y ya se habia convertido en un gran matematico. El segundo,
menos conocido y mayor en edad, era Christian Goldbach (1690-1764) que a la fecha era
secretario de la Academia de Ciencias de San Petersburgo.

La funcién Gamma habria surgido de la interseccion de dos desarrollos matematicos.
El primero era el problema de interpolacion, que se habia hecho muy popular durante el
siglo XVIII . El segundo era el calculo integral.

Goldbach considero el problema de la interpolacion de los numeros factoriales 1! =
1,2! = 2,31 = 6,4! = 24,........ Es decir, definir (o encontrar) una funcion que diera

5 5
sentido, por ejemplo, al factorial de 5; o sea definir la cantidad (5)!, como un valor

numérico.
En una carta de Daniel Bernoulli (1700—1782) a Goldbach, fechada el 06 de Octubre de
1729 y escrita en San Petersburgo, tomo 11, le propuso la siguiente expresion:

(A—i—x)x_l 2 3 4 A
2 1+x 2+x 3+x A—14+x
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como una interpolacion del factorial de un ntimero, donde la precision del resultado au-
menta mientras A sea mas grande. Por ejemplo para x = 4y A = 6 tenemos que la
expresion nos da el vaor 24, 380952 para el factorial de 4. (En la carta Bernoulli calcula
el valor de la expresioncon A = 8y x = %).

Por esa fecha Euler desarrollaba independientemente su propia representacion del fac-
torial de un ntimero, y animado por la expresion de Bernoulli, le escribié una carta a
Goldbach ( tomo I) en la cual representaba los n—términos de la sucesion
1,2,6,24,... por el producto:

(6 M 2 =

Euler afirmé que su producto convergia en el infinito, es decir, mientras mas términos
habia, entonces el valor de esta expresion se aproximaba a n!. Ain cuando los productos
de Euler y Bernoulli son diferentes, ambos convergen al mismo numero en el infinito, y
se verifico que la formula dada por Bernoulli converge mas rapido.

Entretanto, y en la carta enviada por Euler a Goldbach, no entregaba mayores detalles
sobre la interpolacion del factorial de un niumero. Sin embargo, y un aflo mas tarde en
1730, Euler entregd mas detalles en su articulo , titulado “De progressioni-
bus transcendentibus seu quarum termini generales algebraice dari nequeunt”. En este
articulo, Euler afirmo que este producto era ‘maravillosamente adecuado para interpolar
el factorial de un término, cuyos indices son fraccionarios’, pero ¢l tenia la intencién de
entregar métodos mas convincentes que le proporcionaran valores exactos.

Este método alternativo daria como resultado una segunda interpolacion, entregada en
forma de una integral definida. El impulso para esta nueva direccion parece haber sido

dada por el factorial de > Euler, en su articulo, sustituyo n = 5 ensu producto, es decir,

considero la expresion

que podemos escribir de la forma:

1.-27 21—n.3n 31—n.4n 41—n.5n
1+n' 2+4+n . 34n . 4+n N

T

1
entonces al reemplazar n = 2 obtuvo:

2v2 2v2-V3 2V3-V4 2V4- 5
3 5 7 9
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y ordenando cada término dentro de una raiz obtenemos la siguiente forma:

\/2-4 4-6 6-8 8-10
y esta ultima relacion ya habia sido estudiada de forma indirecta por John Wallis (1616-
1703). En su libro ’Arithmetica Infinitorum’ de 1656 , Wallis habia estable-
cido que el area de una circunferencia con diametro unitario podia ser expresado por el
producto infinito

1
Por ello Euler concluy6 (En el punto 2 de su articulo) que (5)! era igual a la raiz de esta

. 1 i
area, estableciendo el resultado central: (5)! = \/T_

Ahora bien, 7 aparece en el célculo del area del circulo, y esta area significaba a su
vez integrales, pero Euler ya estaba familiarizado con la integrales que exhibian el mismo
fendmeno. Por lo tanto se le ocurrid buscar una transformacion que le permitiera expresar
su producto infinito en forma de integral. Para hacer esto usé una integral de la forma:

1
/ x°(1 —x)"dx.
0

Mencionamos que casos particulares de ésta integral habian sido considerados por
Newton, Stirling y Wallis. Tomando #» como un numero entero y e un valor arbitrario (no
es la constante e que conocemos hoy en dia), Euler expandié (1—x)" en su forma binomial,
y sin dificultad encontrd que:

1-2...n
e+ De+2)---(e+n+1)

1
/ x¢(1 —x)"dx =
0
La idea de Euler era aislar 1 -2 - - - n del denominador para obtener una expresion para
n! en forma de integral.

Ahora seguiremos con la misma nomenclatura e ideas de Euler, marcando con un (*)

1
las formulas que entrega en el articulo original. El escribi6 la integral [ como / y
0

sustituyd e por i y obtuvo:
4

0 C fHm+Dg (f+9(f +28) - (f +ng)’
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entonces:

1.2...n f+(n+])g ’
= sdx(1—x)". *
(f+2)(f +29)(f +ng) gntl /x x(1—=x) (a*%)

El observé que podia aislar 1-2---n si hacia f = 1y g = 0 en la parte izquierda
de esta igualdad, pero en ese caso, obtuvo en la parte derecha de la igualdad una forma
indeterminada, la cual escribe extraniamente como:

x%dx(l —x)" N
/T- (b*)

. . . . .y _&
Luego procedi6 a encontrar un valor para (b*). Primero hizo la sustitucion x = z7+2 en
lugar de x y esto le dio :

Fa
dx = z e+ dz (c*)
f+g
reemplazando estos valores en la parte derecha de la igualdad en (a*) se convierte en:
f+m+ g
n+1 / f +g 1 -z fJ”’ )ndz (d*)

esta expresion podemos reescribirla de la forma:

f+(n+1)g/ 1—z7% \"
(f +or*t Jo \&/(f +8)
Una vez mas, Euler probo con los valores f = 1y g = 0y obtuvo la forma indeterminada:
(12"
/ O—ndZ (e*)

(1-2z"

el denominador y el numerador, aplicando la regla de I’Hopital y obtuvo:

Ahora ¢él considero la relacion G(t) = , ¥ para valores cercanos a ¢t = 0, derivo

—ztdtlz
— (%)

con /z = In(z), entonces para t = 0 se obtiene —/z, por lo que:

(1-z% _
=

—lz ("
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U ey ()

Por lo tanto, Euler concluy6 que:

1
n!:/ (—Inz)"dz.
0

Con esto Euler obtuvo una expresion para n!, como una integral que se puede evaluar
para valores distintos a numeros enteros. Observamos que la integral de la derecha es una
integral recursiva que se calcula usando integracion por partes.

Notamos que, en ese tiempo, ésta integral de Euler no era vista como una funcion en si
misma (de la variable x), sino como una férmula para obtener los valores de los factoriales
de numeros no-naturales.

Fue Adrien-Marie Legendre (1752-1833) quien establecio el valor de la integral como
la definicion de una funcion. En efecto, en su ‘Exercices de Calcul Intégral’, Vol. 1 (1811)

, ( paginas 339 a 343) Legendre realizé diversos cambios de variables

para llegar a la integral:
1 1 x—1
F(x):/ (ln;) dt, x>0
0

que defini6é como (x — 1)!; asi y con la notacidon actual, la funcion Gamma habia nacido.
Haciendo el cambio de variable ¥ = In (%), obtenemos la representacion tradicional y
mas conocida de la funcion Gamma, también conocida como la integral de Euler:

o0
I'(x) =/ wle™du x >0.
0

Legendre, utilizando la definicion de la integral para la funcion Gamma probo que
I’'(1) = 1 y larelacion de recurrencia I'(x + 1) = xI'(x) = x! para x > 0.

De esta forma la funciéon Gamma extiende el factorial de nimeros naturales a todos
los niimeros reales positivos. Sin embargo, y durante casi 200 afios de investigacion de
esta funcion surgieron las siguientes preguntas: ;la funcion Gamma es inica con estas
propiedades?, ;es la Ginica forma de interpolar el factorial de un numero no-entero?, las
respuestas a estas preguntas llegaron bajo el concepto de convexidad.

Observagao. Una funcion real f(x) se dice convexa en el intervalo (a, b), si para todo
¢ € (a, b) larecta tangente en c, al grafico de f, esta por debajo del grafico.

En, 1922, Harald Bohr (1887-1951) y Johannes Mollerup (1872—-1937) demostraron
que de todas las funciones, log-convexas, que extienden el factorial de un nimero real
positivo, la funcién Gamma es la tinica que cumple con I'(1) = 1, I'(x + 1) = xI'(x).
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Observagao. Una funcion f(x) definida y positiva en un cierto intervalo se dice log-
convexa si log( f(x)) es una funcioén convexa.

1.2 Propiedades de la Funcion Gamma

Definicion 1.2.1. Para x > 0 se define la funcién Gamma como:
o0
r'x) = / t*le7ldt.
0

De esta definicion de la funcion Gamma, podemos verificar que esta bien definida para
x> 0.

Proposicion 1.2.1. I"(x) estd bien definida para todo x > 0.
Prueba. Esto quiere decir que I'(x) € R.

[e9) 1 (o]
I'x) = / *leTldt = / t* el dt +/ > eTtdr
0 0 1

I, I>

I) - Six > 1, entonces /; es convergente puesto que su integrando es una funcion
continua (y entonces integrable) en [0, 1] (integral de Riemann).

— Si0 < x < 1 entonces, y para todo ¢ > 0, tenemos la siguiente desigualdad:
0 < t* le™ < t*=1 Por el criterio de comparacion, si ocurre que la integral

1
/ t*~1dt converge, entonces I; converge. Ahora:
0

+
1 1 x|t 1
/ t*71dt = lim t* Y4t = lim —| = —,
ot a—0t Jg a—0t X |, X
por lo tanto, /; converge para cada x > 0.
. - . - f(@)
I5) Usando el criterio de comparacion al limite con g(t) = t~“ tenemos ﬁ =
g
Z‘x—le—t
= t*+le~! entonces
1—2
¢ ) B ) tx-‘rl
f()= llm tx+let= 11m =O
t—>+oo g(t) t—+oo t—>+oco ef

1
y como g(t) = 2 converge, la integral de f(¢) también converge, por lo tanto, 7,
converge.
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Proposicion 1.2.2. La funcion Gamma satisface: I'(1) = 1.
Prueba. Facil, solo hacer x = 1 en la definicion 1.2.1. O

Proposicion 1.2.3. Si x > 1, entonces I'(x) = (x — )" (x —1).
o0
Prueba. Dado I'(x) = / t*~Ye~dt, integrando por partes, con u = t* 'y dv =
0
e~ 'dt, tenemos:

a

lim *le7ldt = lim (=¥ te™)
a—>o0 0 a—>o0

a o0
+/ (x — Dt 27 dt
Y 0
o0
=(x— 1)/ t*2e7ldt = (x — DI(x — 1),
0

por lo tanto, I'(x) = (x — )I"'(x — 1), Vx > 1. O
Proposicion 1.2.4. Si x € N, entonces I'(x) = (x — 1)!

Prueba. Usando la proposicion anterior tenemos que I"(x) = (x —1)I"(x — 1); aplicando
nuevamente la proposicion peroa I'(x—1) six—1 > 1, tenemos I'(x—1) = (x—2)I"(x—
2). Sucesivamente, I'(x) = (x = D(x = 2)(x =3)---2-1-I'(1) = (x — L. O

Proposicion 1.2.5. Si x > 1y x = [x] + r donde [x] indica la parte entera de x y
r € [0,1], entonces: I'(x) = (x — 1)(x —2)---(x — [x]) " (r).
Prueba. Sabemos que I'(x) = (x — 1)I"(x — 1). Ademas, como x > [x] con 0 <
x — [x] < 1, entonces
——

Fx)=x-Dx=2)(x=[xDI'x—[x)) = (x=D(x=2)- (x = [x])I(r)

como sefialado. ]

Observacao. El resultado anterior nos dice que basta con conocer los valores de la fun-
cion Gamma en 0, 1] y multiplicarla por la expresion polinomial (x —1)(x —2) - -+ (x —n)
para conocer sus valores para x tal que x €]n,n + 1].

o

Proposicion 1.2.6. Se cumple que: / e dx = 7. (Integral de Gauss)
—0o0
oo

2
Prueba. Sea J = / e ¥ dx, entonces

0
*© 2 o 2
J-J:/ e_xdx~/ e 7 dy
0 0
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aplicando el Teorema de Fubini a la integral doble

o o0 5 5
/ / e~ (x"t+y )dxdy
o Jo
/oo /OO e—(x2+y2)dxdy — /oo e_xzdx . /ooe—y2dy —J2
o Jo 0 0

Ahora, usando el cambio de coordenadas x = r cos(f) e y = rsin(f), para calcular la
integral doble, tenemos:

/ / "’ rdrdd = lim re_err/2 do =
a—>0o0 0 O

T 1 > 1 T
= — l —_e @ — = —
im |: 2e + } 1

tenemos

J2

1 —r
3 dim 5|

)

«I

luego, J? = % y entonces: J = ~—. Por tanto: [ e dx = 7. O

Observac¢io. Mediante el cambio de variable t = y? en la definicion 1.2.1 se tiene que:

o 2
Ir'x) = 2/ y2 e dy.
0

1
Proposiciéon 1.2.7. I" (5) = /7.

Prueba. De la observacion obtenemos que
o0

o0
rik)= 2/ ¢ dy y usando la proposicién 1.2.6 tenemos que/ e dx =
0 0
\/_
- /7.

0 “m

1
y, por tanto: I" (5) =2-

Como consecuencia tenemos:

1-3--2n—1)

Proposicion 1.2.8. I" (n + %) = o

/7, para todon € N.

Prueba. Usando la proposicion 1.2.3 tenemos que I"(x + 1) = xI"(x), entonces podemos

reescribir I" (n + 1) de la forma

F(n—l+%+l):(n—l—i—%)]"(n—l+%),peroasuvez



1.2. Propiedades de la Funcion Gamma 9

r (n -1+ %) =TI (n -2+ % + 1) y asi usamos esto n—veces tenemos que:

el
:(n—l+%)-(n—2+%)1“(n—2+%)
e o))

por lo tanto:

Generalizando esta ultima proposicion se obtiene la siguiente:

[(n — Dk + p]- [(n —2)k |
n

Proposicion 1.2.9. Paratodon, p,k € N, se cumple I’ (n + %) =

Prueba. Para demostrar esto, usaremos la proposicion 1.2.3, es decir, podemos reescribir

F(n+%)delaforma]“(n—l+£+1>,entonces1“(n—l+%—i—l)=(n—l+£>F(

peroasuvez I” (n -1+ E) =TI (n -2+ % + 1) y asi usamos esto n—veces tenemos

que:
Floeg) ==t )r -1+

(n—l+£)-(n—2+£)F(n—2+£)

S D0 D)

por lo tanto:

k
paratodon, p,k € N. O

p) _ [(n—l)k+p]-[(n—2)k+p]---[k+p]-pr(p)

I—'(n-i-% o

Veamos ahora como extender la funciéon Gamma a los nimeros negativos. Para ello,
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r 1
aplicamos la proposicion 1.2.3 y obtenemos la relacion: I'(x) = M
X
Ejemplo 1.2.1. Para x = —1 tenemos:
1\ I} 1
r (—-) = (12) =-2r (-) =2Jn.
2 -3 2

Iterando este proceso para x < 0, x # —1,—2,—3, ... tenemos la siguiente:

Definicion 1.2.2. Para cada x tal que —n < x < —n + 1,n € N se define

_ I'(x +n)
ro = s

De la proposiciéon 1.2.3 tenemos la siguiente:

Proposicion 1.2.10. lim I'(x) = +o0.

x—0t
r 1
Prueba. Tenemos que I'(x) = M, entonces:
X
lim I'(x +1)
r 1 =
lim I = fim LD ot = +oo.
x—0+ x—0+ X lim x
x—0t
O
Obtenemos ahora el siguiente resultado:
Proposicion 1.2.11. 1ir51 I'x)=-o0
x—>0"
r 1
Prueba. De la definicion 1.2.2, con n = 1, tenemos que I"'(x) = (x——i—)’ entonces:
X

| Lty R0

lim I'(x) = lim = - = —00.

x—>0~ x—>0" X lim x

x—>0—
O

Otra de las consecuencias de la definicion 1.2.2 es que I"(n) — Zoo para valores
enteros negativos y que el signo de I"(x) en el intervalo —n < x < —n + 1,n € N sera
(—1)" y por tanto la grafica de la funcion Gamma para x € (R/(0,—1,—-2,-3,...)) sera
de la forma:



1.2. Propiedades de la Funcion Gamma 11

‘ T'(r)

Figura 1.1: Grafico de la Funcion Gamma

1.2.1 Funciones Log-Convexas

En esta seccion probaremos la unicidad de la funcion Gamma en el conjunto de funcio-
nes log-convexas. Esto es, veremos que si una funcion satisface las propiedades sefialadas
en las proposiciones 1.2.2 y 1.2.3 y ademas es log-convexa, entonces coincide con la fun-
cion Gamma. Para ello, definiremos este concepto y presentaremos algunos resultados
relacionados (ver Andrews, Askey y Roy (1999), Artin (1964) y Carlson (1977)).

Definicién 1.2.3. Una funcién f : (a,b) — R es convexa si para cualquier x, y € (a, b)

se cumple f(Ax + (1 —A)y) < Af(x) + (1 =) f(»), YA € (0,1).

Teorema 1.2.12. Una funcién [ : (a,b) — R es convexa si y solo si para cualquier
a<x<y<z<hb,setiene:

T —fx) _ @)= )
y—x z—y

Prueba. Sean los valores x, y y z tales que: @ < x < y < z < b. En este caso tenemos
=) Y-
b +
—X

que A = SRR lyl—A= yor Ahoracomoy— xz aplicando
z—x Z—X —X

f tenemos:

oy = (FEr i) < 22w + 2 e,
zZ—X zZ—X Z—X zZ—X
entonces (z —x) f(y) < (z—y) f(x) + (y —x) f(z), porlo que (z — y) (f(y) — f(x)) <
(y =x)(f(2) = f(¥)), por lo tanto:

S) = fx) < f@) = fy)
y—x z-y
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El reciproco se prueba haciendo las manipulaciones inversas realizadas en la primera

fO) —fx) _ f@) - fO)
-

parte de la demostracion, es decir, si , entonces f(y) <

— 2
22 p + 22X peyyeomo £ = f (FLa+ 250 eona = 222 <
=X _L—X z—x z—x 7 —x
yl—24= 4 , entonces

Z—X

FOx+ A =0)2) <Af(x) +(1=A) f(z) Vx.z e (a,b).

Ahora, variando y podemos obtener que el valor de A recorre todo el intervalo ]0, 1[; asi
f(x) satisface la definicion de funcioén convexa. O

Teorema 1.2.13. Si una funcion f : (a,b) — R es dos veces diferenciable, entonces es
convexa si y solo si f"(x) > 0 para cada x € (a,b).

Prueba. Dado que f es convexa y es dos veces diferenciable en (a, b), elegimos a <
X <y <w <z <byporel teorema 1.2.12 tenemos que:

JO) —fx) _ f(2) — f(w)

y—Xx z—w

consideremos los limites como y — xT y w — z~, entonces f'(x) < f’(z) con x, z

dos puntos arbitrarios tales que x < z, entonces f’ es creciente en (a, b), por lo tanto,
f"(x) > 0 paratodo x € (a,b).

El reciproco se obtiene recorriendo el camino inverso de la prueba de la primera parte.

O

Veamos ahora que la funcion Gamma es log-convexa, para ello necesitamos probar las
desigualdades de Young y de Holder.

Inicialmente probemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.14. (Desigualdad de Young) Sea ¢ : [0, oo[— R una funcion continua, y
estrictamente creciente y tal que lim @(u) = oo, ¢(0) = 0. Sean ¥ = ¢~ y definamos
u—>00
X X

o(x) = em)du, ¥(x) = / Y (u)du, entonces para todo a,b € [0, o0o[ vale:
0 0

ab < ¢(a) + W(b). La igualdad vale si y solo si b = ¢(a).

Prueba. Es claro que ¢(a) + ¥ (p(a)) = f(;l ou)du + O(p(a) Y (u)du = ap(a), donde a

y ¢(a) son lados del rectangulo (ver figura 1.2). De esta forma, ¢ (a) + ¥ (b) = ap(a) +
v(b) — ¥ (p(a)).
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¢la)

Figura 1.2: Interpretacion geométrica de la desigualdad de Young

Los siguientes graficos representan las areas ab, ¢p(a) y ¥(b)

/!
/ plx] Jopla)

Figura 1.3: Interpretacion geométrica de la desigualdad de Young

En ambos se verifica que ab < ¢(a) + ¥ (D) y que la igualdad vale si b = ¢(a). O

Sean ahora p, ¢ nimeros tales que p > 1y % + é = 1, por ejemplo, g = ﬁ.

Corolario 1.2.15. Sean p > 1,a > 0y b > 0, entonces
b
ab < — + —
p q
v son iguales si y solo si a? = b4.

Prueba. Sea ¢ : [0,00[— [0, 00| la funcién ¢(x) = xP~!. En este caso su inversa es

Y [0, 00[— [0, 00, ¥ (x) = "X

a a 1 a P
¢la) = / p(x)dx = / xPlgy = —xP| =
0 0 P lo P
b . g
vy = [Corran =15 _ Vb
0 1o 9 q
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De acuerdo a la desigualdad de Young tenemos:

a? bl
ab < —+ —,
V4 q

como queriamos probar. También, la igualdad ocurre si y solo si b = ¢(a) = a?~!, esto
1 D _1_\”P

es b?P—T = q, luego b? = br—T :(bp—l) =a?. O
Ahora estamos en condiciones de probar:

Teorema 1.2.16. (Desigualdad de Holder) Sean p y q numeros positivos tal que % + é =
1, entonces para cualquier par de funciones integrables f,g : (a,b) — R tenemos la

desigualdad:
1
b q
( | st dx) .
a

b b
/ |f(x)g(x>|dx<(/ |f(x)|”dx)

1 1
Prueba. Sea o = (fab | £(x)|P dx) "yB = (fab lg(x)4 dx) ? sia = 0 quiere decir

que | f(x)|? = 0 para casi todo x €la, b[ y eso implica que f(x) = O para casi todo
X €la, b. Asi, para toda funcion integrable g(x)se cumplira f(x)g(x) = 0 para casi todo

N

X €la, b|y, por tanto f: | f(x)g(x)| dx = 0. Asi, la desigualdad pasa a ser una igualdad
trivial, 0 = 0, lo mismo ocurre si § = 0.

Si ocurre que @« = +00 0 B = +o0 entonces la desigualdad se cumple de manera
trivial.

Consideremos el caso en que ¢ # 0y S # 0y denotemos por u(x) y v(x) a las

funciones u(x) = If‘(x_x)l yu(x) = %. Tenemos que:
b 1 b
/ updxz—/ | f1Pdx =1 (1.1)
a ap a
b 1 b
vidx = —[ lg|9dx =1 (1.2)
[ =g

ahora aplicamos el corolario 1.2.15 au(x) y v(x), Vx € (a, b) y tenemos:

@@)? W)
p q

u(x)v(x) <

integrando con respecto a x en (@, b) tenemos:

b b b
/ u(x)v(x)dxé/ @dx—k/ @dx
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y aplicando las igualdades (1.1) y (1.2) llegamos a:

b
/ u(x)v(x)dx <

|-

esto es: b
J2 1 @)g(x)ldx _,
(J2 1 o1 dx)” (7 18001 dx)?
luego:
b b % b é
/ |f(x)g(x>|dx<(/ If(X)I”dX) (/ |g(x)|4dx) ,
como sefiala la desigualdad. O

Tenemos ahora el siguiente resultado:
Teorema 1.2.17. I" : (0, 00) — (0, 00) es log-convexa.

Prueba. Seal < p < o0y g tales que: % + é = 1. De la definiciéon 1.2.1 de la funcién
Gamma, tenemos que:

o0
r (i + X) =/ (2T e dr
P 4 0

1 1
y usando la desigualdad de Hélder con f(x) = (1*"'e™")” y g(y) = (t*"'e™")¥ tene-
mos que

e 1 1 o0 % 00 q
/ (tx_le_t)” (ty_le_t)‘f < (/ tx_le_tdt) (/ ty_le_’dt)
0 0 0

por lo que:

=

r (f + X) <P roe
P q

Ahora si aplicamos log a ambos lados de la desigualdad y ademas hacemos A = % enton-

cesl—A = é, se cumple que:

In[FAx+ Q-] <AIn[IX)]+ (1 —-A)In[l"()].



16 1. Funcion Gamma

Este resultado es para todo x, y € (0, 00) y por lo tanto la funciéon Gamma es log- convexa,
de acuerdo a la definicion 1.2.3. O

El siguiente resultado prueba que la funciéon Gamma es la unica funcién log-convexa
que satisface I'(1) = 1y I'(x + 1) = xI'(x):
Teorema 1.2.18. (Bohr-Mollerup) Existe una unica funcion f : RT — R tal que log( f(x))
es convexa y cumple con f(1) =1y f(x +1) = xf(x).

Prueba. Primero consideremos x € (0, 1) y n entero positivo. Usando el teorema 1.2.12,
conlog( f(x)) que es convexaen los intervalos [n,n+1],[n+1,n+x+1]y[n+1,n+2]
obtenemos:

log(f(n + 1)) —log(f(n)) _ log(f(n+ x +1)) —log(f(n + 1)) _
n+1—n = m+x+1)—m+1) =
o log(f(n +2)) —log(f(n + 1))
h (n+2)—(n+1)

asi:

f(n+1) log(f(n +x + 1)) —log(f(n + 1)) f(n+2)
1°g( 0 ) < x < log(f(n n 1))' (13

Sabemos por hipotesis que f(x + 1) = xf(x) yf(1) = 1 de lo que deducimos que:
f(n+1) =nlyademas fn+x+1)=m+x)f(n+x)=m+x)n+x—-1)f(n+

x—1)=...=m+x)(n+x—1)-xf(x), entonces en (1.3) tenemos:
log( n! ) o log((n + x)(n + x —1)---xf(x)) — log(n!) <
(n—=1)! X
— < log ((n ;:,1)!)

multiplicando esta ultima desigualdad por x y usando las propiedades de factorial y loga-
ritmo, obtenemos:

m+x) n+x—=1)---xf(x)
n!

xlog(n) < log( ) < xlog(n + 1)

si restamos x log(n) y aplicando el limite para n — oo, tenemos:

|: ((n+x)(n+x—1)---x
log

< 1
0< lim P

n—oo

) + log(f(X))} <o,

por lo tanto:

i log

((n +x)n+x—1)---x

n'n*

) + log(f(x)) = 0
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y dado que el logaritmo es continua, se obtiene que:

. nln*
f(x):nlggo nm+x)n+x—-1)---x (1.4)

Ahora veamos que la identidad (1.4) es valida para x € (0,00). Seam € ZV tal que
x €]m,m+ 1[. Sabemos que f(x + 1) = xf(x), entonces f(x) = (x—1)(x—2)--- (x —
m) f(x —m) con (x —m) € (0, 1), entonces aplicando (1.4) a f(x — m) tenemos:

nlp*=m

T = = mn— 1+ —m)(—m)’

entonces

f(x) = lim x—Dx—=2)---(x —m)nln*™™
T oo x—mmn—14+x—m)---x(x—1)---(x —m)

(n+x)(n—14x)-(n—(m—1)+x)

si multiplicamos por 0 (=1 x)~(n=(m=1)+x)

y por propiedades del limite nos da:

: nln* . o n+x)--(m—m—=1)+x)
f(x) = lim — - lim
n—>oo(n+x)---x n—oo n---n
In* —(m—1
) = tim (14 Y). 4 Xz m=DY
n—oo (n 4+ x)--+x n—>o0 n n
por lo tanto:
nln*

f(x)=nlgrgo(n+x)(n_l+x)'..x Vx € (0,00). (1.5)

Ahora veamos que

X

*° n'n
I(x) :/ t*le7'dt = lim
0 n—oo(n+x)n—14+x)---x

para0 < x < 1.

n

. ! . .

Sabemos que e* = lim (1 — —) , entonces la funcion Gamma la podemos reescri-
n

n—>oo

o0 t n
bir de la forma I'(x) = / t*71. lim (1 - —) dt, entonces tenemos que I'(x) =

0 n—o00 n

. . . t
limp—oo [y (1— %)n t*~1dt, usando el cambio de variable u = — nos da que:

1 1
I'(x) = lim (1 —uw)" (mu)* ndu = lim n* [ (1 —u)"uw*'du
n—o00 0 n—oo 0
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integrando por partes tenemos:

1 1
lim nx/ (1 —w)"u* 'du = lim n~
0

n—o0o n—oo

[(1 —u)"u*

X

0

1 _ . \n—1,,x
—>+/ n(—w)™ u? du]
0

X
1

= lim n*- E/ (1 —w)" 'u du
X Jo

n—oo

e integrando por partes (n — 1)—veces esta tltima expresion, tenemos que:

~1)---1 1
(x) = lim n*. nn—1) w Ty
n—>00 xx+1D---(x+n—-1)Jo
X nn—1)---1 1

= li . . ,
oo’ xx+1---(x+n—-1) x+n

entonces
n'n*

o0
I'x)= t*le7tdt = i . 1.6
(x) /0 ¢ nggox(x—kl)---(x—i—n) (16)
Por lo tanto f(x) = I'(x) para0 < x < 1. Como f(1) = I'(1) = 1, tenemos
la igualdad de las dos funciones para 0 < x < 1. Las relaciones f(x + 1) = xf(x)
yI'(x+1) = xI'(x) para0 < x < 1, implicaran f(x) = I'(x) para0 < x < 2,
sucesivamente, tendremos f(x) = I"(x) para cada x > 0, como sefialado.

O
Nota. Notamos que si —1 < x < 0, entonces de I'(x + 1) = xI"(x) obtenemos:
r 1 ! x+1
r(x) = F'x+1 — lim nn
n—oox(x +1)---(x+n)(x+n+1)
. n!n*
= e x(x4+1)---(x+n)
. . . nln*
De aqui concluimos que la expresion lim vale para todo x #

n—oo x(x +1)---(x +n)
0,—1,-2,...

1.2.2 Representaciones de la Funcion Gamma

Desde que Euler empezo a trabajar en la interpolacion de los niumeros factoriales, di-
ferentes matematicos han representado la funcion Gamma de diferentes maneras. En esta
seccion exhibiremos algunas de las representaciones mas comunes de la funcion Gamma
y demostraremos su equivalencia.
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Observac¢ao. (Limite de Gauss) De la demostracion del Teorema 1.2.18 concluimos que
para todo x # 0,—1,—2, ... se verifica:
nln*

Fx) :nin;ox(x+l)(x+2)---(x+n)'

Observagdo. Enlaseccion 1.1, vimos alginos antecedentes historicos de la funcion Gam-
ma y, alli observamos que, al interpolar el factorial de un niimero, Euler representd esta
interpolacion como un producto que convergia en el infinito, por ello tenemos la siguiente
representacion, que es equivalente a la encontrada en el teorema de Bohr-Mollerup, la que
dice que para x > 0:

s nl(n 4+ 1)*
Fey = nlglolo x(x+D)(x+2)---(x+n)

que resulta ser una expresion equivalente, en el limite, a la expresion que usaba Carl Frie-
drich :

La Constante de Euler-Mascheroni ()

Consideremos la siguiente sucesion:

1 1 1
Sp=14+=-4+-+...+——In(n).
2 3 n

Sin — oo tenemos lim S, = oo — oo y sabemos que oo — oo’ es una forma indefi-
n—oo

nida, pudiendo ser convergente o divergente. Calculemos los primeros términos de esta
sucesion:

Sy =1-1In(l) =1

1
S2 =1+ 5 —In(2) ~ 0.8068528194

11
S3 =1+ 5 + 3 —In(3) ~ 0.7347210447

S10 ~0, 6263831610
S50 ~0, 5871823229

S100 ~0, 5822073317
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estos calculos parecen indicar que la sucesion {S, },en converge. Euler fue el primero en

probar que la sucesion converge a un limite que llamo y. Esto es: {Sy; }neN o7 y. Hoy
este limite es conocido como la constante de Euler-Mascheroni (y & 0,5772156649 ), es

n
1
decir tenemos: y = lim (Z — —In(n)).
n—o00 n
k=1
Antes de probar que esté limite existe, probaremos algiinos resultados previos:
1
Lema 1.1. La sucesion a, = 1+ 3 +...+ — —In(n 4+ 1) es creciente para todon € N
n

Prueba. Tenemos que:

1 1 1 1
—ap=14+-+...+ ———1 )—(1+-+...+4—-1 );
Ap+1 —dan +2+ +n—|—1 n(n +2) (+2+ +n n(n + ))

esto es: .
an41—ap = —— +In(n + 1) —In(n + 2) (1.7)
n+1

aplicando el teorema del valor medio a la funcion y = In(x), entre los puntos (n + 1) y
b) —
(n + 2), tenemos que w = f’(c¢) con ¢ € (a, b), entonces:
—a
In(n +2)—In(n +1) 1

P P = cem+1,n+2)

In(n +2) —In(n + 1) = b ,0 € (1,2)
n

+6
1
Inn+1)—Inh+2)=——— ,0€(1,2) (1.8)
n+0
1 1
de (1.7) y (1.8) tenemos que ay+1 —ay = —— + In(n + 1) —In(n + 2) = —
n—+1 n—+1

1 6—1
= como 6 € (1,2), entonces obtenemos que a —a, =
nt6  m+Dn+0)’ (1,2) que dn+1 — dn
0—1

> 0, por lo tanto, a,+1 — a, > 0, entonces a,+1 > ay, por lo tanto,

(n+ 1) +6)
(an)nenN es creciente, como queriamos probar. O

1
Lema 1.2. La sucesion s, = 1 + 3 + ...+ — —In(n) es decreciente para todon € N
n

Prueba. Tenemos que:

1 1 1 1 1
—sp=l4+-4+...+-4+—-1 D—({l+z+...+--1
Sn+1 = Sn tote ot n(n +1) (+2+ + n(n))
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esto es: )
Sn41 — S = —— +In(n) —In(n + 1) (1.9)
n+1

aplicando el teorema del valor medio a la funcion y = In(x), entre los puntos (n) y (n+1),
f(b) — f(a)
b—a

tenemos que = f’(c) con ¢ € (a,b), entonces:

I+ D=0 _ 1 g
C

(n+1)—(n)
1

| 1)—1 =—— ,0€(0,1

n(n D) —In(n) = ——— .6 €(0.1)

1 —1 1)=—— 1 1.1

nn) ~In(n +1) = ——— 6 0.1) (1.10)
de (1.9)y (1.10) t - ! +In(n)—In(n+1) = ! L _
e (1.9)y (1.10) tenemos que S, +1 Sn_n—}—l n(n)—In(n = Tl i e

6—1 6—1
——— ycomo 8 € (0, 1), entonces tenemos que s —y = <
n+)n+6)” ©.1 WS = G D + 0)

0, por lo tanto. s,4+1 — 8, < 0, entonces 5,41 < Sy, por lo tanto, (s,),en €s decreciente,
como sefalado. O

Lema 1.3. Para las sucesiones {a, }neN V {Sn}neN, definidas en los lemas 1.1y 1.2, se
cumple que s, > a, para todon € N

1 1 1 1
Prueba. s, >ansiysolosil+§+...——ln(n)> 1+§+...——1n(n+1)siy
n n

1 1
solosiIn(n + 1) — In(n) > Osiysolosiln(l + —) >0ycomol+ —>1Vn €N,
n n
tenemos lo anunciado. O
Teorema 1.2.19. (5,)neN ¥ (@n)neN, definidas en los lemas 1.1y 1.2, convergen al mismo
limite.

Prueba. Del lema 1.3 tenemos que s, > a, Yn € N y por los lemas 1.1 y 1.2 sabemos
que sy es decreciente y a, es creciente, por lo que:

S1 >8> ... >4y > ...dx > Ay

cona; = 1 —In(2) ~ 0,3068528194y s; = 1 — In(1) = 1 por tanto, s, esta acotado
superiormente por 1 e inferiormente por 0, 3068528194 (0, 3068528194 < s, < 1) .Con

lo que (sn)neN s decreciente y acotada, asi converge. Sea y = lim sy,.
n—o0

Falta ver que lim a, = y. Para ello notemos qu:e lim (s, — a,) = lim (In(n +
n—>o0 n—>oQ n—>0o0

1
1) —In(n)) = nll)n;o (ln (1 + ;)) = In(1) = 0, por lo tanto, nli)rgosn = nli)noloa,, =y,
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como sefialado. O

El valor limite y se conoce como la constante de Euler-Mascheroni. usando esta cons-
tante, Weiertrass obtuvo una expresion para el reciproco de la funcion Gamma

Proposicion 1.2.20. (Producto de Weiertrass)
Parax #0,—1,=2,--+ yy = limysoo (Y p—1 7 — In(n)) se verifica:

Prueba. Representemos la funcion Gamma, como el limite de Gauss, dado en la observa-
cion :

nln® n*x
I'(x) = lim = lim =
n—>oox(x+1)(x+n) n—)oomx(x+1)(x+n)
: n* : n*
anl{réox. GFD G2 = Jm, XA+ 01+ 5 (1+2)
n
podemos escribir n* = *¥(nM=1=3—.=3) _ox+3+.+3 entonces
nx ex(ln(n)—l—%—...—%) .ex+%+...+%
lim = lim =
n—>co x(1+x)---(1+%) n—ooo x(I4+x)--(1+%)
= llm ex(ln(n)_l_%_”'_%) . l . ex . €= cee en =
n—>00 x 1+x (14+3) (1+3)

= lim e ty—hn@) . jim [x—l.(1+x)—1ex...(1+i)—1e%] =
n—>00 n—00 n

n
. 1 1 x\ 1
g X limn—oo (14 3+t —In@) | 4 (1 T) et
i

n—00 -

1=

1 1
y como vimos lim (1+—=+...+——In(n)) = y, con y la constante de Euler-Mascheroni,
n—00 2 n

por lo tanto:

S

— e8]
yx e

e
ro==—-Ilgrx

n=1

y el reciproco de esta expresion es conocida como la formula de Weiertrass, a saber:
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O

Usando el producto de Weiertrass tenemos que la funcion Gamma se representa por la
expresion:
—yx

r(x) = ex I1 (1fz)' (1.11)

n=1

Representaciones Integrales

La definicién 1.2.1 nos entrega una representacion integral de la funcion Gamma, co-
nocida como la integral de Euler. Esta no es la iinica representacion en forma de integral
de esta funcién. Por ejemplo, la que entrega la observacion y que esta dada por:

o 2
I'x)= 2/ Y2 le™ 7 dy.
0

En lo que sigue, veremos otras representaciones.

Proposicion 1.2.21. Para a > 0 tenemos:

o0
I'(x) =ax/ y*lem® gy,
0

Prueba. Usando la definicion 1.2.1 y el cambio de variables ¢ = ay tenemos el resultado.

O
Proposicion 1.2.22.
o0
I'x) = / e " dy.
—00
Prueba. Es solo usar la definicion 1.2.1 y el cambio de variables ¢ = e”. O

Proposicion 1.2.23.
o0 1
F'x+1)= / e Y dy.
0

Prueba. Nuevamente usamos la definicion 1.2.1y el cambio de variable y = * se obtiene
el resultado.
O
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1.2.3 Funcion Beta de Euler

La funcidn beta se origina de la integral de Euler | x°(1 — x)"dx y que Legendre
llamo primera integral de Euler. La forma moderna de la funcion beta es:

Definicion 1.2.4. Para x, y > 0, la funcion beta se define por

1
Bx.y) = /0 10— gy,

Aligual que la funcion Gamma, es facil ver la funcion beta es convergente para x, y >
0.

1
Teorema 1.2.24. La integml/ t*7 (1 — 1)’ tdt converge para x,y > 0
0

Prueba. Como en la funcion Gamma, separaremos la integral como la suma de dos inte-
grales y veremos su convergencia por separado:

! 1
/ N1 = =/2t"‘1(1 — 0¥ ldr +[ N1 — 1)
0 0 1

=1 + 1.
1 x—1 y—1 x—1
ParaI;,0 <t < > tenemos que ¢ -(1—-1) < 2t*7, entonces:
1 1
> ) t*72 ) 27X _ g* 2—x+1
I < 2/ *'dt =2 lim |—| = lim = .
0 a—>0t [ X |, a—0+t X X

1
Para la segunda integral, cuando 3 <t <1, tenemos: t* 1. (1 =) 1 <21 —1)> 7y
entonces:

1 a
1—1¢)”
I gz/ (1—1)""dt =2 lim -
1 a—1— -y 1
2 2
27Y —_ (1 =a)
—2 lim 27 -(-a)
a—>1— y
2—y+1
oy

Esto establece la convergencia de la funcion beta para x, y > 0. O
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Como sucede con la funcion Gamma, la funcion beta tiene diversas representaciones
y propiedades:
3
Proposicion 1.2.25. 8(x,y) = 2/ sin>*~1(8) cos?? "1 (9)d6.
0
Prueba. Usando el cambio de variable t = sin’(6) y reemplazando en la definicion 1.2.4
tenemos:

T

B(x,y) =2 /0 * §in?*1(6) cos?? " (8)d6.

O
oo ty—l
P icion 1.2.26. ,Y) = —dt
roposicion B(x,y) /(; TS
1
Prueba. Usando el cambio de variable t = —, y reemplazando en la definicion 1.2.4
u

tenemos:

1 x—1 -1 0o
_/ (l) (1 _ l)y w=2du =/ W (= 1) du (1.12)
oo \U u 1

y ahora usando otro cambio de variables, u — 1 = z y reemplazando en la ecuacion (1.12),

tenemos:
(o) Zy—l
/ A—
0 (1 + Z)x+y

Proposicion 1.2.27. La funcion beta es simétrica. Esto es: B(x.y) = B(y, x) para todo
x,y > 0.

O

1
Prueba. Dada la funcion beta B(x, y) = / t*1(1 — ¢)*"1dt y usando el cambio de
0

variable u = 1 — ¢, entonces
0
By == [ =0 au
1

:fl w1 —u)*"'du
0
=By, x),

por lo tanto,

Blx,y) = By, x).
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La siguiente proposicion expresa una relacion fundamental entre las funciones beta y
Gamma.

_rx)re)

Proposicion 1.2.28. B(x,y) = Tt
Xty

para todo x,y > 0.

Prueba. Sea I'(x)I"(y) = /
0
de variables t = a? y u = b? y el teorema de Fubini, tenemos que:

o0 oo
¥ letdy / u*~le™du, ahora usando los cambios
0

o0 o > 5
r'(x)r(y) = 4/ / e 2y dadh (1.13)
0 0

ahora, haciendo el cambio de variables a = r cos(6) y b = r sin(6), obtenemos:

r'(x)ry) =4/07 /000 efrz(r cos(0))2* 1 (r sin(0))> " trdodr

> o0
=2f cos>*~1(0) sin®’~1(60)do -2/ e 221y
0 0
© 2
ydado que B(x, y) = B(y, x) y laobservacion, tenemos que I'(x+y) = 2/ ety
0
y, en consecuencia, obtenemos: I"(x)I"(y) = B(x, y)I'(x + y). Por tanto:

_rrey)

B(x,y) = Fary

1.2.4 Formula de Reflexion

Una propiedad interesante de la funcion Gamma viene dada por la formula de reflexion.
Antes de establecer dicha formula, demostraremos la formula de Euler-Wallis:

0o 2
Teorema 1.2.29. sin(x) = x [ | (1 - n’énz)

n=1
Prueba. El resultado es cierto si x es multiplo de 7, dado que ambos miembros de la
identidad son cero. Supongamos, por tanto, que x no es multiplo de .

Notemos que si 7 es un entero positivo impar, entonces sin(zx) es un polinomio en

sin(x) de grado n y cos(nx) es un polinomio en cos(x) de grado n. Ambos polinomios
s6lo tienen potencias impares de sin(x) y cos(x), respectivamente.
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En efecto: Para n = 3 tenemos:
sin(3x) =sin(2x + x)
= sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x)
=2sin(x) cos?(x) + (cos?(x) — sin?(x)) sin(x)
=2sin(x)(1 — sin?(x)) + (1 — 2sin?(x)) sin(x)

=3sin(x) — 4sin(x)?;

cos(3x) =cos(2x + x)
= co0s(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)

=(cos?(x) — sin®(x)) cos(x) — 2 cos(x) sin?(x)

=2 cos>(x) — cos(x) — 2 cos(x) + 2cos>(x)

=4 cos>(x) — 3 cos(x);

como anunciado.

Suponemos, inductivamente, que el resultado es cierto paran = 3,5,...,n — 2 . En
particular sin((n—2)x) = P,—3(sin(x)) y cos((n—2)x) = Qn—2(cos(x)) donde P,_,(x)
y On—2(x) son polinomios de grado n — 2 en x y con s6lo potencias impares de x (sin
término constante).

El resultado para n se deduce ahora de la expresion
sin(nx) = sin((n — 2)x + 2x) = sin((n — 2)x) cos(2x) + cos((n — 2)x) sin(2x)

a la cual aplicamos las hipétesis inductivas sobre sin((n — 2)x) y cos((n — 2)x).
Notamos que la funcion sin(nx), se anula cuando x es un multiplo de % de modo que,
cuando n es impar, podemos escribir:

3(=1)

sin(nx) = K - sin(x) r:l_ll (sinz(x) — sin® (%)) . (1.14)

Esta expresion es asi ya que, cOmo vimos, sin(zx) es un polinomio en potencias impares
de sin(x) que se anula en los miltiplos de 7-. La ecuacion (1.14) también puede escribirse:

sin (%)

o) sinz(x)
sin(nx) = Kp -sin(x) [ (1— ) (1.15)
r=1
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En estas expresiones las constantes K, K5 son independientes de x, pero pueden depender
de n.
Reemplazando en la ecuacion (1.15) el valor de nx por x, tenemos que:

X -1 sin? (%)
sin(x) = K> - sin (—) 1_[ <1 — —") .
n/ " sin (%)
Asi, para los valores de x considerados se tiene

| sin(x) ;%(n_l) _sin2 (%))
Kz_{sin(f)}. l_[ (1 sin(%) ’

r=1

En esta altima identidad el miembro de la izquierda es independiente de x, y por con-
siguiente, lo mismo debe acontecer al de la derecha. Para determinar su valor comun,
hagamos x — 0, entonces

Ky = lim S sin(x) _
x—0 sm( )

La igualdad de la derecha se obtiene aplicando la regla de I’Hopital.

Luego, para todos los valores de x considerados y para todos los enteros positivos 7,
se tendra:

sin(x) = n - sin (%) l_[ sin(ﬂ)

r=1
Aqui, las funciones f; (n)(x) estan definidas por: f.(n)(x) = 0, sir > % y fr(n)(x) =

s ()

oD G ()
(1_ n )—n s1n< )]‘[ A+ ). (1.16)

casor < %

sin (££)”
Ahora, como para 0 < 6 < 7 se cumple que =2 < sin(f) < 6, obtenemos para n > 2‘x |
que:
x2 n?n? x2
| fr(n)(x)] < a2 a2
O

-~ 140 . nz'xz
Observagao. De este ultimo resultado, vemos que sin(x) = mwx 1_[ 11— , en-
n%n

n=1
s1n(7rx) lo_o[ ( )

tonces
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Ahora podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 1.2.30. Formula de reflexion de Euler:

ruﬂxuﬂngi%aw¢z

Prueba. Dado que la funcion Gamma tiene varias representaciones, usaremos I (x) =
*n
n*n!

li
nggox(x+ 1)"'(X+l’l)

, entonces

*n! nl=*p!

FPort-x = lim o iy nrion

_ n n!-n! _
_ni>m00n+1—x‘x(l+x)(1—x)(2+x)(2—x)~~~(n+x)(n—x)_
— [ . (1-2:3--m
= x(1=x2)(4—x2)---(n2 —x2) = 1560 x(1=x2)---(n2—x2)

1 . 1

= lim = lim =
n—oo 1;%62 L n2n—2x2 n—00 (1 —x2)(1 — X2y (- 2)
. 1 1 1 T
= lim = = =

> x2 2 sin(7r x) in(mTx :
T x :’_—1 (1 _nz) I [i’f’_—l (1 ;C2) m sin(x)
O

Otra manera de probar la formula de reflexion de Euler, es utilizando una integracion
de contorno en el plano complejo.

Prueba. Hagamos 0 < x < 1y usemos el hecho que B(x,y) = Lo y B(x,y) =

TGty)
0 x—1
/0 (1 + 1)*+Y dt. Hacemos (x,y) = (x, 1 — x) y tenemos que
r'x)r{a- oo px—1
,B(x,l—x) = M — F(X)F(l—x) :/
I'(x+1-x) o U+0
x—1
Ahora para calcular este integral, lo hacemos mediante la integral de contorno: / dz
cl—:z
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Figura 1.4: Contorno para integral compleja.

Donde el contorno C = C; U C, U C3 U C4 consiste en dos circunferencias centradas en
el origen y de radios R y € respectivamente, como muestra la figura 1.4. Por el teorema

de residuos tenemos:
Zx—l
dz = 2xi,
C 1—z
entonces

x—1 x—1 x—1 x—1
—2711’:/ ol dz+/ ol dz+/ ol dz+/ = a (1.17)
C]l_Z Cz]—Z C31_Z C41—Z
donde C; es la circunferencia exterior de radio R, C, denota el segmento que va desde
—R a —e,C5 denota el radio interior € y Cy4 es el segmento que va de —e a —R.

Entonces para el circunferencia exterior hacemos el siguiente cambio de variable z =
Re'? y tenemos:

x—1 T Rx—1 i(x—1)6 . T iRX ix6
I =/ : dz:/ e—.ed(Re‘e)z/ ‘—e_ede
cl-z —x 1—Re! _z 1 — Reé?

y dado que 0 < x < 1 tenemos:

T RX ix6@
L= tim | 225 _as,
R—oo J_; 1 — Rel®
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entonces
T l-RxeixH |R|x
1= g |7 < [
R—oo|J—7 1— Re’g R—>oo
. R*0
= lim
R-oo R—1|_,
x
=27 lim
R—-oo R—1
_ (0]
T oo

aplicamos 1°‘Hopital y tenemos:
|11 <27 lim xR* ! =0,
R—o0
por lo tanto, I; = 0.
i0

Para la circunferencia interior, I3, hacemos el siguiente cambio de variable z = €e'” y
tenemos:

x—1 T _x—1 l(x 1)60 — X ,ix0
I =/ L 4z =[ 6—d(eel")_/ %d@,
c; 11—z . 1 —eei® z 1—e€é

entonces

-7 x ,ix0

. iete
I3 = lim ——d#b,
e—0 ), 1—eei?
por lo que:
) - lexetxﬁ . - |€|x
[I3] = lim / ———df| < lim de =
e—0|J; 1 —ceif €—>0 e—1
X0 |7"
= lim
e~>0e—1|,
x
= 27 lim —
e>0¢€—1

:O,

por lo tanto, I3 = 0.

Para el segmento que va desde la circunferencia exterior a la circunferencia interior y para
el segmento que va desde la circunferencia interior a la circunferencia exterior, C, y Cy,
escribimos z = —t = te™ y z = —t = te~ ™' respectivamente. Entonces reemplazando

en (1.17) tenemos:
0 . x—1 ixm 00 (x—1,—ixm
t e t
/ T [ C e = —omi,
o 1+t 0 141
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entonces

/OO ! dt [e—iXH _ eixn]
o >

141¢

oo sx—1 :
t 2mi
/(; 1+ tdt = eixmw _ e*ixn

y dado que sin(x) = %, entonces
0o tx—l T
| = s
o 1+1¢ sin(7r x)

r)r(—x) =

por lo que:

por lo tanto:

sin(x)’

Proposicion 1.2.31. (Formula de duplicacion para la funcion Gamma):
22271P () (x + 1)
VT '

Prueba. Dada la definicion de la funcion beta 1.2.4 y la proposicion 1.2.28 tenemos la
siguiente relacion:

I'2x) =

[F(x)]z /1 x—1
,X) = = (11—t dt 1.18
porx) = oy = [ €= (1.18)
. . u+1
y usando el cambio de variable ¢ = , tenemos:

1 1
21—2x/ (1 _ M2)x—ldu — 22—2x/ (1 _ M2)x_ldu
-1 0
ahora, usando el cambio de variable u = /v tenemos que:

1
Pl x) =272 /0 VI ) = 22 )

12 r(;)r(x) _ 27l (x)
rx+13) Fx+13)

(1.19)
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y dado que las ecuaciones (1.18) y (1.19) son iguales, entonces:

2172 /7l (x) [T ()P
rx+%4H — rex’

por lo tanto:

227IP(x)M(x + 1)

I'2x) = N

1.2.5 Aproximacion de Stirling—De Moivre

Para el calculo aproximado del valor de la funcion Gamma podemos usar la aproxima-
cién de Stirling-De Moivre.
Proposicion 1.2.32. Sea x > 0, entonces:

1 139 571
288x2  51840x3  2488320x*

(x) ~ V2rx*"2e=%(1 + ot +0(x7?%)

Prueba. Sea x > 0, entonces usando la definicion de la funcion Gamma 1.2.1, tenemos
o0
'x+1)= / t*e~"dt. Haciendo el cambio de variable t = x(1 + u), tenemos:
0

o0 o0
I'x+1) =/ (x(1 4+ u) e >0+ xqy = / x*(1+u)*e ™ e ¥xdu
-1 1

%) 00
=/ xx+le—xe—xuexln(l+u)du — xx+le—x / ex(—u+1n(1+u))du.
—1 —1

Expandiendo la funcion In(1 + u) en serie de Taylor centrada en 0, tenemos que In(1 +

( 1)k+1 k
u) = Z , luego:
o k+1, k 2 > k+1 k
_ (=1 u® u- (=1 U
—u—i—ln(l—l—u)——u—i—zik ——u+u—2+27k
k=1 k=3
2 k+1, k
—1
_ W o DT
2 k

k=3

para |u| < 1.
Como queremos que la aproximacion final, de la serie, contenga términos de hasta el orden
S (_ 1 )k +1 uk

3 hasta el orden 10, esto es garantia suficiente

X 73, truncaremos la serie
k=3
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para obtener los primeros 5 términos de la serie final. Por lo tanto, truncaremos como:

10 (—1)k+luk

o(u) := Z —

k=3

entonces

'x+1)~ xx+1e_x/

(o] u2 oo u2
ex(—7+0(u))du _ xx+le‘_x/ e~ X5 X0 gy, (1.20)
—1

-1

Por otra parte también podemos expandir e**® como serie de Taylor para x > 1, es

decir,
o] [o I 10

xo(u (xo(u))® X (—1)k+1yk
D DD Dl D

v=0 v=0 ~ \k=3

truncaremos esta serie manteniendo los primeros 8 términos para asegurar asi los 5 prime-
ros términos de nuestra aproximacion, es decir,

8 v 10 (_1)k+1uk

e¥o) — Z );_‘ Z -

v=0 k=3
Para expresar estos términos, al desarrollar estas sumas finitas, usaremos la formula de

Leibniz, o sea:

n! o o o,
(ai+az+...+ap)" = E —— Lay’ o
o100 O
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Asi, tenemos que:

) 8 XV 10 (_1)k+1uk v 10 (_1)k+1uk
xou) - _
DD DB SRR Py
v=0 k=3 k=3
2 ( 10 k+1,,k g [ 10 k+1, k
X (-1 u X (-1 u
tor 2. k T 2. k
k=3 k=3
2
s W3t . w10 . 2 (3 w10 .
- 3 4 10 2\ 3 10
3 4
+X3 Wt . w10 w4 (w3 w10 .
6 3 4 1 4\ 3 10
6
+x5 w3 w10 . 6 (3 w10 .
120 \ 3 10 720 \ 3 10

w0 . w10 11 . ul2 . . . u10 u11+
18 21 24 27 2 24 28

S Y B L +
R TR T

3 (S 12 ; yl0 1 120 13

6 \27 64 36 45 54 63

ul4 . ull N ul3 14 . ul3 14 .
72 48 80 96 75 100

e u12+u13 u14+ u14+ .
60 72 8 790 T
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108 T35 162 Tage T
CAd VUYL [T (L
192 " 144 225 180 ' 216 '

. +u16+ . +x5 u15+ s u16+u17+
ettt o\ 2as T

SISV PPN LA P Y g +
486 432 576 0 T 540
SEEAR UL B G TP (i +
720\ 729 972 1215 7 1296 7
. 7 2! o u22 . . . 8 u24 .
5040 \ 2187 2916 40320 \ 6561
reordenando los términos anteriores tenemos:

2 2
xo) o1 N3 A N s (X e [ )
¢ ML -C R ST 7))t

n 47x%  x 8 4 X3 19x? n x\,0 x3 153x2+
480 6 162 180 ' 9 72 1400

N x) 10, 31x3 31x2\ 4 N x4 493x3+

N\ 2y, B

10 1440 280 1944 17280

3349x2\ 1, [ x* 1751x3 )\ 45 77x4
+——|u = —=- u'” 4+ -

30240 648 50400 25920

4049x3 W14 4 x5 727x4 5 x>

100800 29160 155520 7776

190261x*\ 16  23x° |, x6 503x5 \ g
S — + u — —_
2903400 77760 524880 933120

14 (u12 ulé N ( ul3 ul4 uld ulé

x6 19 107x6 20 x’ 21 x’ 22
- u u us + u
116640 4665600 11022480 2099520

8
X 24

* 264539520
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. 2\2 .
ahora usando la sustitucion u = (—) w, en la ecuacion (1.20) tenemos:
X

o0
'x+1) %xx+le_x/ e (D2 pxo ) gy
-1

1
:xx+le_x /oo e—wzexA(w) 3 (E) z dw
NIk x ’

o0
'x+1) =~ \/Ex“'%e_x/ e™0% X AW) gy

por lo tanto,

!

37

(1.21)

aqui hemos usado el cambio de variables o (1) — A(w) y, dado que la serie o (1) converge

2\2

para |u| < 1 ycomou = (— w, entonces la expansion en serie sera mas precisa si
x

x > 1. Ademas, si sustituimos en el limite inferior de la integral el valor —oo por el valor

ot
t=— (5) : tenemos, reemplazando en la ecuacion (1.21) que:

o0
I'x+1) %x/ixx"’%e_x/ e ¥ AW) gy —

—00

0 4 4 4
:ﬁ x+% —x/ —w? w_ o 6
e _Ooe X + ox  3x2)" +

(AT 2Y s (4 612 16N
— |- —=-— 4+ — |w
30x2  x3 9x2  175x3 = 5x*

(8 493 6698\ L, ( 154
243x2  270x3 ' 945x* 405x3

8098 \ ., 8 190261 \ g
- | w" - — w
1575x% 243x3  113400x%

32 1006 \ 5 428
32805x3  3645x° 18225x°
32 » 32 24
328054 7 T 206671554
40 39

+ Z Mj(x)ij + ZNj(x)wzj‘H dw.
j=13 j=1

(1.22)
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Veamos ahora como son las integrales de la forma:

o0 o0
Gn(a) := / o=t gp — / f(t,n,a)dt Y(n,a) € Z xRT.
0 0

oo
., —at? .
Para n = 0 tenemos que la ecuacion Gy(a) = / e~ dt que es la integral de Gauss,
0

NSE|

entonces Go(o) = >

o0
—ar? . .
Paran = 1 tenemos que G1 (o) = / te~®""dt e integrando por partes concluimos que:
0

1

Gi(a) = o

Ahora, derivando la expresion de G, («) tenemos:
d G (oz)

(e9)
/ fot,n,0)dt = / "2 20t = —Gpya(@)
0
y cambiando indices: n > n — 2, tenemos:

Gu(a) = —j—acn_z(a). (1.23)

1 1
Iterando (1.23) y usando que Gy (o) = 3 \/7 Gi(a) = o resulta:

 Paran par:
d d (1 _1 1 Jm
Gate) =~ Gote) =~ (5mat) = -3
d d (1 — _3\ 1:3-Jx
Gy(a) = —%Gz(a) “Ja (Z«/_Ot 2) =30
d d (1-3-n 1-3.5-/n
GG(OK) = ——G4(O[) _d_ ( = \/_) — > \/_
a\ ¢2.23 az .24

d
Gn(a) = _%Gn—Z(O‘) =
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1 1-3---(n—1
y dado el hecho que I” (n ;_ ) = (n )ﬁ, por lo tanto,

25

1 n—+1
= n+1'F( )
200 2 2

Gn(a)

» Paran = 2k + 1 impar:
G3(a) = —diGl(oz) 4 ( ! ) _ _(l._L) _ 1
Gs(a) = —diG3(oz) = —i (

o

Gr(0) =~ Go(o) = — (

d 1-2-3---k k!
Gog+1(a) = _Esz—l(O‘) T Tkt T gkl

dado que n = 2k +1, entonces k =
tenemos:

= 2t ypuesto que k! = I'(k + 1)

I'v n+1
Gula) = M
20

Notamos que esta Gltima ecuacion es la misma para n par o impar. Como en la ecuacion

(1.22) el intervalo de integracion es todo R y dado que la funcion f(¢, n, o) es par o impar
(va a depender del termino ¢"), resulta, por simetria, que

+1
oo r(*') .
/ et _ —7~ sinespar
=7 0t

- 0 sin es impar.

Se observa claramente que los términos en la integracion de

40
o0
/ e v E M; (x)w? dw entregaran un valor bastante pequefio. Notamos, ademas
oo :
j=13

00 39
que / e v’ Z N;j(x)w?*dw = 0, V;, dado el hecho que 2j + 1 es impar. Por

—00 =1

tanto, en la ecuacion (1.22), tenemos:
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r oo 1 o0
'(x+1) a/2x ¥ / eV dw — f/‘ whe™ % dw+

L/ —o0 X J—oo

4 4 oo 32 <
+—-=— / wbe ™’ duw + 7/ w24 dy
9% 3x2 ) J)_w 2066715x4
LT NG ENGN
=/2x*t2e7% - — —_— -
vooe _f s T (9x 3x2) 8
327 316234143225 1 _ 3
. . =V2nx T2 |1 - —
2066715x4 4096 } e e +

4x
4 4 15 47 2 105 4
=)=+ - | =
(9x 3x2) 8 (30x2 3x3) 16 (9)(2
612 N 16 \ 945 8 493 N 6698
175x3 5x4) 32 243x2  270x3 945x4
10395 154 8098 135135 8
64 405x3  1575x4 128 2433

190261 )2027025 ( 32 1006 )34459425+

©113400x4 ) 265 32805x3  3645x4 512
428 654729075 32 13749310575
tl825x% T 1024 32805x% 2088
32 316234143225
t 2066715x% 4096 }

y simplificando algebraicamente obtenemos:

1 4 139 571
F(x+1)%v2nxx+%e (1—}———1— - - )

12x ~ 288x2  51840x3  2488320x*

Y usando la relacion de recurrencia de la funcion Gamma I'(x + 1) = xI"(x), tenemos
que:

1 1 139 571
r V2T rem (1 - 0(x7?)),
()~ V2rxt e (4 o+ SeR? T S1sa0n3 | 248832008 T O )

siendo O(x™2) el error estimado.

De esta aproximacion concluimos que:

1 1 139 571
I'(x) ~ V2xx*~ 7e_x(l—{———i—

- - -5
2x T 288x2 184003 zassazond T O )
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Observac¢ao. Usando la tultima expresion con x = n € N grande tenemos:
'(n) ~ 2"z,

1.2.6 Formula de Multiplicacion de Gauss

Otra propiedad de la funcion Gamma, que es de utilidad, se resume en la formula de
multiplicacion de Gauss:

Teorema 1.2.33.
n k -1 1 m
[1r (x + —) = 20)"T nE M (nx) Vx ¢ (——;m c N) .
o n n

Prueba. Usando la formula de recurrencia de la funcion Gamma tenemos que:

F(x—i-]i)=F(x+]i—1+1)=(x+1£—1)1"(x+§—1).
n n n n

Por otro lado, usando el limite de Gauss sabemos que

X

) . m!m
x) = lim )
m—o0o x(x + 1)---(x +m)
entonces:
| x+%—1
Fle+®) = (x+521) tim mm
n n m—>00 k k
x+—=1)-(x+—-—4+m-1
n n
mim* T e—1

)l )
x+—)-|x+—-—+m-1
n n

y usando la aproximacion de Stirling—-De Moivre, tenemos:
m = T(m + 1) ~/2m (m + 1" 3=+
=2mm™ (1 + l)m (1 + l) e
m m
por lo que:

1 k
2am™tzemm =1

k .
I (x * ;) - mh—I>noo (nx+k) (nx+k+n) (nx+k+nm—n)’

n n n
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de donde:
k . 2am™M e mr = pm
I'{x+—)= lim .
n m—oo (nx + k)(nx +k +n)---(nx +k +nm—n)

Ahora, si multiplicamos estas expresiones desde k = 0 hasta k = n — 1 tenemos:

n—1 n
k 2 n mn _ —mn nx—

HF(x+—)=1im( (Vom)Tm™ e m
n

k=0

m—oo \ (nx)(nx +n)---(nx + nm —n) '
m"x_%mzz;{) %nm"
"ix+ ) --mx+n—1+nm—n))’
esto es:
ﬁ R W 5 G St L
x+—) = lim .
falin n m—oo (nx)(nx + 1)------ (nx4+n—14nm-—n)
n—1
Ademas, dado que Z — es una suma de términos en progresion aritmética, tenemos
k=0 n
iy T |
Z — = —— Yy, entonces:
n 2
k=0

n k i (V270)" (mn)™m e~ mnpnx =5 "5+
1_[ I'ix+—-—)= lim ,
i n m—oo (nx)(nx +1)---(nx +n—1+nm—n)

por lo que:

1

n—1 1
k 2 n mn _,—mn nx—

l—[ (x _) li (\/ 7'[) (mn) e m 2
n

k=0

m—oo (nx)(nx +1)---(nx +n—1+nm—n)’

Ahora, haciendo la sustituciéon mn — m, obtenemos:

(o) S G

) =1
I x+n ml_r)noo (nx)(nx +1)---(nx +m—1)
j ( k) (V2" mme T T g 3
Il'fx+—-—]= lim
k=0 n m—oo (nx)(nx +1)---(nx + m—1)
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n—1

k ) ( /zﬂ)n—l /znmmﬁ-%e—mmnx—ln%—nx
1_[ r (x + —) = lim
fali n m—>00 (nx)(nx +1)---(nx +m—1)

. 1
ycomo lim +27m™t2e ™ = m!, entonces:
m—00

n—1

k ) ( /zn)n—lm!mnx—ln%—nx
1—[ I'(ix+—-]= lim —
0 n m—o00 (nx)(nx +1)---(nx +m—1)
m!mnx—l

= (@m)"T n2 " lim -
- m—oco nx(nx + 1)---(nx + m—1)

_ Iphx—1 _
—= (271)%}1%_”" lim mm Jpx—D)
m—oonx(nx +1)---(nx +m—1) (nx—1)
m!mnx—l

n—1 1
=27) 2 p27 ¥ —1) I .
—=(@m) " (nx )ml—I>noo (nx — Dnx(nx +1)---(nx +m —1)

Usando, nuevamente, el limite de Gauss, tenemos:

n—1
k n—
l_[ r (x + —) = lim (Zn)Tln%_"x(nx —DI(nx —1),
n m—o00
k=0
por lo tanto,
- k -1 1
l_[ r (x + —) =Q2m) 2 n27"I'(nx)
k=0 "
para todo x ¢ (—ﬂ; m e N), como anunciado. O
n

1.2.7 Funcion Digamma

Una herramienta para calcular la derivada de la funcion Gamma es la funcion digamma
o también llamada funcién psi
Definicion 1.2.5. Se llama funcion digamma, denotada por ¥(x), a la funcién ¥ (x) =

I‘V/
F((j)),parax #0,—1,-2,....

De la formula de Weiertrass:

) = xe" [, (1 + f) e, aplicando logaritmo
X n

natural en ambos lados tenemos:

(I () = In(x) + yx + 2 [n (1+ ;—C) - %] ;
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derivando esta expresion, con respecto a x, tenemos:
o0

') 1 1 1 1 1 s 1 1
T —x“ﬂ;(n'mp‘n)—x”ﬂ;(nﬂ—n)

1

entonces

I'(x) 1 1 1
Y (x) I'(x) _;_V—F’;(Z_n—kx)
1 1 1 1
Y(x) ___V+Z(;_x+n—1 x+n—1 n+x)

{I/()_ l_}_i l # + I zn: ;_ 1
* __y_x n x+n-—1 ni>m00 x+n—1 n+4+x
n=1 k=1 | —— ——
telescopica
1 & /1 1 1 1
Ux)=-y—— - Iim [ — — ,
x) v x+’;(n x+n—1)+n—>00(x x+n)
por lo tanto,

1 1 = x—1
Y@ = _y+2(;_x+n ) Zn(x+n—l)

n=1 =1

En el calculo anterior hemos supuesto que 17(x) > 0 (para tomar el logaritmo). Es
facil verificar que la misma expresion es valida para el caso en que I'(x) < 0. En efecto,
en esté caso usamos la expresion:

oo

rig = )

n=1

Por tanto, el calculo vale para x # 0,—1,-2, ...

Al igual que la funcion Gamma, la funciéon digamma tiene varias propiedades intere-
santes, como su propia féormula de recurrencia, diferentes representaciones integrales, for-
mula de reflexion, etc.

Proposicion 1.2.34. (Férmula de recurrencia para la funcion digamma): Para x #
0,—1,-2,... tenemos que :

Wi+ 1) = W) + %
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Prueba. Ocupamos la féormula de recurrencia de la funcion Gamma:

'x+1)=xI(x),

aplicando logaritmo natural en ambos lados de la igualdad y luego derivando con respecto

a x, tenemos que:
Nx+1) I'x) 1

I'x+1) TI'(x) x’

por lo tanto,
1
Ux+1)=v(x) + T
O

Proposicion 1.2.35. (Formula de reflexion para la funcion digamma): Para x ¢ 7. tene-
mos que :
Ul —x)—W¥(x) = mcot(mwx).

Prueba. Ocupamos la formula de reflexion de Euler para la funcion Gamma:
rord—x)y=———,
sin(x)

aplicando logaritmo natural en ambos lados de la igualdad y luego derivando con respecto
a x, tenemos que:

I'x) I'1-x)  mcos(rx)

I'x)y TI'(l-x)  sin(zx) ’

por lo tanto,
Ul —x)—W(x) = mcot(mwx).

O

Proposicion 1.2.36. (Formula de duplicacion para la funcion digamma): Para x #
0,—1,-2,... tenemos que :

20 (2x) = 2In(2) + ¥ (x) + ¥ (x + %) .

Prueba. Ocupamos la formula de duplicacion para la funcion Gamma:

227IP ()M (x + 3)
NG :

aplicando logaritmo natural en ambos lados de la igualdad y luego derivando con respecto

I'(2x) =
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a x, tenemos que:

I'Q2x)
Fan ~ @+ Fg r(x+3)

’

')y I (x+3)
1

por lo tanto,

20 (2x) =2In(2) + ¥(x) + ¥ (x + %) )
O

Proposicion 1.2.37. (Férmula de multiplicacion para la funcion digamma): Para x #*
0,—1,-2,...se cumple que

n—1

¥(nx) = In(n) + % Z'Il(x + %)

k=0

Prueba. De la formula de multiplicacion de Gauss para la funciéon Gamma tenemos:

n—1
1—n 1 k
I = (2 2 nx—z I —
(nx)=Qn) 2z n 1_[ (x—}—n),

k=0

aplicando logaritmo natural en ambos lados de la igualdad y luego derivando con respecto
a x, obtenemos que:

por lo tanto,

14 k
¥(nx) = In(n) + ~ dow (x + ;) .

k=0

Otras Representaciones de la Funcion Digamma

La funcion digamma, al igual que la funcion Gamma, tiene otras representaciones,
como las siguientes:

Teorema 1.2.38. Para x > 0, tenemos:

a) Y(x) = /000 ; (e_’ - ﬂ-i—;t)x) dt (Dirichlet)
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b) W(x) = fo ” (i_ e_Xt_t)dt (Gauss)

t 1—e

Prueba. a) Evaluamos la integral doble:

N oo o0 S
/ / e dtdx = / / e dtdx.
1 Jo o J1

Evaluando la integral del lado izquierdo tenemos:

S o0
/ / e_txdtdxzf lim / dtdx
l 0 w—>00
=/ |:11m ( ¢ ) i|dx
1 [w—oo X 0

P —wx ] (1.24)
=[ |: lim (_e + —)]dx
1 [w—oo X X
= /‘S la’x = In(x) ' = In(s)
1 X 1

Evaluando la integral del lado derecho:

o] s 00 e—tx §
/ / e dtdx :/ (— )dx
0 1 0 X
o0 —S5X —X
=f (_e + e_) dx.
0 X X

Usando la igualdad (1.24), en la integral anterior, tenemos:

0o pS 00 ,—X __ ,—SX
/ / e Fdrdy = / € TC gy = Ings). (1.25)
0 1 0 X

Ahora, usando (1.25), calculamos la integral doble:

- —s(1+t)
/ / ; — dsdt.

Para ello, integramos primero con respecto a ¢:

— —s(1+41)
/ / ¢ T dids =
—t _ _—st
/ / I—S( le )dtds
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y por (1.25), tenemos que:

—t _ ,—st 0
t 0

Ahora integrando la integral doble con respecto a s tenemos:

e’} o0 x—1,—s
I =/ / Y8 (et — e )dsdt =
o Jo !
00 ¢X— 1 e™s —st
/ / -1 _S—dsdt—/ / ——dsdt.

o0
En I, tenemos que: / s*le™Sds = I'(x); y para evaluar I, usamos el cambio de

0
variable s(1 + t) = u. Por tanto:

0 o=t © u x=1 _, du
I:F(x)/0 Tdt—/o /(; ((1+t)) e t(l—i—t)dudl

B oo e—t oo F(X)

©1/( 1
=ro [ (¢ - ) @

y como (1.26) y (1.27) son iguales, entonces:

F’(x):F(X)A ;(e_t_(l_:l)x)dt,

_F’(x)_ Ool . 1
v == ()

por lo tanto,
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b) De a) tenemos que:

¥(x)

R | 1
/ e L Var
o I (1+1)*
o0 1 1
lim (e_t — —) dt
=0t Jin(14e) ¢ (I41)*

oo e—t [e9) eu du
lim ( / —dt — / —)
e—0t \Jn(1+¢) ¢ n(14¢) (€* — 1)e">
para la segunda integral usamos el cambio de variable 1 4+ ¢ = ¢¥, entonces

[ee] —t o] ud
w(x) = lim (/ ¢ ar —/ L)
>0+ \Jin(14¢) In(1+¢) (¥ — 1)e¥*
oo o0 —Uux
= lim / - / 67‘1“1
e—>0t \Jin(1+e) U In(1+€) (e¥ — 1) o
00 00 e UX
lim (/ [ — du)
In(14+¢) U In(14¢) 1 —e™

e—>01

fux
S
€—>0F LJ/In(1+¢) T l—e

Y(x) = (eT_l—e )dt.

por lo tanto,

Aproximacion de la Funciéon Digamma

Al igual que con la aproximacion de Stirling—-De Moivre de la funcion Gamma, se
puede encontrar una aproximacién asintdtica de la funcion digamma.

Para esto introduciremos los polinomios de Bernoulli, a saber: la sucesion { B, (x)},~,
definida por las condiciones:

° Bo(x) =1.

* B(x)=nB,_,(x),n>1y
1
-/ B,(x)dx =0,n=0,1,2,...
0

Notamos que Bj(x) = 1y entonces Bi(x) = x + c. La condicion fol Bi(x)dx =0
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1
implica fol(x +c)dx =0y (% + cx)’o = 0. Esto es, % +c=00c= —%. Por tanto,

Bi(x) =x-— %

Procediendo de manera similar paran = 2,3, 4,5, 6 tenemos:

1 3 X
Ba(x) = x* —x + ; By(x) = x* = 2x% + 2
1 5 5 X
B — 4_23 2__; B — 5 T4 37
4(x) = x X" +x 30 5(x) = x 2x +3x 5 y
5 1 1
B N N ST S ST
6(x) =x X +2x 2x +42

Observamos que B3,+1(0) = B, +1(1) = 0,paratodon > 0y que B,,(0) = By, (1) =
By, paratodon > 1.
Usando estos polinomios calcularemos, dada una funcion diferenciable f(x), el valor

fol f(x)dx.

Tenemos fol f(x)dx = fol f(x)Bo(x)dx = fol Jf(x)Bj(x)dx. Integrando por partes
tenemos:

1 1
/ f)dx = / F()B) (x)dx
0 0
1
— F@BWI - [ 0B
0
Ly s pop -k / | By
2 2 Jo 2
1
— G+ 1) =3 | FBawly = [ 77 Bats]
0
=2 )+ )~ 5 [F/() = £'0)] Ba(0)+

1
S AT
=G0+ o) - 22 () - o)+

1 ! 4 /
+g | B
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= W+ FO) = 2 (/1) = ') + ¢ [ /) Bsx)]g -

1
- / f’”(x)&(x)dx}
1 1
—Lm+ oy -2 (- o) - / () Bs (x)dx
“Lymr o - 2w o)L / () By () dx
1

S+ FO) =2 (£~ £0) - [f’”(x)B4(x)|0 -

l\)

- / f(’”)(x)B4(x)dxi|

=L UM+ 1O = 2 (70~ @) = 22 (")~ 17 O) +
120 [ £ (x)BL(x)dx

=5 )+ FO) = 2 (£() = 1) = 52 (/") ~ £"©) +
= [f“”’(x)Bs(x)] [ f@)(x)Bs(x)dx}

=5 )+ ) = 22 (/1) = ') = 52 (77 = 1" 0) -

720
=3 (f(l) + f(0) - = (f (D)= f'0) - % (/"= f"(0) ~

/ £O () By(x)dx

1
720 [f(”)(x)Bs(x)( - / f<”"><x)36(x)dx}

=3 (f(l) + f(0) — = (f’(l) - 1) - & (f”’(l) - 1) -

% (1) - f(”)(O) )+ 5ag [ /0B

720 720
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y asi sucesivamente para obtener la relacion:

[ rax =31+ s01 - Z(Zk), [Fe4Da) - reD0)] +

1
+(2n)!

/ 7™ (x) By, (x)dx.
0

Ahora si reemplazamos f(x) por f(x + 1) tenemos fol fx+ dx = f12 f)du. Por
tanto, podemos hacer el calculo anterior con g(x) = f(x + 1) para obtener:

1 1 n
| stax =) +0)- 3 o [¢#m - 0] +

1
+@ /0 ¢CM () Byn (x)dx,

esto es:

n
Boy

2
/1 f(x)dx =1 f@ + f)] - Z bl [r&D@) - Fe D))+

o [ £ (x + 1) By (x)dx.

A partir de los calculos para fo dxy fl f(x)dx tenemos
2 1 2 1 1
| rwar= [ s+ [ rwds = 20+ 10+ 3 0

3 % (1 D@) - @)+

+ Gl / M (x4 1) B (x)dx.
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Podemos continuar para calcular f,;"_l f(x)dx como fol f(x + m)dx y obtenemos
m 1 1
| sy =35 + 1)+ 1)+ 5 o)

$ [ o)

) / Bon 555 £ 27 (x + k) (x)dx.

Esta ultima ecuacion recibe el nombre de formula de suma de Euler-MacLaurin

Aplicamos lo anterior a la funcion: f(x) = W y tenemos que:
z4+x

"™ o1 1

m m d
/0 f(x)dx:/o (Z+x)2:_z+x0 z z4+m

Asi, usando la férmula de la suma de Euler-MacLaurin, tenemos que:

1 1 1 1
S = O S @ S =) 4 3 )

3 (g0 4

1 n—1
+—— [ Bo(x)) f@(x+k)dx =
i, e %

1 1 1 1
+(z+1)2+'”+(z+m—1)2+(z+m—1)2_

~ Bau ((=D@K)!  (=D(k)!
_kz=:1 (2k)! ((z + m)2k+l 2kl )+

1 n—1
/ Bon(x) Y M (x + k)dx.
0 k=0

+ (2n)!

53
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Considerando n > m y haciendo n — oo tenemos:
x x

1 1 1 BZn
;—22—2+Z(2+n)2 Zzzk+1'

n=1 n=1

Ahora podemos establecer el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.39. (Aproximacion de la funcion digamma) Para z # 0,—1,—1,-3,---
tenemos:

1 1 1 —6
W(Z)%ln(z)—z—ﬁ-i-m-i—O(z ).

Prueba. De la seccion 1.2.7, consideramos la expresion de la funcion digamma:

(1 1
ve =+ 3 (4= )

n=1

Derivando, con respecto a z, tenemos que:

o0 o0
1 1
¥'(z) = E ——— ent Viz+1) = E —_—
(2) 2 EE— entonces ¥’ (z ) 2. G in)?

De esta forma, tenemos:

z 0z2 (z +n)? z2n+1
n=1 n=1
1 1 , >, By,
ZZE-F‘I/(Z-FD— Tantl
n=1
’ [e%e) B2n . o .,
entonces ¥'(z + 1) = — — 32 +> g1 © integrando esta ultima expresion con
z z z
respecto a z, nos da que:
1 X B
U(z+1) =)+ 5 - > 2nz;n +Cy.
n=1
Se puede probar (ver ) que C; = 0, por lo que:
1 & By
' 1)=1 — — .
@+ 1) =In@)+ 2z Z 2nz2n

n=1
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Asi, usando la férmula de recurrencia de la funcion digamma:
1
UiEz+1)=v()+ Z

obtenemos que:
o0

1 Boy
¥(z) =In(z) — % Z 2
n=1

2nz2n

1 1
y considerando los nimeros de Bernoulli B, = 3 y By = 30’ tenemos:

1 1 1 6
W(Z)%ln(Z)—Z—@—FW—FO(Z ),

que es la aproximacion que queriamos encontrar para la funcién digamma. O

1.2.8 Funcion Polygamma

Las diversas derivadas de la funcion digamma generan funciones conocidas como las
funciones polygamma.

Definicion 1.2.6. La n-ésima derivada de la funcion digamma para x # 0,—1,-2,...

€S:
n

dxn

v (x) = ¥, (x) = ¥ (x).

Al igual que la funcion Gamma, digamma, esta funcion tiene varias propiedades in-
teresantes.

Proposicion 1.2.40. Para x # 0,—1,-2, ..., tenemos que:
o0 1
YO () = ()" Y
@) = (=1 = (k + x)nt1

paran =1,2,...

Prueba. De la definicion de la funcion digamma y derivando con respecto a x tenemos
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que:

oo

vw=r+ (1)

X d (1 1
)=y —[-———
x) ];dx(k k+x—1)
e 1

VO =2 G

derivando nuevamente, con respecto a x, tenemos:

My N~ 2
Vi) = ];(k—i-x—l)y

derivando esta segunda derivada, con respecto a x, obtenemos:

lIlll/(x) — i #’
=k +x—D*

por lo tanto, tenemos que:

W (x) = W (x) = (=1)"*n! Z m

paran =1,2,... O

Proposicion 1.2.41. (Férmula de recurrencia para la funcion polygamma): Para x #
0,—1,-2,... tenemos que :

(—1)"n!

n(x + 1) = ¥u(x) + ETEE

Prueba. Usando la formula de recurrencia de la funcion digamma, tenemos que:
1
U(x+1)=v(x)+ T
derivando con respecto a x tenemos que:

V(x+1) =¥ (x)— )%
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derivando nuevamente con respecto a x, nos da que:
V'(ix+1)=v"(x)+ 2
= 3
por lo tanto,
(=) *in!

l‘l/}’L(x + 1) = lI/n(x) + xn+1

paran =1,2,... O

Proposicion 1.2.42. (Formula de reflexion para la funcién polygamma): Parax # 0,—1,
—2,... tenemos que :

n

(1= ) + (=10 (1) = (—1)" 2

P (cot(mrx)).

Prueba. Usando la formula de reflexion de la funciéon digamma, tenemos que:

U(l—x)—W¥(x) = mcot(mx)

derivando con respecto a x, nos da que:
/ / d
UV'(l—x)+¥'(x) = —nd— (cot(mx))
X
derivando nuevamente por x, tenemos que:
d2
(1 —x)—¥"(x) = m—(cot(mx)),
dx?

por lo tanto,

n

(1 —x) + (=)', (x) = (-1)"x d

I (cot(mx))

paran =1,2,... ]

Proposicion 1.2.43. (Férmula de multiplicacion para la funcion poligamma): Para x #
0,—1,-2,...ym > 1 se cumple que

1 = k
V) = s Y (x4 ).
n n
k=0
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Prueba. De la formula de multiplicaciéon de la funciéon digamma tenemos que:

¥(nx) = In(n) + ! ”il v (x + k)
n n

k=0

derivando con respecto a x, tenemos que:
n—1
/ 1 / k
U'(nx) = — E Uilx+ —
n? n
k=0
derivando nuevamente con respecto a x, nos da que:

n—1
V' (nx) = 1 Z v’ x + k ,
n3 = n

por lo tanto,

" k
(m) _ (m)
gV (nx) = TS E ' (x + ;)

k=0
param =1,2,... O

1.2.9 Funcion Gamma en el Plano Complejo

Hasta el momento hemos estudiado a la funcion Gamma considerando, como su do-
minio de definicion, el conjunto de los numeros reales, al que hemos sacado los enteros
no positivos. Segiin la funcion Gamma es una funcion de una variable real
en el sentido en que muchas de sus importantes propiedades funcionan con esta teoria.
Sin embargo, y ya en los primeros trabajos sobre esta funcion, se trato de extenderla a los
numeros complejos, pero sin mucho resultado. En esta seccion ampliaremos el dominio
de la funcidon Gamma hacia el plano complejo.

La historia indica que Euler fue pionero en el analisis complejo pero, parece no haber
considerado la posibilidad de definir el factorial de un nimero complejo. De acuerdo con

, la extension al plano complejo fue iniciado por Gauss y Legendre entregando
tablas de la funcion Gamma para valores reales. Entretanto, no fue hasta 1909 que
, basandose en estas tablas, esbozaron un grafico en tres dimensiones
de la funcion Gamma con dominio en el plano complejo:

El grafico anterior representa el grafico de la funcionz — |I7(z)|,paraz #,0,—1,—2.—
3,0,

Fue por mediados de 1930 que la funcion Gamma tuvo aplicaciones en la fisica teori-
cay en 1950, ahora usando computadores, se publicaron algunas tablas de valores de la
funcion Gamma en el plano complejo.
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Figura 1.5: Grafico del mddulo de la Funcion Gamma en el plano complejo por Jahnke y
Emde en 1948

Si extendemos la integral de Euler a los nimeros complejos, especificamente el lado
derecho del plano complejo, tenemos:

I'z) = /(;00 t?7le7tdt  (Re(z) > 0)

esta funcién, con términos complejos, coincide con la definicion de la funcion Gamma
con dominio real.

Usando el limite de Euler y el producto de Weiertrass podemos extender la definicion
para el plano complejo, excepto para los enteros no-positivos. Para la extension de la
funcién Gamma, en el dominio complejo, probaremos que tiene como polos simples los
enteros no positivos. A saber:

Teorema 1.2.44. Para z € C, la funcion I'(z) tiene como polos simples a z = —n,

. (=D
n=20,1,2,...yconresiduo Res(I",—n) = —
n!

Prueba. Sea I'(z) = [°1* Yetdt = [} 1* Ve~ di + [{°1* Te~!d1, notemos que si
o nin
. :r —t . —t (_1) 4
expandimos la funcioén e~ como serie de Taylor, centrada en 0, es e™" = E '
n!

n=0

>
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tenemos que:

I(z)

( l)ntn z—l oo —t,z—1
/Z dt+/1 e 't* T dt
1 n+z 1
Z( 1)"/
B (_l)n tn+z 1
_Z{ n! [n+2:|0

o0
dt +/ e 1P dt
1

o0
+/ e 't ds
1

o (=D)” ®
gn'(n+z) /1 e~ dr

o0
La integral v(z) = e 't?71dt define una funcion analitica de la variable z y, por

1
tanto, aplicando el teorema de residuos, tenemos que:

Res(I',—n) = zgrr_ln(z —(—n)I(z) = %n € Np.

Concluimos que I"(z) es una funcion definida en los nimeros complejos menos los enteros

no positivos, con polos simples en esos puntos y, dado este hecho, la funcion Gamma es
analitica en el plano complejo menos los enteros no positivos. O

Para ver mas propiedades de a funciéon Gamma en el plano complejo, recomendamos
ver los ejercicios.

1.2.10 La Funcion Gamma Incompleta

Para definir la funcion Gamma usamos una integral evaluada en el intervalo |0, oo[
podemos, escogiendo x, con 0 < x < oo, dividirla en dos integrales, evaluadas en ]0, x|
y ]x, 00[ y, con ello, definir las funciones y(a, x) y I'(a, x) por:

X
y(a, x) =/ t“Yetdt; R(a) >0
0

o0
F(a,x):/ t9 et dt.
X



1.2. Propiedades de la Funcion Gamma 61

Estas dos ultimas funciones estan relacionadas con la funcién Gamma por:
I'(a) =vy(a,x)+ I'(a,x).

Para el caso de que el parametro a es un nimero entero positivo, tenemos:
Proposicion 1.2.45. Paran € 77, se cumple:
n—1 xk
=m-1D[1-e*Y " =
y(n,x) = (n—1)! (1 e Z k!) .
k=0

Prueba. Sea y(n,x) = [y 1" ‘e™'d1, si integramos por partes con u = "1y dv =
e~'dt tenemos que:

P
y(n,x) =/ " letdt
0

X
—t”_le_t|g +(n— l)/ " 2e 7l dt
0
X
=—x"1e ™ +(n— 1)/ t"2e7tdt.
0

Recursivamente:

Y, x)=—x"le X ——Dx" 2 - —(n—Dlxe * + (n— Dl(—e ¥ +1)

por lo que que:
n—1 xk
=m=D'"[1=¢"* -
y(n,x) = (n—1)! (1 e kX: k!)’
=0

como sefialado.

Proposicién 1.2.46. Paran € Z% tenemos:
n—1 xk
—m—10e*y
F'n,x)=m—1)le kX: ik
=0

Prueba. Integrando por partes, al igual que en el caso anterior, tenemos para: u = t" "1y
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dv = e~'dt, entonces
oo o0
Fnx)=—1""e'|" +((n— 1)/ "ot dt
o X
=x""le™* + (n — 1)/ t"2e7ldt.
X

Recursivamente llegamos a:
Fn,x) =x"le ™+ m—Dx"2e+...+m—1le ™
por lo que:

n—1 xk

— (n _ —x A

I'n,x)=m-—1)!e kz ik
=0

como afirmado. O

1.3 Aplicaciones de la Funcion Gamma

En sus diferentes representaciones (limite, producto infinito e integrales), la funcién
Gamma puede ser, y a veces es, una importante herramienta a la hora de hacer diferentes
calculos. Ya vimos como se gesto la funcion Gamma y sefialamos sus principales propie-
dades, ahora presentaremos algunas aplicaciones.

1.3.1 Para el Calculo de Integrales

Algunas integrales lucen bastantes intimidantes, pero se vuelven mas amigables si
aplicamos de manera asertiva la funcion Gamma (o la funcion beta). Daremos algiinos
ejemplos ilustrativos y muy detallados que recopilamos de Attar (2006) y Farrell y Ross
(1971).

(o]

Ejemplo 1.3.1. Calculamos la integral/ x3e 2 dx.

0
o

Usando la proposicion 1.2.21 sabemos que: I'(x) = a* / t*~1e™4 dt. Evaluando para
0
a =2y x =4, tenemos:

o
r4) = 24/ x3e™*dt,
0

> r'é4 !
/ X3€_2xdl= ( ) :3_23
o 24 T 16 8

entonces
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(—1)"n!
W, paran,m € N.

En este caso usamos el cambio de variable u = — In(x), entonces reemplazando en la
integral, tenemos que:

1
Ejemplo 1.3.2. Probar que:/ x™(In(x))"dx =
0

0 00
e —u)" - —e "du =— e )" —1-u"e™du
0o 0
o0
=(—l)n / une—(m-‘rl)udu
0
y usando nuevamente la proposicion 1.2.21 parax =n + 1 ya = m + 1, tenemos:

R o0
I'n+1)=m+ 1)n+1/ o= m+11t gy _ (m + 1)n+1/ e~ m+Du g,
0 0

Por tanto, y ya que [;° u"e~ "D dy = (—1)" fol x™(In(x))*dx, entonces I’'(n + 1) =
(m + DT (=1)" fol x™(In(x))"dx y yaque I'(n + 1) = n! obtenemos:

(—1)"n!

1
/0 xm(ln(x))ndx = W

como pedido.

Ejemplo 1.3.3. Calcular [

N ln(x

Para este calculo usamos, nuevamente, el cambio de variable u = — In(x) y reempla-
zando en la integral tenemos que:

0 _ i o] 1
/ # = / u_%e_udu =TI (—) = ﬁ’
o) uz 0 2

/ld_x _
0 /—In(x)

esto es:

P14 1
2 1 1 4
Ejemplo 1.3.4. Calcular/ ( — ) cos(x)dx.
0 sin”(x)  sin“(x)
Haciendo la diferencia del paréntesis, tenemos que:

s ! 1 3 _ 3 1 — sin(x) 1
/0 (Sin3(x)_sin2(x)) cos(x)dx_/o ( sin® (x) ) cos(x)dx.
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Usando el cambio de variable ¥ = 1 — sin(x) y reemplazando en la integral tenemos:

0 u 3 vy _3
/1(—(1—14)3) -—du=/0 u#(l—u)"4du.

Usando la definicion 1.2.4 de la funcién beta, B(x, y) = fol t*1(1 — ¢)*~1dt; con los
valores x = % yy= %, y la proposicion 1.2.28 obtenemos que:

RN LG

1 1 3
= 2 & = u*(l1—u)"4du.
44 TE+Y /0

Ahora usando la proposicion 1.2.3 y la proposicion 1.2.7 tenemos F(%) = %F(%) y

F(%) = %p(%) = \/T;, entonces

Lrrdy [rdr
ERAC N

1
/ u%(l - u)_%du =
0

por lo tanto:

T 1 [rdP
/o (sin3(x) sinz(x)) cos()dx =

1.3.2 Volumeny Area de una Bola y una Esfera en Dimension n

Una bola n-dimensional de radio R, consiste en el lugar geométrico de los puntos,
del espacio euclidiano de dimension 7, cuya distancia al origen es menor o igual a R.
Recordemos que las coordenadas de un punto en el espacio euclidiano de dimension n, es

la n-upla (x1, x2,...,x,) € R". En forma de ecuacion, la bola n-dimensional de radio R
corresponde al conjunto de puntos (x1, X2, ..., Xx,) € R”, tales que:
it +x3 +... +x2 < RA (1.28)

Para calcular su volumen, integramos infinitesimalmente el elemento de volumen dV =
dxi ...dx, sobre la region de n-dimensiones , indicado en (1.28). Entonces el volumen
de la bola, V,,(R), sera:

Va(R) = // dx1dxs ... dxy = CyR" (1.29)
xZ4x3+...+xF<R2

donde C,, serd una constante a determinar.
Ahora, si consideramos la bola n-dimensional como un conjunto de capas (cascaras)
concéntricas, entonces tenemos que el elemento de volumen d'V,, de la capa de radio R y
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cuyo espesor es dR esta relacionado con el area A, (R) de la esfera (n — 1)-dimensional
por dV,(R) = A, dR, entonces

dVy

An(R) = T =nC,R" L. (1.30)

Veamos una manera, usando a la funcion Gamma, de calcular el valor de la constante
C,. Para ello, consideremos la funcion:

2 2 2 2
F(X1, X2, X)) = e CGTTRITtX) = =R

si integramos esta funcién sobre las n-dimensiones, obtenemos:

© 2 o0 o0 2 2 2
/ e ®av, =/ / e~ Tt g d s . dxy,
0 —00 —00

de la ecuacion (1.30), tenemos que:

e’} 2 oo >
/ e R 4,dR :/ e ®nc,R"1dRr
0 0
o0 o0 2,2 2
— / e~ G125 v d sy . dxy,
—0o0 —oo

por tanto, obtenemos:
© R2 *© 2 o 2 *© 2
nc,,/ e~ R”‘ldR:/ e_xldxl-[ e_x2a’xz---/ e ¥n, (1.31)
0 —00 —00 —00

Ahora reemplazando en el lado derecho y lado izquierdo de la ecuacion (1.31) por la
proposicion 1.2.6 y la observacion (reemplazando x por 3) respectivamente, obtenemos
que:

nCnF(%) _ Tl'%,
2
entonces .,
T2
C, =
raG+1
Por lo tanto de la ecuacion (1.29), tenemos que:
T3
Va(R) = R".
rG+1

Asimismo, sabemos de la ecuacion (1.30), que el area de una esfera (n — 1)—dimensional,
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denotada por A, (R), es:
d
ﬁ (Va(R)) = An(R),
entonces

— n — n n
nR" ‘g2 pR"zz 272 |

i 72 R" _ B R
dR\T'2+1)) T&E+1)  2r@% @& ’

por lo tanto:
273
R* 1.

r'(3)

An(R) =

Un segundo método, para calcular el volumen de una bola n-dimensional, es hacer el
calculo de forma directa por medio de un cambio de coordenadas -en el espacio euclidiano
n-dimensional- de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas.

Asi, para calcular la integral de la ecuacion (1.29): usamos el cambio de coordenadas
esféricas:

x1 = Rcos(¢1)

x2 = Rsin(¢1) cos(¢2)

x3 = Rsin(¢1) sin(¢2) cos(¢3)

X4 = Rsin(¢1) sin(¢2) sin(¢3) cos(Pa)

Xp—1 = Rsin(¢y) sin(¢pz) - - - sin(¢,—2) cos(¢p—1)
Xn = Rsin(¢y) sin(¢2) - - - sin(gn—1).

Es facil comprobar que x? + x2 + ... 4+ x2 = R2.
Al hacer este cambio de coordenadas, la integral en (1.29), queda de la forma:

Vu(R) =// dxidx, ...dx,
xZ4+x3+...+xF<R2

(1.32)
:/.../|J|de¢1d¢2~-d¢>n_1

donde J es el correspondiente Jacobiano al usar el cambio de coordenadas.

Observagao. Las nuevas coordenadas corresponden al radio R y a las n — 1 coordena-
das angulares, ¢1, ¢z, ..., $n—1, donde los angulos ¢1,¢2,...,¢n—2 € [0, 7[y Pn—1 €
[0, 277 [ radianes.
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Abhora, el Jacobiano de la transformacion es:

8)6,' )
J=det(— conj=1,....n—1i=1,...,n
(R, 9;)

no es dificil verificar que:
J = R" Lsin®2(¢y) sin" > (¢h2) - - - sin(hp_2),

entonces reemplazando en (1.32), tenemos:

Va(R) = / / R 1sin" 2 (¢y) - - - sin(¢p_2)dRdp1dps - - - depp_1
2

R 4
=/ R”_ldR/ sin” "2 (¢1)depy -+ - dpn—1
0 0 0

que es lo mismo que tener:

Va(R) = / / R sin"2(¢y) - - - sin(@p_2)dRdprdeps - - - dpp_1

n z z (1.33)
=R7 (2/0 Sin"_2(¢1)d¢1) (4/0 d¢n—1>.

Ahora, usando las proposiciones 1.2.25 y 1.2.28 y reemplazando en la ecuacion (1.33),

=S o () ()
:R;_f(” D) F(TZ)F(%),__Z_F(%)F(%)

Tl) r ()

por lo tanto:
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Ejemplo 1.3.5. Calculemos el volumen y el 4rea de una esfera de dimension n = 3.

3 3 3 3
T2 R3 T2R3 T2R3 2R3 4
V3(R) = — =373 3. 1pLy 3.1 SR’
rG+1 33 553G 3z2 3
’ 273R*  2w3iR?  4niR?
A>(R) = = = 47R>.

ré ~ird) - il

1.3.3 Distribuciones en Probabilidad y Estadistica

En esta parte veremos como la funcion Gamma puede usarse para definir distintas fun-
ciones de distribucién acumulada, en estadistica y probabilidad. Para ello recordaremos
algunas definiciones de teoria de la medida y de probabilidades.

Sea X un conjunto no vacio y £2 C P(X) una coleccion de subconjuntos de X .

Definicion 1.3.1. Diremos que §2 es una algebra en P(X) si ocurren las siguientes pro-
piedades

(i) SiA € 2 entonces (X \ A) e Ry
(i1) (aditividad) Si A1, A; € £2 entonces A; U A, € 2y
(iii)) X € £2.

Cuando la coleccion 2 satisface solamente las condiciones (i) y (i) se dice que es un
anillo en P(X).

Cuando la coleccion §2 cumple las condiciones (i), (iii) y la siguiente condicién de
o-aditividad: Si A; € £2 Vi € N entonces U2 A; € §2; decimos que £2 es una o-dlgebra
en P(X).

Ejemplo 1.3.6. Si Ocurre que el par (X, 7)) es un espacio topoldgico entonces la menor
o-algebra que contiene a los abiertos de la topologia 7 se la llama la o-algebra de Borel
de X . Para obtener esta o-algebra basta intersectar a todas las o-algebras que contienen a
los abiertos de 7. Por ejemplo P(X) es una de ellas.

Al par (X, £2) se le llama espacio medible si X es un conjunto no vacio y §2 es una
o-algebraen P(X).

Vamos ahora a definir el concepto de medida sobre un espacio medible.

Definicion 1.3.2. Sea §2 una o-algebra de subconjuntos de X. Una funcion u : £2 —
[0, o0] se dice una medida sobre 2 si:
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(@) w(@) =0;

(b) Paratoda familia enumerable de conjuntos dos a dos disjuntos A;;i € N se cumple
que u(U; A;) = Xipn(4;).

Un espacio de medida es una terna (X, §2, u) donde X es un conjunto no vacio; §2 es
una o-algebra de subconjuntos de X y u es una medida sobre £2.

Ejemplo 1.3.7. En R” consideramos la o-algebra de los bolerianos B. En este caso existe
una tnica medida A : B — [0, oo tal que para cada rectangulo A = [ay, b1] X [a2, ba] X
-+ X [an, by] se cumple que A(A) = (b; —ay) X (b2 —az) x---x (b, —a,). Esta medida se
llama la medida de Lebesgue en R" .En lo que sigue consideraremos el espacio de medida
R, B, A).

El espacio de medida (X, £2, ) se dice un espacio de probabilidad si ocurre que
pn(X) = 1.

Definicion 1.3.3. Consideremos dos espacios medibles (X, £2) e (Y, B). Una funcién f :
X — Y se dice medible si ocurre que VB € B se cumple que f 1 (B) € £2.

Ejemplo 1.3.8. Una variable aleatoria a valores reales del espacio medible (X, £2) es
una funcion medible £ : X — R, en donde hemos considerado la o-algebra de Borel en
R. Si ocurre que la imagen £(X) C R es un subconjunto finito o infinito enumerable se
dice que la variable aleatoria £ es discreta. En el caso que existan a,b € R,a < b tales
que [a, b] C £(X) diremos que £ es una variable aleatoria continua.

Consideremos el espacio medible (X, £2) y € : X — R una variable aleatoria continua.

Para valoresa < benR oa = —o00 0 b = oo podemos formar los subconjuntos medibles
de X:
[a<&<bl={xeX/a<§&x)<b},
0
[a <& <bl={xeX/a<&(x)<b}
0
[a <& <b]={xeX/a<E&x)<b}
0

[a <§<b]={xeX/a<&(x)<b}

Consideremos ahora una medida de probabilidad P : £2 — [0, 1]. Tenemos los valores
reales P(Ja < & < b)) definidos para cada variable aleatoria £ y cada par de nimeros
realesa < b.
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Definicion 1.3.4. Una funcion integrable, no negativa f : [0, 1] — R, se dira una densi-
dad de la variable aleatoria £, asociada a la probabilidad P, si ocurre que:

b
Hwééébh=/1fwwx

Esto es el valor P({x € X/a < &(x) < b}) coincide con la integral de la funcion f(x)
en el intervalo [a, b].

En particular, se cumple que: fol f(x)dx = 1.

Observamos que el intervalo de definicion de la funcion de densidad se puede extender
atodo R, considerando f(x) = O para—oco <x <001 < x < o0.

Ahora que hemos definido la funcion de densidad de una variable aleatoria podemos
definir la media, la varianza y la funcion de distribucion asociadas a dicha variable aleato-
ria. A saber:

Definicion 1.3.5. (i) la media o esperanza de la variable aleatoria £ es el valor u defi-
nido por:

u=ﬂ9=[ x- f(x)dx:

oo

(i) La varianza de la variable aleatoria £ es el valor:

WM8=/ (r = 1)+ f(x)dx;

—0o0

(iii) La funcion de distribucion acumulada o simplemente funcion de distribucion de la
variable aleatoria & es la funcion real F : R — R definida por:

nm=P@<xb=[ £(s)ds.

Ahora, en general, podemos suponer que cualquier funcion no negativa f : R — R
que satisface: ffzo f(x)dx =1, es una funcidn de densidad de alguna variable aleatoria
asociada a alguna medida de probabilidad en algtin espacio de eventos X . En este caso la
funcién F(x) = [*_ f(s)ds; es la funcion de distribucién definida por la densidad f/(x).
Observamos que si la funcién de densidad es continua, entonces la funcion de distribucion
es derivable y

F'(x) = f(x). (1.34)

No es dificil verificar (ver ), que una funcién F(x) de distri-
bucion (asociada a una variable aleatoria £) satisface las propiedades:

a) 0 < F(x) < 1 para cualquier x € R;
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b) P(a <& <b)]=F(®)— F(a), paraa < b,

¢) Sia < b entonces F(a) < F(b) esto es, F es no decreciente;
d) limy_ 00 F(x) = 1y limy—_o F(x) = 0;

e) lim,_,,+ F(x) = F(¢), es decir, F es continua por la derecha;

f) P6=t)= F({)— F(t™),donde F(t~) = limy_,,~ F(x). Es decir, P(§ =t)es
el tamafio del “salto” de F en .

Ahora podemos, al revés, dada una funcion F : R — R que satisface las propiedades
[a)] — [f)] anteriores, definir una funcion de densidad f(x) por la relacion (1.34).

Asi, dada una funcién de densidad tenemos una de distribucion y dada una de distri-
bucion tenemos una de densidad.

A lo largo del tiempo se han generado diversas funciones de distribucién mas conoci-
das. Veremos algunas.

Distribucion Gamma

Esta distribucion de probabilidad continua se utiliza para modelar el comportamiento
de variables aleatorias con asimetria y/o algiinos experimentos en que esta involucrado el
tiempo.

Definicion 1.3.6. Sea X una variable aleatoria continua para la que suponemos que su
funcion de densidad es:

xa_leﬁg
fx,a,pB) = —ﬂ"‘F(a) para x > 0,a,8 >0
0 para otro caso.

De esta distribucion, podemos mencionar tres casos particulares:

a) Distribucion de Poisson: Distribucion de probabilidad discreta que expresa, a partir de
una frecuencia media, x, la probabilidad que ocurra un determinado numero de eventos
a € X, durante un intervalo de tiempo dado.

Definicion 1.3.7. Sea X una variable aleatoria que representa el nimero de eventos
aleatorios independientes que ocurren a una rapidez constante sobre el tiempo o el
espacio. Se dice, entonces que la variable aleatoria X tiene una distribucion de Poisson
con funcion densidad de probabilidad:

xa—le—x

fxoa, ) =1 (@)
0 para otro caso.

para x > 0,0 € ZT
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Si hacemos « — 1 = A tenemos la funcion densidad de probabilidad que aparece
generalmente en la literatura:

x*he™*

foa =10 para x>0,keZS‘

0 para otro caso.

Distribucion exponencial: La distribucion exponencial es utilizada para determinar la
probabilidad de que en cierto tiempo suceda un determinado evento.

Definicion 1.3.8. Una variable aleatoria X tiene una distribucion exponencial si su
funcion de densidad esta dada por:

I Ae—Ax para x > 0,1 >0

f(x’lvx)_

para otro caso.

La distribuciones de Poisson y exponencial, aparte de ser casos especiales de la distri-
bucion Gamma, guardan otra relacion relevante y simple.

Supongamos que X sea una variable aleatoria, con distribucion de Poisson con para-
metro A, que describe el nimero de ocurrencias de un fenémeno por unidad de tiempo,
entonces la variable aleatoria que describe el tiempo entre ocurrencias consecutivas
tiene distribucion exponencial con parametro A y en tal caso este parametro A es la
tasa media por unidad de tiempo, y § = % es el tiempo entre estas ocurrencias. Es
decir, haciendo uso de la distribucion de Poisson, podemos asumir que la probabilidad

de que no ocurra algun evento, en el periodo hasta el tiempo ¢, esta dada por:

0,—4
f(A1,0,1) = P(X =0) = W)O_ft -

Podemos utilizar lo anterior y hacer que X sea el tiempo para el primer evento Poisson.
La probabilidad de que la duracién del tiempo hasta el primer evento exceda x es la
misma que la probabilidad de que no ocurra algian evento de Poisson en x. Esto ultimo
estd dado por e=**, es decir:

P(X > x) =e .
Asi la funcion de distribucion acumulada para X esta dada por:
PO X <x)=1—e**,

Ahora para reconocer la presencia de la distribucion exponencial, podemos derivar la
funcién de distribucion acumulada anterior para obtener la funcion densidad:

f(x) = Ae ™™
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. C . 1
que es la funcion de distribucion exponencial con A = —.

c¢) Distribucion ji cuadrada (o y-cuadrada o de Pearson): Otro caso importante que se
desprende de la distribucion Gamma, se obtiene al hacera = 5y 8 = 2,conv € VAR
Este resultado se llama distribucion ji cuadrada. El parametro v, es llamado grado de
libertad.

Esta distribucion juega un papel importante en inferencia estadistica y ademas tiene
aplicaciones en meteorologia.

Definicion 1.3.9. Sea la variable aleatoria X continua. Diremos que X tiene una dis-
tribucion ji cuadrada, con v grados de libertad, si su funcion de densidad esta dada
por:
1
1% T s
0 Ppara otro caso.

v_q{ _x
x27le™2 para x >0,veZ*

flx,

Distribuciéon Beta

Otra distribucion continua de uso frecuente es la distribucion beta, que suele utilizarse
para modelar fracciones tales como la proporcién de impurezas en un producto quimico
o para modelar eventos que se definen por valores minimos y maximos. La escala de la
distribucion beta suele modificarse para modelar el tiempo hasta la culminacion de una
tarea. También se utiliza en la estadistica bayesiana.

Definicion 1.3.10. Sea X una variable aleatoria . Decimos que tiene una distribucion beta
si su funcion de densidad esta dada por:

B(p.q)xP~1(1 —x)?7! para 0 <x <1,p,geRT

fx.pq) = 0 para otro caso
r
con B(p.q) = %‘

Distribucion de Weibull

Como la distribucion Gamma y la exponencial, la distribucion Weibull también se apli-
ca a problemas de confiabilidad y de prueba de vida como los tiempos de falla o duracion
de vida de un componente, medido en algin tiempo especifico hasta que falla.

Definicion 1.3.11. Decimos que la variable aleatoria X tiene una distribucion de Weibull,
con parametros « y 8 si su funcion densidad esta dada por:

—1 —axB
afxP-le=e*”  para x >0
0 para otro caso.

fx.a,p) =
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A simple vista esta distribucion no tiene ninguna relacion con nuestra funcion Gamma,
pero esta aparece al obtener la esperanza y varianza de la distribucion Weibull.

Teorema 1.3.1. La esperanza y varianza de la distribucion Weibull son:

E[X]=a"#T (% + 1) y

PG o)l Gl

Prueba. Recordemos que la esperanza de una distribucion de probabilidad es:

o

var [X] =a~

E[X] = /_oo xf(x)dx

[e.]

siendo f(x) la funcion densidad. Dado que en nuestro caso la funcién densidad es valida
para x > 0, tendremos:

o0
E [X] :/ xaﬁxﬂ_le_“xﬁdx
0
usando el cambio de variables ax? = ¢ y reemplazando, tenemos
© (\F AN ey
E[X] :/ (—) aB ((—) ) el = (—) —dt
0o \« o B\« o

-1

:[)w(i)l.a.(g)%.(é) edi

™=
| ~
™=

y de la definicion 1.2.1, tenemos que:
_1 1
EX]=« BF(——i-l).
B
La varianza de una distribucion de probabilidad es:

var [X] = E[X?] - (E[X])?

como ya tenemos E [X], calculamos

o0
E[X?] :/ x2apxPlee" gy
0
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Usando el mismo cambio de variable 1 = ax?, tenemos

2 1 1
0 (yNB (\'TB /B!
foe=f () (@) @)
0 o o o
o0
:o(_%/ [%—H_le_td[
0

y usando el definicién 1.2.1, nos da

GGl

Distribucion de Student

La distribucion de Student surge del problema de estimar la media de una poblacion
normalmente distribuida cuando el tamafio de la muestra es pequefio.

Definicion 1.3.12. Una variable aleatoria se distribuye segtin el modelo de probabilidad
de Student con n grados de libertad si su funcion de densidad es:

F(nTH) /2 —$@m+1)
f(t.n) = 14+ — —00 <t < 00.
n

I'(5)/nm
+00
Vamos ahora a probar que f(t,n)=1.
—00

Tenemos:
+oo  p(ntl /2 —L@m+1)
I =/ ) 1+ — di
o I'(5)/nm n

Jalgat o) 2y —2(m+1D)
I'(3)y/nm 0
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. 2
Si hacemos u = -, tenemos que:

I res) 2/00(1 Lu) 2Dy Lt au

= — . n . o—_
I'(5)s/nm 0 2

1

regh et
= u
FVTJo (14wl

¥l

o0
y dado que B(x, y) = /(; Wdu,usamos y = %yx = 7, por tanto:
Jale==t
1 :M -B (f, 1)
ryz "\22
_reE) reri)
rGmr r%+3)

=1

esto es: I = 1, como queriamos probar.

Distribucion de Snedecor

Esta distribucion es muy utilizada a la hora de detectar la existencia o inexistencia de
diferencias significativas entre muestras diferentes. Especialmente, en aquellos casos en
los que se quiere investigar la relevancia de un factor en el desarrollo y naturaleza de una
caracteristica.

Definiciéon 1.3.13. Sean las variables aleatorias independientes X e Y conn; y n, grados
de libertad respectivamente, tenemos la variable aleatoria

nax
nyy

F =

cuyo campo de variacion es F' > 0, tiene por funcion de densidad de probabilidad a:

n nyp—2

reudnzy oo\ F
f(F,m,nz):W(—) : TETING

(3) T (%) \n2 (1 n M)(f)

ny
+o0
Vamos ahora a probar que / f(F,n1,n3) = 1y como el campo de variacion es
—00
+o00

F > 0, hay que probar que f(F,ni,np) =1
0
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Tenemos:
=L e ()
o TEITCH) )y
n»

Ia njtno L oo
2%(”_1)2/ Fan dF
e ) o =T

. ni F
Si hacemos u = ——, tenemos que:
n

2
PR (n_l)nzl.(”_Z)g_l.n_z R du
r($)r(%) \n n mJo o (1 4 u)"3"
__resm [ u?
TTEE b G0
o0 y—1
y dado que B(x,y) = /0 Wdu,usamos y = %y x = 22, por tanto:

rudee) n nl)
r)rg) ‘2 2
_ g r(3)r(3)

TErm e
=1

I =

esto es: I = 1, como queriamos probar.

1.3.4 La Funcion Gamma en Soluciones de Ecuaciones Diferenciales

La funcion Gamma también aparece en la busqueda de soluciones de diferentes ecua-
ciones diferenciales.
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Ecuacion Diferencial de Bessel

La ecuacién diferencial x2y” (x) + xy'(x) + (x2 —a?)y(x) = 0, conocida como de
Bessel, cuyas soluciones son de la forma:

y(x) = ady(x) +bJ_g(x) para a ¢ Z§ Vv
y(x) = a1 Jo(x) + b1 Ye(x) con Y,(x) = lim Y, (x) Ve Z*
a—n

2k+
Z DRy () = Jabcosan) - Ja(x)
k'F(k +a+1) sin(ar) '
Para mayores detalles sobre la ecuacion de Bessel recomendamos el texto Gui nez,
Labarca y Martinez (2004

con Ju(x) =

Ecuacién Hipergeométrica de Gauss

Para a, b y ¢ constantes reales, se llama ecuacion hipergeométrica de Gauss a la ecua-
cion x(1 —x)y”(x) +[c — (a + b + 1)x] y'(x) —aby(x) = 0, que tiene como solucion
a las funciones:

y(x) = aF(a,b,c,x)+ BIx|" Fla—c+1,b—c+1,2—c,x)

con

F'a+k)b+k)I) ,
F(a,b,c,x) =1 X
( y=1+ Z F@I O e +5)
con «, B constantes, ¢ ¢ Z,c # a + b + 1y la cual esta definida para 0 < |x| < 1
Para mayores detalles sobre la ecuacion de hipergeométrica de Gauss recomendamos
el texto Gui nez, Labarca y Martinez (ibid.).

1.3.5 Aplicaciones en el Campo de la Fisica

La funcion Gamma aparece ocasionalmente en problemas en fisica por ejemplo, en
la racionalizacion de las funciones de onda de Coulomb y el calculo de probabilidades
en la mecanica estadistica, entre otros casos. Sus aplicaciones, en la fisica, son menos
cuando comparadas con otras funciones, pero su importancia estd en el desarrollo de otras
funciones que tienen una implicancia directa en la fisica y, por ello, su inclusion en este
trabajo.

Estimacion de Potencial Eolico usando la Distribucion Weibull

Una de las formas mds comunes de analizar los datos de velocidad del viento Oyrazo
v Mancilla (2000), y de elaborar estudios sobre energias renovables basados en energia
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eolica es hacerlo mediante una funcion densidad de probabilidad, en este caso la distribu-
cion de Weibull. Esta describe con bastante confiabilidad la distribucion de la velocidad
del viento para un intervalo de un mes o hasta para un aflo.

La funcién de densidad de probabilidad de Weibull para la velocidad del viento (v)
esta dada por la siguiente expresion:

|

_ ok
c(g)k e (®) para k,v>0Ac > 1
O para otro caso.

f(v)=§

Esta densidad depende de dos parametros: ¢ que se denomina parametro de escala y k
que es el factor de la forma. Existen varios métodos para calcular estos parametros, y
estos claramente van a variar de mes a mes dada la estacion del afio en que estemos y la
localidad geografica. Uno de estos métodos es cuando conocemos la velocidad media (V)
y la desviacion estandar (o) de la velocidad, entonces una buena aproximacion del valor

k es: o\ 1,086
e=(5)

El valor ¢, podemos calcularlo de la siguiente manera, recordemos que la velocidad media
se puede obtener mediante la integral v = .fooo vf(v)dv, si f(v) es nuestra funcion de
densidad de probabilidad Weibull, tenemos que:

00 k—1 k
7= / )T e
0 Cc c
. . . k
si hacemos el cambio de variable x = (£)", obtenemos que
*© 1
v = c/ xke *dx
0
y ahora haciendo y = 1 + % tenemos que
o0
U= c[ x? e *dx
0

lo que es justamente nuestra funcion Gamma, por lo tanto:

También, dada esta funcion de densidad de probabilidad, podemos calcular la potencia
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promedio del viento, es decir:

I 1 o0
Py, = —pA/ v f(v)dv
2 0

siendo p la densidad del aire. Nuevamente reemplazando f(v) por la funcién de densidad
de probabilidad Weibull, y haciendo los mismos reemplazos obtenemos que:

P = pAcl” (1 + %)

y dado que ¢ = , tenemos que:

r+z)

=

_ pAD I (1 + %).

[+ T

Funcion de Luminosidad de Galaxias

La funcién de luminosidad de galaxias es una aplicacion de interés en astrofisica, ya
que revela la distribucion de los distintos tipos de galaxias segiin su luminosidad. Este
parametro depende de como se han formado y coémo han evolucionado durante su vida y,
por ello, proporciona informacion sobre ambos procesos. La luz que recibimos desde las
galaxias es el resultado también de sus interacciones con otras, por ello su importancia

. En la practica la funcién de luminosidad (LF)
nos da la dens1dad numérica de galaxias en funcion de la magnitud, la cual puede ser dife-
rencial, nuimero de galaxias por unidad de magnitud (o luminosidad) o en forma integrada,
nimero de galaxias con magnitud superior a una magnitud dada. Sea v(M, x, y, z) el na-
mero de galaxias que yacen en el volumen dV en (x, y, z) con magnitudes entre M y
M + dM . Si suponemos que las magnitudes de las galaxias no se correlacionan con la
posicion, resulta:

v(M,x,y,z2)dMdV = ¢(M)D(x,y,z)dMdV

donde o
/ d(M)dM =1

y donde ¢ (M) da la fraccion de galaxias por unidad de magnitud con magnitudes abso-
lutas comprendidas entre M y M + dM y recibe el nombre de funcién de luminosidad.
D(x, y, z) da el nimero de galaxias (de todas las magnitudes) por unidad de volumen en
(x,y,z) y se llama funcion densidad. A través de las observaciones se encuentra que la
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LF puede ser ajustada por la funcién de Schechter (1976):

_10-0.4(M—M*)

¢(M)dM = 0,41In(10)p* 10~ 04M =M De-1),

o escrita en términos de la luminosidad

L\% _.d

Los parametros en esta Gltima ecuacion son la normalizacion ¢*, la pendiente logaritmica
a de la parte débil y la magnitud (o luminosidad L*) caracteristica M *, la cual marca la
transicion entre el comportamiento exponencial de la parte brillante y la ley de potencias
con exponente « de la parte débil de la LF. Cuando se determina la LF se debe especificar
de qué tipo de objeto se trata y en qué ambiente se encuentra.

Ahora el nimero de galaxias total por volumen, es decir, la densidad de galaxias, usan-
do la funcion de Schechter sera:

/Ooo¢>(L)dL = /Ooo o (Li)a e-#d_ﬁ

si hacemos el cambio de variable t = # tendremos
o0 o0 o0
f ¢(L)dL =/ ¢ t%e'dt = ¢*/ t“e”dt,
0 0 0
ycon [;°t%'dt = I'(a + 1), por lo tanto,

/Oo¢>(L)dL = ¢* (o + 1).
0

También podemos obtener la densidad de luminosidad total, es decir:
oo
oL = / (L)LdL
0

y nuevamente usando la funcion de Schechter y el cambio de variable ¢ = ﬁ tendremos
que
pL = ¢*L*I'(a +2).

Recordemos que la funcién Gamma se extiende para x < 0 (donde diverge o es nega-
tiva o es positiva). Contando con que « toma valores tipicos entre —0, 5 y —2.0, entonces
la densidad de galaxias es finita (y positiva, como debe ser) solo si @ > —1 (ya que en
este caso 0 < o + 1 < 0,5) y la densidad de luminosidad de todas las galaxias que entran
en una LF tiene un valor validosia > —2 (yaqueenestecaso 0 <a +2 < 1,5).

Ahora si queremos el numero de galaxias en un intervalo de luminosidad determinado
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se necesita la funcion Gamma incompleta paraun L > Ly:

¥ o)L = *T (a +1, ﬂ) .
L L*



2.1 Introduccion

En este capitulo presentamos resultados originales, respecto de la dindmica de la fun-
cion Gamma.

En la seccidon 2.2 enunciamos definiciones y diversos resultados necesarios para las
secciones siguientes.

En la seccion 2.3 probamos diversos resultados sobre la dindmica de la funcion Gam-
ma. A saber, estimamos el punto de minimo en x > 0; establecemos y estimamos puntos
fijosen x > 0; estimamos soluciones de la ecuacion I"(x) = —2 en los intervalos |—3, —2[
y ] —5,—4[] y, ademas, probamos que la derivada de I" en estos puntos es, en valor abso-
luto, mayor que 8. También, calculamos la extension del conjunto estable del punto fijo
atractor x = 1.

En la seccion 2.4 damos la definicion de la entropia topoldgica; algunas de sus pro-
piedades, un algoritmo para calcularla; la extensiéon de la definicion a nuestro contexto;
calculamos las derivadas I'' (xg ), I/ (yx) donde xj, e yi son las soluciones de I (x) = —2
para x €] — 2k — 1, —2k[y k > 3; usamos este hecho para construir una conjugacion to-
pologica entre el shift de 27 simbolos y el conjunto maximal invariante de I" en la unioén
de intervalos sz'f (] —2j —1,—=2j); finalmente usamos este resultado para probar que
la entropia de I es infinitamente grande. Como consecuencias sobre las estimaciones de
la derivada concluimos que el conjunto maximal invariante en Uj:’ (J—=2j—-1,-2j[) es
hiperbolico Vn > 1. Asimismo, dejamos planteada una pregunta para futuras investiga-



84 2. Sistemas Dinamicos

ciones en el tema.

2.2 Previos

Definicion 2.2.1. Decimos que una funcién f : R — R posee un maximo (respectiva-
mente minimo) local en el punto p € R siexiste § > Otal que ¢ € R, con |p —¢q| < §,

implica f(q) < f(p) (respectivamente f(q) > f(p)).

Teorema 2.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcion derivable en xy €]a, b|.

a) Supongamos que f'(xg) > 0. Entonces existe h > 0 tal que si xg < y < xo + h se

tiene que f(x¢) < f(»).

b) Supongamos que f'(x¢) < 0. Entonces existe § > 0 tal que si x,y € [xo — &, x0 + 4],
con x <y, se tiene que f(x) = f(y).

Prueba. Por definicion de derivada, tenemos que f/(xp) = lim M
y=>xo Yy —Xo
a) Dado que f'(x¢) > 0, tenemos que f'(xp) = lim JO) = f(xo) > 0, luego existe
y—=>xo0 Y — Xo

M > 0y dado el hecho de que

un i > Otal que xg < y < x¢ + h implica que
y — X0 > 0 setiene que f(y) > f(xo).
Andlogamente, se prueba que si f’(xg) > 0, entonces existe & > 0 tal que xg — 2 <
¥y < xo implica que y — xo < 0, entonces f(y) < f(xo).

b) Dado que f'(xg) < 0, tenemos que f'(xg) = lim JO) = /(x0) > 0, luego existe
y=xo Yy —Xp
M

un § > 0 tal que x¢g < y < x¢ + § implica que < 0y dado el hecho de que
y — xo > O setiene que f(y) < f(xp).

Andlogamente, se prueba que si f/(xg) < 0, entonces existe § > 0 tal que xg — § <
¥y < xo implica que y — xo < 0, entonces f(y) > f(xo).

O

Nota. En el primer caso decimos que la funcion es creciente y en el segundo decimos que
la funcion es decreciente, en una vecindad de xg.

Teorema 2.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcion derivable en xqy € [a, b]. Si f tiene un
mdximo (respectivamente un minimo) local en xy, entonces f'(xg) = 0.

Prueba. Del teorema anterior, tenemos que si f'(xg) # 0, entonces f/(xg) > 06
f'(x9) < 0, es decir, la funcion es creciente 6 decreciente, entonces f no puede tener
un maximo ni un minimo local en xo. O
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Teorema 2.2.3. (Del valor intermedio) Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Sean
¢ =inf{f(x):x €[a,b]} yd = sup{f(x);x € [a,b]}. Entonces para cada z € [c,d]
existe x € [a,b] tal que f(x) = z.

Prueba. Como f es una funcion continua sobre el conjunto compacto [a, b] se tiene que
f alcanza su maximo y su minimo sobre el intervalo [a, b], llamamos a estos d y ¢ res-
pectivamente. Dado z € [c,d] sean A, = {x € [a,Db] : f(x) < z}y B, = {x €
[a,b] : f(x) > z}. Es claro que A, y B son subconjuntos abiertos y disjuntos de [a, b].
Si f(x) # z paratodo x € [a, b], entonces [a, b] = A, U B, esta es una unién de conjun-
tos abiertos y disjuntos, y esto no es posible dado que [, b] es conexo. Por lo tanto, existe
x € [a,b] tal que f(x) = z. O

Teorema 2.2.4. (Del valor intermedio para la derivada) Sea f : [a,b] — R una funcion
derivable. Si f'(a) < d < f'(b), entonces existe ¢ €|a,b[ tal que f'(c) = d.

Prueba. Supongamos inicialmente que d = 0. Como f'(a) < 0 existe § > 0 tal que si
a < x <a+§,entonces f(x) < f(a). Anadlogamente, como f'(b) > 0 existe € > 0 tal
que sib —e < x < b, entonces f(x) < f(b). Ahora, como f posee un minimo en [a, b]
existe ¢ €la, b] tal que f(c) < f(x) para cada x € [a,b], por lo tanto, f'(c) = 0. Si
d # 0 consideramos la funcion g(x) = f(x) —dx y se tiene que g'(a) = f'(a)—d <0
y g'(b) = f'(b) —d > 0, luego existe ¢ €]a, b[ que satisface g’(c) = 0, esto es,
f'(c)=d. O

Nota. Aln cuando no los hemos indicado, hemos usado el siguiente resultado.Si f es
derivable en xq entonces f es continua en x¢. En particular, como hemos supuesto que
f es derivable en [a, b] se tiene que f es continua en [a, b].

Teorema 2.2.5. (de Rolle) Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable
enla,b|, la cual satisface f(a) = f(b). Entonces existe ¢ €la, b| tal que f'(c) = 0.

Prueba. Si f es constante sobre [a, b] no hay nada que probar. Por otra parte, si f no es
constante sobre [a, b], entonces ella asume su maximo y su minimo en [a, b], uno de ellos
debe ser alcanzado en el intervalo abierto ]a, b[, pues f(a) = f(b). Es claro que para
cada uno de esos puntos la derivada f se anula.

O

Teorema 2.2.6. (del Valor Medio) Sea f : [a,b] — R una funcion continua y diferencia-
ble ena, b[. Entonces existe ¢ €la, b| tal que f'(c)(b—a) = f(b) — f(a).

Prueba. Definamos la funcion & por h(x) = (f(b) — f(a))x — f(x)(b — a). Se tiene
que h(a) = h(b) = f(b)a — bf(a), y dado el Teorema de Rolle existe un ¢ €]a, b[ tal
que /'(c) = 0. Por lo tanto, f/(c)(b—a) = f(b)— f(a), lo que completa la prueba. [

Teorema 2.2.7. (Taylor) Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C"~' y n-veces deri-
vable en el intervalo la, b[. Entonces existe ¢ €la, b tal que:

£ V@)

7 (b—a)y'" '+ —=(b—a).

(n)
) = [@+ f@b-a)...+ /O
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Prueba. Seah : [a,b] — R la funcién definida por:
£ )
(n—1)!

elegimos la constante K de modo que (a) = 0. Claro que & es continua en [a, b], deriva-
bleen]a,b[,y h(a) = h(b) = 0.

h(x) = f(b) = f() = f/(x)b—x)—...— (b —x)""" — %(b—X)";Il

Notamos que:

W) = —f'(0) = f"@) b —x) + £1(0) = £ ()b —x)% —
AE)

(n—1)
- P (b—x)""+ —f(n — 2())?) (b—x)""2%—
K
a0
esto es, o
K — n

Por el teorema de Rolle tenemos que existe ¢ €]a, b[ para el cual i'(c) = 0 esto implica
que f™(c) = K. Como h(b) = 0 tenemos que:

(n—1)
fb) = fa)+ f'a)b—a)...+ ﬁ(b —a)" '+ %(b —a)",

que es lo que queriamos probar. O

Sea f : [a, b] — R una funcion. Definimos f” (la composicion de f consigo misma
n-veces) como ¢ = Id (funcién identidad), f! = f, f2 = fo f;f3 = fo f?y
f"= fo f"paran > 4.

Definicion 2.2.2. Sea f : [a,b] — R.
a) Decimos que xq € [, b] es un punto fijo de f si f(xg) = xo.

b) Decimos que xo € [a,b] es un punto periddico de periodo n de f si los valores
f(x0), f2(x0), ..., f™(xo) estan definidos, f(xg) # xp,paral <i < n—1y
S (x0) = xo.

c) La orbita de x € [a,b] por f (o la orbita de x bajo f ) es el conjunto orbs(x) =
{f"™(x) : n € N}, cuando tiene sentido la composicion de funciones.

Definicion 2.2.3. Sea f : I — R una aplicacion continua y sea x( un punto fijo de f.
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a) Decimos que x¢ es un punto fijo atractor si: 3§ > 0 tal que x €]xo — 38, xo + §[—{x0},
entonces | f(x) — xo| < |x — xo|;

b) Decimos que x¢ es un punto fijo repulsor si: 35 > 0 tal que x €]xg — 38, xo + §[—{x0},
entonces | f(x) — xo| > |x — xo|.

¢) Decimos que xo es un punto fijo neutro si no es atractor ni repulsor.

Lema 2.1. Sea f : [a,b] — R una aplicacién de clase C' y dos veces derivable. Sea
Xo €la,b[ un punto fijo de f con |f'(x¢)| < 1. Entonces existe § > 0 tal que x €
Jxo — 8, x0 + 8[ implica | f (x) — xo| < p|x — xo|, para algun p < 1.

De este lema notamos que se cumple que | f"(x) — xo| < p"|x — x¢|, de donde
deducimos que lim f"(x) = xo para todo |x — xo| < §.
n—>o0

Prueba. Sea A = f'(x¢). Sabemos que para cada x €]a, b[ existe ¢ (x) €]a, b| tal que:

7 = flxo) + 2 —v0) + L8 (2
" _
Sea h(x) = STa))(x — Xo) . Por la definicién de la funcioén i vemos que dado € > 0

existe § > 0 tal que para todo |x — xg| < & implica |h(x) — h(xg)| < €, esto es,

J"(t(x))

T (x — x0)?| < €|x — xo].

Eligiendo € > 0 de modo que p = A + € < 1, obtenemos

|f(x) = xo| < plx —xol y [x—xo| <38
O

Proposicion 2.2.8. Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable y xo un punto fijo que
satisface | f'(xo)| < 1, entonces xq es un punto fijo atractor.

Prueba. De la expresion

S ((x))

o (x — x0)?,

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) +

obtenemos

f”“”u—mﬂ,

J(x) —x0 = f'(x0)(x — xo) [1 T 3 (x0)

y luego
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| £(x) = xol < [f'(xo)[1 + 8](x — xo),

como podemos suponer | f'(xo)[1 4+ §]| < p < 1; tenemos el resultado. O

Lema 2.2. Sea f : [a,b] — R una aplicacién de clase C' y dos veces derivable. Sea
Xo €la, b[ un punto fijo repulsor de f con | f’(xg)| > 1. Entonces existe § > 0 tal que
X €]xo — 8, x0 + [ implica | f (x) — xo| > p|x — xo|, para algun p > 1.

Prueba. Similar a la demostracion del lema 2.1 O

Proposicion 2.2.9. Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable y xo un punto fijo que
satisface | f'(xo)| > 1, entonces xo es un punto fijo repulsor.

Prueba. Similar a la demostracion de la proposicion 2.2.8. O

Uno de los conceptos clasicos en dinamica es el de topolégicamente conjugados. A
saber:

Definicion 2.2.4. Sean X e Y espacios métricos, f : X — X y g : Y — Y aplicaciones
continuas. Diremos que f* es topoldgicamente conjugado a g si existe un homeomorfismo
h:X —>Ytalquegoh(x)=ho f(x),Vx € X.

Esto quiere decir, en particular, que hay un homeomorfismo que lleva la trayectoria de
x bajo f en la trayectoria de & (x) bajo g.
Otro concepto interesante en dinamica es el concepto de w-Limite:

Definicién 2.2.5. Sea f : I — I, I = [a,b] intervalo real. Para x € [ el conjunto
w-limite de x, bajo f, es:

w(x)={y e€l/3an; - 0o con f"(x)—>y para i — 00},
es decir, es el conjunto de puntos donde la dérbita positiva de x se acumula.

Proposicion 2.2.10. Si f : I — [ y g : I’ — I’, son topolégicamente conjugados,
entonces.

h(w(x0)) = wg (h(x0)).

Prueba. a)]Sea y € h(wyr(xo)), entonces Ix € wr(xp) tal que h(x) = y. Ahora, como
existe existe sucesion n; — oo tal que f" (xo) — x; ya que A(f" (xg)) = g™ (h(xp))
y h es continua entonces A( f" (xg)) — h(x) = y. Esto es g"i (h(xg)) — y, por tanto
¥ € wg (h(xo). Concluimos que h(w s (xg)) C wg (h(xo).

b)Sea ahora y € wg(h(xp)); entonces existe sucesion n; — oo tal que g” (h(xp)) —
y.Como h~! es continua, tenemos que 21 (g% (h(xop))) = f™ (xo) — h~1(x), por lo tanto,
y =h7'(x) € w(x0)y,luego, x € h(ws(xo)). Enconclusion: wg (h(xg)) C h(w s (xp)).
De a) y b) concluimos que A (w s (xo)) = wg (h(xp)). O
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Corolario 2.2.11. Sean f : I — [ y g : I' — I, topoldgicamente conjugadas por
medio de h : I — I'. Si x es punto periddico de f, entonces h(x) es punto periédico de
g

Prueba. De la proposicion anterior tenemos que si f : I — Iy g : I’ — I’ son
topologicamente conjugadas entonces /1(w r(xo)) = wg (h(x0)), entonces dado que x¢ es
punto periddico de f tenemos que

Wy (x0) = {xo0, f(x0),++, [ (x0)},

y h(@y(x)) = {h(x0). h(f(x0)),-+ . A(f" ! (x0))} = wg(h(xo) luego, h(xo) es punto
periodico de g. O

Observamos, entonces, que la dinamica topologica de dos funciones f : [ — [y
g + J — J, que son topologicamente conjugadas es, salvo un cambio de variables topo-
16gico h : I — J que satisface ho f(x) = g o h(x),Vx € I;la misma.

Para efectos de una conjugacion topoldgica se debe exhibir una aplicacion continua,
con inversa continua que haga la ecuacion de conjugacion. Esto se puede debilitar solici-
tando que la aplicacion / sea solo sobreyectiva (y no necesariamente inyectiva) y en este
caso se llama una semi conjugacion.
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2.3 Resultados importantes de la Funcion Gamma

En esta seccion sefialaremos algunos resultados que nos permitiran hacer un estudio de
la dindmica de la funcion Gamma. Entre los resultados que nos interesan estan: encontrar y
calcular los puntos fijos, determinar el caracter de ellos (atractor, repulsor o neutro) y/o los
puntos minimos o maximos de la funcion Gamma parax > 0y x < 0. Dado que la funciéon
Gamma esta definida como una integral impropia, no resulta simple encontrar, de manera
explicita, estos puntos. Para ello, usaremos la aproximacion de Stirling—De Moivre, pro-
posicion 1.2.32. Antes de encontrar estos puntos, veamos que €sta aproximacion produce

oo
valores cercanos a los que se obtienen con la funcion Gamma: I'(x) = / t*le7ldt.
0
[e 9]
Valor | I'(x) = / t*Ye™'dt | Aproximacion Stirling—De Moivre

1 ’ 1 0,9994994685336

% ~ 0, 8862269254528 0,8661553843017

2 1 0,99997898067

% ~ 1,3293403881791 1,3293307671298

3 2 1,9999940099595

% ~ 3,3233509704478 3,3233462787043

4 6 5,9999956006056

5 24 23,9999941451898

6 120 119,9999881350628

10 362880 362879,9971745871

Cuadro 2.1: Tabla comparativa de valores de la funcion Gamma con la aproximacion de
Stirling- De Moivre de orden 5 usando Microsoft Mathematics.

Graficamente también podemos observar lo mismo:

2.3.1 Punto de Minimo de la funcion Gamma para x > 0

Para calcular el punto minimo de la funcién Gamma para x > 0 ocuparemos la apro-
ximacion de Stirling - De Moivre, es decir:

1 1 | 139 571
I ~ «/2_ e 1 o B
(x) Tx* " 2e ( + 12x + 288x2  51840x3 2488320x4)

y también usaremos el método de Newton-Raphson, el cual es un algoritmo para encontrar
aproximaciones de las raices de una funcion.

Sabemos que I'(1) = I'(2) = 1, por tanto, del teorema 2.2.5 y usando el hecho de
que I'’(x) > 0 para x > 0, tenemos que el punto minimo de la funcion Gamma esta en
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1 1 139 5Tl
12r 28872 HIsd0rd 248832047 )

Figura 2.1: Funcion Gamma y aproximacion de Stirling de orden 5 generada por Microsoft
Mathematics.

el intervalo [1, 2] y es el inico minimo para x > 0.

Usamos la aproximacion de Stirling—De Moivre y calculamos la primera derivada de
ella. A saber:

1 1 1 139 571
Fo) ~ Vo he ™ (14— - B ;
(x) TX 2Ze ( + 12x + 288x2  51840x3 2488320x4)

2 12x ' 288x2  51840x3

571 1 1 1 139
- Voarx¥" e [ — _
2488320x4) Ve e 22 1443 T 17280x%

n 571
622080x5 )’

3
72 1 1 139
I''(x) ~V2me™ (xx_é In(x) — il ) (1 +—+
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entonces multiplicando y factorizando, obtenemos:

x—31 x—%l
I (x) ~2me™ (xx_iln(x) + al 212n(x) + a 28;(x)—

139xx_%ln(x) 571xx_%1n(x) P A s B
51840 2488320 2 2 8 576
973x¥"3  571x¥"%
103680 | 552960 )

Para encontrar el minimo en el semieje positivo, x > 0, hacemos I'’(x) = 0y como
~/2me™ # 0 para cualquier valor de x, tenemos:

73 In(x) N X*"3In(x)  139x*"Z In(x)

1
*=31
X2 (o + =5 288 51840
_9 _3 _35 _7 _9
571x* 2 In(x) x¥"2 x¥z 5x%72 n 973x* 2+
2488320 2 8 576 103680
571x%5
552960

multiplicando por 4976640x‘x+%, nos da:

4976640x° In(x) + 414720x* In(x) + 17280x3 In(x)—
— 13344x% In(x) — 1142x In(x) — 2488320x* — 1658880x>
— 43200x2 + 46704x 4 5139 = 0.

Para encontrar las soluciones de esta ltima ecuacion, utilizaremos el método de Newton-
Raphson:
S (xn)

S (xn) ’

Xn+1 = Xp —
donde la funcién, f(x), sera:

f(x) =4976640x° In(x) + 414720x* In(x) + 17280x3 In(x)
— 13344x% In(x) — 1142x In(x) — 2488320x* — 1658880x>
— 43200x% 4 46704x + 5139,
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entonces

f'(x) =24883200x* In(x) + 1658880x> In(x) + 51840x% In(x)—
—26688x In(x) — 1142In(x) + 4976640x* — 9538560x>—
—4959360x2 — 99744x + 45562

y dado que el minimo de la funciéon Gamma se encuentra entre 1 y 2 elegiremos xo =
1,5,y obtenemos:

X1 = Xo — f/(x()) = 1,4651788301846
S (x0)

Xy = X1 — f/(xl) = 1,4613788053233
S'(x1)

X3 = Xp — f/(XZ) = 1,4613361572095
S (x2)

X4 = X3 — f/(XS) =1,4613361518823.
S (x3)

Dado el grado de aproximacion obtenido tenemos que el minimo de la funcién Gamma
es Xmin ~ 1,4613361518823. Evaluemos este punto en la aproximacion de Stirling- De
Moivre,

I' (Xmin) ~ 0.8855226070359;

por tanto, el punto de minimo del grafico de la funcion Gamma para x > 0, es:

(1,4613361518823; 0.8855226070359).

2.3.2 Puntos Fijos de la Funcion Gamma en el semi eje positivo

De la misma forma que calculamos el punto de minimo de la funcién Gamma, calcu-
laremos el(los) punto(s) fijo(s) de ésta para x > 0. Es decir, usaremos la aproximacion de
Stirling - De Moivre y luego el método de Newton-Raphson para calcular los puntos fijos
de la funcion Gamma, en el semi eje positivo.

Es claro que un punto fijo de la funcion Gamma es cuando x = 1, yaque I'(1) = 1.
Lo complejo es calcular el otro punto fijo de ésta funcion.

Primero, veamos en qué intervalo se encuentra éste punto fijo. Del cuadro 2.1 obser-
vamos que I'(3) = 2y que I'(4) = 6. Esto es [3,4] C I'([3, 4]) lo que nos indica que el
segundo punto fijo se encuentra en el intervalo |3, 4.

Ahora, usaremos la aproximacion de la funcion Gamma para encontrar este punto fijo,
es decir, resolveremos la ecuacion:

@xx_;e_x(l L+ 1 139 571 ):x,

+ 12x ' 288x2  51840x3  2488320x*



94 2. Sistemas Dinamicos

que es lo mismo que:

=0

1 1 139 571 )

l
Varxhex (14 — - .
™ ( Tl T 2882 T 51840x3  2488320x°

y, dado que es complicado encontrar soluciones de esta forma, usamos nuevamente el
método de Newton-Raphson,

o g(xn)
Xn+1 = Xp — ———
g Xn
donde la funcioén, g(x) es:
1 1 139 571
2rx* 2 A ) T — _ _
glx) = VImx™ Ze tl2x T 288x2 T 51840x3 2488320

Derivando tenemos:

g'(x) =2me™™* (xx_é In(x) +

x*¥73 In(x) n x*¥73 In(x)
12 288

139x%—3 In(x) 571x%"3 In(x) x¥73 0 xx 3
51840 2488320 2 8
11

5x*—3 N 973x*2 N 571x* %
576 103680 552960

y dado que este punto fijo se encuentra en el intervalo |3, 4] elegiremos x¢o = 3, 5:

w1 = xo— B9 _ 3 5662572852031
g’ (xo)

w2 =1 — 9 3 5623978916007
g'(x1)

xa == S92 _ 3 5623838217599
g'(x2)

xo =2 — S5 3 s6agom015736,
g'(x3)

por lo tanto, tenemos que el otro punto fijo de la funcion Gamma es:
x =~ 3,5623828215736, en efecto g(x) = 3,5623828215736.

A continuacidn, veremos el caracter repulsor o atractor de los puntos fijos de la funcion
Gamma.
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Proposicion 2.3.1. El punto x = 1 es un punto fijo atractor de la funcion Gamma.
Prueba. Sea x = 1y usando la funcién digamma, es decir,

o

I'(x) 1 1
U(x) = =— el I 0,—1,
(x) I'(x) y—i_;(n x+n—l) x 7
ra 1 1
tenemos que: ¥ (1) = F((l)) = -y + Z;ﬁl (; - ;) = —y, entonces tenemos que
r'a) ) '
v(l) = ) = —y,luego I''(1) = y - I'(1) ycomo I'(1) = 1, tenemos I'’(1) = —vy,
esto es:|[I"’(1)] = y < 1. Concluimos que x = 1 es atractor. O

Definicion 2.3.1. Sea x( €]a, b[ un punto fijo atractor de f :]a,b[— R. El conjunto
estable de x¢, bajo f, es el conjunto: W;(xo) ={y €la,b[; f*(y) i Xo}.
Proposicion 2.3.2. El conjunto estable del punto fijo atractor xo = 1, bajo la funcion

Gamma, contiene al intervalo abierto |x,, x1[ donde 0 < x, < 1 < x1; x1 es el punto
fijo repulsor de I' situado en]3,4[y I'(x2) = x1.

Prueba. Primero probemos que |I"'(x1)| > 1. Sabemos que x; =~ 3, 5623828215736 es
punto fijo de la funcion Gamma. Usaremos directamente la aproximacion de Stirling—De
Moivre, es decir,

1 1 139 571
I'(x) ~ V2ax* “Ze” (+ + - )

12x  288x2  51840x3  2488320x*

Derivando

x—31 x—il
['(x) ~ Ve ™ (xx—; In(x) + 212n(X) L X 228;()6)_

139x* 3 In(x)  571x* 2 In(x) x¥"3 x*~

51840 2488320 2 24
x*=3 139xx_% 571x%— % xx
T 576 T 103630 | 4976640 12 144 T
139x%3 571 %
17280 T 622080 )

[N

(S0}

por lo tanto,
I (x1) =~ 4,0025450750553,

entonces tenemos que |I"'(x1)| ~ 4,0025450750553 > 1. Concluimos que xj €s un
punto fijo repulsor de I".
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Sea ahora x €]x;, 1[U]1, x1[. Primero suponemos que x, < x < 1. En este caso
tenemos 1 < I'(x) < x1 = I'(x3).
Consideramos ahora x tal que 1 < x < xyp; en este caso sea X €]1, x1[ el punto tal que
I''(x) =0.Siy € [1,X], entonces I'(y) € [['(X). 1]y I'*(y) € [1,%].
En esta situacion, para la diferencia: |F 2x)—-T 2(1)}, tenemos:

P2 = 12 = (1) )@= 1| = [ @) - )] [F -1,
ycomo sup{| "' (X)|, | (I'(x))|, |’ (1)|} < 1, entonces tenemos que | I (I'(w)) I'' (w)| <
p < 1y secumple que |[I"(X) — I'*(1)| < p|x — 1] o sea |[I'*(x) — 1| < p|x — 1],
por lo tanto, 1 < I'%(X) < X. De esta forma obtenemos que 1 < ... < I'*(X) <
r’-1x <... < Yyklim I'*(X) = 1. En efecto, supongamos por absurdo que 1 <
—00
b= klim I"%¥(x), entonces debe ser I'2(b) = by tenemos |b—1| = |r2(b) — ()| <
—00

plb — 1| para p = max{|I""(b)|, | "' (I"(b))|, |’ (1)|} < 1, lo que no puede ser. Por tanto
cada y € [I"?(X), X] satisface

lim I'"(y) = 1y[M*(x),X] C W2 (D).

n—o00

Observamos, ahora, que el resultado, enunciado en la proposicion, sigue de observar que
para cualquier w € [X, x;] 3k € N tal que I'*(X) < I'**(w) < *.

En efecto, aplicando lo anterior, tenemos:

a) quesi xp < x < xp entonces lim I'(x) = 1.
n—oo

b) Six €]x;, oof, entonces lim I'"(x) = oo. En particular x ¢ WS (1).
n—>00
En efecto, se deduce de que |I"'(x)| > |I"’(x1)| para cada x > x; y de que x <
I'(x) < T'?(x) <....Sib = lim I'(x), entonces lim |t (x) — I'(x)] =0
n—>00 n—>0o0o
ynopuedeseryaque |[I'"(I'(x))—T""(x)| = [(I'") (2)||"(x)—x| paraz € [x, ['(x)].
Siescribimos p = min{|I""(w)|}; w € [x, I'(x)] > 4, entonces | (" (x))—I""(x)| =
(™Y (z)(I'(x) — x)| > p"| ' (x) — x|, por lo tanto, lim |I""**T1(x)—I'(x)| = oo.
n—>oo

Asi, Vx > xy vale x < I'(x) < I'?*(x) < ...y lim I'"(x) = co.
n—oo

O

2.3.3 Soluciones de la Ecuacion I'(x) = —2
Para encontrar las soluciones de la ecuacion I'(x) = =2, Vx € R —{0,—1,-2,...},
lo primero que haremos sera observar el grafico de la funcion Gamma y la recta y = —2.
Vemos que la recta y = —2 corta el grafico de la funcion Gamma en los intervalos

]—2n—1,—2n[paran € N,n > 1. Primero nos concentraremos en el intervalo | — 3, —2[.
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Figura2.2: I'(x) = —2.

Para encontrar estos valores usaremos la formula de reflexion de la funcion Gamma:

re)r—x)=

Vv 7.
sin(r x) x ¢

Sea x < 0 con I'(x) = —2, tenemos que:

—2-F(l—x)=m§

haciendo el cambio de variable y = —Xx, tenemos:

T

2l (y+1) = prey s

obtenemos entonces la ecuacion:

2I'(y + D sin((ry)) — 7 = 0. 2.1

Ahora, como y > 0,podemos usar la aproximacion de Stirling—De Moivre para y. A saber:

| 1 1 139 571
F() ~av2my?~2e (1 + — — . .
) ~v2my”"2e ( 12y T 288y2 T 518407 2488320y4)
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Sustituyendo y + 1 por y en esta expresion, tenemos:
I'(y+1) =yI'(y)

1 1 139 571
aV2ry? T re (14— - -
e 12y T 288y2 T 51840y 2488320)°

reemplazando estos valores en la ecuacion 2.1, tenemos que resolver la ecuacion:

1 1 139
22y e si 14— - -
myte Sum”y)( t 12y T 2882 T 51840,

571
—————— | -7 =0.
2438320y*

Para resolver esta ecuacion, usamos el método de Newton-Raphson con g(y), dada por :

1 1 139
=22 y¥ T ie Y i 14+ — - -
g(y) wy’T2e s1n(7ty)( + T + 288)%  51840)7 o)

571
2488320y*
para su derivada tenemos:

1 1
§'(y) =2v/Imy? e [(Inm Flg 2—) sin(ry) (1 F
Yy y

1 139 571 sinf )(14_
- - — sin(r

288y2  51840y3 24883204 J

1 1 139 571 )

+

+— 4+ - -
12y ' 288y2  51840y3  2488320y%

i reoston (14 4! 139 571
7 i — — — -
Y 12y " 288y2  51840y3  2488320y%

ey (! REL 571
— Sin — — — .
YN\ T12y2 7 144y3 T 1728004 6220805
g'(yn)

Las raices, que buscamos, las obtenemos usando la recurrencia y,+1 = y, — ———

g(vn)
Ahora, dado que hay dos soluciones en el intervalo x €] —3, —2[y que —x = y, entonces

las soluciones (para y) las encontraremos en y €]2, 3[. Probaremos, en primer lugar, con
yo tal que —x( esta mas cerca de la asintota x = —2, esto es, usaremos xo = —2, 25. Esto
es: yo = 2,25, lo que, luego de algunas iteraciones, nos da que:

2.3)

y &~ 2,2192646352.

Ahora, para encontrar la segunda solucion, hacemos la recurrencia con un x mas cercano a
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laasintotax = —3,estoes xo = —2, 75, 0 sea empezaremos la recurrenciacon yg = 2,75,
lo que, luego de algunas iteraciones, nos da:

Yy ~ 2,9047877691,

es decir, que las soluciones de la ecuacion 21 (y + 1) sin(wry) — 7 = 0 en el intervalo
12, 3[ son:

V1 ~2,2192646352
Y2 ~2,9047877691

como x = —y tenemos que las soluciones de la ecuacion I'(x) = —2 para x €] — 3, =2[
son :

X1 ~ —2,2192646352
X2 ~ —2,9047877691.

Ahora, el siguiente paso serd calcular |I"’(x)| para los valores de la soluciones I"(x) = —2
en el intervalo |—3, —2[, para ello usaremos la formula de reflexion de la funcién digamma,
es decir, usaremos la igualdad:

U(l —x)—¥(x) = mcot(mx).
1) Para x &~ —2,2192646352:
(1l —x)—W¥(x) = mcot(mx),
entonces

W(1 +2,2192646352) — W(—2,2192646352) = 1 cot(—2, 2192646352 - )

W(—2,2192646352) = W(3,2192646352) — 1 cot(—2, 2192646352 - 7).

Para calcular ¥ (3, 2192646352) usamos la aproximacion de la funcion digamma:

11 1
V) ~Int) = - 02 T oae

por lo tanto,
¥ (3,2192646352) ~ 1,0058746602,
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entonces

W(—2,2192646352) ~ 1,0058746602 + 3, 8154458674
~ 4, 8213205276
I(—2,2192646352)
[(—2,2192646352)
I''(—2,2192646352) ~ 4, 8213205276 - I"(—2, 2192646352).

~ 4,8213205276

Ahora para calcular I'(—2,2192646352) usamos la formula de recurrencia de la fun-
cion Gamma varias veces, es decir:

re+ny _ _ I'(x+4)

>y = TSI TPy

entonces tenemos que:

I'(1,7807353648)

I'(—2,2192646352) = 0 2632116915

Ahora para calcular I"(1, 7807353648) usamos la aproximacion de Stirling—De Moivre
para x > 0:

. 1 1 139 571
F(x) ~ V2rx*"2e™ (14 — - B
x) X ze ( T 12x T 2882 T 5184017 2488320x4)

cuyo valor es:
I'(1,7807353648) ~ 0, 9263778450,

entonces

I'(1,7807353648)

—0,4632116915
_0,9263778450

T —0,4632116915°

I'(—2,2192646352) =

por lo tanto,
I'(—2,2192646352) ~ —1, 9999016905

y con ello tenemos que:

I''(—2,2192646352) ~4, 8213205276 - —1, 9999016905
~ —9,6421670738.
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2) Para x ~ —2,9047877691:
U(l—x)—W¥(x) = mcot(mx),
entonces

¥(1+2,9047877691) — ¥ (—2,9047877691) = 7 cot(—2, 9047877691 - )

W(—2,9047877691) = W(3,9047877691) — 7 cot(—2, 9047877691 - ).

Para calcular ¥ (3, 9047877691) usamos la aproximacion de la funcion digamma:

1 | 1
V) ~In() = - mE T o

por lo tanto,
W(3,9047877691) ~ 1,2287259217,

entonces

W(—2,9047877691) ~1,2287259217 — 10, 1877321892
~ — 8,9590062675
(=2, 9047877691)
T'(=2,9047877691) -
(=2, 9047877691) ~ — 8, 9590062675 - I'(—2, 9047877691).

— 8,9590062675

Ahora para calcular I'(—2, 9047877691) usamos la formula de recurrencia de la fun-
cion Gamma varias veces, es decir:

rx+1n I'(x +4)
T X+ D+ (x +3)]

I'(x)=

entonces tenemos que:

r(1,0952122309)
—0,4766509504

I(—2,9047877691) =

Ahora para calcular I"(1,0952122309) usamos la aproximacion de Stirling—De Moivre
parax > O:

1 1 139 571 )

1
F(x) ~ V2rx 27 (14 — - N
) e ( T Tox T 288x2 T 5184003 | 248832017

cuyo valor es:
I'(1,0952122309) = 0, 9529790219,



102 2. Sistemas Dinamicos

entonces

I'(1,0952122309)

—0,4766509504
_0,9529790219

T —0,4766509504°

I(—2,9047877691) =

por lo tanto,
I'(—2,9047877691) ~ —1, 9993226093

y con ello tenemos que:

I’ (=2,9047877691) ~ —8, 9590062675 - —1, 9993226093
~ 17,9119437875.

Para ambos valores:

x ~ —2,2192646352
x ~ —2,9047877691

tenemos que |’ (x)| > 8.

Para encontrar las soluciones de la ecuacion I'(x) = —2, para x €] — 5, —4[, usaremos
nuevamente las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3). Las raices, que buscamos, las obtenemos
g'(yn)
g(yn)
tervalo x €] —5, —4[y como y = —x, entonces las soluciones estan en y €]4, 5[. Primero
probaremos con yy mas cerca de la asintota x = —4, por ejemplo con xg = —4,25, 0 sea
en nuestro caso con y = 4,25, nos da, luego de algunas iteraciones, que:

usamos la recurrencia: y,41 = y, — . Ahora, dado que hay 2 soluciones en el in-

y ~ 4,0202211103.

Ahora, considerando un x mas cercano a la asintota x = —5, por ejemplo xog = —4,75, o
sea, en nuestro caso con y = 4.75; tenemos, luego de algunas iteraciones, que:

y ~ 4,9958032768,

es decir, las soluciones de la ecuacion 21" (y + 1) sin(ry) — w = 0, en el intervalo |4, 5]
son:

y1 ~4,0202211103
y2 ~4, 9958032768,
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pero como x = —Yy tenemos que las soluciones para la ecuacion I"(x) = —2 son :

X1 ~ —4,0202211103

X2 ~ —4,9958032768.
Ahora el siguiente paso sera calcular | I"'(x)| para los valores de la soluciones I'(x) = —2
en el intervalo |—5, —4(. Para ello usaremos la formula de reflexion de la funcion digamma.

A saber:
U(l —x)—W¥(x) = mcot(mwx).

1) Para x =~ —4,0202211103:
YU(l—x)—W¥(x) = mcot(mx),
entonces

¥ (1 +4,0202211103) — ¥ (—4,0202211103) = 7 cot(—4, 0202211103 - )

W(—4,0202211103) = ¥(5,020221110) — 7 cot(—4, 0202211103 - 7).

Para calcular ¥ (5, 0202211103) usamos la aproximacion de la funcion digamma:

1 1 1
V) ~In(x) =2 = a0

por lo tanto,
¥ (5,0202211103) ~ 1,5105833571,

entonces

W(—4,0202211103) a1, 5105833571 + 49, 3867259555
~50, 8973093126
I'(—4,0202211103)
I'(—4,0202211103)
I’(—4,0202211103) 50, 8973093126 - I"(—4,0202211103).

~50, 8973093126

Ahora para calcular I"(—4,0202211103) usamos la formula de recurrencia de la fun-
cion Gamma varias veces, es decir:

T+ [(x +6)
T X+ D) +3)(x +4)(x +5)]

entonces tenemos que:

I'(1,9797788897)
—0, 4958096386

I'(—4,0202211103) =
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Ahora para calcular I" (1, 9797788897) usamos la aproximacion de Stirling—De Moivre
parax > O:

. 1 1 139 571
re) ~ Vamr e (14 - - -
(x) X e ( + 12x + 288x2  51840x3 2488320x4)

cuyo valor es:
I'(1,9797788897) ~ 0, 9915966971,

entonces

I'(1,9797788897)

—0, 4958096386
_0,9915966971

T -0, 4958096386

I(—4,0202211103) =

por lo tanto,
I'(—4,0202211103) &~ —1, 9999544581

y con ello tenemos que:

I''(—4,0202211103) ~250.8973093126 - —1, 9999544581
~ — 101, 7923006650.

2) Para x &~ —4,9958032768:
U(l—x)—W¥(x) = mcot(rwx),
entonces

W(1 + 4,9958032768) — W(—4, 9958032768) = 7 cot(—4, 9958032768 - )

¥ (—4,9958032768) = ¥(5,9958032768) — 7 cot(—4, 9958032768 - ).

Para calcular ¥ (5, 9958032768) usamos la aproximacion de la funcion digamma:

1 1 1
V) ~In() = - mE T o

por lo tanto,
W¥(5,9958032768) = 1, 7053565003,
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entonces

W(—4,9958032768) ~1,7053565003 — 238, 2673359476
~ —236, 5619794473
I'(—4,9958032768)
I (—4,9958032768)
I''(—4,9958032768) ~ — 236,5619794473 - I'(—4, 9958032768).

—236,5619794473

Ahora para calcular I'(—4, 9958032768) usamos la formula de recurrencia de la fun-
cion Gamma varias veces, es decir:

'x+7)

T = DG DG+ G+ DG+ 46

entonces tenemos que:

(2.0041967232)

I'(—4,9958032768) = — =

Ahora para calcular I"(2, 0041967232) usamos la aproximacion de Stirling—De Moivre
para x > 0:

. 1 1 139 571
F(x) ~ V2rx*"2e™ (14 — - B
x) X ze ( T 12x T 2882 T 5184017 2488320x4)

cuyo valor es:
I'(2,0041967232) ~ 1,0017607198,

entonces

I(2,0041967232)

—0, 5008908827
1,0017607198

—0, 5008908827

I'(—4,9958032768)

por lo tanto,
I'(—4,0202211103) ~ —1, 9999579837

y con ello tenemos que:

I''(—4,9958032768) ~ — 236, 5619794473 - —1, 9999579837
~ 473,1140194355.

Para ambos valores: x ~ —4,0202211103yx ~ —4, 9958032768 tenemos que | I"'(x)| >
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En resumen: en los intervalos | — 3, —2[ y | — 5, —4], las soluciones de I'(x) = —2,
tenemos que:

X ¥ (x) I'(x)
—2,2192646352 4,8213205276 —9,6421670738
—2,9047877691 | —8,9590062675 17,9119437875
—4,0202211103 | 50,8973093126 | —101, 7923006650
—4,9958032768 | —236,5619794473 | 473,1140194355

Cuadro 2.2: Tabla de valores para las soluciones de la ecuacion I'(x) = —2en ] — 3, =2|

2.4 La Entropia Topologica

2.4.1 La definicion de Adler-Konheim y Mc Andrews

La definicion de entropia que usaremos se debe a

En lo que sigue M # @ y t sera una topologia en M tal que (M, 7) es un espacio
compacto.

Por la compacidad de (M, t) sabemos que si A C 7 es un cubrimiento por abiertos
de M, entonces existe A" C A, que es un subcubrimiento por abiertos de M y que posee
un nimero finito de elementos. Esto es la cardinalidad de A’, denotada #(.A"), satisface
1 <#(A") < oo, con#(A") € N.

Asi, podemos definir el nimero

N(A) = min{#(A") : A’ C A es un cubrimiento finito de M }.
Definicién 2.4.1. Diremos que el subcubrimiento A’ C A es minimal, si:
a) #(A") < oo.
b) No existe A” C A subcubrimiento finito tal que #(A") < #(A’).

Definicion 2.4.2. Se define la entropia del cubrimiento abierto A C t como el nimero

H(A) =log(N(A)).

Notamos que N(A) = e#“ > 1, por lo que H(A) € [0, ool.
En lo que sigue ¥(M) = {A C t;A es cubrimiento de M} denotara el conjunto de
todos los cubrimientos por abiertos de M .
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Definicion 2.4.3. Para A, B € € (M), se define la juncion de Ay B como AV B =
{ANB: A€ A B e B}

Es claro que la juncion es una funcion v : €(M) x €(M) — €M), V(A,B) =
AV B.

Ademas, A C AV Ay vale AV A = Asblo si ocurre que los elementos de .4 son
dos a dos disjuntos y el cubrimiento .4 contiene al vacio. Caso contrario, la inclusion sera
estricta.

Definicion 2.4.4. Diremos que un cubrimiento B € € (M) es un refinamiento del cubri-
miento A € ¥ (M), denotado A < B5,si VB € B34 € Atal que B C A.

Definicion 2.4.5. Un cubrimiento por abiertos A se dice nbd-finito si todo x € X tiene
una vecindad Vi tal que V, N A # @ s6lo para un nimero finito de elementos 4 € A.

Propiedades de v y <

1. Sea Ay = {M}. Es claro que A9 € €(M) y que VA € € (M) se tiene que
AV Ag = Ag v A = A, es decir, Ay es el elemento neutro de la juncion. Ademas,
Ao < A, VA€ EC(M).

2. Secumpleque AV B=BVvV A VA B e %(M).O seala junciéon es conmutativa
en ¢ (M).Esto sigue de A N B = B N A, para cualquier par de conjuntos 4, B.

3. Secumple que AV (BVvC) = (AVvB)VvC(C, VA, B,C € €(M). Esto sigue del
hechoque AN (BNC) = (AN B) N C para conjuntos A, B, C cualesquiera. Asi,
la juncidn es asociativa en C(M).

4. VA € (M) vale A < A.O sea, la relacion de refinamiento es refleja en C(M).

5. Sean A, B,C € € (M) entonces, si A < By B < C resulta ser A < C. O sea, la
relacion de refinamiento es transitiva en C(M).

Prueba. Enefecto,sea C € C.Como B < Cexiste B(C) € Btalque C C B(C) =
B.Como A < Bexiste A = A(B) € Atalque B C A,luego C C B C A implica
C C A Asi,VC eCexiste A= A(C) € AtalqueC C A.". A<C. O

Observagao. a) Como < satisface las propiedades 4 y 5, entonces constituye un
casi orden reflexivo entre elementos de % (M ). No es un orden parcial pues
no cumple la propiedad de antisimetria. Por ejemplos, los cubrimientos

A= %B (0, %) in e N} U {B(0,2)}

o= ppo2)e
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de la bola cerrada de centro 0 € R” y radio 1 satisfacen A < By B < Ay no
son iguales entre ellos.

b) Larelacion de refinamiento no es simétrica. Esto es claro, ya que VA € C(M)
vale Ay < A para A9 = {M}.

.SiA< A yB<B,entonces AvB <A VvEH.

Prueba. Sean A’ € A’', B’ € B’y consideramos A’ N B’. Como A < A’ existe
A= A(A") € Atalque A’ C A. Como B < B existe B = B(B’) € B tal que
B’ 'C B.Luego A/ NB CANB.AsiVA NB e A/ vBexiste ANB e AV B
tal que A’ N B’ C AN B. Esto implicaque AV B < A" v B O

. SeanU,B € €(M). Como Ay = {M} < B; B < B;U < U setiene Ag VU <

UvB,osea, VU, B e E(M)valed <UVByB < UV B.Deaqui concluimos lo
siguiente: para cada parU, B € € (M) existe A € (M) talqued < Ay B < A.
En efecto, basta tomar A = U Vv B.

.SiU,Be (M) yU < Bentonces N(U) < N(B) (y consecuentemente H(U) <

H(B) ).

Prueba. Enefecto,seaB’ = {Bq,..., By} unsubcubrimiento minimal de 3. Como
U < B, paracadai existe U; € Utalque B; C U;.Sesigueque U’ = {Uy,..., Uy}
es un subcubrimiento de M. Asi N(U) < k = N(B). O

. Sild < Bentonces NUV B) = N(B)y HU v B) = H(B).

Prueba. Como B < U Vv B, entonces de la propiedad 8, tenemos que:
N(B) < N(U vV B). *)
La hipoétesis U < B dice que para cada B € Bexiste U = U(B) € U tal que

B C U(B). En particular B C BNU(B).. VB € B,existe BNU(B) e BvU
talque B C BN U, esdecir, U v B < B. Aplicando lo probado en 8:

NU v B) < N(B). (**)
De (*) y (**) concluimos que N(UU v B) = N(B). O

ParatodoU, 5 € € (M) vale N(UV B) < N(UU)N(B) (y consecuentemente H (U Vv
B) < HU) + H(B)).
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Prueba. Sean los conjuntos U’ = {Uy, ..., Unwy}, B' = {Bi1,..., By} subcu-
brimientos minimales de I/ y B, respectivamente. Se tiene que:

UvB ={UinB;;i=1....NU).j =1,....N(B)}

es un subcubrimiento de I/ Vv B, por lo tanto, N(UU v B) < NU)N(B). O

Consideremos ahora ¢ : M — M una aplicacion continua. Para cadalf € €' (M) sea
e U) = {(p_l(U); U e Ll}. Es claro que ¢~ ' (U) € € (M).

I1.

12.

13.

14.

Sill < Bentonces ¢~ (U) < ¢~ (B).

Prueba. Paracada B € Bexiste U € U tal que B C U. De aqui:

o '(B) Co'(U) = o' (U) < ¢ (B).

SiU,B €€ (M),entonces o LU Vv B) = ¢ 1 (U) vV ¢~ (B).
(Esto es, la aplicacion ¢! : € (M) — € (M) es un (¢ (M), V)-morfismo).

Prueba. Sigue del hecho que 9~ '(4 N B) = ¢~!(A4) N ¢~ (B) para cualquier par
de conjuntos A, B C M. O

Para todo U € €' (M) vale N ((p_l(l/{)) < NU).

Prueba. Seald’ = {Uy,...,Unq)} un subcubrimiento minimal de U, entonces
o ' U) = {¢ ' (U1).....¢ " (Un@y)} es un subcubrimiento de ¢! (). De aqui
que N (¢~ ' (U)) < NWU). O

Sig: M — M es sobreyectiva, entonces N (¢~ (U)) = NU).

Prueba. Seald), = {¢™"(U).....¢" (Uy(-1(v))} un subcubrimiento minimal
de ¢~ (). Tenemos :
WO (%)))
Mc | o'W
j=1
Entonces:
N~ @)

oMycol|l |J o'Wy
=1
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N — N — —
Como ¢ (NG Y71 W) < UYY o (07! W) 0o~ (U)) € U
yoes sobreyectlva, se cumple que:

N~ W) N~ W)
eM)y=Mc |J el'upy)= U U
j=1 j=1
Esto es: {Ul v Uy (-1 (@) } es un subcubrimiento por abiertos de U/, por lo tanto:

NU)< N (o7' W)

Combinando esta desigualdad con la desigualdad de la propiedad 13 tenemos el
resultado. O

15. Paracadald € € (M) se cumple que:
lim LH (n\_/1 ¢—k(u)) = lim lH(u v lUy v...ve D))
- v Lm ..
existe y es finito.
Para demostrar este resultado, probaremos lo siguiente:
Lema 2.3. Si(a,)neN es una sucesion de numeros reales no negativos que satisface

. . dap
Anam < ap + am;Yn,m € N, entonces existe lim —
n—oo n

Prueba. La condicion ay, < a, + a, implica que ag, < ka, y asi

1 < dn
_a —
kn kn X n
Haciendo kK — oo concluimos que ¢ = inf (%”) < “7” Vn € N.
. a , oy
Dado € > 0, existe ng € N tal que "0 < e+ e Asi, para n > ng escribimos
no

n=nogp+qconpeN,0<qg <ng. Luego

An _ Gnop+q _ Pfno 1 dq Ang aq

n. nop+q p<n0+%) no+< " pno+gq

1
aﬂ—i—a—qgc—i—e—i—a— C+e+—sup{al, <i <ng}.
no n n
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, an Qn .
Asi para n grande — < ¢ + 2¢. Como ¢ < — < ¢ + 2¢ concluimos que ¢ =
n n
. dn
lim —. O
n—-oo n

Prueba. (De la propiedad 15) Sea

k=0

n—1
an = H (\/ wk(w) - H (uv(fl(u) v...vw("*)(m)
tenemos:
ntm :H(u Vo iUV ... v o@Dy
VoMUYV oI UYL v g (L{)>
=H(u vl v...ve D)y
Vo UV e UV v go_(m_l)(Z/{))>.
De acuerdo a la propiedad 10, tenemos
nom <H (u Ve lU)v...v ¢—<"—1>(U))) n
+H (go_" (u Vo lU)v...v (p_(m_l)(l/l))) :
Usando la propiedad 13, tenemos
nsm <H (u Vel V... v ¢—("—1)(U)) n
+H UV V.V e OW@)),

es decir, ay4m < an + apm.

De la definicion de (a,)neN se tiene que a, > 0. Asi, obtenemos que existe

1 n—1
lim & = lim —H (\/ (p_k(?/[)).
n—oo n n—oon

k=0
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Definicion 2.4.6. Paracadalf € ¥(M)y ¢ : M — M continua, la entropia de ¢
respecto de U es el numero:

n—1
hip,U) = nlgr;o %H (\/ (p—k(u)) )
k=0

ay = HU);a, < ayq < n-ay,se tiene ,lla,, < ay, esto es:

16. Paracadalf € €¥(M)y ¢ : M — M continua, se tiene que:
h(p.U) < HU) = log(N(U)).

Prueba. Comoa; = HU)y a, = apq < n-ay,se tiene %an < a;. Por lo tanto,

n , .
— < ay, tomando, ahora, el limite cunado n — oo, tenemos el resultado. O
n

17. SiU, B € € (M) satisfacen U < B, entonces h(p,U) < h(p, B).

Prueba. De la propiedad 11, tenemos que U < B, entonces ¢ ¥ (U) < ¢ ¥(B),
Vk € N. Aplicando la propiedad 6, obtenemos:

UVl V.. v " DUy <Bve \(B)v...ve " D(B).
De la propiedad 8, obtenemos que
n—1 n—1
H (\/ w—k(m) <H (\/ ¢—k(3>) :
k=0 k=0
Luego, h(p,U) < h(p, B). O

18. Sid €¢ €M)y ¢ : M — M es un homeomorfismo, entonces % (¢,U) =
h (o=t U).

Prueba. De acuerdo a la propiedad 14,

N (p)) = N (97" (pU1))) = NU).
Asi,

H(Z/l\up(Z/I) v...v<p"—1(u)) - H(cp"_l(Z/l\/go_l(Ll) Y
v ga_("_l)<bl))) - H(u Vol v...v <p—<"—1>(u>).

dividiendo por n y pasando al limite, cuando n — oo, se tiene el resultado. O
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Definicion 2.4.7. Sea ¢ : M — M una aplicacion continua. Se define la entropia topo-
légica de ¢ como h(p) = sup{h(p,U) : U € €(M)}.
Nota. Observamos que 0 < A(p) < oo.

Definicion 2.4.8. Diremos que una sucesion de cubrimientos abiertos {{,;n € N} es
refinante si:

1. Up < Up41, YN € N.
2. Paracada B € € (M) existe Uy tal que B < U,,.
Lo interesante de una sucesion de cubrimientos abiertos refinante, es el siguiente lema.
Lema 2.4. Si (U,) es una sucesion de cubrimientos abiertos refinantes, entonces h(¢) =
lim h(p,Uy).
n—>o0
Prueba. La propiedad 1 implica & (¢,Uy,) < h (¢, Un+1). Asi que:

nl_i)ngoh(go,un) =sup{h (¢, U,);n € N}.

La definicion de h(¢) implica que para cada € > 0 existe B¢ € € (M) tal que h(p) <
h(p, Be) + €. La propiedad 3 dice que existe Uy, tal que B < U,. De aqui h(p, Be) <
h(p,Uy) y luego tenemos que:

h(p) <h(p,Uy) + €< h((p,l/{n+p) +¢€ VpeN.

Yaque i (¢, Un+p) < h(p) < h (@, Unsp) +€,Vp € N, debe ser entonces que /1 (¢) =
n—00
O

2.4.2 Calculo de la Entropia en Espacios Métricos

Suponemos que (M, d) es un espacio métrico compacto.

Definicién 2.4.9. 1. Para A C M, se define el diametro del conjunto A como d(A) =
sup{d(x,y) : x,y € A}.

2. Parald € € (M) se define d(U) = sup{d(U); U € U}.

Observagio. Sil{, B son cubrimientos abiertos de M tales que U < BB entonces d(B3) <
d(U). Enefecto, VB € Bexiste U(B) € U talque B C U(B) entonces d(B) < d(U(B)).
Asi d(B) = sup{d(B); B € B} < sup{d(U(B)); B € B} < dU).

Probemos, ahora, el siguiente resultado:
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Lema 2.5. (del cubrimiento de Lebesgue) Sead € € (M), entonces existe e(U) > 0 tal
quesix € My B,.(x) ={y € M;d(x,y) <r} satisface r < €(U), entonces 3U € U
tal que B,(x) C U.

Prueba. Como U € % (M) existe subcubrimiento finito
{Up,...,U,}. Paracadai = 1,2,...,n,sea f; : M — [0,00[ la funcion continua
fi(x) = d(x, M\U;). Como (M\Uj) es cerrado, se cumple que fi(x) =0 < x €
(M\Uj).

Como para cada x € M existe iy € {1,2,...,n} tal que x € U;,, entonces

Jio(x) > 0. 2.4)

Sea f : M — R la funcion f(x) = max{ f1(x),..., fn(x)}. De acuerdo a (2.4) se
tiene que f(x) > 0Vx € M.Como f esuna funcién continua, entonces /(M) = [§1, 82]
es un intervalo cerrado con §; = inf{ f(x);x € M} > 0.

Sea x € M cualquieray 0 < § < ;. Se cumple f(x) > 8. Esto es, hay [, €
{1,2,...,n} tal que f; (x) > 8. Esto implica que d(x, M\Uj,) > 8. Luego, para cada
y € Bs(x) debe ser que y € Uj, pues d(x,y) <.

Concluimos que Bs(x) C Uj, .

O

Corolario 2.4.1. Para cadald € € (M) existe € = €(U) > 0 tal que si A es un conjunto
abierto con d(A) = sup{d(x, y);x,y € A} < €, entonces existe U € U tal que A C U.

Prueba. Notamos que A C Bg(4)(x) para cada x € A. De aqui basta considerar d(A4) <
81 como en el lema de cubrimiento de Lebesgue. O

Observamos que si 0 < § < €(Uf) entonces § satisface la propiedad. A saber,si A C M
es un conjunto tal que d(A) < § entonces existe U € U tal que A C U. En efecto, como
8 < €(U) sirve el mismo U del corolario 2.4.1 . Esto nos permite la siguiente definicion:

Definicion 2.4.10. Se define el nimero de Lebesgue de I/ como:
8(U) = sup{e(U); e(Ud) satisface el corolario 2.4.1} .

Corolario 2.4.2. Sea U, B € €(M). Sea d(U) = sup{d(U);U € U}. Si ocurre que
dU) < §(B), entonces B < U.

Prueba. Paracada U € U vale d(U) < §(B), entonces AB(U) € Btalque U C B(U),
estoes, B<U. O

Corolario 2.4.3. Sea {U} C € (M) una sucesion de cubrimientos abiertos tales que:
1. Z/{n < L{,,H.
2. dU,) — 0, n — oo.
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Entonces {Uy} es una sucesion refinante.

Prueba. La primera propiedad es la primera parte de la definicién de una sucesion refi-

nante. Si B € ¥ (M) es un cubrimiento abierto, entonces §(3) > 0y In € N tal que

d(Uy) < 8(B). De acuerdo al corolario 2.4.2, B < U, (que es la segunda propiedad de un

cubrimiento refinante). O

En particular, h;0p(¢) = lim h(e,U,) para cualquier ¢ : M — M continua y
n—oo

cualquier sucesion de cubrimientos {4, } como en el corolario.
Veamos algunos ejemplos de sucesiones que satisfacen el corolario anterior.

1
Ejemplo 2.4.1. Siconsideramos U, = { B;(x); x € M,2r < —; el conjunto de todas las
n

bolas abiertas de diametro d = 2r < —, entonces la sucesion {U,,; n € N} es refinante.

1
En efecto, si B,(x) € Uy41, entonces 2r < < —y By(x) € Uy, por lo tanto,
n n
L{,, < un+1.

1
Por otro lado d(Uy,) = sup{d(U); U € U,} = — yasid(U,) — 0,n — oo.
n

+1

Ejemplo 2.4.2. Sea {53,} C % (M) una sucesion de cubrimientos abiertos tales que
n

d(B,) - 0,n — oo.Seald,, = \/ By. Como B, < U, entonces d(U,) < d(B,)y
k=1

luego, d(Uy,) — 0,n — oo.

Ademas, como U, < Uy, 41 el corolario 2.4.3 garantiza que {U, } es una sucesion refinante.

O sea, a partir de cualquier sucesion de cubrimientos abiertos {8,} C € (M) tales que

d(B,) — 0,n — o0, se puede construir una sucesion refinante.

Ejemplo 2.4.3. Seao : ¥, — X,, ¥, = {#;Ny — {0,1,...,n — 1}} el conjunto de
sucesiones de n- simbolos. Se tiene (ver , seccion 1.5) que hsop(0) =
log(n).

2.4.3 Extension de la definicion de entropia a espacios no compactos

Hasta ahora nuestra definicion se aplica a espacios métricos compactos. Es claro que
aplica, también, a espacios topoldgicos compactos. Vemos, ahora, la definicion que usare-
mos para nuestro caso y que se refiere a espacios no compactos.

Antes de nada recordaremos, brevemente, algunas definiciones que vienen de la topo-
logia (ver )

Definicion 2.4.11. Consideremos un espacio topolégico (X, r). Una familia de conjuntos
D = {Dy C X|© € I} se denomina vecindad-finito si cada x € X tienen una vecindad
abierta V,, C X tal que Vx N Dy # @ para, a lo mas, una cantidad finita de indices « € Z.
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Definicion 2.4.12. Un espacio topoldgico (X, t) se dice:

* de Hausdorff'si separa puntos( para cada x, y € X existen abiertos Uy, U, tales que
x € Uxyy e U,y ysecumple que Uy N U, = 9);

* segundo contable si la topologia tiene una base enumerable;
* de Lindeldfsi todo cubrimiento por abiertos tiene subcubrimiento enumerable;

* paracompacto sitodo cubrimiento por abiertos tiene un refinamiento abierto vecindad-
finito;

« localmente compacto si cada x € X tienen una vecindad Vj tal que V, es compacto;

* o-compacto si es localmente compacto y puede expresarse como una uniéon enume-
rable de conjuntos compactos;

Para nuestros efectos (X, t) sera un espacio de Hausdorff, segundo contable, Lindelof,
paracompacto y o-compacto. Por ejemplo: la recta real satisface todas estas propiedades
y cualquier espacio euclidiano, también.

Definicion 2.4.13. Se define C. (X, X) como el conjunto de funciones f : X — X tales
que existe K C X compacto para la cual la restriccion f|g : K — K es una aplicacion
continua.

Nota. Observamos lo siguiente:

a.) Para cualquiera f € C.(X, X) y para cualquier compacto K C X donde la restric-
cion f|x : K — K es continua, se puede calcular /0, (f, K);

b.-) La union finita de conjuntos compactos en un espacio Hausdorff es compacta;

c.-) Sea f : X — X una funcion y suponemos K; y K> son conjuntos compactos tales
que f|k, ¥ f|k, son continuas entonces f|x, Uk, €s continua y, en este caso,

heop(f, K1 U K2) = max{hiop(f, K1), hiop(f. K2)}.

En lo que sigue, y para efectos de espacios (X, t) no compactos, consideraremos la
siguiente definicion de entropia

Definicion 2.4.14. Para f € C.(X, X) sea
Ky ={K C X| Kes compacto y f |k es continua} .

Se define
hiop(f, X) = sup {htop(fv K)| K € Kf} .
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2.4.4 Entropia topologica e hiperbolicidad en la Funcion Gamma

En esta seccion probaremos que la entropia de la funcion Gamma es infinita y que
su dinamica contiene un subconjunto invariante hiperbolico. Para ello, probaremos otros
resultados primero.

Proposicion 2.4.4. Para cadan > 1 se cumple que:
I'"(x) <0 paracada x €1-2n—1,-2n].

Prueba. Usando la funciéon digamma tenemos:

oo

I'x) 1 1
I'(x) _y+;(;_x+n—l)

=1

derivando con respecto a x, tenemos:

') -rex)— [P o 1
[ (x)]? =2 (x +n—1)2

)

entonces
r"(x)-I'(x) =[]

IO
y como [I'(x)]*> > 0 obtenemos que: I'”(x) - I'(x) — [I'(x)]* > 0, lo que implica
I'"(x)-T'(x) > [I"(x)]*y, como [I""(x)]* > 0, entonces I"”(x) - I'(x) > 0. Ahora,
dado que x € |-2n — 1, —2n][, se cumple I'(x) < 0y, por lo tanto I"”(x) < 0; como
sefnalado. O

Observacdo.  a) De la proposicion anterior concluimos que I''(x), para x €] —2n —
1, —2n][ es decreciente, para cadan > 0.

/

(x
r'(x)’

b) Dado que ¥ (x) = derivando tenemos que:

r'(x)-r'e)—[r'ee?
[ (x)]?

de este hecho podemos concluir que la funcién digamma es creciente para x > 0y
parax € |-n — 1,—n[conn € N.

V(x) = ¥ (x) =

Teorema 2.4.5. Paracadan > 1sean —2n —1 < —x} < —x{ < =y} <=y} < —-2n
puntos que satisfacen: F( 2) = F( J’1) = —2n — 1yF( ) = F( yz) =
—2. Esto es: T ([—xé’,—x;’]) = [-2n—-1,-2]y " ([ vy, — ]) [2n —1,-2],
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entonces se cumple que:

min {min{‘F' (—x’f) ,

para algiin A > 1.

F/<—y]2‘)’},1<k<n}>)&>l;

Prueba. Dividiremos la demostracion en dos partes:
a) [IM(=y5)| > 8y
b) | (—x¥)| > 16.

Antes de calcular la derivada en estos dos puntos, vemos otras relaciones que nos
serviran en esta demostracion.

Consideramos, para cada 1 < k n, los puntos —2k — 1 < —x’f < — yé‘ < —2k.Ya
vimos, en la seccion 2.3.3, que: —y% ~ —2,2192646352 y que ¥ (—y1) ~ 4.8213205276.
De este hecho tenemos que ¥(—y,) > 4 y dado que I'(—y)) = —2 entonces:

F/ _ 1
V(-y;) = % > 4= I'(-y,) < -8,
por lo tanto,
I (=y3)| > 8. (2.5)
También, vimos que —x! ~ —2.9047877691 y W (—x{) ~ —8.9590073177. Luego, tene-
mos ¥(—x]) < —8y dado que I"(—x{) = —2, entonces:
1 I'(=xi) 1o 1
lI/(—Xl) = —2 <-8=1T (—Xl) > 16,
por lo tanto,
|F’(—x11)| > 16. (2.6)

Ahora, dada la formula de recurrencia de la funcién digamma tenemos que: ¥(y) =

1
¥(y + 1) — —. Aplicando esta relacion a y = —x — 1 tenemos que: ¥ (—x — 1) =

y

1
VU(—x)+ T ; aplicando la relacién a y = —x — 2 tenemos:

X
w( 2) =v(-1 )—f-l lI/()—i-1+1
—x=-2)=¥(-1l—-x)+ —=¥(—x)+ —— + ——.
x+2 x+1 x4+2
Sucesivamente, obtenemos la relacion:
1 1 1
UV(—x-2k)y=¥(-x)+ —+ —+...+ —— 2.7)

x+1 x+2 x + 2k
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parax >0yx ¢ Z~.
Ahora ya con las relaciones (2.5), (2.6) y (2.7) probemos los puntos a) y b).

a) Probemos primero que I (— v - 2k) > —2, con esto concluiremos la desigualdad
—yi-2k < —y§+1 paral < k < n. Enefecto, tenemos: (—yi—2k) € ]2k — 3, -2k — 2|

y —yIZH'1 € |2k — 3, =2k — 2[; es decir, ambos valores: (—y21 — 2k) y —y§+1, estan
en el mismo intervalo.

Probamos esta afirmacion por induccion:

* k = 1. En efecto, para obtener el valor: I'(—y} — 2) usamos la formula de
recurrencia de la funcion Gamma, y tenemos que:
M-y, -1 I'(-y;)
r(-y;-2)= == .

-2 (= =En -]
y dado que I (—yzl) = —2, entonces

_ -2
ey

Como —y) ~ —2.2192646352 tenemos —y, < —2'y, entonces que —y; — 2 <
—4e—yl —1 <=3, porlo tanto (—y) —2) - (—ys — 1) > 12, entonces

r(-y;-2)

2
(=y3 =2(=y; = 1)

> —2, con lo que, F(—y21 —2) > 2.

* Suponemos ahora que: I"(—y} —2k) > —2y probemos que la relacion se cumple
para k + 1.

Usando la féormula de recurrencia de la funcion Gamma, tenemos:

I (=y; —2k)
(1-2-2)- =21
y dado que —y) < —2entonces: —y; —2k—2 < —2k—4y—ys—2k—1 < —2k—

3; y luego tenemos que: (—yi —2k—)-(—ys =2k —1) > 2k +4)(2k +3) > 12
y, por lo tanto:

r(-y,—2k+1)=

I(=y; —2k) .
(—yy =2k =2)-(=y; =2k — 1)
-2
> >
(=33 =2k =2) - (=y; =2k = 1)

F(—yy =2k +1)=

)
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b)

como queriamos probar.
De este hecho podemos concluir que, puesto que: I'(—y) — 2k) > —2, entonces se

cumple que —y} — 2k < —y¥*1 para 1 <k <n.

Ahora dado el hecho de que —y] —2k y — y§ *1 estan en el el mismo intervalo, |—2k — 3, —2k —
para 1 < k < n,y usando el hecho de que la funcién digamma es creciente en
]—2k — 3, =2k — 2[, ver observacion , concluimos que:

W(—yy —2k) <W(=ys*"); 1<k <n (2.8)
y como ¥(—yl) < W(—yl —2k) por (2.7), de esto obtenemos la siguiente desigualdad:
U(=y3) < W(-y; = 2K) < (-y; ) = () < W(p5t)

r'(—ysth
(—y%th

> 4, entonces F’(—yé‘“) < =8,

y como ¥(—y1) > 4, entonces lI’(—yé‘H) > 41lo que implica > 4ydado

F/(_yk-i-l)
que I'(—y5™h) = 2
por lo tanto, Vk > 1 vale |I"’ (—yé‘“)l > 8. Esto concluye la demostracion de la

afirmacion a).

—2, obtenemos que

k—
Para resolver esta parte, primero probemos que (—x’f +2k+1) “% 0. Para ello
veamos cuanto es el valor de klim F(—xlf + 2k +1).
—>00

Usando la formula de recurrencia de la funcion Gamma, tenemos que :
[(=x} + 2k + 1) = (—=x)(=x} + 1)+ (=x} + 2) [ (=x7)
parak € Ny como I (—x’l‘) = —2, entonces
F(—x¥ 42k +1) = =2 (=xF)(—xF + 1) - (= + 2k)
para k € N, ademads en ésta ltima expresion: (—x]f)(—x]f + 1)(—fo +2)--- (—x’f +

2k) contiene (2k 4+ 1)—términos y cada uno de ellos es negativo, por lo que el valor
1"(—x’1€ + 2k + 1) sera positivo.

Veamos ahora que el término (—x’f + 2k),con —1 < —x’f + 2k < 0 no se acerca a 0.
De hecho —1 < —x’f + 2k < —0, 9. Hacemos esta demostracion por induccion.

e k = 1. En este caso —xll ~ —2,9047877691, por tanto

—xll + 2 ~ —0,9047877691 < -0, 9.
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¢ Suponemos ahora que —1 < —x{‘ + 2k < —0,9, y probemos que se cumple

para k + 1. Para ello probemos antes que se cumple que —x{‘ tlio< —x’f . Para
probar esto ultimo, basta con probar que I” (—x]f iy <r (—x’lc ) = —2yaque

ambos valores estan en el mismo intervalo —2k —1 < —x*, —x’f“ +2. < =2k.

Por induccion:
— Para k = 1. En efecto I'(—x? + 2) = F(—xi)(—x% + )(—x}) = —2-
2

(x2)(x? — 1) y como 4 < x? < 5, entonces x; > 1y x? —1 > 1, por lo
tanto,
F(—x% +2) < F(—xlz) = -2.

— Suponemos ahora que vale para k y probemos que se cumple para k +
1. Usando la formula de recurrencia de la funcion Gamma, tenemos que

F(_xllc+2+2) — F(_x/16+2)(_x/1c+2+1)(_x/1€+2) — —2-(xlf+2—l)(xlf+2)

y como x¥T2 > 1y xk*2 1 > 1, tenemos que I'(—x¥*? +2) <

F(—x]fH) = —2, por lo tanto se cumple para k + 1. Por lo tanto 1"(—)(1ch2 +
2) < I'(—x¥T1) = 2, entonces —x¥+2 42 < —x**1,

Ahora: —x’f“ +2(k+1) = (—xllchl +2)+2k < —x’f + 2k y como se cumple

para k, tenemos que —x’f‘H + 2(k + 1) < =0, 9. También, como —2k — 3 <

—x’f‘“, entonces —1 < —x’f‘“ + 2k + 2, por tanto —1 < —xlf‘H +2k+1) <

—0, 9y se cumple para k + 1.

Entonces tenemos que:
F(=xK 42k +1) = =2 (=xF) (=xF + 1) (=xk +2) -+ (=xF + 2k),
por lo que tomando limites, tenemos que:

lim I'(—x* + 2k + 1) = o0.

k—o00

Ahora, como -2k — 1 < —x]f < —2k, entonces 0 < —x{‘ +2k+1<1y F(—x]lc +

k— . k—
2k +1) == 00, por lo que necesariamente tenemos que: (—x’f +2k+1) === 0,
dadas las propiedades de la funcion Gamma.

Puesto que —2k — 1 < —xlf‘H +2< —x'f, entonces 0 < —x]f‘H +2k+1)+1<
—xK 4+ 2k 4+ 1. Estoes,sie; = —x] +2j + 1, entonces 0 < €51 < €, Yk > 1.

Estudiemos ahora la diferencia: lI/(—x’f) — l,I/(—x]f"'l).

Para ello usaremos la representacion en serie de la funcion digamma, a saber:

o I 1
W(X)Z_V+Z;_Zm

n=1 n=1
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Tenemos:

k k+1
) ot = 30 Z o

o0
; X —ntl
> 1

Ahora analicemos la serie (2.9) por partes.

2.9)

Sabemos que 2k < x’f <2k+1yque2k+2< xk 1 < 2k 4 3, es decir, que para n,
k k+1

desde n = 0y hastan = 2k, las diferencias x{ —n y x; "~ —n, son positivas. Ademas
tenemos que x¥ < x¥*1 entonces x¥ —n < x¥*1 —n, 1o que significa que:
! ! 0,1,2 2k
< para n =0,1,2,...,2k.
K _p kb —n
Para n, desde n = 2k 4 4 hasta n = oo, las diferencias x¥ — n y x**1 — n son
negativas, es decir, que n — x¥ y n — x]fH son positivas y como —x¥ > —x’f“
1 1 y
tenemos 1 — x¥ > n — x¥1 y entonces < lo que significa que
k k+1
n—xi{ n-—xj
1 1
e < para n =2k + 4,2k +5,...,00
xiT—-n x{-—n

Paran = 2k + 1,2k + 2y 2k + 3, la diferencia x’l‘ — n es negativa; y la diferencia
xlfH — n es positiva paran = 2k + 1 yn = 2k + 2,y es negativa paran = 2k + 3.

Ahora, agrupando todos estos casos, tenemos que la serie (2.9) se puede descomponer
de la siguiente forma:

i 1 1 3 1 1 N
x]f—n x’f+1—n x]f—2k—1 xllH'l—Zk—l

1 1 1 1
+ - + +
ko —2 XK _gp o T xk ok -3 (kg 3

2k 1 1 o 1 1
+Z<k _xk+1_n)+ Z (x’f—n_xk“—n)
1 1

n=0 \X1 — 7 n=2k+4

(2.10)

Tenemos entonces que la suma de n = 0 hasta n = 2k es positiva y que la serie desde
n = 2k 4+ 4 hastan = oo también es positiva; luego solo tenemos que ver los términos
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desde n = 2k + 1 hasta n = 2k + 3. Es decir, tenemos que estimar el valor de:

1 1 1
— + —
b —2k—1 XU _ok -1 xk-2k-2
1 1 1
KU ok 2 xk—2k—3 Xk _2k 3

(2.11)

Si el valor en (2.11) es positivo, concluimos que la diferencia U/(—x]f ) — W(—xlfH),

es positiva.
Sumando los términos en (2.11), tenemos el siguiente denominador:

(K =2k — 1) x (¥ — 2k — 1) x (xF — 2k — 2) x
<0 >0 <0
x (T — 2k —2) x (xF — 2k — 3) x (XK — 2k — 3).

>0 <0 <0

Concluimos que el denominador es mayor que cero.

Ahora analizamos el numerador de (2.11), el cual es la suma de las siguiente expresio-
nes:

(K 2k — 1) x (xF — 2k —2) x (xFF1 -2k —2)x

(2.12)
X (xf =2k = 3) x (¢} -2k = 3)
— (¥ =2k — 1) x (xF — 2k —2) x (xFF1 — 2k —2)x (2.13)
x (xF =2k = 3) x (xf T — 2k — 3) |
(e =2k = 1) x (! =2k — 1) x (T -2k = 2)x (2.14)
X (o} =2k —3) x (xf ' — 2k = 3) |
= (] =2k = 1) x (xf T = 2k — 1) x (xf — 2k —2)x (2.15)
x (xF =2k =3) x (xf ' -2k —3) |
(X{C_zk_l)x(xf+1—2k—1)x(x11{_2k_2)x (2.16)

x (xF 1 — 2k —2) x (K — 2k = 3)
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— (K =2k — 1) x (K 2k — 1) x (xF — 2k —2)x 217
x (kT — 2k —2) x (xF — 2k — 3). '

Esto es, el numerador de (2.11) es igual a la suma de las expresiones (2.12), (2.13),
(2.14), (2.15), (2.16) y (2.17). Ahora, sabiendo que —xlfH +2 < —x’f, entonces

xlfH —2k—-3> x’f — 2k — 1; luego notemos que las expresiones (2.13), (2.14), (2.15)
y (2.16) son mayores que las expresiones:

— =2k =K =2k —2) (K —2k) (6K — 2k = 3K -2k —1)  (2.18)

(% — 2k — 1) (x¥ — 2k + 1)(xF — 2k) (x¥ — 2k = 3)(xk — 2k — 1) (2.19)
— (R =2k — 1) (xF =2k + (XK =2k —2)(xF — 2k = 3)(xK — 2k — 1) (2.20)
(x* =2k —1)(xK =2k + (¥ =2k —2)(xF —2k) (XK -2k — 1),  (221)
respectivamente. Notamos, ademads, que al factorizar la suma de las expresiones (2.18),
(2.19), (2.20) y (2.21) es igual a:
6(xk —2k —1)?2(xK —2k — 1 = V2)(xk —2k — 1 + V2)

de esta forma, tenemos que la suma de las expresiones (2.12), (2.13), (2.14), (2.15),
(2.16) y (2.17) es mayor que:
(K 2k — 1) x (xF — 2k —2) x (xF 1 — 2k —2)x
x (XK =2k = 3) x (KT — xk —2) 4 6(xF — 2k — 1)%x (2.22)
x(xlf—2k—1—x/§)x(xlf—2k—1+\/§).

Para seguir usaremos ahora las igualdades: ¢, = —x* + 2k 4+ 1;¢4 4, = —x¥T1 4
2k+1D)+ 1y x’f“ — x’l‘ — 2 = € — €x41. Asi, reemplazando estos valores en la
expresion (2.22) tenemos:
2 —€exr1)(—ex = D — €xq1)(—€k — 2)(€x — €k41)+
+ 66 (—ek — V) (—ex + V2) = d(ek — e+
+ 2(—46,% — Seép€pt+1 + 36,%4_1) — e,i — 66,%ek+1 + 9eke,%+l—
— 26}, +6€; — €€y, + 360, — € — iy T €L
(€x + €x+1)
= (€k — €k+1) X (4 —6(ex + €k+1) — 26—
(€k — €k+1)

+ o(eg —ek+1)) >> 0.
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Notar, en relacion al tamafio de los €, que: como xll ~~ 2,904787769, x% ~ 4,995803277,
x3 ~ 6,999900774 y x} ~ 8,999998622, entonces : € ~ 0,095212231,¢; ~
0,004196723, €3 ~ 0,000099226 y €4 ~ 0,0000013.

Entonces, hemos probado que (2.11) es mayor que cero, lo que implica que la expresion
(2.10) es mayor que cero, por tanto,

> 1 1
W(—x}) —w(—x{thH =) ( el ke 0.
1

n=0 \*1 — 7
De aqui tenemos que: lI/(—x]f) > W(—xlfH), Vk > 1.
Aplicando sucesivamente esta desigualdad, obtenemos:
W(—x]) > W(=x?) > - > W(—xF) > w(—xFt1);
y puesto que ¥(—x}) < —8, seccioén 2.3.3, concluimos que:

k41
%?L; < —8y, luego
I'(=x1 > 16,
De (2.5), (2.6), a) y b), resulta que:
min{min{|I""(=x¥)| > 16,|"(=y¥)| > 8}, 1 <k <n} > A > 1;

para algun A > 1.

Nota. Podemos considerar, para efectos de calculo, A = 8.

Corolario 2.4.6. Paran > 1 sean J; = [—x’z‘,—xﬂ yIp = [—yé‘,—y{‘]. Se cumple
[T (z)| 2 A > 1; paracada z € Jy U Iy paral < k < n.

Prueba. Primero notamos que si z € Ji entonces | I (z)| > |1"/(—x]f)| yquesiw € Iy
entonces |I" (w)| > |I" (- y§ )|. El resultado sigue ahora del Teorema 2.4.5 O

o0 n
Ahora, paracadan € N sea A, = ﬂ r=7 (U J; U Ii). Esto es,

=0 i=1

n
xeA, & I'"(x)e| JHUL.VjeN.

i=1
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Denotemos Ly = I, Ly = J1, L3 = I3, Ly = Ja, ..., Las+1 = Is41, Las+2 = Jsy1
para cada 0 < s < n — 1. Tenemos 2n intervalos {L1, L, ..., Ly, } y ademas

min{|I"(z)],z € LyU Ly U...ULy} > 4> 1.

0o ) 2n
Observagio. A, = ﬂ r=/ (U L,-)

j=0 i=1

2n
z€E AN, — Fi(z)EULi paracada i = 1,2,...,2n.

i=1

Asociadoacadaz € A, podemos definir lasucesion0(z) € X5, = {6 : Ng — {1,2,3,...

por: )
6(z)(i)=j < I''(z)eL;.

Proposicion 2.4.7. 0 : A, — X, satisface 0 0 6(z) = 0 o I'(z) para cada z € A,.
Prueba. Sea 6(z) = (69, 01,03, ...), entonces

o0 o0 o0
ze (I (Le)=Lg N (I (Lg)=LgNI"" (ﬂ r— (Lgm)) :

i=0 i=1 i=0

, 2]

oo
Asi,tenemosque:z € Lg, y I'(z) € (oo '™ (Lg,,,)-Lacondicion I'(z) € m r- (Log; 1)

i=0
implica que 8(I"(z)) = (61, 62, 63, ...), por lo tanto,

000(z)=00T1(2)
Ccomo anunciamos. O

Proposicion 2.4.8. 0 : A, — X5, es una biyeccion.

Prueba. Suponemos z, w € A, satisfacen 6(z) = 6(w). Esto quiere decir que 6(z) (i) =
O(w)(i) paracadai € Nj.

Por tanto {I"'(z), I''(w)} C Lg(z)a)- En particular |I"*(z) — I'' (w)| < |Le(z)i)| para
cadai € Ny.

Como | (z) — ' (w)| = |(I')’(x)||z — w| con x € [z, w], entonces

[T (2) = T (W)] = Ao Aroe)a) - Ao i-—nlz — w]
> (min{Ay,.... A, ) |z —w| > Az —w);

por tanto sii — ooy z # w vale |.F"(z)—1”'(w)| — 00 cosa que no puede ser pues
I''z)—-r*(w)| < 1si{l''(z), ''(w)} C Lg)a), por lo tanto, debe ser z = w y la
@)@ P y
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aplicacion es inyectiva.

Vamos a probar que 6 : A, — X, es sobreyectiva. Para ello sean

2n

II'(z)];z € UL,-}ye,, = max

i=1

2n

M)z e | Li

i=1

Pn = min

)

2n
secumple e, > |I''(z)| > pp =2 A >1Vz € U L;.

i=1
Sea 6 = (09,01, 0,,...) € Xa, y consideremos

A(6p) =Lg,,
A(60,61) =Lg, N T (Ly,),
A(60,61.6>) =Lgy N I"''(Lg,) N I *(Le,)

k
A(Bo.61.....60) = (T (Le,) -
i=0

Es claro que A(6p) D A(6p,601) D ... D A(6y,61,...,6r).

Probemos que |A (6o, 61)| < p,!. En efecto, si A4g, = [x(6p), y(60)] = Lg,. Sea
A0y, 1) = [x(09,01), y(0o,01)] C [x(6o), y(6p)], entonces:

IT" (x (60, 61)) = I (¥ (6o, 0))| = | (2)] | (6o, 61) — y (60, 61)]
para algin z € [x (6, 61), ¥(6o, 01)], luego:
Lo, | = |T"(2)] |4(B0, 61)] > pn|A(60, 61)]

y por tanto, p, ' |Lg, | > |A(6), 61)] .
De aqui, concluimos que: p, ! > p;!|Lg,| = |A(6p, 61)|, como anunciamos.

Probemos ahora que A(6y, 61, 62) C A(By, 61) C A(6y) satisface ,0;2 > |A(6y, 01, 02)].
Sea A(6p, 01, 62) = [x (0o, 01,62), y(Bo, 61,62)] C [x(6o.01), y(fo, 61)], entonces
|72(x(6o. 01.62)) — T'*(y(6o.61.62))| = |Lg,| =

= |(I'®)(2)| 1x(6o. 61.62) — y(6o.61.62)| =
= |I"(I'(2)) - I'(2)| |A(60. 61.62)| > p; | A( 6o, 61.6,)],
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entonces
1> |Lg,| = |I*(x(60.61.62)) — T*(y(6o, 61.62))| = py |A(b0. 61.62)].
por lo tanto,
pn’ = A6, 61, 62)] .

Sucesivamente para
Ao, b1,...,6k) C A(B0,01,...,0k—1) C ... C A(6o,01) C A(Ho)

se cumple que |A (6, 01, ..., 0)| < p,*. Asi tenemos una sucesion de intervalos encaja-

dos
A(6g,01,...,0) C A0y, 01,...,0_1) C...C A(6p)

k—o00

tal que |A(6o, 01, ...,60k)] —— 0.
o0

Asi m A6, 01, ...,0k) = {x(60,01,0>,...)} = un punto. Claroquex = x(6p, 01, ...
i=0
satisface
¥ € Ly, ['(X) € Lg,, [*(X) € Lg,, ..., *(X) € Lg,

y, en consecuencia; 8(X) = (6, 01,...).
Ahora resulta claro que:

[e.e]
07" (00.61.65...) = [\ T (Lg))

i=0
Con lo que la aplicacion resulta ser sobreyectiva. O

Usando 6 podemos dotar a X, de una topologia
AC X, esabierto <= 671(4) C A, esun abierto.

Considerando la topologia inducida en X, tenemos que 6 : A, — X, es un homeo-
morfismo que conjuga I'| 4, : Ay = Apeno : X, — X5, y, por tanto hsop (I']4,) =
log(2n).

Corolario 2.4.9. h;,,(I") = 0.

Prueba. En efecto; esclaroque A1 € Ay C A3 C ... C Ay C Apyq...y81 Ag =
o0 o0

m r—t U 1-2j —1,-2j[ ], entonces cada A, € Aoc y I'|4, : An = Ay es parte
i=0 j=0

de la dindmica de I'| 4, : Aoc = Aco. Por tanto,

hiop(I' As) = htop(I'| 4,) = log(2n) paracada n > 1,
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es decirt, hop (I poy) = 00. O

Observacdo. Recordamos que un conjunto A C R, invariante para la funcién f : R —
R se dice hiperbdlico si ocurre que existe A > 1 tal que |(f")'(x)| > A" paracadax € A.
El corolario 2.4.9 tiene como consecuencia que el conjunto A,, es hiperbdlico para la
funcioén 1.

Observagao. Hasta aqui nuestro estudio de la funciéon Gamma. Quedan diversas pregun-
tas abiertas para continuar con esta linea de trabajo. Por ejemplo: Si consideramos

[ee] n—1
Ap=(\T U2/ -1.-2jD];
k=0 Jj=0

entonces: /Sera que la dinamica de I restricta a A, contiene uno o mas atractores?. Con
seguridad, este es un problema no trivial e invitamos a los interesados a estudiarlo.

Notamos que todo nuestro estudio, sobre la dinamica, tiene que ver con la version real
de la funciéon Gamma. Es claro que muchas preguntas se pueden hacer para la version
compleja pero claro...eso es otro mundo....a ver si por ahi hay alguien que se motiva y nos
sorprende con resultados novedosos en ese ambito....



Ljercicios

3.1 Representaciones

/+ooe_au2du = l‘lz
0 2 oz'

2

1. Verifique que:

Solucion. Usando el cambio de variables ou

+o0o 1 +o0 1 1 1
/ e gy = —[ w e Wdw = ——T —) S
0 2/a Jo 2 2 2V o

= w, tenemos la integral:

2. Verifique que:
./+oo e—auzdu = l z
0 2 V o ’

3. Seaa,c e Rt yb € (1, +00), pruebe que:

[ o= T
bty = e
0 c(an(b))e
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. weldw
Solucién. Usando el cambio de variable 54" = e~%, entonces dt = _
c(aln(b))e
tenemos que la integral:
too 1 +oo ri
/ b—at dt = - / w%—le—w — (c) -
0 c(aln(b))e 70 c(aln(b))e
O

4. Seaa € (1,400) yb,c € RT, verifique que:

/+°° dt T
o btctt gpl-keksin(D)’
5. Seaa,c e Rt yb € R — {0}, tal que A = b? — 4ac < 0, pruebe que:

/+oo /~+oo e—(au2+buv+cvz)dudv — 2n )
0 0 V—=A

6. Cuando x € (0, 1), verifique el valor de las siguientes integrales:

(a) /+oo cos(t¥)dt = cos (i) r (%)
0

2x X
+o0 1
(b) /0 sin(t*)dt = sin (%) . F)(Cx).

+00 gj + Z in(Z 4+ Z
(C)/o Sm(lﬂ i - ];8(1;)(- ;n(n;)) '

7. Six € (0, 1), verifique que:

+o0 tx—l
/ dt = —m? cot(mx) - csc(mx).
o 1+t

8. Six e R"\Z ™ yn € Z7, verifique la representacion integral de Cauchy-Saalschiitz
valida para x € (—n — 1, —n).

00 +0o nsn
o [ (e E )

n=0
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9. Se define el doble factorial de un nimero entero como:

n-(n—2)---5-3-1 sin esimpar

n'=qn-n—2)---6-4-2 sinespar
1 sin =—1,0.
Pruebe que:
2—1”
(a)r( ) L
1 (—1)m2n
r Z - 7=
o7 ()= o

(c)F(n+%)-F(—n+ )—( '

Prueba. (a) Usando la proposicion 1.2.8, tenemos que:

1 2n—1)
r(n+§) R NG

Usando la definicion de doble factorial tenemos:

- (n N %) _ (2n2—n1)!!ﬁ‘

(b) Usamos la féormula de recurrencia de la siguiente forma:
+ D\ wr + Do T
— j— —n j— — — j—
T3 2 "o
3
= (-n+=
( n—+ 2)

Por lo que tenemos:

3. Ejercicios
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Usamos el hecho que

en la igualdad anterior y, obtenemos:

e ) r(+3)

2

Sucesivamente, tenemos que:

_ 2n+1 _1)\on
F(—n—{—l)— r(-n+25) ()2 NS

2)  (2ntnE2n+3)--H  2n— )N
2"

(c) Se obtiene multiplicando las expresiones del item a) con las del item b).

O
10. Sea «, B € R — {0}, pruebe que:
im I'(ax) B
x=>0 [(fx) o
r 1 r 1
Solucion. Podemos escribir I"(ax) = M,lo mismo que I'(Bx) = %,
ax x

entonces tenemos que:

im Fex) _ lim'B—x- im —F(ax+l) —E-&—é
x>0 ['(Bx) x—0ax x—0 [ (fx+1) « T a’

()
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I1.

12.

13.

3. Ejercicios

Pruebe que:

1
1
k
_ 1 dx = ——
/Ox n(x)dx "1 12
parak > —1.

Solucién. Usando la sustituciéon x = e, tenemos que la integral:

1 0
- / xFIn(x)dx = — / e* D g
0 —00

ahora usando el cambio de variable (k 4+ 1)t = —w, tenemos que la integral anterior
queda de la forma:

0 1 +oo @) 1
- *+D1 g = / Wdw = = :
/_ooe G+02Jo 2 T w 2 T e+ 1)2

O
Pruebe que:
+o0 5
/ e™'dx =T (—)
0 4
Solucién. Usando el cambio de variable ¢ = x*, tenemos que la integral:
+o0 1 [ (L 5
/ e dx = —/ ~ieldt = —(4) =r(>]).
0 4 Jo 4 4
O
Pruebe que:
I(ax) 1
x>0 I'(x) a
Solucion. Del ejercicio 11, tomamos los valores « = a y 8 = 1, entonces:
im Flx) B 1
x>0 [(fx) o« a
O

14. Pruebe que:

=D"
!.

lim (x +n)I"(x) =
X—>—n n
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15.

16.

17.

Solucion. Usando la formula de recurrencia de la funcion Gamma sucesivamente,
tenemos que:

. . F(x+n+1)
I rx) =1
xi)rgn(x +n)(x) x_l)rgn(x +n)x_..(x +n—-1)(x+n)
_
C(=Drn!’
por lo tanto:
, (=1y"
lim (x +n)l(x) = :
x——n n!

Pruebe que la ecuacion I'(x + 1) = k, k # 0 tiene infinitas soluciones reales.

Para a > 0, pruebe las siguientes igualdades:

+
(a) / T rtigaxtg, LD
o 2g5+1

1

+o0 5 I'(s+3)
(b) / x2S e™ 4 dx = —12
0

+_
2as 2

Solucién. Para ambos problemas usamos el cambio de variable ax? = u, entonces
tenemos que:

+
a) / o0)62”16_‘”‘261’)6 - /oo ue du = L+ 1).
0 2aq5+1 0 2a5+1

+oo o0 rs+2
b) / X2 gx = / wT e M dy = M como sefialado.
0 0

1 1
2as+§ 2as+§

O

Expresa, en términos del factorial de un nimero, el n—ésimo coeficiente de la ex-
., 1 _1
pansion de (1 + x)2 y (1 + x)~2.

Solucion. Al usar la expansion de Taylor para ambas funciones, tenemos:

1 1 1 1 5
1 2 =14 -x——x>+—x3——x*+... .
1+ x) +2x Sx + 16x 128x +
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1 1 3 5 35
1 T2 =1 x4 ox?— X3 Xt
14+x) 2x+8x 16x +128x +

- A ., 1
entonces tenemos que 7-ésimo término de la expansion (1 + x)2 es:

2n —3)!

m, para I’l=2,3,...

an = (_1)n+1

o i . _1
y que el n-ésimo término de la expansion (1 + x)~2 es:

2n—1)!

m, para n:1,2,...

a, = (=1)"
O

18. Considere la expresion de la funcion Gamma dada por el producto de Weiertrass:

X
n

—yx

e > e
ey =— ﬂ(wg)'

verifique que ésta representacion cumple con las condiciones del teorema de Bohr-
Mollerup.

Solucion. Verificamos que ésta representacion de la funcion Gamma cumple las
condiciones del teorema de Bohr-Mollerup. A saber:

@) I'(1) = 1.
(b) I'(x + 1) = xI'(x).

(¢) In(I"(x)) es convexa.

En efecto, usando la expresion (1.11), tenemos que:

a)
1 1 " 1 k
— lim o—(I+ i+t Lt—in(m) 1
r(1) = lim =1+ l—[ekk—i—l
k=1
= lim eln(").l.%...u. "
n—>00 23 n n+1
. 1 2 n—1 n
=lmn------
n—»00 3 n n+1

por lo tanto: I"(1) = 1.
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b) Usando el hecho quee™ = lim n l_[

n
_1
e~ &, tenemos:
n—>oo

k=1
o0 ex+1
e—V(x+1D) n
rec+y _ Hiven
T oy
* n=1 (1 + )n_c)

—18
o

/;_
+

NI

—

I

=

+
—83

3
Il
—_

—
()
_|_
=
S |+
—_
—

[~
-
~—| I~

_xe_”
x4+ 1

—18
+ |+
[ EN Y

S
Il
—_
—
—

S

n
, _ . _1
ademas como eV = lim n l_[ e~ k, entonces tenemos;
n—oo

k=1
I(x+1) x , - (- R
= | k . — L .k =
r(x)  x+1 ninéo”ge kE[l(lerki) ¢

= lim n

X x+1 x+2 xX+n-—1 X+n _
n—oo x + 1 -

x+2'x+2” x+n 'x—i-n—i-l

=lmn——— =x
n—»oo x +n-+1

'x+1)

Luego, ————— = x, por lo tanto,
ucg ) p

'x+1)=xI(x).
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¢) Aplicando logaritmo natural al producto de Weiertrass tenemos:

—yx

e 6%
ln(F(x)):ln( - I1 (1+;—‘))

n=1

:—yx—ln(x)+if—iln(l+i)
n=1n n=1 n

1 1
y dado el hecho que y = lim (1 + = + ... + — —In(n)), entonces tenemos
n—»00 2 n

In(I"(x)) =
= lim_ {— 3 % +xIn(n) —In(x) + %— Zln(l +z)}
" k=1 k=1 k=1

ahora derivando dos veces a In(I"(x)) tenemos

dz[l ' (x)] l+i ! >0
— [InIrx)] = —= —_—
dx x2 - (n + x)?

y dado teorema 1.2.13 tenemos entonces que In(I"(x)) es convexa.

3.2 Funcion Beta

1. Verifique las siguientes identidades:

(@) B(x,y) =Blx +1Ly)+Bx.y +1).
(b) B(x,y)-B(x +y.2) = B(y.2) - B(x.y + 2).

© By =By + 1.

@ By =2 2B+ Ly - 1),

7 cse(mry)

(e) Paray ¢ Z se cumple B(x,y)-B(x + y,1 —y) = S

Solucion. Aqui usamos la relacion de la funcion Beta con la funcion Gamma, es

decir:
I'(x)I"(y)

B(x,y) = Faty)
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a) tenemos que:

_ G+ Irerey)  x')rey)  yrero)

Py = TG+ TatytD Tty D

entonces tenemos que:

B( )_['(x-i—l)r(y) rriy+1
x’y_l"(x—i—y—l—l) F'x+y+1)

=Bkx+1,y)+ Bk, y+1).

b) Tenemos que:

rrey) re+y7re) _ r)ryyrz
I'x+y) I'x+y+z) Fx+y+z)’

Blx,y)-Blx +y.2) =

I'(y+z)
T(y+z)°
I'y+z2)F(x)r(y)I'(z
Pley)-Plx +y.2) = F((yy + Z))F((x) +(§)+ (z))
_IrMre rero+:z)
'y+z) TI'x+y+z2)
=B(y,2)-Bx,y + 2).

entonces multiplicando este resultado por

tenemos que

c) Tenemos que:

rx)r(y+1)

'x+y+1)

__Yr)re)
(x+»rx+y)

Blx.y +1) =

Y
——x+y/3(x,y),

por lo tanto,
x+y
B(x.y) = 5 Blx.y +1).

d) Tenemos que:

T+ Dr(y—-1 xr(x) - 500 x

por lo tanto,

—1
Blx.y) = —B(x+ 1.y 1.
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e) Tenemos que:

B(x,y)-Blx+y,1—y) ZF(X)F(J’) 'x+y)I'(1—y)

F'x+y)  T(x+1
') ry)ra-y)
- xI"(x)

y usando la formula de reflexion de la funcion Gamma

r(y)r—y)=mcsc(ny)

para y ¢ Z, entonces

Ble.y) Bl + 3.1 y) = TS
O
2. Pruebe que la funcion beta esta dada por el producto infinito:
+y
x4y =
Blx.y) = :
S hop
Solucion. Usando el producto de Weiertrass, tenemos que:
s
e~V (x+») 1—[
B(x.y) = LOTO) _ rat k)(l +7)
’ T'(x+y) e—v(x+y) o F
x+y Hk 1 (1+x+y)
cancelando, obtenemos que:
+y
x+y =
Blx.y) = 1‘[ 5
XV e 1 F)
O

3. Verifique la siguiente identidad paran,k € ZT y k < n.

n\ 1
k]l m+DBm—k+1,k+1)
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Solucion. Usando la proposicion 1.2.28 tenemos que:

Fn—k+DIk+1)  Tn—k+ DIk +1)

Bn—-k+1,k+1)= =
I Al sy sy T +2)

y dado que n, k € Z™T, tenemos:

(n—k)k! _ (n—k)k!
n+1!  (m+Dn!”

Bn—k+1Lk+1)=

por lo tanto:

n\ 1
k]  m+1DBn—k+1,k+1)

4. Si—1 < « < B pruebe que:

[ 1y ey M) 05
0 ) 1 .

(cosh(x))8"~ 2 2 0 2 r (ﬂ% )

Solucién. Usando el cambio de variable ¥ = sinh?(x) y la igualdad cosh?(x) —
sinh?(x) = 1, tenemos que:

[+°° (sinh(x))“ dx — /°° u? ' du

0 (cosh(x))? o (1+ u)g ZM%(l + u)%
IR u“T du
_5/0 1+ u)%

Ahora usando la proposicion 1.2.26 y la propiedad simétrica de la funcion beta,
tenemos que:

/+°° (smh(x))“ 1
0 (cosh(x))ﬂ =37
r(

a_
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5. Si 6 € (—m, i), pruebe que:

+oo  ptoo 2.2 0
/‘ / o~y +2xy008(9))dxdy = — .
2 sin(0)

6. Si f(x) = tan(x) o f(x) = cot(x) y @ € (0, 1) verifique que se cumplen las
siguientes igualdades:

/Og(f(x))adx = _/075 'dx = /+°° (f()l;))dx = 7 sec (%)

e ~ )2 x

7. Se llaman integrales de Wallis a los términos de la sucesion de integrales:

W, = /2 sin” (x)dx = /2 cos” (x)dx.
0 0

Usando estas integrales, pruebe que:

(a) Se cumple la igualdad, es decir:

T

/2 sin” (x)dx = /2 cos”(x)dx.
0 0

1 L1y  @2n)!
(b)Wzn—zB l’l+22 —W'ﬂ
() W _ B +1 1 _ 22n(n|)2
Ot =S P\ ) T G )t
n+3 1 n + 1
(@) Wass = ( 5) -
3
2m)2
(e) W1 = ( 7[1) 2
(' (3))
2
0w (r&?)
1l — —————F—.
T2 24/2m
8. Pruebe las siguientes igualdades:
b4
1 . 32 n=20
@ [ a-aber =12 o,y
- B T

2n + 21
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1 . T n=~0
(b)/ (1—x?)"2x2" = 2n — D!
1 T n=12,3,...
@)
. gt MR
2n + 1’ -
© [ ==t oGt
-1 2. — n=012,...
2n + !
1
(d)/ x2m+1(1—x2)_%dx:—(2m)” .
0 2m + D!
(n—3)im!

1
2n1_ 2md — _. )
(©) 71 =) "dx 2 (n+m+ )

9. Evalué la siguiente integral en términos de la funcion beta:

1
/ (1 + x)%(1 —x)Pdx.
-1

Solucion. Usando el cambio de variables: x = cos(6), tenemos que:

2a+b+1 /” COSZa+1 (Q) Sin2b+l (Q) d@
o 2 2

y haciendo el cambio u = % obtenemos que:

b4
2
2a+b+1 . 2/ 0052a+1(u) Sin2b+1(u)du
0

y usando la proposicion 1.2.25, tenemos:

1
/ (1+x)%(1 —x)Pdx =21 B(a +1,b + 1).
-1

10. Pruebe, por medio de la funcion beta, que:

z dx . b4
/, (z—x)1"%(x —1)*  sin(ra)

para0 < o < 1.

143
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Solucion. Aqui usamos el siguiente cambio de variables: u = t, conx —t =

u(z—t)yz—x = (z—1t)(1 —u). Observe que ahora los limites de integracion son
de 0 hasta 1, por lo que:

‘ dx ! du
| oren e = ) e =pee e,

por lo tanto:

dx _Ir'l-ol(@) m
(z —x)l=¢(x —1)* ra)  sin(ra)’

11. Pruebe la integral de Dirichlet:

B 1, 1
//xp Ydxdy = (p-:_ 3__'2_ )
pT4q

donde el limite de integracion es el triangulo formado por los ejes positivos x e y y
larectax +y = 1.

Solucion. Escribiendo la integral usando los limites de integracion, tenemos que:

1—x
/ xpdx/ yidy = xp(l —x)4tldx
q +1

_Blp + 1,61 +2)
qg+1
ycomo B(p+1,q+2) = ”ﬁ;ﬁgﬁf’;z) T +ll%§7q:ql4)_§)(q+l), entonces:
pr+1l.q+2  Ip+DI'g+1) _ Blp+lg+1)
q+1 (p+q+2)T(p+q+2) p+ag+2

12. Defina la representacion integral de las funciones de Bessel por:

Ju(z) = — 2 (%)U/O7 sin®” () cos(z cos(9))db

w2 (v — %)!
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1
para R(v) > —3

Pruebe que :
( 1) 2k+v
5@ = Zk'(k+v)'( )

que corresponde a una representacion en serie de las funciones de Bessel.

3.3 Constante de Euler-Mascheroni

1. Encuentre la recta tangente en x = 1 para la funcion Gamma.

Solucion. Sabemos que dada una funcion diferenciable, f(x), la recta tangente a
su grafico en el punto (xg, yo) estd dada por y = yo + f’(x0)(x — Xo). En nuestro
caso, tenemos que: xo = 1, y9 = 1y I'’(1) = —y. Por lo tanto, la recta tangente
es:

y=—y-x+y+1.

2. Verifique las siguientes igualdades:

(a) /oo e "In(r)ydr = —y.
0

o0

(b) re " In(rydr =1—y.

9]

(c) /oo re " In(r)dr = (n — 1) + n/ r"le ™ In(r)dr.
0

0

Solucion. Usando la funcion Gamma: I'(x) = fooo t*“le7dt y derivandola con
respecto a x, tenemos que:

I (x) =/0 t*le T In(t)dt.

Evaluando esta expresion en x = 1, tenemos:

/ e "In(r)ydt = —
0

ra
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Sea I,, = f0°° r*e~" In(r)dr, integrando por partes tenemos que:

I, =—r

o
"In(r)e”"|g° + / r"Ye™ (nln(r) + 1)dr
0

e ¢]

=0+nl,_1 + f e dr = nl,—1 + (n — 1);

0

que es la parte c¢), del ejercicio.

Para la parte a) tenemos que /o = —Y, entonces para la parte b), obtenemos:

L=0+1lg=1—y.

Observar que 17, = I''(2). O

3. Verifique las siguientes representaciones de y:

1
(@ y= —/0 In(—1In(2))dt =

_/°° 1n(ln(t))d
1

t2

o =[] T

©y = Z( 1"
como:” >

Z()

. Donde ¢(n) es la funcion zeta de Riemann, definida

(=3 o
k=1

4. Pruebe los siguientes limites:

(a) lim (l — F(x)) =
x—>0 \ X

(b) lim (—l —I'(-
x—0 X

x)) -

Solucion. a) Tenemos que:

lim
x—0

() (02

. I'(1+x)—I(1)
- UE2200)

X
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y esta es la definicion de la derivada en el punto x = 1y como I''(1) = —y,
por lo tanto,

lim (l - F(x)) =-T'(1)=y.

x—=>0 \ X

b) Similar a la parte a).

3.4 Funcion Digamma y Polygamma

1. Pruebe que:

1 1 1
"4 =4+ — 4 ... F — + ¥Y(x); =1,2,3,...
(x+n) x+x+1+ +x+n—1+ (x); n

Solucion. Usando la formula de recurrencia de la funcion digamma: tenemos que:
1
Ux+1)=v(x)+ T

1
' 2 '4 1 _—
x+2)=¥(Hx+1)+ PR
1 1
=y S
(x)—l— + o

1

x+n—1
1 1

_|_
x+n—1 X+n-2

U(x+n)=¥x+n—-1)+

=¥x+n-2)+

1 1
=y —_— .
(x)—l— + +1+ +x+n—1
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2. Pruebe que para p,q € Zy0 < p < ¢ se cumple:

1
v (2) =—y —1In(2q) — =7 cot (EJT) —
q 2 q

ﬁ”z (224 fon ()]

Solucion. Ver , pagina 13. O

3. Calcule los siguientes valores:

@ I'Q2).

(b) I 3.

() I''(4).
Solucion. Usando el ejercicio 2 de la seccion 3.3 (ejercicios relacionados con la

constante de Euler- Mascheroni), tenemos que: I, = nl,—1 + (n — 1)! con Iy =
r'(),Iy =TI'(Q),...,por lo tanto,

a) I'Q)=1, =1+ 0! = —y + 1.
b) F/(3)212:211+1!:—2)/+3,
¢c) I''4) =1 =31, +2! = —6y + 11.

4. Usando la féormula de multiplicacién de Gauss pruebe que:
n—1 k
4 =nl v -].
n-¥nx) nn(n)—i—kgo (x+n)

Solucion. Aplicando logaritmo natural a la formula de multiplicacion de Gauss, da-
da en el teorema 1.2.33, tenemos que:

= kY n—1 1

Z Inl" (x + —) == In(27) + (5 — nx) In(n) + In ' (nx),
n

k=0

luego derivando con respecto a x, obtenemos que:

n—1 [/ (x + ’i) o
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por lo tanto,
n—1

k
n-Ll/(nx)znln(n)+ZlI/(x~|——).
n
k=0
O
5. Pruebe que:
1 WIS | em)\Jr
/ — _ J—
r (m+§) _< y 21n(2)+22_:2k_1) e
param =0,1,2,....

Solucion. Consideramos la expresion en serie para ¥ (x) dada en la seccion 1.2.7.
Evaluando ¥ ( %), tenemos que:

/()= )
__”22( 2k—1)

- 22 ( 1)k+1

=—y - 21n(2).

1 1 1
Como F'(E) = W(E)F(E) tenemos

I'(3) = (-~ 2In() V.

Con lo que verificamos lo solicitado para m = 0.
Ahora, para m > 1, tenemos:

1 > (1 1
v im+=-|=—y+ -_—
(m 2) v h (k k+m+%—1)

oo

o0
| |
——y+25 — 2y
y+2) 5 ;2k+2m—1(*)
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Ya que:
1 RS | > 1
ZZk—l Zzzk—1 + 2 2k —1
s=1 k=1 k=m+
tenemos que:
o0 m o0 1
-2 2k—1 Z k—1 ZZk—l’
k=m+1 k=1 s=

y, reemplazando en la igualdad (*), tenemos:
1 — 1 — 1 o1
v N=—y12Y — 2y 2y
(m+2) v+ sz sz—1+ 2

=—y— 21n(2)+222k_1

como ¥(x) = F (x 5y tenemos, usando la proposicion 1.2.8, que:

’ 1 i 1 1
r (m—i—E) = (—V—2ln(2)+2;m)F(m+§)
_ (—y—2ln(2)+222k1_1> (1'3"'2(3m—1)ﬁ)
k=1
TR SR
k=1

(y 2ln(2)+22 ! )2(,,22)',\/5

6. Usando la representacion en serie de la funcion digamma, pruebe que:

i ! = 2 —1n(2)—|—i—1
nn+2m+1) 2m+1 = 2k +1 '

n=1

param € Z™.
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7. Verifique la siguiente igualdad:

o0
—1)" 1 1 3
e (5) - ()
n=0 ( n+ )
La aproximacién de la suma de esta serie se conoce como la constante de Catalan
Ac.

Solucion. Para este ejercicio usaremos el caso n = 1 de la proposicion 1.2.40.
Tenemos la siguiente expresion:

i(—l)”_l Lol o1y
—en+12 \12 3252 7 )

1 (& 16 ad 16
=E<Z(4n—3)2_z(4n—1)2)=

n=1 n=1

NS -

= RS = C R
(7 (2) - (3)

8. Verifique la representacion integral de la constante de Catalan:

]t _11‘ 1] 1
AC=/ =2 ()dtz/ n()
0 t o 1+12

9. Verifique la representacion integral de la funcion polygamma:

oo tne—xt

.

v = - [
0

Solucion. Usando el teorema 1.2.38, tenemos que:
e} —t —xt
W(x) = f ¢ ¢ dt
0 t 1— e_’
oo ,—t o0 —Xxt
= / odi— / )
0 t o 11— et
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entonces derivando con respecto a x, obtenemos:

o —xt
W' (x) = / e at
0

1—et

y si derivamos nuevamente respecto a x, esta tltima integral, nos da que:

e’} l2 —xt
W (x) = —/ ¢ ar.
0

1 —et
Inductivamente:
(] tne—xt
v (x) = (=1)**! / dr.
0 1-— e_’

10. Verifique las siguientes igualdades para todo x, y € R\Z™ y con x # y.

= 1
@ Y@ D ¥+ =60 ) ey
. lIJ(x+l)—lI/(y+1)_n2_
®) (x,y%1—>m(0,0) xX=Y 6 ‘@

1
Aqui(s) = Y02, prd denota la funcion zeta de Riemann, definida para valores

complejos s € C con re(s) > 1.

Solucion. a) Usando la representacion en serie de la funcion digamma, tenemos
que:
Yx+1)—w(y+1)=

(1 1 (1 1
=_y+z(ﬁ_n+x)+y_z(;_n+y)
n+x-—-n-—y
n+x)n+y)

Il
1M

> 1
:(x—y)’; n+x)n+y)
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b) Usando la parte a), tenemos que:

oo

U+ +1) I
xX—y _Z(n+x)(n~l-y)’

n=1

entonces cuando (x, y) — (0, 0), nos da que

Yx+ D) —w(y+1) _i 1
(x,y)—(0,0) xX—y

2
1

Nota Para la igualdad % =) ooy —5 ver

n

11. Pruebe que:
I'(x) + T Yko g
l_[zzl(x —k)

I''x—n)=

Solucion. Usando la formula de recurrencia de la funcion Gamma, tenemos que
I'(x) = (x — 1)I"(x — 1), luego derivando con respecto a x nos da:

Nx)y=Trx-—D+x-DI"(x-1).

De esta forma vemos que la expresion sefialada vale paran = 1. Ahora de I"(x —
D=Ir(x-2+1)=x-2(x—2),tenemos: I"'(x —1)=T(x —2) + (x —
2)I"'(x — 2) y entonces

M) =Tx—-D+@—1)(Fx=-2)+ @ -2)(x—2)) =
=I'x-D+Cx-DIMNx=-2)+x-Dx-2)I"(x-2) =

() | ')
S (x-1D) (x-2)

+(x—D(x =2 (x —2)
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. De aqui obtenemos:

, 1 1
re+ 1o (5 + o)

IMx=2)= x—D(x—2)

que es la expresion sefialada paran = 2.

Sucesivamente, tenemos que:

n 1 n
r'ex)=rx)y. — r'exe—n [J[x=k).
k=1

k=1
por tanto:
n 1
Py = T T B i
[Tk=1(x = k)
O
12. Pruebe que:
I"//(x)
v'(x) = — (¥(x))*.
() = oy ~ )
/
Solucion. Usando la definicion de la funcion digamma: ¥ (x) = ) y derivando
X
con respecto a x, tenemos que:
r"x)rex)—I'x)? _ r'e)
W (x) = = - (¥(x))>.
(I'(x))? I'(x)
O

13. Aplicando el ejercicio anterior verifique las siguientes igualdades:

77,’2
@ I"() == +72 =@+~

(®) I(1) =~ Jx?y ~ %),

3
© I"(1) = y* 4+ 722 + 8y + 557

14. Demuestre que paraa,b € RT y a # b, se cumplen las siguientes igualdades:

(0) Jo= o ) g = oo s N M)
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(b) fooo tan_l(%);tan_l(g) dx = % In (%)
* cos(bx) — cos(ax) a
© /0 . dx = In (5).

15. Verifique las siguientes identidades simétricas:

d

@) FoBlx.y) = plx.y) (F(x) —¥(x +y)).
0

(b) @ﬂ(x, y) =B, y) (W) —¥(x +y).

Tx)ry)

Solucion. Para ambos ejercicios usamos la relacion B(x, y) = Tat) -

a)

J d (I'x)I(y)
P =50 (—m m y))
_M'Orore+y)  re@ror'e+y)
(I'(x +))? (I'(x +»))?
r'«ry) reorore+y)
'(x+y) IF'x+y)(x+y)
r'(x)rx)ry)
= Tty Blx, MW (x +y)
= B(x, ¥ (x) = B(x, »)¥(x + y)
= B(x, »)(¥(x) — ¥(x + y)).

b) Idem item a), pero derivando con respecto a y.

3.5 Funcion Gamma incompleta

1. Pruebe que:

_ —x — (a_l)! a+n
yla,x) =e ,;,(a"'”)!x )

Solucion. Integrando por partes la integral definida para y(a, x), tenemos:

X xae—x 1 X
y(a,x) = / t97 el dt = + —/ t%edt
0 0

a a
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e integrando por partes vamos a tener la serie:

ap,—x a+1,—x

X X e
y(a,x) = p +

PEEVRERE

por lo tanto,

2. Pruebe que:

dm
@) o [y (@] = ()"t mx).

am e*I'(a)

(b) dx_’” [e*y(a,x)] = m)’(d —m,Xx).

3. Ejercicios

3. Pruebe que y(a, x) y I'(a, x) satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

X

(@) yla+1,x) =ay(a,x) —x% .
®) I'la+1,x) =al(a,x)+ x% ™~

Solucion. (a) Podemos escribir:
X d ta —t
x“e_x:/ de™) )dt:
0

dt
X
=/ (at® le™ —x%)dt =
0
X

X
—/ at“_le_tdt—/ x%'dt =
0 0

=ay(a,x)—y(a+1,x),

por lo tanto,
X

y(a+1,x) =ay(a,x) —x% e .

(b) Idem item a), pero usando la definicion de I'(a, x).

4. Se define como la integral exponencial a la siguiente expresion:

Ei(—x) = E1(x) = /OO eT_[dt.

P
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De igual forma se definen la integral coseno, la integral seno y la integral logaritmo,
como:

. Si(x) = —/oo Sint([)dt.

. Ci(x)=—[m cosl(t)d

. * odt
. Ll(x):[0 ()’

respectivamente. Pruebe que:

oo ,—t o0 —1)nx"
(a)/ %dl:—y—ln(x)—z%.

n=1
. ( 1)}1 2n+1
(b) Si(x) = + Z « (2n + 1)(2n + nr
C = 1 C ’
(¢) Ci(x) =y +In(x) + Z 2n(2n)! '

5. Sirelacionamos la integral exponencial con un cambio de variables podemos obte-

ner que:
o0 e—xt
E,(x) =/ o dt.
X

Pruebe que E,(x) satisface la siguiente relacion de recurrencia

—X

1
En+1(X) = ;e -

by
=1,2,3,....
nE, () para n

Ademas pruebe que E,(0) = paran > 1.

nl’

6. Se definen las integrales de error a las siguientes expresiones:

2 2 e
cerf(z) = ﬁ/(; e ' dt.
e erfe(z) = %/Z -

Pruebe que:
(@) erfe(z) =1—erf(z).
(b) erf(z) =n~2y (%,22).
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(c) erfe(z) = 7 ir (%,22).

2 o 2 * 2
Solucién. (a) Tenemos: erf(z)+erfe(z) = —/ e’ dt+—/ e ' dt
\/; 0 ﬁ z

2 o0
( / e’d t); usando la proposicion 1.2.6, vemos que:
0

v
erfe(z) +erf(z) = % (/Oooe_’zd[) = jﬁ \/2; =

y x = z2, nos

X
_ a—1 _—t _ 1
(b) Sabemos que y(a, x) = /0 t“"“e~"dt, entonces cona = 3
2

z
1 . .
2) = / t~2e 'dt. Usando ahora el cambio de variable ¢t = u?,
0

1
da -, =
(52
tenemos:

2

z V4
/ "zeldt = 2/ e du = 7 -erf(z).
0 0

(c) Idem item b).
O

3.6 Funcion Gamma en los numeros complejos
1. Paraz € C y Re(z) # 0,—1,-2,... tenemos que:
'z =rI(z2)

In(I"(2)) = In(I'(2)).

Solucion. Usando el producto de Weierstrass como representacion de la funcion
Gamma, la proposicion 1.2.20, y las propiedades de los conjugados de los nimeros

complejos, tenemos que:

por lotanto, I'(z) = I'(z). De este resultado se deduce inmediatamente que: In(I"(z)) =

In(I"(2)).
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2. Seax € R, con x ¢ Z , tenemos que:

X

ix)!)* =

sinh(rx)

Solucion. De la definicion de la funcion Gamma para una variable compleja, pode-
mos, al igual que en el caso real, probar que vale la formula de reflexion de Euler y,
por ello, tenemos que:

reora-z=——.
sin(z)
Asi, para z = —ix, con x # 0, tenemos:
. ) b4
r—ix)rl+ix)= ——
sin(—imwx)
y dado que sin(x) = eix_z‘l?_ix , entonces
b4 i
F(—ix)I'(1 +ix) = = = .
( ZX) ( + lX) sin(—inx) e—z(znx)_z?—z(—lﬂx) e”X—Ze*”x
1
Dado que sinh(x) = ex_ze_x, obtenemos:
. . im
r—=ix)yrl+ix)= ———. 3.1
sinh( x)

Ahora de la formula de recurrencia de la funcion Gamma, I'(z + 1) = zI'(z), y de
la definicion factorial de la funciéon Gamma, I"(z 4+ 1) = z!, deducimos que

=ix)ixN =T (—ix+ ) (ix+1)=—ixI'(—ix)['ix+1)
y usando la ecuacion (3.1), tenemos:

i Xz
sinh(7x)  sinh(wx)

(—ix)!(ix)! = —ix 3.2)

Ahora, usando el producto de Weierstrass para la funcion Gamma, proposicion 1.2.20,
tenemos que:

Z

I'(z) ¢ lo_o[ <
z) = —,
zZ ne=1 (1+Z)
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entonces siz = u —ivconu,v € R nos da:

|e—y(u—iv+1)| 00 |e“7’n7“+1|

|(u—iv)!|=|T'u—iv+1)| = - — =
lu —iv+ 1| a1+ %U“N

e~ Yt 00 ”+1
\/(1+u)2+v l:[ (n+u+1)2+v2
y que:
|e—y(u+iv+1)| o0 |e“+’n71’+1|

[(u+iv)!|=|Tu+iv+1)| = - : =
|M+1U+1| il |(1+u+l’:)+l)|

e~ Y+l 0 ne”jl
Va2 0 S+ D202
con lo que (¥ — iv)!| = |(u + iv)!|, por lo tanto, usando la ecuacion (3.2), u = 0
y v = —Xx, tenemos que:
xm X
—ix)!(ix)!| = |———|, entonces |(ix)!|* = ——,
I A sinh(7rx) )] sinh(7r x)

como sefialado.

. Para n y b nimeros enteros positivos, se cumple:

b 3" 1
(n + ib)!] = (Sm;’m) [T+ b3

k=1

Solucion. De la férmula de recurrencia y la definicion factorial de la funcion Gam-
ma tenemos que:

m+ib)=T'n+ib+1)=m+ib)mn+ib—1)I'(n+ib—1)
y dado que n es un entero positivo, podemos escribirla de la siguiente forma:
m+ib))=TI'n+ib+1)=m+ib)n+ib—-1)---(1+ib)["(1+iD)
y como I'(1 4+ ib)) = (ib)! tenemos que:
[F'(n+ib+ 1) =|n+ib)||(n+ib—1)|---|(1 +ib)||(ib)!].



3.6. Funcion Gamma en los numeros complejos 161

. . . X7 2
Del ejercicio anterior sabemos que |(ix)!| = [ ———— | , por lo tanto:
sinh(7r x)

1
2
| +ib)!| = V12 + b2+ V2 +b2-(b—”)

sinh(rb)
con lo que:
L pn
b 2 1
D)= —— k* +b%)2,
[ 16 (sinh(nb)) kl:[l( +67)
como sefalado. O
4. Se cumple
00 ﬁ2 -3
resimi=ren[] (1+ g 55)

para cada niimero complejo que no es un entero no positivo.

Solucion. De la representacion de la funcion Gamma como producto infinito, tene-

mos que:
1 vz IO_O[ (1 + Z) =z
= ze —]en.
I'(z) ol n

Ahora, paraz = o + i, tenemos: z +Z = 2a y z -Z = a? + B2, por lo que

obtenemos:

1 yz lo_o[ (1 + Z) =z _ vz e 1 + E -z
— = ze —)en -Ze — e
') '(z) n n

n=1 n=1
_ X z Z\ —c+9
=z.7eVCHD) 1_[ (1 + —) (1 + —) e
n n
n=1
o0 . .
= @ + e [ (1 s ”3) (1 + 2 ”3) H (33)
et n n

Considerando 8 = 0 en (3.3), tenemos que:

1 _22ay001 @2 -2
[F(a)]z—oze }:[1( +;)en,
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entonces 0o
2 -2 !
e [[e = o a2 3
el o212, (1 n —) [ (a)]
n

reemplazando (3.4) en (3.3), nos da que:
1 1 a2+ﬂ2”(1+#)(1+%)
FOr@ P @ 5 (149
A = S i ¢
F@P  o* 2 (1+2)

B 1 (12+,32 o0 132
T M@pP @ U (1 * <a+n>2)’

por lo tanto,

1 2
r'(z)IE) [F(oe)]2 H ( (« +n)2)

y como sabemos que |I"(« + iB)| = |I" (e — iB)|, tenemos

2 71
T (o +iB))* = |I'(a)]? l_[ (1 + @ f—n)z) y, entonces

- = B2 \2
IF(@+ )| = |T(@) 1:[0 (1 + m) ,

como sefialado.

5. Paraa #0,—1,—-2,...y B € R se cumple que:
I (e +if)| < |T(e)].

Solucion. Del ejercicio anterior tenemos que:

(Sl

. = B>
Fa+ip)| =) 1_[ (1 + m)

n=0

3.4)
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y como:
ﬁZ
l+ —% 21
(a +n)?
1
132 2
l+ —— ] =1
( (¢ +n)?
_1
/32 2
14+ ——- <1
(1+ &
00 ’32 _%
r 14+ —— < | F(e)l,
ra ] (1+ o5 ) < irel
n=0
por lo tanto,
|l (e +ip)l < ()]
O
6. Para y € R, se cumple:
r ! +1i i "
—+i = —.
2 Y cosh(mry)
Solucion. La formula de reflexion de Euler nos sefiala que
rora—-z) = ﬁ Usando, en esta expresion, el cambio de variable z =
1 .
5 + iy, tenemos:
r (1 +i )F(l ) T
2 Y 2 YT in (m(2 +iy))
_ b4
N sin(5 +imy)
. b4
N sin(%) cos(iym) + cos(5) sin(iym)
T
= —, 3.5
cos(iym) (3-5)
elym) | p—iliym) YT L eV

y como cos(iym) = 5 = 5

= cosh(yn), por lo que
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reemplazando en (3.5), nos da que:

r 1_’_, F(l ) T
— 41 ——iy)=—,
2 Y 2 Y cosh(ym)

1
r(l.;
(o)

por lo tanto,
2

" cosh(zy)’

T

7. Para y € R, se cumple:

1 3 2
r\-+iy)r{=—-iy|= n[ - .
4 4 cosh(mry) + i sinh(wry)

Solucién. Seaz = —32 + iy, entonces I' (5 +iy) I' (3 —iy) = I'(z + )I'(—2).
Ahora sea w = z + 1, entonces I'(z + 1)I"(—z) = I'(w)I'(1 — w) y usando la
formula de reflexion para la funciéon Gamma tenemos que:

FP@ra-w) :sin(nw)
_ b4
_sin(n(% +iy))
. T
~sin(Z 4 imy)
bid

- sin(%) cos(imy) + cos(7)sin(imy)
b4

- %(cos(iny) + sin(iny))’
y como cos(iry) = cosh(xry) ysin(iwy) = i sinh(iry), entonces:
21
V2(cosh(rry) + i sinh(rry))
_ 2327
" 2(cosh(ry) + i sinh(y))

o
~ cosh(ry) + i sinh(7y)’

rwr-w)=
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por lo tanto:

(e (3 2
— 1 - —1 = .
PRI PR cosh(mry) + i sinh(zy)

8. Calcule el valor numérico (aproximado) de:

(@) I'(i).
(b) I'(1+1).
@) I'(1—i).
(d) I'(5+ 3i).
(&) I'(5—3i).

1 1.
® F(E-i-zl).
1

Solucion. (a) Usar la aproximacion de la funcion Gamma, proposicion 1.2.32, y
evaluar en I'(7), esto es:

. 1 1 139 571
F@) ~ Vane ™3 e (14 - - -
(x) X e (1+ 12x + 288x2  51840x3 2488320x4)
1 139 571
[y~ Vi =27 (1 — -
(i)~ V2mi'™2e T (1 + 4 +288,-2 5184013 248832014

. cr s i Z -1 T ;i1
Aca, podemos escribir la expresion i = e’ 3, entonces ii"2 = (e!3)I2
_i_;=m _ —i ..
eT27i T =72 (cos Z —isinZ)ylaexpresione™ = cos(1)—i sin(1), por
lo tanto, la expresion:

. .
VaritTieT =V2m e 3 (cos% — i sin —) (cos(1) — i sin(1))
—0,110968 — 0, 509124i.

Por otro la dos la expresion:

- 1 " 1 139 571
12/ ' 288i2 51840i3 2488320i4
1, 1 139 . 571

12" T 288 T 51840" T 2488320
~ 0,996298 — 0. 0306521
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10.
I1.

12.
13.
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entonces
I'(i) ~ (—0,110968 — 0,509124i) - (0, 996298 — 0, 080652i),

por lo tanto,
(i)~ —0,1549 — 0, 4980i.
(b) Aplicar los mismos pasos del item a), item b) e item c).
(c) Aplicar los mismos pasos del item a), item b) e item c).
(d) Aplicar los mismos pasos del item a), item b) e item c).

(e) Aplicar los mismos pasos del item a), item b) e item c).

. Pruebe que:

arg (I'(2)) = y¥(x) + (L—arctan( Y )),
,,Z:;) X +n X +n

conz=x+iyyz #0.
Pruebe que I'(1 + iy) = iy (iy).

Pruebe que:
7

riy)f = ———.
17 6@)l y sinh(ry)

Pruebe que si I'(x + iy) = u + iv, entonces ["(x —iy) = u —iv.

Usando las definiciones de las integrales exponencial, coseno y seno, pruebe que:

Ei(ix) = Ci(x) +iSi(x).



Puntos
maximos /o
minimos de la
funcion gamma

En este anexo se muestran métodos para encontrar los puntos de maximos y/o minimos
de la funciéon Gamma.

A.1 Método I

De la funcioén digamma tenemos que
o0

e | |
&) __”_§+xzn(n+x)’

n=1
entonces para encontrar sus valores extremos debemos resolver la ecuacion:

[e.]

1 1
v x+xr;n(n+x)
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claro que para encontrar las raices de esta ecuacion es un problema complejo. Por ello

consideraremos una aproximacion
M
1
=0

1
RAFREP Drrre
n=1
LA

que es lo mismo que
1+ ypx —x? — =
v r12=:1 nn + x)

La apropiada eleccion, del indice extremo M, va a depender de la rapida convergencia de

o0
1
la serie Z —— . Podemos escribir
— n(n +x)
P oo 1
Z (n+x) Zln(n+x)

Z n(n +x) —
n—

n=1
Sp

21 x\ 1
=Sp+ Z n—2(1+;)

n=p+1

S 2": 1 1 & ( 1 )
con S, = —_— == - — .
? n=1n(n+x) x = \n n+x

Ahora, para cierto intervalo (a, ) C D (D dominio de la funcion Gamma), le impon-

dremos las siguientes condiciones

1. b—a < 1.

2. x €la,b] C (a,b).
3. p =[|x]] + 1, donde [|x|] indica la parte entera de |x|

Entonces si reescribimos
o0 o0
1 1 x\—1
Soarm oSt X (ed)
n(n+x) i n
-1 1 . 1 > k(X k
== en serie de Taylor esto que = —1 (—)
e ylory puestoque kz_%( (=

y expandiendo (1 + %)
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entonces
o0
= Sp(x) + (—DF =
Zn(n—l— X) ? n%—l Z ( )
1
= Sp(x) + Z(—l)kxk Y o5 =S+
k=0 n=p+ln
2
DR D Dl &) Do
n=p+1 n=p+1 n=p+1
> 1
k_k
=t DT Z k+2
n=p+1
21 &l 21 &l
:SP(X)+<ZH_2_ZH_2>_X(Zn_2_Zn_3)+
n=1 n=1 n=1 n=1
=1 &K i[> 1
—+ X n—4—2n—4 +(—1) X an+2—
n=1 n=1 n=1
Sy )
A ;
n=1n 2
2 21
1 la funcid ta de Ri , es decir, ¢, (k) = — k) = —
uego usamos la funcion zeta de Riemann, es decir, {, (k) ’;nkyz() any
tenemos:
o0 o0
— =5 —DFx* etk +2) —¢pk +2
i = S+ D Ek 42—k +2)
n=1 k=0
0 o o0
1
- -1 k _k—2 k) — k
2w = S+ DT ()~ Lph).
n=1 k=2
entonces

1
1+ yx —x? Z TR =14 yx —x2Sp(x) +kzz( DFxF (¢k) — ¢p (k) = 0; (A1)
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luego, eligiendo un M adecuado, tenemos:

M
L4 yx — x2S, (x) + Y _(=DFx* (¢(k) = ¢, (k) = 0. (A2)
k=2

Debido a que éste algoritmo de optimizacion depende de la funcion zeta de Riemann y
de la rapida convergencia de ésta, es decir, mientras sea mas grande M mas rapida la
convergencia de (A.1). Esto implica claramente la minimizacion de p v/s x, por ello lo
importante del valor de p, p = [|x|] + 1.

Con estos calculos tenemos, ahora, que encontrar las raices de la ecuacion (A.2) va a
depender del calculo de los siguientes parametros:
* El niimero n s de cifras significativas (precision).

* Elvalorde M(?) < ny.

« El ntimero de cifra significativas de @ y b.

Ejemplo A.1.1. A modo de ejemplo, consideremos el caso en que x € (a,b) = (—4, —3),
entonces segun el método tenemos que p = 4. La ecuaciéon A.2 nos da:

M
0 =1+ yx —x?S4(x) = Y (=D*x* (L (k) = La(k))
n=1

4

11 Sk Y
> (i) S vt -3 )

n=1 n=1

:1+x|:y—

Con pocas iteraciones sucesivas, podemos afirmar que el rango de [@, b] = [—3, 6353; —3, 6352].
Ahora si asignamos M = njys = 10(?), tenemos que x ~ —3, 6352933664.

A.2 Meétodo 11

Otro método para encontrar los maximos y minimos de la funciéon Gamma para x < 0,
esusar la formula de recurrencia y reflexion de la funcion digamma y el método de Newton-
Raphson.

Para encontrar los maximos y minimos de cualquier funcion, primero se calcula la

derivada de esta y luego se iguala a 0, en nuestro caso I''(x) = 0, pero segln la defini-
I (x)

cion de la funcion digamma ¥ (x) =
I'(x)

¥(x)=0.

, entonces tenemos que resolver la ecuacion
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Primero usaremos la férmula de reflexion de la funcion digamma:
U(l—x)—W¥(x)=mcot(nx);Vx ¢ Z.

Sea x < 0 tal que ¥(x) = 0, entonces ¥ (1 — x) = m cot(rrx), y como x < 0, entonces
tenemos que 1 — x > 0 y si hacemos el cambio de variables 1 — x = 1 + y, entonces
—x = y con y > 0 por tanto, tenemos que:

VU(y+1)=mncot(mw-—y) = —mcot(wy),
entonces
YU(y+1)+mcot(wry) =0 (A3)
y como para y > 0, tenemos la aproximacion de la funcion digamma:

1 1

1
() () — — — —— f ——
W)~ ) =57 =152 T 340,

por tanto, usando la formula de recurrencia de la funcién digamma:
1
Yy + 1D =¥+ 3’

tenemos:
1 1 1

1
v 1) ~1 -+ — 4+ —,
¥+ 1) ~In() 2y 12y2 + 240y4 + y
esto es:
1 n 1
12y2  240y4°

Reemplazando en (A.3), observamos que tenemos que resolver la ecuacion:

1
Uy +1)~In(y)+——
2y

1 1 1
1 —_—— t(ry) = 0;
n(y) + 3y 122 + 340y + 7 cot(mry)

y para hacerlo usamos el método de Newton-Raphson con :

1 1 1
h(y) =1 — — — t ;
() =In(y) + 3y 122 + 240y + 7 cot(my)
para la cual tenemos :
1 1 1 1
/ _ 2 2 .
h()’)—;—F-F@—S—W—?T csc(my);

h'(yn)
h(yn

como el método de Newton-Raphson, sefiala que y,+1 = yn, — , y como sabemos
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que hay un punto de maximo o de minimo en cada intervalo x €] —n,—n + 1|, entonces
y €]ln —1,n[paran € N.

Para el intervalo ]0, 1[, empezamos con el yo = 0,5 y nos da que y &~ 0,5044319425
y como —x = Yy, entonces x &~ —0,5044319425. Para el intervalo ]1, 2[, empezamos
conel yo = 1,5 ynos daquey ~ 1,573449476 entonces x ~ —1,573449476. Para
el intervalo ]2, 3[, empezamos con yg = 2,5 y nos da que y ~ 2,610713614 entonces
x ~ —2,610713614. Y asi sucesivamente.

A.3 Meétodo III

Otro método, parecido al método II, se obtiene de usar la formula de reflexion de la
funciéon digamma, su aproximaciéon y una expresion, ver , por medio de la
cual Hermite not6 de como se comportaban las raices de ¥,

1
=—k+0|(—]. A4
=0 (55) a9
La formula de reflexion de la funcion digamma establece que:
W(l —x) = W(x) = 7 cot(nx) = ——:Vx ¢ Z
tan(rx)
de esta expresion tenemos que:
U(l—x)=¥(x)+ )
tan(rx)
entonces para x < 0 tal que ¥(x) = 0, tenemos: ¥ (1 —x) = il , usando el cambio
tan( x)

de variable 1 —x = 1 + y, tenemos que

b1 b1
U(y+1)=

tan(—my) - _tan(ny) ;

y, de esto, tenemos:

tan(ny) = —m

T
my =arctan| ——
g ( v+ 1))

1
y = ——arctan ( (A.5)

7557)
Uy +1)
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y usando (A.4) en que x; ~ —k, entonces como —x = y, tenemos que yr & k, entonces
Yk —k =~ 0y usando la aproximacion de la funcién digamma, obtenemos:

1
12y2 + 240y4’

1
Yy +1)~Inpy)+——
2y

entonces reemplazando en (A.5), tenemos que:

1 14
vk —k ~= —— arctan
b4

1 I :
1262 T 240k

1
ln(k) + ﬁ -

por lo tanto,

1 b4
Vi &~ k — — arctan ;
In(k) + ! ! + !
n [ — [
2k 12k?  240k*
y con esto tenemos que:
1 T
Xr &~ —k + — arctan
i In(k) + ! L1
n S — [
2k 12k?  240k*

conk € N.

De estos tres métodos podemos obtener los puntos de maximo ( o de minimo) de la
funcion Gamma, para cada intervalo | — k, —k + 1[ parak > 1.
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Cuadro A.1: Valores de los puntos minimos y maximos de la funcion Gamma para x < 0.

A. Puntos maximos y/o minimos de la funcion gamma

X

I'(x)

—0, 5044319425

—3, 5446455403

—1,5734494759

2,3024072858

—2,6107136126

—0, 8881363587

—3,6352914559

0,2451275398

—4,6532370735

—0, 0527796396

—5,6671621403

0,0093245945

—6,6784180625

—0,0013973966

—7,6877882422

0,0001818784

—8,6957641148

—0, 0000209253

—9.7026725251

0,0000021574




Una manera de encontrar propiedades de la funciones Gamma, digamma, polygamma;
es usando los nimeros de Bernoulli,

Definicion B.0.1. Se define la sucesion de ntimeros { B, },en, de manera inductiva como

sigue: B =1y
1= 1
B i=———— (m: )Bk;
m + =0

para cadam € N.

Nota. Los numeros B, reciben el nombre de niimeros de Bernoulli, en virtud de que fue
Jacob Bernoulli quien los definid y utiliz6 por primera vez.

Si la definicion de B,,, la multiplicamos por (m + 1) = (mH) en ambos lados, tene-
mos:

m—1
(m+ DBy =—3 (m; 1)Bk,

k=0

(2 e
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por lo tanto,
m
Z (m]j 1)Bk =0 param > 1.
k=0
Si expresamos esta ultima ecuacion para cada m € N, el resultado es el siguiente
sistema de ecuaciones:
2By +1=0,
3B, +3B1 +1 =0,
4B3 4+ 6B, + 4B +1 =0,
5B4+ 10B3 + 10B, + 5B + 1 =0,

y realizando los célculos para los primeros 12 niimeros de Bernoulli, tenemos:

1 1 1 1

1 ) 2 6 3 4 30 5 6 42
1 5 691
7 8 30 9 10 66 11 12 2730

Lema B.1. Supongamos que se expande la funcion 7 en serie de potencias alrededor

t
e J—
del origen, es decir, que se busca una expresion de la forma:

Entonces se cumple que b,, = —

t
Prueba. Sea — = > oo bmt™; multiplicando con(e’ —1), en ambos lados, tenemos:

t=("=1)) but™,
k=0

oo
n=1

(o] n o] " o] (n o] .
= (E5) () - (S atr) (S)

n
ycomo e’ —1 =737 L entonces tenemos:
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0 i e8] ”
- (o) (Ze)

Usando el producto de Cauchy: Y 02 0 @n Y o bn = Y weoCn CONCr = Y o Akbn—k-

tenemos:
o

= (St

m=0

0o .
—, mientras que

Si igualamos los coeficientes en ambos lados tenemos que by = 1 = ol

param € N nos da:

_fz br _ij kb
_kﬂﬁm+1—kﬂ_ kl(m +1—k)!

k=0

y multiplicando por (m + 1)!, nos da
(m + 1)tk by = (m+1
= kb
22wm+ywy 2 P )
k=0
para todo m € N. Comparando esto ultimo con la ecuacion

- 1
()=
k=0

mas la condicién inicial 0!'by = By = 1, tenemos que:
m m
m—+1 m+ 1
k'by) = By =0,
Z ( k )( k) Z < k ) k
k=0 k=0

por lo tanto,
B

= kb ydeaqui by = R

Proposicion B.0.1. By;; =0, Vk € N.

Prueba. Aplicando el lema anterior y tomando en cuenta que By = —% tenemos que:

o0 k oo
et_l_z k! _1_§+Zkgt’
k=0 k=2
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entonces oo
t Bkk
- =1 —t
ef—1+2 +Zk! ’
k=2
t et‘l‘l OoBkk
. =1 Ty

t
Veamos que — -
2 e

—t et 41 e’_—t e’—i—l_l el +1

2 e T—1 e 2 1—ef 2 -1

asi llegamos a la siguiente relacion:

o0 — o0
ZBkk toet+1l -t et41 Z(—l)kBkk
=2

r_ —t _ 1
e 1 2 e 1 = k!
Si se igualan los coeficientes de t* en la ultima expresion, se tieneque 1 = 1y % =
_ 1k . 1
(1,)(—,3", para k > 2, es decir:

Bi = (-1)*By Vk >2.

Ademas si k es un namero par, esta Gltima relacion no nos entrega ninguna informacion,
pero si k es un numero impar tenemos que By = — By, por lo tanto By = 0sik >2yk
impar.

O

B.1 Polinomios de Bernoulli

Definicion B.1.1. Para cada m € Ny, definimos el m-ésimo polinomio de Bernoulli,
denotado por By, (x), como:

Bu(x) =Y (’Z) Byx" k.

k=0
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De esta forma tenemos que:

Bo(X) :1,
1
Bi(x) =x — 3
1
By(x) =x% —x + 5
3 1
Bs(x) =x3 — Exz + Ex,
1
Ba(x) =x* —2x3 + x2 — —

30°

Proposicion B.1.1. /) ﬁBr’nH(x) = Bm(x), para Ym € Nq con B, ,(x) deriva-
da del polinomio By, +1(x).

2) Bpu(0) = Bpu(1) = By, Vm € No; m # 1.

Prueba. 1) Primero observemos que (m]':l) m,jl'j_fk = (','C'), entonces de la definicion de

polinomios de Bernoulli, tenemos que:

1 1 d (™ (m+1
B/ -~ B m+1—k —
it = (£ (7))
1 " (m+1 _
ZW'Z< X )(m+1—k)8kxmk=

(
(

I
M=

m—+ 1

k
)ka =

2) Sim = 0, entonces el polinomio By(x) es el polinomio constante con valor By = 1.
Ahora bien cuando m > 2, entonces es claro que B, (0) = By,. Por otra parte, se tiene

m 4+ )(m—l—l—k) ek
ok =

k=0

1
M=

m
k
x).

k=
B

3
Ao
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que:
= (m
) =3 (7). -
k=0
m—2 m
=B, + mB,,—1 + Z <k)Bk =
k=0
1722 (m
:Bm + mBm_1 —m <_E Z (k)Bk) =
k=0
Parte 1)
=Bm + mBm_l —mBm_l = Bm.
En el caso del polinomio Bj(x), se tiene que B1(0) = —% = B, mientras que
Bi(1) = % = —B;. Con esto se completa la informacion acerca de los B, (0) =
Bp(1).

O
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