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Prefacio

Esse livro faz parte de um grande esforco do grupo Matmidia
do Departamento de Matematica da PUC-Rio para o entendimento
de estruturas discretas e suas relagbes com o continuo no contexto
de computacao grafica. Enquanto que as estruturas discretas fa-
zem parte de uma matematica que podemos chamar de knuthiana
(estrutura computacional de algoritmos) e é tipica do século XX, a
matemadtica continua é euclideana (estrutura das transformagdes) e
milenar; a relacao entre essas duas estruturas estd longe de ser en-
tendida. Este esforco de entendimento da relagao do discreto com o
continuo é interdisciplinar, como é também uma parte consideravel de
computagao grafica, e envolve vérias partes de matematica: dinamica,
geometria, topologia, andlise numérica e teoria dos grafos, combina-
das com outras de computagao: teoria de algoritmos e programacao.

A partir de 2003 comegamos no laboratério Matmidia da PUC-
Rio um esforgo para simular a dindmica dos fluidos, via a equagao de
Navier-Stokes, usando o método Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) que era natural dentro do contexto que estdvamos explorando
em outras areas, em particular estruturas de dados, reconstrugao de
superficies e de campos de vetores discretos e representagao compu-
tacional de isosuperficies.

Em meados de 2004 comecamos a desenvolver para a Petrobras
um software (que é de sua exclusiva propriedade) para simular o
processo de formacgao dos lobos turbiditicos, principal formacao dos
reservatorios petroliferos brasileiros, usando a técnica SPH. Este tra-
balho de construgao do software continua sendo desenvolvido pelo
grupo Matmidia em conjunto com gedlogos da Petrobras.

O Sibgrapi (Simpésio Brasileiro de Computagao Gréfica e Proces-




samento de Imagens), em 2006, reconheceu o nosso esfor¢o nos pre-
miando como melhor artigo e melhor video (jiris técnico e popular) e
motivou ainda mais para que continudssemos a nossa pesquisa. Isso
nos expos a comunidade de computagao grafica do Brasil, matematica
e computacional, em uma &area de pesquisa até entao praticamente
aqui inexistente.

Queremos agradecer especialmente a Cristiano Sombra, que coor-
denou a primeira fase do projeto com a Petrobras, e a Paulo Paraizo,
que coordena agora a segunda fase, ambos do Centro de Pesquisas da
Petrobras, que acreditaram no projeto e nos mantiveram dentro dos
limites que proporcionam simulagoes de significado geolégico.

Agradecemos & PUC, CNPq, Capes e Faperj, que nos financiam
academicamente sempre aceitando propostas inovadoras que levam a
formacao de pessoal de alto nivel.

Agradecemos ao 27° Coléquio Brasileiro de Matemaética que, acei-
tando a nossa proposta, nos possibilita apresentar o assunto para um
publico privilegiado constituido em grande parte por matematicos.

Agradecemos ao Departamento de Matematica da PUC-Rio por
acreditar, ao longo dos ultimos 25 anos, que € possivel criar um grupo
de pesquisas em computagao grafica que tenha uma forte componente
matematica. Agradecemos aos funcionédrios do Departamento de Ma-
tematica, Katia, Creuza, Orlando e Otavio, pela ajuda constante, e
aos colegas do laboratério Matmidia pelo companheirismo de sempre,
em particular a Marcos Lage, Marcos Citeli e Hélio Lopes pelo apoio
ao longo deste trabalho.
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Capitulo 1

Introducao

Em anos recentes o acoplamento de computadores poderosos e
instrumentos de sensoriamento tem causado um enorme impacto na
matematica aplicada, na fisica e nas engenharias. Essa associagao
faz com que temas que estavam ha longo tempo sem avangos sig-
nificativos, agora possam ser validados experimentalmente com um
enorme grau de precisdo. Assim, a fisica experimental troca pouco
a pouco as equagoes diferenciais pelos modelos numéricos. Em par-
ticular em dindmica dos fluidos, os sofwares decorrentes podem ser
validados seja por comparacao com simulacoes feitas com diferentes
técnicas numéricas, seja por experiéncias de laboratério que lhe dém
respaldo.

Na matematica aplicada tradicional, os métodos numéricos de
equagoes diferenciais, ordinarias e parciais, se concentraram por um
longo tempo em estabelecer as condicoes de validade para os métodos
desenvolvidos ao longo de todo o século passado, ou seja, garantir que
o modelo discreto solucione, no limite, a equacao diferencial. Assim
os métodos numeéricos se tornaram de grande precisao mas foram per-
dendo a conexao com os fenémenos fisicos que lhe originaram. Em
dinamica dos fluidos a virada do século XIX para o século XX sin-
tetizou os grandes desenvolvimentos nos séculos anteriores em dois
aspectos fundamentais: desenvolvimentos tedricos por um lado e ex-
perimentos em laboratério por outro. Nomes como Fuler, Cauchy,
Lagrange, Laplace, Poisson, Reynolds, Navier, Stokes, Prandtl, en-




12 Sec. 1.1: Fisica bdsica dos escoamentos

tre muitos outros foram nomes significativos desse periodo. Esse é o
periodo da hidrodinamica fisica, onde se procurava combinar os as-
pectos de modelagem e experimentais e que hoje é parte integral do
universo de dindmica dos fluidos. O livro Worlds of Flow [34] é um
excelente texto sobre a histéria desse periodo.

As equagoes que modelam a dinamica dos fluidos, porém, mos-
traram os limites do calculo diferencial para prever esses fenémenos
complexos, deixando a hidrodinamica prejudicada por décadas. Mas
a partir da década de 1940, com o advento dos computadores, a si-
mulagao numérica da grande impulso a dindmica dos fluidos e hoje
em dia é uma area de enorme importancia.

Hoje, uma das principais caracteristicas de dinamica dos fluidos
é a sua interdisciplinaridade [62]. Isso possibilita que pesquisadores
formados nessa area possam trabalhar tanto na industria quanto na
universidade. A formacao académica exige que aquele interessado
nessa area tenha, eventualmente, que dominar técnicas de topolo-
gia, geometria e andlise acopladas a uma formagao em computagao
cientifica e ciéncia da computagao. E tal a sua importancia que pes-
quisadores em dinamica dos fluidos trabalham atualmente em insti-
tutos e departamentos de matematica, fisica, e engenharias em todo
o mundo.

1.1 Fisica basica dos escoamentos

Os fluidos sao meios continuos para a mecanica newtoniana, com a
caracteristica de se deformar continuamente quando submetido a uma
tensao de cisalhamento, nao importando o quao pequena possa ser
essa tensao. Os fluidos incluem os liquidos, os gases, os plasmas e,
de certa maneira, os s6lidos plasticos. Por nao resistir a deformagao,
os fluidos apresentam a capacidade de escoar, também descrita como
a habilidade de tomar a forma de seus recipientes. Na literatura,
o menor “corpo”’de fluido a ser estudado em mecénica dos fluidos é
chamado de elemento de fluido.

O principal objetivo da mecanica dos fluidos é a procura do en-
tendimento de como os elementos de fluido, se deslocam com seus
vizinhos e influenciam tanto o comportamento local, quanto global
do fluido. Com isto queremos dizer que o movimento em uma regiao
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do fluido influencia e é influenciado por aquele das regides vizinhas
em escalas locais e globais. A resisténcia ao escoamento determina
em boa parte o comportamento do fluido .

Para simular o escoamento de um fluido, precisamos ter uma re-
presentacao fisico matematica do estado dos elementos de um fluido
num certo instante de tempo, que chamaremos de particula. A quan-
tidade fisica mais importante a ser representada é a velocidade do
fluido, pois a velocidade determina nao s6 como o préprio fluido se
move, mas também como outras quantidades fisicas do fluido, tais
como densidade, pressao, temperatura, variam com o tempo. O
modelo matematico tradicional para descrever o comportamento de
um fluido é dado por um conjunto de equagoes diferenciais parciais

(EDP’s) que sao deduzidas a partir das seguintes leis fisicas:

e conservacao do momento (segunda lei de Newton): a taxa de
variacao temporal do momento de um elemento de fluido é igual
a resultante das forcas que atuam sobre o elemento.

e conservagao da massa: a massa de um elemento de fluido é
invariante com o tempo.

e conservacao da energia (primeira lei da termodinidmica): a taxa
de variacao temporal da energia em um elemento de fluido é
igual a soma do fluxo de calor para dentro do elemento com o
trabalho realizando por forcas que agem sobre o elemento.

As energias, porém, podem provir de diversos fenémenos fisicos e
serem tratadas separadamente das duas primeiras leis acima na forma
de um acoplamento [94].

Os trés ingredientes principais na conceituagao do escoamento dos
fluidos sao devido as forcas de convecgao, a pressao e a viscosidade.
Os trés determinam como o fluido deve se comportar em tempos
futuros uma vez dada uma condigao inicial e se o fluido estd ou nao
confinado.

As forgas convectivas sao devidas tanto a difusao quanto a ad-
vecgao. A difusao vem de forgas randomicas em consequéncia do
movimento das moléculas do fluido e, portanto é a soma de forgas
que se dao em escalas muito pequenas. A advec¢ao, por outro lado, é
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devida as forcas que acontecem nas grandes escalas como, por exem-
plo, um fluido em turbuléncia ou submetido a uma fonte de calor.

A forca que provem da pressao é expressa como gradiente da
pressao usual, ou seja, a variagao espacial de forcas transversais ao
fluido por unidade de area. Essas forcas sao bastante influenciadas
pela densidade do fluido, assim fluidos incompressiveis tendem a ter
pouca variagao de pressao.

Por dltimo, a viscosidade é um dos ingredientes que mais de-
safiam aqueles que fazem simulagdo numérica ou experimentos em
laboratérios. Duas caracteristicas da viscosidade que tem uma im-
portancia preponderante sdo a difusdo e o nimero de Reynolds. A
difusao é definida como a variacao espacial do gradiente da veloci-
dade, o chamado laplaciano da velocidade, enquanto que o numero
de Reynolds expressa, na média, a relagao entre as forgas convectivas
e as de difusao.

Abordagem lagrangeana

As quantidades fisicas associadas com os elementos de fluido variam
com o tempo. Essas variacoes podem ser descritas de uma das duas
formas seguintes:

1. Descri¢ao lagrangeana: o fluido é representado por uma colegao
de elementos de fluido onde cada elemento de fluido se move
com o escoamento (figura 1.1(a)). Nessa descrigao o referencial
desloca-se simultaneamente com o elemento.

2. Descrigao euleriana: ao invés de acompanharmos o movimento
ao longo dos elementos de fluido, fixamos pontos x no espago e
em seguida calculamos as variacoes das quantidades fisicas do
fluido nesses pontos (figura 1.1(b)). Os pontos x sdo chamados
de coordenadas espaciais.

Para relacionar essas descrigoes, precisamos primeiramente enten-
der o movimento de um elemento de fluido que ocupa um volume fi-
nito no espaco AV C R3 no instante t = 0. Dado um ponto A € AV,
o movimento desse elemento é descrito através das equacoes:

x =x(A,t), com A =x(A,0);
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Escoamento Escoamento

I

%J

@) (b)

Figura 1.1: Escoamento de um fluido através de um elemento de
fluido com volume AV: (a) Elemento de fluido se movendo ao longo
de uma linha de corrente com velocidade v tangente a trajetoria.
(b) Elemento de fluido fixo no espago com o escoamento passando
através dele.

essas equagoes descrevem a trajetéria do elemento que, no instante
t = 0, ocupa a posigao inicial A. Assim, um elemento de fluido se
move ao longo da curva t — x(A,t) com uma velocidade:

v =v(x(A,t),t) = a—X(A,t).
ot
O ponto A é chamado de coordenada material e a trajetéria descrita
pelo elemento de fluido é chamada de linha de corrente.

Se admitirmos que x = x(A,t) possui uma tUnica inversa, po-
demos trabalhar tanto com a coordenada espacial x, quanto com a
coordenada material A.

Dada uma quantidade fisica genérica do fluido ¢, a funcéo ¢(x,t)
nos conta o valor de ¢ em um elemento de fluido que ocupa uma
posicao x no instante ¢, lembrando que o ponto x é uma coordenada
espacial. Entao como calcular a variagao temporal dessa quantidade
em um determinado elemento de fluido que se desloca com o escoa-
mento entre os pontos 1 e 2 (figura 1.2) em um intervalo de tempo
At? Mais ainda, como a variacao temporal de um atributo fisico em
um elemento de fluido em movimento se relaciona com a variagao
de um atributo em um ponto fixo no espaco, isto é, como a forma
lagrangeana se relaciona com a forma euleriana? Para responder a




16 Sec. 1.1: Fisica bdsica dos escoamentos

N
particula de fluido | ~
no instante t1 .

Al
N AV
- Vs
2 \
mesma particula no

instante t2 = t; + At
Figura 1.2: Elemento de fluido se deslocando com o escoamento.
essas perguntas vamos calcular o que definimos como derivada da

fungéo ¢(x,t) em relagdo ao tempo.
Usando a regra da cadeia para ¢(x(t),t) temos:

dg  0q ox

@~ oo T VU
Jq

- a + VCI'V.

Assim, definimos a derivada material, substantiva, ou total de ¢
através da férmula:

Dq._ %4

Dy =3 TV Ve (1.1)

O termo % é chamado de derivada local. Esse termo é res-

ponsével pela variacao da quantidade fisica em relagao ao tempo num
ponto fixo no espago; o termo v - V( ) é chamado de derivada con-
vectiva e ele mede a variagao da quantidade fisica de um elemento de

fluido que se move de um ponto no espago para outro. A soma desses
D)

termos DI

descreve a adveccao, isto é, o mecanismo de transporte
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descrigao euleriana descricao lagrangeana
0] 1 D 1
L v vV Bty | 2 = Cvp s Byt
ot p P Dt p p
dp Dp
— —_— . V — O
a v Dt

Tabela 1.1: Equagdes do momento (topo) e da continuidade (base)
nas descri¢oes euleriana e lagrangeana.

de uma substancia ou uma propriedade conservada com um fluido em
movimento.

Podemos ilustrar as descri¢oes euleriana e lagrageana através de
um termémetro. O primeiro ponto de vista seria como se estivéssemos
interessados na variagao de temperatura medida por um termoémetro
fixo em uma parede enquanto uma brisa de ar quente passa por ele.
Enquanto pelo ponto de vista lagrangeano, estariamos interessados
na medicao da temperatura através de um termometro preso em um
balao metereoldégico carregado pelo vento.

As descrigoes euleriana e lagrageana das equacoes de evolugao da
velocidade e da densidade de um fluido com certas propriedades mos-
tradas na tabela 1.1 sao bem diferentes. A equagao na primeira linha
é conhecida como equa¢do do momento, enquanto na segunda linha
a equacgao é chamada de equacdo da continuidade . Em ambas des-
crigoes, euleriana e lagrangeana, v é a velocidade do escoamento, p é
a densidade do fluido, f é uma forca externa que age sobre os elemen-
tos de fluido (por exemplo, forga gravitacional), u é a viscosidade do
fluido, ou seja a variagao da capacidade de friccao entre os elementos
de fluido (essa varidvel é determinada experimentalmente e depende
do material) e a razdo £ é o ntimero de Reynolds, usualmente de-
notado por Re. As equagbes mostradas na tabela 1.1, em ambas as
formas, euleriana e lagrangeana, sao conhecidas como as equagoes de
Navier-Stokes. No capitulo 3 mostraremos com detalhes a dedugao
das equacoes de Navier-Stokes.
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1.2 Desafios matematicos

As equagoes de Navier-Stokes apresentam desafios em todas as dreas
em que ela ¢é investigada: tedrica, numérica, computacional, e expe-
rimental. Essa tltima nao é abordada nesse livro.

Do ponto de vista tedrico essas equacoes tém sido exploradas
desde a primeira metade do século passado, seja sob restrigoes ma-
tematicas ou fisicas, seja mergulhando as equagoes de Navier-Stokes
em um espago mais amplo que permita encontrar solugoes para todo
tempo, além das condigoes iniciais dadas. Em geral se procuram
condigoes que garantam diferenciabilidade, unicidade, propriedades
intrinsecamente dindmicas (existéncia de atratores, por exemplo) e
propriedades estatisticas das solugdes (importantes no estudo de tur-
buléncia). O instituto de matemdtica Clay estabeleceu com um de
seus prémios do milénio “provar a existéncia de solugoes tnicas di-
ferencidveis para todo o tempo para as equagoes de Navier-Stokes
definidas em um dominio do espago”[49, 52, 147].

O arsenal de técnicas de andlise numérica para aproximagoes de
equagoes diferenciais ordindrias e parciais foi estabelecido no século
passado. Entretanto quando as equagoes provém da descricao de
fenomenos fisicos dinamicos suas aproximagoes nao podem violar as
leis da fisica, ou seja os incrementos no espago e no tempo nao estao
dissociados. A condicao de Courant-Friedrichs-Lewy [70] é o exemplo
tipico disso, para o caso de aproximacoes por diferencas finitas.

Do ponto de vista computacional as maquinas atuais impoem li-
mitagoes de memdria e precisao que fazem com que as aproximagoes
obtidas através dos métodos numéricos funcionem limitadamente.
Isto é um grande problema de otimizagao combinatdrio para evitar
que o tempo de computacao possa ser excessivamente longo para se
obter resultados satisfatorios. A tendéncia mais moderna é de asso-
ciar métodos de algebra linear computacional, estruturas de dados e
técnicas de visualizacao aquelas mais tradicionais de analise numeérica
para melhor compreender solucoes de equagoes diferencias ordinarias
e parciais.
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1.3 Abordagem com estruturas

A discretizagao das equacoes de Navier-Stokes na descricao euleri-
ana é geralmente feita através de métodos numéricos que usam uma
grade fixa discretizando todo o espago da simulagao (figura 1.3(a)),
enquanto a descricao lagrangeana corresponde ao uso de uma malha
movel (figura 1.3(b)) ou de um sistema de particulas para discretizar
somente o fluido (figura 1.3(c)).

Tradicionalmente os métodos com malha mais usados na solugao
de equacgoes diferenciais parciais tém sido os de diferencas finitas e
os de elementos finitos. De um modo geral se pré-estabelece uma to-
pologia especificando que a avaliagcao em um ponto depende de uma
maneira estruturada de avaliagoes em seus vizinhos. Nos métodos
de diferencas finitas se define uma grade retangular fixa no espaco
e a partir dela se calcula os valores em cada ponto. No método de
elementos finitos interpreta-se as equagdes como um problema varia-
cional num espaco de Hilbert, e aproximam-se as solugoes por aquelas
em espacos vetoriais de dimensao finita.

Em ambos os métodos, diferengas finitas e elementos finitos, o
controle da malha é essencial em questoes como adaptatividade, re-
malhamento, entre outros, o que faz com que o pré-processamento
de dados seja uma etapa importante, mas cara, do processo. Essas
questoes se tornam criticas no caso de grandes deformacoes como
acontece em dinamica dos fluidos. Algumas referéncias nessas dreas
sao [70] para diferencas finitas, [171] em elementos finitos e [163] para
uma introdugao a dlgebra linear computacional.

1.4 Abordagem com convolugao

Os métodos sem malha comecaram com Smoothed Particle Hydrody-
namics (SPH) proposto por Gingold e Monaghan [58] e Lucy [105],
originalmente inventado para modelar fenomenos astrofisicos. Desde
entao, e principalmente a partir de sua aplicagao em simulacao de
fraturas, esse método induziu varias areas de pesquisas no que hoje
se chama genericamente de métodos sem malha em equacoes diferen-
ciais parciais.
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Figura 1.3: Discretizacao euleriana (a) com campo de velocidade v(x)
nos vértices x da grade. A regifo cinza representa o fluido. Repre-
sentagoes lagrangeanas: (b) discretizacao utilizando uma malha com
campo de velocidade v(x) nos vértices x da malha; (c) discretizagao
através de um sistema de particulas com campo de velocidade v(p)
nas particulas p do sistema.

A principal ideia nessa classe de métodos é obter solucoes preci-
sas e numericamente estaveis para EDP através de um conjunto de
particulas sem o uso de qualquer malha que fornega a conectividade
entre essas particulas. Cada particula, pode representar diretamente
um objeto fisico ou uma parte de todo o sistema continuo.

Apos a discretizacao espacial, a discretizagdo numeérica é obtida
usando as informacgoes em todas as particulas através de médias lo-
cais, ou seja, convolugoes. Nesse intuito, a principal ferramenta utili-
zada é um teorema de integracao, que garante com condigoes simples
sobre o ntucleo de convolucao W, que:

rew (5) = f (@)

podendo assim aproximar

fla)~ > Ww—y)f(z;) AV

Jillwi—=;[[<rs

ou seja a avaliacao de f em um ponto é uma média de pontos vizinhos

ponderadas pela funcao W e pela porgao de volume que representa
AV.
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A interface com outros métodos numéricos tem proporcionado
aos métodos sem malhas expansoes em varias direcoes. Sé para citar
alguns temos:

e Reproducing kernel particle method (RKPM) [103];
e Meshless local Petrov Galerkin (MLPG) [6, 5];

e hp-clouds [42];

e Particle-in-cell (PIC) [31];

e Moving particle semi-implicit (MPS) [82].

O site http://en.wikipedia.org/wiki/Meshfree_methods lista véarios
métodos relacionados com o SPH.

As principais referéncias em métodos sem malha sao [13, 92, 94].
Em particular, um excelente tutorial de SPH foi escrito por Mo-
naghan [115] e uma visdo geral desse método e suas aplicagdes em
astrofisica, geologia, engenharia e outras pode ser encontrado no
excelente site do grupo SPHERIC: http://wiki.manchester.ac.uk/
spheric/. Existem ainda algumas implementacoes em software li-
vre de SPH, http://www.rchoetzlein.com/eng/graphics/fluids.htm e
http://www.itm.uni-stuttgart.de/research/pasimodo/.

1.5 Aplicacoes de SPH

Os métodos sem malha utilizados para modelar fluidos contribuem
ao grande esforco para o entendimento do que chamamos modelagem
de objetos pontuais — aqueles gerados a partir de medigoes. Esse
tipo de modelagem se evidencia a partir meio da década de 1970
com simulagoes em astrofisica e se intensifica na década de 1990 com
aplicagoes em engenharia mecanica e civil. Neste periodo comecaram
a aparecer comercialmente scanners de alta defini¢ao, difundindo sen-
sores de pontos 3D e cameras fotogréaficas de alta definicao, que po-
dem gerar modelos pontuais precisos em poucos instantes. Assim, nos
ultimos anos o uso dos métodos sem malha em computacao grafica
representa uma linha de pesquisa promissora e seu uso em filmes
comerciais tem lhe dado destaque.




22 Sec. 1.5: Aplicagées de SPH

As aplicagoes do método SPH precisam integrar dreas de ma-
temdtica e computacao que sao significativas por si mesmas, em par-
ticular:

e equacoes diferenciais numeéricas,

e dinamica dos fluidos,

e estrutura de dados,

e método de busca,

e aproximacao geométrica,

e representacao de superficies implicitas discretas,
e rendering.

Além disso, uma grande vantagem do método SPH é a facilidade
de acoplar fenémenos, sendo assim apropriado para tratar de fluidos
muiti-fasicos, interface fluido-sélido, fluidos muito viscosos e grandes
deformacoes de s6lidos. A modelagem de fendomenos naturais, ou seja,
aqueles que ocorrem na natureza tem sido, desde o inicio do uso de
método SPH em computagao gréfica, frequente. Um grande potencial
do método, entretanto, é integrar escalas diferentes, como, por exem-
plo, a mesoescala (aquela em que vivemos) e a microescala (a escala
atomica), o que abre a possibilidade de uma maior integragao dos
métodos sem malha e aqueles com malha. Finalmente, a facilidade
de modelagem oferecida pelo método SPH atraiu muitas aplicagoes
fora da simulagao fisica precisa, em particular nas industrias de jogos
e de cinema.

1.5.1 Fendmenos naturais

A modelagem de fenémenos naturais tais como fogo, fumaga, lava,
cabelo, materiais granulares, bolhas, sangue, e outros tém no método
SPH um ambiente de simulacdo. Assim comegou o uso do método
SPH em computagao grafica, na década 1990, com os trabalhos, apre-
sentados no Siggraph de 1995, em simulacao de lava, e em geral
de objetos deforméveis, feita por Desbrun e Cani [36] e a mode-
lagem de fogo, fumaga e fenémenos gasosos em geral, por Stam e
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Figura 1.4: Exemplos de materiais viscoplasticos: derretimento de
uma vela de cera e o escoamento de lava no Pao de Acucar.

Fiume [152]. Com isso chama-se atencao da comunidade de com-
putacao grafica sobre a possibilidade de se usar um método sem ma-
lha para modelar fenomenos que podem ser de execucao mais dificil
quando feita com métodos com malha. Em 2001, Hadap e Magnenat-
Thalmann modelaram a dindmica do cabelo humano [63]. Em [125]
a simulagao de lava, de fato uma lampada de lava, comum nas lojas
de decoracao, é revisitada e simulada usando SPH produzindo um
agradavel efeito visual. Em 2009, Paiva, Petronetto, Tavares e Lewi-
ner [133, 130, 135] utilizaram uma abordagem SPH no contexto de
fluidos nao-newtonianos para simular, além de lava, objetos que der-
retem sobre o efeito da temperatura e que sofrem grande deformagoes
(figura 1.4). Essa abordagem ¢é discutida com detalhes no capitulo 6
do presente livro.

1.5.2 Interacao fluido-estrutura: fluido multifasico

O entendimento da interagdo fluido-estrutura, seja essa estrutura
fluida, liquida ou gasosa, é um grande desafio em dinamica dos flui-
dos. A importéancia dessa interagao vem nao somente de seus aspectos
tedricos, mas também da vasta gama de aplicagoes que ela propor-
ciona. Em aplicagoes desempenham papel de destaque as industrias
aeronautica, turbo-mecanica, naval, metalirgica e na industria do
petréleo. Na industria aeronautica o comportamento do ar em torno
dos aerofélios quando sao sujeitos a grandes mudangas de tempera-
tura e pressao; na industria naval o impacto de ondas maritimas em
cascos de navios; na industria de turbo-maquinas, o design de pegas
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Figura 1.5: A instabilidade de Kelvin Helmholtz em fluidos bifésicos
é reproduzida pelo método da projegao SPH descrito no final do livro.

devem levar em conta varios aspectos tais como altas temperaturas
e turbuléncia; na industria do petréleo a existéncia de falhas e fra-
turas em ambientes geoldgicos tem na escala macroscopica a mesma
importancia que fluidos em meios porosos na escala microscépica.
Recentemente, a area de meio-ambiente vem apresentando véarios
desafios principalmente devido a emissao de gases, com suas con-
sequéncias na poluicao de cidades e rios, e a formagao de tsunamis,
erupg¢ao de vulcoes, colapso de represas e queda de barreiras e com
sua interferéncia na estrutura costeira dos continentes e na vida nas
cidades [129, 126, 108].

Fluidos multifdsicos sao de dificil modelagem, a comecgar porque
nao se tem uma definicao precisa do seu significado nem equagoes
fisicas claras descrevendo a interagao das fases. Por exemplo, dis-
tingui-los de mistura ou determinar quando um fluido multifasico
transforma-se, por reacées quimicas, em um tunico fluido é uma ta-
refa complicada. E aqui onde se encontram os maiores desafios e as
maiores oportunidades de usar esse tipo de técnica de modo convin-
cente. Podemos usar fluidos multifasicos como estruturas fisicas que
interagem umas com as outras em um dado ambiente mantendo as
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suas préprias caracteristicas.

Simulagao com SPH tem como um de seus principais trunfos po-
der lidar facilmente com fluidos multifdsicos, aqui entendido como o
estudo da evolugao temporal da interacao fluido-estrutura. Em SPH,
é simples representar diferentes fases, por exemplo, associando a cada
particula uma tinica fase e as propriedades fisicas relativas. Com isso
é possivel saber em um dado momento como esta se comportando
cada uma das particulas dos fluidos envolvidos numa simulagao.

Os problemas centrais e inter-relacionados, em fluidos multifa-
sicos, sdo como definir apropriadamente as nogoes de:

e densidade das particulas,
e forcas de pressao,

e forcas de tensao superficial.

A principal caracteristica da densidade para fluidos multifasicos é que
ela é uma funcao descontinua. Esse fato apresenta um dos grandes
obstéculos para métodos sem malha, onde remalhamento e/ou adap-
tatividade sao necesséarios para capturar a fronteira de regides per-
tencentes a diferentes fluidos. Hu e Adams [72] criaram um método
SPH para simular escoamentos de fluidos multifasicos, onde se leva
em conta essa descontinuidade durante interacéo entre os fluidos em
escala tanto microscépica quanto mesoscopica. Posteriormente, esse
método foi estendido por Solenthaler e Pajarola [148] para animar
fluidos imisciveis.

Para a interacao fluido-sélido é preciso se levar em consideragao
que sélidos se movimentam no espaco de forma mais restrita: por
movimentos rigidos. Portanto, para esse tipo de interagao temos que
levar em conta duas estruturas para acomodar os sélidos que tem
viscosidade infinita. Um esquema hibrido euleriano-lagrangeano foi
proposto por Carlson et al. em [20], o qual inspirou Solenthaler e
Pajarola [150] a desenvolverem um método de animacéo envolvendo
interagoes entre corpos rigidos e fluidos no contexto SPH. Nesse tra-
balho, eles criaram um método unificado de interacao fluido-sélido,
e onde acomodou em um tnico modelo a elasticidade e viscoplastici-
dade de materiais, admitindo distin¢ao e fusao de materiais.
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No método SPH, usualmente a pressao é obtida através de uma
equagdo de estado [10], que é uma férmula explicita para se calcular
a pressao. Essa férmula é, entretanto tipica de fluidos compressiveis,
como os gases. Nesse livro empregamos as equagoes de estado para
simular escoamentos de fluidos quase-incompressiveis. Porém, ob-
ter a pressao através de uma equacao explicita em simulacoes de
escoamentos de fluidos multifdsicos nao é possivel devido a descon-
tinuidade da densidade na interface entre os fluidos. Para contornar
esse problema, podemos utilizar o método da projecao em escoamen-
tos de fluidos incompressiveis [26], entdo a pressdo em cada passo
de tempo é obtida implicitamente satisfazendo uma equacao de Pois-
son, de tal forma que a descontinuidade da densidade nao compro-
meta a simulacdo [137]. O cdlculo da pressdo é fundamental na si-
mulagao de instabilidades, em particular aquelas que ocorrem sejam
por diferencas de velocidades ou de densidades entre os fluidos (fi-
gura 1.5). Recentemente, Solenthaler e Pajarola [149] introduziram
um esquema preditor-corretor para calcular a densidade, consequen-
temente a pressao, com uma ordem de precisao maior.

A simulacgao da tensao superficial tem sido um dos pontos mais de-
licados de simular em dindmica dos fluidos. Morris em [122], introdu-
ziu na literatura de SPH um método para calcular a tensao superficial
entre fluidos, o qual foi refinado mais tarde por Hu e Adams em [73].
Um dos problemas no estudo da tensao superficial é o cédlculo da
curvatura que aparentemente é multiescala.

1.5.3 Fenomenos multi-escalas

Um caso importante de multi-escala sao os escoamentos em meios
porosos, particularmente na extragao de petréleo. Um meio poroso
finito é caracterizado pela relagao entre o volume do espago vazio,
os poros, e todo o volume do espaco preenchido. Em um trabalho
recente [89], usou a lei de Darcy como elemento essencial em uma
escala macroscépica para a simulacao de materiais como esponja ou
tecidos que absorvem &dgua. Podemos citar também o trabalho de
Tong et al. [90], onde ¢é feito uma mistura de fluidos e materiais
granulares como areia.

Outro fenémeno fisico explorado recentemente com o método des-
crito nesse livro é o de erosao geoldgica, de fato, erosao hidraulica.
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Quando um rio corre sobre uma formagcao rochosa a erode e assim
hd uma modificacao desse ambiente pela troca de sedimento entre o
fluido e essa formagao. Em [83] um modelo hibrido combinando SPH
com uma grade euleriana é explorado para simular o fenomeno de
erosao hidraulica.

A simulagao multiescala com SPH, embora ja apontada pelos en-
genheiros no contexto de limites numéricos do método dos elementos
finitos, ja comeca a ser explorada pela comunidade de computagao
grafica para simulagao de bolhas como um ambiente misto de euleri-
ano e SPH [71], onde as pequenas bolhas sdo simuladas com SPH, em
um ambiente de simulagao euleriano com uma malha mais grossa.

1.5.4 Interatividade

Os métodos SPH ganharam muito espago em areas que precisam de
simulacoes visualmente corretas para um baixo custo computacional,
tipicamente em jogos ou em filmes de animagao. Isto implica diversos
desafios, distintos da simulacgao fisica exata, em particular:

e usar o menor nimero de particulas possivel,

e otimizar o contexto numérico, com o objetivo de dar o minimo
possivel de passos no tempo,

e manter a estrutura de busca local com custo baixo,
e usar algoritmos de colisao eficientes na fronteira de simulagao,

e aproveitar hardwares disponiveis, como placas graficas.

Usar um niimero minimo de particulas representa um sério desafio
a modelagem de fluidos com SPH. O problema principal é como man-
ter a simulagao fisicamente aceitavel enquanto se controla o nimero
de particulas de modo que a simulagao se dé a taxas préximas da
interatividade. Um dos métodos pioneiros nessa area é proposto por
Miiller et al. [123], onde usa-se uma variagdo do método SPH para
conseguir taxas interativas.

Nesse livro e em [135], inclufmos um algoritmo geométrico para
colisoes que consegue melhorar a realidade fisica e a0 mesmo tempo
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Figura 1.6: O modelo Stanford Bunny sofre uma grande de-
formacao apés colidir contra a face de David. Imagem retirada de
Paiva et al. [135].

diminuir o custo computacional. Este tipo de algoritmo acelera con-
sideravelmente simulagées em dominios com topologia complexa (fi-
gura 1.6). Aqui também usamos uma estrutura de dados mais efi-
ciente do que a tradicional octree e com isso mantemos o uso de
memoéria constante. A programagio em placas grificas (GPUs) do
método SPH é uma area de pesquisas inovadora. Embora no inicio
tenha-se programado os algoritmos de busca em CPU, mais recente-
mente se faz todo o processo em GPU [65]. Mais recentemente adap-
tividade e rendering foram acrescentados a todo o processo para dar
grande realismo a programacao do método em placa grafica [167, 168].
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Figura 1.7: Ilustragdes dos modelos complexos: skull (esquerda), gar-
goyle (meio) e uma superficie minima de Scherk, geradas utilizando o
método baseado no modelo fisico de escoamento de fluidos com SPH.
Imagem retirada de Paiva et al. [131].

1.5.5 Rendering

Em computacao grafica, cada vez mais as técnicas de rendering para
geracao de imagens de alta qualidade e com aparéncia de ilustragoes
feitas a mao tem ganhado espago principalmente em aplicagoes que
envolvem a utilizagao de efeitos artisticos na geragao de ilustragoes
médicas ou na criagao de maquetes eletronicas.

Existem diversas técnicas de se criar um render nao foto-realista,
uma delas é baseada em ilustracoes com hachuras, técnica conhecida
como hatching. Usualmente, o hatching é feito através do céalculo de
campos vetoriais sobre a malha triangular da superficie do modelo de
entrada utilizando quantidades diferenciais da geometria diferencial
cldssica [68, 142], tais como, caminhos geodésicos, campos de curva-
turas principais e normal. Entretanto, o cdlculo dessas quantidades
requer que a malha de entrada tenha uma triangulacao da superficie
cuidadosamente gerada.

Um dos primeiros trabalhos a combinar rendering e SPH foi pro-
posto por Paiva et al. em [131]. Eles criaram um novo método pu-
ramente fisico de hatching de superficies com geometria complexa e
topologia arbitréaria inspirado em simulacao de escoamento de fluidos
utilizando SPH (figura 1.7). Ao contrério dos métodos tradicionais,
a geometria diferencial foi substituida por uma abordagem fisica, em
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outras palavras, o campo vetorial é calculado utilizando quantidades
diferenciais de um escoamento de fluido (por exemplo, velocidade).
A vantagem dessa abordagem é a de permitir processar objetos sem
estrutura, como sopa de triangulos.

1.5.6 Industria do entretenimento

Nas ultimas décadas, a demanda por animagoes visualmente realistas
tem encorajado a industria do entretenimento (games e cinema) a
pesquisar e desenvolver métodos computacionais para simular fend-
menos fisicos complexos. Muitos desses trabalhos se concentram na
simulagao de escoamento de fluidos. Durante o langamento do filme
Shrek, quando perguntado qual foi a cena mais dificil de ser filmada
durante a producao de Shrek, o presidente e produtor do estidio
DreamWorks, Jeffrey Katzenberg, respondeu: “despejar leite em um
copo”.

Recentemente, simulagoes de escoamento de fluidos usando SPH
se tornaram bastantes populares na industria cinematografica de efei-
tos especiais gracas ao programa Real Flow™ | desenvolvido pela em-
presa Next Limit (http://www.nextlimit.com). O RealFlow™ foi
utilizado em simulagoes de escoamentos de fluidos nos filmes: Se-
nhor do Anéis: O Retorno do Rei, Poseidon, A Era do Gelo 2 e
X-MEN 3. Em 2008, a famosa academia de cinema responsavel pelo
Oscar (AMPAS), concedeu um prémio técnico pela contribuigao ci-
entifica na industria do cinema aos fundadores da Next Limit pela
criacdo do Real Flow™.
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1.6 Estrutura do livro

Os métodos SPH permitem ligar equagoes diferenciais da fisica com
uma solugao aproximada no computador. Este livro tenta seguir este
lago, comegando pelos fundamentos matemédticos até as aplicagoes
em simulagao fisicas.

No capitulo 2, a teoria da aproximacao SPH estd brevemente
exposta, onde sdo apresentados alguns operadores de cédlculo dife-
rencial no mundo SPH, suas variagoes e as escolhas de modelagem
matematica decorrentes.

Com esta ferramenta diferencial, é possivel re-escrever as equagoes
fundamentais da fisica dos fluidos: as equacoes de Navier-Stokes.
No caso SPH, isto é adequado na sua formulacao lagrangeana, como
descrito no capitulo 3.

A formulacao obtida substitui o cédlculo diferencial usado pela
fisica cldssica pelo célculo discreto. Apesar disto ser mais adap-
tado para simulacdo numeérica, nao deixa de carregar desafios ma-
tematicos para adequar as equagoes discretas, o seu significado fisico,
a convergéncia para o modelo diferencial e a realidade computacional
(capitulo 4).

Um caso fundamental desta adequagao é o calculo da pressao,
em particular para fluidos imcompressiveis. A propriedade de incom-
pressibilidade tem um significado tanto fisico (conservagao da massa),
quanto matematico (campo de velocidade solenoidal), além de ser um
desafio computacional de assegurar essa propriedade continua. No
capitulo 5 é apresentado o método da projecao SPH para resolver a
pressao, ilustrando esta pluridisciplinaridade de problematicas dentro
do contexto SPH.

Finalmente, no capitulo 6, exemplificamos os conceitos e técnicas
apresentados com aplicacbes em simulacdo de fluidos, desde ferra-
mentas de compreensao de escoamentos através da decomposigao de
Helmhotz-Hodge em SPH até a simulagao de fendmenos fisicos com-
plexos como, por exemplo, viscoplasticidade e fluidos bifasicos.

O texto comporta alguns exercicios para verificar o acompanha-
mento do leitor, além de um pequeno apéndice de céalculo diferen-
cial vetorial contendo as principais férmulas de célculo usadas no
livro. Indicamos ainda que as figuras coloridas estao disponiveis ele-
tronicamente, no endereco http://www.matmidia.mat.puc-rio.br
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na secao “Educacao”. Os autores deste livro estdo a disposi¢do do
leitor para qualquer esclarecimento, divida, sugestao, e podem ser en-
contrados fisicamente ou eletronicamente nas seguintes instituigoes:
Afonso Paiva (Universidade Federal de Uberlandia), Fabiano Petro-
netto (Universidade Federal do Espirito Santo), Geovan Tavares e
Thomas Lewiner (Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Ja-
neiro).

Finalmente, o leitor pode usar este livro como flick book, virando
as paginas para ver uma simulagao de quebra de represa no canto
inferior das péaginas, reproduzidas em maior tamanho na figura 1.8.

Figura 1.8: Simulagao SPH de quebra de represa d’agua com 20.700
particulas, usando colisao geométrica e equacao de estado para o
célculo da pressao.



Capitulo 2

Smoothed Particle
Hydrodynamics

Solugoes numéricas de equagoes diferenciais parciais (EDP’s) sao hoje
de suma importancia em areas aplicadas, tais como engenharia, me-
teorologia, oceanografia e geologia, por auxiliarem na compreensao
de uma ampla gama de fenémenos naturais modelados matematica-
mente por um conjunto de EDP’s.

Dada a importancia e abrangéncia dessas equagoes, existe um
grande interesse na comunidade cientifica por estudos teéricos e expe-
rimentais que possam auxiliar em soluciond-las. A maior parte desses
estudos tedricos considera hipéteses idealizadas, onde os fenémenos
fisicos relacionados as equagoes sao tratados de forma isolada e sim-
plificada [50, 74].

Como alternativa, os estudos experimentais sao utilizados para a
compreensao de aspectos globais dos fenomenos. Devido a comple-
xidade desses fendmenos, porém, torna-se inviavel a reproducao de
véarios fendémenos naturais. Além disso, alguma varidvel importante
do problema fisico pode nao ser diretamente observada ou medida na
baixa escala do modelo experimental.

Uma terceira opgao na busca da compreensao desses fenémenos é
a modelagem numérica das equagoes que descrevem os mesmos. Re-
centemente tem havido um grande interesse nessa abordagem, princi-
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palmente pelo aumento da capacidade de processamento dos compu-
tadores e pelo desenvolvimento de codigos computacionais eficientes
em obter solu¢oes numéricas para essas equagoes.

A modelagem numérica aproxima operacoes diferenciais, presen-
tes nas EDP’s que modelam o problema, em representagoes discretas.
Com isso, o conjunto de EDP’s é aproximado por um conjunto de
equagdes algébricas ou de equagdes diferenciais ordindrias (EDO’s),
0s quais podem ser resolvidos usando conhecidas rotinas numéricas.

O propdsito desse capitulo é a formalizacao do método numérico,
utilizado para a modelagem numérica das equagoes diferenciais parci-
ais, conhecido como SPH, “hidrodindmica de particulas suavizadas”,
do acrénimo inglés Smoothed Particles Hydrodynamics.

2.1 Contexto do método SPH

Desde sua introdugao para resolver problemas astrofisicos em 1977
nos trabalhos de Lucy [105] e Gingold e Monaghan [58], o método
SPH tem sido estudado e estendido para modelar uma maior varie-
dade de problemas, incluindo, além de problemas astrofisicos [16, 88,
136], problemas em hidrodinamica [1, 113, 120, 158, 169] e mecénica
dos sélidos [85, 140].

A discretizagao no método SPH é dada por um conjunto de parti-
culas, definidas como pontos no espago, aos quais também associamos
outras propriedades individuais relacionadas a fisica do fenémeno si-
mulado, tais como temperatura, densidade, etc. Em um dado ponto
do dominio, cada funcéo ou uma de suas derivadas parciais envolvidas
nas EDP’s é aproximada por uma média ponderada de contribui¢oes
dadas por particulas que estao proximas ao ponto.

Assim, no método SPH, o estado de um sistema é totalmente re-
presentado por um conjunto de particulas, isto é, além de representar
o objeto da simulagéo (fluido, sélido ou gasoso) amostrando as propri-
edades fisicas, as particulas também sao utilizadas como a estrutura
computacional para calcular as aproximagoes necessarias para obter
uma solugao numérica para o problema. Além disso, em SPH a massa
do sistema é trivialmente conservada, ou seja, o problema de difusao
numérica presente nos métodos eulerianos nao ocorre em SPH.
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Mais ainda, como nao é necessaria nenhuma conectividade pré-
definida entre as particulas da discretizacao, o método SPH é bastante
atrativo para véarios problemas onde outros métodos tradicionais en-
contram grandes dificuldades. Podemos citar como exemplos des-
sas dificuldades, no método de elementos finitos (MEF) [170] em si-
mulagoes de fendmenos hidrodinamicos, tais como explosao e impacto
em alta velocidade, que possuem caracteristicas especiais (grandes de-
formagoes do objeto, fronteiras deforméveis,...) que levam a grandes
deformagoes na malha utilizada; e no método de diferencas finitas
(MDF) [2] em simulagbes cujo dominio tem uma geometria complexa
ou, simplesmente, irregular. Algumas aplica¢oes do método SPH aos
problemas citados sao: impacto em alta velocidade [66, 76], explosao
[93, 98, 154, 155] e simulagdes com geometrias complexas [84, 158].

Por dltimo, outra caracteristica atraente de SPH é a combinagao
da formulagao lagrangeana com as particulas em simulacgoes de esco-
amentos de fluidos. Ao contrario de outros métodos que nao usam
malhas [47, 56, 161], nos quais os elementos da discretizagdo (nds
ou particulas) sdo somente usados como pontos de interpolacao, as
particulas no método SPH também carregam propriedades fisicas,
movendo-se em funcao das interacoes entre si e de forgas externas,
e guardando toda a dinamica do escoamento. Em particular, em
simulagoes de escoamentos de fluidos, o método SPH captura facil-
mente a superficie livre ou a interface entre dois fluidos, tarefa esta
bastante dificil ao utilizar métodos com malhas.

O método SPH, sendo um método de discretizacao por particulas,
sem uso de malha e de formulagdo lagrangeana, tem sido usado em
diferentes areas para varias aplicagoes praticas. A formulagdo mais
detalhada do método SPH sera descrita nas préximas segoes. Uma
revisdao de métodos sem malhas e/ou métodos de particulas é encon-
trado no trabalho de Li e Liu [92]. Em particular, varios outros traba-
lhos revisam o método SPH, destacando-se entre eles os de Benz [14]
e de Monaghan [112].

2.2 Formulacao de SPH

Nesta segao descrevemos a formulacao bésica do método SPH em
duas etapas: a representac¢do integral e a aproximagao por particulas.
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Na primeira etapa, a convolucdo entre uma funcao arbitraria e
uma fungao nucleo suave define uma representacdo integral de uma
funcao. A representagao integral de uma funcao é entao aproximada
por uma soma em um conjunto de particulas, a qual é geralmente
chamada na literatura por aprorimacao por particulas.

2.2.1 Representacao integral
Representacao integral de uma funcao

Seja 0 C R™ o dominio do problema e f uma funcao qualquer definida
em ()
f:Q—=R™.

A representagao integral da funcdo f é definida como a convolugao
da funcdo f por uma funcio suave W" : R* — R

fhra) = /f(x) Wh'(u —x)d"x. (2.1)
Q

A funcdo W" é conhecida na literatura por niicleo. O indice h visto
na definigdo acima nao é apenas uma notagao. Veremos mais adiante
que os nucleos utilizados em SPH possuem h como um parametro de
extrema importancia.

A definigdo (2.1) é muitas vezes motivada pelo delta de Dirac. O
delta de Dirac pode ser vista como uma distribui¢ao ¢ (x) com

0(x)=0,se x#0

e satisfazendo

45(@@:1.

Essa definigdo, embora heuristica, nao deve ser tomada com ri-
gor, principalmente porque nenhuma funcao pode ter as propriedades
acima. De acordo com a teoria de integracao de Lebesgue, se duas
fungoes mensurdveis f (z) e g (z) sdo tais que f(x) = g (z), exceto
em um conjunto de medida nula ({0}), entéo f (x) é integrével se, e
somente se, g (x) é integravel, e as integrais sao iguais. Por isso, basta
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observar que f(x) = J(x) e g(z) = 0 sdo iguais, exceto em = = 0,
e diferem nos valores de sua integragdo. Uma defini¢do rigorosa do
delta de Dirac requer conceitos de teoria da medida [9, 75].

O nicleo W", além de suave, deve satisfazer outras condicdes,
que serao descritas no decorrer dessa secdo. A principio, de maneira
mais rigorosa, deve-se existir W!: R — R tal que

W) = o (Gl (22)

onde n é a dimensdo do problema, h é um ntimero positivo e W' é
uma funcao diferenciavel, com suporte compacto e integral unitaria.
Uma familia {W"} de fungdes diferencidveis, com suporte compacto
e integral unitaria, é dita uma aproximacdo da identidade. Nesse
caso:

lim, /f(x) Whu —x)d"x = f(u) . (2.3)
Q

O nticleo W na representacio integral (equacdo 2.1) é escolhido
no método SPH satisfazendo (2.2) e, portanto, tendo as seguintes
propriedades:

1. compacidade

W"(x) = 0 quando ||x|| > xh (2.4)

2. normalizagao

/Wh(u -x)d"x =1 (2.5)

Na condicao de compacidade (equagdo (2.4)), o dominio efetivo
(ndo-nulo) do niicleo W" no ponto u € Q é definida por

V(u) ={x eR"; |x —u <xh} (2.6)

e chamada de suporte compacto do nticleo no ponto u, ou simples-
mente de suporte compacto de u, e é definida pelo comprimento suave
h e pelo fator de escala k associado ao nticleo.
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Representacao integral da derivada de uma fungao

Dada uma fungao f : 2 — R™, definida em um dominio 2 C R",
para obtermos a representacao integral de um operador diferencial da
funcao f, utilizaremos o conceito de representacao integral visto na
secdo anterior (equagdo 2.1), a condi¢do de compacidade do nicleo
W (equacao 2.4) e o teorema de Gauss (ver Apéndice A).

Ao utilizar o conceito de representacao integral (equagéo 2.1) para
o operador diferencial V- aplicado a funcao f obtemos

(v /v fE)WH(u —x)d"x (2.7)

Dai, usando a regra de derivagao do produto
V- [f(x) W (u -x)] = Whu —x) V- f(x)+ f(x) VeWh(u —x)

reescrevemos a equacao (2.7) da seguinte forma
(V-H') = /V x) Wh(u —x)] d"x
(2.8)

/f(x) SVWh(u — x) d"x
Q

Pelo teorema de Gauss (apéndice A.2) o fluxo de um campo ve-
torial f através de uma superficie fechada S é igual ao divergente de
f sobre a regidao R limitada por S. Portanto, usando-o na primeira
integral na equagao (2.8), temos

(V- ') = / [£(x) W"(u - x)] - nds

a9
/f(x) -V Wh(u —x) d"x
Q

onde n é o vetor normal (unitdrio e exterior) a superficie fechada 9.
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Como o nticleo W ¢ definido tendo suporte compacto, a integral
de superficie na equagao (2.9) é nula, exceto nos pontos cujo o su-
porte compacto contém pontos da superficie 02. Portanto, para os
pontos cujo suporte compacto estd totalmente contido no dominio do
problema, a equacédo (2.9) é simplificada da seguinte forma

(V- /f ) VW (u — x)d"x . (2.10)

Se o suporte intersecta a fronteira S do dominio, a integral de su-
perficie na equacao (2.9) pode ser ndo-nula. Sobre tais circunstancias,
isto é, se assumimos a equagao (2.10) vélida também nesses pontos,
modificagoes devem ser feitas para avaliar os efeitos na superficie do
dominio de integragao. Veremos no capitulo 4 algumas alternativas
para compensar a deficiéncia na aproximagao em pontos préximos a
superficie.

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos obter a representacao in-
tegral para o gradiente de uma funcao escalar, dada por

(v " /f ) VWh(u —x)d"x (2.11)

Nas equagoes (2.10) e (2.11), notamos que a operagao diferencial
na funcéo f é substituida por uma operacao diferencial no nicleo W",
onde o indice x no operador diferencial V representa a varidvel na
qual é realizada a diferenciagao. Em outras palavras, a representagao
integral da derivada de uma funcao segue os valores da funcao e da
derivada espacial do ntcleo, ao invés da derivada da prépria funcgao.
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2.2.2 Aproximacgao por particulas

Figura 2.1: Representagao do objeto por particulas.

No método SPH, todo o sistema é representado por um niimero
finito de particulas, distribuidas aleatoriamente no dominio do pro-
blema (figura 2.1).

As representagoes integrais obtidas para uma funcao f e suas de-
rivadas em um ponto u € Q (equagoes (2.1) e (2.10)) podem ser
discretizadas substituindo a integral no dominio {2 pelo somatdrio
sobre todas as particulas que representam esse dominio. Usando,
porém, a condigao de compacidade (equagdo 2.4), a integracdo so-
bre o dominio do problema (2 se reduz a integragao sobre o suporte
compacto do ntcleo e, portanto, o somatério também pode ser cal-
culado localmente; operando-se apenas nas particulas que pertencem
ao suporte compacto.

O volume infinitesimal d"x é substituido pelo volume finito AV
relacionado & porgao do sistema representada por uma particula vi-
zinha. O volume AV, por sua vez, pode ser relacionado & massa m
da particula pela expressao

m=AV.p,

onde p ¢é a densidade da particula.
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Figura 2.2: Somente particulas que pertencem ao suporte compacto
da particula i sao usadas na aproximagao por particulas.

Relacionar o elemento de volume com os atributos fisicos p e m
é conveniente em SPH para aplicacées em dinamica dos fluidos, nos
quais a densidade é uma variavel importante. Dessa forma, podemos
dizer que as aproximagodes sao obtidas em uma quantidade de massa
constante, o que se adapta melhor a fisica em aplicagoes de SPH.

A representagio integral para uma funcdo f, em uma particula
indexada por i, pode entao ser discretizada da seguinte formas:

M=) = /f(X)Wh(Xi—X)d"x
Q

= /f(x) Wh(x,; —x)d"x
V;

g (2.12)
D fy) Wh(xs —x)) AV,
JEV;
1
~ Z f(x5) w (Xi ) —my
JEV; Pi

onde o somatério percorre todas as particulas que pertencem ao su-
porte do nicleo W no ponto x; (figura 2.2), definido por

Vi=V(xi) = {xj, [xj = xil| < kh} .
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Operadores basicos

Portanto, o valor de uma funcéo (resp. da derivada de uma fungao)
em uma dada particula i é aproximado usando uma média dos valores
da funcao em todas as particulas j pertencentes a seu suporte, ponde-
rados pelo ntcleo (resp. pelo gradiente do nicleo) e por propriedades
fisicas das particulas vizinhas.

Resumindo, as aproximacoes para uma particula ¢ sao dadas por

( funcao ) fi = Zﬁfjm]

escalar ou vetorial JEV: Pi
. s

d1verg~ente de }1ma V-fi = Z %fj - Vil (2.13)
funcgao vetorial jev; Pj

gradiente de uma
fungao escalar

m.
Vi = Z%fjvivvij

jevy 77
onde
Wij =W = Ly (L
W) < ()

ViWs; = %y %

le 87‘1']'
com

fi=f(xi), xij=x—%x; e ry=|xyl.

Deve-se notar que o gradiente do nicleo é tomado com respeito
a particula ¢ e portanto o sinal negativo nas equagoes (2.10) e (2.11)
sdo removidos nas aproximagoes por particulas equagoes (2.13).

As aproximagoes por particulas (equagdes 2.13) discretizam as
representagoes integrais continuas de uma fungao e sua derivada, ba-
seadas em um conjunto arbitrdrio de particulas. O uso dessa soma
em particulas arbitrariamente distribuidas para aproximar a integral
faz de SPH um método sem malha para integragao numérica muito
atraente para varios problemas, como por exemplo, simulagoes de
fluidos que sofrem grandes deformagoes.
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Comprimento suave

O comprimento suave h é muito importante em SPH, uma vez que
estd diretamente ligado a precisao numérica do método e a eficiéncia
da simulacao.

A precisdao numérica da aproximagcao por particulas em SPH de-
pende de que haja um numero necessario e suficiente de particulas
dentro do suporte compacto de cada particula do sistema. Pois, se h
é muito pequeno, nao existem particulas suficientes no suporte com-
pacto de dimensao kh e, por outro lado, se h é muito grande, propri-
edades locais serao suavizadas globalmente.

Computacionalmente, a eficiéncia do método também depende
do numero de particulas vizinhas, assim como da maneira como é
determinada a vizinhanga (conjunto de particulas vizinhas) de todas
as particulas da simulagao. No método SPH, o processo de encontrar
a vizinhanga de uma particula é normalmente conhecido por busca por
particulas vizinhas, ou simplesmente busca por vizinhanca. Tal tarefa
¢é de extrema importancia ao método e sera revisada na segao 4.3.

Segundo Liu e Liu [94] o nimero de particulas dentro do suporte
compacto, em uma, duas e trés dimensoes, deve ser em torno de 5, 21 e
27, respectivamente. Essa andlise considera as particulas distribuidas
sobre uma grade com o comprimento suave h = 1,3Az, onde Ax é o
espacgo entre as particulas, e k = 2.

Vale citar, embora nas aplicagoes contidas neste livro o compri-
mento suave é mantido constante durante toda a simulacao, em algu-
mas aplicagoes do método SPH torna-se necessario determinar para
cada particula um comprimento suave, como por exemplo, em gases
onde o fluido pode expandir ou contrair localmente [112, 153].

Exercicio (fdcil). Dada uma fun¢io w : R™ — R definida por
w (x) = (||x])). Mostre que Vxw (x —u) = =Vyw (x — u).
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2.3 Operadores SPH

As aproximagoes listadas na segdo anterior (equagbes 2.13) para os
operadores diferenciais sdo raramente usadas nos trabalhos que utili-
zam o método SPH. Outras aproximacoes resultantes de propriedades
implicitas do préprio método, ou de identidades para os operadores
diferenciais, se mostraram mais adaptadas a fisica do problema ou a
definigdo matemadtica [121, 157].

2.3.1 Operadores de primeira ordem

Os operadores discretos obtidos na secdo anterior sdo imprecisos e
frequentemente nao obedecem as propriedades de conservagao asso-
ciadas as equagoes no modelo continuo quando aplicados & simulagao
de fluidos [92]. Entretanto, quando essa aproximagcao é combinada
com um termo que contém a expressao nula

.y

VIW(x) =Y —LV,W(x-x;) =0,
—~ p;

J

desde que {W(X — xj)}j seja uma particao da unidade, pode-se en-

contrar melhores aproximagoes. Por exemplo, podemos definir os

seguintes operadores SPH.

gradiente SPH I

.
Vii=Y (= ) ViWy (2.14)
jev; Pi
divergente SPH 1
V-t = Z ™ (£ —fi) - Vil . (2.15)
jevi Pj

Outras aproximagoes sao encontradas na literatura. Para obter
aproximagoes mais precisas para os operadores diferenciais em SPH,
Monaghan [112] sugere escrever o gradiente de um campo escalar
usando a regra da derivada do produto

vf= % Y (of) — V) (2.16)
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e similarmente o divergente de um campo vetorial como

V~f:%[V~(pf)—f~Vp]. (2.17)

Dai, usando as equagoes (2.13), obtemos os operadores SPH descritos
a seguir.

gradiente SPH II

Vi = Z mj (f; — fi) ViWi; (2.18)

pi JEV:

divergente SPH II

Z m; (f VA (2.19)

pi JjEeV;:

Note que cada expressao fora dos operadores diferenciais nas igual-
dades (2.16) e (2.17) s@o avaliadas na prépria particula. Observa-se
também que essas aproximagcoes sao bastante semelhantes as apro-
ximagoes obtidas anteriormente (equagées 2.15 e 2.14). A diferenga
entre os conjuntos de operadores I e IT é o uso do volume T»j nas

equagoes (2.14) e (2.15) ao invés de 2 - (observe a mudanga de indice)
utilizado nas equagoes (2.18) e (2.19). Segundo Colagrossi e Landrini
[29], o primeiro conjunto de operadores fornece resultados mais preci-
sos na simulacao de escoamento bi-fasico com uma pequena variagao
de densidade entre os fluidos.

Por dltimo, para obter operadores SPH simétricos, isto é, a in-
teracao entre duas particulas i e j é simétrica, considere a seguinte

identidade
7w () 7 (=)
— = A\ + =V . 2.20
p p2—0' pa—l po pl—o' ( )

Podemos definir novos operadores SPH variando o valor de o na igual-
dade acima. Os operadores listados abaixo foram obtidos com o = 2.
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gradiente SPH III

Vfi=pi Z m; (J; J;) VWi (2.21)
jGV j i
divergente SPH III
£
V-fi=p; Z m; ( + 2) VWi (2.22)
jEV j Pi

Uma caracteristica dos operadores obtidos nessa secao é que a
iterag@o entre particulas aparecem explicitamente no operador SPH.
Note que nos conjuntos de operadores I e II, o termo — f; assegura que
a aproximacao dos operadores diferenciais para fungoes constantes
seja exata. Mais ainda, em fungoes que diferem por uma constante,
qualquer uma dessas aproximagoes, obtém o mesmo resultado para
ambas as fungoes [137].

2.3.2 Operador laplaciano SPH

Vistas as aproximagoes para os operadores gradiente e divergente
no método SPH, chega-se ao final dessa segao apresentando algumas
aproximagoes para o operador laplaciano encontradas na literatura.

De imediato, poderiamos obter a aproximacao basica para o la-
placiano de uma funcdo escalar usando as representacoes integrais
dos operadores gradiente e divergente (equagdes 2.10 e 2.11) para
obtermos a representagao integral do laplaciano

(v2 /f YV2W(u —x)d"x .

Consequentemente, obtém-se o seguinte operador laplaciano

e
V=Y LYW, (2.23)
jev;

Porém, a equacdo (2.23) possui algumas desvantagens. Dentre
elas, essa aproximagao é muito sensivel a desordem de particulas [28].
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Outro operador laplaciano SPH é baseado nos operadores gradi-
ente e divergente SPH. Visto que o laplaciano no espaco euclidiano é
o divergente do gradiente

V=V (Vf), (2.24)

pode-se obter uma aproximagao para o laplaciano da seguinte forma:
dada uma propriedade escalar p na particula, define-se uma nova
propriedade g = Vp dada pelo gradiente da propriedade p. Para
isso utiliza-se um dos operadores gradiente SPH visto anteriormente.
Dai, usando um dos operadores divergente SPH, obtém-se uma apro-
ximagao para V -g. O resultado obtido apds essas duas aproximacoes
é uma aproximacao para o laplaciano

V.g=V-Vp=V?.

Como exemplo, pode-se usar os operadores gradiente e divergente
SPH definidos nas equagdes (2.18) e (2.19) para obter a seguinte
aproximagao resultante da composicao desses dois operadores.

laplaciano SPH I
1
V== 1> m; ((Vf);.’ - (Vf)?) - ViWi; (2.25)
! lievi

onde

(V= = lz mi (fi = fi) VWi

Pk v,

é a aproximagao SPH para o gradiente da funcao f.
Outra aproximagao encontrada na literatura de SPH [30] é dada
pela seguinte identidade

V2(pf) = pV2f+2(Vp-VI)+ V.




48 Sec. 2.3: Operadores SPH

Reescrevendo-a da seguinte forma

pV2f =V2(pf) = fV?p—2(Vf-Vp)

e aplicando diretamente os operadores laplaciano SPH baésico e gradi-
ente SPH II (equagdes 2.23 e 2.18) nos respectivos operadores encon-
trados na identidade acima, obtém-se uma nova aproximacao descrita
a seguir.

laplaciano SPH II

szi = Z mj (f] - fZ) (V?I/Vz] — %viVVij : VPi) s (2-26)

JEV; Pi

onde
VI = VI ()
ViWij = viW<Xi - Xj) .

No operador laplaciano SPH II (equagdo 2.26), o termo Vp; é
pré-calculado usando um dos operadores gradiente SPH.

A desvantagem em usar os operadores laplacianos SPH definidos
nas equagoes (2.25) e (2.26) estd na necessidade de realizar, para
cada particula, dois somatdrios para obter a aproximagdao SPH para
o laplaciano de uma funcao, o que é computacionalmente muito caro.
A proxima, e ultima, aproximagao evita esse problema.

A dltima aproximacao é baseada na expansao em série de Taylor.
Para uma fungdo f(x), x=(z,y), a série de Taylor, até os termos
de segunda ordem, sobre um ponto u = (a, b), é dada por

faw) = fabs oo g @03 e
2 2
+ ;((xa)ngé(a,b)+(yb)zgyJ;(a,b)>
o f
b au-b @)

+ O(l(zy) — (@) [*) -
(2.27)
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Assumindo a igualdade dada pela expressao (2.27) sem os termos
de ordem superior a dois, obtém-se a aproximagao para a fungao f
dada por

(a,b)

faw) = fab+@-ag @h+u-n5

+ 3 (e-0r P enru-v 5l an)

0% f
+ @) Wb g (ad)
(2.28)
Cleary e Monaghan [28] utilizam as propriedades de simetria e
normalizacao do nicleo W listadas na secao 2.4, para mostrar os
seguintes resultados

u—X n

u—X

/(u —x); (u—x); mqu(u —x)d"z = d;;,

onde o simbolo de Kronecher d;; é definido por

5 — 1 ,se 1=
Y10 ,se i#g

Deixamos as demonstragoes dos resultados para o leitor.
Portanto, multiplicando a expressao (2.28) por
u-—x
—— =V, W (u —x)
lu—x[2 "
e integrando-a, obtém-se a representagao integral para o operador
laplaciano de uma funcgao escalar

V2 (u) Q/f(uu)__f(x)(ux)VuW(ux)d"x. (2.29)

x||?
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A aproximagao (2.29) pode agora ser facilmente discretizada usando
a aproximacao por particulas, na qual usa-se apenas derivada de pri-
meira ordem do ntcleo.

laplaciano SPH IIT

V=2 "2 Ly v, (2.30)

o
jev, Pi T

O laplaciano definido pela equacao (2.30) é obtido diretamente,
isto é, sem a necessidade de calcular outras aproximacoes SPH.

Na tese de Petronetto [137] é apresentada uma comparagao entre
os principais operadores diferenciais definidos na literatura de SPH.
As versoes apresentadas para cada operador diferencial (gradiente,
divergente e laplaciano) sdo analisadas estatisticamente. Em vdrios
cendrios, variando a densidade de particulas da representagao de um
dominio, fungoes analiticas definem propriedades nas particulas e,
portanto sao também conhecidos os valores dos operadores diferencias
para essa propriedade em cada particula. A partir dai, as versoes
para um mesmo operador diferencial sao utilizadas para obter as
aproximagoes desejadas e os resultados encontrados sao analisados
e comparados.

2.4 Nucleos SPH

O método SPH utiliza as representagoes integrais (2.1) e (2.10), para
aproximar uma fungao e sua derivada, usando uma fungao suave
W' como ntcleo. O nicleo é de extrema importancia, pois nao so-
mente determina o padrao da aproximacao, como também define a
dimensao do suporte das particulas, e determina a consisténcia e,
consequentemente, a precisao de ambas as aproximagoes: integral e
por particulas.

Diferentes nticleos sao usados no método SPH. Varias proprieda-
des sao discutidas na literatura, para que uma fungao possa ser usada
como um nucleo. Algumas dessas propriedades sao listadas abaixo.
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1. o nucleo deve ser suficientemente suave
Wheck k>1

2. o nucleo deve ser normalizado

/ Wh(x)d'x =1
Rn

3. o nucleo deve ter suporte compacto

W"(x) = 0 quando ||x|| > kh

4. o nucleo deve ser positivo

5. o nucleo deve ser decrescente
Wh(x) < W"(u) se [x]| > [lul]

6. o nucleo deve ser simétrico
Wh(x) = w(|x])

Pelas propriedades 1, 2 e 3 podemos dizer que a representagao in-
tegral (2.1) estd bem definida e, além disso, temos como consequéncia
a aproximag¢ao da identidade para uma funcao e suas derivadas

lim /f (x)W'(u—-x)d"x = f(u) .
h—0

RTL
Em particular, a terceira propriedade faz da aproximacao SPH uma
operagao local.

A quarta propriedade significa que o nucleo deve ser ndo-negativo
no suporte. Essa propriedade nao é necessaria para a convergeéencia,
mas é importante para assegurar aproximagoes coerentes para propri-
edades fisicas envolvidas em um dado problema. Por exemplo, valo-
res negativos para o nucleo podem resultar em densidades negativas.
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Alguns trabalhos, porém, utilizam nicleos que em algumas regioes
tém valores negativos; podemos citar o niicleo usado no trabalho de
Monaghan e Lattanzio [116].

A quinta e sexta propriedades s@o importantes para determinar
a influéncia (em relacdo ao nicleo) das interagdes entre particulas
de acordo com a distancia entre elas. Particulas mais proximas de-
vem influenciar mais do que particulas mais distantes, enquanto que
particulas & mesma distancia, mas em diferentes posicoes, tenham
a mesma influéncia. Essas propriedades ndo sao fundamentais e, as
vezes, sao transgredidas [103].

Qualquer funcao, com as propriedades anteriores, pode ser empre-
gada como um nicleo em SPH. Diferentes funcoes sao encontradas em
diversos trabalhos que utilizam o método SPH [37, 123]. Lucy [105]
utilizou a seguinte funcao como nicleo:

(1+3R)(1-R)*, 0<R<1

0. R>1 (2.31)

Wh(x — x') = Wh(R) = Qg {
onde oy é uma constante de normalizagao, obtida pela condicao de
normalizacdo (propriedade 2), e R é a distancia relativa entre duas
particulas
x|

h

Monaghan [112] afirma que é sempre melhor utilizar como nticleo
uma funcao gaussiana. A seguinte funcao gaussiana foi utilizada em
seu trabalho original [58] em astrofisica:

R

2

WMR) = age @ . (2.32)

A funcao gaussiana nao tem suporte compacto, condigao espe-
rada de um nicleo em SPH (propriedade 3), mas aproxima-se rapi-
damente de zero quando a distancia entre duas particulas aumenta.
Contudo, mesmo tomando um suporte finito, o0 mesmo provavelmente
serd muito grande para que a fungao gaussiana possa ser considerada
nula, tornando-a computacionalmente inviavel devido a inclusao de
muitas particulas no suporte de cada particula.

Outra classe de ntcleos muito importante sdo os nicleos dados
por fungoes splines. Essa classe de funcoes splines tem sido utilizada
com maior frequéncia como ntucleos em SPH.
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Inicialmente, Monaghan e Lattanzio [116] utilizaram um nticleo
spline cibico

2 2 1 3

- - <

;- R+ GRS, 0<R<1
h

0, R>2

Figura 2.3: Funcao nicleo: particulas que distam mais do que xh nao
sao utilizadas nas aproximacoes. Em destaque os gréficos do ntcleo
1d e de suas derivadas de primeira e segunda ordem.

Posteriormente, Morris [118, 119] introduziu splines de graus mais
alto que aproximam melhor a funcao gaussiana e sdo mais estaveis.
A figura 2.3 ilustra o nucleo spline quintico definido por

(3—=R)®*—6(2—R)°-15(1-R)®>, 0<R<1

. (3—R)® —6(2—R)", 1<R<?2
W"(R) = aq (2.34)

(3_R)5 s 2<R<3

0, R>3
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Ntcleos definidos por funcoes splines tém sido um dos mais uti-
lizados na literatura de SPH, pois aproximam o nucleo gaussiano e
tém suporte compacto. Porém, por serem definidas por partes, as
splines sao ligeiramente mais dificeis de usar do que fungoes definidas
diretamente, isto é, sem usar defini¢cbes por partes.

0 05 1 15 2 177 178 179 18 181 182 183

Figura 2.4: Nucleos 1D spline cubico W3 e quartico W, com suas
respectivas derivadas (k =2 e h = 1).

Liu e Liu [100] propéem uma pequena alteragdo no ntcleo pro-
posto por Lucy (equagao 2.31), assegurando resultados mais precisos
e estaveis (figura 2.4). O novo nucleo de quarta ordem é dado pela
seguinte expressao:

2 9 19 5
SR+ -R3- —R* 0<R<2

WhR)=a4¢ 3 8 24 32 - (2.35)

0,

R>2

onde, dada a dimensao d do problema, temos

1

7 sed=1
15

Qg = W, Sed:2
315

S08chs 0 S¢d=3

O ntcleo dado pela equacao (2.35) satisfaz a condigdo de norma-
lizagao; tem, assim como sua derivada, suporte compacto e aproxima
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o ntcleo spline cibico (equagao (2.33)) e, consequentemente, o nicleo
gaussiano. Além dessas propriedades, tem a segunda derivada suave,
e essa propriedade esta diretamente ligada a questao da estabilidade
do método SPH [118, 156]. Por outro lado, esse niicleo nao possui
as propriedades de positividade e decrescimento. A figura 2.4 ilus-
tra esse nicleo de quarta ordem (equagao (2.35)) juntamente com o
ntcleo spline cibico (equagao (2.33)).

Observa-se que em todos os exemplos as func¢des tomadas como
nucleos sao fungoes que tém a seguinte forma:

W (x) = W"(R),

onde R = ||x||/h. Essa é uma escolha natural para fung¢des nicleos
em SPH, embora alguns trabalhos utilizem nicleos que nao repetem
este padrao [99, 103, 146]. Uma andlise do comportamento de varios
nicleos em uma dimensao pode ser encontrada no trabalho de Fulk
e Quinn [55].

2.4.1 Consisténcia do nucleo

No tradicional método de diferengas finitas (MDF), o conceito de con-
sisténcia define o quanto um sistema de equacoes discretas se apro-
xima das EDP’s que modelam o problema fisico [2]. O teorema de
equivaléncia de Lax-Richtmyer [87] diz que, dado um problema bem
posto, isto é, um problema que depende continuamente das condi¢oes
inicias, em um esquema de interpolagdo numérica (em MDF) consis-
tente a existéncia de estabilidade é uma condi¢ao necessaria e sufici-
ente para a convergéncia do sistema linear de equagoes obtidas pelo
esquema.

De maneira semelhante, usando expansao em série de Taylor, uma
andlise das aproximagoes SPH pode ser considerada. Primeiramente,
essa analise é considerada sobre as aproximagoes continuas do método
SPH, obtidas pelas representacoes integrais de uma fungao e suas de-
rivadas (segdo 2.2.1). No que se segue, veremos que condigoes devem
ser satisfeitas para que uma fungao defina um nicleo no método SPH
de tal forma que as aproximacoes tenham certa ordem de precisao.
Além disso, essas condigoes podem ser usadas para definir niicleos no
método SPH de forma sistematica [100].
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No método SPH, dada uma funcao f, a convolucao dessa funcao
por um ntucleo W define a representacao integral da funcao f.

u)= [ fx)W(u—-x)d"x
/

Supondo f suficientemente diferencidvel, podemos expandir f(x) em
série de Taylor em torno do ponto u

" fk)
Z (u) (u—x)"+r, (u—x) (2.36)

k=0

de onde, substituindo essa série na representagao integral, obtemos

n (k)
:Z f (u )/(u—x)kW(u—x)d"x—i—rn(u—x)

=0 Q

Comparando os dois lados na igualdade acima, podemos dizer que
a representacao integral da funcao f é uma aproximagao de ordem n
se as seguintes condicoes, a respeito do ntcleo, sdo satisfeitas

My = /W(u—x)d”x:l

M, = (u—x)W(u-x)d"x =0
/

My, = (u—x)?W(u—-x)d"x =0
/

Mn /(u—x)"W(u—x)d"XZO

Q

Os termos M} sao chamados de momentos do nicleo. Note que o
primeiro momento My é a condi¢ao de normalizagao do ntucleo. Por
outro lado, o segundo momento M; é uma propriedade de ntcleos
simétricos.
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De maneira analoga, podemos fazer uma andlise para a repre-
sentacao integral da derivada de uma funcao. Denotando a fronteira
do dominio  por S = 9f) temos que

f(a) = /f(x) W(u —x)-ndS — /f(x) W' (u—x)d"x
s o)

onde n é o vetor unitario exterior a superficie S.

Da mesma forma que determinamos os momentos My, ao substi-
tuir a expansao em série de Taylor (equagéo 2.36) na segunda integral
da igualdade acima, podemos dizer que, se as seguintes equacoes sao
satisfeitas, entdo f’(u) é uma aproximagao de ordem n.

My = /W’(ufx)d"x:()
Q

M] = /(u—x)W’(u—x)d"x:l
Q

M) = /(u—x)zW'(u—x)d”x:O
Q

M, = /(u—x)"W’(u—x)d”x:O
Q

e

W(u—x)‘szo

A restricao do nicleo W) 5> & fronteira S do dominio do problema,
sendo uma funcado nula implica na integral de superficie nula para
qualquer funcao arbitréria.

6w ) mas =0
S

Essa igualdade foi usada na definicao da representacao integral da
derivada de uma fungdo (se¢do 2.2.1). Além disso, o momento M
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pode ser facilmente obtido dado a restrigao nula do ntcleo a superficie
S. Mais ainda, se essa restrigao é satisfeita, os momentos Mj, (exceto
k = 0) podem ser obtidos a partir dos momentos My pela a seguinte
relagao.

M|, =k My_q, k=1,---,n

Podemos estender essa analise para derivadas de ordem superior.
Basta observar que a derivada de ordem n+1 é a derivada da derivada
de ordem n.

Veremos nas aplicacoes adiante que a derivada de maior ordem nas
EDP’s que modelam os problemas é de segunda ordem. Em resumo,
as representacoes integrais

flw) = [ £ W(a -~ x)dx
Q

fra) == [ FE) W' (u —x)d"x (2.37)
/

£7(u) = / ) W (u - x) d"x
Q

sao aproximagoes de ordem n se o nucleo satisfaz

My = W —-x)d"x =1
/
M, = (u—x)W(u—-x)d"x =0
é (2.38)
M, = (u—x)>W(u—-x)d"x =0 '
/
M, = /(u—x)"W(u—x)d"x:O
Q
‘ W(u —x)‘s =0
(2.39)
W' (u fx)‘ = 0.

S
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A analise baseada em expansdo em series de Taylor estd direta-
mente relacionada ao conceito de consisténcia para MDF. Similar-
mente, o conceito de consisténcia em métodos de elementos finitos
(MEF) também pode ser aplicado ao método SPH. Em MEF a con-
sisténcia é caracterizada pela maior ordem polinomial que pode ser
exatamente reproduzida usando uma fungao base [95]. Pode-se mos-
trar que, no método SPH, a representagdo integral reproduz exa-
tamente polindmios de grau menor que ou igual a n desde que as
condigoes (2.38) sejam satisfeitas pelo niicleo. Por exemplo, para que
um campo constante (ordem polinomial zero) f(x) = ¢ possa ser
exatamente reproduzido pela representacao integral de uma funcao
(equagao (2.1)), devemos ter

fha) = /f(x) Whu —x)d"x = /cWh(u —x)d"x =c.
Q

Q

E facil verificar que a condicao de normalizagao, primeira equagao
nas condigoes (2.38), é a condicdo necessiria para a representagao
integral aproximar exatamente um polinémio de ordem zero.

Exercicio (fdcil). Dada uma fungdo f, mostre que a representagdo
integral de f utilizando um nicleo simétrico possui precisdo de se-
gunda ordem.

Exercicio (médio). Mostre que a representacao integral de uma fun-
cao reproduz eratamente um polinomio de grau m se todos os mo-
mentos My (equagoes (2.38)), k = 0,1,--- ,n forem satisfeitos pelo
naicleo.

2.4.2 Consisténcia da aproximagao por particulas

Na segao anterior o conceito de consisténcia foi apresentado para a
formulagao continua da aproximacao por ntucleos, ou simplesmente,
para as representacoes integrais. Porém, essa consisténcia nao pode
ser assumida pelo método SPH devido ao segundo passo de sua for-
mulagao: a aproximagao por particulas.

O problema no qual as aproximagoes por particulas dos momentos
My.’s (equagoes (2.38)) nao sao satisfeitas em métodos de particulas
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¢é conhecido como inconsisténcia de particulas [12, 118]. A versdo
discreta da consisténcia é dada por:

N

S>Whu—x)d"'x =1

=t (2.40)
S (u-—x)"Wu-x)d"x =0, k=1,---,n

j=1

onde N é o numero de particulas que pertencem ao suporte com-
pacto da particula localizada em x. Mas, essa consisténcia dis-
creta nao é sempre satisfeita. Podemos citar dois exemplos onde
as equagoes (2.40) nao sdo satisfeitas. O simples caso de particulas
que estao proximas a fronteira do dominio de tal forma que o suporte
compacto intersecte a fronteira ou, mesmo com o suporte contido no
dominio, quando as particulas estao irregularmente distribuidas. A

figura 2.5 ilustra esses casos.
w
© particula
+/ fronteira

(©

Figura 2.5: Aproximagbes por particulas. Da esquerda para a di-
reita: (a) amostragem densa de particulas no suporte compacto; (b)
o suporte compacto intersecta a fronteira do dominio e (¢) uma dis-
tribuicao irregular de particulas no suporte compacto.

Existem diferentes maneiras para tentar obter as condigoes de
consisténcia na forma discreta [39, 40, 101, 102, 103]. Liu, Liu e
Lam [100] descrevem um algoritmo para constru¢do de um nicleo
polinomial de grau n

Wh(x —x;) = zn:bj (x,h) (X hxj>l, (2.41)

I=1

tal que as condigoes de consisténcia discretas para uma aproximagao
de ordem n (equagoes (2.40)) sejam satisfeitas.
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Os coeficientes by (x,h) s@o determinados pelo algoritmo resol-
vendo o seguinte sistema, obtido ao substituir o ntcleo polinomial
(equagao 2.41) em todos os momentos discretos (equagoes 2.40).

mo (X, h) m1 (x, h) my (x,h) bo (x, h) 1

my (x,h)  ma(x,h) -+ migr(x,h) b1 (x,h) 0

mg (X7 h) ME+1 (X7 h’) e Mk+k (X7 h) bn (X7 h) 0
onde

N k
mg (x,h) = Z <X hxj) Ax;
j=1

Apés determinar os coeficientes by (x, h), o nicleo polinomial da
equagdo (2.41) determina uma aproximagao por particulas com con-
sisténcia de ordem n (se¢do 2.2.2). Porém o elevado custo desse
método deve ser levado em consideragao, o qual concentra-se em cons-
truir essa matriz de momento e resolver o sistema determinado por
ela para cada particula. Mais ainda, para resolver o problema, a ma-
triz deve ser nao-singular e, portanto, a distribuicao das particulas
deve satisfazer certas condigbes. Por ultimo, vale ressaltar, que o
nicleo obtido pode nao ter algumas propriedades desejaveis, como
por exemplo: positividade e simetria.







Capitulo 3

Dinamica dos fluidos
usando SPH

As equagoes de governo dos escoamentos de fluidos newtonianos sao
representadas matematicamente por um conjunto de EDP’s conhe-
cido como as equagoes de Navier-Stokes. No capitulo anterior, apre-
sentamos os conceitos basicos do método SPH assim como a apro-
ximagao por particulas utilizada na discretizacao espacial dos opera-
dores diferenciais presentes nas EDP’s.

Esse capitulo descreve detalhadamente a aproximagdo SPH das
equagoes de governo dos escoamentos de fluidos. A idéia principal da
aproximagao SPH consiste na discretizacao espacial das equagoes de
Navier-Stokes através de um sistema de particulas. Por sua vez, esse
sistema de particulas fornece um conjunto de EDQO’s em relacao ao
tempo, o qual é resolvido via integracao temporal.

3.1 Navier-Stokes na forma lagrangeana

As equagoes de Navier-Stokes sao derivadas dos principios fisicos da
conservagao da massa e do momento. No capitulo 1, apresentamos
duas abordagens para as equagoes de Navier-Stokes: a descrigao eu-
leriana e a descrigao lagrangeana. O ponto de vista euleriano das
equagoes de Navier-Stokes se refere a sua descrigao espacial, enquanto
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que o ponto de vista lagrangeano se refere a descrigao material dessas
equagoes. A diferenca fundamental entre as duas descri¢oes reside na
derivada total de uma quantidade fisica em relacao ao tempo. Pois,
na descricao lagrangeana a derivada total em relagao ao tempo con-
siste na combinagao da derivada local com a derivada convectiva.

Nessa sec¢do, devido a natureza lagrangeana do método SPH, va-
mos estudar as equagoes de Navier-Stokes na forma lagrangeana e em
seguida a aproximacao SPH de cada uma dessas equagoes.

3.1.1 Volume de controle finito

Consideremos um volume fechado arbitrario em um espaco de di-
mensao finita através do qual o fluido escoa. Na mecanica dos flui-
dos, esse volume define um volume de controle finito V associado com
uma superficie de controle S que delimita esse volume.

Na descri¢ao lagrangeana conforme é ilustrado na figura 3.1(a),
o volume de controle se desloca juntamente com o escoamento man-
tendo sempre o fluido em seu interior. Entretanto, o escoamento pode
induzir uma variagao na forma desse volume de controle, ou seja, o
volume de controle lagrangeano pode sofrer expansoes, compressoes
ou deformagbes. Apesar da variacao da forma do volume de con-
trole lagrangeano, a massa do fluido contido nesse volume permanece
invariante.

Escoamento Escoamento

(@) (b)

Figura 3.1: Descri¢ao lagrangeana: (a) volume de controle finito V/
com uma superficie de controle S e (b) elemento de fluido infinitesimal
de volume dV se deslocando com velocidade v.
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Através do modelo de volume de controle lagrangeano, podemos
aplicar os principios fisicos de conservacao no fluido que reside em seu
interior. Assim, ao invés de olharmos o escoamento como um todo,
o volume de controle finito limita nossa atencao apenas para o fluido
que estd na regiao finita determinada pelo préprio volume de controle.
Portanto, aplicando as leis fisicas da conservagao da massa e do mo-
mento no volume de controle finito, obtemos as equagoes de governo
dos escoamentos de fluidos na forma integral. Podemos manipular
essas equagoes na forma integral para obter de forma “indireta”as
equacgoes de Navier-Stokes.

3.1.2 Elemento de fluido infinitesimal

Uma maneira alternativa de obter as equagoes de Navier-Stokes é
utilizando o conceito de elemento de fluido infinitesimal. O elemento
de fluido é infinitesimal no mesmo sentido do célculo diferencial;
porém, o elemento é grande o suficiente para ser visto como um meio
continuo.

Agora, consideremos um elemento de fluido infinitesimal que pos-
sui um volume de controle diferencial dV associado com uma su-
perficie de controle diferencial dS. Na descricao lagrangeana, o ele-
mento de fluido infinitesimal se move com velocidade v junto com o
escoamento e ocupa uma posi¢ao X em um certo instante de tempo ¢,
como mostra a figura 3.1(b). Novamente, ao invés de olharmos o
fluido como um todo, podemos aplicar as leis fisicas da conservagao
da massa e do momento diretamente no elemento de fluido infinitesi-
mal e com isso deduzir as equagoes de governo na forma diferencial.
Logo, as equagoes de Navier-Stokes sao deduzidas de forma direta.

3.1.3 O divergente da velocidade entra em cena

No capitulo 1, apresentamos a definicdo da derivada material e a
sua interpretacao fisica, devido ao seu uso frequente nas equagoes
de governo dos escoamentos de fluidos. Nessa secao vamos discutir
o significado fisico do divergente da velocidade, V - v, termo que
também é bastante empregado nas equacgoes de governo.




66 Sec. 3.1: Navier-Stokes na forma lagrangeana

Figura 3.2: Variagao do volume de controle lagrangeano.

Para um volume de controle lagrangeano V, o movimento do
fluido em seu interior induz uma variacao em sua superficie de con-
trole S. Consequentemente, a variagao da superficie de controle re-
sulta também na variacao do volume de controle, principalmente em
regides onde a densidade do fluido p assume valores distintos. A fi-
gura 3.2 mostra que a variacdo do volume de controle AV, devido ao
movimento de uma superficie infinitesimal d.S sobre um incremento
de tempo At, é igual ao volume do cilindro cuja area da base é dS e
a altura é (Atv) - n, ou seja,

AV = (Atv)-ndS, (3.1)

onde n é um vetor normal unitario e exterior a superficie dS.

A variagdo total do volume em todo volume de controle é igual a
soma da equagao (3.1) em toda superficie S. No limite dS — 0, essa
soma se torna a integral de superficie:

AV = / (Atv)-nds. (3.2)
S

Dividindo ambos os lados da equagao (3.2) por At, obtemos a va-
riacao temporal do volume de controle:

% Alt/(Atv) ndsS = /v ndsS. (3.3)
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Aplicando o teorema de Gauss na equagao (3.3), temos:

DV

Suponhamos que o volume de controle lagrangeano é encolhido a
um volume §V téao pequeno de modo que passe a ser considerado
um elemento de fluido infinitesimal. Logo, a equagao (3.4) pode ser
escrita da seguinte forma:

DV)
Tt—/WV~vdV. (3.5)

Tomando o limite 6V — 0, segue da equagao (3.5) que:

D(6V)
e = (V-v)oV
o 1 DY)
V~V—W Dt (3.6)

Portanto, a equagao (3.6) mostra que o divergente da velocidade
pode ser interpretado fisicamente como a variacao temporal do vo-
lume do elemento de fluido por unidade de volume.

3.1.4 Equacao da continuidade

A equacao da continuidade obedece a lei de conservacao da massa.
Para um elemento de fluido infinitesimal lagrangeano de volume §V,
a massa contida nesse volume é:

om = pdV, (3.7

onde m é a massa e p é a densidade do fluido.
Desde que a massa é conservada no elemento de fluido lagrange-
ano, logo a variacao temporal da massa é nula, entao:
D(ém)  D(pdV) D(§V)

Dp
Dt Dt _5vﬁ+p pi 0

ou

Dp _ 1 D(V)
Dt~ Psv Dt -

(3.8)




68 Sec. 3.1: Navier-Stokes na forma lagrangeana

Finalmente, utilizando a equagao (3.6), e substituindo o lado direito
da equagdo (3.8) pelo divergente da velocidade; a equagao da conti-
nuidade na forma lagrangeana é dada por:

Dp

— =—pV-v. 3.9

5y = PVV (3.9)

Uma maneira mais elegante de demonstrar a equagao da conti-

nuidade pode ser feita através do teorema do transporte [110].

Exercicio (dificil). Dado um volume de controle finito V' arbitrdrio.
Seja S a superficie de controle associada ao volume V. Supondo que
o volume controle V' estd fixo no espaco, o balanco de massa dentro
desse volume ¢é dado por:

dp
/Spv-ndS——/vadV,

onde n € o vetor nomal unitdrio e exterior a superficie S. Deduzir a
equacao da continuidade (equagao (3.9)) a partir da equagdo acima.

3.1.5 Equacgao do momento

A equag@o do momento é uma aplicagao direta da segunda lei de New-
ton e diz respeito a conservagao do momento, isto é, a taxa de variagao
temporal do momento do fluido é igual & resultante de forcas F que
atuam sobre o fluido. Logo, um fluido pode ser representado por uma
colecao de elementos de fluido infinitesimais, onde cada elemento de
fluido possui massa constante m, densidade p, tem velocidade v, ace-
leragao a e ocupa um volume infinitesimal cuja forma pode variar ao
longo do escoamento. Assim, para cada elemento de fluido podemos
escrever a segunda lei de Newton através da famosa equagao:

F=ma. (3.10)

A aceleragao de um elemento de fluido é dada pela derivada material:
Dv

= —. 3.11

a= o, (3.11)

Usando a equagao (3.11) podemos reescrever a equagao (3.10) como:
D

F=m— (3.12)

Dt



Cap. 3: Dinamica dos fluidos usando SPH 69

Agora nos resta determinar as forgas que atuam sobre o fluido.
Essas forgas sao classificadas em:

1. Forcas de campo: sao aquelas que atuam a distancia, isto é,
agem na massa do elemento como um todo sem a necessidade
do contato entre os elementos. Exemplos dessas forcas sao:
a forga gravitacional, eletromagnética e centrifuga.

2. Forgas de superficie: sao aquelas que atuam diretamente na su-
perficie do elemento de fluido. Essas forgas sao em decorréncia
da pressao exercida sobre o fluido por um elemento exterior e
das tensoes viscosas normais e de cisalhamento devido a fricgao
com elementos vizinhos em movimento.

As tensOes normais agem perpendicularmente a superficie do ele-
mento de fluido, alterando o seu volume (figura 3.3(a)), sendo, por-
tanto, proporcionais a variacao temporal do volume do elemento de
fluido. Enquanto que as tensdes de cisalhamento agem tangencial-
mente a superficie do elemento por meio da friccao com elementos
adjacentes causando-lhe uma deformagao cisalhante (figura 3.3(b)).
A pressao p do fluido aparece como uma das tensoes normais, pois em
regioes de alta pressao, o elemento de fluido é comprimido. Enquanto
em regioes de baixa pressao, o elemento tende a se esticar.

=< ¥
> \

@) (b)

Figura 3.3: Tensoes exercidas sobre um elemento de fluido.
(a) Tensdo normal tende a esticar ou a comprimir o elemento.
(b) Tenséo de cisalhamento tende a deformar o elemento.
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Denotaremos as tensoes viscosas através do simbolo 7;;, cujos indicies
i e j indicam que a tensao age na diregao j sobre a superficie normal
a direcao ¢. Particularmente, a tensao 7, ilustrada na figura 3.3(b)
age na diregao x sobre um plano perpendicular ao eixo y.

Consideremos um elemento de fluido infinitesimal no espago eu-
clidiano na posicdo x = (x,y, 2), com velocidade v = (vg,vy,v;) €
que possui a forma de um paralelepipedo, conforme é ilustrado na
figura 3.4. Desde que os campos p e T variam suavemente, podemos
expandi-los em séries de Taylor a partir dos respectivos valores nas
extremidades do elemento de fluido. Logo, o calculo da forca resul-
tante exercida sobre um elemento de fluido infinitesimal, cujo volume
é dxdydz, na direcao do eixo x é dado por:

Tyz + aTw > - Tyx:| dzdz (3.13)

(

+ :<Tm+87” ) ]dydz
(
(

a Z(l?
Tow + i ) — Tzz:| dxdy

Op  OTpw OTyz  OTin
- o dzdyd
< or " ox Ay T, > ez,

Dv, Dvy, Du,
Dt > Dt Dt

forca de campo exercida sobre o elemento de fluido por unidade de
massa, ou seja, uma aceleracdo, é f = (fs, fy, f>); entdo através da

Se a aceleragao do elemento de fluido é a = ) ea
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Tyx dxdz
dz

4
A—>
| <> 1 op
pdydz — I < d AN p+§dx dydz
|
Ty dxdy €—f— : |—> —_— (txx + a;:;‘ dx) dydz
A
o ————> v
-0 dx 1
- _————r X
dyl.~ < ~ 7

(Tyx + B‘E;x dy) dxdz Ty dxdy

Vy
Componentes da velocidade
V= (V)
Figura 3.4: Forcas exercidas sobre um elemento de fluido infinitesimal

na direcao do eixo x.

segunda lei de Newton (3.12) e pelo fato de m = p dzdydz segue que:

Dv, dp 0T
pdzxdydz 7 = dxdydz + pe dxdydz
+ Oy dxdydz + Orza dxdydz (3.14)
dy 0z

+  [fa (pdrdydz)
Portanto, a equacao do momento na diregao x é:

Dv,  10p l(‘)TM laTyw 1(‘37'”

Dt pdx p Oxr p Oy p Oz

+ fz. (3.15)

Analogamente, as equacoes do momento nas direcoes y e z sdo:

Dt pdy p Ox p Oy p Oz

D, 10p | 101y laTyy+137'zy+f (3.16)
'z :

Du, 1@ larxz laTyz 187'“
Dt pO0z p O0x p oy p Oz

+ 1. (3.17)
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Podemos agrupar as equagdes (3.15), (3.16) e (3.17) na forma
vetorial para obter a equagao do momento na forma lagrangeana:

Dv

1 1
= _IVp+ -V -T+f, 3.18
Dt SVPt + (3.18)

onde T é um tensor simétrico 3 x 3:

Tex Tzy Txz
T= |7y Tyy Tyz|- (3.19)
Tz Tzy Tzz

Esse tensor é chamado de tensor extra-tensdo ou tensor de tensodes;
e o seu divergente é calculado da seguinte forma:

V-T= (V . (’]I‘el)T7v . (Teg)T,V : (Tes)T) )

com e; = (1,0,0)T, e2 = (0,1,0)T e e3 = (0,0,1)".

A distribuigao das tensoes viscosas no tensor extra-tensao T se d&
da seguinte forma: os coeficientes da diagonal de T (7,4, Tyy) T.2) S80
as tensdes normais ¢ os demais coeficientes (Tuy, Twzs Tya, Tyzr Tza
T»y) S80 as tensoes de cisalhamento.

Tensoes viscosas em fluidos newtonianos

Um fluido newtoniano (por exemplo, dgua) é um fluido no qual a
tensao 7 exercida sobre o fluido é proporcional aos gradientes de
velocidade, isto é, ao tensor taza de deformagao D:

1
Tij = 2/,6 |:Dij - g 51‘]‘ tra(;o(]D))} (320)
com
1 [/ 0v; Ovj
D;; == - 4 21
i 2(axj+axi>’ (8:21)

lembrando que d;; ¢ o delta de Kronecker e a constante de proporci-
onalidade u é denominada de coeficiente de viscosidade dinamica do
fluido. Em particular, quando o coeficiente de viscosidade g é nulo,
o fluido ¢ dito inviscido.
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Finalmente, utilizando as equagbes (3.20) e (3.21), podemos re-
presentar o tensor T (equagao (3.19)) como:

1
T =2pu {]D) - 3tra(;o(]D))I[} , com D=-(Vv+Vv'). (3.22)

N |

Denotamos VvT como sendo a matriz transposta da matriz jacobi-
ana Vv e [ representando a matriz identidade, sendo que cada matriz
possui dimensao 3 x 3. Observamos que trago(D) =V - v.

No capitulo 6, abordaremos fluidos que possuem um comporta-
mento mais complexo, onde a tensao 7 possui uma dependéncia nao-
linear com o tensor .

3.2 Incompressibilidade

Um fluido é dito incompressivel quando a densidade de um elemento
de fluido nao é afetada pela variacao da pressao, ou seja, durante
o movimento o volume de qualquer elemento de fluido é preservado
mesmo sobre influéncia da pressdo; pode-se aumentar ou diminuir
a pressao que a densidade permanecerd constante. A densidade de
um elemento de fluido pode variar em virtude da condugao térmica;
porém, as variagoes de temperatura serao consideradas “pequenas’o
suficiente para que as alteragbes na densidade sejam consideradas
despreziveis. Logo, podemos considerar a densidade em cada ele-
mento de fluido como constante. Assim, em um escoamento de fluido
incompressivel, a variagao temporal da densidade p é nula, isto é,

Dy _

th().

Dessa maneira a equagao da continuidade (3.9) toma a forma simples:
V.v=0. (3.23)

Matematicamente, um escoamento é incompressivel quando o campo
de velocidade possui divergéncia nula. A restrigdo (3.23) é dita
condicao de incompressibilidade.

Uma outra forma de classificar um escoamento ¢é através da ve-
locidade do som no fluido. Fisicamente, a velocidade do som é a
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velocidade com a qual uma perturbacao de pressao de pequena am-
plitude se desloca através de um fluido. A razao entre a magnitude da
velocidade do escoamento e a velocidade do som no fluido é conhe-
cida como o nimero de Mach, e é usualmente denotado como Ma.
Para ntmeros de Mach pequenos, Ma < 0.3, o escoamento é in-
compressivel, caso contréario é dito compressivel. Uma rica classe de
fluidos incompressiveis é a classe dos liquidos. Entretanto, no mundo
real nenhum fluido é realmente incompressivel, até mesmo um liquido
pode ter a sua densidade aumentada aplicando-se uma pressao sufi-
ciente.

Simplificagao das equagoes de Navier-Stokes

Através da classificacdo do escoamento, podemos fazer simplificacoes
nas equacoes de Navier-Stokes. Suponhamos que o escoamento é
incompressivel, através da condi¢ao de incompressibilidade, podemos
simplificar o tensor extra-tensao T dado na equagéo (3.22) da seguinte
forma:

T=p(Vv+VvT). (3.24)

Utilizando a equacao anterior, temos que:
V.-T = ,u[V-Vv—FV- (VVT)]
= p[V(V-v)+ V3] (3.25)
= Vv,

onde V2v = (V2vy, V20, VZv3) é chamado de vetor laplaciano.
Portanto, supondo que a tnica for¢ga de campo exercida sobre os

elementos de fluido por unidade de massa é a gravidade g e utilizando

a equagao (3.25), podemos simplificar a equagido do momento (3.18):

Dv 1 1

— =—-Vp+ Lk v RN +g. 3.26
Dt SVt g (3.26)
Intuitivamente a viscosidade de um fluido descreve o quanto um fluido
em movimento resiste & deformagao, isto é, a maneira como a velo-
cidade do fluido se dissipa. Logo, nada mais natural do que o sur-
gimento do vetor laplaciano V?v no termo das tensoes viscosas na
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equacao acima. Pois o operador diferencial relacionado & dissipacao
fisica é o operador laplaciano V2, para isso basta lembrar da equacdo
do calor.

Portanto, para simular escoamentos de fluidos incompressiveis,
utilizamos as equagoes (3.23) e (3.26). Essas equagoes sdo conhecidas
como as equagoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis
na forma lagrangeana.

Exercicio (fdcil). Dé um exemplo de um campo vetorial ndo-nulo
definido no plano euclidiano que satisfaz a condi¢ao de incompressi-
bilidade.

3.3 Equacgoes de governo: um resumo

Nas sec¢oes anteriores, vimos que as equacoes de governo dos escoa-
mentos de fluidos newtonianos podem ser descritas através da des-
crigao lagrangeana das equagoes de Navier-Stokes. A forma lagran-
geana das equacoes de Navier-Stokes descreve o comportamento de
um fluido no ponto de vista de um elemento de fluido que se move
com velocidade v junto com o escoamento e ocupa uma posicao x em
um certo instante de tempo t. Esse comportamento no espaco eucli-
diano é descrito através do conjunto de equagoes diferenciais parciais
deduzidas a partir dos principios fisicos de conservacao da massa
(equagao da continuidade) e da conservagdo do momento (equagao
do momento):

Equacao da continuidade

Equacao do momento

Dv 1 1
— =——-Vp+ -V -T+f
Dt p p
Nas equagoes acima, p é a densidade do fluido, p é pressao do
fluido, f é uma forca de campo externa. O tensor extra-tensao T é
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calculado da seguinte forma:
1 1 .
T=2u|D-— gtrago(]D))H , com D= 3 (Vv+Vvh),

onde u é a viscosidade do fluido e I é a matriz identidade.

Nos escoamentos de fluidos incompressiveis, as equagoes de Na-
vier-Stokes podem ser simplificadas da seguinte forma:

Equagao da continuidade em escoamentos incompressiveis

V-v=0

Equacao do momento em escoamentos incompressiveis

Dv 1 J1
— =—-V -V f.
Dt P p—i—p v+

3.4 Aproximacao SPH das equacoes de
Navier-Stokes

Nessa se¢ao mostraremos como é feita a aproximagao SPH para simu-
lar escoamentos de fluidos incompressiveis. Para isso vamos represen-
tar o fluido como um sistema de particulas onde cada uma delas, além
de ser um centro de interpolacao SPH, possui quantidades fisicas do
fluido como, por exemplo: massa, velocidade, densidade, viscosidade,
pressao, etc.

3.4.1 Aproximacoes SPH da densidade

Nos métodos SPH tradicionais, a aproximagao da densidade em uma
particula ¢ é feita diretamente através da aproximacao SPH (2.12):
mj
pi= D piWy—L = mWi. (3.27)

jev; Pi e,

Entretanto, a aproximagao (3.27) requer um ciclo extra de com-
putacao, pois a densidade é calculada antes dos outros parametros,
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tornando assim a simulacao mais lenta no ponto de vista computaci-
onal. Outra opcao para o célculo da densidade é através da equacao
da continuidade (3.9), simplesmente aplicando a aproximagao SPH do
divergente (2.15) na equagao (3.9). Assim, a versao SPH da equagao
da continuidade é da forma:

Dpi m
Dt = —pP; Z (Vj - VZ‘) . VIW”J . (328)
jeVv; Pi

A densidade da particula i é obtida integrando a equacdo (3.28) em
relagao ao tempo.

3.4.2 Aproximacao SPH da equacao do momento

A aceleracdo em cada particula i é calculada através da equacdo do
momento (3.26):
DVZ‘
Dt

1
= —Vpi+ LVt g (3.29)
Pi Pi

A idéia aqui é aplicar as regras de aproximagao SPH, discutidas no
capitulo 2, nos dois primeiros termos, pressao e viscosidade, do lado
direito da equagao (3.29). Primeiro vamos aproximar termo prove-
niente das forgas exercidas pela pressao na particula e em seguida
vamos aproximar o termo viscoso ﬁv%i.

Equacgoes de estado

Tradicionalmente no método SPH a pressao, ao contrario dos métodos
com malha onde ela é a solugao implicita de uma equagao de Pois-
son [151], é uma fungéo explicita da densidade local do fluido seme-
lhante as equagoes de estado da termodindmica [53].

Apesar do método SPH ter sido criado para simular fluidos com-
pressiveis, podemos aproximar um fluido incompressivel por um fluido
quase-incompressivel utilizando uma equagao de estado [113]. Assim
a pressao p; pode ser calculada por uma equacao de estado sugerida
por Batchelor [10] e tem a forma:

wol@) ) e
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com 7 = 7 e pg é a densidade (ou massa especifica) de referéncia.
O parametro B é o termo relacionado as flutuacgoes de densidade do
fluido e é estimado por
po

’y )
onde ¢ é a velocidade do som. A velocidade do som representa a
velocidade pontual mais rdpida de propagacao de onda naquele meio,
nas simulagoes SPH ela é escolhida como sendo aproximadamente dez
vezes a maior velocidade esperada no escoamento do fluido, isto é,
um nimero de Mach em torno de 0.1. A equacdo (3.30) é conhecida
como equagdo de Tait. Posteriormente, Morris et al. [120] simularam
fluidos quase-incompressiveis de alta viscosidade através da seguinte
equacao de estado:

B=

pi = (pi — po) - (3.31)

O calculo da pressao ainda continua sendo um ponto delicado
nas simulagoes de fluidos incompressiveis usando SPH, pois hd uma
dificuldade de manter a incompressibilidade do fluido devido a falta
de um controle explicito da densidade global. No capitulo 5 vamos
mostrar uma variante do método SPH para simular escoamentos de
fluidos incompressiveis, isto é, escoamentos que satisfazem a condigao
de incompressibilidade (3.23).

Gradiente da pressao

Apos atualizar a pressdo em todas as particulas usando uma das
equagoes de estado acima, podemos avaliar em cada particula o gra-
diente da pressdo na equagao do momento (3.29). Uma maneira de
calcular o gradiente da pressao é dada pela aproximacao SPH do
gradiente (2.21):

J

JEV; l

Essa aproximacao do gradiente da pressao é frequentemente vista na
literatura, SPH. Pois, conforme comentamos no capitulo 2, essa apro-
ximagao dada de forma simétrica reduz as instabilidades numéricas
causadas pelo problema de inconsisténcia de particulas.
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Termo viscoso

O célculo do termo viscoso fVQVZ- da equagdo do momento (3.29)
pode ser aproximado numericamente através da aproximagao SPH
do laplaciano (2.30) aplicada em cada coeficiente do vetor laplaciano
V2Vil

2 m; VWi
R D DRI E L (3.33)
Pi Pi ey, Pi ij
onde Vij = Vi =V, X = X — X5 €Ty = ||Xij||- A Vantagem

dessa aproximagao é a garantia numérica que o significado fisico do
vetor laplaciando serd respeitado, isto é, a velocidade do fluido sera
dissipada devido & viscosidade do fluido.

Finalmente, através das equagoes (3.32) e (3.33), para cada parti-
cula ¢ a versao SPH da equacao do momento (3.29) é dada por:

Dv; Di pj
= (%)

JEV; ’

(3.34)
2,u Z mJ _ x” VWi b g
Pi Pj 72
JjeV; ij

No proximo capitulo, vamos discutir os aspectos numéricos e com-
putacionais para a implementagao de um sistema baseado no método
SPH para simular escoamentos de fluidos newtonianos.







Capitulo 4

Aspectos numéricos do
método SPH

Se a fisica usa do cédlculo infinitesimal para modelar a natureza, o
computador infelizmente é limitado a operacoes algébricas com uma
quantidade finita de nimeros. Uma opgao é tentar modelar a na-
tureza diretamente com as ferramentas computacionais. Outro ca-
minho, mais acessivel por enquanto, é aproximar, no sentido ma-
tematico, o modelo fisico. Isso torna os aspectos computacionais nao
apenas um problema de tradugao em linguagem de programacao,
mas um processo matematico delicado, submetido as limitagoes das
maquinas, e que deve respeitar o fenémeno fisico.

Nesse contexto, os métodos SPH ganharam espaco em aplicagoes
de diversos horizontes: desde a simulagao precisa de fendmenos fisicos
até efeitos para jogos. Essa variedade de contexto corresponde a uma
variacao significativa de estratégias para implementa-lo: os jogos pro-
curam resultados apenas visualmente coerentes mas requerem cédigos
extremamente eficientes, enquanto a simulagao fisica exige a maior
precisao possivel independente do custo computacional.

Além disso, os tipos de simulagao influenciam na escolha das es-
truturas de dados a serem usadas. Por exemplo, escoamentos turbu-
lentos de um liquido confinado acontecem em um volume limitado e o
método SPH manipula informacgoes densas durante um longo tempo,
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enquanto a simulacao de explosoes de gases atualiza informagoes es-
parsas em um grande volume durante poucos instantes. As diferentes
aplicagbes mudam a combinatéria do problema de simulagao, como
descrito nas segoes 4.1 e 4.3.

Finalmente, as interacoes de fluido com outros meios sao delicadas
de modelar fisicamente, apesar de ter um efeito decisivo em particular
no caso de fluidos incompressiveis. Essas interagoes, pelas suas com-
plexidades, sao geralmente tratadas localmente durante o algoritmo
como detalhado nas segoes 4.2 e 4.4.

Os exercicios desse capitulo, colocados ao longo do texto e no
final de cada secao, sdo de trés tipos: andlise de uma formulagao para
calcular as equagoes fisicas, andlise de um algoritmo e implementagao
de um método. Uma visao geral do método, onde encaixam as segoes
desse capitulo, é ilustrada na figura 4.1, e detalhada na ultima segao

e o

R

Figura 4.1: Visao geral do ciclo de simulacao de um sistema SPH.

4.1 Integracao temporal

O método SPH permite, entre outras coisas, calcular no computador
aproximagoes de derivadas espaciais (ver capitulo 2). Esse problema
é chamado de discretizagdo espacial. Em particular, o método SPH
permite calcular as derivadas a partir de particulas (amostras) dis-
tribuidas aleatoriamente no espago, obtendo, no caso de simulagao
de fluidos, densidade, pressao, viscosidade... Porém, a equagao de
conservagao do momento envolve derivadas espaciais e temporais, e
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essa secao detalha alguns métodos para aproximar essas derivadas a
partir de amostras de tempo distribuidos uniformemente, do tipo:

Z—:(t) ~F (vt —2A8),v(t—At) ,v(t), v(t+AL) , v(t + 2At) -+ -) .

Portanto, a integracao temporal se aparenta com a discretizagao
de derivadas em reticulados (grades), onde os métodos de diferengas
finitas sdo os mais usados [44]. Porém, no contexto temporal, tenta-
mos calcular um ponto do reticulado em funcao apenas dos pontos
inferiores (instantes anteriores). Quando o célculo é direto, ou seja,
quando temos apenas uma incégnita a resolver (o instante atual), o
método é chamado de explicito. Ao contrario, tipicamente quando
colocamos os instantes futuros como incégnita e isolamos o instante
atual, o método é chamado de implicito. Essa ultima classe de
métodos é delicado no contexto lagrangeano, e nao sera abordado
neste livro. Nos métodos explicitos, tem um meio termo entre a
qualidade de aproximagao a priori de uma discretizacao e o seu custo
computacional. Nessa se¢ao, revemos rapidamente dois métodos, Eu-
ler e leap-frog, e mencionaremos técnicas usuais para estimar o passo
de tempo.

4.1.1 Método de Euler

O método explicito mais simples é conhecido como método de Euler.
Ele corresponde a primeira aproximacao da derivada, conhecida como
diferenca para frente, que no caso da velocidade pode ser escrita como:

d—v(t) ~ lim v(t+h) —v(t) - v(t+At) — v(t) '
dt h—0 h At

Essa estimativa de derivada envolve apenas dois pontos de tempo: t e

t+At, o que permite calcular o instante a seguir diretamente a partir

do instante atual, tornando o integrador eficiente, pois basta calcular

e armazenar apenas um instante para calcular o seguinte.

Na pratica, a aceleragao a; de uma particula ¢ é calculada a partir
da soma das forgas na equagao do momento de Navier-Stokes, e assim
a velocidade v; e a posigao x; sao atualizadas a partir da aproximagao
anterior:

v, (t+At)
x; (t+At)
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E possivel estimar a precisao a priori do método: a velocidade de
uma particula pode ser vista como uma fungao vetorial do tempo. Se
essa fungao é bem aproximada por seu polindomio de Taylor, temos:

v(t+At) = v(t) + At - %(t) +0 ((At)2) .

A aproximacao do método de Euler pode ser escrita como:

Por causa dessa andlise, o método de Euler é qualificado de método
de primeira ordem. Observe que a andlise supoe que a velocidade seja
uma funcao suficientemente suave, o que é comum em matematica,
mas que certamente nao é o caso para um fluido perto de um vortice
ou de uma turbuléncia, que sao os casos mais interessantes.

Essa andlise permite ter uma comparagao de integradores tempo-
rais, e a baixa ordem do integrador pode tornar uma simulagao bas-
tante instavel em certas circunstancias — uma propriedade indesejavel
para qualquer integrador. Essa instabilidade pode ser remediada to-
mando um passo de tempo At muito pequeno, idealmente para ter o
termo o (At) inferior a precisdo desejada.

Exercicio (dificil). Use o método de Euler para resolver, na mao ou
no computador, um sistema massa-mola unidimensional: a = —k - X.
Observe que ele aumenta a energia total do sistema (por exemplo, a
velocidade nos pontos extremos da mola cresce).

4.1.2 Integrador Leap-Frog

Um integrador mais atraente e tao simples quanto o método de Eu-
ler, mas com uma precisao de segunda ordem, é o integrador leap-
frog [44]. Ele é baseado na estimativa de derivada como diferenca
centrada:

dv o v(ttgh) = v(t—3h) _v(t+3At) —v(t—3At)
a = i h = At '
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v(1/2) v(3/2) t

~_ T~ 7

Figura 4.2: Esquema de integragao leap-frog: posicao x; e velocidade
v; em uma particula ¢ sao avaliadas de maneira intercalada em relagao
ao tempo t.

A estimativa de derivada envolve de novo apenas dois pontos de
tempo: t—%At e t—&—% At, o que torna esse integrador tao eficiente como
o de Euler. Porém, para calcular o instante a seguir diretamente a
partir do instante atual, usa instantes intermediarios, o que nao cria
problema do ponto de vista da aproximacao.

Na pratica, a velocidade de cada particula é calculada nos pontos
médio dos intervalos de tempo (figura 4.2) e a posigdo nos pontos
inteiros. Assim, posicao e velocidade sao avaliadas intercaladamente
da seguinte forma:

v; (t+ 3AL)
xi (t + At)

vi (t— $At) + Atay(t)

x; () + Atv; (t+ A1), (4.1)

Quando é preciso calcular a velocidade em um passo de tempo inteiro,
ela pode ser interpolada a partir dos passos intermedidrios. O mais
simples é calculéd-la através da média entre as velocidades anterior e

posterior:
1 1 1

Além disso, a inicializacdo do método requer uma etapa adicional no
calculo da velocidade v; (f%) através do método de Euler

vi (-é) —vi(0) - %At a;(0). (4.3)
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Ao contrario da diferenca para frente usada no integrador de
Euler, o integrador leap-frog é reversivel no tempo devido & forma
simétrica na qual ele é definido. A reversibilidade no tempo é uma
propriedade importante, pois ela garante conservagao de energia do
sistema.

Exercicio (fdcil). Baseado na andlise do método de Euler, mostre
que o integrador leap-frog € um integrador de ordem 2:

(50). = OO (@)

4.1.3 Estimativa de passo de tempo

Nos métodos anteriores, vimos que idealmente a derivada temporal
discreta converge para a derivada caso o passo de tempo At tende a
zero. Na préatica, porém, é impossivel usar o passo de tempo muito
pequeno, pois é preciso ter uma resposta da simulagao em um tempo
razoavel. Assim, existe um meio-termo entre a precisdo do método e
o tempo de resposta. Observe ainda que os computadores tem dificul-
dades em manipular diferencas muito pequenas de nimeros, gerando
erros numéricos quando o passo de tempo é pequeno demais, o que
pode tornar certas simulagoes impossiveis com métodos existentes,
mesmo com tempo infinito!

Para estimar a priori o passo de tempo de uma simulacao, pode-
mos usar dois tipos de avaliacOes: fisicas e numéricas. A avaliacao
fisica é relacionada as propriedades do material simulado, geralmente
caracterizado pela velocidade do som ¢ no material. Essa velocidade
caracteriza a velocidade maxima com a qual uma modificagao se pro-
paga mecanicamente. Por exemplo, no método SPH, uma particula
influencia as suas vizinhas dentro de um raio xh. Essa influéncia
ocorre com velocidade Z—’;, que nao pode exceder a velocidade ¢, ob-
tendo assim At < %h Consideragoes similares podem gerar outros
valores maximos de passo de tempo, como por exemplo, em relagao
as propriedades perto de turbuléncias.

Outra estimativa do passo de tempo é dada pela condicao de es-
tabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), obtida em 1928, pelos
professores Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans Lewy. Ela se
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aplica a priori para solucoes através do método de diferencas fini-
tas para fenomenos regidos por EDP’s hiperbdlicas. Ela pode ser
extrapolada ao método SPH, em um passo de tempo adaptativo de-
terminado pela expressao [120]:

2 .
At =0dmin{ " el (4.4)
i Ullvill+c¢ 8w

Exercicio (médio). No caso de um passo de tempo At adaptativo,
respeitando a condicio CFL, quais modificagoes devem ser feitas nos
coeficientes de derivacdo e interpolacao do método leap-frog?

4.2 Tratamento da fronteira

A simulacao de fluidos a partir das equagdes de Navier-Stokes pode
ser vista como um grande problema de equagoes diferenciais parciais.
A solugao desse tipo de equacgoes depende fortemente das condigoes
iniciais e de fronteira. O comportamento dos fluidos perto da fron-
teira, porém, tem uma fisica muito particular, onde podem se mis-
turar tensao superficial (no caso de fronteira livre), colisdo e fricgao
(gds em fronteira rigida), molhamento (liquido perto de um meio
permedvel), capilaridade... Além do significado fisico da prépria
condicao de fronteira das equagoes, em termo de velocidade e pressao.
Esses fen6menos complexos intervém em varias escalas, e sao ainda
mal modelados pela fisica.

Portanto, a incorporacao de condigoes de fronteira nas simulagoes
é um problema complexo, onde ainda nao se tem uma solugao cor-
retamente fundamentada. Essa se¢do menciona apenas trés aspectos
mais usuais: a avaliagao dos operadores SPH perto da fronteira, a
modelagem da interacao com a fronteira e as condigoes limites com
o tratamento das descontinuidades decorrentes.

4.2.1 Operadores SPH na fronteira

A definicao de continuidade, derivacao e outras operagoes basicas de
andlise funcionam em uma vizinhanga de um ponto do dominio. Por-
tanto, trata-se essencialmente de conjuntos abertos. A fronteira de
um fluido é o bordo do dominio, e portanto fechado. A defini¢do de
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derivadas nesses casos € delicada. A solugao matemaética usual seria o
uso dos teoremas de Stokes (recapitulados no apéndice), relacionando
médias de derivadas em um dominio com médias no bordo desse
dominio. Essa solugao nao cabe na pratica, pois nem sempre pode-
mos estimar essas médias no bordo. Outras solugoes rigorosas pode-
riam ser propostas, porém precisar-se-ia entender melhor as proprias
equagoes de Navier-Stokes, o que é um problema em aberto. Sobram
entao heuristicas. Mencionaremos duas heuristicas que exemplificam
duas estratégias comuns: definir operadores truncados na fronteira e
estender o dominio para a fronteira se tornar uma interface.

A primeira estratégia consiste em definir corretamente uma apro-
ximagao SPH perto da fronteira. Tipicamente, podemos imaginar as
particulas no semi-plano x > 0 e tentar estimar a densidade (ope-
rador direto) ou o termo viscoso (operador derivado) em um ponto
perto de x = 0. Se usarmos diretamente os operadores introduzidos
no capitulo 2, perderiamos o requisito de normalizacao do nticleo: se
a integral do ntcleo no plano inteiro é 1, serd menor no semi-plano.
Uma opgao simples seria de forgar a normalizagao na fronteira, divi-
dindo a aproximagao pelo valor médio do ntcleo:

fi= Z %fjWij/Z %sz] .

JEV; JEV;

Essa correcao foi proposta por Chen-Beraun [23], porém, nido pode-
mos estendé-las para operadores de derivada, pois o valor médio dos
ntcleos derivados tem que ser 0. Por outro lado, a derivada na diregao
ortogonal a fronteira nao é bem definida, portanto usa-se geralmente
a normalizacao do niicleo nao derivado.

A segunda estratégia consiste em estender o dominio, acrescen-
tando particulas fora da fronteira, chamadas de particulas fantasmas
(ghost particles) [113]. Nesse caso, a avaliagdo SPH continua geral-
mente igual a avaliagao do interior do dominio, porém, as particulas
fantasmas nao podem ser transportadas (mudar de posi¢do) normal-
mente para elas nao entrarem no interior do dominio. Agora é preciso
definir a posicao dessas particulas, e as quantidades fisicas que elas
carreguem para a aproximacao SPH.



Cap. 4: Aspectos numéricos do método SPH 89

A posigao dela é geralmente definida como sendo a reflexdo de
particulas reais situadas perto da fronteira. Isso permite atribuir fa-
cilmente as quantidades fisicas das particulas fantasmas como iguais
ou simétricas (mudanca de sinal) das particulas reais. Observe que,
no primeiro caso (quantidade iguais), os gradientes serdo ortogonais
a fronteira. O problema dessa opgao é que, se houver deficiéncia de
particulas (poucas particulas em um dado volume), o que é comum
perto da fronteira, as particulas fantasmas nao compensariam muito
essa deficiéncia.

@ particula do fluido

particula fantasma

Figura 4.3: As particulas fantasmas sdo utilizadas para estender o
dominio da simulagao.

Outra opcgao para evitar essa deficiéncia é colocar particulas fan-
tasmas regularmente em uma faixa fora da fronteira (ver figura 4.3).
Isso tem a vantagem de garantir a concentragao de particulas, porém
torna mais trabalhoso a definicdo das propriedades fisicas nestas
particulas fantasmas. Imitando o caso anterior, podemos avaliar es-
sas quantidades por simetria, usando a interpolacao SPH dentro do
dominio perto da posicao simétrica a particula fantasma.

Exercicio (fdcil). No caso bidimensional, com fronteira vertical em
x =0 e uma distribuicdo regqular (em uma grade) de particulas, cal-
cule a aprozimacdo SPH da funcdo f(x) = 2% + y? no ponto (O; %)
usando as estratégias mencionadas acima.
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4.2.2 Interacao com a fronteira

A interagao com a fronteira tem geralmente dois aspectos: confinar
as particulas no dominio da simulagao, isso €, evitar que as particulas
escapem, e aproximar as forgas fisicas ocorrendo na fronteira. Deta-
lharemos aqui duas técnicas para modelar fronteiras sélidas: poten-
ciais repulsivos [113] e colisdo [135].

O tratamento de fronteiras sélidas no SPH proposto por Mo-
naghan em [113], aproveita a estratégia das particulas fantasmas
descrita na secao anterior. No modelo dele, as particulas fantas-
mas geram forgas altamente repulsivas e assim previnem a interpe-
netragao de particulas do fluido nas fronteiras sélidas do problema.
Essa forca de repulsao ¢ calculada usando uma expressao matematica
semelhante a do potencial de Lennard-Jones utilizado em dinadmica
molecular [7]. Portanto, a forga de repulsdo sobre uma particula de
fluido 7 que colide com uma particula fantasma g é

C T 12 T 4 Xi T 1
o — (o ig 0 <
e [ B o I
0, [—‘; > 1
com X;q = X; — Xg, Tig = ||X; —X4||. A constante C' depende do

problema e deve ser da mesma ordem de grandeza do quadrado da
maior velocidade esperada no escoamento. O raio de interacao rg é
importante na simulacdo. Pois se for escolhido um valor muito alto
para rg, a forca de repulsao pode causar uma grande perturbacao no
estado inicial das particulas e consequentemente arruinar toda a si-
mulagao. Se for escolhido um valor pequeno, a forca de repulsao nao
sera suficiente para evitar a interpenetragao de particulas na fron-
teira. Na maioria dos casos, é recomendado ry ser um valor préximo
da distancia inicial das particulas do sistema.

Uma das maiores dificuldades da abordagem acima é a de mode-
lar fronteiras que possuem geometria complexa através de particulas
fantasmas. Além disso, o potencial artificial incrementa a energia to-
tal do sistema fisico, enquanto o comportamento da fronteira é geral-
mente de absorver energia. Finalmente, o potencial de Lennard-Jones
nao pode garantir que as particulas sejam corretamente confinadas no
dominio. Por outro lado, se as particulas fantasmas sdo obtidas sem
maiores dificuldades, entao essa é uma estratégia facil de implementar
e, portanto, tornou-se popular na literatura.
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colisao(x;)

\ X+ v

0/)

X
Figura 4.4: Resposta da colisao particula x tridngulo.

Para evitar esses problemas, pode-se usar uma abordagem pura-
mente geométrica, calculando explicitamente a resposta da colisao
com a fronteira (ver figura 4.4). A colisdo geométrica ¢ muito ade-
quada quando a fronteira é descrita usando uma malha triangular,
0 caso mais comum na computacdo. A colisdo atualiza a posicao
e a velocidade da particula, na qual a trajetéria intersecta a fron-
teira. A dificuldade do método é detectar de forma eficiente o teste
de intersecao. Uma maneira eficiente é usar a estrutura de busca de
particulas vizinhas, descrita no final desse capitulo [130].

(a) Coliséo suave. (b) Colisdo néo-escorregadia.

Figura 4.5: Simulacao de um escoamento de lava apds 1910 iteragoes
com colisdo suave (esquerda) e com colisdo nao-escorregadia (direita),
com os mesmo parametros: 545 particulas e 9566 tridngulos na fron-
teira. O mapa de cores representa a densidade de cada particula. A
colisao suave faz a lava deslizar mais rapidamente.
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As novas posicao e velocidade da particula podem seguir sim-
plesmente a lei de Snell-Descartes (ver figura 4.4). Em uma colisdo
perfeitamente eldstica é invertida apenas a componente normal da
velocidade. Para colisdes suaves, a componente tangencial e normal
podem ser escaladas por coeficientes constantes entre 0 e 1, o coefi-
ciente que dissipa a velocidade tangencial é chamado de coeficiente
de friccao enquanto o que dissipa a velocidade normal é conhecido
como coeficiente de restituicdo. Nos casos em que ambos os coefici-
entes s@o 0 a colisdo é dita nao-escorregadia (ver figura 4.5). Essa
dissipagao simples na velocidade de resposta permite simular a ab-
sorcao de energia gerada pela colisao com o bordo.

Exercicio (médio). Em 2D, considere uma fronteira descrita com
particulas fantasmas colocadas nas posigoes inteiras do eizo y. Cal-
cule a trajetdria de uma particula com velocidade v = (—1,—1) perto
da fronteira, submissa apenas ao potencial de Lennard-Jones. Calcule
a energia cinética da particula ao longo do tempo.

4.2.3 Condigoes de contorno

A modelagem fisica usual utiliza equacoes diferenciais para prever o
comportamento de um sistema a partir das condigoes limites. Dadas
as equagoes de Navier-Stokes e as propriedades fisicas, essas condigoes
determinam inteiramente o comportamento do sistema. Sao geral-
mente as propriedades iniciais do fluido, o dominio e as propriedades
do fluido forcadas pela interacao com a fronteira. Tipicamente, a
temperatura de um gés confinado é constante na fronteira, pois o
exterior atua como regulador. Na pratica, isso significa que qualquer
particula perto da fronteira (nenhuma estd exatamente na fronteira)
manterd a sua temperatura constante durante a simulagao, indepen-
dente das interagoes térmicas com as vizinhas.

Esses tipos de condigoes de contorno sao as mais simples e as mais
usadas nas simulagdes numéricas. As mais cldssicas sao: a velocidade
perpendicular & fronteira (condi¢ao no slip), o gradiente da pressido
perpendicular ao bordo (interpretacao da equacao da continuidade),
temperatura constante. ..
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Infelizmente, essas condigoes introduzem descontinuidades no sis-
tema. Na abstracao diferencial, a condigao afeta o bordo que é fora
do dominio, mas na simulacao, assim como o tratamento da fronteira
da segdo anterior, ela afeta uma camada perto do bordo. As quan-
tidades fisicas aproximadas perto da transi¢ao entre a camada perto
do bordo e o interior podem néo ser diferenciaveis. Por um lado, a
aproximagao SPH suaviza essas quantidades (SPH comeca por smo-
othed), e por outro lado é um problema de aproximagao discreta onde
uma amostragem pode aproximar varias fungoes, inclusive C*°. As
descontinuidades, porém, mudam o modelo fisico, além de geralmente
causar instabilidades numéricas.

Um paliativo heuristico a esse problema é impor as condicoes de
contorno explicitamente em uma camada limite perto da fronteira,
em vez de impd-las integralmente para as particulas perto do bordo.
Por exemplo, a condigao de temperatura fixa pode, em vez de fi-
xar a temperatura das particulas que tocam bordo e deixa-las logo
depois livre, pode-se definir que a temperatura deve variar linear-
mente dentro de uma camada um pouco maior perto do bordo. Se
a temperatura do bordo for 0, isso pode ser simplesmente calculado
multiplicando as temperaturas por um fator proporcional a distancia
da particula ao bordo. No fundo, troca uma condicao de fronteira
descontinua (sim ou néo) por uma interpola¢do mais suave (linear,
quadratica. .. ), permitindo uma melhor aproximagao das derivadas.

Exercicio (dificil). No caso unidimensional, calcule a dissipagdo de
calor % = V2T ) de uma barra identificada com o semi-eizo x > 0
e mantida o temperatura Ty na fronteira x = 0, usando a solu¢do
diferencial, a solugao SPH com particulas fizas nos pontos inteiros
do eizo x > 0, com e sem camada limite.
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4.3 Busca de particulas vizinhas

Todos os célculos dos operadores SPH sao realizados através de so-
mas sobre particulas vizinhas. Esse aspecto é parecido com a maioria
dos métodos de simulacao, porém no SPH as particulas mudam de
posicao ao longo do tempo. Portanto, as particulas vizinhas nem
sempre sao as mesmas, e precisa-se entao buscar as particulas vizi-
nhas de cada particula com frequéncia. Se o algoritmo de busca nao
for bem desenhado, essa tarefa pode tomar quase todo o tempo do
processador, tornando-a inviavel. Essa secao mostrara os algoritmos
e as estruturas de dados usuais para calcular os vizinhos de forma
eficiente.

A dificuldade é que nao se tem uma solucdo universal: uma
particula de um gés nao confinado, ocupando uma fracdo pequena do
dominio, tera um niimero varidvel de vizinhos dependendo se estd em
uma regiao densa ou esparsa, enquanto em um liquido o nimero de
vizinhos é mais estavel. Também, se tiver um nimero muito grande
de particulas, armazenar todos os vizinhos pode ser proibitivo para a
memoéria da maquina. D4 ainda para aproveitar certas propriedades,
por exemplo, se o passo de tempo da simulagao é muito pequeno,
os vizinhos mudam pouco... Esses aspectos sao as restrigoes de um
grande problema de otimizagao combinatdria para conseguir o
melhor desempenho da simulagao.

4.3.1 Forga bruta

O algoritmo mais simples é considerar cada par de particulas, e tes-
tar se elas estao em uma distancia inferior a xh. Esse algoritmo é
chamado de forga bruta, pois precisa de muito esforgo computacional
e pouco trabalho de raciocino. E importante entender porque o algo-
ritmo pode ser desastroso, e como podemos torna-lo 6timo em certas
configuracoes.

Considere que o sistema tem n particulas, e que elas tém na média
k vizinhos. Para se ter uma ordem de grandeza, n é da ordem de mi-
lhares a centenas de milhares, e k e de algumas dezenas. O tempo de
busca serd o nimero de pares distintos ordenados de particulas %
vezes o tempo de achar os pares e efetuar os testes para ver se sao
duas particulas vizinhas, e ainda o tempo de retornar as kn vizinhas.
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Se n é muito grande, o tempo cresce como O(n?), que pode signifi-
car séculos de computagao! Em compensacao, esse sistema nao usa
nenhuma estrutura de dados e, portanto, nao tem nenhum requisito
de memoria adicional.

Esse método pode ser melhorado significativamente com duas ob-
servagoes. No caso que as particulas se movem pouco a cada passo,
ou porque o passo de tempo é pequeno ou porque o fluido é muito vis-
c0s0, os vizinhos de uma particula raramente mudam. Assim, basta
calcular os vizinhos apenas quando mudam; esse processo é chamado
de atualizacao preguicosa. Na verdade, podemos testar explicita-
mente se uma particula vai mudar de vizinho: se ela percorreu mais
de %Kh. Nesse caso, temos que re-calcular os vizinhos dela e atualizar
os vizinhos antigos. Isso ocorre a cada t = #ﬁt passos de tempo em
média, onde ¢ é a velocidade média de uma particula. O custo da
busca é amortecido de um fator ¢ ao longo da simulagao. Se ¢ for
comparavel com n, a busca forga bruta com a atualizagao preguicosa
pode ser muito eficiente.

Outra melhoria eficiente vem da seguinte observacdo: se uma
particula se afasta dos seus vizinhos, ela geralmente nao vai muito
longe. Assim, nao precisa buscar os vizinhos em uma posi¢ao qual-
quer, mas apenas nos vizinhos dos vizinhos. Isso requer que o desloca-
mento das particulas a cada passo seja pequeno, mas em compensagao
restringe o nimero de pares a considerar de % para "7’62
Exercicio (fdcil). Calcule o custo em tempo de execugio da busca se
for combinar a forca bruta com a atualiza¢do prequicosa e o cdlculo
pelos vizinhos.

4.3.2 Busca em grades

B possivel obter os vizinhos de uma particula com um tempo que nao
cresce com o numero de particulas (chamado de O(1)). Mais ainda,
podemos acelerar a busca condicionados a gastar um pouco mais de
memoria. Esse caso é particularmente interessante se o raio h de cada
particula é constante ou tenha apenas pequenas variagoes, aplicagao
tipica em simulagoes de liquido ou, mais geralmente, fluidos incom-
pressiveis. Nesse caso, podemos construir uma grade regular em cima
do dominio de simulagao, de intervalo kh,,., em cada dimensao, onde
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Figura 4.6: Busca das particulas vizinhas utilizando uma grade uni-
forme bi-dimensional com o espacamento sendo o raio de influéncia
kh. A regido cinza representa as células da grade onde sera realizada
a busca.

hmaz ¢ 0 maior raio de uma particula ao longo da simulagao. Essa
grade particiona as particulas de acordo com a posigao delas. Pela
escolha do intervalo, as particulas vizinhas da particula ¢ s6 podem
estar na mesma célula ocupada pela particula ¢ ou em suas células
diretamente adjacentes (figura 4.6). Assim, a busca por particulas
que possuem uma distancia menor do que xh a partir da particula ¢
é restrita a 3" células, onde n é a dimensao do espago.

Esse algoritmo é extremamente eficiente para dominios densos e
compactos. Alguns cuidados podem ainda melhoré-lo: primeiro, para
evitar desperdicio de memoria, deve-se orientar a grade, retangular,



Cap. 4: Aspectos numéricos do método SPH 97

para cobrir o dominio com o minimo de area fora do dominio. Isso
é feito usualmente calculando as dire¢Ges da grade por uma decom-
posi¢do em valores singulares (SVD) da matriz de covaridncia dos
pontos da fronteira. Segundo, em vez de apagar a grade a cada passo
de tempo e preencher ela com as novas posicoes, pode-se apenas atu-
alizé-la quando uma particula sai de uma célula. Isso nao muda a
complexidade assintética do algoritmo, mas geralmente melhora o seu
desempenho. Finalmente, para evitar o carregamento de pedagos de
memoria em ordem nao linear, acessando todas as células vizinhas,
pode-se armazenar cada particula na sua célula e nas suas vizinhas.
Esse alto consumo de meméria permite procurar apenas em uma
célula os seus vizinhos.

Exercicio (médio). Calcule o custo em tempo de execu¢do da busca
se for combinar a grade com a atualizacdo preguicosa.

4.3.3 Busca em estruturas adaptativas
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Figura 4.7: Estrutura de arvore utilizada no algoritmo de busca e a
subdivisao hierarquica do espago bi-dimensional. A busca é realizada
através de um teste de interseccao do cubo envolvente da particula ¢
(regiao em cinza) com as células representadas pelos nds da arvore.

No caso que o raio de cada particula varia (gases), ou que o
dominio é em grande parte vazio (fluidos ndo confinados), o uso de
grades regulares pode requerer quantidades importantes de memdria,
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pois particionam o espago da mesma forma caso tenham fluido ou
nao. Uma alternativa as grades nestes casos é de usar particao adap-
tada do espaco, com células grandes nas regices mais vazias e menores
nas regides densas. Assim, o nimero de particulas por célula estard
mais homogéneo.

Existem varias estruturas adaptativas. A mais geral é a particao
binéria do espago (BSP), que consiste em dividir recursivamente cada
célula por um plano, gerando duas novas células chamadas de células
filhas. Essa estrutura comega do dominio inteiro, e associando cada
célula a suas filhas, obtém-se uma estrutura de drvore bindria. A
busca de particula vizinha se resume entao a percorrer a arvore, sele-
cionando as células filhas que ainda contém uma determinada posigao.

A estrutura de BSP pode ser particularizada se usar apenas planos
perpendiculares aos eixos (kd-tree), e ainda se dividir cada célula no
meio (octree, ver figura 4.7). Nesse tltimo caso, a estrutura tem certa
regularidade que permite representar ela de forma otimizada, e ainda
melhorar o tempo de busca [21].

Finalmente, no caso extremo de gases esparsos, por exemplo,
em simulagao de astrofisica, as particulas podem estar tao dispersas
que gerar uma estrutura a partir da geometria do dominio requeira
memoéria demais. Nesse caso, é possivel codificar a posicao de cada
particula de tal modo que seja facil agrupar os cédigos vizinhos. O
agrupamento dos cédigos pode ser construido por estruturas comuns
em computacdo, chamadas de tabela de dispersao (hash table).

Exercicio (dificil). Considerando que a BSP é construida para ter
apenas uma particula por célula na ultima divisao, calcule o nimero
de divisoes efetuadas para n particulas. Deduza o custo da busca
baseada na BSP.

4.4 Visualizacao da superficie livre

O objetivo de simular fluidos é extrair informagoes de um modelo
fisico, por exemplo, medir a sustentabilidade de um avido, avaliar a
resisténcia de pilastras de plataformas de extracao de petroleo, validar
modelos de astrofisica... As informagoes estao contidas nas proprie-
dades fisicas das particulas ao longo da simulagao, porém apresentar
uma lista de particulas com as suas respectivas propriedades nao é
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muito comodo! Existem intimeros métodos para apresentar essas in-
formagoes, agrupadas na linha de pesquisa de visualizagao cientifica,
como por exemplo, a representacao do campo vetorial de velocidade
ou do fluxo, extracao de trajetérias relevantes de matéria ou detecgao
dos vortices... Descrever esses métodos fugiria do foco deste texto,
porém um aspecto em particular é relevante para a simulagao: a
representacao da superficie livre do fluido.

Primeiro, a geometria da superficie livre intervém na fisica do
fluido, através da tensao superficial e da interface com outros meios.
Por exemplo, um fluido tende a evitar altas curvaturas na sua su-
perficie, ou ainda a interagao da agua com o vento tem um papel forte
no estudo das ondas. Segundo, a superficie livre é a maneira mais ele-
mentar de visualizar o comportamento do fluido. E necessdria tanto
na parte de simulagao fisica, e ainda mais nas aplicagoes mais graficas
onde é o objetivo final. Veremos que a geracao da superficie livre é
um problema muito ilustrativo dos problemas de discretizacao. Em
particular, veremos que nao é simples definir nem a topologia dessa
superficie, e que a geometria dela depende as vezes mais da maneira
de gera-la do que das propriedades fisicas.

4.4.1 Uniao de bolas

A modelagem SPH representa o fluido por particulas, associadas a
um dominio de raio kh. A representagao natural de cada particula
seria entao por uma bola, centrada na posigao da particula. Qual
seria o seu raio? Escolhemos kh e a posicao inicial das particulas
para ter um numero suficiente de particulas vizinhas, portanto esse
raio deve ser grande demais. Por outro lado, se colocarmos um raio
pequeno demais, temos o risco de desconectar as particulas, gerando
uma topologia indesejavel. Além disso, a superficie fronteira da uniao
de bolas tem curvatura ou localmente constante (perto de uma bola
s6) ou infinita (na intersecao das bolas), dificultando estimativas de
tensao superficial.

O problema topolégico dependendo do raio é um problema classico
de geometria computacional, baseado nos diagramas de Voronoi [15].
E possivel calcular de forma nao tao lenta uma estrutura discreta,
chamada de a-shapes [45, 109], que retorna rapidamente a topologia
da uniao de bola para diferentes raios, mesmo se esses raios variam
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proporcionalmente de particula em particula. Assim, pode-se esco-
lher o menor raio possivel para ter um fluido conexo. Note-se que,
visto o custo de calcular essa estrutura, é recomenddvel construi-la
apenas para alguns tempos de simulagao, similarmente a avaliagao
preguicosa da secao anterior.

Essa estrutura serve também para resolver parte do problema
geométrico, inspirando-se nos modelos de superficie molecular. Nesse
caso, também baseado em uniao de bolas, pode-se calcular a superficie
acessivel ao solvente, ou seja, a superficie obtida rolando uma esfera
de raio fixo r sobre a uniao de bolas. Essa superficie é mais suave,
tendo curvatura limitada por % Cada elemento do a-shape parame-
triza uma parte desta superficie. A dificuldade é calcular o a-shape
para cada passo de tempo eficientemente.

Exercicio (fdcil). Desenhe a unido de bola e a superficie acessivel ao
solvente para diversos raios, em um modelo de fluido em um dominio
em forma de retangulo. Observe a diferenca das superficies obtidas
ao se usar particulas colocadas de forma reqular em uma grade e ao
se usar particulas dispostas irreqularmente.

4.4.2 Formulagao implicita

A formulagio acima, apesar de geometricamente simples, nao respeita
muito o modelo SPH. De fato, o operador SPH escalar para a funcao
constante igual a 1 permite calcular diretamente a funcao densidade
SPH x(x) do fluido em qualquer ponto x do espaco R? [122]:

=Y My,

JEV; Pj

Dai, é possivel definir a superficie externa S do fluido de forma
implicita por S = {X €R3, x(x) = XO}a onde escolhemos uma den-
sidade minima xo. Observe que nao devemos escolher yo = 0, pois
sendo o nicleo do operador SPH estritamente positivo em um raio
kh, obteriamos apenas a unido de bolas de raio kh descrita anteri-
ormente. O pardmetro xo deve ser escolhido no intervalo |0, 1], em
geral perto de 1 (ver figura 4.8).
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Figura 4.8: Visualizagdo da superficie implicita extraida do modelo
Stanford Bunny constituido de particulas.

Apesar dessa formulagao ser mais compativel com o modelo fisico,
em particular com o termo de tensao superficial na versao SPH das
equacgoes de Navier-Stokes, estamos novamente com um problema
de escolha de parametro xo. Esse parametro, além de influenciar a
geometria, influencia também a topologia. So que, nesse caso, ele
representa a topologia considerada pelo modelo SPH, e é importante
respeitd-la. Dentre os algoritmos para geracdo de superficie (malha
triangular) a partir de uma equagéo implicita, como por exemplo, o
método Marching Cubes [104], devemos entao escolher um que trata
corretamente a topologia [91, 132] (ver figura 4.9). Esses métodos
requerem calcular a funcéo densidade em uma grade (ndo necessari-
amente regular), e a curvatura méxima da superficie depende do xg
e da precisao da grade.

Exercicio (médio). Desenhe a superficie s para xo = 1 no caso de
particulas dispostas em um semi-circulo de raio 1, uma a cada angulo

15, com kh =0.1.
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Figura 4.9: Superficie implicita de duas esferas préximas uma da
outra. A esquerda a superficie é gerada através do algoritmo de MC
original. A direita a superficie é gerada utilizando o algoritmo de MC
com garantias topoldgicas.

4.4.3 Adveccgao da superficie

Para evitar o custo de recalcular a superficie livre a cada passo, é
possivel calcular a evolucao da superficie a partir da velocidade das
particulas em volta. Essa estratégia pode ser aplicada a varios niveis
da geragao de superficie. Por exemplo, pode-se transportar direta-
mente os vértices da malha triangular que representa a superficie. Isso
permite gerar a malha apenas uma vez, mas requer muitos cuidados
para evitar que aparecam triangulos degenerados, além de proble-
mas mais sérios para conservar o volume ou para manter a coeréncia
quando houver mudanca topoldgica. Finalmente, é possivel gerar e
transportar uma superficie diretamente a partir das particulas perto
da superficie livre [59], apesar de ndo ser tdo simples identificé-las.
Esses métodos, porém, permitem conservar o volume e outras pro-
priedades fisicas do fluido.

Exercicio (médio). Comegando de uma malha qualquer com vértices
em um paraboloide de eixo z, transporte os vértices da malha com
um campo de velocidade v = (2% + y?, 2% + 32,1 — x). Observe a
deterioracao da aprorimacao da superficie livre.
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4.5 Exemplo completo

Vimos na secdo anterior que cada passo tem, ja na sua formulagao
matematica, muitas variagbes para representar corretamente a fisica
ou entao produzir um algoritmo que execute em um tempo aceitavel.
Essas secoes se encaixam segundo a figura 4.1, que pode ser traduzida
no seguinte algoritmo:

1: Inicialize o sistema
2: repeat
3:  Faga a busca das particulas vizinhas. (sec@o 4.3)
for cada particula ¢ do
Atualize a pressao p;. (secao 3.4.2)
end for
for cada particula ¢ do
Calcule a derivada da densidade. (equagao (3.28))
Calcule a aceleragao. (equagio do momento (3.34))
10: end for
11:  for cada particula i do
12: Atualize v; e p; com o integrador temporal. (se¢do 4.1)
13: Aplique a condigao de fronteira (segdo 4.2) e faga as corre-
¢Oes numéricas. (essa se¢do)
14:  end for
15:  Atualize At usando a condi¢do CFL.
16:  tempo = tempo + At
17: until tempo < tempoiotal

Esse processo, em particular os passos ainda nao descritos (ini-
cializacdo, corregdes numéricas), serd visto no exemplo cldssico da
aplicacao do método SPH em superficie livre: a simulacao da que-
bra de uma barragem [113] (dam break), ilustrado na figura 4.10 e
no rodapé deste livro. O problema consiste em um volume de dgua
confinado em uma regiao cibica de um canal onde ¢é instantanea-
mente retirada a barragem da represa. O método SPH é utilizado
para simular o comportamento da queda da coluna de dgua.
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Figura 4.10: Simulagao SPH da quebra de uma barragem utilizando
10* particulas.
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4.5.1 Inicializacao

O dominio é definido e discretizado. Nesse caso simples, o dominio é
um paralelepipedo, e cada face dele é representada por dois triangulos
retangulos. O fluido é inicialmente colocado em um paralelepipedo
menor (ver figura 4.11). Dado o volume total do fluido V', a massa de

0.9m

Figura 4.11: Configuragao inicial do problema.

uma particula ¢ é determinada por m; = po%, sendo n 0 nimero total
de particulas do sistema. Cada particula do sistema é representada
por uma esfera, logo o raio de uma particula i é

YEN
e 4,007'('.

Ja que o fluido que queremos simular é incompressivel, manteremos
o raio r; fixo durante a simulagao.

Na simulacio do problema utilizamos 10* particulas (figura 4.10),
portanto a massa de cada particula vale m; = 3.15 x 107 %kg. As
particulas sdo inicialmente geradas em uma grade uniforme onde o
raio de influéncia kh é tomado como sendo 1.2 vezes o tamanho do
espaga-mento da grade, recomenda-se que em simulagoes SPH que o
numero de parti-culas vizinhas seja no minimo 20 em simulagoes 2D
e 56 em simulacées 3D [94].
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4.5.2 Estimativa dos parametros fisicos

O sistema é iniciado com densidade inicial da agua sendo py =
1000kg/m3, a viscosidade p = 10~3Ns/m? e a gravidade g = 9.8m/s2.
A velocidade caracteristica do escoamento v, é estimada a partir da
conservacao de energia mecanica do sistema (transformagao de ener-
gia potencial em cinética), segue que

2
m2ve =mgH, (4.6)

como a coluna de agua possui altura H = 0.9m, logo v, = /2gH =
4.2m/s. Assim, podemos estimar a velocidade do som ¢ = 42m/s e
obter a constante B = 252kPa da equacao de estado.

A velocidade do som nao corresponde necessariamente a veloci-
dade do som fisica. Isso é infelizmente uma necessidade da discre-
tizagao, e cada modelo numérico terd uma correcao particular. Ob-
serve que foi o mesmo caso quando foram estabelecidas as velocidades
do som para os modelos diferenciais da fisica.

Além disso, cada particula carrega os seguintes atributos fisicos:

Atributo Descricao

X posic¢ao

v velocidade

Vi/2 velocidade para o integrador
a aceleragao

D tensor de deformacao

0 densidade

n viscosidade

T outros atributos: temperatura. ..
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4.5.3 Suavizagao da velocidade: XSPH

Com o objetivo de prevenir a interpenetracao de particulas, a qual
pode gerar aglomerados instéveis de particulas, Monaghan [117] in-
troduziu a técnica XSPH que consiste em calcular uma média das ve-
locidades das particulas vizinhas. A técnica permite que as particulas
se movimentem de uma forma mais suave em um escoamento in-
compressivel, reduzindo o problema de desordem de particula nas
simulagoes SPH (figura 4.12).

(a) Sem XSPH. (b) Com XSPH.

Figura 4.12: Simulagao de um escoamento de lava apds 1910 iteragoes,
sem XSPH (esquerda) e com a corre¢ao XSPH (direita), com a mesma
configuracao da figura 4.5. A simulacao explode sem XSPH, devido
a distancia arbitrariamente pequena entre as particulas.

Na técnica XSPH, a velocidade de cada particula ¢ é corrigida
através da média das velocidades de suas particulas vizinhas ponde-
rada por um pardmetro global constante ¢ € [0, 1] da seguinte forma:

2m;
Vi<—Vi+EE J (Vj_vi)Wij-
jev; Pi +pj

4.5.4 Correcao numérica: viscosidade artificial

Para evitar instabilidades numéricas devidas as oscilagoes nos campos
vetoriais da velocidade e pressdo, no caso da pressao ser calculada por
uma equagao de estado, existe uma técnica muito comum em elemen-
tos finitos e diferengas finitas que consiste em adicionar um termo de
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viscosidade artificial na equacdo de momento a fim de dissipar essas
oscilagoes indesejadas. Isso é feito da seguinte forma:
Dv; Dv

«—

Dt Dt

: + Zm]H”VZWU .
JEV:

O efeito da viscosidade artificial em sistemas SPH se deve ao se-
guinte termo:

2 aic
X
pitp, 0 Vi Xij <0 h(vij - Xi;)
IL;; = com ;= 5 ———5,
r;; +0.01h
0, vij X5 >0

com vi; = Vv; —Vv;. A constante A corresponde a viscosidade vo-
lumétrica. Geralmente, o valor de A é tomado préximo de 1.

E ainda possivel calcular a pressao exatamente para garantir a
incompressibilidade a partir de uma versao SPH da equacgao de Pois-
son [137], como serd exposto no préximo capitulo.



Capitulo 5

Incompressibilidade
SPH

Nesse capitulo apresentaremos uma variagao do método SPH para a
simulacao de escoamentos incompressiveis, onde a condi¢ao de incom-
pressibilidade do escoamento é obtida através do calculo da pressao
por uma equacao de Poisson.

Na secao 5.3, a solucao numeérica para uma equagao de Poisson é
obtida nas particulas que representam o dominio da simulagao como
solugao de um sistema linear resultante da discretizacao da equagao
de Poisson através dos operadores SPH. O célculo da pressao usa essa
solugao SPH para a equacao de Poisson no contexto do método da
projegao (segao 5.2). Esse método projeta a velocidade obtida pela
equagao do momento (omitindo o gradiente da pressao) em um espago
de divergéncia nula, garantindo a conservacao de massa do sistema
(equacao da continuidade). A projegdo pode ser interpretada como
a subtragdo de um campo gradiente (componente irrotacional) do
campo de velocidade.

A solugao da equacao de Poisson no contexto SPH permitira si-
mulagoes de fluidos incompressiveis inteiramente lagrangeana usando
o método apresentado no final desse capitulo (se¢do 5.4).
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5.1 Pressao em fluidos incompressiveis

O processo de solugao das equagoes de Navier-Stokes para escoamen-
tos incompressiveis

e equacao do momento

Dv 1 T
— =—--V -V f 5.1
Di SVp+ Vv AL, (5.1)
e equacao da continuidade
V-v=0 (5.2)

requer que cada varidvel tenha uma equacao evolutiva no tempo.
Nessas equagoOes, porém, nao existe nenhum termo que determine a
variacao temporal da pressao p.

Vimos no capitulo 3 que no método SPH, tradicionalmente, um
fluido incompressivel é representado através de um fluido quase-in-
compressivel, isto é, as equagoes de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis sao resolvidas por meio de técnicas numéricas utili-
zadas em escoamentos compressiveis. Tal técnica é conhecida como
incompressibilidade artificial [51]. Em particular, em aplicagdes do
método SPH a pressao é calculada através de uma equagao de estado:

p=0p(p) .

Em escoamentos incompressiveis, porém, a pressao p nao pode ser
obtida em funcao da densidade, pois a densidade deveria ser cons-
tante, e assim Vp representaria mais o erro de aproximagao do que
uma quantidade fisica. Além disso, fisicamente, a pressao nao é uma
grandeza termodinamica nesse tipo de escoamento. Resultados uti-
lizando essa abordagem sao aceitaveis em algumas aplicagoes, como
por exemplo, para simulagoes de superficie livre com baixos ntimeros
de Reynolds [120]. Em escoamentos confinados ou com altos nimeros
de Reynolds, porém, essa abordagem requer um passo de tempo de in-
tegragdo muito pequeno [32]. Vale enfatizar que, nessa abordagem, a
condicao de incompressibilidade do escoamento (equagao (5.2)) pode
nao ser satisfeita pelo campo de velocidade obtido.
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Em simulagoes de escoamentos incompressiveis queremos que, du-
rante toda a simulagdao, o campo de velocidade obtido em cada ins-
tante de tempo tenha divergéncia nula, o que é de extrema im-
portancia devido ao seu significado fisico: conservacao de massa. Na
literatura, existe uma classe de métodos para simular escoamentos
incompressiveis, na qual o papel desempenhado pela pressao é fazer
com que o campo de velocidade, obtido a partir da equacao do mo-
mento, satisfaga a condigao de incompressibilidade. Essa classe de
métodos é conhecida como método da projecao.

5.2 Meétodo da projecao

O método da projegao foi introduzido na década de 60 por Chorin [24]
para simular escoamentos incompressiveis eficientemente. Rigorosa-
mente falando, o método da projecao é baseado na seguinte filosofia:
em escoamentos incompressiveis, a pressao nao exerce nenhum sig-
nificado termodindmico, comportando-se apenas como um meio (de
forma mais precisa: como um multiplicador de Lagrange) para obter
a incompressibilidade do escoamento.

O método da projecao pode ser separado em duas etapas. No
primeiro passo, um campo de velocidade é calculado utilizando a
equagao do momento (5.1) omitindo o gradiente da pressao e, por-
tanto, sem que a condi¢ao de incompressibilidade (equacao (5.2)) seja
satisfeita. No segundo passo, o campo de velocidade é projetado no
sub-espaco de divergéncia nula, obtendo assim um novo campo de
velocidade, dessa vez satisfazendo a condigao de incompressibilidade.

A formulacdo do método da projecao serd apresentada adicio-
nando certas hipdteses as varidveis do escoamento (p, p e v). Nesse
intuito, a seguinte decomposi¢cao ortogonal de campos vetoriais serd
util:

Decomposicao de Helmholtz-Hodge: Seja (2 uma regiao no
espaco (ou no plano) com fronteira suave 9. Um campo vetorial
w definido em {2 pode ser unicamente decomposto na forma

w=u+ Vo,

onde a componente u tem divergente nulo e é paralelo a fronteira do
dominio, isto é, u-n = 0 em 912, onde n é o vetor normal a fronteira.
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Pela decomposicao de Helmholtz-Hodge é natural introduzir o
operador de projecao ortogonal P, o qual mapeia qualquer vetor w
em ) em sua componente de divergéncia nula u. O operador de
projecao P, portanto, é bem definido, linear e pode-se escrever w € 2
como:

w="P(w)+ Vo.

Além disso, vale notar que

P(u)=u,
desde que V-u=0eu-n=0¢e¢

P (Vo) =0.

Em um escoamento com densidade constante (p = pg), a equagao
do momento (5.1) pode ser reescrita da seguinte maneira

0
Bf‘tf+v~Vv:—Vp’+1/V2v+f,
onde p’ = r% ev = p% Ao aplicar o operador de projecdo P na

equacao acima, tem-se

P(g‘t[—i-v-Vv) =77(—Vp'+1/V2v—|-f) .

Assumindo que o campo de velocidade v tem divergente nulo e é nulo
na fronteira, o mesmo acontece para %—‘t' (supondo v suficientemente
suave). Além disso, o resultado da projecao do campo gradiente é o
vetor nulo: P (Vp) = 0. Portanto, pelas propriedades do operador

de projecao, tem-se
ov
v ZP(—V~VV+Z/V2V—|—f) .
ot
Essa forma das equagoes de Navier-Stokes elimina o termo que
envolve a pressao e expressa %—‘t’ em funcao da prépria velocidade v e

das forcas externas f. A pressao, por sua vez, pode ser obtida como
a componente irrotacional de

v Vv +uvViv +f.
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Essa nova formulacdo das equagoes de Navier-Stokes nao é so-
mente de interesse tedrico, esclarecendo o papel da pressao, mas
também ¢ de interesse préatico no desenvolvimento de algoritmos nu-
méricos eficientes na simulagao de fluidos incompressiveis.

Varias versoes numéricas do método da projegao podem ser encon-
tradas, onde diferentes hipdteses a cerca das varidveis da simulagao
sdo utilizadas. Podemos citar, os trabalhos pioneiros de Chorin [25] e
Temam [160], onde condigdes de contorno periddica foram utilizadas.
Posteriormente, para condigdo de fronteira nao escorregadia (veloci-
dade nula na fronteira), Shen [144, 145] mostrou a convergéncia e
algumas estimativas de erros para varios métodos da projecao. Um
estudo sobre varias versdes numeéricas do método da projecao foi re-
alizado por Weina [166].

Essa classe de métodos tem se tornado dominante na simulagao
de escoamentos incompressiveis [11, 32, 61, 127, 166]. Além disso,
outros nomes para variagoes desse método podem ser encontrados na
literatura, como método de passo fracionado [3, 97, 78] ou método de
desacoplamento pressdo-velocidade [35, 80].

Baseado no método da proje¢ao, uma formulacao puramente la-
grangeana para obter a incompressibilidade em SPH serd apresen-
tada no final desse capitulo, onde a condicao incompressibilidade
(equagao (5.2)) é obtida, dentro dos limites dos erros de discretizagao,
resolvendo uma equacao de Poisson para a pressao.

5.3 Solucao SPH da equacgao de Poisson

Vimos como a incompressibilidade do escoamento pode ser obtida
através do calculo da pressao por uma equacao de Poisson. Varios
outros problemas sao descritos por uma equagao de Poisson, ou tém
como parte essencial de sua solugao essa equacao.

Essa secao propoe um método para resolver a equacao de Pois-
son utilizando o método lagrangeano SPH. Ao contrério de outros
métodos (hibridos), onde a equagao de Poisson é resolvida em uma
malha [46, 48, 130, 151], na discretizagdo da equagao de Poisson apre-
sentada nessa secao, utilizam-se as particulas da discretizagao como
estrutura, isto é, a equacao de Poisson é resolvida diretamente nas
particulas, ao invés da pressao ser calculada em uma malha ou grade.
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5.3.1 Equacgao de Poisson

Matematicamente, a equacao de Poisson é uma equacao de derivadas
parciais com uma ampla utilidade em varias areas, dentre elas: fisica e
engenharia. Em eletrostética, por exemplo, pode-se escrever o campo
elétrico E = —V¢ em termos de um potencial elétrico ¢ dado pela
solucao da equagao de Poisson

r
v2¢(r>:_p( )7
€
onde p(r) é a densidade de carga em r e € é uma constante elétrica.
De uma maneira geral, no espago bi-dimensional, a equagao de
Poisson defini-se como:

Viu (l‘,y) =f (LL', y) ’ (53)

onde  é uma regido em R2 limitada por uma superficie fechada
S = 9Q e f é uma funcdo dada. A solucdo u(z,y) é chamada de
potencial.

A solugao completa da equagao de Poisson depende dos valores do
potencial na fronteira do dominio 2. Os dois tipos mais comuns de
condicoes de fronteira para a equacao de Poisson sao as condigoes de
Dirichlet e Neumann. Quando o potencial u é explicitamente definido
em todo ponto (z,y) € S tem-se a condi¢ao de fronteira de Dirichlet

u(x,y):d)(amy), V(:c,y)ES (54)

Por outro lado, na condicao de fronteira de Neumann, a variacao do
potencial na dire¢ao perpendicular a fronteira é conhecida

vu(zry)'n(xay):@(x’y)7 V(I,y)ES, (55)

onde vetor n (z,y) é o vetor normal & fronteira S no ponto (x,y)
apontando para fora da superficie.

Encontrar uma solucao analitica para uma equacao de Poisson
num dominio qualquer é em geral uma tarefa dificil e recorre-se entao
a métodos numéricos para encontrar solugoes em um conjunto dis-
creto de pontos no dominio §2. Pode-se citar nesse contexto, a uti-
lizagdo dos métodos das diferencas finitas [57, 77] e dos elementos
finitos [19].
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A préxima secdo propoe um método para resolver a equacao de
Poisson utilizando o método lagrangeano SPH. O operador laplaci-
ano na equagao de Poisson (equagao (5.3)) serd substituido por uma
de suas versoes discretas deduzidas no capitulo 2. A aproximacao
em cada particula que representa o dominio de interesse conduz a
obtencao de um sistema linear de grande dimensao, caracterizado
por um alto grau de esparsidade. A solucao desse sistema, por al-
gum método numérico, encontra o potencial associado a equagao de
Poisson em cada particula do sistema.

5.3.2 Discretizagcao SPH

Nos métodos SPH, o dominio é discretizado por um conjunto finito de
particulas. Dada uma fungao escalar ¢, o operador laplaciano SPH
na particula i pode ser aproximado por (ver capitulo 2)

(V2¢)h(xi) = Z&Q(qb( x;)—o( X ))

—~ pj Tij
5 Pi ij

xij - ViW (x35) , (5.6)

onde X;; = X; — Xj € 155 = [|X55]|.
Os nucleos utilizados nesse livro tém a propriedade de simetria
(segao 2.4) e podem ser reescrito como

W (xij,h) = W1 (Tij) =W (Rij) -

h
Consequentemente,
x;; OWy,j
VW, = —L 9
J hTij OR

A equagdo (5.6) pode entado ser reescrita como
26) " (x;) = S 24 _ L oWy
(V20" ) = 3227 (00x)=00x,)) g

ou, de uma maneira mais simplificada, dada por

(v20)"(x) = 30272 (0 (%) =0 (%)) Fox) - (5:1)

onde
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Dessa forma, discretizando a equagao de Poisson (equagao (5.3))
na particula i, obtemos a seguinte equagao linear

2;2;5C¢(Xi)_'¢(xj))PYXw):jTX0 (5.8)

que aplicada em cada particula i do dominio do problema resulta
num sistema de n equagoes lineares

2% (o(x,) =0 (x,)) Flxy)) = flxi)

jevL Pj

> 2% (o(x,) = 0(x,)) Flxa)) = f(x2)

JjEV2 Pj

22@(¢<xi>¥¢<xj>)F<xij> = f(x)

jevi Pj

> 2™ (g(x, -6 (x, ) F (xus) = S(x)

JEV, Pj

onde n é o nimero de particulas que discretizam o dominio e V; é o
conjunto de particulas vizinhas a particula i.

O sistema linear de equagoes (5.9), obtido a partir da aplicagio
do operador laplaciano SPH em cada particula ¢ do dominio do pro-
blema, é representado matricialmente por

Ap=Db, (5.10)
sendo n o numero de particulas que discretizam o dominio, a di-

mensao da matriz A é n X n, o vetor solucao ¢ de dimensao n é um
vetor das variaveis do sistema com

e o vetor independente b, também de dimensao n, é dado por

bi = f(xi) -
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A i-ésima linha da matriz A, representada pelos coeficientes
Aij 5 .] S {1727 ,Tl},

é obtida pela equagéo (5.8) aplicada na particula i com

aij = —2—F(xy), j#i
Pj
(5.11)
@i = =) aik
ki

5.3.3 Exemplo

Figura 5.1: Solucao da equagao de Poisson usando o método SPH.
O termo fonte é dado por f(z,y) = 62 — 2 e a solugao é conhecida
na fronteira do dominio (u(z,y) = 2* — y? + 10) (condigao de fron-
teira de Dirichlet). A superficie da esquerda é dada pela solugao
exata (z,y,u(z,y)), enquanto a direita a superficie ilustra a solugao
encontrada pelo método SPH.

O método SPH descrito nessa se¢ao é usado para obter a a solugao
para a seguinte equagao de Poisson

V2u (z,y) = 6z — 2 em Q=[-1,1] x [-1,1] C R? (5.12)

u(z,y) =2 —y? +10 se  (x,y) € 0Q .
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O dominio 2 é representado por um conjunto finito de particulas
amostradas de acordo com uma distribuicao disco de Poisson. Essa
distribuicao assegura uma amostragem uniforme na qual quaisquer
dois pontos dessa amostragem distam mais do que uma distancia
minima 7, ou seja, dado um disco de raio r sobre um elemento qual-
quer da amostragem, nao existe nenhum outro elemento pertencente
a amostragem dentro desse disco. Uma implementagao do algoritmo
descrito por Dunbar e Humphreys [43] é responsdvel pela posigao
inicial das particulas.

Definimos o volume para cada particula como sendo o volume
de ) dividido pelo nimero de particulas da discretizagao do mesmo
n— #;/#ﬁ)]as Além disso, particulas que estao proximas a fronteira
éje Q) tem o potencial definido pela condicao de fronteira de Dirichlet
w = u(x;,y) =} —y? +10 .

Na figura 5.1, a superficie da esquerda (z,y,u(z,y)) ilustra a
solugdo exata da equagdo de Poisson (equacao (5.12)). Da mesma
forma, a solugao encontrada pelo método SPH ¢ ilustrada pela su-
perficie da direita (x,y, uspm (z,v)).

4000
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Figura 5.2: Erro relativo obtido pelo resultado encontrado com o
método SPH para a solucdo da equagao de Poisson (equagao (5.12)).

O erro relativo obtido com a solu¢ao encontrada com o método
descrito acima para o exemplo dado pela equagao (5.12) é ilustrado na
figura 5.2. As particulas originais cujo potencial foram definidos pela
condicao de fronteira de Dirichlet (equacao (5.12)) nao sdo levadas
em consideragao nessa andlise estatistica do erro.
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5.3.4 Resolugao do sistema

Pela construgdo da matriz A (sistema (5.11)) podemos observar que
na i-ésima linha da mesma o coeficiente a;; na coluna j é nao-nulo
se, e somente se, a particula j é vizinha da particula i. A figura 5.3
ilustra um simples exemplo.

Portanto, a matriz A é uma matriz com um elevado grau de es-
parsidade, ja que em SPH o nimero de particulas vizinhas utilizadas
no somatoério da equagao (5.7) pode ser consideravelmente menor do
que o nimero de particulas usadas na discretizacao do dominio.

Lz_\A

8th|ine—>|00005 60@®0dTO0 00

Figura 5.3: Construcao da matriz A. A linha 8 da matriz tem como
coeficientes nao-nulos apenas as colunas, cujas particulas de mesmos
indices pertencem & vizinhanga Vg = {5,6,8,10,11} da particula 8.

Para assegurar a eficiéncia numérica, torna-se imprescindivel a
utilizacao de algoritmos especialmente desenvolvidos para permitir
um tratamento eficaz de matrizes esparsas. Para explorar ao maximo
as caracteristicas dessas matrizes e, a0 mesmo tempo, garantir um
bom desempenho na solugao do sistema, esses algoritmos devem res-
peitar as seguintes regras bésicas:

1. somente os coeficientes nao-nulos presentes nas matrizes devem
ser armazenados;

2. efetuar somente as operagoes envolvendo coeficientes nao-nulos,
evitando calculos redundantes envolvendo elementos nulos.

Os algoritmos que permitem trabalhar diretamente com matri-
zes esparsas sao mais complexos do que os algoritmos utilizados no
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tratamento de matrizes cheias. Essa complexidade resulta nao sé da
necessidade de se evitar sequéncias de operacoes redundantes, mas
também do tipo de armazenamento utilizado. Foram utilizadas as
bibliotecas SparseLib++ [141] e IML++ [41] para o armazenamento e
manuseio de matrizes esparsas e para encontrar a solucao do sistema
linear.

Matrizes Esparsas

Nas formulacoes antigas de elementos finitos, as matrizes esparsas sao
geralmente armazenadas em semi-banda ou em perfil. No método
SPH proposto, a utilizagao de tais estruturas de armazenamento é
inadequada. A distribuicdo irregular das particulas faria com que
qualquer uma dessas estruturas tivessem um elevado nimero de coe-
ficientes nulos armazenados.

Exitem outros tipos diferentes de armazenamento de matrizes es-
parsas utilizados. Dentre eles, encontra-se uma forma bem simples
e direta de armazenamento de matrizes esparsas, onde se utilizam
trés vetores com dimensao igual ao nimero de elementos nao-nulos
da matriz, denotado por nz. No primeiro vetor, V, armazenam-se
os valores dos coeficientes nao-nulos existentes. Os indices corres-
pondentes as linhas e colunas de cada um dos coeficientes nao-nulos
sdo armazenados em outros dois vetores, I e J, respectivamente. As-
sim, para cada k € {1,2,--- ,nz} o valor ndo-nulo VAL (k) ocorre
na posicao (I(k),J (k)) da matriz esparsa.
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A matriz de tamanho 5 x 5

3 00 -1 0
0 51 0 O
B = 0 1 3 2 0 (5.13)
-1 0 2 4 O
1 00 0 2
pode ser armazenada da seguinte forma
Vv =]1543322211 -1 -11 ]
I = [ 241334523 1 4 5 ] (514
J =12 41343532 4 1 1]

A estrutura de dados V, I e J é muitas vezes denominada de es-
quema coordenado de armazenamento. Esse tipo de armazenamento
nao leva em conta que os vetores tenham algum tipo de ordem, e
embora seja muito simples, apresenta uma grande limitacdo: torna
bastante pesado e moroso o processo de obtengao de todos os coefi-
cientes situados numa mesma linha ou coluna.

Uma das estruturas de armazenamento mais utilizadas consiste
em definir uma lista de vetores correspondente a cada uma das li-
nhas, armazenados sequencialmente. Dessa forma, a representacao
de matrizes esparsa é feita gracas ao uso de trés vetores. O primeiro
vetor VL ¢é definido de maneira semelhante ao vetor V, exceto que
todos os elementos da linha i estejam antes de qualquer elemento de
qualquer linha ¢ + k, £ > 0. O segundo vetor JL representa a coluna
associada a cada item listado no vetor VL. Por tltimo, o vetor IL
permite identificar onde iniciam e terminam, em VL e JL, os valores
referentes a cada uma das linhas da matriz esparsa.

As dimensoes dos vetores VL e JL sao iguais ao nimero nz de
coeficientes ndo-nulos da matriz esparsa, porém, a dimensao do vetor
IL ¢ igual ao ntimero de linhas da matriz esparsa, geralmente menor
do que nz, mais uma entrada adicional para identificar o final dos ve-
tores VL e JL. Por exemplo, a matriz B pode entao ser armazenada
pelos vetores
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VL = [ 3 -1 51132 -1 241 2]
JL = [ 1 4 23234 1 3415 ]
(5.15)
IL = [ 1 3 5 8 11 13 |

O armazenamento usando a tripla de vetores IL, VL e JL é co-
nhecido como armazenamento compacto de linhas. Nesse processo
as linhas tém de ser armazenadas por ordem, porém, dentro de uma
mesma linha nao é necessario nenhuma ordenagao. De acordo com
a definicao dos apontadores indicados pelo vetor IL, a linha ¢ de
uma matriz esparsa é descrita pelas posigoes IL (i) até IL (1 +1) — 1
dos vetores VL e JL. Por exemplo, a terceira linha da matriz B é
armazenada entre as posicoes

IL(3) =5

ILB+1)—1=8-1=7
dos vetores VL e JL, isto é,

VL = [ 3 1 5 1

1 3 2 -1 2 4 1
JL = [ 1 4 2 3 2 3 4 1 3 4

2)
L5 ]

Quando IL (I) =IL (I + 1) — 1 a l-ésima linha da matriz esparsa néo
contém nenhum termo nao-nulo.

O armazenamento em lista de vetores foi utilizado para guardar a
matriz esparsa resultante da discretizagao da equagao de Poisson em
todas as particulas que representam o dominio do problema. A biblio-
teca SparseLib++ [141] foi utilizada para tal propdsito. A biblioteca
SparseLib++, além de representar uma matriz esparsa em varios for-
matos de armazenamento, dentre eles o armazenamento compacto
de linhas, também armazena vetores e fornece as operacoes bésicas
entre matrizes esparsas ou matrizes esparsas e vetores de maneira
eficiente, como por exemplo multiplicagao entre uma matriz esparsa
e um vetor.
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Métodos iterativos

A necessidade de resolver sistemas de equagoes lineares aparece numa
grande quantidade de problemas cientificos. Varios pesquisadores
tém publicado artigos que exaltam as virtudes dos métodos iterati-
vos, em comparac¢ao aos métodos diretos para a solucao de grandes
sistemas de equagoes lineares. Muitos métodos demonstram poten-
cialidades para solucionar tais problemas. A questao crucial é achar
aquele que melhor se adapta ao problema que se tem em maos, pois
nao hé garantias de que um método que funciona bem para um tipo
de problema ira funcionar bem para outro tipo. Varios métodos ite-
rativos para solucao de sistemas lineares e outros topicos importantes
sdo apresentados por Saad [143].

Os métodos iterativos trabalham pelo melhoramento continuo da
solucao aproximada até que esta esteja precisa o suficiente. Esse
amplo grupo de técnicas utiliza aproximagoes sucessivas para chegar
a solugoes mais precisas a cada passo, para um dado sistema linear.

A eficiéncia dos métodos iterativos tem sido estudada para a
solucao de sistemas densos, nao-simétricos. Pesquisadores de renome
como Freund e Nachtigal [54], Golub e Van Loan [60], Hageman e
Young [64] entre outros contribuiram enormemente para o estudo e
desenvolvimento das técnicas iterativas.

Quando a dimenséao e a esparsidade dos sistemas lineares aumen-
tam, os métodos iterativos comegam a ser competitivos. Embora
a convergéncia do processo envolva um nimero indeterminado de
operacoes, e seja necessario discutir qual o critério de parada mais
adequado, a sua utilizagao comega a ser atrativa pela enorme eco-
nomia que podem proporcionar em termos de memoria envolvida no
armazenamento dos coeficientes. Tipicamente, a aplicacdo de um
método iterativo implica apenas o armazenamento da matriz dos co-
eficientes na sua forma inicial e de um pequeno nimero de vetores de
dimensao igual a dimensao do sistema.

Nao é s6 a reducao da necessidade de armazenamento que torna
a utilizagao de algoritmos iterativos atraente. Também se consegue
assegurar em muitas circunstancias melhores tempos de execugao.
Deve-se chamar, no entanto, a atencao para o fato de a aplicagao
dos algoritmos iterativos na sua forma pura nao ser em geral muito
eficiente. Para que tais métodos sejam competitivos, é necesséario
utilizar formas para acelerar a convergéncia.
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A razao pela qual um método iterativo converge depende das pro-
priedades do espectro da matriz dos coeficientes. Por esse motivo
deve-se procurar transformar o sistema linear em outro equivalente,
no sentido de possuir a mesma solugao, mas com propriedades do es-
pectro mais favoraveis. Portanto, os métodos iterativos usualmente
envolvem uma segunda matriz, que transforma a matriz dos coefici-
entes em outra com melhores propriedades. Essa matriz de trans-
formagao é denominada pré-condicionador.

Uma apresentacao mais formal dos métodos iterativos pode ser
encontrada em Barrett et al. [8] e inclui os seguintes métodos itera-
tivos.

e Gradiente Conjugado
e Residuo Minimo Generalizado

e Gradiente Biconjugado

Residuo Quase-Minimo

Gradiente Conjugado Quadrado
e Gradiente Biconjugado Estabilizado

O método Gradiente Conjugado, CG (Conjugate Gradient), é
o método iterativo mais popular para resolver grandes sistemas de
equagoes lineares. S6 pode ser aplicado, porém, quando a matriz
relacionada ao sistema é simétrica e definida positiva.

As matrizes relacionadas a discretizagao da equagao de Poisson
no método SPH, além do alto grau de esparsidade, podem ser as-
simétricas. Um método iterativo aplicdvel a matrizes assimétricas
é o de Residuo Quase-Minimo, QMR (Quasi-Minimal Residual). A
principal idéia por trdas do método QMR é a solugao do sistema tri-
diagonal, reduzido no sentido dos minimos quadrados. Freund e Na-
chtigal [54] fornecem uma apresentacao do método QMR com mais
detalhes.

A biblioteca IML++ [41] foi utilizada para resolver o sistema de
equagoes lineares obtido com a equacao de Poisson discreta. Varios
métodos iterativos sdo encontrados nessa biblioteca. Além desses,
alguns pré-condicionadores também sao implementados, dentre eles:
Diagonal de Jacobi, Cholesky e LU.
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5.4 Meétodo da projecao SPH

Essa secao descreve um método da projecao no contexto lagrangeano
para simulagoes de fluidos incompressiveis usando o método SPH. O
método apresentado, faz uso da solugao para a equagao de Poisson
usando SPH (segdo 5.3) para determinar um campo de pressao du-
rante a simulagao, de tal forma que o campo de velocidade obtido
durante toda a simulagao obedega a condigao de incompressibilidade.

A importancia da equagao de Poisson, no contexto de fluidos in-
compressiveis, é que ela faz a ligacao entre as equacoes do momento
e da continuidade. Essa equacao fornece valores de p que permite
a velocidade, obtidas a partir da equacdo do momento, satisfazer a
equagao da continuidade, dentro dos limites dos erros de discretizagao
dessas equagoes.

O método, usa um passo intermedidrio para obter um campo
de velocidade sem garantir a incompressibilidade do escoamento. A
partir dai, o campo de velocidade intermediario é projetado em um
espago de divergéncia livre resolvendo uma equagao de Poisson para
a pressao. O novo campo é obtido subtraindo o gradiente da pressao
encontrada. As duas etapas do método da proje¢do SPH serdo des-
critas no que segue.

5.4.1 Campo de velocidade intermediario

No primeiro passo, um campo de velocidade intermediario v* é obtido
pela equagao do momento (equagao (5.1)), sem o termo da pressdo.

Nesse intuito, o termo viscoso ¥V2v, onde v ¢é a viscosidade ci-
nematica do fluido, precisa ser discretizado utilizando algum opera-
dor SPH. Em algumas implementagdes do método SPH [4, 32, 37,
106] a viscosidade artificial, introduzida para modelar frente de cho-
ques [115], é utilizada para modelar a forga viscosa real, dada pelo
termo vV?v. Morris, Fox e Zhu [120] afirmam que a viscosidade real
modelada pela viscosidade artificial gera perfis de velocidades indese-
jados na simulagdo. Outras expressoes tém sido utilizadas para cal-
cular a forga viscosa real, algumas utilizando somas de somas [165]
(e, portanto, dobrando o esforgo computacional), e outras utilizam a
derivada segunda do nicleo para aproximar a viscosidade [123, 157],
tornando o método suscetivel a erros numéricos.
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Figura 5.4: O conceito de camada limite é aplicada em um campo de
velocidade.

A aproximagao para o termo viscoso adotado por Morris et al [120]
é utilizada no método da projecao proposto nessa segao

<“Vzv> _y (i 4 15) viy - X5 VilViy

o2

p ; PiP;T
onde as diferencas entre as posigoes e as velocidades das particulas 4
e j sdo denotadas por x;; = X; — X; € 1;; = ||x;;]|, respectivamente.

Essa expressdo é similar aquela utilizada por Monaghan [114] para
modelar condugao do calor.

A integragao numérica é calculada utilizando o método explicito
de Euler (capitulo 4). Portanto, o campo v* em uma particula i é
obtido pela seguinte expressao

v =vi+ At Z
J
onde At é o passo de tempo da discretizacao temporal e f; é a forca
externa na particula 7.

A restricao v* = 0 em 612 é aplicada ao campo obtido em 5.16 uti-
lizando o conceito de camada limite (capitulo 4). Na camada-limite,
a magnitude da velocidade é alterada, indo de zero, na superficie do
dominio, até a velocidade v, na fronteira da camada limite, onde
V. € a velocidade do escoamento livre em relagao a fronteira do
dominio. A figura 5.4 ilustra o efeito causado pela camada limite em
um campo de velocidade.

my (i 4 ) Vi - x5 ViWig

FE|, (516
PipsTs; (510)
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5.4.2 Projegcao no espacgo de divergéncia livre

O segundo passo no método é a projecao no sub-espago de divergéncia
nula do campo de velocidade intermediaria obtido anteriormente.
A projecao no sub-espaco de divergéncia nula é obtida através da
solucao de uma equacao de Poisson para a pressao:

1

g—ﬁzo em 02

A solucao da equacao de Poisson é obtida diretamente nas parti-
culas da discretizacao do fluido (segdo 5.3). A discretizagdo dessa
equacao de Poisson pode ser obtida usando os operadores SPH defini-
dos no capitulo 2. Para o divergente do campo intermediario usamos

(V-v*), = %Zm]— (v*j — v*i) VWi,

J
Para o laplaciano da pressao, a identidade de operadores

(5.17)

1
V- (kVp) = 3 (V2 (kp) — pVZk + kV?p) |

com k = p~! é utilizada para defini-lo. Podemos aproximar cada item

nessa identidade com um dos operadores definidos no capitulo 2, por
exemplo,

V2 (kp) = 2 Z mj sz — jp]>X7;jviVVij
m; zpz — RjDi
PV = 22 — 3 i )va Wij (5.18)
ZJ
kv2p = 2 Z mj sz ~ ij) xijViWij

Z,,
A partir dai, a aproximacao para o lado esquerdo da equagao de

Poisson (equagdo (5.17)) é obtida como:

m; (ki +k;) (pi —p,
(V- 6P =3 p?( Do by o,
— Pj ij
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A condicao de Neumann, dada pela componente do gradiente da
pressao na direcdo normal a fronteira S = §{2, é imposta usando
particulas fantasmas (capitulo 4), cujas posi¢oes sdo dinamicamente
definidas de acordo com as particulas da discretizagao.

Vi

Figura 5.5: Particulas fantasmas criadas para impor a condigao de
Neumann na equagao de Poisson (equagao (5.17)).

O efeito dessas particulas é implicitamente incluido nas apro-
ximagoes SPH da seguinte maneira: dada uma particula ¢ préxima
a fronteira S, cada iteragao com uma particula vizinha j préxima a
fronteira, pode gerar uma nova iteragao com uma particula-fantasma
(figura 5.5), sendo que a particula fantasma terd as seguintes propri-
edades:

e posi¢do: a posicao da particula fantasma jgpost € encontrada
pela reflexao da particula j através da superficie S;

e velocidade: a velocidade da particula fantasma jgpos: ¢ estabe-
lecida por simétrica em relagao a particula j. Portanto, uma
particula-fantasma criada pela reflexao de uma particula inde-
xada por j tem velocidade v , ., = —Vj;

e pressdo: a pressao da particula fantasma jgpes: € definida igual
a pressao da particula j.
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A partir do cédlculo da pressao pela equacao de Poisson, um novo
campo de velocidade é obtido fazendo

1
vﬁ“::vﬂ-—At(pvp) : (5.19)

onde o gradiente da pressao é dado pelo operador SPH

(59), = 4 e

Em seguida a particula é advectada a partir de sua posicao
vitl oyt
2

A figura 5.6 ilustra os principais passos no método da projecao SPH.

x!Th = x4+ At (5.20)

Equacéao de
Poisson
(5.16)
t t+1
Equacéao do Projecéo
momento (5.18) e (5.19)
(5.15)

Figura 5.6: O método da projecao SPH.

5.4.3 Exemplo: vortex spin-down

O método da projegao sera utilizado na simulacao de um escoamento
monofasico conhecido como vortexr spin-down.

Um fluido estd confinado em uma regiao retangular com uma ve-
locidade inicial circular, formando assim um vortice. A dissipagao da
velocidade na fronteira desse dominio faz com que o fluido desacelere.
Para manter a incompressibilidade, porém, é esperado a formagao de
outros vortices nas quinas do dominio.
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Figura 5.7: Campo de velocidade inicial do escoamento monofésico
conhecido como vortex spin-down em um reticulado uniforme.

Nessa simulacdo, o fluido é confinado no dominio © = [0,1]* e
discretizado por 14.273 particulas. A velocidade inicial v = (u,v) em

cada particula é dada por

u(z,y) =0.25(y —0.5) , v(z,y) =0.25(0.5—x)

onde (z,y) é a posicao da particula. A figura 5.7 ilustra a velocidade
inicial. Outros parametros da simulagao sao: nenhuma forga externa
¢ adicionada ao sistema (f = 0), a viscosidade dindmica p = 0,00118
e a discretizagdo temporal At = 0,001.
O perfil de velocidade do escoamento é mostrado na figura 5.8. O
mapa de cores e o tamanho das setas estao associados a magnitude
da velocidade na particula, variando da mais baixa velocidade para

a mais alta do centro do quadrado para a fronteira.
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Figura 5.8: Problema vortex spin-down (x4 = 0,00118): (em ordem
de leitura) configuragao inicial, 2, 5, 10, 15 e 20 segundos.
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Ao longo dessa simulacdo, para manter a incompressibilidade do
escoamento, o surgimento de pequenos vértices nos quatro cantos do
dominio, além do vértice central, sao esperados. A figura 5.9 des-
taca o canto inferior direito do dominio §2 no instante de tempo dez
segundos. Na figura 5.9(a) o campo de velocidade normalizado é ilus-
trado em algumas particulas da simula¢do. Na figura 5.9(b) algumas
linhas integrais sao ilustradas sobre o mapa de cores da magnitude
da velocidade do escoamento. Observa-se o vértice criado durante a
simulagao para manter a incompressibilidade da mesma.
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(a) Campo de velocidade normalizado

Figura 5.9: Problema vortex spin-down.

(b) Linhas integrais

Uma regiao do dominio

Q é destacada no instante de tempo dez segundos, na qual pode-
se notar o surgimento de outros vortices no dominio para manter a

incompressibilidade do escoamento.

A figura 5.10 ilustra o mesmo problema com a viscosidade, porém,
maior. A mesma configuracao inicial para o escoamento ilustrado nas
figuras 5.8 e 5.9 é utilizada, exceto para o coeficiente de viscosidade,
que agora ¢é igual a p = 0,0118. Esse coeficiente esta relacionado a
difus@o do momento, ou seja, a difusao da velocidade do escoamento.
Portanto, quanto maior o coeficiente de viscosidade u, maior a difusao
do momento e conseqlientemente maior a perda de velocidade no

escoamento.
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(a) 2 segundos (b) 10 segundos

Figura 5.10: Problema vortex spin-down (u = 0,0118).

A figura 5.11 ilustra o decaimento da velocidade méxima durante
as simulagoes para ambas as viscosidades. Para o fluido com maior
viscosidade a velocidade do escoamento cai bruscamente. Enquanto
a difusao da velocidade para o fuido de menor viscosidade ocorre de
maneira mais lenta.

Figura 5.11: A velocidade méxima do problema vortex spin-down
para ambas as viscosidades: alta 0,0118 e baixa 0,00118.







Capitulo 6

Aplicacoes

Nesse capitulo, mostraremos como as teorias e técnicas apresentadas
até agora podem se juntar para obter simulagoes e interpretagoes de
fenomenos fisicos complexos. As aplicacbes requerem ingredientes
diferentes do método SPH, exemplificando tanto a diversidade de
aplicagoes possiveis quanto a dificuldade de escolher a formulagao
numérica certa para obter o resultado mais perto da fisica possivel.

6.1 Fluidos viscoplasticos

No capitulo 3, apresentamos as equacoes de Navier-Stokes, as quais
modelam o comportamento de um fluido newtoniano. Agora esta-
mos interessados em descrever o comportamento de outra rica classe
de fluidos, que ao contréario dos fluidos newtonianos, possuem a vis-
cosidade variavel. Essa classe é chamada de fluidos viscopldsticos.
Do ponto de vista de uma particula, as equacoes de governo de um
escoamento de fluido viscoplastico sao deduzidas de forma semelhante
as equagoes de Navier-Stokes (3.18)—(3.9), onde a tnica diferenga re-
side no calculo do tensor extra-tensao T.

O principal objetivo dessa secao é mostrar como o método SPH
pode ser aplicado para simular com fidelidade os efeitos viscosos de
um fluido viscoplédstico. Além disso, vamos mostrar varios exemplos
de animagoes realistas de deformagoes plasticas e mudangas de fase
solido-liquida que ocorrem em materiais viscoplasticos, tais como:
metal, plastico, cera, polimero, argila e lava.
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6.1.1 Plasticidade

Conceitualmente, um fluido é uma substancia que se deforma con-
tinuamente quando submetida a uma tensao de cisalhamento, nao
importando quao pequena ela possa ser. Enquanto um sélido quando
submetido a agao de uma tensao de cisalhamento, sofre uma de-
formacao reversivel até que um certo limite seja alcancado. A partir
deste limite, o s6lido nao consegue mais recuperar a sua forma ini-
cial. A propriedade de um corpo mudar de forma irreversivel, ao ser
submetido a uma tensao é chamada de plasticidade.

De acordo com o capitulo 3, um fluido newtoniano é um fluido
no qual seu tensor extra-tensao T possui uma dependéncia linear do
tensor taxa de deformacao . Caso contrario, ou seja, quando essa de-
pendéncia é nao-linear o fluido é chamado de fluido nao-newtoniano.

Entre os fluidos nao-newtonianos, o comportamento dos fluidos
viscopldsticos é caracterizado quando uma tensao significante é apli-
cada no material antes que ele comece a fluir como um liquido (efeito
pasta de dente), essa tensao critica é conhecida como tensdao limite
do escoamento. Se a tensao aplicada é menor do que a tensao corres-
pondente a plasticidade limite entao o material se comporta como um
sélido. Uma vez que a plasticidade limite é excedida, o material pode
fluir como um fluido newtoniano. Ao contrario dos materiais vis-
coelasticos, materiais viscopldsticos ndo possuem memoria, ou seja,
deformacoes plasticas sao deformagoes irreversiveis e permanentes so-
fridas por um corpo sob tensao (figura 6.1).

Fluidos nao-newtonianos sao estudados extensivamente em dina-
mica dos fluidos computacional, e o estudo deles é conhecido como
reologia [128]. Nessa se¢@o, vamos mostrar os recentes avangos de
Paiva et al. [130, 133, 134, 135] na simulagao de materiais viscoplés-
ticos através de uma versao SPH baseada na formulacao fisica de
fluido newtoniano generalizado proposta por Mendes et al. [111].
Neste livro vamos estudar apenas simulacao de objetos viscoplasticos,
o leitor interessado em simular fluidos viscoelasticos usando SPH pode
consultar Clavet et al. [27].
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Figura 6.1: Comportamento de um material viscoplastico.

6.1.2 Fluido newtoniano generalizado

No modelo fisico de fluido newtoniano generalizado, para cada parti-
cula i do sistema, o tensor extra-tensao T; é representado matemati-
camente da seguinte forma:

T; =2u(D;)D;, com D; = [trago (D) (6.1)

w0y = -el-(+ D) (274 5). (62)

onde o tensor D; é dado pela equagdo (3.22).
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Essa formulagdo modela a viscosidade do fluido g como uma
funcao nao-linear em termos da intensidade da taxa de deformagao D;
(figura 6.2), sendo inversamente proporcional & tensdo de deformagéo
aplicada ao material. A funcdo da viscosidade p depende apenas
de dois parametros reolégicos: o indice de comportamento do esco-
amento n e o termo J, conhecido como jump number. A grande
vantagem dessa formulagao é a representacao de varios parametros
reoldgicos, tais como a tensao limite do escoamento e o indice de
consisténcia, de forma concisa através do parametro J.

160 T T T T

=15 ——
=150

120 | 4

100 | 4

Viscosidade

.t

0 005 015 02 025

01
Intensidade da taxa de deformagéo

Figura 6.2: Gréfico da funcao de viscosidade baseada no modelo de
fluido newtoniano generalizado.

A viscosidade do fluido é controlada da seguinte forma pela cons-
tante J, ou seja, quanto maior for o valor de J maior serd a visco-
sidade (figura 6.3). Note que, na figura 6.2 quando J = 15 o fluido
possui um comportamento newtoniano. Para simular o comporta-
mento viscoplastico de um fluido o valor de n deve ser entre 0 e 1,
logo em nossas simulagoes fixamos n = 0.5. Ao contrario dos métodos
anteriores de simulacao de materiais viscoplasticos baseados em mo-
delos fisicos da mecénica do continuo [124, 79] a versatilidade da for-
mulagao de fluido newtoniano generalizado nos permite representar
um s6lido como um fluido nao-newtoniano de alta viscosidade.



Cap. 6: Aplicagées 139

Figura 6.3: Variacoes da viscosidade de um fluido viscopléstico ini-
cializado em uma esfera com 1200 particulas. Acima, reduzimos a
viscosidade do fluido usando J = 15 e abaixo aumentamos a viscosi-
dade com J = 150.

6.1.3 Aproximacao SPH do tensor extra-tensao

O célculo da aproximagdo SPH do tensor extra-tensdo conforme a
equagdo (6.1), necessita de uma etapa preliminar através do célculo
da aproximagao SPH do tensor do campo de velocidade em cada
particula i, ou seja, da matriz jacobiana Vv;. Utilizando a apro-
ximagao SPH do gradiente (2.18) em cada coeficiente (k,l) da matriz
jacobiana Vv;, segue que:

%:Zﬂ(vi—v}c)% (6.3)

Apés o calculo do tensor D, a viscosidade pu; atribuida a uma
particula i é entdo calculada através da fungao (6.2) e em seguida o
tensor extra-tensao T; é atualizado de acordo com a equagao (6.1).
Finalmente, o termo viscoso da equagao do momento (3.34) pode ser
calculado utilizando a aproximacgao SPH do divergente (2.22):

i J

1 T, T,

JEV;
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(a) Temperatura inicial. (b) 430 iteracdes.

(c) 1100 iteragdes. (d) 3500 iteragoes.

Figura 6.4: Temperatura das 10188 particulas do modelo Stanford
Bunny: as particulas com cores escuras estao abaixo do ponto de
fusdo, e assim permanecem solidas.

6.1.4 Transicao de fase

A simulagao de objetos que derretem e solidificam é uma tarefa deli-
cada, pois é necessaria a variacao da viscosidade durante a transicao
de fase, de acordo com as propriedades do material. Em particular,
nessa segao concentraremos na transicao induzida pela temperatura
entre as fases sélida e liquida. Essa transicao é modelada através
da variacdo da viscosidade em funcdo da variagdo da temperatura
de cada particula de fluido. A variacao temporal da temperatura
é determinada através da equacao do calor. Essa equacao descreve
o comportamento fisico da difusao térmica de um material, transfe-
rindo energia térmica de uma regiao de alta temperatura para uma
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regiao de baixa temperatura. A equacgao do calor é descrita, na forma
lagrangeana, através da temperatura T e do coeficiente de difusao
térmica k, da seguinte maneira:

DT 9
DL = kV-T. (6.4)
No derretimento, a temperatura de algumas partes do objeto au-
menta até alcangar o seu ponto de fusao no qual o objeto se torna
liquido (figura 6.4). Nos escoamentos de lava, a temperatura pode
decrescer abaixo do seu ponto de fusao fazendo com que ela se soli-
difique e altere a topologia do terreno inicial. Em ambos os casos,
0 jump number J decresce com a temperatura. Essa dependéncia é
aproximada conforme a combinagao linear:

T - Tmzn

T)=(1- max min = .
J(T) =1 —u)Imaz + uJ, com wu T T

Perceba que a funcao de viscosidade equagio (6.2) decresce quando
a temperatura aumenta e vice—versa. Em nossas simulacoes, assumi-
mos que os objetos sao homogéneos, isto é, possuem um coeficiente
de difusao térmica constante.

Aproximacao SPH da equagao do calor

A equagao do calor (6.4), que governa a transi¢ao entre as fases sélida
e liquida, requer uma aproximagao por particulas do laplaciano da
temperatura V27;. Para particula i, as derivadas de segunda ordem
podem ser aproximadas utilizando a convolu¢ao SPH usual dada pela
aproximacao do laplaciano (2.23). Dali, segue que:

v = Y Mnviw,. (6.5)
jev; Py

Porém, a equagéo (6.5) possui algumas desvantagens além da sen-
sibilidade & desordem de particulas. Primeiro, a transferéncia de calor
de uma particula ¢ para uma particula j pode ser positiva ou negativa
devido & mudanga de sinal da derivada de segunda ordem do ntcleo
(figura 2.3). Por outro lado, a fisica nos diz que uma particula quente
deve transferir calor para uma particula fria sem se importar de que
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maneira é feita a separacdo delas. Segundo, essa expressao nao re-
sulta em conservacao de energia térmica em um processo adiabatico.
Para evitar esses problemas, Miiller et al. [123] adicionaram em
seu modelo um nucleo com derivada de segunda ordem positiva ex-
clusivo para o operador laplaciano. Observamos entretanto que, além
desse modelo nao ser correto do ponto de vista conceitual, ele também
introduz mais avaliagoes no sistema. Por essas razoes, usamos uma
aproximagao do operador laplaciano que envolve apenas derivadas de
primeira ordem conforme a aproximacao SPH do laplaciano (2.30):

, i VWi
v =23 (1 -1y B (6.6)
jev, Pi Tl

Devido ao fato de x;;.V;W;; <0, a equagao acima tem a propriedade
de que se T; > T}, entao o fluxo de calor serd realizado da particula
¢ para j e vice-versa.

6.1.5 Exemplos

O método descrito nessa secao foi utilizado com o objetivo de simular
fenomenos fisicos complexos. Os resultados que apresentaremos a se-
guir, respeitam a intuigao fisica dos processos de deformacao plastica,
derretimento de objetos sélidos e escoamento de lava. A estabilidade
numérica do SPH aparece claramente na figura 6.5, onde a cabeca
do modelo Gargoyle permanece bem definida mesmo quando o mo-
delo estd quase completamente derretido. Nesse caso, todas as 6976
particulas iniciam com a temperatura acima do ponto de fusao.

(a) 20 iter. (b) 550 iter. (c) 780 iter. (d) 1320 iter.

Figura 6.5: Escoamento do modelo Gargoyle totalmente liquido.
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A figura 6.6 mostra o derretimento do modelo Stanford Bunny
com 10188 particulas. A simulag@o é inicializada com um gradiente
linear de temperatura tal que a orelhas derretem enquanto o resto do
corpo permanece frio e sélido.

Figura 6.6: Evolucao da superficie livre da simulagao de derretimento
do modelo Stanford Bunny, iniciando frio na base e quente no topo
do modelo, com 0, 400, 800, 1200, 1800 e 4000 iteracoes.
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Figura 6.7: Colisao de uma esfera metalica contra uma parede
pléastica: apds 0, 1300, 1500 e 2000 iteragoes.

O controle eficiente da viscosidade através da formulacao de flui-
dos newtonianos generalizados permite resultados visualmente rea-
listas. Essa formulagao além de permitir simulagoes de fluidos vis-
coplésticos, também possibilita a simulacao de objetos sélidos que
sofrem deformacoes. A figura 6.7 mostra a simulacdo do impacto de
uma esfera de metal contra uma parede plastica. Note que, momen-
tos antes da esfera perfurar a parede, a energia dissipada pelo choque
da esfera produz uma grande deformagao no material.

No exemplo da figura 6.8, criamos um objeto viscoplastico a par-
tir da superficie implicita conhecida como chair discretizado 7000
particulas e simulamos a sua interacao com um objeto complexo
representado pelo esqueleto de uma mao com 2351 triangulos. O
método além de capturar muito bem os efeitos viscosos do material,
permite que o objeto sofra grandes mudangas topoldgicas sem con-
trole explicito de sua superficie livre. Observe que, mesmo apds quase
todo material escorrer entre os dedos e tocar o chao, parte dele fica
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agarrado no esqueleto. A interacdo entre essa fronteira rigida e o ma-
terial viscoplastico é feita geometricamente gragas ao teste de colisdao
discutido no capitulo 4.

O exemplo illustrado pela figura 6.9, exibe com fidelidade a mor-
fologia vista em escoamentos reais de lava tais como o espalhamento
da frente de lava na auséncia de solidificacdo e o desenvolvimento
de complexas e assimétricas estruturas em forma de dedos conheci-
das como lobos. A formagao dessas estruturas se deve a influéncia
da topografia do terreno no escoamento da lava reproduzida gragas
novamente ao uso do teste de colisao.

(a) Objeto inicial. (b) 600 iteragdes. (c) 1400 iteragoes.

(d) 2800 iteragdes. (e) 6000 iteragoes. (f) 19000 iteragoes.

Figura 6.8: Superficie chair modelada como um material vis-
copléstico, interagindo com um objeto solido complexo representado
pelo esqueleto de uma mao.
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(a) 6169 iteragoes. (b) 8649 iteragdes.
(c) 10329 iteragoes. (d) 18969 iteragoes.
(e) 30909 iteracdes. (f) 41909 iteracdes.

Figura 6.9: Escoamento de lava em um terreno virtual.
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6.2 Decomposicao de campos vetoriais

A crescente quantidade de vetores gerados por simulacoes, devido ao
aumento de processamento dos computadores, torna a tarefa de visu-
alizagao um problema delicado, o que é muito bem descrito por Hel-
man e Hesselink [67]. A representacdo de dados por técnicas padroes
como identificar através de uma seta todo vetor em um campo ve-
torial ou linhas integrais pode nao ser muito informativa: visualizar
milhoes de setas ou linha integrais pode ser bastante confuso.

Existem duas possibilidades para evitar esse problema. A pri-
meira, proposta por Helman e Hesselink [67], é enfatizar a topologia
do campo vetorial [22, 164].

Calcular as localizagoes de feicoes caracteristicas de um campo e
somente mostrar essas caracteristicas usando linhas, pontos ou qual-
quer objeto grafico apropriado, é a segunda possibilidade. Isso é
chamado de wvisualizacao baseada em feicoes. A visualizagdo base-
ada em feigoes é de extrema importancia para a interpretacao do
campo vetorial por engenheiros e cientistas. Por exemplo, como o
comportamento do escoamento de um fluido ao redor de um corpo
rigido movendo-se é responséavel pela resisténcia aerodinamica. Essas
feicoes de um campo vetorial podem ser obtidas usando a equagao
de Poisson (capitulo 5) para determinar uma decomposi¢do ortogo-
nal do campo. Essa decomposi¢ao é chamada de decomposicdo de
Helmholtz-Hodge e sera obtida nesse capitulo.

6.2.1 Decomposicao de Helmholtz-Hodge

A decomposicao de Helmholtz-Hodge é aplicdvel em vérias areas da
computagao grafica, tais como a deteccao de vortices nas imagens
do escoamento de um fluido em torno do protétipo aerodinamico de
carros e avides [162] e na estimativa de movimento dos tornados em
campos de imagens de satélite [33].

Tradicionalmente, solugoes numéricas dessa decomposicao sao ob-
tidas por métodos que utilizam malhas, entre eles, diferencas finitas
e elementos finitos. No entanto, esses métodos nao sao adequados
para lidar com a amostragem de ponto-vetores sem nenhuma co-
nexao explicita entre eles ou com simulagoes usando particulas. Nesse
caso, métodos baseados em malhas exigiriam a trabalhosa tarefa de
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geracao de mapas topoldgicos. O propdsito dessa sessido é apresentar
uma nova técnica usando o método SPH para obter a decomposigao
de Helmholtz-Hodge [138] ; chamaremos o nosso algoritmo, simples-
mente, de método SPH-HH.

A decomposigao de Helmholtz-Hodge diz que qualquer campo ve-
torial, definido em uma regido simplesmente conexa, pode ser de-
composto como soma de trés componentes: uma componente com
rotacional nulo, outra componente com divergente nulo e uma iltima
componente com laplaciano nulo (figura 6.10).

AN NS N
/'\ /"\ NP

V X¥ h

Figura 6.10: Decomposicao de Helmholtz-Hodge para um campo ve-
torial.

Pela decomposicao de Helmholtz-Hodge, um campo vetorial v
pode ser decomposto em trés componentes

v=d+r+h, (6.7)

onde a componente d é um um campo vetorial irrotacional, r é um
campo vetorial solenoidal e h é um campo vetorial harmonico.

Vxd = 0
Vr = 0
V’h = 0

Vale lembrar que um campo vetorial harmoénico tem rotacional e di-
vergente nulos.

Essa decomposicao pode ser obtida através de um potencial esca-
lar ¢ e um potencial vetorial ¥ com as seguintes propriedades.

d = Vo
r = VxW¥
h = v—-d-r
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Para campos vetoriais bi-dimensionais, porém, a decomposi¢ao
requer uma defini¢ao introduzida por Polthier e Preuss [139]. Seja J
um operador em campos vetoriais definido como a rotagao de 90° no
sentido horario

J(v) =J(v1,v2) = (v2, —v1) . (6.8)

A decomposicao de Helmholtz-Hodge bi-dimensional em um campo
vetorial é dada por

v=Ve+J(Vy)+h. (6.9)

onde a componente solenoidal é obtida aplicando o operador J sobre
o gradiente de um potencial escalar 1. A figura 6.11 ilustra a decom-
posicao de Helmholtz-Hodge para um campo vetorial bi-dimensional.

Figura 6.11: Decomposicao de Helmholtz-Hodge obtida pelo método
SPH-HH. Da esquerda para a direita: um campo vetorial e suas com-
ponentes irrotacional, solenoidal e harmoénica. A visualizagao é dada
pelo LIC com algumas linhas de fluxo.

O rotacional, em coordenadas cartesianas tri-dimensionais, é de-
finido por

VXVVX(Ul,UQ,U3)< —_—— = —

onde v; = v; (z,y,2). No espago bi-dimensional, onde v; = v; (x,¥),
é conveniente defini-lo como a funcgao de valor real

VXVZVX(Ul,UQ):i—i.
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Contudo, pela definicdo do operador J, o rotacional bi-dimensional
pode ser reescrito como

8’1}2 67}1

Vxv o= Vxlnw) =505,

= V() (6.10)
= V. (J(v1,v2))
= (V- J)v

Portanto, com as defini¢oes e notagoes adotadas para o caso bidi-
mensional, as componentes da decomposigao ainda retém as proprie-
dades:

1. d = Vg é um campo irrotacional

Vx(Ve) = (V-J)(Vy)

_ dp ¢
=V (ﬁy’ 835)

Do Py
Ooxdy  Jydx

= 0

2. r = J (V) é um campo com divergente nulo
o
(5 a)
oY oY
v (-55)

R
Oxdy  O0x0y

V- (J (Vi)

= 0
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3. h é um campo com divergente e rotacional nulos

V-h=(V-J)h=0

Consequentemente, valem as seguintes igualdades

V-v = V-(Vyp) + V-(J(Vy)) + V-h
= V- (V) + 0 + 0
= V2o

(V- D)yv = V- (J(Vy)) + V- (J(J(VY)) + V-(Jh)
=0 + V- (=Vy) — Vxh
=0 V2 -0
= - V%

Essas propriedades levam ao seguinte sistema de equacoes de Poisson

V.-v = V?%
7 (6.11)
(V-J)v = -V
onde o0s potenciais ¢ e ¥ (equagdes (6.9)) sdo solugoes desse sistema.
Em dominios fechados, a unicidade dos potenciais ¢ e 1) é garan-
tida adicionando ao sistema acima as condigoes de fronteira:

¢ oy
n =0, n =0, (6.12)
onde n é a normal na fronteira.

O sistema 6.11 sera utilizado para obter as componentes irrota-
cional d = Vy e solenoidal r = J (V%) do campo vetorial v dadas,
respectivamente, pelos potenciais ¢ e 1. Cada equagao nesse sistema
pode ser resolvida independentemente (se¢do 5.3). No que se se-
gue, destacamos os principais passos da decomposicao de Helmholtz-
Hodge usando o método SPH-HH.
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&t

Figura 6.12: Decomposicao de Helmholtz-Hodge obtida pelo método
SPH-HH. Um campo vetorial v (coluna da esquerda) é decomposto
em uma componente irrotacional d (coluna do meio) e uma compo-
nente solenoidal r (coluna da direita). Podemos ver o campo vetorial
em algumas das 18221 amostrar (topo) e o mapa de cores associado
a magnitude do campo com alguma linhas integrais (base).

6.2.2 Algoritmo SPH de decomposigao
Definicao das particulas

Seja V = {vq,va, -+ ,v,} um campo vetorial discreto definido em
Q C R?, onde v; = v (x;) com x; € Q. Cada vetor v; é associado
com uma particula SPH indexada por i e posicionada em x;. O
atributo massa ¢é definido constante em todas as particulas, dado por
m = Y2 com Vo = Volume (Q2). Finalmente, a densidade em cada
particula i é calculada diretamente da aproximacao SPH para uma

funcao (equagao 2.13):
pi = ijWh(xi -X;) .
J

A coluna da esquerda na figura 6.12 mostra um campo vetorial
sintético representado por 493 vetores.
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Condicao de fronteira

As condigoes de fronteira (equagdo (6.12)) sao diretamente incorpo-

radas no sistema. Dada uma particula i, que dista menos de % %
\ pi

da fronteira. Ao invés de substituir uma das equagoes de Poisson
(equagao 6.11) pela respectiva condicao de fronteira (equagao 6.12),
a qual deve ser considerada apenas em particulas ezatamente na fron-
teira, adiciona-se ao lado direito da equagao de Poisson o termo nulo
dado pela condicao de fronteira, o que leva a uma transicdo mais
suave. Por exemplo, para o potencial ¢, em uma dada particula ¢
préxima a fronteira, o lado esquerdo da equagao de Poisson discreti-
zada pelos operadores SPH nessa particula é substituida por

32" (¢ — ) Fxig) + > 2 (¢ — ¢0) ViWij - my,
J p‘] j pJ

V2¢ V=0

onde a normal n; é dada por uma média das normais vizinhas na
fronteira.

Inconsisténcia de particulas na fronteira

Como discutimos anteriormente, em particulas préximas a fronteira
do dominio, os operadores SPH podem obter aproximagoes imprecisas
devido a falta de particulas em diregoes especificas. Para contornar
essa deficiéncia na aproximagao usa-se particulas virtuais, conheci-
das como particulas fantasmas. As particulas fantasmas sao criadas
préximas a fronteira do dominio, do lado externo, usando a mesma
amostragem por disco de Poisson [43].

Como vimos no capitulo 4, qualquer atributo nas particulas fan-
tasmas podem ser definidos pela seguinte aproximagao SPH

Vi) P
Ay =5V 7 (6.13)

JEV (i)

onde a soma ocorre somente sobre as particulas originais vizinhas de
uma particula fantasma.
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A figura 6.13 mostra um exemplo da geragdo das particulas fan-
tasmas (a) e ilustra a extens@io de um campo vetorial v em uma
particula fantasma (b).

(a) Particulas (b) Campo vetorial

Figura 6.13: A geragado das particulas fantasmas no método SPH-HH
evita a aproximagao imprecisa em particulas proximas a fronteira.

Para evitar que as particulas fantasmas incluam uma equagao
extra no sistema linear obtido pela discretizacdo SPH da equacao
de Poisson (equagdes (5.9)), o que evita a aproximacao de derivadas
em suas posicoes, utiliza-se a aproximagao (6.13) para representar o
potencial de uma particula fantasma da seguinte maneira. Dada uma
particula ¢, quando uma particula vizinha j é uma particula fantasma,
entdo o potencial ¢;, na aproximacao do laplaciano (equacdo 5.7) é
substituido por

m
> Lo
w Pk
m
£y,
5 Pk

onde a soma ocorre somente sobre as particulas originais.
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Componente irrotacional

A componente de rotacdo nula d é obtida pelo gradiente SPH do
potencial ¢ dado pela equagao de Poisson

Vip=V-v,

incluindo a compensagao nas particulas proximas a fronteira discutida
acima.

Resolvendo a equacao de Poisson SPH, incluindo a condicao de
fronteira Vo - n = 0, obtemos o potencial ¢. Finalmente, a com-
ponente irrotacional é obtido aplicando o operador gradiente SPH
(equagao (2.18)):

ms
d; =V =Y~ (p; —9i) VWi (6.14)

j J

A coluna do meio na figura 6.12 mostra a componente irrotaci-
onal obtida pelo método SPH-HH de um campo vetorial sintético
representado por 493 vetores.

Componente solenoidal

A componente de divergente nula é obtida da mesma maneira que a
componente irrotacional. Primeiro a equagao de Poisson associada
ao potencial

V21/} = 7(v ’ J)V,

é resolvida incluindo a condicao de fronteira g—ﬁ = 0. Entao, utiliza-se

o operador gradiente SPH (equagdo (2.18))

Vi, = Z %] (5 — i) VWi,
J

para calcular a componente solenoidal r; = J(V1);), aplicando o
operador de rotagao J (equagao 6.8) em Vi), .

A coluna da direita na figura 6.12 mostra a componente solenoidal
obtida pelo método SPH-HH de um campo vetorial sintético repre-
sentado por 493 vetores.
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(a) Campo vetorial (b) Componentes: d +r (¢) Componente h

Figura 6.14: O método SPH-HH revela as componentes solenoidal
r = J (Vi) e irrotacional d = V¢ do campo vetorial 2D (esquerda)
mesmo com uma componente harmoénica h de magnitude maior do
que as demais componentes, 10 max(|r[,[|d]|) (visualizagao de £ das
amostras).

Componente harmonica

Ap6s calcular as componentes irrotacional e solenoidal, a componente
harmonica é simplesmente determinada por

h=v-d-r.

Por exemplo, o campo sintético ilustrado na figura 6.14(a) foi
construido analiticamente como a soma de trés campos: um campo
de rotagao nula, outro com divergente nulo e um campo harmoénico
constante, porém com ordem de magnitude muito maior do que os de-
mais campos. A figura 6.14(b) mostra a soma das componentes irro-
tacional e solenoidal obtidas pelo método SPH-HH, e a figura 6.14(c)
mostra o campo harmonico, o qual é obtido consistentemente com a
componente harmoénica analitica.
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6.2.3 Deteccao automatica de feigoes

A visualizagao baseada em fei¢des é de extrema importancia para a
interpretacao do campo vetorial por engenheiros e cientistas. Por
exemplo, como o comportamento do escoamento de um fluido ao re-
dor de um corpo rigido em movimento influencia a sua resisténcia
aerodindmica, experimentos desse tipo em dinamica dos fluidos sao
importantes para determinar o formato de carros e avioes. Por exem-
plo, no caso das aeronaves, os vértices sao fundamentais para a ca-
pacidade de elevagao (figura 6.15).

A decomposicao de Helmholtz-Hodge é particularmente interes-
sante para obter as feicoes de um campo vetorial. Em particular, no
caso bi-dimensional, ambas as componentes sao dadas por potenciais
escalares. As singularidades de cada potencial, i.e., os pontos onde
alguma componente é nula, sao obtidas automaticamente no método
SPH-HH, dadas pelas localizacGes das particulas que alcangcam um
minimo ou um méaximo local em um dos potenciais ¢ or .

Figura 6.15: O método SPH-HH detecta os vortices em um campo
vetorial discreto com 6.400 particulas obtido em uma simulagao de
escoamento incompressivel.
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Figura 6.16: As singularidades de cada componente sdo obtidas au-
tomaticamente pelo método SPH-HH dados pelos pontos criticos dos
potenciais p e 1. O campo é visualizado em todas as 5.001 particulas.

As singularidades da componente irrotacional d = V¢ sdo centros
de sorvedouros (respectivamente fontes) para os maximos (respecti-
vamente minimos) de ¢ (figura 6.16). Para a componente solenoidal,
r = J(Vi), as singularidades sdo os centros de vértices no sentido
hordrio (respectivamente anti-hordrio) para os minimos (respectiva-
mente maximos) de 1.

Em seguida, estuda-se a decomposicao SPH-HH em regices nao
simplesmente conexas. A figura 6.17 mostra um campo vetorial ob-
tido na simulacao da interagao entre um corpo rigido e um fluido
usando um método de elementos finitos com dominios ficticios base-
ado em um multiplicador de Lagrange [38]. A decomposigao detecta
os centros de vértices mesmo com a fronteira do corpo rigido.

A figura 6.18 mostra a decomposi¢ao de um campo turbulento
ao redor de um objeto rigido [18], onde uma componente que circula
o buraco é artificialmente incluida. Na figura da esquerda o campo



Cap. 6: Aplicagées 159

AX
X

yaAAR

A ERCRK R

“n
N
CRRK
XX

N

AP
MGG EaeSSS
Mt GaaaaaeeaS S 4

Figura 6.17: O método SPH-HH obtém a decomposi¢ao de um campo
vetorial definidos em dominios com fronteiras complexas , represen-
tado por 3.216 particulas.

vetorial normalizado com as feigoes detectadas pelo método SPH-
HH é ilustrado. A componente solenoidal e a componente harmonica
sao ilustradas, respectivamente, no centro e na direita. O campo
harmoénico nao-trivial obtido pelo método circula o buraco, o que é
caracteristico de tais topologias.

Figura 6.18: A decomposi¢cdo SPH-HH de um campo turbulento ao
redor de um objeto rigido, amostrado por 23.267 particulas.
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6.3 Fluidos bifasicos

Existem varios trabalhos utilizando o método SPH para simular flui-
dos bifésicos. Nos trabalhos de Tartakovisky e Meakin [158] e Cola-
grossi e Landrini [29] ambas as fases sdo discretizadas usando SPH e
a pressao ¢ definida por uma equacao do estado. Varias modificagoes
sdo propostas nesses trabalhos a fim evitar que os campos de veloci-
dade obtidos durante a simulagdo comprometam o resultado, pois a
condigao de incompressibilidade (V - v = 0) pode néo ser verificada.

Existem também métodos hibridos, combinandos métodos sem
malha com outros métodos para simular fluidos bifdsicos. Liu et al.
[96] desenvolveram um método hibrido de particulas-malha, onde a
fase mais densa é representada por particulas (método moving parti-
cle semi-implicit [81]), enquanto uma malha discretiza o fluido menos
denso (método volume-of-fluid [69]). Um método hibrido utilizando
o método SPH é apresentado por Paiva [130], onde a pressao é de-
termina sobre uma grade e entao interpolada para as particulas que
discretizam apenas uma das fases do escoamento bifésico.

O método apresentado nessa se¢ao, discretiza as duas fases usando
SPH e faz uso da solugdo do método da projegao SPH (capitulo 5)
para simular o escoamento de tal forma que a condigao de incompres-
sibilidade para o campo de velocidade obtido seja garantida. Peque-
nas modificagoes foram feitas ao algoritmo apresentado na segao 5.4,
adaptando-o a simulacoes de fluidos bi-fasicos. No que segue, os
principais passos no algoritmo sao brevemente apresentados com as
modificagoes propostas.

6.3.1 Algoritmo SPH

A configuragao inicial em uma simulagao de fluidos bi-fasicos é dada
da seguinte forma: inicialmente, todo o dominio é discretizado por
particulas seguindo uma distribui¢do de disco de Poisson [43]. Em
seguida, as particulas sdo divididas em dois conjuntos (as duas fases
da simulac@o) de acordo com a sua posigao inicial. Por tdltimo, os
atributos de uma particula sdo definidos de acordo com a fase ao
qual ela pertence. Outros detalhes intrinsecos da aplicagao a fluidos
bifasicos serao descritos adiante.
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Campo de velocidade intermediario

No primeiro passo, um campo de velocidade intermediario v* é obtido
pela equagdo do momento (equagao (5.1)), sem o termo da pressao.
A aproximagao para o termo viscoso proposto por Morris et al [120]
é utilizada, e a integragao numérica é calculada utilizando o método
explicito de Euler (se¢@o 5.4). Assim, o campo v* em uma particula
1 € obtido pela seguinte expressao

(i + pg) v XEjViVVij
=vi+ Atz e : (6.15)

onde At é a discretizacdo temporal. O super-indice ¢ indica que as
varidveis sdo expressas no tempo t. A restricdo ao campo de velo-
cidade v* = 0 na fronteira do dominio 62 é aplicada utilizando o
conceito de camada-limite (capitulos 4 e 5).

Projecao no espago de divergéncia livre

A projecao no sub-espago de divergéncia nula do campo de velocidade
v* define novos campos de velocidade e pressao A pressao p é obtida
pela solugao da equacao da seguinte equagao de Poisson

o (l) - Lo -

0
com a condi¢cao de Neumann P _ 0 na fronteira do dominio 2.

on

A discretizagdo dessa equacao de Poisson é obtida fazendo

(V-v*), = Z " (V*j - V*i) VWi
J

Pj

mj (ki +kj) (pi —pj
V- (kVp) = Z ,0]( j22( ) (xij) ViWij .
~ pj
j

ij
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Cleary e Monaghan [28] propdem substituir

Akik;

ki +k; —_—
+ j—}ki—FkJ‘

no caso da varidavel k ter uma descontinuidade. Em escoamentos
bifésicos, a varidvel k = p~! pode ser descontinua em algumas regides,
como, por exemplo, na interface entre os dois fluidos, onde a densi-
dade é descontinua. Portanto, reescrevemos o laplaciano como

1 m; 4 X
V- Vp)> — J( >p~”V4W~, 6.17
< <P ; ij pitpi) g Y (6.17)

% j i

onde p;j = p; — pj.

Ao invés de substituir a equagao de Poisson (equacido (6.16)) pela
condicao de Neumann n - Vp = 0, para a qual deve-se considerar a
particula exatamente na fronteira, utiliza-se o conceito de particulas
fantasmas, o qual estende-se o dominio, acrescentando particulas fora
da fronteira (capitulos 4 e 5).

O novo campo de velocidade é obtido utilizando a pressao calcu-
lada através da equagao de Poisson

vith=v*, — At <1Vp> : (6.18)
P

onde o gradiente da pressao é dado pelo operador SPH
1 1 m;
<Vp) == L (pj—pi) ViWy;.
p i Pi F P

Dessa forma, o campo de velocidade obtido obedece a condicao de
incompressibilidade (V - v = 0).

Por dltimo, obtemos as novas posigoes para as particulas, fazendo:

vt+1 + vt

xitl = xt + At 3
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O seguinte pseudo-cédigo destaca as principais etapas durante a
simulacao das equagoes de Navier-Stokes, na qual utiliza-se o método
da projecao:

Algoritmo 1 Método da Projecao SPH
1: for i = 1 ton do

1 t
vi=vi+ At <V2v>
P

i

N

end for

for i =1tondo
CamadaLimite(v})

end for

for i =1tondo

V). 1
Resolver o sistema: M = <V- <pr>>

9: end for
10: for i = 1 to n do

1
1 vitl=vi— At <Vp>
p

12: end for
13: for i = 1 to n do

4 xiTh=xt 4+ At (

15: end for

(3

vi+ V§+1
2
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6.3.2 Resultados
Instabilidades de Rayleigh-Taylor

(a) config. inicial (b) tempo: 2 segs (c) tempo: 4 segs (d) tempo: 6 segs

Figura 6.19: Instabilidades de Rayleigh-Taylor sao criadas quando o
fluido mais denso é acelerado para dentro do fluido menos denso.

Nesse exemplo, a instabilidade de Rayleigh- Taylor é simulada pelo
método SPH. A instabilidade de Rayleigh-Taylor ocorre quando um
fluido é acelerado dentro de outro fluido menos denso. Em nossa
simulagao isso ocorre quando um fluido de maior densidade é colocado
sobre um fluido menos denso e um campo gravitacional é criado.

Uma das grandes vantagens do método SPH sobre os demais
métodos com malhas é vista nesse exemplo. A interface entre dois
diferentes fluidos é facilmente captada pelo método e pode ser visu-
alizada durante toda a simulagao, sem nenhum esforgo adicional.

A dinamica da instabilidade é vista na figura 6.19, onde um fluido
mais denso (escuro) tem densidade duas vezes maior do que o fluido
menos denso (claro).

O dominio Q = [-0,5;0,5] x [—1;1] é representado por 12.400
particulas, cujas posigoes iniciais foram definidas pela distribuicao
do disco de Poisson. A interface entre os dois fluidos é inicialmente
dada pela fungao y = —0, 15sen(mz).
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(a) 3 segundos (b) 5 segundos

Figura 6.20: Linhas integrais obtidas a partir do campo de velocidade
do escoamento. Ao lado, as particulas de apenas uma das fases do
escoamento bi-fasico é ilustrada, o fluido mais denso.

O fluido menos denso (densidade igual a 1,0) é representado por
6.200 particulas com massa 0,000385, enquanto que o fluido com
a densidade duas vezes maior é representado por 6.200 particulas
com massa 0,00077. Outros parametros definidos para a simulagao
dessa instabilidade sao: a gravidade, de magnitude 1, 0; a viscosidade
1 =0,0118 e passo de tempo At = 0,001.

No método proposto, um campo de pressoes é calculado através de
uma equacao de Poisson, em cada instante de tempo. Dai, um campo
de velocidade é obtido durante toda a simulagao tendo divergéncia
nula, garantindo a incompressibilidade do escoamento.

A figura 6.20 ilustra uma nova simulagao da instabilidade de
Rayleigh-Taylor, dessa vez com a superficie entre os fluidos definida
por y = —0,15sen(27x). Os outros pardmetros da simula¢io sdo os
mesmos da simulacdo anterior. As particulas que discretizam ape-
nas uma das fases do escoamento bi-fisico (o fluido mais denso) sao
ilustradas ao lado de algumas linhas integrais obtidas pela integragao
de um ponto ao longo do campo de velocidade calculado durante o
escoamento nos instantes de tempo dois e cinco segundos (tempo real
de simulagao) [86].
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Imersao de uma gota

(a) config. inicial (b) 2 segundos (c) 4 segundos (d) 6 segundos

Figura 6.21: A dindmica de uma gota: um fluido mais denso contém
em seu interior uma gota de um fluido mais leve. O empuxo agindo
na gota gera um movimento da mesma em direcao ao topo do fluido
mais denso. A configuracdo inicial e o resultado apés 6 segundos de
simulagdo (tempo real) sao ilustrados.

O préximo exemplo simula a dindmica de wma gota fluindo em
direcao ao topo de um fluido mais denso. Quando um fluido contém
em seu interior uma gota de um fluido menos denso, a gota fica sujeita
a uma forca de empuxo, fazendo com que ela suba até a superficie
(figura 6.21).

Na simulagao, a densidade do fluido mais pesado é duas vezes a
densidade do fluido mais leve (gota). A gota é discretizada por 547
particulas e o fluido mais denso por 9.873 particulas. A viscosidade
do fluido e outros parametros da simulacao sao: a gravidade, de
magnitude 1; a viscosidade g = 0,0118 e passo de tempo At = 0,001.

Quando uma gota de um fluido é mergulhada em um fluido mais
pesado, devido a diferenca de densidade, a pressao calculada pelo
método da projecao através da equacao de Poisson resulta em uma
forca de empuxo que age sobre a gota criando um movimento em
diregdo ao topo do fluido mais denso. A forma esférica da gota é
alterada para a forma de ferradura. Essa deformacao também é ob-
servada em experimentos reais.
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5 segundos

2 segundos

i
T 05 segundo

(a) Campo de velocidade na bolha (b) Linhas integrais

Figura 6.22: A figura da esquerda ilustra o campo de velocidade do
escoamento apenas nas particulas da gota de fluido menos denso, nos
instantes de tempo 0.5, 2 e 5 segundos. As particulas que representam
a gota nessa simulagao também sao visualizadas na figura da direita,
junto com algumas linhas integrais e a magnitude do campo.

Mais uma vez, pelo método da projecao SPH, um campo de ve-
locidade é obtido durante toda a simulagao tendo divergéncia nula,
através do cédlculo da pressao por uma equagao de Poisson. Garan-
tindo, portanto, a incompressibilidade do escoamento.

Na figura 6.22 o campo de velocidade do escoamento ¢ ilustrado.
Na figura da esquerda a velocidade nas particulas que discretizam a
bolha é ilustrada em alguns instantes de tempo. A figura da direita
ilustra algumas linhas integrais obtidas pela integragao de um ponto
inicial no campo de velocidade do escoamento no instante de tempo
5 segundos junto com o mapa de cores associado a magnitude da
velocidade e as particulas que representam a gota nessa simulagao.
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Instabilidades de Kelvin-Helmholtz

’%\g

10m

Figura 6.23: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre quando, por
exemplo, existe uma diferenga de velocidades na interface entre os
dois fluidos.

O ultimo problema simulado é conhecido como a instabilidade
de Kelvin-Helmholtz. A instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre
quando ha uma diferenca de velocidades na interface entre duas ca-
madas de fluidos, ndao necessariamente de densidades diferentes.

Em nossa simulagao, a instabilidade de Kelvin-Helmholtz é criada
pela seguinte situagdo: em um longo reservatério (comprimento 20
vezes maior que a altura), um fluido menos denso é sobreposto a
um fluido mais denso definindo uma interface plana entre os dois
fluidos. Quando o reservatorio é inclinado, fazendo com que o fluido
mais denso se movimente para o fundo do reservatério, enquanto
o fluido menos denso se movimente para o topo do reservatério, a
diferenca das velocidades nas camadas dos fluidos cria, na interface
dos fluidos, a instabilidade de Kelvin-Helmholtz. A figura 6.23 ilustra
o reservatoério e a configuragao inicial do problema.

Nessa simulagao, cada fluido é discretizado por 20.000 particulas
e a razao entre as densidades é 2. O angulo de inclinagao do re-
servatorio e outros parametros dessa simulagao sao: a gravidade, de
magnitude 1, 0; a viscosidade p = 0, 0118, passo de tempo At = 0,001
e inclinagao do reservatoério é de 30°.

Inclinando o reservatoério, quando a diferenca de velocidades na in-
terface entre os dois fluidos excede um valor, a instabilidade é criada.
A figura 6.24 ilustra a evolugao da instabilidade de Kelvin-Helmholtz
apds 10 segundos de simulac¢do (tempo real). O fluido menos denso,
porém, nao ¢ visualizado. Além disso, apenas a parte central do reser-
vatorio é ilustrada para uma melhor visualizagdo das instabilidades.
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(a) t = 10 segundos

(b) t = 11 segundos

(¢) t = 12 segundos

(d) t = 13 segundos

Figura 6.24: A instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre quando
existe uma diferenca de velocidade entre duas camadas de fluidos.
Quando essa diferenca da velocidade excede um valor em sua mag-
nitude, a instabilidade ocorre na interface entre essas duas camadas.
Esse perfil de velocidade é criado ao inclinar um reservatorio (figura
6.23) que contém um fluido mais denso sobreposto a um fluido me-
nos denso. A instabilidade criada nessa simulagao é ilustrada, onde
somente o fluido mais denso é visualizado.







Apéndice A

Nocoes elementares de
calculo diferencial
vetorial

Este apéndice coleta resultados bésicos de calculo diferencial & vérias
variaveis, na notacao usada neste livro. Serd visto apenas as de-
fini¢oes essenciais com as propriedades usadas no livro, e convidamos
os leitores a procurar livros de célculo [107, 17, 159] para uma abor-
dagem mais rigorosa.

Introduzimos os campos vetoriais no espago pois, exceto para o
operador rotacional, cobre o caso bi-dimensional. Para mais detalhes
sobre o rotacional no plano, referimos a secao sobre decomposicao de
campos vetoriais. Consideramos que os campos sao suficientemente
diferencidveis para validar as expressoes, o que na maioria dos casos
significa ser de classe pelo menos C? (permitindo assumir, pelo teo-
rema de Clairaut-Schwarz que % = aize)fz)' Consideramos também
que os dominios tém fecho compacto e sao simplesmente conexos, esta

ultima suposicao sendo mais delicada nas simulagoes.
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A.1 Campos vetoriais e operadores dife-
renciais

Campos escalares e vetoriais

O célculo basico estuda funcoes de um parametro, cujo dominio é ou
a linha real R ou um sub-dominio dela. Consideramos aqui fungoes
da posicao espacial, tendo mais de uma dimensao. Uma fungao sobre
tal dominio é chamada de campo escalar:

Definicao. Um campo escalar sobre ) € uma funcdo
f:Q—=R

Neste livro, olhamos casos onde €2 é R? ou R? ou um subconjunto
deles. Nesta definicao, a parte escalar se refere ao espago imagem R.
Exemplos fisicos de campos escalares sdo a pressdo ou a temperatura
do fluido.

Se um campo escalar associa ntimeros reais a pontos de R?, um
campo vetorial associa um vetor:

Definicao. Um campo vetorial é uma funcao
f:Q—-R3
onde Q) é um subconjunto de R?

Podemos interpretar o campo vetorial como 3 campos escalares
f1,2,3, que associam a um ponto cada componente do vetor

f(x)=fix)i+ fo(x)j+ fs(x)k,
onde usamos a base usual:
=
i =
ko=

)
)
)

O exemplo fisico mais usado neste livro é o campo de velocidade do
fluido.

1,0,
0,1,
0,0

)

= O O

)
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Derivacao de primeira ordem, matriz jacobiana

O proximo ponto é definir os operadores de derivagao nos campos
escalares e vetoriais. De fato, um campo escalar tem trés derivadas
parciais ( 8£ , gg , % ) e um campo vetorial, sendo essencialmente
trés campos escalares, tem nove derivadas parciais. Podemos agru-
par todas estas derivadas numa matriz 3 x 3, chamada de matriz
jacobiana:

Definigao. A matriz jacobiana de um campo vetorial £ = f1i+ foj +

fsk € a matriz
ofs  0fr Ofr
ox o Oz
oz 1o} Oz
ox dy Oz

Tem muitas combinacoes destas derivadas parciais que definem
operadores diferenciais, mas na prética, tem apenas trés operadores
diferenciais de primeira ordem interessantes do ponto de vista fisico
e geométrico: o gradiente, o divergente e o rotacional.

Operador gradiente e notagao V

Definigcao. O gradiente de um campo escalar f € o campo vetorial
grad f = azl-l- J+afk
Entao o gradiente é um operador

grad : campos escalares +—  campos vetoriais
fs  9f: @
f - gmdfza—il—ka—g.]—&—a—ék

Neste livro, usamos a notacdao simbdlica
gradf =V f

onde o operador V, chamado nabla € representado pelo vector de
operadores
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Observe que a notacao V pode ser usada para a matriz jacobiana
com Vf.

O gradiente corresponde a dire¢ao de maior crescimento do campo
f. Em particular, os pontos estacionarios de f sao os pontos onde o
gradiente de f é zero.

Operador divergente

Os dois outros operadores diferenciais atuam em campos de vetores: o
divergente associa a um campo de vetor um campo escalar, enquanto
o rotacional (no espago) associa a um campo vetorial outro campo
vetorial.

Definicao. O divergente do campo vetorial £ = f1i+ foj + fsk €

g .— Of of: of:
divf = F2 + 52 + 52
O divergente é entao o trago da matriz jacobiana. Usando a notagao
simbolica, obtemos a mesma expressdo através do produto escalar de

vetores:
divf =V - f

Assim

div : campos vetoriais —  campos escalares
f - diwvf=V-f

Veremos no final do apéndice que os campos sem divergente sao
importantes, pois conservam o fluxo. Sao geralmente qualificados de
solenoidais. Em particular, correspondem a campos magnéticos em
eletromagnetismo e a fluidos incompressiveis.
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Operador rotacional no espaco

Definigao. O rotacional de um campo vetorial £ = f1i + foj + fsk
€ 0 campo vetorial

rot : campos vetoriais +—  campos vetoriais
f — rotf

com
Gy ) . I3} Afs \ s e} 0, k
otf (8];d 8sz2>1 ({)le QJ:;)-] <8f12 8};1) .

O rotacional sao diferencas de cofatores da matriz jacobiana. Usando
a notagao simbdlica, obtemos a mesma expressio através do produto
vetorial:

rotf =V x f

Em particular, é simples verificar, usando o teorema de Clairaut-
Schwarz sobre derivadas parciais mistas, que o gradiente de um campo
escalar tem rotacional nulo:

rotgrad f =V xVf=0.

Assim, os campos gradientes sdo chamados de irrotacionais ou con-
servativos. E facil mostrar que, de fato, num dominio simplesmente
conexo, um campo tem rotacional nulo se e somente se é o gradiente
de um campo escalar.

Operador de segunda ordem: laplaciano

Definicao. O laplaciano de um campo escalar f € o campo escalar:

V2 : campos escalares —  campos escalares
2 2 2
f - V=L + 3L+ oL

Observamos que o laplaciano é o divergente do gradiente, o que
pode ser escrito usando a notacao simbdlica, validando a notacio V?2:

Vf=V-Vf
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Relagoes de operadores no espago

Tem muitas identidades tteis envolvendo gradiente, divergente e ro-
tacional. Sao geralmente provadas usando calculo direto e simetria de
derivadas parciais (teorema de Clairaut-Schwarz), expandindo cada
termo das equagoes.

Sejam f e g campos escalares, e f, g campos vetoriais. Temos
entao

1.
V(fg9)=fVg+gVf.
E uma consequéncia direta da regra de derivagao de um pro-
duto. Observe que foi usada para definir o operador gradiente
SPH na equagao (2.16).
2.
Viff)y=Vf-f+fVv-£f.
E obtida expandindo os termos
V(ff) = 8(ffl) + 8(ffz) + 8(ffa)
= f gf+f2 +f 8f+f(8f1 6f2+6f3>
Vf-f+ fV f.
Observe que foi usada para definir o operador divergente SPH
na equagao (2.17).
3.
VX(ff)=Vfxf+ fVxf.
Pode ser provada de maneira similar, componente por compo-
nente.
4.

V- fxg)=(Vxf)-g—f - Vxg.

Pode ser provada também expandindo os termos, similarmente
a versao vetorial desta identidade.
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Vx(fxg)=(V-g)f+(g-V)f-(V-flg—(f-V)g

VE-g)=fx(Vxg)+gx(Vxi)+ (- -V)g)+(g-V)I)

Sao mais delicadas a provar, mas pode-se usar o operador se-
guinte para simplificar:

(& V)=g4 +g23% + g3 -

VxVf=0

ou seja: o gradiente de um campo escalar é conservativo.

V- (Vx£f)=0

ou seja: o rotacional de um campo de vetor é solenoidal.

V x (Vxf)=V(V-f)-V*

onde

V2 = (V2 f1, V2 fo, V2 f3)

A.2 Interpretacao geométrica e teoremas

integrais

Os operadores gradiente, divergente e rotacional tem dois tipos de
interpretacao: uma ligada a geometria diferencial, onde de fato sao
casos particulares de derivagao de formas diferenciais, e outra ligada
a fisica, onde o gradiente é associado a variagao de um campo escalar,
o divergente & variacao do fluxo e o rotacional & variacdo da veloci-
dade angular de um escoamento. Estas duas interpretacoes sao ex-
plicitadas nos teoremas integrais, chamados de Green, Stokes, Gauss,
Ostrogradsky ou simplesmente teorema fundamental do calculo de-
pendendo das referéncias.
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Fluxos e integrais de campos de vetores

O primeiro passo é definir a nocao de fluxo e de trabalho de um
campo vetorial. O fluxo de um campo vetorial f através a superficie
S corresponde a quantidade de matéria que, quando transportada por
f, atravessa S num sentido, diminuido da quantidade que atravessa
S no outro sentido. Esta definicao envolve uma soma perto de uma
superficie, o que é calculdvel com integrais de superficie.

Se a superficie S é definida por uma parametrizagao x (u, v) num
dominio (u,v) € U C R?, uma integral sobre S pode ser calculada no
dominio U como integral dupla por:

J[sas =[] 601% < Slavan

O termo || g—z X g—’; || representa a norma do vetor normal a S, e corrige
a distorgao (jacobiano) da parametrizacdo em relagdo a um plano.
Este termo é geralmente anotado dS = ||g—’7j X g—’;H. Se a superficie S
é fechada, indicamos isto na integral pelo simbolo ffg em vez de [/q.

O fluxo corresponde a integral sobre S da quantidade de matéria
que atravessa em cada sentido, ou seja o produto escalar do campo
de velocidade f com a normal unitdria n de S. Na expressao acima,
isto permite juntar o jacobiano com o vetor unitério, simplificando a
expressao do fluxo para:

ﬂuxodefatravésS’://f-ndS:// f(x)-(g—zxg—’;)dudv.
s U

O caso do trabalho é similar. O trabalho de um campo vetorial
representando uma forca é a quantidade de energia gasta pela forca
ao longo de um movimento. Se a trajetoria I' do movimento for
parametrizada por x (u) com u €]a,b[C R, o trabalho do campo
vetorial f pode ser calculado como a integral do produto escalar de
f pelo vetor tangente unitdrio do movimento, o que leva a seguinte
expressao::

trabalho de f ao longo de I' = /

f-dl:/ f(x) x' (u)du .
r Ja,b]

Se a curva I' é fechada, indicamos isto na integral pelo simbolo . em
vez de [p..
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Teoremas de Stokes

A forma geral do teorema de Stokes relaciona a integral sobre um
dominio 2 de uma derivada de um campo com a integral do campo
sobre a fronteira 92 do dominio:

/df:j{ f.
Q o0

Vimos que tem vérias maneiras de definir derivadas de campo: deri-
vada de funcao, divergente, rotacional. .. Cada operador corresponde
a um tipo de integragao: derivada para integral sobre um intervalo,
divergente para fluxos, rotacional para trabalho. Tradicionalmente,
cada caso tem um nome diferente: teorema fundamental do calculo
para intervalos, férmula de Gauss, Ostrogradsky ou do divergente
para superficies, Green ou Stokes para curvas. Veremos cada um ex-
plicitamente agora, pois permitem entender o significado geométrico
dos operadores diferenciais.

Intervalo, area e teorema fundamental do célculo

O teorema fundamental do cdlculo relaciona uma derivada (nogao
relacionada a tangente ou a velocidade de um movimento) com uma
drea (integral de intervalo). Apesar de ndo ser intuitivo, é simples
provéa-lo:

/ £ = 1)~ fla) .
Ja,b[

Observe que ele se encaixa na féormula geral do teorema de Stokes:
temos uma derivada no lado esquerdo, e a fronteira do dominio do
lado direito (a fronteira do segmento |a, b[ sdo os pontos a e b).

Superficie, fluxo e teorema de Gauss

Temos uma férmula similar para o caso de superficies, relacionando
uma integral de volume a um fluxo:

///divfd3x= f-ndsS.
Q o0
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Observe que a fronteira 02 do dominio tri-dimensional €2 é uma
superficie fechada, convencionalmente orientada para fora de €. Esta
férmula permite dar ao divergente uma interpretagao fisica simples:
a média do divergente de f numa regiao é o fluxo atravessando esta
regiao, ou seja, a quantidade de matéria que essa regiao ganhou ou
perdeu. Em particular, um fluido incompressivel ndo pode aumentar
a quantidade de matéria num dado volume, o que pode ser traduzido
exatamente pelo fato do campo de velocidade ter divergente nulo.

Curvas, trabalho e teoremas de Green e Stokes

O teorema de Stokes para curvas pode ser escrito de forma similar,
relacionando um fluxo a um trabalho:

//rotf ondS:?{ f-dl.
s as

Observe que a fronteira S da superficie S é uma curva fechada,
convencionalmente orientada de tal forma que o produto vetorial da
normal de S e da tangente de 0S aponte para dentro de S. Esta
férmula permite dar ao rotacional uma interpretacao fisica simples:
a média do rotacional de f numa superficie é o trabalho de f ao longo
do bordo, chamado de circulagdo. Se o campo f é conservativo (irro-
tacional), a circulagdo ndo muda apés ter dado a volta a superficie.
Caso contrario, o rotacional mede, através do seu fluxo, as mudancas
de circulacao.

Este teorema é mais simples no caso onde a superficie S é planar.
No caso, o fluxo do rotacional se simplifica numa integral de regiao

planar:
// (%f%—?)d%:}{ £dl .
Q onN
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Operadores diferenciais e integracao na fronteira

Podemos mencionar primeiramente algumas relacoes derivadas dos
teoremas anteriores e da integracao por parte, que podem ser uteis
na hora de considerar operadores SPH na fronteira:

1. Integragao volumétrica de um gradiente:

// Vfd*x = fnds.
Q o

Observe que o elemento de area a esquerda é vetorial, na diregao
da normal & superficie 9.

2. Integracao por parte com um gradiente:

///Q(Vf)gd?’x: mfgndS—///Qf(Vg) dx.

3. Integracao por parte com um divergente e um gradiente:

///Qf(V-g) d*x = aQfg-ndS—///Q(Vf)gd3x.

4. Identidade de Green, obtida com integracao por parte e teorema
de Gauss:

///Q (VA)(Vg) d'x =) f(Tg)n dS—///Qf(V2g) .

Aplicagao a equacao de Poisson

Uma aplicagao simples do teorema de Gauss é provar a unicidade
(ndo a existéncia) da solugdo da equagao de Poisson, usada na parte
do método da projecao:

Vif=g emQ.

Veremos rapidamente a idéia da demonstragao no caso que a condigao
de fronteira f|aq é dada, mas a demonstragao se estende diretamente
para condigoes tipo von Neumann onde V f - n é especificado na
fronteira.
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Supondo que tenha duas solugdes fi; e fy para este enunciado.
Por linearidade dos operadores, temos que a fungao

f=h—1f
é solugao da equacao de Laplace com fronteira nula:
V2f:0 com f|3g =0

Agora considere a energia definida pela integral

B [[[ 197 i

Usando a identidade de Green:

E://Qvf.vfdx?’:ﬁggfvf.ndS—///Qfodx?’.

O segundo termo ¢ nulo, pois f satisfaz a equacdo de Laplace. O
primeiro termo também é nulo, pois a condi¢ao de fronteira de f é
nula.

Obtemos entao:

E:///HVszdxg:O eentio Vf=0.
Q

O campo f é entao constante e, pela condicao de fronteira, esta cons-
tante tem que ser nula. Assim f; = fo, mostrando que, se a solugao
existe, é Unica.
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