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Prefácio

Esse livro faz parte de um grande esforço do grupo Matmı́dia
do Departamento de Matemática da PUC-Rio para o entendimento
de estruturas discretas e suas relações com o cont́ınuo no contexto
de computação gráfica. Enquanto que as estruturas discretas fa-
zem parte de uma matemática que podemos chamar de knuthiana
(estrutura computacional de algoritmos) e é t́ıpica do século XX, a
matemática cont́ınua é euclideana (estrutura das transformações) e
milenar; a relação entre essas duas estruturas está longe de ser en-
tendida. Este esforço de entendimento da relação do discreto com o
cont́ınuo é interdisciplinar, como é também uma parte considerável de
computação gráfica, e envolve várias partes de matemática: dinâmica,
geometria, topologia, análise numérica e teoria dos grafos, combina-
das com outras de computação: teoria de algoritmos e programação.

A partir de 2003 começamos no laboratório Matmı́dia da PUC-
Rio um esforço para simular a dinâmica dos fluidos, via a equação de
Navier-Stokes, usando o método Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) que era natural dentro do contexto que estávamos explorando
em outras áreas, em particular estruturas de dados, reconstrução de
superf́ıcies e de campos de vetores discretos e representação compu-
tacional de isosuperf́ıcies.

Em meados de 2004 começamos a desenvolver para a Petrobras
um software (que é de sua exclusiva propriedade) para simular o
processo de formação dos lobos turbid́ıticos, principal formação dos
reservatórios petroĺıferos brasileiros, usando a técnica SPH. Este tra-
balho de construção do software continua sendo desenvolvido pelo
grupo Matmı́dia em conjunto com geólogos da Petrobras.

O Sibgrapi (Simpósio Brasileiro de Computação Gráfica e Proces-
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samento de Imagens), em 2006, reconheceu o nosso esforço nos pre-
miando como melhor artigo e melhor v́ıdeo (júris técnico e popular) e
motivou ainda mais para que continuássemos a nossa pesquisa. Isso
nos expôs a comunidade de computação gráfica do Brasil, matemática
e computacional, em uma área de pesquisa até então praticamente
aqui inexistente.

Queremos agradecer especialmente a Cristiano Sombra, que coor-
denou a primeira fase do projeto com a Petrobras, e a Paulo Paraizo,
que coordena agora a segunda fase, ambos do Centro de Pesquisas da
Petrobras, que acreditaram no projeto e nos mantiveram dentro dos
limites que proporcionam simulações de significado geológico.

Agradecemos à PUC, CNPq, Capes e Faperj, que nos financiam
academicamente sempre aceitando propostas inovadoras que levam a
formação de pessoal de alto ńıvel.

Agradecemos ao 27◦ Colóquio Brasileiro de Matemática que, acei-
tando a nossa proposta, nos possibilita apresentar o assunto para um
público privilegiado constituido em grande parte por matemáticos.

Agradecemos ao Departamento de Matemática da PUC-Rio por
acreditar, ao longo dos últimos 25 anos, que é posśıvel criar um grupo
de pesquisas em computação gráfica que tenha uma forte componente
matemática. Agradecemos aos funcionários do Departamento de Ma-
temática, Katia, Creuza, Orlando e Otávio, pela ajuda constante, e
aos colegas do laboratório Matmidia pelo companheirismo de sempre,
em particular a Marcos Lage, Marcos Citeli e Hélio Lopes pelo apoio
ao longo deste trabalho.
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4.4.2 Formulação impĺıcita . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.4.3 Advecção da superf́ıcie . . . . . . . . . . . . . . 102

4.5 Exemplo completo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.5.1 Inicialização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em anos recentes o acoplamento de computadores poderosos e
instrumentos de sensoriamento tem causado um enorme impacto na
matemática aplicada, na f́ısica e nas engenharias. Essa associação
faz com que temas que estavam há longo tempo sem avanços sig-
nificativos, agora possam ser validados experimentalmente com um
enorme grau de precisão. Assim, a f́ısica experimental troca pouco
a pouco as equações diferenciais pelos modelos numéricos. Em par-
ticular em dinâmica dos fluidos, os sofwares decorrentes podem ser
validados seja por comparação com simulações feitas com diferentes
técnicas numéricas, seja por experiências de laboratório que lhe dêm
respaldo.

Na matemática aplicada tradicional, os métodos numéricos de
equações diferenciais, ordinárias e parciais, se concentraram por um
longo tempo em estabelecer as condições de validade para os métodos
desenvolvidos ao longo de todo o século passado, ou seja, garantir que
o modelo discreto solucione, no limite, a equação diferencial. Assim
os métodos numéricos se tornaram de grande precisão mas foram per-
dendo a conexão com os fenômenos f́ısicos que lhe originaram. Em
dinâmica dos fluidos a virada do século XIX para o século XX sin-
tetizou os grandes desenvolvimentos nos séculos anteriores em dois
aspectos fundamentais: desenvolvimentos teóricos por um lado e ex-
perimentos em laboratório por outro. Nomes como Euler, Cauchy,
Lagrange, Laplace, Poisson, Reynolds, Navier, Stokes, Prandtl, en-
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tre muitos outros foram nomes significativos desse peŕıodo. Esse é o
peŕıodo da hidrodinâmica f́ısica, onde se procurava combinar os as-
pectos de modelagem e experimentais e que hoje é parte integral do
universo de dinâmica dos fluidos. O livro Worlds of Flow [34] é um
excelente texto sobre a história desse peŕıodo.

As equações que modelam a dinâmica dos fluidos, porém, mos-
traram os limites do cálculo diferencial para prever esses fenômenos
complexos, deixando a hidrodinâmica prejudicada por décadas. Mas
a partir da década de 1940, com o advento dos computadores, a si-
mulação numérica dá grande impulso à dinâmica dos fluidos e hoje
em dia é uma área de enorme importância.

Hoje, uma das principais caracteŕısticas de dinâmica dos fluidos
é a sua interdisciplinaridade [62]. Isso possibilita que pesquisadores
formados nessa área possam trabalhar tanto na indústria quanto na
universidade. A formação acadêmica exige que aquele interessado
nessa área tenha, eventualmente, que dominar técnicas de topolo-
gia, geometria e análise acopladas a uma formação em computação
cient́ıfica e ciência da computação. É tal a sua importância que pes-
quisadores em dinâmica dos fluidos trabalham atualmente em insti-
tutos e departamentos de matemática, f́ısica, e engenharias em todo
o mundo.

1.1 F́ısica básica dos escoamentos

Os fluidos são meios cont́ınuos para a mecânica newtoniana, com a
caracteŕıstica de se deformar continuamente quando submetido a uma
tensão de cisalhamento, não importando o quão pequena possa ser
essa tensão. Os fluidos incluem os ĺıquidos, os gases, os plasmas e,
de certa maneira, os sólidos plásticos. Por não resistir a deformação,
os fluidos apresentam a capacidade de escoar, também descrita como
a habilidade de tomar a forma de seus recipientes. Na literatura,
o menor “corpo”de fluido a ser estudado em mecânica dos fluidos é
chamado de elemento de fluido.

O principal objetivo da mecânica dos fluidos é a procura do en-
tendimento de como os elementos de fluido, se deslocam com seus
vizinhos e influenciam tanto o comportamento local, quanto global
do fluido. Com isto queremos dizer que o movimento em uma região



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 13i

i
i

i

i
i

i
i

Cap. 1: Introdução 13

do fluido influencia e é influenciado por aquele das regiões vizinhas
em escalas locais e globais. A resistência ao escoamento determina
em boa parte o comportamento do fluido .

Para simular o escoamento de um fluido, precisamos ter uma re-
presentação f́ısico matemática do estado dos elementos de um fluido
num certo instante de tempo, que chamaremos de part́ıcula. A quan-
tidade f́ısica mais importante a ser representada é a velocidade do
fluido, pois a velocidade determina não só como o próprio fluido se
move, mas também como outras quantidades f́ısicas do fluido, tais
como densidade, pressão, temperatura, variam com o tempo. O
modelo matemático tradicional para descrever o comportamento de
um fluido é dado por um conjunto de equações diferenciais parciais
(EDP’s) que são deduzidas a partir das seguintes leis f́ısicas:

• conservação do momento (segunda lei de Newton): a taxa de
variação temporal do momento de um elemento de fluido é igual
à resultante das forças que atuam sobre o elemento.

• conservação da massa: a massa de um elemento de fluido é
invariante com o tempo.

• conservação da energia (primeira lei da termodinâmica): a taxa
de variação temporal da energia em um elemento de fluido é
igual a soma do fluxo de calor para dentro do elemento com o
trabalho realizando por forças que agem sobre o elemento.

As energias, porém, podem provir de diversos fenômenos f́ısicos e
serem tratadas separadamente das duas primeiras leis acima na forma
de um acoplamento [94].

Os três ingredientes principais na conceituação do escoamento dos
fluidos são devido às forças de convecção, à pressão e à viscosidade.
Os três determinam como o fluido deve se comportar em tempos
futuros uma vez dada uma condição inicial e se o fluido está ou não
confinado.

As forças convectivas são devidas tanto a difusão quanto a ad-
vecção. A difusão vem de forças randômicas em consequência do
movimento das moléculas do fluido e, portanto é a soma de forças
que se dão em escalas muito pequenas. A advecção, por outro lado, é
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devida às forças que acontecem nas grandes escalas como, por exem-
plo, um fluido em turbulência ou submetido a uma fonte de calor.

A força que provem da pressão é expressa como gradiente da
pressão usual, ou seja, a variação espacial de forças transversais ao
fluido por unidade de área. Essas forças são bastante influenciadas
pela densidade do fluido, assim fluidos incompresśıveis tendem a ter
pouca variação de pressão.

Por último, a viscosidade é um dos ingredientes que mais de-
safiam aqueles que fazem simulação numérica ou experimentos em
laboratórios. Duas caracteŕısticas da viscosidade que tem uma im-
portância preponderante são a difusão e o número de Reynolds. A
difusão é definida como a variação espacial do gradiente da veloci-
dade, o chamado laplaciano da velocidade, enquanto que o número
de Reynolds expressa, na média, a relação entre as forças convectivas
e as de difusão.

Abordagem lagrangeana

As quantidades f́ısicas associadas com os elementos de fluido variam
com o tempo. Essas variações podem ser descritas de uma das duas
formas seguintes:

1. Descrição lagrangeana: o fluido é representado por uma coleção
de elementos de fluido onde cada elemento de fluido se move
com o escoamento (figura 1.1(a)). Nessa descrição o referencial
desloca-se simultaneamente com o elemento.

2. Descrição euleriana: ao invés de acompanharmos o movimento
ao longo dos elementos de fluido, fixamos pontos x no espaço e
em seguida calculamos as variações das quantidades f́ısicas do
fluido nesses pontos (figura 1.1(b)). Os pontos x são chamados
de coordenadas espaciais.

Para relacionar essas descrições, precisamos primeiramente enten-
der o movimento de um elemento de fluido que ocupa um volume fi-
nito no espaço ∆V ⊂ R3 no instante t = 0. Dado um ponto A ∈ ∆V ,
o movimento desse elemento é descrito através das equações:

x = x(A, t), com A = x(A, 0);
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∆V

(b)(a)

∆V

Escoamento

v

Escoamento

Figura 1.1: Escoamento de um fluido através de um elemento de
fluido com volume ∆V : (a) Elemento de fluido se movendo ao longo
de uma linha de corrente com velocidade v tangente a trajetória.
(b) Elemento de fluido fixo no espaço com o escoamento passando
através dele.

essas equações descrevem a trajetória do elemento que, no instante
t = 0, ocupa a posição inicial A. Assim, um elemento de fluido se
move ao longo da curva t 7→ x(A, t) com uma velocidade:

v = v(x(A, t), t) =
∂x
∂t

(A, t).

O ponto A é chamado de coordenada material e a trajetória descrita
pelo elemento de fluido é chamada de linha de corrente.

Se admitirmos que x = x(A, t) possui uma única inversa, po-
demos trabalhar tanto com a coordenada espacial x, quanto com a
coordenada material A.

Dada uma quantidade f́ısica genérica do fluido q, a função q(x, t)
nos conta o valor de q em um elemento de fluido que ocupa uma
posição x no instante t, lembrando que o ponto x é uma coordenada
espacial. Então como calcular a variação temporal dessa quantidade
em um determinado elemento de fluido que se desloca com o escoa-
mento entre os pontos 1 e 2 (figura 1.2) em um intervalo de tempo
∆t? Mais ainda, como a variação temporal de um atributo f́ısico em
um elemento de fluido em movimento se relaciona com a variação
de um atributo em um ponto fixo no espaço, isto é, como a forma
lagrangeana se relaciona com a forma euleriana? Para responder a
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∆V

∆V

1

2

v 1

v 2

partícula de fluido

no instante 

mesma partícula no 

instante  

x

y

z

t2 = t1 + ∆t

t1

Figura 1.2: Elemento de fluido se deslocando com o escoamento.

essas perguntas vamos calcular o que definimos como derivada da
função q(x, t) em relação ao tempo.

Usando a regra da cadeia para q(x(t), t) temos:

dq

dt
=

∂q

∂t
+ ∇q · ∂x

∂t

=
∂q

∂t
+ ∇q · v.

Assim, definimos a derivada material, substantiva, ou total de q
através da fórmula:

Dq

Dt
:=

∂q

∂t
+ v · ∇q. (1.1)

O termo ∂( )
∂t é chamado de derivada local. Esse termo é res-

ponsável pela variação da quantidade f́ısica em relação ao tempo num
ponto fixo no espaço; o termo v · ∇( ) é chamado de derivada con-
vectiva e ele mede a variação da quantidade f́ısica de um elemento de
fluido que se move de um ponto no espaço para outro. A soma desses
termos D( )

Dt descreve a advecção, isto é, o mecanismo de transporte
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descrição euleriana descrição lagrangeana

∂v
∂t

= −v · ∇v − 1
ρ
∇p+

µ

ρ
∇2v + f

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

µ

ρ
∇2v + f

∂ρ

∂t
= −v · ∇ρ Dρ

Dt
= 0

Tabela 1.1: Equações do momento (topo) e da continuidade (base)
nas descrições euleriana e lagrangeana.

de uma substância ou uma propriedade conservada com um fluido em
movimento.

Podemos ilustrar as descrições euleriana e lagrageana através de
um termômetro. O primeiro ponto de vista seria como se estivéssemos
interessados na variação de temperatura medida por um termômetro
fixo em uma parede enquanto uma brisa de ar quente passa por ele.
Enquanto pelo ponto de vista lagrangeano, estaŕıamos interessados
na medição da temperatura através de um termômetro preso em um
balão metereológico carregado pelo vento.

As descrições euleriana e lagrageana das equações de evolução da
velocidade e da densidade de um fluido com certas propriedades mos-
tradas na tabela 1.1 são bem diferentes. A equação na primeira linha
é conhecida como equação do momento, enquanto na segunda linha
a equação é chamada de equação da continuidade . Em ambas des-
crições, euleriana e lagrangeana, v é a velocidade do escoamento, ρ é
a densidade do fluido, f é uma força externa que age sobre os elemen-
tos de fluido (por exemplo, força gravitacional), µ é a viscosidade do
fluido, ou seja a variação da capacidade de fricção entre os elementos
de fluido (essa variável é determinada experimentalmente e depende
do material) e a razão ρ

µ é o número de Reynolds, usualmente de-
notado por Re. As equações mostradas na tabela 1.1, em ambas as
formas, euleriana e lagrangeana, são conhecidas como as equações de
Navier-Stokes. No caṕıtulo 3 mostraremos com detalhes a dedução
das equações de Navier-Stokes.
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1.2 Desafios matemáticos

As equações de Navier-Stokes apresentam desafios em todas as áreas
em que ela é investigada: teórica, numérica, computacional, e expe-
rimental. Essa última não é abordada nesse livro.

Do ponto de vista teórico essas equações têm sido exploradas
desde a primeira metade do século passado, seja sob restrições ma-
temáticas ou f́ısicas, seja mergulhando as equações de Navier-Stokes
em um espaço mais amplo que permita encontrar soluções para todo
tempo, além das condições iniciais dadas. Em geral se procuram
condições que garantam diferenciabilidade, unicidade, propriedades
intrinsecamente dinâmicas (existência de atratores, por exemplo) e
propriedades estat́ısticas das soluções (importantes no estudo de tur-
bulência). O instituto de matemática Clay estabeleceu com um de
seus prêmios do milênio “provar a existência de soluções únicas di-
ferenciáveis para todo o tempo para as equações de Navier-Stokes
definidas em um domı́nio do espaço”[49, 52, 147].

O arsenal de técnicas de análise numérica para aproximações de
equações diferenciais ordinárias e parciais foi estabelecido no século
passado. Entretanto quando as equações provêm da descrição de
fenômenos f́ısicos dinâmicos suas aproximações não podem violar as
leis da f́ısica, ou seja os incrementos no espaço e no tempo não estão
dissociados. A condição de Courant-Friedrichs-Lewy [70] é o exemplo
t́ıpico disso, para o caso de aproximações por diferenças finitas.

Do ponto de vista computacional as máquinas atuais impõem li-
mitações de memória e precisão que fazem com que as aproximações
obtidas através dos métodos numéricos funcionem limitadamente.
Isto é um grande problema de otimização combinatório para evitar
que o tempo de computação possa ser excessivamente longo para se
obter resultados satisfatórios. A tendência mais moderna é de asso-
ciar métodos de álgebra linear computacional, estruturas de dados e
técnicas de visualização àquelas mais tradicionais de análise numérica
para melhor compreender soluções de equações diferencias ordinárias
e parciais.
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1.3 Abordagem com estruturas

A discretização das equações de Navier-Stokes na descrição euleri-
ana é geralmente feita através de métodos numéricos que usam uma
grade fixa discretizando todo o espaço da simulação (figura 1.3(a)),
enquanto a descrição lagrangeana corresponde ao uso de uma malha
móvel (figura 1.3(b)) ou de um sistema de part́ıculas para discretizar
somente o fluido (figura 1.3(c)).

Tradicionalmente os métodos com malha mais usados na solução
de equações diferenciais parciais têm sido os de diferenças finitas e
os de elementos finitos. De um modo geral se pré-estabelece uma to-
pologia especificando que a avaliação em um ponto depende de uma
maneira estruturada de avaliações em seus vizinhos. Nos métodos
de diferenças finitas se define uma grade retangular fixa no espaço
e a partir dela se calcula os valores em cada ponto. No método de
elementos finitos interpreta-se as equações como um problema varia-
cional num espaço de Hilbert, e aproximam-se as soluções por aquelas
em espaços vetoriais de dimensão finita.

Em ambos os métodos, diferenças finitas e elementos finitos, o
controle da malha é essencial em questões como adaptatividade, re-
malhamento, entre outros, o que faz com que o pré-processamento
de dados seja uma etapa importante, mas cara, do processo. Essas
questões se tornam cŕıticas no caso de grandes deformações como
acontece em dinâmica dos fluidos. Algumas referências nessas áreas
são [70] para diferenças finitas, [171] em elementos finitos e [163] para
uma introdução à álgebra linear computacional.

1.4 Abordagem com convolução

Os métodos sem malha começaram com Smoothed Particle Hydrody-
namics (SPH) proposto por Gingold e Monaghan [58] e Lucy [105],
originalmente inventado para modelar fenômenos astrof́ısicos. Desde
então, e principalmente a partir de sua aplicação em simulação de
fraturas, esse método induziu várias áreas de pesquisas no que hoje
se chama genericamente de métodos sem malha em equações diferen-
ciais parciais.
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(c)

v(p)

(a) (b)

v(x)
v(x)

Figura 1.3: Discretização euleriana (a) com campo de velocidade v(x)
nos vértices x da grade. A região cinza representa o fluido. Repre-
sentações lagrangeanas: (b) discretização utilizando uma malha com
campo de velocidade v(x) nos vértices x da malha; (c) discretização
através de um sistema de part́ıculas com campo de velocidade v(p)
nas part́ıculas p do sistema.

A principal ideia nessa classe de métodos é obter soluções preci-
sas e numericamente estáveis para EDP através de um conjunto de
part́ıculas sem o uso de qualquer malha que forneça a conectividade
entre essas part́ıculas. Cada part́ıcula, pode representar diretamente
um objeto f́ısico ou uma parte de todo o sistema cont́ınuo.

Após a discretização espacial, a discretização numérica é obtida
usando as informações em todas as part́ıculas através de médias lo-
cais, ou seja, convoluções. Nesse intuito, a principal ferramenta utili-
zada é um teorema de integração, que garante com condições simples
sobre o núcleo de convolução W , que:

1
hn
f ∗W

(x
h

)
→ f (x)

podendo assim aproximar

f (xi) ≈
∑

j,∥xi−xj∥≤ri

W (xi − yj) f (xj)∆Vj

ou seja a avaliação de f em um ponto é uma média de pontos vizinhos
ponderadas pela função W e pela porção de volume que representa
∆V .
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A interface com outros métodos numéricos tem proporcionado
aos métodos sem malhas expansões em várias direções. Só para citar
alguns temos:

• Reproducing kernel particle method (RKPM) [103];

• Meshless local Petrov Galerkin (MLPG) [6, 5];

• hp-clouds [42];

• Particle-in-cell (PIC) [31];

• Moving particle semi-implicit (MPS) [82].

O site http://en.wikipedia.org/wiki/Meshfree_methods lista vários
métodos relacionados com o SPH.

As principais referências em métodos sem malha são [13, 92, 94].
Em particular, um excelente tutorial de SPH foi escrito por Mo-
naghan [115] e uma visão geral desse método e suas aplicações em
astrof́ısica, geologia, engenharia e outras pode ser encontrado no
excelente site do grupo SPHERIC: http://wiki.manchester.ac.uk/

spheric/. Existem ainda algumas implementações em software li-
vre de SPH, http://www.rchoetzlein.com/eng/graphics/fluids.htm e
http://www.itm.uni-stuttgart.de/research/pasimodo/.

1.5 Aplicações de SPH

Os métodos sem malha utilizados para modelar fluidos contribuem
ao grande esforço para o entendimento do que chamamos modelagem
de objetos pontuais – aqueles gerados a partir de medições. Esse
tipo de modelagem se evidencia a partir meio da década de 1970
com simulações em astrof́ısica e se intensifica na década de 1990 com
aplicações em engenharia mecânica e civil. Neste peŕıodo começaram
a aparecer comercialmente scanners de alta definição, difundindo sen-
sores de pontos 3D e câmeras fotográficas de alta definição, que po-
dem gerar modelos pontuais precisos em poucos instantes. Assim, nos
últimos anos o uso dos métodos sem malha em computação gráfica
representa uma linha de pesquisa promissora e seu uso em filmes
comerciais tem lhe dado destaque.
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As aplicações do método SPH precisam integrar áreas de ma-
temática e computação que são significativas por si mesmas, em par-
ticular:

• equações diferenciais numéricas,

• dinâmica dos fluidos,

• estrutura de dados,

• método de busca,

• aproximação geométrica,

• representação de superf́ıcies impĺıcitas discretas,

• rendering.

Além disso, uma grande vantagem do método SPH é a facilidade
de acoplar fenômenos, sendo assim apropriado para tratar de fluidos
muiti-fásicos, interface fluido-sólido, fluidos muito viscosos e grandes
deformações de sólidos. A modelagem de fenômenos naturais, ou seja,
aqueles que ocorrem na natureza tem sido, desde o ińıcio do uso de
método SPH em computação gráfica, frequente. Um grande potencial
do método, entretanto, é integrar escalas diferentes, como, por exem-
plo, a mesoescala (aquela em que vivemos) e a microescala (a escala
atômica), o que abre a possibilidade de uma maior integração dos
métodos sem malha e aqueles com malha. Finalmente, a facilidade
de modelagem oferecida pelo método SPH atraiu muitas aplicações
fora da simulação f́ısica precisa, em particular nas indústrias de jogos
e de cinema.

1.5.1 Fenômenos naturais

A modelagem de fenômenos naturais tais como fogo, fumaça, lava,
cabelo, materiais granulares, bolhas, sangue, e outros têm no método
SPH um ambiente de simulação. Assim começou o uso do método
SPH em computação gráfica, na década 1990, com os trabalhos, apre-
sentados no Siggraph de 1995, em simulação de lava, e em geral
de objetos deformáveis, feita por Desbrun e Cani [36] e a mode-
lagem de fogo, fumaça e fenômenos gasosos em geral, por Stam e
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Figura 1.4: Exemplos de materiais viscoplásticos: derretimento de
uma vela de cera e o escoamento de lava no Pão de Açucar.

Fiume [152]. Com isso chama-se atenção da comunidade de com-
putação gráfica sobre a possibilidade de se usar um método sem ma-
lha para modelar fenômenos que podem ser de execução mais dif́ıcil
quando feita com métodos com malha. Em 2001, Hadap e Magnenat-
Thalmann modelaram a dinâmica do cabelo humano [63]. Em [125]
a simulação de lava, de fato uma lâmpada de lava, comum nas lojas
de decoração, é revisitada e simulada usando SPH produzindo um
agradável efeito visual. Em 2009, Paiva, Petronetto, Tavares e Lewi-
ner [133, 130, 135] utilizaram uma abordagem SPH no contexto de
fluidos não-newtonianos para simular, além de lava, objetos que der-
retem sobre o efeito da temperatura e que sofrem grande deformações
(figura 1.4). Essa abordagem é discutida com detalhes no caṕıtulo 6
do presente livro.

1.5.2 Interação fluido-estrutura: fluido multifásico

O entendimento da interação fluido-estrutura, seja essa estrutura
fluida, ĺıquida ou gasosa, é um grande desafio em dinâmica dos flui-
dos. A importância dessa interação vem não somente de seus aspectos
teóricos, mas também da vasta gama de aplicações que ela propor-
ciona. Em aplicações desempenham papel de destaque as indústrias
aeronáutica, turbo-mecânica, naval, metalúrgica e na indústria do
petróleo. Na indústria aeronáutica o comportamento do ar em torno
dos aerofólios quando são sujeitos à grandes mudanças de tempera-
tura e pressão; na indústria naval o impacto de ondas maŕıtimas em
cascos de navios; na indústria de turbo-máquinas, o design de peças
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Figura 1.5: A instabilidade de Kelvin Helmholtz em fluidos bifásicos
é reproduzida pelo método da projeção SPH descrito no final do livro.

devem levar em conta vários aspectos tais como altas temperaturas
e turbulência; na indústria do petróleo a existência de falhas e fra-
turas em ambientes geológicos tem na escala macroscópica a mesma
importância que fluidos em meios porosos na escala microscópica.
Recentemente, a área de meio-ambiente vem apresentando vários
desafios principalmente devido a emissão de gases, com suas con-
sequências na poluição de cidades e rios, e a formação de tsunamis,
erupção de vulcões, colapso de represas e queda de barreiras e com
sua interferência na estrutura costeira dos continentes e na vida nas
cidades [129, 126, 108].

Fluidos multifásicos são de dif́ıcil modelagem, a começar porque
não se tem uma definição precisa do seu significado nem equações
f́ısicas claras descrevendo a interação das fases. Por exemplo, dis-
tingui-los de mistura ou determinar quando um fluido multifásico
transforma-se, por reações qúımicas, em um único fluido é uma ta-
refa complicada. É aqui onde se encontram os maiores desafios e as
maiores oportunidades de usar esse tipo de técnica de modo convin-
cente. Podemos usar fluidos multifásicos como estruturas f́ısicas que
interagem umas com as outras em um dado ambiente mantendo as
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suas próprias caracteŕısticas.
Simulação com SPH tem como um de seus principais trunfos po-

der lidar facilmente com fluidos multifásicos, aqui entendido como o
estudo da evolução temporal da interação fluido-estrutura. Em SPH,
é simples representar diferentes fases, por exemplo, associando a cada
part́ıcula uma única fase e as propriedades f́ısicas relativas. Com isso
é posśıvel saber em um dado momento como está se comportando
cada uma das part́ıculas dos fluidos envolvidos numa simulação.

Os problemas centrais e inter-relacionados, em fluidos multifá-
sicos, são como definir apropriadamente as noções de:

• densidade das part́ıculas,

• forças de pressão,

• forças de tensão superficial.

A principal caracteŕıstica da densidade para fluidos multifásicos é que
ela é uma função descont́ınua. Esse fato apresenta um dos grandes
obstáculos para métodos sem malha, onde remalhamento e/ou adap-
tatividade são necessários para capturar a fronteira de regiões per-
tencentes a diferentes fluidos. Hu e Adams [72] criaram um método
SPH para simular escoamentos de fluidos multifásicos, onde se leva
em conta essa descontinuidade durante interação entre os fluidos em
escala tanto microscópica quanto mesoscópica. Posteriormente, esse
método foi estendido por Solenthaler e Pajarola [148] para animar
fluidos imisciveis.

Para a interação fluido-sólido é preciso se levar em consideração
que sólidos se movimentam no espaço de forma mais restrita: por
movimentos ŕıgidos. Portanto, para esse tipo de interação temos que
levar em conta duas estruturas para acomodar os sólidos que tem
viscosidade infinita. Um esquema h́ıbrido euleriano-lagrangeano foi
proposto por Carlson et al. em [20], o qual inspirou Solenthaler e
Pajarola [150] a desenvolverem um método de animação envolvendo
interações entre corpos ŕıgidos e fluidos no contexto SPH. Nesse tra-
balho, eles criaram um método unificado de interação fluido-sólido,
e onde acomodou em um único modelo a elasticidade e viscoplastici-
dade de materiais, admitindo distinção e fusão de materiais.
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No método SPH, usualmente a pressão é obtida através de uma
equação de estado [10], que é uma fórmula explicita para se calcular
a pressão. Essa fórmula é, entretanto t́ıpica de fluidos compresśıveis,
como os gases. Nesse livro empregamos as equações de estado para
simular escoamentos de fluidos quase-incompresśıveis. Porém, ob-
ter a pressão através de uma equação expĺıcita em simulações de
escoamentos de fluidos multifásicos não é posśıvel devido a descon-
tinuidade da densidade na interface entre os fluidos. Para contornar
esse problema, podemos utilizar o método da projeção em escoamen-
tos de fluidos incompresśıveis [26], então a pressão em cada passo
de tempo é obtida implicitamente satisfazendo uma equação de Pois-
son, de tal forma que a descontinuidade da densidade não compro-
meta a simulação [137]. O cálculo da pressão é fundamental na si-
mulação de instabilidades, em particular aquelas que ocorrem sejam
por diferenças de velocidades ou de densidades entre os fluidos (fi-
gura 1.5). Recentemente, Solenthaler e Pajarola [149] introduziram
um esquema preditor-corretor para calcular a densidade, consequen-
temente a pressão, com uma ordem de precisão maior.

A simulação da tensão superficial tem sido um dos pontos mais de-
licados de simular em dinâmica dos fluidos. Morris em [122], introdu-
ziu na literatura de SPH um método para calcular a tensão superficial
entre fluidos, o qual foi refinado mais tarde por Hu e Adams em [73].
Um dos problemas no estudo da tensão superficial é o cálculo da
curvatura que aparentemente é multiescala.

1.5.3 Fenômenos multi-escalas

Um caso importante de multi-escala são os escoamentos em meios
porosos, particularmente na extração de petróleo. Um meio poroso
finito é caracterizado pela relação entre o volume do espaço vazio,
os poros, e todo o volume do espaço preenchido. Em um trabalho
recente [89], usou a lei de Darcy como elemento essencial em uma
escala macroscópica para a simulação de materiais como esponja ou
tecidos que absorvem água. Podemos citar também o trabalho de
Tong et al. [90], onde é feito uma mistura de fluidos e materiais
granulares como areia.

Outro fenômeno f́ısico explorado recentemente com o método des-
crito nesse livro é o de erosão geológica, de fato, erosão hidráulica.
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Quando um rio corre sobre uma formação rochosa a erode e assim
há uma modificação desse ambiente pela troca de sedimento entre o
fluido e essa formação. Em [83] um modelo h́ıbrido combinando SPH
com uma grade euleriana é explorado para simular o fenômeno de
erosão hidráulica.

A simulação multiescala com SPH, embora já apontada pelos en-
genheiros no contexto de limites numéricos do método dos elementos
finitos, já começa a ser explorada pela comunidade de computação
gráfica para simulação de bolhas como um ambiente misto de euleri-
ano e SPH [71], onde as pequenas bolhas são simuladas com SPH, em
um ambiente de simulação euleriano com uma malha mais grossa.

1.5.4 Interatividade

Os métodos SPH ganharam muito espaço em áreas que precisam de
simulações visualmente corretas para um baixo custo computacional,
tipicamente em jogos ou em filmes de animação. Isto implica diversos
desafios, distintos da simulação f́ısica exata, em particular:

• usar o menor número de part́ıculas posśıvel,

• otimizar o contexto numérico, com o objetivo de dar o mı́nimo
posśıvel de passos no tempo,

• manter a estrutura de busca local com custo baixo,

• usar algoritmos de colisão eficientes na fronteira de simulação,

• aproveitar hardwares dispońıveis, como placas gráficas.

Usar um número mı́nimo de part́ıculas representa um sério desafio
a modelagem de fluidos com SPH. O problema principal é como man-
ter a simulação fisicamente aceitável enquanto se controla o número
de part́ıculas de modo que a simulação se dê a taxas próximas da
interatividade. Um dos métodos pioneiros nessa área é proposto por
Müller et al. [123], onde usa-se uma variação do método SPH para
conseguir taxas interativas.

Nesse livro e em [135], inclúımos um algoritmo geométrico para
colisões que consegue melhorar a realidade f́ısica e ao mesmo tempo
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Figura 1.6: O modelo Stanford Bunny sofre uma grande de-
formação após colidir contra a face de David. Imagem retirada de
Paiva et al. [135].

diminuir o custo computacional. Este tipo de algoritmo acelera con-
sideravelmente simulações em domı́nios com topologia complexa (fi-
gura 1.6). Aqui também usamos uma estrutura de dados mais efi-
ciente do que a tradicional octree e com isso mantemos o uso de
memória constante. A programação em placas gráficas (GPUs) do
método SPH é uma área de pesquisas inovadora. Embora no inicio
tenha-se programado os algoritmos de busca em CPU, mais recente-
mente se faz todo o processo em GPU [65]. Mais recentemente adap-
tividade e rendering foram acrescentados a todo o processo para dar
grande realismo a programação do método em placa gráfica [167, 168].
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Figura 1.7: Ilustrações dos modelos complexos: skull (esquerda), gar-
goyle (meio) e uma superf́ıcie mı́nima de Scherk, geradas utilizando o
método baseado no modelo f́ısico de escoamento de fluidos com SPH.
Imagem retirada de Paiva et al. [131].

1.5.5 Rendering

Em computação gráfica, cada vez mais as técnicas de rendering para
geração de imagens de alta qualidade e com aparência de ilustrações
feitas à mão tem ganhado espaço principalmente em aplicações que
envolvem a utilização de efeitos art́ısticos na geração de ilustrações
médicas ou na criação de maquetes eletrônicas.

Existem diversas técnicas de se criar um render não foto-realista,
uma delas é baseada em ilustrações com hachuras, técnica conhecida
como hatching. Usualmente, o hatching é feito através do cálculo de
campos vetoriais sobre a malha triangular da superf́ıcie do modelo de
entrada utilizando quantidades diferenciais da geometria diferencial
clássica [68, 142], tais como, caminhos geodésicos, campos de curva-
turas principais e normal. Entretanto, o cálculo dessas quantidades
requer que a malha de entrada tenha uma triangulação da superf́ıcie
cuidadosamente gerada.

Um dos primeiros trabalhos a combinar rendering e SPH foi pro-
posto por Paiva et al. em [131]. Eles criaram um novo método pu-
ramente f́ısico de hatching de superf́ıcies com geometria complexa e
topologia arbitrária inspirado em simulação de escoamento de fluidos
utilizando SPH (figura 1.7). Ao contrário dos métodos tradicionais,
a geometria diferencial foi substitúıda por uma abordagem f́ısica, em
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outras palavras, o campo vetorial é calculado utilizando quantidades
diferenciais de um escoamento de fluido (por exemplo, velocidade).
A vantagem dessa abordagem é a de permitir processar objetos sem
estrutura, como sopa de triângulos.

1.5.6 Indústria do entretenimento

Nas últimas décadas, a demanda por animações visualmente realistas
tem encorajado a indústria do entretenimento (games e cinema) a
pesquisar e desenvolver métodos computacionais para simular fenô-
menos f́ısicos complexos. Muitos desses trabalhos se concentram na
simulação de escoamento de fluidos. Durante o lançamento do filme
Shrek, quando perguntado qual foi a cena mais dif́ıcil de ser filmada
durante a produção de Shrek, o presidente e produtor do estúdio
DreamWorks, Jeffrey Katzenberg, respondeu: “despejar leite em um
copo”.

Recentemente, simulações de escoamento de fluidos usando SPH
se tornaram bastantes populares na indústria cinematográfica de efei-
tos especiais graças ao programa RealF lowTM, desenvolvido pela em-
presa Next Limit (http://www.nextlimit.com). O RealF lowTM foi
utilizado em simulações de escoamentos de fluidos nos filmes: Se-
nhor do Anéis: O Retorno do Rei, Poseidon, A Era do Gelo 2 e
X-MEN 3. Em 2008, a famosa academia de cinema responsável pelo
Oscar (AMPAS), concedeu um prêmio técnico pela contribuição ci-
ent́ıfica na indústria do cinema aos fundadores da Next Limit pela
criação do RealF lowTM.
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1.6 Estrutura do livro

Os métodos SPH permitem ligar equações diferenciais da f́ısica com
uma solução aproximada no computador. Este livro tenta seguir este
laço, começando pelos fundamentos matemáticos até as aplicações
em simulação f́ısicas.

No caṕıtulo 2, a teoria da aproximação SPH está brevemente
exposta, onde são apresentados alguns operadores de cálculo dife-
rencial no mundo SPH, suas variações e as escolhas de modelagem
matemática decorrentes.

Com esta ferramenta diferencial, é posśıvel re-escrever as equações
fundamentais da f́ısica dos fluidos: as equações de Navier-Stokes.
No caso SPH, isto é adequado na sua formulação lagrangeana, como
descrito no caṕıtulo 3.

A formulação obtida substitui o cálculo diferencial usado pela
f́ısica clássica pelo cálculo discreto. Apesar disto ser mais adap-
tado para simulação numérica, não deixa de carregar desafios ma-
temáticos para adequar as equações discretas, o seu significado f́ısico,
a convergência para o modelo diferencial e a realidade computacional
(caṕıtulo 4).

Um caso fundamental desta adequação é o cálculo da pressão,
em particular para fluidos imcompresśıveis. A propriedade de incom-
pressibilidade tem um significado tanto f́ısico (conservação da massa),
quanto matemático (campo de velocidade solenoidal), além de ser um
desafio computacional de assegurar essa propriedade cont́ınua. No
caṕıtulo 5 é apresentado o método da projeção SPH para resolver a
pressão, ilustrando esta pluridisciplinaridade de problemáticas dentro
do contexto SPH.

Finalmente, no caṕıtulo 6, exemplificamos os conceitos e técnicas
apresentados com aplicações em simulação de fluidos, desde ferra-
mentas de compreensão de escoamentos através da decomposição de
Helmhotz-Hodge em SPH até a simulação de fenômenos f́ısicos com-
plexos como, por exemplo, viscoplasticidade e fluidos bifásicos.

O texto comporta alguns exerćıcios para verificar o acompanha-
mento do leitor, além de um pequeno apêndice de cálculo diferen-
cial vetorial contendo as principais fórmulas de cálculo usadas no
livro. Indicamos ainda que as figuras coloridas estão dispońıveis ele-
tronicamente, no endereço http://www.matmidia.mat.puc-rio.br
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na seção “Educação”. Os autores deste livro estão a disposição do
leitor para qualquer esclarecimento, dúvida, sugestão, e podem ser en-
contrados fisicamente ou eletronicamente nas seguintes instituições:
Afonso Paiva (Universidade Federal de Uberlândia), Fabiano Petro-
netto (Universidade Federal do Esṕırito Santo), Geovan Tavares e
Thomas Lewiner (Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Ja-
neiro).

Finalmente, o leitor pode usar este livro como flick book, virando
as páginas para ver uma simulação de quebra de represa no canto
inferior das páginas, reproduzidas em maior tamanho na figura 1.8.

Figura 1.8: Simulação SPH de quebra de represa d’água com 20.700
part́ıculas, usando colisão geométrica e equação de estado para o
cálculo da pressão.
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Caṕıtulo 2

Smoothed Particle
Hydrodynamics

Soluções numéricas de equações diferenciais parciais (EDP’s) são hoje
de suma importância em áreas aplicadas, tais como engenharia, me-
teorologia, oceanografia e geologia, por auxiliarem na compreensão
de uma ampla gama de fenômenos naturais modelados matematica-
mente por um conjunto de EDP’s.

Dada a importância e abrangência dessas equações, existe um
grande interesse na comunidade cient́ıfica por estudos teóricos e expe-
rimentais que possam auxiliar em solucioná-las. A maior parte desses
estudos teóricos considera hipóteses idealizadas, onde os fenômenos
f́ısicos relacionados às equações são tratados de forma isolada e sim-
plificada [50, 74].

Como alternativa, os estudos experimentais são utilizados para a
compreensão de aspectos globais dos fenômenos. Devido à comple-
xidade desses fenômenos, porém, torna-se inviável a reprodução de
vários fenômenos naturais. Além disso, alguma variável importante
do problema f́ısico pode não ser diretamente observada ou medida na
baixa escala do modelo experimental.

Uma terceira opção na busca da compreensão desses fenômenos é
a modelagem numérica das equações que descrevem os mesmos. Re-
centemente tem havido um grande interesse nessa abordagem, princi-
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palmente pelo aumento da capacidade de processamento dos compu-
tadores e pelo desenvolvimento de códigos computacionais eficientes
em obter soluções numéricas para essas equações.

A modelagem numérica aproxima operações diferenciais, presen-
tes nas EDP’s que modelam o problema, em representações discretas.
Com isso, o conjunto de EDP’s é aproximado por um conjunto de
equações algébricas ou de equações diferenciais ordinárias (EDO’s),
os quais podem ser resolvidos usando conhecidas rotinas numéricas.

O propósito desse caṕıtulo é a formalização do método numérico,
utilizado para a modelagem numérica das equações diferenciais parci-
ais, conhecido como SPH, “hidrodinâmica de part́ıculas suavizadas”,
do acrónimo inglês Smoothed Particles Hydrodynamics.

2.1 Contexto do método SPH

Desde sua introdução para resolver problemas astrof́ısicos em 1977
nos trabalhos de Lucy [105] e Gingold e Monaghan [58], o método
SPH tem sido estudado e estendido para modelar uma maior varie-
dade de problemas, incluindo, além de problemas astrof́ısicos [16, 88,
136], problemas em hidrodinâmica [1, 113, 120, 158, 169] e mecânica
dos sólidos [85, 140].

A discretização no método SPH é dada por um conjunto de part́ı-
culas, definidas como pontos no espaço, aos quais também associamos
outras propriedades individuais relacionadas a f́ısica do fenômeno si-
mulado, tais como temperatura, densidade, etc. Em um dado ponto
do domı́nio, cada função ou uma de suas derivadas parciais envolvidas
nas EDP’s é aproximada por uma média ponderada de contribuições
dadas por part́ıculas que estão próximas ao ponto.

Assim, no método SPH, o estado de um sistema é totalmente re-
presentado por um conjunto de part́ıculas, isto é, além de representar
o objeto da simulação (fluido, sólido ou gasoso) amostrando as propri-
edades f́ısicas, as part́ıculas também são utilizadas como a estrutura
computacional para calcular as aproximações necessárias para obter
uma solução numérica para o problema. Além disso, em SPH a massa
do sistema é trivialmente conservada, ou seja, o problema de difusão
numérica presente nos métodos eulerianos não ocorre em SPH.
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Mais ainda, como não é necessária nenhuma conectividade pré-
definida entre as part́ıculas da discretização, o método SPH é bastante
atrativo para vários problemas onde outros métodos tradicionais en-
contram grandes dificuldades. Podemos citar como exemplos des-
sas dificuldades, no método de elementos finitos (MEF) [170] em si-
mulações de fenômenos hidrodinâmicos, tais como explosão e impacto
em alta velocidade, que possuem caracteŕısticas especiais (grandes de-
formações do objeto, fronteiras deformáveis,...) que levam a grandes
deformações na malha utilizada; e no método de diferenças finitas
(MDF) [2] em simulações cujo domı́nio tem uma geometria complexa
ou, simplesmente, irregular. Algumas aplicações do método SPH aos
problemas citados são: impacto em alta velocidade [66, 76], explosão
[93, 98, 154, 155] e simulações com geometrias complexas [84, 158].

Por último, outra caracteŕıstica atraente de SPH é a combinação
da formulação lagrangeana com as part́ıculas em simulações de esco-
amentos de fluidos. Ao contrário de outros métodos que não usam
malhas [47, 56, 161], nos quais os elementos da discretização (nós
ou part́ıculas) são somente usados como pontos de interpolação, as
part́ıculas no método SPH também carregam propriedades f́ısicas,
movendo-se em função das interações entre si e de forças externas,
e guardando toda a dinâmica do escoamento. Em particular, em
simulações de escoamentos de fluidos, o método SPH captura facil-
mente a superf́ıcie livre ou a interface entre dois fluidos, tarefa esta
bastante dif́ıcil ao utilizar métodos com malhas.

O método SPH, sendo um método de discretização por part́ıculas,
sem uso de malha e de formulação lagrangeana, tem sido usado em
diferentes áreas para várias aplicações práticas. A formulação mais
detalhada do método SPH será descrita nas próximas seções. Uma
revisão de métodos sem malhas e/ou métodos de part́ıculas é encon-
trado no trabalho de Li e Liu [92]. Em particular, vários outros traba-
lhos revisam o método SPH, destacando-se entre eles os de Benz [14]
e de Monaghan [112].

2.2 Formulação de SPH

Nesta seção descrevemos a formulação básica do método SPH em
duas etapas: a representação integral e a aproximação por part́ıculas.
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36 Sec. 2.2: Formulação de SPH

Na primeira etapa, a convolução entre uma função arbitrária e
uma função núcleo suave define uma representação integral de uma
função. A representação integral de uma função é então aproximada
por uma soma em um conjunto de part́ıculas, a qual é geralmente
chamada na literatura por aproximação por part́ıculas.

2.2.1 Representação integral

Representação integral de uma função

Seja Ω ⊂ Rn o domı́nio do problema e f uma função qualquer definida
em Ω

f : Ω→ Rm .

A representação integral da função f é definida como a convolução
da função f por uma função suave Wh : Rn → R

fh(u) .=
∫
Ω

f(x)Wh(u − x) dnx . (2.1)

A função Wh é conhecida na literatura por núcleo. O ı́ndice h visto
na definição acima não é apenas uma notação. Veremos mais adiante
que os núcleos utilizados em SPH possuem h como um parâmetro de
extrema importância.

A definição (2.1) é muitas vezes motivada pelo delta de Dirac. O
delta de Dirac pode ser vista como uma distribuição δ (x) com

δ (x) = 0, se x ̸= 0

e satisfazendo ∫
R

δ (x) dx = 1 .

Essa definição, embora heuŕıstica, não deve ser tomada com ri-
gor, principalmente porque nenhuma função pode ter as propriedades
acima. De acordo com a teoria de integração de Lebesgue, se duas
funções mensuráveis f (x) e g (x) são tais que f (x) = g (x), exceto
em um conjunto de medida nula ({0}), então f (x) é integrável se, e
somente se, g (x) é integrável, e as integrais são iguais. Por isso, basta
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observar que f (x) = δ (x) e g (x) = 0 são iguais, exceto em x = 0,
e diferem nos valores de sua integração. Uma definição rigorosa do
delta de Dirac requer conceitos de teoria da medida [9, 75].

O núcleo Wh, além de suave, deve satisfazer outras condições,
que serão descritas no decorrer dessa seção. A prinćıpio, de maneira
mais rigorosa, deve-se existir W 1 : R → R tal que

Wh(x) =
1
hn
W 1

(
1
h
∥x∥

)
, (2.2)

onde n é a dimensão do problema, h é um número positivo e W 1 é
uma função diferenciável, com suporte compacto e integral unitária.
Uma famı́lia

{
Wh

}
de funções diferenciáveis, com suporte compacto

e integral unitária, é dita uma aproximação da identidade. Nesse
caso:

lim
h→0

∫
Ω

f(x)Wh(u − x) dnx = f(u) . (2.3)

O núcleo Wh na representação integral (equação 2.1) é escolhido
no método SPH satisfazendo (2.2) e, portanto, tendo as seguintes
propriedades:

1. compacidade

Wh(x) = 0 quando ∥x∥ > κh (2.4)

2. normalização ∫
Rn

Wh(u − x) dnx = 1 (2.5)

Na condição de compacidade (equação (2.4)), o domı́nio efetivo
(não-nulo) do núcleo Wh no ponto u ∈ Ω é definida por

V (u) = {x ∈ Rn ; ∥x − u∥ 6 κh} (2.6)

e chamada de suporte compacto do núcleo no ponto u, ou simples-
mente de suporte compacto de u, e é definida pelo comprimento suave
h e pelo fator de escala κ associado ao núcleo.
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Representação integral da derivada de uma função

Dada uma função f : Ω → Rm, definida em um domı́nio Ω ⊂ Rn,
para obtermos a representação integral de um operador diferencial da
função f , utilizaremos o conceito de representação integral visto na
seção anterior (equação 2.1), a condição de compacidade do núcleo
W (equação 2.4) e o teorema de Gauss (ver Apêndice A).

Ao utilizar o conceito de representação integral (equação 2.1) para
o operador diferencial ∇· aplicado a função f obtemos

(∇ · f)h(u) .=
∫
Ω

∇ · f(x)Wh(u − x) dnx (2.7)

Dáı, usando a regra de derivação do produto

∇ ·
[
f(x)Wh(u − x)

]
= Wh(u − x)∇ · f (x) + f (x) · ∇xW

h(u − x)

reescrevemos a equação (2.7) da seguinte forma

(∇ · f)h(u) =
∫
Ω

∇ ·
[
f(x)Wh(u − x)

]
dnx

−
∫
Ω

f(x) · ∇xW
h(u − x) dnx .

(2.8)

Pelo teorema de Gauss (apêndice A.2) o fluxo de um campo ve-
torial f através de uma superf́ıcie fechada S é igual ao divergente de
f sobre a região R limitada por S. Portanto, usando-o na primeira
integral na equação (2.8), temos

(∇ · f)h(u) =
∫
∂Ω

[
f(x)Wh(u − x)

]
· ndS

−
∫
Ω

f(x) · ∇xW
h(u − x) dnx .

(2.9)

onde n é o vetor normal (unitário e exterior) à superf́ıcie fechada ∂Ω.
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Como o núcleo Wh é definido tendo suporte compacto, a integral
de superf́ıcie na equação (2.9) é nula, exceto nos pontos cujo o su-
porte compacto contém pontos da superf́ıcie ∂Ω. Portanto, para os
pontos cujo suporte compacto está totalmente contido no domı́nio do
problema, a equação (2.9) é simplificada da seguinte forma

(∇ · f)h(u) = −
∫
Ω

f(x) · ∇xW
h(u − x) dnx . (2.10)

Se o suporte intersecta a fronteira S do domı́nio, a integral de su-
perf́ıcie na equação (2.9) pode ser não-nula. Sobre tais circunstâncias,
isto é, se assumimos a equação (2.10) válida também nesses pontos,
modificações devem ser feitas para avaliar os efeitos na superf́ıcie do
domı́nio de integração. Veremos no caṕıtulo 4 algumas alternativas
para compensar a deficiência na aproximação em pontos próximos a
superf́ıcie.

Seguindo o mesmo racioćınio, podemos obter a representação in-
tegral para o gradiente de uma função escalar, dada por

(∇f)h(u) = −
∫
Ω

f(x)∇xW
h(u − x) dnx . (2.11)

Nas equações (2.10) e (2.11), notamos que a operação diferencial
na função f é substitúıda por uma operação diferencial no núcleoWh,
onde o ı́ndice x no operador diferencial ∇ representa a variável na
qual é realizada a diferenciação. Em outras palavras, a representação
integral da derivada de uma função segue os valores da função e da
derivada espacial do núcleo, ao invés da derivada da própria função.
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2.2.2 Aproximação por part́ıculas

Figura 2.1: Representação do objeto por part́ıculas.

No método SPH, todo o sistema é representado por um número
finito de part́ıculas, distribúıdas aleatoriamente no domı́nio do pro-
blema (figura 2.1).

As representações integrais obtidas para uma função f e suas de-
rivadas em um ponto u ∈ Ω (equações (2.1) e (2.10)) podem ser
discretizadas substituindo a integral no domı́nio Ω pelo somatório
sobre todas as part́ıculas que representam esse domı́nio. Usando,
porém, a condição de compacidade (equação 2.4), a integração so-
bre o domı́nio do problema Ω se reduz à integração sobre o suporte
compacto do núcleo e, portanto, o somatório também pode ser cal-
culado localmente; operando-se apenas nas part́ıculas que pertencem
ao suporte compacto.

O volume infinitesimal dnx é substitúıdo pelo volume finito ∆V
relacionado à porção do sistema representada por uma part́ıcula vi-
zinha. O volume ∆V , por sua vez, pode ser relacionado à massa m
da part́ıcula pela expressão

m = ∆V · ρ ,

onde ρ é a densidade da part́ıcula.
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W

rij hk

Figura 2.2: Somente part́ıculas que pertencem ao suporte compacto
da part́ıcula i são usadas na aproximação por part́ıculas.

Relacionar o elemento de volume com os atributos f́ısicos ρ e m
é conveniente em SPH para aplicações em dinâmica dos fluidos, nos
quais a densidade é uma variável importante. Dessa forma, podemos
dizer que as aproximações são obtidas em uma quantidade de massa
constante, o que se adapta melhor à f́ısica em aplicações de SPH.

A representação integral para uma função f , em uma part́ıcula
indexada por i, pode então ser discretizada da seguinte forma:

fh(xi) =
∫
Ω

f(x)Wh(xi − x) dnx

=
∫
Vi

f(x)Wh(xi − x) dnx

≈
∑
j∈Vi

f(xj)Wh
(
xi − xj)△Vj

≈
∑
j∈Vi

f(xj)Wh
(
xi − xj)

1
ρj
mj

(2.12)

onde o somatório percorre todas as part́ıculas que pertencem ao su-
porte do núcleo Wh no ponto xi (figura 2.2), definido por

Vi = V (xi) = {xj , ∥xj − xi∥ 6 κh} .
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Operadores básicos

Portanto, o valor de uma função (resp. da derivada de uma função)
em uma dada part́ıcula i é aproximado usando uma média dos valores
da função em todas as part́ıculas j pertencentes a seu suporte, ponde-
rados pelo núcleo (resp. pelo gradiente do núcleo) e por propriedades
f́ısicas das part́ıculas vizinhas.

Resumindo, as aproximações para uma part́ıcula i são dadas por

(
função

escalar ou vetorial

)
(

divergente de uma

função vetorial

)
(

gradiente de uma

função escalar

)

fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
fjWij

∇ · fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
fj · ∇iWij

∇fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
fj∇iWij

(2.13)

onde

Wij = Wh
(
xi − xj) =

1
hn
W 1
(rij
h

)
∇iWij =

xij
rij

∂Wij

∂rij

com
fi = f(xi) , xij = xi − xj e rij = ∥xij∥ .

Deve-se notar que o gradiente do núcleo é tomado com respeito
a part́ıcula i e portanto o sinal negativo nas equações (2.10) e (2.11)
são removidos nas aproximações por part́ıculas equações (2.13).

As aproximações por part́ıculas (equações 2.13) discretizam as
representações integrais cont́ınuas de uma função e sua derivada, ba-
seadas em um conjunto arbitrário de part́ıculas. O uso dessa soma
em part́ıculas arbitrariamente distribúıdas para aproximar a integral
faz de SPH um método sem malha para integração numérica muito
atraente para vários problemas, como por exemplo, simulações de
fluidos que sofrem grandes deformações.
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Comprimento suave

O comprimento suave h é muito importante em SPH, uma vez que
está diretamente ligado à precisão numérica do método e à eficiência
da simulação.

A precisão numérica da aproximação por part́ıculas em SPH de-
pende de que haja um número necessário e suficiente de part́ıculas
dentro do suporte compacto de cada part́ıcula do sistema. Pois, se h
é muito pequeno, não existem part́ıculas suficientes no suporte com-
pacto de dimensão κh e, por outro lado, se h é muito grande, propri-
edades locais serão suavizadas globalmente.

Computacionalmente, a eficiência do método também depende
do número de part́ıculas vizinhas, assim como da maneira como é
determinada a vizinhança (conjunto de part́ıculas vizinhas) de todas
as part́ıculas da simulação. No método SPH, o processo de encontrar
a vizinhança de uma part́ıcula é normalmente conhecido por busca por
part́ıculas vizinhas, ou simplesmente busca por vizinhança. Tal tarefa
é de extrema importância ao método e será revisada na seção 4.3.

Segundo Liu e Liu [94] o número de part́ıculas dentro do suporte
compacto, em uma, duas e três dimensões, deve ser em torno de 5, 21 e
27, respectivamente. Essa análise considera as part́ıculas distribúıdas
sobre uma grade com o comprimento suave h = 1, 3∆x, onde ∆x é o
espaço entre as part́ıculas, e k = 2.

Vale citar, embora nas aplicações contidas neste livro o compri-
mento suave é mantido constante durante toda a simulação, em algu-
mas aplicações do método SPH torna-se necessário determinar para
cada part́ıcula um comprimento suave, como por exemplo, em gases
onde o fluido pode expandir ou contrair localmente [112, 153].

Exerćıcio (fácil). Dada uma função w : Rn → R definida por
w (x) = (∥x∥). Mostre que ∇xw (x − u) = −∇uw (x − u).
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2.3 Operadores SPH

As aproximações listadas na seção anterior (equações 2.13) para os
operadores diferenciais são raramente usadas nos trabalhos que utili-
zam o método SPH. Outras aproximações resultantes de propriedades
impĺıcitas do próprio método, ou de identidades para os operadores
diferenciais, se mostraram mais adaptadas à f́ısica do problema ou à
definição matemática [121, 157].

2.3.1 Operadores de primeira ordem

Os operadores discretos obtidos na seção anterior são imprecisos e
frequentemente não obedecem às propriedades de conservação asso-
ciadas às equações no modelo cont́ınuo quando aplicados à simulação
de fluidos [92]. Entretanto, quando essa aproximação é combinada
com um termo que contém a expressão nula

∇W (x) =
∑
j

mj

ρj
∇xW

(
x − xj) = 0 ,

desde que
{
W
(
x − xj)

}
j

seja uma partição da unidade, pode-se en-
contrar melhores aproximações. Por exemplo, podemos definir os
seguintes operadores SPH.

gradiente SPH I

∇fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
(fj − fi)∇iWij (2.14)

divergente SPH I

∇ · fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
(fj − fi) · ∇iWij . (2.15)

Outras aproximações são encontradas na literatura. Para obter
aproximações mais precisas para os operadores diferenciais em SPH,
Monaghan [112] sugere escrever o gradiente de um campo escalar
usando a regra da derivada do produto

∇f =
1
ρ

[∇ (ρf)− f∇ρ] (2.16)
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e similarmente o divergente de um campo vetorial como

∇ · f =
1
ρ

[∇ · (ρf)− f · ∇ρ] . (2.17)

Dáı, usando as equações (2.13), obtemos os operadores SPH descritos
a seguir.

gradiente SPH II

∇fi =
1
ρi

∑
j∈Vi

mj (fj − fi)∇iWij

 (2.18)

divergente SPH II

∇ · fi =
1
ρi

∑
j∈Vi

mj (fj − fi) · ∇iWij

 (2.19)

Note que cada expressão fora dos operadores diferenciais nas igual-
dades (2.16) e (2.17) são avaliadas na própria part́ıcula. Observa-se
também que essas aproximações são bastante semelhantes às apro-
ximações obtidas anteriormente (equações 2.15 e 2.14). A diferença
entre os conjuntos de operadores I e II é o uso do volume mj

ρj
nas

equações (2.14) e (2.15) ao invés de mj

ρi
(observe a mudança de ı́ndice)

utilizado nas equações (2.18) e (2.19). Segundo Colagrossi e Landrini
[29], o primeiro conjunto de operadores fornece resultados mais preci-
sos na simulação de escoamento bi-fásico com uma pequena variação
de densidade entre os fluidos.

Por último, para obter operadores SPH simétricos, isto é, a in-
teração entre duas part́ıculas i e j é simétrica, considere a seguinte
identidade

∇f
ρ

=
1

ρ2−σ∇
(

f

ρσ−1

)
+

f

ρσ
∇
(

1
ρ1−σ

)
. (2.20)

Podemos definir novos operadores SPH variando o valor de σ na igual-
dade acima. Os operadores listados abaixo foram obtidos com σ = 2.
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gradiente SPH III

∇fi = ρi

∑
j∈Vi

mj

(
fj
ρ2
j

+
fi
ρ2
i

)
∇iWij

 (2.21)

divergente SPH III

∇ · fi = ρi

∑
j∈Vi

mj

(
fj
ρ2
j

+
fi
ρ2
i

)
· ∇iWij

 (2.22)

Uma caracteŕıstica dos operadores obtidos nessa seção é que a
iteração entre part́ıculas aparecem explicitamente no operador SPH.
Note que nos conjuntos de operadores I e II, o termo−fj assegura que
a aproximação dos operadores diferenciais para funções constantes
seja exata. Mais ainda, em funções que diferem por uma constante,
qualquer uma dessas aproximações, obtêm o mesmo resultado para
ambas as funções [137].

2.3.2 Operador laplaciano SPH

Vistas as aproximações para os operadores gradiente e divergente
no método SPH, chega-se ao final dessa seção apresentando algumas
aproximações para o operador laplaciano encontradas na literatura.

De imediato, podeŕıamos obter a aproximação básica para o la-
placiano de uma função escalar usando as representações integrais
dos operadores gradiente e divergente (equações 2.10 e 2.11) para
obtermos a representação integral do laplaciano

(
∇2f

)h
(u) =

∫
Ω

f(x)∇2
xW

h(u − x) dnx .

Consequentemente, obtêm-se o seguinte operador laplaciano

∇2fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
fj∇2

iWij (2.23)

Porém, a equação (2.23) possui algumas desvantagens. Dentre
elas, essa aproximação é muito senśıvel à desordem de part́ıculas [28].
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Outro operador laplaciano SPH é baseado nos operadores gradi-
ente e divergente SPH. Visto que o laplaciano no espaço euclidiano é
o divergente do gradiente

∇2f = ∇ · (∇f) , (2.24)

pode-se obter uma aproximação para o laplaciano da seguinte forma:
dada uma propriedade escalar p na part́ıcula, define-se uma nova
propriedade g = ∇p dada pelo gradiente da propriedade p. Para
isso utiliza-se um dos operadores gradiente SPH visto anteriormente.
Dáı, usando um dos operadores divergente SPH, obtém-se uma apro-
ximação para ∇·g. O resultado obtido após essas duas aproximações
é uma aproximação para o laplaciano

∇ · g = ∇ · ∇p = ∇2p .

Como exemplo, pode-se usar os operadores gradiente e divergente
SPH definidos nas equações (2.18) e (2.19) para obter a seguinte
aproximação resultante da composição desses dois operadores.

laplaciano SPH I

∇2fi =
1
ρi

∑
j∈Vi

mj

(
(∇f)hj − (∇f)hi

)
· ∇iWij

 (2.25)

onde

(∇f)hk =
1
ρk

[∑
l∈Vk

ml (fl − fk)∇kWkl

]
é a aproximação SPH para o gradiente da função f .

Outra aproximação encontrada na literatura de SPH [30] é dada
pela seguinte identidade

∇2 (ρf) = ρ∇2f + 2 (∇ρ · ∇f) + f∇2ρ .
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Reescrevendo-a da seguinte forma

ρ∇2f = ∇2 (ρf)− f∇2ρ− 2 (∇f · ∇ρ)

e aplicando diretamente os operadores laplaciano SPH básico e gradi-
ente SPH II (equações 2.23 e 2.18) nos respectivos operadores encon-
trados na identidade acima, obtém-se uma nova aproximação descrita
a seguir.

laplaciano SPH II

∇2fi =
∑
j∈Vi

mj (fj − fi)
(
∇2
iWij −

2
ρ2
i

∇iWij · ∇ρi
)
, (2.26)

onde
∇2
iWij = ∇2

iW
(
xi − xj)

e
∇iWij = ∇iW

(
xi − xj) .

No operador laplaciano SPH II (equação 2.26), o termo ∇ρi é
pré-calculado usando um dos operadores gradiente SPH.

A desvantagem em usar os operadores laplacianos SPH definidos
nas equações (2.25) e (2.26) está na necessidade de realizar, para
cada part́ıcula, dois somatórios para obter a aproximação SPH para
o laplaciano de uma função, o que é computacionalmente muito caro.
A próxima, e última, aproximação evita esse problema.

A última aproximação é baseada na expansão em série de Taylor.
Para uma função f(x) , x = (x, y), a série de Taylor, até os termos
de segunda ordem, sobre um ponto u = (a, b), é dada por

f (x, y) = f (a, b) + (x− a) ∂f
∂x

(a, b) + (y − b) ∂f
∂y

(a, b)

+
1
2

(
(x− a)2 ∂

2f

∂x2
(a, b) + (y − b)2 ∂

2f

∂y2
(a, b)

)

+ (x− a) (y − b) ∂2f

∂x∂y
(a, b)

+ O
(
∥ (x, y)− (a, b) ∥3

)
.

(2.27)
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Assumindo a igualdade dada pela expressão (2.27) sem os termos
de ordem superior a dois, obtém-se a aproximação para a função f
dada por

f (x, y) = f (a, b) + (x− a) ∂f
∂x

(a, b) + (y − b) ∂f
∂y

(a, b)

+
1
2

(
(x− a)2 ∂

2f

∂x2
(a, b) + (y − b)2 ∂

2f

∂y2
(a, b)

)

+ (x− a) (y − b) ∂2f

∂x∂y
(a, b)

(2.28)
Cleary e Monaghan [28] utilizam as propriedades de simetria e

normalização do núcleo W listadas na seção 2.4, para mostrar os
seguintes resultados∫

(u − x)
u − x
∥u − x∥2

∇uW (u − x) dnx = 0

e ∫
(u − x)i (u − x)j

u − x
∥u − x∥2

∇uW (u − x) dnx = δij ,

onde o śımbolo de Kronecher δij é definido por

δij =
{

1 , se i = j
0 , se i ̸= j

.

Deixamos as demonstrações dos resultados para o leitor.
Portanto, multiplicando a expressão (2.28) por

u − x
∥u − x∥2

∇uW (u − x)

e integrando-a, obtém-se a representação integral para o operador
laplaciano de uma função escalar

∇2f (u) = 2
∫
f (u)− f (x)
∥u − x∥2

(u − x)∇uW (u − x) dnx . (2.29)
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A aproximação (2.29) pode agora ser facilmente discretizada usando
a aproximação por part́ıculas, na qual usa-se apenas derivada de pri-
meira ordem do núcleo.

laplaciano SPH III

∇2fi = 2
∑
j∈Vi

mj

ρj

fi − fj
rij

xij · ∇iWij . (2.30)

O laplaciano definido pela equação (2.30) é obtido diretamente,
isto é, sem a necessidade de calcular outras aproximações SPH.

Na tese de Petronetto [137] é apresentada uma comparação entre
os principais operadores diferenciais definidos na literatura de SPH.
As versões apresentadas para cada operador diferencial (gradiente,
divergente e laplaciano) são analisadas estatisticamente. Em vários
cenários, variando a densidade de part́ıculas da representação de um
domı́nio, funções anaĺıticas definem propriedades nas part́ıculas e,
portanto são também conhecidos os valores dos operadores diferencias
para essa propriedade em cada part́ıcula. A partir dáı, as versões
para um mesmo operador diferencial são utilizadas para obter as
aproximações desejadas e os resultados encontrados são analisados
e comparados.

2.4 Núcleos SPH

O método SPH utiliza as representações integrais (2.1) e (2.10), para
aproximar uma função e sua derivada, usando uma função suave
Wh como núcleo. O núcleo é de extrema importância, pois não so-
mente determina o padrão da aproximação, como também define a
dimensão do suporte das part́ıculas, e determina a consistência e,
consequentemente, a precisão de ambas as aproximações: integral e
por part́ıculas.

Diferentes núcleos são usados no método SPH. Várias proprieda-
des são discutidas na literatura, para que uma função possa ser usada
como um núcleo. Algumas dessas propriedades são listadas abaixo.
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1. o núcleo deve ser suficientemente suave

Wh ∈ Ck, k > 1

2. o núcleo deve ser normalizado∫
Rn

Wh(x) dnx = 1

3. o núcleo deve ter suporte compacto

Wh(x) = 0 quando ∥x∥ > κh

4. o nucleo deve ser positivo

Wh(x) = 0

5. o nucleo deve ser decrescente

Wh(x) < Wh(u) se ∥x∥ > ∥u∥

6. o núcleo deve ser simétrico

Wh(x) = w (∥x∥)

Pelas propriedades 1, 2 e 3 podemos dizer que a representação in-
tegral (2.1) está bem definida e, além disso, temos como consequência
a aproximação da identidade para uma função e suas derivadas

lim
h→0

∫
Rn

f (x)Wh(u − x) dnx = f (u) .

Em particular, a terceira propriedade faz da aproximação SPH uma
operação local.

A quarta propriedade significa que o núcleo deve ser não-negativo
no suporte. Essa propriedade não é necessária para a convergência,
mas é importante para assegurar aproximações coerentes para propri-
edades f́ısicas envolvidas em um dado problema. Por exemplo, valo-
res negativos para o núcleo podem resultar em densidades negativas.
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Alguns trabalhos, porém, utilizam núcleos que em algumas regiões
têm valores negativos; podemos citar o núcleo usado no trabalho de
Monaghan e Lattanzio [116].

A quinta e sexta propriedades são importantes para determinar
a influência (em relação ao núcleo) das interações entre part́ıculas
de acordo com a distância entre elas. Part́ıculas mais próximas de-
vem influenciar mais do que part́ıculas mais distantes, enquanto que
part́ıculas à mesma distância, mas em diferentes posições, tenham
a mesma influência. Essas propriedades não são fundamentais e, as
vezes, são transgredidas [103].

Qualquer função, com as propriedades anteriores, pode ser empre-
gada como um núcleo em SPH. Diferentes funções são encontradas em
diversos trabalhos que utilizam o método SPH [37, 123]. Lucy [105]
utilizou a seguinte função como núcleo:

W h`

x − x′´ = W h(R) = αd

ȷ

(1 + 3R) (1 − R)3 , 0 ≤ R < 1
0 , R ≥ 1

(2.31)

onde αd é uma constante de normalização, obtida pela condição de
normalização (propriedade 2), e R é a distância relativa entre duas
part́ıculas

R =
∥x − x′∥

h
.

Monaghan [112] afirma que é sempre melhor utilizar como núcleo
uma função gaussiana. A seguinte função gaussiana foi utilizada em
seu trabalho original [58] em astrof́ısica:

Wh(R) = αde
−R2

. (2.32)

A função gaussiana não tem suporte compacto, condição espe-
rada de um núcleo em SPH (propriedade 3), mas aproxima-se rapi-
damente de zero quando a distância entre duas part́ıculas aumenta.
Contudo, mesmo tomando um suporte finito, o mesmo provavelmente
será muito grande para que a função gaussiana possa ser considerada
nula, tornando-a computacionalmente inviável devido à inclusão de
muitas part́ıculas no suporte de cada part́ıcula.

Outra classe de núcleos muito importante são os núcleos dados
por funções splines. Essa classe de funções splines tem sido utilizada
com maior frequência como núcleos em SPH.
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Inicialmente, Monaghan e Lattanzio [116] utilizaram um núcleo
spline cúbico

W h(R) = αd

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

2

3
− R2 +

1

2
R3 , 0 ≤ R < 1

1

6
(2 − R)3 , 1 ≤ R < 2

0 , R ≥ 2

(2.33)
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Figura 2.3: Função núcleo: part́ıculas que distam mais do que κh não
são utilizadas nas aproximações. Em destaque os gráficos do núcleo
1d e de suas derivadas de primeira e segunda ordem.

Posteriormente, Morris [118, 119] introduziu splines de graus mais
alto que aproximam melhor a função gaussiana e são mais estáveis.
A figura 2.3 ilustra o núcleo spline qúıntico definido por

W h(R) = αd

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(3−R)5 − 6 (2−R)5 − 15 (1−R)5 , 0 ≤ R < 1

(3−R)5 − 6 (2−R)5 , 1 ≤ R < 2

(3−R)5 , 2 ≤ R < 3

0 , R ≥ 3

(2.34)
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Núcleos definidos por funções splines têm sido um dos mais uti-
lizados na literatura de SPH, pois aproximam o núcleo gaussiano e
têm suporte compacto. Porém, por serem definidas por partes, as
splines são ligeiramente mais dif́ıceis de usar do que funções definidas
diretamente, isto é, sem usar definições por partes.
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Figura 2.4: Núcleos 1D spline cúbico W3 e quártico W4 com suas
respectivas derivadas (κ = 2 e h = 1).

Liu e Liu [100] propõem uma pequena alteração no núcleo pro-
posto por Lucy (equação 2.31), assegurando resultados mais precisos
e estáveis (figura 2.4). O novo núcleo de quarta ordem é dado pela
seguinte expressão:

Wh(R) = αd


2
3
− 9

8
R2 +

19
24
R3 − 5

32
R4 , 0 ≤ R < 2

0 , R ≥ 2
(2.35)

onde, dada a dimensão d do problema, temos

αd =



1
h
, se d = 1

15
7πh2

, se d = 2

315
208πh3

, se d = 3

O núcleo dado pela equação (2.35) satisfaz a condição de norma-
lização; tem, assim como sua derivada, suporte compacto e aproxima
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o núcleo spline cúbico (equação (2.33)) e, consequentemente, o núcleo
gaussiano. Além dessas propriedades, tem a segunda derivada suave,
e essa propriedade está diretamente ligada à questão da estabilidade
do método SPH [118, 156]. Por outro lado, esse núcleo não possui
as propriedades de positividade e decrescimento. A figura 2.4 ilus-
tra esse núcleo de quarta ordem (equação (2.35)) juntamente com o
núcleo spline cúbico (equação (2.33)).

Observa-se que em todos os exemplos as funções tomadas como
núcleos são funções que têm a seguinte forma:

Wh (x) = Wh (R) ,

onde R = ∥x∥/h. Essa é uma escolha natural para funções núcleos
em SPH, embora alguns trabalhos utilizem núcleos que não repetem
este padrão [99, 103, 146]. Uma análise do comportamento de vários
núcleos em uma dimensão pode ser encontrada no trabalho de Fulk
e Quinn [55].

2.4.1 Consistência do núcleo

No tradicional método de diferenças finitas (MDF), o conceito de con-
sistência define o quanto um sistema de equações discretas se apro-
xima das EDP’s que modelam o problema f́ısico [2]. O teorema de
equivalência de Lax-Richtmyer [87] diz que, dado um problema bem
posto, isto é, um problema que depende continuamente das condições
inicias, em um esquema de interpolação numérica (em MDF) consis-
tente a existência de estabilidade é uma condição necessária e sufici-
ente para a convergência do sistema linear de equações obtidas pelo
esquema.

De maneira semelhante, usando expansão em série de Taylor, uma
análise das aproximações SPH pode ser considerada. Primeiramente,
essa análise é considerada sobre as aproximações cont́ınuas do método
SPH, obtidas pelas representações integrais de uma função e suas de-
rivadas (seção 2.2.1). No que se segue, veremos que condições devem
ser satisfeitas para que uma função defina um núcleo no método SPH
de tal forma que as aproximações tenham certa ordem de precisão.
Além disso, essas condições podem ser usadas para definir núcleos no
método SPH de forma sistemática [100].
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No método SPH, dada uma função f , a convolução dessa função
por um núcleo W define a representação integral da função f .

f(u) .=
∫
Ω

f(x)W (u − x) dnx

Supondo f suficientemente diferenciável, podemos expandir f(x) em
série de Taylor em torno do ponto u

f(x) =
n∑
k=0

(−1)k f (k)(u)
k!

(u − x)k + rn (u − x) (2.36)

de onde, substituindo essa série na representação integral, obtemos

f(u) =
n∑
k=0

(−1)k f (k)(u)
k!

∫
Ω

(u − x)kW (u − x) dnx + rn (u − x)

Comparando os dois lados na igualdade acima, podemos dizer que
a representação integral da função f é uma aproximação de ordem n
se as seguintes condições, a respeito do núcleo, são satisfeitas

M0 =
∫
Ω

W (u − x) dnx = 1

M1 =
∫
Ω

(u − x)W (u − x) dnx = 0

M2 =
∫
Ω

(u − x)2W (u − x) dnx = 0

...
Mn =

∫
Ω

(u − x)nW (u − x) dnx = 0

Os termos Mk são chamados de momentos do núcleo. Note que o
primeiro momento M0 é a condição de normalização do núcleo. Por
outro lado, o segundo momento M1 é uma propriedade de núcleos
simétricos.
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De maneira análoga, podemos fazer uma análise para a repre-
sentação integral da derivada de uma função. Denotando a fronteira
do domı́nio Ω por S = ∂Ω temos que

f ′(u) .=
∫
S

f(x)W (u − x) · ndS −
∫
Ω

f(x)W ′ (u − x) dnx

onde n é o vetor unitário exterior a superf́ıcie S.
Da mesma forma que determinamos os momentos Mk, ao substi-

tuir a expansão em série de Taylor (equação 2.36) na segunda integral
da igualdade acima, podemos dizer que, se as seguintes equações são
satisfeitas, então f ′(u) é uma aproximação de ordem n.

M ′
0 =

∫
Ω

W ′ (u − x) dnx = 0

M ′
1 =

∫
Ω

(u − x)W ′ (u − x) dnx = 1

M ′
2 =

∫
Ω

(u − x)2W ′ (u − x) dnx = 0

...
M ′
n =

∫
Ω

(u − x)nW ′ (u − x) dnx = 0

e
W (u − x)|S = 0

A restrição do núcleo W|S , à fronteira S do domı́nio do problema,
sendo uma função nula implica na integral de superf́ıcie nula para
qualquer função arbitrária.∫

S

f(x)W (u − x) · ndS = 0

Essa igualdade foi usada na definição da representação integral da
derivada de uma função (seção 2.2.1). Além disso, o momento M ′

0
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pode ser facilmente obtido dado a restrição nula do núcleo a superf́ıcie
S. Mais ainda, se essa restrição é satisfeita, os momentos M ′

k (exceto
k = 0) podem ser obtidos a partir dos momentos Mk pela a seguinte
relação.

M ′
k = k Mk−1 , k = 1, · · · , n

Podemos estender essa analise para derivadas de ordem superior.
Basta observar que a derivada de ordem n+1 é a derivada da derivada
de ordem n.

Veremos nas aplicações adiante que a derivada de maior ordem nas
EDP’s que modelam os problemas é de segunda ordem. Em resumo,
as representações integrais

f(u) .=
∫
Ω

f(x)W (u − x) dnx

f ′(u) .= −
∫
Ω

f(x)W ′ (u − x) dnx

f ′′(u) .=
∫
Ω

f(x)W ′′ (u − x) dnx

(2.37)

são aproximações de ordem n se o núcleo satisfaz

M0 =
∫
Ω

W (u − x) dnx = 1

M1 =
∫
Ω

(u − x)W (u − x) dnx = 0

M2 =
∫
Ω

(u − x)2W (u − x) dnx = 0

...
Mn =

∫
Ω

(u − x)nW (u − x) dnx = 0

(2.38)

e 
W (u − x)|S = 0

W ′ (u − x)|S = 0 .
(2.39)
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A análise baseada em expansão em series de Taylor está direta-
mente relacionada ao conceito de consistência para MDF. Similar-
mente, o conceito de consistência em métodos de elementos finitos
(MEF) também pode ser aplicado ao método SPH. Em MEF a con-
sistência é caracterizada pela maior ordem polinomial que pode ser
exatamente reproduzida usando uma função base [95]. Pode-se mos-
trar que, no método SPH, a representação integral reproduz exa-
tamente polinômios de grau menor que ou igual a n desde que as
condições (2.38) sejam satisfeitas pelo núcleo. Por exemplo, para que
um campo constante (ordem polinomial zero) f(x) = c possa ser
exatamente reproduzido pela representação integral de uma função
(equação (2.1)), devemos ter

fh(u) .=
∫
Ω

f(x)Wh(u − x) dnx =
∫
Ω

cWh(u − x) dnx = c .

É fácil verificar que a condição de normalização, primeira equação
nas condições (2.38), é a condição necessária para a representação
integral aproximar exatamente um polinômio de ordem zero.

Exerćıcio (fácil). Dada uma função f , mostre que a representação
integral de f utilizando um núcleo simétrico possui precisão de se-
gunda ordem.

Exerćıcio (médio). Mostre que a representação integral de uma fun-
ção reproduz exatamente um polinômio de grau n se todos os mo-
mentos Mk (equações (2.38)), k = 0, 1, · · · , n forem satisfeitos pelo
núcleo.

2.4.2 Consistência da aproximação por part́ıculas

Na seção anterior o conceito de consistência foi apresentado para a
formulação cont́ınua da aproximação por núcleos, ou simplesmente,
para as representações integrais. Porém, essa consistência não pode
ser assumida pelo método SPH devido ao segundo passo de sua for-
mulação: a aproximação por part́ıculas.

O problema no qual as aproximações por part́ıculas dos momentos
Mk’s (equações (2.38)) não são satisfeitas em métodos de part́ıculas
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é conhecido como inconsistência de part́ıculas [12, 118]. A versão
discreta da consistência é dada por:

N∑
j=1

W (u − x) dnx = 1

N∑
j=1

(u − x)kW (u − x) dnx = 0 , k = 1, · · · , n
(2.40)

onde N é o número de part́ıculas que pertencem ao suporte com-
pacto da part́ıcula localizada em x. Mas, essa consistência dis-
creta não é sempre satisfeita. Podemos citar dois exemplos onde
as equações (2.40) não são satisfeitas. O simples caso de part́ıculas
que estão próximas a fronteira do domı́nio de tal forma que o suporte
compacto intersecte a fronteira ou, mesmo com o suporte contido no
domı́nio, quando as part́ıculas estão irregularmente distribúıdas. A
figura 2.5 ilustra esses casos.

fronteira

partícula

x

W

(a)

x

W

(b)

x

W

(c)

Figura 2.5: Aproximações por part́ıculas. Da esquerda para a di-
reita: (a) amostragem densa de part́ıculas no suporte compacto; (b)
o suporte compacto intersecta a fronteira do domı́nio e (c) uma dis-
tribuição irregular de part́ıculas no suporte compacto.

Existem diferentes maneiras para tentar obter as condições de
consistência na forma discreta [39, 40, 101, 102, 103]. Liu, Liu e
Lam [100] descrevem um algoritmo para construção de um núcleo
polinomial de grau n

Wh
(
x − xj) =

n∑
I=1

bI (x, h)
(

x − xj
h

)I
, (2.41)

tal que as condições de consistência discretas para uma aproximação
de ordem n (equações (2.40)) sejam satisfeitas.
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Os coeficientes bI (x, h) são determinados pelo algoritmo resol-
vendo o seguinte sistema, obtido ao substituir o núcleo polinomial
(equação 2.41) em todos os momentos discretos (equações 2.40).
2

6

6

6

4

m0 (x, h) m1 (x, h) · · · mk (x, h)
m1 (x, h) m2 (x, h) · · · m1+k (x, h)

...
...

. . .
...

mk (x, h) mk+1 (x, h) · · · mk+k (x, h)

3

7

7

7

5

2

6

6

6

4

b0 (x, h)
b1 (x, h)

...
bn (x, h)

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

1
0
...
0

3

7

7

7

5

onde

mk (x, h) =
N∑
j=1

(
x − xj
h

)k
∆xj

Após determinar os coeficientes bI (x, h), o núcleo polinomial da
equação (2.41) determina uma aproximação por part́ıculas com con-
sistência de ordem n (seção 2.2.2). Porém o elevado custo desse
método deve ser levado em consideração, o qual concentra-se em cons-
truir essa matriz de momento e resolver o sistema determinado por
ela para cada part́ıcula. Mais ainda, para resolver o problema, a ma-
triz deve ser não-singular e, portanto, a distribuição das part́ıculas
deve satisfazer certas condições. Por último, vale ressaltar, que o
núcleo obtido pode não ter algumas propriedades desejáveis, como
por exemplo: positividade e simetria.
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Caṕıtulo 3

Dinâmica dos fluidos
usando SPH

As equações de governo dos escoamentos de fluidos newtonianos são
representadas matematicamente por um conjunto de EDP’s conhe-
cido como as equações de Navier-Stokes. No caṕıtulo anterior, apre-
sentamos os conceitos básicos do método SPH assim como a apro-
ximação por part́ıculas utilizada na discretização espacial dos opera-
dores diferenciais presentes nas EDP’s.

Esse caṕıtulo descreve detalhadamente a aproximação SPH das
equações de governo dos escoamentos de fluidos. A idéia principal da
aproximação SPH consiste na discretização espacial das equações de
Navier-Stokes através de um sistema de part́ıculas. Por sua vez, esse
sistema de part́ıculas fornece um conjunto de EDO’s em relação ao
tempo, o qual é resolvido via integração temporal.

3.1 Navier-Stokes na forma lagrangeana

As equações de Navier-Stokes são derivadas dos prinćıpios f́ısicos da
conservação da massa e do momento. No caṕıtulo 1, apresentamos
duas abordagens para as equações de Navier-Stokes: a descrição eu-
leriana e a descrição lagrangeana. O ponto de vista euleriano das
equações de Navier-Stokes se refere a sua descrição espacial, enquanto
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que o ponto de vista lagrangeano se refere a descrição material dessas
equações. A diferença fundamental entre as duas descrições reside na
derivada total de uma quantidade f́ısica em relação ao tempo. Pois,
na descrição lagrangeana a derivada total em relação ao tempo con-
siste na combinação da derivada local com a derivada convectiva.

Nessa seção, devido a natureza lagrangeana do método SPH, va-
mos estudar as equações de Navier-Stokes na forma lagrangeana e em
seguida a aproximação SPH de cada uma dessas equações.

3.1.1 Volume de controle finito

Consideremos um volume fechado arbitrário em um espaço de di-
mensão finita através do qual o fluido escoa. Na mecânica dos flui-
dos, esse volume define um volume de controle finito V associado com
uma superf́ıcie de controle S que delimita esse volume.

Na descrição lagrangeana conforme é ilustrado na figura 3.1(a),
o volume de controle se desloca juntamente com o escoamento man-
tendo sempre o fluido em seu interior. Entretanto, o escoamento pode
induzir uma variação na forma desse volume de controle, ou seja, o
volume de controle lagrangeano pode sofrer expansões, compressões
ou deformações. Apesar da variação da forma do volume de con-
trole lagrangeano, a massa do fluido contido nesse volume permanece
invariante.

(b)

dV

Escoamento

v

(a)

EscoamentoS

V

Figura 3.1: Descrição lagrangeana: (a) volume de controle finito V
com uma superf́ıcie de controle S e (b) elemento de fluido infinitesimal
de volume dV se deslocando com velocidade v.
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Através do modelo de volume de controle lagrangeano, podemos
aplicar os prinćıpios f́ısicos de conservação no fluido que reside em seu
interior. Assim, ao invés de olharmos o escoamento como um todo,
o volume de controle finito limita nossa atenção apenas para o fluido
que está na região finita determinada pelo próprio volume de controle.
Portanto, aplicando as leis f́ısicas da conservação da massa e do mo-
mento no volume de controle finito, obtemos as equações de governo
dos escoamentos de fluidos na forma integral. Podemos manipular
essas equações na forma integral para obter de forma “indireta”as
equações de Navier-Stokes.

3.1.2 Elemento de fluido infinitesimal

Uma maneira alternativa de obter as equações de Navier-Stokes é
utilizando o conceito de elemento de fluido infinitesimal. O elemento
de fluido é infinitesimal no mesmo sentido do cálculo diferencial;
porém, o elemento é grande o suficiente para ser visto como um meio
cont́ınuo.

Agora, consideremos um elemento de fluido infinitesimal que pos-
sui um volume de controle diferencial dV associado com uma su-
perf́ıcie de controle diferencial dS. Na descrição lagrangeana, o ele-
mento de fluido infinitesimal se move com velocidade v junto com o
escoamento e ocupa uma posição x em um certo instante de tempo t,
como mostra a figura 3.1(b). Novamente, ao invés de olharmos o
fluido como um todo, podemos aplicar as leis f́ısicas da conservação
da massa e do momento diretamente no elemento de fluido infinitesi-
mal e com isso deduzir as equações de governo na forma diferencial.
Logo, as equações de Navier-Stokes são deduzidas de forma direta.

3.1.3 O divergente da velocidade entra em cena

No caṕıtulo 1, apresentamos a definição da derivada material e a
sua interpretação f́ısica, devido ao seu uso frequente nas equações
de governo dos escoamentos de fluidos. Nessa seção vamos discutir
o significado f́ısico do divergente da velocidade, ∇ · v, termo que
também é bastante empregado nas equações de governo.
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S

dS
v

v  t∆

{nV

Figura 3.2: Variação do volume de controle lagrangeano.

Para um volume de controle lagrangeano V , o movimento do
fluido em seu interior induz uma variação em sua superf́ıcie de con-
trole S. Consequentemente, a variação da superf́ıcie de controle re-
sulta também na variação do volume de controle, principalmente em
regiões onde a densidade do fluido ρ assume valores distintos. A fi-
gura 3.2 mostra que a variação do volume de controle ∆V , devido ao
movimento de uma superf́ıcie infinitesimal dS sobre um incremento
de tempo ∆t, é igual ao volume do cilindro cuja área da base é dS e
a altura é (∆tv) · n, ou seja,

∆V = (∆tv) · n dS , (3.1)

onde n é um vetor normal unitário e exterior à superf́ıcie dS.
A variação total do volume em todo volume de controle é igual a

soma da equação (3.1) em toda superf́ıcie S. No limite dS → 0, essa
soma se torna a integral de superf́ıcie:

∆V =
∫
S

(∆tv) · ndS . (3.2)

Dividindo ambos os lados da equação (3.2) por ∆t, obtemos a va-
riação temporal do volume de controle:

DV

Dt
=

1
∆t

∫
S

(∆tv) · n dS =
∫
S

v · n dS . (3.3)
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Aplicando o teorema de Gauss na equação (3.3), temos:

DV

Dt
=
∫
V

∇ · v dV . (3.4)

Suponhamos que o volume de controle lagrangeano é encolhido a
um volume δV tão pequeno de modo que passe a ser considerado
um elemento de fluido infinitesimal. Logo, a equação (3.4) pode ser
escrita da seguinte forma:

D(δV )
Dt

=
∫
δV

∇ · v dV . (3.5)

Tomando o limite δV → 0, segue da equação (3.5) que:

D(δV )
Dt

= (∇ · v) δV

ou

∇ · v =
1
δV

D(δV )
Dt

. (3.6)

Portanto, a equação (3.6) mostra que o divergente da velocidade
pode ser interpretado fisicamente como a variação temporal do vo-
lume do elemento de fluido por unidade de volume.

3.1.4 Equação da continuidade

A equação da continuidade obedece a lei de conservação da massa.
Para um elemento de fluido infinitesimal lagrangeano de volume δV ,
a massa contida nesse volume é:

δm = ρ δV , (3.7)

onde m é a massa e ρ é a densidade do fluido.
Desde que a massa é conservada no elemento de fluido lagrange-

ano, logo a variação temporal da massa é nula, então:

D(δm)
Dt

=
D(ρ δV )
Dt

= δV
Dρ

Dt
+ ρ

D(δV )
Dt

= 0

ou
Dρ

Dt
= −ρ 1

δV

D(δV )
Dt

. (3.8)
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Finalmente, utilizando a equação (3.6), e substituindo o lado direito
da equação (3.8) pelo divergente da velocidade; a equação da conti-
nuidade na forma lagrangeana é dada por:

Dρ

Dt
= −ρ∇ · v . (3.9)

Uma maneira mais elegante de demonstrar a equação da conti-
nuidade pode ser feita através do teorema do transporte [110].

Exerćıcio (dif́ıcil). Dado um volume de controle finito V arbitrário.
Seja S a superf́ıcie de controle associada ao volume V . Supondo que
o volume controle V está fixo no espaço, o balanço de massa dentro
desse volume é dado por:∫

S

ρv · n dS = −
∫
V

∂ρ

∂t
dV ,

onde n é o vetor nomal unitário e exterior a superf́ıcie S. Deduzir a
equação da continuidade (equação (3.9)) a partir da equação acima.

3.1.5 Equação do momento

A equação do momento é uma aplicação direta da segunda lei de New-
ton e diz respeito à conservação do momento, isto é, a taxa de variação
temporal do momento do fluido é igual à resultante de forças F que
atuam sobre o fluido. Logo, um fluido pode ser representado por uma
coleção de elementos de fluido infinitesimais, onde cada elemento de
fluido possui massa constante m, densidade ρ, tem velocidade v, ace-
leração a e ocupa um volume infinitesimal cuja forma pode variar ao
longo do escoamento. Assim, para cada elemento de fluido podemos
escrever a segunda lei de Newton através da famosa equação:

F = ma. (3.10)

A aceleração de um elemento de fluido é dada pela derivada material:

a =
Dv
Dt

. (3.11)

Usando a equação (3.11) podemos reescrever a equação (3.10) como:

F = m
Dv
Dt

. (3.12)
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Cap. 3: Dinâmica dos fluidos usando SPH 69

Agora nos resta determinar as forças que atuam sobre o fluido.
Essas forças são classificadas em:

1. Forças de campo: são aquelas que atuam à distância, isto é,
agem na massa do elemento como um todo sem a necessidade
do contato entre os elementos. Exemplos dessas forças são:
a força gravitacional, eletromagnética e centŕıfuga.

2. Forças de superf́ıcie: são aquelas que atuam diretamente na su-
perf́ıcie do elemento de fluido. Essas forças são em decorrência
da pressão exercida sobre o fluido por um elemento exterior e
das tensões viscosas normais e de cisalhamento devido a fricção
com elementos vizinhos em movimento.

As tensões normais agem perpendicularmente à superf́ıcie do ele-
mento de fluido, alterando o seu volume (figura 3.3(a)), sendo, por-
tanto, proporcionais à variação temporal do volume do elemento de
fluido. Enquanto que as tensões de cisalhamento agem tangencial-
mente à superf́ıcie do elemento por meio da fricção com elementos
adjacentes causando-lhe uma deformação cisalhante (figura 3.3(b)).
A pressão p do fluido aparece como uma das tensões normais, pois em
regiões de alta pressão, o elemento de fluido é comprimido. Enquanto
em regiões de baixa pressão, o elemento tende a se esticar.

(a) (b)

xx

x x

y y

yxτ

τ

Figura 3.3: Tensões exercidas sobre um elemento de fluido.
(a) Tensão normal tende a esticar ou a comprimir o elemento.
(b) Tensão de cisalhamento tende a deformar o elemento.
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Denotaremos as tensões viscosas através do śımbolo τij , cujos indicies
i e j indicam que a tensão age na direção j sobre a superf́ıcie normal
à direção i. Particularmente, a tensão τyx ilustrada na figura 3.3(b)
age na direção x sobre um plano perpendicular ao eixo y.

Consideremos um elemento de fluido infinitesimal no espaço eu-
clidiano na posição x = (x, y, z), com velocidade v = (vx, vy, vz) e
que possui a forma de um paraleleṕıpedo, conforme é ilustrado na
figura 3.4. Desde que os campos p e τ variam suavemente, podemos
expandi-los em séries de Taylor a partir dos respectivos valores nas
extremidades do elemento de fluido. Logo, o cálculo da força resul-
tante exercida sobre um elemento de fluido infinitesimal, cujo volume
é dxdydz, na direção do eixo x é dado por:

Fx = −
[(
p+

∂p

∂x
dx

)
− p
]
dydz

+
[(
τxx +

∂τxx
∂x

dx

)
− τxx

]
dydz

+
[(
τyx +

∂τyx
∂y

dy

)
− τyx

]
dxdz

+
[(
τzx +

∂τzx
∂z

dz

)
− τzx

]
dxdy

=
(
−∂p
∂x

+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

)
dxdydz ,

(3.13)

Se a aceleração do elemento de fluido é a =
(
Dvx

Dt ,
Dvy

Dt ,
Dvz

Dt

)
e a

força de campo exercida sobre o elemento de fluido por unidade de
massa, ou seja, uma aceleração, é f = (fx, fy, fz); então através da
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O
x

y

z

zx +
∂ zx

∂z
dz dxdy

zx dxdy

pdydz p +
∂p

∂x
dx dydz

xx dxdy xx +
∂ xx

∂x
dx dydz

vx

vy

vz

Componentes da velocidade

v = ( vx , vy , vz )

τ
τ

τ

yx +
∂ yx

∂y
dy dxdzτ

τ

τ
τ

yx dxdzτ

τ

dy

dx

dz

Figura 3.4: Forças exercidas sobre um elemento de fluido infinitesimal
na direção do eixo x.

segunda lei de Newton (3.12) e pelo fato de m = ρ dxdydz segue que:

ρ dxdydz
Dvx
Dt

= − ∂p

∂x
dxdydz +

∂τxx
∂x

dxdydz

+
∂τyx
∂y

dxdydz +
∂τzx
∂z

dxdydz

+ fx (ρdxdydz)

(3.14)

Portanto, a equação do momento na direção x é:

Dvx
Dt

= −1
ρ

∂p

∂x
+

1
ρ

∂τxx
∂x

+
1
ρ

∂τyx
∂y

+
1
ρ

∂τzx
∂z

+ fx . (3.15)

Analogamente, as equações do momento nas direções y e z são:

Dvy
Dt

= −1
ρ

∂p

∂y
+

1
ρ

∂τxy
∂x

+
1
ρ

∂τyy
∂y

+
1
ρ

∂τzy
∂z

+ fy , (3.16)

Dvz
Dt

= −1
ρ

∂p

∂z
+

1
ρ

∂τxz
∂x

+
1
ρ

∂τyz
∂y

+
1
ρ

∂τzz
∂z

+ fz . (3.17)
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Podemos agrupar as equações (3.15), (3.16) e (3.17) na forma
vetorial para obter a equação do momento na forma lagrangeana:

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

1
ρ
∇ · T + f , (3.18)

onde T é um tensor simétrico 3× 3:

T =

τxx τxy τxz
τyx τyy τyz
τzx τzy τzz

 . (3.19)

Esse tensor é chamado de tensor extra-tensão ou tensor de tensões;
e o seu divergente é calculado da seguinte forma:

∇ · T =
(
∇ · (T e1)T,∇ · (T e2)T,∇ · (T e3)T

)
,

com e1 = (1, 0, 0)T, e2 = (0, 1, 0)T e e3 = (0, 0, 1)T.
A distribuição das tensões viscosas no tensor extra-tensão T se dá

da seguinte forma: os coeficientes da diagonal de T (τxx, τyy, τzz) são
as tensões normais e os demais coeficientes (τxy, τxz, τyx, τyz, τzx,
τzy) são as tensões de cisalhamento.

Tensões viscosas em fluidos newtonianos

Um fluido newtoniano (por exemplo, água) é um fluido no qual a
tensão τ exercida sobre o fluido é proporcional aos gradientes de
velocidade, isto é, ao tensor taxa de deformação D:

τij = 2µ
[
Dij −

1
3
δij traço(D)

]
(3.20)

com

Dij =
1
2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, (3.21)

lembrando que δij é o delta de Kronecker e a constante de proporci-
onalidade µ é denominada de coeficiente de viscosidade dinâmica do
fluido. Em particular, quando o coeficiente de viscosidade µ é nulo,
o fluido é dito inv́ıscido.
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Finalmente, utilizando as equações (3.20) e (3.21), podemos re-
presentar o tensor T (equação (3.19)) como:

T = 2µ
[
D− 1

3
traço(D)I

]
, com D =

1
2
(
∇v +∇vT

)
. (3.22)

Denotamos ∇vT como sendo a matriz transposta da matriz jacobi-
ana ∇v e I representando a matriz identidade, sendo que cada matriz
possui dimensão 3× 3. Observamos que traço(D) = ∇ · v .

No caṕıtulo 6, abordaremos fluidos que possuem um comporta-
mento mais complexo, onde a tensão τ possui uma dependência não-
linear com o tensor D.

3.2 Incompressibilidade

Um fluido é dito incompresśıvel quando a densidade de um elemento
de fluido não é afetada pela variação da pressão, ou seja, durante
o movimento o volume de qualquer elemento de fluido é preservado
mesmo sobre influência da pressão; pode-se aumentar ou diminuir
a pressão que a densidade permanecerá constante. A densidade de
um elemento de fluido pode variar em virtude da condução térmica;
porém, as variações de temperatura serão consideradas “pequenas”o
suficiente para que as alterações na densidade sejam consideradas
despreźıveis. Logo, podemos considerar a densidade em cada ele-
mento de fluido como constante. Assim, em um escoamento de fluido
incompresśıvel, a variação temporal da densidade ρ é nula, isto é,

Dρ

Dt
= 0 .

Dessa maneira a equação da continuidade (3.9) toma a forma simples:

∇ · v = 0 . (3.23)

Matematicamente, um escoamento é incompresśıvel quando o campo
de velocidade possui divergência nula. A restrição (3.23) é dita
condição de incompressibilidade.

Uma outra forma de classificar um escoamento é através da ve-
locidade do som no fluido. Fisicamente, a velocidade do som é a
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velocidade com a qual uma perturbação de pressão de pequena am-
plitude se desloca através de um fluido. A razão entre a magnitude da
velocidade do escoamento e a velocidade do som no fluido é conhe-
cida como o número de Mach, e é usualmente denotado como Ma.
Para números de Mach pequenos, Ma < 0.3, o escoamento é in-
compresśıvel, caso contrário é dito compresśıvel. Uma rica classe de
fluidos incompresśıveis é a classe dos ĺıquidos. Entretanto, no mundo
real nenhum fluido é realmente incompresśıvel, até mesmo um ĺıquido
pode ter a sua densidade aumentada aplicando-se uma pressão sufi-
ciente.

Simplificação das equações de Navier-Stokes

Através da classificação do escoamento, podemos fazer simplificações
nas equações de Navier-Stokes. Suponhamos que o escoamento é
incompresśıvel, através da condição de incompressibilidade, podemos
simplificar o tensor extra-tensão T dado na equação (3.22) da seguinte
forma:

T = µ
(
∇v +∇vT

)
. (3.24)

Utilizando a equação anterior, temos que:

∇ · T = µ
[
∇ · ∇v +∇ ·

(
∇vT

)]
= µ

[
∇ (∇ · v) +∇2v

]
= µ∇2v ,

(3.25)

onde ∇2v =
(
∇2v1,∇2v2,∇2v3

)
é chamado de vetor laplaciano.

Portanto, supondo que a única força de campo exercida sobre os
elementos de fluido por unidade de massa é a gravidade g e utilizando
a equação (3.25), podemos simplificar a equação do momento (3.18):

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

µ

ρ
∇2v + g . (3.26)

Intuitivamente a viscosidade de um fluido descreve o quanto um fluido
em movimento resiste à deformação, isto é, a maneira como a velo-
cidade do fluido se dissipa. Logo, nada mais natural do que o sur-
gimento do vetor laplaciano ∇2v no termo das tensões viscosas na
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equação acima. Pois o operador diferencial relacionado à dissipação
f́ısica é o operador laplaciano ∇2, para isso basta lembrar da equação
do calor.

Portanto, para simular escoamentos de fluidos incompresśıveis,
utilizamos as equações (3.23) e (3.26). Essas equações são conhecidas
como as equações de Navier-Stokes para escoamentos incompresśıveis
na forma lagrangeana.

Exerćıcio (fácil). Dê um exemplo de um campo vetorial não-nulo
definido no plano euclidiano que satisfaz a condição de incompressi-
bilidade.

3.3 Equações de governo: um resumo

Nas seções anteriores, vimos que as equações de governo dos escoa-
mentos de fluidos newtonianos podem ser descritas através da des-
crição lagrangeana das equações de Navier-Stokes. A forma lagran-
geana das equações de Navier-Stokes descreve o comportamento de
um fluido no ponto de vista de um elemento de fluido que se move
com velocidade v junto com o escoamento e ocupa uma posição x em
um certo instante de tempo t. Esse comportamento no espaço eucli-
diano é descrito através do conjunto de equações diferenciais parciais
deduzidas a partir dos prinćıpios f́ısicos de conservação da massa
(equação da continuidade) e da conservação do momento (equação
do momento):

Equação da continuidade

Dρ

Dt
= −ρ∇ · v

Equação do momento

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

1
ρ
∇ · T + f

Nas equações acima, ρ é a densidade do fluido, p é pressão do
fluido, f é uma força de campo externa. O tensor extra-tensão T é
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calculado da seguinte forma:

T = 2µ
[
D− 1

3
traço(D)I

]
, com D =

1
2
(
∇v +∇vT

)
,

onde µ é a viscosidade do fluido e I é a matriz identidade.

Nos escoamentos de fluidos incompresśıveis, as equações de Na-
vier-Stokes podem ser simplificadas da seguinte forma:

Equação da continuidade em escoamentos incompresśıveis

∇ · v = 0

Equação do momento em escoamentos incompresśıveis

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

µ

ρ
∇2v + f .

3.4 Aproximação SPH das equações de
Navier-Stokes

Nessa seção mostraremos como é feita a aproximação SPH para simu-
lar escoamentos de fluidos incompresśıveis. Para isso vamos represen-
tar o fluido como um sistema de part́ıculas onde cada uma delas, além
de ser um centro de interpolação SPH, possui quantidades f́ısicas do
fluido como, por exemplo: massa, velocidade, densidade, viscosidade,
pressão, etc.

3.4.1 Aproximações SPH da densidade

Nos métodos SPH tradicionais, a aproximação da densidade em uma
part́ıcula i é feita diretamente através da aproximação SPH (2.12):

ρi =
∑
j∈Vi

ρjWij
mj

ρj
=
∑
j∈Vi

mjWij . (3.27)

Entretanto, a aproximação (3.27) requer um ciclo extra de com-
putação, pois a densidade é calculada antes dos outros parâmetros,
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tornando assim a simulação mais lenta no ponto de vista computaci-
onal. Outra opção para o cálculo da densidade é através da equação
da continuidade (3.9), simplesmente aplicando a aproximação SPH do
divergente (2.15) na equação (3.9). Assim, a versão SPH da equação
da continuidade é da forma:

Dρi
Dt

= −ρi
∑
j∈Vi

(vj − vi) · ∇iWij
mj

ρj
. (3.28)

A densidade da part́ıcula i é obtida integrando a equação (3.28) em
relação ao tempo.

3.4.2 Aproximação SPH da equação do momento

A aceleração em cada part́ıcula i é calculada através da equação do
momento (3.26):

Dvi
Dt

= − 1
ρi
∇pi +

µ

ρi
∇2vi + g . (3.29)

A idéia aqui é aplicar as regras de aproximação SPH, discutidas no
caṕıtulo 2, nos dois primeiros termos, pressão e viscosidade, do lado
direito da equação (3.29). Primeiro vamos aproximar termo prove-
niente das forças exercidas pela pressão na part́ıcula e em seguida
vamos aproximar o termo viscoso µ

ρi
∇2vi.

Equações de estado

Tradicionalmente no método SPH a pressão, ao contrário dos métodos
com malha onde ela é a solução impĺıcita de uma equação de Pois-
son [151], é uma função expĺıcita da densidade local do fluido seme-
lhante as equações de estado da termodinâmica [53].

Apesar do método SPH ter sido criado para simular fluidos com-
presśıveis, podemos aproximar um fluido incompresśıvel por um fluido
quase-incompresśıvel utilizando uma equação de estado [113]. Assim
a pressão pi pode ser calculada por uma equação de estado sugerida
por Batchelor [10] e tem a forma:

pi = B

[(
ρi
ρ0

)γ
− 1
]
, (3.30)
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com γ = 7 e ρ0 é a densidade (ou massa espećıfica) de referência.
O parâmetro B é o termo relacionado às flutuações de densidade do
fluido e é estimado por

B =
c2ρ0

γ
,

onde c é a velocidade do som. A velocidade do som representa a
velocidade pontual mais rápida de propagação de onda naquele meio,
nas simulações SPH ela é escolhida como sendo aproximadamente dez
vezes a maior velocidade esperada no escoamento do fluido, isto é,
um número de Mach em torno de 0.1. A equação (3.30) é conhecida
como equação de Tait. Posteriormente, Morris et al. [120] simularam
fluidos quase-incompresśıveis de alta viscosidade através da seguinte
equação de estado:

pi = c2 (ρi − ρ0) . (3.31)

O cálculo da pressão ainda continua sendo um ponto delicado
nas simulações de fluidos incompresśıveis usando SPH, pois há uma
dificuldade de manter a incompressibilidade do fluido devido à falta
de um controle expĺıcito da densidade global. No caṕıtulo 5 vamos
mostrar uma variante do método SPH para simular escoamentos de
fluidos incompresśıveis, isto é, escoamentos que satisfazem a condição
de incompressibilidade (3.23).

Gradiente da pressão

Após atualizar a pressão em todas as part́ıculas usando uma das
equações de estado acima, podemos avaliar em cada part́ıcula o gra-
diente da pressão na equação do momento (3.29). Uma maneira de
calcular o gradiente da pressão é dada pela aproximação SPH do
gradiente (2.21):

− 1
ρi
∇pi = −

∑
j∈Vi

mj

(
pi
ρ2
i

+
pj
ρ2
j

)
∇iWij . (3.32)

Essa aproximação do gradiente da pressão é frequentemente vista na
literatura SPH. Pois, conforme comentamos no caṕıtulo 2, essa apro-
ximação dada de forma simétrica reduz as instabilidades numéricas
causadas pelo problema de inconsistência de part́ıculas.
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Termo viscoso

O cálculo do termo viscoso µ
ρi
∇2vi da equação do momento (3.29)

pode ser aproximado numericamente através da aproximação SPH
do laplaciano (2.30) aplicada em cada coeficiente do vetor laplaciano
∇2vi:

µ

ρi
∇2vi =

2µ
ρi

∑
j∈Vi

mj

ρj
vij

xij · ∇iWij

r2ij
, (3.33)

onde vij = vi − vj , xij = xi − xj e rij = ∥xij∥. A vantagem
dessa aproximação é a garantia numérica que o significado f́ısico do
vetor laplaciando será respeitado, isto é, a velocidade do fluido será
dissipada devido à viscosidade do fluido.

Finalmente, através das equações (3.32) e (3.33), para cada part́ı-
cula i a versão SPH da equação do momento (3.29) é dada por:

Dvi
Dt

= −
∑
j∈Vi

mj

(
pi
ρ2
i

+
pj
ρ2
j

)
∇iWij

+
2µ
ρi

∑
j∈Vi

mj

ρj
vij

xij · ∇iWij

r2ij
+ g .

(3.34)

No próximo caṕıtulo, vamos discutir os aspectos numéricos e com-
putacionais para a implementação de um sistema baseado no método
SPH para simular escoamentos de fluidos newtonianos.
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Caṕıtulo 4

Aspectos numéricos do
método SPH

Se a f́ısica usa do cálculo infinitesimal para modelar a natureza, o
computador infelizmente é limitado à operações algébricas com uma
quantidade finita de números. Uma opção é tentar modelar a na-
tureza diretamente com as ferramentas computacionais. Outro ca-
minho, mais acesśıvel por enquanto, é aproximar, no sentido ma-
temático, o modelo f́ısico. Isso torna os aspectos computacionais não
apenas um problema de tradução em linguagem de programação,
mas um processo matemático delicado, submetido às limitações das
máquinas, e que deve respeitar o fenômeno f́ısico.

Nesse contexto, os métodos SPH ganharam espaço em aplicações
de diversos horizontes: desde a simulação precisa de fenômenos f́ısicos
até efeitos para jogos. Essa variedade de contexto corresponde a uma
variação significativa de estratégias para implementá-lo: os jogos pro-
curam resultados apenas visualmente coerentes mas requerem códigos
extremamente eficientes, enquanto a simulação f́ısica exige a maior
precisão posśıvel independente do custo computacional.

Além disso, os tipos de simulação influenciam na escolha das es-
truturas de dados a serem usadas. Por exemplo, escoamentos turbu-
lentos de um ĺıquido confinado acontecem em um volume limitado e o
método SPH manipula informações densas durante um longo tempo,
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enquanto a simulação de explosões de gases atualiza informações es-
parsas em um grande volume durante poucos instantes. As diferentes
aplicações mudam a combinatória do problema de simulação, como
descrito nas seções 4.1 e 4.3.

Finalmente, as interações de fluido com outros meios são delicadas
de modelar fisicamente, apesar de ter um efeito decisivo em particular
no caso de fluidos incompresśıveis. Essas interações, pelas suas com-
plexidades, são geralmente tratadas localmente durante o algoritmo
como detalhado nas seções 4.2 e 4.4.

Os exerćıcios desse caṕıtulo, colocados ao longo do texto e no
final de cada seção, são de três tipos: análise de uma formulação para
calcular as equações f́ısicas, análise de um algoritmo e implementação
de um método. Uma visão geral do método, onde encaixam as seções
desse caṕıtulo, é ilustrada na figura 4.1, e detalhada na última seção

Inicialização do 

Sistema SPH

Cálculo da 

Densidade e

Pressão

Cálculo da Aceleração 

através da

Equação de Momento

Busca de 

Partículas Vizinhas

Integração

Temporal

Condições de

Fronteira

Visualização da

Superfície Livre

Figura 4.1: Visão geral do ciclo de simulação de um sistema SPH.

4.1 Integração temporal

O método SPH permite, entre outras coisas, calcular no computador
aproximações de derivadas espaciais (ver caṕıtulo 2). Esse problema
é chamado de discretização espacial. Em particular, o método SPH
permite calcular as derivadas a partir de part́ıculas (amostras) dis-
tribúıdas aleatoriamente no espaço, obtendo, no caso de simulação
de fluidos, densidade, pressão, viscosidade. . . Porém, a equação de
conservação do momento envolve derivadas espaciais e temporais, e
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essa seção detalha alguns métodos para aproximar essas derivadas a
partir de amostras de tempo distribúıdos uniformemente, do tipo:

dv
dt

(t) ≈ F (· · ·v(t−2∆t) ,v(t−∆t) ,v(t) ,v(t+∆t) ,v(t+ 2∆t) · · ·) .

Portanto, a integração temporal se aparenta com a discretização
de derivadas em reticulados (grades), onde os métodos de diferenças
finitas são os mais usados [44]. Porém, no contexto temporal, tenta-
mos calcular um ponto do reticulado em função apenas dos pontos
inferiores (instantes anteriores). Quando o cálculo é direto, ou seja,
quando temos apenas uma incógnita a resolver (o instante atual), o
método é chamado de expĺıcito. Ao contrario, tipicamente quando
colocamos os instantes futuros como incógnita e isolamos o instante
atual, o método é chamado de impĺıcito. Essa última classe de
métodos é delicado no contexto lagrangeano, e não será abordado
neste livro. Nos métodos expĺıcitos, tem um meio termo entre a
qualidade de aproximação a priori de uma discretização e o seu custo
computacional. Nessa seção, revemos rapidamente dois métodos, Eu-
ler e leap-frog, e mencionaremos técnicas usuais para estimar o passo
de tempo.

4.1.1 Método de Euler

O método expĺıcito mais simples é conhecido como método de Euler.
Ele corresponde a primeira aproximação da derivada, conhecida como
diferença para frente, que no caso da velocidade pode ser escrita como:

dv
dt

(t) = lim
h→0

v(t+h)− v(t)
h

≈ v(t+∆t)− v(t)
∆t

.

Essa estimativa de derivada envolve apenas dois pontos de tempo: t e
t+∆t, o que permite calcular o instante a seguir diretamente a partir
do instante atual, tornando o integrador eficiente, pois basta calcular
e armazenar apenas um instante para calcular o seguinte.

Na prática, a aceleração ai de uma part́ıcula i é calculada a partir
da soma das forças na equação do momento de Navier-Stokes, e assim
a velocidade vi e a posição xi são atualizadas a partir da aproximação
anterior:

vi (t+∆t) = vi (t)+∆tai(t)
xi (t+∆t) = xi (t)+∆tvi (t+∆t) .
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É posśıvel estimar a precisão a priori do método: a velocidade de
uma part́ıcula pode ser vista como uma função vetorial do tempo. Se
essa função é bem aproximada por seu polinômio de Taylor, temos:

v(t+∆t) = v(t) + ∆t · dv
dt

(t) +O
(
(∆t)2

)
.

A aproximação do método de Euler pode ser escrita como:(
dv
dt

(t)
)
Euler

=
dv
dt

(t) +O (∆t) .

Por causa dessa análise, o método de Euler é qualificado de método
de primeira ordem. Observe que a análise supõe que a velocidade seja
uma função suficientemente suave, o que é comum em matemática,
mas que certamente não é o caso para um fluido perto de um vórtice
ou de uma turbulência, que são os casos mais interessantes.

Essa análise permite ter uma comparação de integradores tempo-
rais, e a baixa ordem do integrador pode tornar uma simulação bas-
tante instável em certas circunstâncias – uma propriedade indesejável
para qualquer integrador. Essa instabilidade pode ser remediada to-
mando um passo de tempo ∆t muito pequeno, idealmente para ter o
termo o (∆t) inferior a precisão desejada.

Exerćıcio (dif́ıcil). Use o método de Euler para resolver, na mão ou
no computador, um sistema massa-mola unidimensional: a = −k ·x.
Observe que ele aumenta a energia total do sistema (por exemplo, a
velocidade nos pontos extremos da mola cresce).

4.1.2 Integrador Leap-Frog

Um integrador mais atraente e tão simples quanto o método de Eu-
ler, mas com uma precisão de segunda ordem, é o integrador leap-
frog [44]. Ele é baseado na estimativa de derivada como diferença
centrada:

dv
dt

(t) = lim
h→0

v
(
t+ 1

2h
)
− v

(
t− 1

2h
)

h
≈

v
(
t+ 1

2∆t
)
− v

(
t− 1

2∆t
)

∆t
.



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 85i

i
i

i

i
i

i
i

Cap. 4: Aspectos numéricos do método SPH 85

v(-1/2) v(3/2)v(1/2)

x(0) x(2)x(1)

t

Figura 4.2: Esquema de integração leap-frog: posição xi e velocidade
vi em uma part́ıcula i são avaliadas de maneira intercalada em relação
ao tempo t.

A estimativa de derivada envolve de novo apenas dois pontos de
tempo: t−1

2∆t e t+1
2∆t, o que torna esse integrador tão eficiente como

o de Euler. Porém, para calcular o instante a seguir diretamente a
partir do instante atual, usa instantes intermediários, o que não cria
problema do ponto de vista da aproximação.

Na prática, a velocidade de cada part́ıcula é calculada nos pontos
médio dos intervalos de tempo (figura 4.2) e a posição nos pontos
inteiros. Assim, posição e velocidade são avaliadas intercaladamente
da seguinte forma:

vi
(
t+ 1

2∆t
)

= vi
(
t− 1

2∆t
)

+ ∆tai(t)
xi (t+ ∆t) = xi (t) + ∆tvi

(
t+ 1

2∆t
)
.

(4.1)

Quando é preciso calcular a velocidade em um passo de tempo inteiro,
ela pode ser interpolada a partir dos passos intermediários. O mais
simples é calculá-la através da média entre as velocidades anterior e
posterior:

vi (t) =
1
2

[
vi

(
t+

1
2
∆t
)

+ vi

(
t− 1

2
∆t
)]

. (4.2)

Além disso, a inicialização do método requer uma etapa adicional no
cálculo da velocidade vi

(
−1

2

)
através do método de Euler

vi

(
−1

2

)
= vi(0)− 1

2
∆tai(0). (4.3)



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 86i

i
i

i

i
i

i
i

86 Sec. 4.1: Integração temporal

Ao contrário da diferença para frente usada no integrador de
Euler, o integrador leap-frog é reverśıvel no tempo devido à forma
simétrica na qual ele é definido. A reversibilidade no tempo é uma
propriedade importante, pois ela garante conservação de energia do
sistema.

Exerćıcio (fácil). Baseado na análise do método de Euler, mostre
que o integrador leap-frog é um integrador de ordem 2:(

dv
dt

(t)
)
leap−frog

=
dv
dt

(t) +O
(
(∆t)2

)
.

4.1.3 Estimativa de passo de tempo

Nos métodos anteriores, vimos que idealmente a derivada temporal
discreta converge para a derivada caso o passo de tempo ∆t tende a
zero. Na prática, porém, é imposśıvel usar o passo de tempo muito
pequeno, pois é preciso ter uma resposta da simulação em um tempo
razoável. Assim, existe um meio-termo entre a precisão do método e
o tempo de resposta. Observe ainda que os computadores tem dificul-
dades em manipular diferenças muito pequenas de números, gerando
erros numéricos quando o passo de tempo é pequeno demais, o que
pode tornar certas simulações imposśıveis com métodos existentes,
mesmo com tempo infinito!

Para estimar a priori o passo de tempo de uma simulação, pode-
mos usar dois tipos de avaliações: f́ısicas e numéricas. A avaliação
f́ısica é relacionada às propriedades do material simulado, geralmente
caracterizado pela velocidade do som c no material. Essa velocidade
caracteriza a velocidade máxima com a qual uma modificação se pro-
paga mecanicamente. Por exemplo, no método SPH, uma part́ıcula
influencia as suas vizinhas dentro de um raio κh. Essa influência
ocorre com velocidade κh

∆t , que não pode exceder a velocidade c, ob-
tendo assim ∆t < κh

c . Considerações similares podem gerar outros
valores máximos de passo de tempo, como por exemplo, em relação
às propriedades perto de turbulências.

Outra estimativa do passo de tempo é dada pela condição de es-
tabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), obtida em 1928, pelos
professores Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans Lewy. Ela se
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aplica a priori para soluções através do método de diferenças fini-
tas para fenômenos regidos por EDP’s hiperbólicas. Ela pode ser
extrapolada ao método SPH, em um passo de tempo adaptativo de-
terminado pela expressão [120]:

∆t = 0.1min
i

{
h

∥vi∥+ c
,
h2

8
ρi
µi

}
. (4.4)

Exerćıcio (médio). No caso de um passo de tempo ∆t adaptativo,
respeitando a condição CFL, quais modificações devem ser feitas nos
coeficientes de derivação e interpolação do método leap-frog?

4.2 Tratamento da fronteira

A simulação de fluidos a partir das equações de Navier-Stokes pode
ser vista como um grande problema de equações diferenciais parciais.
A solução desse tipo de equações depende fortemente das condições
iniciais e de fronteira. O comportamento dos fluidos perto da fron-
teira, porém, tem uma f́ısica muito particular, onde podem se mis-
turar tensão superficial (no caso de fronteira livre), colisão e fricção
(gás em fronteira ŕıgida), molhamento (ĺıquido perto de um meio
permeável), capilaridade. . . Além do significado f́ısico da própria
condição de fronteira das equações, em termo de velocidade e pressão.
Esses fenômenos complexos intervêm em várias escalas, e são ainda
mal modelados pela f́ısica.

Portanto, a incorporação de condições de fronteira nas simulações
é um problema complexo, onde ainda não se tem uma solução cor-
retamente fundamentada. Essa seção menciona apenas três aspectos
mais usuais: a avaliação dos operadores SPH perto da fronteira, a
modelagem da interação com a fronteira e as condições limites com
o tratamento das descontinuidades decorrentes.

4.2.1 Operadores SPH na fronteira

A definição de continuidade, derivação e outras operações básicas de
análise funcionam em uma vizinhança de um ponto do domı́nio. Por-
tanto, trata-se essencialmente de conjuntos abertos. A fronteira de
um fluido é o bordo do domı́nio, e portanto fechado. A definição de
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derivadas nesses casos é delicada. A solução matemática usual seria o
uso dos teoremas de Stokes (recapitulados no apêndice), relacionando
médias de derivadas em um domı́nio com médias no bordo desse
domı́nio. Essa solução não cabe na prática, pois nem sempre pode-
mos estimar essas médias no bordo. Outras soluções rigorosas pode-
riam ser propostas, porém precisar-se-ia entender melhor as próprias
equações de Navier-Stokes, o que é um problema em aberto. Sobram
então heuŕısticas. Mencionaremos duas heuŕısticas que exemplificam
duas estratégias comuns: definir operadores truncados na fronteira e
estender o domı́nio para a fronteira se tornar uma interface.

A primeira estratégia consiste em definir corretamente uma apro-
ximação SPH perto da fronteira. Tipicamente, podemos imaginar as
part́ıculas no semi-plano x > 0 e tentar estimar a densidade (ope-
rador direto) ou o termo viscoso (operador derivado) em um ponto
perto de x = 0. Se usarmos diretamente os operadores introduzidos
no caṕıtulo 2, perdeŕıamos o requisito de normalização do núcleo: se
a integral do núcleo no plano inteiro é 1, será menor no semi-plano.
Uma opção simples seria de forçar a normalização na fronteira, divi-
dindo a aproximação pelo valor médio do núcleo:

fi =
∑
j∈Vi

mj

ρj
fjWij

/∑
j∈Vi

mj

ρj
Wij .

Essa correção foi proposta por Chen-Beraun [23], porém, não pode-
mos estendê-las para operadores de derivada, pois o valor médio dos
núcleos derivados tem que ser 0. Por outro lado, a derivada na direção
ortogonal à fronteira não é bem definida, portanto usa-se geralmente
a normalização do núcleo não derivado.

A segunda estratégia consiste em estender o domı́nio, acrescen-
tando part́ıculas fora da fronteira, chamadas de part́ıculas fantasmas
(ghost particles) [113]. Nesse caso, a avaliação SPH continua geral-
mente igual à avaliação do interior do domı́nio, porém, as part́ıculas
fantasmas não podem ser transportadas (mudar de posição) normal-
mente para elas não entrarem no interior do domı́nio. Agora é preciso
definir a posição dessas part́ıculas, e as quantidades f́ısicas que elas
carreguem para a aproximação SPH.
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A posição dela é geralmente definida como sendo a reflexão de
part́ıculas reais situadas perto da fronteira. Isso permite atribuir fa-
cilmente às quantidades f́ısicas das part́ıculas fantasmas como iguais
ou simétricas (mudança de sinal) das part́ıculas reais. Observe que,
no primeiro caso (quantidade iguais), os gradientes serão ortogonais
à fronteira. O problema dessa opção é que, se houver deficiência de
part́ıculas (poucas part́ıculas em um dado volume), o que é comum
perto da fronteira, as part́ıculas fantasmas não compensariam muito
essa deficiência.

hk

}
partícula do fluido

partícula fantasma

hk

∂Ω

Figura 4.3: As part́ıculas fantasmas são utilizadas para estender o
domı́nio da simulação.

Outra opção para evitar essa deficiência é colocar part́ıculas fan-
tasmas regularmente em uma faixa fora da fronteira (ver figura 4.3).
Isso tem a vantagem de garantir a concentração de part́ıculas, porém
torna mais trabalhoso a definição das propriedades f́ısicas nestas
part́ıculas fantasmas. Imitando o caso anterior, podemos avaliar es-
sas quantidades por simetria, usando a interpolação SPH dentro do
domı́nio perto da posição simétrica à part́ıcula fantasma.

Exerćıcio (fácil). No caso bidimensional, com fronteira vertical em
x = 0 e uma distribuição regular (em uma grade) de part́ıculas, cal-
cule a aproximação SPH da função f(x) = x2 + y2 no ponto

(
0; 1

2

)
usando as estratégias mencionadas acima.
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4.2.2 Interação com a fronteira

A interação com a fronteira tem geralmente dois aspectos: confinar
as part́ıculas no domı́nio da simulação, isso é, evitar que as part́ıculas
escapem, e aproximar as forças f́ısicas ocorrendo na fronteira. Deta-
lharemos aqui duas técnicas para modelar fronteiras sólidas: poten-
ciais repulsivos [113] e colisão [135].

O tratamento de fronteiras sólidas no SPH proposto por Mo-
naghan em [113], aproveita a estratégia das part́ıculas fantasmas
descrita na seção anterior. No modelo dele, as part́ıculas fantas-
mas geram forças altamente repulsivas e assim previnem a interpe-
netração de part́ıculas do fluido nas fronteiras sólidas do problema.
Essa força de repulsão é calculada usando uma expressão matemática
semelhante à do potencial de Lennard-Jones utilizado em dinâmica
molecular [7]. Portanto, a força de repulsão sobre uma part́ıcula de
fluido i que colide com uma part́ıcula fantasma g é

Γig =

 C

[(
r0
rig

)12

−
(
r0
rig

)4
]

xig

r2ig
, r0

rig
≤ 1

0, r0
rig

> 1
, (4.5)

com xig = xi − xg, rig = ∥xi − xg∥. A constante C depende do
problema e deve ser da mesma ordem de grandeza do quadrado da
maior velocidade esperada no escoamento. O raio de interação r0 é
importante na simulação. Pois se for escolhido um valor muito alto
para r0, a força de repulsão pode causar uma grande perturbação no
estado inicial das part́ıculas e consequentemente arruinar toda a si-
mulação. Se for escolhido um valor pequeno, a força de repulsão não
será suficiente para evitar a interpenetração de part́ıculas na fron-
teira. Na maioria dos casos, é recomendado r0 ser um valor próximo
da distância inicial das part́ıculas do sistema.

Uma das maiores dificuldades da abordagem acima é a de mode-
lar fronteiras que possuem geometria complexa através de part́ıculas
fantasmas. Além disso, o potencial artificial incrementa a energia to-
tal do sistema f́ısico, enquanto o comportamento da fronteira é geral-
mente de absorver energia. Finalmente, o potencial de Lennard-Jones
não pode garantir que as part́ıculas sejam corretamente confinadas no
domı́nio. Por outro lado, se as part́ıculas fantasmas são obtidas sem
maiores dificuldades, então essa é uma estratégia fácil de implementar
e, portanto, tornou-se popular na literatura.
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x i

colisão(   )x i

x  + t vi i

Figura 4.4: Resposta da colisão part́ıcula × triângulo.

Para evitar esses problemas, pode-se usar uma abordagem pura-
mente geométrica, calculando explicitamente a resposta da colisão
com a fronteira (ver figura 4.4). A colisão geométrica é muito ade-
quada quando a fronteira é descrita usando uma malha triangular,
o caso mais comum na computação. A colisão atualiza a posição
e a velocidade da part́ıcula, na qual a trajetória intersecta a fron-
teira. A dificuldade do método é detectar de forma eficiente o teste
de interseção. Uma maneira eficiente é usar a estrutura de busca de
part́ıculas vizinhas, descrita no final desse caṕıtulo [130].

(a) Colisão suave. (b) Colisão não-escorregadia.

Figura 4.5: Simulação de um escoamento de lava após 1910 iterações
com colisão suave (esquerda) e com colisão não-escorregadia (direita),
com os mesmo parâmetros: 545 part́ıculas e 9566 triângulos na fron-
teira. O mapa de cores representa a densidade de cada part́ıcula. A
colisão suave faz a lava deslizar mais rapidamente.
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As novas posição e velocidade da part́ıcula podem seguir sim-
plesmente a lei de Snell-Descartes (ver figura 4.4). Em uma colisão
perfeitamente elástica é invertida apenas a componente normal da
velocidade. Para colisões suaves, a componente tangencial e normal
podem ser escaladas por coeficientes constantes entre 0 e 1, o coefi-
ciente que dissipa a velocidade tangencial é chamado de coeficiente
de fricção enquanto o que dissipa a velocidade normal é conhecido
como coeficiente de restituição. Nos casos em que ambos os coefici-
entes são 0 a colisão é dita não-escorregadia (ver figura 4.5). Essa
dissipação simples na velocidade de resposta permite simular a ab-
sorção de energia gerada pela colisão com o bordo.

Exerćıcio (médio). Em 2D, considere uma fronteira descrita com
part́ıculas fantasmas colocadas nas posições inteiras do eixo y. Cal-
cule a trajetória de uma part́ıcula com velocidade v = (−1,−1) perto
da fronteira, submissa apenas ao potencial de Lennard-Jones. Calcule
a energia cinética da part́ıcula ao longo do tempo.

4.2.3 Condições de contorno

A modelagem f́ısica usual utiliza equações diferenciais para prever o
comportamento de um sistema a partir das condições limites. Dadas
as equações de Navier-Stokes e as propriedades f́ısicas, essas condições
determinam inteiramente o comportamento do sistema. São geral-
mente as propriedades iniciais do fluido, o domı́nio e as propriedades
do fluido forçadas pela interação com a fronteira. Tipicamente, a
temperatura de um gás confinado é constante na fronteira, pois o
exterior atua como regulador. Na prática, isso significa que qualquer
part́ıcula perto da fronteira (nenhuma está exatamente na fronteira)
manterá a sua temperatura constante durante a simulação, indepen-
dente das interações térmicas com as vizinhas.

Esses tipos de condições de contorno são as mais simples e as mais
usadas nas simulações numéricas. As mais clássicas são: a velocidade
perpendicular à fronteira (condição no slip), o gradiente da pressão
perpendicular ao bordo (interpretação da equação da continuidade),
temperatura constante. . .
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Infelizmente, essas condições introduzem descontinuidades no sis-
tema. Na abstração diferencial, a condição afeta o bordo que é fora
do domı́nio, mas na simulação, assim como o tratamento da fronteira
da seção anterior, ela afeta uma camada perto do bordo. As quan-
tidades f́ısicas aproximadas perto da transição entre a camada perto
do bordo e o interior podem não ser diferenciáveis. Por um lado, a
aproximação SPH suaviza essas quantidades (SPH começa por smo-
othed), e por outro lado é um problema de aproximação discreta onde
uma amostragem pode aproximar várias funções, inclusive C∞. As
descontinuidades, porém, mudam o modelo f́ısico, além de geralmente
causar instabilidades numéricas.

Um paliativo heuŕıstico a esse problema é impor as condições de
contorno explicitamente em uma camada limite perto da fronteira,
em vez de impô-las integralmente para as part́ıculas perto do bordo.
Por exemplo, a condição de temperatura fixa pode, em vez de fi-
xar a temperatura das part́ıculas que tocam bordo e deixá-las logo
depois livre, pode-se definir que a temperatura deve variar linear-
mente dentro de uma camada um pouco maior perto do bordo. Se
a temperatura do bordo for 0, isso pode ser simplesmente calculado
multiplicando as temperaturas por um fator proporcional a distância
da part́ıcula ao bordo. No fundo, troca uma condição de fronteira
descont́ınua (sim ou não) por uma interpolação mais suave (linear,
quadrática. . . ), permitindo uma melhor aproximação das derivadas.

Exerćıcio (dif́ıcil). No caso unidimensional, calcule a dissipação de
calor (∂T∂t = ∇2T ) de uma barra identificada com o semi-eixo x > 0
e mantida à temperatura T0 na fronteira x = 0, usando a solução
diferencial, a solução SPH com part́ıculas fixas nos pontos inteiros
do eixo x > 0, com e sem camada limite.
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4.3 Busca de part́ıculas vizinhas

Todos os cálculos dos operadores SPH são realizados através de so-
mas sobre part́ıculas vizinhas. Esse aspecto é parecido com a maioria
dos métodos de simulação, porém no SPH as part́ıculas mudam de
posição ao longo do tempo. Portanto, as part́ıculas vizinhas nem
sempre são as mesmas, e precisa-se então buscar as part́ıculas vizi-
nhas de cada part́ıcula com frequência. Se o algoritmo de busca não
for bem desenhado, essa tarefa pode tomar quase todo o tempo do
processador, tornando-a inviável. Essa seção mostrará os algoritmos
e as estruturas de dados usuais para calcular os vizinhos de forma
eficiente.

A dificuldade é que não se tem uma solução universal: uma
part́ıcula de um gás não confinado, ocupando uma fração pequena do
domı́nio, terá um número variável de vizinhos dependendo se está em
uma região densa ou esparsa, enquanto em um ĺıquido o número de
vizinhos é mais estável. Também, se tiver um número muito grande
de part́ıculas, armazenar todos os vizinhos pode ser proibitivo para a
memória da máquina. Dá ainda para aproveitar certas propriedades,
por exemplo, se o passo de tempo da simulação é muito pequeno,
os vizinhos mudam pouco. . . Esses aspectos são as restrições de um
grande problema de otimização combinatória para conseguir o
melhor desempenho da simulação.

4.3.1 Força bruta

O algoritmo mais simples é considerar cada par de part́ıculas, e tes-
tar se elas estão em uma distância inferior à κh. Esse algoritmo é
chamado de força bruta, pois precisa de muito esforço computacional
e pouco trabalho de raciocino. É importante entender porque o algo-
ritmo pode ser desastroso, e como podemos torná-lo ótimo em certas
configurações.

Considere que o sistema tem n part́ıculas, e que elas têm na média
k vizinhos. Para se ter uma ordem de grandeza, n é da ordem de mi-
lhares a centenas de milhares, e k e de algumas dezenas. O tempo de
busca será o número de pares distintos ordenados de part́ıculas n(n−1)

4
vezes o tempo de achar os pares e efetuar os testes para ver se são
duas part́ıculas vizinhas, e ainda o tempo de retornar as kn vizinhas.
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Se n é muito grande, o tempo cresce como O(n2), que pode signifi-
car séculos de computação! Em compensação, esse sistema não usa
nenhuma estrutura de dados e, portanto, não tem nenhum requisito
de memória adicional.

Esse método pode ser melhorado significativamente com duas ob-
servações. No caso que as part́ıculas se movem pouco a cada passo,
ou porque o passo de tempo é pequeno ou porque o fluido é muito vis-
coso, os vizinhos de uma part́ıcula raramente mudam. Assim, basta
calcular os vizinhos apenas quando mudam; esse processo é chamado
de atualização preguiçosa. Na verdade, podemos testar explicita-
mente se uma part́ıcula vai mudar de vizinho: se ela percorreu mais
de 1

2κh. Nesse caso, temos que re-calcular os vizinhos dela e atualizar
os vizinhos antigos. Isso ocorre a cada t̄ = κh

2c̄∆t passos de tempo em
média, onde c̄ é a velocidade média de uma part́ıcula. O custo da
busca é amortecido de um fator t̄ ao longo da simulação. Se t̄ for
comparável com n, a busca força bruta com a atualização preguiçosa
pode ser muito eficiente.

Outra melhoria eficiente vem da seguinte observação: se uma
part́ıcula se afasta dos seus vizinhos, ela geralmente não vai muito
longe. Assim, não precisa buscar os vizinhos em uma posição qual-
quer, mas apenas nos vizinhos dos vizinhos. Isso requer que o desloca-
mento das part́ıculas a cada passo seja pequeno, mas em compensação
restringe o número de pares a considerar de n(n−1)

4 para nk2

2 .

Exerćıcio (fácil). Calcule o custo em tempo de execução da busca se
for combinar a força bruta com a atualização preguiçosa e o cálculo
pelos vizinhos.

4.3.2 Busca em grades

É posśıvel obter os vizinhos de uma part́ıcula com um tempo que não
cresce com o número de part́ıculas (chamado de O(1)). Mais ainda,
podemos acelerar a busca condicionados a gastar um pouco mais de
memória. Esse caso é particularmente interessante se o raio h de cada
part́ıcula é constante ou tenha apenas pequenas variações, aplicação
t́ıpica em simulações de ĺıquido ou, mais geralmente, fluidos incom-
presśıveis. Nesse caso, podemos construir uma grade regular em cima
do domı́nio de simulação, de intervalo κhmax em cada dimensão, onde
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kh

kh

kh

i

Figura 4.6: Busca das part́ıculas vizinhas utilizando uma grade uni-
forme bi-dimensional com o espaçamento sendo o raio de influência
κh. A região cinza representa as células da grade onde será realizada
a busca.

hmax é o maior raio de uma part́ıcula ao longo da simulação. Essa
grade particiona as part́ıculas de acordo com a posição delas. Pela
escolha do intervalo, as part́ıculas vizinhas da part́ıcula i só podem
estar na mesma célula ocupada pela part́ıcula i ou em suas células
diretamente adjacentes (figura 4.6). Assim, a busca por part́ıculas
que possuem uma distância menor do que κh a partir da part́ıcula i
é restrita a 3n células, onde n é a dimensão do espaço.

Esse algoritmo é extremamente eficiente para domı́nios densos e
compactos. Alguns cuidados podem ainda melhorá-lo: primeiro, para
evitar desperd́ıcio de memória, deve-se orientar a grade, retangular,
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para cobrir o domı́nio com o mı́nimo de área fora do domı́nio. Isso
é feito usualmente calculando as direções da grade por uma decom-
posição em valores singulares (SVD) da matriz de covariância dos
pontos da fronteira. Segundo, em vez de apagar a grade a cada passo
de tempo e preencher ela com as novas posições, pode-se apenas atu-
alizá-la quando uma part́ıcula sai de uma célula. Isso não muda a
complexidade assintótica do algoritmo, mas geralmente melhora o seu
desempenho. Finalmente, para evitar o carregamento de pedaços de
memória em ordem não linear, acessando todas as células vizinhas,
pode-se armazenar cada part́ıcula na sua célula e nas suas vizinhas.
Esse alto consumo de memória permite procurar apenas em uma
célula os seus vizinhos.

Exerćıcio (médio). Calcule o custo em tempo de execução da busca
se for combinar a grade com a atualização preguiçosa.

4.3.3 Busca em estruturas adaptativas

21

7 9 3 4 5

10 1311 12

8 6

1

23 4

56

7 8
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i
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1213
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Figura 4.7: Estrutura de árvore utilizada no algoritmo de busca e a
subdivisão hierárquica do espaço bi-dimensional. A busca é realizada
através de um teste de intersecção do cubo envolvente da part́ıcula i
(região em cinza) com as células representadas pelos nós da árvore.

No caso que o raio de cada part́ıcula varia (gases), ou que o
domı́nio é em grande parte vazio (fluidos não confinados), o uso de
grades regulares pode requerer quantidades importantes de memória,
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pois particionam o espaço da mesma forma caso tenham fluido ou
não. Uma alternativa às grades nestes casos é de usar partição adap-
tada do espaço, com células grandes nas regiões mais vazias e menores
nas regiões densas. Assim, o número de part́ıculas por célula estará
mais homogêneo.

Existem várias estruturas adaptativas. A mais geral é a partição
binária do espaço (BSP), que consiste em dividir recursivamente cada
célula por um plano, gerando duas novas células chamadas de células
filhas. Essa estrutura começa do domı́nio inteiro, e associando cada
célula a suas filhas, obtém-se uma estrutura de árvore binária. A
busca de part́ıcula vizinha se resume então a percorrer a árvore, sele-
cionando as células filhas que ainda contém uma determinada posição.

A estrutura de BSP pode ser particularizada se usar apenas planos
perpendiculares aos eixos (kd-tree), e ainda se dividir cada célula no
meio (octree, ver figura 4.7). Nesse último caso, a estrutura tem certa
regularidade que permite representar ela de forma otimizada, e ainda
melhorar o tempo de busca [21].

Finalmente, no caso extremo de gases esparsos, por exemplo,
em simulação de astrof́ısica, as part́ıculas podem estar tão dispersas
que gerar uma estrutura a partir da geometria do domı́nio requeira
memória demais. Nesse caso, é posśıvel codificar a posição de cada
part́ıcula de tal modo que seja fácil agrupar os códigos vizinhos. O
agrupamento dos códigos pode ser constrúıdo por estruturas comuns
em computação, chamadas de tabela de dispersão (hash table).

Exerćıcio (dif́ıcil). Considerando que a BSP é constrúıda para ter
apenas uma part́ıcula por célula na última divisão, calcule o número
de divisões efetuadas para n part́ıculas. Deduza o custo da busca
baseada na BSP.

4.4 Visualização da superf́ıcie livre

O objetivo de simular fluidos é extrair informações de um modelo
f́ısico, por exemplo, medir a sustentabilidade de um avião, avaliar a
resistência de pilastras de plataformas de extração de petróleo, validar
modelos de astrof́ısica. . . As informações estão contidas nas proprie-
dades f́ısicas das part́ıculas ao longo da simulação, porém apresentar
uma lista de part́ıculas com as suas respectivas propriedades não é
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muito cômodo! Existem inúmeros métodos para apresentar essas in-
formações, agrupadas na linha de pesquisa de visualização cient́ıfica,
como por exemplo, a representação do campo vetorial de velocidade
ou do fluxo, extração de trajetórias relevantes de matéria ou detecção
dos vórtices. . . Descrever esses métodos fugiria do foco deste texto,
porém um aspecto em particular é relevante para a simulação: a
representação da superf́ıcie livre do fluido.

Primeiro, a geometria da superf́ıcie livre intervém na f́ısica do
fluido, através da tensão superficial e da interface com outros meios.
Por exemplo, um fluido tende a evitar altas curvaturas na sua su-
perf́ıcie, ou ainda a interação da água com o vento tem um papel forte
no estudo das ondas. Segundo, a superf́ıcie livre é a maneira mais ele-
mentar de visualizar o comportamento do fluido. É necessária tanto
na parte de simulação f́ısica, e ainda mais nas aplicações mais gráficas
onde é o objetivo final. Veremos que a geração da superf́ıcie livre é
um problema muito ilustrativo dos problemas de discretização. Em
particular, veremos que não é simples definir nem a topologia dessa
superf́ıcie, e que a geometria dela depende às vezes mais da maneira
de gerá-la do que das propriedades f́ısicas.

4.4.1 União de bolas

A modelagem SPH representa o fluido por part́ıculas, associadas a
um domı́nio de raio κh. A representação natural de cada part́ıcula
seria então por uma bola, centrada na posição da part́ıcula. Qual
seria o seu raio? Escolhemos κh e a posição inicial das part́ıculas
para ter um número suficiente de part́ıculas vizinhas, portanto esse
raio deve ser grande demais. Por outro lado, se colocarmos um raio
pequeno demais, temos o risco de desconectar as part́ıculas, gerando
uma topologia indesejável. Além disso, a superf́ıcie fronteira da união
de bolas tem curvatura ou localmente constante (perto de uma bola
só) ou infinita (na interseção das bolas), dificultando estimativas de
tensão superficial.

O problema topológico dependendo do raio é um problema clássico
de geometria computacional, baseado nos diagramas de Voronoi [15].
É posśıvel calcular de forma não tão lenta uma estrutura discreta,
chamada de α-shapes [45, 109], que retorna rapidamente a topologia
da união de bola para diferentes raios, mesmo se esses raios variam
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proporcionalmente de part́ıcula em part́ıcula. Assim, pode-se esco-
lher o menor raio posśıvel para ter um fluido conexo. Note-se que,
visto o custo de calcular essa estrutura, é recomendável constrúı-la
apenas para alguns tempos de simulação, similarmente à avaliação
preguiçosa da seção anterior.

Essa estrutura serve também para resolver parte do problema
geométrico, inspirando-se nos modelos de superf́ıcie molecular. Nesse
caso, também baseado em união de bolas, pode-se calcular a superf́ıcie
acesśıvel ao solvente, ou seja, a superf́ıcie obtida rolando uma esfera
de raio fixo r sobre a união de bolas. Essa superf́ıcie é mais suave,
tendo curvatura limitada por 1

r . Cada elemento do α-shape parame-
triza uma parte desta superf́ıcie. A dificuldade é calcular o α-shape
para cada passo de tempo eficientemente.

Exerćıcio (fácil). Desenhe a união de bola e a superf́ıcie acesśıvel ao
solvente para diversos raios, em um modelo de fluido em um domı́nio
em forma de retângulo. Observe a diferença das superf́ıcies obtidas
ao se usar part́ıculas colocadas de forma regular em uma grade e ao
se usar part́ıculas dispostas irregularmente.

4.4.2 Formulação impĺıcita

A formulação acima, apesar de geometricamente simples, não respeita
muito o modelo SPH. De fato, o operador SPH escalar para a função
constante igual a 1 permite calcular diretamente a função densidade
SPH χ(x) do fluido em qualquer ponto x do espaço R3 [122]:

χ(x) =
∑
j∈Vi

mj

ρj
Wij .

Dáı, é posśıvel definir a superf́ıcie externa S do fluido de forma
impĺıcita por S =

{
x ∈ R3, χ(x) = χ0

}
, onde escolhemos uma den-

sidade mı́nima χ0. Observe que não devemos escolher χ0 = 0, pois
sendo o núcleo do operador SPH estritamente positivo em um raio
κh, obteŕıamos apenas a união de bolas de raio κh descrita anteri-
ormente. O parâmetro χ0 deve ser escolhido no intervalo ]0, 1[, em
geral perto de 1 (ver figura 4.8).
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Figura 4.8: Visualização da superf́ıcie impĺıcita extráıda do modelo
Stanford Bunny constitúıdo de part́ıculas.

Apesar dessa formulação ser mais compat́ıvel com o modelo f́ısico,
em particular com o termo de tensão superficial na versão SPH das
equações de Navier-Stokes, estamos novamente com um problema
de escolha de parâmetro χ0. Esse parâmetro, além de influenciar a
geometria, influencia também a topologia. So que, nesse caso, ele
representa a topologia considerada pelo modelo SPH, e é importante
respeitá-la. Dentre os algoritmos para geração de superf́ıcie (malha
triangular) a partir de uma equação impĺıcita, como por exemplo, o
método Marching Cubes [104], devemos então escolher um que trata
corretamente a topologia [91, 132] (ver figura 4.9). Esses métodos
requerem calcular a função densidade em uma grade (não necessari-
amente regular), e a curvatura máxima da superf́ıcie depende do χ0

e da precisão da grade.

Exerćıcio (médio). Desenhe a superf́ıcie s para χ0 = 1 no caso de
part́ıculas dispostas em um semi-ćırculo de raio 1, uma a cada ângulo
π
10 , com κh = 0.1.
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Figura 4.9: Superf́ıcie impĺıcita de duas esferas próximas uma da
outra. À esquerda a superf́ıcie é gerada através do algoritmo de MC
original. À direita a superf́ıcie é gerada utilizando o algoritmo de MC
com garantias topológicas.

4.4.3 Advecção da superf́ıcie

Para evitar o custo de recalcular a superf́ıcie livre a cada passo, é
posśıvel calcular a evolução da superf́ıcie a partir da velocidade das
part́ıculas em volta. Essa estratégia pode ser aplicada a vários ńıveis
da geração de superf́ıcie. Por exemplo, pode-se transportar direta-
mente os vértices da malha triangular que representa a superf́ıcie. Isso
permite gerar a malha apenas uma vez, mas requer muitos cuidados
para evitar que apareçam triângulos degenerados, além de proble-
mas mais sérios para conservar o volume ou para manter a coerência
quando houver mudança topológica. Finalmente, é posśıvel gerar e
transportar uma superf́ıcie diretamente a partir das part́ıculas perto
da superf́ıcie livre [59], apesar de não ser tão simples identificá-las.
Esses métodos, porém, permitem conservar o volume e outras pro-
priedades f́ısicas do fluido.

Exerćıcio (médio). Começando de uma malha qualquer com vértices
em um parabolóide de eixo z, transporte os vértices da malha com
um campo de velocidade v = (x2 + y2, x2 + y2, 1 − x). Observe a
deterioração da aproximação da superf́ıcie livre.
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4.5 Exemplo completo

Vimos na seção anterior que cada passo tem, já na sua formulação
matemática, muitas variações para representar corretamente a f́ısica
ou então produzir um algoritmo que execute em um tempo aceitável.
Essas seções se encaixam segundo a figura 4.1, que pode ser traduzida
no seguinte algoritmo:
1: Inicialize o sistema
2: repeat
3: Faça a busca das part́ıculas vizinhas. (seção 4.3)
4: for cada part́ıcula i do
5: Atualize a pressão pi. (seção 3.4.2)
6: end for
7: for cada part́ıcula i do
8: Calcule a derivada da densidade. (equação (3.28))
9: Calcule a aceleração. (equação do momento (3.34))

10: end for
11: for cada part́ıcula i do
12: Atualize vi e ρi com o integrador temporal. (seção 4.1)
13: Aplique a condição de fronteira (seção 4.2) e faça as corre-

ções numéricas. (essa seção)
14: end for
15: Atualize ∆t usando a condição CFL.
16: tempo = tempo+ ∆t
17: until tempo < tempototal

Esse processo, em particular os passos ainda não descritos (ini-
cialização, correções numéricas), será visto no exemplo clássico da
aplicação do método SPH em superf́ıcie livre: a simulação da que-
bra de uma barragem [113] (dam break), ilustrado na figura 4.10 e
no rodapé deste livro. O problema consiste em um volume de água
confinado em uma região cúbica de um canal onde é instantanea-
mente retirada a barragem da represa. O método SPH é utilizado
para simular o comportamento da queda da coluna de água.
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Figura 4.10: Simulação SPH da quebra de uma barragem utilizando
104 part́ıculas.
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4.5.1 Inicialização

O domı́nio é definido e discretizado. Nesse caso simples, o domı́nio é
um paraleleṕıpedo, e cada face dele é representada por dois triângulos
retângulos. O fluido é inicialmente colocado em um paraleleṕıpedo
menor (ver figura 4.11). Dado o volume total do fluido V , a massa de

0.5m

1.5m

0.9m

2.5m

0.7m

Figura 4.11: Configuração inicial do problema.

uma part́ıcula i é determinada por mi = ρ0
V
n , sendo n o número total

de part́ıculas do sistema. Cada part́ıcula do sistema é representada
por uma esfera, logo o raio de uma part́ıcula i é

ri = 3

√
3
4
mi

ρ0 π
.

Já que o fluido que queremos simular é incompresśıvel, manteremos
o raio ri fixo durante a simulação.

Na simulação do problema utilizamos 104 part́ıculas (figura 4.10),
portanto a massa de cada part́ıcula vale mi = 3.15 × 10−2kg. As
part́ıculas são inicialmente geradas em uma grade uniforme onde o
raio de influência κh é tomado como sendo 1.2 vezes o tamanho do
espaça-mento da grade, recomenda-se que em simulações SPH que o
número de part́ı-culas vizinhas seja no mı́nimo 20 em simulações 2D
e 56 em simulações 3D [94].
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4.5.2 Estimativa dos parâmetros f́ısicos

O sistema é iniciado com densidade inicial da água sendo ρ0 =
1000kg/m3, a viscosidade µ = 10−3Ns/m2 e a gravidade g = 9.8m/s2.
A velocidade caracteŕıstica do escoamento ve é estimada a partir da
conservação de energia mecânica do sistema (transformação de ener-
gia potencial em cinética), segue que

mv2
e

2
= mgH, (4.6)

como a coluna de água possui altura H = 0.9m, logo ve =
√

2gH =
4.2m/s. Assim, podemos estimar a velocidade do som c ≈ 42m/s e
obter a constante B = 252kPa da equação de estado.

A velocidade do som não corresponde necessariamente à veloci-
dade do som f́ısica. Isso é infelizmente uma necessidade da discre-
tização, e cada modelo numérico terá uma correção particular. Ob-
serve que foi o mesmo caso quando foram estabelecidas as velocidades
do som para os modelos diferenciais da f́ısica.

Além disso, cada part́ıcula carrega os seguintes atributos f́ısicos:

Atributo Descrição

x posição
v velocidade
v1/2 velocidade para o integrador
a aceleração
D tensor de deformação
ρ densidade
η viscosidade
T outros atributos: temperatura. . .
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4.5.3 Suavização da velocidade: XSPH

Com o objetivo de prevenir a interpenetração de part́ıculas, a qual
pode gerar aglomerados instáveis de part́ıculas, Monaghan [117] in-
troduziu a técnica XSPH que consiste em calcular uma média das ve-
locidades das part́ıculas vizinhas. A técnica permite que as part́ıculas
se movimentem de uma forma mais suave em um escoamento in-
compresśıvel, reduzindo o problema de desordem de part́ıcula nas
simulações SPH (figura 4.12).

(a) Sem XSPH. (b) Com XSPH.

Figura 4.12: Simulação de um escoamento de lava após 1910 iterações,
sem XSPH (esquerda) e com a correção XSPH (direita), com a mesma
configuração da figura 4.5. A simulação explode sem XSPH, devido
à distância arbitrariamente pequena entre as part́ıculas.

Na técnica XSPH, a velocidade de cada part́ıcula i é corrigida
através da média das velocidades de suas part́ıculas vizinhas ponde-
rada por um parâmetro global constante ε ∈ [0, 1] da seguinte forma:

vi ← vi + ε
∑
j∈Vi

2mj

ρi + ρj
(vj − vi)Wij .

4.5.4 Correção numérica: viscosidade artificial

Para evitar instabilidades numéricas devidas às oscilações nos campos
vetoriais da velocidade e pressão, no caso da pressão ser calculada por
uma equação de estado, existe uma técnica muito comum em elemen-
tos finitos e diferenças finitas que consiste em adicionar um termo de
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viscosidade artificial na equação de momento a fim de dissipar essas
oscilações indesejadas. Isso é feito da seguinte forma:

Dvi
Dt
← Dvi

Dt
+
∑
j∈Vi

mjΠij∇iWij .

O efeito da viscosidade artificial em sistemas SPH se deve ao se-
guinte termo:

Πij =


2λαijc
ρi+ρj

, vij · xij < 0

0, vij · xij ≥ 0
com αij =

h(vij · xij)
r2ij + 0.01h2

,

com vij = vi − vj . A constante λ corresponde à viscosidade vo-
lumétrica. Geralmente, o valor de λ é tomado próximo de 1.

É ainda posśıvel calcular a pressão exatamente para garantir a
incompressibilidade a partir de uma versão SPH da equação de Pois-
son [137], como será exposto no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Incompressibilidade
SPH

Nesse caṕıtulo apresentaremos uma variação do método SPH para a
simulação de escoamentos incompresśıveis, onde a condição de incom-
pressibilidade do escoamento é obtida através do cálculo da pressão
por uma equação de Poisson.

Na seção 5.3, a solução numérica para uma equação de Poisson é
obtida nas part́ıculas que representam o domı́nio da simulação como
solução de um sistema linear resultante da discretização da equação
de Poisson através dos operadores SPH. O cálculo da pressão usa essa
solução SPH para a equação de Poisson no contexto do método da
projeção (seção 5.2). Esse método projeta a velocidade obtida pela
equação do momento (omitindo o gradiente da pressão) em um espaço
de divergência nula, garantindo a conservação de massa do sistema
(equação da continuidade). A projeção pode ser interpretada como
a subtração de um campo gradiente (componente irrotacional) do
campo de velocidade.

A solução da equação de Poisson no contexto SPH permitirá si-
mulações de fluidos incompresśıveis inteiramente lagrangeana usando
o método apresentado no final desse caṕıtulo (seção 5.4).
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5.1 Pressão em fluidos incompresśıveis

O processo de solução das equações de Navier-Stokes para escoamen-
tos incompresśıveis

• equação do momento

Dv
Dt

= −1
ρ
∇p+

µ

ρ
∇2v + f , (5.1)

• equação da continuidade

∇ · v = 0 (5.2)

requer que cada variável tenha uma equação evolutiva no tempo.
Nessas equações, porém, não existe nenhum termo que determine a
variação temporal da pressão p.

Vimos no caṕıtulo 3 que no método SPH, tradicionalmente, um
fluido incompresśıvel é representado através de um fluido quase-in-
compresśıvel, isto é, as equações de Navier-Stokes para escoamentos
incompresśıveis são resolvidas por meio de técnicas numéricas utili-
zadas em escoamentos compresśıveis. Tal técnica é conhecida como
incompressibilidade artificial [51]. Em particular, em aplicações do
método SPH a pressão é calculada através de uma equação de estado:

p = p (ρ) .

Em escoamentos incompresśıveis, porém, a pressão p não pode ser
obtida em função da densidade, pois a densidade deveria ser cons-
tante, e assim ∇p representaria mais o erro de aproximação do que
uma quantidade f́ısica. Além disso, fisicamente, a pressão não é uma
grandeza termodinâmica nesse tipo de escoamento. Resultados uti-
lizando essa abordagem são aceitáveis em algumas aplicações, como
por exemplo, para simulações de superf́ıcie livre com baixos números
de Reynolds [120]. Em escoamentos confinados ou com altos números
de Reynolds, porém, essa abordagem requer um passo de tempo de in-
tegração muito pequeno [32]. Vale enfatizar que, nessa abordagem, a
condição de incompressibilidade do escoamento (equação (5.2)) pode
não ser satisfeita pelo campo de velocidade obtido.
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Em simulações de escoamentos incompresśıveis queremos que, du-
rante toda a simulação, o campo de velocidade obtido em cada ins-
tante de tempo tenha divergência nula, o que é de extrema im-
portância devido ao seu significado f́ısico: conservação de massa. Na
literatura, existe uma classe de métodos para simular escoamentos
incompresśıveis, na qual o papel desempenhado pela pressão é fazer
com que o campo de velocidade, obtido a partir da equação do mo-
mento, satisfaça a condição de incompressibilidade. Essa classe de
métodos é conhecida como método da projeção.

5.2 Método da projeção

O método da projeção foi introduzido na década de 60 por Chorin [24]
para simular escoamentos incompresśıveis eficientemente. Rigorosa-
mente falando, o método da projeção é baseado na seguinte filosofia:
em escoamentos incompresśıveis, a pressão não exerce nenhum sig-
nificado termodinâmico, comportando-se apenas como um meio (de
forma mais precisa: como um multiplicador de Lagrange) para obter
a incompressibilidade do escoamento.

O método da projeção pode ser separado em duas etapas. No
primeiro passo, um campo de velocidade é calculado utilizando a
equação do momento (5.1) omitindo o gradiente da pressão e, por-
tanto, sem que a condição de incompressibilidade (equação (5.2)) seja
satisfeita. No segundo passo, o campo de velocidade é projetado no
sub-espaço de divergência nula, obtendo assim um novo campo de
velocidade, dessa vez satisfazendo a condição de incompressibilidade.

A formulação do método da projeção será apresentada adicio-
nando certas hipóteses às variáveis do escoamento (p, ρ e v). Nesse
intuito, a seguinte decomposição ortogonal de campos vetoriais será
útil:

Decomposição de Helmholtz-Hodge: Seja Ω uma região no
espaço (ou no plano) com fronteira suave ∂Ω. Um campo vetorial
w definido em Ω pode ser unicamente decomposto na forma

w = u +∇ϕ ,
onde a componente u tem divergente nulo e é paralelo à fronteira do
domı́nio, isto é, u ·n = 0 em ∂Ω, onde n é o vetor normal a fronteira.
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Pela decomposição de Helmholtz-Hodge é natural introduzir o
operador de projeção ortogonal P, o qual mapeia qualquer vetor w
em Ω em sua componente de divergência nula u. O operador de
projeção P, portanto, é bem definido, linear e pode-se escrever w ∈ Ω
como:

w = P (w) +∇ϕ .

Além disso, vale notar que

P (u) = u ,

desde que ∇ · u = 0 e u · n = 0 e

P (∇ϕ) = 0 .

Em um escoamento com densidade constante (ρ = ρ0), a equação
do momento (5.1) pode ser reescrita da seguinte maneira

∂v
∂t

+ v · ∇v = −∇p′ + ν∇2v + f ,

onde p′ = p
ρ0

e ν = µ
ρ0

. Ao aplicar o operador de projeção P na
equação acima, tem-se

P
(
∂v
∂t

+ v · ∇v
)

= P
(
−∇p′ + ν∇2v + f

)
.

Assumindo que o campo de velocidade v tem divergente nulo e é nulo
na fronteira, o mesmo acontece para ∂v

∂t (supondo v suficientemente
suave). Além disso, o resultado da projeção do campo gradiente é o
vetor nulo: P (∇p) = 0. Portanto, pelas propriedades do operador
de projeção, tem-se

∂v
∂t

= P
(
−v · ∇v + ν∇2v + f

)
.

Essa forma das equações de Navier-Stokes elimina o termo que
envolve a pressão e expressa ∂v

∂t em função da própria velocidade v e
das forças externas f . A pressão, por sua vez, pode ser obtida como
a componente irrotacional de

−v · ∇v + ν∇2v + f .
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Essa nova formulação das equações de Navier-Stokes não é so-
mente de interesse teórico, esclarecendo o papel da pressão, mas
também é de interesse prático no desenvolvimento de algoritmos nu-
méricos eficientes na simulação de fluidos incompresśıveis.

Várias versões numéricas do método da projeção podem ser encon-
tradas, onde diferentes hipóteses a cerca das variáveis da simulação
são utilizadas. Podemos citar, os trabalhos pioneiros de Chorin [25] e
Temam [160], onde condições de contorno periódica foram utilizadas.
Posteriormente, para condição de fronteira não escorregadia (veloci-
dade nula na fronteira), Shen [144, 145] mostrou a convergência e
algumas estimativas de erros para vários métodos da projeção. Um
estudo sobre várias versões numéricas do método da projeção foi re-
alizado por Weina [166].

Essa classe de métodos tem se tornado dominante na simulação
de escoamentos incompresśıveis [11, 32, 61, 127, 166]. Além disso,
outros nomes para variações desse método podem ser encontrados na
literatura, como método de passo fracionado [3, 97, 78] ou método de
desacoplamento pressão-velocidade [35, 80].

Baseado no método da projeção, uma formulação puramente la-
grangeana para obter a incompressibilidade em SPH será apresen-
tada no final desse caṕıtulo, onde a condição incompressibilidade
(equação (5.2)) é obtida, dentro dos limites dos erros de discretização,
resolvendo uma equação de Poisson para a pressão.

5.3 Solução SPH da equação de Poisson

Vimos como a incompressibilidade do escoamento pode ser obtida
através do cálculo da pressão por uma equação de Poisson. Vários
outros problemas são descritos por uma equação de Poisson, ou têm
como parte essencial de sua solução essa equação.

Essa seção propõe um método para resolver a equação de Pois-
son utilizando o método lagrangeano SPH. Ao contrário de outros
métodos (h́ıbridos), onde a equação de Poisson é resolvida em uma
malha [46, 48, 130, 151], na discretização da equação de Poisson apre-
sentada nessa seção, utilizam-se as part́ıculas da discretização como
estrutura, isto é, a equação de Poisson é resolvida diretamente nas
part́ıculas, ao invés da pressão ser calculada em uma malha ou grade.
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5.3.1 Equação de Poisson

Matematicamente, a equação de Poisson é uma equação de derivadas
parciais com uma ampla utilidade em várias áreas, dentre elas: f́ısica e
engenharia. Em eletrostática, por exemplo, pode-se escrever o campo
elétrico E = −∇ϕ em termos de um potencial elétrico ϕ dado pela
solução da equação de Poisson

∇2ϕ (r) = −ρ (r)
ϵ

,

onde ρ (r) é a densidade de carga em r e ϵ é uma constante elétrica.
De uma maneira geral, no espaço bi-dimensional, a equação de

Poisson defini-se como:

∇2u (x, y) = f (x, y) , (5.3)

onde Ω é uma região em R2 limitada por uma superf́ıcie fechada
S = ∂Ω e f é uma função dada. A solução u (x, y) é chamada de
potencial.

A solução completa da equação de Poisson depende dos valores do
potencial na fronteira do domı́nio Ω. Os dois tipos mais comuns de
condições de fronteira para a equação de Poisson são as condições de
Dirichlet e Neumann. Quando o potencial u é explicitamente definido
em todo ponto (x, y) ∈ S tem-se a condição de fronteira de Dirichlet

u (x, y) = ϕ (x, y) , ∀ (x, y) ∈ S . (5.4)

Por outro lado, na condição de fronteira de Neumann, a variação do
potencial na direção perpendicular à fronteira é conhecida

∇u (x, y) · n (x, y) = φ(x, y) , ∀ (x, y) ∈ S , (5.5)

onde vetor n (x, y) é o vetor normal à fronteira S no ponto (x, y)
apontando para fora da superf́ıcie.

Encontrar uma solução anaĺıtica para uma equação de Poisson
num domı́nio qualquer é em geral uma tarefa dif́ıcil e recorre-se então
a métodos numéricos para encontrar soluções em um conjunto dis-
creto de pontos no domı́nio Ω. Pode-se citar nesse contexto, a uti-
lização dos métodos das diferenças finitas [57, 77] e dos elementos
finitos [19].
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A próxima seção propõe um método para resolver a equação de
Poisson utilizando o método lagrangeano SPH. O operador laplaci-
ano na equação de Poisson (equação (5.3)) será substitúıdo por uma
de suas versões discretas deduzidas no caṕıtulo 2. A aproximação
em cada part́ıcula que representa o domı́nio de interesse conduz à
obtenção de um sistema linear de grande dimensão, caracterizado
por um alto grau de esparsidade. A solução desse sistema, por al-
gum método numérico, encontra o potencial associado à equação de
Poisson em cada part́ıcula do sistema.

5.3.2 Discretização SPH

Nos métodos SPH, o domı́nio é discretizado por um conjunto finito de
part́ıculas. Dada uma função escalar ϕ, o operador laplaciano SPH
na part́ıcula i pode ser aproximado por (ver caṕıtulo 2)

(
∇2ϕ

)h
(xi) =

∑
j

mj

ρj

2(ϕ ( x i )− ϕ ( x j ))
rij

xij · ∇iW (xij) , (5.6)

onde xij = xi − xj e rij = ∥xij∥.
Os núcleos utilizados nesse livro têm a propriedade de simetria

(seção 2.4) e podem ser reescrito como

W (xij , h) = W1

(rij
h

)
= W1 (Rij) .

Consequentemente,

∇iWij =
xij
hrij

∂Wij

∂R
.

A equação (5.6) pode entaão ser reescrita como(
∇2ϕ

)h
(xi) =

∑
j

2
mj

ρj

(
ϕ ( x i )− ϕ ( x j )

) 1
hrij

∂Wij

∂R
,

ou, de uma maneira mais simplificada, dada por(
∇2ϕ

)h
(xi) =

∑
j

2
mj

ρj

(
ϕ ( x i )− ϕ ( x j )

)
F (xij) , (5.7)

onde
F (xij) =

1
hrij

∂Wij

∂R
.
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Dessa forma, discretizando a equação de Poisson (equação (5.3))
na part́ıcula i, obtemos a seguinte equação linear∑

j

2
mj

ρj

(
ϕ ( x i )− ϕ ( x j )

)
F (xij) = f(xi) (5.8)

que aplicada em cada part́ıcula i do domı́nio do problema resulta
num sistema de n equações lineares

∑
j∈V1

2
mj

ρj

(
ϕ ( x 1 )− ϕ ( x j )

)
F (x1j) = f(x1)

∑
j∈V2

2
mj

ρj

(
ϕ ( x 2 )− ϕ ( x j )

)
F (x2j) = f(x2)

...∑
j∈Vi

2
mj

ρj

(
ϕ ( x i )− ϕ ( x j )

)
F (xij) = f(xi)

...∑
j∈Vn

2
mj

ρj

(
ϕ ( x n )− ϕ ( x j )

)
F (xnj) = f(xn)

(5.9)

onde n é o número de part́ıculas que discretizam o domı́nio e Vi é o
conjunto de part́ıculas vizinhas à part́ıcula i.

O sistema linear de equações (5.9), obtido a partir da aplicação
do operador laplaciano SPH em cada part́ıcula i do domı́nio do pro-
blema, é representado matricialmente por

Aϕϕϕ = b , (5.10)

sendo n o número de part́ıculas que discretizam o domı́nio, a di-
mensão da matriz A é n× n, o vetor solução ϕϕϕ de dimensão n é um
vetor das variáveis do sistema com

ϕi = ϕ ( x i )

e o vetor independente b, também de dimensão n, é dado por

bi = f(xi) .
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A i-ésima linha da matriz A, representada pelos coeficientes

aij , j ∈ {1, 2, · · · , n} ,

é obtida pela equação (5.8) aplicada na part́ıcula i com
aij = −2

mj

ρj
F (xij) , j ̸= i

aii = −
∑
k ̸=i

aik

(5.11)

5.3.3 Exemplo

Figura 5.1: Solução da equação de Poisson usando o método SPH.
O termo fonte é dado por f(x, y) = 6x − 2 e a solução é conhecida
na fronteira do domı́nio

(
u(x, y) = x3 − y2 + 10

)
(condição de fron-

teira de Dirichlet). A superf́ıcie da esquerda é dada pela solução
exata (x, y, u(x, y)), enquanto à direita a superf́ıcie ilustra a solução
encontrada pelo método SPH.

O método SPH descrito nessa seção é usado para obter a a solução
para a seguinte equação de Poisson{
∇2u (x, y) = 6x− 2 em Ω = [−1, 1]× [−1, 1] ⊂ R2

u (x, y) = x3 − y2 + 10 se (x, y) ∈ ∂Ω
(5.12)
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O domı́nio Ω é representado por um conjunto finito de part́ıculas
amostradas de acordo com uma distribuição disco de Poisson. Essa
distribuição assegura uma amostragem uniforme na qual quaisquer
dois pontos dessa amostragem distam mais do que uma distância
mı́nima r, ou seja, dado um disco de raio r sobre um elemento qual-
quer da amostragem, não existe nenhum outro elemento pertencente
a amostragem dentro desse disco. Uma implementação do algoritmo
descrito por Dunbar e Humphreys [43] é responsável pela posição
inicial das part́ıculas.

Definimos o volume para cada part́ıcula como sendo o volume
de Ω dividido pelo número de part́ıculas da discretização do mesmo
m
ρ = V ol(Ω)

#part́ıculas . Além disso, part́ıculas que estão próximas a fronteira
de Ω tem o potencial definido pela condição de fronteira de Dirichlet
ui = u (xi, yi) = x3

i − y2
i + 10 .

Na figura 5.1, a superf́ıcie da esquerda (x, y, u(x, y)) ilustra a
solução exata da equação de Poisson (equação (5.12)). Da mesma
forma, a solução encontrada pelo método SPH é ilustrada pela su-
perf́ıcie da direita (x, y, uSPH(x, y)).

0
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Figura 5.2: Erro relativo obtido pelo resultado encontrado com o
método SPH para a solução da equação de Poisson (equação (5.12)).

O erro relativo obtido com a solução encontrada com o método
descrito acima para o exemplo dado pela equação (5.12) é ilustrado na
figura 5.2. As part́ıculas originais cujo potencial foram definidos pela
condição de fronteira de Dirichlet (equação (5.12)) não são levadas
em consideração nessa análise estat́ıstica do erro.



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 119i

i
i

i

i
i

i
i

Cap. 5: Incompressibilidade SPH 119

5.3.4 Resolução do sistema

Pela construção da matriz A (sistema (5.11)) podemos observar que
na i-ésima linha da mesma o coeficiente aij na coluna j é não-nulo
se, e somente se, a part́ıcula j é vizinha da part́ıcula i. A figura 5.3
ilustra um simples exemplo.

Portanto, a matriz A é uma matriz com um elevado grau de es-
parsidade, já que em SPH o número de part́ıculas vizinhas utilizadas
no somatório da equação (5.7) pode ser consideravelmente menor do
que o número de part́ıculas usadas na discretização do domı́nio.

2h

8

3

5

6
10

11

1

4

2

7

14

13

12

9

L =

8th line 0 0 0 0650 8 0 11 00010

Figura 5.3: Construção da matriz A. A linha 8 da matriz tem como
coeficientes não-nulos apenas as colunas, cujas part́ıculas de mesmos
ı́ndices pertencem à vizinhança V8 = {5, 6, 8, 10, 11} da part́ıcula 8.

Para assegurar a eficiência numérica, torna-se imprescind́ıvel a
utilização de algoritmos especialmente desenvolvidos para permitir
um tratamento eficaz de matrizes esparsas. Para explorar ao máximo
as caracteŕısticas dessas matrizes e, ao mesmo tempo, garantir um
bom desempenho na solução do sistema, esses algoritmos devem res-
peitar as seguintes regras básicas:

1. somente os coeficientes não-nulos presentes nas matrizes devem
ser armazenados;

2. efetuar somente as operações envolvendo coeficientes não-nulos,
evitando cálculos redundantes envolvendo elementos nulos.

Os algoritmos que permitem trabalhar diretamente com matri-
zes esparsas são mais complexos do que os algoritmos utilizados no
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tratamento de matrizes cheias. Essa complexidade resulta não só da
necessidade de se evitar sequências de operações redundantes, mas
também do tipo de armazenamento utilizado. Foram utilizadas as
bibliotecas SparseLib++ [141] e IML++ [41] para o armazenamento e
manuseio de matrizes esparsas e para encontrar a solução do sistema
linear.

Matrizes Esparsas

Nas formulações antigas de elementos finitos, as matrizes esparsas são
geralmente armazenadas em semi-banda ou em perfil. No método
SPH proposto, a utilização de tais estruturas de armazenamento é
inadequada. A distribuição irregular das part́ıculas faria com que
qualquer uma dessas estruturas tivessem um elevado número de coe-
ficientes nulos armazenados.

Exitem outros tipos diferentes de armazenamento de matrizes es-
parsas utilizados. Dentre eles, encontra-se uma forma bem simples
e direta de armazenamento de matrizes esparsas, onde se utilizam
três vetores com dimensão igual ao número de elementos não-nulos
da matriz, denotado por nz. No primeiro vetor, V, armazenam-se
os valores dos coeficientes não-nulos existentes. Os ı́ndices corres-
pondentes às linhas e colunas de cada um dos coeficientes não-nulos
são armazenados em outros dois vetores, I e J, respectivamente. As-
sim, para cada k ∈ {1, 2, · · · , nz} o valor não-nulo VAL (k) ocorre
na posição (I (k) ,J (k)) da matriz esparsa.
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A matriz de tamanho 5× 5

B =


3 0 0 −1 0
0 5 1 0 0
0 1 3 2 0
−1 0 2 4 0
1 0 0 0 2

 (5.13)

pode ser armazenada da seguinte forma

V = [ 5 4 3 3 2 2 2 1 1 −1 −1 1 ]

I = [ 2 4 1 3 3 4 5 2 3 1 4 5 ]

J = [ 2 4 1 3 4 3 5 3 2 4 1 1 ]

(5.14)

A estrutura de dados V, I e J é muitas vezes denominada de es-
quema coordenado de armazenamento. Esse tipo de armazenamento
não leva em conta que os vetores tenham algum tipo de ordem, e
embora seja muito simples, apresenta uma grande limitação: torna
bastante pesado e moroso o processo de obtenção de todos os coefi-
cientes situados numa mesma linha ou coluna.

Uma das estruturas de armazenamento mais utilizadas consiste
em definir uma lista de vetores correspondente a cada uma das li-
nhas, armazenados sequencialmente. Dessa forma, a representação
de matrizes esparsa é feita graças ao uso de três vetores. O primeiro
vetor VL é definido de maneira semelhante ao vetor V, exceto que
todos os elementos da linha i estejam antes de qualquer elemento de
qualquer linha i+ k, k > 0. O segundo vetor JL representa a coluna
associada a cada item listado no vetor VL. Por último, o vetor IL
permite identificar onde iniciam e terminam, em VL e JL, os valores
referentes a cada uma das linhas da matriz esparsa.

As dimensões dos vetores VL e JL são iguais ao número nz de
coeficientes não-nulos da matriz esparsa, porém, a dimensão do vetor
IL é igual ao número de linhas da matriz esparsa, geralmente menor
do que nz, mais uma entrada adicional para identificar o final dos ve-
tores VL e JL. Por exemplo, a matriz B pode então ser armazenada
pelos vetores
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VL = [ 3 −1 5 1 1 3 2 −1 2 4 1 2 ]
JL = [ 1 4 2 3 2 3 4 1 3 4 1 5 ]

(5.15)
IL = [ 1 3 5 8 11 13 ]

O armazenamento usando a tripla de vetores IL, VL e JL é co-
nhecido como armazenamento compacto de linhas. Nesse processo
as linhas têm de ser armazenadas por ordem, porém, dentro de uma
mesma linha não é necessário nenhuma ordenação. De acordo com
a definição dos apontadores indicados pelo vetor IL, a linha i de
uma matriz esparsa é descrita pelas posições IL (i) até IL (i+ 1)− 1
dos vetores VL e JL. Por exemplo, a terceira linha da matriz B é
armazenada entre as posições

IL (3) = 5

e

IL (3 + 1)− 1 = 8− 1 = 7

dos vetores VL e JL, isto é,

VL = [ 3 −1 5 1 1 3 2 −1 2 4 1 2 ]
JL = [ 1 4 2 3 2 3 4 1 3 4 1 5 ]

Quando IL (l) = IL (l + 1)− 1 a l-ésima linha da matriz esparsa não
contém nenhum termo não-nulo.

O armazenamento em lista de vetores foi utilizado para guardar a
matriz esparsa resultante da discretização da equação de Poisson em
todas as part́ıculas que representam o domı́nio do problema. A biblio-
teca SparseLib++ [141] foi utilizada para tal propósito. A biblioteca
SparseLib++, além de representar uma matriz esparsa em vários for-
matos de armazenamento, dentre eles o armazenamento compacto
de linhas, também armazena vetores e fornece as operações básicas
entre matrizes esparsas ou matrizes esparsas e vetores de maneira
eficiente, como por exemplo multiplicação entre uma matriz esparsa
e um vetor.
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Métodos iterativos
A necessidade de resolver sistemas de equações lineares aparece numa
grande quantidade de problemas cient́ıficos. Vários pesquisadores
têm publicado artigos que exaltam as virtudes dos métodos iterati-
vos, em comparação aos métodos diretos para a solução de grandes
sistemas de equações lineares. Muitos métodos demonstram poten-
cialidades para solucionar tais problemas. A questão crucial é achar
aquele que melhor se adapta ao problema que se tem em mãos, pois
não há garantias de que um método que funciona bem para um tipo
de problema irá funcionar bem para outro tipo. Vários métodos ite-
rativos para solução de sistemas lineares e outros tópicos importantes
são apresentados por Saad [143].

Os métodos iterativos trabalham pelo melhoramento cont́ınuo da
solução aproximada até que esta esteja precisa o suficiente. Esse
amplo grupo de técnicas utiliza aproximações sucessivas para chegar
a soluções mais precisas a cada passo, para um dado sistema linear.

A eficiência dos métodos iterativos tem sido estudada para a
solução de sistemas densos, não-simétricos. Pesquisadores de renome
como Freund e Nachtigal [54], Golub e Van Loan [60], Hageman e
Young [64] entre outros contribúıram enormemente para o estudo e
desenvolvimento das técnicas iterativas.

Quando a dimensão e a esparsidade dos sistemas lineares aumen-
tam, os métodos iterativos começam a ser competitivos. Embora
a convergência do processo envolva um número indeterminado de
operações, e seja necessário discutir qual o critério de parada mais
adequado, a sua utilização começa a ser atrativa pela enorme eco-
nomia que podem proporcionar em termos de memória envolvida no
armazenamento dos coeficientes. Tipicamente, a aplicação de um
método iterativo implica apenas o armazenamento da matriz dos co-
eficientes na sua forma inicial e de um pequeno número de vetores de
dimensão igual à dimensão do sistema.

Não é só a redução da necessidade de armazenamento que torna
a utilização de algoritmos iterativos atraente. Também se consegue
assegurar em muitas circunstâncias melhores tempos de execução.
Deve-se chamar, no entanto, a atenção para o fato de a aplicação
dos algoritmos iterativos na sua forma pura não ser em geral muito
eficiente. Para que tais métodos sejam competitivos, é necessário
utilizar formas para acelerar a convergência.
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A razão pela qual um método iterativo converge depende das pro-
priedades do espectro da matriz dos coeficientes. Por esse motivo
deve-se procurar transformar o sistema linear em outro equivalente,
no sentido de possuir a mesma solução, mas com propriedades do es-
pectro mais favoráveis. Portanto, os métodos iterativos usualmente
envolvem uma segunda matriz, que transforma a matriz dos coefici-
entes em outra com melhores propriedades. Essa matriz de trans-
formação é denominada pré-condicionador.

Uma apresentação mais formal dos métodos iterativos pode ser
encontrada em Barrett et al. [8] e inclui os seguintes métodos itera-
tivos.

• Gradiente Conjugado

• Reśıduo Mı́nimo Generalizado

• Gradiente Biconjugado

• Reśıduo Quase-Mı́nimo

• Gradiente Conjugado Quadrado

• Gradiente Biconjugado Estabilizado

O método Gradiente Conjugado, CG (Conjugate Gradient), é
o método iterativo mais popular para resolver grandes sistemas de
equações lineares. Só pode ser aplicado, porém, quando a matriz
relacionada ao sistema é simétrica e definida positiva.

As matrizes relacionadas à discretização da equação de Poisson
no método SPH, além do alto grau de esparsidade, podem ser as-
simétricas. Um método iterativo aplicável a matrizes assimétricas
é o de Reśıduo Quase-Mı́nimo, QMR (Quasi-Minimal Residual). A
principal idéia por trás do método QMR é a solução do sistema tri-
diagonal, reduzido no sentido dos mı́nimos quadrados. Freund e Na-
chtigal [54] fornecem uma apresentação do método QMR com mais
detalhes.

A biblioteca IML++ [41] foi utilizada para resolver o sistema de
equações lineares obtido com a equação de Poisson discreta. Vários
métodos iterativos são encontrados nessa biblioteca. Além desses,
alguns pré-condicionadores também são implementados, dentre eles:
Diagonal de Jacobi, Cholesky e LU.
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5.4 Método da projeção SPH

Essa seção descreve um método da projeção no contexto lagrangeano
para simulações de fluidos incompresśıveis usando o método SPH. O
método apresentado, faz uso da solução para a equação de Poisson
usando SPH (seção 5.3) para determinar um campo de pressão du-
rante a simulação, de tal forma que o campo de velocidade obtido
durante toda a simulação obedeça a condição de incompressibilidade.

A importância da equação de Poisson, no contexto de fluidos in-
compresśıveis, é que ela faz a ligação entre as equações do momento
e da continuidade. Essa equação fornece valores de p que permite
a velocidade, obtidas a partir da equação do momento, satisfazer a
equação da continuidade, dentro dos limites dos erros de discretização
dessas equações.

O método, usa um passo intermediário para obter um campo
de velocidade sem garantir a incompressibilidade do escoamento. A
partir dáı, o campo de velocidade intermediário é projetado em um
espaço de divergência livre resolvendo uma equação de Poisson para
a pressão. O novo campo é obtido subtraindo o gradiente da pressão
encontrada. As duas etapas do método da projeção SPH serão des-
critas no que segue.

5.4.1 Campo de velocidade intermediário

No primeiro passo, um campo de velocidade intermediário v∗ é obtido
pela equação do momento (equação (5.1)), sem o termo da pressão.

Nesse intuito, o termo viscoso ν∇2v, onde ν é a viscosidade ci-
nemática do fluido, precisa ser discretizado utilizando algum opera-
dor SPH. Em algumas implementações do método SPH [4, 32, 37,
106] a viscosidade artificial, introduzida para modelar frente de cho-
ques [115], é utilizada para modelar a força viscosa real, dada pelo
termo ν∇2v. Morris, Fox e Zhu [120] afirmam que a viscosidade real
modelada pela viscosidade artificial gera perfis de velocidades indese-
jados na simulação. Outras expressões têm sido utilizadas para cal-
cular a força viscosa real, algumas utilizando somas de somas [165]
(e, portanto, dobrando o esforço computacional), e outras utilizam a
derivada segunda do núcleo para aproximar a viscosidade [123, 157],
tornando o método suscet́ıvel a erros numéricos.
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(a) Antes (b) Depois

Figura 5.4: O conceito de camada limite é aplicada em um campo de
velocidade.

A aproximação para o termo viscoso adotado por Morris et al [120]
é utilizada no método da projeção proposto nessa seção(

µ

ρ
∇2v

)
i

=
∑
j

mj (µi + µj)vij · xij∇iWij

ρiρjr2ij
,

onde as diferenças entre as posições e as velocidades das part́ıculas i
e j são denotadas por xij = xi − xj e rij = ∥xij∥, respectivamente.
Essa expressão é similar àquela utilizada por Monaghan [114] para
modelar condução do calor.

A integração numérica é calculada utilizando o método expĺıcito
de Euler (caṕıtulo 4). Portanto, o campo v∗ em uma part́ıcula i é
obtido pela seguinte expressão

v∗
i = vti + ∆t

∑
j

mj (µi + µj)vtij · xtij∇iWij

ρiρjr2ij
+ fi

 , (5.16)

onde ∆t é o passo de tempo da discretização temporal e fi é a força
externa na part́ıcula i.

A restrição v∗ = 0 em δΩ é aplicada ao campo obtido em 5.16 uti-
lizando o conceito de camada limite (caṕıtulo 4). Na camada-limite,
a magnitude da velocidade é alterada, indo de zero, na superf́ıcie do
domı́nio, até a velocidade v∞, na fronteira da camada limite, onde
v∞ é a velocidade do escoamento livre em relação à fronteira do
domı́nio. A figura 5.4 ilustra o efeito causado pela camada limite em
um campo de velocidade.
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5.4.2 Projeção no espaço de divergência livre

O segundo passo no método é a projeção no sub-espaço de divergência
nula do campo de velocidade intermediária obtido anteriormente.
A projeção no sub-espaço de divergência nula é obtida através da
solução de uma equação de Poisson para a pressão:

−∇ ·
(

1
ρ
∇p
)

=
1

∆t
∇ · v∗

∂p

∂n
= 0 em ∂Ω

(5.17)

A solução da equação de Poisson é obtida diretamente nas part́ı-
culas da discretização do fluido (seção 5.3). A discretização dessa
equação de Poisson pode ser obtida usando os operadores SPH defini-
dos no caṕıtulo 2. Para o divergente do campo intermediário usamos

(∇ · v∗)i =
1
ρi

∑
j

mj

(
v∗

j − v∗
i

)
∇iWij

Para o laplaciano da pressão, a identidade de operadores

∇ · (k∇p) =
1
2
(
∇2 (kp)− p∇2k + k∇2p

)
,

com k = ρ−1 é utilizada para defini-lo. Podemos aproximar cada item
nessa identidade com um dos operadores definidos no caṕıtulo 2, por
exemplo,

∇2 (kp) = 2
∑
j

mj

ρj

(kipi − kjpj)
r2ij

xij∇iWij

p∇2k = 2
∑
j

mj

ρj

(kipi − kjpi)
r2ij

xij∇iWij

k∇2p = 2
∑
j

mj

ρj

(kipi − kipj)
r2ij

xij∇iWij

(5.18)

A partir dáı, a aproximação para o lado esquerdo da equação de
Poisson (equação (5.17)) é obtida como:

(∇ · (k∇p))i =
∑
j

mj

ρj

(ki + kj) (pi − pj)
r2ij

xij∇iWij .
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A condição de Neumann, dada pela componente do gradiente da
pressão na direção normal a fronteira S = δΩ, é imposta usando
part́ıculas fantasmas (caṕıtulo 4), cujas posições são dinamicamente
definidas de acordo com as part́ıculas da discretização.

∂ Ω

v
j

-v
j

v
k

-v
k

Figura 5.5: Part́ıculas fantasmas criadas para impor a condição de
Neumann na equação de Poisson (equação (5.17)).

O efeito dessas part́ıculas é implicitamente inclúıdo nas apro-
ximações SPH da seguinte maneira: dada uma part́ıcula i próxima
à fronteira S, cada iteração com uma part́ıcula vizinha j próxima a
fronteira, pode gerar uma nova iteração com uma part́ıcula-fantasma
(figura 5.5), sendo que a part́ıcula fantasma terá as seguintes propri-
edades:

• posição: a posição da part́ıcula fantasma jghost é encontrada
pela reflexão da part́ıcula j através da superf́ıcie S;

• velocidade: a velocidade da part́ıcula fantasma jghost é estabe-
lecida por simétrica em relação a part́ıcula j. Portanto, uma
part́ıcula-fantasma criada pela reflexão de uma part́ıcula inde-
xada por j tem velocidade vjghost

= −vj ;

• pressão: a pressão da part́ıcula fantasma jghost é definida igual
à pressão da part́ıcula j.
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A partir do cálculo da pressão pela equação de Poisson, um novo
campo de velocidade é obtido fazendo

vt+1
i = v∗

i −∆t
(

1
ρ
∇p
)
i

, (5.19)

onde o gradiente da pressão é dado pelo operador SPH(
1
ρ
∇p
)
i

=
1
ρ2
i

∑
j

mj (pj − pi)∇iWij .

Em seguida a part́ıcula é advectada a partir de sua posição

xt+1 = xt + ∆t
vt+1 + vt

2
. (5.20)

A figura 5.6 ilustra os principais passos no método da projeção SPH.

v* p
t+1

Equação do

momento
(5.15)

Equação de

Poisson
(5.16)

Projeção
(5.18) e (5.19)

v x
t

(    ,     ) v x
t+1

(    ,     )

Figura 5.6: O método da projeção SPH.

5.4.3 Exemplo: vortex spin-down

O método da projeção será utilizado na simulação de um escoamento
monofásico conhecido como vortex spin-down.

Um fluido está confinado em uma região retangular com uma ve-
locidade inicial circular, formando assim um vórtice. A dissipação da
velocidade na fronteira desse domı́nio faz com que o fluido desacelere.
Para manter a incompressibilidade, porém, é esperado a formação de
outros vórtices nas quinas do domı́nio.
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2.76e-02

0.0

Figura 5.7: Campo de velocidade inicial do escoamento monofásico
conhecido como vortex spin-down em um reticulado uniforme.

Nessa simulação, o fluido é confinado no domı́nio Ω = [0, 1]2 e
discretizado por 14.273 part́ıculas. A velocidade inicial v = (u, v) em
cada part́ıcula é dada por

u (x, y) = 0.25 (y − 0.5) , v (x, y) = 0.25 (0.5− x)

onde (x, y) é a posição da part́ıcula. A figura 5.7 ilustra a velocidade
inicial. Outros parâmetros da simulação são: nenhuma força externa
é adicionada ao sistema (f = 0), a viscosidade dinâmica µ = 0, 00118
e a discretização temporal ∆t = 0, 001.

O perfil de velocidade do escoamento é mostrado na figura 5.8. O
mapa de cores e o tamanho das setas estão associados à magnitude
da velocidade na part́ıcula, variando da mais baixa velocidade para
a mais alta do centro do quadrado para a fronteira.
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Figura 5.8: Problema vortex spin-down (µ = 0, 00118): (em ordem
de leitura) configuração inicial, 2, 5, 10, 15 e 20 segundos.
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Ao longo dessa simulação, para manter a incompressibilidade do
escoamento, o surgimento de pequenos vórtices nos quatro cantos do
domı́nio, além do vórtice central, são esperados. A figura 5.9 des-
taca o canto inferior direito do domı́nio Ω no instante de tempo dez
segundos. Na figura 5.9(a) o campo de velocidade normalizado é ilus-
trado em algumas part́ıculas da simulação. Na figura 5.9(b) algumas
linhas integrais são ilustradas sobre o mapa de cores da magnitude
da velocidade do escoamento. Observa-se o vórtice criado durante a
simulação para manter a incompressibilidade da mesma.

(a) Campo de velocidade normalizado (b) Linhas integrais

Figura 5.9: Problema vortex spin-down. Uma região do domı́nio
Ω é destacada no instante de tempo dez segundos, na qual pode-
se notar o surgimento de outros vórtices no domı́nio para manter a
incompressibilidade do escoamento.

A figura 5.10 ilustra o mesmo problema com a viscosidade, porém,
maior. A mesma configuração inicial para o escoamento ilustrado nas
figuras 5.8 e 5.9 é utilizada, exceto para o coeficiente de viscosidade,
que agora é igual a µ = 0, 0118. Esse coeficiente está relacionado à
difusão do momento, ou seja, a difusão da velocidade do escoamento.
Portanto, quanto maior o coeficiente de viscosidade µ, maior a difusão
do momento e conseqüentemente maior a perda de velocidade no
escoamento.
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(a) 2 segundos (b) 10 segundos

Figura 5.10: Problema vortex spin-down (µ = 0, 0118).

A figura 5.11 ilustra o decaimento da velocidade máxima durante
as simulações para ambas as viscosidades. Para o fluido com maior
viscosidade a velocidade do escoamento cai bruscamente. Enquanto
a difusão da velocidade para o fuido de menor viscosidade ocorre de
maneira mais lenta.

Figura 5.11: A velocidade máxima do problema vortex spin-down
para ambas as viscosidades: alta 0, 0118 e baixa 0, 00118.
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Caṕıtulo 6

Aplicações

Nesse caṕıtulo, mostraremos como as teorias e técnicas apresentadas
até agora podem se juntar para obter simulações e interpretações de
fenômenos f́ısicos complexos. As aplicações requerem ingredientes
diferentes do método SPH, exemplificando tanto a diversidade de
aplicações posśıveis quanto a dificuldade de escolher a formulação
numérica certa para obter o resultado mais perto da f́ısica posśıvel.

6.1 Fluidos viscoplásticos

No caṕıtulo 3, apresentamos as equações de Navier-Stokes, as quais
modelam o comportamento de um fluido newtoniano. Agora esta-
mos interessados em descrever o comportamento de outra rica classe
de fluidos, que ao contrário dos fluidos newtonianos, possuem a vis-
cosidade variável. Essa classe é chamada de fluidos viscoplásticos.
Do ponto de vista de uma part́ıcula, as equações de governo de um
escoamento de fluido viscoplástico são deduzidas de forma semelhante
as equações de Navier-Stokes (3.18)–(3.9), onde a única diferença re-
side no cálculo do tensor extra-tensão T.

O principal objetivo dessa seção é mostrar como o método SPH
pode ser aplicado para simular com fidelidade os efeitos viscosos de
um fluido viscoplástico. Além disso, vamos mostrar vários exemplos
de animações realistas de deformações plásticas e mudanças de fase
sólido-ĺıquida que ocorrem em materiais viscoplásticos, tais como:
metal, plástico, cera, poĺımero, argila e lava.
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6.1.1 Plasticidade

Conceitualmente, um fluido é uma substância que se deforma con-
tinuamente quando submetida a uma tensão de cisalhamento, não
importando quão pequena ela possa ser. Enquanto um sólido quando
submetido à ação de uma tensão de cisalhamento, sofre uma de-
formação reverśıvel até que um certo limite seja alcançado. A partir
deste limite, o sólido não consegue mais recuperar a sua forma ini-
cial. A propriedade de um corpo mudar de forma irreverśıvel, ao ser
submetido a uma tensão é chamada de plasticidade.

De acordo com o caṕıtulo 3, um fluido newtoniano é um fluido
no qual seu tensor extra-tensão T possui uma dependência linear do
tensor taxa de deformação D. Caso contrário, ou seja, quando essa de-
pendência é não-linear o fluido é chamado de fluido não-newtoniano.

Entre os fluidos não-newtonianos, o comportamento dos fluidos
viscoplásticos é caracterizado quando uma tensão significante é apli-
cada no material antes que ele comece a fluir como um ĺıquido (efeito
pasta de dente), essa tensão cŕıtica é conhecida como tensão limite
do escoamento. Se a tensão aplicada é menor do que a tensão corres-
pondente a plasticidade limite então o material se comporta como um
sólido. Uma vez que a plasticidade limite é excedida, o material pode
fluir como um fluido newtoniano. Ao contrário dos materiais vis-
coelásticos, materiais viscoplásticos nâo possuem memória, ou seja,
deformações plásticas são deformações irreverśıveis e permanentes so-
fridas por um corpo sob tensão (figura 6.1).

Fluidos não-newtonianos são estudados extensivamente em dinâ-
mica dos fluidos computacional, e o estudo deles é conhecido como
reologia [128]. Nessa seção, vamos mostrar os recentes avanços de
Paiva et al. [130, 133, 134, 135] na simulação de materiais viscoplás-
ticos através de uma versão SPH baseada na formulação f́ısica de
fluido newtoniano generalizado proposta por Mendes et al. [111].
Neste livro vamos estudar apenas simulação de objetos viscoplásticos,
o leitor interessado em simular fluidos viscoelásticos usando SPH pode
consultar Clavet et al. [27].
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Figura 6.1: Comportamento de um material viscoplástico.

6.1.2 Fluido newtoniano generalizado

No modelo f́ısico de fluido newtoniano generalizado, para cada part́ı-
cula i do sistema, o tensor extra-tensão Ti é representado matemati-
camente da seguinte forma:

Ti = 2µ (Di) Di , com Di = |traço (Di)| (6.1)

e

µ (Di) = (1− exp [− (J + 1)Di])
(
Dn−1
i +

1
Di

)
, (6.2)

onde o tensor Di é dado pela equação (3.22).
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Essa formulação modela a viscosidade do fluido µ como uma
função não-linear em termos da intensidade da taxa de deformaçãoDi

(figura 6.2), sendo inversamente proporcional à tensão de deformação
aplicada ao material. A função da viscosidade µ depende apenas
de dois parâmetros reológicos: o ı́ndice de comportamento do esco-
amento n e o termo J , conhecido como jump number. A grande
vantagem dessa formulação é a representação de vários parâmetros
reológicos, tais como a tensão limite do escoamento e o ı́ndice de
consistência, de forma concisa através do parâmetro J .
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Figura 6.2: Gráfico da função de viscosidade baseada no modelo de
fluido newtoniano generalizado.

A viscosidade do fluido é controlada da seguinte forma pela cons-
tante J , ou seja, quanto maior for o valor de J maior será a visco-
sidade (figura 6.3). Note que, na figura 6.2 quando J = 15 o fluido
possui um comportamento newtoniano. Para simular o comporta-
mento viscoplástico de um fluido o valor de n deve ser entre 0 e 1,
logo em nossas simulações fixamos n = 0.5. Ao contrário dos métodos
anteriores de simulação de materiais viscoplásticos baseados em mo-
delos f́ısicos da mecânica do cont́ınuo [124, 79] a versatilidade da for-
mulação de fluido newtoniano generalizado nos permite representar
um sólido como um fluido não-newtoniano de alta viscosidade.
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Figura 6.3: Variações da viscosidade de um fluido viscoplástico ini-
cializado em uma esfera com 1200 part́ıculas. Acima, reduzimos a
viscosidade do fluido usando J = 15 e abaixo aumentamos a viscosi-
dade com J = 150.

6.1.3 Aproximação SPH do tensor extra-tensão

O cálculo da aproximação SPH do tensor extra-tensão conforme a
equação (6.1), necessita de uma etapa preliminar através do cálculo
da aproximação SPH do tensor do campo de velocidade em cada
part́ıcula i, ou seja, da matriz jacobiana ∇vi. Utilizando a apro-
ximação SPH do gradiente (2.18) em cada coeficiente (k, l) da matriz
jacobiana ∇vi, segue que:

∂vik
∂xl

=
∑
j∈Vi

mj

ρj

(
vjk − v

i
k

) ∂Wij

∂xil
. (6.3)

Após o cálculo do tensor Di, a viscosidade µi atribúıda a uma
part́ıcula i é então calculada através da função (6.2) e em seguida o
tensor extra-tensão Ti é atualizado de acordo com a equação (6.1).
Finalmente, o termo viscoso da equação do momento (3.34) pode ser
calculado utilizando a aproximação SPH do divergente (2.22):

1
ρi
∇ · Ti =

∑
j∈Vi

mj

(
Ti
ρ2
i

+
Tj
ρ2
j

)
· ∇iWij .
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(a) Temperatura inicial. (b) 430 iterações.

(c) 1100 iterações. (d) 3500 iterações.

Figura 6.4: Temperatura das 10188 part́ıculas do modelo Stanford
Bunny: as part́ıculas com cores escuras estão abaixo do ponto de
fusão, e assim permanecem sólidas.

6.1.4 Transição de fase

A simulação de objetos que derretem e solidificam é uma tarefa deli-
cada, pois é necessária a variação da viscosidade durante a transição
de fase, de acordo com as propriedades do material. Em particular,
nessa seção concentraremos na transição induzida pela temperatura
entre as fases sólida e ĺıquida. Essa transição é modelada através
da variação da viscosidade em função da variação da temperatura
de cada part́ıcula de fluido. A variação temporal da temperatura
é determinada através da equação do calor. Essa equação descreve
o comportamento f́ısico da difusão térmica de um material, transfe-
rindo energia térmica de uma região de alta temperatura para uma
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região de baixa temperatura. A equação do calor é descrita, na forma
lagrangeana, através da temperatura T e do coeficiente de difusão
térmica k, da seguinte maneira:

DT

Dt
= k∇2T. (6.4)

No derretimento, a temperatura de algumas partes do objeto au-
menta até alcançar o seu ponto de fusão no qual o objeto se torna
ĺıquido (figura 6.4). Nos escoamentos de lava, a temperatura pode
decrescer abaixo do seu ponto de fusão fazendo com que ela se soli-
difique e altere a topologia do terreno inicial. Em ambos os casos,
o jump number J decresce com a temperatura. Essa dependência é
aproximada conforme a combinação linear:

J (T ) = (1− u)Jmax + uJmin, com u =
T − Tmin

Tmax − Tmin
.

Perceba que a função de viscosidade equação (6.2) decresce quando
a temperatura aumenta e vice–versa. Em nossas simulações, assumi-
mos que os objetos são homogêneos, isto é, possuem um coeficiente
de difusão térmica constante.

Aproximação SPH da equação do calor

A equação do calor (6.4), que governa a transição entre as fases sólida
e liquida, requer uma aproximação por part́ıculas do laplaciano da
temperatura ∇2Ti. Para part́ıcula i, as derivadas de segunda ordem
podem ser aproximadas utilizando a convolução SPH usual dada pela
aproximação do laplaciano (2.23). Dáı, segue que:

∇2Ti =
∑
j∈Vi

mj

ρj
Tj∇2

iWij . (6.5)

Porém, a equação (6.5) possui algumas desvantagens além da sen-
sibilidade à desordem de part́ıculas. Primeiro, a transferência de calor
de uma part́ıcula i para uma part́ıcula j pode ser positiva ou negativa
devido à mudança de sinal da derivada de segunda ordem do núcleo
(figura 2.3). Por outro lado, a f́ısica nos diz que uma part́ıcula quente
deve transferir calor para uma part́ıcula fria sem se importar de que



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 142i

i
i

i

i
i

i
i

142 Sec. 6.1: Fluidos viscoplásticos

maneira é feita a separação delas. Segundo, essa expressão não re-
sulta em conservação de energia térmica em um processo adiabático.

Para evitar esses problemas, Müller et al. [123] adicionaram em
seu modelo um núcleo com derivada de segunda ordem positiva ex-
clusivo para o operador laplaciano. Observamos entretanto que, além
desse modelo não ser correto do ponto de vista conceitual, ele também
introduz mais avaliações no sistema. Por essas razões, usamos uma
aproximação do operador laplaciano que envolve apenas derivadas de
primeira ordem conforme a aproximação SPH do laplaciano (2.30):

∇2Ti = 2
∑
j∈Vi

mj

ρj
(Ti − Tj)

xij · ∇iWij

r2ij
. (6.6)

Devido ao fato de xij .∇iWij ≤ 0, a equação acima tem a propriedade
de que se Ti > Tj , então o fluxo de calor será realizado da part́ıcula
i para j e vice-versa.

6.1.5 Exemplos

O método descrito nessa seção foi utilizado com o objetivo de simular
fenômenos f́ısicos complexos. Os resultados que apresentaremos a se-
guir, respeitam a intuição f́ısica dos processos de deformação plástica,
derretimento de objetos sólidos e escoamento de lava. A estabilidade
numérica do SPH aparece claramente na figura 6.5, onde a cabeça
do modelo Gargoyle permanece bem definida mesmo quando o mo-
delo está quase completamente derretido. Nesse caso, todas as 6976
part́ıculas iniciam com a temperatura acima do ponto de fusão.

(a) 20 iter. (b) 550 iter. (c) 780 iter. (d) 1320 iter.

Figura 6.5: Escoamento do modelo Gargoyle totalmente ĺıquido.
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A figura 6.6 mostra o derretimento do modelo Stanford Bunny
com 10188 part́ıculas. A simulação é inicializada com um gradiente
linear de temperatura tal que a orelhas derretem enquanto o resto do
corpo permanece frio e sólido.

Figura 6.6: Evolução da superf́ıcie livre da simulação de derretimento
do modelo Stanford Bunny, iniciando frio na base e quente no topo
do modelo, com 0, 400, 800, 1200, 1800 e 4000 iterações.
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Figura 6.7: Colisão de uma esfera metálica contra uma parede
plástica: após 0, 1300, 1500 e 2000 iterações.

O controle eficiente da viscosidade através da formulação de flui-
dos newtonianos generalizados permite resultados visualmente rea-
listas. Essa formulação além de permitir simulações de fluidos vis-
coplásticos, também possibilita a simulação de objetos sólidos que
sofrem deformações. A figura 6.7 mostra a simulação do impacto de
uma esfera de metal contra uma parede plástica. Note que, momen-
tos antes da esfera perfurar a parede, a energia dissipada pelo choque
da esfera produz uma grande deformação no material.

No exemplo da figura 6.8, criamos um objeto viscoplástico a par-
tir da superf́ıcie impĺıcita conhecida como chair discretizado 7000
part́ıculas e simulamos a sua interação com um objeto complexo
representado pelo esqueleto de uma mão com 2351 triângulos. O
método além de capturar muito bem os efeitos viscosos do material,
permite que o objeto sofra grandes mudanças topológicas sem con-
trole expĺıcito de sua superf́ıcie livre. Observe que, mesmo após quase
todo material escorrer entre os dedos e tocar o chão, parte dele fica
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agarrado no esqueleto. A interação entre essa fronteira ŕıgida e o ma-
terial viscoplástico é feita geometricamente graças ao teste de colisão
discutido no caṕıtulo 4.

O exemplo illustrado pela figura 6.9, exibe com fidelidade a mor-
fologia vista em escoamentos reais de lava tais como o espalhamento
da frente de lava na ausência de solidificação e o desenvolvimento
de complexas e assimétricas estruturas em forma de dedos conheci-
das como lobos. A formação dessas estruturas se deve à influência
da topografia do terreno no escoamento da lava reproduzida graças
novamente ao uso do teste de colisão.

(a) Objeto inicial. (b) 600 iterações. (c) 1400 iterações.

(d) 2800 iterações. (e) 6000 iterações. (f) 19000 iterações.

Figura 6.8: Superf́ıcie chair modelada como um material vis-
coplástico, interagindo com um objeto sólido complexo representado
pelo esqueleto de uma mão.
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(a) 6169 iterações. (b) 8649 iterações.

(c) 10329 iterações. (d) 18969 iterações.

(e) 30909 iterações. (f) 41909 iterações.

Figura 6.9: Escoamento de lava em um terreno virtual.
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6.2 Decomposição de campos vetoriais

A crescente quantidade de vetores gerados por simulações, devido ao
aumento de processamento dos computadores, torna a tarefa de visu-
alização um problema delicado, o que é muito bem descrito por Hel-
man e Hesselink [67]. A representação de dados por técnicas padrões
como identificar através de uma seta todo vetor em um campo ve-
torial ou linhas integrais pode não ser muito informativa: visualizar
milhões de setas ou linha integrais pode ser bastante confuso.

Existem duas possibilidades para evitar esse problema. A pri-
meira, proposta por Helman e Hesselink [67], é enfatizar a topologia
do campo vetorial [22, 164].

Calcular as localizações de feições caracteŕısticas de um campo e
somente mostrar essas caracteŕısticas usando linhas, pontos ou qual-
quer objeto gráfico apropriado, é a segunda possibilidade. Isso é
chamado de visualização baseada em feições. A visualização base-
ada em feições é de extrema importância para a interpretação do
campo vetorial por engenheiros e cientistas. Por exemplo, como o
comportamento do escoamento de um fluido ao redor de um corpo
ŕıgido movendo-se é responsável pela resistência aerodinâmica. Essas
feições de um campo vetorial podem ser obtidas usando a equação
de Poisson (caṕıtulo 5) para determinar uma decomposição ortogo-
nal do campo. Essa decomposição é chamada de decomposição de
Helmholtz-Hodge e será obtida nesse caṕıtulo.

6.2.1 Decomposição de Helmholtz-Hodge

A decomposição de Helmholtz-Hodge é aplicável em várias áreas da
computação gráfica, tais como a detecção de vórtices nas imagens
do escoamento de um fluido em torno do protótipo aerodinâmico de
carros e aviões [162] e na estimativa de movimento dos tornados em
campos de imagens de satélite [33].

Tradicionalmente, soluções numéricas dessa decomposição são ob-
tidas por métodos que utilizam malhas, entre eles, diferenças finitas
e elementos finitos. No entanto, esses métodos não são adequados
para lidar com a amostragem de ponto-vetores sem nenhuma co-
nexão expĺıcita entre eles ou com simulações usando part́ıculas. Nesse
caso, métodos baseados em malhas exigiriam a trabalhosa tarefa de
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geração de mapas topológicos. O propósito dessa sessão é apresentar
uma nova técnica usando o método SPH para obter a decomposição
de Helmholtz-Hodge [138] ; chamaremos o nosso algoritmo, simples-
mente, de método SPH-HH.

A decomposição de Helmholtz-Hodge diz que qualquer campo ve-
torial, definido em uma região simplesmente conexa, pode ser de-
composto como soma de três componentes: uma componente com
rotacional nulo, outra componente com divergente nulo e uma última
componente com laplaciano nulo (figura 6.10).

v

∆

ϕ

∆

 Ψx h

+ +=

Figura 6.10: Decomposição de Helmholtz-Hodge para um campo ve-
torial.

Pela decomposição de Helmholtz-Hodge, um campo vetorial v
pode ser decomposto em três componentes

v = d + r + h , (6.7)

onde a componente d é um um campo vetorial irrotacional, r é um
campo vetorial solenoidal e h é um campo vetorial harmônico.

∇× d = 0
∇ · r = 0
∇2h = 0

Vale lembrar que um campo vetorial harmônico tem rotacional e di-
vergente nulos.

Essa decomposição pode ser obtida através de um potencial esca-
lar φ e um potencial vetorial ΨΨΨ com as seguintes propriedades.

d = ∇φ
r = ∇×ΨΨΨ
h = v − d − r
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Para campos vetoriais bi-dimensionais, porém, a decomposição
requer uma definição introduzida por Polthier e Preuss [139]. Seja J
um operador em campos vetoriais definido como a rotação de 90o no
sentido horário

J (v) = J (v1, v2) = (v2,−v1) . (6.8)

A decomposição de Helmholtz-Hodge bi-dimensional em um campo
vetorial é dada por

v = ∇φ+ J (∇ψ) + h . (6.9)

onde a componente solenoidal é obtida aplicando o operador J sobre
o gradiente de um potencial escalar ψ. A figura 6.11 ilustra a decom-
posição de Helmholtz-Hodge para um campo vetorial bi-dimensional.

= + +

Figura 6.11: Decomposição de Helmholtz-Hodge obtida pelo método
SPH-HH. Da esquerda para a direita: um campo vetorial e suas com-
ponentes irrotacional, solenoidal e harmônica. A visualização é dada
pelo LIC com algumas linhas de fluxo.

O rotacional, em coordenadas cartesianas tri-dimensionais, é de-
finido por

∇× v = ∇× (v1, v2, v3) =
(
∂v3
∂y
− ∂v2

∂z
,
∂v1
∂z
− ∂v3
∂x

,
∂v2
∂x
− ∂v1

∂y

)
,

onde vi = vi (x, y, z). No espaço bi-dimensional, onde vi = vi (x, y),
é conveniente defini-lo como a função de valor real

∇× v = ∇× (v1, v2) =
∂v2
∂x
− ∂v1

∂y
.
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Contudo, pela definição do operador J , o rotacional bi-dimensional
pode ser reescrito como

∇× v = ∇× (v1, v2) =
∂v2
∂x
− ∂v1

∂y

= ∇ · (v2,−v1)

= ∇ · (J (v1, v2))

= (∇ · J)v

(6.10)

Portanto, com as definições e notações adotadas para o caso bidi-
mensional, as componentes da decomposição ainda retêm as proprie-
dades:

1. d = ∇φ é um campo irrotacional

∇× (∇φ) = (∇ · J) (∇φ)

= ∇ ·
(
∂φ

∂y
,−∂φ

∂x

)

=
∂2φ

∂x∂y
− ∂2φ

∂y∂x

= 0

2. r = J (∇ψ) é um campo com divergente nulo

∇ · (J (∇ψ)) = ∇ ·
(
J

(
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y

))

= ∇ ·
(
−∂ψ
∂y

,
∂ψ

∂x

)

= − ∂2ψ

∂x∂y
+

∂2ψ

∂x∂y

= 0
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3. h é um campo com divergente e rotacional nulos

∇ · h = (∇ · J)h = 0

Consequentemente, valem as seguintes igualdades

∇ · v = ∇ · (∇φ) + ∇ · (J (∇ψ)) + ∇ · h

= ∇ · (∇φ) + 0 + 0

= ∇2φ

(∇ · J)v = ∇ · (J (∇φ)) + ∇ · (J (J (∇ψ))) + ∇ · (Jh)

= 0 + ∇ · (−∇ψ) − ∇× h

= 0 − ∇2ψ − 0

= − ∇2ψ

Essas propriedades levam ao seguinte sistema de equações de Poisson{
∇ · v = ∇2φ

(∇ · J)v = −∇2ψ
, (6.11)

onde os potenciais φ e ψ (equações (6.9)) são soluções desse sistema.
Em domı́nios fechados, a unicidade dos potenciais φ e ψ é garan-

tida adicionando ao sistema acima as condições de fronteira:

∂φ

∂n
= 0 ,

∂ψ

∂n
= 0 , (6.12)

onde n é a normal na fronteira.
O sistema 6.11 será utilizado para obter as componentes irrota-

cional d = ∇φ e solenoidal r = J (∇ψ) do campo vetorial v dadas,
respectivamente, pelos potenciais φ e ψ. Cada equação nesse sistema
pode ser resolvida independentemente (seção 5.3). No que se se-
gue, destacamos os principais passos da decomposição de Helmholtz-
Hodge usando o método SPH-HH.
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Figura 6.12: Decomposição de Helmholtz-Hodge obtida pelo método
SPH-HH. Um campo vetorial v (coluna da esquerda) é decomposto
em uma componente irrotacional d (coluna do meio) e uma compo-
nente solenoidal r (coluna da direita). Podemos ver o campo vetorial
em algumas das 18221 amostrar (topo) e o mapa de cores associado
a magnitude do campo com alguma linhas integrais (base).

6.2.2 Algoritmo SPH de decomposição

Definição das part́ıculas

Seja V = {v1,v2, · · · ,vn} um campo vetorial discreto definido em
Ω ⊂ R2, onde vi = v (xi) com xi ∈ Ω. Cada vetor vi é associado
com uma part́ıcula SPH indexada por i e posicionada em xi. O
atributo massa é definido constante em todas as part́ıculas, dado por
m = VΩ

n com VΩ = V olume (Ω). Finalmente, a densidade em cada
part́ıcula i é calculada diretamente da aproximação SPH para uma
função (equação 2.13):

ρi =
∑
j

mjW
h
(
xi − xj) .

A coluna da esquerda na figura 6.12 mostra um campo vetorial
sintético representado por 493 vetores.
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Condição de fronteira

As condições de fronteira (equação (6.12)) são diretamente incorpo-
radas no sistema. Dada uma part́ıcula i, que dista menos de 1

π

√
mi

ρi

da fronteira. Ao invés de substituir uma das equações de Poisson
(equação 6.11) pela respectiva condição de fronteira (equação 6.12),
a qual deve ser considerada apenas em part́ıculas exatamente na fron-
teira, adiciona-se ao lado direito da equação de Poisson o termo nulo
dado pela condição de fronteira, o que leva a uma transição mais
suave. Por exemplo, para o potencial ϕ, em uma dada part́ıcula i
próxima a fronteira, o lado esquerdo da equação de Poisson discreti-
zada pelos operadores SPH nessa part́ıcula é substitúıda por∑

j

2
mj

ρj
(ϕj − ϕi)F (xij)︸ ︷︷ ︸

∇2ϕ

+
∑
j

mj

ρj
(ϕj − ϕi)∇iWij · ni︸ ︷︷ ︸

∇ϕ·n=0

,

onde a normal ni é dada por uma média das normais vizinhas na
fronteira.

Inconsistência de part́ıculas na fronteira

Como discutimos anteriormente, em part́ıculas próximas a fronteira
do domı́nio, os operadores SPH podem obter aproximações imprecisas
devido a falta de part́ıculas em direções espećıficas. Para contornar
essa deficiência na aproximação usa-se part́ıculas virtuais, conheci-
das como part́ıculas fantasmas. As part́ıculas fantasmas são criadas
próximas a fronteira do domı́nio, do lado externo, usando a mesma
amostragem por disco de Poisson [43].

Como vimos no caṕıtulo 4, qualquer atributo nas part́ıculas fan-
tasmas podem ser definidos pela seguinte aproximação SPH

Ai =

∑
j∈V (xi)

mj

ρj
AjW

h
(
xi − xj)

∑
j∈V (xi)

mj

ρj
Wh

(
xi − xj)

, (6.13)

onde a soma ocorre somente sobre as part́ıculas originais vizinhas de
uma part́ıcula fantasma.
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A figura 6.13 mostra um exemplo da geração das part́ıculas fan-
tasmas (a) e ilustra a extensão de um campo vetorial v em uma
part́ıcula fantasma (b).

(a) Part́ıculas (b) Campo vetorial

Figura 6.13: A geração das part́ıculas fantasmas no método SPH-HH
evita a aproximação imprecisa em part́ıculas próximas a fronteira.

Para evitar que as part́ıculas fantasmas incluam uma equação
extra no sistema linear obtido pela discretização SPH da equação
de Poisson (equações (5.9)), o que evita a aproximação de derivadas
em suas posições, utiliza-se a aproximação (6.13) para representar o
potencial de uma part́ıcula fantasma da seguinte maneira. Dada uma
part́ıcula i, quando uma part́ıcula vizinha j é uma part́ıcula fantasma,
então o potencial ϕj , na aproximação do laplaciano (equação 5.7) é
substitúıdo por

ϕj =

∑
k

mk

ρk
ϕkWjk∑

k

mk

ρk
Wjk

onde a soma ocorre somente sobre as part́ıculas originais.
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Componente irrotacional

A componente de rotação nula d é obtida pelo gradiente SPH do
potencial φ dado pela equação de Poisson

∇2φ = ∇ · v ,

incluindo a compensação nas part́ıculas próximas a fronteira discutida
acima.

Resolvendo a equação de Poisson SPH, incluindo a condição de
fronteira ∇φ · n = 0, obtemos o potencial φ. Finalmente, a com-
ponente irrotacional é obtido aplicando o operador gradiente SPH
(equação (2.18)):

di = ∇φi =
∑
j

mj

ρj
(φj − φi)∇iWij (6.14)

A coluna do meio na figura 6.12 mostra a componente irrotaci-
onal obtida pelo método SPH-HH de um campo vetorial sintético
representado por 493 vetores.

Componente solenoidal

A componente de divergente nula é obtida da mesma maneira que a
componente irrotacional. Primeiro a equação de Poisson associada
ao potencial ψ

∇2ψ = −(∇ · J)v ,

é resolvida incluindo a condição de fronteira ∂ψ
∂n = 0. Então, utiliza-se

o operador gradiente SPH (equação (2.18))

∇ψi =
∑
j

mj

ρj
(ψj − ψi)∇iWij

para calcular a componente solenoidal ri = J (∇ψi), aplicando o
operador de rotação J (equação 6.8) em ∇ψi .

A coluna da direita na figura 6.12 mostra a componente solenoidal
obtida pelo método SPH-HH de um campo vetorial sintético repre-
sentado por 493 vetores.
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(a) Campo vetorial (b) Componentes: d + r (c) Componente h

Figura 6.14: O método SPH-HH revela as componentes solenoidal
r = J (∇ψ) e irrotacional d = ∇φ do campo vetorial 2D (esquerda)
mesmo com uma componente harmônica h de magnitude maior do
que as demais componentes, 10 max(∥r∥, ∥d∥) (visualização de 1

3 das
amostras).

Componente harmônica

Após calcular as componentes irrotacional e solenoidal, a componente
harmônica é simplesmente determinada por

h = v − d − r .

Por exemplo, o campo sintético ilustrado na figura 6.14(a) foi
constrúıdo analiticamente como a soma de três campos: um campo
de rotação nula, outro com divergente nulo e um campo harmônico
constante, porém com ordem de magnitude muito maior do que os de-
mais campos. A figura 6.14(b) mostra a soma das componentes irro-
tacional e solenoidal obtidas pelo método SPH-HH, e a figura 6.14(c)
mostra o campo harmônico, o qual é obtido consistentemente com a
componente harmônica anaĺıtica.
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6.2.3 Detecção automática de feições

A visualização baseada em feições é de extrema importância para a
interpretação do campo vetorial por engenheiros e cientistas. Por
exemplo, como o comportamento do escoamento de um fluido ao re-
dor de um corpo ŕıgido em movimento influencia a sua resistência
aerodinâmica, experimentos desse tipo em dinâmica dos fluidos são
importantes para determinar o formato de carros e aviões. Por exem-
plo, no caso das aeronaves, os vórtices são fundamentais para a ca-
pacidade de elevação (figura 6.15).

A decomposição de Helmholtz-Hodge é particularmente interes-
sante para obter as feições de um campo vetorial. Em particular, no
caso bi-dimensional, ambas as componentes são dadas por potenciais
escalares. As singularidades de cada potencial, i.e., os pontos onde
alguma componente é nula, são obtidas automaticamente no método
SPH-HH, dadas pelas localizações das part́ıculas que alcançam um
mı́nimo ou um máximo local em um dos potenciais φ or ψ.

Figura 6.15: O método SPH-HH detecta os vórtices em um campo
vetorial discreto com 6.400 part́ıculas obtido em uma simulação de
escoamento incompresśıvel.



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 158i

i
i

i

i
i

i
i

158 Sec. 6.2: Decomposição de campos vetoriais

Figura 6.16: As singularidades de cada componente são obtidas au-
tomaticamente pelo método SPH-HH dados pelos pontos cŕıticos dos
potenciais φ e ψ. O campo é visualizado em todas as 5.001 part́ıculas.

As singularidades da componente irrotacional d = ∇φ são centros
de sorvedouros (respectivamente fontes) para os máximos (respecti-
vamente mı́nimos) de φ (figura 6.16). Para a componente solenoidal,
r = J (∇ψ), as singularidades são os centros de vórtices no sentido
horário (respectivamente anti-horário) para os mı́nimos (respectiva-
mente máximos) de ψ.

Em seguida, estuda-se a decomposição SPH-HH em regiões não
simplesmente conexas. A figura 6.17 mostra um campo vetorial ob-
tido na simulação da interação entre um corpo ŕıgido e um fluido
usando um método de elementos finitos com domı́nios fict́ıcios base-
ado em um multiplicador de Lagrange [38]. A decomposição detecta
os centros de vórtices mesmo com a fronteira do corpo ŕıgido.

A figura 6.18 mostra a decomposição de um campo turbulento
ao redor de um objeto ŕıgido [18], onde uma componente que circula
o buraco é artificialmente inclúıda. Na figura da esquerda o campo
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Figura 6.17: O método SPH-HH obtém a decomposição de um campo
vetorial definidos em domı́nios com fronteiras complexas , represen-
tado por 3.216 part́ıculas.

vetorial normalizado com as feições detectadas pelo método SPH-
HH é ilustrado. A componente solenoidal e a componente harmônica
são ilustradas, respectivamente, no centro e na direita. O campo
harmônico não-trivial obtido pelo método circula o buraco, o que é
caracteŕıstico de tais topologias.

Figura 6.18: A decomposição SPH-HH de um campo turbulento ao
redor de um objeto ŕıgido, amostrado por 23.267 part́ıculas.
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6.3 Fluidos bifásicos

Existem vários trabalhos utilizando o método SPH para simular flui-
dos bifásicos. Nos trabalhos de Tartakovisky e Meakin [158] e Cola-
grossi e Landrini [29] ambas as fases são discretizadas usando SPH e
a pressão é definida por uma equação do estado. Várias modificações
são propostas nesses trabalhos a fim evitar que os campos de veloci-
dade obtidos durante a simulação comprometam o resultado, pois a
condição de incompressibilidade (∇ · v = 0) pode não ser verificada.

Existem também métodos h́ıbridos, combinandos métodos sem
malha com outros métodos para simular fluidos bifásicos. Liu et al.
[96] desenvolveram um método h́ıbrido de part́ıculas-malha, onde a
fase mais densa é representada por part́ıculas (método moving parti-
cle semi-implicit [81]), enquanto uma malha discretiza o fluido menos
denso (método volume-of-fluid [69]). Um método h́ıbrido utilizando
o método SPH é apresentado por Paiva [130], onde a pressão é de-
termina sobre uma grade e então interpolada para as part́ıculas que
discretizam apenas uma das fases do escoamento bifásico.

O método apresentado nessa seção, discretiza as duas fases usando
SPH e faz uso da solução do método da projeção SPH (caṕıtulo 5)
para simular o escoamento de tal forma que a condição de incompres-
sibilidade para o campo de velocidade obtido seja garantida. Peque-
nas modificações foram feitas ao algoritmo apresentado na seção 5.4,
adaptando-o a simulações de fluidos bi-fásicos. No que segue, os
principais passos no algoritmo são brevemente apresentados com as
modificações propostas.

6.3.1 Algoritmo SPH

A configuração inicial em uma simulação de fluidos bi-fásicos é dada
da seguinte forma: inicialmente, todo o domı́nio é discretizado por
part́ıculas seguindo uma distribuição de disco de Poisson [43]. Em
seguida, as part́ıculas são divididas em dois conjuntos (as duas fases
da simulação) de acordo com a sua posição inicial. Por último, os
atributos de uma part́ıcula são definidos de acordo com a fase ao
qual ela pertence. Outros detalhes intŕınsecos da aplicação a fluidos
bifásicos serão descritos adiante.
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Campo de velocidade intermediário

No primeiro passo, um campo de velocidade intermediário v∗ é obtido
pela equação do momento (equação (5.1)), sem o termo da pressão.
A aproximação para o termo viscoso proposto por Morris et al [120]
é utilizada, e a integração numérica é calculada utilizando o método
expĺıcito de Euler (seção 5.4). Assim, o campo v∗ em uma part́ıcula
i é obtido pela seguinte expressão

v∗
i = vti + ∆t

∑
j

mj (µi + µj)vtij · xtij∇iWij

ρiρjr2ij
, (6.15)

onde ∆t é a discretização temporal. O super-́ındice t indica que as
variáveis são expressas no tempo t. A restrição ao campo de velo-
cidade v∗ = 0 na fronteira do domı́nio δΩ é aplicada utilizando o
conceito de camada-limite (caṕıtulos 4 e 5).

Projeção no espaço de divergência livre

A projeção no sub-espaço de divergência nula do campo de velocidade
v∗ define novos campos de velocidade e pressão A pressão p é obtida
pela solução da equação da seguinte equação de Poisson

−∇ ·
(

1
ρ
∇p
)

=
1

∆t
∇ · v∗ (6.16)

com a condição de Neumann
∂p

∂n
= 0 na fronteira do domı́nio Ω.

A discretização dessa equação de Poisson é obtida fazendo

(∇ · v∗)i =
∑
j

mj

ρj

(
v∗

j − v∗
i

)
∇iWij

e

∇ · (k∇p) =
∑
j

mj

ρj

(ki + kj) (pi − pj)
r2ij

(xij)∇iWij .
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Cleary e Monaghan [28] propõem substituir

ki + kj −→
4kikj
ki + kj

no caso da variável k ter uma descontinuidade. Em escoamentos
bifásicos, a variável k = ρ−1 pode ser descontinua em algumas regiões,
como, por exemplo, na interface entre os dois fluidos, onde a densi-
dade é descont́ınua. Portanto, reescrevemos o laplaciano como(

∇ ·
(

1
ρ
∇p
))

i

=
∑
j

mj

ρj

(
4

ρi + ρj

)
pij

xij
r2ij
∇iWij , (6.17)

onde pij = pi − pj .

Ao invés de substituir a equação de Poisson (equação (6.16)) pela
condição de Neumann n · ∇p = 0, para a qual deve-se considerar a
part́ıcula exatamente na fronteira, utiliza-se o conceito de part́ıculas
fantasmas, o qual estende-se o domı́nio, acrescentando part́ıculas fora
da fronteira (caṕıtulos 4 e 5).

O novo campo de velocidade é obtido utilizando a pressão calcu-
lada através da equação de Poisson

vt+1
i = v∗

i −∆t
(

1
ρ
∇p
)
i

, (6.18)

onde o gradiente da pressão é dado pelo operador SPH(
1
ρ
∇p
)
i

=
1
ρi

∑
j

mj

ρj
(pj − pi)∇iWij .

Dessa forma, o campo de velocidade obtido obedece a condição de
incompressibilidade (∇ · v = 0).

Por último, obtemos as novas posições para as part́ıculas, fazendo:

xt+1 = xt + ∆t
vt+1 + vt

2
.
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O seguinte pseudo-código destaca as principais etapas durante a
simulação das equações de Navier-Stokes, na qual utiliza-se o método
da projeção:

Algoŕıtmo 1 Método da Projeção SPH
1: for i = 1 to n do

2: v∗
i = vti + ∆t

(
1
ρ
∇2v

)t
i

3: end for
4: for i = 1 to n do
5: CamadaLimite(v∗

i )
6: end for
7: for i = 1 to n do

8: Resolver o sistema:
(∇ · v∗)i

∆t
=
(
∇ ·
(

1
ρ
∇p
))

i
9: end for

10: for i = 1 to n do

11: vt+1
i = v∗

i −∆t
(

1
ρ
∇p
)
i

12: end for
13: for i = 1 to n do

14: xt+1
i = xti + ∆t

(
vti + vt+1

i

2

)
15: end for
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6.3.2 Resultados

Instabilidades de Rayleigh-Taylor

(a) config. inicial (b) tempo: 2 segs (c) tempo: 4 segs (d) tempo: 6 segs

Figura 6.19: Instabilidades de Rayleigh-Taylor são criadas quando o
fluido mais denso é acelerado para dentro do fluido menos denso.

Nesse exemplo, a instabilidade de Rayleigh-Taylor é simulada pelo
método SPH. A instabilidade de Rayleigh-Taylor ocorre quando um
fluido é acelerado dentro de outro fluido menos denso. Em nossa
simulação isso ocorre quando um fluido de maior densidade é colocado
sobre um fluido menos denso e um campo gravitacional é criado.

Uma das grandes vantagens do método SPH sobre os demais
métodos com malhas é vista nesse exemplo. A interface entre dois
diferentes fluidos é facilmente captada pelo método e pode ser visu-
alizada durante toda a simulação, sem nenhum esforço adicional.

A dinâmica da instabilidade é vista na figura 6.19, onde um fluido
mais denso (escuro) tem densidade duas vezes maior do que o fluido
menos denso (claro).

O domı́nio Ω = [−0, 5; 0, 5] × [−1; 1] é representado por 12.400
part́ıculas, cujas posições iniciais foram definidas pela distribuição
do disco de Poisson. A interface entre os dois fluidos é inicialmente
dada pela função y = −0, 15sen(πx).
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(a) 3 segundos (b) 5 segundos

Figura 6.20: Linhas integrais obtidas a partir do campo de velocidade
do escoamento. Ao lado, as part́ıculas de apenas uma das fases do
escoamento bi-fásico é ilustrada, o fluido mais denso.

O fluido menos denso (densidade igual a 1, 0) é representado por
6.200 part́ıculas com massa 0, 000385, enquanto que o fluido com
a densidade duas vezes maior é representado por 6.200 part́ıculas
com massa 0, 00077. Outros parâmetros definidos para a simulação
dessa instabilidade são: a gravidade, de magnitude 1, 0; a viscosidade
µ = 0, 0118 e passo de tempo ∆t = 0, 001.

No método proposto, um campo de pressões é calculado através de
uma equação de Poisson, em cada instante de tempo. Dáı, um campo
de velocidade é obtido durante toda a simulação tendo divergência
nula, garantindo a incompressibilidade do escoamento.

A figura 6.20 ilustra uma nova simulação da instabilidade de
Rayleigh-Taylor, dessa vez com a superf́ıcie entre os fluidos definida
por y = −0, 15sen(2πx). Os outros parâmetros da simulação são os
mesmos da simulação anterior. As part́ıculas que discretizam ape-
nas uma das fases do escoamento bi-fásico (o fluido mais denso) são
ilustradas ao lado de algumas linhas integrais obtidas pela integração
de um ponto ao longo do campo de velocidade calculado durante o
escoamento nos instantes de tempo dois e cinco segundos (tempo real
de simulação) [86].
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Imersão de uma gota

(a) config. inicial (b) 2 segundos (c) 4 segundos (d) 6 segundos

Figura 6.21: A dinâmica de uma gota: um fluido mais denso contém
em seu interior uma gota de um fluido mais leve. O empuxo agindo
na gota gera um movimento da mesma em direção ao topo do fluido
mais denso. A configuração inicial e o resultado após 6 segundos de
simulação (tempo real) são ilustrados.

O próximo exemplo simula a dinâmica de uma gota fluindo em
direção ao topo de um fluido mais denso. Quando um fluido contém
em seu interior uma gota de um fluido menos denso, a gota fica sujeita
a uma força de empuxo, fazendo com que ela suba até a superf́ıcie
(figura 6.21).

Na simulação, a densidade do fluido mais pesado é duas vezes a
densidade do fluido mais leve (gota). A gota é discretizada por 547
part́ıculas e o fluido mais denso por 9.873 part́ıculas. A viscosidade
do fluido e outros parâmetros da simulação são: a gravidade, de
magnitude 1; a viscosidade µ = 0, 0118 e passo de tempo ∆t = 0, 001.

Quando uma gota de um fluido é mergulhada em um fluido mais
pesado, devido à diferença de densidade, a pressão calculada pelo
método da projeção através da equação de Poisson resulta em uma
força de empuxo que age sobre a gota criando um movimento em
direção ao topo do fluido mais denso. A forma esférica da gota é
alterada para a forma de ferradura. Essa deformação também é ob-
servada em experimentos reais.
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0,5 segundo

2 segundos

5 segundos

(a) Campo de velocidade na bolha (b) Linhas integrais

Figura 6.22: A figura da esquerda ilustra o campo de velocidade do
escoamento apenas nas part́ıculas da gota de fluido menos denso, nos
instantes de tempo 0.5, 2 e 5 segundos. As part́ıculas que representam
a gota nessa simulação também são visualizadas na figura da direita,
junto com algumas linhas integrais e a magnitude do campo.

Mais uma vez, pelo método da projeção SPH, um campo de ve-
locidade é obtido durante toda a simulação tendo divergência nula,
através do cálculo da pressão por uma equação de Poisson. Garan-
tindo, portanto, a incompressibilidade do escoamento.

Na figura 6.22 o campo de velocidade do escoamento é ilustrado.
Na figura da esquerda a velocidade nas part́ıculas que discretizam a
bolha é ilustrada em alguns instantes de tempo. A figura da direita
ilustra algumas linhas integrais obtidas pela integração de um ponto
inicial no campo de velocidade do escoamento no instante de tempo
5 segundos junto com o mapa de cores associado a magnitude da
velocidade e as part́ıculas que representam a gota nessa simulação.
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168 Sec. 6.3: Fluidos bifásicos

Instabilidades de Kelvin-Helmholtz

30 g

10m

0.25m

0.25m

Figura 6.23: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre quando, por
exemplo, existe uma diferença de velocidades na interface entre os
dois fluidos.

O último problema simulado é conhecido como a instabilidade
de Kelvin-Helmholtz. A instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre
quando há uma diferença de velocidades na interface entre duas ca-
madas de fluidos, não necessariamente de densidades diferentes.

Em nossa simulação, a instabilidade de Kelvin-Helmholtz é criada
pela seguinte situação: em um longo reservatório (comprimento 20
vezes maior que a altura), um fluido menos denso é sobreposto a
um fluido mais denso definindo uma interface plana entre os dois
fluidos. Quando o reservatório é inclinado, fazendo com que o fluido
mais denso se movimente para o fundo do reservatório, enquanto
o fluido menos denso se movimente para o topo do reservatório, a
diferença das velocidades nas camadas dos fluidos cria, na interface
dos fluidos, a instabilidade de Kelvin-Helmholtz. A figura 6.23 ilustra
o reservatório e a configuração inicial do problema.

Nessa simulação, cada fluido é discretizado por 20.000 part́ıculas
e a razão entre as densidades é 2. O ângulo de inclinação do re-
servatório e outros parâmetros dessa simulação são: a gravidade, de
magnitude 1, 0; a viscosidade µ = 0, 0118, passo de tempo ∆t = 0, 001
e inclinação do reservatório é de 30o.

Inclinando o reservatório, quando a diferença de velocidades na in-
terface entre os dois fluidos excede um valor, a instabilidade é criada.
A figura 6.24 ilustra a evolução da instabilidade de Kelvin-Helmholtz
após 10 segundos de simulação (tempo real). O fluido menos denso,
porém, não é visualizado. Além disso, apenas a parte central do reser-
vatório é ilustrada para uma melhor visualização das instabilidades.
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(a) t = 10 segundos

(b) t = 11 segundos

(c) t = 12 segundos

(d) t = 13 segundos

Figura 6.24: A instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre quando
existe uma diferença de velocidade entre duas camadas de fluidos.
Quando essa diferença da velocidade excede um valor em sua mag-
nitude, a instabilidade ocorre na interface entre essas duas camadas.
Esse perfil de velocidade é criado ao inclinar um reservátorio (figura
6.23) que contém um fluido mais denso sobreposto a um fluido me-
nos denso. A instabilidade criada nessa simulação é ilustrada, onde
somente o fluido mais denso é visualizado.
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Apêndice A

Noções elementares de
cálculo diferencial
vetorial

Este apêndice coleta resultados básicos de cálculo diferencial à várias
variáveis, na notação usada neste livro. Será visto apenas as de-
finições essenciais com as propriedades usadas no livro, e convidamos
os leitores a procurar livros de cálculo [107, 17, 159] para uma abor-
dagem mais rigorosa.

Introduzimos os campos vetoriais no espaço pois, exceto para o
operador rotacional, cobre o caso bi-dimensional. Para mais detalhes
sobre o rotacional no plano, referimos à seção sobre decomposição de
campos vetoriais. Consideramos que os campos são suficientemente
diferenciáveis para validar as expressões, o que na maioria dos casos
significa ser de classe pelo menos C2 (permitindo assumir, pelo teo-
rema de Clairaut-Schwarz que ∂2f

∂x∂y = ∂2f
∂y∂x ). Consideramos também

que os domı́nios têm fecho compacto e são simplesmente conexos, esta
última suposição sendo mais delicada nas simulações.
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172 Sec. A.1: Campos vetoriais e operadores diferenciais

A.1 Campos vetoriais e operadores dife-
renciais

Campos escalares e vetoriais

O cálculo básico estuda funções de um parâmetro, cujo domı́nio é ou
a linha real R ou um sub-domı́nio dela. Consideramos aqui funções
da posição espacial, tendo mais de uma dimensão. Uma função sobre
tal domı́nio é chamada de campo escalar :

Definição. Um campo escalar sobre Ω é uma função

f : Ω→ R

Neste livro, olhamos casos onde Ω é R2 ou R3 ou um subconjunto
deles. Nesta definição, a parte escalar se refere ao espaço imagem R.
Exemplos f́ısicos de campos escalares são a pressão ou a temperatura
do flúıdo.

Se um campo escalar associa números reais a pontos de R3, um
campo vetorial associa um vetor:

Definição. Um campo vetorial é uma função

f : Ω→ R3

onde Ω é um subconjunto de R3

Podemos interpretar o campo vetorial como 3 campos escalares
f1,2,3, que associam a um ponto cada componente do vetor

f (x) = f1 (x) i + f2 (x) j + f3 (x)k ,

onde usamos a base usual:

i = (1, 0, 0)
j = (0, 1, 0)
k = (0, 0, 1)

O exemplo f́ısico mais usado neste livro é o campo de velocidade do
flúıdo.
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Derivação de primeira ordem, matriz jacobiana

O próximo ponto é definir os operadores de derivação nos campos
escalares e vetoriais. De fato, um campo escalar tem três derivadas
parciais ( ∂f

∂x , ∂f
∂y , ∂f

∂x ) e um campo vetorial, sendo essencialmente
três campos escalares, tem nove derivadas parciais. Podemos agru-
par todas estas derivadas numa matriz 3 × 3, chamada de matriz
jacobiana:

Definição. A matriz jacobiana de um campo vetorial f = f1i+f2j+
f3k é a matriz 

∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∂f2
∂z

∂f3
∂x

∂f3
∂y

∂f3
∂z


Tem muitas combinações destas derivadas parciais que definem

operadores diferenciais, mas na prática, tem apenas três operadores
diferenciais de primeira ordem interessantes do ponto de vista f́ısico
e geométrico: o gradiente, o divergente e o rotacional.

Operador gradiente e notação ∇
Definição. O gradiente de um campo escalar f é o campo vetorial

grad f = ∂f
∂x i + ∂f

∂y j + ∂f
∂zk .

Então o gradiente é um operador

grad : campos escalares 7→ campos vetoriais
f → grad f = ∂f

∂x i + ∂f
∂y j + ∂f

∂zk

Neste livro, usamos a notação simbólica

grad f = ∇f

onde o operador ∇, chamado nabla é representado pelo vector de
operadores

∇ = ∂
∂x i + ∂

∂y j + ∂
∂zk
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174 Sec. A.1: Campos vetoriais e operadores diferenciais

Observe que a notação ∇ pode ser usada para a matriz jacobiana
com ∇f .

O gradiente corresponde à direção de maior crescimento do campo
f . Em particular, os pontos estacionários de f são os pontos onde o
gradiente de f é zero.

Operador divergente

Os dois outros operadores diferenciais atuam em campos de vetores: o
divergente associa a um campo de vetor um campo escalar, enquanto
o rotacional (no espaço) associa a um campo vetorial outro campo
vetorial.

Definição. O divergente do campo vetorial f = f1i + f2j + f3k é

div f := ∂f1
∂x + ∂f2

∂y + ∂f3
∂z .

O divergente é então o traço da matriz jacobiana. Usando a notação
simbólica, obtemos a mesma expressão através do produto escalar de
vetores:

div f = ∇ · f

Assim

div : campos vetoriais 7→ campos escalares
f → div f = ∇ · f

Veremos no final do apêndice que os campos sem divergente são
importantes, pois conservam o fluxo. São geralmente qualificados de
solenoidais. Em particular, correspondem a campos magnéticos em
eletromagnetismo e a fluidos incompresśıveis.
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Operador rotacional no espaço

Definição. O rotacional de um campo vetorial f = f1i + f2j + f3k
é o campo vetorial

rot : campos vetoriais 7→ campos vetoriais
f → rot f

com

rot f =
(
∂f3
∂y −

∂f2
∂z

)
i +

(
∂f1
∂z −

∂f3
∂x

)
j +

(
∂f2
∂x −

∂f1
∂y

)
k .

O rotacional são diferenças de cofatores da matriz jacobiana. Usando
a notação simbólica, obtemos a mesma expressão através do produto
vetorial:

rot f = ∇ × f

Em particular, é simples verificar, usando o teorema de Clairaut-
Schwarz sobre derivadas parciais mistas, que o gradiente de um campo
escalar tem rotacional nulo:

rot grad f = ∇ ×∇f = 0 .

Assim, os campos gradientes são chamados de irrotacionais ou con-
servativos. É fácil mostrar que, de fato, num domı́nio simplesmente
conexo, um campo tem rotacional nulo se e somente se é o gradiente
de um campo escalar.

Operador de segunda ordem: laplaciano

Definição. O laplaciano de um campo escalar f é o campo escalar:

∇2 : campos escalares 7→ campos escalares
f → ∇2 f = ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 + ∂2f

∂z2 .

Observamos que o laplaciano é o divergente do gradiente, o que
pode ser escrito usando a notação simbólica, validando a notação ∇2:

∇2f = ∇ · ∇f
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176 Sec. A.1: Campos vetoriais e operadores diferenciais

Relações de operadores no espaço

Tem muitas identidades úteis envolvendo gradiente, divergente e ro-
tacional. São geralmente provadas usando cálculo direto e simetria de
derivadas parciais (teorema de Clairaut-Schwarz), expandindo cada
termo das equações.

Sejam f e g campos escalares, e f , g campos vetoriais. Temos
então

1.
∇(fg) = f∇g + g∇f .

É uma consequência direta da regra de derivação de um pro-
duto. Observe que foi usada para definir o operador gradiente
SPH na equação (2.16).

2.
∇(f f) = ∇f · f + f∇ · f .

É obtida expandindo os termos

∇(f f) = ∂(ff1)
∂x + ∂(ff2)

∂y + ∂(ff3)
∂z

= f1
∂f
∂x + f2

∂f
∂y + f3

∂f
∂z + f

(
∂f1
∂x + ∂f2

∂y + ∂f3
∂z

)
= ∇f · f + f∇ · f .

Observe que foi usada para definir o operador divergente SPH
na equação (2.17).

3.
∇ × (f f) = ∇f × f + f∇ × f .

Pode ser provada de maneira similar, componente por compo-
nente.

4.
∇ · (f × g) = (∇ × f) · g − f · ∇ × g .

Pode ser provada também expandindo os termos, similarmente
a versão vetorial desta identidade.
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5.

∇ × (f × g) = (∇ · g)f + (g · ∇)f − (∇ · f)g − (f · ∇)g

∇(f · g) = f × (∇ × g) + g × (∇ × f) + (f · ∇)g) + (g · ∇)f)

São mais delicadas a provar, mas pode-se usar o operador se-
guinte para simplificar:

(g · ∇) = g1
∂
∂x + g2

∂
∂y + g3

∂
∂z .

6.
∇ ×∇f = 0

ou seja: o gradiente de um campo escalar é conservativo.

7.
∇ · (∇ × f) = 0

ou seja: o rotacional de um campo de vetor é solenoidal.

8.
∇ × (∇ × f) = ∇(∇ · f)−∇2f

onde
∇2f = (∇2f1,∇2f2,∇2f3)

A.2 Interpretação geométrica e teoremas
integrais

Os operadores gradiente, divergente e rotacional tem dois tipos de
interpretação: uma ligada a geometria diferencial, onde de fato são
casos particulares de derivação de formas diferenciais, e outra ligada
a f́ısica, onde o gradiente é associado à variação de um campo escalar,
o divergente à variação do fluxo e o rotacional à variação da veloci-
dade angular de um escoamento. Estas duas interpretações são ex-
plicitadas nos teoremas integrais, chamados de Green, Stokes, Gauss,
Ostrogradsky ou simplesmente teorema fundamental do cálculo de-
pendendo das referências.
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Fluxos e integrais de campos de vetores

O primeiro passo é definir a noção de fluxo e de trabalho de um
campo vetorial. O fluxo de um campo vetorial f através a superf́ıcie
S corresponde à quantidade de matéria que, quando transportada por
f , atravessa S num sentido, diminúıdo da quantidade que atravessa
S no outro sentido. Esta definição envolve uma soma perto de uma
superf́ıcie, o que é calculável com integrais de superf́ıcie.

Se a superf́ıcie S é definida por uma parametrização x (u, v) num
domı́nio (u, v) ∈ U ⊂ R2, uma integral sobre S pode ser calculada no
domı́nio U como integral dupla por:∫∫

S

fdS =
∫∫

U

f(x)∥∂x∂u ×
∂x
∂v ∥du dv .

O termo ∥∂x∂u×
∂x
∂v ∥ representa a norma do vetor normal a S, e corrige

a distorção (jacobiano) da parametrização em relação a um plano.
Este termo é geralmente anotado dS = ∥∂x∂u ×

∂x
∂v ∥. Se a superf́ıcie S

é fechada, indicamos isto na integral pelo śımbolo ◦
∫∫
S

em vez de
∫∫
S
.

O fluxo corresponde a integral sobre S da quantidade de matéria
que atravessa em cada sentido, ou seja o produto escalar do campo
de velocidade f com a normal unitária n de S. Na expressão acima,
isto permite juntar o jacobiano com o vetor unitário, simplificando a
expressão do fluxo para:

fluxo de f através S =
∫∫

S

f · n dS =
∫∫

U

f(x) ·
(
∂x
∂u ×

∂x
∂v

)
du dv .

O caso do trabalho é similar. O trabalho de um campo vetorial
representando uma força é a quantidade de energia gasta pela força
ao longo de um movimento. Se a trajetória Γ do movimento for
parametrizada por x (u) com u ∈]a, b[⊂ R, o trabalho do campo
vetorial f pode ser calculado como a integral do produto escalar de
f pelo vetor tangente unitário do movimento, o que leva a seguinte
expressão::

trabalho de f ao longo de Γ =
∫

Γ

f · dl =
∫

]a,b[

f(x) · x′ (u) du .

Se a curva Γ é fechada, indicamos isto na integral pelo śımbolo
∮
Γ

em
vez de

∫
Γ
.
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Teoremas de Stokes

A forma geral do teorema de Stokes relaciona a integral sobre um
domı́nio Ω de uma derivada de um campo com a integral do campo
sobre a fronteira ∂Ω do domı́nio:∫

Ω

df =
∮
∂Ω

f .

Vimos que tem várias maneiras de definir derivadas de campo: deri-
vada de função, divergente, rotacional. . . Cada operador corresponde
a um tipo de integração: derivada para integral sobre um intervalo,
divergente para fluxos, rotacional para trabalho. Tradicionalmente,
cada caso tem um nome diferente: teorema fundamental do cálculo
para intervalos, fórmula de Gauss, Ostrogradsky ou do divergente
para superf́ıcies, Green ou Stokes para curvas. Veremos cada um ex-
plicitamente agora, pois permitem entender o significado geométrico
dos operadores diferenciais.

Intervalo, área e teorema fundamental do cálculo

O teorema fundamental do cálculo relaciona uma derivada (noção
relacionada a tangente ou a velocidade de um movimento) com uma
área (integral de intervalo). Apesar de não ser intuitivo, é simples
prová-lo: ∫

]a,b[

f ′ = f(b)− f(a) .

Observe que ele se encaixa na fórmula geral do teorema de Stokes:
temos uma derivada no lado esquerdo, e a fronteira do domı́nio do
lado direito (a fronteira do segmento ]a, b[ são os pontos a e b).

Superf́ıcie, fluxo e teorema de Gauss

Temos uma fórmula similar para o caso de superf́ıcies, relacionando
uma integral de volume a um fluxo:∫∫∫

Ω

div f d3x =⃝
∫∫
∂Ω

f · n dS .
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180 Sec. A.2: Interpretação geométrica e teoremas integrais

Observe que a fronteira ∂Ω do domı́nio tri-dimensional Ω é uma
superf́ıcie fechada, convencionalmente orientada para fora de Ω. Esta
fórmula permite dar ao divergente uma interpretação f́ısica simples:
a média do divergente de f numa região é o fluxo atravessando esta
região, ou seja, a quantidade de matéria que essa região ganhou ou
perdeu. Em particular, um flúıdo incompresśıvel não pode aumentar
a quantidade de matéria num dado volume, o que pode ser traduzido
exatamente pelo fato do campo de velocidade ter divergente nulo.

Curvas, trabalho e teoremas de Green e Stokes

O teorema de Stokes para curvas pode ser escrito de forma similar,
relacionando um fluxo a um trabalho:∫∫

S

rot f · n dS =
∮
∂S

f · dl .

Observe que a fronteira ∂S da superf́ıcie S é uma curva fechada,
convencionalmente orientada de tal forma que o produto vetorial da
normal de S e da tangente de ∂S aponte para dentro de S. Esta
fórmula permite dar ao rotacional uma interpretação f́ısica simples:
a média do rotacional de f numa superf́ıcie é o trabalho de f ao longo
do bordo, chamado de circulação. Se o campo f é conservativo (irro-
tacional), a circulação não muda após ter dado a volta a superf́ıcie.
Caso contrário, o rotacional mede, através do seu fluxo, as mudanças
de circulação.

Este teorema é mais simples no caso onde a superf́ıcie S é planar.
No caso, o fluxo do rotacional se simplifica numa integral de região
planar: ∫∫

Ω

(
∂f2
∂x −

∂f1
∂y

)
d2x =

∮
∂Ω

f · dl .
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Operadores diferenciais e integração na fronteira

Podemos mencionar primeiramente algumas relações derivadas dos
teoremas anteriores e da integração por parte, que podem ser úteis
na hora de considerar operadores SPH na fronteira:

1. Integração volumétrica de um gradiente:∫∫∫
Ω

∇f d3x =⃝
∫∫
∂Ω

f n dS .

Observe que o elemento de área a esquerda é vetorial, na direção
da normal à superf́ıcie ∂Ω.

2. Integração por parte com um gradiente:∫∫∫
Ω

(∇f) g d3x =⃝
∫∫
∂Ω

f g n dS −
∫∫∫

Ω

f (∇g) d3x.

3. Integração por parte com um divergente e um gradiente:∫∫∫
Ω

f (∇ · g) d3x =⃝
∫∫
∂Ω

f g · n dS −
∫∫∫

Ω

(∇f) · g d3x.

4. Identidade de Green, obtida com integração por parte e teorema
de Gauss:∫∫∫

Ω

(∇f)·(∇g) d3x =⃝
∫∫
∂Ω

f (∇g)·n dS−
∫∫∫

Ω

f
(
∇2g

)
d3x.

Aplicação à equação de Poisson

Uma aplicação simples do teorema de Gauss é provar a unicidade
(não a existência) da solução da equação de Poisson, usada na parte
do método da projeção:

∇2f = g em Ω .

Veremos rapidamente a idéia da demonstração no caso que a condição
de fronteira f |∂Ω é dada, mas a demonstração se estende diretamente
para condições tipo von Neumann onde ∇f · n é especificado na
fronteira.
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182 Sec. A.2: Interpretação geométrica e teoremas integrais

Supondo que tenha duas soluções f1 e f2 para este enunciado.
Por linearidade dos operadores, temos que a função

f̃ = f1 − f2

é solução da equação de Laplace com fronteira nula:

∇2f̃ = 0 com f̃ |∂Ω = 0

Agora considere a energia definida pela integral

E =
∫∫∫

Ω

∥∇f̃∥2 dx3 .

Usando a identidade de Green:

E =
∫∫∫

Ω

∇f̃ · ∇f̃ dx3 =⃝
∫∫
∂Ω

f̃ ∇f̃ · n dS −
∫∫∫

Ω

f̃ ∇2f̃ dx3 .

O segundo termo é nulo, pois f̃ satisfaz a equação de Laplace. O
primeiro termo também é nulo, pois a condição de fronteira de f̃ é
nula.

Obtemos então:

E =
∫∫∫

Ω

∥∇f̃∥2 dx3 = 0 e então ∇f̃ = 0 .

O campo f̃ é então constante e, pela condição de fronteira, esta cons-
tante tem que ser nula. Assim f1 = f2, mostrando que, se a solução
existe, é única.



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 183i

i
i

i

i
i

i
i

Bibliografia

[1] C. Aguiar, T. Kodama, T. Osada, and Y. Hama. Smoothed par-
ticle hydrodynamics for relativistic heavy-ion collisions. Journal
of Physics G: Nuclear and Particle Physics, 27(1):75–94, 2001.

[2] J. Anderson. Computational Fluid Dynamics: The Basics with
Applications. McGraw-Hill, 1995.

[3] S. Armfield and R. Street. The fractional-step method for the
Navier-Stokes equations on staggered grids: the accuracy of th-
ree variations. Journal of Computational Physics, 153(2):660–
665, 1999.

[4] P. Artymowicz and S. Lubow. Dynamics of binary-disk interac-
tion. 1: Resonances and disk gap sizes. Astrophysical Journal,
421(2):651–667, 1994.

[5] S. Atluri and S. Shen. The meshless local Petrov-Galerkin
(MLPG) method: a simple & less-costly alternative to the finite
element and boundary element methods. Computer Modeling
in Engineering and Sciences, 3(1):11–52, 2002.

[6] S. Atluri and T. Zhu. A new meshless local Petrov-Galerkin
(MLPG) approach in computational mechanics. Computational
Mechanics, 22(2):117–127, 1998.

[7] P. Balbuena and J. Seminario. Molecular Dynamics. Elsevier
Science, 1999.

[8] R. Barrett, M. Berry, T. Chan, J. Demmel, J. Donato, J. Don-
garra, V. Eijkhout, R. Pozo, C. Romine, and H. der Vorst.



“cbm27˙book”
2009/6/2
page 184i

i
i

i

i
i

i
i

184 Bibliografia

Templates for the Solution of Linear Systems: Building Blocks
for Iterative Methods. SIAM, 1994.

[9] R. Bartle. The Elements of Integration and Lebesgue Measure.
Wiley, 1995.

[10] G. Batchelor. An Introduction to Fluid Dynamics. Cambridge
University Press, 2000.

[11] J. Bell and D. Marcus. A second-order projection method
for variable-density flows. Journal of Computational Physics,
101(2):334–348, 1992.

[12] T. Belytschko, Y. Krongauz, D. Organ, M. Fleming, and
P. Krysl. Meshless methods: an overview and recent deve-
lopments. Computer methods in applied mechanics and engine-
ering, 139(1–4):3–47, 1996.

[13] T. Belytschko, W. Liu, and B. Moran. Nonlinear Finite Ele-
ments for Continua and Structures. Wiley, 2000.

[14] W. Benz. Smooth particle hydrodynamics - a review. In Nu-
merical Modelling of Nonlinear Stellar Pulsations Problems and
Prospects, 1990.

[15] J.-D. Boissonnat and M. Yvinec. Algorithmic geometry. Cam-
bridge University Press, 1998.

[16] S. Borgani, K. Dolag, G. Murante, L. Cheng, V. Springel, A. Di-
aferio, L. Moscardini, G. Tormen, and L. T. P. Tozzi. Hot and
cooled baryons in SPH simulations of galaxy clusters: physics
and numerics. Arxiv preprint astro-ph/0512506, 2005.

[17] H. J. Bortolossi. Cálculo Diferencial a Várias Variáveis. Edi-
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