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Prefácio

Este livro é dedicado à introdução à teoria de álgebras com identidades polinomi-
ais, conhecida como PI-teoria. Para isso, essencialmente consideraremos álgebras
associativas sobre um corpo F de característica zero. Polinômios em variáveis
não comutativas, se anulando sob avaliação de elementos em uma álgebra, são
definidos como identidades polinomiais e foram considerados inicialmente nos
trabalhos de Dehn (1922) e Wagner (1937).

Uma álgebra satisfazendo uma identidade polinomial não nula é denominada
uma PI-álgebra. Qualquer álgebra comutativa é uma PI-álgebra, e um exemplo de
uma PI-álgebra não comutativa é a álgebra UT2, de matrizes triangulares superio-
res 2�2 sobre um corpoF . Em geral, álgebras de dimensão finita são exemplos de
PI-álgebras, satisfazendo um polinômio especial, chamado polinômio standard1.
Por outro lado, um excelente exemplo de uma PI-álgebra de dimensão infinita é a
álgebra de Grassmann G, ou álgebra exterior.

O desenvolvimento da PI-teoria teve início basicamente a partir do artigo de
Kaplansky (1948), dedicado à descrição da estrutura de uma PI-álgebra primitiva.
Dois anos após a publicação do Teorema de Kaplansky, Amitsur e Levitzki (1950)
provaram que o polinômio standard de grau 2k é uma identidade de grau mínimo
da álgebra de matrizes Mk.F /. Para provar o resultado, os autores usaram mé-
todos puramente combinatoriais, introduzindo um novo tipo de abordagem na PI-
teoria, cujo objetivo passou a ser a descrição das identidades satisfeitas por uma
álgebra. Com isso, o interesse se tornou em determinar o conjunto Id.A/ de todas
as identidades polinomiais de uma dada álgebra A.

1Faremos a opção de não traduzir a palavra standard para o português.



O conjunto Id.A/ é um T-ideal de F hXi, a álgebra de polinômios em um con-
junto enumerávelX de variáveis não comutativas sobre F , isto é, é um ideal inva-
riante sob todos os endomorfismos de F hXi, e é chamado o T-ideal de A. Specht
(1950) conjecturou que, sobre um corpo de característica zero, o T-ideal de uma
álgebra associativa é finitamente gerado como um T-ideal.

A conjectura de Specht foi provada para alguns casos particulares nos anos
seguintes, e a demonstração completa foi dada por Kemer (1988). Além disso, o
T-ideal Id.A/ é gerado por polinômios multilineares, ou seja, por polinômios cujas
variáveis aparecem uma única vez em cada um de seus monômios. Mas mesmo di-
ante dessas informações, é importante destacar que a descrição do T-ideal de uma
álgebra é, em geral, um problema difícil. De fato, exemplificamos que, mesmo
para a álgebra de matrizes Mk.F /, o T-ideal foi descrito somente para k D 1 e
k D 2, até o presente momento. Na tentativa de minimizar a dificuldade encon-
trada na determinação do T-ideal de uma álgebra A, alguns invariantes numéricos
associados àA foram introduzidos, para conhecer informações quantitativas sobre
Id.A/. Um invariante numérico muito útil é a chamada sequência de codimensões
de uma álgebra A. Tal sequência, denotada fcn.A/gn>1, foi introduzida por Re-
gev (1972) e mede, de uma certa maneira, a taxa de crescimento das identidades
polinomiais satisfeitas por A.

É bem compreendido que se A é uma PI-álgebra, então a sequência de codi-
mensões cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente, isto é, existem
constantes a; k > 0 tais que cn.A/ 6 ank para todo n > 1. Nesse último caso,
dizemos que A tem crescimento polinomial.

A sequência de codimensões, além de ser uma importante ferramenta, tornou-
se um dos principais objetos de investigação na PI-teoria e, nos últimos anos, tem
sido estudada por diversos autores. A possibilidade de álgebras distintas possuí-
rem o mesmo T-ideal nos leva a estudar a classe das álgebras que satisfaça to-
das as identidades de uma dada álgebra A, chamada de variedade gerada por A
e denotada por var.A/. Para uma variedade de álgebras V D var.A/, definimos
cn.V/ D cn.A/. Um dos principais objetivos da PI-teoria tem sido caracterizar
e classificar variedades de álgebras V por meio do comportamento assintótico da
sequência cn.V/. Em particular, nesse livro, temos interesse em variedades com
crescimento polinomial da sequência de codimensões, isto é, variedades geradas
por álgebras de crescimento polinomial.

O estudo das variedades de crescimento polinomial foi iniciado por Kemer
(1979). Mais especificamente, elemostrou que var.A/ tem crescimento polinomial
se, e somente se, G eUT2.F / … var.A/. Como consequência dessa caracterização,
segue que var.G/ e var.UT2.F // são as únicas variedades de crescimento quase



polinomial, isto é, as sequências de codimensões de G e de UT2.F / crescem ex-
ponencialmente, mas qualquer subvariedade própria de var.G/ e de var.UT2.F //
tem crescimento polinomial.

Este livro foi escrito com o objetivo de motivar estudantes interessados na área
de álgebra a conhecer resultados clássicos e também recentes da PI-teoria, necessá-
rios para apresentar uma demonstração moderna do Teorema de Kemer e fornecer
outras caracterizações de variedades de álgebras de crescimento polinomial.

Ao escrever o livro, nossa preocupação foi deixar um bom registro dos princi-
pais resultados em álgebra não comutativa, importantes ferramentas no desenvol-
vimento da PI-teoria. Fizemos a opção de detalhar o conteúdo de tais tópicos, não
apenas para servir de apoio aos estudantes interessados no estudo de PI-álgebras,
mas também para que os colegas possam utilizar o primeiro capítulo do livro em
seus cursos básicos de teoria de anéis e módulos.

Dessa forma, no Capítulo 1, apresentamos as noções de anéis e módulos, se-
guidos de diversos resultados importantes sobre esses objetos. Introduzimos o
conceito de produto tensorial de módulos e provamos o Teorema de Wedderburn–
Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. Provamos também o Teo-
rema de Wedderburn, que apresenta a estrutura de anéis semissimples. Definimos
o radical de Jacobson de um anel e provamos suas propriedades. Por fim, dedica-
mos a última seção ao estudo das álgebras, objeto principal de estudo deste livro, e
provamos o Teorema de Wedderburn–Malcev. Este capítulo pode ser dispensado
por estudantes que tenham conhecimento básico dos resultados citados.

No Capítulo 2, nos preocupamos em explicitar os resultados essenciais a res-
peito de representações e caracteres de um grupo finito, tendo como foco o grupo
simétrico Sn. Esse grupo tem participação especial no estudo do crescimento da
sequência de codimensões de uma PI-álgebra, devido à sua ação sobre o espaço
dos polinômios multilineares de grau n. Destacamos os resultados essenciais da
teoria desenvolvida por A. Young para o estudo dos caracteres irredutíveis de Sn.

O Capítulo 3 tem como foco a introdução aos objetos principais deste livro,
os polinômios na álgebra livre F hXi e as PI-álgebras. Provamos propriedades
importantes sobre os geradores do T-ideal de uma PI-álgebra e demonstramos o
processo de multilinearização, que permite obter uma identidade multilinear a par-
tir de uma identidade qualquer de uma álgebra. Na seção final, demonstraremos o
célebre Teorema de Amitsur–Levitzki.

No Capítulo 4, definimos as variedades de álgebras, apresentamos resultados
destacados a respeito e damos exemplos de álgebras PI-equivalentes, isto é, que
geram a mesma variedade. Definimos, ainda, a sequência de codimensões de uma



álgebra e o significado de crescimento polinomial e exponencial. Damos exemplos
de álgebras de crescimento polinomial e calculamos a sequência de codimensões
das álgebras G e UT2, mostrando que estas têm crescimento exponencial. Intro-
duzimos, também, os conceitos de superálgebra e de PI-expoente.

Iniciamos o Capítulo 5 estabelecendo um resultado que fornece uma condição
necessária e suficiente para que uma variedade seja gerada por uma álgebra de
dimensão finita e provamos o célebre Teorema de Kemer, que caracteriza varieda-
des de crescimento polinomial das codimensões via exclusão de G e UT2 da varie-
dade. Além disso, introduzimos a sequência de cocaracteres f�n.A/gn>1 de uma
álgebra e demonstramos o resultado que caracteriza as variedades de crescimento
polinomial por meio da decomposição de �n.A/. Ao final, apresentamos mais um
resultado de caracterização, provando que uma álgebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, var.A/ D var.B/, onde B é uma álgebra de dimensão
finita, que tem uma decomposição explícita como soma direta de subálgebras com
propriedades particulares.

O Capítulo 6 foi preparado com a intenção de atrair os interessados na área de
álgebra a se aprofundar em resultados de pesquisa recentemente desenvolvidos na
PI-teoria. Este capítulo não contém as demonstrações dos resultados apresentados,
pois o objetivo é motivar o leitor a estudar os artigos onde foram publicados. Nele,
destacamos a importância das variedades minimais de crescimento polinomial e
introduzimos as '-álgebras, que são as álgebras com estrutura adicional. Apresen-
tamos a extensão das noções de identidades e codimensões para '-álgebras, os te-
oremas de caracterização de '-variedades de crescimento polinomial e resultados
de classificação em diversos aspectos. Ao final, consideramos as superálgebras
com involução graduada, objeto recente de estudo na PI-teoria, e apresentamos
o teorema de caracterização de variedades de crescimento polinomial correspon-
dente, junto com resultados de classificação já provados.

Convém ressaltar que, no decorrer dos capítulos, foram inseridos diversos exer-
cícios interessantes com importantes informações sobre o assunto em desenvolvi-
mento no texto. Também, ao fim da cada uma das seções dos Capítulos 1 a 5,
sugerimos uma lista de sentenças afirmativas sobre o conteúdo descrito, para que
os leitores possam decidir se são verdadeiras ou falsas, o que chamamos Exercícios
V ou F da seção correspondente.

A redação deste livro é uma importante contribuição para a motivação de no-
vos estudiosos em PI-teoria no Brasil, pela escassez de literatura em português so-
bre o assunto. Os primeiros livros dedicados à PI-teoria foram publicados nos anos
1970 e 1980, como, por exemplo, os livros de Procesi (1973), Jacobson (1975) e
Rowen (1980). A prova da conjectura de Specht pode ser consultada na importante



monografia de Kemer (1991). Diversos livros dedicam algumas seções ao trata-
mento de álgebras com identidades polinomiais tais como os de Herstein (1968),
Passman (1977), Rowen (1991) e Formanek (1991). Aos leitores interessados em
se aprofundar de modo mais geral na PI-teoria, indicamos as literaturas mais atu-
alizadas de Drensky (2000), Giambruno e Zaicev (2005) e Aljadeff et al. (2020).
Por fim, um interessante material com resultados recentes de pesquisa em PI-teoria
é o livro editado por Di Vincenzo e Giambruno (2021), que pode ser consultado
pelo leitor interessado na área.

Queremos deixar registrado aqui, nossos agradecimentos àqueles que contri-
buíram para uma melhor qualidade deste livro. Aos nossos orientandos Maralice
Assis e Wesley Quaresma, e a Dafne Bessades e a Maria Luiza Santos, douto-
ras recentemente formadas em PI-teoria sob nossa orientação, pela revisão dos
termos matemáticos e pela sugestão de exercícios para as seções. Aos nossos estu-
dantes que colaboraram com discussões durante os seminários sobre os assuntos
deste livro. Aos colegas: Thiago Castilho de Mello e Luís Felipe Gonçalves Fon-
seca, pelas sugestões e empréstimo de material para a elaboração deste texto. Por
fim, agradecemos à organização do 330 Colóquio Brasileiro de Matemática pela
oportunidade de divulgar a PI-teoria e pelo apoio constante de edição durante a
elaboração do texto.

Belo Horizonte, maio de 2021

Rafael Bezerra dos Santos e Ana Cristina Vieira



1 Álgebras
associativas

Este capítulo inicial contém os resultados que julgamos importantes para uma boa
compreensão de todos os demais. Na Seção 1.1, fazemos uma pequena revisão
sobre teoria de anéis, fixando a notação que será utilizada em todo o livro. Na
Seção 1.2, estudamos o conceito de módulos e provamos suas principais propri-
edades. Finalizamos a seção definindo o produto tensorial, com a finalidade de
estudar a extensão de escalares de um espaço vetorial. A Seção 1.3 é uma seção
central do capítulo, onde estudamos a semissimplicidade de anéis e módulos. Defi-
nimos a noção de anéis e módulos artinianos e noetherianos e provamos o Teorema
de Wedderburn–Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. É nesta
seção que definimos o radical de Jacobson de um anel, um ideal em destaque na
teoria de anéis. Por fim, na Seção 1.4, introduzimos o conceito de álgebras sobre
um corpo, o principal objeto de estudo deste livro, e construímos a seção com o ob-
jetivo de demonstrar um dos principais teoremas utilizados neste livro: o Teorema
de Wedderburn–Malcev.

Este capítulo contém resultados clássicos em álgebra não comutativa, podendo
ser dispensado pelo leitormais avançado. No final do capítulo, faremos um resumo
com os principais resultados sobre álgebras utilizados nos capítulos seguintes.



2 1. Álgebras associativas

1.1 Anéis
Esta seção é introdutória e pode ser dispensada aos leitores que já tem conheci-
mento básico sobre teoria de anéis. Aqui, faremos uma breve revisão dos resulta-
dos necessários para o desenvolvimento deste livro.

Definição 1.1.1. Um anel R é um conjunto não vazio munido de duas operações
binárias,C W R�R! R e � W R�R! R, que chamaremos de adição e multipli-
cação, respectivamente, tais que para todos a; b; c 2 R, as seguintes propriedades
são válidas:

1. aC b D b C a;

2. aC .b C c/ D .aC b/C c;

3. Existe um elemento neutro aditivo 0 2 R tal que aC 0 D a;

4. Existe um inverso aditivo �a 2 R tal que aC .�a/ D 0;

5. a � .b � c/ D .a � b/ � c;

6. a � .b C c/ D a � b C a � c;

7. .aC b/ � c D a � c C b � c.

As propriedades 1, 2, 3 e 4 dizem que o conjunto R munido da operação C é
um grupo abeliano1, e escreveremos .R;C/. A partir de agora, iremos omitir o
ponto no produto de dois elementos de um anel R e escreveremos a � b D ab.

Neste livro, não exigimos a comutatividade da multiplicação em um anel. Por
isso, definiremos esse fato isoladamente.

Dizemos que um anel R é comutativo se ab D ba, para quaisquer a; b 2 R.
Um anel R é um domínio, se ab D 0 implica que ou a D 0 ou b D 0. Elementos
não nulos a; b 2 R tais que ab D 0 são chamados de divisores de zero. Assim,
um domínio é um anel sem divisores de zero.

Definição 1.1.2. Um anel R contendo um elemento 1 ¤ 0 tal que

1a D a1 D a; para todo a 2 R

é chamado de anel com unidade. Um domínio comutativo com unidade é chamado
de domínio de integridade.

1O leitor interessado deve ver no Capítulo 2 uma definição geral de grupo.
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Definição 1.1.3. Um elemento a em um anel com unidade R é dito ser invertível,
se existe um elemento, que denotaremos por a�1 2 R e chamado de inverso de a,
tal que

aa�1
D a�1a D 1:

Em um anel com unidade, consideramos o conjunto

U.R/ D fa 2 R W a é invertívelg

chamado de grupo das unidades de R. Um anel com unidade tal que todos os
elementos diferentes de 0 são invertíveis, isto é, U.R/ D R � f0g, é chamado de
anel de divisão. Um anel de divisão comutativo é chamado de corpo.

Como exemplos básicos de domínios de integridade, temos os conjuntosZ, Q,
R, C dos números inteiros, racionais, reais e complexos, respectivamente, com
operações de adição e multiplicação usuais.

Recordemos queU.Z/ D f�1; 1g. Logo,Z não é um corpo, enquantoQ;R;C
são exemplos de corpos.

Exemplo 1.1.4. O anel Zm D f0; 1; : : : ; m � 1g da classe dos restos módulo m é
um anel comutativo com unidade que é um corpo se, e somente se, m é primo.

Percebemos, então, que temos exemplos de corpos infinitos e de corpos finitos.
Neste livro, conforme veremos, temos um interesse maior por resultados sobre
corpos infinitos.

Exemplo 1.1.5. O conjuntoMn.R/ de todas as matrizes n � n com entradas em
um anel R, com as operações de adição e multiplicação usuais, é um anel.

Em geral, o anelMn.R/ não é um anel comutativo. Além disso, se R possui
unidade, entãoMn.R/ também possui unidade. Neste caso, denotamos por

1 D In D .aij / D

�
1; se i D j
0; se i ¤ j

e In é chamada de matriz identidade n � n.
SeR é um anel com unidade, denotamos por eij amatriz que possui o elemento

1 na entrada .i; j / e 0 nas demais.
As matrizes eij , i; j 2 f1; : : : ; ng, são chamadas de matrizes elementares.

Note que In D
nP
iD1

ei i e que eij ekl D ıjkeil , onde

ıjk D

�
1; se j D k
0; se j ¤ k
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denota o delta de Kronecker. Observe que se n > 2, então as matrizes elementares
são divisores de zero emMn.R/.

Se R é um anel, então o conjunto

UTn.R/ D f.aij / 2Mn.R/ W aij D 0 se i > j g �Mn.R/ (1.1)

é um anel, com as operações de soma e multiplicação usuais de matrizes, chamado
de anel das matrizes triangulares superiores n � n com entradas em R. Quando
R D F for um corpo, denotaremos o anel UTn.F / simplesmente por UTn.

Em seguida, veremos mais alguns exemplos de anéis.
Exemplo 1.1.6. Sejam i; j; k símbolos e denote por

H D fx0 C x1i C x2j C x3k W x0; x1; x2; x3 2 Rg:

Vamos dar uma estrutura de anel ao conjunto H, definindo a adição de dois
elementos ˛ D x0 C x1i C x2j C x3k e ˇ D y0 C y1i C y2j C y3k por

˛ C ˇ D .x0 C y0/C .x1 C y1/i C .x2 C y2/j C .x3 C y3/k

e a multiplicação é definida distributivamente, com a multiplicação entre os sím-
bolos i; j; k dada da seguinte maneira:

i2 D j 2 D k2 D �1

ij D k D �j i

jk D i D �kj

ki D j D �ik:

O conjuntoH com as operações acima é chamado de anel dos quatérnios reais.
Dado um quatérnio ˛ D x0 C x1i C x2j C x3k 2 H, definimos o conjugado ˛
de ˛ por

˛ D x0 � x1i � x2j � x3k:

A norma de ˛ é definida por

jj˛jj D ˛˛ D x20 C x
2
1 C x

2
2 C x

2
3

e observe que para todo ˛ 2 H, jj˛jj > 0 e jj˛jj D 0 se, e somente se, ˛ D 0.
Agora, se ˛ 2 H; ˛ ¤ 0, defina ˛0 D

˛
jj˛jj

. Logo,

˛˛0
D ˛

˛

jj˛jj
D
jj˛jj

jj˛jj
D 1:

De maneira análoga, pode-se verificar que ˛0˛ D 1. Com isso, ˛0 D ˛�1 e
este argumento mostra que H é um anel de divisão.
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Exemplo 1.1.7. Sejam R um anel e x uma variável. O conjunto RŒx� dos polinô-
mios na variável x com coeficientes emR, com operações de soma emultiplicação
usuais, é um anel, chamado de anel de polinômios na variável x. O anel RŒx�:

1. tem unidade se, e somente se, R tem unidade;

2. é comutativo se, e somente se, R é comutativo;

3. é um domínio se, e somente se, R é um domínio.

Exemplo 1.1.8. Seja C0.Œa; b�/ D ff W Œa; b�! R W f é contínuag. Dados f; g 2
C0.Œa; b�/, defina .f C g/.x/ D f .x/ C g.x/ e .fg/.x/ D f .x/g.x/. Com
essas operações, C0.Œa; b�/ é um anel comutativo com unidade, chamado anel das
funções contínuas no intervalo Œa; b�.

Os exercícios a seguir apresentam algumas propriedades importantes sobre
elementos de um anel.

Exercício 1.1.9. Seja R um anel. Mostre que:

(a) O elemento 0 2 R, do item 3 da Definição 1.1.1, é único.

(b) O elemento �a 2 R, do item 4 da Definição 1.1.1, é único.

(c) Se R tem unidade, então o elemento 1 2 R, da Definição 1.1.2, é único.

(d) Se R tem unidade e a 2 R é invertível, então o elemento a�1 2 R, da
Definição 1.1.3, é único.

Exercício 1.1.10 (Regra de sinais). Sejam R um anel e a; b 2 R. Mostre que:

(a) .�a/b D �.ab/ D a.�b/.

(b) �.�a/ D a.

(c) .�a/.�b/ D ab.

Exercício 1.1.11. Mostre que, em um anel com unidade, elementos invertíveis
não são divisores de zero. Conclua que todo anel de divisão é um domínio.

Exercício 1.1.12. Mostre que todo domínio de integridade finito é um corpo.

Dados dois anéisR1 eR2, podemos considerar o conjuntoR1�R2 D f.r1; r2/ W
r1 2 R1; r2 2 R2g, que tem estrutura de anel definindo
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1. .r1; r2/C .r 0
1; r

0
2/ D .r1 C r

0
1; r2 C r

0
2/;

2. .r1; r2/.r 0
1; r

0
2/ D .r1r

0
1; r2r

0
2/

para todos r1; r 0
1 2 R1, r2; r

0
2 2 R2. O anel R1�R2 é chamado de produto direto

dos anéis R1 e R2.

Exercício 1.1.13. Seja R1 �R2 o produto direto dos anéis R1 e R2.

(a) Mostre que se R1 e R2 têm unidade (são comutativos), então R1 �R2 tem
unidade (é comutativo).

(b) Mostre que se R1; R2 ¤ f0g, então R1 �R2 possui divisores de zero.

(c) Generalize a construção do produto direto de uma quantidade arbitrária de
anéis e mostre que os itens (a) e (b) continuam válidos neste anel.

Sejam R um anel, a 2 R e n um inteiro positivo. Definimos

na D aC aC � � � C a„ ƒ‚ …
n vezes

:

Se n é negativo, definimos na D jnj.�a/. Se n D 0, então definimos na D 0. Se
existe um menor inteiro positivo tal que na D 0, para todo a 2 R, então dizemos
que R é um anel de característica n. Caso tal inteiro não exista, dizemos R é um
anel de característica zero. Utilizaremos a notação char.R/ D n para dizer que
R é um anel de característica n. Por exemplo, para todo n > 2, char.Zn/ D n e
char.Z/ D 0.

Exercício 1.1.14. Seja R um anel com unidade de característica n > 0. Mostre
que char.R/ é o menor inteiro positivo tal que n1 D 0. Conclua que se R é um
domínio com unidade, então char.R/ é um número primo.

Como consequência do exercício anterior, para um corpo F , temos que
char.F / D 0 ou char.F / D p, para algum primo p. Em grande parte dos re-
sultados estudados neste livro, consideraremos um corpo F de característica zero.

Agora, veremos como construir corpos a partir de domínios de integridade.
Seja R um domínio de integridade e denote por R� D R � f0g. Em R � R�,

defina a seguinte relação:

.r; s/ � .r 0; s0/ se, e somente se, rs0
D r 0s:
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Exercício 1.1.15. Mostre que a relação acima é uma relação de equivalência.

A classe de equivalência de .r; s/ 2 R � R� será denotada por r=s. Seja FR
o conjunto das classes de equivalência distintas, isto é,

FR D fr=s W r 2 R; s 2 R
�
g:

É rotina verificar que FR com a adição e multiplicação definidas por

1. r=s C r 0=s0 D .rs0 C r 0s/=ss0

2. .r=s/.r 0=s0/ D rr 0=ss0

para todos r; s 2 R, r 0; s0 2 R�, é um corpo, chamado de corpo de frações do
domínio de integridade R. Observe que se R D Z, então FZ D Q.

Exercício 1.1.16. Generalize a construção acima como segue. Sejam R um anel
(possivelmente sem unidade) e S um subconjunto não vazio de R. Dizemos que
S é um subconjunto multiplicativo de R se r; s 2 S implica que rs 2 S . Seja R
um anel comutativo. Mostre que:

(a) Se S é um subconjunto multiplicativo de R, então a relação em R � S de-
finida por .r; s/ � .r 0; s0/ se, e somente se, s1.rs0 � r 0s/ D 0, para algum
s1 2 S , é uma relação de equivalência. Além disso, se R é um domínio e
0 62 S , então .r; s/ � .r 0; s0/ se, e somente se, rs0 � r 0s D 0.

(b) Denote por r=s a classe de equivalência de .r; s/ 2 R � S e por S�1R o
conjunto das classes de equivalências distintas. Mostre que, com a adição
e multiplicação definidas acima, S�1R é um anel comutativo. Se 0 62 S ,
então S�1R é um anel comutativo com unidade.

(c) Se R ¤ f0g é um domínio e 0 62 S , então S�1R é um domínio de integri-
dade. Neste caso, conclua que se S D R�, então S�1R é um corpo.

SeR é um anel e¿ ¤ S � R, dizemos que S é um subanel deR, se é fechado
sob as operações de R e é um anel com respeito a essas operações. O exercício
a seguir apresenta uma maneira eficiente de garantir que um subconjunto de um
anel R é um subanel.

Exercício 1.1.17. Sejam R um anel e S um subconjunto não vazio de R. Mostre
que S é um subanel de R se, e somente se, para todos x; y 2 S , temos x � y 2 S
e xy 2 S .
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Obviamente, Z � Q � R � C é uma cadeia de subanéis de C. Observamos
também que seR um anel, então para todo n > 2, o anelUTn.R/ definido na Equa-
ção (1.1) é um subanel deMn.R/. Quando R D F é um corpo, como dissemos,
teremos UTn um subanel deMn.F /. Vejamos abaixo outros exemplos.

Exemplo 1.1.18. O conjunto HZ D fx0Cx1iCx2j Cx3k W x0; x1; x2; x3 2 Zg
é um subanel de H. Observe que, apesar de H ser um anel de divisão, HZ não o
é, pois U.HZ/ D f˙1;˙i;˙j;˙kg.

Exemplo 1.1.19. Dado n 2 Z, o conjunto nZ D fnx W x 2 Zg é um subanel de
Z. Note que se n ¤ ˙1, então nZ não é um anel com unidade. Logo, subanéis de
anéis com unidade não necessariamente possuem unidade.

Exemplo 1.1.20. Seja R um anel com unidade. O conjunto8<:
0@a b 0

c d 0

0 0 0

1A W a; b; c; d 2 R
9=;

é um subanel deM3.R/, possuindo unidade diferente da unidade deM3.R/.

Exemplo 1.1.21. Dado a 2 .0; 1/, o conjunto S D ff 2 C0.Œ0; 1�/ W f .a/ D 0g

é um subanel de C0.Œ0; 1�/ sem unidade.

Definimos o centro de um anelR como o conjunto dos elementos que comutam
com todos os elementos de R, ou seja,

Z.R/ D fr 2 R W rx D xr; para todo x 2 Rg:

Um elemento pertencente aZ.R/ será dito um elemento central. Observamos
que o centro de R é um subanel de R. Além disso, um anel R é comutativo se, e
somente se, Z.R/ D R.

Exercício 1.1.22. Seja R um anel com unidade. Mostre que Z.Mn.R// D frIn W

r 2 Z.R/g, para todo n > 1.

Dizemos que um elemento a em um anelR é nilpotente, se an D 0 para algum
n > 1. Por exemplo, se R é um anel com unidade, para todo n > 2, os elementos
eij 2Mn.R/, i ¤ j , são nilpotentes.

Exercício 1.1.23. Mostre que, se R é um anel comutativo e a; b 2 R são nil-
potentes, então a C b é nilpotente. Mostre que o resultado pode ser falso se R
não é comutativo. Conclua que se R é um anel comutativo, então o conjunto
N D fa 2 R W a é nilpotenteg é um subanel de R.
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Exercício 1.1.24. Mostre que, em um anel R, as seguintes condições são equiva-
lentes:

(a) R não possui elementos nilpotentes não nulos.

(b) Se a 2 R e a2 D 0, então a D 0.

Exercício 1.1.25. Seja a um elemento de um anel com unidade R. Mostre que:

(a) Se an 2 U.R/, então a 2 U.R/.

(b) Se a é nilpotente, então 1˙ a 2 U.R/. Neste caso, determine seu inverso.

Um elemento e em um anelR é dito idempotente se e2 D e. Por exemplo, seR
é um anel com unidade, para todo n > 2, os elementos da forma ei iCeij 2Mn.R/,
i ¤ j , são idempotentes.

Exercício 1.1.26. Seja R um anel com unidade. Mostre que:

(a) Idempotentes não triviais em R são divisores de zero.

(b) Se R não possui elementos nilpotentes não triviais, então todo idempotente
em R é central.

Exercício 1.1.27. Mostre que, se um anel R possui somente elementos idempo-
tentes, então R é comutativo. Anéis com essa propriedade são chamados de anéis
booleanos. Dê exemplos de anéis booleanos não nulos.

Seja I um subanel de um anel R. Dizemos que I é um:

1. ideal à esquerda de R, se para todo r 2 R; a 2 I , ra 2 I .

2. ideal à direita de R, se para todo r 2 R; a 2 I , ar 2 I .

3. ideal bilateral de R, se I é um ideal à direita e à esquerda de R.

Utilizaremos as notações I El R, I Er R e I E R para dizer que I é
um ideal à esquerda, à direita, bilateral de R, respectivamente. Durante o texto,
reservaremos a palavra “ideal” para nos referirmos a ideal bilateral. Observe que
se R é um anel comutativo, então todo ideal à esquerda (à direita) deR é um ideal
de R.
Observação 1.1.28. Se R é um anel com unidade e I é um ideal (à esquerda, à
direita, bilateral) que contém um elemento invertível de R, então I D R.
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Todo anel não nulo R possui pelos menos 2 ideais: f0g e R, chamados de
ideais triviais. Um ideal I (à esquerda, à direita, bilateral) de R tal que I ¤ f0g e
I ¤ R é chamado de ideal (à esquerda, à direita, bilateral) próprio de R.

Como um exemplo, dado n 2 Z, o conjunto nZ é um ideal de Z. Reciproca-
mente, se I E Z, então existe n 2 Z tal que I D nZ.

Também vemos que o conjunto S D ff 2 C0.Œ0; 1�/ W f .a/ D 0g, a 2 .0; 1/,
é um ideal de C0.Œ0; 1�/.

Exemplo 1.1.29. Seja R um anel. No anel das matrizesMn.R/, dado 1 6 k 6 n,
o conjunto Ck D f.aij / 2Mn.R/ W aij D 0; se j ¤ kg é um ideal à esquerda de
Mn.R/, mas não é um ideal à direita. Analogamente, o conjunto Lk D f.aij / 2
Mn.R/ W aij D 0; se i ¤ kg é um ideal à direita deMn.R/, que não é um ideal à
esquerda.

Se R é um anel e a 2 R, então o conjunto Ra D fra W r 2 Rg é um ideal
à esquerda de R. Analogamente, aR D far W r 2 Rg é um ideal à direita de R.
Observe que a pode não pertencer ao ideal à esquerdaRa ou ao ideal à direita aR.

Exercício 1.1.30. Seja fIj W j 2 Ig uma família de ideais à esquerda de um anel
R. Mostre que

T
j2I

Ij também é um ideal à esquerda deR. Mostre que o resultado

continua válido para ideais à direita e bilaterais de R.

Dado S um subconjunto de um anel R, podemos construir ideais laterais ou
bilaterais a partir de S . Para isso, consideramos fIj W j 2 Ig a família de todos os
ideais à esquerda deR que contêm S . Então

T
j2I

Ij é chamado de ideal à esquerda

de R gerado por S , sendo denotado por hSiL. Analogamente, definimos o ideal à
direita e o ideal bilateral gerado por S . Neste caso, hSiR denota o ideal à direita
gerado por S e hSi o ideal gerado por S . Se S D fa1; : : : ; amg, então denotaremos
por hSiL D ha1; : : : ; amiL, hSiR D ha1; : : : ; amiR e hSi D ha1; : : : ; ami.

Exercício 1.1.31. Sejam R um anel, a 2 R e S � R. Mostre que:

(a) hai D
�
raC as C naC

mP
iD1

riasi W r; s; ri ; si 2 R; n 2 Z; m > 0
�
. Se R

tem unidade, então hai D
�
mP
iD1

riasi W ri ; si 2 R;m > 0
�
.

(b) Se R é um anel com unidade e a 2 Z.R/, então Ra D aR D hai.
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(c) Se R é um anel com unidade e S � Z.R/, então

hSi D

(
mX
iD1

riai W ri 2 R; ai 2 S;m > 0
)
:

Observação 1.1.32. Por um abuso de linguagem, se R é um anel e a 2 R, então
diremos que Ra (aR) é o ideal à esquerda (à direita) de R gerado por a mesmo
quando a 62 Ra (aR).

Dados S1; : : : ; Sn subconjuntos de um anel R, denotamos por S1 C � � � C Sn
o conjunto

fs1 C � � � C sn W si 2 Si ; i D 1; : : : ; ng:

Além disso, denotamos por S1S2 o conjunto de todas as somas finitas

fs1s
0
1 C � � � C sns

0
n W si 2 S1; s

0
i 2 S2; n > 1g:

Mais geralmente, S1S2 � � �Sn denota o conjunto de todas as somas finitas de
elementos da forma s1s2 � � � sn, si 2 Si ; i D 1; : : : ; n. No caso particular em que
S1 D S2 D � � � D Sn D S , denotamos por S1S2 � � �Sn D Sn.

Exercício 1.1.33. Sejam J1; : : : ; Jn; I; J;K ideais à esquerda de um anelR. Mos-
tre que:

(a) J1 C � � � C Jn e J1 � � �Jn são ideais à esquerda de R.

(b) .I C J /CK D I C .J CK/.

(c) .IJ /K D IJK D I.JK/.

(d) I.J1C� � �CJn/ D IJ1C� � �CIJn e .J1C� � �CJn/K D J1KC� � �CJnK.

O exercício continua válido se tomarmos ideais à direita e ideias bilaterais de R.

Se I El R, dizemos que I é um ideal à esquerda maximal de R, se I ¤ R e
para todo ideal à esquerda J de R tal que I � J � R, então J D I ou J D R.
Analogamente, dizemos que I é um ideal à esquerda minimal de R, se I ¤ f0g
e para todo ideal à esquerda J de R tal que f0g � J � I , então ou J D f0g
ou J D I . Da mesma forma, definimos ideais à direita e bilaterais maximais e
minimais.

Como um exemplo, vemos que no anel Z, 3Z é um ideal maximal, mas 4Z
não o é, pois 4Z � 2Z � Z.
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Exercício 1.1.34. Se D é um anel de divisão, utilizando a notação do Exem-
plo 1.1.29, mostre que Ck é um ideal à esquerda minimal de Mn.D/, para todo
k D 1; : : : ; n.

Exercício 1.1.35. Mostre que Z não possui ideais minimais.

Definição 1.1.36. Um anel R é dito um anel simples, se R2 ¤ f0g e os únicos
ideais de R são f0g e R.

Observamos que, se R é um anel com unidade, então a condição R2 ¤ f0g
é sempre satisfeita. Também, vemos que todo anel de divisão é um anel simples.
Generalizando esse fato, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.1.37. Seja D um anel de divisão. Então, para todo n > 1, o anel
das matrizesMn.D/ é um anel simples.

Demonstração. Já sabemos que o resultado vale para n D 1, então consideramos
n > 2 e tomamos I um ideal deMn.D/. Vamos mostrar que se I ¤ f0g, então
I D Mn.D/. De fato, se I ¤ f0g, existe a 2 I tal que a ¤ 0. Logo, alguma
entrada de a, digamos ahk , é diferente de zero.

Dado i 2 f1; : : : ; ng, seja bi D eihaeki 2 Mn.D/. Temos que bi 2 I e
um cálculo direito nos mostra que bi D ahkei i . Como I é um ideal, temos que
b D b1 C � � � C bn 2 I . Mas b é uma matriz diagonal, e todos os elementos na
diagonal são iguais a ahk ¤ 0. Como D é um anel de divisão, ahk é invertível e,
assim, b é invertível. Portanto, I DMn.D/.

Exercício 1.1.38. Seja R um anel. Mostre que I E Mn.R/ se, e somente se,
existe I0 E R tal que I D Mn.I0/. Conclua que, se R é um anel simples, então
Mn.R/ também o é.

Um conceito importante no estudo de anéis e ideais é o de anel quociente.
Para definir esse conceito, inicialmente, para um ideal à esquerda I de um anel R
e a; b 2 R, definimos a relação

a � b se, e somente se, a � b 2 I:

Exercício 1.1.39. Mostre que a relação acima é uma relação de equivalência.

A classe de equivalência de a 2 R pela relação acima será denotada por a D
aC I . Considere o conjunto de todas as classes de equivalência distintas

R=I D fa W a 2 Rg:
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Dados a; b 2 R, definimos a adição de classes em R=I por a C b WD aC b.
Com a adição assim definida, .R=I;C/ é um grupo abeliano.

Agora, definimos também um produto de classes por ab WD ab, que dá uma
estrutura de anel para R=I se, e somente se, I é um ideal de R. Neste caso,
dizemos que R=I é o anel quociente de R por I .

Exercício 1.1.40. Sejam R um anel com unidade e I E R. Mostre que:

(a) Se I é um ideal maximal e R é comutativo, então R=I é um corpo.

(b) Se R=I é um anel de divisão, então I é um ideal maximal.

(c) Mostre que, se R não tem unidade, então (a) é falso, e dê um exemplo de
um anel não comutativo R que possui um ideal maximal I tal que R=I não
é um anel de divisão.

Vamos apresentar mais duas definições importantes sobre um anelR. Dizemos
que

• R é um anel nil, se todo elemento de R é nilpotente.

• R é um anel nilpotente, se existe m 2 N tal que o produto de quaisquer m
elementos em R é nulo, ou seja, r1 � � � rm D 0 para quaisquer r1; : : : ; rm 2
R.

Observe que em um anel nil R, para cada elemento a 2 R, existe n 2 N (que
depende de a) tal que an D 0. Quando existe um natural s tal que as D 0 para
todo a 2 R, dizemos que R é nil de expoente limitado.

QuandoR é um anel nilpotente, o menor naturalm, nas condições do segundo
item destacado acima, é dito o índice de nilpotência deR. Nesse caso, escrevemos
Rm D f0g.

De modo análogo, um ideal I E R é dito nilpotente (resp. nil), se é um anel
nilpotente (resp. nil). Claramente, todo ideal nilpotente é nil, mas a recíproca não
é sempre verdadeira, como pode ser visto no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.41. Seja ZŒx1; x2; : : :� o anel de polinômios nas variáveis comutati-
vas no conjunto fx1; x2; : : :g com coeficientes em Z. No anel quociente

R D
ZŒx1; x2; : : :�

hx21 ; x
3
2 ; x

4
3 ; : : :i

o ideal I D hx1; x2; : : : ; i é nil, mas não é nilpotente.
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Umconceito que será extremamente importante será o de isomorfismo de anéis.
Vamos começar definindo homomorfismos.

Definição 1.1.42. Sejam R e S anéis e f W R ! S uma função. Dizemos que f
é um homomorfismo (de anéis) se para quaisquer a; b 2 R, temos que

1. f .aC b/ D f .a/C f .b/;

2. f .ab/ D f .a/f .b/.

Exercício 1.1.43. Mostre que, se R e S são anéis e f W R ! S é um homomor-
fismo, então f .0/ D 0 e f .�a/ D �f .a/, para todo a 2 R.

SeR e S são anéis com unidade 1R e 1S , respectivamente, e f W R! S é um
homomorfismo, não necessariamente temos f .1R/ D 1S .

Como um exemplo, vemos que se R é um anel com unidade, e definimos a
aplicação f W M2.R/!M3.R/ por

f

�
a b

c d

�
D

0@a b 0

c d 0

0 0 0

1A
temos que f é um homomorfismo de anéis, mas f .I2/ ¤ I3.

Em alguns casos f .1R/ D 1S , como podemos ver no próximo exercício.

Exercício 1.1.44. Sejam R e S anéis com unidade 1R e 1S , respectivamente, e
f W R! S um homomorfismo. Mostre que:

(a) se S é um domínio, então f .1R/ D 1S .

(b) se f é sobrejetiva, então f .1R/ D 1S .

Quando R e S são anéis e f W R! S é um homomorfismo, dizemos que f é
um:

1. monomorfismo, se f é injetiva;

2. epimorfismo, se f é sobrejetiva;

3. isomorfismo, se f é bijetiva.

No caso em que f é um isomorfismo, dizemos que R e S são anéis isomorfos
e escrevemos R Š S . Além disso, um homomorfismo f W R ! R é dito um
endomorfismo de R e um isomorfismo f W R! R é dito um automorfismo de R.
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Exercício 1.1.45. Seja R um anel e considere

End.R/ D ff W R! R W f é um endomorfismog:

Mostre que, com as operações .f C g/.r/ D f .r/C g.r/ e .fg/.r/ D f .g.r//
para todos f; g 2 End.R/; r 2 R, End.R/ é um anel com unidade.

Dado um homomorfismo de anéis f W R! S , a imagem de f é o conjunto

Im.f / D ff .r/ W r 2 Rg

e o núcleo de f é o conjunto

Ker.f / D fr 2 R W f .r/ D 0g:

Exercício 1.1.46. Mostre que, se f W R! S é um homomorfismo de anéis, então
Im.f / é um subanel de S e Ker.f / é um ideal de R. Além disso, mostre que f é
um monomorfismo se, e somente se, Ker.f / D f0g.

Dados um anel R e I E R, a aplicação

� W R! R=I dada por �.a/ D a

é um epimorfismo de anéis, chamado de projeção canônica (ao quociente). Em
geral, se R é um anel e I E R, então existe um anel S e um homomorfismo
f W R! S tal que I D Ker.f /: basta tomarmos S D R=I e f D � , a projeção
canônica.

Exemplo 1.1.47. Se S é um subanel de um anel R, então a aplicação i W S ! R

dada por i.s/ D s é um monomorfismo, chamado inclusão (ou imersão) canônica.

Em geral, seR e S são anéis e f W S ! R é um monomorfismo, então S pode
ser visto como um subanel de R, identificando seus elementos com os elementos
de Im.f /. Neste caso, dizemos que S está isomorficamente imerso em R.

Um importante resultado na teoria de anéis é o seguinte.

Teorema 1.1.48. Todo anel R pode ser imerso em um anel S com unidade. O
anel S (que não é único) pode ser escolhido para ter ou característica zero, ou a
mesma característica de R.
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Demonstração. Seja S D R � Z. Em S , defina um novo produto dado por

.r1; n1/ ı .r2; n2/ D .r1r2 C n2r1 C n1r2; n1n2/

para todo ri 2 R; ni 2 Z. Não é difícil verificar que com esse produto S é um
anel com unidade .0; 1/ e característica zero. Além disso, a aplicação f W R! S

dada por f .r/ D .r; 0/ é um monomorfismo de anéis. Se char.R/ D n > 0,
consideramos S D R � Zn e a multiplicação é dada por

.r1; n1/ ı .r2; n2/ D .r1r2 C n2r1 C n1r2; n1n2/

onde ri 2 R e ni 2 Zn. De maneira análoga ao caso anterior, temos que R pode
ser imerso em S e char.S/ D n.

A seguir, enunciaremos os chamados teoremas do isomorfismo de anéis, cujas
demonstrações deixaremos a cargo do leitor.

Teorema 1.1.49. Sejaf W R! S umhomomorfismo de anéis. Considere� W R!
R=Ker.f / a projeção canônica, e i W Im.f / ! S a inclusão canônica. Então
existe um único homomorfismo Nf W R=Ker.f / ! Im.f / tal que f D i ı Nf ı � .
Mais ainda, Nf é um isomorfismo.

R S

R=Ker.f / Im.f /

f

�

f

i

Teorema 1.1.50. Sejam I e J ideais de um anel R. Então

I=.I \ J / Š .I C J /=J:

Teorema 1.1.51. Se I e J são ideais de um anel R tais que I � J , então

.R=I /=.J=I / Š R=J:

Teorema 1.1.52. Sejam I um ideal de um anel R e � W R ! R=I a projeção
canônica. Então:

1. para cada ideal (à esquerda, à direita, bilateral) J de R que contém I ,
�.J / D J=I é um ideal (do mesmo tipo de J ) de R=I .



1.2. Módulos 17

2. Se J E R=I , então ��1.J / D fr 2 R W r 2 J g é um ideal deR contendo
I e J D J=I , para algum J E R que contém I .

Teorema 1.1.53. Sejam R e S anéis e f W R ! S um homomorfismo. Então
existe uma correspondência biunívoca entre os ideais de S e os ideais de R que
contêm Ker.f /.

Exercícios V ou F da Seção 1.1: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, R representa um
anel.

.1/ Se I é um ideal de R e R=I é anel comutativo, então R é comutativo.

.2/ Um epimorfismo não nulo ' W F ! R, onde F é um corpo, é um isomor-
fismo.

.3/ Se R tem unidade e o conjunto dos elementos não invertíveis de R é um
ideal, então R admite um único ideal maximal.

.4/ SeR é comutativo e I é um ideal deR, então o conjunto dado porRad.I / D
fr 2 R j rn 2 I; para algum ng é um ideal de R.

.5/ Para todo m 2 N, temos que os únicos idempotentes de Zm são N0 e N1.

.6/ Se F é um corpo, então para quaisquer ˛1; ˛2; ˛3 2 F , temos que ˛1e12C
˛2e13 C ˛3e23 é um elemento nilpotente deM3.F /.

.7/ O conjunto I D
��
a 0

b 0

�
W a; b 2 R

�
é um ideal deM2.R/.

.8/ Para todo n 2 N,Mn.R/ está isomorficamente imerso emMnC1.R/.

1.2 Módulos

É bem conhecido que o conceito de módulos sobre um anel generaliza o conceito
de espaços vetoriais sobre um corpo. Nesta seção, apresentaremos os principais
resultados sobre módulos que serão utilizados no decorrer do livro. Novamente,
esta seção é dispensável aos leitores que tenham conhecimento sobre o assunto.
Ao longo da seção, R denotará um anel.
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Definição 1.2.1. Um grupo abeliano2 .M;C/ é chamado de um R-módulo (à es-
querda), se a cada r 2 R e a cada m 2 M , está associado um elemento rm 2 M ,
de modo que as seguintes condições são satisfeitas:

1. .r1 C r2/m D r1mC r2m;

2. r.m1 Cm2/ D rm1 C rm2;

3. r1.r2m/ D .r1r2/m

para todos r1; r2 2 R, m1; m2 2M . Se R é um anel com unidade, definimos

4. 1m D m, para todo m 2M .

De maneira análoga definimos um R-módulo à direita. Ao longo do texto, uti-
lizaremos a expressãoR-módulo como uma abreviação deR-módulo à esquerda e
todos os resultados feitos paraR-módulos à esquerda são válidos paraR-módulos
à direita.

É fácil verificar que, em um R-módulo, r0M D 0M , para todo r 2 R, e
0Rm D 0M , onde 0R e 0M denotam os elementos neutros aditivos de R e M ,
respectivamente. Além disso, para todo r 2 R;m 2M e a 2 Z, temos

.�r/m D �.rm/ D r.�m/ e a.rm/ D r.am/

onde, am tem os mesmo significado como definido para anéis.
Obviamente, anéis e grupos abelianos sãoZ-módulos e, quandoR é um corpo,

temos que os R-módulos são os espaços vetoriais sobre R.
Se S é um subanel de R, então R é um S -módulo, mas, em geral, S não é um

R-módulo. No entanto, se I El R, então I é um R-módulo. Em particular, R é
um R-módulo sobre si próprio. Além disso, se I El R, então R=I é um grupo
abeliano e um R-módulo se definirmos rr1 D rr1, para todos r; r1 2 R.

Exemplo 1.2.2. Se f W R ! S é um homomorfismo de anéis, então todo S -
módulo M pode ser visto como um R-módulo, definindo rm D f .r/m, para
todo r 2 R, m 2M .

Exercício 1.2.3. Sejam R um anel comutativo e M um R-módulo à esquerda.
Mostre que o produto dado por mr WD rm, para todo r 2 R;m 2 M , dá uma
estrutura de R-módulo à direita paraM (e vice-versa).

2O leitor interessado deve ver no Capítulo 2 uma definição geral de grupo.
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Definição 1.2.4. SejamM um R-módulo e ¿ ¤ N � M . Dizemos que N é um
R-submódulo deM se para todos n1; n2 2 N e r 2 R, temos que:

1. n1 C n2 2 N ;

2. rn1 2 N .

Utilizaremos a notação N 6M para indicar que N é um R-submódulo deM .

Note que osR-submódulos de um anelR são seus ideais à esquerda. Também,
se R é um corpo e V é um R-espaço vetorial, então os R-submódulos de V são
seus subespaços vetoriais.

A partir de dois R-submódulos N1; N2 de um R-módulo M , podemos cons-
truir o conjunto

N1 CN2 D fn1 C n2 W n1 2 N1; n2 2 N2g

que é um R-submódulo deM , chamado de soma de N1 e N2.

Exemplo 1.2.5. Sejam M um R-módulo e N um R-submódulo de M . Assim,
como no caso de anéis, o conjunto quociente M=N tem estrutura de R-módulo,
definindo rm D rm, para todo r 2 R,m 2M . O R-móduloM=N é chamado de
R-módulo quociente deM por N .

Exemplo 1.2.6. Sejam I El R,M umR-módulo eN um subconjunto não vazio
deM . Então

IN D

(
mX
iD1

rini W ri 2 I; ni 2 N;m > 1
)

é um R-submódulo deM . Em particular, se m 2 M , Im D frm W r 2 I g é um
R-submódulo deM .

Exercício 1.2.7. Sejam I E R e M um R-módulo. Mostre que M=IM tem
estrutura deR=I -módulo, com produto dado por .rC I /.mC IM/ D rmC IM .

Exemplo 1.2.8. Se fNi W i 2 Ig é uma família deR-submódulos de umR-módulo
M , então

T
i2I

Ni é um R-submódulo deM .

Se X é um subconjunto não vazio de um R-móduloM , então a interseção de
todos os R-submódulos deM que contêm X é chamado de R-submódulo gerado
por X e é denotado por hXi. Se X contém um único elemento m 2 M , então
o R-submódulo gerado por X é chamado de R-submódulo cíclico gerado por m,
denotado por hmi.

Assim como no caso de anéis, temos o seguinte exercício.
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Exercício 1.2.9. SejamM um R-módulo, X um subconjunto não vazio deM e
m 2M . Mostre que:

(a) hmi D frmC nm W r 2 R; n 2 Zg. Se R tem unidade, então hmi D Rm.

(b) hXi D

(
sP
iD1

rimi C
tP

jD1

njmj W mi ; mj 2 X; ri 2 R; nj 2 Z; s; t > 1
)
.

Se R tem unidade, então

hXi WD RX D

(
sX
iD1

rimi W mi 2 X; ri 2 R; s > 1
)
:

Se X é um subconjunto não vazio de um R-módulo M tal que M D hXi,
então dizemos queX geraM . SeX é finito, então dizemos queM é umR-módulo
finitamente gerado.

Assim, como no caso de anéis, se M é um R-módulo e m 2 M , então Rm
será chamado de R-módulo cíclico gerado por m, mesmo que m 62 Rm.

Como já observamos, seR é um corpo, então todoR-móduloV é umR-espaço
vetorial. Neste caso, se X é um subconjunto não vazio de V , então utilizaremos a
notação spanRfXg para denotar o R-subespaço vetorial de V gerado por X .

Na Seção 1.1, definimos o conceito de homomorfismo de anéis. Agora vamos
entender o significado de homomorfismo de R-módulos.

Definição 1.2.10. Seja f W M ! N uma função entre dois R-módulos M e N .
Dizemos que f é um homomorfismo de R-módulos (ou um R-homomorfismo),
se para todos m; n 2M , r 2 R, temos que:

1. f .mC n/ D f .m/C f .n/;

2. f .rm/ D rf .m/.

Observe que se R é um corpo, então um R-homomorfismo é uma aplicação
linear entre espaços vetoriais.

Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo e isomorfismo
são definidos analogamente como no caso de anéis, bem como os conceitos de
Ker.f /, o núcleo de f , e Im.f /, a imagem de f . Também usaremos a notação
M Š N para indicar queM e N são R-módulos isomorfos.

Exercício 1.2.11. SejamM;N R-módulos e f W M ! N um R-homomorfismo.
Mostre que Ker.f / é um R-submódulo deM e Im.f / é um R-submódulo de N .
Além disso, mostre que f é um monomorfismo se, e somente se, Ker.f / D f0g.
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Ressaltamos que os Teoremas 1.1.49 a 1.1.53 são válidos para R-módulos,
com as devidas alterações. Além disso, como no Exercício 1.1.45, o conjunto

EndR.M/ D ff W M !M W f é um endomorfismog

é um anel com unidade. Adicionalmente, dados r 2 R e f 2 EndR.M/, defini-
mos .rf /.m/ D rf .m/, para todo m 2 M . Nessas condições, EndR.M/ é um
R-módulo.

Exercício 1.2.12. SejamM;N R-módulos. Mostre que o conjunto

HomR.M;N / D ff W M ! N W f é um R-homomorfismog

é um R-módulo com as operações usuais. Em particular, quandoM D N , temos
HomR.M;M/ D EndR.M/.

Exercício 1.2.13. SejamV um espaço vetorial sobre um corpoR eT 2 EndR.V /.

Se f .x/ D
nP
iD1

aix
i 2 RŒx�, defina f .T / D

nP
iD1

aiT
i 2 EndR.V /. Considere V

como um RŒx�-módulo com estrutura definida por f .x/v D f .T /.v/, para todo
v 2 V; f .x/ 2 RŒx�. Mostre que os RŒx�-submódulos de V são os subespaços de
V que são T -invariantes, isto é, os subespaços W de V tais que T .W / � W .

Definição 1.2.14. Dizemos que um R-módulo M é um R-módulo simples, se
RM ¤ f0g e os únicos R-submódulos deM são f0g eM .

Observe que esta definição é parecida com a Definição 1.1.36, mas, quando
vemos um anel R como um R-módulo sobre si mesmo, as noções são bem dife-
rentes.

Exemplo 1.2.15. Vimos, na Proposição 1.1.37, que seD é um anel de divisão, en-
tãoMn.D/ é um anel simples. No entanto,Mn.D/ não é umMn.D/-módulo sim-
ples, pois os conjuntos Ck , definidos no Exemplo 1.1.29, sãoMn.D/-submódulos
deMn.D/.

A seguir, vamos caracterizar os R-módulos simples. Antes, precisamos da
seguinte definição.

Definição 1.2.16. Um ideal à esquerda I de um anel R é regular (à esquerda) se
existe s 2 R tal que r � rs 2 I , para todo r 2 R. Analogamente, definimos ideal
regular à direita e ideal bilateral regular.
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Observe que se R é um anel com unidade, então todo ideal (à esquerda, à
direita, bilateral) de R é regular (basta tomar s D 1R/:

Proposição 1.2.17. SejaM um R-módulo. São equivalentes:

1. M é simples;

2. M é cíclico e todo elemento não nulo geraM ;

3. M Š R=I , para algum ideal à esquerda maximal regular de R.

Demonstração. [(1)) (2)] ComoM é simples,RM ¤ f0g. Sejam 2M;m ¤ 0,
tal queRm ¤ f0g. EntãoRm é um submódulo não nulo deM e comoM é simples,
devemos terM D Rm.

[(2)) (3)] Seja m 2 M;m ¤ 0, e seja f W R ! M D Rm definida por
f .r/ D rm. Então f é um epimorfismo de R-módulos eM Š R=Ker.f /. Com
isso, para todo J El R tal que Ker.f / � J , J=Ker.f / ¤ fN0g é um submódulo de
M que, por hipótese, deve ser igual aM . Portanto J D R e Ker.f / é maximal.
Para ver que Ker.f / é regular, como M D Rm, m D sm, para algum s 2 R.
Consequentemente, para todo r 2 R, rm D r.sm/ D .rs/m. Logo, r � rs 2
Ker.f /, para todo r 2 R e, portanto, Ker.f / é regular.

[(3)) (1)] Suponha queM Š R=I , onde I é um ideal à esquerda maximal
regular de R. Como I é regular, R.R=I / ¤ f0g. De fato, se R.R=I / D f0g,
então, para todo r 2 R, r Ns D N0 e, consequentemente, rs 2 I . Como r � rs 2 I ,
temos que r 2 I e, assim, R D I , contrariando a maximalidade de I . Seja N
um R-submódulo não nulo deM Š R=I . Então existe J El R; I � J tal que
N Š J=I . Como I é maximal, devemos ter J D R e, portanto, N DM .

Exercício 1.2.18. Mostre queM é um Z-módulo simples se, e somente se,M é
finito e jM j D p, p primo. Conclua que seR é um anel tal queR2 D f0g eR não
possui ideais não triviais, então R é um grupo abeliano com p elementos, onde o
produto de quaisquer dois elementos de R é nulo.

A seguir, apresentamos um importante resultado sobre R-módulos simples,
conhecido como Lema de Schur.

Lema 1.2.19 (Schur). SejamM;N R-módulos simples. Então:

1. Todo R-homomorfismo não nulo f W M ! N é um isomorfismo;

2. EndR.M/ é um anel de divisão.
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Demonstração. Para demonstrar o primeiro item, basta lembrarmos que Ker.f /
é um R-submódulo de M e Im.f / é um R-submódulo de N . Com isso, como
f é não nulo, Ker.f / ¤ M e como M é simples, temos que Ker.f / D f0g e,
assim, f é injetiva. Por outro lado, como Im.f / ¤ f0g, usando a simplicidade
de N obtemos que Im.f / D N e, portanto, f é um isomorfismo. Para verificar
que EndR.M/ é um anel divisão, basta observar que se f 2 EndR.M/ é não
nulo, utilizando a simplicidade de M e os argumentos acima, obtemos que f é
invertível.

Dados doisR-módulosM eN , podemos construir um novoR-móduloM�N ,
definindo para todos m1; m2; m 2M , n1; n2; n 2 N e r 2 R

1. .m1; n1/C .m2; n2/ D .m1 Cm2; n1 C n2/;

2. r.m; n/ D .rm; rn/.

Agora, seja fMigi2I uma família de R-módulos e consideremos

M D
Y
i2I

Mi D f.mi /i2I W mi 2Mig:

EmM , definimos

1. .mi /i2I C .m0
i /i2I D .mi Cm

0
i /i2I ;

2. r.mi /i2I D .rmi /i2I ; r 2 R.

Com as operações assim definidas, M é um R-módulo, chamado de produto
direto (externo) da família fMigi2I .

Agora, sejam fMigi2I uma família de R-módulos e M D
Q
i2I

Mi . Uma

sequência .mi /i2I 2 M tal que mi D 0, exceto para um número finito de ín-
dices, é chamada de sequência quase nula. O conjunto de todas as sequências
quase nulas deM é chamado de soma direta (externa) da família fMigi2I e é de-
notada por

L
i2I

Mi . Quando I D f1; 2; : : : ; kg é finito, a soma e o produto direto

da família fMigi2I coincidem e escreveremos M1 ˚ � � � ˚Mk . Se na soma di-
retaM1 ˚ � � � ˚Mk os R-módulosMi são iguais a um R-módulo fixoM , então
denotaremosM1 ˚ � � � ˚Mk porM .n/.

Exercício 1.2.20. Sejam fMigi2I uma família de R-módulos,
Q
i2I

Mi e
L
i2I

Mi o

produto direto e a soma direta desta família, respectivamente. Mostre que:
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(a)
L
i2I

Mi é um R-submódulo de
Q
i2I

Mi .

(b) Para cada k 2 I, a projeção canônica�k W
Q
i2I

Mi !Mk é um epimorfismo

de R-módulos.

(c) Para cada k 2 I, a imersão canônica ik W Mk !
L
i2I

Mi é um monomor-

fismo de R-módulos.

Exercício 1.2.21. ConsideremosM;M1; : : : ;Mk como R-módulos. Mostre que
M Š M1 ˚ � � � ˚ Mk se, e somente se, para cada j D 1; : : : ; k, existem R-
homomorfismos �j W M !Mj e ij W Mj !M tais que:

(a) �j ı ij D idMj
, para j D 1; 2; : : : ; k.

(b) �j ı il D 0, se j ¤ l .

(c) i1 ı �1 C � � � C ik ı �k D idM .

Se fMigi2I é uma família deR-módulos, oR-módulo gerado por esta família
é chamado de soma dos módulos Mi e é denotado por

P
i2I

Mi . Quando I D

f1; 2; : : : ; kg é finito, denotamos esta soma porM1 C � � � CMk . É fácil verificar
que

P
i2I

Mi consiste de todas as somas finitas mi1 C � � � Cmik , onde mij 2Mij .

A próxima proposição caracteriza a soma direta de R-módulos.

Proposição 1.2.22. Seja fMigi2I uma família deR-submódulos de umR-módulo
M . São equivalentes:

1. Todo elemento m 2 M se escreve de modo único na forma m D
P
i2I

mi ,

onde mi 2Mi , para todo i 2 I, e a sequência .mi /i2I é quase nula;

2. M D
P
i2I

Mi e se
P
i2I

mi D 0, então mi D 0, para todo i 2 I;

3. M D
P
i2I

Mi eMj \

 P
i¤j

Mi

!
D f0g, para todo j 2 I.

UmR-móduloM que satisfaz uma das condições acima (e portanto, todas) é cha-
mado de soma direta (interna) da família fMigi2I . Nas condições acima, temos
queM Š

L
i2I

Mi .
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Demonstração. É imediato que .1/ ) .2/. Para mostrar que .2/ ) .3/, seja

m 2 Mj \

 P
i¤j

Mi

!
. Então m 2 Mj e m 2

P
i¤j

Mi . Logo,
P
i¤j

mi � m D 0

e portanto m D 0. Para verificar que .3/ ) .1/, como M D
P
i2I

Mi , dado

m 2 M , existe uma sequência quase nula .mi /i2I tal que m D
P
mi . Suponha

que m D
P
m0
i , onde .m

0
i /i2I é outra sequência quase nula. Então, para todo

j 2 I,mj �m0
j D

P
i¤j

.mi �m
0
i / 2Mj \

 P
i¤j

Mi

!
D f0g. Portantomj D m0

j ,

para todo j 2 I, e a escrita é única. Com isso, o isomorfismo M Š
L
i2I

Mi é

claro.

Observamos que para todo R-móduloM , temosM DM ˚ f0g.
Como um exemplo de soma direta deR-submódulos, consideremos oZ-módulo

Z6 D f0; 1; : : : ; 5g. Os conjuntosM1 D f0; 2; 4g eM2 D f0; 3g sãoZ-submódulos
de Z6 tais queM1 \M2 D f0g e Z6 DM1 CM2. Portanto, Z6 DM1 ˚M2.

Em geral, deixamos como exercício o seguinte resultado.

Exercício 1.2.23. Mostre que, se n D p˛1

1 � � �p
˛k

k
é a fatoração em primos de um

inteiro positivo n, então Zn Š Z
p

˛1
1

˚ � � � ˚ Z
p

˛k
k

como Z-módulos.

Exercício 1.2.24. Com a notação do Exemplo 1.1.29, mostre queMn.R/ D C1˚

� � � ˚ Cn comoMn.R/-módulos.

Exercício 1.2.25. Sejam fMigi2I uma família de R-módulos e N um R-módulo.
Mostre que:

(a) HomR
�L
i2I

Mi ; N

�
Š
Q
i2I

HomR.Mi ; N /;

(b) HomR
�
N;

Q
i2I

Mi

�
Š
Q
i2I

HomR.N;Mi /.

Observação 1.2.26. Tudo que fizemos até agora com relação a somas e produtos
diretos deR-módulos pode ser estendido para a classe dos anéis demaneira natural.
Se fRigi2I é uma família de anéis, então o conjunto R D

Q
i2I

Ri é um anel, com

produto dado por .ri /i2I.r 0
i /i2I D .rir

0
i /i2I e adição definida como no caso de

R-módulos. Da mesma forma, definimos a soma direta da família fRigi2I e, com
as devidas alterações, os resultados exibidos são válidos na classe dos anéis.
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Seja N1 6 M , onde M é um R-módulo. Dizemos que N1 é um somando
direto deM se existe N2 6M tal queM D N1 ˚N2.

Lema 1.2.27. SejamM um R-módulo, N1; N2 6M , e suponha queM D N1˚
N2. EntãoM=N1 Š N2.

Demonstração. ComoM D N1˚N2, dadom 2M , existem n1 2 N1, n2 2 N2
tais que m D n1 C n2. Defina f W M ! N2 por f .n1 C n2/ D n2. Então f é
um epimorfismo com Ker.f / D N1.

Corolário 1.2.28. Z, como Z-módulo, não possui somandos diretos não triviais.

Demonstração. Como sabemos, os Z-submódulos de Z são cíclicos. Logo, supo-
nha que Z D hmi ˚ N , para algum N 6 Z. Assim, N Š Z=hmi D Zm, mas,
como Z não possui submódulos finitos, chegamos em um absurdo.

Corolário 1.2.29. SejamM um R-módulo e N 6 M . Se N1; N2 6 M são tais
queM D N ˚N1 D N ˚N2, então N1 Š N2.

A seguir, daremos uma caracterização de somandos diretos em um R-módulo
M .

Proposição 1.2.30. SejamM um R-módulo e N 6 M . Então N é um somando
direto deM se, e somente se, existe f 2 EndR.M/ tal que f 2 D f e Im.f / D
N .

Demonstração. Suponha queN é um somando direto deM . EntãoM D N˚N 0,
para algum N 0 6M . Consideremos

f W M D N ˚N 0
! N

dada por f .n C n0/ D n. Claramente, Im.f / D N e f .f .n C n0// D f .n/ D

f .nC n0/.
Reciprocamente, seja f 2 EndR.M/ tal que f 2 D f e Im.f / D N .

Afirmamos que M D Ker.f / ˚ Im.f /. De fato, primeiramente observe que
m D .m � f .m//C f .m/ e que m � f .m/ 2 Ker.f /, já que f 2 D f .

Agora, se m 2 Ker.f / \ Im.f /, então f .m/ D 0 e existe m0 2 M tal que
f .m0/ D m. Como f 2 D f , temos que m D f .m0/ D f .f .m0// D f .m/ D 0.
Com isso m D 0 e M D Ker.f / ˚ Im.f /, conforme afirmamos. Portanto,
Im.f / D N é um somando direto deM .
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Agora, queremos estender a noção familiar de base de um espaço vetorial para
a classe dos módulos sobre um anel.
Definição 1.2.31. Um conjunto S D fmigi2I de elementos de um R-móduloM
é chamado de linearmente independente (ou R-livre), se para toda combinação
linear finita de elementos de S com coeficiente em R

ri1mi1 C � � � C ritmit D 0

implica que ri1 D � � � D rit D 0.

Definição 1.2.32. Um conjunto S D fmigi2I de elementos de um R-módulo
M é chamado de base de M sobre R (ou uma R-base de M ), se é linearmente
independente e geraM . Se um R-móduloM possui uma R-base, então dizemos
queM é livre. Dizemos queM é livre de posto finito, seM possui uma R-base
finita.

Nem todo R-módulo possui uma R-base. Como um exemplo, consideremos
Zn como Z-módulo. Para todo r 2 Zn, temos que nr D 0 e n ¤ 0 em Z. Isto
nos diz que nenhum subconjunto de Zn é linearmente independente sobre Z e,
portanto, Zn não possui uma Z-base.
Exemplo 1.2.33. Se R é uma anel com unidade, então R ˚ R é livre. De fato, o
conjunto f.1; 0/; .0; 1/g é uma R base de R ˚ R. Em geral, se I é um conjunto
arbitrário de índices, denote por R.I/ a soma direta de jIj cópias de R, isto é,
R.I/ D

L
i2I

Ri , onde Ri D R, para todo i 2 I. Então R.I/ é livre, com R-base

dada por fei W i 2 Ig, onde, ej D .ri /i2I são tais que rj D 1 e ri D 0, se i ¤ j .
O exemplo anterior pode ser generalizado como no seguinte teorema.

Teorema 1.2.34. Sejam R um anel com unidade e M um R-módulo. Então M
é livre se, e somente se, M é soma direta de uma família de R-módulos cíclicos,
sendo cada um deles isomorfo a R como R-módulo.
Demonstração. Suponha queM é livre e seja B umaR-base deM . Dadom 2 B,
a aplicação f W R! Rm dada por f .r/ D rm é um epimorfismo de R-módulos.
Como B é linearmente independente, se rm D 0, então r D 0. Logo, f é injetiva
e R Š Rm, como R-módulos. Portanto, como B é uma R-base deM , pela Pro-
posição 1.2.22,M Š

L
m2B

Rm.

Reciprocamente, suponha que M Š R.I/, para algum conjunto I. Pelo
Exemplo 1.2.33, fei W i 2 Ig é uma R-base de R.I/. Utilizando o isomorfismo
M Š R.I/ obtemos uma R-base deM . Portanto,M é livre.
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Observação 1.2.35. Se R é um anel com unidade, a demonstração do teorema
anterior nos mostra como construir um R-módulo livre a partir de um conjuntoX .
De fato, sejaM D R.X/. Na notação da demonstração, fex W x 2 Xg é uma base
deM e, então,M Š

L
x2X

Rex . Identificando ex com x,M pode ser escrito comoL
x2X

Rx e, com essa identificação, X é uma R-base de M . Neste caso, dizemos

queM é o R-módulo livremente gerado por X .
No exercício a seguir, o leitor pode verificar algumas diferenças entre R-mó-

dulos livres e espaços vetoriais.

Exercício 1.2.36. Dê exemplos de:

(a) Um conjunto gerador de umR-móduloM , que não contém uma base deM .

(b) Um conjunto linearmente independente de elementos de um R-móduloM ,
que não está contido em uma base deM .

(c) Um R-submódulo de um R-módulo livre, que não é livre.

Exercício 1.2.37. Seja R um anel com unidade. Mostre que todo R-módulo é
isomorfo ao quociente de algum R-módulo livre.

Agora, vamos introduzir o conceito de produto tensorial de R-módulos. Para
isso, vamos dar uma motivação considerando V um espaço vetorial de dimensão
finita sobre um corpo F e K um corpo que contém F . Vamos estender V a um
espaço vetorial sobre K da seguinte maneira: seja fv1; : : : ; vng uma base de V
sobre F . Então V K D spanKfv1; : : : ; vng é um espaço vetorial sobre K que con-
tém V . Esse processo depende da base escolhida de V sobre F . Além disso, esse
processo não pode ser estendido à classe dosR-módulos, pois umR-módulo pode
não possuir uma base. A seguir, iremos fornecer uma construção que generaliza o
processo acima.

No que segue, utilizaremos a seguinte notação: RM denotará umR-módulo à
esquerda eMR denotará um R-módulo à direita.
Observação 1.2.38. Como vimos no Exercício 1.2.3, se R é um anel comutativo,
então todoR-módulo à esquerda é umR-módulo à direita. A partir de agora, todo
móduloM sobre um anel comutativo R será um R-módulo à direita e à esquerda
via rm D mr , para todo m 2M; r 2 R.

Definição 1.2.39. SejamMR eRN R-módulos eL oZ-módulo livremente gerado
pelo conjuntoM �N . Seja W o Z-submódulo de L gerado pelos elementos
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1. .m1 Cm2; n/ � .m1; n/ � .m2; n/;

2. .m; n1 C n2/ � .m; n1/ � .m; n2/;

3. .mr; n/ � .m; rn/,

para todo m1; m2; m 2 M , n1; n2; n 2 N , r 2 R. O Z-módulo quociente T D
L=W é chamado de produto tensorial deM e N e é denotado porM ˝R N . A
classe .m; n/ 2 T é denotada por m˝ n e a classe .0; 0/ 2 T é denotada por 0.

Assim, os geradores m˝ n deM ˝R N satisfazem as seguintes relações:

1. .m1 Cm2/˝ n D m1 ˝ nCm2 ˝ n;

2. m˝ .n1 C n2/ D m˝ n1 Cm˝ n2;

3. mr ˝ n D m˝ rn

para todom1; m2; m 2M , n1; n2; n 2 N , r 2 R. Como consequência da relação
3 acima, temos que, para todo m 2M e n 2 N ,

m˝ 0 D 0˝ n D 0˝ 0 D 0:

Um elemento típico de L é a soma
nP
iD1

˛i .mi ; ni /, ˛i 2 Z; mi 2 M;ni 2 N .

Assim, uma classe emT é da forma
nP
iD1

˛i .mi˝ni /. Com isso, deve ficar claro que

um elemento deM ˝RN não necessariamente é da formam˝n,m 2M;n 2 N .
Como estamos trabalhando com classes, é possível que m ˝ n D m0 ˝ n0 em
M ˝R N , mas m ¤ m0 e n ¤ n0: basta observar que, como acima, 0 pode ser
escrito de várias maneiras diferentes. Além disso, é possível queM ˝RN D f0g,
mesmo queM ¤ f0g e N ¤ f0g.

Exemplo 1.2.40. Se m > 2, então Q ˝Z Zm D f0g. De fato, seja a
b
˝ n um

gerador de Q˝Z Zm. Então

a

b
˝ n D

a

bm
m˝ n D

a

bm
˝mn D

a

bm
˝ 0 D 0:

Exercício 1.2.41. Mostre que se R D Z, então a condição 3, da Definição 1.2.39,
é consequência das condições 1 e 2.
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Exercício 1.2.42. Mostre que se m; n 2 Z são tais que mdc.m; n/ D 1, então
Zm ˝Z Zn D f0g.

Agora, vamos mostrar a unicidade do produto tensorial. Para isso, precisamos
da seguinte definição.

Definição 1.2.43. SejamMR e RN R-módulos e P um Z-módulo. Dizemos que
uma aplicação f W M �N ! P é uma aplicação balanceada se satisfaz:

1. f .m1 Cm2; n/ D f .m1; n/C f .m2; n/;

2. f .m; n1 C n2/ D f .m; n1/C f .m; n2/;

3. f .mr; n/ D f .m; rn/

para todo m;m1; m2 2M , n; n1; n2 2 N e r 2 R.

É fácil verificar que b W M �N !M ˝RN dada por b.m; n/ D m˝n é uma
aplicação balanceada, chamada de aplicação balanceada canônica. Considerando
osR-módulosMR e RN e um Z-módulo P , a importância dessa aplicação é dada
no próximo teorema.

Teorema 1.2.44. Se f W M �N ! P é uma aplicação balanceada, então existe
um único Z-homomorfismo Nf W M ˝R N ! P tal que Nf ı b D f . Além disso, o
produto tensorialM ˝R N é unicamente determinado, a menos de isomorfismos,
por esta propriedade.

Demonstração. Sejam L eW como na Definição 1.2.39. ComoM �N é uma Z-
base de L, a aplicação f W M �N ! P se estende a um único Z-homomorfismo
f 0 W L! P . Como f é balanceada, temos queW � Ker.f 0/.

Afirmamos que a aplicação Nf W L=W DM˝RN ! P dada por Nf .m˝n/ D
f 0.m; n/ é um Z-homomorfismo bem definido.

M �N M ˝R N

P

b

f
f

De fato, se m ˝ n D m0 ˝ n0, então .m; n/ � .m0; n0/ 2 W . Como W �

Ker.f 0/, f 0.m; n/ D f 0.m0; n0/ e, portanto, Nf .m˝ n/ D Nf .m0 ˝ n0/.
Com isso, . Nf ı b/.m; n/ D Nf .m ˝ n/ D f 0.m; n/ D f .m; n/, para todo

.m; n/ 2M �N . Portanto, Nf ı b D f .
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Agora, seja g W M ˝R N ! P outro Z-homomorfismo tal que g ı b D f .
Então

g.m˝ n/ D g.b.m; n// D f .m; n/ D Nf .b.m; n// D Nf .m˝ n/:

Assim, g D Nf .
Observe que aplicando o resultado para b, temos que existe um único Z-ho-

momorfismo Nb tal que Nb ı b D b. Como idM˝RN ı b D b, da unicidade temos
que Nb D idM˝RN .

Agora, suponha que T 0 seja outroZ-módulo junto com uma aplicação balance-
ada b0 W M �N ! T 0 que satisfaz as condições do teorema, isto é, que para qual-
quer aplicação balanceada f W M � N ! P , existe um único Z-homomorfismo
Nf W T 0 ! P tal que Nf ı b0 D f . Vamos mostrar que T 0 Š M ˝R N como

Z-módulos.
Ao considerar o exposto acima para a aplicação b, temos que existe um único

Z-homomorfismo Nb W T 0 !M ˝R N tal que Nb ı b0 D b.
Da mesma forma, como M ˝R N e b satisfazem as condições do teorema,

existe um único Z-homomorfismo Nb0 W M ˝R N ! T 0 tal que Nb0 ı b D b0.

M ˝R N

M �N T 0

M ˝R N

b0
b

b0

b
b

Logo,
. Nb ı Nb0/ ı b D b e . Nb0 ı Nb/ ı b0

D b0:

Da unicidade, devemos ter Nb ı Nb0 D idT 0 e Nb0 ı Nb D idM˝RN . Portanto, Nb é
um isomorfismo de Z-módulos e, assim, T 0 ŠM ˝R N .

O teorema acima é chamado de propriedade universal do produto tensorial.
O teorema nos diz que de certa forma o produto tensorial “lineariza” aplicações
balanceadas. Vejamos uma aplicação dessa propriedade.

Lema 1.2.45. Sejam MR;M
0
R;RN;RN

0 R-módulos e f W M ! M 0, g W N !
N 0 R-homomorfismos. Então existe um único Z-homomorfismo h W M ˝R N !
M 0 ˝R N

0 tal que h.m˝ n/ D f .m/˝ g.n/.
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Demonstração. Pela definição de produto tensorial, a aplicação h0 W M � N !

M 0˝RN
0 dada por h0.m; n/ D f .m/˝g.n/ é balanceada. Pelo Teorema 1.2.44,

existe um único Z-homomorfismo h W M ˝R N !M 0˝R N
0 tal que h ı b D h0.

Portanto, h.m˝ n/ D h.b.m; n// D h0.m; n/ D f .m/˝ g.n/.

Observe que, até agora, M ˝R N é apenas um Z-módulo. Com a propri-
edade universal do produto tensorial, podemos dar uma estrutura de R-módulo
paraM ˝R N . Antes, precisamos da seguinte definição.

Definição 1.2.46. Sejam R e S anéis e .M;C/ um grupo abeliano. Dizemos que
M é um .R; S/-bimódulo se M é simultaneamente um R-módulo à esquerda e
um S -módulo à direita e, para todo r 2 R; s 2 S e m 2 M , .rm/s D r.ms/. Se
R D S , dizemos simplesmente queM é um R-bimódulo. Utilizaremos a notação
RMS para dizer queM é um .R; S/-bimódulo. SeM eN são .R; S/-bimódulos,
dizemos que f W M ! N é um homomorfismo de .R; S/-bimódulos se é um
R-homomorfismo e um S -homomorfismo.

Note que, pela Observação 1.2.38, se R é um anel comutativo, então todo R-
módulo é um R-bimódulo.

Teorema 1.2.47. Sejam R e S anéis e SMR;RNS bimódulos como indicado. En-
tão:

1. M˝RN é um S -módulo tal que s.m˝n/ D sm˝n, para todo s 2 S;m 2
M;n 2 N ;

2. se f W M !M 0 é um homomorfismo de .S;R/-bimódulos e g 2 N ! N 0

é um R-homomorfismo, então f ˝ g W M ˝R N ! M 0 ˝R N
0 dada por

.f ˝ g/.m˝ n/ D f .m/˝ g.n/ é um S -homomorfismo.

Demonstração. Para mostrar o item 1, para cada s 2 S , defina

fs W M �N !M ˝R N por fs.m; n/ D sm˝ n:

Pela definição do produto tensorial, fs é balanceada e, pelo Teorema 1.2.44,
existe um único Z-homomorfismo

Nfs W M ˝R N !M ˝R N tal que Nfs.m˝ n/ D sm˝ n:

Para cada x D
kP
iD1

mi˝ni , defina sx como o elemento Nfs.x/ D
kP
iD1

Nfs.mi˝

ni /D
kP
iD1

smi ˝ ni . Como Nfs é um Z-homomorfismo, sx não depende da forma
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como x é escrito como a soma de geradores. Agora, é fácil verificar queM ˝RN
é um S -módulo. O item 2 será deixado como exercício.

Nesse ponto, deve estar clara a importância da propriedade universal do pro-
duto tensorial. No teorema anterior, poderíamos ter definido diretamente s.m ˝
n/ D sm ˝ n, mas como M ˝R N é um conjunto de classes de equivalência,
esse produto poderia não estar bem definido. A propriedade universal do produto
tensorial nos permite dar uma estrutura de S -módulo bem definida aM ˝R N .

Vejamos mais alguns exemplos da aplicação da propriedade universal do pro-
duto tensorial.

Exemplo 1.2.48. Se R é um anel com unidade eM é um R-módulo, então

R˝RM ŠM:

De fato, como R é um R-bimódulo, R ˝R M é um R-módulo. É fácil ver que a
aplicação f W R �M ! M , dada por f .r;m/ D rm, é balanceada. Logo, pelo
Teorema 1.2.44, existe um único Z-homomorfismo

Nf W R˝RM !M tal que Nf .r ˝m/ D rm:

Note que se r 0 2 R, então Nf .r 0.r˝m// D Nf .r 0r˝m/ D r 0.rm/ D r 0 Nf .r˝m/ e,
assim, Nf é umR-homomorfismo. Seja g W M ! R˝RM dado por g.m/ D 1˝m.

Dado r 2 R, temos que g.rm/ D 1˝ rm D r ˝ m D r.1˝ m/ D rg.m/.
Logo, g é um R-homomorfismo, Nf .g.m// D Nf .1˝m/ D m e g. Nf .r ˝m// D
g.rm/ D 1˝ rm D r ˝m. Portanto, Nf é um R-isomorfismo e R˝RM ŠM .

Proposição 1.2.49. Sejam RM1;RM2; NR R-módulos. Então

N ˝R .M1 ˚M2/ Š .N ˝RM1/˚ .N ˝RM2/:

Demonstração. De fato, considere a aplicação

f W N � .M1 ˚M2/! .N ˝RM1/˚ .N ˝RM2/

dada por f .n; .m1; m2// D .n˝m1; n˝m2/. Temos que f é balanceada e, pelo
Teorema 1.2.44, induz um R-homomorfismo

Nf W N ˝R .M1 ˚M2/! .N ˝RM1/˚ .N ˝RM2/

dado por Nf .n˝ .m1; m2// D .n˝m1; n˝m2/. Vamos construir a inversa de Nf .
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Sejam ij W Mj ! M1 ˚M2, j D 1; 2 as imersões canônicas. As aplicações
gj W N � Mj ! N ˝R .M1 ˚ M2/ dadas por gj .n;mj / D n ˝ ij .mj / são
balanceadas. Pelo Teorema 1.2.44, as aplicações gj induzem R-homomorfismos
Ngj W N ˝R Mj ! N ˝R .M1 ˚ M2/ que, novamente pelo Teorema 1.2.44,
induzem um R-homomorfismo

g W .N ˝RM1/˝R .N ˝RM2/! N ˝R .M1 ˚M2/

dado por g.n1 ˝ m1; n2 ˝ m2/ D n1 ˝ .m1; 0/C n2 ˝ .0;m2/. Agora, temos
que

. Nf ı g/.n1 ˝m1; n2 ˝m2/ D Nf .n1 ˝ .m1; 0/C n2 ˝ .0;m2//

D .n1 ˝m1; 0/C .0; n2 ˝m2/

D .n1 ˝m1; n2 ˝m2/

e
.g ı Nf /.n˝ .m1; m2// D g.n˝m1; n˝m2/

D n˝ .m1; 0/C n˝ .0;m2/

D n˝ .m1; m2/:

Portanto, Nf é um R-isomorfismo.

Exercício 1.2.50. Sejam fRMi W i 2 Ig uma família de R-módulos e NR um

R-módulo. Mostre que N ˝R
�L
i2I

Mi

�
Š
L
i2I
.N ˝RMi /.

Exercício 1.2.51. SejamR e S anéis eMR;R L;RNS (bi)módulos como indicado.
Mostre que M ˝R .N ˝S L/ Š .M ˝R N/ ˝S L. Com isso, escreveremos
M ˝R N ˝S L. Generalize a construção do produto tensorial de n (bi)módulos.

Exercício 1.2.52. SejamM;N R-bimódulos. Mostre queM ˝RN Š N ˝RM .

Exercício 1.2.53. Sejam R um anel com unidade, I Er R e RM um R-módulo.
Mostre que:

(a) R=I ˝RM ŠM=IM como Z-módulos.

(b) Conclua que se J El R, então R=I ˝R R=J Š R=.I C J / como Z-
módulos. Além disso, se R é comutativo e I; J são ideais de R, então o
isomorfismo é de R-módulos.
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Exercício 1.2.54. Mostre que Zm ˝Z Zn Š Zd , onde d D mdc.m; n/.

Exercício 1.2.55. Seja D um anel de divisão. Mostre que vale o isomorfismo
Mn.D/˝RMm.D/ ŠMnm.D/.

Exercício 1.2.56. Sejam R um anel e I E R. Mostre que R˝R I Œx� Š RŒx�.

SejaR um anel comutativo. Comomencionamos anteriormente, umR-módulo
M tem estrutura natural de R-bimódulo. Com isso, pelo Teorema 1.2.47, se N
também é um R-módulo, entãoM ˝R N é um R-bimódulo e

r.m˝ n/ D rm˝m D mr ˝ n D m˝ rn D m˝ nr D .m˝ n/r:

Sejam R um anel comutativo e M;N e P R-(bi)módulos. Uma aplicação
f W M � N ! P é dita uma aplicação bilinear se para todo m;m1; m2 2 M ,
n; n1; n2 2 N , r 2 R:

1. f .m1 Cm2; n/ D f .m1; n/C f .m2; n/;

2. f .m; n1 C n2/ D f .m; n1/C f .m; n2/;

3. f .rm; n/ D rf .m; n/ D f .m; rn/.

Assim, toda aplicação bilinear é uma aplicação balanceada. Além disso, seR é
comutativo, então b W M�N !M˝RN , a aplicação balanceada canônica, é uma
aplicação bilinear. Neste contexto, b é chamada de aplicação bilinear canônica.
Com isso, temos uma extensão do Teorema 1.2.44, para o caso em que R é um
anel comutativo.

Teorema 1.2.57. Considere os R-módulos M;N e P , onde R é um anel comu-
tativo. Se f W M � N ! P é uma aplicação bilinear, então existe um único
R-homomorfismo Nf W M ˝R N ! P tal que Nf ı b D f . Além disso, o R-
móduloM ˝R N é unicamente determinado, a menos de isomorfismos, por esta
propriedade.

Nosso próximo objetivo é mostrar que o produto tensorial deR-módulos livres
é livre. Para isso, mostraremos o seguinte.

Teorema 1.2.58. Seja R um anel com unidade. Se MR é um R-módulo e RN é
um R-módulo livre com R-base Y , então todo elemento x deM ˝R N pode ser

escrito de maneira única na forma x D
kP
iD1

mi ˝ yi , onde os y0
is são elementos

distintos de Y .
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Antes de apresentar a demonstração, vamos explicar o significado de “maneira

única” no enunciado do teorema anterior. Se x D
kP
iD1

mi˝yi e x0 D

tP
jD1

mj˝zj ,

commi ; mj 2M e yi ; zj 2 Y , podemos, se necessário, inserir termos 0˝y; y 2

Y , nas somas e assumir que x D
kP
iD1

mi ˝ yi e x0 D

kP
iD1

m0
i ˝ yi . Assim, dizer

que x pode ser escrito de maneira única como x D
kP
iD1

mi ˝ yi significa afirmar

que se
kP
iD1

mi ˝ yi D
kP
iD1

m0
i ˝ yi , então mi D m0

i para todo i D 1; : : : ; k. Em

particular, se x D
kP
iD1

mi ˝ yi D 0, então mi D 0 para todo i D 1; : : : ; k.

Demonstração. Para cada y 2 Y , sejaMy uma cópia deM e considere
L
y2Y

My .

Como Y é linearmente independente, para cada y 2 Y , temos um R-isomorfismo
fy W R ! Ry dado por fy.r/ D ry. Logo, para cada y 2 Y , temos um R-
isomorfismo

idM ˝ f
�1
y W M ˝R Ry !M ˝R R ŠM DMy

dado por .idM ˝ f �1
y /.m˝ ry/ D mr . Assim, temos um R-isomorfismo f :

M ˝R N ŠM ˝R

0@M
y2Y

Ry

1A ŠM
y2Y

.M ˝R Ry/ Š
M
y2Y

My

e para todo m 2 M; z 2 Y , f .m ˝ z/ D .my/y2Y 2
L
y2Y

My , onde mz D m

e my D 0, se y ¤ z, ou seja, f .m˝ z/ D iz.m/, onde iz W Mz !
L
y2Y

My é a

imersão canônica. Agora, todo elemento u 2
L
y2Y

My é escrito como uma soma

finita iy1
.m1/C � � � C iyk

.mk/ D f .m1˝ y1/C � � � C f .mk ˝ yk/, onde os y0
i s

são distintos e os m0
i s são elementos não nulos unicamente determinados de M .

Como todo elemento deM ˝R N é da forma f �1.u/, para algum u 2
L
y2Y

My ,

o teorema está mostrado.
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A seguir, apresentamos dois importantes corolários desse teorema.

Corolário 1.2.59. Sejam R um anel com unidade e MR;RN R-módulos livres
comR-basesX e Y , respectivamente. EntãoM ˝RN é umR-módulo (à direita)
livre com base W D fx ˝ y W x 2 X; y 2 Y g de cardinalidade jX jjY j.

Corolário 1.2.60. SejamR um anel com unidade e S um subanel deR que contém
1R. SeM é um S -módulo livre com S -base X , então R ˝S M é um R-módulo
livre com base f1R ˝ x W x 2 Xg de cardinalidade jX j.

Neste livro, estaremos interessados no produto tensorial deR-módulos quando
R é um corpo, isto é, no produto tensorial de espaços vetoriais.

Dado um espaço vetorial V sobre um corpo F , denotamos a dimensão de V
sobreF por dimF .V /. SeK é um corpo que contémF , claramenteK é um espaço
vetorial sobre F . Assim, podemos formar o produto tensorial V K D V ˝F K,
o espaço vetorial sobre K obtido a partir de V através da extensão de escalares.
Como consequência do corolário anterior, temos o seguinte.

Corolário 1.2.61. Sejam F um corpo, K um corpo que contém F e V um F -
espaço vetorial. Então o K-espaço vetorial V K D V ˝F K possui uma base
BK D fv ˝ 1 W v 2 Bg, onde B é uma F -base de V e dimF .V / D dimK.V K/.

Terminamos a seção informando que, em algumas situações, ao trabalhar com
módulos M e N sobre um mesmo anel R, omitiremos o índice na notação do
produto tensorial obtido, ou seja, usaremos simplesmente M ˝ N no lugar de
M ˝R N .

Exercícios V ou F da Seção 1.2: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, R representa um
anel e A, B e C são R-módulos.

.1/ Seja f W A! B um homomorfismo de R-módulos. Se C é R-submódulo
de B , então f �1.C / D fa 2 A W f .a/ 2 C g é R-submódulo de A.

.2/ Se R é um domínio de integridade e M um R-módulo, então o conjunto
T .M/ D fm 2 M W am D 0; para algum a 2 Rg é um R-submódulo de
M .

.3/ Se A é um R-submódulo de B e B é livre, então A é livre.

.4/ Se A e B são R-módulos simples, entãoHomR.A;B/ D f0g.
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.5/ Se A˝R B Š A˝R C , então B Š C .

.6/ SejaM um R-módulo e considere A � B submódulos deM . SeM=A Š
M=B , então A D B .

.7/ Se V e U são F -espaços vetoriais de dimensão finita, então

dimF .V ˝F U/ D dimF .V /C dimF .U /:

1.3 Anéis semissimples
Nesta seção, vamos demonstrar o Teorema de Wedderburn–Artin, que caracteriza
os anéis artinianos semissimples. Existem basicamente duas definições de anéis ar-
tinianos semissimples, que são equivalentes. Utilizamos cada uma das definições
dependendo se o anel tem unidade ou não.

Recordemos que, durante este livro, os anéis não necessariamente possuem
unidade, mas optamos por estudar a semissimplicidade de anéis com unidade, pois
a exposição dos resultados é mais intuitiva e de maior familiaridade para o leitor
menos avançado. Por outro lado, informamos que é possível fazer o estudo de
anéis artinianos semissimples sem unidade e indicamos o livro de Herstein (1968)
para uma exposição desse assunto. Com isso em mente, durante essa seção, R
denotará um anel com unidade.

Antes de apresentar a definição deR-módulos semissimples, iremos relembrar
o Lema de Zorn e definir anéis artinianos. Para isso, consideremosX um conjunto
e 6 uma relação em X , isto é, um subconjunto de X �X . Dizemos que .X;6/ é
parcialmente ordenado se para todos a; b; c 2 X ,

1. a 6 a (reflexividade);

2. se a 6 b e b 6 a, então a D b (antissimetria);

3. se a 6 b e b 6 c, então a 6 c (transitividade).

Dizemos que a; b 2 .X;6/ são comparáveis se a 6 b ou b 6 a. É fácil
encontrar exemplos de conjuntos parcialmente ordenados, onde dois elementos
não são comparáveis.

Exemplo 1.3.1. Seja X o conjunto formado pelas partes de f1; 2; 3; 4g. Defina
A 6 B se, e somente se, A � B . Então X é parcialmente ordenado, mas os
elementos f1; 2g e f3; 4g não são comparáveis.
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Dizemos que .X;6/ é totalmente ordenado, se é parcialmente ordenado e
quaisquer dois elementos de X são comparáveis.

Exemplo 1.3.2. O conjunto Z com a ordem usual é um conjunto totalmente orde-
nado.

Sejam .X;6/ um conjunto parcialmente ordenado e x 2 X . Dizemos que x
é um elemento maximal em X , se para todo y 2 X que é comparável a x, temos
y 6 x. Observe que, se x é maximal, então não necessariamente y 6 x, para
todo y 2 X , pois podem existir elementos em X que não são comparáveis a x.
Além disso, um conjunto parcialmente ordenado pode possuir infinitos elementos
maximais ou não possuir elemento maximal.

Exemplo 1.3.3. Dê exemplo de um conjunto parcialmente ordenado nas condições
abaixo:

(a) possui infinitos elementos maximais;

(b) não possui elemento maximal.

De maneira análoga definimos elemento minimal em um conjunto parcial-
mente ordenado.

Dizemos que Y � X é uma cadeia se .Y;6/ é totalmente ordenado. Uma cota
superior, em uma cadeia Y � X , é um elemento x 2 X tal que y 6 x, para todo
y 2 Y . Assim, estamos prontos para enunciar o Lema de Zorn.

Lema 1.3.4 (Zorn). Se .X;6/ é um conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadeia em X possui uma cota superior em X , então X contém (pelo menos) um
elemento maximal.

No que segue, se R é um anel eM é um R-módulo, vamos considerar o con-
junto dos R-submódulos deM parcialmente ordenado pela inclusão.

Nas Seções 1.1 e 1.2, utilizamos o conceito de ideal maximal sem garantir sua
existência. Com o Lema de Zorn, estamos aptos para demonstrar esse fato.

Lema 1.3.5. Se R é um anel, então R possui um ideal maximal à esquerda (à
direita, bilateral).

Demonstração. Seja X D fI � R W I El R; I ¤ Rg. Temos que X ¤ ¿, pois
f0g 2 X . Seja Y uma cadeia em X . Então J D

S
I2Y

I é um ideal à esquerda de

R e R ¤ J , pois 1 … I , para todo I 2 Y . Logo, J 2 X é uma cota superior de Y
em X e, pelo Lema 1.3.4, X possui um elemento maximal.
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Exercício 1.3.6. SejamR um anel e I El R. Mostre que existe I 0 El Rmaximal
tal que I � I 0. Conclua que todo elemento não invertível em R pertence a algum
ideal maximal à esquerda de R.

Exercício 1.3.7. Sabemos que Z não possui ideais minimais. Explique por que
não podemos utilizar o Lema de Zorn para garantir a existência de ideais minimais
em um anel.

Dizemos que um R-móduloM é noetheriano (à esquerda), se toda cadeia as-
cendente de R-submódulos deM é estacionária, isto é, se

M1 �M2 � � � �

é uma cadeia de R-submódulos deM , então existe r 2 N tal queMi DMr , para
todo i > r . Analogamente, dizemos que um R-módulo é artiniano (à esquerda),
se toda cadeia descendente de R-submódulos deM é estacionária. Dizemos que
um anel R é noetheriano (artiniano) se R é noetheriano (artiniano) à direita e à
esquerda como R-módulo.

Exemplo 1.3.8. Todo espaço vetorial de dimensão finita é noetheriano e artiniano.

Exemplo 1.3.9. O anelZ é noetheriano, mas não é artiniano. De fato, se nZ emZ
são ideais de Z tais que nZ � mZ, entãom é um divisor de n. Como a quantidade
de divisores de um inteiro é finita, temos que toda cadeia ascendente de ideais de
Z é estacionária e Z é noetheriano. Agora, a cadeia de ideais 2Z � 4Z � � � � �
2nZ � � � � não estaciona. Portanto, Z não é artiniano.

Exercício 1.3.10. Sejam p um primo, Z.p/ D
n
a
pm W a 2 Z; m > 0

o
, e M D

Z.p/=Z. Mostre queM é um Z-módulo artiniano, mas não é noetheriano.

Exercício 1.3.11. Mostre que o anel R D
�

R R
0 Q

�
é artiniano à esquerda, no-

etheriano à esquerda, mas não é artiniano à direita e nem noetheriano à direita.

Exercício 1.3.12. Mostre que todo domínio de integridade artiniano é um corpo.

Agora, vamos utilizar o Lema de Zorn para caracterizar osR-módulos noethe-
rianos e artinianos.

Teorema 1.3.13. SejaM um R-módulo. São equivalentes:
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1. Toda família não vazia de R-submódulos deM contém um elemento maxi-
mal;

2. Todo R-submódulo deM é finitamente gerado;

3. M é noetheriano.

Demonstração. Œ.1/ ) .2/� Suponha que existe N 6 M que não é finitamente
gerado. Considere a família F D fS � M W S 6 N;S é finitamente geradog.
Note que F é não vazio, pois f0g 2 F . Tome N0 um elemento maximal de F ,
que existe por hipótese. Então N0 é finitamente gerado e N0 ¤ N , pois N não é
finitamente gerado. Logo, existe a 2 N�N0 eN1 D N0CRa é umR-submódulo
finitamente gerado de N tal que N0 � N1 e N0 ¤ N1. Dessa maneira, chegamos
a um absurdo, pois N0 é maximal.

Œ.2/ ) .3/� SejaM1 � M2 � � � � uma cadeia ascendente de R-submódulos
de M . Então N D

S
i>1

Mi é um R-submódulo de M que, por hipótese, é finita-

mente gerado. Seja fn1; n2; : : : ; ntg um conjunto gerador de N . Então, para cada
i D 1; : : : ; t , existe ji tal que ni 2 Mji

. Considerando k D maxfj1; : : : ; jtg,
temos ni 2 Mk para todo i D 1; : : : ; t . Logo, N � Mk eMi � Mk , para todo
i > 1. Com isso, segue queMi D Mk para todo i > k. Isso mostra que a cadeia
estaciona e, portanto,M é noetheriano.

Œ.3/ ) .1/� Seja F D fN � M W N 6 M g. Como M é noetheriano, toda
cadeia ascendente de R-submódulos de M possui cota superior, caso contrário
existiria uma cadeia não estacionária. Pelo Lema 1.3.4, F contém um elemento
maximal.

Com uma demonstração análoga, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.3.14. SejaM um R-módulo. São equivalentes:

1. Toda família não vazia de R-submódulos de M possui um elemento mini-
mal;

2. M é artiniano.

Um critério útil para determinar se um R-módulo é noetheriano (artiniano) é
dado no próximo lema.

Lema 1.3.15. SejamM um R-módulo e N 6 M . EntãoM é noetheriano (arti-
niano) se, e somente se, N eM=N são ambos noetherianos (artinianos).
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Demonstração. Vamos demonstrar o resultado para o caso noetheriano, já que o
caso artiniano segue de modo análogo. Suponha que M seja noetheriano e seja
N 6 M . Então todo R-submódulo de N é um R-submódulo de M e, portanto,
toda cadeia ascendente de R-submódulos deN estaciona. Logo, N é noetheriano.
Agora, como todo R-submódulo de M=N é da forma N 0=N , onde N 0 6 M e
N � N 0, como no caso anterior, podemos mostrar queM=N é noetheriano.

Reciprocamente, suponhaN eM=N são noetherianos e sejaM1 �M2 � � � �

uma cadeia de R-submódulos deM . Considere as seguintes cadeias:

M1 \N �M2 \N � � � �

e
.M1 CN/=N � .M2 CN/=N � � � � :

ComoN eM=N são noetherianos, é possível determinar k > 1 tal queMi\N D

Mk \N eMi CN DMk CN , para todo i > k.
Por hipótese, já temos queMk �Mi , para todo i > k. Agora, vamos mostrar

que Mi � Mk . Seja x 2 Mi . Então existe y 2 Mk tal que x C N D y C N .
Logo, x � y 2 N . ComoMk � Mi , temos x � y 2 Mi \N D Mk \N . Logo,
x � y 2Mk e, assim, x 2Mk .

Como consequência do lema anterior, temos os seguintes corolários.

Corolário 1.3.16. Seja M um R-módulo tal que M D M1 C � � � C Mn, onde
cada Mi 6 M , i D 1; : : : ; n. Então M é noetheriano (artiniano) se, e somente
se, cadaMi , i D 1; : : : ; n é noetheriano (artiniano).

Demonstração. Novamente, vamos mostrar somente o caso noetheriano. Se M
é noetheriano, então cada Mi ; i D 1; : : : ; n é noetheriano. Reciprocamente, su-
ponha que M D M1 CM2, onde M1 e M2 são noetherianos. Então M=M1 D

.M1 CM2/=M1 Š M2=.M1 \M2/, que é noetheriano, poisM2 é noetheriano.
Portanto,M é noetheriano. O caso geral segue utilizando o princípio da indução
finita.

Corolário 1.3.17. Se R é um anel noetheriano (artiniano), então todo R-módulo
finitamente gerado é noetheriano (artiniano).

Demonstração. Seja fm1; : : : ; mkg um conjunto gerador deM como R-módulo.

Então M D

kP
iD1

Rmi e, para todo i D 1; : : : ; k, a aplicação fi W R ! Rmi

dada por fi .r/ D rmi é um epimorfismo de R-módulos e Rmi Š R=Ker.fi /.
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Como R é noetheriano (artiniano), Rmi também o é. Portanto,M é noetheriano
(artiniano).

Exercício 1.3.18. Dê um exemplo de um R-módulo finitamente gerado, que pos-
sui um R-submódulo que não é finitamente gerado.

Exercício 1.3.19. SejaM umR-módulo. Uma série de composição deM é a me-
nor cadeia finita de R-submódulos f0g � M1 � M2 � � � � � Mn�1 � Mn D M

tal que cada módulo quociente MiC1=Mi é simples, 0 6 i 6 n � 1. Se um
R-móduloM possui uma série de composição, então dizemos queM tem compri-
mento finito. Mostre que um R-módulo tem comprimento finito se, e somente se,
é noetheriano e artiniano.

Exercício 1.3.20. Se D é um anel de divisão, então mostre que, para todo n > 1,
Mn.D/ é um anel artiniano e noetheriano.

Agora, vamos introduzir o principal conceito desta seção.

Definição 1.3.21. Um R-móduloM é semissimples, se todo R-submódulo de R
é um somando direto. Um anel R é semissimples, se RR é um R-módulo semis-
simples.

Exemplo 1.3.22. Se V é um espaço vetorial de dimensão finita n sobre um corpo
F , então V é um F -módulo semissimples. De fato, seja W um subespaço não
nulo de V . Então toda F -base deW pode ser estendida a uma F -base de V . Com
isso, se fw1; : : : ; wkg é uma F -base de W e fw1; : : : ; wk; wkC1; : : : ; wng é uma
F -base de V , então W 0 D spanF fwkC1; : : : ; wng é um somando direto de W .

Exemplo 1.3.23. Como vimos no Corolário 1.2.28,Z não é um anel semissimples,
pois os únicos somandos diretos de Z são os triviais.

O próximo lema mostra que os R-submódulos não nulos de um R-módulo
semissimples também são semissimples. Mais do que isto, esses possuem um R-
submódulo simples.

Lema 1.3.24. SejamM um R-módulo semissimples e f0g ¤ N 6 M . Então N
é um R-módulo semissimples e possui um R-submódulo simples.
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Demonstração. Se S 6 N , então S 6 M e, como M é semissimples, existe
S 0 6 M tal que M D S ˚ S 0. Afirmamos que N D S ˚ .S 0 \ N/. De fato,
dado n 2 N , existem s 2 S; s0 2 S 0 tais que n D s C s0. Logo, n � s D s0 2 S 0

e como S 6 N , s0 2 S 0 \ N . Com isso, N D S C .S 0 \ N/. Agora, como
S \ .S 0 \N/ D f0g \N D f0g, a afirmação está provada.

Para mostrar queN possui umR-submódulo simples, tomamos n 2 N , n ¤ 0,
e consideramos

F D fN 0
� N W N 0 6 N; n 62 N 0

g:

Temos que F é não vazio, pois f0g 2 F e toda cadeia em F possui elemento
maximal: a união de todos os R-submódulos nesta cadeia. Pelo Lema 1.3.4, F
possui um elemento maximal N1. Como N é semissimples, existe N2 6 N tal
que N D N1˚N2. Afirmamos que N2 é simples. De fato, se não fosse, existiria
N3 6 N2 e comoN2 é semissimples,N2 D N3˚N4, para algumN4 6 N2. Logo
N D N1 ˚ N3 ˚ N4 e N1 D .N1 C N3/ \ .N1 C N4/, já que N1 \ N2 D f0g.
Como n 62 N1, temos que ou n 62 N1 C N3, ou n 62 N1 C N4, contrariando a
maximalidade de N1. Portanto N2 é simples.

Corolário 1.3.25. SeM é um R-módulo semissimples e N 6 M , entãoM=N é
semissimples.

Demonstração. ComoM é semissimples, existe N 0 6 N tal queM D N ˚ N 0.
Pelo Lema 1.2.27,M=N Š N 0 e pelo lema anterior,N 0 é semissimples. Portanto,
M=N é semissimples.

Exercício 1.3.26. Mostre que o Z-módulo Q não é semissimples e não possui um
quociente simples.

A seguir, apresentaremos uma caracterização de módulos semissimples.

Teorema 1.3.27. SejaM um R-módulo. São equivalentes:

1. M é semissimples;

2. M é soma direta de R-submódulos simples;

3. M é soma de R-submódulos simples.

Demonstração. Œ.1/) .2/� Seja

F D
(
N �M W N 6M;N D

M
i2I

Ni ; Ni 6 N simples, para todo i 2 I
)
:
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Pelo Lema 1.3.24, F ¤ ¿. Vamos definir uma ordem parcial em F como segue:L
i2I

Ni 6
L
j2J

Nj se, e somente se, I � J . Com a ordem assim definida, toda

cadeia em F possui elemento maximal. Logo, pelo Lema 1.3.4, F possui um
elemento maximal N0 D

L
i2I

Ni , Ni 6 N simples, para todo i 2 I. Afirmamos

que N0 D M . De fato, suponha que N0 ¤ M . ComoM é semissimples, existe
N 0 6 M tal que M D N0 ˚ N 0. Mas, pelo Lema 1.3.24, N 0 possui um R-
submódulo simples S e N0 �

L
i2I

Ni ˚ S 2 F , o que contraria a maximalidade

de N0.
Œ.2/) .3/� Óbvio.
Œ.3/ ) .1/� Suponha que M D

P
i2I

Mi , onde cada Mi é um R-submódulo

simples deM , para todo i 2 I, e seja N 6M .
Vamos mostrar N é um somando direto deM . Seja

F D

8<:X
j2J

Mj W J � I;

0@X
j2J

Mj

1A \N D f0g
9=; �M:

ComoN ¤M , deve existir i 2 I tal queMi\N D f0g, caso contrário, como
Mi é simples, Mi \ N D Mi eMi � N . Portanto, F ¤ ¿ e, pelo Lema 1.3.4,
F possui um elemento maximalM0 D

P
j2J 0

Mj , para algum J 0 � I.

ComoM0 \N D f0g, para finalizar a demonstração, basta mostrar queM D
M0CN . Se para todo i 2 I,Mi �M0CN , entãoM �M0CN e não há nada
mais para ser feito. Caso contrário, existe i 2 I tal que Mi 6� M0 C N . Como
Mi é simples, necessariamente devemos terMi \ .M0 C N/ D f0g e, portanto,
.MiCM0/\N � .Mi \N/C .M0\N/ D f0g, o que contraria a maximalidade
deM0. Portanto, N é um somando direto deM eM é semissimples.

Corolário 1.3.28. A soma direta de R-módulos semissimples é semissimples.

Corolário 1.3.29. SejaM D
L
i2I

Mi a decomposição de um R-módulo semissim-

ples como soma direta de R-módulos simples. Se N 6 M , então existe J � I
tal que N D

L
i2J

Mi .

Demonstração. Como na demonstração do teorema anterior, dado N 6 M , é
possível encontrar um conjunto de índices J 0 tal queM D N ˚ N 0, onde N 0 DL
i2J 0

Mi . Logo, N ŠM=N 0 Š
L

i2I�J 0

Mi .
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Ao fazer o próximo exercício, o leitor verá que a recíproca do Corolário 1.3.25
não é verdadeira.

Exercício 1.3.30. Dê um exemplo de um R-móduloM , que possui um R-submó-
dulo N tal que N eM=N são semissimples, masM não o é.

Exercício 1.3.31. SejaM um R-módulo semissimples. Mostre que as seguintes
afirmações são equivalentes:

1. M é finitamente gerado;

2. M é a soma direta de um número finito de R-módulos simples;

3. M tem comprimento finito;

4. M é noetheriano e artiniano.

Exercício 1.3.32. Mostre que um R-móduloM é semissimples se, e somente se,
todo R-submódulo cíclico deM é semissimples.

Exercício 1.3.33. Mostre que o Z-módulo Zn é semissimples se, e somente se, n
é livre de quadrados.

Agora, vamos estudar os anéis semissimples. Começamos com o seguinte
teorema.

Teorema 1.3.34. Seja R um anel. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Todo R-módulo é semissimples;

2. R é um anel semissimples;

3. R é a soma direta finita de ideais minimais à esquerda.

Demonstração. Como Œ.1/ ) .2/� e Œ.3/ ) .2/�, basta mostrarmos as implica-
ções abaixo.

Œ.2/ ) .1/� Considerando M um R-módulo, notamos que sempre podemos
tomar X D M como um conjunto gerador de M . Assim, vamos considerar um
conjunto gerador qualquer X D fmi W i 2 Ig de M . A aplicação f W R.I/ !
M dada por f ..ri /i2I/ D

P
i2I

rimi é um epimorfismo de R-módulos. Como

R é semissimples, pelo Corolário 1.3.28, R.I/ é semissimples. Portanto, M é
semissimples.
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Œ.2/ ) .3/� Os R-submódulos simples de R são seus ideais minimais à es-
querda. Logo, pelo Teorema 1.3.27, R D

L
i2I

Li , onde cada Li é um ideal mini-

mal à esquerda de R. Vamos mostrar que a soma é finita. Como R é um anel com
unidade, temos

1 D ri1 C ri2 C � � � C rin

onde rij 2 Lij , j D 1; : : : ; n. Logo, dado r 0 2 R, temos

r 0
D r 0ri1 C r

0ri2 C � � � C r
0rin 2 Li1 ˚ � � � ˚ Lin :

Com isso, R � Li1 ˚ � � � ˚ Lin e, portanto, R D Li1 ˚ � � � ˚ Lin .

Corolário 1.3.35. Seja R D L1 ˚ � � � ˚ Ln a decomposição de um anel semis-
simples como a soma direta de ideais minimais à esquerda. SeM é umR-módulo
simples, então M Š Li , para algum i D 1; : : : ; n. Em particular, a menos de
isomorfismos, existe apenas uma quantidade finita de R-módulos simples.

Demonstração. Como R tem unidade, RM ¤ f0g. Por hipótese, temos que R D
L1˚� � �˚Ln. Logo, existe i 2 f1; : : : ; ng tal queLiM ¤ f0g. MasLiM 6M e
pela simplicidade deM , obtemos que LiM D M . Assim, a aplicação f W Li !
M , dada por f .ri / D rim, é um epimorfismo, cujo núcleo é um R-submódulo
de Li . Da minimalidade de Li , obtemos que Ker.f / D f0g e, portanto, f é um
isomorfismo.

Como consequência do Exercício 1.3.31, também temos o seguinte corolário.

Corolário 1.3.36. Todo anel semissimples é noetheriano e artiniano.

Dizemos que um R-móduloM é homogêneo seM D M1 ˚ � � � ˚Mn, onde
cada Mi , i D 1; : : : ; n, é um R-módulo simples isomorfo a um R-módulo sim-
ples fixoM 0. Seja R D L1˚ � � � ˚Ln a decomposição de um anel semissimples
como a soma direta de ideais minimais à esquerda. Coletando os ideais minimais
à esquerda isomorfos na decomposição acima, concluímos que um anelR é semis-
simples se, e somente se, R é a soma direta de anéis homogêneos. Em particular,
seR é um anel semissimples e homogêneo, então todos osR-módulos simples são
isomorfos.

Exemplo 1.3.37. Todo anel de divisão é semissimples, pois não possui ideais à
esquerda próprios.
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Exemplo 1.3.38. Se D é um anel de divisão, entãoMn.D/ é um anel semissim-
ples, para todo n > 1, pois, pelo Exercício 1.2.24, Mn.D/ D C1 ˚ � � � ˚ Cn e
cada Ci é um ideal minimal à esquerda deMn.D/.

Exemplo 1.3.39. Se F é um corpo, então o anel de polinômios F Œx� não é se-
missimples. De fato, se F Œx� fosse semissimples, então seria um anel artiniano e,
evidentemente, a cadeia hxi � hx2i � � � não é estacionária.

Para continuar nosso estudo, vamos determinar a estrutura do anelEndR.M/,
ondeM é um R-módulo.

É bem conhecido que seV é um espaço vetorial sobre um corpoF de dimensão
finita n, então EndF .V / Š Mn.F /. Em particular, EndF .F / Š F . Sabemos

que se fv1; : : : ; vng é uma F -base de V , então V D
nL
iD1

Fvi .

Além disso, as aplicações fi W F ! Fvi dadas por fi .˛/ D ˛vi são isomor-
fismos de espaços vetoriais, já que F é um F -módulo simples. Portanto,

V Š F ˚ � � � ˚ F„ ƒ‚ …
n vezes

D F .n/

e EndF .F .n// ŠMn.F / ŠMn.EndF .F //.
Deixamos como exercício o próximo resultado.

Lema 1.3.40. Se M é um R-módulo e n é um inteiro positivo, então temos
EndR.M

.n// ŠMn.EndR.M//.

Com esse resultado, estamos aptos a demonstrar a próxima proposição.

Proposição 1.3.41. Seja M um R-módulo semissimples de comprimento finito.
Então EndR.M/ é isomorfo a uma soma direta finita de anéis de matrizes sobre
anéis de divisão.

Demonstração. Escreva M D

nL
iD1

Mi , onde cada Mi é um R-módulo simples.

Agrupando os módulos isomorfos, podemos escrever

M D

kM
iD1

M
.ni /
i ; ondeMi 6ŠMj ; se i ¤ j:

Como cada Mi é um R-módulo simples, pelo Lema de Schur, temos que
HomR.Mi ;Mj / D f0g, se i ¤ j . Logo, se i ¤ j , HomR.M .ni /

i ;M
.nj /

j / D
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f0g e, assim, um endomorfismo de M deve levar M .ni /
i nele mesmo. Com isso,

temos que

EndR.M/ D EndR

0@ kM
iD1

M
.ni /
i

1A Š kM
iD1

Mni
.EndR.Mi //:

Pelo Lema 1.2.19, o resultado está provado.

A seguir, introduzimos a noção de anel oposto de um anel.

Definição 1.3.42. O anel oposto de um anelR, denotado porRop, é definido como
segue: como conjunto, os elementos de Rop são os elementos de R e a adição em
Rop coincide com a adição emR. A multiplicação emRop é dada por aıb D ba,
para todos a; b 2 R, onde ba denota a multiplicação em R.

Algumas propriedades de Rop estão listadas abaixo.

Exercício 1.3.43. Seja R um anel. Mostre que:

(a) R tem unidade se, e somente se, Rop tem unidade.

(b) R é um anel de divisão se, e somente se, Rop também o é.

(c) .Rop/op D R.

(d) Se S é um anel, então R Š S se, e somente se, Rop Š Sop.

Exercício 1.3.44. Mostre que se R é um anel, entãoMn.R/
op Š Mn.R

op/. Em
particular, seR é comutativo, entãoMn.R/

op ŠMn.R/. Dê um exemplo de anel
tal que Rop 6Š R.

Dados um anelR e r 2 R, seja fr W R! R definida por fr.x/ D rx. Observe
que se R não é comutativo, então fr não é um R-homomorfismo. Por outro lado,
se definirmos fr.x/ D xr , então obtemos um R-homomorfismo que induz uma
aplicação g W R ! EndR.R/ dada por g.r/ D fr , que não é um homomorfismo
de anéis, pois dados r; s 2 R, frs.x/ D x.rs/ D .xr/s D .fs ı fr/.x/.

Logo, se considerarmos g W Rop ! EndR.R/, g é um homomorfismo de
anéis. Observe que g é injetiva, pois se fr D fs , então r D fr.1/ D fs.1/ D s.
Além disso, g é sobrejetiva, pois dado h 2 EndR.R/, h.x/ D h.x1/ D xh.1/ D
fh.1/.x/. Com isso, concluímos o seguinte.

Lema 1.3.45. Se R é um anel, então Rop Š EndR.R/.
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Podemos exibir mais uma classe de anéis semissimples.

Exemplo 1.3.46. Se D é um anel de divisão e V é um D-módulo livre de posto
finito, então EndD.V / é um anel semissimples. De fato, V Š D.n/, para algum
n > 1, e EndD.V / Š EndD.D.n// Š Mn.EndD.D// Š Mn.D

op/. Como D
é um anel de divisão,Dop também o é. Portanto, EndD.V / é semissimples.

Estamos prontos para exibir o resultado que apresenta a estrutura de anéis se-
missimples, conhecido como Teorema (estrutural) de Wedderburn.

Teorema 1.3.47 (Wedderburn). Todo anel semissimples é isomorfo a uma soma
direta finita de anéis de matrizes sobre anéis de divisão.

Demonstração. Seja R um anel semissimples. Pelo Teorema 1.3.34, R tem com-

primento finito e, assim, pela Proposição 1.3.41,EndR.R/ Š
kL
iD1

Mni
.Di /, onde

cada Di , i D 1; : : : ; k, é um anel divisão. Pelo Lema 1.3.45, Rop Š EndR.R/.
Portanto,

R D .Rop/op Š

kM
iD1

Mni
.Di /

op
Š

kM
iD1

Mni
.D

op
i /:

Corolário 1.3.48. Todo anel semissimples é isomorfo a uma soma direta finita de
anéis simples.

Corolário 1.3.49. Se R é um anel semissimples comutativo, então R é isomorfo
a uma soma direta finita de corpos.

Exercício 1.3.50. Mostre a unicidade da decomposição de um anel semissimples,

isto é, mostre que se R Š
kL
iD1

Mni
.Di / Š

rL
iD1

Mmi
.D0

i /, então k D r e, após

uma possível permutação dos índices, ni D mi eDi Š D0
i .

Exercício 1.3.51. SejaR um anel. Mostre que seR é semissimples, entãoMn.R/

também o é.

Exercício 1.3.52. Seja R um domínio. Mostre que se Mn.R/ é semissimples,
então R é um anel de divisão.
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A decomposição R Š R1 ˚ � � � ˚Rn de um anel semissimples como a soma
direta de anéis simples é chamada de decomposição de Wedderburn de R. Nessa
decomposição, cada Ri pode ser visto como f0g ˚ � � � ˚ Ri ˚ � � � f0g em R1 ˚

� � � ˚Rn. Com isso, cada Ri é um ideal de R e RiRj D f0g, se i ¤ j .

Exercício 1.3.53. Seja R Š R1 ˚ � � � ˚ Rn a decomposição de Wedderburn de
um anel semissimples. Mostre que cada Ri é um ideal minimal de R.

Exercício 1.3.54. SejaR um anel. Mostre queR é semissimples se, e somente se,
todo ideal à esquerda de R é gerado por um idempotente, isto é, se L El R, então
existe e 2 R idempotente tal queL D Re. Conclua que seR Š R1˚� � �˚Rn é a
decomposição de Wedderburn de um anel semissimples, então existe um conjunto
fe1; : : : ; eng de idempotentes de R tal que:

1. cada ei é um idempotente central, isto é, ei 2 Z.R/, i D 1; : : : ; n;

2. eiej D 0, se i ¤ j , isto é, os idempotentes são ortogonais;

3. 1 D e1 C � � � C en;

4. cada ei não pode ser escrito como ei D e0
iCe

00
i , onde e

0
i ; e

00
i são idempotentes

centrais ortogonais de R.

Além disso, cada ei é a unidade do anel Ri , i D 1; : : : ; n.

Nosso objetivo agora é estudar a estrutura de anéis artinianos simples.
Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F . Como V

possui uma F -base, então se ˛ 2 F e v 2 V , ˛v D 0 se, e somente se, ˛ D 0.
Neste caso, dizemos que V é um F -módulo fiel. De modo geral, temos a seguinte
definição.

Definição 1.3.55. Dizemos que um R-móduloM é fiel se

fr 2 R W rm D 0; para todo m 2M g D f0g:

O conjunto fr 2 R W rm D 0; para todo m 2 M g é chamado de anulador de
M , denotado por Ann.M/. Com isso, um R-módulo M é fiel se, e somente se,
Ann.M/ D f0g.

Exercício 1.3.56. SejamM umR-módulo e I E R tal que I � Ann.M/. Mostre
que Nrm D rm, para todos Nr 2 R=I;m 2 M , fornece uma estrutura de .R=I /-
módulo aM e os .R=I /-submódulos deM coincidem com os R-módulos deM .
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Temos o seguinte resultado.

Lema 1.3.57. SeM é um R-módulo, então Ann.M/ E R e temos queM é um
.R=Ann.M//-módulo fiel. Em particular, se R é um anel simples, entãoM é fiel.

Demonstração. É claro que se r; s 2 Ann.M/, então rCs; rs 2 Ann.M/. Agora,
sejam r 2 R e a 2 Ann.M/. Então .ra/m D r.am/ D 0 e .ar/m D a.rm/ D 0,
já que rm 2M . Portanto,Ann.M/ E R eM é um .R=Ann.M//-módulo. Logo,
se Nrm D 0, para todo m 2M , então r 2 Ann.M/ e, portanto, Nr D N0.

A seguir, apresentamos o teorema que estabelece a estrutura dos anéis artinia-
nos simples, chamado por alguns autores de Teorema de Wedderburn–Artin.

Teorema 1.3.58 (Wedderburn–Artin). Seja R um anel. São equivalentes:

1. R é um anel artiniano simples;

2. R é isomorfo a um anel de matrizes com entradas em um anel de divisão;

3. R é semissimples e todos os R-módulos simples são isomorfos;

4. R é homogêneo;

5. R é artiniano e existe um R-módulo simples fiel.

Demonstração. Œ.5/) .4/� SejaM um R-módulo simples fiel. Considere, para
cada t > 1, St D HomR.R;M

.t//. Então a família de todos os núcleos dos R-
homomorfismos f 2 St , para todo t > 1, é não vazia e, como R artiniano, existe
n > 1 e f 2 Sn tal que Ker.f / é minimal.

Vamos mostrar que Ker.f / D f0g e, com isso, teremos que R é isomorfo a
um R-submódulo de um R-módulo homogêneo e, assim, pelo Corolário 1.3.29,
concluiremos que R é homogêneo.

Suponha que f .r/ D 0, com r ¤ 0. Como M é fiel, existe m 2 M tal que
rm ¤ 0. ComoM é simples,M D Rm. Considere a aplicação g W R!M .n/˚

M dada por g.x/ D .f .x/; xm/. Então g é umR-homomorfismo e possui núcleo
menor que Ker.f /, contrariando a minimalidade de Ker.f /. Portanto, Ker.f / D
f0g.

Œ.4/) .3/� Corolário 1.3.35.
Œ.3/) .2/� Proposição 1.3.41.
Œ.2/ ) .1/� Pela Proposição 1.1.37, Mn.D/ é simples e, como Mn.D/ é

semissimples, é um anel artiniano.
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Œ.1/ ) .5/� Como R é artiniano, R possui um ideal à esquerda minimal I ,
que é um R-módulo simples. Como R é um anel simples, pelo Lema 1.3.57, I é
fiel.

Observemos que se R é um anel artiniano semissimples, então R tem compri-
mento finito e, assim, é a soma direta finita de anéis homogêneos. Pelo Teorema de
Wedderburn–Artin, cada um desses anéis homogêneos é simples e isomorfo a um
anel de matrizes com entradas em um anel de divisão. Com isso, temos o Teorema
de Wedderburn para anéis artinianos semissimples.

Assim, terminamos o estudo sobre a estrutura de anéis artinianos semissimples.
Uma pergunta natural é a seguinte: existe algum “critério” que nos permite decidir
se um anel artiniano é semissimples? A resposta é sim e, para exibi-lo, iremos
definir o chamado radical de Jacobson de um anel.

Definição 1.3.59. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por
J.R/, é a interseção dos anuladores dos R-módulos simples, isto é,

J.R/ D
\

M simples

Ann.M/:

Note que, pelo Lema 1.3.57, J.R/ E R e, como R tem unidade, J.R/ ¤ R.
SejaM umR-módulo simples. Então o núcleo doR-homomorfismo f W R!M

dado por f .r/ D rm é exatamente Ann.M/, que, pela Proposição 1.2.17, é um
ideal maximal à esquerda de R. Além disso, um ideal maximal à esquerda I de
R é o anulador de algum R-módulo simples, a saber, R=I . Com isso, temos uma
definição intrínseca do radical de Jacobson de um anel dada por

J.R/ D
\

IElRmax

I:

Observação 1.3.60. Se R é um anel sem unidade, então não é possível garantir a
existência de ideais maximais à esquerda de R. Neste caso, definimos J.R/ D R.

Exemplo 1.3.61. Se R é um anel simples, então J.R/ D f0g.

Exemplo 1.3.62. Os ideais maximais de Z são da forma pZ, p primo. Portanto,
J.Z/ D f0g.

Exemplo 1.3.63. J.R=J.R// D f0g. De fato, todo ideal maximal à esquerda de
R=J.R/ é da forma I=J.R/, onde I é um ideal maximal à esquerda de R. Logo,
como J.R/ está contido em todo ideal maximal à esquerda de R, J.R=J.R// D
\.I=J.R// D .\I /=.J.R// D J.R/=J.R/ D f0g.
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Alguns autores definem que um anel R é semissimples se J.R/ D f0g. Cla-
ramente essa definição não concorda com a nossa, pois J.Z/ D f0g, mas Z não
é semissimples com a nossa definição. O nosso objetivo é mostrar que se R é
artiniano e J.R/ D f0g, então R é semissimples.

Exercício 1.3.64. Seja I E R. Mostre que se J.R=I / D f0g, então J.R/ � I .
Em particular, se I � J.R/ e J.R=I / D f0g, então I D J.R/.

Exercício 1.3.65. Sejaf W R! S um epimorfismo de anéis. Mostre quef .J.R//
� J.S/. Dê um exemplo onde a inclusão é estrita.

A seguir, vamos mostrar algumas propriedades do radical de Jacobson que nos
permitirão exibir mais exemplos.

Dizemos que um elemento x em um anel com unidade R possui inverso à
esquerda, se existe y 2 R tal que yx D 1. Analogamente, definimos o inverso
à direita de x. Note que, se y é um inverso à esquerda de x e y0 é um inverso à
direita de x, então y D y0 e, portanto, x é invertível.

Lema 1.3.66. SejamR um anel e x 2 R. Então x 2 J.R/ se, e somente se, 1Crx
possui inverso à esquerda, para todo r 2 R.

Demonstração. Se x 2 J.R/, então rx 2 J.R/, para todo r 2 R. Logo, rx
pertence a todo ideal maximal à esquerda de R. Com isso, 1C rx não pertence a
nenhum ideal maximal à esquerda deR. Logo, R.1C rx/ D R e, portanto, existe
s 2 R tal que s.1C rx/ D 1.

Reciprocamente, se x 62 J.R/, então existe I El R maximal tal que x 62
I . Como I é maximal, R D I C Rx, caso contrário I C Rx seria um ideal à
esquerda que contém I . Em particular, 1 D s C rx, para alguns s 2 I; r 2 R.
Logo, 1 � rx D s 2 I não possui inverso à esquerda, pois se possuísse, então
1 D r 0s 2 I , para algum r 0 2 R, contrariando a hipótese que I ¤ R.

Proposição 1.3.67. Sejam R um anel e x 2 R. Se x 2 J.R/, então 1 C x é
invertível. Além disso, J.R/ é o maior ideal de R com essa propriedade.

Demonstração. Pelo lema anterior, se x 2 J.R/, então 1 C x possui inverso à
esquerda, digamos y. Então y C yx D 1 e y � 1 D �yx 2 J.R/. Escrevendo
z D �yx, temos que y D 1Cz; z 2 J.R/ e, novamente pelo lema anterior, 1Cz
possui inverso à esquerda. Mas, 1Cx é um inverso à direita de y. Portanto, 1Cx
é invertível.

Agora, seja I E R tal que 1 C x é invertível para todo x 2 I . Então, para
todos r 2 R; x 2 I , temos que 1 C rx possui inverso à esquerda. Pelo lema
anterior, x 2 J.R/ e, portanto, I � J.R/.
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Corolário 1.3.68. Seja I um ideal nil de um anel R. Então I � J.R/.

Demonstração. Se r 2 I , então rn D 0 para algum n 2 N. Assim, pelo Exercí-
cio 1.1.25, 1C r é invertível. Pela proposição anterior, temos I � J.R/.

Estamos em condições para apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.69. Para todo anel R, J.Mn.R// D Mn.J.R//. Para mostrar que
Mn.J.R// � J.Mn.R//, basta mostrar que r 2 J.R/ implica que x D reij 2

J.Mn.R//, para todo i; j 2 f1; : : : ; ng, isto é, basta mostrar que para todo y 2
Mn.R/, z D In�yx possui inverso à esquerda. Escreva y D

P
rklekl ; rkl 2 R.

Então

z D In � yx D In �
X
k

rkirekj D In � rj irejj �
X
k¤j

rkirekj :

Como r 2 J.R/, 1� rj ir possui inverso à esquerda 1� s; s 2 R. Logo In� sejj
é um inverso à esquerda de In � rj irejj e

.In � sejj /z D In �
X
k¤j

rkirekj :

Agora, observe que In �
P
k¤j

rkirekj é invertível, com inverso InC
P
k¤j

rkirekj .

Portanto, z possui inverso à esquerda.
Para mostrar a inclusão inversa, observe que, como J.Mn.R// C Mn.R/,

pelo Exercício 1.1.38, podemos escrever J.Mn.R// D Mn.I /, onde I E R.
Para todo r 2 I , rIn 2 J.Mn.R// e, assim, In � srIn D .1 � sr/In possui
inverso à esquerda, para todo s 2 R. Isto implica que 1 � sr possui inverso à
esquerda, para todo s 2 R e, portanto, I � J.R/.

Exercício 1.3.70. Seja R um anel e considere UT2.R/ D
�
R R

0 R

�
. Mostre que

J.UT2.R// D

�
J.R/ R

0 J.R/

�
. Generalize.

Exercício 1.3.71. Sejam R um anel e x 2 R. Mostre que x é invertível em R se,
e somente se, Nx é invertível em R=J.R/.

Exercício 1.3.72. SejaR um anel. Mostre que se e 2 R é um idempotente tal que
e 2 J.R/, então e D 0.
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Exercício 1.3.73. Seja fRigi2I uma família de anéis. Mostre que J
�Q
i2I

Ri

�
DQ

i2I
J.Ri /. Conclua que, se R é um anel semissimples, então J.R/ D f0g.

Exercício 1.3.74. Um elemento r em um anel R é chamado de não gerador de R,
se para todo subconjunto S � R tal que S [ frg gera R, então S gera R. Mostre
que J.R/ é o conjunto dos não geradores de R.

Teorema 1.3.75. Todo ideal nilpotente de um anel R está contido em J.R/. Se R
é artiniano, então J.R/ é nilpotente e, assim, é o maior ideal nilpotente de R.

Demonstração. Seja I E R nilpotente, In D f0g. Vamosmostrar que IM D f0g,
para todoR-módulo simplesM . Se IM ¤ f0g, da simplicidade deM , temos que
IM D M . Com isso, IM D I 2M D M e, assim,M D InM D f0g, absurdo.
Portanto, I � J.R/.

Agora, supondo que R seja artiniano e, escrevendo J D J.R/, temos que a
cadeia J � J 2 � � � � estaciona. Logo, existe n > 1 tal que J n D J nCi , para
todo i > 1.

Seja J 0 D J n. Se J 0 D f0g, não há nada mais para ser feito. Caso contrário,
considere F D fL W L El R; J 0L ¤ f0gg e observe que F ¤ ¿, já que J 2 F .

Como R é artiniano, podemos tomar L0 2 F minimal. Como J 0L0 ¤ f0g,
tome r 2 L0 tal que J 0r ¤ f0g. Como J 0r � L0 e J 0.J 0r/ D J 0r ¤ f0g, da
minimalidade deL0, temos queL0 D J 0r . Com isso, existe s 2 J 0 tal que sr D r
e, assim, .1� s/r D 0. Mas, como s 2 J , temos que 1� s é invertível e, portanto,
temos r D 0, o que é uma contradição. Portanto J n D f0g e J.R/ é nilpotente.
Agora, se I E R é nilpotente, então em particular I é nil e, pelo Corolário 1.3.68,
I � J.R/.

Corolário 1.3.76. Em um anel artiniano, todo ideal nil é nilpotente.

Vamos a mais um exemplo.

Exemplo 1.3.77. Vamos calcular o radical de Jacobson do anelR D Zpn ,p primo.
Como R é finito, R é artiniano. Agora, observe que todo ideal de R é da forma
NpiR, i D 1; : : : ; n, e para cada i , NpiR é um ideal nilpotente, sendo NpR o maior
deles. Portanto, pelo teorema anterior, J.Zpn/ D NpZpn . Note que se n > 2,
então J.Zpn/ ¤ f0g. Se n D 1, como Zp é um corpo, temos que J.Zp/ D f0g.

Agora, vamos caracterizar os anéis artinianos semissimples. Antes, precisa-
mos do seguinte lema.
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Lema 1.3.78. Se R é um anel artiniano, então existe uma família finita de ideais

maximais à esquerda de R fL1; : : : ; Lng tal que J.R/ D
nT
iD1

Li .

Demonstração. Seja F D f
T
Li W Li El R maximal; fLig finitag. Claramente

F ¤ ¿. Como R é artiniano, seja L um elemento minimal em F . É claro que
J.R/ � L. Se I El R maximal, então I \ L � L e, como L é minimal em
F , devemos ter I \ L D L. Logo, L � I para todo I El R maximal e, assim,
L � J.R/. Portanto, L D J.R/.

Teorema 1.3.79. Seja R um anel. Então R é semissimples se, e somente se, R é
artiniano e J.R/ D f0g.

Demonstração. SeR é semissimples, já sabemos queR é artiniano e J.R/ D f0g.
Reciprocamente, suponha que R seja artiniano e J.R/ D f0g. Pelo lema anterior,
existe uma família finita de ideais maximais à esquerda fL1; : : : ; Lng deR tal que

J.R/ D
nT
iD1

Li D f0g.

Logo, a aplicação canônica f W R!
nL
iD1

R=Li dada por

f .r/ D .r C L1; : : : ; r C Ln/

é um monomorfismo de R-módulos. Como cada Li é maximal, temos que R=Li
é um R-módulo simples, i D 1; : : : ; n. Com isso,

nL
iD1

R=Li é semissimples e,

portanto, R é semissimples.

Corolário 1.3.80. Se R é artiniano, então R=J.R/ é semissimples.

Uma consequência interessante do teorema anterior é o chamado Teorema de
Hopkins–Levitzki. Antes, precisamos do seguinte resultado.

Lema 1.3.81. SejaM um R-módulo artiniano e semissimples. EntãoM é finita-
mente gerado.

Demonstração. Suponha queM não seja finitamente gerado e considere

F D fN W N 6M;N não é finitamente geradog:

Como M 2 F , temos F ¤ ¿. Logo, como M é artiniano, F possui um
elemento minimal N0. Com isso, se N 0 6 N0, então N 0 é finitamente gerado e
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como M é semissimples, N0 é semissimples. Assim, existe N 00 6 N0 tal que
N0 D N 0 ˚ N 00 e N0 é finitamente gerado, o que é um absurdo. Portanto, M é
finitamente gerado.

Teorema 1.3.82 (Hopkins–Levitzki). Todo anel artiniano é noetheriano.

Demonstração. Considerando R um anel artiniano, vamos mostrar que R tem
comprimento finito. Pelo Teorema 1.3.75, existe n > 1 tal que J.R/n D f0g.
Para cada 0 6 i 6 n � 1, sejam L0 D R e Li D J.R/i . Assim,

L0 � L1 � � � � � Ln�1 � f0g:

Como J.R/Li � LiC1, cada Li=LiC1 admite uma estrutura de .R=J.R//-
módulo. Assim, para demonstrar o teorema, pelo Lema 1.3.15, basta mostrar
que cada Li=LiC1 é um R-módulo de comprimento finito. Desde que R é ar-
tiniano, pelo Corolário 1.3.80, R=J.R/ é semissimples e, pelo Teorema 1.3.34,
cada Li=LiC1 é um .R=J.R//-módulo semissimples e artiniano.

Pelo lema anterior, Li=LiC1 é finitamente gerado e, consequentemente, de
comprimento finito. Com isso, cada Li=LiC1 é escrito como a soma direta finita
de .R=J.R//-módulos simples, que, por sua vez, são R-módulos simples. Por-
tanto, R é noetheriano.

Exercícios V ou F da Seção 1.3: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, R representa um
anel com unidade e F é um corpo.

.1/ SeM é um R-módulo finitamente gerado e N é R-submódulo deM , então
N é finitamente gerado.

.2/ Se f W M ! N é um epimorfismo de R-módulos e M é semissimples,
então N também o é.

.3/ O anel dos quatérnios reais H é semissimples.

.4/ Se x 2 R e 1C x é invertível, então x 2 J.R/.

.5/ Para todo n > 2, temos J.UTn/ D f0g.

.6/ Para todo n > 2, temos J.Mn.F // D f0g.

.7/ Para todo n > 1, temosMn.F /
op ŠMn.F /.
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1.4 Álgebras
Nosso objetivo nesta seção é introduzir o objeto principal de estudo deste livro, que
são as álgebras sobre um corpo F . Começamos definindo o significado de álgebra
sobre um anel comutativo R, apresentando resultados gerais a respeito. Além
disso, vamos estudar as principais propriedades de uma álgebra e demonstrar o
Teorema de Wedderburn–Malcev, que será uma importante ferramenta no estudo
de PI-álgebras.

Na Seção 1.2, apresentamos a definição de aplicação bilinear, que agora trata-
remos em uma situação particular. Recordemos que se R é um anel comutativo e
M é umR-módulo, então uma aplicação f W M �M !M é denominada bilinear
se para todo m;m1; m2 2M , r 2 R:

1. f .m1 Cm2; m/ D f .m1; m/C f .m2; m/;

2. f .m;m1 Cm2/ D f .m;m1/C f .m;m2/;

3. f .rm1; m2/ D rf .m1; m2/ D f .m1; rm2/.

Neste caso, podemos ver uma aplicação bilinear f como uma operação em
M e denotando por f .m1; m2/ WD m1 �m2, para todos m;m1; m2 2 M , r 2 R,
temos que essa operação satisfaz:

1. .m1 Cm2/ �m D m1 �mCm2 �m;

2. m � .m1 Cm2/ D m �m1 Cm �m2;

3. .rm1/ �m2 D m1 � .rm2/ D r.m1 �m2/.

Agora, damos a nossa definição de álgebra.

Definição 1.4.1. Seja R um anel comutativo. Um R-módulo A munido de uma
aplicação bilinear f W A � A! A é chamado de R-álgebra (ou álgebra sobre R).

Como R é um anel comutativo, observamos que uma R-álgebra A é um R-
bimódulo, com ação definida por ar D ra para todos a 2 A, r 2 R.

Por exemplo, todo anel é uma Z-álgebra. Se D é um anel de divisão, então
Z.D/ é um corpo e, assim,D é umaZ.D/-álgebra. Em geral, seR é um anel e F
é um subanel deZ.R/, entãoR é umaF -álgebra, com estrutura deF -módulo dada
pela multiplicação emR. Em particular, todo anel comutativoR é umaR-álgebra.

Neste livro, estaremos interessados no estudo de álgebras sobre um corpo.
Com isso, a partir de agora, usaremos F para denotar um corpo.
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Uma F -álgebra A é um F -espaço vetorial junto de uma aplicação bilinear.
Salvo menção ao contrário, todas as álgebras daqui em diante serão F -espaços ve-
toriais. Uma F -base de A é uma F -base de A como espaço vetorial, e a dimensão
de uma F -álgebra A é sua dimensão como F -espaço vetorial.

Exemplo 1.4.2. C é uma álgebra de dimensão 2 sobre R, com base f1; ig.

Exemplo 1.4.3. O anel das matrizes Mn.F / é uma F -álgebra de dimensão n2.
Uma base dessa álgebra é composta pelas matrizes elementares feij gni;jD1.

No que segue, se A é uma F -álgebra e f W A � A! A é a aplicação bilinear
associada, denotaremos f .a; b/ D a � b, para todo a; b 2 A. Definimos a1 D a,
a2 D a � a e an D an�1 � a, para todo a 2 A, n > 2.

Definição 1.4.4. Seja A uma F -álgebra. Dizemos que A é:

1. unitária, se existe 1 2 A tal que a � 1 D 1 � a D a;

2. associativa, se a � .b � c/ D .a � b/ � c;

3. de Lie, se a � a D 0 e .a � b/ � c C .b � c/ � aC .c � a/ � b D 0;

4. de Jordan, se a � b D b � a e .a2 � b/ � a D a2 � .b � a/

para todos a; b; c 2 A.

Se A é uma F -álgebra associativa, então A é um F -espaço vetorial munido
de uma estrutura de anel. Neste caso, denotaremos por a � b D ab, para todo
a; b 2 A, onde ab denota o produto do anel A.

Em uma F -álgebra de Lie L, é usual denotar a � b WD Œa; b�. Assim, em uma
álgebra de Lie L, é válido que, para todos a; b; c 2 L, Œa; a� D 0 e

ŒŒa; b�; c�C ŒŒb; c�; a�C ŒŒc; a�; b� D 0:

Esta relação é usualmente chamada de identidade de Jacobi.

Exemplo 1.4.5. O R-espaço vetorial R3 com produto dado pelo produto vetorial
entre vetores é uma álgebra de Lie de dimensão 3 sobre R.

Exemplo 1.4.6. O anel de polinômios F Œx�, com adição e multiplicação usuais, é
uma F -álgebra associativa de dimensão infinita sobre F .
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Exercício 1.4.7. Seja L uma F -álgebra de Lie. Mostre que, para todos a; b 2 L,
Œa; b� D �Œb; a�. Mostre que se char.F / ¤ 2, então esta propriedade é equivalente
a Œa; a� D 0, para todo a 2 L.

Exercício 1.4.8. Seja A uma F -álgebra associativa. Mostre que:

(a) o produto Œa; b� D ab � ba, para todos a; b 2 A, fornece uma estrutura de
álgebra de Lie para A.

(b) se char.F / ¤ 2, o produto aıb D 1
2
.abCba/, para todos a; b 2 A, fornece

uma estrutura de álgebra de Jordan para A.

Sejam A uma F -álgebra e B D fai W i 2 Ig uma base de A. Uma multipli-
cação em A é totalmente determinada pela multiplicação entre os elementos de B .
Dados ai ; aj 2 B , temos que

ai � aj D
X
k2I

˛kijak

onde ˛kij 2 F e, fixados i e j , apenas um número finito de ˛kij são não nulos. Os
elementos ˛kij 2 F são chamados de constantes estruturais da álgebra A.

No decorrer deste livro, a palavra “álgebra” será sinônimo de álgebra associa-
tiva. Logo, uma F -álgebra A é um anel, com estrutura de F -espaço vetorial, de
tal maneira que as operações no anel A são compatíveis com a ação de F sobre
o espaço vetorial A. Além disso, ao dizer que A é uma álgebra, estará implícito
que A está sendo tomada sobre um corpo F , e todas as álgebras, salvo menção ao
contrário, serão tomadas sobre o mesmo corpo base F .

Dessa maneira, temos também as seguintes definições.

Definição 1.4.9. Dizemos que uma F -álgebra A é comutativa (nil, nilpotente, de
divisão), se A é um anel comutativo (nil, nilpotente, de divisão).

Agora, iremos traduzir os conceitos estabelecidos nas seções anteriores para a
linguagem de álgebras.

Uma subálgebra de uma álgebra A é um subanel de A que também é um su-
bespaço vetorial de A. Um ideal (à esquerda, à direita, bilateral) de A é um ideal
(à esquerda, à direita, bilateral) de A que também é um subespaço vetorial de A.
Como antes, a palavra ideal será sinônimo de ideal bilateral. As noções de ideal
minimal e maximal são definidas analogamente.
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Exemplo 1.4.10. O anel de matrizes triangulares superiores UTn com entradas
em F é uma subálgebra deMn.F /.

Observação 1.4.11. Se A é uma álgebra, então um ideal do anel A não necessari-
amente é um ideal da álgebra A. De fato, seja A D spanQfvg; v ¤ 0, um espaço
vetorial unidimensional sobre Q. Se definirmos ab D 0, para todos a; b 2 A,
então A é uma Q-álgebra. Se R é um subanel próprio de Q, então o conjunto Rv
é um ideal do anel A, mas não é um ideal da Q-álgebra A.

Apesar da observação acima, seA é uma F -álgebra unitária, para todos ˛ 2 F
e a 2 A, temos:

˛a D ˛.1Aa/ D .˛1A/a e ˛a D .˛a/1A D a.˛1A/:

Logo, se I é um ideal à esquerda (direita) do anel A, temos:

˛I D .˛1A/I � I .˛I D I.˛1A/ � I /:

Portanto, se A é unitária, então todo ideal (à esquerda, à direita, bilateral) do anel
A é também um ideal (à esquerda, à direita, bilateral) da álgebra A. A álgebra
quociente de uma álgebra A por um ideal I é definida de maneira análoga ao caso
de anéis e módulos.

Exercício 1.4.12. Seja A uma F -álgebra. Mostre que um subconjunto I de A é
um ideal maximal regular à esquerda da álgebraA (Definição 1.2.16) se, e somente
se, I é um ideal maximal regular à esquerda do anel A.

Uma aplicação f W A ! A0, entre duas F -álgebras A e A0, é chamado um
homomorfismo (de álgebras) se, para todos a; b 2 A; ˛ 2 F , temos

1. f .˛a/ D f̨ .a/;

2. f .aC b/ D f .a/C f .b/;

3. f .ab/ D f .a/f .b/.

Em outras palavras, um homomorfismo de álgebras é um homomorfismo de
anéis F -linear. Com isso, o núcleo e imagem de f são definidos assim como no
caso de módulos. As noções de monomorfismos, epimorfismos, endomorfismos
e isomorfismos de álgebras são claras. Além disso, os teoremas do isomorfismo
continuam válidos na classe das álgebras.
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Exercício 1.4.13. O centro Z.A/ de uma F -álgebra A é definido como sendo o
centro do anel A. Mostre que Z.A/ é uma subálgebra de A. Além disso, se A é
uma F -álgebra unitária, mostre que Z.A/ contém um corpo isomorfo a F .

Exercício 1.4.14. Mostre que se A é uma F -álgebra, então EndF .A/ também o
é. Além disso, se A tem dimensão finita n sobre F , então EndF .A/ ŠMn.F /.

Se fAigi2I é uma família de F -álgebras, então o produto direto
Q
i2I

Ai e a

soma direta
L
i2I

Ai são definidos como no caso de anéis e módulos.

Observação 1.4.15. Como uma álgebra possui estrutura de anel e de espaço veto-
rial, utilizaremos símbolos diferentes para denotar a soma direta como anel e como
espaço vetorial. SeA;A0 são álgebras, entãoA

:
C A0 denotará a soma direta como

espaços vetoriais, enquanto A˚ A0 denotará a soma direta como anéis.
Por exemplo, se A é uma álgebra e B;C;D são subálgebras de A, então a

notação A D .B ˚ C/
:
C D diz que A se escreve como uma soma direta dos

espaços vetoriais B ˚ C eD, onde B ˚ C é uma soma direta de anéis.

Exemplo 1.4.16. Como fe11; e22; e12g é uma F -base da F -álgebra UT2, temos
que UT2 D .Fe11

:
C Fe22/

:
C Fe12. Mas a soma Fe11

:
C Fe22 também é

direta como anéis. Logo, escreveremos UT2 D Fe11 ˚ Fe22
:
C Fe12. Observe

que essa soma não é direta como anéis, somente como espaços vetoriais.

A seguir, apresentamos uma definição que será utilizada até o fim da seção.

Definição 1.4.17. Sejam A uma F -álgebra eM um F -módulo. Dizemos queM
é um A-módulo à esquerda, A vista como álgebra, se M é módulo à esquerda
sobre o anel A e ˛.am/ D a.˛m/ D .˛a/m, para todos ˛ 2 F , a 2 A

e m 2 M . Analogamente, definimos A-módulo à direita, A-submódulos, A-
módulos simples e A-bimódulos. Daqui em diante, sempre que A for uma F -
álgebra, a noção de A-módulo será de acordo com essa definição. Uma aplicação
f W M ! N de A-módulos é um A-homomorfismo, se é uma aplicação F -linear
e um A-homomorfismo de módulos.

Exercício 1.4.18. Mostre que o Lema de Schur é válido para a classe dos A-
módulos, isto é, mostre que, seM é umA-módulo simples, entãoD D EndA.M/

é uma F -álgebra de divisão, onde EndA.M/ denota o conjunto de todos os A-
endomorfismos deM .

Temos o seguinte resultado.
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Proposição 1.4.19. SejaA uma F -álgebra. TodoA-módulo simples é um módulo
simples sobre o anel A. Reciprocamente, a todo módulo simplesM sobre o anel
A, pode ser dado uma única estrutura de F -espaço vetorial tal que M é um A-
módulo simples.

Demonstração. Seja M um A-módulo simples. Logo, AM ¤ f0g. Se M 0 um
submódulo sobre o anel A de M , então AM 0 é um A-submódulo de M e, como
M é um A-módulo simples, AM 0 D M ou AM 0 D f0g. No primeiro caso,
M 0 D M . Se AM 0 D f0g, então M 0 � N D fm 2 M W Am D 0g. Mas N
é um A-submódulo de M e N ¤ M , já que AM ¤ f0g: Com isso, N D f0g
e, concluímos, M 0 D f0g: Logo, M não possui submódulos sobre o anel A e,
portanto,M é um módulo simples sobre o anel A.

Agora, seM um módulo simples sobre o anel A, entãoM D Am, para algum
m 2 M , m ¤ 0. Para todos ˛ 2 F; a 2 A;m 2 M , defina ˛.am/ D .˛a/m.
Como ˛a 2 A, .˛a/m 2M . Para mostrar que essa ação de F sobreM está bem
definida, precisamos mostrar que se am D a1m, então .˛a/m D .˛a1/m, para
todos a; a1 2 A, m 2 M e ˛ 2 F . Logo, é suficiente mostrar que se am D 0,
então .˛a/m D 0.

Pela Proposição 1.2.17, M D Am Š A=I , para algum ideal à esquerda
maximal regular do anel A, e I é o núcleo da aplicação f W A ! M dada por
f .a/ D am. Consequentemente, am D 0 implica que a 2 I . Mas, pelo Exercí-
cio 1.4.12, I é um ideal da álgebraA e, assim, ˛a 2 I . Logo, .˛a/m D 0 e a ação
de F sobreM é bem definida. A verificação que, com a ação assim definida,M
é um F -espaço vetorial e um A-módulo é deixada como exercício. Além disso,
essa estrutura em M D Am é unicamente determinada, já que todo A-módulo
necessariamente satisfaz ˛.am/ D .˛a/m, para todos ˛ 2 F; a 2 A.

As noções de álgebras simples, semissimples e o radical de Jacobson de uma
álgebra são definidas da mesma forma como no caso de anéis. Pela Proposi-
ção 1.4.19, toda álgebra simples é um anel simples. Além disso, álgebras artinianas
e noetherianas são definidas analogamente ao caso de anéis e módulo. Neste caso,
uma álgebra artiniana pode não ser um anel artiniano. Por exemplo, a Q-álgebra
A D spanQfvg definida anteriormente é uma álgebra artiniana, mas não é um anel
artiniano. Toda álgebra de dimensão finita é artiniana e noetheriana.

Exercício 1.4.20. Mostre que o radical de Jacobson de uma álgebra A coincide
com o radical de Jacobson do anel A.

O exercício anterior nos permite estender todas as propriedades do radical de
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Jacobson de um anel, vistas na Seção 1.3, para o radical de Jacobson de uma álge-
bra.

Sejam A uma álgebra e X � A. Se A D hXi, então dizemos que X gera
A, como álgebra. Se X é finito, então dizemos que A é uma álgebra finitamente
gerada. Como toda álgebra de dimensão finita é noetheriana, então toda álgebra
de dimensão finita é finitamente gerada, mas a recíproca não é verdadeira.

Com todos os resultados apresentados até aqui, deixamos como exercício a
demonstração do Teorema de Wedderburn–Artin para álgebras.

Teorema 1.4.21 (Wedderburn–Artin). Seja A uma F -álgebra. Então A é uma
álgebra artiniana semissimples se, e somente se, existe um isomorfismo de F -
álgebras

A ŠMn1
.D1/˚ � � � ˚Mnt

.Dt /

onde cada ni é um inteiro positivo e cadaDi é uma álgebra de divisão sobre F .

Corolário 1.4.22. Toda F -álgebra artiniana semissimples é um anel semissim-
ples.

Neste ponto, antes de continuarmos o estudo das álgebras, convém fazer uma
pequena revisão sobre extensões de corpos, úteis no decorrer desse livro.

Ao longo dessa revisão, K e F denotarão corpos, e assumiremos que o leitor
possui conhecimentos básicos sobre anéis de polinômios. Sugerimos o livro de
Gonçalves (1979) para a consulta das demonstrações.

Recordemos que K é uma extensão de F se F é um subcorpo de K, isto é,
F é um subconjunto de K e, com as operações de K, é um corpo. Se K é uma
extensão de F , então K pode ser visto como uma F -álgebra, e a dimensão de K
sobre F é chamada de grau da extensão e denotada por ŒK W F �. A extensão é
finita se ŒK W F � <1, sendo denominada infinita caso contrário. É fácil verificar
que se K é uma extensão de F , então 1K D 1F .

Por exemplo, temos uma cadeia de extensões de corpos Q � R � C, onde
ŒC W R� D 2, enquanto ŒR W Q� D1.

Considerando K uma extensão de F e � � K, definimos o subcorpo (suba-
nel) de K gerado por � como a interseção de todos os subcorpos (subanéis) de
K que contém � . Além disso, o subcorpo (subanel) de K gerado por F [ �
é chamado de subcorpo (subanel) gerado por � sobre F , sendo denotado por
F.� / .F Œ� �/. Observe que F Œ� � é necessariamente um domínio de integridade.
Quando � D f˛1; : : : ; ˛ng é finito, denotamos F.� / D F.˛1; : : : ; ˛n/ .F Œ� � D
F Œ˛1; : : : ; ˛n�/. Particularmente, se � D f˛g, então dizemos que F.˛/ é uma
extensão simples de F .
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Observação 1.4.23. O anel F Œ� � é formado por todos os elementos da forma
h.u1; : : : ; un/, onde ui 2 � , i D 1; : : : ; n, e h.x1; : : : ; xn/ 2 F Œx1; : : : ; xn�, o
anel de polinômios com coeficientes em F nas variáveis x1; : : : ; xn. Já o corpo
F.� / consiste de todos os elementos da forma h1.u1; : : : ; un/h2.u1; : : : ; un/�1,
onde u1; : : : ; un 2 � e h1.x1; : : : ; xn/, h2.x1; : : : ; xn/ 2 F Œx1; : : : ; xn�.

Se K é uma extensão de F e u 2 K, dizemos que u é algébrico sobre F
se u é raiz de algum polinômio f .x/ 2 F Œx�. Caso contrário, dizemos que u é
transcendente. Se u 2 K é algébrico sobre F , então existe um polinômio mônico
irredutível g.x/ 2 F Œx� tal que g.u/ D 0. Tal polinômio é chamado de polinômio
minimal de u.

Algumas extensões são de tipos particulares, como na próxima definição.

Definição 1.4.24. Dizemos que K é uma extensão algébrica de F , se todo ele-
mento deK é algébrico sobre F . Além disso,K é uma extensão transcendente de
F , se pelo menos um elemento de K é transcendente sobre F .

Por exemplo, i 2 C é algébrico sobre Q e, consequentemente, sobre R. Te-
mos que C é uma extensão algébrica de R, pois C D R.i/. Por outro lado, R
é uma extensão transcendente de Q, pois, por exemplo, os elementos � e e são
transcendentes sobre Q.

Se K é uma extensão de F e u 2 K é algébrico sobre F , então F.u/ D F Œu�
e ŒF .u/ W F � D n, onde n é o grau do polinômio minimal f .x/ de u. Além disso,
f1; u; : : : ; un�1g é uma base de F.u/ sobre F e F.u/ Š F Œx�=hf .x/i. Recipro-
camente, se K é uma extensão finita de F , então K é uma extensão algébrica de
F .

Se f .x/ 2 F Œx�, dizemos que f .x/ cinde sobre F se f .x/ pode ser escrito na
forma

f .x/ D u0.x � u1/ � � � .x � un/

onde cada ui 2 F; i D 0; : : : ; n. Uma extensãoK de F é um corpo de decomposi-
ção de um polinômio f .x/ 2 F Œx�, se f .x/ cinde sobreK eK D F.u1; : : : ; un/,
onde u1; : : : ; un são as raízes de f .x/ em K. Todo polinômio f .x/ 2 F Œx� de
grau n > 1 possui um corpo de decomposição K sobre F e ŒK W F � 6 nŠ.

Por exemplo, as únicas raízes de x2 � 5 sobre Q são˙
p
5, e temos x2 � 5 D

.x�
p
5/.xC

p
5/. Logo, Q.

p
5/ D Q.

p
5;�
p
5/ é um corpo de decomposição

de x2 � 5 sobre Q. Observe que se u é uma raiz real de f .x/ D x3 � 5, então
Q.u/ � R e, assim, Q.u/ não é um corpo de decomposição de f .x/ sobre Q,
pois não contém todas as raízes de f .x/.

Definição 1.4.25. Seja f 2 F Œx� um polinômio irredutível sobre F .
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1. Dizemos que f é separável se em algum corpo de decomposição de f sobre
F toda raiz de f é simples.

2. Se K é uma extensão de F e u 2 K é algébrico sobre F , dizemos que u é
separável sobre F se seu polinômio minimal é separável.

3. Se todo elemento de K é separável sobre F , então K é chamado de uma
extensão separável de F .

O resultado a seguir é conhecido como teorema do elemento primitivo.

Teorema 1.4.26. SeK é uma extensão finita e separável de F , então existe u 2 K
tal que K D F.u/.

Por exemplo, o polinômio x2 C 1 2 QŒx� é separável, pois temos x2 C 1 D
.x � i/.x C i/ 2 CŒx�. Por outro lado, x2 C 1 2 Z2Œx� não é separável, pois não
é irredutível e x2 C 1 D .x C 1/2 em Z2Œx�.
Observação 1.4.27. Um polinômio irredutível f .x/ 2 F Œx� é separável se, e so-
mente se, f 0.x/ ¤ 0, onde f 0.x/ denota a derivada formal de f .x/. Com isso,
se char.F / D 0, todo polinômio irredutível é separável e, portanto, toda extensão
algébrica de F é separável.

Se F é um corpo, então as seguintes afirmações são equivalentes:

1. todo polinômio não constante f 2 F Œx� possui uma raiz em F ;

2. todo polinômio não constante f 2 F Œx� cinde sobre F ;

3. todo polinômio irredutível em F Œx� tem grau 1;

4. se K é uma extensão algébrica de F , então K D F ;

5. existe um subcorpo F 0 de F tal que F é uma extensão algébrica de F 0 e
todo polinômio em F 0Œx� cinde sobre F .

Um corpo que satisfaz uma das condições equivalentes acima é denominado
algebricamente fechado. Por exemplo, C é um corpo algebricamente fechado.

Se K é uma extensão de F , então dizemos que K é um fecho algébrico de F
se K é uma extensão algébrica de F e K é algebricamente fechado. De maneira
equivalente,K é o fecho algébrico de F seK é o corpo de decomposição de todos
os polinômios em F Œx�. Todo corpo F possui um fecho algébrico, e quaisquer
dois fechos algébricos de F são isomorfos como espaços vetoriais sobre F . Por
exemplo, C é o fecho algébrico de R, mas R não é o fecho algébrico de Q.
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Exercício 1.4.28. Dizemos que um corpo é primo se ele não possui subcorpos
próprios. Mostre que Q e Zp, p primo, são corpos primos.

Exercício 1.4.29. Seja F um corpo. Mostre que a interseção P de todos os sub-
corpos de F é um corpo. Além disso, mostre que P é um corpo primo.

Exercício 1.4.30. Sejam F um corpo e P seu corpo primo. Mostre que P Š Q
ou P Š Zp, p primo, de acordo com a característica de F seja 0 ou p, respecti-
vamente. Conclua que Q e Zp são, a menos de isomorfismos, os únicos corpos
primos.

Agora vamos continuar nosso estudo sobre álgebras. A seguir, vamos mostrar
que o produto tensorial de duas álgebras é uma álgebra.

Teorema 1.4.31. SeM;N são F -álgebras, entãoM˝F N é uma F -álgebra com
multiplicação dada por X

i

mi ˝ ni

!0@X
j

mj ˝ nj

1A DX
i;j

mimj ˝ ninj :

Demonstração. Para cada m 2 M e n 2 N , seja fmn W M � N ! M ˝F N

definida por fmn.x; y/ D mx˝ ny. Temos que fmn é uma aplicação balanceada
e, pelo Teorema 1.2.57, existe uma única aplicação F -linear Nfmn W M ˝F N !
M ˝F N tal que Nfmn.x ˝ y/ D mx ˝ ny, para todo x ˝ y 2M ˝F N .

Agora, seja

B.M ˝F N/ D ff W M �N !M ˝F N W f é balanceadag:

É fácil verificar que B.M ˝F N/ é um F -espaço vetorial e a aplicação g W M �
N ! B.M ˝F N/ dada por g.m; n/ D fmn é balanceada. Novamente, pelo Teo-
rema 1.2.57, existe uma única aplicação F -linear Ng W M ˝F N ! B.M ˝F N/
tal que Ng.m˝ n/ D fmn.

Finalmente, dados x D
P
i

mi ˝ ni , y D
P
j

mj ˝ nj 2 M ˝F N , defina

xy WD Ng.x/.y/ e verifique queM˝F N com esse produto é uma F -álgebra. Para
finalizar a demonstração, basta mostrar que esse produto coincide com o produto
do enunciado.
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Temos que:

xy D Ng.x/.y/

D Ng

�P
i

mi ˝ ni

� P
j

mj ˝ nj

!
D

P
i

Ng.mi ˝ ni /

 P
j

mj ˝ nj

!
D

P
i

fmini

 P
j

mj ˝ nj

!
D

P
i;j

fmini
.mj ˝ nj /

D
P
i;j

mimj ˝ ninj :

Como consequência dos Corolários 1.2.59 e 1.2.61, temos os seguintes coro-
lários.

Corolário 1.4.32. SeM , N são F -álgebras de dimensão finita, entãoM ˝F N
é uma F -álgebra de dimensão finita e dimF .M ˝F N/ D dimF .M/ dimF .N /.

Corolário 1.4.33. SejamA uma F -álgebra eK uma extensão de F . EntãoA˝F
K é uma K-álgebra e dimK.A˝F K/ D dimF .A/.

Dizemos que a K-álgebra A˝F K do corolário anterior foi obtida através de
A por meio da extensão dos escalares.

SeM;N são F -álgebras unitárias, entãoM ˝F N também o é e 1M˝FN D

1M ˝ 1N . As aplicações i W M ! M ˝F N e j W N ! M ˝F N dadas por
i.m/ D m ˝ 1N e j.n/ D 1M ˝ n, respectivamente, são monomorfismos de
álgebras. Com isso, podemos identificarM e N como subálgebras deM ˝F N
e, com essa identificação,

mn D .m˝ 1N /.1M ˝ n/ D m˝ n D .1M ˝ n/.m˝ 1N / D nm:

Assim,M e N são subálgebras que comutam emM ˝F N . A partir de agora, se
no produto tensorialM ˝F N , temos queM , ou N , é unitária, sempre faremos
essa identificação.

Exercício 1.4.34. Se A1, A2 e A são F -álgebras, mostre que .A1˚A2/˝F A Š
.A1 ˝F A/˚ .A2 ˝F A/. Generalize.
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Exercício 1.4.35. Se A e B são F -álgebras, mostre que vale Z.A ˝F B/ D

Z.A/˝F Z.B/.

Definição 1.4.36. Dizemos que uma F -álgebra A unitária é central simples se A
é uma álgebra simples e Z.A/ Š F .

Por exemplo, para todo n > 1,Mn.F / é uma F -álgebra central simples. Tam-
bém, o anel dos quatérnios reais H é uma R-álgebra central simples. Por outro
lado, se K é uma extensão própria de F , então K não é uma F -álgebra central
simples, pois Z.K/ D K ¤ F .

Exercício 1.4.37. Seja A uma F -álgebra central simples de dimensão finita n.
Mostre que A˝F Aop ŠMn.F /.

Lema 1.4.38. Sejam A uma F -álgebra central simples e B uma F -álgebra uni-
tária simples. Então A˝F B é simples.

Demonstração. Seja I E A ˝F B . Primeiro, suponha que existe a ˝ b 2 I ,

a˝b ¤ 0. ComoA é simples, hai D A e existem ai ; a0
i 2 A tais que

nP
iD1

aiaa
0
i D

1A. Logo, 1A ˝ b D
nP
iD1

.ai ˝ 1B/.a ˝ b/.a
0
i ˝ 1B/ 2 I . Como B é simples,

B D hbi e temos que B � I . Com isso, 1A ˝ 1B 2 I e, portanto, I D A˝F B .
No caso geral, seja x D a1˝b1C� � �Can˝bn 2 I , com n o menor possível.

Podemos assumir que faigniD1 é linearmente independente sobre F , pois, caso
contrário, poderíamos escrever x como uma combinação linear de menos parcelas.
Pelo mesmo motivo, podemos assumir que fbigniD1 é linearmente independente
sobre F . Além disso, pela situação anterior, podemos assumir que a1 D 1A 2

F . Suponha que n > 1. Então a2 62 F , pois, caso contrário, a1 e a2 seriam
linearmente dependentes, contrariando a minimalidade de n. Como Z.A/ D F ,
existe a 2 A tal que aa2 ¤ a2a. Então o elemento

.a˝ 1B/x � x.a˝ 1B/ D .aa2 � a2a/˝ b2 C � � � C .aan � ana/˝ bn 2 I

e, como fbigniD1 é linearmente independente sobre F e aa2 � a2a ¤ 0, esse
elemento é não nulo, um absurdo, pois contraria a minimalidade de n. Portanto,
n D 1 e pelo caso anterior o resultado está mostrado.

Antes de demonstrar o próximo resultado, apresentaremos um lema técnico.
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Lema 1.4.39. Seja A uma F -álgebra simples de dimensão finita. Se M1 e M2

são A-módulos de mesma dimensão finita sobre F , entãoM1 ŠM2.

Demonstração. Como A tem dimensão finita e é simples, A é artiniana e simples
e, pelo Teorema de Wedderburn–Artin, possui um único A-módulo simples M .
Assim, M1 Š M n1 , M2 Š M n2 , para alguns n1; n2 > 1. Como dimF .Mi / D

ni dimF .M/, i D 1; 2, se dimF .M1/ D dimF .M2/, então n1 D n2. Portanto,
M1 ŠM2.

Os resultados anteriores nos permitem demonstrar o chamado Teorema de
Skolem–Noether. Recorde que se A é uma F -álgebra, então um automorfismo
f W A ! A é chamado de automorfismo interno se existe a 2 U.A/ tal que
f .x/ D axa�1 para todo x 2 A.

Teorema 1.4.40 (Skolem–Noether). Sejam A uma F -álgebra central simples de
dimensão finita eB umaF -álgebra simples. Se f; g W B ! A são homomorfismos
de álgebras não nulos, então existe um automorfismo interno i W A ! A tal que
i ı f D g. Em particular, todo automorfismo de A é interno.

Demonstração. Como A é simples e tem dimensão finita, A é artiniana e pelo
Teorema de Wedderburn–Artin, temos

A ŠMn.D/ Š EndD.V /

onde D é um anel de divisão, V é um D-módulo livre de posto n, Z.A/ Š
Z.D/ Š F eD tem dimensão finita sobre F .

Como f; g W A ! B são homomorfismos não nulos, da simplicidade de A e
de B , segue que f e g são isomorfismos. Logo, B tem dimensão finita sobre F .
Além disso, V é umB-módulo via f e g, definindo bv D f .b/.v/, bv D g.b/.v/,
para todos b 2 B; v 2 V , e

b.dv/ D f .b/.dv/ D df .b/.v/ D d.bv/ (1.2)

para todos b 2 B; d 2 D e v 2 V .
Como a Equação (1.2) também é válida para g, temos que V é um espaço

vetorial de dimensão finita sobre F e é um .B ˝F D/-módulo de duas maneiras
diferentes: via .b ˝ d/v D df .b/.v/ e via .b ˝ d/v D dg.b/.v/. Mas, pelo Le-
ma 1.4.38, B ˝F D é simples e tem dimensão finita sobre F . Pelo lema anterior,
essas duas estruturas de .B ˝F D/-módulo de V são isomorfas.

Logo, existe um isomorfismo h W V ! V tal que h.f .b/.v// D g.b/.h.v// e
h.dv/ D dh.v/, para todo b 2 B; d 2 D; v 2 V . Portanto, h 2 EndD.V / Š A

e hf .b/ D g.b/h, para todo b 2 B , isto é, g.b/ D hf .b/h�1.
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Corolário 1.4.41. SeF é um corpo, então todo automorfismo deMn.F / é interno.

Agora, queremos estudar a semissimplicidade do produto tensorial de álgebras.
Começamos com o seguinte resultado.

Lema 1.4.42. Seja L uma extensão finita de F . Então L˝F K é umaK-álgebra
semissimples, para toda extensão K de F , se, e somente se, L é uma extensão
separável de F .

Demonstração. Suponha que L seja uma extensão finita e separável de F . Pelo
Teorema 1.4.26, existeu 2 L tal queL D F.u/. Logo, o conjunto f1; u; : : : ; un�1g

é uma F -base de L, ŒL W F � D n, onde n é o grau do polinômio minimal f de u,
e L Š F Œx�=hf .x/i.

Agora, por um abuso de notação, pelo Corolário 1.2.61, f1; u; : : : ; un�1g é
uma K-base de L ˝F K e, assim, L ˝F K Š KŒx�=hf .x/i. Como f é se-
parável, existem polinômios irredutíveis distintos f1.x/; : : : ; fn.x/ 2 KŒx� tais
que f .x/ D f1.x/ � � � fn.x/. Como mdc.fi ; fj / D 1, se i ¤ j , temos que

KŒx�=hf .x/i Š
nL
iD1

KŒx�=hfi .x/i, a soma direta de corpos. Portanto, L˝F K é

semissimples.
Reciprocamente, suponha queL não seja uma extensão separável de F . Então

existe u 2 L que não é separável, isto é, o polinômio minimal f de u não é
polinômio separável. Logo, existe uma extensão K de L tal que f possui raízes
múltiplas e, portanto, F.u/˝F K Š KŒx�=hf .x/i possui elementos nilpotentes
não nulos.

Como F.u/˝F K � L˝F K, temos queL˝F K também possui elementos
nilpotentes não nulos. Como L ˝F K é comutativo, isso nos diz que L ˝F K
possui ideais nil não nulos. Assim, J.L˝F K/ ¤ f0g e, portanto, L˝F K não
é semissimples.

Com isso, temos que o produto tensorial de duas extensões de F é semissim-
ples se, e somente se, um dos fatores é uma extensão finita e separável de F .

Suponha queA seja uma F -álgebra simples de dimensão finita. Pelo Teorema
de Wedderburn–Artin, Z.A/ é um corpo e, assim, A é uma Z.A/-álgebra central
simples. Além disso, A˝F B Š A˝Z.A/ .Z.A/˝F B/, para toda F -álgebra B .

Agora, suponha que A seja uma F -álgebra semissimples de dimensão finita.
Então, pelo Teorema de Wedderburn–Artin, A Š Mn1

.D1/ ˚ � � � ˚ Mnt
.Dt /,

onde cadaDi é uma F -álgebra de divisão. Logo, Z.A/ Š Z.D1/˚ � � �˚Z.Dt /
é isomorfo a um produto de corpos. Nesse caso, dizemos que A é uma F -álgebra
separável se cada Z.Di / é uma extensão separável de F .



1.4. Álgebras 73

Feitas essas considerações, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.43. Se A é uma F -álgebra separável, então A ˝F K é uma K-
álgebra semissimples, para toda extensão K de F .

Demonstração. Pelo Exercício 1.4.34, podemos supor que A é simples e, assim,
Z.A/ é uma extensão separável de F . Pelo Lema 1.4.42, Z.A/ ˝F K é semis-
simples, para toda extensão K de F e, portanto, isomorfo à uma soma direta de
corpos, já que Z.A/˝F K é comutativa. Com isso,

A˝F K Š A˝Z.A/ .Z.A/˝F K/ Š A˝Z.A/
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A˝Z.A/ Ci

onde cada Ci é um corpo. Como A é uma Z.A/-álgebra central simples e Ci
é simples, pelo Lema 1.4.38, temos que cada A ˝Z.A/ Ci é simples. Portanto,
A˝F K é semissimples.

Utilizando argumentos semelhantes, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.44. Se A e B são F -álgebras semissimples de dimensão finita tais
que ou A ou B é separável, então A˝F B é semissimples.

Como consequência desses teoremas, e da Observação 1.4.27, temos o se-
guinte corolário.

Corolário 1.4.45. Seja A uma álgebra semissimples de dimensão finita sobre um
corpo F de característica zero. Então, para toda extensão algébrica K de F ,
A˝F K é uma K-álgebra semissimples.

Sejam A uma F -álgebra eK uma extensão de F . Dizemos queK é um corpo
de decomposição deA seA˝F K ŠMn1

.K/˚� � �˚Mn.K/. Com os resultados
anteriores, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.46. Se A é uma F -álgebra separável, então A possui um corpo de
decomposição.

Exercício 1.4.47. Sejam A uma F -álgebra e K uma extensão de F . Mostre que:

(a) A\J.A˝FK/ � J.A/. SeK é uma extensão algébrica deF ou dimF .A/ <
1, então A \ J.A˝F K/ D J.A/.

(b) Se ŒK W F � D n, então .J.A˝F K//n � J.A/˝F K.
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A demonstração do seguinte teorema pode ser encontrada no livro de Lam
(1991).

Teorema 1.4.48. Sejam A uma F -álgebra eK uma extensão algébrica separável
de F . Então J.A˝F K/ D J.A/˝F K.

O teorema acima nos diz que se char.F / D 0 e K é uma extensão algébrica
de F , então J.A˝F K/ D J.A/˝F K. Além disso, se J.A/ é nilpotente, então
J.A˝F K/ também é nilpotente.

Agora, queremos demonstrar o Teorema de Wedderburn–Malcev, uma das
principais ferramentas utilizadas neste livro no estudo de PI-álgebras.

Começamos com a seguinte definição.

Definição 1.4.49. Sejam A e B duas F -álgebras, com B de dimensão finita sobre
F . Se existe f W B ! A um epimorfismo de álgebras, com núcleo N , então dize-
mos que B (ou f ) é uma extensão de A com núcleo N . Dizemos que a extensão
cinde se existe um homomorfismo de álgebras g W A! B tal que f ı g D idA.

Por exemplo, se A e B são F -álgebras de dimensão finita, então � W A˚B !
A, a projeção em A, é uma extensão de A com núcleo B . Se A é uma F -álgebra e
I E A, então � W A! A=I é uma extensão de A=I com núcleo I , que em geral
não cinde.

Determinar extensões que cindem de uma álgebraA em geral não é uma tarefa
fácil. Temos o seguinte lema.

Lema 1.4.50. Seja f W B ! A uma extensão de A com núcleo N . Então a ex-
tensão cinde se, somente se, existe uma subálgebra B 0 de B , para a qual vale,
B D B 0

:
C N .

Demonstração. Suponha que a extensão cinde e seja g W A! B tal que f ı g D
idA. Vamos mostrar queB D Im.g/

:
C N . Seja x 2 N \Im.g/. Então f .x/ D 0

e existe a 2 A tal que g.a/ D x. Logo, 0 D f .x/ D f .g.a// D a. Portanto,
x D 0.

Agora, dado b 2 B , então b D .b � g.f .b/// C g.f .b//. Temos que
g.f .b// 2 Im.g/ e f .b�g.f .b/// D f .b/�f .b/ D 0. Portanto,B D Im.g/

:
C

N .
Reciprocamente, suponha que B D B 0

:
C N , para alguma subálgebra B 0 de

B . Dado a 2 A, existe b 2 B tal que f .b/ D a. Mas, por hipótese, b D b0 C n,
com b0 2 B 0, n 2 N . Com isso, f .b/ D f .b0/ D a e B 0 Š Im.f / D A Š B=N .
Portanto, basta considerar g como sendo o isomorfismo Nf W A! B=N .
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É importante ressaltar que, no lema anterior, B se escreve como uma soma
direta de uma subálgebra B 0 e de um ideal N , como espaços vetoriais, mas não
necessariamente temos que B 0N D f0g ou que B 0 é um ideal de B .

O Teorema deWedderburn–Malcev diz que seA é umaF -álgebra de dimensão
finita tal que A=J.A/ é separável, então a extensão f W A ! A=J.A/ cinde, isto
é, existe uma subálgebra B semissimples de A tal que A D B

:
C J.A/. Além

disso, se A é unitária, então a subálgebra semissimples B é única, a menos de
isomorfismos. A primeira parte do teorema é devida a Wedderburn, enquanto a
segunda parte é devida a Malcev.

Faremos a demonstração do Teorema de Wedderburn–Malcev por indução so-
bre a dimensão de A. O caso mais difícil na demonstração do teorema é quando
J.A/2 D f0g. Para demonstrar tal caso, vamos introduzir alguns conceitos.

Novamente, consideremos A e B duas F -álgebras, com B de dimensão finita
sobre F e f W B ! A uma extensão de A com núcleo N . Seja g W A ! B uma
aplicação F -linear tal que f ı g D idA. Tal aplicação existe, pois, como B
tem dimensão finita, existe um subespaço U de B que complementaN . Com isso,
basta construirmos tal aplicação como no lema anterior. Se g é um homomorfismo
de álgebras, então a extensão cinde e, pelo lema anterior, B D B 0

:
C N , com

B 0 Š A. Nosso objetivo é determinar condições sobre g e N para as quais a
extensão cinde.

Se a; b 2 A, então g.ab/ � g.a/g.b/ 2 N , pois f .g.ab/ � g.a/g.b// D
ab � ab D 0, já que f é um homomorfismo de álgebras. Com isso, a aplicação
h W A � A! N por

h.a; b/ D g.ab/ � g.a/g.b/ (1.3)

é bem definida e é F -bilinear, já que g é F -linear. A aplicação h mede até que
ponto g falha em ser um homomorfismo de álgebras.

Agora, dados a; b; c 2 A, temos que

g..ab/c/ D g.ab/g.c/C h.ab; c/ D g.a/g.b/g.c/C h.a; b/g.c/C h.ab; c/

e

g.a.bc// D g.a/g.bc/C h.a; bc/ D g.a/g.b/g.c/C g.a/h.b; c/C h.a; bc/:

Como A é associativa, devemos ter

h.ab; c/ � h.a; bc/C h.a; b/g.c/ � g.a/h.b; c/ D 0:

Antes de continuarmos, temos a seguinte definição.
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Definição 1.4.51. Sejam A uma F -álgebra e B um A-bimódulo. Uma aplicação
F -bilinear h W A � A! B é chamada de fator de A se, para todos a; b; c 2 A,

h.ab; c/ � h.a; bc/C h.a; b/c � ah.b; c/ D 0:

Dizemos que um fator h cinde se existe uma aplicação F -linear g W A ! B tal
que, para todos a; b 2 A,

h.a; b/ D ag.b/ � g.ab/C g.a/b:

Agora, gostaríamos de dar uma estrutura de A-bimódulo para N com opera-
ções definidas por na D ng.a/ e an D g.a/n, para todos a 2 A, n 2 N . Em
geral isso não acontece, mas se N 2 D f0g, temos, para todos a; b 2 A, n 2 N ,

.na/b � n.ab/ D .ng.a//g.b/ � ng.ab/ D �nh.a; b/ D 0

já que N 2 D f0g. Assim, se N 2 D f0g, então N é um A-bimódulo e h é um fator
de A.

A justificativa da definição anterior vem do seguinte resultado.

Lema 1.4.52. Seja f W B ! A uma extensão de A com núcleo N tal que N 2 D

f0g. Seja h um fator de A como na Equação (1.3) associado a uma aplicação
F -linear g W A ! B tal que f ı g D idA. Então h cinde se, e somente se, a
extensão cinde.

Demonstração. Suponha que h cinde. Então existe uma aplicaçãoF -linear Ng W A!
N tal que h.a; b/ D a Ng.b/ � Ng.ab/C Ng.a/b D g.a/ Ng.b/ � Ng.ab/C Ng.a/g.b/,
para todos a; b 2 A.

Defina g0 W A ! B por g0.a/ D g.a/ C Ng.a/. É claro que g0 é F -linear e,
como f ı g D idA e Im. Ng/ � N , temos que f ı g0 D idA. Para mostrar que
a extensão cinde, basta mostrarmos que g0 é um homomorfismo de anéis. Temos
que

g0.ab/ D g.ab/C Ng.ab/

D h.a; b/C g.a/g.b/C Ng.ab/

D g.a/ Ng.b/C Ng.a/g.b/C g.a/g.b/:

Por outro lado,

g0.a/g0.b/ D .g.a/C Ng.a//.g.b/C Ng.b//

D g.a/g.b/C g.a/ Ng.b/C Ng.a/g.b/C Ng.a/ Ng.b/

D g.a/g.b/C g.a/ Ng.b/C Ng.a/g.b/
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pois N 2 D f0g. Portanto, a extensão cinde.
Reciprocamente, suponha que a extensão cinde. Então existe um homomor-

fismo de álgebras Ng W A ! B tal que f ı Ng D idA. Defina g0 W A ! B por
g0.a/ D Ng.a/ � g.a/. Temos que g0 é F -linear e, como f ı g D idA, temos que
f ı g0 D 0. Logo, Im.g0/ � N . Para mostrar que h.a; b/ D ag0.b/ � g0.ab/C

g0.a/b D g.a/g0.b/�g0.ab/Cg0.a/g.b/, basta utilizar que g0.a/g0.b/ D 0, para
todos a; b 2 A, já que N 2 D f0g e efetuar os cálculos como no caso anterior.

Antes de prosseguirmos, vamos enunciar um resultado cuja demonstração pode
ser encontrada no livro de Curtis e Reiner (1966).

Teorema 1.4.53. Seja A uma F -álgebra de dimensão finita. Se A é separável,
então, para alguma F -base fa1; : : : ; ang de A, existem elementos a0

1; : : : ; a
0
n 2 A

com as seguintes propriedades:

1.
nP
iD1

a0
iai D 1;

2. para todo a 2 A, aia D
nP
jD1

�ij .a/aj ; �ij .a/ 2 F , implica que aa0
i D

nP
jD1

�j i .a/a
0
j , i D 1; : : : ; n.

Recorde que se C1.R/ denota a R-álgebra das funções reais de classe C1,
então a aplicação derivada d

dx
W C1.R/! C1.R/ dada por d

dx
.f / D df

dx
é uma

aplicaçãoR-linear que, satisfaz d
dx
.fg/ D df

dx
gCf dg

dx
para todos f; g 2 C1.R/.

Em geral, temos a seguinte definição.

Definição 1.4.54. Sejam A uma F -álgebra e B um A-bimódulo. Uma aplicação
F -linear f W A! B é chamada de derivação generalizada se, para todos a; b 2 A,

f .ab/ D f .a/b C af .b/:

Exercício 1.4.55. Sejam A uma F -álgebra e B um A-bimódulo. Fixado b 2 B ,
mostre que a função f W A ! B definida por f .a/ D ab � ba WD Œa; b� é uma
derivação generalizada, chamada de derivação interna.

Exercício 1.4.56. Sejam A uma F -álgebra e B um A-bimódulo. Denote por
DerF .A;B/ o conjunto de todas as derivações generalizadas de A em B . Mostre
que:
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1. DerF .A;B/ possui uma estrutura natural de F -espaço vetorial.

2. Em DerF .A;A/ D DerF .A/, em geral, a composta de duas derivações
generalizadas não é uma derivação generalizada.

3. Se f; g 2 DerF .A/, então Œf; g� WD f ı g � g ı f 2 DerF .A/.

Estamos aptos a demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.4.57. SejaA umaF -álgebra separável de dimensão finita. Então todo
fator de A cinde e toda derivação generalizada é interna.

Demonstração. De acordo com o Teorema 1.4.53, considere fa1; : : : ; ang uma
F -base de A junto com um conjunto fa0

1; : : : ; a
0
ng � A tal que

1.
nP
iD1

a0
iai D 1;

2. para todo a 2 A, aia D
nP
jD1

�ij .a/aj ; �ij .a/ 2 F , implica que aa0
i D

nP
jD1

�j i .a/a
0
j , i D 1; : : : ; n.

Sejam B um A-bimódulo e h W A � A ! B um fator de A. Defina g W A !

B por g.a/ D
nP
iD1

h.a; a0
i /ai . Como h é F -bilinear, g é F -linear. Temos que,

utilizando as relações 1 e 2 acima, para todos a; b 2 A,

ag.b/ � g.ab/C g.a/b D

nP
iD1

ah.b; a0
i /ai �

nP
iD1

h.ab; a0
i /ai C

nP
iD1

h.a; a0
i /aib

D

nP
iD1

ah.b; a0
i /ai �

�
nP
iD1

h.a; ba0
i /ai �

nP
iD1

h.a; b/a0
iai

C

nP
iD1

ah.b; a0
i /ai

�
C

nP
iD1

h.a; a0
i /aib

D h.a; b/ �
nP
iD1

h.a; ba0
i /ai C

nP
iD1

h.a; a0
i /aib

D h.a; b/C
nP

i;jD1

.�ij .b/ � �j i .b//h.a; a
0
i /aj

D h.a; b/:

Portanto, h cinde.
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Agora, sejam f W A! B uma derivação generalizada e b D
nP
iD1

a0
if .ai /. Da

mesma forma do caso anterior, temos, para todo a 2 A,

ab � ba D
nP
iD1

aa0
if .ai / �

nP
iD1

a0
if .ai /a

D

nP
iD1

aa0
if .ai / �

nP
iD1

a0
if .aia/C

nP
iD1

a0
iaif .a/

D f .a/C
nP

i;jD1

.�ij .a/ � �j i .a//a
0
if .ai /

D f .a/:

Portanto, f é interna.

Estamos em condições de demonstrar o teorema principal da seção.

Teorema 1.4.58 (Wedderburn–Malcev). Seja A uma F -álgebra de dimensão fi-
nita tal queA=J.A/ é separável. Então existe uma subálgebra semissimplesB de
A tal que

A D B
:
C J.A/:

Além disso, se A é unitária e B1 e B2 são subálgebras de A tais que

A D B1
:
C J.A/ D B2

:
C J.A/

então existe j 2 J.A/ tal que B1 D .1 � j /B2.1 � j /�1.

Demonstração. Primeiramente, observe que a álgebra semissimples B do enun-
ciado do teorema é isomorfa a A=J.A/. Com isso, para demonstrar o teorema,
basta mostrar queA possui uma subálgebra isomorfa aA=J.A/. Observe também
que, pelo Teorema de Wedderburn–Artin, o teorema é válido se J.A/ D f0g ou se
A D J.A/. Consequentemente, o teorema é válido trivialmente se dimF .A/ D 1.
A demonstração do teorema é por indução sobre a dimensão de A. Suponha que
o teorema seja verdadeiro para toda F -álgebra de dimensão menor do que a di-
mensão de A. Recorde que, como A tem dimensão finita, J D J.A/ é um ideal
nilpotente de A.

Podemos assumir que J 2 ¤ f0g, pois, caso contrário, � W A ! A=J é uma
extensão com núcleo J 2 D f0g e, pelo Lema 1.4.52 e Teorema 1.4.57, temos
o resultado desejado. Como J 2 ¤ f0g, temos que dimF .A=J 2/ < dimF .A/ e
J.A=J 2/ D J=J 2. Logo, J=J 2 é um ideal nilpotente deA=J 2 e .A=J 2/=.J=J 2/
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Š A=J , que é separável, por hipótese. Pela hipótese de indução, existe uma subál-
gebra semissimples B 0

1 de A=J
2 tal que A=J 2 D B 0

1

:
C J=J 2. Portanto, existe

uma subálgebra B1 de A tal que A D B1 C J , com B1 \ J D J
2 D J.B1/.

Como J 2 ¤ J , B1 ¤ A. Além disso,

A=J D .B1 C J /=J Š B1=.B1 \ J / D B1=J
2:

Logo, a hipótese de indução pode ser aplicada B1, e existe uma subálgebra se-
missimples B de B1 tal que B1 D B

:
C J 2. Note que, como B1 \ J D J 2 e

B \ J 2 D f0g, então B \ J D f0g. Portanto, A D B1 C J D .B
:
C J 2/C J D

B
:
C J . A primeira parte do teorema está provada.
Para demonstrar a segunda parte do teorema, suponha que

A D B1
:
C J.A/ D B2

:
C J.A/:

Então, pelo Lema 1.4.50, existem homomorfismos de álgebras fi W A=J.A/! A,
i D 1; 2 tais que � ıfi D idA=J.A/, onde � W A! A=J.A/ é a projeção canônica.
Recorde que Im.fi / D Bi . Assim, J.A/ se torna um .A=J.A//-bimódulo se
definirmos Naj D f1. Na/j e j Na D jf2. Na/, para todos j 2 J; Na 2 A=J.A/.

Considere a função f W A=J.A/ ! A definida por f . Na/ D f1. Na/ � f2. Na/.
Como � ı fi D idA=J.A/, i D 1; 2, � ı f D 0 e Im.f / � J.A/. Agora,

f . Na Nb/ D f1. Na Nb/ � f2. Na Nb/

D f1. Na/.f1. Nb/ � f2. Nb//C .f1. Na/ � f2. Na//f2. Nb/

D Naf . Nb/C f . Na/ Nb:

Logo, f é uma derivação generalizada e, pelo Teorema 1.4.57, existe j 2 J
tal que

f . Na/ D f1. Na/ � f2. Na/ D Naj � j Na D f1. Na/j � jf2. Na/:

Reescrevendo, obtemos que f1. Na/.1� j / D .1� j /f2. Na/. Como j é nilpotente,
1 � j é invertível. Portanto, f1. Na/ D .1 � j /f2. Na/.1 � j /

�1. Isto nos diz que
B1 D .1 � j /B2.1 � j /

�1, o que demonstra o teorema.

Nas condições do teorema anterior, a decomposição A D B
:
C J.A/ é cha-

mada de decomposição de Wedderburn–Malcev de A.

Exemplo 1.4.59. Considere a álgebra UT2 sobre um corpo de característica zero.
Temos que J.UT2/ D Fe12 e UT2=J.UT2/ D F Ne11 ˚ F Ne22. Portanto, UT2 D
Fe11 ˚ Fe22

:
C Fe12 é uma decomposição de Wedderburn–Malcev de UT2.
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Exercício 1.4.60. Mostre que o Teorema deWedderburn–Malcev é equivalente ao
seguinte: SejaA umaF -álgebra de dimensão finita eB 0 uma subálgebra separável
de A=J.A/. Então A contém uma subálgebra B isomorfa a B 0.

Exercício 1.4.61. Seja A D B
:
C J.A/ a decomposição de Wedderburn–Malcev

de uma F -álgebra A, nas condições do Teorema 1.4.58. Mostre que B é uma
subálgebra semissimples maximal de A, isto é, B não está contida propriamente
em nenhuma subálgebra semissimples de B .

Finalizamos o capítulo informando que, ao longo desse texto, a maioria das ál-
gebras serão tomadas sobre um corpo de característica zero. Assim, como menci-
onamos anteriormente, se F é um corpo de característica zero eK é uma extensão
algébrica de F , então K é uma extensão separável. Portanto, todos os resultados
dessa seção são automaticamente válidos para álgebras sobre corpos de caracte-
rística zero. Com isso, para nossos propósitos, iremos enunciar o novamente o
Teorema de Wedderburn–Malcev para o caso em que F tem característica zero.

Teorema 1.4.62 (Wedderburn–Malcev). Seja A uma álgebra de dimensão finita
sobre um corpo F de característica zero. Então existe uma subálgebra semissim-
ples B de A tal que

A D B
:
C J.A/:

Além disso, se A é unitária e B1 e B2 são subálgebras de A tais que

A D B1
:
C J.A/ D B2

:
C J.A/

então existe j 2 J.A/ tal que B1 D .1 � j /B2.1 � j /�1.

Exercícios V ou F da Seção 1.4: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A representa uma
F -álgebra e F é um corpo de característica zero.

.1/ A aplicação f W M2.F / ! UT2 definida por f .eij / D 0, para i D j e
f .eij / D eij , para i ¤ j é um homomorfismo de álgebras.

.2/ É verdade queM2.F / D F.e11 C e22/˚ F.e11 � e22/˚ Fe12 ˚ Fe21.

.3/ É verdade queM3.F /˝F UT2 é uma álgebra de dimensão 6.

.4/ A álgebraM2.F /˝F M3.F / é central simples.
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.5/ SeA é nilpotente e de dimensão finita, entãoA D J.A/ é uma decomposição
de Wedderburn–Malcev de A.

.6/ M2.F / D Fe11˚Fe12˚Fe21˚Fe22 é uma decomposição deWedderburn–
Malcev deM2.F /.

Resumo

Aqui faremos um pequeno resumo do capítulo, coletando os principais resul-
tados que serão utilizados no decorrer do livro.

• Uma álgebra A é artiniana se toda cadeia descendente de ideais à esquerda
de A é estacionária. Toda álgebra de dimensão finita é artiniana.

• Uma álgebraA é semissimples se todo ideal à esquerda deA é um somando
direto. O Teorema de Wedderburn–Artin (Teorema 1.4.21) diz que A é uma
F -álgebra artiniana semissimples se, e somente se, A Š A1 ˚ � � � ˚ An,
onde cada Ai é um F -álgebra simples isomorfa a uma álgebra de matrizes
com coeficientes em um anel de divisão. Além disso, cada Ai é um ideal de
A e AiAj D f0g, se i ¤ j . Toda álgebra artiniana semissimples é um anel
semissimples.

• O radical de Jacobson de uma álgebra A, denotado por J.A/, é a interseção
dos anuladores de todos os A-módulos simples. Se não existem A-módulos
simples, definimos J.A/ D A. O radical de Jacobson de uma álgebra é um
ideal da álgebra e se A é uma álgebra artiniana, então J.A/ é nilpotente e
todo ideal nilpotente de A está contido em J.A/.

• Uma álgebra artiniana A é semissimples se, e somente se, J.A/ D f0g.

• Se A é uma F -álgebra e K é uma extensão de F , então A ˝F K é uma
K-álgebra e dimF .A/ D dimK.A˝F K/. Se K é uma extensão separável
de F , então J.A˝F K/ D J.A/˝F K. Em particular, J.A/ é nilpotente
se, e somente se, J.A˝K F / é nilpotente.

• Se F é um corpo de característica zero e K é uma extensão algébrica de
F , então K é uma extensão separável de F . Com isso, se A é uma álgebra
semissimples de dimensão finita sobre um corpo F de característica zero,
então para toda extensão algébrica K de F , A˝F K é uma K-álgebra se-
missimples.
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• Se A é uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo de característica
zero, então o Teorema deWedderburn–Malcev (Teorema 1.4.62) afirma que
A D B

:
C J.A/, onde B é uma subálgebra semissimples de A.



2 Grupos e
representações

Neste capítulo, faremos uma breve revisão dos resultados principais em teoria dos
grupos, necessários para o bom entendimento dos capítulos seguintes. Para algu-
mas demonstrações omitidas, indicamos o livro de Robinson (1982).

Nosso foco principal será a respeito de representações e caracteres de grupos,
principalmente no que diz respeito ao grupo simétrico de grau n. Temos particular
interesse nesse grupo devido à sua participação nos resultados sobre a sequência
de codimensões de uma PI-álgebra, que serão tratados no Capítulo 4.

2.1 Grupos simétricos

Ao longo do texto, usaremos algumas propriedades dos grupos simétricos que va-
mos destacar agora. Recordemos inicialmente que um grupoG é um conjunto não
vazio com uma operação binária fechada

G �G �! G

.a; b/ 7�! a � b

que é associativa e que satisfaz as seguintes condições:
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1. Existe um elemento 1 em G, dito elemento neutro, tal que a � 1 D 1 � a D a,
para todo a 2 G.

2. Para cada a 2 G, existe um elemento b em G, dito o inverso de a, tal que
a � b D b � a D 1:

O exercício a seguir garante a unicidade dos elementos definidos nos itens 1 e
2 acima.

Exercício 2.1.1. Se G é um grupo, mostre que

.a/ O elemento neutro de G é único.

.b/ Cada elemento de G possui um único inverso.

Em geral, denotamos um grupo G com operação � por .G; �/ e observe que a
notação aqui utilizada é multiplicativa, mas em geral outras operações são permi-
tidas, dependendo do conjunto definidor do grupo.

Por exemplo, o conjunto dos números inteiros Z é um grupo com respeito à
adição usual de inteiros. Neste caso, o elemento neutro é 0 e o inverso de cada
elemento a 2 Z é o inteiro �a.

Daqui pra frente, vamos omitir o ponto � presente na definição dada acima e
usaremos simplesmente ab para o resultado da operação de dois elementos a e b
em G. Vamos também denotar o inverso de um elemento a 2 G por a�1.

Diremos também queG é grupo abeliano1 se a operação for comutativa. Desta
forma, Z com a operação de adição é um exemplo de grupo abeliano. Dado um
corpo F , os grupos .F;C/ e .F �; �/ também são exemplos de grupos abelianos.

Para um subconjunto S � G, denotaremos sua cardinalidade por jS j, e lem-
bremos que jGj é denominada a ordem do grupo G. A ordem de um elemento
a 2 G é definida como o menor inteiro positivo n tal que

an WD a � � � a„ƒ‚…
n vezes

D 1

e é denotada o.a/ D n. Se não existir tal n, dizemos que a tem ordem infinita.
Observemos que o único elemento de ordem 1 em um grupoG é o elemento neutro
e, além disso, para um elemento a 2 G, temos o.a/ D o.a�1/. Claramente, se a
é um elemento de ordem 2, teremos a D a�1.

Dado um corpo F , temos que .Mn.F /;C/ é um grupo abeliano, mas com
relação à multiplicação de matrizes, devemos ter um pouco mais de cuidado. Veja
o exemplo a seguir.

1A palavra abeliano é uma homenagem ao matemático N. Abel.
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Exemplo 2.1.2. Um exemplo importante de grupo é o conjunto de matrizes in-
vertíveis n � n com entradas em um corpo F , munido da multiplicação usual de
matrizes. Usaremos a notação

GLn.F / WD fM 2Mn.F / W det.M/ ¤ 0g

e este é chamado de grupo linear geral de grau n sobre F . Quando F é um corpo
infinito, vemos que GLn.F / é um grupo infinito não abeliano, para n > 2.

ConsiderandoQ um conjunto não vazio qualquer, podemos definir o conjunto

Sim.Q/ D ff W Q! Q W f é bijetivag

de todas as bijeções deQ. Munindo este conjunto da operação de composição de
funções, temos que Sim.Q/ é um grupo. Note que o conjunto Q pode ser finito
ou não. Particularmente, quando tomamosQ o conjunto dos n primeiros números
naturais�n D f1; : : : ; ng, para n > 3, temos a seguinte definição.
Definição 2.1.3. O grupo formado por todas as possíveis permutações dos ele-
mentos em �n, com n > 3, é dito o grupo simétrico de grau n e é denotado por
Sn.

Note que Sn é um grupo não abeliano de ordem n!. Uma forma de representar
as permutações no grupo Sn é utilizando a notação em ciclos.

Definição 2.1.4. Dizemos que uma permutação � 2 Sn é um r-ciclo de Sn, r > 2,
se existem i1; i2; : : : ; ir elementos distintos de�n tais que:

�.i1/ D i2; �.i2/ D i3; : : : ; �.ir�1/ D ir ; �.ir/ D i1 e

�.j / D j; para todo j 2�n � fi1; : : : ; irg:
Na definição acima, usaremos a notação � D .i1 i2 � � � ir/ 2 Sn e dizemos

também que � é um ciclo de comprimento r . Um ciclo de comprimento 2 será
chamado de transposição.

Também podemos considerar um ciclo de comprimento igual a 1, usado para
denotar um elemento fixo por uma permutação. Por exemplo, a permutação � D
.1 3 5 2/ 2 S5 deixa fixo o número natural 4 e, assim, podemos eventualmente
escrever � D .1 3 5 2/.4/:

Definição 2.1.5. Dois ciclos em Sn são ditos disjuntos se eles não movem elemen-
tos em comum.
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Por exemplo, � D .2 5 3 7/ e � D .1 4 6/ são ciclos disjuntos em S7.

Exercício 2.1.6. Mostre que ciclos disjuntos comutam entre si.

No próximo exercício, vemos que existe uma maneira especial de escrever
uma permutação de Sn.

Exercício 2.1.7. Mostre que toda permutação � ¤ 1 em Sn pode ser escrita de
maneira única, a menos de ordenação, como um produto de ciclos disjuntos.

Ao escrever uma permutação � 2 Sn como um produto de ciclos disjuntos,
temos a chamada estrutura cíclica de � . Usando a notação de ciclos, temos que

S3 D f1; .1 2/; .1 3/; .2 3/; .1 2 3/; .1 3 2/g

e assim vemos que as estruturas cíclicas presentes em S3 são os 2-ciclos e os 3-
ciclos.

Observemos que o ciclo .7 9 6/ é o mesmo que o ciclo .6 7 9/. Em geral,
isto significa que, podemos começar um ciclo com o menor natural que a ele per-
tence, respeitando a permutação definida por ele. Dessa forma, a permutação � D
.7 9 6/.3 5 8 1/.4 2/ 2 S9 também pode ser escrita como � D .1 3 5 8/.6 7 9/.2 4/,
pois ciclos disjuntos permutam entre si.

De modo mais geral, ao escrever uma permutação em sua estrutura cíclica,
sempre consideraremos os ciclos ordenados por comprimento do maior para o me-
nor e, em cada ciclo, iniciamos com o menor número natural neste ciclo. Assim,
observamos que, ao escrever uma permutação como um produto de ciclos dis-
juntos, temos estabelecida uma unicidade na representação e podemos associar à
permutação uma partição de n. Vamos recordar este conceito a seguir.

Definição 2.1.8. Uma partição de um número natural n é uma s-upla de números
naturais .�1; : : : ; �s/ tais que n > �1 > � � � > �s > 1 com �1 C � � � C �s D n.
Vamos usar a notação � ` n.

Exemplo 2.1.9. Por exemplo temos .3; 3; 2; 1/ ` 9.

Desta forma, se � 2 Sn tem estrutura cíclica � D cl1 � � � clm , onde os cli ’s são
ciclos disjuntos de comprimento li > 1, com l1 > � � � > lm, então associamos a
partição � D .l1; : : : ; lm/ à permutação � .

Exemplo 2.1.10. Se � D .2 3 9/.1 6/.4 8/ 2 S9, podemos também escrever
� D .2 3 9/.1 6/.4 8/.5/.7/ e associamos a partição � D .3; 2; 2; 1; 1/ ` 9, já
que os ciclos de comprimento 1 correspondem aos elementos fixos 5 e 7.



88 2. Grupos e representações

Lembremos que, em geral, dois elementos a e b de um dado grupoG são ditos
conjugados se existe uma elemento x 2 G tal que a D xbx�1 e denotamos xbx�1

por bx , ou seja, a e b em G são ditos conjugados se a D bx; para algum x 2 G.

Exercício 2.1.11. Mostre que a seguinte relação em G é uma relação de equiva-
lência, onde a; b 2 G:

a � b se, e somente se; a e b são conjugados em G:

Definição 2.1.12. A classe de equivalência de um elemento a 2 G pela relação
acima é denominada a classe de conjugação de a e é denotada por cl.a/.

Assim, para a 2 G, temos que

cl.a/ D fax W x 2 Gg:

Observação 2.1.13. Note que se G é um grupo abeliano, então a classe de conju-
gação de cada elemento a 2 G é dada por cl.a/ D fag, pois ax D a, para todo
x 2 G. Desta forma, a quantidade de classes de conjugação em um grupo abeliano
finito G é igual a sua ordem.

Como um exemplo em um grupo não abeliano, vemos que as permutações
.1 2 4 5/ e .1 3 2 5/ são conjugadas em S5 pois .2 3 4/.1 2 4 5/.2 4 3/ D .1 3 2 5/,
e temos que .2 4 3/ é inversa de .2 3 4/:

Mais geralmente, observe que se � D .i1 � � � ik/ e � D .j1 � � � jk/ são k-ciclos
em Sn, considerando a permutação ˛:

˛ W i1 7! j1; i2 7! j2; : : : ; ik 7! jk

temos que � D ˛�˛�1. Desta forma, dois k-ciclos são conjugados em Sn e o
mesmo vale para uma quantidade qualquer de ciclos, ou seja, duas permutações
com mesma estrutura cíclica são conjugadas em Sn. A recíproca é verdadeira e
pode ser provada facilmente de modo mais geral no próximo exercício.

Exercício 2.1.14. Duas permutações ˛ e ˇ são conjugadas em Sn se, e somente
se, ˛ e ˇ têm a mesma estrutura cíclica.

Por exemplo, S3 tem 3 classes de conjugação que são

cl.1/ D f1g; cl..1 2// D f.1 2/; .1 3/; .2 3/g e cl..1 2 3// D f.1 2 3/; .1 3 2/g:
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Exercício 2.1.15. Determine a classe de conjugação de .1 2/.3 5/ em S5.

Exercício 2.1.16. Determine um representante para cada uma das classes de con-
jugação em S4 e também para cada uma em S5.

Pelo Exercício 2.1.14, a classe de conjugação de uma permutação � 2 Sn é de-
terminada pela estrutura cíclica de � e, por este motivo, uma classe de conjugação
de Sn será associada a uma partição que corresponde a esta estrutura. Neste caso,
indexaremos a classe pela partição correspondente. Por exemplo, denotaremos a
classe cl..2 3 9/.1 6/.4 8// de S9 por cl.3;2;2;1;1/.

Corolário 2.1.17. O número de classes de conjugação em Sn é igual ao número
de partições de n.

Recordemos que um subgrupo de um grupoG é um subconjunto não vazioH
de G tal queH é um grupo com a mesma operação de G. Neste caso, denotamos
H 6 G.

Exercício 2.1.18. Mostre que seH;K 6 G, entãoH \K 6 G. Em geral, mostre
que se fHigi2I é uma família de subgrupos de um grupo G, então

T
i2I

Hi 6 G.

Exercício 2.1.19. Mostre que, sendoH;K 6 G, nem sempre é verdade queH [
K 6 G.

Para um subgrupo H de um grupo G e um elemento x 2 G, definimos o
conjugado deH por x como o subgrupo

Hx
D fhx W h 2 H g:

Por exemplo, um conjugado do subgrupo H D f1; .1 3/g de S3 é o subgrupo
H .2 3/ D f1; .1 2/g: Os subgrupos normais de um grupo, que definiremos abaixo,
têm um destaque especial.

Definição 2.1.20. Dado um subgrupoN de um grupoG, dizemos queN é normal
em G se N x D N para todo x 2 G. Usaremos a notação N C G para indicar
que N é um subgrupo normal de G.

Pelo exemplo dado acima, temos que H D f1; .1 3/g não é um subgrupo
normal de S3, mas temos f1; .1 2 3/; .1 3 2/g C S3.

Muitas vezes, basta conhecer informações sobre os geradores de um grupo
G para saber fatos sobre todos os elementos do grupo. Dado um subconjunto não
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vazio S � G, definimos o subgrupo deG gerado por S como a interseção de todos
os subgrupos de G que contêm S . Denotamos esse subgrupo por hSi e podemos
observar que

hSi D fx˙1
1 x˙1

2 � � � x
˙1
m W xi 2 S;m > 0g

onde interpretamos a expressão com m D 0 como sendo 1.
Um conjunto gerador para um grupo G é um subconjunto S � G tal que

G D hSi. Por exemplo, o grupo S3 é gerado pelo conjunto S D f.1 2/; .1 2 3/g,
ou seja, qualquer elemento de S3 pode ser escrito como um produto de potências
de elementos de S e de seus inversos.

Particularmente, quando S D fxg � G, o subgrupo hSi é denotado por hxi e
é dito subgrupo cíclico gerado por x. Quando x é um elemento de ordem finita n,
escrevemos hx W xn D 1i para denotar o grupo cíclico de ordem n gerado por x.
O grupo G é um grupo cíclico se G D hxi, para algum x 2 G.

A seguir, vamos definir o subgrupo derivado de um grupo G. Para isto, de-
finimos o comutador entre dois elementos x e y em G como sendo o elemento
xyx�1y�1 e denotaremos

.x; y/ WD xyx�1y�1
D yxy�1:

Definição 2.1.21. Considere C D f.x; y/ W x; y 2 Gg. Definimos os subgrupo
derivado de G como G0 D hC i, ou seja, G0 é o subgrupo gerado por todos os
comutadores de elementos em G.

Note que .x; y/ D 1 se, e somente se, x e y comutam em G. Portanto, G é
abeliano se, e somente se, G0 D f1g:

Exercício 2.1.22. Mostre que G0 C G.

Podemos reescrever uma permutação de Sn como um produto de ciclos dis-
juntos, usando somente ciclos de comprimento 2. Isto acontece pois podemos
reescrever um ciclo de comprimento r da seguinte maneira

.i1 i2 i3 � � � ir/ D .i1 ir/ � � � .i1 i3/.i1 i2/: (2.1)

Neste caso, não temos necessariamente que estas transposições são disjuntas.
Como um exemplo, temos .1 3 5 7/.2 6 4/ D .1 7/.1 5/.1 3/.2 4/.2 6/: Como
consequência, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.1.23. O grupo Sn é gerado pelo conjunto de suas transposições.
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Observe que .1 2 5 7/.3 4/ D .1 7/.1 5/.1 2/.3 4/ está escrita como um pro-
duto de uma quantidade par de transposições, enquanto que em .1 3 5 7/.2 6 4/ D
.1 7/.1 5/.1 3/.2 4/.2 6/ temos uma quantidade ímpar de transposições. A per-
gunta que podemos fazer é se podemos ter quantidades distintas em paridade para
maneiras diferentes de escrever uma mesma permutação como produto de trans-
posições.

Afirmamos que, ao escrever uma permutação de Sn como um produto de trans-
posições, a quantidade delas sempre é par ou sempre é ímpar. Para provar isto,
vamos considerar um polinômio em n variáveis comutativas x1; : : : ; xn definido
por

P D P.x1; : : : ; xn/ D
Y

16i<j6n
.xi � xj /:

Dada uma permutação � 2 Sn, associamos o polinômio

P � D
Y

16i<j6n
.x�.i/ � x�.j //

e vemos que P � D P ou P � D �P .
Por exemplo, paraP D .x1�x2/.x1�x3/.x1�x4/.x2�x3/.x2�x4/.x3�x4/

e � D .1 3/.2 4/ 2 S4, temos

P � D .x3 � x4/.x3 � x1/.x3 � x2/.x4 � x1/.x4 � x2/.x1 � x2/

e observamos que neste caso, P � D P . Por outro lado, se � é uma transposição,
temos claramente que P � D �P .

Concluímos que se uma permutação � 2 Sn pode ser escrita como um produto
de uma quantidade par de transposições, temos P � D P e, então, qualquer outra
maneira de escrever essa mesma permutação como um produto de transposições
deve conter também uma quantidade par de transposições.

Desta forma, temos uma boa definição para permutações pares e ímpares.

Definição 2.1.24. Dizemos que uma permutação � 2 Sn é par se ela pode ser
escrita como um produto de um número par de transposições. Quando uma per-
mutação não é par, ela é uma permutação ímpar.

Observemos que a permutação identidade é par, o inverso de uma permutação
par é par e que o produto de permutações pares é par. Com isso, o conjunto An
das permutações pares de Sn é um subgrupo de Sn.
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Definição 2.1.25. O subgrupo An das permutações pares de Sn é chamado grupo
alternado de grau n.

Note ainda que, fixada uma permutação ímpar ˛ 2 Sn, podemos definir

f W An ! Sn
� 7! ˛�

e vemos que essa é uma aplicação injetiva tal que Im.f / é o conjunto Sn�An das
permutações ímpares. Logo, jAnj D jSn � Anj e, desde que Sn é união disjunta
de An e Sn � An, temos

jAnj D
nŠ

2
: (2.2)

Pelo que provamos acima, metade das permutações no grupo Sn são pares e
metade delas são ímpares. Para cada permutação � de Sn, definimos seu sinal
sgn.�/ como sendo o valor 1 ou �1, dependendo de sua paridade:

sgn.�/ D
�

1; se � é par
�1; se � é ímpar:

Vamos agora apresentar novos conjuntos geradores para Sn. Refinando um
pouco mais a Proposição 2.1.23, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.1.26. Oconjunto f.1 2/; .2 3/; : : : ; .n�1 n/g é um conjunto gerador
de Sn:

Demonstração. Primeiramente, escrevemos uma permutação como produto de ci-
clos disjuntos e, em seguida, escrevemos cada ciclo como um produto de transposi-
ções como na Equação (2.1). Considerando uma transposição .i j / com i < j �1,
podemos escrever .i j / D .j � 1 j /.i j � 1/.j � 1 j /. Repetindo o raciocínio,
o resultado está provado.

Exercício 2.1.27. Mostre que os seguintes conjuntos são conjuntos geradores de
Sn:

f.1 2/; .1 3/; : : : ; .1 n/g e f.1 2/; .1 2 � � � n/g:

Antes de finalizar esta seção, chamamos a atenção para a importância de sub-
grupos normais em um grupo G. Primeiramente, definimos o conceito de classe
lateral de um subgrupoH em G.
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Definição 2.1.28. Dados H 6 G e x 2 G, o conjunto Hx D fhx W h 2 H g é
dita uma classe lateral à direita deH emG. Analogamente, definimos uma classe
lateral à esquerda deH em G como o conjunto xH D fxh W h 2 H g.

Temos um motivo importante para definir os conjuntos acima. Na verdade,
eles são classes de relações de equivalência que podemos definir quando temosH
um subgrupo de G. Dados x; y 2 G, definimos estas relações conforme abaixo:

x � y se, e somente se, xy�1
2 H (2.3)

x � y se, e somente se, x�1y 2 H: (2.4)

Exercício 2.1.29. Sejam G um grupo eH 6 G.

.a/ Mostre que as relações definidas em G, nas Equações (2.3) e (2.4), são rela-
ções de equivalência.

.b/ Mostre que a classe de equivalência de um elemento x 2 G dada a partir da
Equação (2.3) é a classe lateral à direitaHx, e que a classe de equivalência
de x dada pela Equação (2.4) é a classe lateral à esquerda xH .

Observamos que se G é um grupo finito, então, para qualquer x 2 G, temos
jHxj D jxH j D jH j, pois as aplicações

H ! Hx

h 7! hx
e H ! xH

h 7! xh

são bijetivas. A partir disto, podemos provar o célebre Teorema de Lagrange.

Teorema 2.1.30. Sejam G um grupo finito e H 6 G. Então jH j é um divisor de
jGj.

Demonstração. Usando a relação definida pela Equação (2.3), temos que G pode
ser escrito como uma união disjunta de classes laterais à direita G D

S
x2G

Hx.

Desta forma, usando o que foi observado acima, temos

jGj D
X
x2G

jHxj D
X
x2G

jH j D mjH j

onde m é o número de classes laterais à direita distintas deH em G.
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Para provar o teorema acima, poderíamos ter usado a relação dada a partir da
Equação (2.4) no lugar da relação dada pela Equação (2.3) e chegaríamos a mesma
conclusão. Portanto, isto mostra que o número de classes laterais à esquerda e à
direita de H em G são iguais. Esse número é denominado o índice de H em G,
denotado por ŒG W H�. Assim, o Teorema de Lagrange informa que

jGj D ŒG W H�jH j:

Podemos observar que as classes laterais à direita e à esquerda não são neces-
sariamente iguais. Como um exemplo, se H D f1; .1 2/g e x D .1 2 3/ 2 S3,
temos Hx D f.1 2 3/; .2 3/g enquanto que xH D f.1 2 3/; .1 3/g, mas para sub-
grupos normais, essa propriedade é garantida como pode ser provada no próximo
exercício.

Exercício 2.1.31. Sejam G um grupo e N 6 G. Mostre que se N C G, então
Nx D xN para todo x 2 G.

Exercício 2.1.32. Sejam G um grupo e N 6 G tal que ŒG W N� D 2. Mostre que
N C G.

Pela Equação (2.2), usando o Teorema de Lagrange, temos que ŒSn W An� D 2.
Portanto, pelo exercício acima, temos que An C Sn.

Quando N é um subgrupo normal de G, consideramos o conjunto

G=N WD fNx W x 2 Gg

de todas as classes laterais à direita e definimos a operação de classes

Nx �Ny WD Nxy; para Nx;Ny 2 G=N:

Obviamente, o mesmo pode ser feito considerando classes laterais à esquerda de
N em G, já que as classes são iguais.

Exercício 2.1.33. Mostre que G=N com a operação definida acima é um grupo.

O grupo G=N , com N C G, é chamado grupo quociente de G por N . Por
exemplo, pelo Exercício 2.1.22, temos G0 C G e o grupo G=G0 tem a seguinte
propriedade que será deixada como exercício.

Exercício 2.1.34. Mostre que o grupo quociente G=G0 é abeliano.

Exercício 2.1.35. Mostre que o subgrupo derivado de S3 é seu subgrupo alternado,
ou seja, S 0

3 D A3.
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Observação 2.1.36. Em geral, o subgrupo derivado do grupo simétrico Sn é o
subgrupo alternado An dado na Definição 2.1.25. Como ŒSn W An� D 2, temos
que o grupo quociente Sn=An tem ordem 2.

Exercícios V ou F da Seção 2.1: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ As permutações .1 3/.2 3 5/ e .1 2/.3 4 5/ são conjugadas em S5.

.2/ O grupo simétrico S6 tem 8 classes de conjugação.

.3/ Os subgrupos f1; .1 2 3/; .1 3 2/g e f1; .2 3 4/; .2 4 3/g são conjugados em
S4.

.4/ O grupo alternado An é gerado pelos 3-ciclos da forma .1 2 k/; 3 6 k 6 n.

.5/ O grupo alternado A4 é abeliano.

.6/ O grupo alternado A8 tem um elemento de ordem 15.

.7/ Os únicos subgrupos normais de S3 são f1g, A3 e S3.

2.2 Representações de um grupo
Nesta seção, vamos apresentar a definição de representação de um grupoG e, para
este fim, consideraremos G um grupo finito. Em particular, vamos dar exemplos
e resultados específicos para o grupo simétrico Sn. Antes disso, vamos recordar
alguns conceitos a respeito de homomorfismos de grupos e a ação de um grupo
sobre um conjunto.

Definição 2.2.1. Uma função ' W G ! H entre dois grupos G e H é dita um
homomorfismo (de grupos), se ela é compatível com a estrutura dos grupos, isto
é, se

'.ab/ D '.a/'.b/; para todos a; b 2 G:

Se ' for um homomorfismo bijetor, então ' é dito um isomorfismo entre G e
H , e denotamos G Š H . Particularmente, um isomorfismo ' W G ! G é dito
um automorfismo de G.

Exemplo 2.2.2. Se F é um corpo, então a aplicação ' W GLn.F /! F �, dada por
'.A/ D det.A/, é um homomorfismo de grupos, pois det.AB/ D det.A/det.B/,
para quaisquer A;B 2 GLn.F /.
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Exemplo 2.2.3. Dado um elemento x de um grupo G, definimos a aplicação

�x W G ! G

g 7! gx

onde gx D xgx�1. Esta aplicação é um automorfismo de G, dito automorfismo
interno induzido por x.

Dados dois grupos G e H , não faremos distinções entre seus elementos neu-
tros, ou seja, denotaremos 1 para ambos. Neste caso, se ' W G ! H é um
homomorfismo, vemos que '.1/ D 1 e definimos o conjunto

Ker.'/ WD fg 2 G W '.g/ D 1g

que é denominado núcleo do homomorfismo '.
Obviamente, Ker.'/ é um subgrupo deG e, mais do que isto, temos o exercício

a seguir com mais informações.

Exercício 2.2.4. Seja ' W G ! H um homomorfismo. Mostre que

.a/ O núcleo Ker.'/ é um subgrupo normal de G.

.b/ O conjunto imagem Im.'/ D f'.g/ W g 2 Gg é um subgrupo deH .

A partir de um homomorfismo de grupos ' W G ! H , considerando seu
núcleoN D Ker.'/, podemos definir uma aplicação do grupo quocienteG=N no
subgrupo Im.'/

z' W G=N ! Im.'/
gN 7! '.g/:

Exercício 2.2.5. Mostre que a aplicação z' dada acima está bem definida e é um
isomorfismo.

Usando o exercício anterior, temos demonstrado o resultado abaixo, conhecido
como Teorema do Isomorfismo de Grupos.

Teorema 2.2.6. Se ' W G ! H é um homomorfismo com núcleo N D Ker.'/,
então G=N Š Im.'/.

Vamos agora nos preparar para definir o que entendemos por uma represen-
tação de um grupo G. Para isto, lembremos que se V é um espaço vetorial de
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dimensão finita n sobre um corpo F , então podemos considerar o conjunto de to-
das as transformações lineares T W V ! V . Vamos particularmente considerar
tais transformações que são bijetivas e formar o conjunto:

GL.V / D fT W V ! V W T bijetivag: (2.5)

O conjunto acima, munido da operação de composição de funções, é um grupo.
Além disso, ao fixar uma base de V sobre F , podemos associar cada elemento T
de GL.V / a uma matriz invertívelMT , um elemento do grupo GLn.F /.

Exercício 2.2.7. Mostre que os grupos GLn.F / e GL.V / definidos respectiva-
mente no Exemplo 2.1.2 e na Equação (2.5) são isomorfos.

A partir de agora vamos considerar V um espaço vetorial de dimensão finita
n e abaixo vamos definir o significado de representação de um grupo finito G.

Definição 2.2.8. Uma representação linear de G é um homomorfismo de grupos
de G em GL.V /, para algum F -espaço vetorial de dimensão finita V , ou seja, é
um homomorfismo

' W G ! GL.V /

g 7! 'g

onde o grau da representação ' é definido como a dimensão n de V .

Nos referiremos a uma representação ' W G ! GL.V / como uma representa-
ção de G sobre V .
Observação 2.2.9. Fixada uma base ˇ de V sobre F , podemos associar a uma
representação ' W G ! GL.V /, um homomorfismo Œ'�ˇ W G ! GLn.F /, que
associa cada elemento g do grupo à matriz correspondente à transformação linear
'g . Esse homomorfismo é chamado uma representação matricial de grau n de G
sobre F .

Para os nossos propósitos, nos referiremos às representações lineares e ma-
triciais de um grupo G simplesmente como representações de G e não faremos
distinções entre elas por motivos óbvios.

A partir da observação acima, é claro que todo grupo possui uma representação
de grau arbitrário n > 1, bastando para isso considerar a aplicação

' W G ! GLn.F /

g 7! 'g WD In

onde In denota a matriz identidade n � n.
Particularmente, temos a seguinte definição.
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Definição 2.2.10. O homomorfismo ' W G ! F � dado por '.g/ D 1; para todo
g 2 G, é um exemplo de representação de grau 1 de um grupo G, denominada
representação trivial de G.

Para dar um exemplo de uma representação não trivial, consideramos umgrupo
cíclico C3 D hg W g3 D 1i de ordem 3 e uma raiz cúbica primitiva da unidade
u D e

2�i
3 . Temos que

' W C3 ! GL2.C/

g 7!

�
1 0

0 u

�
define uma representação de grau 2 de C3.

Para dar mais exemplos de representações, vamos recordar o conceito de ação
de um grupo sobre um conjunto e ver que cada representação ' W G ! GL.V /

define uma ação de G sobre o espaço V .
Definição 2.2.11. Uma ação de um grupo G sobre um conjunto Y ¤ ¿ é uma
aplicação G � Y ! Y , que toma um par .g; x/ 2 G � Y e tem como resposta um
elemento g � x 2 Y , respeitando duas condições:

1. 1 � x D x; para todo x 2 Y:

2. .g1g2/ � x D g1 � .g2 � x/; para todos g1; g2 2 G e para todo x 2 Y:
Assim, uma ação de um grupo G sobre um conjunto Y ¤ ¿ é uma maneira

de produzir um novo elemento de Y , que escrevemos como g � x a partir de um
elemento g de G e um elemento x de Y , respeitando as condições abaixo

1. o elemento neutro de 1 2 G tem ação trivial: 1 � x D x; para todo x 2 Y:

2. a ação tem que respeitar a operação do grupo: .g1g2/„ƒ‚…
2G

�x D g1 � .g2 � x/„ ƒ‚ …
2Y

:

Como um exemplo, temos que o grupo simétrico Sn age naturalmente sobre o
conjunto�n D f1; : : : ; ng por

� � i D �.i/; para � 2 Sn e i 2�n: (2.6)

Antes de avançar em novos exemplos, para um corpo F e um grupo G, va-
mos definir a álgebra de grupo FG de G sobre F . Conforme dado na Obser-
vação 1.2.35, FG é o espaço vetorial sobre F livremente gerado por G, cujos
elementos são somas formaisX

g2G

˛gg com ˛g 2 F
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onde ˛g ¤ 0 apenas para um número finito de elementos de G.
A operação de adição em FG é dada porX

g2G

˛gg C
X
g2G

ˇgg D
X
g2G

.˛g C ˇg/g

e além disso, definimos uma multiplicação em FG por0@X
g2G

˛gg

1A X
h2G

ˇhh

!
D

X
g;h2G


ghgh; 
gh D ˛gˇh:

Com isso, FG é um anel e se � 2 F , definimos também,

�

0@X
g2G

˛gg

1A DX
g2G

�˛gg:

Claramente, temos que FG é uma álgebra cuja dimensão sobre F é a ordem
do grupo G. Por exemplo, CS4 é uma álgebra de dimensão 24 sobre C.

Agora vamos compreender a importância da álgebra de grupo FG na teoria
de representações de grupos. Considerando uma representação ' W G ! GL.V /,
temos definida uma ação de G sobre V dada por:

G � V ! V

.g; v/ 7! g � v WD 'g.v/:

Vamos omitir o ponto em g �v e escrever simplesmente gv. Como consequên-
cia, considerando ˛i 2 F e gi 2 G, podemos estender a ação dada para os ele-
mentos ˛1g1 C : : :C ˛sgs da álgebra de grupo FG da seguinte maneira

.˛1g1 C � � � C ˛sgs/v D ˛1.g1v/C � � � C ˛s.gsv/ 2 V

e temos que o espaço V é um FG-módulo, que chamaremos FG-módulo corres-
pondente à representação '.

Note que se ' W V ! W é uma aplicação F -linear entre dois FG-módulos
V e W , então, de acordo com a Definição 1.2.10, para verificar se ' é um FG-
homomorfismo, basta verificarmos que '.gv/ D g'.v/ para todo g 2 G e todo
v 2 V .
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Observação 2.2.12. De fato, existe uma correspondência biunívoca entre os FG-
módulos de dimensão n e as representações de grau n de G. Isto significa que
dado um FG-módulo V , podemos definir uma representação de G sobre V .

Observamos que um FG-módulo V é um F -espaço vetorial invariante sob a
ação dada acima. Neste caso, dizemos que V é G-invariante.

Já comentamos que o grupo Sn age sobre o conjunto�n como na Equação (2.6)
e, a partir desta ação, podemos definir uma representação de Sn sobre um espaço
vetorial V com base B D fv1; : : : ; vng dada por

' W Sn ! GL.V /

� 7! '� W V ! V

vi 7! v�.i/:

Desta forma, temos que V D spanF fv1; : : : ; vng é um FSn-módulo e a re-
presentação acima é chamada representação permutacional de grau n de Sn com
módulo permutacional V . Vamos exemplificar explicitando a representação per-
mutacional de grau 3 do grupo simétrico S3 por meio das matrizes que correspon-
dem às transformações lineares '� .
Observação 2.2.13. Observe que como uma representação ' W G ! GL.V / é um
homomorfismo de grupos, para que ela esteja completamente definida é suficiente
conhecer as imagens 'x dos elementos x que são geradores de G.

Exemplo 2.2.14. Considerando a D .1 2 3/; b D .1 2/ como geradores do grupo
S3, temos a seguinte descrição deste grupo com seus geradores e relações entre
eles

S3 D ha; b W a
3
D b2 D .ab/2 D 1i:

Pelo que foi dito acima, temos uma ação deS3 sobre um espaço vetorial V com
F -base fv1; v2; v3g dada por � �vi D v�.i/; � 2 S3:Assim, temos a representação
correspondente  W S3 ! GL3.F / dada por

 a D

0@0 0 1

1 0 0

0 1 0

1A e  b D

0@0 1 0

1 0 0

0 0 1

1A :
Definição 2.2.15. Uma representação ' W G ! GL.V / é irredutível se V é um
FG-módulo simples, ou seja, os únicos F -subespaçosG-invariantes de V são f0g
e V .
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Obviamente, qualquer representação de grau 1 de um grupo é irredutível. No-
tamos que, de modo geral, a representação permutacional de grau n de Sn não é
irredutível, pois o subespaço U D spanF fv1 C � � � C vng é Sn-invariante.
Exercício 2.2.16. Considere a representação  dada no Exemplo 2.2.14.
.a/ Mostre que o subespaço W D spanF fv1 � v2; v1 � v3g é S3-invariante.

.b/ Mostre que W não contém subespaços S3-invariantes.

.c/ Conclua que a restrição da representação  ao CS3-módulo W é uma re-
presentação irredutível de grau 2 de S3.

Observação 2.2.17. De modo geral, considerando a representação permutacional
de grau n de Sn, temos que o subespaço W D spanF fv1 � v2; : : : ; v1 � vng
é Sn-invariante e, além disso, a restrição ao subespaço W é uma representação
irredutível de grau n � 1 de Sn.

Ao considerar o FG-módulo V correspondente a uma representação ', um
dos nossos interesses é saber quando V é um FG-módulo semissimples. Quando
isto ocorre, dizemos que a representação ' associada ao FG-módulo V é comple-
tamente redutível.

Apresentaremos a seguir um resultado sobre a semissimplicidade de FG-mó-
dulos, conhecido como Teorema deMaschke, que tem papel fundamental na teoria
de representações de grupos.
Observação 2.2.18. Antes de enunciar o Teorema de Maschke, observamos que,
se a característica de um corpo F não é divisor da ordem de um grupo finito G,
então jGj é invertível em F . Isto significa que, se V é um FG-módulo e v 2 V ,
então 1

jGj
v 2 V .

Teorema 2.2.19 (Maschke). Se G é um grupo finito e F é um corpo cuja caracte-
rística não divide a ordem de G, então todo FG-módulo V é semissimples.

Demonstração. Consideremos U um FG-submódulo de V . Queremos mostrar
que existe um FG-submódulo W de V tal que V D U ˚ W . Inicialmente, já
sabemos que existe um F -subespaçoW0 de V tal que V D U

:
C W0. Vamos usar

esse subespaço para construir o FG-submódulo W de V procurado.
Considerando v 2 V , temos v D u C w, com u 2 U e w 2 W0 e podemos

definir f W V ! V por f .v/ D u. Modificamos f criando um nova aplicação
zf W V �! V

v 7�!
1

jGj

P
g2G

g�1f .gv/:
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Primeiramente, notamos que Im. zf / � U , pois f .gv/ 2 U para qualquer
g 2 G e qualquer v 2 V e U é um FG-submódulo de V . Agora, vamos mostrar
que zf é umFG-homomorfismo. Para ver isto, bastamostrar que zf .hv/ D h zf .v/,
para todo h 2 G e todo v 2 V . Isto é claro, pois o valor de zf .hv/ é dado como
segue abaixo

1

jGj

X
g2G

g�1f . gh„ƒ‚…
x

v/ D
1

jGj

X
x2G

hx�1f .xv/

D h

 
1

jGj

X
x2G

x�1f .xv/

!
D h zf .v/:

Além disso, note que dados g 2 G e u 2 U , temos gu 2 U , logo, f .gu/ D
gu. Assim,

zf .u/ D
1

jGj

X
g2G

g�1f .gu/ D
1

jGj

X
g2G

u D u: (2.7)

Agora, tomando v 2 V , temos zf .v/ 2 U e, portanto, pelo que foi visto acima
temos

zf 2.v/ D zf . zf .v// D zf .v/

ou seja, zf 2 D zf . Note ainda que, pela Equação (2.7), temos Im. zf / D U .
Desde que zf é um FG-homomorfismo, de acordo com o que vimos na Propo-

sição 1.2.30, considerando W D Ker. zf /, temos que W é um FG-submódulo de
V e V D U ˚W . Desta forma, o teorema está demonstrado.

Com isso, nas condições do Teorema de Maschke, temos que toda representa-
ção de um grupo finito G é completamente redutível.

Como a álgebra de grupo FG é um FG-módulo, como consequência temos o
seguinte.

Corolário 2.2.20. Seja G um grupo finito e F um corpo cuja característica não
divide a ordem de G. Então a álgebra de grupo FG é uma álgebra semissimples.

É possível mostrar que vale a recíproca do Teorema de Maschke: se todo FG-
módulo é semissimples, então G é um grupo finito e a a característica de F não
divide a ordem de G.
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O resultado a seguir é o Lema de Schur, que já provamos no Lema 1.2.19.
Vamos repetir o enunciado aqui na linguagem de FG-módulos simples para usá-
lo em seguida.
Lema 2.2.21. Sejam M e N dois FG-módulos simples e � W M ! N um FG-
homomorfismo. Então ou � D 0 ou � é um isomorfismo.

Corolário 2.2.22. SejaM um FG-módulos simples, onde F é um corpo algebri-
camente fechado. Se � W M ! M é um FG-isomorfismo, então � é um múltiplo
escalar da aplicação identidade emM .

Demonstração. De fato, � é uma F -transformação linear deM e F é algebrica-
mente fechado, logo � possui um autovalor ˛ 2 F . Portanto, existe um autovetor
v 2M , o qual é um elemento não nulo tal que �.v/ D ˛v. Logo, Ker(��˛idM )
é um FG-submódulo de M diferente de zero. Como M é simples, temos que
Ker(� � ˛idM / DM , de onde segue que � D ˛idM .

Como consequência do corolário acima, temos que grupos abelianos têm uma
particularidade em relação às suas representações irredutíveis que está apresentada
no próximo resultado.
Corolário 2.2.23. As representações irredutíveis de um grupo abeliano G sobre
um corpo algebricamente fechado são todas de grau 1.

Demonstração. Vamos considerar' W G ! GL.V / uma representação irredutível
de V . Deste modo, o FG-módulo correspondente é simples. Vamos fixar um
elemento x 2 G e definir uma aplicação f W V ! V por f .v/ D xv; onde v 2 V .
Note que essa aplicação é linear e desde que G é abeliano, se g 2 G, temos

f .gv/ D xgv D gxv D gf .v/; para todo v 2 V:

Portanto, f é umFG-homomorfismo e, pelo Corolário 2.2.22, temos que f D
�xidV , para algum �x 2 F . Isto mostra que xv D �xv e desta forma, se U é
um subespaço não nulo qualquer de V e u 2 U , temos xu D �xu 2 U . Como
x foi tomado arbitrariamente em G, temos que U é G-invariante. Desde que V é
simples, temos U D V e, com isso, concluímos que a única possibilidade é que
V tem dimensão 1, pois qualquer subespaço U de V é um FG-submódulo de V .
Portanto, a representação irredutível inicial ' é de grau 1.

O interesse da teoria de representações de grupos é determinar todas as re-
presentações de um dado grupo G ou, pelo menos, obter informações sobre elas.
Como esta parece ser uma tarefa difícil, inicialmente devemos saber como distin-
guir duas representações de G que tenham o mesmo grau.
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Definição 2.2.24. Duas representações ' W G ! GL.V1/ e � W G ! GL.V2/ são
equivalentes se existe uma transformação linear bijetiva T W V1 ! V2 tal que
'g D T

�1�gT; para todo g 2 G:

Observamos portanto, que representações equivalentes têm necessariamente
o mesmo grau, e a definição acima indica que o seguinte diagrama é comutativo,
para todo g 2 G:

V1 V1

V2 V2

'g

T T

�g

ou seja, T 'g D �gT:
Observação 2.2.25. Observemos que duas representações de grau 1 de um grupo
G são equivalentes se, e somente se, são aplicações iguais.

A seguir enunciaremos dois teoremas que nos informam sobre o grau de uma
representação irredutível de um grupo finito G e a quantidade de representações
irredutíveis não equivalentes que esse grupo finito pode ter. Não daremos as de-
monstrações, que podem ser consultadas no livro de James e Liebeck (2001).

Teorema 2.2.26. O grau de uma representação irredutível de um grupo finito G
é divisor de jGj.

Teorema 2.2.27. O número total de representações irredutíveis não equivalentes
de um grupo finitoG sobre um corpo algebricamente fechado, cuja característica
não divide jGj, é igual ao número de classes de conjugação de G.

A partir do teorema acima e da Observação 2.1.13, temos o seguinte.

Corolário 2.2.28. O número total de representações irredutíveis não equivalentes
de um grupo abeliano finito G sobre C é igual a jGj.

Uma representação muito importante de um grupo G é a chamada represen-
tação regular. Para defini-la, consideramos a álgebra de grupo FG que sabemos
que é um espaço vetorial sobre F que tem G como base. Podemos definir um ho-
momorfismo de G em GL.FG/, usando apenas a ação de G sobre os elementos
da base de FG, ou seja, apenas sobre G e estendendo linearmente, como abaixo,
onde x 2 G

R W G ! GL.FG/

g 7! Rg W FG ! FG

x 7! gx:
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Definição 2.2.29. A aplicação definida acima é dita representação regular de G.

Ao considerar F um corpo cuja característica não divide a ordem de G, pelo
Teorema 2.2.19, temos que a representação regular R é completamente redutível,
ou seja, FG é uma álgebra semissimples e FG se escreve como a soma direta de
FG-módulos simples. Além disso, pelo Teorema 2.2.27, o número total de FG-
módulos simples é igual à quantidade de classes de conjugação de G, digamos
k.

Definição 2.2.30. Um conjunto fV1; : : : ; Vkg de representantes de FG-módulos
simples não isomorfos é chamado um conjunto completo deFG-módulos simples.

Seja fV1; : : : ; Vkg um conjunto completo de FG-módulos simples. Então a
álgebra de grupo FG se escreve como

FG Š V
.n1/
1 ˚ � � � ˚ V

.nk/

k
(2.8)

onde ni > 1, para todo i D 1; : : : ; k. Agora, pelo Teorema de Wedderburn–Artin,
temos, para cada i , que V .ni /

i Š Mni
.Di /, onde Di é uma F -álgebra de divisão.

Em particular, se F é um corpo algebricamente fechado, então V .ni /
i Š Mni

.F /.
Como dimF .Mni

.F // D n2i , concluímos que dimF .Vi / D ni , para todo i D
1; : : : ; k. Nessas condições, sumarizamos estas informações no próximo teorema.

Teorema 2.2.31. Considere a decomposição de FG como soma direta de FG-
submódulos simples. Na decomposição, cada FG-submódulo simples de FG
aparece um número finito de vezes que é exatamente igual a sua dimensão sobre
F .

Consequentemente, nas condições acima, temos

FG ŠMn1
.F /˚ � � � ˚Mnk

.F /: (2.9)

Observe que se G é um grupo abeliano, pelo Corolário 2.2.28 e pelo que foi
dito acima, temos

CG Š C ˚ � � � ˚C

onde na soma direta o número de componentes é igual a jGj.
Agora, vamos considerarM um FG-módulo qualquer sobre um corpo F de

característica zero. Nessa situação, também podemos usar o Teorema 2.2.19 para
decomporM como soma direta de FG-submódulos simples, e o Corolário 1.3.35
nos dá informações sobre esses submódulos simples. Abaixo, repetimos o resul-
tado na linguagem deFG-módulos, onde consideramos fV1; : : : ; Vkg um conjunto
completo de FG-módulos simples.
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Teorema 2.2.32. Cada FG-submódulo simples que aparece na decomposição de
M como dito acima é isomorfo a algum FG-submódulo simples de FG, ou seja,
cada um dessesFG-submódulos é isomorfo a algumFG-módulo em fV1; : : : ; Vkg.

De acordo com o teorema anterior, podemos escrever

M Š V
.s1/
1 ˚ � � � ˚ V

.sk/

k
: (2.10)

Para i D 1; : : : ; k, cada si é denominado a multiplicidade do FG-módulo Vi em
M .

A seguir, verificaremos como determinar a quantidade de representações dis-
tintas de grau 1 de um grupo finito G. Para isso, consideremos G0 o subgrupo
derivado deG conforme a Definição 2.1.21. Vamos mostrar que existe uma corres-
pondência biunívoca entre as distintas representações de grau 1 deG e as distintas
representações de grau 1 de G=G0.

Note que se ' W G ! F � é uma representação de grau 1 de G, então, lem-
brando que .x; y/ D xyx�1y�1 é o comutador de x e y, temos

'..x; y// D .'.x/; '.y// D 1:

Consequentemente, considerando a aplicação ' W G=G0 ! F � induzida por
' dada por

'.xG0/ D '.x/; x 2 G (2.11)

vemos que ' está bem definida, pois se x; y 2 G são tais que xG0 D yG0, então
pelo Exercício 2.1.29 temos x�1y 2 G0. Assim, '.x�1y/ D 1, ou seja, '.x/ D
'.y/. Logo, '.xG0/ D '.yG0/: Como claramente, temos que '.xG0yG0/ D

'.xG0/'.yG0/, concluímos que é um homomorfismo e, portanto, é uma represen-
tação de grau 1 de G=G0.

Reciprocamente, começando com uma representação de grau 1

' W G=G0
! F �

usamos a Equação (2.11) para definir uma representação de G e temos a corres-
pondência biunívoca desejada.

Agora, lembremos que, pelo Exercício 2.1.34, temos que G=G0 é um grupo
abeliano e desta forma, pelo Corolário 2.2.23, toda representação irredutível de
G=G0 é de grau 1. Além disso, pelo Corolário 2.2.28, a quantidade de representa-
ções irredutíveis de um grupo abeliano é igual a sua ordem.

Chegamos a seguinte conclusão.
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Proposição 2.2.33. O número de representações de grau 1 de um grupo finito G
é igual a ordem do grupo quociente G=G0.

No caso emqueG D Sn, pelaObservação 2.1.36, temosG0 D An e jSn=Anj D
2. Então Sn possui exatamente duas representações de grau 1, que são dadas por

1 W � 7! 1 e sgn W � 7! sgn.�/; para todo � 2 Sn

ou seja, temos respectivamente, a representação trivial e a representação sinal.
Abaixo, apresentamos exemplos de representantes de todas as representações

irredutíveis não equivalentes de S3 sobre o corpo dos números complexos C. Re-
cordamos inicialmente que S3 tem 3 classes de conjugação e, portanto, possui 3
representações irredutíveis não equivalentes sobre C.

Já sabemos que S3 tem duas representações irredutíveis de grau 1, que são não
equivalentes:

1 W

�
a 7! 1

b 7! 1
e sgn W

�
a 7! 1

b 7! �1:
(2.12)

Lembremos tambémque, pelo Exercício 2.2.16, temos queW D spanfw1; w2g,
onde w1 D v1 � v2 e w2 D v1 � v3, é um CS3-módulo simples e, assim, a re-
presentação correspondente z W S3 ! GL.W / é irredutível de grau 2 e é dada
por

a D .1 2 3/ 7!

�
�1 �1

1 0

�
e b D .1 2/ 7!

�
�1 �1

0 1

�
: (2.13)

Qualquer outra representação irredutível de grau 2 de S3 é equivalente a repre-
sentação z . Desta forma, todas as representações irredutíveis não equivalentes de
S3 estão listadas acima.

Exercícios V ou F da Seção 2.2: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, G representa um grupo
e F é um corpo de característica zero.

.1/ Se ' e  são representações de um grupo G e têm o mesmo grau, então ' e
 são equivalentes.

.2/ SeV é umFG-módulo, então o conjuntoV0 D fv 2 V W gv D v; 8g 2 Gg
é um FG-submódulo de V .
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.3/ Se ' é uma representação de grau 1 de um grupo G, então ' é a representa-
ção trivial.

.4/ Se C4 é um grupo cíclico de ordem 4, é verdade queCC4 Š C˚C˚C˚C.

.5/ Se G é um grupo de ordem 8 que tem exatamente 4 classes de conjugação,
então CG Š C ˚C ˚C ˚C ˚M2.C/.

.6/ Duas representações de S3 com grau 2 são equivalentes.

.7/ Para a representação de S3 definida na Equação (2.13), temos z ..1 3// D�
�1 1

0 �1

�
:

.8/ Considere C3 D ha W a3 D 1i um grupo cíclico de ordem 3. A aplicação
� W C3 ! GL2.C/ definida por

a 7!

�
0 1

�1 �1

�
é uma representação de C3.

2.3 Caracteres do grupo simétrico
Vamos agora introduzir o conceito de caracter de grupo e apresentar algumas infor-
mações sobre os caracteres do grupo simétrico Sn que serão importantes no estudo
de PI-álgebras.

Antes disso, lembremos que dada uma matriz a D .aij / 2 Mn.F /, com
1 6 i; j 6 n, definimos o seu traço tr.a/ como a soma das entradas na diagonal,

ou seja, tr.a/ D
nP
iD1

ai i . Lembremos ainda que, dadas a; b 2 Mn.F /, temos as

seguintes propriedades básicas para o traço da soma e do produto:

1. tr.aC b/ D tr.a/ + tr.b/.

2. tr.ab/ D tr.ba/.

Ao definirmos uma representação ' de grau n de um grupo finito G, a cada
elemento g 2 G associamos uma matriz invertível 'g 2 GLn.F /. O caracter do
elemento g é definido como o traço tr.'g/ da matriz 'g . Vamos agora definir o
que entendemos pelo caracter da representação.
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Definição 2.3.1. Definimos o caracter de uma representação ' W G ! GLn.F /

como a função �' W G ! F dada por �'.g/ WD tr.'g/, para g 2 G. Se V é o
G-módulo correspondente à representação, também dizemos que �' é o caracter
de V , denotado �'.V /.

Um caracter de G, ou um G-caracter, é o caracter de alguma representação de
G. O grau do caracter é o grau da representação correspondente e o caracter é dito
irredutível se a representação for irredutível. Note que '.1/ D In para qualquer
representação ' de grau n, logo �'.1/ D n é exatamente o grau de '.

Exemplo 2.3.2. Considerando a representação z W S3 ! GL.W /, definida na
Equação (2.13), temos que � z 

..1 2 3// D �1 e � z 
..1 2// D 0:

Quando ' W G ! GLn e  W G ! GLn são duas representações equiva-
lentes de um grupo G, sabemos que existe uma matriz n � n invertível T tal que
T �1'gT D  g , para todo g 2 G. Com isso, usando a propriedade do traço do
produto, vemos que duas representações equivalentes têm o mesmo caracter:

tr. g/ D tr.T �1'gT / D tr.T .T �1'g// D tr.'g/; para todo g 2 G:

Considerando os caracteres �' e � das representações ' e  , respectiva-
mente, o que provamos acima é que � .g/ D �'.g/, para todo g 2 G.

Definição 2.3.3. Dois caracteres de um grupo G são ditos equivalentes se as re-
presentações correspondentes são equivalentes.

Proposição 2.3.4. Um caracter � de G é uma função de classe, isto é, se dois
elementos g e h estão em uma mesma classe de conjugação de G, então �.g/ D
�.h/.

Demonstração. De fato, se g e h são conjugados em G, então existe x 2 G tal
que h D gx WD xgx�1 e assim, temos

�.h/ D tr.'xgx�1/ D tr.'x'g'x�1/ D tr.'x�1'x'g/ D tr.'g/ D �.g/:

Como consequência da proposição acima, dada uma representação deG, para
conhecer os valores dos caracteres dos elementos de G por esta representação, é
suficiente determinar o valor do caracter de um representante da cada classe de
conjugação. Desta forma, para a representação no Exemplo 2.3.2, temos

� z 
.1/ D 2; � z 

..1 2 3// D �1 e � z 
..1 2// D 0:
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e consequentemente teremos

� z 
..1 3 2// D �1 e � z 

..1 3// D � z 
..2 3// D 0:

Além disso, como cada caracter irredutível é o caracter de uma representa-
ção irredutível e representações equivalentes têm o mesmo caracter, pelo Teore-
ma 2.2.27, o número de caracteres irredutíveis não equivalentes de um grupo fi-
nito G sobre um corpo algebricamente fechado cuja característica não divide jGj
é igual ao número de classes de conjugação de G.
Definição 2.3.5. A tábua de caracteres de um grupo finito G é uma tabela, onde
disponibilizamos os valores de todos os seus caracteres irredutíveis não equivalen-
tes em representantes das classes de conjugação de G.

Considerando apenas os valores dos caracteres em cada elemento, a tábua de
caracteres de G é uma matriz quadrada k � k, onde k é o número de classes de
conjugação de G.
Exemplo 2.3.6. Vamos construir a tábua de caracteres de S3. Nas Equações (2.12)
e (2.13), já vimos os exemplos de representantes para todas as representações ir-
redutíveis de S3. Assim, escolhendo 1, .1 2 3/ e .1 2/ como representantes das
classes de conjugação em S3 e �t , �s e � z 

para denotar o caracter da representa-
ção trivial, da representação sinal e da representação z , respectivamente, temos a
seguinte tábua de caracteres

caracter 1 .1 2 3/ .1 2/

�t 1 1 1
�s 1 1 -1
� z 

2 -1 0

Recordemos que cada classe de conjugação de Sn corresponde a uma partição
de n de acordo com a estrutura cíclica do representante da classe. Por exemplo
para a D .1 2 3/ e b D .1 2/ em S3, temos as correspondências:

cl.1/ $ .1/.2/.3/ $ .1; 1; 1/ ` 3

cl.a/ $ .1 2 3/ $ .3/ ` 3

cl.b/ $ .1 2/.3/ $ .2; 1/ ` 3:

Como a quantidade de caracteres irredutíveis de Sn é igual ao seu número de
classes de conjugação, também vamos indexar cada caracter irredutível de Sn por
uma partição � ` n: Por exemplo, para S3 vamos denotar

�t D �.3/; �s D �.1;1;1/ e � z 
D �.2;1/:



2.3. Caracteres do grupo simétrico 111

A escolha feita para cada partição acima determinada depende de uma série
de fatores que não vamos enumerar aqui, pois é importante apenas ter em mente
que tal associação pode ser feita de modo geral. A representação e o CSn-módulo
correspondentes ao caracter também serão indexados pela mesma partição.

Assim, no exemplo acima, temos as representações '.3/ como a representação
trivial, '.1;1;1/ como a representação sinal e '.2;1/ como uma representação irredu-
tível de grau 2 de S3. Podemos escrever os CS3-módulos correspondentes como
V.3/, V.1;1;1/ e V.2;1/, respectivamente. De acordo com a Equação (2.8), temos

CS3 Š V.3/ ˚ V.1;1;1/ ˚ V
.2/

.2;1/

ou seja, pela Equação (2.9) temos

CS3 Š C ˚C ˚M2.C/:

Para o grupo simétrico S4, existem 5 caracteres irredutíveis não equivalentes
que podem ser denotados �.1;1;1;1/, �.2;1;1/, �.2;2/, �.3;1/ e �.4/. Para determinar
a decomposição de CS4 em CS4-submódulos simples é necessário conhecer a
multiplicidade de cada S4-módulo simples, ou seja, precisamos conhecer o grau
da representação correspondente.

Vamos agora descrever brevemente a teoria desenvolvida por A. Young para
determinar o grau de cada representação irredutível de Sn. O leitor que desejar se
aprofundar neste assunto, pode consultar o livro de Sagan (2001).

Primeiramente, ao considerarmos uma partição � D .�1; : : : ; �s/ ` n, vamos
associar a ela um diagrama que consiste de n boxes � distribuídos da seguinte
maneira: colocaremos �1 boxes na primeira linha, �2 boxes na segunda linha
de modo que fiquem alinhados com os boxes da primeira linha desde a primeira
coluna, e assim por diante até termos �s boxes na última linha. Este será dito o
diagrama de Young do tipo �.
Exemplo 2.3.7. O diagrama de Young do tipo

D� D

�, onde � D .3; 2; 2; 1/ ` 8, está ao lado.

Para uma partição fixa � ` n, definimos uma tabela de Young do tipo � como
um completamento dos boxes do diagramaD� com naturais 1; 2; : : : ; n.
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Exemplo 2.3.8. Para n D 3, as tabelas de Young do tipo � D .2; 1/ são:

1 2

3
;

1 3

2
;

2 1

3

2 3

1
;

3 1

2
e 3 2

1
:

Observe que para todo n > 1, existem nŠ tabelas de Young do tipo �. Algumas
dessas tabelas têm destaque especial, como veremos a seguir.

Definição 2.3.9. Dizemos que uma tabela de Young T� do tipo � é standard2 se
os inteiros em cada linha e em cada coluna de T� crescem da esquerda para direita
e de cima para baixo, respectivamente.

Exemplo 2.3.10. Para n D 5, as tabelas standard do tipo � D .3; 2/ são:

1 3 5

2 4
;

1 2 5

3 4
;

1 3 4

2 5

1 2 4

3 5
e 1 2 3

4 5
:

O interesse pelas tabelas standard do tipo � está exatamente no resultado a
seguir, provado por A. Young, cuja demonstração pode ser vista no livro de James e
Kerber (1981). Lembrando que cada representação irredutível deSn está associada
a uma partição � de n, o resultado nos diz qual é o seu grau.

Teorema 2.3.11. Seja '� uma representação irredutível de Sn, onde � ` n. Então,
o grau d� de '� é igual ao número de tabelas standard do tipo �.

Para poder estabelecer o resultado que nos informa sobre o valor do grau d�,
precisamos de mais alguns conceitos. Dadas uma partição � ` n e um diagrama
D� de Young do tipo �, vamos denotar um box na posição .i; j /, ou seja, locali-
zado na linha i e coluna j , por bij . O gancho do box bij é dado pelo número de
boxes a direita de bij mais o número de boxes abaixo de bij mais 1, denotado hij .

2A palavra standard pode ser traduzida para padrão em português, mas faremos a opção de não
fazer a tradução e vamos manter a terminologia usada em inglês.
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Exemplo 2.3.12. Ao lado, usando o diagrama

6 4 1

4 2

3 1

1

do Exemplo 2.3.7, preenchemos cada box com
o valor de seu gancho. Note que o produto dos
ganchos é igual a

Q
hij D 6 � 4 � 4 � 3 � 2.

Existem diversas demonstrações dadas para o próximo teorema que estabelece
o valor exato do grau d� de uma representação irredutível '� de Sn. Não apresen-
taremos uma demonstração aqui, pois nenhuma delas é trivial e todas fogem do
objetivo deste livro. O leitor interessado pode consultar o livro de Sagan (2001).

Teorema 2.3.13. Para cada � ` n, o número d� de tabelas standard do tipo � é
igual a

d� D
nŠQ

i;j

hij
: (2.14)

A expressão dada na Equação (2.14) é conhecida como fórmula do gancho.
Usando as informações dadas pela Equação (2.9) e pelo teorema anterior, para o
grupo simétrico Sn, temos

CSn Š
M
�`n

Md�
.C/:

Exemplo 2.3.14. Vamos determinar os graus de todas as representações irredutí-
veis de S4, ou seja, os graus de todos os S4-caracteres irredutíveis. Consequente-
mente, vamos apresentar a decomposição de CS4 em submódulos simples. Para
isso, consideremos abaixo os diagramas de Young de cada uma das partições de 4
e os ganchos referentes a cada box:

D.1;1;1;1/ D ganchos W h11 D 4; h21 D 3; h31 D 2; h41 D 1:

D.2;1;1/ D ganchos W h11 D 4; h12 D 1; h21 D 2; h22 D 1:
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D.2;2/ D ganchos W h11 D 3; h12 D 2; h21 D 2; h22 D 1:

D.3;1/ D ganchos W h11 D 4; h12 D 2; h13 D 1; h21 D 1:

D.4/ D ganchos W h11 D 4; h12 D 3; h13 D 2; h14 D 1:

Assim, pela fórmula do gancho dada na Equação (2.14), os graus das represen-
tações irredutíveis de S4 são

d.1;1;1;1/ D 1; d.2;1;1/ D 3; d.2;2/ D 2; d.3;1/ D 3 e d.4/ D 1

e portanto,
CS4 Š C ˚C ˚M3.C/˚M2.C/˚M3.C/: (2.15)

Já sabemos que ao considerar um CG-módulo M , podemos decompô-lo em
CG-submódulos simples e, de acordo com a Equação (2.10), temos

M Š V
.s1/
1 ˚ � � � ˚ V

.sk/

k

onde fV1; : : : ; Vkg um conjunto completo deCG-módulos simples. Considerando
�i o caracter irredutível deG correspondente ao CG-módulo simples Vi , temos o
seguinte resultado, cuja demonstração pode ser vista no livro de James e Liebeck
(2001).

Teorema 2.3.15. Seja �.M/ o caracter correspondente ao CG-móduloM , com
a decomposição dada acima como soma de CG-módulos simples. Então

�.M/ D s1�1 C � � � C sk�k : (2.16)

Na Equação (2.16), cada si é denominado a multiplicidade do caracter irredu-
tível �i na decomposição do caracter de M , que também é a multiplicidade do
CSn-módulo irredutível correspondente ao caracter �i , na decomposição de M ,
de acordo com a Equação (2.10).

Particularmente, o caracter �R.Sn/, da representação regular de Sn, se escreve
como

�R.Sn/ D
X
�`n

d���:

Exemplo 2.3.16. Conforme a Equação (2.15), se �R.S4/ é o caracter da represen-
tação regular de S4, temos

�R.S4/ D �.1;1;1;1/ C �.4/ C 3�.2;1;1/ C 2�.2;2/ C 3�.3;1/: (2.17)
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Terminamos esta seção fazendo uma observação importante sobre os Sn-ca-
racteres irredutíveis. Para isto, consideremos V um FSn-módulo e V D V ˝F F ,
onde F é o fecho algébrico de F . Inicialmente, observemos que V é um FSn-
módulo e, assim, temos a seguinte informação cuja demonstração pode ser vista
no livro de Curtis e Reiner (1966).

Observação 2.3.17. Se V� é umFSn-módulo irredutível que aparece na decompo-
sição do FSn-módulo V com multiplicidade não nulam�, então V � D V�˝F F
também aparece na decomposição de V com multiplicidade m�.

Exercícios V ou F da Seção 2.3: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ Se � é um caracter de S4, então �..1 2 3 4// D �..1 3 4 2/.

.2/ Para a representação de S3 definida na Equação (2.13),temos que o valor do
caracter � z 

..1 3// é igual a zero.

.3/ É verdade que CS5 Š C ˚C ˚M4.C/˚M5.C/.2/ ˚M6.C/.

.4/ Ogrupo simétricoS8 contém exatamente 16 caracteres irredutíveis não equi-
valentes.

.5/ O grau do caracter irredutível �� de S5 correspondente à partição � D
.2; 1; 1; 1/ é igual a 4.

.6/ O grau da representação irredutível de S6 correspondente à partição � D
.3; 1; 1; 1/ é igual ao grau da representação irredutível de S5 correspondente
à partição � D .3; 2/.

.7/ Se �� é um caracter irredutível de grau 3 de S4, então � D .2; 1; 1/.

2.4 A decomposição da álgebra do grupo simétrico

Nesta seção, faremos uma breve descrição da decomposição de Wedderburn da
álgebra de grupo FSn, F um corpo de característica zero. Os resultados apresen-
tados aqui serão de grande importância no desenvolvimento do Capítulo 5. As
demonstrações dos teoremas desta seção podem ser encontradas no livro de Curtis
e Reiner (ibid.).
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Como vimos na seção anterior, cada partição � ` n está associada a um Sn-
caracter irredutível ��. Como os caracteres irredutíveis estão associados a FSn-
módulos simples, podemos indexar cada um desses módulos por partições de n.
Como foi feito na Seção 2.3, vamos considerar V� a soma dos FSn-módulos sim-
ples isomorfos e, com isso, temos que FSn possui a seguinte decomposição de
Wedderburn

FSn Š
M
�`n

V�:

Temos que cada V� é um ideal simples de FSn. Agora, pelo Exercício 1.3.54,
cada ideal simples V� é gerado por idempotente, isto é, existe e� 2 FSn idem-
potente tal que V� D FSne�. Nosso objetivo é obter uma maneira de construir
geradores para V�. Para isso, a seguir, vamos considerar a teoria desenvolvida por
Young.

Para a partição � ` n, definimos sua conjugada �0 D .�0
1; : : : ; �

0
r/ como a

partição de n, onde �0
1; : : : ; �

0
r são os comprimentos das colunas do diagramaD�.

Observemos que o diagrama de Young D�0 do tipo �0 ` n é obtido de D�,
trocando-se as linhas pelas colunas.

Exemplo 2.4.1. Se � D .3; 2; 1; 1/, então sua partição conjugada é �0 D .4; 2; 1/.
Além disso, os diagramas de Young associados a essas partições são, respectiva-
mente:

D� W e D�0 W

Fixada uma partição � D .�1; : : : ; �t / de n, consideramos uma tabela T� D
D�.aij /, obtida pelo preenchimento do diagrama D� com números naturais aij
entre 1 e n, onde aij ocupa o box que está na i -ésima linha e na j -ésima coluna.
Consideremos ainda �0 D .�0

1; : : : ; �
0
r/ a partição conjugada de �. Com essas

considerações, definimos os subgrupos de Sn abaixo.

Definição 2.4.2. Sejam � D .�1; : : : ; �t / ` n e T� D D�.aij / uma tabela de
Young do tipo �.

1. O subgrupo estabilizador-linha de Sn da tabela T� é definido por

RT�
WD S�1

.a11; � � � ; a1�1
/ � � � � � S�t

.at1; � � � ; at�t
/

onde S�i
.ai1; � � � ; ai�i

/ denota o grupo simétrico, agindo sobre os inteiros
ai1; � � � ; ai�i

.
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2. O subgrupo estabilizador-coluna de Sn da tabela T� é definido por

CT�
WD S�0

1
.a11; � � � ; a�0

11
/ � � � � � S�0

r
.a1r ; � � � ; a�0

rr
/

onde S�0
j
.a1j ; � � � ; a�0

j
j / denota o grupo simétrico, agindo sobre os inteiros

a1j ; � � � ; a�0
j
j .

Exemplo 2.4.3. Para a tabela do tipo � D

2 1

3 4

.2; 2/ ` 4 ao lado, temos RT�
D S2.1; 2/ �

S2.3; 4/ e CT�
D S2.2; 3/ � S2.1; 4/.

Ou seja,

RT�
D f1; .1 2/g � f1; .3 4/g D f1; .1 2/; .3 4/; .1 2/.3 4/g

e CT�
D f1; .2 3/g � f1; .1 4/g D f1; .2 3/; .1 4/; .1 4/.2 3/g:

Finalmente, definimos o que é o idempotente essencial associado à tabela T�.

Definição 2.4.4. Dada uma tabela deYoungT�, definimos o idempotente essencial
associado a T� como o seguinte elemento de FSn:

eT�
D

X
� 2 RT�

� 2 CT�

.sgn �/��:

A nomenclatura dada ao elemento eT�
é justificada pela proposição a seguir.

A demonstração geral pode ser encontrada no trabalho de Henke e Regev (2003).

Proposição 2.4.5. Seja T� uma tabela de Young. Para o idempotente essencial
eT�

definido acima, existe 
 2 F tal que e2T�
D 
eT�

.

É possível mostrar que 
 D nŠ
d�
D
Q
i;j

hij , o produto dos ganchos da tabela T�,

é um inteiro positivo. Além disso, temos que o elemento eT�



é um idempotente

em FSn.
Exemplo 2.4.6. Para a tabela ao lado, temos

eT.2;1/
D 1 � .2 3/C .1 2/ � .1 2/.2 3/

D 1 � .2 3/C .1 2/ � .1 2 3/:

2 1

3
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Exercício 2.4.7. Considere e o idempotente essencial de FS3 dado no Exem-
plo 2.4.6. Calcule e2 e prove que e2 D 3e.

A seguir, apresentamos um teorema que mostra a importância do idempotente
essencial eT�

.

Teorema 2.4.8. Para toda tabela de Young T� do tipo � ` n, FSneT�
é um ideal

minimal à esquerda de FSn com caracter ��.

Observe que como e2T�
D 
eT�

, onde 
 é um inteiro, então FSneT�
D

FSn
eT�



.

As tabelas standard também têm um papel fundamental na decomposição de
um ideal simples de FSn. Lembrando que, para cada partição � ` n, existem d�
tabelas standard, temos o teorema a seguir.

Teorema 2.4.9. Sejam T1; : : : ; Td�
todas as tabelas standard do tipo � ` n. Se

V� é o ideal simples de FSn correspondente a partição �, então

V� D

d�M
iD1

FSneTi
:

Com isso, concluímos que a álgebra de grupo FSn pode ser escrita como a
soma direta de ideais minimais à esquerdaFSneT�

, onde T� é uma tabela standard
do tipo � ` n.

Agora, apresentaremos uma série de exemplos que serão úteis futuramente.

Exemplo 2.4.10. Para a tabela de Young do tipo � D .n � 1; 1/ ` n abaixo,

T� D
1 2 � � � n � 1

n

temos RT�
D Sn�1 e CT�

D f1; .1 n/g. Assim,

eT.n�1;1/
D

X
�2Sn�1

.� � �.1 n//:

Exemplo 2.4.11. Para a tabela de Young do tipo � D .n � 2; 1; 1/ ` n a seguir,

T� D

1 2 � � � n � 2

n � 1

n
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temosRT�
D Sn�2 eCT�

D f1; .1 n/; .1 n�1/; .n�1 n/; .1 n�1 n/; .1 n n�1/g.
Assim, o idempotente essencial eT.n�1;1;1/

é igual aX
�2Sn�2

.� � �.1 n/ � �.1 n � 1/ � �.n � 1 n/C �.1 n � 1 n/C �.1 n n � 1//:

Exercício 2.4.12. Mostre que, para a tabela do Exemplo 2.4.3, temos

eT�
D 1 � .2 3/ � .1 4/C .2 3/.1 4/C .1 2/ � .1 2 3/ � .1 4 2/C .1 4 2 3/

C.3 4/�.2 3 4/�.1 3 4/C.1 3 2 4/C.1 2/.3 4/�.1 2 4 3/�.1 3 4 2/C.1 3/.2 4/:

Vamos denotar a partição � D .1; : : : ; 1/ ` n por .1n/.

Não é difícil ver que para esta partição,

eT.1n/
D

X
�2Sn

sgn.�/�: (2.18)

T.1n/ D

1

2
:::

n
O idempotente essencial, eT.1n/

D
P
�2Sn

sgn.�/� , definido na Equação (2.18),

será denotado daqui por diante por e.1n/. O próximo lema técnico mostra a impor-
tância de e.1n/.

Lema 2.4.13. Seja � D fi1; : : : ; ikg ��n. Considere o subgrupo
Sk D Sk.i1; : : : ; ik/ � Sn

que permuta os elementos de � e fixa os elementos de�n � � . Consideremos

e D
X
�2Sk

sgn.�/�:

Então existe ! 2 FSn tal que !e D e.1n/.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que il D l; para todo
l 2 f1; : : : ; kg, e vemos que, para os nossos propósitos, é suficiente provar o
resultado para caso em que k D n�1, pois a situação geral segue por recursividade.
Assim, temos e D

P
�2Sn�1

sgn.�/� e vamos considerar

! D 1 � .1 n/ � .2 n/ � � � � � .n � 1 n/ 2 FSn:
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Mostraremos que esse é o elemento procurado na tese do lema. Notemos que
! é constituído pela soma de n permutações distintas de Sn, e o elemento e é
formado pela soma de .n � 1/Š permutações distintas de Sn.

O nosso primeiro objetivo será provar que o elemento !e é constituído pela
soma de nŠ permutações distintas em Sn, cada uma delas precedida de algum co-
eficiente ˙1. Primeiramente, vemos que o elemento !e possui .n � 1/Š termos
distintos que não movem n. Além disso, notemos que, se .i n/ ¤ .j n/ e ˛ e
� são quaisquer permutações em Sn�1.1; : : : ; n � 1/ entre aquelas que formam a
soma do elemento e, temos que:

˛ ¤ ˙.i n/.j n/�: (2.19)

Isto ocorre porque, do lado esquerdo da Equação (2.19), temos a permutação
˛ que fixa n, enquanto do lado direito temos uma permutação que move n para j .
Assim, .i n/˛ ¤ ˙.j n/� e, portanto, existem .nŠ� .n�1/Š/ termos distintos em
!e que movem n. Como o coeficiente que antecede cada permutação � na soma
do elemento e é justamente sgn.�/, !e é formado pela soma das permutações de
Sn, cada uma delas antecedidas pelo seu sinal. Assim, concluímos que !e D
e.1n/.

Exercícios V ou F da Seção 2.4: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, F denota um corpo de
característica zero.

.1/ Para toda partição � ` n e toda tabela de Young T�, o elemento eT�
é um

idempotente de FSn.

.2/ Para toda partição � ` n e toda tabela de Young T�, o elemento eT�
gera

um ideal à esquerda minimal de FSn.

.3/ A partição conjugada de � D .4; 3; 2/ ` 9 é �0 D .3; 3; 1; 1; 1/.

.4/ A partição conjugada de � D .3; 3; 2/ ` 8 é ela mesma.

.5/ Pela Equação (2.18), é verdade que eT
.12/
D 1C .1 2/.

.6/ Pela Equação (2.18), é verdade que e2T
.12/
D 2.1 2/.



3 Álgebras com
identidades
polinomiais

Neste capítulo, apresentamos as definições e resultados básicos sobre PI-álgebras
associativas. Após definirmos a álgebra livre associativa, apresentamos o conceito
de polinômios homogêneos com ênfase nos polinômios multilineares, que desem-
penham um papel central na PI-teoria. Em particular, os polinômios standard Stn
de grau n e de Capelli Capn de posto n são definidos e suas principais proprieda-
des são estudadas.

Após apresentarmos as propriedades essenciais dos polinômios, definiremos
o principal objeto deste livro: as PI-álgebras. Exibimos diversos exemplos de PI-
álgebras e apresentamos o processo de multilinearização. Finalizamos o capítulo
apresentando uma demonstração do Teorema de Amitsur–Levitzki, que trata de
identidades polinomiais em álgebras de matrizes.

Ao longo deste livro, todas as álgebras são consideradas sobre um mesmo
corpo base F . Quando quisermos enfatizar sobre qual corpo uma álgebra está
sendo considerada, utilizaremos o termo F -álgebra.
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3.1 Polinômios
Dada uma classe de álgebras que são P , onde P denota alguma propriedade (por
exemplo, associativa, comutativa, de Lie, etc.), geralmente estamos interessados
em um objeto universal que satisfaz a propriedadeP . A este objeto damos o nome
de álgebra livre P . O nosso objetivo é construir a álgebra livre associativa.

Seja X D fxi W i 2 I g um conjunto. Os elementos do conjunto X serão
chamados de variáveis e definimos uma palavra emX como sendo uma sequência
xi1xi2 � � � xin ; com n 2 N e xij 2 X , incluindo o 1 para ser a palavra vazia.

Considere F hXi como sendo o espaço vetorial sobre F com base formada por
todas as palavras em X .

Podemos definir o produto de duas palavras por justaposição, isto é,

.xi1xi2 � � � xin/.xj1
xj2
� � � xjm

/ D xi1xi2 � � � xinxj1
xj2
� � � xjm

; xik ; xjl
2 X:

O espaçoF hXimunido deste produto é uma álgebra, chamada de álgebra livre
associativa, livremente gerada por X sobre o corpo F . Um elemento f de F hXi
é chamado de polinômio. Escrevendo f D

P
˛hh; onde ˛h 2 F e h é uma

palavra em X , chamamos ˛h de coeficiente de h. Se ˛h ¤ 0; então ˛hh é dito
um monômio de f e ˛h é um coeficiente de f . Se em f aparecem somente as
variáveis x1; : : : ; xn, então escrevemos f D f .x1; : : : ; xn/.

Exemplo 3.1.1. O elemento f D f .x1; x2; x3; x4/ D x2x
2
1x3 � 2x4x3x1x4 é

um polinômio de F hXi e seus monômios são x2x21x3 e �2x4x3x1x4.

Note que F hXi é uma álgebra unitária. Frequentemente consideramos a álge-
bra livre não unitária F �hXi, a álgebra de todos os polinômios sem termo cons-
tante. O posto de F hXi é a cardinalidade do conjunto X .

Exercício 3.1.2 (Propriedade universal). SejamA uma álgebra unitária e'0 W X !
A uma função. Mostre que existe um único homomorfismo ' W F hXi ! A que
estende '0; i.e. ' jXD '0.

Exercício 3.1.3. Mostre que o posto de F hXi é um invariante da álgebra, isto é,
F hXi Š F hY i se, e somente se, jX j D jY j:

Exercício 3.1.4. Mostre que toda álgebra unitáriaA é isomorfa à um quociente da
álgebra livre F hXi; para algum conjunto X .

Exercício 3.1.5. De maneira análoga, construa a álgebra livre comutativa F ŒX� e
refaça os exercícios anteriores para a classe das álgebras comutativas unitárias.
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Apartir de agora, fixaremos um conjunto infinito enumerávelX D fx1; x2; : : :g
e, em alguns momentos, utilizaremos outros símbolos, por exemplo y; z; yj ; zj ,
para denotar os elementos de X .

A seguir, vamos considerar alguns polinômios que serão importantes neste
texto. Primeiramente, definimos o comutador de peso 2 (ou comutador duplo)
como sendo o polinômio

Œx1; x2� WD x1x2 � x2x1:

Indutivamente, um comutador de peso n > 3 é definido como

Œx1; : : : ; xn� WD ŒŒx1; : : : ; xn�1�; xn�:

Pelo Exercício 1.4.8, valem as seguintes propriedades de comutadores:

.a/ Œx1; x2� D �Œx2; x1� (anticomutatividade);

.b/ Œx1; x2; x3�C Œx2; x3; x1�C Œx3; x1; x2� D 0 (identidade de Jacobi).

De modo geral, dados f; g 2 F hXi, definimos

Œf; g� WD fg � gf

e se f1; : : : ; fn 2 F hXi; definimos

Œf1; : : : ; fn� D ŒŒf1; : : : ; fn�1�; fn�:

Exercício 3.1.6. Mostre que para quaisquer f; g; h 2 F hXi;

Œf; gh� D Œf; g�hC gŒf; h�:

Definimos o produto de Jordan de duas variáveis x1 e x2 como sendo o polinô-
mio

x1 ı x2 WD x1x2 C x2x1:

De modo geral, dados f; g 2 F hXi, definimos f ı g D fg C gf:
O polinômio standard1 de grau n tem um papel fundamental no estudo de PI-

álgebras. Este é definido como

Stn.x1; : : : ; xn/ WD
X
�2Sn

sgn.�/x�.1/ � � � x�.n/;

1Novamente, não traduziremos a palavra standard para português.
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onde Sn é o grupo simétrico de grau n e sgn.�/ denota o sinal da permutação
� 2 Sn, ou seja, este polinômio é formado por todos os monômios obtidos a partir
das permutações das variáveis x1; : : : ; xn cujo coeficiente é o sinal da permutação
correspondente.

Em algumas situações durante o texto, vamos usar simplesmente a notaçãoStn
para denotar o polinômio standard de grau n, omitindo as variáveis x1; : : : ; xn. Por
exemplo, em alguns momentos denotaremos St2 D Œx1; x2�.

Exemplo 3.1.7. Observe que St3.x1; x3; x2/ D �St3.x1; x2; x3/. Além disso,
note também que

St3.x1; x2; x3/ D x1Œx2; x3� � x2Œx1; x3�C x3Œx1; x2�

D x1St2.x2; x3/ � x2St2.x1; x3/C x3St2.x1; x2/:

O exemplo acima pode ser generalizado como no próximo exercício.

Exercício 3.1.8. Mostre que:

.a/ Stn.x1; : : : ; xi ; : : : ; xj ; : : : ; xn/ D �Stn.x1; : : : ; xj ; : : : ; xi ; : : : ; xn/, para
quaisquer i; j 2 f1; : : : ; ng; i ¤ j .

.b/ StnC1.x1; : : : ; xnC1/ D
nC1P
iD1

.�1/iC1xiStn.x1; : : : ; Oxi ; : : : ; xnC1/, onde o

símbolo Oxi denota a omissão da variável xi .

Definição 3.1.9. Seja m D m.x1; : : : ; xn/ 2 F hXi um monômio. O grau de xj
emm, denotado por degxj

.m/, é o número de ocorrências de xj emm. O grau de
m, denotado por deg.m/, é o número total de todas as variáveis presentes em m,
contadas as multiplicidades de cada variável.

Exemplo 3.1.10. Se m D m.x1; x2; x3/ D 5x1x23x
3
2x1x

5
3 , então degx1

.m/ D 2;

degx2
.m/ D 3; degx3

.m/ D 7 e deg.m/ D 12.

Definição 3.1.11. Seja f D f .x1; : : : ; xn/ D
rP
iD1

mi , onde para cada i D

1; : : : ; r , mi D mi .x1; : : : ; xn/ é um monômio. O grau em f da variável xj ,
denotado por degxj

.f /, é igual ao maior grau da variável xj em seus monômios.
O grau de f , denotado por deg.f /, é o maior grau obtido entre seus monômios.

Exemplo 3.1.12. Se f .x1; x2; x3/ D x21x2C2x3x
3
1x
4
2�x

5
3 ; então degx1

.f / D 3;

degx2
.f / D 4; degx3

.f / D 5 e deg.f / D 8.
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No que segue, vamos definir os polinômios multi-homogêneos e multilineares.
Vamos começar considerando Fn D F hx1; : : : ; xni a álgebra livre de posto n > 1
sobreF . SeF .j /n denota o subespaço vetorial deFn gerado por todos osmonômios
de grau total j , então Fn D

P
j>1

F
.j /
n . Note que esta soma é direta como espaços

vetoriais.

Definição 3.1.13. Um polinômio f .k/ pertencente a F .k/n , para algum k > 1, será
dito homogêneo de grau k. Todo polinômio f 2 F hx1; : : : ; xni de grau m pode
ser escrito como f D f .1/ C � � � C f .m/. Os polinômio não nulos f .k/ que
aparecem na decomposição de f são chamados de componentes homogêneas de
f .

Exemplo 3.1.14. Opolinômio f .x1; x2; x3/ D x41Cx
2
2x
2
3Cx3x

2
1x2 é homogêneo

de grau 4. No polinômio g.x1; x2; x3/ D 3x1 C 4x22x
2
3 � x

3
2 � 5x

3
3 , as suas

componentes homogêneas são g.1/ D 3x1, g.3/ D �x32 � 5x
3
3 e g

.4/ D 4x22x
2
3 .

A decomposição acima ainda pode ser refinada como segue. Para cada j > 1,
escreva F .j /n D

P
i1C���CinDj

F
.i1;:::;in/
n , onde F .i1;:::;in/n é o subespaço gerado por

todos os monômios de Fn de grau i1 em x1; : : : ; grau in em xn. Tais decomposi-
ções podem ser estendidas para F hXi, com X infinito enumerável.

Com isso, se f 2 F .k/n , então podemos sempre escrever

f D
X

i1;:::;in>0
f .i1;:::;in/

onde f .i1;:::;in/ 2 F .i1;:::;in/n é a soma de todos os monômios em f em que x1
aparece com grau i1; x2 aparece com grau i2; : : : ; e xn aparece com grau in, e
i1 C � � � C in D k. Isto sugere a seguinte definição.

Definição 3.1.15. Dizemos que um polinômio f é homogêneo na variável xi ,
se xi aparece com o mesmo grau em todos os seus monômios, e que f é multi-
homogêneo quando for homogêneo em todas as suas variáveis. Ainda, os polinô-
mios f .i1;:::;in/ 2 F .i1;:::;in/n que são não nulos em f são chamados componentes
multi-homogêneas de f de multigrau .i1; : : : ; in/.

Exemplo 3.1.16. O polinômio f .x1; x2; x3; x4/ D x1x22x3x
2
4x2 C x4x

2
2x1x

2
3x4

é homogêneo nas variáveis x1 e x4, mas não é nas variáveis x2 e x3 enquanto que
o polinômio g.x1; x2; x3; x4/ D x1x2x3x4x3x2Cx4x22x1x

2
3 é multi-homogêneo

de multigrau .1; 2; 2; 1/.
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Dentre os polinômios multi-homogêneos, um papel importante é desempe-
nhado por aqueles que são multilineares, os quais definiremos a seguir.

Definição 3.1.17. Umpolinômio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi é linear na variável
xi , se xi ocorre com grau 1 em cada monômio de f .

Exemplo 3.1.18. O polinômio x1x4x23x2 � x4x
2
2x3x1 é linear nas variáveis x1 e

x4, mas não é linear nas variáveis x2 e x3.

É importante ressaltar que se f D f .x1; : : : ; xn/ é um polinômio linear, por
exemplo, na variável x1, então

f

 
mX
iD1

˛igi ; x2; : : : ; xn

!
D

mX
iD1

˛if .gi ; x2; : : : ; xn/

para todos ˛i 2 F; gi 2 F hXi:

Definição 3.1.19. Um polinômio em F hXi que é linear em cada uma de suas
variáveis é dito multilinear.

Exemplo 3.1.20. Os seguintes polinômios são multilineares.

(a) O polinômio standard Stn.x1; : : : ; xn/ de grau n.

(b) O polinômio comutador Œx1; : : : ; xn� de peso n.

(c) O polinômio x1 ı x2.

(d) O polinômio x1x2x3 C 2x2x1x3 � 4x1x3x2.

Note que um polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi é multilinear se ele
é multi-homogêneo de multigrau .1; 1; : : : ; 1/. Neste caso, é sempre possível
escrevê-lo na forma

f .x1; x2; : : : ; xn/ D
X
�2Sn

˛�x�.1/x�.2/ � � � x�.n/;

onde ˛� 2 F e � 2 Sn.

Exercício 3.1.21. Utilizando o Exercício 3.1.8, mostre que

Stn.x1; : : : ; xi ; : : : ; xi ; : : : ; xn/ D 0:
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Definição 3.1.22. Seja f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ 2 F hXi um polinômio linear
nas variáveis x1; : : : ; xn. Dizemos que f é alternado nas variáveis x1; : : : ; xn se
para quaisquer 1 6 i < j 6 n, f se torna o polinômio nulo quando substituímos
xi no lugar de xj .

Pela linearidade de f nas variáveis x1; : : : ; xn, temos que f é alternado nas
variáveis x1; : : : ; xn se

f .x1; : : : ; xi ; : : : ; xj ; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ D �f .x1; : : : ; xj ; : : : ; xi ; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/:

Se char.F / ¤ 2, então essa propriedade é equivalente à definição de polinômio
alternado nas variáveis x1; : : : ; xn.

Com isso, se � 2 Sn, e escrevendo � como um produto de transposições,
temos que se f é alternado nas variáveis x1; : : : ; xn, então

f .x�.1/; : : : ; x�.n/; y1; : : : ; ym/ D sgn.�/f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/

para todo � 2 Sn:

Definição 3.1.23. Um polinômio que é alternado em todas as suas variáveis é
chamado simplesmente de polinômio alternado.

Observe que pelo Exercício 3.1.21, temos que Stn.x1; : : : ; xn/ é um polinô-
mio alternado.

Um outro exemplo de polinômio alternado em um conjunto de variáveis é o
chamado polinômio de Capelli de posto m que definiremos a seguir.

Definição 3.1.24. O polinômio

Capm.x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ymC1/ D
X
�2Sm

sgn.�/y1x�.1/y2x�.2/ � � �ymx�.m/ymC1

é chamado de polinômio de Capelli de posto m.

Durante o texto, muitas vezes utilizaremos a notação Capm para denotar o
polinômio de Capelli de posto m, omitindo as variáveis correspondentes. Obser-
vamos que o polinômio de Capelli Capm.x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ymC1/ é linear e
alternado nas variáveis x1; : : : ; xm. Especializando as variáveis y0

is por 1, obte-
mos que

Capm.x1; : : : ; xm; 1; : : : ; 1/ D Stm.x1; : : : ; xm/:

A proposição a seguir mostra como os polinômios de Capelli relacionam-se
com os polinômios alternados.
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Proposição 3.1.25. Seja f D f .x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn/ 2 F hXi um polinômio
alternado nas variáveis x1; : : : ; xm: Então

f D
X

w1;:::;wmC1

˛w1;:::;wmC1
Capm.x1; : : : ; xm; w1; : : : ; wmC1/

onde ˛w1;:::;wmC1
2 F e cadawi ; i D 1; : : : ; mC1; é ummonônio (eventualmente

vazio) nas variáveis y1; : : : ; yn.

Demonstração. Seja ˇw1xi1w2xi2 � � �wmximwmC1 um monômio qualquer de f ,
onde os w0

is são monômios nas variáveis y1; : : : ; yn. Como f é alternado nas
variáveis x1; : : : ; xm, temos que, para todo � 2 Sm; o monômio

w1x�.i1/w2x�.i2/ � � �wmx�.im/wmC1

é um monômio de f com coeficiente sgn.�/ˇ: Portanto, o polinômio

Capm.x1; : : : ; xm; w1; : : : ; wmC1/

é um somando de f com coeficiente˙ˇ e isto conclui a demonstração.

Como consequência direta da proposição anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.1.26. Se f .x1; : : : ; xn/ é um polinômio multilinear e alternado de
grau n, então f .x1; : : : ; xn/ D ˛Stn.x1; : : : ; xn/; para algum ˛ 2 F .

Definição 3.1.27. Seja f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ 2 F hXi um polinômio linear
nas variáveis x1; : : : ; xn. Definimos o operador de alternância Ax1;:::;xn

das va-
riáveis x1; : : : ; xn como

Ax1;:::;xn
f D

X
�2Sn

sgn.�/f .x�.1/; : : : ; x�.n/; y1; : : : ; ym/:

Exemplo 3.1.28. Observe que

(a) Ax1;x2
x1x2 D

P
�2S2

sgn.�/x�.1/x�.2/ D St2.x1; x2/.

(b) Ax1;x2
y1x1y2x2y3 D

P
�2S2

sgn.�/y1x�.1/y2x�.2/y3 D

D Cap2.x1; x2; y1; y2; y3/.
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(c) Ax1;x2;x3;x4
Œx1; x2�Œx3; x4� D 4St4.x1; x2; x3; x4/.

Generalizamos o exemplo acima no próximo exercício.

Exercício 3.1.29. Verifique que:

.a/ Ax1;:::;xn
x1 � � � xn D Stn.x1; : : : ; xn/.

.b/ Ax1;:::;xn
y1x1y2 � � �ynxnynC1 D Capn.x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ynC1/.

.c/ Ax1;:::;x2n
Œx1; x2� � � � Œx2n�1; x2n� D 2nSt2n.x1; : : : ; x2n/. (Dica: utilize

o Corolário 3.1.26.)

Definição 3.1.30. Seja f D f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ 2 F hXi um polinômio li-
near nas variáveis x1; : : : ; xn. Dizemos que f é simétrico nas variáveis x1; : : : ; xn
se, para � 2 Sn, f .x�.1/; : : : ; x�.n/; y1; : : : ; ym/ D f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/:

Umpolinômio que é simétrico em todas as suas variáveis é chamado simplesmente
de polinômio simétrico.

Exemplo 3.1.31. O polinômio f .x1; x2/ D x1 ı x2 D x1x2C x2x1 é um polinô-
mio simétrico. Em geral, o polinômio f .x1; : : : ; xn/ D

P
�2Sn

x�.1/ � � � x�.n/ é um

polinômio simétrico.

Exercício 3.1.32. Mostre que se char.F / ¤ 2 ef D f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ 2
F hXi é um polinômio linear nas variáveis x1; : : : ; xn que é simultaneamente al-
ternado e simétrico nas variáveis x1; : : : ; xn, então f é o polinômio nulo.

Finalizamos essa seção com um importante resultado que será utilizado no de-
correr deste livro. Pela definição da álgebra livre F hXi, temos que as palavras em
X formam uma base de F hXi sobre F . O próximo resultado, conhecido como Te-
orema de Poincaré–Birkhoff–Witt, nos fornece uma base mais funcional de F hXi.
Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em Drensky (2000).

Teorema 3.1.33 (Poincaré–Birkhoff–Witt). Considere o conjunto ordenadoB for-
mado pelos seguintes elementos de F hXi

x1; x2; : : : ; Œxi1 ; xi2 �; Œxj1
; xj2

�; : : : ; Œxk1
; xk2

; xk3
�; : : : :

Então a álgebra livre F hXi possui uma base sobre F formada pelos elementos

xn1
� � � xnp

cm1
� � � cmk
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onde n1 6 n2 6 � � � 6 np, p > 0, cm1
; : : : ; cmk

são comutadores de pesos
arbitrários e cm1

6 cm2
6 � � � 6 cmk

na ordem induzida de B . De maneira
equivalente, F hXi possui uma base sobre F formada pelos elementos

x
˛1

1 � � � x
˛m
m Œxi1 ; xi2 �

ˇ1 � � � Œxj1
; xj2

; : : : ; xjp
�ˇk

onde ˛1; : : : ; ˛m; ˇ1; : : : ; ˇk > 0 e Œxi1 ; xi2 � < � � � < Œxj1
; xj2

; : : : ; xjp
� na or-

dem induzida de B .

A seguir, apresentamos a seguinte proposição que nos mostra uma maneira
eficiente de reescrever polinômios multilineares da álgebra livre F hXi.

Proposição 3.1.34. Qualquer polinômio multilinear de grau n pode ser escrito
como uma combinação linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xis1
Œxj1

; : : : ; xjs2
�„ ƒ‚ …

c1

� � � Œxl1 ; : : : ; xlsm
�„ ƒ‚ …

cr

; (3.1)

onde i1 < � � � < is1 , os polinômios c1; : : : ; cr são comutadores de pesos arbi-
trários (eventualmente vazios) nas demais variáveis distintas de xi1 ; : : : ; xis1

, e
mP
iD1

si D n.

Exemplo 3.1.35. Observe que o polinômio f D x1x3x2x4Œx6; x5� não está es-
crito como indicado em Equação (3.1), pois as variáveis fora do comutador não
estão ordenadas. Vamos reescrevê-lo, usando inicialmente que x3x2 D Œx3; x2�C
x2x3 e assim temos

f D x1Œx3; x2�x4Œx6; x5�C x1x2x3x4Œx6; x5�:

Note que o segundo polinômio acima já é um termo da combinação linear dese-
jada. Agora, vamos organizar o primeiro polinômio usando novamente a definição
de comutador, ou seja, vamos usar que Œx3; x2�x4 D Œx3; x2; x4� C x4Œx3; x2� e
portanto, temos

f D x1Œx3; x2; x4�Œx6; x5�C x1x4Œx3; x2�Œx6; x5�C x1x2x3x4Œx6; x5�

como queríamos.

Exercícios V ou F da Seção 3.1: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.
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.1/ Usando propriedades dos comutadores, temos que Œx31 ; x2� D x
2
1ıŒx1; x2�C

x1Œx1; x2�x1.

.2/ St3.x1; x2; x3/ D St2.x1x2; x3/ � St2.x2x1; x3/C St2.x3x1; x2/.

.3/ As componentes homogêneas do polinômio f .x1; x2; x3/ D 4x1x2 C

2x22x
2
3 C x

3
2 C x

3
3 são f

.1/ D 4x1x2, f .2/ D 2x22x
2
3 e f

.3/ D x32 C x
3
3 .

.4/ O polinômio x1x2 ı x3 C 2Œx2; x1x3� � 4x1x3x2 é multilinear.

.5/ Se f .x1; x2; x3; x4/ é um polinômio alternado, então f .x3; x1; x4; x2/ D
�f .x1; x2; x3; x4/.

.6/ O polinômio x1x3x2x4 C x2x3x1x4 é simétrico nas variáveis x1 e x2 e
também é simétrico nas variáveis x3 e x4.

.7/ O polinômio x2x1x4x3 � x2x4x1x3 � x3x1x4x2 C x3x4x1x2 é alternado
e simétrico nas variáveis x2 e x3.

.8/ O polinômio
P
�2S5

sgn.�/y1x�.1/y2x�.2/y3x�.3/y4x�.4/y5 é o polinômio

de Capelli de posto 5.

3.2 PI-álgebras

Nesta seção vamos definir o objeto de estudo deste livro: as álgebras com identi-
dades polinomiais. Para entender esse conceito, dada uma álgebra A e elementos
a1; : : : ; an 2 A, para f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi, denotaremos por f .a1; : : : ; an/ o
elemento de A obtido substituindo-se xi por ai , i D 1; : : : ; n, no polinômio f .

Definição 3.2.1. Sejam A uma álgebra e f D f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi. Dizemos
que f é uma identidade polinomial de A se

f .a1; : : : ; an/ D 0; para todos a1; : : : ; an 2 A:

Neste caso, escrevemos simplesmente f � 0 em A e dizemos que f é uma
identidade de A ou que A satisfaz f � 0.

É claro que o polinômio nulo é uma identidade polinomial para qualquer álge-
bra A. Por isso, temos a seguinte definição.
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Definição 3.2.2. Dizemos que uma álgebraA é uma PI-álgebra2 seA satisfaz uma
identidade polinomial não nula.

Note que f 2 F hXi é uma identidade polinomial para uma álgebra A se, e
somente se, f pertence ao núcleo de todos os homomorfismos F hXi ! A.

Observe que o termo constante de uma identidade polinomial f de uma álge-
bra A é nulo, já que f .0; : : : ; 0/ D 0. Logo, uma identidade polinomial de uma
álgebra A pertence a F �hXi.

Vejamos alguns exemplos de PI-álgebras.

Exemplo 3.2.3. Toda álgebra comutativa é uma PI-álgebra, pois satisfaz o polinô-
mio Œx1; x2� � 0.

Exemplo 3.2.4. Toda álgebra nilpotente, de índice de nilpotência n, é uma PI-
álgebra, pois satisfaz o polinômio x1 � � � xn � 0.

Exemplo 3.2.5. Se A é uma álgebra nil de expoente limitado, então A é uma PI-
álgebra. De fato, existe n > 1 tal que an D 0; para todo a 2 A. Logo, A satisfaz
a identidade xn � 0.

Exemplo 3.2.6. A álgebra UT2, das matrizes triangulares superiores 2 � 2 sobre
um corpo F , é uma PI-álgebra. De fato, ao considerar a; b 2 UT2, um simples
cálculo mostra que existe ˛ 2 F tal que Œa; b� D ˛e12. Com isso, para quaisquer
a; b; c; d 2 UT2, Œa; b�Œc; d � D 0 e portanto Œx1; x2�Œx3; x4� � 0 é uma identidade
polinomial de UT2.

O próximo exercício é uma generalização do exemplo anterior.

Exercício 3.2.7. Mostre que UTn, a álgebra das matrizes triangulares superiores
n � n sobre um corpo F , satisfaz o polinômio

Œx1; x2� � � � Œx2n�1; x2n� � 0:

Exemplo 3.2.8. O corpo Z=pZ; p primo, obviamente satisfaz Œx1; x2� � 0. Pelo
Teorema de Fermat, Z=pZ também satisfaz a identidade xp1 � x1 � 0.

Com os exemplos apresentados até aqui vemos que a classe das PI-álgebras é
grande. O próximo resultado nos ajudará a exibir mais exemplos de PI-álgebras e
nos mostra uma particular vantagem de trabalhar com polinômios multilineares.

2PI, do inglês, polynomial identity.
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Proposição 3.2.9. Seja A uma álgebra que é gerada, como espaço vetorial, por
um conjunto B sobre F . Se f D f .x1; : : : ; xn/ é um polinômio multilinear que
se anula sob qualquer substituição de elementos em B; então f é uma identidade
polinomial de A.

Demonstração. Seja fbigi2I um conjunto gerador de A sobre F e consideremos
a1; : : : ; an elementos quaisquer em A. Vamos mostrar que f .a1; : : : ; an/ D 0.
Por hipótese, podemos escrever

a1 D
X

˛1ibi ; : : : ; an D
X

˛nibi

onde os b0
is são elementos de B e ˛j i 2 F . Então, como f é linear em cada uma

de suas variáveis, temos que

f .a1; : : : ; an/ D f
�X

˛1ibi ; : : : ;
X

˛nibi

�
D
X

˛1i1 : : : ˛ninf .bi1 ; : : : ; bin/:

Como, por hipótese, f se anula quando é avaliado em elementos de B , con-
cluímos que f � 0 em A, como queríamos.

O resultado anterior nos diz que sempre que quisermos averiguar se um po-
linômio multilinear f é uma identidade polinomial de uma álgebra A, então basta
avaliarmos f em uma base de A.

Exercício 3.2.10. Seja f .x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym/ um polinômio multilinear e al-
ternado nas variáveis x1; : : : ; xn. Se a1; : : : ; an 2 A são linearmente dependentes
sobre F , então f .a1; : : : ; an; b1; : : : ; bm/ D 0, para quaisquer b1; : : : ; bm 2 A.

Como, para todo n > 2; o polinômio Stn é multilinear e alternado, temos,
como consequência da Proposição 3.2.9 e do exercício anterior, o seguinte corolá-
rio.

Corolário 3.2.11. Toda álgebra de dimensão n satisfaz o polinômio StnC1 � 0.

Assim, toda álgebra de dimensão finita é uma PI-álgebra.

Exercício 3.2.12. Dê um exemplo de uma álgebra de dimensão infinita que satisfaz
Stn, para algum n > 1:

Mesmo para álgebras não unitárias, fazemos a seguinte definição.
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Definição 3.2.13. Dizemos que uma álgebra A satisfaz o polinômio de Capelli de
posto m se A satisfaz todos os polinômios da forma

Capm.x1; : : : ; xm; y1; : : : ; ymC1/

eventualmente substituindo-se as variáveis y por 1. Observe que existem 2mC1

polinômios obtidos através da substituição das variáveis y por 1.

Segue também da Proposição 3.2.9 o seguinte corolário.

Corolário 3.2.14. SeA é uma álgebra de dimensão n, entãoA satisfazCapnC1 �

0.

O nosso próximo objetivo é exibir identidades polinomiais para a álgebra de
matrizesM2.F /. Para isso, utilizaremos o seguinte fato que é deixado como exer-
cício.

Exercício 3.2.15. Mostre que

St4.x1; x2; x3; x4/ D Œx1; x2� ı Œx3; x4�C Œx1; x3� ı Œx4; x2�C Œx1; x4� ı Œx2; x3�:

Exemplo 3.2.16. Vamos determinar duas importantes identidades da álgebra de
matrizes M2.F /. Como dimF .M2.F // D 4; temos, pelo Corolário 3.2.11, que
St5 � 0 emM2.F /. Vamos mostrar que

St4.x1; x2; x3; x4/ � 0 em M2.F /:

Pela Proposição 3.2.9, basta mostrarmos que St4 se anula quando é avaliado
em elementos de uma base deM2.F /.

Seja fe11C e22; e11; e12; e21g uma baseM2.F / sobre F . Ao avaliarmos St4
nos elementos desta base, pelo Exercício 3.2.15, temos que e11 C e22 aparece
somente dentro de comutadores de peso 2. PortantoSt4 � 0 emM2.F /. Também,
temos que St3 não é uma identidade polinomial de M2.F /. De fato, temos que
St3.e11 C e22; e11; e12/ D e12 ¤ 0:

Agora, vamos exibir outra identidade polinomial deM2.F /. Observamos que
se a; b 2 M2.F /, ao calcular o comutador Œa; b� 2 M2.F / vemos que Œa; b�2 é
uma matriz múltiplo escalar da matriz identidade e, portanto, comuta com todo
elemento deM2.F /. Assim,

ŒŒx1; x2�
2; x3� � 0 em M2.F /:
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Como vimos no Corolário 3.2.11, toda álgebra de dimensão finita é uma PI-
álgebra. A seguir, exibiremos um exemplo de PI-álgebra de dimensão infinita.

Exemplo 3.2.17. Na álgebra F hXi, considere I D hxixj C xjxi W i; j > 1i. A
álgebra G D F hXi=I é chamada de álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior)
de dimensão infinita sobre F . Denotando por ei D xiCI , se char.F / ¤ 2, temos
a seguinte apresentação para G W

G D h1; e1; e2; : : : W eiej D �ej ei ; para todos i; j > 1i:

Como eiej D �ej ei , segue que, se char.F / ¤ 2, e2i D 0, para todo i > 1.
Além disso, para todo � 2 Sn,

e�.i1/ � � � e�.in/ D sgn.�/ei1 � � � ein :

Com isso, B D fei1 � � � ein W i1 < i2 < � � � < in; n > 0g gera G sobre F .

Afirmamos queB é uma base de G. De fato, suponha que h D
nP
iD1

˛igi D 0; ˛i 2

F; gi 2 B; i D 1; : : : ; n; é uma relação com um número minimal de coeficientes
˛i não nulos. Se um elemento ej aparece em g1, mas não em g2; então ejg1 D 0

e ejh D
nP
iD2

˛iejgi D 0 é uma relação com um número menor de coeficientes

não nulos, o que é uma contradição. Portanto, B é uma base de G sobre F .
A seguir, introduziremos dois subespaços importantes da álgebra de Grass-

mann:
G.0/ D spanF fei1 � � � ei2k

W 1 6 i1 < � � � < i2k; k > 0g e

G.1/ D spanF fei1 � � � ei2kC1
W 1 6 i1 < � � � < i2kC1; k > 0g:

Pela definição, pode-se verificar que esses subespaços satisfazem as seguintes
relações:

G.0/G.0/ C G.1/G.1/ � G.0/ e G.0/G.1/ C G.1/G.0/ � G.1/:

Como consequência, a primeira relação nos diz que G.0/ é uma subálgebra de
A. Desde que G.0/\G.1/ D f0g e todo elemento de G pode ser escrito como soma
de elementos de G.0/ e G.1/, temos que G D G.0/

:
C G.1/.

Além disso, não é difícil verificar que todo elemento de G.0/ comuta com qual-
quer elemento de G e que, se w1; w2 são monômios em G.1/; então w1w2 D
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�w2w1. Com isso, segue que, para todo a D a0 C a1, b D b0 C b1 2 G, com
a0; b0 2 G.0/ e a1; b1 2 G.1/, temos

Œa; b� D Œa1; b1�C Œa0; b0�C Œa1; b0�C Œa0; b1� D 2a1b1 2 G.0/:

Portanto, obtemos que Œx1; x2; x3� � 0 em G, ou seja, G é uma PI-álgebra.

Exercício 3.2.18. Mostre que a álgebra de Grassmann G não satisfaz Stn, para
todo n > 1:

Nem toda álgebra é uma PI-álgebra, como veremos a seguir.

Exemplo 3.2.19. A álgebra livre F hXi não é uma PI-álgebra. De fato, seja f
uma identidade polinomial de F hXi. Como x1; : : : ; xn 2 F hXi, temos que
f .x1; : : : ; xn/ D 0 e, portanto, f é o polinômio nulo.

Exercícios V ou F da Seção 3.2: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ A álgebra UT2 satisfaz o polinômio Œx1x2; x3�Œx4; x5x6�.

.2/ Se A é uma álgebra de dimensão 3, então A satisfaz St3.x1; x2; x3/.

.3/ A álgebra de Grassmann G satisfaz o polinômio Œx1; x2�2.

.4/ Se A é uma álgebra não comutativa, então A não é PI-álgebra.

.5/ Se e1; e2; e3; e4 são geradores da álgebra deGrassmannG, então e4e2e1e3 D
�e1e2e3e4.

.6/ Se w1; w2 2 G.1/, então w1 ı w2 D 2w1w2.

.7/ Se A é uma álgebra de dimensão 6, então A satisfaz o polinômio de Capelli
Cap5 de posto 5.

3.3 T-ideais e o processo de multilinearização
Um dos interesses da PI-teoria é conhecer todas as identidades satisfeitas por uma
dada F -álgebra A. Desta forma, consideraremos

Id.A/ D ff 2 F hXi W f � 0 em Ag
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o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma álgebraA. É claro que uma
álgebra A é uma PI-álgebra se, somente se, Id.A/ ¤ f0g.

Por exemplo, considerando uma álgebra comutativa A, já sabemos que o co-
mutador Œx1; x2� 2 Id.A/: Mas, além desta identidade, podemos nos perguntar
como se comportam os demais polinômios em Id.A/.

As propriedades básicas de Id.A/ estão listadas no próximo exercício.

Exercício 3.3.1. Mostre que:

.a/ Id.A/ é um ideal de F hXi.

.b/ Se ' W F hXi ! F hXi é um endomorfismo e f 2 Id.A/, então '.f / 2
Id.A/.

O Exercício 3.3.1 nos diz que Id.A/ é um ideal invariante sob todos os endo-
morfismos de F hXi. Vejamos alguns exemplos do uso desta propriedade.

Exemplo 3.3.2. Se os polinômios x23x2x1 � 0 e Œx1; x
2
2 � � 0 são identidades de

uma álgebra A, então Œx3x4; x41 �x
6
2x
2
1x3x4 � 0 também é uma identidade de A.

Para ver isso, basta aplicar o endomorfismo x1 7! x3x4, x2 7! x21 , x3 7! x32 e
utilizar o fato que Id.A/ é um ideal de F hXi.

Exercício 3.3.3. Seja A uma álgebra tal que Œx1; x2�x23 2 Id.A/. Mostre que
Œx1x3; x

2
4 ; x5x

3
6 �x

6
7 2 Id.A/:

Exemplo 3.3.4. O grupo simétrico Sn age sobre fx1; : : : ; xng permutando as va-
riáveis:

se � 2 Sn; então � � xi D x�.i/:

Tal ação pode ser estendida a um automorfismo de F hx1; : : : ; xni, que con-
tinuaremos denotando por � . Por exemplo, se f .x1; x2; x3/ D x21x2 C x3x1x2
e � D .1 2 3/ 2 S3, então � � f .x1; x2; x3/ D x22x3 C x1x2x3: Pelo Exercí-
cio 3.3.1, se f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Id.A/ e � 2 Sn, então � � f 2 Id.A/.

Motivados pela propriedade de invariância do ideal Id.A/ em relação aos en-
domorfismos de F hXi, apresentamos a seguinte definição mais geral.

Definição 3.3.5. Um ideal I de F hXi é um T-ideal se '.I / � I para todo endo-
morfismo ' de F hXi.

Exercício 3.3.6. Prove que se I1 e I2 são T-ideais de F hXi, então I1\I2 é um T-
ideal de F hXi:Mais do que isto, mostre que a interseção de uma família arbitrária
de T-ideais de F hXi é ainda um T-ideal de F hXi.
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Nosso próximo objetivo é verificar como pode ser a forma de um conjunto ge-
rador para um T-ideal da álgebra livreF hXi. Para fazer isto, dado um subconjunto
S de F hXi, definimos o T-ideal gerado por S , denotado por hSiT , como sendo a
interseção de todos os T-ideais de F hXi que contêm S . Portanto, hSiT é o menor
T-ideal de F hXi que contém S e é dado por

hSiT D spanF fh1f .g1; : : : ; gn/h2 W f 2 S e h1; g1; : : : ; gn; h2 2 F hXig:

Desta forma, umT-ideal I é gerado, comoT-ideal, por um conjuntoS � F hXi
se todo elemento de I pode ser escrito como uma combinação linear de elementos
da forma

h1f .g1; : : : ; gn/h2;

onde os polinômios h1; h2; g1; : : : ; gn 2 F hXi e f 2 S . Nesse caso, escrevemos
I D hSiT e ainda, escreveremos hf1; : : : ; fmiT para indicar que I é gerado por
um conjunto finito S D ff1; : : : ; fmg como T-ideal.

Dizemos que um polinômio f é consequência dos polinômios em um sub-
conjunto S de F hXi se f 2 hSiT . Em particular, dados f; g 2 F hXi, dize-
mos que g é uma consequência de f se g 2 hf iT . Nesse caso, escrevemos
f  g e caso contrário, escrevemos f 6 g. Por exemplo, é fácil ver que
Œx1; x2� Œx1; : : : ; xn�, para n > 2. Além disso, pelo Exercício 3.1.8, temos que
Stn.x1; : : : ; xn/ StnC1.x1; : : : ; xnC1/, para todo n > 2.

Exercício 3.3.7. Mostre que Œx2; x1; x1� Œx1; x3; Œx1; x2��.

A partir do Exercício 3.3.1, temos que Id.A/ é um T-ideal de F hXi e vamos
denominá-lo de T-ideal da álgebra A. Esse abuso de linguagem é permitido a
partir da próxima proposição que nos mostra que todo T-ideal de F hXi é o ideal
das identidades polinomiais de alguma álgebra.

Proposição 3.3.8. Se I é um T-ideal de F hXi, então I D Id.F hXi=I /.

Demonstração. Seja A D F hXi=I . Vamos mostrar que Id.A/ D I .
Seja f .x1; : : : ; xn/ 2 I . Dados h1C I; : : : ; hnC I 2 A, existe um endomor-

fismo � de F hXi tal que �.xi / D hi ; para todo i D 1; : : : ; n; e assim

f .h1 C I; : : : ; hn C I / D f .h1; : : : ; hn/C I D �.f .x1; : : : ; xn//C I:

Como I é um T-ideal, temos que �.f .x1; : : : ; xn// 2 I . Portanto, fica claro
que f .h1C I; : : : ; hnC I / 2 I . Como os polinômios h1; : : : ; hn foram tomados
arbitrariamente em F hXi, concluímos que f 2 Id.A/ e, portanto, I � Id.A/.
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Reciprocamente, seja f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Id.A/. Temos

f .x1; : : : ; xn/C I D f .x1 C I; : : : ; xn C I / D I:

Portanto, f .x1; : : : ; xn/ 2 I . Isto implica em Id.A/ � I , o que prova a
proposição.

Observação 3.3.9. Se I é um T-ideal próprio de F hXi, então F hXi=I é uma álge-
bra unitária. Mas existem T-ideais que não são ideais de identidades de nenhuma
álgebra unitária. Por exemplo, I D hx1 � � � xniT não é o T-ideal de uma álgebra
unitária A, pois x1 � � � xn 62 Id.A/. Para evitar mais definições e um excesso de
notação, escreveremos como no enunciado da proposição anterior, ficando claro
para o leitor quando estaremos trabalhando com a álgebra associativa livre com
ou sem unidade.

Com isso, podemos fazer os seguintes questionamentos sobre uma dada PI-
álgebra A:

• Questão 1: Existe um subconjunto finito S de F hXi tal que Id.A/ D hSiT ?

• Questão 2: Se tal subconjunto S existe, como determiná-lo?

A Questão 1 foi primeiramente levantada por Specht (1950) e uma resposta
positiva foi dada por Kemer (1988) no caso em que A é uma álgebra associativa
sobre um corpo de característica zero. Nesta situação, dizemos que A possui a
propriedade de Specht e um conjunto gerador encontrado é chamado de uma base
de Specht para o T-ideal Id.A/. No caso em que a característica deF é diferente de
zero, existem exemplos de PI-álgebras cujo T-ideal Id.A/ não é finitamente gerado
como T-ideal (veja Belov (2000)).

Em geral, a Questão 2 não é simples de ser respondida. De fato, a demonstra-
ção da existência de uma base de Specht dada por Kemer não exibe um método
construtivo para obtermos tal base. Como exemplo da dificuldade de encontrá-la,
destacamos a álgebra de matrizes Mn.F /. Conhecemos uma base de Specht de
Id.Mn.F // somente quando n D 2; conforme dado pelas informações a seguir.

No caso que a característica do corpo é zero, Razmyslov (1973) determinou
uma base de Specht para Id.M2.F // com 9 identidades de graus 4, 5 e 6. Pos-
teriormente, Tki (1981) mostrou que Id.M2.F // possui uma base de Specht com
4 elementos e, em seguida, Drensky (1981) mostrou que as duas identidades da-
das no Exemplo 3.2.16, ŒŒx1; x2�2; x3� e St4.x1; x2; x3; x4/, são suficientes para
formar uma base de Specht de Id.M2.F //, ou seja, ele provou que

Id.M2.F // D
˝
ŒŒx1; x2�

2; x3�; St4.x1; x2; x3; x4/
˛
T
:
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No caso emF é um corpo infinito de característica diferente de 2 e 3, Colombo
e Koshlukov (2004) mostraram que as duas identidades acima formam uma base
de Specht de Id.M2.F //. No caso em que char.F / D 3, os autores mostraram
que a identidade

f D f1 �
1

8
.f2 � f3 � f4 � f5/

onde
f1 D Œx1; x2� ı .Œx3; x4� ı Œx5; x6�/

f2 D Œx1; Œx3; x4�; Œx5; x6�; x2�

f3 D Œx1; Œx5; x6�; Œx3; x4�; x2�

f4 D Œx2; Œx3; x4�; x1; Œx5; x6��

f5 D Œx2; Œx5; x6�; x1; Œx3; x4��

junto com as duas identidades dadas no Exemplo 3.2.16 formam uma base de
Specht para Id.M2.F // neste caso.

Finalmente, no caso em que F é um corpo finito de característica diferente de
2, Malcev e Kuzmin (1978) mostraram que ŒŒx1; x2�2; x3� e St4.x1; x2; x3; x4/
formam uma base de Specht de Id.M2.F //.

Até o momento, não é conhecido se Id.M2.F // possui uma base de Specht,
quando F é um corpo de característica 2.

Nosso próximo objetivo é mostrar que podemos obter identidades de uma ál-
gebra A a partir de uma identidade mais geral. Para isso, consideramos xi uma
variável de um polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ tal que degxi

.f / D m e escreve-

mos f D
mP
jD0

fj , onde cada fj é a componente de f que tem grau j em relação

à variável xi , ou seja, fj é a parcela de f formada pela soma de todos monômios
de grau j em relação à variável xi . Com essa notação, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.10. Seja A uma F -álgebra, onde F é um corpo infinito, e considere
f .x1; : : : ; xn/ uma identidade deA tal que degxi

.f / D m. Se fj é a componente
de f tal que degxi

.fj / D j , 0 6 j 6 m, então fj é uma identidade de A, para
todo j D 1; : : : ; m.

Demonstração. Temos por hipótese que f D
mP
jD0

fj . Observemos que para qual-

quer ˛ 2 F , vale

f .x1; : : : ; ˛xi ; : : : ; xn/ D

mX
jD0

˛jfj .x1; : : : ; xn/:
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Além disso, como f é uma identidade de A, para quaisquer a1; : : : ; an 2 A,
temos que f .a1; : : : ; ˛ai ; : : : ; an/ D 0.

SendoF um corpo infinito, podemos considerar ˛0; : : : ; ˛m 2 F escalares dis-
tintos e, a partir da igualdade acima, ao substituirmos f .a1; : : : ; ˛jai ; : : : ; an/;
obtemos um sistema com m C 1 variáveis, zf0 D f0.a1; : : : ; an/; : : : ; zfm D

fm.a1; : : : ; an/; dado por8̂̂̂<̂
ˆ̂:
zf0 C ˛0 zf1 C � � � C ˛

m
0
zfm D 0

zf0 C ˛1 zf1 C � � � C ˛
m
1
zfm D 0

:::
:::

: : :
:::

zf0 C ˛m zf1 C � � � C ˛
m
m
zfm D 0:

Para avaliar se esse sistema homogêneo tem solução não trivial, temos que
verificar se o determinante da matriz abaixo é nulo

B D

0BBB@
1 ˛0 � � � ˛m0
1 ˛1 � � � ˛m1
:::

:::
: : :

:::

1 ˛m � � � ˛mm

1CCCA :
Notemos que matriz transposta B t de B é uma matriz de Vandermonde, por-

tanto seu determinante é dado por det.B t / D
Q

06i<j6m
.˛j � ˛i / ¤ 0. Como

det.B/ D det.B t /, concluímos que f0; : : : ; fm são identidades da álgebra A.

Observemos que se F é um corpo finito de cardinalidade q, então xq1 �x1 � 0
em F . Com isso, xq1 � x1 � 0 é uma identidade de F; mas suas componentes
homogêneas não são, o que mostra que o teorema acima não é válido em geral
quando o corpo é finito. Por outro lado, quando F é um corpo finito de cardina-
lidade jF j tal que jF j > deg.f /, o argumento dado na demonstração pode ser
usado sob estas condições e, assim, o teorema é ainda válido.

A partir do Teorema 3.3.10, segue o corolário abaixo, que pode ser provado
por indução sobre o número de variáveis nas quais o polinômio é não homogêneo.

Corolário 3.3.11. Sejam F um corpo infinito e f uma identidade de uma F -
álgebra A. Então qualquer componente multi-homogênea de f é uma identidade
de A.
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Nosso próximo objetivo é apresentar o processo de multilinearização que tem
como função obter uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k, a partir
de uma identidade polinomial arbitrária de grau k de uma álgebraA. Antes, vamos
apresentar o processo por meio de um exemplo.

Exemplo 3.3.12. Suponha que uma álgebra A satisfaz a identidade f .x1; x2/ D
Œx1; x2�x1 � 0. Note que f é linear na variável x2, mas não o é na variável x1.
Considere o polinômio h.y1; y2; x2/ D f .y1C y2; x2/� f .y1; x2/� f .y2; x2/.
Como Id.A/ é um T-ideal, h 2 Id.A/ e h.y1; y2; x2/ D Œy1 C y2; x2�.y1 C

y2/�Œy1; x2�y1�Œy2; x2�y2 D Œy1; x2�y2CŒy2; x2�y1:Renomeando as variáveis,
temos que o polinômio h.x1; x2; x3/ D Œx1; x2�x3C Œx3; x2�x1 é uma identidade
multilinear de A obtida a partir da identidade f . É claro que se fizermos x1 D x3
em h, então recuperamos a identidade f . Além disso, h é um polinômio simétrico
nas variáveis fx1; x3g.

Teorema 3.3.13 (Processo de Multilinearização). Se uma álgebra A satisfaz uma
identidade polinomial de grau k, então A satisfaz uma identidade multilinear de
grau menor ou igual a k.

Demonstração. Seja f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Id.A/ e suponhamos que degxi
.f / 6

1 para todo i 2 f1; : : : ; ng. Veremos que é possível obter uma identidade multili-
near de A a partir de f . Inicialmente, escreva f como

f D

mX
jD1

˛juj ; ˛j 2 F

onde os polinômios uj são as componentes homogêneas de f de grau j .
Caso tenhamos, para todo i 2 f1; : : : ; ng e para todo j 2 f1; : : : ; mg,

degxi
.uj / D 1, não há nada para se fazer, pois nesse caso f já é multilinear.

Suponhamos que f não seja multilinear.
Assim, existem i 2 f1; : : : ; ng e j; l 2 f1; : : : ; mg tais que degxi

.uj / D 0 e
degxi

.ul/ D 1. Seja xi1 uma variável de f com esta propriedade, e consideremos
o seguinte endomorfismo de F hXi

�i1 W F hXi ! F hXi

xi1 7! 0

xj 7! xj ; j ¤ i1:

Com isso, �i1.f / é uma identidade deA, onde a variável xi1 não aparece. Caso
�i1.f / seja multilinear, concluímos a demonstração nesse caso. Caso contrário,
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existe uma variável xi2 , com a propriedade que xi1 tinha em f , e repetimos o
procedimento anterior.

Como o número de variáveis de f é finito, esse algoritmo terminará em alguma
etapa, e obteremos uma identidade multilinear a partir da identidade f .

Agora, consideremos o caso em que degxi
.f / D d > 1; para algum i 2

f1; : : : ; ng. Veremos que é possível obter uma identidade h de A onde

degyi
.h.x1; : : : ; yi ; yiC1„ ƒ‚ …

Oxi

; : : : ; xn// D

D degyiC1
.h.x1; : : : ; yi ; yiC1„ ƒ‚ …

Oxi

; : : : ; xn// D d � 1;

onde acima estamos indicando que a variável xi é substituída por novas variáveis
distintas yi e yiC1. Por simplicidade, vamos supor que i D 1.

Consideremos o seguinte polinômio

h.y1; y2; x2; : : : ; xn/ D

D f .y1 C y2; x2; : : : ; xn/ � f .y1; x2; : : : ; xn/ � f .y2; x2; : : : ; xn/

e observe que h 2 Id.A/.
Se substituirmos y1 e y2 por x1 na igualdade acima, temos

h.x1; x1; x2; : : : ; xn/ D f .2x1; x2; : : : ; xn/ � 2f .x1; : : : ; xn/:

Considerando fi a componente de f de grau i na variável x1, obtemos que

f .2x1; : : : ; xn/ D

dX
iD0

2ifi :

Verificaremos agora que h é não nulo e, para isto, vamos supor que h D 0.
Assim, temos

f .2x1; x2; : : : ; xn/ D

dX
iD0

2ifi D 2f .x1; : : : ; xn/:

Logo,
f0 D .2

2
� 2/f2 C � � � C .2

d
� 2/fd :
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Sabemos que degx1
.f0/ D 0, mas degx1

..22 � 2/f2 C � � � C .2
d � 2/fd / D

d > 1, o que é um absurdo. Assim, h é uma identidade não nula de A com a
propriedade desejada, ou seja, degyi

.h/ D d � 1 < degx1
.f / .

Utilizando um argumento indutivo, concluímos o teorema.

Como consequência do Corolário 3.3.11, temos que qualquer T-ideal sobre um
corpo infinito é consequência de polinômios multi-homogêneos. Mais do que isto,
o teorema a seguir nos dá ainda mais informações sobre os geradores do T-ideal
de uma álgebra A, quando ela é tomada sobre um corpo de característica zero.

Teorema 3.3.14. Seja F um corpo de característica zero e considere um polinô-
mio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi. Então f é uma consequência de um conjunto
finito de polinômios multilineares.

Demonstração. Consideremos o T-ideal I D hf iT . Sabemos que existe uma
álgebra A tal que Id.A/ D I . Para simplificar a demonstração, podemos usar o
Corolário 3.3.11 e supor que f é multi-homogêneo. Aplicamos o processo de mul-
tilinearização em f; e supondo que degx1

.f / D d > 1; escrevemos o polinômio
h D h.y1; y2; x2; : : : ; xn/ como

h D f .y1 C y2; x2; : : : ; xn/ � f .y1; x2; : : : ; xn/ � f .y2; x2; : : : ; xn/

D

dP
iD0

gi .y1; y2; x2; : : : ; xn/

onde degy1
.gi / D i; degy2

.gi / D d � i e degxt
.gi / D degxt

.h/ para todo t D
2; : : : ; n.

Como f é uma identidade deA, h também é uma identidade deA. Além disso,
g0; : : : ; gd são as componentes multihomogêneas de h e novamente podemos usar
o Corolário 3.3.11 para concluir que cada uma dessas componentes pertence a
Id.A/. Assim, hg1; : : : ; gd�1iT � hf iT : Notemos ainda que para todo i , temos

gi .y1; y1; x2; : : : ; xn/ D

 
d

i

!
f .y1; x2; : : : ; xn/:

Como a característica de F é zero, segue que

 
d

i

!
¤ 0. Portanto, hf iT D

hg1; : : : ; gd�1iT : Para completar a demonstração, basta usar indução sobre o nú-
mero de variáveis de f .
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Como consequência do teorema anterior e dos resultados de Kemer (1978),
temos o seguinte corolário que será utilizado em todo o livro.

Corolário 3.3.15. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo de característica zero.
Então Id.A/ é gerado, como T-ideal, por um conjunto finito de polinômios multi-
lineares.

Exercício 3.3.16. Determine a linearização completa dos seguintes polinômios:

.a/ ŒŒx1; x2�
2; x3�.

.b/ x21x
3
2 .

.c/ xn; n > 2.

Denotamos por Pn o espaço dos polinômios multilineares de grau n nas variá-
veis x1; : : : ; xn. Assim,

Pn D spanF fx�.1/ � � � x�.n/ W � 2 Sng:

Pelo corolário anterior, se A é uma álgebra sobre um corpo de característica
zero, para estudarmos Id.A/, basta estudarmos os espaços Pn \ Id.A/; n > 1.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.3.17. Seja A uma álgebra comutativa unitária sobre um corpo de ca-
racterística zero. Já sabemos que Œx1; x2� � 0 em A. Afirmamos que Id.A/ D
hŒx1; x2�iT . De fato, se I D hŒx1; x2�iT , então I � Id.A/. Vamos mostrar a inclu-
são inversa. Seja f 2 Id.A/. Para demonstrar a afirmação, basta mostrarmos que
f � 0 .mod I /. Pelo Corolário 3.3.15, podemos supor que f é um polinômio
multilinear de grau, digamos, n. Além disso, pela Proposição 3.1.34, temos que
f pode ser escrito como uma combinação linear de polinômios da forma

xi1 � � � xikc1 � � � cm

onde i1 < � � � < ik e cada cj ; j D 1; : : : ; m, é um comutador de peso arbitrário
(eventualmente vazio).

Agora, como Œx1; x2� � 0 em A, então, para todo k > 2, Œx1; : : : ; xk� � 0 em
A. Logo, módulo I , temos que

f D f .x1; : : : ; xn/ D ˛x1 � � � xn
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para algum ˛ 2 F . Com isso, para mostrarmos que f 2 I , basta mostrarmos que
˛ D 0. Como f 2 Id.A/, fazendo a avaliação xi D 1; i D 1; : : : ; n, obtemos que

0 D f .1; : : : ; 1/ D ˛1:

Portanto ˛ D 0 e concluímos que Id.A/ D I .

Exercício 3.3.18. Mostre que se A é uma álgebra comutativa e nilpotente de ín-
dice de nilpotência n > 1 sobre um corpo de característica zero, então Id.A/ D
hŒx1; x2�; x1 � � � xniT .

Observação 3.3.19. Se A é uma álgebra nilpotente de índice de nilpotência 2,
então A é comutativa, já que para quaisquer a; b 2 A; Œa; b� D ab � ba D 0:

Como x1x2 Œx1; x2�, no exercício anterior, temos que Id.A/ D hx1x2iT .

Exercícios V ou F da Seção 3.3: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ É verdade que Œx1; x2; x1� Œx1; x3; Œx1; x2��.

.2/ Quando multilinearizamos o polinômio x21x2, obtemos .x1 ı x2/x3.

.3/ Se x21x2 C x1x2x3 é identidade de uma álgebra A então x21x2 2 Id.A/.

.4/ Œx2; x3�
2x1x4 � x1Œx2; x3�

2x4 2 Id.M2.F //.

.5/ St5.x1; x2; x3; x4; x5/ … Id.M2.F //.

.6/ Se A é uma álgebra nilpotente de índice 2, então x1 ı x2 2 Id.A/.

.7/ Os polinômios Œx1; x2; x3� e Œx1; x2�Œx3; x4� são identidades da subálgebra
A D F.e11 C e22 C e33/C Fe12 C Fe13 C Fe23 de UT3.

3.4 O Teorema de Amitsur–Levitzki
Um problema importante na PI-teoria é determinar todas as identidades polino-
miais de uma PI-álgebra A. Claramente, esse problema é difícil e está resolvido
somente para algumas classes de álgebras. Determinar se um polinômio é uma
identidade polinomial ou não de uma álgebra pode ser uma tarefa árdua e, com
isso, se fez necessário desenvolver estratégias para obter identidades polinomiais
em uma álgebra.
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Um dos primeiros resultados provados nessa direção foi o célebre Teorema de
Amitsur–Levitzki. Tal teorema é de suma importância na PI-teoria e foi um dos
resultados que motivou o estudo de identidades polinomiais em uma álgebra.

Como vimos no Corolário 3.2.11, o polinômio Stk2C1 � 0 é uma identidade
polinomial da álgebra de matrizes Mk.F /. O Teorema de Amitsur–Levitzki diz
que o menor grau de um polinômio standard que é identidade de Mk.F / é 2k.
Além disso, se f é uma identidade polinomial de grau 2k, então f é múltiplo
escalar de St2k .

Ao longo dos anos, várias demonstrações do Teorema de Amitsur–Levitzki
foram apresentadas. A demonstração original dada por Amitsur e Levitzki (1950)
é baseada em argumentos combinatórios. Kostant (1958) forneceu uma demons-
tração utilizando técnicas da cohomologia, Swan (1963) apresentou uma demons-
tração usando teoria de grafos e Razmyslov (1974) utilizou polinômios de traço
para demonstrar o teorema.

O objetivo desta seção é fornecer uma demonstração “elementar” do teorema
que utiliza ferramentas do Cálculo e Álgebra Linear baseada na demonstração de
Rosset (1976).

Durante essa seção, vamos fixarF para ser um corpo de característica diferente
de 2 e vamos iniciar estudando identidades em álgebras de matrizes.

Lema 3.4.1. O polinômio de Capelli Capk2 não é uma identidade de Mk.F /,
mas é uma identidade de qualquer subálgebra própria deMk.F /.

Demonstração. Para provar que Capk2.x1; : : : ; xk2 ; y1; : : : ; yk2C1/ é uma iden-
tidade de qualquer subálgebra própria B de Mk.F /, basta observar que temos
dimF .B/ < k2 e utilizar a Proposição 3.2.9 e o fato que Capk2 é alternado em
x1; : : : ; xk2 .

Agora, vamos fornecer uma avaliação que não anula o polinômio de Capelli
Capk2.x1; : : : ; xk2 ; y1; : : : ; yk2C1/.

Primeiro, vamos determinar a avaliação nas variáveis xi , escrevendo

fx1; : : : ; xk2g D

k[
iD1

Xi

como a união de k conjuntos com k variáveisXi D fxik�.k�1/; xik�.k�2/; : : : ; xikg.
Nas variáveis de Xi , faça a avaliação

xik�.k�1/ D ei1; xik�.k�2/ D ei2; : : : ; xik D eik; 1 6 i 6 k:
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Fixada essa avaliação, vamos determinar a avaliação nas variáveis y. Faça y1 D
e11; yk2C1 D ek1 e nas outras variáveis y faça a única avaliação de elementos
de Mk.F / que faz o monômio y1x1y2x2 � � �yk2xk2yk2C1 não se anular. Como
resultado dessa avaliação, temos que

Capk2.e11; : : : ; e1k; : : : ; ek;k�1; ekk; e11; : : : ; ek1/ D e11 ¤ 0:

Portanto, Capk2 não é uma identidade deMk.F /.

Lema 3.4.2. Mk.F / não satisfaz identidades de grau menor que 2k.

Demonstração. Seja f � 0 uma identidade não nula deMk.F / de grau d < 2k,
que podemos supor, pelo Teorema 3.3.13, que é multilinear. Como Id.Mk.F //

é um T-ideal, multiplicando f por novas variáveis e renomeando-as, podemos
assumir que deg.f / D 2k � 1 e

f .x1; : : : ; x2k�1/ D
X

�2S2k�1

˛�x�.1/ � � � x�.2k�1/

com ˛� 2 F . Além disso, como f é não nulo, existe pelo menos um ˛� tal que
˛� ¤ 0. Pelo Exemplo 3.3.4, ��1 � f 2 Id.Mk.F //. Com isso, podemos supor,
sem perda de generalidade, que ˛1 D 1. Assim,

f .e11; e12; e22; e23; e33; : : : ; ek�1;k; ekk/ D e1k;

já que x1 � � � x2k�1 é o único monômio que não se anula nessa avaliação. Portanto,
f não é uma identidade deMk.F /.

O resultado anterior nos diz que Stj ; para todo j 2 f1; : : : ; 2k�1g; não é uma
identidade deMk.F /. Nosso objetivo agora é mostrar que St2k � 0 emMk.F /.
Mostrado isso, concluímos, em particular, que o grau mínimo de uma identidade
standard deMk.F / é 2k.

Além disso, o lema anterior nos permite exibir mais um exemplo de álgebra
que não é uma PI-álgebra.

Exemplo 3.4.3. SejaV um espaço vetorial de dimensão infinita e considere End.V /,
a álgebra dos endomorfismos de V . Afirmamos que End.V / não é uma PI-álgebra.
De fato, suponha que End.V / satisfaz uma identidade não nula f de grau k. Con-
sidere U um subespaço de V de dimensão k. Então End.U / é uma subálgebra
de End.V / e, consequentemente, satisfaz f � 0. Mas, fixada uma base de U ,
sabemos que End.U / ŠMk.F / e assim, teríamos queMk.F / satisfaz uma iden-
tidade de grau k, o que é um absurdo pois, pelo Lema 3.4.2,Mk.F / não satisfaz
nenhuma identidade não nula de grau menor que 2k.
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Para demonstrar o Teorema de Amitsur–Levitzki, precisamos de vários resul-
tados auxiliares. Começamos com seguinte lema.

Lema 3.4.4. Se St2k � 0 emMk.Q/, então St2k � 0 emMk.F /, para qualquer
corpo F .

Demonstração. Seja ar D
kP

i;jD1

˛rij eij 2 Mk.F /, r D 1; : : : ; 2k, ˛rij 2 F .

Como St2k é um polinômio multilinear, temos que St2k.a1; : : : ; a2k/ é uma com-
binação linear de St2k.ei1j1

: : : ; ei2kj2k
/. Mas como St2k.ei1j1

: : : ; ei2kj2k
/ 2

Mk.Z/ � Mk.Q/ e por hipótese St2k � 0 emMk.Q/, temos que St2k � 0 em
Mk.F /.

A seguir, iremos apresentar resultados sobre álgebras sobre o corpo dos racio-
nais Q que serão utilizadas na demonstração do Teorema de Amitsur–Levitzki.

Consideremos QŒ�1; : : : ; �n� a álgebra dos polinômios nas variáveis comutati-
vas �1; : : : ; �n sobre o corpo dos racionais Q. Da mesma forma como no Exem-
plo 3.3.4, o grupo simétrico Sn age sobre f�1; : : : ; �ng permutando as variáveis:
se � 2 Sn, então � � �i D ��.i/. Tal ação pode ser estendida naturalmente a um
automorfismo em QŒ�1; : : : ; �n�, que continuaremos denotando por � .

Um polinômio f 2 QŒ�1; : : : ; �n� é simétrico se � � f D f; para todo � 2 Sn.

Exemplo 3.4.5. Os polinômios s0 D 1 e sk D
P

16i1<i2<���<ik6n
�i1 � � � �ik ; 1 6

k 6 n; são polinômios simétricos, chamados de polinômios simétricos elemen-
tares nas variáveis �1; : : : ; �n. Se n D 3, então s1 D �1 C �2 C �3; s2 D

�1�2 C �1�3 C �2�3 e s3 D �1�2�3.

Exercício 3.4.6. Seja x uma variável. Mostre que, em QŒ�1; : : : ; �n; x�, temos
que:

.a/
nQ
iD1

.1C �ix/ D
nP
kD0

skx
k .

.b/
nQ
iD1

.x � �i / D
nP
kD0

.�1/kskx
n�k .

Exemplo 3.4.7. Os polinômios pk D
nP
iD1

�ki ; k > 1; são polinômios simétricos

nas variáveis �1; : : : ; �n. Se n D 3 e k D 2, então p2 D �21 C �
2
2 C �

2
3 .
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O próximo resultado, conhecido como Fórmula de Newton, relaciona os po-
linômios sk e pk .

Proposição 3.4.8. Em QŒ�1; : : : ; �n�; para k D 1; : : : ; n, temos que

ksk D

kX
rD1

.�1/r�1prsk�r :

Demonstração. Para a demonstração do resultado, vamos utilizar séries de potên-

cias. Seja x uma variável e considere
1P
rD1

.�1/r�1prx
r�1. Utilizando a definição

de pr , temos que

1X
rD1

.�1/r�1prx
r�1
D

nX
iD1

1X
rD1

.�1/r�1�ri x
r�1:

Agora, como
1P
rD0

xr D 1
1�x

; temos que

1X
rD1

.�1/r�1prx
r�1
D

nX
iD1

�i

1C �ix
D

nX
iD1

d

dx
ln.1C �ix/ D

D
d

dx
ln

 
nY
iD1

.1C �ix/

!
:

Pelo Exercício 3.4.6,
nQ
iD1

.1C �ix/ D
nP
kD0

skx
k . Com isso,

d

dx
ln

 
nY
iD1

.1C �ix/

!
D

d

dx
ln

 
nX
kD0

skx
k

!
D

nP
kD1

skkx
k�1

nP
kD0

skx
k

:

Portanto, 
1X
rD1

.�1/r�1prx
r�1

! 
nX
kD0

skx
k

!
D

nX
kD1

skkx
k�1:

Comparando os coeficientes de xk�1; k D 1; : : : ; n, obtemos o resultado.
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Proposição 3.4.9. Sejam C uma álgebra comutativa sobre Q e a 2 Mk.C /. Se

fa.x/ D xk C
kP
iD1

˛ix
k�i é o polinômio característico de a, então, para todo

j D 1; : : : ; k;

˛j D
X

�D.�1;:::;�n/`j

q�tr.a�1/ � � � tr.a�n/;

para algum q� 2 Q que não depende de a.

Demonstração. Primeiro, suponha que C é um domínio de integridade. Então
a 2 Mn.F /, onde F é o corpo de frações de C . Sejam "1; : : : ; "k os autovalores
de a em algum corpo de decomposição de fa.x/. Pelo Exercício 3.4.6, temos que

fa.x/ D

kY
iD1

.x � "i / D

kX
iD0

.�1/isi ."1; : : : ; "k/x
k�i :

Agora, para todo j D 1; : : : ; k, "j1 ; : : : ; "
j

k
são os autovalores de aj . Assim,

tr.aj / D pj ."1; : : : ; "k/; para todo j D 1; : : : ; k; e, pela Proposição 3.4.8,

si ."1; : : : ; "k/ D
1

i

iX
jD1

.�1/j�1pj ."1; : : : ; "k/si�j ."1; : : : ; "k/

D
1

i

iX
jD1

.�1/j�1tr.aj /si�j ."1; : : : ; "k/:

Repetindo o processo para todos polinômios simétricos elementares presen-
tes no somatório, temos o resultado neste caso. No caso geral, sabemos, pelo
Exercício 3.1.5, que existe um epimorfismo ' W QŒX� ! C , para algum con-
junto X , e que QŒX� é um domínio de integridade. Esse epimorfismo induz um
epimorfismo N' W Mk.QŒX�/ ! Mk.C / dado por N'.aij / D .'.aij //, para todo
.aij / 2Mk.QŒX�/. Como tr. N'.a// D '.tr.a//, para todo a 2Mk.QŒX�/, proce-
dendo como no caso anterior, temos o resultado.

Como consequência dessa proposição, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.4.10. Seja C uma álgebra comutativa sobre Q. Se a 2Mk.C / é tal
que tr.a/ D tr.a2/ D � � � D tr.ak/ D 0, então ak D 0.
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Demonstração. Pela proposição anterior, fa.x/ D xk e pelo Teorema de Cayley–
Hamilton, toda matriz é raiz do seu polinômio característico.

Seja G a álgebra de Grassmann sobre Q. Pelo Exemplo 3.2.17, podemos es-
crever G D G.0/

:
C G.1/, onde G.0/ (resp. G.1/) é o espaço vetorial gerado por

todos os monômios nos elementos e1; e2; : : : de comprimento par (resp. ímpar).
Além disso, G.0/ é uma subálgebra comutativa de G e, se w1; w2 são monômios
em G.1/, então w1w2 D �w2w1.

Lema 3.4.11. Se a; b 2Mk.G.1//, então tr.ab/ D �tr.ba/.

Demonstração. Escreva a D
P
i

aiwi e b D
P
j

bjwj , onde, para todos i; j ,

temos ai ; bj 2 Mk.Q/ e wi ; wj 2 G.1/ são monômios de comprimento ímpar
nos elementos e1; e2; : : : : Temos que

tr.ab/ D
X
i;j

tr.aibj /wiwj D �
X
i;j

tr.bjai /wjwi D �tr.ba/:

Como consequência, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.4.12. Se a1; : : : ; a2r 2Mk.F /, então tr.St2r .a1; : : : ; a2r// D 0.

Demonstração. Dados a1; : : : ; a2r 2 Mk.F /, seja a D
2rP
iD1

aiei 2 Mk.G.1//.

Como, para todo � 2 S2r ; e�.1/ � � � e�.2r/ D sgn.�/e1 � � � e2r e e2i D ei , para
todo i 2 f1; : : : ; 2rg, temos que

a2r D
X
�2S2r

sgn.�/a�.1/ � � � a�.2r/e1 � � � e2r D St2r.a1; : : : ; a2r /e1 � � � e2r :

Agora, como a; a2r�1 2Mk.G.1// temos, pelo lema anterior, que 2tr.a2r / D
0 e assim, 0 D tr.a2r/ D tr.St2r.a1; : : : ; a2r //e1 � � � e2r . Portanto,

tr.St2r .a1; : : : ; a2r// D 0:

Com todos os resultados obtidos até aqui, estamos em condições de provar o
teorema principal desta seção.
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Teorema 3.4.13 (Amitsur–Levitzki). A álgebra Mk.F / satisfaz o polinômio
St2k � 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.4.4, basta mostrarmos que St2k � 0 em Mk.Q/.

Sejam a1; : : : ; a2k 2 Mk.Q/ e considere a D
2kP
iD1

aiei 2 Mk.G.1//. Como no

corolário anterior, temos que

a2k D St2k.a1; : : : ; a2k/e1 � � � e2k :

Assim, para demonstrar o teorema, basta mostrar que a2k D 0.
Para todo i D 1; : : : ; k, temos que a; a2i�1 2 Mk.G.1//. Mas, pelo Le-

ma 3.4.11, aplicado aos elementos a; a2i�1, temos que tr.a2i / D 0, para todo
i D 1; : : : ; k. Como a2 2 Mk.G.0//; tr.a2i / D 0, para todo i D 1; : : : ; k, e G.0/
é uma álgebra comutativa sobre Q, pelo Corolário 3.4.10, temos que a2k D 0.
Isto conclui a demonstração.

Assim, concluímos que o grau minimal de uma identidade polinomial para a
álgebra de matrizesMk.F / é 2k.

Agora, mostraremos que toda identidade de grau 2k de Mk.F / é múltiplo
escalar de St2k .

Proposição 3.4.14. Se f é uma identidade de Mk.F / de grau 2k, então f D
˛St2k , para algum ˛ 2 F .

Demonstração. Primeiramente, supomos que f seja multilinear e escrevemos

f D f .x1; : : : ; x2k/ D
X
�2S2k

˛�x�.1/ � � � x�.2k/:

Assim como no Lema 3.4.2, podemos supor, sem perda de generalidade, que
o coeficiente de x1 � � � x2k seja ˛1 D 1. Vamos mostrar o resultado calculando os
coeficientes ˛� em f e mostrando que ˛� D sgn.�/, para todo � 2 Sn. Para isso,
vamos fazer avaliações específicas em f e iniciamos verificando os coeficientes
de transposições particulares.

Primeiro, consideremos a avaliação abaixo

f .e11; e12; e22; e23; : : : ; ei�1;i ; ei i ; ei i ; ei;iC1; : : : ; ek�1;k ; ekk/ D .1C ˛.2i�1 2i//e1k

cujo valor é nulo e assim, ˛.2i�1 2i/ D �1; para todo i D 1; : : : ; k.
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Agora, consideremos a seguinte avaliação:

f .e12; e22; : : : ; ei�1;i ; ei i ; ei i ; ei;iC1; : : : ; ek�1;k ; ekk ; ek1/ D .1C ˛.2i�2 2i�1//e11

cujo resultado também é nulo e portanto, ˛.2i�2 2i�1/ D �1, para todo i D
2; : : : ; k. Com isso, obtemos que para toda transposição do tipo .i i C 1/, temos
˛.i iC1/ D �1 D sgn.i i C 1/, onde i D 1; : : : ; 2k � 1.

Recorde que o conjunto de transposições f.i i C 1/ W i D 1; : : : ; 2k� 1g gera
S2k . Desta forma, se para uma permutação qualquer � 2 S2k , mostrarmos que
˛�.i iC1/ D �˛� , usando um raciocínio recursivo, teremos provado que ˛� D
sgn.�/, para todo � 2 S2k .

Com isso, dado � 2 S2k , considere o polinômio g� D � � f , isto é,

g� .x1; : : : ; x2k/ D
X
�2S2k

˛�x��.1/ � � � x��.2k/ D
X
�2S2k

˛��1�x�.1/ � � � x�.2k/:

Como Id.Mk.F // é um T-ideal, para todo � 2 S2k , g� é uma identidade
multilinear de grau 2k deMk.F /.

Considere g��1.x1; : : : ; x2k/ D
P

�2S2k

˛��x�.1/ � � � x�.2k/:Observe que o co-

eficiente domonômio x1 � � � x2k é igual a ˛� e nomonômio x�.1/ � � � x�.2k/, obtido
quando tomamos � D .i i C 1/, o coeficiente é ˛�.i iC1/. Desta forma, a avalia-
ção

g��1.e11; e12; e22; : : : ; ei�1;i ; ei i ; ei i ; ei;iC1; : : : ; ek�1;k ; ekk/ D .˛� C ˛�.i iC1//e1k ;

é nula, ou seja, obtemos que ˛�.i iC1/ D �˛� . Como a permutação ��1 2 S2k
foi tomada arbitrariamente, concluímos neste caso que ˛� D sgn.�/, para todo
� 2 S2k .

No caso geral, seja h o polinômiomultilinear obtido através de f pelo processo
de multilinearização.

Note que, pelo Lema 3.4.2, deg.h/ D 2k. Além disso, pela forma que o po-
linômio h é obtido, temos que h é simétrico em pelo menos duas variáveis. Mas,
pela primeira parte da demonstração, h é um múltiplo escalar de St2k que, como
sabemos, é um polinômio alternado. Como char.F / ¤ 2, um polinômio simul-
taneamente alternado e simétrico em pelo menos duas variáveis deve ser neces-
sariamente nulo. Isso mostra que Mk.F / não satisfaz identidades que não são
multilineares de grau 2k. A demonstração está completa.

Como consequência da proposição anterior e do Teorema deAmitsur–Levitzki,
temos o seguinte corolário.
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Corolário 3.4.15. A menos de uma constante, o polinômio St2k é a única identi-
dade polinomial de grau 2k deMk.F /.

Como sabemos, se F é um corpo de característica zero, então

Id.M2.F // D hŒŒx1; x2�
2; x3�; St4iT :

Com isso, a identidade ŒŒx1; x2�2; x3�, de grau 5, não é consequência de St4. Logo,
pelo Corolário 3.4.15, o grau mínimo de uma identidade polinomial deM2.F / que
não é consequência de St4 é 5. Um problema interessante na PI-teoria é determi-
nar o grau mínimo de identidades polinomiais de Mk.F /, k > 3, que não são
consequências de St2k .

Leron (1973) mostrou que, para k > 3, todas as identidades de grau 2kC1 de
Mk.F / são consequências de St2k . Drensky e Kasparian (1983) mostraram que
emM3.F / todas as identidades de grau 8 D 2 � 3C 2 são consequências de St6.

É possível mostrar que a álgebraMk.F / satisfaz a identidade

ak.x; y1; : : : ; yk/ D
X

�2SkC1

sgn.�/x�.0/y1x�.1/y2 � � �ykx�.k/

D CapkC1.1; x; x
2; : : : ; xk; 1; y1; : : : ; yk; 1/

chamada de identidade de algebricidade de posto k C 1, onde SkC1 é o grupo de
permutações de f0; 1; : : : ; kg. Além disso, temos que o polinômio ak não é uma
consequência de St2k . Portanto, o grau mínimo de uma identidade deM3.F /, que
não é consequência de St6, é 9.

Na busca por identidades polinomiais da álgebra de matrizes Mk.F /, os po-
linômios centrais têm um papel de destaque. Vamos definir este conceito a seguir,
lembrando que Z.A/ denota o centro de uma álgebra A.

Definição 3.4.16. Dizemos que um polinômio não nulo f D f .x1; : : : ; xn/ 2

F hXi é um polinômio central para uma álgebra A se

1. f … Id.A/;

2. f tem termo constante nulo, ou seja, f 2 F �hXi;

3. f .a1; : : : ; an/ 2 Z.A/, para todos a1; : : : ; an 2 A.

Por essa definição, podemos ver que f 2 F hXi é um polinômio central para
A se, e somente se, Œf; x� 2 Id.A/, onde x 2 X . Portanto, a partir de um po-
linômio central para a álgebra A, podemos construir uma identidade de A. Como
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um exemplo, observamos que o comutador Œx1; x2� é um polinômio central para a
álgebra de Grassmann G.

Já sabemos que ŒŒx1; x2�2; x3� 2 Id.M2.F // e de fato, o polinômio Œx1; x2�2 já
aparece como polinômio central paraM2.F / no trabalho de Wagner (1937). Esse
polinômio ficou conhecido como polinômio de Wagner–Hall e, por muitos anos,
foi o único polinômio central conhecido para álgebras dematrizes. No entanto, Ka-
plansky (1957) conjecturou a existência de polinômios centrais paraMk.F /, para
qualquer k > 1, sendo essa conjectura provada independentemente por Formanek
(1972) e Razmyslov (1973).
Teorema 3.4.17. Para qualquer k > 1, existe um polinômio central para a álge-
braMk.F /.

Como no caso de identidades polinomiais, podemos nos perguntar sobre o grau
mínimo de um polinômio central paraMk.F /, especialmente para char.F / D 0.
O polinômio central dado por Formanek é de grau k2, enquanto que o construído
por Razmyslov tem grau maior. Porém, a partir do polinômio dado por Razmyslov,
Halpin (1983) deduziu um outro polinômio central de grau k2, indicando que k2
seria o menor grau de um polinômio central para Mk.F /, onde k > 3. Mas,
Drensky e Kasparian (1983) construíram um polinômio central de grau 8 para
M3.F /, mostrando que 32 não é o grau mínimo nesse caso.

Em seguida, Formanek (1991) conjecturou que o grau mínimo de um polinô-
mio central paraMk.F / é exatamente 12.k

2C3k�2/, para k > 3. Porém isso foi
refutado por Drensky (1995), que construiu, para qualquer k > 3, um polinômio
central de grau .k � 1/2 C 4 paraMk.F / e, até o momento, esse é o menor grau
de um polinômio central construído para álgebras de matrizes.

Finalizamos com uma importante observação a respeito de polinômios centrais
na produção de identidades de álgebras de matrizes feita por Rowen (1980).
Proposição 3.4.18. Se f D f .x1; : : : ; xn/ é um polinômio central paraMk.F /,
então f é uma identidade deMk�1.F /.
Demonstração. Podemos imergir Mk�1.F / em Mk.F / da seguinte maneira:
.aij / 7! .bks/; onde bks D aks; para 1 6 k; s 6 n � 1 e bkn D bnk D 0; para
1 6 k 6 n, ou seja, emMk.F / consideramos uma matriz com a última linha e a
última coluna nulas, obtida de uma matriz deMk�1.F /.

Sendo f D f .x1; : : : ; xn/ um polinômio central paraMk.F /, para quaisquer
a1; : : : ; an 2Mk�1.F /, temos f .a1; : : : ; an/ está no centro deMk.F /.

Portanto, essa é uma matriz múltiplo escalar da matriz identidade k � k e, ao
mesmo tempo, a entrada .k; k/ é nula. Portanto, f .a1; : : : ; an/ D 0 e, assim, f é
uma identidade deMk�1.F /.
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Exercícios V ou F da Seção 3.4: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ St2nC1 2 Id.Mn.F //:

.2/ Capn2C1 é uma identidade deMn.F /:

.3/ OpolinômioSt2.x1; x2/x41 não é uma identidade da subálgebraA D F.e11C
e22 C e33/C Fe12 C Fe13 C Fe23 de UT3:

.4/ Se A satisfaz o polinômio Œx1; x2� � � � Œx2n�1; x2n�, então A satisfaz St2n:

.5/ O grau minimal de uma identidade deM4.F / é 6.

.6/ O polinômio Œx1; x2�2 é um polinômio central paraM3.F /.

.7/ St2.x1; x2/ é um polinômio central para UT2.



4 Ideais de
identidades e
codimensões

Para descrever todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra A, de-
vemos encontrar um conjunto gerador de Id.A/ como um T -ideal, conforme visto
na Seção 3.3. Porém, nem sempre é simples determinar este conjunto gerador,
como já comentamos anteriormente. Na tentativa de minimizar essa dificuldade,
Regev (1972) introduziu a chamada sequência de codimensões de uma álgebra A,
denotada por fcn.A/gn>1, que, de uma certa maneira, controla o crescimento das
identidades satisfeitas por A.

A sequência de codimensões, além de ser uma importante ferramenta para
o estudo das identidades polinomiais satisfeitas por uma álgebra, se tornou um
dos principais objetos de investigação na PI-teoria. A possibilidade de álgebras
distintas possuírem o mesmo T -ideal favorece o estudo da classe das álgebras que
satisfazem as identidades da álgebra A que será introduzida aqui, a chamada de
variedade gerada por A e denotada por var.A/.

Neste capítulo, vamos apresentar propriedades de T-ideais de identidades e
construir geradores para T-ideais de algumas álgebras. Além disso, vamos dar
as principais informações sobre a sequência de codimensões, com exemplos con-
cretos do seu cálculo para particulares álgebras. Também daremos exemplos de
álgebras geradoras de uma mesma variedade.
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4.1 T-ideais e variedades
Um dos interesses da PI-teoria é conhecer todas as identidades satisfeitas por uma
dada F -álgebra A. Por este motivo, consideraremos

Id.A/ D ff 2 F hXi W f � 0 em Ag

como o T-ideal das identidades de A, definido na Seção 3.3.
Nessa seção, vamos inicialmente estabelecer algumas propriedades básicas de

T-ideais de identidades e, em seguida, estudar álgebras que satisfazem as mesmas
identidades.

Exercício 4.1.1. Mostre que se A e B são F -álgebras isomorfas então Id.A/ D
Id.B/.

Lema 4.1.2. Se é A uma F -álgebra, então temos o seguinte.

1. Se B é subálgebra de A, então Id.A/ � Id.B/.

2. Se I é ideal de A, então Id.A/ � Id .A=I / :

3. Se B é uma F -álgebra isomorfa a uma subálgebra de A, então Id.A/ �
Id.B/.

Demonstração. O primeiro item é óbvio, pois se f 2 Id.A/, então f se anula
pela avaliação de quaisquer elementos de A e, portanto, se anula ao ser avali-
ado por quaisquer elementos de B . Para ver o segundo item, tomemos f D
f .x1; : : : ; xn/ 2 Id.A/ e a1; : : : ; an 2 A=I . Temos que

f . Na1; : : : ; Nan/ D f .a1; : : : ; an/ D N0:

Com isso, segue que f 2 Id.A=I / e isto prova o item 2. O item 3 segue direta-
mente do item 1 e do Exercício 4.1.1.

Lema 4.1.3. Se A e B são álgebras, então Id.A˚ B/ D Id.A/ \ Id.B/:

Demonstração. Primeiramente, observe que ab D 0; para todo a 2 A; b 2 B , já
que a soma A˚ B é direta. Logo, se f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi; então

f .a1 C b1; : : : ; an C bn/ D f .a1; : : : ; an/C f .b1; : : : ; bn/

para todos ai 2 A; bi 2 B; i D 1; : : : ; n:
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Assim, se f 2 Id.A˚B/, então 0 D f .a1Cb1; : : : ; anCbn/ D f .a1; : : : ; an/
C f .b1; : : : ; bn/; para todos ai 2 A; bi 2 B; i D 1; : : : ; n: Como A \ B D f0g,
segue que f 2 Id.A/ \ Id.B/. Reciprocamente, se f 2 Id.A/ \ Id.B/, então
f .a1 C b1; : : : ; an C bn/ D f .a1; : : : ; an/ C f .b1; : : : ; bn/ D 0; para todos
ai 2 A; bi 2 B; i D 1; : : : ; n: Portanto, f 2 Id.A˚ B/.

Durante este texto, estamos trabalhando com um corpo F com característica
zero, mas não exigimos que o mesmo seja algebricamente fechado. Em algumas
situações, esta será uma condição importante e, a seguir, vamos ver que quando
estamos provando resultados a respeito da sequência de codimensões de uma ál-
gebra, será possível assumir essa propriedade para o corpo.

Definição 4.1.4. Dizemos que uma identidade f 2 F hXi de uma F -álgebra A é
estável se f for uma identidade de A ˝ C , para qualquer F -álgebra comutativa
C .

No próximo resultado, provaremos que, quandoF é um corpo de característica
zero, todas as identidades de A são estáveis.

Proposição 4.1.5. SeA é uma F -álgebra eC é uma F -álgebra comutativa, então
Id.A/ � Id.A˝ C/.

Demonstração. Suponhamos que f D f .x1; : : : ; xn/ seja uma identidade de A
que podemos supor multilinear, pois char.F / D 0. Agora, devemos provar que,
para quaisquer elementos a1 ˝ b1; : : : ; an ˝ bn 2 A˝ C , com ai 2 A e bi 2 C ,
1 6 i 6 n, temos que

f .a1 ˝ b1; : : : ; an ˝ bn/ D 0:

Usando a multilinearidade de f e a comutatividade de C , temos

f .a1 ˝ b1; : : : ; an ˝ bn/ D f .a1; : : : ; an/˝ b1 � � � bn D 0

pois f .a1; : : : ; an/ D 0. Assim, f 2 Id.A˝C/ e isto conclui a nossa prova.

O T-ideal de uma F -álgebra A é definido como o conjunto de todos os polinô-
mios de F hXi que são satisfeitos por A. Contudo, podem existir outras álgebras
que satisfazem as mesmas identidades de A, e isto nos motiva a definir o conceito
de variedade de álgebras, conforme faremos a seguir.

Inicialmente, consideremos S � F hXi um conjunto não vazio de polinômios
e hSiT o T-ideal gerado por este conjunto. A seguir temos a definição de variedade.
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Definição 4.1.6. Definimos a variedade determinada pelo conjunto S , denotada
por V.S/, como a classe de todas as álgebras que satisfazem todas as identidades
no conjunto S .

Observe que se S D f0g, então V.0/ é a classe de todas as álgebras. Se S D
F hXi, então V.F hXi/ consiste apenas de f0g.

Exemplo 4.1.7. Se S D fŒx1; x2�g, então V.S/ é a classe de todas as álgebras
comutativas.

Dizemos que uma variedade V D V.S/ é não trivial se S ¤ f0g. A variedade
é dita ser própria quando é não trivial e contém uma álgebra não nula. Por exemplo,
para uma dado naturalm, temos queV.xm/ é uma variedade própria, que é a classe
de todas as álgebras nil de expoente limitado por m.

Observamos que V.S/ D V.hSiT / e hSiT D
\
A2V

Id.A/. Vamos escrever

Id.V/ D hSiT e desta forma, temos que cada variedade corresponde a um T-ideal
de F hXi. Reciprocamente, dado um T-ideal I de F hXi, podemos considerar a
variedade de todas as álgebras satisfazendo os polinômios em I .

Proposição 4.1.8. A correspondência definida acima é biunívoca.

Demonstração. Primeiramente, consideremos I1 e I2 dois T-ideais distintos de
F hXi. Podemos tomar, digamos, f 2 I1 tal que f … I2 . Mas note que no caso
considerado, temos A D F hXi=I2 2 V.I2/ e, como A não satisfaz f , segue que
A … V.I1/. Portanto, temos V.I1/ ¤ V.I2/.

Agora, consideremos V1 e V2 duas variedades distintas e digamos queA 2 V1,
mas A … V2 . Isto significa que existe f 2 Id.V2/ tal que f … Id.A/. Como
Id.V1/ � Id.A/, concluímos que Id.V1/ ¤ Id.V2/.

Dada uma variedadeV , vimos na Proposição 3.3.8 que existe uma álgebraA tal
que Id.A/ D Id.V/. De fato, basta considerar A D F hXi=Id.V/: Porém, podem
existir outras álgebras nessa mesma situação e, desta forma, para uma F -álgebra
A tal que Id.A/ D Id.V/, diremos que A gera a variedade V e escreveremos
V D var.A/. Com isso, para uma uma álgebra B , temos

B 2 var.A/ se, e somente se, Id.A/ � Id.B/:

Definição 4.1.9. Se duas F -álgebras A e B são tais que Id.A/ D Id.B/, então
dizemos que A e B são álgebras PI-equivalentes.



162 4. Ideais de identidades e codimensões

É claro que se A e B são PI-equivalentes, temos var.A/ D var.B/. A notação
que utilizaremos nesta situação é A �PI B .

Proposição 4.1.10. Seja V D var.A/ uma variedade própria de álgebras.

1. Se B é uma subálgebra de A, então B 2 V :

2. Se I é um ideal de A, então A=I 2 V :

3. Se B está isomorficamente imersa em A, então B 2 V .

4. Se fAigi2I é uma família de subálgebras de A, então
Q
i2I

Ai 2 V .

Demonstração. Os item 1, 2 e 3 seguem diretamente do Lema 4.1.2. Para provar
o item 4, dados a.1/; : : : ; a.n/ 2

Q
i2I

Ai , onde a.j / D .a
.j /
i /i2I , j D 1; : : : ; n, e

f 2 F hXi, temos que

f .a.1/; : : : ; a.n// D .f .a
.1/
i ; : : : ; a

.n/
i //i2I :

Logo, se f 2 Id.A/, então f .a.1/i ; : : : ; a
.n/
i / D 0, para todo i 2 I. Portanto,

f 2 Id
�Q
i2I

Ai

�
, como queríamos demonstrar.

A partir da proposição acima, vemos que uma variedade var.A/ é fechada ao
tomarmos subálgebras, imagens homomórficas e produtos diretos e estas proprie-
dades realmente caracterizam uma variedade como estabelecido pelo Teorema de
Birkhoff, que enunciamos abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada no livro
de Drensky (2000).

Teorema 4.1.11. Uma classe não vazia de álgebras V é uma variedade se, e so-
mente se, são válidas as seguintes propriedades:

1. Se A 2 V e f W B ! A é um monomorfismo, então B 2 V .

2. Se A 2 V e f W A! B é um epimorfismo, então B 2 V .

3. Se fAigi2I é uma família de álgebras tais que Ai 2 V , para todo i 2 I,
então

Q
i2I

Ai 2 V .
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A partir de agora, e até o final do capítulo, F denotará um corpo de caracterís-
tica zero e todas as álgebras serão tomadas sobre corpos de característica zero.

Na Proposição 3.1.34, estabelecemos uma forma de escrever cada polinômio
multilinear em f 2 F hXi e, no Exemplo 3.1.35, reescrevemos o polinômio f D
x1x3x2x4Œx6; x5� como

f D x1Œx3; x2; x4�Œx6; x5�C x1x4Œx3; x2�Œx6; x5�C x1x2x3x4Œx6; x5�:

Para complementar esse exemplo, vamos considerar o T-ideal

I D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT :

Pelo que vimos acima, podemos escrever f , módulo I , simplesmente como
x1x2x3x4Œx6; x5�, pois os demais termos que compõem f estão em I , ou seja,

f � x1x2x3x4Œx6; x5� .mod I /:

Esta será uma estratégia que usaremos na demonstração da próxima proposi-
ção, onde determinaremos os geradores do T-ideal da subálgebra G2 da álgebra de
Grassmann G, que é gerada, como álgebra, por 1; e1 e e2, ou seja,

G2 D h1; e1; e2 W eiej D �ej ei i:

Esta subálgebra faz parte de uma família de subálgebras de dimensão finita de G.
De fato, para cada k > 2; podemos considerar

Gk D
˝
1; e1; : : : ; ek W eiej D �ej ei

˛
(4.1)

uma subálgebra de G de dimensão 2k , que possui uma base como espaço vetorial
formada por 1 e pelos elementos

Q
i1<���<is

ei1 � � � eis ; onde 1 6 s 6 k.

Proposição 4.1.12. Id.G2/ D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT :

Demonstração. Como G2 é uma subálgebra de G e Œx1; x2; x3� 2 Id.G/, segue
imediatamente que Œx1; x2; x3� 2 Id.G2/. Observamos também que quando avali-
amos o polinômio Œx1; x2�Œx3; x4� em elementos de G2, se um deles for 1, obtemos
zero e se todos forem diferentes de 1, obtemos um elemento que é soma de produ-
tos com pelo menos 4 elementos e0

is e, portanto, o resultado também deve ser o
elemento nulo. Assim, Œx1; x2�Œx3; x4� 2 Id.G2/.
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Considerando I D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT , temos que I � Id.G2/.
Agora seja f D f .x1; : : : ; xn/ uma identidade de G2, que podemos assumir mul-
tilinear. Desde que f 2 Pn, podemos usar a Proposição 3.1.34 e escrever f
módulo, Pn \ I , como uma combinação linear de elementos da forma

x1 : : : xn e xi1 : : : xin�2
Œxi ; xj �; com i1 < � � � < in�2:

Como Œxi ; xj � D �Œxj ; xi �, podemos também considerar i < j . Assim, exis-
tem escalares ˛; ˇij 2 F , com 1 6 i < j 6 n, tais que

f � ˛x1 : : : xn C

nX
i;j D1

i<j

ˇijxi1 : : : xin�2
Œxi ; xj � .mod Pn \ I /: (4.2)

Como f 2 Id.G2/, ao avaliarmos em elementos de G2, obtemos zero. Fazendo
inicialmente xk D 1; para todo k 2 f1; : : : ; ng, usando a Equação (4.2), vamos
obter ˛ D 0. Em seguida, considerando i e j fixados, fazemos a substituição
xi D e1; xj D e2 e xk D 1; para todo k … fi; j g. Novamente, voltando na
Equação (4.2), obtemos ˇij D 0. Repetindo esse raciocínio, teremos ˇij D 0

para todos i; j 2 f1; : : : ; ng, com i < j . Concluímos que f 2 I e, portanto,
Id.G2/ � I; o que prova o resultado.

De modo mais geral, temos o seguinte resultado provado por Giambruno, La
Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 4.1.13. Se k > 1, então

Id.G2k/ D hŒx1; x2; x3� ; Œx1; x2� � � � Œx2kC1; x2kC2�iT :

Para dar exemplos de álgebras que geram a mesma variedade, vamos mostrar
que a seguinte subálgebra de UT3, também definida por Giambruno, La Mattina
e Petrogradsky (ibid.), é PI-equivalente à G2:

N3 D

8<:
0@ a b c

0 a d

0 0 a

1A W a; b; c; d 2 F
9=; :

Proposição 4.1.14. Id.N3/ D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT :
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Demonstração. Não é difícil mostrar que Œx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4� 2 Id.N3/.
Assim, segue que I D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT � Id.N3/.

Consideremos agora f D f .x1; : : : ; xn/ uma identidade multilinear de N3.
Usamos os mesmos argumentos usados na prova da Proposição 4.1.12 e escreve-
mos f , módulo I , como uma combinação linear de elementos exatamente como
na Equação (4.2).

Fazemos inicialmente a avaliação xk D e11 C e22 C e33; para todo k 2
f1; : : : ; ng, e obtemos ˛ D 0. Em seguida, para i e j fixos, fazemos a substituição
xi D e12; xj D e23 e xk D e11 C e22 C e33; para todo k … fi; j g, e obtemos
ˇij D 0. Claramente, ˇij D 0 para todos i; j 2 f1; : : : ; ng, com i < j e, assim,
f 2 I , provando que Id.N3/ D I , como queríamos.

Como consequência das Proposições 4.1.12 e 4.1.14, obtemos que N3 �PI
G2; o que é o mesmo que dizer que var.N3/ D var.G2/.

A álgebra N3 faz parte de uma família de álgebras que foi introduzida por Gi-
ambruno, La Mattina e Petrogradsky (ibid.), com um papel importante na classifi-
cação de variedades com propriedades particulares, como veremos futuramente.

Para definir esta família de álgebras, Giambruno, La Mattina e Petrogradsky

consideraram, para k > 3, a matriz definida por Hk D
k�1P
iD1

ei;iC1 da álgebra de

matrizes UTk . Por exemplo, para k D 4, temos H4 D e12 C e23 C e34 e, note
que,H 2

4 D e13 C e24 que explicitamente são as matrizes

H4 D

0BB@
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1CCA e H 2
4 D

0BB@
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCA : (4.3)

Em seguida, os autores definiram a álgebra

Nk D spanF
n
Ik;Hk;H

2
k ; : : : ;H

k�2
k ; e12; e13; : : : ; e1k

o
(4.4)

onde Ik denota amatriz identidade k�k. Observe que a definição acima nos indica
que as matrizes em N3 são da forma apresentada e, a partir das Equações (4.3)
e (4.4), também vemos que

N4 D

8̂̂<̂
:̂
0BB@
a b c d

0 a e f

0 0 a e

0 0 0 a

1CCA W a; b; c; d; e; f 2 F
9>>=>>; :
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A seguir, apresentamos o T-ideal de Nk , conforme provado no artigo de Gi-
ambruno, La Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 4.1.15. Para k > 3, temos Id.Nk/ D hŒx1; : : : ; xk�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT :

Finalizamos a seção observando que, pela Proposição 4.1.10, para qualquer
n > 1, Mn.F / 2 var.MnC1.F //, pois MnC1.F / contém uma subálgebra iso-
morfa aMn.F /. Desta forma, temos var.Mn.F // � var.MnC1.F // mas, clara-
mente a inclusão é estrita, pois MnC1.F / … var.Mn.F // de acordo com o Le-
ma 3.4.2 e o Teorema 3.4.13.

Assim, temos uma cadeia ascendente infinita de variedades

var.F / ¨ var.M2.F // ¨ var.M3.F // ¨ : : :

Exercícios V ou F da Seção 4.1: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A e B representam F -
álgebras.

.1/ Id.UT2/ � Id.UT3/.

.2/ Id.M2.F // � Id.UT2/.

.3/ Œx1; x2�
2 2 Id.N3/.

.4/ Id.G4/ D Id.N6/.

.5/ Œx1; x2�Œx3; x4�Œx5; x6� 2 Id.G4 ˚N4/.

.6/ Se J é o radical de Jacobson de A então J 2 var.A/.

.7/ Se A e B têm radicais de Jacobson J.A/ e J.B/, respectivamente, então
J.A/˚ J.B/ 2 var.A˚ B/.

.8/ Se I D Id.G2/ e f D x3x1Œx2; x4�C Œx1; x2�x3 então f � x1x3Œx2; x4�C
x3Œx1; x2�.mod I /.

.9/ SeB é uma subálgebra deA eB é uma PI-álgebra, entãoA é uma PI-álgebra.
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4.2 A sequência de codimensões

Paraminimizar as dificuldades na descrição de umT-ideal, associamos uma sequên-
cia numérica à uma F -álgebra A para, de uma certa maneira, “medir” as identi-
dades polinomiais satisfeitas por essa álgebra. Assim, definiremos a sequência de
codimensões de A e passaremos a estudar o T-ideal Id.A/ através do comporta-
mento assintótico desta sequência.

Como vimos na Seção 3.3, o T-ideal das identidades de A é gerado pelo con-
junto de seus polinômios multilineares. Desta forma, o F -espaço vetorial dos
polinômios multilineares em x1; : : : ; xn

Pn D spanF fx�.1/ : : : x�.n/ W � 2 Sng:

torna-se particularmente importante.
Observamos que Id.A/ é gerado pelo subespaço

.P1 \ Id.A//
:
C .P2 \ Id.A//

:
C .P3 \ Id.A//

:
C � � �

na álgebra associativa livre. Consequentemente, as dimensões dos espaços Pn \
Id.A/ nos fornecem, de certa forma, o crescimento das identidades da álgebra A:
Foi por este motivo que Regev (1972) introduziu a sequência de codimensões de
uma álgebra.

Definição 4.2.1. Seja A uma F -álgebra, e consideremos o F -espaço vetorial
Pn.A/ D

Pn

Pn \ Id.A/
: Para todo n > 1, definimos a n-ésima codimensão de

A por
cn.A/ D dimF .Pn.A//

Além disso, se V D var.A/ é a variedade gerada por A, então definimos
cn.V/ D cn.A/ e dizemos que esta é a n-ésima codimensão da variedade V :

O conhecimento da sequência fcn.A/gn>1 de uma F -álgebra A é de bastante
interesse em PI-teoria, pois esta fornece uma ideia do crescimento das identidades
satisfeitas por A.

A seguir, damos alguns exemplos de álgebras cujas sequências de codimensões
são facilmente calculadas, porém esse cálculo não é um trabalho fácil na maioria
das situações.
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Exemplo 4.2.2. (a) Se A é uma F -álgebra comutativa unitária sabemos que
Id.A/ D hŒx1; x2�iT : Qualquer polinômio de Pn pode ser escrito, módulo
Pn \ Id.A/, como um múltiplo escalar do polinômio x1 � � � xn; o qual não
é uma identidade de A. Logo dimF .Pn.A// D 1, ou seja, cn.A/ D 1, para
todo n > 1.

(b) SejaA umaF -álgebra nilpotente de índicem. Se f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn, onde
n > m, temos que f .a1; : : : ; an/ D 0 sejam quais forem a1; : : : ; an 2 A.
Dessa forma, cn.A/ D dimF .Pn.A// D 0 quando n > m.

O resultado a seguir é importante para que possamos comparar as sequências
de codimensões de álgebras A e B em situações específicas.

Proposição 4.2.3.

1. Se B 2 var.A/, então cn.B/ 6 cn.A/, para todo n > 1.

2. Se Id.A/ � Id.B/ e cn.A/ D cn.B/ para todo n > 1, então A �PI B .

Demonstração.

1. Como B 2 var.A/, temos que Pn \ Id.A/ � Pn \ Id.B/. Dessa forma,
dimF .Pn \ Id.A// 6 dimF .Pn \ Id.B//. Assim, temos que cn.B/ 6
cn.A/.

2. Por hipótese, temos cn.A/ D cn.B/ e assim,

dimF .Pn \ Id.A// D dimF .Pn \ Id.B//

para todo n > 1: Como também temos que Pn \ Id.A/ � Pn \ Id.B/,
obtemos Pn\ Id.A/ D Pn\ Id.B/ para todo n > 1: Como sobre um corpo
de característica zero todo T-ideal é gerado por polinômios multilineares,
concluímos que Id.A/ D Id.B/.

Com o próximo resultado, vemos que a codimensão da soma direta de duas
álgebras A e B é controlada pelas codimensões de A e de B .

Proposição 4.2.4. Se A e B são duas F -álgebras, então temos que cn.A˚B/ 6
cn.A/C cn.B/:
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Demonstração. Pelo Lema 4.1.3, sabemos que Id.A˚B/ D Id.A/\ Id.B/. Con-
sideremos a aplicação linear entre espaços vetoriais

� W Pn !
Pn

Pn \ Id.A/
:
C

Pn

Pn \ Id.B/

dada por �.f / D .f C .Pn \ Id.A//; f C .Pn \ Id.B///, para todo f 2 Pn.
Temos que o núcleo desta aplicação é dado por Ker.�/ D Pn \ Id.A/\ Id.B/ D
Pn \ Id.A˚ B/. Logo temos uma imersão de espaços vetoriais

Pn

Pn \ Id.A˚ B/
,!

Pn

Pn \ Id.A/
u

Pn

Pn \ Id.B/

e segue daí que cn.A˚ B/ 6 cn.A/C cn.B/:

Vamos agora definir terminologias em relação à sequência de codimensões de
uma dada álgebra A e de variedades.

Definição 4.2.5.

1. A sequência de codimensões fcn.A/gn>1 de uma álgebra A é limitada ex-
ponencialmente se existem constantes a; ˛ > 0 tais que cn.A/ 6 a˛n, para
todo n > 1.

2. A sequência de codimensões de A cresce exponencialmente se existe uma
constante ˛ > 2 tal que cn.A/ > ˛n: Neste caso, dizemos que A tem cres-
cimento exponencial.

3. Uma variedade V tem crescimento exponencial se V é gerada por uma álge-
bra de crescimento exponencial.

Observe que, como dimF .Pn/ D nŠ, desde que a álgebra livre F hXi não é
uma PI-álgebra, temos cn.F hXi/ D nŠ. Note ainda que podemos verificar se
uma F -álgebra é ou não uma PI-álgebra, olhando a sequência de codimensões.
De fato, temos cn.A/ D nŠ � dim.Pn \ Id.A//. Além disso, sabemos que se A
satisfaz alguma identidade polinomial, então A satisfaz um identidade multilinear.
Portanto, A é uma PI-álgebra se, e somente se, cn.A/ < nŠ, para algum n > 1.
Por outro lado, é importante informar que Regev (1972) melhorou a cota superior
para a sequência de codimensões de uma PI-álgebra provando o teorema a seguir.

Teorema 4.2.6. Se uma F -álgebra A satisfaz uma identidade polinomial, então
cn.A/ é limitada exponencialmente.
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Em seu artigo, o autor usou este fato como uma ferramenta para mostrar que
se A e B são PI-álgebras sobre um corpo F , então A ˝ B também satisfaz uma
identidade polinomial não nula. De fato, Regev mostrou o seguinte teorema.

Teorema 4.2.7. Se A e B são PI-álgebras sobre um corpo arbitrário F , então
cn.A˝ B/ 6 cn.A/cn.B/, para todo n > 1.

Um ano mais tarde, Latyšev (1972) estabeleceu uma cota exponencial para
a codimensão em função do grau de uma identidade polinomial satisfeita por A,
provando o teorema a seguir.

Teorema 4.2.8. Se uma álgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau
s > 1, então cn.A/ 6 .s � 1/2n:

Quando temos uma álgebra de dimensão finita, podemos dar uma cota superior
para a sua codimensão através do próximo resultado de Bahturin e Drensky (2002).

Proposição 4.2.9. Se A é uma álgebra tal que dimF .A/ D d , então cn.A/ 6
dnC1.

Demonstração. Fixado n > 1, seja fm1.x1; : : : ; xn/; : : : ; mN .x1; : : : ; xn/g uma
base de Pn sobre F .

Seja f uma identidade da álgebra A. Podemos supor, sem perda de generali-
dade, que f é multilinear de grau n e, portanto, pode ser escrita como

f .x1; � � � ; xn/ D

NX
jD1

˛jmj .x1; : : : ; xn/; onde ˛� 2 F: (4.5)

Se � D fa1; : : : ; ad g é uma base deA, consideremos S o conjunto de todas as
n-úplas cujas entradas são elementos de � . Observamos que S tem dn elementos
e como f é uma identidade polinomial de grau n de A, sabemos que f se anula
sob todas as avaliações por elementos de S .

Podemos traduzir o fato acima a partir de um sistema homogêneo contendo nŠ
variáveis, correspondentes aos coeficientes ˛j , que aparecem na Equação (4.5), e
dn equações lineares, cada uma delas correspondente a um elemento de S . Escre-
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vemos isto abaixo 8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂:

NP
jD1

˛jmj .a1 : : : a1/ D 0

:::
NP
jD1

˛jmj .a1a2 : : : an/ D 0

:::
NP
jD1

˛jmj .ad : : : ad / D 0:

Agora, reescrevendo o lado esquerdo das equações acima como combinação
linear dos elementos de � , obtemos um sistema linear homogêneo com dnC1

equações e N D nŠ variáveis.
Notemos que a dimensão do espaço solução do sistema acima é maior ou igual

a nŠ�dnC1. Mas a dimensão do espaço solução deste sistema é igual a dimensão
de Pn \ Id.A/. Como cn.A/ D dimF .Pn/ � dimF .Pn \ Id.A//, segue que
cn.A/ 6 dnC1.

Veremos que para algumas álgebras podemos melhorar a cota superior dada
para a codimensão e estabelecemos a seguinte definição.

Definição 4.2.10.

1. A sequência de codimensões fcn.A/gn>1 é limitada polinomialmente se
existem uma constante a e um número inteiro não negativo k tais que
cn.A/ 6 ank , para todo n arbitrariamente grande. Neste caso, dizemos
que a álgebra A tem crescimento polinomial.

2. Uma variedadeV tem crescimento polinomial seV é gerada por uma álgebra
de crescimento polinomial.

Nas próximas proposições, apresentaremos exemplos de álgebras de cresci-
mento polinomial.

Proposição 4.2.11. Seja G2 a álgebra definida na Seção 4.1. Temos cn.G2/ D
n2�nC2

2
; para todo n > 1.
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Demonstração. Temos que mostrar que o espaço quociente Pn.G2/ D Pn

Pn\G2

possui uma base com n2�nC2
2

elementos. Observamos que, na demonstração
da Proposição 4.1.12, já provamos que qualquer polinômio f em Pn módulo
Pn \ G2 pode ser escrito como uma combinação linear dos polinômios x1 : : : xn
e xi1 : : : xin�2

Œxj1
; xj2

�; com i1 < � � � < in�2 e j1 > j2.
Assim, o conjunto de polinômios

B D fx1 : : : xn; xi1 : : : xin�2
Œxj1

; xj2
� W i1 < � � � < in�2; j1 > j2g

é um conjunto gerador de Pn.G2/. Além disso, pela demonstração da Proposi-
ção 4.1.12, os polinômios em B são linearmente independentes módulo Pn \ G2.
Desta forma, B é uma base de Pn.G2/.

Agora vamos contar quantos elementos temos na base B , começando pelos
polinômios do tipo xi1 : : : xin�2

Œxj1
; xj2

� nas condições definidas. É claro que é
suficiente determinar as variáveis que vão ocupar as entradas do comutador, pois,
desta forma, todas as outras já estarão determinadas devido à ordenação. A quan-
tidade destas variáveis é

�
n
2

�
D

n.n�1/
2

: Assim, a quantidade total de elementos na
base é n.n�1/

2
C 1, que é exatamente o que queríamos provar.

Em geral, no artigo de Giambruno, La Mattina e Petrogradsky (2007), temos
o seguinte resultado sobre as álgebras G2k , definidas na Seção 4.1.

Proposição 4.2.12. Para k > 1, temos cn.G2k/ D
kP
jD0

�
n
2j

�
; para todo n > 1.

Pela proposição acima, temos que, para k > 1, as álgebras G2k têm cresci-
mento polinomial. Particularmente, para cada k > 1, as codimensões dadas são
expressas por polinômios em n de grau 2k.

Observemos que a partir das Proposições 4.1.12, 4.1.14 e 4.2.11, temos para
todo n > 1,

cn.N3/ D
n2 � nC 2

2
: (4.6)

Agora vamos enunciar o resultado sobre a sequência de codimensões das álge-
bras Nk , k > 3, definidas na Seção 4.1.

Proposição 4.2.13. Para k > 3, temos cn.Nk/ D 1C
k�1P
jD2

�
n
j

�
.j � 1/; para todo

n > 1.
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A partir da proposição anterior, vemos que, para k > 3, as álgebras Nk têm
crescimento polinomial, e as codimensões dadas são expressas por polinômios em
n de grau k�1. Particularmente, as álgebrasN3 e G2 têm crescimento quadrático,
ou seja, as codimensões são dadas por polinômios de grau 2.

Em geral, seA é uma álgebra de crescimento polinomial, temos que a n-ésima
codimensão de A é dada por um polinômio em n com coeficientes racionais como
foi provado por Drensky e Regev (1996).

Teorema 4.2.14. Seja A uma álgebra de crescimento polinomial. Então

cn.A/ D qn
k
CO.nk�1/

onde k > 0, q 2 Q e O.nk�1/ representa um polinômio de grau menor ou igual
a k � 1 com coeficientes racionais.

Motivados pelo teorema acima, a partir de agora, sempre que V for uma vari-
edade de crescimento polinomial, vamos dizer que V é uma variedade de cresci-
mento nk , para algum inteiro k > 0, e para sua sequência de codimensões escre-
veremos cn.V/ � qnk , para algum q 2 Q.

No que segue, estaremos interessados em observar a influência do corpo no
cálculo das codimensões de uma álgebra.

Lembremos que, na Proposição 4.1.5, provamos que seA é uma álgebra sobre
um corpo F de característica zero, então toda identidade de A é estável. Em parti-
cular, seK é uma extensão de F , temos que Id.A/ � Id.A˝K/, já queK é uma
F -álgebra comutativa.

Por outro lado, observemos que também temos Id.A ˝ K/ � Id.A/, pois A
pode ser vista como uma subálgebra de A˝K.

Com isso, temos uma igualdade

Id.A˝K/ D Id.A/ (4.7)

onde consideramos apenas as identidades de A˝K como F -álgebra. Consequen-
temente, para n > 1, temos

cFn .A/ D c
F
n .A˝K/

onde o índice superior na igualdade acima significa que as duas sequências de
codimensões são calculadas sobre o corpo F .

No Corolário 1.2.61, já provamos que toda base de A como F -álgebra é uma
base para A ˝ K como K-álgebra. Isto permitiu estender os escalares de A de
maneira que A pudesse ser considerada como uma K-álgebra.
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Uma pergunta natural que surge neste momento é: como se relacionam a
sequência de codimensões deA como F -álgebra e a sequência de codimensões de
A, considerada como K-álgebra? Ou seja, qual a relação entre cFn .A/ e cKn .A˝
K/?

Na notação acima, estamos considerando

cKn .A˝K/ D dimK

 
PKn

PKn \ IdK.A˝K/

!
onde PKn D Pn ˝ K denota o conjunto dos polinômios multilineares de grau n
com coeficientes em K e IdK.A˝K/ as identidades de A˝K com coeficientes
em K. Vamos responder a questão abaixo.

Proposição 4.2.15. Sejam A uma PI-álgebra sobre um corpo F de característica
zero e K uma extensão de F . Então, para todo n > 1, temos que

cKn .A˝K/ D c
F
n .A/:

Demonstração. Suponhamos que cFn .A/ D m e consideremos f Nf1; : : : ; Nfmg uma
base de PFn .A/ D

PF
n

PF
n \IdF .A/

, onde PFn denota o conjunto dos polinômios mul-
tilineares de grau n com coeficientes em F e IdF .A/ as identidades de A com
coeficientes em F .

Sejam � W PFn ! PFn .A/ a projeção canônica, f1; : : : ; fm 2 PFn tais que
�.fi / D Nfi ; i D 1; : : : ; m; e fg1; : : : ; gkg uma base de PFn \ IdF .A/. Assim,

B D ff1; : : : ; fm; g1 : : : ; gkg; com mC k D nŠ

é uma base de PFn . Pelo Corolário 1.2.61, a partir de B, podemos obter uma base
B0 de PKn , que por simplicidade continuaremos denotando seus elementos como
anteriormente, ou seja, B0 D ff1; : : : ; fm; g1 : : : ; gkg.

Com isso, dado um polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 PKn , temos que existem
escalares ˛1; : : : ; ˛m; ˇ1; : : : ; ˇk 2 K tais que

f D

mX
iD1

˛ifi C

kX
jD1

ˇjgj :

Logo,

g D g.x1; : : : ; xn/ D

kX
jD1

ˇjgj D f �

mX
iD1

˛ifi 2 IdK.A˝K/
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pois comoK é uma extensão de F , temos IdF .A/ � IdF .A˝K/ � IdK.A˝K/
e assim, vemos que g 2 PKn \ IdK.A˝K/:

Além disso, qualquer combinação linear não nula
mP
iD1

˛ifi não é uma identi-

dade de A˝K. De fato, consideremos

h D ˛1f1 C � � � C ˛mfm 2 IdK.A˝K/

com ˛1; : : : ; ˛m 2 K e vamos escrever cada um dos escalares ˛i em uma base B
de K sobre F

˛i D
X
j

ˇij tj I i 2 f1; : : : ; mg; tj 2 B; ˇij 2 F:

Sejam a1; : : : ; an 2 A e a1 ˝ 1; : : : ; an ˝ 1 2 A˝K. Assim:

h.a1 ˝ 1; : : : ; an ˝ 1/ D
mP
iD1

˛ifi .a1 ˝ 1; : : : ; an ˝ 1/

D
P
j

�
mP
iD1

ˇijfi .a1; : : : ; an/

�
˝ tj :

Como h 2 IdK.A˝K/, temos que:X
j

 
mX
iD1

ˇijfi .a1; : : : ; an/

!
˝ tj D 0:

Mas agora, como ff1; : : : ; fmg é linearmente independente sobre K, então,
para qualquer sequência .b1; : : : ; bn/ de elementos em A, os elementos 

mX
iD1

ˇijfi .b1; : : : ; bn/

!
˝ t1;

 
mX
iD1

ˇijfi .b1; : : : ; bn/

!
˝ t2; : : :

são linearmente independentes. Daí, segue que
mP
iD1

ˇijfi 2 IdF .A/, para todo

j 2 f1; 2; : : :g. Como Nf1; : : : ; Nfm formam uma base para PFn .A/, temos que:

ˇij D 0; para i 2 f1; : : : ; mg; j 2 f1; 2; : : :g:

Com isso, ˛1 D � � � D ˛m D 0.
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Isso mostra que se � 0 W PKn ! PKn .A/ denota a projeção canônica e se conti-
nuarmos denotando � 0.fi / D Nfi ; então f Nf1; : : : ; Nfmg é linearmente independente
sobre K e

� 0.f / D Nf D

mX
iD1

˛i Nfi 2
PKn

PKn \ IdK.A˝K/
:

Portanto, cKn .A˝K/ D m como queríamos mostrar.

Pela proposição acima, nos resultados sobre a sequência de codimensões de
uma F -álgebra A, podemos considerá-la sobre um corpo algebricamente fechado,
pois podemos tomarK como o fecho algébrico de F e as codimensões serão man-
tidas.

Exercícios V ou F da Seção 4.2: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A e B representam F -
álgebras.

.1/ Se B está isomorficamente imersa em A, então cn.A/ 6 cn.B/.

.2/ Se J é o radical de Jacobson de A, então cn.J / 6 cn.A/.

.3/ Se J é o radical de Jacobson de A e cn.J / D cn.A/, então A é nilpotente.

.4/ Para todo k > 3, temos cn.Nk/ D cn.G2k/.

.5/ Para todo k > 2, temos que cn.G2k/ � qn2k , para algum q 2 Q.

.6/ Para todo k > 3, temos que cn.Nk/ � qnk , para algum q 2 Q.

.7/ cn.N4 ˚ G4/ � qn4, para algum q 2 Q.

4.3 Álgebras de crescimento exponencial

Na seção anterior, exibimos exemplos de álgebras de crescimento polinomial. O
objetivo desta seção é apresentar dois exemplos importantes de álgebras de cresci-
mento exponencial: a álgebra UT2 das matrizes triangulares superiores 2�2 com
entradas em um corpo F e a álgebra de Grassmann de dimensão infinita G. Ao
longo desta seção, F denota um corpo de característica zero.

Inicialmente, iremos determinar o T-ideal e a sequência de codimensões de
UT2. Como vimos no Exemplo 3.2.6, Œx1; x2�Œx3; x4� 2 Id.UT2/. Queremos
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mostrar que de fato Id.UT2/ D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT , como provado por Malcev
(1971). Para isso, denote por I D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT . Temos o seguinte lema.

Lema 4.3.1. Para todo m > 2, temos que

Œxj1
; xj2

; : : : ; xjr
; xjrC1

; : : : ; xjm
� � Œxj1

; xj2
; : : : ; xjrC1

; xjr
; : : : ; xjm

� .mod I /:

Demonstração. Primeiramente, observe que como Œx1; x2�Œx3; x4� 2 I , então
ŒŒx1; x2�; Œx3; x4�� 2 I: Consequentemente, módulo I , quaisquer dois comutado-
res comutam. Com isso, se escrevermos c D Œxj1

; xj2
; : : : ; xjr�1

�; temos que

Œxj1
; xj2

; : : : ; xjr
; xjrC1

; : : : ; xjm
� D Œc; xjr

; xjrC1
; xjrC2

; : : : ; xjm
�:

Pela identidade de Jacobi, obtemos que

Œc; xjr
; xjrC1

� D �ŒŒxjr
; xjrC1

�; c� � ŒŒxjrC1
; c�; xjr

�

� Œc; xjrC1
; xjr

� .mod I /:

Portanto,

Œxj1
; xj2

; : : : ; xjr
; xjrC1

; : : : ; xjm
� � Œxj1

; xj2
; : : : ; xjrC1

; xjr
; : : : ; xjm

� .mod I /:

Teorema 4.3.2. Seja UT2 a álgebra das matrizes 2 � 2 triangulares superiores
sobre um corpo F de característica zero. Então:

1. Id.UT2/ D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT ;

2. cn.UT2/ D 2n.n � 2/C 2, para todo n > 1.

Demonstração. Para demonstrar o item 1, seja I D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT . Já sabe-
mos que I � Id.UT2/. Vamos mostrar a inclusão inversa, ou seja, vamos mostrar
que se f 2 Id.UT2/, então f � 0 .mod I /. Para isso, pelo Corolário 3.3.15, po-
demos supor que f é um polinômio multilinear de grau n. Pela Proposição 3.1.34,
temos que f pode ser escrito como combinação linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xir c1 � � � cs

onde i1 < � � � < ir e cada ci ; i D 1; : : : ; s; é um comutador de peso arbitrário
(eventualmente vazio).

Agora, como Œx1; x2�Œx3; x4� 2 I; temos que Œxi1 ; : : : ; xir �Œxj1
; : : : ; xjt

� 2 I ,
para quaisquer r; t > 2: Assim, se s > 2, temos que c1 � � � cs 2 I , onde cada
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ci ; i D 1; : : : ; s é um comutador de peso maior ou igual a 2. Com isso, temos que
f pode ser escrito, módulo I , como combinação linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xir Œxj1
; : : : ; xjs

�

com i1 < � � � < ir ; n D r C s.
Agora, pelo Lema 4.3.1, possivelmente renomeando as variáveis, temos que

Œxj1
; : : : ; xjs

� � Œxk; xj1
; : : : ; xjn�r�1

� .mod I /

onde k > j1 e j1 < � � � < jn�r�1. Ou seja, dentro de um comutador, módulo
I , podemos considerar que a primeira variável possui o maior índice e as outras
estão ordenadas.

Portanto concluímos que, módulo I , f pode ser escrito como combinação
linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xir Œxk; xj1
; : : : ; xjn�r�1

�

onde i1 < � � � < ir ; k > j1; j1 < � � � < jn�r�1 e fi1; : : : ; ir ; j1; : : : ; jn�r�1; kg D

f1; : : : ; ng.
Para cada r 2 f0; : : : ; ng, escrevaM D fi1; : : : ; irg; N D fj1; : : : ; jn�r�1g;

i1 < � � � < ir , j1 < � � � < jn�r�1 e assuma que se r D 0 ou r D n, entãoM D ¿
ou N D ¿, respectivamente. Escrevendo

urM;N;k D xi1 � � � xir Œxk; xj1
; : : : ; xjn�r�1

�

temos que f pode ser escrito, módulo I , como

nX
rD0

X
M;N;k

˛M;N;ku
r
M;N;k; ˛M;N;k 2 F:

Para concluir a demonstração, basta mostrarmos que ˛M;N;k D 0, para cada
escolha de M;N como acima. Fixado r 2 f1; : : : ; ng, escolha conjuntos M e
N e faça a seguinte avaliação: xi1 D � � � D xir D 1; xk D e12; xj1

D � � � D

xn�r�1 D e12. Com isso, ˛M;N;kurM;N;k é avaliado em ˛M;N;ke12. Além disso,
para esse mesmo r fixado, se M 0 e N 0 são tais que M ¤ M 0 e N ¤ N 0, então
ur
M 0;N 0;k0 é avaliado em 0, já que k > j1. Com isso, ˛M;N;k D 0, e procedendo da

mesma maneira maneira para todos os valores de r , obtemos que f 2 I . Portanto,
Id.UT2/ D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT .
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Para demonstrar o item 2, observe que o que fizemos acima mostra que os
polinômios

xi1 � � � xir Œxk; xj1
; : : : ; xjn�r�1

�

onde, i1 < � � � < ir ; k > j1; j1 < � � � < jn�r�1 e n D rCs, formam uma base de
Pn.UT2/. Para determinar cn.UT2/, basta contarmos quantos elementos possui
essa base.

Se 0 6 r 6 n � 2, temos 
n

r

!
.n � r � 1/ D

 
n

n � r

!
.n � r � 1/

polinômios. Se r D n, temos apenas o monômio x1 � � � xn. Portanto,

cn.UT2/ D 1C

nX
jD2

 
n

j

!
.j � 1/

D 1C

nX
jD2

 
n

j

!
j �

nX
jD2

 
n

j

!
D 1C

nX
jD0

 
n

j

!
j �

 
n

1

!
�

nX
jD0

 
n

j

!
C

 
n

0

!
C

 
n

1

!
D n2n�1 � 2n C 2

D 2n�1.n � 2/C 2:

Conforme vimos no Exercício 3.2.7 , temos que UTn, a álgebra das matrizes
triangulares superiores n � n, satisfaz o polinômio Œx1; x2� � � � Œx2n�1; x2n� � 0:

De fato, é possível provar o seguinte.

Proposição 4.3.3. Para todo n > 2, temos

Id.UTn/ D hŒx1; x2� � � � Œx2n�1; x2n�iT :

Agora, apresentaremos os resultados sobre o T-ideal e a sequência de codimen-
sões da álgebra de Grassmann G, provado por Krakowski e Regev (1973). Vimos
no Exemplo 3.2.17 que Œx1; x2; x3� 2 Id.G/. O nosso objetivo é mostrar que
Id.G/ D hŒx1; x2; x3�iT .

Para a prova, denotamos por I D hŒx1; x2; x3�iT e abaixo, apresentamos um
lema técnico que será útil na demonstração do teorema em seguida.
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Lema 4.3.4. Os polinômios Œx1; x2�Œx2; x3� e Œx1; x2�Œx3; x4� C Œx1; x3�Œx2; x4�
pertencem a I .

Demonstração. Como I é um T-ideal, temos que Œx1; x22 ; x3� 2 I . Com isso, pelo
Exercício 3.1.6, temos que

Œx1; x
2
2 ; x3� D ŒŒx1; x2�x2 C x2Œx1; x2�; x3�

D ŒŒx1; x2�x2; x3�C Œx2Œx1; x2�; x3�

D Œx1; x2�Œx2; x3�C Œx2; x3�Œx1; x2�C Œx1; x2; x3� ı x2
D 2Œx1; x2�Œx2; x3�C ŒŒx2; x3�; Œx1; x2��C Œx1; x2; x3� ı x2
� 2Œx1; x2�Œx2; x3� .mod I /

já que ŒŒx2; x3�; Œx1; x2�� C Œx1; x2; x3� ı x2 2 I . Logo, Œx1; x2�Œx2; x3� 2 I e,
linearizando esse polinômio, concluímos que Œx1; x2�Œx3; x4�C Œx1; x3�Œx2; x4� 2
I:

Teorema 4.3.5. Seja G a álgebra de Grassmann sobre um corpo F de caracterís-
tica zero. Então:

1. Id.G/ D hŒx1; x2; x3�iT I

2. cn.G/ D 2n�1.

Demonstração. Para demonstrar o item 1, seja I D hŒx1; x2; x3�iT . Já sabemos
que I � Id.G/. Vamos mostrar a inclusão inversa, ou seja, vamos mostrar que
se f 2 Id.G/, então f � 0 .mod I /. Para isso, pelo Corolário 3.3.15, podemos
supor que f é um polinômio multilinear de grau n. Pela Proposição 3.1.34, temos
que f pode ser escrito como combinação linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xir c1 � � � cs;

onde i1 < � � � < ir e cada ci ; i D 1; : : : ; s; é um comutador de peso arbitrário
(eventualmente vazio).

Agora, como Œx1; x2; x3� 2 I , temos que Œx1; : : : ; xs� 2 I , para todo s > 3.
Além disso, pelo Lema 4.3.4, temos que Œxj1

; xj2
�Œxj3

; xj4
� � �Œxj1

; xj3
�Œxj2

; xj4
�

.mod I /. Logo, como Œxj1
; xj2

� D �Œxj2
; xj1

�, concluímos que, módulo I , f
pode ser escrito como combinação linear de polinômios do tipo

xi1 � � � xir Œxj1
; xj2

� � � � Œxj2m�1
; xj2m

�;

onde i1 < � � � < ir ; j1 < � � � < j2m e r C 2m D n:
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Para cada r 2 f0; : : : ; ng tal que rC2m D n, escrevaM D fi1; : : : ; irg; N D
fj1; : : : ; j2mg,M \N D ¿;M [N D f1; : : : ; ng; i1 < � � � < ir , j1 < � � � < j2m
e assuma que se r D 0 ou r D n, então M D ¿ ou N D ¿, respectivamente.
Fixados conjuntosM e N nestas condições, denote por

gr;M;N D xi1 � � � xir Œxj1
; xj2

� � � � Œxj2m�1
; xj2m

�:

Assim, temos que, módulo I , f pode ser escrito como

nX
rD0

rC2mDn

X
M;N

˛M;Ngr;M;N ; ˛M;N 2 F:

Para concluir a demonstração, basta mostrarmos que ˛M;N D 0 para cada es-
colha deM;N nas condições acima. Para isso, fixado 0 6 r 6 n; n D r C 2m,
escolha conjuntosM D fi1; : : : ; irg e N D fj1; : : : ; j2mg e faça a seguinte avali-
ação: xi1 D � � � D xir D 1 e xjk

D ek; k D 1; : : : ; 2m. Com isso, ˛M;Ngr;M;N
é avaliado em 2m˛M;N e1 � � � e2m. Além disso, para esse mesmo r fixado, seM 0

e N 0 são conjuntos tais queM ¤M 0 e N ¤ N 0, então gr;M 0;N 0 é avaliado em 0,
já que necessariamente o 1 é avaliado em um comutador. Com isso, ˛M;N D 0.
Procedendo da mesma maneira para todos os valores de r , obtemos que f 2 I .
Portanto, Id.G/ D hŒx1; x2; x3�iT :

Para demonstrar o item 2, observe que o que fizemos acima mostra que os
polinômios

fxi1 � � � xir Œxj1
; xj2

� � � � Œxj2m�1
; xj2m

� W i1 < � � � < ir ; j1 < � � � < j2m; r C 2m D ng

formam uma base de Pn.G/. Para determinar a sua dimensão, vamos contar quan-
tos polinômios possui essa base. Afirmamos que esta quantidade é s0, onde s0
denota a soma de todos os binômios 

n

0

!
C

 
n

2

!
C � � � C

 
n

2q

!
;

onde q denota a parte inteira de n
2
:

De fato, se m D 0, então obtemos o polinômio x1 � � � xn.
Se m D 1, escolhidas as duas variáveis dentro do comutador, as variáveis

fora do comutador estão determinadas. Com isso, temos
�
n
2

�
polinômios da forma

xi1 � � � xir Œxj1
; xj2

�; já que i1 < � � � < ir . No caso geral, a escolha das variáveis



182 4. Ideais de identidades e codimensões

nos comutadores determinam as variáveis fora dos comutadores. Com isso, es-
colhidas as variáveis xj1

; : : : ; xj2m
para os comutadores, como j1 < � � � < j2m,

temos apenas uma opção para a inserção destas variáveis. Como i1 < � � � < ir , ob-
temos

�
n
2m

�
polinômios da forma xi1 � � � xir Œxj1

; xj2
� � � � Œxj2m�1

; xj2m
�. Portanto,

a dimensão de Pn.G/ é s0 como afirmamos.
Denote por s1 a soma de todos os binômios

�
n
i

�
, com i ímpar, i 6 n. Recorde

que, para quaisquer a; b; n inteiros positivos, temos que .aCb/n D
nP
iD0

�
n
i

�
an�ibi .

Com isso, temos que 2n D .1C 1/n D s0C s1 e 0 D .1� 1/n D
nP
iD0

�
n
i

�
.�1/i D

s0 � s1. Logo, 2s0 D 2n e, portanto, cn.G/ D 2n�1.

As álgebras UT2 e G são protagonistas na PI-teoria. Tal protagonismo será
evidenciado no Capítulo 5.

A partir dos resultados anteriores, exibiremos mais um exemplo importante de
álgebra de crescimento exponencial das codimensões. Para isso, temos o seguinte
exercício.
Exercício 4.3.6. Mostre que, para todo k > 2, existe ummonomorfismo' W UT2 !
Mk.F /.
Exemplo 4.3.7. Para todo k > 2,Mk.F / tem crescimento exponencial. De fato,
pelo Exercício 4.3.6 e Proposição 4.1.10, temos que, para todo k > 2, UT2 2
var.Mk.F //. Com isso, pela Proposição 4.2.3 e Teorema 4.3.2, temos que
cn.Mk.F // > 2n�1.n � 2/ C 2, para todo k > 2. Portanto, Mk.F / tem cres-
cimento exponencial.

Apesar de não ser conhecido o T-ideal de Mk.F /; k > 3, Regev (1984) de-
terminou o comportamento assintótico de cn.Mk.F //. Antes de enunciar o pró-
ximo resultado, vamos introduzir uma nova notação. Se f .n/ e g.n/ são duas
sequências reais, dizemos que f .n/ e g.n/ são assintoticamente equivalentes, e
escrevemos f .n/ ' g.n/, se lim

n!1

f .n/
g.n/
D 1.

Teorema 4.3.8. Se F é um corpo de característica zero, então, para todo k > 2,

cn.Mk.F // ' ˛n
gk2n

onde g D �k
2�1
2

e

˛ D

�
1
p
2�

�k�1 �1
2

�k2�1
2

1Š2Š � � � .k � 1/Šk
k2C4

2 :
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Um dos problemas mais importantes em aberto na PI-teoria é a obtenção de
uma base finita para Id.Mk.F //; k > 3. A importância desse problema é eviden-
ciada pelo seguinte teorema cuja demonstração pode ser encontrada no livro de
Giambruno e Zaicev (2005).

Teorema 4.3.9. SejaA umaPI-álgebra finitamente gerada sobre um corpo infinito
F . Então A 2 var.Mk.F // para algum k > 1.

Com esse teorema, concluímos que toda PI-álgebra finitamente gerada sobre
um corpo infinito F satisfaz todas as identidades deMk.F /, para algum k > 1.

O próximo exercício mostra que a hipótese de A ser finitamente gerada não
pode ser removida do Teorema 4.3.9.

Exercício 4.3.10. Mostre que, para todo k > 1, G 62 var.Mk.F //.

Exercícios V ou F da Seção 4.3: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ N3 2 var.UT2 ˚ G/.

.2/ Para todo k > 2, temos Nk 2 var.UTk ˚ G/.

.3/ Para todo k > 2 e todo n > 1, temos cn.UT2/ > cn.Mk.F //.

.4/ Para todo k > 2, a álgebra UTk tem crescimento exponencial.

.5/ Para todo k > 2, a álgebra Gk tem crescimento exponencial

.6/ Existe s > 2 tal queMs.F / 2 var.G/.

.7/ Existe s > 2 tal que G 2 var.Ms.F //.

4.4 Superálgebras
Em seus principais trabalhos, Kemer estuda a estrutura das álgebras que geram
variedades de PI-álgebras. A partir disso, surgiu o particular interesse no estudo
de superálgebras na PI-teoria. O objetivo desta seção é apresentar o conceito de
superálgebras e estudar a sua estrutura.

No Exemplo 3.2.17, vimos que álgebra de Grassmann G satisfaz diversas pro-
priedades importantes. Uma delas é que existem subespaços vetoriais

G.0/ D spanF fei1 � � � ei2k
W 1 6 i1 < � � � < i2k; k > 0g e
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G.1/ D spanF fei1 � � � ei2kC1
W 1 6 i1 < � � � < i2kC1; k > 0g

de G tais que G D G.0/
:
C G.1/ e que satisfazem as condições

G.0/G.0/ C G.1/G.1/ � G.0/ e G.1/G.0/ C G.0/G.1/ � G.1/: (4.8)

Agora vamos introduzir o conceito mais geral de álgebras com uma decompo-
sição do tipo acima.

Definição 4.4.1. Dizemos que uma álgebra A é uma álgebra Z2-graduada, ou
uma superálgebra, se existem dois subespaços vetoriais A.0/ e A.1/ de A, tais que
A D A.0/

:
C A.1/ e que satisfazem as seguintes propriedades:

1. A.0/A.0/ C A.1/A.1/ � A.0/;

2. A.1/A.0/ C A.0/A.1/ � A.1/.

Com a definição acima, podemos notar que o subespaçoA.0/ é uma subálgebra
de A, enquanto o mesmo não necessariamente ocorre com A.1/. De fato, quando
.A.1//2 D f0g, temos que A.1/ é uma subálgebra de A.

Quando A é uma superálgebra, denotamos A D .A.0/; A.1// e diremos que
o par .A.0/; A.1// é uma Z2-graduação, ou simplesmente uma graduação, de A.
É importante ressaltar que se .A.0/; A.1// é uma graduação para uma álgebra A,
então, para todo a 2 A, existem a0 2 A

.0/ e a1 2 A.1/ tais que a D a0 C a1.
Os elementos deA.0/[A.1/ são chamados de elementos homogêneos. Os ele-

mentos de A.0/ são chamados de elementos homogêneos de grau 0 (ou elementos
pares) e os elementos de A.1/ são chamados de elementos homogêneos de grau 1
(ou elementos ímpares). Além disso, denominamos A.0/ e A.1/ como parte par e
parte ímpar de A, respectivamente.

Exemplo 4.4.2. Toda álgebra é uma superálgebra. De fato, basta considerarmos
a graduação A D .A; f0g/, chamada de graduação trivial.

Exemplo 4.4.3. A álgebra de Grassmann com a decomposição dada na Equa-
ção (4.8) é uma superálgebra, que denotaremos por Ggr . Esta graduação é cha-
mada de graduação canônica da álgebra de Grassmann.

Exemplo 4.4.4. Considere a álgebra de Grassmann de dimensão finita G2 D
h1; e1; e2 W e1e2 D �e2e1i. Temos que .F C Fe1e2; Fe1 C Fe2/ é uma gradua-
ção para G2. Observe que .F C Fe1; Fe2C Fe1e2/ e .F C Fe2; Fe1C Fe1e2/
também são graduações para G2.
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Exemplo 4.4.5. Considere a álgebra N3 D

8<:
0@ a b c

0 a d

0 0 a

1A W a; b; c; d 2 F
9=;.

Temos que .F.e11C e22C e33/CFe12; Fe13CFe23/, .F.e11C e22C e33/C
Fe23; Fe12CFe13/ e .F.e11Ce22Ce33/CFe13; Fe12CFe23/ são graduações
de N3.

Os exemplos acima mostram que uma álgebra pode ter várias graduações. O
próximo teorema nos mostra como construir graduações não triviais em uma dada
álgebra.

Teorema 4.4.6. Uma álgebra A é uma superálgebra com graduação não trivial
se, e somente se, existe um automorfismo ' de A de ordem 2.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que A seja uma superálgebra com gra-
duação não trivial .A.0/; A.1// e considere a aplicação ' W A! A dada por '.a0C
a1/ D a0 � a1.

Temos que '2.a0Ca1/ D '.a0�a1/ D a0Ca1. Logo, temos que ' D '�1

e, consequentemente, '2 D 1. Além disso, como A é uma superálgebra, é facil
verificar que ' é de fato um automorfismo. Portanto ' é um automorfismo de A
de ordem 2, já que ' ¤ 1, pois a graduação é não trivial.

Reciprocamente, suponhamos que exista um automorfismo ' de ordem 2 de
A. Podemos definir os seguintes subespaços de A:

A.0/ D fa 2 A W '.a/ D ag e A.1/ D fa 2 A W '.a/ D �ag:

Inicialmente, observamos que A.1/ ¤ f0g, pois ' tem ordem 2. Agora, se
a 2 A.0/ \ A.1/, então '.a/ D a D �a. Como char.F / D 0, temos que a D 0 e,
portanto, A.0/ \ A.1/ D f0g. Além disso, se a 2 A, temos que

a D
aC '.a/

2
C
a � '.a/

2
:

Como ' tem ordem 2, temos que aC'.a/
2

2 A.0/ e a�'.a/
2

2 A.1/. Portanto,
A D A.0/

:
C A.1/.

Por fim, como ' é um automorfismo, é fácil ver que

A.0/A.0/ C A.1/A.1/ � A.0/ e A.0/A.1/ C A.1/A.0/ � A.1/:

Logo, A é uma superálgebra com graduação não trivial, como queríamos de-
monstrar.
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Observação 4.4.7. Recorde que se ' é um automorfismo de ordem 2, então seus
autovalores são iguais a 1 e �1. Logo, no teorema anterior, temos que A.0/ é o
autoespaço associado ao autovalor 1, eA.1/ é o autoespaço associado ao autovalor
�1.

Exercício 4.4.8. Determine os automorfismos induzidos pelas graduações dadas
nos Exemplos 4.4.4 e 4.4.5.

Exercício 4.4.9. Seja A D A.0/
:
C A.1/ uma superálgebra. Mostre que:

(a) Se A é unitária, então 1 2 A.0/.

(b) Se e é um idempotente homogêneo de A, então e 2 A.0/.

(c) A.1/ é uma subálgebra de A se, e somente se, .A.1//2 D f0g.

Exercício 4.4.10. Sejam A DMn.F / e g D .g1; : : : ; gn/ 2 Zn2 , onde Z2 denota
o grupo aditivo f0; 1g. Considere os seguintes subespaços de A:

A.0/ D spanF feij W gi C gj D 0g e A.1/ D spanF feij W gi C gj D 1g:

Mostre que:

(a) .A.0/; A.1// é uma graduação deMn.F /.

(b) Os elementos g1 D .g1; : : : ; gn/ e g2 D .0; g2Cg1 : : : ; gnCg1/ induzem
a mesma graduação emMn.F /.

A graduação de Mn.F / definida acima é chamada de graduação elementar
induzida pelo elemento g D .g1; : : : ; gn/ 2 Zn2 . Um bom exercício para o leitor
é determinar todas as graduações elementares da álgebraM2.F /.

Exercício 4.4.11. Dados inteiros k > l > 0 tais que k C l D n, considere os
seguintes subespaços da álgebra A DMn.F /:

A.0/ D

��
A 0

0 D

�
W A 2Mk.F /;D 2Ml.F /

�
e

A.1/ D

��
0 B

C 0

�
W B 2Mk�l.F /; C 2Ml�k.F /

�
:

Mostre que .A.0/; A.1// é uma graduação elementar deMn.F /.
A álgebra dematrizesMn.F /munida dessa graduação é denotada porMk;l.F /.

Observe que se l D 0, então a graduação é trivial.
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Definição 4.4.12. Seja A D .A.0/; A.1// uma superálgebra e B um subespaço
(subálgebra, ideal) de A. Dizemos que B possui graduação induzida de A se .B \
A.0/; B\A.1// é uma graduação deB . Neste caso, dizemos queB é um subespaço
(subálgebra, ideal) graduado de A.

Exemplo 4.4.13. A álgebra de Grassmann G2 D h1; e1; e2 W e1e2 D �e2e1i
de dimensão finita com graduação .F C Fe1e2; Fe1 C Fe2/ é uma subálgebra
graduada de G com graduação canônica.

Exemplo 4.4.14. A álgebra UT2 com graduação .Fe11 C Fe22; Fe12/ é uma
subálgebra graduada deM1;1.F /, que será denotada por UT gr2 .

Como consequência do Teorema 4.4.6, temos uma condição necessária e su-
ficiente para que um subespaço possua graduação induzida de uma superálgebra
A.

Corolário 4.4.15. Sejam A uma superálgebra, ' o automorfismo induzido pela
graduação de A e B um subespaço (ideal) de A. Então B é um subespaço (ideal)
graduado de A se, e somente se, B é '-invariante, isto é, B' � B .

Usando o corolário anterior, temos o seguinte.

Lema 4.4.16. Se A é uma superálgebra de dimensão finita, então seu radical de
Jacobson J.A/ é um ideal graduado de A.

Demonstração. Como A tem dimensão finita, temos que J.A/ é o maior ideal
nilpotente de A. Logo, como ' é um automorfismo, temos que J.A/' é um ideal
nilpotente e, consequentemente, J.A/' � J.A/.

O seguinte exercício será utilizado implicitamente durante todo o texto.

Exercício 4.4.17. SejamA uma superálgebra e I um ideal graduado deA. Mostre
que:

(a) In é um ideal graduado do A, para todo n > 1.

(b) A=I tem estrutura de superálgebra.

A graduação em A=I , como no exercício acima, também será chamada de
graduação induzida de A.

Definição 4.4.18. Sejam A D .A.0/; A.1// e B D .B.0/; B.1// superálgebras.
Dizemos que A e B são isomorfas como superálgebras se existe um isomorfismo
de álgebras f W A! B tal que f .A.0// � B.0/ e f .A.1// � B.1/.
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Exemplo 4.4.19. Observamos que, para P 2 Mk.F /;Q 2 Mk�l.F /; R 2

Ml�k.F / e S 2Ml.F /, o homomorfismo  WMk;l .F /!Ml;k.F / dado por�
P Q

R S

�
7!

�
S R

Q P

�
é um isomorfismo de superálgebras. Por este motivo, é natural fixar k > l como
fizemos no Exercício 4.4.11.

Exemplo 4.4.20. Podemos ver que a aplicação  W UT2 !Mk;l .F / dada por

e11 7! e11; e22 7! e.kCl/;.kCl/ e e12 7! e1;.kCl/

é um homomorfismo injetor de álgebras, que preserva a graduação. Logo é um
isomorfismo de UT2 sobre a imagem de  . Assim, a superálgebra Mk;l .F /

contém uma subálgebra graduada que é isomorfa a álgebra UT2 com graduação
.Fe11 C Fe22; Fe12/.

A seguir, vamos estudar a estrutura de superálgebras de dimensão finita.

Definição 4.4.21. Seja A uma superálgebra. Dizemos que A é uma superálgebra
simples se A2 ¤ f0g e os únicos ideais graduados de A são f0g e A.

Exemplo 4.4.22. Se A é uma álgebra simples, então A D .A.0/; A.1// é uma
superálgebra simples. Como consequência disto, a superálgebraMk;l .F / é uma
superálgebra simples.

Exemplo 4.4.23. Denote por Dgr a álgebra D D F ˚ F com graduação
.F.1; 1/; F.1;�1//. Afirmamos que Dgr é uma superálgebra simples. De fato,
por simplicidade, denotando 1 D .1; 1/ e c D .1;�1/, temos que

˚
1Cc
2
; 1�c
2

	
é

uma família completa de idempotentes minimais deD e

D D F
1C c

2
˚ F

1 � c

2

é uma decomposição de Wedderburn deD.
Com isso, temos que os únicos ideais de D são f0g;D; I1 D F 1Cc

2
e I2 D

F 1�c
2
. Seja ' o automorfismo induzido pela graduação em D, e observe que

'.1/ D 1 e '.c/ D �c. Assim, temos I'1 D I2 e, pelo Corolário 4.4.15, con-
cluímos que os únicos ideais graduados de D são f0g e D. Portanto, Dgr é uma
superálgebra simples, como afirmamos.
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Nosso próximo objetivo é apresentar uma classificação das superálgebras sim-
ples de dimensão finita sobre corpos algebricamente fechados de característica
diferente de 2.

Primeiramente, vamos apresentar um resultado que será útil na demonstração
de uma extensão do Teorema de Wedderburn para superálgebras que faremos em
seguida.

Lema 4.4.24. SeA é uma superálgebra simples de dimensão finita, entãoA é uma
álgebra semissimples.

Demonstração. De fato, pelo Lema 4.4.16, temos que J.A/ é um ideal graduado
de A. Logo, J.A/ D f0g ou J.A/ D A.

Suponhamos que J.A/ ¤ f0g. Como J.A/ é nilpotente, existe um inteiro
q > 1 tal que J.A/q ¤ f0g e J.A/qC1 D f0g. Com isso, J.A/q é um ideal
graduado de A e, como A é uma superálgebra simples e J.A/q ¤ f0g, temos que
A D J.A/q . Mas isso implica que A2 D .J.A/q/2 D f0g, o que é um absurdo de
acordo com a definição de superálgebra simples. Portanto, J.A/ D f0g e, comoA
tem dimensão finita, é artiniana e pelo Teorema de Wedderburn–Artin temos que
A é semissimples.

Teorema 4.4.25. Sejam A uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
F de característica diferente de 2 e ' o automorfismo induzido pela graduação.
Então:

1. Se A é uma superálgebra simples, então ou A é simples ou A D B ˚ B' ,
para alguma subálgebra simples B de A;

2. Se A é semissimples, então A se escreve como uma soma direta finita de
superálgebras simples.

Demonstração. Para demonstrar o item 1, primeiramente observamos que, pelo
Lema 4.4.24, temos que A é semissimples. Supondo que A não é simples, pela
Exercício 1.3.53, podemos tomar B um ideal simples próprio de A. Se B' D B ,
então B é um ideal graduado de A e, como A é uma superálgebra simples, temos
A D B o que é absurdo. Logo, B' ¤ B e, então, C D B ˚ B' é um ideal
graduado de A, pois ' tem ordem 2. Novamente, como A é uma superálgebra
simples, temos que A D B ˚ B' , o que demonstra o item 1.

Agora, se A é uma álgebra semissimples, então A D B1 ˚ � � � ˚ Bm, onde
cada Bi ; i D 1; : : : ; m; é uma álgebra simples.
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Como ' é um automorfismo, temos que, para todo i D 1; : : : ; m; B
'
i é uma

álgebra simples. Logo, B'i D Bj , para algum 1 6 j 6 m. Renomeando as
álgebras B1; : : : ; Bm, temos que

A D Cs1 ˚ � � � ˚ Csk

onde ou Csi D Bj , com B
'
j D Bj , ou Csi D Bj ˚ B

'
j , com B

'
j ¤ Bj . Claro

que se Csi D Bj , já temos que Csi é simples e quando Csi D Bj ˚ B
'
j , te-

mos que os únicos ideais bilaterais não triviais de Csi são Bj e B
'
j os quais não

são '-invariantes e, portanto, Csi também é simples neste caso. Isto conclui a
demonstração do item 2.

Estamos prontos para apresentar a classificação das superálgebras simples.
Teorema 4.4.26. Seja A uma superálgebra simples sobre um corpo algebrica-
mente fechado de característica diferente de 2. Então A é isomorfa ou aMn.F /

com graduação trivial, ou aMk;l.F /; k > l > 1; k C l D n, ou aMn.F C cF /,
c2 D 1, com graduação .Mn.F /; cMn.F //.
Demonstração. Pelo Teorema 4.4.25, se ' é o automorfismo induzido pela gradu-
ação deA, então ouA é simples, ouA D B˚B' , para alguma subálgebra simples
B de A. Se A é simples, como F é algebricamente fechado, então A Š Mn.F /,
para algum n > 1. Note que se ' D 1, então A é uma superálgebra simples com
graduação trivial, logo isomorfa aMn.F /.

Suponha que ' tem ordem 2. Assim, pelo Corolário 1.4.41, existe uma matriz
invertível Y 2Mn.F / tal que '.X/ D YXY �1, para todo X 2Mn.F /. Observe
que qualquer múltiplo escalar de Y induz o mesmo automorfismo. Como ' tem
ordem 2, temos que XY 2 D '2.X/Y 2 D Y 2X.Y �1/2Y 2 D Y 2X . Logo, Y 2
comuta com toda matriz X 2 Mn.F / e, portanto, existe ˛ 2 F , ˛ ¤ 0, tal que
Y 2 D ˛In. Como F é algebricamente fechado, existe ˇ 2 F tal que ˛ D ˇ2 e
com isso podemos assumir que Y 2 D In.

Como Y 2 D In, temos que os autovalores de Y são iguais a 1 ou �1. Logo,
Y é conjugada a uma matriz da forma�

Ik 0

0 �Il

�
:

Assim, podemos assumir que Y D
�
Ik 0

0 �Il

�
. Dado X 2Mn.F /, escreva

X D

�
A B

C D

�
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onde A 2 Mk.F /, B 2 Mk�l.F /, C 2 Ml�k.F / e D 2 Ml.F /. Como Y D
Y �1, temos que

'.X/ D YXY D

�
Ik 0

0 �Il

��
A B

C D

��
Ik 0

0 �Il

�
D

�
A �B

�C D

�
:

Pela Observação 4.4.7, sabemos que A.0/ é o autoespaço associado ao auto-
valor 1 e A.1/ é o autoespaço associado ao autovalor �1, assim temos que A é
isomorfa aMk;l.F /.

Agora, suponha que A não é simples, isto é, que A D B ˚ B' , para alguma
subálgebra simples B de A. Como F é algebricamente fechado, temos que B Š
Mn.F /, para algum n > 1. Logo, A ŠMn.F /˚Mn.F /

' . Escreva

A DM1 ˚M�1

onde
M1 D f.X;X/ W X 2Mn.F /g

é o autoespaço associado ao autovalor 1 e

M�1 D f.X;�X/ W X 2Mn.F /g

é o autoespaço associado ao autovalor �1. Observe que M�1 D cM1, onde
c D .In;�In/ e c2 D .In; In/, e que a aplicação f W M1 ! Mn.F / dada por
f .X;X/ D X é um isomorfismo de espaço vetoriais. Logo, M1 Š Mn.F / e
M�1 Š cM1 Š cMn.F / e, portanto, A Š Mn.F C cF /, c2 D 1. O teorema
está provado.

Mostraremos agora que o Teorema deWedderburn–Malcev pode ser estendido
para a classe de superálgebras.

Teorema 4.4.27. Seja A uma superálgebra unitária de dimensão finita sobre um
corpo F de característica zero e ' o automorfismo induzido pela graduação. En-
tão existe uma subálgebra semissimples maximal B de A que é '-invariante.

Demonstração. Se J D J.A/ D f0g, então, pelo Teorema 4.4.25, A é semissim-
ples e não há nada o que provar. Suponhamos, então, que J ¤ f0g e que J 2 D f0g.
Pelo Teorema de Wedderburn–Malcev (Teorema 1.4.62), considere uma subálge-
bra semissimples maximal B de A e suponha que B não é '-invariante. Então,
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como ' é um automorfismo, B' também é uma subálgebra semissimples maxi-
mal de A e, novamente pelo Teorema de Wedderburn–Malcev, existe x 2 J tal
que

B D .1C x/�1B'.1C x/:

Observe que, como J 2 D f0g, .1C x/�1 D 1� x. Logo, a aplicação f W B ! B

definida por f .b/ D .1 � x/'.b/.1 C x/ é um automorfismo de B e '.b/ D
.1C x/f .b/.1 � x/. Como '2 D 1 e J 2 D f0g, temos que

b D '..1C x/f .b/.1 � x//

D '.1C x/'.f .b//'.1 � x/

D .1C '.x//.1C x/f 2.b/.1 � x/.1 � '.x//

D .1C .x C '.x///f 2.b/.1 � .x C '.x//

D f 2.b/ � f 2.b/.x C '.x//C .x C '.x//f 2.b/:

Como B \ J D f0g, devemos ter f 2.b/ D b e b.x C '.x// D .x C '.x//b,
para todo b 2 B . Escreva x D xC C x�, onde xC D

xC'.x/
2

e x� D
x�'.x/
2

.
Observe que, como ' tem ordem 2, '.xC/ D xC e '.x�/ D �x�. Logo, temos
que, para todo b 2 B , .1C x/b.1 � x/ D .1C x�/b.1C x�/.

Considere a subálgebra B 0 D
�
1C x�

2

�
B
�
1 � x�

2

�
. Dado

a D

�
1C

x�

2

�
b

�
1 �

x�

2

�
2 B 0

temos que

'.a/ D '
��
1C x�

2

�
b
�
1C x�

2

��
D

�
1 � x�

2

�
.1C x�/f .b/.1 � x�/

�
1C x�

2

�
D

�
1C x�

2

�
f .b/

�
1 � x�

2

�
2 B 0:

Assim, B 0 é uma subálgebra '-invariante. Como B 0 Š B , temos que B 0 é
uma subálgebra semissimples maximal '-invariante, o que demonstra o teorema
caso J 2 D f0g.

Agora vamos provar o resultado no caso geral, supondo que q seja o índice de
nilpotência de J , usando indução sobre q > 2. Já provamos que o teorema vale
quando q D 2. Agora vamos admitir que seja válido para qualquer álgebra nas
hipóteses do teorema cujo índice de nilpotência do radical de Jacobson seja menor
do que q.

Temos J q�1 ¤ f0g e J q�1 é um ideal graduado de A. Assim, NA D A=J q�1

possui graduação induzida e J. NA/ D J=J q�1com J. NA/q�1 D f0g. Assim,
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usando a hipótese de indução, NA possui uma subálgebra semissimples maximal
'-invariante NB .

Seja � W A ! NA a projeção canônica e seja B uma subálgebra de A tal que
�.B/ D NB . Nesse caso, J q�1 � B e NB D B=J q�1. Por outro lado, como NB é
semissimples, temos J. NB/ D f0g e, assim, J.B/ D J q�1. Agora notemos que
como NB e J q�1 são '-invariantes, temos queB é '-invariante. Por outro lado, no-
tamos que não existe subálgebra semissimples '-invariante S de NA tal queB ¨ S ,
pois se existisse tal álgebra teríamos NS D S=J q�1 uma subálgebra semissimples
'-invariante de NA com NB ¨ NS , o que não é possível pela maximalidade de NB .

Assim, se B é semissimples, terminamos a demonstração. Caso contrário, ob-
servamos que J.B/2 D .J q�1/2 D f0g e, com isso, podemos usar o caso inicial
e considerar B 0 é uma subálgebra semissimples maximal '-invariante de B . Por
fim, observamos que não existe subálgebra semissimples '-invariante S 0 de B tal
que B 0 ¨ S 0 e com isso, B 0 é uma subálgebra semissimples maximal '-invariante
de A.

Combinando os Teoremas 4.4.25 a 4.4.27, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.28. Seja A uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo
F algebricamente fechado de característica zero. Então existe uma subálgebra
graduada semissimples maximal B de A tal que

A D B
:
C J.A/:

Além disso, B é uma soma direta finita de superálgebras simples isomorfas, ou a
Mn.F / com graduação trivial, ou aMk;l .F /; k > l > 0, ou aMn.FCcF /; c

2 D

1, com graduação .Mn.F /; cMn.F //.

O estudo das superálgebras por si só é interessante. Na próxima seção, mostra-
remos por que as superálgebras são importantes na PI-teoria. Para isso, precisamos
da seguinte definição. No que segue, consideramos a álgebra de Grassmann G com
graduação canônica .G.0/;G.1// dada na Equação (4.8).

Definição 4.4.29. Dada uma superálgebra A D .A.0/; A.1//, definimos a envol-
vente de Grassmann de A por

G.A/ D .A.0/ ˝ G.0//
:
C .A.1/ ˝ G.1//:

Observe que a envolvente de Grassmann G.A/ de uma superálgebra A D
.A.0/; A.1// é uma superálgebra com graduação .A.0/˝G.0/; A.1/˝G.1//. Desta
forma, obtemos uma maneira de construir novas superálgebras a partir de uma
superálgebra dada.
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Exemplo 4.4.30. Se A é uma superálgebra com graduação trivial, então G.A/ D
A˝ G.0/.

Exemplo 4.4.31. Observamos que a álgebra UT2 é uma superálgebra com gradu-
ação .Fe11 C Fe22; Fe12/. Com essa graduação, temos que

G.UT2/ D

�
G.0/ G.1/
0 G.0/

�
:

Exercícios V ou F da Seção 4.4: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

.1/ Se A é uma F -superálgebra de dimensão finita, então qualquer subálgebra
de A possui graduação induzida de A.

.2/ Se A é uma F -superálgebra, então A.0/ é uma subálgebra de A que possui
graduação induzida de A.

.3/ Não existem superálgebras simples de dimensão infinita.

.4/ A álgebra F só pode ser vista como superálgebra por meio da graduação
trivial.

.5/ Mn.F ˚ cF / com graduação .Mn.F /; cMn.F // contém uma subálgebra
isomorfa a F ˚F munida da graduação .F.1; 1/; F.1;�1// para todo n >
1:

.6/ Mn.F˚cF / é uma álgebra simples e, portanto, é uma superálgebra simples.

.7/ A álgebraMn.F ˚ cF / com graduação .Mn.F /; cMn.F // e a álgebra

C WD

��
A 0

0 B

�
W A;B 2Mn.F /

�
com graduação ��

A 0

0 A

�
;

�
B 0

0 �B

��
são superálgebras isomorfas.
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4.5 O PI-expoente de uma álgebra
O objetivo maior da seção é estudar o comportamento assintótico da sequência de
codimensões de uma PI-álgebra, com ênfase no cálculo do PI-expoente de uma
PI-álgebra. Esta será uma seção expositiva, isto é, as provas dos teoremas enun-
ciados não serão apresentadas, pois fogem do escopo deste livro. As referências
para as demonstrações correspondentes estão indicadas durante o texto. Ao longo
desta seção, F denotará um corpo de característica zero e todas as álgebras serão
tomadas sobre corpos de característica zero.

Na seção anterior definimos a envolvente de Grassmann de uma superálgebra.
É importante ressaltar que a envolvente de GrassmannG.A/ de uma superálgebra
A é uma álgebra. Logo, podemos procurar informações sobre Id.G.A//.

A importância da envolvente de Grassmann é destacada no seguinte teorema
que foi demonstrado por Kemer (1991).

Teorema 4.5.1. Seja V uma variedade de álgebras não trivial sobre um corpo F
de característica zero. Então existe uma superálgebra B de dimensão finita sobre
F tal que V D var.G.B//:

Este teorema é de grande importância na PI-teoria, que nos mostra que toda
variedade de álgebras não trivial é gerada pela envolvente de Grassmann de uma
superálgebra de dimensão finita. Observamos que o teorema garante a existência
de tal superálgebra, mas, em geral, determiná-la não é uma tarefa fácil.

Exemplo 4.5.2. Seja V a variedade determinada por fŒx1; x2; x3�g. Sabemos, pelo
Teorema 4.3.5, que Id.G/ D hŒx1; x2; x3�iT .

Assim, ao considerarmos G com graduação trivial, temos que G.G/ D G ˝
G.0/ e, como G.0/ é uma álgebra comutativa, temos, pelo Proposição 4.1.5, que
Id.G.G// D Id.G/ D Id.V/. Como sabemos, G não tem dimensão finita e, assim,
não está nas condições do Teorema 4.5.1, ou seja, G não é a superálgebra procurada
na conclusão deste teorema.

Por outro lado, consideremosB D F˚F com graduação .F.1; 1/; F.1;�1//.
Deste modo, B é superálgebra de dimensão finita tal que

G.B/ D .F.1; 1/˝G.0//
:
C .F.1;�1/˝G.1// Š .F ˝G.0//

:
C .F ˝G.1// Š G

ou seja, V D var.G.F ˚ F // D var.G/.

Assim, pelo Teorema 4.5.1, para estudarmos T-ideais e a sequência de codi-
mensões de uma variedade, basta estudarmos os T-ideais e a sequência de codi-
mensões de envolventes de Grassmann de superálgebras de dimensão finita.
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Feitas essas considerações, agora estamos interessados em estudar o compor-
tamento assintótico da sequência de codimensões de uma PI-álgebra. Mais especi-
ficamente, vamos estudar o chamado PI-expoente, ou simplesmente expoente, de
uma PI-álgebra.

Um dos primeiros resultados sobre o comportamento assintótico da sequência
de codimensões foi o Teorema 4.2.8, que afirma que se A é uma PI-álgebra, então
cn.A/ é limitada exponencialmente. Recorde que se A é uma álgebra nilpotente,
então existe m > 1 tal que cn.A/ D 0, para todo n > m. Portanto, se A é uma
PI-álgebra não nilpotente, então existe uma constante a > 0 tal que

1 6 cn.A/ 6 an:

Com isso, temos que a sequência f n
p
cn.A/gn>1 é limitada superiormente e in-

feriormente e assim, podemos considerar lim supf n
p
cn.A/gn>1 e também

lim inff n
p
cn.A/gn>1.

Logo, para uma PI-álgebra A, temos a seguinte definição.

Definição 4.5.3. Se A é uma PI-álgebra, então

exp.A/ WD lim sup
n!1

n
p
cn.A/ e exp.A/ WD lim inf

n!1

n
p
cn.A/

são chamados de PI-expoente superior e PI-expoente inferior de A, respectiva-
mente. Caso exp.A/ D exp.A/, temos que f n

p
cn.A/gn>1 possui limite e defini-

mos o PI-expoente de A, ou simplesmente o expoente de A, por:

exp.A/ D lim
n!1

n
p
cn.A/:

No caso em que V D var.A/, definimos

exp.V/ WD exp.A/:

Destacaremos três exemplos para fixar as ideias.

Exemplo 4.5.4. Se A é uma álgebra nilpotente, então exp.A/ D 0.

Exemplo 4.5.5. SeA é uma álgebra comutativa não nilpotente, então exp.A/ D 1.
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Exemplo 4.5.6. Considere as álgebras G eUT2.F /. Pelos Teoremas 4.3.2 e 4.3.5,
temos que

cn.UT2.F // D 2
n�1.n � 2/C 2 e cn.G/ D 2n�1:

Portanto,
exp.UT2.F // D lim

n!1

n

q
2n�1.n � 2/C 2 D 2

e
exp.G/ D lim

n!1

n
p
2n�1 D 2:

Com esses três exemplos emmente, na década de 1980, Amitsur fez a seguinte
conjectura.

Conjectura 4.5.7 (Amitsur). Para toda PI-álgebraA, exp.A/ existe e é um inteiro
não negativo.

Um pouco mais tarde, motivado pelo Teorema 4.3.8, Regev conjecturou o se-
guinte.

Conjectura 4.5.8 (Regev). Para toda PI-álgebra A,

cn.A/ ' Cn
tqn

onde q é um inteiro não negativo,C 2 1
2
Z D

n
k
2
W k 2 Z

o
� Q e t 2 QŒ

p
2�;
p
b�,

para algum 0 < b 2 Z.

Se cn.A/ ' Cntqn, então Cnt é chamada de parte racional de cn.A/ e qn é
chamada de parte exponencial de cn.A/.

Após feitas estas conjecturas, vários matemáticos se empenharam para de-
monstrá-las. Giambruno e Zaicev (1999) provaram a conjectura de Amitsur, para
o caso em que F é um corpo de característica zero, e obtiveram avanços sobre a
conjectura de Regev.

Primeiramente, eles provaram o seguinte resultado a respeito da envolvente
de Grassmann de uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado de característica zero.

Teorema 4.5.9. SejaB uma superálgebra de dimensão finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de característica zero. Então existe um inteiro não negativo
q e constantes C1; C2; r1; r2 tais que C1 > 0 e

C1n
r1qn 6 cn.G.B// 6 C2nr2qn: (4.9)
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Em particular, temos
exp.G.B// D q:

Pela demonstração desse teorema, os autores mostraram que C1nr1 e C2nr2

são polinômios de Laurent, não necessariamente do mesmo grau.
Como corolário do Teorema 4.5.9, os autores provaram a conjectura de Amit-

sur. Veremos que a hipótese de F ser algebricamente fechado pode ser retirada no
enunciado do teorema.

Corolário 4.5.10. Seja A uma PI-álgebra. Então existe um inteiro não negativo
q e constantes C1; C2; r1; r2 tais que C1 > 0 e

C1n
r1qn 6 cn.A/ 6 C2nr2qn;

Consequentemente exp.A/ existe e é um inteiro não negativo.

Demonstração. Pela Proposição 4.2.15, sabemos que cFn .A/ D cFn .A˝ F / para
todo n > 1, onde F é o fecho algébrico de F . Desta forma, podemos supor sem
perda de generalidade que F é um corpo algebricamente fechado. Considere V D
var.A/. Pelo Teorema 4.5.1, sabemos que existe uma superálgebra de dimensão
finitaB tal que var.A/ D var.G.B//, ou seja, cn.G.B// D cn.A/ para todo n > 1.
Assim, pelo Teorema 4.5.9, o resultado está provado.

Berele e Regev (2008) demonstraram um caso particular da Conjectura 4.5.8.

Teorema 4.5.11. Seja A uma PI-álgebra unitária que satisfaz uma identidade de
Capelli. Então existe uma constante C > 0 tal que

cn.A/ ' Cn
tqn

onde q é um inteiro não negativo e t 2 1
2
Z. Além disso, se cn.A/ é eventualmente

não decrescente, isto é, é não decrescente para n suficientemente grande, então
existem constantes C1; C2 tais que C1 > 0 e

C1n
tqn 6 cn.A/ 6 C2ntqn:

Giambruno e Zaicev (2014) estabeleceram o seguinte teorema.

Teorema 4.5.12. Para toda PI-álgebraA, temos que a sequência de codimensões
fcn.A/gn>1 é eventualmente não decrescente, isto é, cnC1.A/ > cn.A/, para todo
n suficientemente grande.
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Como consequência desse teorema, os autores estenderam o Teorema 4.5.11 e
concluíram o seguinte.

Teorema 4.5.13. Para toda PI-álgebra, existem t 2 1
2
Z, C1; C2 > 0 tais que

C1n
t .exp.A//n 6 cn.A/ 6 C2nt .exp.A//n

para todo n > 1. Assim,
lim
n!1

logn
cn.A/

.exp.A//n

existe e pertence a 1
2
Z.

Esse teorema nos permite atribuir a cada T-ideal da álgebra livre dois parâ-
metros: o expoente e o limite acima, que nos permite distinguir T-ideais com o
mesmo expoente.

Exercício 4.5.14. Mostre que se A1; : : : ; Am são PI-álgebras, então

exp.A1 ˚ � � � ˚ Am/ D max
16i6m

fexp.Ai /g:

Giambruno e Zaicev (1999) exibiram uma maneira de calcular o expoente de
uma álgebra, como veremos a seguir.

Sejam V uma variedade de PI-álgebras e B uma F -superálgebra de dimensão
finita tal que V D G.B/. Como estamos estudando questões relativas à sequência
de codimensões de V , podemos supor que F é algebricamente fechado.

Considere B D B1 ˚ � � � ˚ Bn
:
C J uma decomposição de Wedderburn–

Malcev de B , onde cada Bi é uma superálgebra simples de dimensão finita e J D
J.B/ é o radical de Jacobson de B . Considere todos os produtos da forma

B 0
1JB

0
2J � � �JB

0
r ¤ f0g (4.10)

onde, para r D 1; : : : ; n, B 0
1; : : : ; B

0
r são superálgebras simples distintas tomadas

no conjunto fB1; : : : ; Bng. Se r D 1, então B 0
1 D Bi , para algum i D 1; : : : ; n.

Defina
q D max dimF .B 0

1 ˚ � � � ˚ B
0
r/

onde as superálgebras B 0
1; : : : ; B

0
r satisfazem Equação (4.10).

Giambruno e Zaicev mostraram o seguinte.

Teorema 4.5.15. exp.G.B// D q.
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Exemplo 4.5.16. Pelo Exemplo 4.5.2, sabemos que var.G/ D var.G.F ˚ F // e
que F ˚ F é uma superálgebra simples. Portanto, exp.G/ D dimF .F ˚ F / D 2.

Agora, se A é uma álgebra, então A pode ser vista como uma superálgebra
com graduação trivial .A; f0g/ e G.A/ D G.0/ ˝ A �PI A, já que G.0/ é uma
álgebra comutativa e pela Proposição 4.1.5 toda identidade de A é estável.

SejaA uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado
F e considere uma decomposição de Wedderburn–Malcev de A

A D A1 ˚ � � � ˚ Am
:
C J.A/

onde Ai Š Mni
.F /, para todo i D 1; : : : ; m, é uma álgebra simples. Considere

todos os produtos possíveis da forma

B1JB2J � � �JBr ¤ f0g (4.11)

ondeB1; : : : ; Br são subálgebras distintas tomadas em fA1; : : : ; Amg, r D 1; : : : ; n
e J D J.A/. Se r D 1, então B1 D Ai , para algum 1 6 i 6 m. Defina

q D maxfdimF .B1 ˚ � � � ˚ Br/ W B1JB2 : : : JBr ¤ 0g:

Como corolário do Teorema 4.5.15, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5.17. Se A é uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebri-
camente fechado de característica zero, então exp.A/ D q. Consequentemente,
exp.A/ 6 dimF .A/.

Nos exemplos a seguir, F é um corpo algebricamente fechado de característica
zero.

Exemplo 4.5.18. Toda álgebra de dimensão finita do tipo A D F
:
C J.A/ tem

expoente igual a 1.

Exemplo 4.5.19. Considere a seguinte decomposição de Wedderburn–Malcev da
álgebra UT2:

UT2 D .Fe11 ˚ Fe22/
:
C Fe12:

Nessa decomposição, temos que A1 D Fe11 Š F , A2 D Fe22 Š F e J D
J.UT2/ D Fe12. Dessa forma, obtemos queA1JA2 ¤ f0g. Portanto, exp.UT2/ D
dimF .A1 ˚ A2/ D 2.
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Exemplo 4.5.20. Considere a seguinte subálgebra de UT4:

M D

8̂̂<̂
:̂
0BB@
a d 0 0

0 b 0 0

0 0 b e

0 0 0 c

1CCA W a; b; c; d; e 2 F
9>>=>>; :

Temos que a decomposição de Wedderburn–Malcev de M é M D A1 ˚ A2 ˚

A3CJ.M/, onde A1 D Fe11, A2 D F.e22C e33/, A3 D Fe44 e J D J.M/ D

Fe12 ˚ Fe34. Observe que Ai1JAi2JAi3 D f0g, mas A1JA2 ¤ f0g. Portanto
exp.M/ D dimF .A1 ˚ A2/ D 2.

Uma importante classe de álgebras de dimensão finita é dada pela álgebra das
matrizes bloco triangulares superiores

UT .d1; : : : ; dn/ D

0BBB@
Md1

.F / B12 � � � B1m
0 Md2

.F / � � � B2m
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � Mdn
.F /

1CCCA
onde todas as Bij ’s são matrizes retangulares sobre F de tamanhos apropriados.
É claro que se d1 D � � � D dn D 1, então UT .1; : : : ; 1/ D UTn.

Exercício 4.5.21. Mostre que exp.UT .d1; : : : ; dn// D d21 C � � � C d
2
n . Conclua

que para cada inteiro k > 1, existe uma álgebra A tal que exp.A/ D k.

No Teorema 4.5.17, vimos que se A é uma álgebra de dimensão finita, então
exp.A/ 6 dimF .A/. O teorema a seguir nos mostra quando temos a igualdade.

Teorema 4.5.22. Seja A uma F -álgebra de dimensão finita. Então:

1. Se A é semissimples, então exp.A/ D dimZ.B/.B/, onde B é uma subálge-
bra simples de A de maior dimensão sobre seu centroZ.B/. Em particular,
se A é simples, então exp.A/ D dimZ.A/.A/.

2. A é uma álgebra central simples sobre F se, e somente se, exp.A/ D
dimF .A/.

Exercícios V ou F da Seção 4.5: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações,A eB representam
F -álgebras.
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.1/ Se B 2 var.A/, então exp.B/ > exp.A/.

.2/ exp.A˚ B/ 6 exp.A/C exp.B/.

.3/ Se exp.A/ 6 0, então A é nilpotente.

.4/ Se A é nilpotente e B é comutativa, então exp.A/ 6 exp.B/.

.5/ É verdade que exp.Mn.F // D n
2:

.6/ É falso que exp.UTn/ D n:



5 Variedades de
crescimento
polinomial

Neste capítulo, apresentaremos resultados que caracterizam variedades de cresci-
mento polinomial das codimensões. O primeiro deles foi demonstrado por Kemer,
sendo considerado um dos principais teoremas da PI-teoria, e evidencia a impor-
tância da álgebra de Grassmann de dimensão infinita G e da álgebra de matrizes
2 � 2 triangulares superiores UT2.

Para apresentar uma segunda caracterização, introduziremos a noção de Sn-
cocaracter de uma variedade V e as propriedades de sua decomposição em Sn-
caracteres irredutíveis. Esta segunda caracterização mostra uma restrição no tipo
de diagramas de Young correspondentes aos Sn-caracteres irredutíveis que apare-
cem com multiplicidade não nula na decomposição do cocaracter de V , quando
esta variedade tem crescimento polinomial.

Por fim, outras caracterizações serão apresentadas, dando-nos uma série de
alternativas de comprovação de crescimento polinomial, dependendo da situação
trabalhada.

5.1 A álgebra de Grassmann e polinômios standard

Nesta seção, estaremos interessados em determinar condições necessárias e sufi-
cientes para que uma variedade seja gerada por uma álgebra de dimensão finita.
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Quando todas as álgebras em uma variedade V satisfazem um polinômio f , di-
zemos que a variedade satisfaz f . Observamos que se uma variedade é gerada
por uma álgebra de dimensão finita, então, de acordo com o Corolário 3.2.11, esta
satisfaz um polinômio standard.

Por outro lado, se uma variedade satisfaz um polinômio standard, então a ál-
gebra de Grassmann G não pertence a esta variedade, pois não satisfaz polinômios
deste tipo, conforme visto no Exercício 3.2.18.

Para obter uma caracterização de variedades geradas por álgebras de dimensão
finita, vamos trabalhar com a relação entre as afirmações descritas acima. Mais
especificamente, nesta seção, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo F de caracte-
rística zero. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. V é gerada por uma F -álgebra de dimensão finita.

2. V satisfaz um polinômio standard.

3. G … V .

A demonstração será feita por etapas, e inicialmente vamos provar as equiva-
lências entre os itens 1 e 2. Para isto, vamos usar o conceito de envolvente de
Grassmann, dado na Definição 4.4.29, e suas propriedades, como a que segue no
próximo lema.

Lema 5.1.2. Seja B D B.0/
:
C B.1/ uma F -superálgebra e consideremos F o

fecho algébrico de F . Definindo B D B ˝ F e G D G ˝ F , temos que valem os
seguintes itens.

1. B.1/ gera um ideal nilpotente em B se, e somente se, B.1/ ˝ F gera um
ideal nilpotente em B .

2. A envolvente de Grassmann G.B/ satisfaz uma identidade standard se, e
somente se, a envolvente de GrassmannG.B/ satisfaz uma identidade stan-
dard.

Demonstração. Os itens são facilmente provados, bastando observar queB é uma
superálgebra com graduação .B.0/ ˝ F ;B.1/ ˝ F /, e

G.B/ D ..B.0/ ˝ F /˝ .G.0/ ˝ F //˚ ..B.1/ ˝ F /˝ .G.1/ ˝ F //:
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Observação 5.1.3. Se B D B.0/
:
C B.1/ é uma F -superálgebra tal que G.B/

satisfaz uma identidade standard, e I é um ideal graduado de B , então G.B=I /
também satisfaz uma identidade standard.

Com o próximo resultado, vemos que a existência de uma identidade polino-
mial da envolvente de Grassmann G.B/ de uma superálgebra de dimensão finita
B D B.0/

:
C B.1/ implica em propriedades para o ideal gerado por B.1/.

Proposição 5.1.4. Seja B D B.0/
:
C B.1/ uma F -superálgebra de dimensão

finita, e suponha que sua envolvente de Grassmann G.B/ satisfaz um polinômio
standard. Então o ideal gerado por B.1/ é nilpotente.

Demonstração. Sob as hipóteses desta proposição, de acordo com o Lema 5.1.2,
podemos supor que F é um corpo algebricamente fechado. Denotando por J o
radical de Jacobson de B , notamos que se B.1/ � J não há nada para fazer, pois
já sabemos que J é nilpotente. Assim, vamos supor que B.1/ não está contido em
J .

Pelo Teorema 4.4.25, o radical de Jacobson J é um ideal graduado de B e,
assim, B=J tem graduação induzida de B . Além disso, .B=J /.1/ ¤ f0g, já que
B.1/ 6� J . Pela Observação 5.1.3, temos que G.B=J / satisfaz uma identidade
standard. Dessa forma, B=J e B obedecem as mesmas hipóteses do lema e as-
sim podemos supor, sem perda de generalidade, que J D f0g e B.1/ ¤ f0g.
Agora, usando o Teorema 4.4.25, podemos escrever B como soma direta de F -
superálgebras simples Ai cada uma com graduação induzida de B:

B D A1 ˚ � � � ˚ As: (5.1)

Pelo Teorema 4.4.26, temos que cada superálgebra simples Ai é isomorfa a
uma das seguintes F -superálgebras:

Mn.F / ouMk;l .F / ouMn.F ˚ cF /; onde c2 D 1:

ComoB.1/ ¤ 0, algumaF -superálgebra simplesAj na Equação (5.1) é neces-
sariamente isomorfa aMk;l.F / ouMn.F ˚ cF /. No primeiro caso, Aj contém
uma subálgebra isomorfa a:

F.e11 C e22/
:
C F.e12 C e21/:

Assim, G.B/ contém uma subálgebra isomorfa a:

.F.e11 C e22/˝ G.0//
:
C .F.e12 C e21/˝ G.1//: (5.2)
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A F -álgebra na Equação (5.2) é isomorfa a G, pois a aplicação abaixo é um
isomorfismo de F -álgebras:

' W G ! .F.e11 C e22/˝ G.0//
:
C .F.e12 C e21/˝ G.1//

g.0/ C g.1/ 7! .e11 C e22/˝ g
.0/ C .e12 C e21/˝ g

.1/:

No segundo caso, sabemos que Aj tem uma subálgebra isomorfa a F ˚ cF e,
assim, G.B/ contém uma subálgebra isomorfa a:

.F ˝ G.0//
:
C .cF ˝ G.1//: (5.3)

Notemos que a F -álgebra na Equação (5.3) é isomorfa a G, pois a aplicação
abaixo é um isomorfismo de álgebras:

ˇ W G ! .F ˝ G.0//
:
C .cF ˝ G.1//

g.0/ C g.1/ 7! 1˝ g.0/ C c ˝ g.1/:

Em qualquer um dos casos, mostramos que G.B/ contém uma F -subálgebra
isomorfa a G. Como G não satisfaz uma identidade standard, segue que G.B/
também não satisfaz. Essa contradição mostra que é um absurdo supor que B.1/
não está contido em J e, assim, o ideal gerado por B.1/ é nilpotente.

O resultado a seguir mostra que, sob certas condições, particulares proprie-
dades de uma superálgebra B D B.0/

:
C B.1/ podem ser transferidas para sua

envolvente de Grassmann G.B/.

Lema 5.1.5. Seja B D B.0/
:
C B.1/ uma F -superálgebra de dimensão finita tal

que o ideal IB gerado por B.1/ em B é nilpotente. Então B.1/ ˝ G.1/ gera um
ideal nilpotente em G.B/.

Demonstração. Suponhamos que o índice de nilpotência de IB seja r . Para provar
o lema, tomamos b1; : : : ; br 2 IB e observamos que

.b1 ˝ ei1/ � � � .br ˝ eir / D b1 � � � br ˝ ei1 � � � eir D 0˝ ei1 � � � eir

para quaisquer ei1 ; : : : ; eir 2 G.1/. Desde que 0˝ ei1 � � � ei1 D 0, teremos

.b1 ˝ ei1/ � � � .br ˝ eir / D 0

e isto implica que o ideal gerado porB.1/˝G.1/ é nilpotente de índicem 6 r .
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Antes de provar o próximo teorema, vamos fazer, através de um exemplo, uma
observação que será usada na demonstração. Consideremos o polinômio multili-
near

f .x1; x2; x3/ D x2x1x3 C x1x3x2 2 F hXi

e tomemos elementos a1 D b1˝g1, a2 D b2˝g2 e a3 D b3˝g3 na envolvente
de Grassmann G.B/ de uma superálgebra B , onde b1; b2; b3 2 B e g1 2 G.0/ e
g2; g3 2 G.1/. Ao fazer a avaliação f .a1; a2; a3/, obtemos:

b2b1b3˝ g2g1g3C b1b3b2˝ g1g3g2 D b2b1b3˝ g1g2g3� b1b3b2˝ g1g2g3

ou seja, f .a1; a2; a3/ D .b2b1b3 � b1b3b2/˝ g1g2g3.
Com isso, podemos dizer que f .a1; a2; a3/ D f 0.b1; b2; b3/˝g1g2g3, onde

f 0 é um polinômio multilinear.
Agora estamos aptos a provar as equivalências entre os itens 1 e 2 do Teore-

ma 5.1.1.

Teorema 5.1.6. Uma variedade de álgebras V é gerada por uma F -álgebra de
dimensão finita A se, e somente se, V satisfaz uma identidade standard.

Demonstração. Obviamente nada precisa ser feito no caso em que V D var.0/.
Desta forma, consideramos V uma variedade não trivial e suponhamos que V D
var.A/ para algumaF -álgebra arbitrária de dimensão finitaA, digamos dimF .A/ D
d .

Deste modo, StdC1 é uma identidade deA e, portanto, qualquerF -álgebra em
V satisfaz este polinômio standard. Com isso, V satisfaz uma identidade standard,
como queríamos.

Para a recíproca, vamos supor que V satisfaça uma identidade standard. Pelo
Teorema 4.5.1, sabemos que existe uma F -superálgebra de dimensão finita B D
B.0/

:
C B.1/ tal que V D var.G.B//. Como B tem dimensão finita e G.B/

satisfaz uma identidade standard, pela Proposição 5.1.4 temos que o ideal gerado
por B.1/ em B é nilpotente. Portanto, pelo Lema 5.1.5 o ideal gerado por B.1/ ˝
G.1/ em G.B/ também é nilpotente, digamos de índice m.

Sejam B D fb1; � � � ; bkg uma base de B.1/ e t D maxfk;mg. Considere A a
subálgebra de G.B/ gerada por:

B.0/ ˝ 1 e fbi ˝ ej W 1 6 i 6 k e 1 6 j 6 tg

onde e1; e2; : : : denotam os elementos básicos de G.1/. Observamos que A é uma
subálgebra graduada de G.B/, onde

A.0/ D B.0/ ˝ 1 e A.1/ D spanfbi ˝ ej W 1 6 i 6 k e 1 6 j 6 tg
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Assim, obtemos Id.G.B// � Id.A/. Note ainda que A tem dimensão finita,
portanto se provarmos que Id.A/ D Id.G.B//, teremos que V D var.A/ o que
prova a segunda parte do teorema.

Para provarmos a inclusão contrária entre os T-ideais, vamos considerar um
polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ de grau n tal que f … Id.G.B//, o qual pode-
mos assumir ser multilinear. Assim, a fim de simplificar a notação, podemos
dizer que existem zb1; : : : ; zbs 2 B.0/, g1; : : : ; gs 2 G.0/, bi1 ; : : : ; bin�s

2 B e
h1; : : : ; hn�s 2 G.1/ tais que:

f .zb1 ˝ g1; : : : ; zbs ˝ gs; bi1 ˝ h1; : : : ; bin�s
˝ hn�s/ ¤ 0 em G.B/:

Observe que é necessário ter n�s < m 6 t , pois o ideal gerado porB.1/˝G.1/
tem índice de nilpotência m em G.B/. Por outro lado, como g1; : : : ; gs 2 G.0/ e
h1; : : : ; hn�s 2 G.1/, usando a observação feita no exemplo antes do enunciado
deste teorema, podemos reescrever

f .zb1 ˝ g1; : : : ; zbs ˝ gs; bi1 ˝ h1; : : : ; bin�s
˝ hn�s/ D

f 0.zb1; : : : ; zbs; bi1 ; : : : ; bin�s
/˝ g1 � � �gsh1 � � � hn�s ¤ 0

onde f 0 é um polinômio multilinear, 0 ¤ f 0.zb1; : : : ; zbs; bi1 ; : : : ; bin�s
/ 2 B e o

elemento g1 � � �gsh1 � � � hn�s 2 G é não nulo.
Dessa forma, podemos avaliarf nos elementos deA dados por zb1˝1; : : : ; zbs˝

1 2 A.0/ e bi1 ˝ e1; : : : ; bin�s
˝ en�s 2 A

.1/ e obtemos

f .zb1 ˝ 1; : : : ; zbs ˝ 1; bi1 ˝ e1; : : : ; bin�s
˝ en�s/ ¤ 0

Isto mostra que f … Id.A/, garantindo o resultado.

Para provar a equivalência entre os itens 2 e 3 do Teorema 5.1.1, utilizaremos
a teoria desenvolvida na Seção 2.4.

NoExemplo 3.3.4, definimos uma ação à esquerda do grupo simétricoSn sobre
os elementos da álgebraF hx1; : : : ; xni e podemos observar que esta ação pode ser
restrita ao espaço dos polinômios multilineares Pn. De fato, não é difícil ver que
se f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn e � 2 Sn, temos

� � f D f .x�.1/; : : : ; x�.n// 2 Pn: (5.4)

A ação definida acima pode ser estendida linearmente para FSn, ou seja, se
! D ˛1�1 C � � � C ˛s�s 2 FSn e f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn, então

! � f WD ˛1f .x�1.1/; : : : ; x�1.n//C � � � C ˛sf .x�s.1/; : : : ; x�s.n//:
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Neste momento, a ação de um idempotente essencial de FSn sobre o espaço
Pn será importante. Vamos ver um exemplo.

Exemplo 5.1.7. Consideremos as tabelas de Young dos tipos � D .n � 1; 1/ ` n
e � D .n � 2; 1; 1/ ` n e os idempotentes essenciais correspondentes dados nos
Exemplos 2.4.10 e 2.4.11, respectivamente. Para f D f .x1; : : : ; xn/ D x1 � � � xn,
vamos ter

eT�
f D

X
�2Sn�1

�.x1 � � � xn/ �
X

�2Sn�1

�.1 n/.x1 � � � xn/

e assim, eT�
f é igual aX

�2Sn�1

.x�.1/ � � � x�.n�1/xn/ �
X

�2Sn�1

.xnx�.2/ � � � x�.n�1/x�.1//: (5.5)

Além disso, temos que eT�
é igual aX

�2Sn�2

.� � �.1 n/ � �.1 n � 1/ � �.n � 1 n/C �.1 n � 1 n/C �.1 n n � 1//

e observamos que

f1.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�f D
P

�2Sn�2

.x�.1/ � � � x�.n�2/xn�1xn/

f2.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�.1 n/f D
P

�2Sn�2

.xnx�.2/ � � � x�.n�2/xn�1x�.1//

f3.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�.1 n � 1/f D
P

�2Sn�2

.xn�1x�.2/ � � � x�.n�2/x�.1/xn/

f4.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�.n � 1 n/f D
P

�2Sn�2

.x�.1/ � � � x�.n�2/xnxn�1/

f5.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�.1 n � 1 n/f D
P

�2Sn�2

.xnx�.2/ � � � x�.n�2/x�.1/xn�1/

f6.x1; : : : ; xn/ D
P

�2Sn�2

�.1 n n � 1/f D
P

�2Sn�2

.xn�1x�.2/ � � � xnx�.1//:

Assim,
eT�

f D f1 � f2 � f3 � f4 C f5 C f6: (5.6)

Estaremos particularmente interessados na ação do idempotente essencial dado
na Equação (2.18) sobre alguns polinômios multilineares.
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Observação 5.1.8. Notamos que a ação de e.1n/ sobre um polinômio multilinear
f D f .x1; : : : ; xn/ corresponde a um operador de alternância sobre f de acordo
com a Definição 3.1.27, pois

e.1n/f .x1; : : : ; xn/ D
X
�2Sn

sgn.�/f .x�.1/; : : : ; x�.n//:

Ou seja, a ação apenas modifica os coeficientes dos monômios, e o polinômio
resultante e.1n/f é multilinear e alternado.

Exercício 5.1.9. Mostre que e.13/Œx1; x2; x3� D
P
�2S3

sgn.�/�Œx1; x2; x3� é o po-

linômio nulo.

O próximo lema generaliza o exercício anterior.

Lema 5.1.10. Sejam r C s C 1 D n e fi1; : : : ; ir ; j1; : : : ; js; tg D f1; 2; : : : ; ng.
Então

e.1n/ŒŒxi1 � � � xir ; xj1
� � � xjs

�; xt � D 0 (5.7)

em F hXi.

Demonstração. Pela Observação 5.1.8, é suficiente demonstrar esse teorema para
o caso em que i1 D 1; : : : ; ir D r , j1 D r C 1; : : : ; js D n � 1 e t D n. Temos
que ŒŒx1 � � � xr ; xrC1 � � � xn�1�; xn� é igual a

x1 � � � xn� xrC1 � � � xn�1x1 � � � xrxn� xnx1 � � � xn�1C xnxrC1 � � � xn�1x1 � � � xr :

Para simplificar, vamos denotar

A WD x1 � � � xn; B WD �xrC1 � � � xn�1x1 : : : xrxn

C WD �xnx1 � � � xn�1 e D WD xnxrC1 � � � xn�1x1 : : : xr :

Usando a Observação 5.1.8 e o Corolário 3.1.26, temos que

e.1n/ŒŒx1 � � � xr ; xrC1 � � � xn�1�; xn� D ˛Stn; para algum ˛ 2 F:

Dessa forma, o problema se reduz a mostrar que ˛ D 0. Escrevemos:

e.1n/ŒŒx1 � � � xr ; xrC1 � � � xn�1�; xn� D e.1n/AC e.1n/B C e.1n/C C e.1n/D
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e denotando por ˛A, ˛B , ˛C e ˛D os coeficientes do monômio x1 : : : xn em

e.1n/A; e.1n/B; e.1n/C e e.1n/D; respectivamente (5.8)

temos ˛ D ˛A C ˛B C ˛C C ˛D . O nosso objetivo é provar que ˛ D 0, e para
isto vamos considerar p D n� 1� r e calcular cada um dos coeficientes ˛A, ˛B ,
˛C e ˛D .

O coeficiente ˛A é 1. Para computar os demais coeficientes, usamos a decom-
posição de cada permutação como um produto de transposições e observamos o si-
nal resultante após a permutação das variáveis até obter o coeficiente do monômio
x1 : : : xn nos polinômios na Equação (5.8). Por exemplo, para obter ˛B , transpo-
mos xn�1 sucessivamente até que este fique entre xr e xn. Repetimos o mesmo
processo para xn�2 com o objetivo de ter esta variável entre xr e xn�1. Em se-
guida, transpomos todos os termos de xn�3 a xrC1, respeitando a mesma linha
de raciocínio. No total, serão rp transposições. Fazendo o mesmo tipo de análise
para ˛C e ˛D , vamos obter:

˛B D �.�1/
rp; ˛C D �.�1/

n�1; ˛D D .�1/
rp.�1/n�1:

Desta forma, lembrando que n � 1 D r C p temos

˛ D 1 � .�1/rp � .�1/rCp
C .�1/rp.�1/rCp

D .1 � .�1/rp/.1 � .�1/rCp/:

Se r for par ou p for par, então 1�.�1/rp D 0. Se r e p forem ambos ímpares,
temos que 1 � .�1/rCp D 0. Com isso, ˛ D 0 e o lema está provado.

O próximo resultado é um lema técnico sobre identidades da álgebra de Gras-
smann, que será necessário para a prova do teorema final, que demonstra as equi-
valências entre os itens 2 e 3 do Teorema 5.1.1.

Lema 5.1.11. Qualquer elemento de Id.G/ pode ser escrito como uma combinação
linear de produtos do tipo

uŒŒxi1 � � � xik ; xj1
� � � xjl

�; xr �v: (5.9)

onde u e v são monômios, eventualmente de grau 0, em F hXi.

Demonstração. Pelo Teorema 4.3.5 sabemos que o T-ideal de G é gerado por
Œx1; x2; x3� e, portanto, qualquer polinômio em Id.G/ é consequência de polinô-
mios do tipo:

uŒŒf; g�; h�v (5.10)
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onde u; v; f; g; h 2 F hXi e obviamente, u e v podem ser considerados como
monômios de grau eventualmente nulo.

Agora, usando a linearidade do comutador, para f1; f2; g1; g2 2 F hXi, sabe-
mos que

Œf1 C f2; g� D Œf1; g�C Œf2; g� e Œf; g1 C g2� D Œf; g1�C Œf; g2�

e portanto na Equação (5.10), f e g podem ser considerados como monômios.
Além disso, pelo Exercício 3.1.6, para h1; h2 2 F hXi, temos que

ŒŒf; g�; h1h2� D ŒŒf; g�; h1�h2 C h1ŒŒf; g�; h2�

e, assim, o polinômio h na Equação (5.10) pode ser considerado como um monô-
mio de grau 1. Concluímos, assim, que qualquer polinômio em Id.G/ pode ser es-
crito como uma combinação linear de produtos como dados na Equação (5.9).

Finalmente, podemos provar a equivalência desejada.

Teorema 5.1.12. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo F de carac-
terística zero. Então V satisfaz um polinômio standard se, e somente se, G … V .

Demonstração. Obviamente se V satisfaz uma identidade standard, pelo Exercí-
cio 3.2.18, temos queG … V . Assim, vamos provar a recíproca supondo queG … V .
Logo, existe um polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 F hXi, que podemos assumir
ser multilinear, tal que f 2 Id.V/ e f … Id.G/.

Recordemos que a demonstração do Teorema 4.3.5 nos mostra que os polinô-
mios em Pn, módulo Pn \ Id.G/, podem ser escritos como combinação linear de
elementos do tipo

xi1 � � � xik Œxj1
; xj2

� � � � Œxj2m�1
; xj2m

� (5.11)

onde i1 < � � � < ik; j1 < � � � < j2m e k C 2m D n:
Desde que f 2 .Pn\ Id.V//� Id.G/, podemos escrever f como uma combi-

nação linear de polinômios dos tipos dados nas Equações (5.9) e (5.11), onde pelo
menos um dos polinômios na Equação (5.11) tem coeficiente não nulo. Podemos
supor sem perda de generalidade que este polinômio com coeficiente não nulo seja
do tipo:

x1 � � � xkŒxkC1; xkC2� � � � Œxn�1; xn�

e consideramos que este polinômio aparece em f com coeficiente igual a 1.
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Consideramos a seguinte aplicação:

� W F hXi ! F hXi

xi 7! Œxi ; yi �; se 1 6 i 6 k
xj 7! xj ; se k C 1 6 j 6 n:

e vemos que � é um endomorfismo de F hXi. Isto significa que ao considerarmos
�.f /, obtemos uma nova identidade g D g.x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yk/ de V .

Observemos que, em relação aos elementos que são do tipo dado na Equa-
ção (5.11), com exceção daquele em que i1 D 1; : : : ; ik D k e j1 D k C

1; : : : ; j2m D n, todos são enviados em Id.G/ pelo endomorfismo �. Assim, po-
demos escrever

g D Œx1; y1� � � � Œxk; yk�ŒxkC1; xkC2� � � � Œxn�1; xn�C h;

onde h é um polinômio multilinear que é combinação linear de elementos de Pn\
Id.G/.

Renomeando as variáveis o polinômio g, temos:

g D Œx1; x2� � � � Œx2q�1; x2q�C h;

onde h é um polinômio multilinear de grau 2q em Id.G/, que é combinação linear
de polinômios como na Equação (5.9).

Consideremos � D fi1; : : : ; ik; j1; : : : ; jl ; rg � f1; : : : ; 2qg e S� o subgrupo
do grupo simétrico S2q formado por todas as permutações que fixam os elementos
de �2qn� . Pelo Lema 2.4.13, ao tomar e D

P
�2S�

sgn.�/� , existe ! 2 FS2q tal

que !e D e.12q/.
Agora, notemos que se h0 é um polinômio do tipo dado na Equação (5.9), então,

pelo Lema 5.1.10, temos !eh0 D e.12q/h
0 D 0, o que implica em

e.12q/h D 0: (5.12)

Observemos que e.12q/g 2 Id.V/, e como a ação de e.12q/ corresponde a
um operador de alternância nas primeiras 2q variáveis, pelo item .c/ do Exercí-
cio 3.1.29, temos

e.12q/Œx1; x2� � � � Œx2q�1; x2q� D 2
qSt2q : (5.13)

Desta forma, a partir das Equações (5.12) e (5.13), obtemos

e.12q/g D e.12q/Œx1; x2� � � � Œx2q�1; x2q�C e.12q/h D 2
qSt2q

ou seja, 1
2q e.12q/g D St2q é uma identidade de V , como desejávamos.
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Com os Teoremas 5.1.6 e 5.1.12, temos provado o Teorema 5.1.1. Agora, va-
mos ver uma consequência importante, provada por Kemer (1991).

Corolário 5.1.13. SejaA umaF -álgebra de crescimento polinomial. Então existe
uma F -álgebra de dimensão finita B tal que var.A/ D var.B/.

Demonstração. Sendo A uma álgebra de crescimento polinomial, já sabemos que
G … V D var.A/, pois a codimensão de G é exponencial. Assim, pelo Teore-
ma 5.1.1, temos que V é gerada por uma álgebra B de dimensão finita, ou seja,
V D var.B/, como queríamos mostrar.

Exercícios V ou F da Seção 5.1: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A e B representam F -
superálgebras.

.1/ Uma álgebra de dimensão infinita não satisfaz um polinômio standard.

.2/ Se A é isomorfa a B como superálgebra, então G.A/ é isomorfa a G.B/
como superálgebra.

.3/ Se G.A/ satisfaz uma identidade standard e J é o radical de Jacobson de A,
então G.A=J / satisfaz uma identidade standard .

.4/ Se e.1n/ D
X
�2Sn

sgn.�/� é o idempotente essencial de FSn definido na

Equação (2.18), então e.1n/x1 : : : xn D Stn.

.5/ Se V é uma variedade que satisfaz um polinômio standard, então G 2 V .

.6/ Existe uma álgebra de dimensão finita A tal que var.A/ D var.G/

5.2 O Teorema de Kemer
Esta seção é devotada para a demonstração do teorema que caracteriza variedades
de crescimento polinomial das codimensões via exclusão de álgebras da variedade.
Esta foi a primeira caracterização para variedades deste tipo e foi dada por Kemer
(1979), que mostrou que uma variedade V tem crescimento polinomial se, e so-
mente se, as álgebras G e UT2 não pertencem a V .

Para apresentar a demonstração aqui, vamos inicialmente fazer algumas con-
siderações a respeito do expoente de uma álgebra de dimensão finita, lembrando o
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que já foi dito na Seção 4.5. Giambruno e Zaicev provaram que, sobre um corpo
de característica zero, o PI-expoente de uma PI-álgebra associativa existe e é um
inteiro não negativo. Além disso, os autores exibiram uma forma de determinar
tal inteiro no caso em que a álgebra A tem dimensão finita.

Para isso, usaram uma decomposição de Wedderburn–Malcev de A, digamos,
A1 ˚ � � � ˚ Am

:
C J , com J D J.A/, e consideraram todos os produtos

B1JB2J � � �JBr ¤ f0g

onde Bs , s D 1; : : : ; r , são álgebras distintas do conjunto fA1; : : : ; Amg e r D
1; 2; : : :. Tomando álgebras satisfazendo esta condição, os autores definiram

q D max dimF .B1 ˚ � � � ˚ Br/

e mostraram que, nas condições do Teorema 4.5.17, temos exp.A/ D q.

Observação 5.2.1. Notemos que se uma PI-álgebraA tem crescimento polinomial,
então existe uma constante C e um inteiro não negativo r tais que cn.A/ 6 Cnr .
Isto implica exp.A/ 6 lim

n!1

n
p
Cnr D 1, ou seja, exp.A/ 6 1.

Mais do que foi dito na Observação 5.2.1, a recíproca também é válida. De
fato, suponhamos que exp.A/ D q 6 1. Desta forma, q satisfaz as desigualdades
no Corolário 4.5.10 e, assim, cn.A/ 6 C2nr2 .

Agora, tomamos k um número natural tal que r2 6 k e teremos cn.A/ 6 C2nk ,
ou seja, A tem crescimento polinomial.

Portanto, temos o seguinte resultado que dá uma primeira caracterização de
variedades de crescimento polinomial a partir do PI-expoente.

Teorema 5.2.2. Seja A uma PI-álgebra. Então a sequência de codimensões
fcn.A/gn>1 é polinomialmente limitada se, e somente se, exp.A/ 6 1.

A seguir daremos uma caracterização de álgebras de dimensão finita de cres-
cimento polinomial a partir da decomposição de Wedderburn–Malcev.

Teorema 5.2.3. SejaA D A1˚� � �˚Am
:
C J uma decomposição deWedderburn–

Malcev de uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fe-
chado de característica zero, onde J D J.A/. A álgebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, para todo i D 1; : : : ; m, temos Ai Š F e AiJAj D f0g,
para todo j ¤ i .
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Demonstração. Suponhamos queA tem crescimento polinomial. Assim pelo Teo-
rema 1.4.62, podemos tomar

A D A1 ˚ � � � ˚ Am
:
C J

uma decomposição deWedderburn–Malcev deA, onde J D J.A/ e para cada i D
1; : : : ; m, temos Ai Š Mki

.F /, para algum ki 2 N. Como Mki
.F / 2 var.A/,

para todo i D 1; : : : ; m, se algum ki é maior do que 1, então A teria crescimento
exponencial, o que contraria a hipótese que A tem crescimento polinomial. Logo,
ki D 1 e, assim, dimF .Ai / D 1, ou seja, Ai Š F para todo i D 1; : : : ; m. Além
disso, pela Observação 5.2.1, temos AiJAj D f0g, para todo j ¤ i .

Reciprocamente, se para todo i D 1; : : : ; m, temos Ai Š F e AiJAj D f0g,
para todo j ¤ i , então exp.A/ 6 1. Pelo Teorema 5.2.2, A tem crescimento
polinomial.

Desde que as álgebras UT2 e G têm crescimento exponencial, ao considerar
V uma variedade de crescimento polinomial, temos que UT2;G … V . O próximo
lema será fundamental para garantirmos que a recíproca é verdadeira e assim esta-
remos aptos a provar o célebre Teorema de Kemer.

Lema 5.2.4. Considere A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de característica zero e A1 ˚ � � � ˚ Am

:
C J uma decompo-

sição de Wedderburn–Malcev de A. Se existem i; j 2 f1; : : : ; mg, i ¤ j , com
AiJAj ¤ f0g, então UT2 2 var.A/.

Demonstração. Tomamos Ai e Aj , com i ¤ j , tais que AiJAj ¤ f0g. Dessa
forma, existem a1 2 Ai , a2 2 Aj e a 2 J tais que a1aa2 ¤ 0. Considerando u1
e u2 as unidades de Ai e Aj , respectivamente, teremos u1au2 ¤ 0.

Afirmamos que u1; u2 e u1au2 são elementos linearmente independentes em
A. De fato, considerando uma combinação linear

˛1u1 C ˛2u2 C ˛3u1au2 D 0; com ˛i 2 F

usando o fato que u1u2 D u2u1 D 0, obtemos ˛i D 0, para i D 1; 2; 3.
Consideramos, então, B D spanF fu1; u2; u1au2g. Desde que u2r D ur e

também urus D 0, para r ¤ s, temos que B é uma F -subálgebra de A. Seja
� W B ! UT2 o homomorfismo de F -álgebras definido por:

u1 7! e11; u2 7! e22; u1au2 7! e12

onde eij denotam as matrizes elementares. Observamos que � é, na verdade, um
isomorfismo de álgebras. Portanto, UT2 2 var.A/, como gostaríamos.



5.2. O Teorema de Kemer 217

Agora temos todos os pré-requisitos necessários para provar abaixo o principal
resultado deste capítulo.

Teorema 5.2.5. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo F de caracte-
rística zero. Então V tem crescimento polinomial se, e somente se, UT2; G … V .

Demonstração. Inicialmente, notemos que se V D var.0/, o resultado é imediato.
Consideramos então que V é não trivial. Como já comentado, sendo V variedade
de crescimento polinomial, temos UT2; G … V .

Reciprocamente, desde queG … V , pelo Teorema 5.1.1, temos queV D var.A/
para alguma F -álgebra de dimensão finita A. Desse modo, podemos considerar

A D B1 ˚ � � � ˚ Bm
:
C J

uma decomposição deWedderburn–Malcev deA, onde J D J.A/ é seu radical de
Jacobson. Pela Proposição 4.2.15, podemos supor queF é algebricamente fechado
e, assim, para cada 1 6 i 6 m, temos Bi ŠMni

.F /, para algum ni 2 N.
Observemos agora que, se ni > 1 para algum 1 6 i 6 m, segue que A

contém uma F -subálgebra isomorfa a UT2, uma contradição à hipótese inicial.
Logo, temos que Bi Š F , para todo i D 1; : : : ; m. Desde que UT2 … V , pelo
Lema 5.2.4, obtemos que BiJBj D f0g, para todos i; j 2 f1; : : : ; mg, com i ¤ j .
Logo, a partir do Teorema 5.2.3, concluímos que V tem crescimento polinomial.

Como uma consequência imediata do Teorema de Kemer, todas as subvarie-
dades próprias da variedade gerada por G e da variedade gerada por UT2 têm
crescimento polinomial das codimensões, conforme provamos abaixo.

Corolário 5.2.6. Se U é uma subvariedade própria de var.G/ ou de var.UT2/,
então U tem crescimento polinomial.

Demonstração. Suponhamos que U ¨ var.UT2/. Note que assim, UT2 … U e
desde que G … var.UT2/, segue que G … U . Logo, pelo Teorema de Kemer, isso
implica que U tem crescimento polinomial. Obviamente, a demonstração para
subvariedades próprias de var.G/ é análoga.

Como as álgebras G e UT2 têm crescimento exponencial, estabelecemos uma
nova definição.

Definição 5.2.7. Dizemos que uma variedadeV tem crescimento quase polinomial
se V tem crescimento exponencial, mas qualquer subvariedade própria de V tem
crescimento polinomial.
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Corolário 5.2.8. var.UT2/ e var.G/ são as únicas variedades de crescimento
quase polinomial.

Demonstração. De fato, já vimos que as álgebras UT2 e G geram variedades de
crescimento exponencial. Agora, consideremos V uma variedade de crescimento
quase polinomial.

Como V tem crescimento exponencial, pela caracterização apresentada por
Kemer, não podemos ter ambas UT2 e G excluídas da variedade V . Suponhamos,
sem perda de generalidade, que UT2 2 V . Desse modo, var.UT2/ � V . Uma vez
que V tem crescimento quase polinomial e var.UT2/ tem crescimento exponencial
da sequência de codimensões, essa inclusão não pode ser própria e, portanto, V D
var.UT2/. Na segunda situação, ou seja, quando G 2 V , temos V D var.G/.

Assim, concluímos que V D var.UT2/ ou V D var.G/, como queríamos
mostrar.

Podemos dar uma descrição de variedades de crescimento quase polinomial
em termos de identidades. Pelo corolário anterior, var.UT2/ e var.G/ são as úni-
cas variedades de crescimento quase polinomial. Tome, por exemplo, var.UT2/.
Sabemos que Id.UT2/ D hŒx1; x2�Œx3; x4�iT . Com isso, se f 2 Pn é um polinô-
mio que não é consequência de Œx1; x2�Œx3; x4�, então a álgebraA determinada por
hŒx1; x2�Œx3; x4�; f iT pertence a var.UT2/ e, consequentemente, tem crescimento
polinomial.

Logo, temos uma certa minimalidade nos geradores de Id.UT2/, no sentido
que ao acrescentarmos qualquer polinômio a Id.UT2/, que não é consequência
de Œx1; x2�Œx3; x4�, obtemos uma variedade de crescimento polinomial. O mesmo
ocorre com a álgebra de Grassmann G.

Essa minimalidade pode ser descrita em termos do expoente. De fato, o que
o corolário anterior nos diz é que exp.UT2/ D exp.G/ D 2, mas qualquer sub-
variedade própria destas variedades possui expoente menor ou igual a 1. Neste
caso, dizemos que var.UT2/ e var.G/ são variedade minimais de expoente 2 e,
consequentemente, UT2 e G geram as únicas variedades minimais de expoente 2.

Observe que se V é uma variedade de expoente maior ou igual a 2, então ne-
cessariamente ou UT2 ou G pertencem a V . Com isso, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.2.9. Uma variedade de álgebras associativas tem crescimento expo-
nencial ou tem crescimento polinomial.

Demonstração. Seja V uma variedade de álgebras associativas. Temos duas op-
ções: ou G; U T2 … V , ou uma das duas álgebras, G ou UT2, pertence a V . Na
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primeira situação, V tem crescimento polinomial e, na segunda situação, a varie-
dade tem crescimento exponencial.

Variedades de crescimento intermediário das codimensões são variedades que
não têm crescimento exponencial e cuja sequência das codimensões não é poli-
nomialmente limitada. Pelo corolário anterior, esse tipo de variedade não existe
na classe das álgebras associativas, mas é possível dar exemplos de álgebras não
associativas com crescimento intermediário das codimensões.

Exercícios V ou F da Seção 5.2: Verifique se cada sentença abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A representa uma F -
álgebra.

.1/ Se exp.A/ 6 2, então A tem crescimento polinomial.

.2/ Se A tem crescimento exponencial e B 2 var.A/, então B tem crescimento
polinomial.

.3/ Se U é uma subvariedade própria de var.G/, então exp.A/ 6 1.

.4/ Se A é uma álgebra de dimensão finita tal que A Š F C J.A/, então A tem
crescimento polinomial.

.5/ Se uma variedade V não tem crescimento polinomial, então G 2 V .

.6/ Se V é uma variedade de crescimento quase polinomial, então UT2 2 V .

.7/ A álgebra de Grassmann G é um exemplo de álgebra de crescimento inter-
mediário.

5.3 A sequência de cocaracteres
Nosso objetivo agora é definir a sequência de cocaracteres de uma F -álgebra A, a
qual corresponde à sequência de Sn-caracteres de Sn-módulos associados à álge-
braA. Esta sequência tem sido extensivamente estudada devido à sua relação com
a sequência de codimensões de A. Assim, temos o propósito de provar o teorema
de Giambruno e Zaicev (2001) que garante que uma álgebra A tem crescimento
polinomial se, e somente se, na decomposição da sequência de cocaracteres de A,
temos específicos Sn-caracteres irredutíveis com multiplicidade nula.

A ação à esquerda do grupo simétrico Sn sobre o espaço dos polinômios mul-
tilineares Pn, definida na Equação (5.4), corresponde a permutação das variáveis
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em cada um dos monômios de f de acordo com a permutação � e, assim, Pn tem
estrutura de Sn-módulo sob esta ação. Como já observamos no Exemplo 3.3.4, o
T-ideal Id.A/ também é invariante sob esta ação. Assim, o espaço quociente

Pn.A/ D
Pn

Pn \ Id.A/

tem estrutura de FSn-módulo. Com isso, podemos considerar seu Sn-caracter
como na próxima definição.

Definição 5.3.1. O Sn-caracter de Pn.A/, denotado por �n.A/, é o chamado n-
ésimo cocaracter de A. Para V D var.A/, definimos �n.V/ D �n.A/, para todo
n > 1. Assim, formamos uma sequência f�n.A/gn>1 (resp. f�n.V/gn>1) dita
sequência de cocaracteres de A (resp. de V).

Sabemos que, em característica zero, existe uma correspondência biunívoca
entre Sn-caracteres irredutíveis e partições � ` n, conforme vimos no Capítulo 2.
Assim, de acordo com aTeorema 2.3.15, podemos decompor�n.A/ emSn-caracteres
irredutíveis

�n.A/ D
X
�`n

m��� (5.14)

onde �� representa o caracter irredutível associado à partição � ` n e m� é sua
multiplicidade.

Podemos, inicialmente, observar o seguinte fato sobre o cocaracter de uma
álgebra A.
Observação 5.3.2. Pela Observação 2.3.17, se considerarmos A uma F -álgebra e
A D A˝F F , vemos que o cocaracter �n.A/ tem a mesma decomposição que o
cocaracter �n.A/. Portanto, em resultados sobre a decomposição de cocaracteres
de F -álgebras, podemos considerar que o corpo F é algebricamente fechado.

A decomposição do cocaracter de uma álgebra A nos dá informações sobre a
codimensão desta álgebra desde que

�n.A/.1/ D
X
�`n

m���.1/; ou seja, cn.A/ D
X
�`n

m�d� (5.15)

onde d� é o grau do caracter irredutível �� dado pela fórmula do gancho na Equa-
ção (2.14).

Desta forma, é importante saber informações sobre as multiplicidadesm� dos
caracteres irredutíveis �� na decomposição dada na Equação (5.14). Primeira-
mente, temos a seguinte observação a fazer.
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Observação 5.3.3. Berele e Regev (1983) provaram que as multiplicidades m�,
dadas na Equação (5.14), são polinomialmente limitadas, isto é, para todo n > 1 e
toda � ` n, temos m� 6 Cnt , onde C e t > 0 são constantes que não dependem
de n.

Agora, apresentamos um resultado que garante umamaneira de verificar quando
a multiplicidadem� é não nula. Para enunciá-lo, faremos uso de idempotentes es-
senciais e a sua demonstração pode ser consultada no livro de Giambruno e Zaicev
(2005).

Teorema 5.3.4. Seja A uma PI-álgebra cujo n-ésimo cocaracter �n.A/ tem uma
decomposição como na Equação (5.14). Para uma partição � ` n, temos que
m� ¤ 0 se, e somente se, existe uma tabela de Young T� do tipo � e um polinômio
f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn tal que eT�

f … Id.A/.

Faremos mais uma observação abaixo.

Observação 5.3.5. Dada uma tabela de Young do tipo � D .�1; : : : ; �t / ` n e um
polinômio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn, temos que o polinômio eT�

f é uma combi-
nação linear de polinômios alternados em �1 conjuntos disjuntos de variáveis.

Faremos um exemplo do que foi dito na observação anterior, considerando
� D .2; 2/ ` 4 e f D f .x1; : : : ; x4/ D x1x2x3x4. Para o idempotente es-
sencial, calculado no Exercício 2.4.12, temos que eT�

f é uma combinação linear
de polinômios alternados em �1 D 2 conjuntos disjuntos de variáveis, que estão
dispostos na tabela abaixo.

Polinômio na combinação linear de eT�
f alternado nos conjuntos disjuntos

x1x2x3x4�x1x3x2x4�x4x2x3x1Cx4x3x2x1C

x2x1x4x3 � x2x4x1x3 � x3x1x4x2 C x3x4x1x2

fx1; x4g e fx2; x3g

x2x1x3x4�x2x3x1x4�x4x1x3x2Cx4x3x1x2C

x1x2x4x3 � x1x4x2x3 � x3x2x4x1 C x3x4x2x1

fx1; x3g e fx2; x4g

A seguir, para exemplificar o uso do Teorema 5.3.4, vamos determinar a de-
composição de �n.A/ onde A é uma álgebra comutativa unitária, e também a de-
composição de �n.G/.

Exemplo 5.3.6. Seja A uma álgebra comutativa unitária. Pelo Exemplo 4.2.2,
sabemos que cn.A/ D 1 e agora vamos mostrar que �n.A/ D �.n/. Para isto,
consideramos a tabela de Young do tipo .n/ ` n abaixo, e o idempotente essencial
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correspondente

T.n/ D 1 2 � � � n ; eT.n/
D

X
� 2 Sn

�: (5.16)

Assim, se f é o polinômio x1 � � � xn, temos

eT.n/
f D

X
� 2 Sn

x�.1/ � � � x�.n/

e este não é uma identidade de A, pois fazendo a avaliação xi D 1 para todo
i D 1; : : : ; n temos eT.n/

f .1; : : : ; 1/ D nŠ ¤ 0. Pelo Teorema 5.3.4, temos que
m.n/ ¤ 0. Além disso, a partir da Equação (2.14), sabemos que d.n/ D 1, e
usando a Equação (5.15), teremos

1 D cn.A/ D
X
�`n

m�d� > m.n/d.n/ D m.n/ > 1:

Portanto,m.n/ D 1 e concluímos que �n.A/ D �.n/, como queríamos mostrar.

Proposição 5.3.7. �n.G/ D
nP
kD1

��.k/ , onde �.k/ D .k; 1n�k/ ` n:

Demonstração. Vamos mostrar inicialmente que, para todo k D 1; : : : ; n, a mul-
tiplicidade m�.k/ da partição �.k/ D .k; 1n�k/ é não nula e para isso usaremos o
Teorema 5.3.4. Consideremos a seguinte tabela de Young do tipo �.k/:

T�.k/ D
1 2 � � � k

k C 1
:::

n � 1

n

e observemos queC D CT
�.k/
D Sn�kC1.1; kC1; : : : ; n�1; n/ eR D RT

�.k/
D

Sk .
Considerando o idempotente essencial e D eT

�.k/
e f D f .x1; : : : ; xn/ D

x1 � � � xn, vamos ter

ef D

� X
� 2 R
� 2 C

.sgn �/��
�
x1 � � � xn
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ou seja,

ef D

� X
�2Sk

�

�� X
�2Sn�kC1

sgn.�/x�.1/x2 � � � xkx�.kC1/ � � � x�.n/

�
onde Sn�kC1 denota o grupo de permutações das variáveis 1; k C 1; : : : ; n.

Afirmamos que ef ¤ 0 e, para provar isto, vamos considerar uma substituição
por elementos da álgebra de Grassmann G, que não anula esse polinômio. De fato,
escolhemos a substituição onde tomamos:

x1 D e1; xkC1 D e2; : : : ; xn D en�kC1

e

x2 D en�kC2en�kC3; x3 D en�kC4en�kC5; : : : ; xk D enCk�2enCk�1

e observamos que x2; x3; : : : ; xk 2 G.0/ e x1; xkC1; : : : ; xn 2 G.1/:
Considerando o resultado da substituição ! D ef .x1; : : : ; xn/, usando que os

elementos x2 D en�kC2en�kC3; : : : ; xk D enCk�2enCk�1 são centrais, vamos
ter

! D

� P
�2Sk

�

�
.x2 � � � xk/

� P
�2Sn�kC1

sgn.�/x�.1/x�.kC1/ � � � x�.n/

�
D

� P
�2Sk

�

�
.x2 � � � xk/Stn�kC1.x1; xkC1; : : : ; xn/:

(5.17)
Agora observe que� X

�2Sk

�

�
.x2 � � � xk/ D kŠen�kC2en�kC3 � � � enCk�2enCk�1

e
Stn�kC1.x1; xkC1; : : : ; xn/ D .n � k C 1/Še1 � � � en�kC1:

Portanto, ao fazer o produto final na Equação (5.17), vamos obter

w D kŠ.n � k C 1/Še1 � � � en�kC1en�kC2en�kC3 � � � enCk�2enCk�1 ¤ 0:
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Desta forma, garantimos que m�.k/ > 1, para todo k D 1; : : : ; n e usando
a fórmula do gancho dada na Equação (2.14), temos que d�.k/ D

�
n�1
k�1

�
. Agora,

pelo Teorema 4.3.5, lembramos que cn.G/ D 2n�1 e assim:

2n�1
D cn.G/ D

X
�`n

m�d� >
X
�.k/`n

d�.k/ D

nX
kD1

 
n � 1

k � 1

!
D 2n�1:

Isto nos leva a concluir que m�.k/ D 1 para k D 1; 2; : : : ; n e m� D 0,
para qualquer outra partição � de n. Portanto, temos a decomposição �n.G/ D
nP
kD1

��.k/ .

Notemos que a decomposição do cocaracter da álgebra deGrassmannGmostra
que as partições que correspondem a caracteres irredutíveis com multiplicidades
não nulas são todas do tipo �.k/ D .k; 1n�k/ ` n, com 1 6 k 6 n. Notamos
ainda que, para tais partições, temos �.k/2 6 1 e, portanto, os diagramas de Young
correspondentes a essas partições têm um formato especial, ou seja, todas as linhas
a partir da segunda têm no máximo um box.

A observação feita pode ser estendida a PI-álgebras em geral, conforme dado
por um importante teorema provado por Amitsur (1953). Para enunciar esse teo-
rema, vamos precisar da seguinte definição.

Definição 5.3.8. Dados inteiros d; l > 0 definimos o gancho infinito H.d; l/
como sendoH.d; l/ D

S
n>1
f� D .�1; �2; : : :/ ` n W �dC1 6 lg:

De acordo com a definição anterior, os diagramas correspondentes a partições
pertencentes ao gancho infinitoH.d; l/ têm no máximo l boxes nas linhas a partir
da .d C 1/-ésima linha e, vemos que, para as partições �.k/ D .k; 1n�k/ ` n,
com 1 6 k 6 n, temos �.k/ 2 H.1; 1/. Desta forma, podemos reescrever a
Proposição 5.3.7 como �n.G/ D

P
�`n

�2H.1;1/

��:

Notamos que para uma partição � 2 H.d; l/; o diagrama de Young do tipo �
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terá uma representação gráfica como a seguinte:

"

d

#

 l !

:

Exemplo 5.3.9. Vamos considerar n D 12 e as partições com seus diagramas de
Young associados a seguir.

D.5;4;2;1/ D D.6;6/ D D.3;3;3;3/ D

Então, .5; 4; 2; 1/; .6; 6/ 2 H.3; 2/; enquanto que .3; 3; 3; 3/ … H.3; 2/:

O próximo resultado mostra que as partições, que eventualmente contribuem
com multiplicidades não nulas na decomposição do cocaracter de uma PI-álgebra,
estão em algum gancho infinito. Este teorema foi demonstrado por Regev e Amit-
sur (1982).

Teorema 5.3.10. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo de característica zero.
Então existem inteiros d; l > 0; tais que

�n.A/ D
X
�`n

�2H.d;l/

m���; para todo n > 1:

Já sabemos que a álgebra de Grassmann G não satisfaz uma identidade stan-
dard, mas observamos que

Œx1; x2�
2
D Œx1; x2; x1�x2 � Œx1x2; x2; x1�

e assim, Œx1; x2; x3�  Œx1; x2�
2. Desta forma, concluímos que G satisfaz o po-

linômio St2.x1; x2/2. Vamos provar que este não é um privilégio da álgebra de
Grassmann, pois, na verdade, qualquer PI-álgebra satisfaz uma potência de algum
polinômio standard, sendo esse mais um resultado demonstrado por Regev e Amit-
sur (ibid.) . Para prová-lo aqui, usaremos o Teorema 5.3.10.
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Teorema 5.3.11. Seja A uma PI-álgebra sobre um corpo de característica zero.
Então existem inteiros r e m tais que .Str.x1; : : : ; xr//m 2 Id.A/:

Demonstração. Pelo Teorema 5.3.10, sabemos que existem k e l inteiros não ne-
gativos tais que, para qualquer n > 1, temos que o n-ésimo cocaracter tem uma
decomposição �n.A/ D

P
�`n

�2H.k;l/

m���. Isto significa que m� D 0 sempre que

� … H.k; l/:

Vamos considerar n D .l C 1/.k C 1/ e a seguinte partição

� D .l C 1; : : : ; l C 1„ ƒ‚ …
kC1 vezes

/ ` n:

Como � … H.k; l/, temosm� D 0. Agora, consideremos a seguinte tabela de
Young associada a �.

T� D
1 k C 2 � � � .k C 1/l C 1

2 k C 3 � � � .k C 1/l C 2
:::

::: � � �
:::

k C 1 2k C 2 � � � .k C 1/.l C 1/

Para esta tabela, temos

RT�
D X1 �X2 � � � � �XkC1 e CT�

D Y1 � Y2 � � � � � YlC1

onde

X1 D SlC1.1; k C 2; : : : ; .k C 1/l C 1/;

X2 D SlC1.2; k C 3; : : : ; .k C 1/l C 2/;

:::

XkC1 D SlC1.k C 1; 2k C 2; : : : ; .k C 1/.l C 1/

Y1 D SkC1.1; 2; : : : ; k C 1/;

Y2 D SkC1.k C 2; k C 3; : : : ; 2k C 2/;

:::

YlC1 D SkC1..k C 1/l C 1; .k C 1/l C 2; : : : ; .k C 1/.l C 1//:
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Assim, para � 2 CT�
, podemos escrever

� D �1 � � � �lC1; com �j 2 Yj ; 1 6 j 6 l C 1:

Portanto, por definição, o idempotente essencial associado a T� é dado por

eT�
D

X
�2X1X2���XkC1

�j 2Yj

sgn.�1/ � � � sgn.�lC1/��1 � � � �lC1:

Agora considerando f D f .x1; : : : ; xn/ D x1 � � � xn e lembrando que toma-
mos n D .l C 1/.k C 1/, obtemos que eT�

f é igual aX
�2X1X2���XkC1

�

� X
�j 2Yj

sgn.�1/ � � � sgn.�l/ �1 � � � �l.x1 � � � x.kC1/l/StlC1

�
onde StlC1 D StlC1.x.kC1/lC1; : : : ; x.kC1/.lC1//. Assim, repetindo esta ideia
vamos obter que eT�

f é dado porX
�2X1X2���XkC1

�

�
StkC1.x1; : : : ; xkC1/ � � �SkC1.x.kC1/lC1; : : : ; x.kC1/.lC1//

�
e por fim, vamos obter eT�

f comoX
�2X1���XkC1

�
StkC1.x�.1/; : : : ; x�.kC1// � � �SkC1.x�..kC1/lC1/; : : : ; x�..kC1/.lC1///

�
:

Agora, desde que m� D 0, pelo Teorema 5.3.4, temos eT�
f 2 Id.A/. Por-

tanto, renomeando as variáveis de modo que x.kC1/Ci ; x.2kC2/Ci ; : : : ; x.kC1/lCi

sejam trocadas por yi , para i D 1; 2; : : : ; k C 1 e x.2kC2/; : : : ; x.kC1/l sejam
trocadas por ykC1, temos a seguinte identidade de A

eT�
f .y1; : : : ; ykC1/ D

X
�2X1X2���XkC1

�
StkC1.y�.1/; : : : ; y�.kC1//

�.lC1/
e isto é o mesmo que dizer que

..k C 1/Š/lC1.StkC1.y1; : : : ; ykC1//
.lC1/

2 Id.A/:

Como estamos trabalhando em característica zero, vamos obter

.StkC1.y1; : : : ; ykC1//
.lC1/

2 Id.A/

como queríamos mostrar.
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O próximo resultado, provado por Giambruno e Zaicev (2001), apresenta uma
caracterização de álgebras de dimensão finita de crescimento polinomial. Neste
resultado, para a álgebra A cujo índice de nilpotência do radical de Jacobson é
igual a q, escreveremos simplesmente J.A/q D f0g.

Teorema 5.3.12. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo F de
característica zero tal que J.A/q D f0g. Então A tem crescimento polinomial se,
e somente se,

�n.A/ D
X
�`n

n��1<q

m���:

Demonstração. Inicialmente, recordemos que de acordo com a Teorema 1.4.48 e
a Observação 5.3.2, podemos assumir que F é um corpo algebricamente fechado.
Suponhamos que A tem crescimento polinomial e que exista uma partição � ` n
com n � �1 > q tal que m� ¤ 0.

Pelo Teorema 5.3.4, existe uma tabela de Young T� do tipo � e um polinô-
mio f D f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn tal que eT�

f … Id.A/. Pela Observação 5.3.5,
vemos que eT�

f é uma combinação linear de polinômios que são, cada um deles,
alternados em �1 D t conjuntos disjuntos de variáveis.

Nosso próximo passo será mostrar que cada um dos polinômios alternados de
eT�

f descritos acima é uma identidade de A e, com isso, chegarmos ao absurdo
que eT�

f 2 Id.A/.
Vamos considerarA D A1˚� � �˚Am

:
C J uma decomposição deWedderburn–

Malcev deA, onde J D J.A/ é seu radical de Jacobson. ComoA tem crescimento
polinomial, pelo Teorema 5.2.3, para todo i D 1; : : : ; m, temos que Ai Š F e
AiJAj D f0g, para todo j ¤ i .

Vamos fixar uma base B deA formada pela união de bases deA1; : : : ; Am e J ,
respectivamente, e vamos considerar h um polinômio alternado de eT�

f . Nosso
objetivo é mostrar que h 2 Id.A/.

Observamos que como AiAj D AiJAj D f0g, para todo j ¤ i , para que h
não seja uma identidade de A, ao fazer uma avaliação devemos substituir as suas
variáveis por elementos de J e por elementos de no máximo uma única compo-
nente simples, digamos Ai . Por outro lado, temos que dimF .Ai / D 1 e portanto,
usando o Exercício 3.2.10, podemos substituir em cada conjunto alternado no má-
ximo um elemento de Ai , ou seja, podemos usar no máximo �1 D t elementos de
Ai na substituição.

Assim, ao considerar uma substituição não nula devemos tomar pelo menos
n � �1 > q elementos de J . Mas como J q D f0g, essa avaliação é nula, ou seja,
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h 2 Id.A/, o que é uma contradição já que eT�
f … Id.A/. Isto nos faz concluir

que m� D 0 sempre que n� �1 > q, tendo a decomposição desejada para �n.A/.
Para provar a recíproca, vamos supor que �n.A/ D

P
�`n

n��1<q

m���. Com isso,

para qualquer partição � ` n tal que n � �1 > q temos m� D 0. Mas quando
n � �1 < q, ou seja, quando �1 > n � q, usando a fórmula do gancho dada na
Equação (2.14), temos:

d� 6
nŠ

�1Š
<

nŠ

.n � q/Š
D n.n � 1/ � � � .n � q C 1/ 6 anq

para alguma constante a > 0. Agora, lembre que, pela Observação 5.3.3, as
multiplicidades m� são polinomialmente limitadas. Usando essa informação e
o fato acima, da Equação (5.15), obtemos

cn.A/ D
X
�`n

n��1<q

m�d� 6 Cnt
X
�`n

n��1<q

d� 6 ˛ntCq

para alguma constante ˛, completando a prova do teorema.

O teorema acima nos diz que, para uma álgebra A de dimensão finita de cres-
cimento polinomial, com J.A/q D f0g, na decomposição do cocaracter �n.A/,
apenas as partições � D .�1; : : : ; �s/ ` n cujos diagramas de Young associados
contêm menos de q boxes abaixo da primeira linha podem contribuir com multi-
plicidades não nulas.

Vamos fazer um exemplo, utilizando a informação dada no Teorema 5.3.12 e,
para isto, vamos usar a álgebra

N3 D

8<:
0@ a b c

0 a d

0 0 a

1A W a; b; c; d 2 F
9=; :

NaProposição 4.1.14, provamos que Id.N3/ D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT
e notamos que

J.N3/ D

8<:
0@ 0 b c

0 0 d

0 0 0

1A W b; c; d 2 F
9=; : (5.18)
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Exemplo 5.3.13. A partir da Equação (5.18), vemos que o índice de nilpotência
de J D J.N3/ é q D 3. Portanto, partições de n que podem contribuir com
multiplicidade não nula na decomposição de �n.N3/ são aquelas cujo diagrama
associado tem nomáximo 2 boxes abaixo da primeira linha. Exemplos de partições
deste tipo são .n/; .n � 1; 1/ e .n � 2; 1; 1/:

Além disso, usando a fórmula do gancho dada na Equação (2.14), temos

d.n/ D 1; d.n�1;1/ D n � 1 e d.n�2;1;1/ D
.n � 1/.n � 2/

2

e a partir da Equação (4.6), observamos que

cn.N3/ D
n2 � nC 2

2
D 1C .n � 1/C

.n � 1/.n � 2/

2
:

Desta forma, basta provar que as multiplicidades correspondentes às partições
.n/; .n � 1; 1/ e .n � 2; 1; 1/ são não nulas e, de acordo com Equação (5.15),
teremos a decomposição

�n.N3/ D �.n/ C �.n�1;1/ C �.n�2;1;1/: (5.19)

Para ver isto, vamos usar o Teorema 5.3.4 e, para qualquer uma das partições
consideradas, vamos tomar f como o polinômio f .x1; : : : ; xn/ D x1 � � � xn.

Obviamente usando a tabela de Young do tipo .n/ ` n e o idempotente essen-
cial dado na Equação (5.16), temos eT.n/

f … Id.N3/. Para ver isto, basta fazer a
avaliação Nxi D I3 para todo i D 1; : : : ; n e temos eT.n/

f . Nx1; : : : ; Nxn/ D nŠI3 ¤ 0,
onde I3 é a matriz identidade 3 � 3.

Agora, para a partição � D .n� 1; 1/ ` n, vamos usar o que vimos no Exem-
plo 5.1.7 e fazer a substituição Nxi D I3 C e12 para todo i D 1; : : : ; n � 1 e
Nxn D e23. Pela Equação (5.5), vamos ter que eT.n/

f . Nx1; : : : ; Nxn/ é igual a0@ X
�2Sn�1

Nx�.1/ � � � Nx�.n�1/

1A Nxn � Nxn
0@ X
�2Sn�1

Nx�.2/ � � � Nx�.n�1/ Nx�.1/

1A
que é o mesmo que

.n�1/Š.I3C.n�1/e12/e23�.n�1/Še23.I3C.n�1/e12/ D .n�1/.n�1/Še13 ¤ 0:

Finalmente, também vamos usar o Exemplo 5.1.7 e faremos a substituição
Nxi D I3 para todo i D 1; : : : ; n � 2, Nxn�1 D e12 e Nxn D e23 em cada um dos
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polinômios, f1; : : : ; f6 para obter a avaliação final. Temos

f1. Nx1; : : : ; Nxn/ D .n � 2/Še13
f2. Nx1; : : : ; Nxn/ D 0

f3. Nx1; : : : ; Nxn/ D .n � 2/Še13
f4. Nx1; : : : ; Nxn/ D 0

f5. Nx1; : : : ; Nxn/ D 0

f6. Nx1; : : : ; Nxn/ D .n � 2/Še13:

Pela Equação (5.6), vamos obter que o valor de eT.n�2;1;1/
f . Nx1; : : : ; Nxn/ é .n�

2/Še13 ¤ 0 e isto mostra que a decomposição de �n.N3/ é como dada na Equa-
ção (5.19).

Assim, como fizemos com a sequência de codimensões, quando V D var.A/
usaremos a notação �n.V/, significando o cocaracter de uma álgebra geradora de
V , ou seja, é o mesmo que �n.A/.

Podemos nos perguntar se o Teorema 5.3.12 pode ser generalizado para álge-
bras de dimensões quaisquer, ou seja, se temos um resultado geral que caracteriza
PI-álgebras de crescimento polinomial de acordo com a decomposição da sequên-
cia de cocaracteres. Para responder essa questão, vamos usar o Corolário 5.1.13.

Teorema 5.3.14. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo F de carac-
terística zero. Então V tem crescimento polinomial se, e somente se, existe um
inteiro não negativo q tal que

�n.V/ D
X
�`n

n��1<q

m���:

Demonstração. Observe que, ao assumir que V tem crescimento polinomial, pelo
Corolário 5.1.13, já sabemos que temos uma F -álgebra de dimensão finita A tal
que V D var.A/. Consequentemente, basta usar o teorema anterior para garantir a
existência do inteiro não negativo q nas condições que exigimos. Para a recíproca,
basta observar que a demonstração feita para a recíproca do Teorema 5.3.12 tam-
bém pode se usada aqui e, então, a demonstração está concluída.

Observamos que a decomposição do cocaracter de uma álgebraA nos informa
sobre as multiplicidades dos FSn-módulos simples, que aparecem na decomposi-
ção do FSn-módulo Pn.A/. Isto nos leva a seguinte definição.
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Definição 5.3.15. Dada a decomposição �n.A/ D
P
�`n

m���, para cada n > 1

definimos
ln.A/ WD

X
�`n

m�

que é chamado n-ésimo cocomprimento de A.

Desta forma, temos uma sequência numérica fln.A/gn>1 associada a A, dita
sequência de cocomprimentos de A. Observe que, para cada n > 1, o n-ésimo
cocomprimento ln.A/ conta o número de FSn-módulos simples, que aparecem
na decomposição de Pn.A/. Assim como foi feito no caso de codimensões, para
V D var.A/ uma variedade de álgebras gerada por uma F -álgebra A, definimos
ln.V/ D ln.A/, para todo n > 1.

Exemplo 5.3.16. De acordo com a Equação (5.19), temos ln.N3/ D 3.

Exercício 5.3.17. Mostre que se B 2 var.A/, então ln.B/ 6 ln.A/:

Proposição 5.3.18. Sejam A e B duas F -álgebras. Se �n.A/ D
P
�`n

m��� ,

�n.B/ D
P
�`n

m0
�
�� e �n.A˚B/ D

P
�`n

m00
�
�� são os n-ésimos cocaracteres de

A;B e da soma direta A˚ B , respectivamente, então

m00
� 6 m� Cm

0
� e ln.A˚ B/ 6 ln.A/C ln.B/:

Demonstração. Para provar, basta usar a imersão de FSn-módulos abaixo, dada
na demonstração da Proposição 4.2.4

Pn

Pn \ Id.A˚ B/
,!

Pn

Pn \ Id.A/
˚

Pn

Pn \ Id.B/
:

Definição 5.3.19. Dizemos que uma variedade V tem cocomprimento finito se
existe uma constante C tal que ln.V/ 6 C , para todo n > 1.

A partir da decomposição do cocaracter da álgebra de Grassmann G dada na
Proposição 5.3.7, podemos observar que ln.G/ D n. Assim, percebe-se uma di-
ferença entre as variedades var.N3/ e var.G/: enquanto o cocomprimento da pri-
meira é finito, para todo n > 1, a sequência de cocomprimentos de var.G/ não é
limitada por uma constante.



5.4. Estrutura de álgebras de crescimento polinomial 233

De fato, uma diferença marcante entre as álgebras N3 e G é que a primeira
tem crescimento polinomial enquanto que a segunda tem crescimento exponencial.
Essas informações foram consideradas por Mishchenko, Regev e Zaicev (1999) e
levaram à demonstração da seguinte caracterização de variedades de crescimento
polinomial a partir do comportamento da sua sequência de cocomprimentos.

Teorema 5.3.20. Uma variedade V tem cocomprimento finito se, se somente se,
V tem crescimento polinomial.

Exercícios V ou F da Seção 5.3: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações, A representa uma
F -álgebra.

.1/ O n-ésimo cocaracter de A é o Sn-caracter da álgebra A como Sn-módulo.

.2/ Se existe uma tabela de Young T� do tipo � ` n e um polinômio f D
f .x1; : : : ; xn/ 2 Pn tal que eT�

f 2 Id.A/, então a multiplicidade do carac-
ter irredutível �� é não nula em �n.A/.

.3/ A partição .n � 2; 2/ tem multiplicidade não nula em �n.G/.

.4/ Se A é uma álgebra comutativa unitária, então �n.A/ D �.n/ C �.n�1;1/.

.5/ A partição .3; 3; 3; 2/ ` 11 não pertence ao gancho infinitoH.2; 2/.

.6/ Se J.A/ tem índice de nilpotência 3, então a partição .n�1; 1/ aparece com
multiplicidade não nula em �n.A/.

.7/ Se I é um ideal de A, então ln.A=I / 6 ln.A/:

.8/ UT2 é uma álgebra de cocomprimento finito.

5.4 Estrutura de álgebras de crescimento polinomial
Nesta seção, vamos estabelecer mais uma caracterização de variedades de cresci-
mento polinomial. Para isto, consideraremos V uma variedade gerada por uma
álgebra A e daremos uma condição necessária e suficiente sobre a estrutura de
uma álgebra PI-equivalente à álgebra A, para garantir que V tenha crescimento
polinomial.

Mais especificamente, mostraremos que uma álgebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, var.A/ D var.B/, onde B é uma álgebra de dimensão
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finita, que é uma soma direta de subálgebras com propriedades particulares. Tais
propriedades são referentes ao quociente de uma álgebra sobre seu radical de Ja-
cobson. Para provar o resultado, começaremos com dois lemas que serão essenci-
ais.

Lema 5.4.1. Sejam NF o fecho algébrico de um corpo de característica zero F eA
uma álgebra de dimensão finita sobre NF . Então var.A/ D var.B/, onde B é uma
álgebra de dimensão finita sobre F tal que dim NF .A=J.A// D dimF .B=J.B//.

Demonstração. Consideremos uma decomposição de Wedderburn–Malcev A D
A1 ˚ � � � ˚ Am

:
C J , onde cada Ai é uma NF -álgebra simples, i D 1; : : : ; m e

J D J.A/ é o radical de Jacobson de A. Pelo Teorema de Wedderburn–Artin, as
constantes estruturais de cada Ai são racionais.

Para cada i D 1; : : : ; m, vamos tomar Bi uma base deAi sobre NF e considerar
Bi a álgebra gerada por Bi sobre F . Como char.F / D 0, temos que Q � F e,
assim, cada Bi tem dimensão finita sobre F . Agora consideremos � uma base de
J sobre NF , e B a álgebra gerada por B1 [ � � � [ Bm [ � sobre F . Notemos que,
como J é nilpotente, temos que B tem dimensão finita sobre F .

Por fim, temos

dim NF .A=J.A// D dim NF .A1 ˚ � � � ˚ Am/ D dimF .B1 ˚ � � � ˚ Bm/ D dimF .B=J.B//

e claramente temos Id.A/ � Id.B/. Para ver a inclusão contrária, tomamos f 2
Id.B/, que podemos assumir ser multilinear, e vemos f se anula sob avaliação de
elementos no conjunto B1[� � �[Bm[� . Como este último conjunto é uma base
de A sobre NF , temos f 2 Id.A/. Concluímos que var.A/ D var.B/, onde B é
uma álgebra nas condições requeridas no teorema.

Lema 5.4.2. Sejam F um corpo algebricamente fechado de característica zero e
A uma F -álgebra de dimensão finita de crescimento polinomial. Se A D A1 ˚

� � �˚Am
:
C J.A/ é uma decomposição de Wedderburn–Malcev de A e para cada

i D 1; : : : ; m, definimos Ei D Ai
:
C J.A/, então

Id.A/ D Id.E1/ \ � � � \ Id.Em/ \ Id.J.A//:

Demonstração. Inicialmente observamos que, comoA D A1˚� � �˚Am
:
C J.A/,

considerando Ei D Ai
:
C J.A/, temos A D E1

:
C � � �

:
C Em. Além disso, se

para cada i D 1; : : : ; m, denotamos por Ji o radical de Jacobson de Ei , então
Ji D J.A/ � Ei .
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É claro que

Id.A/ � Id.E1/ \ � � � \ Id.Em/ \ Id.J.A//:

Para provar a inclusão contrária, suponhamos, por absurdo, que existe f D
f .x1; : : : ; xn/ uma identidade multilinear de Id.E1/ \ � � � \ Id.Em/ \ Id.J.A//
tal que f … Id.A/.

Considerando B uma base deA1˚� � �˚Am formada pela união das bases dos
Ai ’s e � uma base de J D J.A/, temos queA D B[� é uma base de A. Desde
que f … Id.A/, existem elementos a1; : : : ; an 2 A tais que f .a1; : : : ; an/ ¤ 0.
Por outro lado, como f 2 Id.J /, um destes elementos escolhidos não está em � ,
digamos que ak … � . Assim, ak 2 As , para algum s 2 f1; : : : ; mg.

Agora, como A tem crescimento polinomial, pelo Teorema 5.2.3, AiJAj D
f0g, para todo j ¤ i . Desde que AiAj D f0g para j ¤ i , a fim de que f não
seja uma identidade deA, devemos ter a1; : : : ; an 2 As[� . Assim, obtemos que
a1; : : : ; an 2 As

:
C J D Es e isto é uma contradição, pois f 2 Id.Es/.

Agora, vamos apresentar o teorema que caracteriza variedades de álgebras de
crescimento polinomial, estabelecendo uma condição necessária e suficiente sobre
a estrutura de uma álgebra geradora para a variedade. Esse resultado foi provado
por Giambruno e Zaicev (2001).

Teorema 5.4.3. Seja A uma álgebra sobre um corpo F de característica zero.
Então A tem crescimento polinomial se, e somente se,

var.A/ D var.B1 ˚ � � � ˚ Bk/

onde Bi é uma álgebra de dimensão finita sobre F tal que dimF .Bi=J.Bi // 6 1,
para todo i D 1; : : : ; k.

Demonstração. Suponhamos que V D var.A/ tem crescimento polinomial. Pelo
Corolário 5.1.13, sem perda de generalidade, podemos considerar que A é de di-
mensão finita sobreF . Inicialmente suponhamos queF é algebricamente fechado.
Consideramos uma decomposição de Wedderburn–Malcev

A D A1 ˚ � � � ˚ Am
:
C J

onde J D J.A/ é o radical de Jacobson de A, e denotamos Ei D Ai
:
C J . Pelo

Lema 5.4.2, temos

Id.A/ D Id.E1/ \ � � � \ Id.Em/ \ Id.J /:
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Pelo Lema 4.1.3, isto quer dizer que Id.A/ D Id.E1 ˚ � � � ˚ Em ˚ J /. Com
isso, obtemos var.A/ D var.E1 ˚ � � � ˚ Em ˚ J / e, como A tem crescimento
polinomial, pelo Teorema 5.2.3, temos dimF .Ai / D 1.

Observando que o radical de Jacobson Ji de Ei é igual a J , isto nos leva
a concluir que dimF .Ei=Ji / D 1 e dimF .J=J / D 0, ou seja, temos que as
componentes da soma direta estão nas condições requeridas.

Para provar o caso geral, vamos assumir que F é um corpo arbitrário, não
necessariamente algebricamente fechado.

Nessa situação, consideramos NF o fecho algébrico de F e NA D A˝ NF . Pela
Equação (4.7), temos Id. NA/ D Id.A/ e como dimF .A/ D dim NF .

NA/, usando a
primeira parte da demonstração temos var. NA/ D var.C1 ˚ � � � ˚ Ck/, onde cada
Ci é uma álgebra de dimensão finita sobre NF com dim NF .Ci=J.Ci // 6 1.

Agora, usamos o Lema 5.4.1 para cada i D 1; : : : ; k e obtemos que var.Ci / D
var.Bi /, onde Bi é uma álgebra de dimensão finita sobre F tal que

dimF .Bi=J.Bi // D dim NF .Ci=J.Ci // 6 1:

Por fim, obtemos

Id.A/ D Id.C1 ˚ � � � ˚ Ck/
D Id.C1/ \ � � � \ Id.Ck/
D Id.B1/ \ � � � \ Id.Bk/
D Id.B1 ˚ � � � ˚ Bk/

e, assim, var.A/ D var.B1 ˚ � � � ˚ Bk/, de acordo com o que queríamos.
Para provar a recíproca, suponhamos que var.A/ D var.B1˚� � �˚Bk/, onde

cada Bi é uma álgebra de dimensão finita sobre F e dimF .Bi=J.Bi // 6 1, com
1 6 i 6 k. Usando a Proposição 4.2.15, vamos assumir que F é algebricamente
fechado.

Como var.A/ D var.B1 ˚ � � � ˚ Bk/ temos, para todo n > 1,

cn.A/ D cn.B1 ˚ � � � ˚ Bk/ 6 cn.B1/C � � � C cn.Bk/: (5.20)

Como dimF .Bi=J.Bi // 6 1, com 1 6 i 6 k, temos, para cada i , que ou
Bi D J.Bi / ou Bi Š F

:
C J.Bi /. Se Bi D J.Bi /, como Bi tem dimensão finita,

entãoBi é nilpotente e, com isso, cn.Bi / D 0, para todo n suficientemente grande.
Se Bi Š F

:
C J.Bi /, então, pelo Exemplo 4.5.18, exp.Bi / D 1 e, pelo Teore-

ma 5.2.2, Bi tem crescimento polinomial. Portanto, pela Equação (5.20), temos
que A tem crescimento polinomial.
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No que segue, vamos concentrar em um mesmo resultado as principais carac-
terizações de variedades de crescimento polinomial, que demonstramos nas Se-
ções 5.2 e 5.3 e também aqui nesta seção.

Teorema 5.4.4. Seja V uma variedade de álgebras sobre um corpo F de caracte-
rística zero. Então, as seguintes condições são equivalentes:

1. V tem crescimento polinomial;

2. UT2; G … V;

3. V D var.B1˚ � � � ˚Bm/, onde Bi é uma álgebra de dimensão finita sobre
F tal que dimF .Bi=J.Bi // 6 1, para todo i D 1; : : : ; m;

4. existe um inteiro não negativo q tal que

�n.V/ D
X
�`n

n��1<q

m���I

5. exp.V/ 6 1.

Exercícios V ou F da Seção 5.4: Verifique se cada afirmativa abaixo é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmações,A eB representam
F -álgebras, onde F é um corpo de característica zero.

.1/ Se var.A/ D var.B/, então dimF .A=J.A// D dimF .B=J.B//.

.2/ Se dimF .A/ é finita, então A �PI B1˚ � � � ˚Bm, onde dim.Bi / é finita e
dim.Bi=J.Bi // 6 1, para todo i D 1; : : : ; m.

.3/ var.M2.C// D var.A/, onde A é uma álgebra de dimensão finita sobre R
tal que dimR.A=J.A// D 4.

.4/ Se A é uma álgebra comutativa unitária, então dimF .A=J.A// 6 1.

.5/ Se A é uma álgebra comutativa unitária, então dimF .A=J.A// > 1 e por-
tanto, A não pode ter crescimento polinomial.

.6/ Se A �PI B1˚ � � � ˚Bm, onde Bi Š F , para todo i D 1; : : : ; m, então A
tem crescimento polinomial.



6 Para onde
seguir?

Neste capítulo, nos dedicamos a apresentar resultadosmais recentes no desenvolvi-
mento da PI-teoria. Vamos introduzir novos exemplos de álgebras com estruturas
adicionais, complementando o que já foi estudado no Capítulo 4 a respeito de supe-
rálgebras, de forma que teremos uma situação paralela a tratar. A partir de agora,
sempre que trabalharmos com álgebras sobre as quais não consideramos estruturas
adicionais, ou seja, no contexto de PI-álgebras simplesmente, vamos nos referir ao
caso ordinário. Assim, vamos discutir diversos resultados de classificação de vari-
edades de crescimento polinomial, tanto no contexto ordinário quanto no contexto
de álgebras munidas de novas estruturas.

Os resultados apresentados terão as correspondentes referências listadas para
consulta e não serão demonstrados aqui, pois o objetivo principal do capítulo é
conduzir o leitor interessado aos limites da pesquisa recentemente realizada na
área, no que diz respeito à sequência de codimensões em suas diversas formas de
apresentação.

Para nossos propósitos, lembremos que sempre que V for uma variedade de
crescimento polinomial, vamos dizer que V é uma variedade de crescimento nk ,
para algum inteiro k > 0 e para sua sequência de codimensões, escreveremos
cn.V/ � qnk , para algum q 2 Q.
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6.1 PI-álgebras com estruturas adicionais

Noções similares de T-ideais, variedades de álgebras, polinômios multilineares e
codimensões, tratados no contexto ordinário da PI-teoria, têm sido naturalmente
estendidas para o caso de álgebras munidas de alguma estrutura adicional. Como
exemplo de tais estruturas adicionais, destacamos as superálgebras e as álgebras
munidas de uma involução �. Alguns resultados sobre superálgebras já foram
tratados anteriormente. Agora vamos definir as �-álgebras.

O estudo de álgebras com estruturas adicionais passou a ser um foco de in-
vestigação nos últimos anos e, consequentemente, caracterizações de variedades
de crescimento polinomial, análogas a que foi dada por Kemer, também têm sido
fornecidas nesses contextos. A fim de apresentar tais caracterizações, nesta seção,
faremos uma breve descrição dessas estruturas.

Na Seção 4.4, definimos o conceito de superálgebras e estudamos diversas
propriedades dessa classe de álgebras. Agora, vamos introduzir o conceito de �-
álgebra, iniciando com o conceito de involução.

Definição 6.1.1. Uma aplicação F -linear � W A ! A definida sobre uma F -
álgebra A é chamada involução se, para todos a; b 2 A, temos

1. .ab/� D b�a�;

2. .a�/� D a:

Observação 6.1.2. A definição de involução dada acima é chamada por alguns
autores de involução do primeiro tipo.

Um exemplo importante é a involução � definida sobre a álgebra UTn por

.eij /
�
D en�jC1;n�iC1; para 1 6 i 6 j 6 n:

Essa involução é chamada involução reflexão e ela é definida pela reflexão de
uma matriz triangular superior ao longo de sua diagonal secundária.

Dizemos queA é uma álgebra com involução, ou simplesmente queA é uma �-
álgebra, se esta possui uma involução. Vamos dar alguns exemplos de involuções
e �-álgebras que serão importantes para estabelecer os resultados desta seção.

Exemplo 6.1.3. Se A é uma álgebra comutativa, então a aplicação identidade é
uma involução sobre A, dita involução trivial.
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Observamos que se a aplicação identidade é uma involução sobre uma álgebra
A, então A é necessariamente uma álgebra comutativa.
Exemplo 6.1.4. Consideremos a álgebra comutativa D D F ˚ F e � W D ! D

a aplicação dada por .a; b/� D .b; a/. Temos que � é uma involução não trivial
sobre D denominada involução troca. Denotamos porD� a �-álgebra D munida
dessa involução.
Observação 6.1.5. Observe que se A é uma �-álgebra unitária, então

1 D .1�/� D .1�
� 1/� D 1�

� 1 D 1�:

Em particular, a álgebra F admite apenas a involução trivial.
Sobre a álgebra de matrizesMn.F /, temos duas involuções bastante conheci-

das como apresentadas nos próximos exemplos.
Exemplo 6.1.6. EmMn.F /, temos definida a involução

t WMn.F /!Mn.F /

.aij / 7! .aj i /

chamada de involução transposta.

Exemplo 6.1.7. Quando n é par, ou seja, n D 2k, para algum k > 1, podemos
considerar a aplicação s WM2k.F /!M2k.F / dada por�

A B

C D

�s
D

�
Dt �B t

�C t At

�
onde A;B;C;D 2Mk.F / e t é a aplicação transposta. A aplicação s é uma invo-
lução, denominada involução simplética, que está definida apenas sobre matrizes
de ordem par.
Exemplo 6.1.8. Consideremos a subálgebra de UT4 definida, no Exemplo 4.5.20,
por

M D F.e11 C e44/C Fe12 C F.e22 C e33/C Fe34:

Vamos considerar a involução reflexão � sobreM , isto é,0BB@
a b 0 0

0 c 0 0

0 0 c d

0 0 0 a

1CCA
�

D

0BB@
a d 0 0

0 c 0 0

0 0 c b

0 0 0 a

1CCA :
Denotaremos a álgebraM com involução reflexão porM�.
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Se A é uma �-álgebra, então podemos considerar os seguintes subespaços ve-
toriais

AC
D fa 2 A W a�

D ag e A�
D fa 2 A W a�

D �ag

ditos subespaço dos elementos simétricos e subespaço dos elementos antissimé-
tricos de A, respectivamente. De imediato, é fácil ver que AC \ A� D f0g e,
considerando char.F / ¤ 2, temos que todo a 2 A pode ser escrito como

a D
aC a�

2
C
a � a�

2
; com

aC a�

2
2 AC e

a � a�

2
2 A�:

Consequentemente, podemos escrever A D AC
:
C A�.

Exemplo 6.1.9. Para a �-álgebraD�, temosDC
� D F.1; 1/ eD�

� D F.1;�1/.

Exemplo 6.1.10. Para a �-álgebraM�, observamos queMC
� D F.e11 C e44/C

F.e22 C e33/C F.e12 C e34/ eM�
� D F.e12 � e34/.

Exercício 6.1.11. Considere a1; a2 2 AC e b1; b2 2 A�. Mostre que

.a/ Œa1; a2� 2 A
�, Œb1; b2� 2 A� e Œa1; b1� 2 AC;

.b/ a1 ı a2 2 A
C, b1 ı b2 2 AC e a1 ı b1 2 A�.

Se A é uma �-álgebra e B é uma subálgebra de A, dizemos que B possui
involução induzida se � é uma involução de B pela restrição, ou seja, B� D B .
Nesse caso, dizemos que B é uma �-subálgebra de A.

Como exemplo, para cada k > 2 vamos definir a seguir, �-subálgebras de
UT2k , onde � D � é a involução reflexão. Para isso, vamos considerar

Pk; Qk e Rk (6.1)

as seguintes subálgebras de UT2k:

Pk D spanF fI2k ; E; : : : ; Ek�2I e12 � e2k�1;2k ; e13; : : : ; e1k ; ekC1;2k ; : : : ; e2k�2;2kg

Qk D spanF fI2k ; E; : : : ; Ek�2I e12 C e2k�1;2k ; e13; : : : ; e1k ; ekC1;2k ; : : : ; e2k�2;2kg

Rk D spanF fe11C e2k;2k ; E; : : : ; Ek�2I e12; e13; : : : ; e1k ; ekC1;2k ; : : : ; e2k�1;2kg onde

I2k é a matriz identidade 2k � 2k e E D
k�1X
iD2

ei;iC1 C e2k�i;2k�iC1 2 UT2k .



242 6. Para onde seguir?

Para cada k > 2, essas álgebras com involução reflexão � são �-subálgebras
de UT2k com involução induzida, sendo denotadas, respectivamente, por

Pk;�; Qk;� e Rk;�:

Note que as �-álgebras Pk;� eQk;� são unitárias, enquanto Rk;� não é.

Exemplo 6.1.12. Considerando k D 4; temos

(a) P4;� D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

0BBBBBBBBB@

a b c d 0 0 0 0

0 a e f 0 0 0 0

0 0 a e 0 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0

0 0 0 0 a e f g

0 0 0 0 0 a e h

0 0 0 0 0 0 a �b

0 0 0 0 0 0 0 a

1CCCCCCCCCA
W a; b; c; d; e; f; g; h 2 F

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
;

(b) Q4;� D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

0BBBBBBBBB@

a b c d 0 0 0 0

0 a e f 0 0 0 0

0 0 a e 0 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0

0 0 0 0 a e f g

0 0 0 0 0 a e h

0 0 0 0 0 0 a b

0 0 0 0 0 0 0 a

1CCCCCCCCCA
W a; b; c; d; e; f; g; h 2 F

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
;

(c) R4;� D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

0BBBBBBBBB@

a b c d 0 0 0 0

0 0 e f 0 0 0 0

0 0 0 e 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 e f g

0 0 0 0 0 0 e h

0 0 0 0 0 0 0 i

0 0 0 0 0 0 0 a

1CCCCCCCCCA
W a; b; c; d; e; f; g; h; i 2 F

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
:

Exercício 6.1.13. Para cada �-álgebra A 2 fP4;�; Q4;�; R4;�g, determine os
subespaços AC e A�.

Na Seção 4.4, vimos que à uma superálgebra A, podemos associar o automor-
fismo de ordem no máximo 2 induzido pela graduação. No caso de uma �-álgebra,
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temos que a involução � é um antiautomorfismo de A. Vamos recordar este con-
ceito abaixo.

Definição 6.1.14. Uma aplicação F -linear  W A! A é um antiautomorfismo de
uma álgebra A se  .ab/ D  .b/ .a/, para todos a; b 2 A.

De fato, quando A é uma álgebra munida de uma involução �, podemos ob-
servar que � satisfaz essa definição e, portanto, é um antiautomorfismo de ordem
no máximo 2 de A. Observamos que uma �-álgebra com um antiautomorfismo de
ordem 1 é uma álgebra comutativa.

Para estabelecer uma nomenclatura comum entre superálgebras e �-álgebras,
introduzimos o conceito de '-álgebras.

Definição 6.1.15. Uma álgebra A munida de um automorfismo ou um antiauto-
morfismo ' de ordem no máximo 2 será chamada de '-álgebra. Assim, qualquer
superálgebra ou qualquer álgebra com involução, será uma '-álgebra.

Observamos que qualquer álgebra com graduação trivial e qualquer álgebra
comutativa com involução trivial são exemplos de '-álgebras com automorfismo
e antiautomorfismo de ordem 1, respectivamente.

Notemos que, se A é uma '-álgebra, podemos escrever A D AC
'

:
C A�

' , onde

AC
' D fa 2 A W a

'
D ag e A�

' D fa 2 A W a
'
D �ag:

De fato, quando ' é um automorfismo de ordem no máximo 2, ou seja, se A
é uma superálgebra, temos AC

' D A.0/ e A�
' D A.1/. Por outro lado, se ' é um

antiautomorfismo de ordem no máximo 2, ou seja, se A é uma �-álgebra, temos
que AC

' D A
C e A�

' D A
�.

A seguir, vamos estender a linguagem utilizada no contexto ordinário de PI-
álgebras para '-álgebras, definindo primeiramente os conceitos de '-identidades
polinomiais e '-codimensões.

Para fazer isto, vamos considerar X D fx1; x2; : : :g um conjunto enumerável
de variáveis não comutativas e F hX; 'i D hx1; x'1 ; x2; x

'
2 ; : : :i a álgebra asso-

ciativa livre munida de um automorfismo ou um antiautomorfismo ' de ordem
no máximo 2. Observamos que, ao considerar yi D xi C x

'
i e zi D xi � x

'
i ,

temos que F hX; 'i D F hy1; z1; y2; z2; : : :i e definindo Y D fyi W i > 1g e
Z D fzi W i > 1g, os elementos da '-álgebra livre F hX; 'i D F hY [ Zi

são combinações lineares de palavras nas variáveis em Y e em Z chamados de
'-polinômios.
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Exemplo 6.1.16. f .y1; z1; z2/ D z42�2z1Œy1; z1�C3y1z2 eg.y1; y2; z1; z2; z3/ D
y2z1y2z

2
3 C z3Œy1; z3�y2z2 são '-polinômios.

Chamamos atenção para o fato que, se ' é um automorfismo de ordem no
máximo 2,F hY[Zi admite uma estrutura de superálgebra, definindoF hY[Zi.0/
o subespaço gerado por todos monômios nas variáveis Y [ Z que possuem um
número par de variáveis em Z, e F hY [Zi.1/ será o subespaço gerado por todos
monômios nas variáveis Y [ Z que possuem um número ímpar de variáveis em
Z. Por outro lado, um antiautomorfismo ' D � de ordem no máximo 2 induz
uma estrutura de �-álgebra em F hY [ Zi, onde as variáveis de Y são simétricas
y�
i D yi , e as variáveis de Z são antissimétricas z�

i D �zi .

Definição 6.1.17. Seja A uma '-álgebra. Dizemos que um '-polinômio f D
f .y1; : : : ; yn; z1; : : : ; zm/ 2 F hY [ Zi é uma '-identidade polinomial de A se
f .a1; : : : ; an; b1; : : : ; bm/ D 0 para quaisquer a1; : : : ; an 2 AC

' e b1; : : : ; bm 2
A�
' .

Na definição anterior, se A é uma superálgebra, dizemos que f é uma iden-
tidade graduada de A e, quando A é uma �-álgebra, dizemos que f é uma �-
identidade de A. Notemos que, para uma superálgebra A com graduação trivial,
temos que z é uma identidade graduada de A enquanto que, para uma �-álgebra
comutativa com involução trivial, z é uma �-identidade.

Exemplo 6.1.18. Lembremos, pelo Exemplo 4.4.23, que Dgr é a álgebra D D
F ˚ F com graduação .F.1; 1/; F.1;�1//. Temos que Œy1; y2�, Œz1; z2�, Œy1; z2�
e Œz1; y2� são identidades graduadas de Dgr . Podemos notar que esses mesmos
polinômios são �-identidades da �-álgebraD� definida no Exemplo 6.1.4.

Exemplo 6.1.19. A partir do Exemplo 6.1.10, vemos que z1z2 é uma �-identidade
deM�.

Exercício 6.1.20. Mostre que

.a/ Œy1; y2� e Œy; z� são identidades graduadas da superálgebra Ggr como defi-
nida no Exemplo 4.4.3;

.b/ Œy1; y2� e z1z2 são identidades graduadas da superálgebra UT gr2 como de-
finida no Exemplo 4.4.14.

Definimos o T'-ideal deA de uma '-álgebraA como o ideal Id'.A/ deF hY [
Zi formado por todas as '-identidades polinomiais de A.
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No caso em que A é uma �-álgebra, denotamos por Id�.A/ o T�-ideal de A e
quando A é uma superálgebra, escrevemos Idgr.A/ para denotar o T2-ideal de A.

Assim como no caso ordinário, sobre um corpo de característica zero, todo T'-
ideal é finitamente gerado, e usamos a notação hf1; : : : ; fmiT'

para indicar que
Id'.A/ é gerado por f1; : : : ; fm.

Observamos que, quando uma superálgebra tem graduação trivial, seu T2-
ideal pode ser obtido diretamente do seu T-ideal. Para as álgebras UT2 e G com
graduação trivial, continuaremos usando a mesma notação para nos referirmos
como superálgebras. Lembrando dos T-ideais determinados nos Teoremas 4.3.2
e 4.3.5, colocamos dois exemplos a seguir.

Exemplo 6.1.21. Para as superálgebras UT2 e G, temos o seguinte:

1. Idgr.UT2/ D hŒy1; y2�Œy3; y4�; ziT2
;

2. Idgr.G/ D hŒy1; y2; y3�; ziT2
.

No próximo resultado, coletamos os T'-ideais das principais '-álgebras desta
seção com as referências para as respectivas demonstrações.

Lema 6.1.22. Temos os seguintes T'-ideais:

1. Idgr.Dgr/ D hŒy1; y2�; Œy; z�; Œz1; z2�iT2
, Giambruno eMishchenko (2001);

2. Idgr.UT gr2 / D hŒy1; y2�; z1z2iT2
, Valenti (2002);

3. Idgr.Ggr / D hŒy1; y2�; Œy; z�; z1 ız2iT2
, Giambruno, Mishchenko e Zaicev

(2001);

4. Id�.D�/ D hŒy1; y2�; Œy; z�; Œz1; z2�iT�
, Giambruno e Mishchenko (2001);

5. Id�.M�/ D hz1z2iT�
, Mishchenko e Valenti (2000).

Também é conhecido que qualquer '-identidade é consequência de uma '-
identidade multilinear. Por este motivo, para n > 1, consideramos

P 'n D spanF fw�.1/ � � �w�.n/ W � 2 Sn; wi D yi ou wi D zi ; i 2 Ng

o espaço dos '-polinômios multilineares de grau n nas variáveis y1; z1; : : : ; yn; zn
e estudamos o comportamento das '-identidades de uma '-álgebra, considerando
o espaço quociente

P 'n .A/ WD
P
'
n

P
'
n \ Id'.A/

:

Desta forma, temos interesse na seguinte definição.
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Definição 6.1.23. Definimos a n-ésima '-codimensão de uma '-álgebra A como
a dimensão de P 'n .A/ sobre F e a denotamos por c'n .A/.

Se A é uma álgebra com involução, escrevemos c�
n.A/ como a n-ésima �-

codimensão deA. Por outro lado, seA é uma superálgebra, denotamos por cgrn .A/

a sua n-ésima codimensão graduada.
QuandoA é uma PI-álgebra com um automorfismo ou um antiautomorfismo '

de ordem no máximo 2, a relação abaixo entre sua codimensão no caso ordinário
e a sua '-codimensão foi dada por Giambruno e Regev (1985)

cn.A/ 6 c'n .A/ 6 2ncn.A/: (6.2)

Paralelamente ao caso ordinário, também estamos interessados em '-álgebras
cuja sequência de '-codimensões é polinomialmente limitada, ou seja, aquelas
para as quais existem constantes k e a > 0 tais que c'n .A/ 6 ank . Nesse caso,
dizemos que A tem crescimento polinomial da sequência de '-codimensões.

É importante destacar que La Mattina, Mauceri e Misso (2009) provaram que
se A é uma '-álgebra unitária de crescimento polinomial das '-codimensões, en-
tão a sequência fc'n .A/gn>1 é descrita por um polinômio com coeficientes racio-
nais, ou seja, c'n .A/ � qns , para algum s > 0 e q 2 Q.

Por outro lado, dizemos que a sequência de '-codimensões de uma '-álgebra
cresce exponencialmente se existe um inteiro ˛ > 2 tal que c'n .A/ > ˛n, para todo
n > 1. Através da Equação (6.2), notamos que seA é uma álgebra de crescimento
exponencial, então a sequência de '-codimensões de A cresce exponencialmente,
ou seja,A tem crescimento exponencial como '-álgebra. Desta forma, claramente
as superálgebras Ggr e UT gr2 têm crescimento exponencial.

Também é conhecido que a álgebraM definida no Exemplo 4.5.20 é PI-equi-
valente à álgebra UT2 e, portanto,

cn.UT2/ D cn.M/ 6 c'n .M/ (6.3)

o que implica que c�
n.M�/ cresce exponencialmente.

Denotamos por var'.A/ a classe de todas as '-álgebras que satisfazem as
'-identidades satisfeitas por A, dita a '-variedade gerada por A. No caso em
que A é uma �-álgebra, denotaremos por var�.A/ a �-variedade gerada por A e
casoA seja uma superálgebra, denotaremos por vargr .A/ a supervariedade gerada
por A. Além disso, diremos que a '-variedade V tem crescimento polinomial se
V D var'.A/, para uma '-álgebra A de crescimento polinomial da sequência de
'-codimensões.
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Com todos esses conceitos estabelecidos, podemos apresentar os teoremas que
caracterizam '-variedades de crescimento polinomial através da exclusão de '-
álgebras da variedade. Nos referimos a esses teoremas como sendo do tipo Kemer.
No caso de supervariedades, o resultado foi provado por Giambruno, Mishchenko
e Zaicev (2001) e, no caso de �-variedades, a demonstração foi feita por Giam-
bruno e Mishchenko (2001).
Teorema 6.1.24. A sequência cgrn .V/ é limitada polinomialmente se, e somente
se, G; U T2;Ggr ; U T gr2 ;Dgr 62 V :
Teorema 6.1.25. A sequência c�

n.V/ é limitada polinomialmente se, e somente se,
D�;M� 62 V :

Pelas observações que fizemos anteriormente, a presença das '-álgebras G,
UT2, Ggr , UT gr2 eM� nos dois últimos teoremas não nos causa estranheza, mas
comoD é uma álgebra comutativa, temos cn.D/ D 1, para todo n > 1, e então de-
vemos explicar porqueDgr eD� aparecem nestes teoremas. A Equação (6.2) não
nos indica que Dgr e D� têm crescimento exponencial, mas tal fato foi provado
por Giambruno e Mishchenko (ibid.).
Proposição 6.1.26. ConsidereD' como uma das '-álgebras: D� ouDgr . Então
c
'
n .D'/ D 2

n; para todo n > 1:
Como no caso ordinário, temos que as subvariedades próprias das variedades

geradas pelas superálgebras G; U T2;Ggr ; U T gr2 e Dgr são de crescimento poli-
nomial das codimensões graduadas. O mesmo ocorre com as variedades geradas
por D� eM�, ou seja, todas as subvariedades próprias de var�.D�/ e var�.M�/

têm crescimento polinomial das �-codimensões.
Usando as mesmas ideias utilizadas no contexto ordinário, que foram apre-

sentadas na Seção 5.2, também podemos concluir que vargr .G/, vargr .UT2/,
vargr.Ggr/, vargr.UT gr2 / e vargr .Dgr / são as únicas variedades de crescimento
quase polinomial das codimensões graduadas e que var�.D�/ e var�.M�/ são as
únicas variedades de crescimento quase polinomial das �-codimensões.

Na próxima seção, vamos apresentar os resultados que classificam as subvarie-
dades de variedades de crescimento quase polinomial, tanto no contexto ordinário,
quanto no contexto de álgebras com estrutura adicional.

6.2 Variedades minimais de crescimento polinomial
Pelos resultados apresentados na Seção 5.2, sabemos que todas as subvariedades
próprias de cada uma das variedades var.G/ e var.UT2/ têm crescimento polino-
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mial. Nesta seção, vamos apresentar a classificação de todas essas subvariedades
que foi dada por La Mattina (2007). Dentre elas, destacamos as variedades mini-
mais de crescimento polinomial, as quais definiremos a seguir.

Recordemos que o Teorema 4.2.14 nos diz que ao considerar uma álgebra de
crescimento polinomial, temos que sua sequência de codimensões é dada por um
polinômio de algum grau k > 0 com coeficientes racionais. Assim, a partir de
agora, sempre que V for uma variedade de crescimento polinomial vamos dizer
que V é uma variedade de crescimento nk , para algum inteiro k > 0 e para sua
sequência de codimensões, escreveremos cn.V/ � qnk para algum q 2 Q.

Definição 6.2.1. Uma variedade V é minimal de crescimento polinomial nk se
cn.V/ � qnk , k > 1 e q > 0, e para qualquer subvariedade própria, U � V ,
temos que cn.U/ � q0nt com t < k para algum q0.

Para melhor explicar o conceito dado acima, vamos considerar as álgebras G4
e N4 definidas na Seção 4.1. Pelos Teoremas 4.1.13 e 4.1.15, temos

Id.G4/ D hŒx1; x2; x3�; Œx1; x2�Œx3; x4�Œx5; x6�iT

e
Id.N4/ D hŒx1; x2; x3; x4�; Œx1; x2�Œx3; x4�iT :

Assim, vemos que Œx1; x2; x3� 2 Id.G4/, mas Œx1; x2; x3� … Id.N4/. Por outro
lado, pelo Lema 4.1.3, temos Id.G4˚N4/ D Id.G4/\ Id.N4/ e, portanto, var.G4/
é uma subvariedade própria de var.G4 ˚ N4/. Agora, pelas Proposições 4.2.12
e 4.2.13, temos

cn.G4/ � qn4 e cn.N4/ � q
0n3; com q; q0

2 Q:

Usando que G4 2 var.G4 ˚N4/ e a Proposição 4.2.4, temos

cn.G4/ 6 cn.G4 ˚N4/ 6 cn.G4/C cn.N4/

e, com isso, podemos concluir que cn.G4 ˚ N4/ � zqn4, para algum zq 2 Q. Isto
mostra que a variedade var.G4 ˚N4/ é de crescimento n4, mas não é minimal.

Em geral, as variedades var.G2k/ e var.Ns/ são minimais, para k > 1 e s > 3,
respectivamente. A classificação de todas as subvariedades próprias de var.G/ e de
var.UT2/, dada por La Mattina (ibid.), tem como destaque as subvariedades mini-
mais e as álgebras G2k eNs têm papel fundamental, junto com outras álgebras que
iremos definir. A relevância de tais variedades está no fato de que estas são vistas
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como “blocos construtores”, que permitiram à autora apresentar uma classificação
completa das subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

Iniciamos apresentando o resultado que classifica todas as subvariedades mi-
nimais da variedade var.G/.

Teorema 6.2.2. Uma subvariedade própria V de var.G/ é uma variedade minimal
se, e somente se, V D var.G2k/, para algum k > 1.

Vamos agora apresentar o resultado que classifica todas as subvariedades mini-
mais da variedade var.UT2/ que finaliza a classificação dada por LaMattina. Para
isso, para cada k > 2, vamos introduzir duas novas famílias de álgebras Ak e Bk ,

considerando, para k > 2 fixo, a matrizHk D
k�1P
iD1

ei;iC1 2 UTk , assim como foi

feito para a definição das álgebras Nk .
Definimos as seguintes subálgebras de UTk:

Ak D spanF fe11;Hk;H 2
k
; : : : ;Hk�2

k
I e12; e13; : : : ; e1kg e

Bk D spanF fekk;Hk;H 2
k
; : : : ;Hk�2

k
I e1k; e2k; : : : ; ek�1;kg:

(6.4)

Exemplo 6.2.3. Como um exemplo das álgebras definidas acima, para k D 5

temos

A5 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
a b c d e

0 0 f g h

0 0 0 f g

0 0 0 0 f

0 0 0 0 0

1CCCCA W a; b; c; d; e; f; g; h 2 F
9>>>>=>>>>;

e

B5 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
0 f g h e

0 0 f g d

0 0 0 f c

0 0 0 0 b

0 0 0 0 a

1CCCCA W a; b; c; d; e; f; g; h 2 F
9>>>>=>>>>;

Podemos observar que, para cada k > 2, a álgebra Bk é a subálgebra de UTk
obtida ao refletir os elementos de Ak em relação a sua diagonal secundária, ou
seja, obtemos Bk aplicando a involução � em Ak .

O próximo teorema classifica, a menos de PI-equivalência, todas as subvarie-
dades minimais da variedade gerada pela álgebra UT2.
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Teorema 6.2.4. Uma subvariedade própria V de var.UT2/ é uma variedade mi-
nimal se, e somente se, ou V D var.Nk/ ou V D var.Ar/ ou V D var.Br/, para
algum k > 3; r > 2.

La Mattina (2007) utilizou a classificação feita nos dois últimos teoremas e
também determinou, a menos de PI-equivalência, todas as álgebras que geram
subvariedades das variedades var.G/ e var.UT2/.

Teorema 6.2.5. Seja A 2 var.G/. Então, ou A �PI G ou A �PI N ou A �PI
C ˚N ou A �PI G2k˚N , para algum k > 1, ondeN é uma álgebra nilpotente
e C é uma álgebra comutativa.

Teorema 6.2.6. Seja A 2 var.UT2/. Então, ou A �PI UT2 ou A �PI N
ou A �PI Nk ˚ N ou A �PI Nk ˚ Ar ˚ N ou A �PI Nk ˚ Bs ˚ N ou
A �PI Nk ˚ Ar ˚ Bs ˚N , onde N é uma álgebra nilpotente e k; r; s > 2.

Os resultados acima motivaram os estudos que visaram classificar variedades
minimais de crescimento polinomial de modo geral. Giambruno, La Mattina e
Zaicev (2014) estabeleceram tal classificação, no contexto de álgebras unitárias,
mostrando que existe um número finito de tais variedades geradas por álgebras
unitárias de crescimento assintótico no máximo n4 e apresentaram explicitamente
os T-ideais de cada uma dessas variedades. Para crescimento maior, os autores
mostraram que a quantidade de variedades minimais sobre um corpo de caracte-
rística zero é infinita e apresentaram ainda uma “receita” para a construção de
T-ideais de identidades de variedades minimais de crescimento maior ou igual a
n5.

A respeito de álgebras com estrutura adicional, também já existem classifi-
cações semelhantes àquela dada no contexto geral. A definição de '-variedade
minimal é essencialmente a mesma, apenas considerando-se as '-codimensões.

Definição 6.2.7. Dizemos que V é uma '-variedade minimal de crescimento po-
linomial nk se c'n .V/ � qnk; para algum racional não nulo q e um inteiro k > 0,
e c'n .U/ � bnt ; com t < k para qualquer subvariedade própria U de V e algum
b 2 Q:

Vamos iniciar apresentando a lista das subvariedades minimais das �-varieda-
des de crescimento quase polinomial, var�.D�/ e var�.M�/, e para isto, vamos
definir mais algumas álgebras.

Para k > 2; consideremos a seguinte subálgebra comutativa da álgebra UTk W

Ck D spanF
n
Ik;Hk;H

2
k ; : : : ;H

k�1
k

o
(6.5)
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onde Ik denota a matriz identidade k � k eHk D
k�1X
iD1

ei;iC1 2 UTk :

Exemplo 6.2.8. C5 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
a b c d e

0 a b c d

0 0 a b c

0 0 0 a b

0 0 0 0 a

1CCCCA W a; b; c; d; e 2 F
9>>>>=>>>>;

Podemos definir uma involução sobre Ck de modo a ter uma �-álgebra. Tal
involução é dada por0@˛Ik C X

16i<k
ˇiH

i
k

1A�

D ˛Ik C
X
16i<k

.�1/iˇiH
i
k; onde ˛; ˇi 2 F (6.6)

e vamos denotar por Ck;�, a álgebra Ck munida desta involução.
Como exemplo, em C5;� temos0BBBB@

a b c d e

0 a b c d

0 0 a b c

0 0 0 a b

0 0 0 0 a

1CCCCA
�

D

0BBBB@
a �b c �d e

0 a �b c �d

0 0 a �b c

0 0 0 a �b

0 0 0 0 a

1CCCCA :
Utilizando as �-álgebras Ck;� e as �-álgebras Qk;�, Pk;� e Rk;� definidas

na Seção 6.1, estamos prontos para apresentar a classificação das subvariedades
minimais das �-variedades de crescimento quase polinomial dada por La Mattina
e Martino (2016). Faremos isto nos próximos dois teoremas.

Teorema 6.2.9. Seja V uma subvariedade própria de var�.D�/: Então V é uma
�-variedade minimal se, e somente se, V D var�.Ck;�/, para algum k > 2.

Teorema 6.2.10. Seja V uma subvariedade própria de var�.M�/: Então V é uma
�-variedade minimal se, e somente se, ou V D var�.Qr;�/ ou V D var�.Pk;�/ ou
V D var�.Rk;�/, para algum k > 2; r > 2.

Vamos agora apresentar as álgebras que serão necessárias para enunciar os re-
sultados de La Mattina (2011) sobre a classificação das subvariedades minimais
das supervariedades de crescimento quase polinomial, vargr .G/, vargr .UT2/,
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vargr.Ggr/, vargr .UT gr2 / e vargr.Dgr /. Obviamente, como as superálgebras
G e UT2 têm graduação trivial, as subvariedades minimais já estão classificadas
no contexto geral já apresentado.

Para a superálgebra de Grassmann com graduação canônica Ggr , para k >
1, denotaremos por Ggr

k
a superálgebra obtida da subálgebra de dimensão finita

Gk , definida em Equação (4.1), com a graduação induzida de Ggr . Por exemplo,
Ggr2 D .F C Fe1e2; Fe1 C Fe2/.

Temos o seguinte.

Teorema 6.2.11. SejaV uma subvariedade própria de vargr.Ggr /. EntãoV é uma
supervariedade minimal se, e somente se, V D vargr .Ggr

k
/, para algum k > 1.

Para definir as superálgebras que geram subvariedades minimais da variedade
gerada por UT gr2 , vamos considerar as subálgebras Nk; Ak e Bk de UTk apre-
sentadas nas Equações (4.4) e (6.4) munidas de uma graduação induzida de uma
graduação elementar sobre UTk .

Para k > 2; definimos as superálgebras N gr

k
; A

gr

k
e Bgr

k
como as álgebras

Nk; Ak e Bk , respectivamente, com graduação elementar induzida por
g D .0; 1; : : : ; 1/ 2 Zk2 :

Como exemplo, considerando k D 5; temos

N5 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
a b c d e

0 a f g h

0 0 a f g

0 0 0 a f

0 0 0 0 a

1CCCCA W a; b; c; d; e; f; g; h 2 F
9>>>>=>>>>;

com .N gr
5 /.0/ D F.e11Ce22Ce33Ce44Ce55/C F.e23Ce34Ce45/CF.e24C

e35/C e25 e .N gr
5 /.1/ D Fe12 C Fe13 C Fe14 C Fe15.

Também, observando o Exemplo 6.2.3, vemos que

.A
gr
5 /

.0/ D Fe11 C F.e23 C e34 C e45/C F.e24 C e35/C Fe25
.A
gr
5 /

.1/ D Fe12 C Fe13 C Fe14 C Fe15

e

.B
gr
5 /.0/ D Fe55 C F.e23 C e34 C e45/C F.e24 C e35/C Fe25

.B
gr
5 /.1/ D Fe12 C Fe13 C Fe14 C Fe15:

Com isso, a classificação dada por La Mattina (2011) foi a seguinte.
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Teorema 6.2.12. Uma subvariedade própria de V de vargr .UT gr2 / é uma super-
variedade minimal se, e somente se, ou V D vargr .N gr

k
/ ou V D vargr.Agr

k
/ ou

V D vargr.Bgr
k
/, para algum k > 2.

Por fim, consideramos a subálgebra comutativa Ck da álgebra UTk , definida
na Equação (6.5), e definimos uma graduação elementar induzida por
g D .0; 1; 0; 1; :::/ 2 Zk2 � Vamos denotar a superálgebra obtida por C

gr

k
.

Por exemplo, para k D 5, temos

C5 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
a b c d e

0 a b c d

0 0 a b c

0 0 0 a b

0 0 0 0 a

1CCCCA W a; b; c; d; e 2 F
9>>>>=>>>>;

com .C
gr
5 /.0/ D F.e11C e22C e33C e44C e55/C F.e13C e24C e35/C Fe15

e .C gr5 /.1/ D F.e12 C e23 C e34 C e45/C F.e14 C e25/.
Temos a seguinte classificação das subvariedades minimais de vargr.Dgr/

dada por La Mattina (ibid.).

Teorema 6.2.13. Seja V uma subvariedade própria de vargr.Dgr/: Então V é
uma supervariedade minimal se, e somente se, V D vargr.C gr

k
/, para algum

k > 2.

Assim como no caso geral, os resultados de classificação das subvariedadesmi-
nimais das '-variedades de crescimento quase polinomial, dados por La Mattina e
Martino (2016) no contexto de �-álgebras, e por La Mattina (2011) no contexto de
superálgebras, motivaram a busca por resultados de classificação de '-variedades
minimais de crescimento polinomial de modo geral.

Tal classificação foi feita por Gouveia, dos Santos e Vieira (2020) conside-
rando '-variedades minimais geradas por álgebras unitárias. A primeira pergunta
é se existem '-variedades minimais geradas por álgebras unitárias que não são sub-
variedades das '-variedades de crescimento quase polinomial. A resposta é sim
e, como um exemplo, consideramos a subálgebra G2 da álgebra de Grassmann G
munida da involução

� W G2 ! G2 tal que �.ei / D �ei ; para i 2 f1; 2g:

Denotando essa �-álgebra por G2;� , La Mattina e Misso (2006) mostraram que

Id�.G2;� / D hŒy1; y2�; Œy1; z2�; z1 ı z2; z1z2z3iT�
:
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Com isso, vemos que G2;� não satisfaz a �-identidade z1z2 � 0 e, portanto,
G2;� … var�.M�/. Também observamos que Œz1; z2� … Id�.G2;� /, ou seja, temos
que G2;� … var�.D�/.

Além de provar que G2;� gera uma �-variedade minimal de crescimento qua-
drático, Gouveia, dos Santos e Vieira (2020) mostraram que existe um número
finito de '-variedades minimais geradas por álgebras unitárias de crescimento as-
sintótico no máximo quadrático e apresentaram explicitamente uma álgebra ge-
radora para cada uma destas '-variedades. A partir de crescimento cúbico, os
autores mostraram que a quantidade de '-variedades minimais sobre um corpo de
característica zero é infinita e explicitaram uma maneira de construir T'-ideais de
'-variedades minimais de crescimento maior ou igual a n3.

É importante ressaltar que o conhecimento das '-álgebras geradoras de sub-
variedades minimais das '-variedades de crescimento polinomial foi fundamental
para a classificação de todas as subvariedades dessas '-variedades em cada caso.

Antes de apresentar os resultados correspondentes, para duas '-álgebras A e
B , vamos estabelecer que A e B geram a mesma '-variedade se, e somente se,
Id'.A/ D Id'.B/. Neste caso, dizemos que A e B são T'-equivalentes. No caso
em que A e B são �-álgebras, denotamos essa situação por A �T�

B e, quando A
e B são superálgebras, a notação a ser usada será A �T2

B .
A seguir temos os resultados sobre as subvariedades das �-variedades de cres-

cimento quase polinomial dados por La Mattina e Martino (2016), onde os autores
mostram que as �-álgebras que geram subvariedades minimais em var�.M�/ e
var�.D�/ são fundamentais para determinar todas as outras.

Teorema 6.2.14. Seja A 2 var�.M�/. Então ou A �T�
M� ou A �T�

N ou
A �T�

Pk;� ˚ N ou A �T�
Qk;� ˚ N ou A �T�

Rt;� ˚ N ou A �T�
Pk;� ˚

Qk;� ˚ N ou A �T�
Pk;� ˚ Rt;� ˚ N ou A �T�

Qk;� ˚ Rt;� ˚ N ou A �T�

Pk;� ˚Qk;� ˚Rt;� ˚N , onde k; t > 1 e N é uma �-álgebra nilpotente.

Teorema 6.2.15. Seja A 2 var�.D�/. Então ou A �T�
D� ou A �T�

N ou
A �T�

N ˚C ou A �T�
Ck;�˚N , para algum k > 1, ondeN é uma �-álgebra

nilpotente e C é uma álgebra comutativa com involução trivial.

Para finalizar a seção, apresentamos os resultados de classificação das sub-
variedades das supervariedades de crescimento quase polinomial dados por La
Mattina (2011). Novamente os resultados mostram que as superálgebras gerando
subvariedades minimais em vargr .G/; vargr .UT2/; vargr .Ggr /; vargr.UT gr2 /

e vargr.Dgr / determinam todas as outras. Obviamente, como a descrição das
subvariedades de vargr.G/ e vargr .UT2/ já foi apresentada na situação em que a
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graduação é trivial, o que corresponde ao caso ordinário, vamos apenas descrever
as subvariedades das demais com graduação não trivial.

Teorema 6.2.16. Seja A 2 vargr.Ggr /. Então ou A �T2
Ggr ou A �T2

N ou
A �T2

C˚N ouA �T2
Ggr
k
˚N , para algum k > 1, ondeN é uma superálgebra

nilpotente e C é uma superálgebra comutativa com graduação trivial.

Teorema 6.2.17. Seja A 2 vargr .UT gr2 /. Então ou A �T2
UT

gr
2 ou A �T2

N

ouA �T2
C˚N ouA �T2

N
gr
t ˚N ouA �T2

A
gr

k
˚N ouA �T2

B
gr
r ˚N ou

A �T2
N
gr
t ˚A

gr

k
˚N ou A �T2

N
gr
t ˚B

gr
r ˚N ou A �T2

A
gr

k
˚B

gr
r ˚N

ou A �T2
N
gr
t ˚ A

gr

k
˚ B

gr
r ˚ N , onde k; r; t > 2 com N uma superálgebra

nilpotente e C uma superálgebra comutativa com graduação trivial.

Teorema 6.2.18. Seja A 2 vargr .Dgr /. Então ou A �T2
Dgr ou A �T2

N ou
A �T2

C ˚ N ou A �T2
C
gr

k
˚ N , para algum k > 2, onde N é uma superál-

gebra nilpotente e C é uma superálgebra comutativa com graduação trivial.

As classificações de variedades apresentadas nesta seção nos levam a ques-
tionar sobre classificações mais gerais de variedades de crescimento polinomial.
Uma pergunta relevante é se, de modo geral, as variedades minimais podem ser
consideradas de fato como “blocos construtores” para todas as variedades de cres-
cimento polinomial. Esta é uma questão em aberto até o presente momento.

6.3 Variedades de crescimento lento

Os resultados de classificações das subvariedades das variedades de crescimento
quase polinomial estabeleceram um interesse na pesquisa por resultados mais ge-
rais. Nesta seção, discutiremos sobre classificações que já são conhecidas tanto
no âmbito ordinário quanto no contexto de álgebras com estruturas adicionais.

Neste sentido, podemos nos perguntar se é possível estabelecer classificações
de variedades de crescimento polinomial considerando um valor assintótico espe-
cífico para a codimensão da variedade. De fato, alguns resultados são conhecidos
na tentativa de responder a pergunta: para k > 0 fixo e algum q 2 Q, a menos de
PI-equivalência, quais são as álgebras A tais que cn.A/ � qnk?

A seguir veremos os resultados que já foram provados nos diversos contextos
estudados, todos eles para valores pequenos do inteiro k > 0. Desta forma, te-
mos classificações para o que chamamos de variedades de crescimento lento das
codimensões.
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Iniciamos com o próximo teorema que classifica as variedades de crescimento
no máximo cúbico geradas por álgebras unitárias, que foi explicitado em Giam-
bruno, La Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 6.3.1. Seja A uma F -álgebra unitária. Se cn.A/ � qnk , para algum
q > 1 e k 6 3, então ou A �PI F ou A �PI N3 ou A �PI N4.

Observamos que as variedades de crescimento no máximo cúbico geradas por
álgebras unitárias são todas minimais e vemos também que não existe álgebra
unitária de crescimento linear. Do teorema anterior, usando a Proposição 4.2.13,
segue imediatamente o seguinte corolário, que fornece os valores das codimensões
possíveis de álgebras unitárias de crescimento no máximo cúbico.

Corolário 6.3.2. Seja A uma F -álgebra unitária. Se cn.A/ � qnk , para algum

q > 1 e k 6 3, então ou cn.A/ D 1 ou cn.A/ D 1 C
n.n � 1/

2
ou cn.A/ D

1C
n.n � 1/

2
C
n.n � 1/.n � 2/

3
.

A partir do corolário anterior, vemos que as possibilidades para o coeficiente
líder do polinômio que descreve a codimensão de uma álgebra unitária de cresci-
mento no máximo cúbico são

q D 1 ou q D
1

2
ou q D

1

3
:

Para crescimento assintótico n4, de Oliveira e Vieira (2021) classificaram as
variedades geradas por álgebras unitárias, mostrando que existem apenas 16 ál-
gebras nessas condições, sendo obtidas como somas diretas de álgebras unitárias
geradoras de variedades minimais de crescimento no máximo n4. Para apresentar
o resultado, vamos listar as variedades minimais de crescimento n4 geradas por
álgebras unitárias dadas por Giambruno, La Mattina e Zaicev (2014). Dos Teore-
mas 6.2.2 e 6.2.4, já sabemos que G4 e N5 geram variedades minimais. A seguir,
definiremos duas novas álgebras, a primeira delas é a seguinte subálgebra K1 de
UT5:

K1 D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0BBBB@
a b d e f

0 a c g h

0 0 a c i

0 0 0 a b

0 0 0 0 a

1CCCCA W a; b; c; d; e; f; g; h; i 2 F
9>>>>=>>>>;



6.3. Variedades de crescimento lento 257

e a segunda é a álgebra unitária K2 cujo T-ideal é dado por

I D hŒx2; x1; x1; x1�; Œx1; x2�
2; St4.x1; x2; x3; x4/iT :

O teorema de classificação de Giambruno, La Mattina e Zaicev (ibid.) de vari-
edades minimais de crescimento n4 é o seguinte.

Teorema 6.3.3. Seja V D var.A/ variedade de crescimento n4 gerada por uma
álgebra unitária A. Então V é minimal se, e somente se, ou A �PI G4 ou A �PI
N5 ou A �PI K1 ou A �PI K2.

O resultado geral de classificação das variedades de crescimento n4 geradas
por álgebras unitárias dado por de Oliveira e Vieira (2021) segue abaixo.

Teorema 6.3.4. Seja A um álgebra unitária. Então var.A/ é uma variedade de
crescimento n4 se, e somente se, A é PI-equivalente ou a G4 ou N5 ou K1 ou
K2 ou G4 ˚ N4 ou G4 ˚ K1 ou G4 ˚ K2 ou G4 ˚ N5 ou N5 ˚ K1 ou
N5˚K2 ou K1˚K2 ou N5˚K1˚G4 ou N5˚K2˚G4 ou N5˚K1˚K2
ou K1 ˚K2 ˚ G4 ou N5 ˚K1 ˚K2 ˚ G4.

Conforme observado anteriormente, não existem álgebras unitárias de cresci-
mento linear, mas em um ambiente mais geral, tratando-se de álgebras não ne-
cessariamente unitárias, temos um resultado de classificação das variedades de
crescimento no máximo linear dado por Giambruno e La Mattina (2005). Antes
de enunciar este resultado, vamos recordar as seguintes álgebras definidas na E-
quação (6.4):

A2 D

�
F F

0 0

�
e B2 D

�
0 F

0 F

�
:

Teorema 6.3.5. Seja A uma F -álgebra. Então as seguintes condições são equi-
valentes:

1. cn.A/ 6 kn para todo n > 1, para alguma constante k;

2. A é PI-equivalente ou aN ouC˚N ouA2˚N ouB2˚N ouA2˚B2˚N ,
onde N é uma álgebra nilpotente e C é uma álgebra comutativa.

Com isso, concluímos também que as variedades geradas por A2 e B2 são as
únicas variedades minimais de crescimento linear geradas por álgebras não uni-
tárias. Em relação às variedades minimais de crescimento quadrático, também
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temos um resultado geral de classificação, considerando adicionalmente varieda-
des geradas por álgebras não unitárias. Para enunciá-lo, consideramos as seguintes
álgebras não unitárias:

M5 D

0@ 0 F F

0 0 F

0 0 F

1A ; M6 D

0@ 0 F F

0 F F

0 0 0

1A

M7 D

8<:
0@ a b c

0 0 d

0 0 a

1A W a; b; c; d 2 F
9=; :

Já sabemos que N3 é, a menos de PI-equivalência, a única álgebra unitária
de crescimento quadrático. Agora o teorema a seguir, provado por Vieira e Jorge
(2006), apresenta todas as álgebras geradoras de variedades minimais de cresci-
mento quadrático, sem a exigência de serem unitárias.

Teorema 6.3.6. As variedades var.N3/; var.M4/; var.M5/; var.M6/ e var.M7/

são as únicas varieadades minimais de crescimento quadrático.

Em seguida apresentaremos brevemente os resultados sobre'-variedades, onde
fizemos a opção de não explicitar cada '-álgebra geradora e indicamos apenas as
referências de onde todos os detalhes podem ser encontrados.

• Giambruno, La Mattina e Misso (2006) apresentaram uma lista de 33 supe-
rálgebras que, a menos de equivalência, geram todas as supervariedades de
crescimento no máximo linear.

• La Mattina e Misso (2006) exibiram uma lista completa de 5 álgebras com
involução que, a menos de equivalência, geram todas �-variedades de cres-
cimento no máximo linear.

• Bessades et al. (2021) mostraram que, a menos de equivalência, existem
exatamente 16 superálgebras unitárias e 15 álgebras unitárias com involu-
ção gerando '-variedades de crescimento quadrático. Cada '-álgebra em
cada uma das listas é equivalente a uma soma direta finita de '-álgebras
unitárias distintas gerando variedades minimais de crescimento no máximo
quadrático.
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6.4 Um pouco mais de estrutura
Esta seção finaliza este livro e nela introduziremos um novo objeto de estudo: as
superálgebras munidas de involução graduada, que formam uma classe de álgebras
com estrutura adicional, foco de investigação por diversos autores nos últimos
anos. Vamos ver que vários conceitos e resultados sobre essa estrutura generalizam
aqueles já trabalhados no contexto de PI-álgebras, superálgebras e álgebras com
involução. Desta forma, nosso objetivo será apresentar os principais resultados
a respeito das chamadas �-superálgebras de crescimento polinomial que foram
obtidos recentemente.

Inicialmente, observamos que a involução reflexão � definida sobre a álgebra
M com graduação 0BB@

0BB@
a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 b 0

0 0 0 a

1CCA ;
0BB@
0 c 0 0

0 0 0 0

0 0 0 d

0 0 0 0

1CCA
1CCA (6.7)

é tal que .M .0//� D M .0/ e .M .1//� D M .1/. Com isso, temos um exemplo do
que chamamos involução graduada sobre uma superálgebra, conforme a definição
abaixo.
Definição 6.4.1. Uma involução � sobre uma superálgebra A D A.0/

:
C A.1/

tal que .A.0//� D A.0/ e .A.1//� D A.1/, é chamada de involução graduada.
Uma superálgebra A munida com uma involução graduada � é chamada de �-
superálgebra.

Como exemplo, a álgebraM com graduação definida na Equação (6.7) munida
da involução � é uma �-superálgebra, que denotaremos porM gri .

O estudo das �-superálgebras generaliza o estudo das álgebras com involução,
uma vez que toda �-álgebra é uma �-superálgebra considerada com graduação
trivial. Desta forma, a �-álgebraM� com graduação trivial é uma �-superálgebra.

Observamos ainda que, para uma superálgebra comutativaA, a aplicação iden-
tidade é uma involução graduada sobre A, chamada de involução graduada trivial.
Portanto, toda superálgebra comutativa é uma �-superálgebra considerada com
involução graduada trivial. Reciprocamente, se a aplicação identidade é uma in-
volução graduada sobre uma superálgebra A, então A é comutativa.
Exemplo 6.4.2. Considerando a álgebra comutativaD D F ˚ F , temos queD�

é uma �-superálgebra com graduação trivial e involução troca. Também a superál-
gebraDgr com involução trivial é uma �-superálgebra. Por fim, a mesma álgebra
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D, com graduação .F.1; 1/; F.1;�1// e munida da involução troca, também é
uma �-superálgebra, que denotaremos porDgri .

É possível mostrar que uma superálgebraAmunida de uma involução � é uma
�-superálgebra se, e somente se, os subespaços AC e A� são graduados, isto é,

AC
D .AC/.0/

:
C .AC/.1/ e A�

D .A�/.0/
:
C .A�/.1/:

Com isso, obtemos que qualquer �-superálgebraA pode ser escrita como soma
direta de 4 subespaços

A D .AC/.0/
:
C .AC/.1/

:
C .A�/.0/

:
C .A�/.1/:

Para nossos propósitos, estamos interessados em avaliar os elementos de uma
�-superálgebra em polinômios de acordo com a decomposição acima. Para fazer
isto, primeiramente escrevemos o conjunto enumerável de variáveis não comuta-
tivas X como uma união disjunta de quatro conjuntos

X D Y0 [ Y1 [Z0 [Z1

onde Y0 D fy1;0; y2;0; : : :g; Y1 D fy1;1; y2;1; : : :g; Z0 D fz1;0; z2;0; : : :g e Z1 D
fz1;1; z2;1; : : :g. Em seguida definimos a �-superálgebra livre F D F hX jZ2;�i
dando uma superestrutura em F tal que

• as variáveis em Y0 [Z0 são homogêneas de grau 0

• as variáveis em Y1 [Z1 são homogêneas de grau 1

e definindo uma involução � sobre F de modo que

• as variáveis em Y0 [ Y1 são simétricas

• as variáveis em Z0 [Z1 são antissimétricas.

Dessa forma, definindoF .0/ como o subespaço gerado por todos os monômios
nas variáveis emX , que têm um número par de variáveis de grau 1, eF .1/ como o
subespaço gerado por todos os monômios nas variáveis emX , que têm um número
ímpar de variáveis de grau 1, temos que F D F .0/

:
C F .1/ e, assim, .F .0//� D

F .0/ e .F .1//� D F .1/. Os elementos de F são chamados de .Z2;�/-polinômios.
Agora estamos aptos a estender a definição de identidade polinomial para a

situação em que trabalhamos com �-superálgebras.
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Definição 6.4.3. Dizemos que um .Z2;�/-polinômio

f D f .y1;0; : : : ; ym;0; y1;1; : : : ; yn;1; z1;0; : : : ; zp;0; z1;1; : : : ; zq;1/

é uma .Z2;�/-identidade de uma �-superálgebra A, e escrevemos f � 0 em A,
se

f .aC
1;0; : : : ; a

C
m;0; a

C
1;1; : : : ; a

C
n;1; a

�
1;0; : : : ; a

�
p;0; a

�
1;1; : : : ; a

�
q;1/ D 0

para todos aC
1;0; : : : ; a

C
m;0 2 .A

C/.0/, aC
1;1; : : : ; a

C
n;1 2 .A

C/.1/, a�
1;0; : : : ; a

�
p;0 2

.A�/.0/ e a�
1;1; : : : ; a

�
q;1 2 .A

�/.1/.

Observemos que sempre que uma �-superálgebra A tem graduação trivial, te-
mos que y1;1 e z1;1 são .Z2;�/-identidades de A. Deste modo, estes são exem-
plos de .Z2;�/-identidades deM� e de D�. Também temos como exemplos que
z1;0z2;0 � 0 emM� e Œy1;0; y2;0� � 0, Œy1;0; z2;0� � 0 e Œz1;0; z2;0� � 0 emD�.

Nosso objetivo agora é estender a definição de codimensões para o caso em que
temos uma�-superálgebra. Para isso, consideramos o ideal das .Z2;�/-identidades
de A:

Idgri .A/ D ff 2 F W f � 0 em Ag

denominado de T�
2-ideal de A.

Como F é um corpo de característica zero, da mesma forma que o caso or-
dinário, Idgri .A/ é finitamente gerado como T�

2-ideal e também neste contexto,
temos que Idgri .A/ é completamente determinado por seus polinômios multiline-
ares. Assim, para n > 1, definimos

P grin D spanF fw�.1/ � � �w�.n/ W wi 2 fyi;0; yi;1; zi;0; zi;1g; � 2 Sng

como o espaço dos .Z2;�/-polinômios multilineares de grau n nas variáveis
y1;0; : : : ; yn;0, y1;1; : : : ; yn;1, z1;0; : : : ; zn;0, z1;1; : : : ; zn;1.

Para estudar o comportamento das .Z2;�/-identidades satisfeitas por uma
�-superálgebra A, consideramos o espaço quociente

P grin .A/ D
P
gri
n

P
gri
n \ Idgri .A/

e estabelecemos a seguinte definição.
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Definição 6.4.4. A n-ésima codimensão�-graduada deA é definida como o inteiro
não negativo dado por

cgrin .A/ D dimF .P grin .A//; n > 1:

Novamente, como no caso ordinário, consideramos vargri .A/ a classe das
�-superálgebras que satisfazem todas as .Z2;�/-identidades de A, chamada a
�-supervariedade gerada por A. Quando V D vargri .A/, definimos cgrin .V/ D
c
gri
n .A/.

Vamos dizer que uma �-supervariedade V tem crescimento polinomial, se exis-
tem constantes q; k tais que cgrin .V/ 6 qnk , para todo n > 1. Por outro lado,
dizemos que uma �-supervariedade V tem crescimento exponencial, se existe um
inteiro ˛ > 2 tal que cgrin .V/ > ˛n; para n suficientemente grande.

Dizemos ainda que a sequência de codimensões �-graduadas fcgrin .A/gn>1 de
uma �-superálgebra A é limitada exponencialmente se existem constantes a; ˛ >
0 tais que cgrin .A/ 6 a˛n para todo n > 1.
Observação 6.4.5. Giambruno, dos Santos e Vieira (2016) observaram que, dada
A uma �-superálgebra, podemos considerar suas identidades ordinárias, suas �-
identidades e suas identidades graduadas para estabelecer relações entre as codi-
mensões correspondentes como abaixo:

1. cn.A/ 6 c�
n.A/ 6 c

gri
n .A/I

2. cn.A/ 6 cgrn .A/ 6 cgrin .A/I

3. cgrin .A/ 6 4ncn.A/:

Com isso, os autores obtiveram o seguinte resultado.

Corolário 6.4.6. SejaA uma �-superálgebra. EntãoA é PI-álgebra se, e somente
se, sua sequência de codimensões �-graduadas é limitada exponencialmente.

De acordo com Equação (6.3), sabemos que cn.M/ cresce exponencialmente
e a partir das relações acima temos

cn.M/ 6 cgrin .M�/ e cn.M/ 6 cgrin .M gri /

ou seja,M� eM gri são �-superálgebras de crescimento exponencial. Além disso,
D� eDgr são '-álgebras de crescimento exponencial e

c�
n.D�/ 6 cgrin .D�/ e cgrn .Dgr/ 6 cgrin .Dgr/
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ou seja,D� eDgr são �-superálgebras de crescimento exponencial. Por fim, tam-
bém temos cgrin .Dgri / D 2n para n > 1 e uma demonstração explícita está no
artigo de do Nascimento e Vieira (2019).

O importante agora é questionar se podemos caracterizar �-supervariedades
de crescimento polinomial provando um teorema do tipo Kemer. Com o próximo
resultado de Giambruno, dos Santos e Vieira (2016) vemos que resposta é sim.

Teorema 6.4.7. Uma �-supervariedade V D vargri .A/ tem crescimento poli-
nomial das codimensões �-graduadas se, e somente se, D�, Dgr , Dgri , M�,
M gri … V .

Usando a mesma linguagem utilizada no contexto ordinário apresentado na
Seção 5.2 e no contexto de '-álgebras da Seção 6.1, também podemos concluir
que vargri .D�/, vargri .Dgr /, vargri .Dgri /, vargri .M�/ e vargri .M gri / são
as únicas �-supervariedades de crescimento quase polinomial das codimensões
�-graduadas.

É importante comentar que as subvariedades das �-supervariedades de cresci-
mento quase polinomial também já foram determinadas nos artigos de La Mattina
(2011), Ioppolo e La Mattina (2017) e La Mattina e Martino (2016). Analoga-
mente aos casos anteriores comentados, observa-se que a partir das subvariedades
minimais das �-supervariedades de crescimento quase polinomial obtêm-se todas
as demais subvariedades nas situações estudadas.

Em relação a classificações de �-supervariedades de crescimento lento, res-
saltamos o resultado de Ioppolo e La Mattina (2017) que classifica, a menos de
T�
2-equivalência, todas as �-superálgebras de crescimento no máximo linear. Usa-

remos A �T �
2
B para dizer que A e B são �-superálgebras T�

2-equivalentes, isto
é, Idgri .A/ D Idgri .B/.

Para apresentar a classificação feita, será necessário introduzir algumas
�-superálgebras a partir de álgebras já anteriormente definidas.

Consideremos a seguinte álgebra dada pela Equação (6.5):

C2 D

��
a b

0 a

�
W a; b 2 F

�
:

A partir de C2, obtemos as seguintes �-superálgebras:

• C2;�, a álgebraC2 com graduação trivial e involução dada na Equação (6.6),
ou seja, �

a b

0 a

��

D

�
a �b

0 a

�
: (6.8)
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• C gri2 , a álgebra C2 com graduação .F.e11 C e22/; Fe12/ e involução defi-
nida como na Equação (6.8).

• C gr2 , a álgebraC2 com graduação .F.e11 C e22/; Fe12/ e involução trivial.

Consideramos também a seguinte álgebra R2 dada pela Equação (6.1)

R2 D

8̂̂<̂
:̂
0BB@
a b 0 0

0 0 0 0

0 0 0 c

0 0 0 a

1CCA W a; b; c 2 F
9>>=>>;

e construímos as �-superálgebras:

• R2;�, a álgebra R2 com graduação trivial e involução reflexão �.

• Rgri2 , a álgebraR2 com graduação .F.e11 C e44/; Fe12 C Fe34/ e involu-
ção reflexão �.

Usando as �-superálgebras definidas acima, Ioppolo e La Mattina (2017) pro-
varam o seguinte resultado que classifica as �-superálgebras de crescimento no
máximo linear.

Teorema 6.4.8. Seja A uma �-superálgebra tal que cgrin .A/ 6 an, para alguma
constante a. Então

A �T �
2
B1 ˚ � � � ˚ Bm

onde, para todo i D 1; : : : ; m, Bi é T�
2-equivalente a uma das seguintes �-super-

álgebras:

N; C˚N; C2;�˚N; R2;�˚N; R2;�˚C2;�˚N; C
gri
2 ˚N; C

gr
2 ˚N; R

gri
2 ˚

N; C
gri
2 ˚ C

gr
2 ˚ N; C

gri
2 ˚ R

gri
2 ˚ N; C

gr
2 ˚ R

gri
2 ˚ N; C

gri
2 ˚ C

gr
2 ˚

R
gri
2 ˚ N; onde C é uma �-superálgebra comutativa com graduação trivial e

involução trivial e N é uma �-superálgebra nilpotente.

Considerando que �-supervariedades minimais são definidas da mesma forma,
como foi feito na Definição 6.2.7, apenas com diferença que consideramos codi-
mensões �-graduadas, obtemos como consequência do teorema anterior que as
�-superálgebrasR2;�,Rgri2 ,C2;�,C gri2 eC gr2 geram, amenos de T�

2-equivalência,
as únicas �-supervariedades minimais de crescimento linear. Além disso, cada
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uma destas é subvariedade de alguma �-supervariedade de crescimento quase po-
linomial.

Para concluir as informações sobre as �-supervariedades minimais já obtidas
até o presente momento, temos um resultado de Ioppolo, dos Santos et al. (2021)
que determina de forma explícita as 36 �-superálgebras que geram, a menos de
T�
2-equivalência, as únicas�-supervariedadesminimais de crescimento quadrático.

Dentre essas 36 �-superálgebras minimais, 27 geram �-supervariedades que não
são subvariedades das *-supervariedades de crescimento quase polinomial.

A classificação geral de �-supervariedades de crescimento quadrático, ou cres-
cimento maior, até o momento, ainda não é conhecida.
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