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Este livro ¢ dedicado a introducdo a teoria de dlgebras com identidades polinomi-
ais, conhecida como Pl-teoria. Para isso, essencialmente consideraremos algebras
associativas sobre um corpo F de caracteristica zero. Polindmios em variaveis
ndo comutativas, se anulando sob avaliagdo de elementos em uma algebra, sdo
definidos como identidades polinomiais e foram considerados inicialmente nos
trabalhos de Dehn (1922) e Wagner (1937).

Uma élgebra satisfazendo uma identidade polinomial ndo nula é denominada
uma PI-algebra. Qualquer algebra comutativa ¢ uma PI-algebra, e um exemplo de
uma PI-algebra ndo comutativa ¢ a algebra U T3, de matrizes triangulares superio-
res 2x 2 sobre um corpo F. Em geral, dlgebras de dimensao finita sdo exemplos de
PI-algebras, satisfazendo um polindmio especial, chamado polinémio standard'.
Por outro lado, um excelente exemplo de uma PI-algebra de dimensao infinita é a
algebra de Grassmann G, ou algebra exterior.

O desenvolvimento da Pl-teoria teve inicio basicamente a partir do artigo de
Kaplansky (1948), dedicado a descri¢do da estrutura de uma PI-algebra primitiva.
Dois anos ap6s a publicagdo do Teorema de Kaplansky, Amitsur e Levitzki (1950)
provaram que o polinémio standard de grau 2k ¢ uma identidade de grau minimo
da algebra de matrizes My (F). Para provar o resultado, os autores usaram mé-
todos puramente combinatoriais, introduzindo um novo tipo de abordagem na PI-
teoria, cujo objetivo passou a ser a descrigdo das identidades satisfeitas por uma
algebra. Com isso, o interesse se tornou em determinar o conjunto Id(A) de todas
as identidades polinomiais de uma dada algebra A.

Faremos a opgdo de ndo traduzir a palavra standard para o portugués.



O conjunto Id(A) é um T-ideal de F (X)), a algebra de polindmios em um con-
junto enumeravel X de variaveis ndo comutativas sobre F, isto €, ¢ um ideal inva-
riante sob todos os endomorfismos de F (X ), e é chamado o T-ideal de A. Specht
(1950) conjecturou que, sobre um corpo de caracteristica zero, o T-ideal de uma
algebra associativa ¢ finitamente gerado como um T-ideal.

A conjectura de Specht foi provada para alguns casos particulares nos anos
seguintes, ¢ a demonstragao completa foi dada por Kemer (1988). Além disso, o
T-ideal Id(A) é gerado por polindmios multilineares, ou seja, por polindmios cujas
variaveis aparecem uma unica vez em cada um de seus monomios. Mas mesmo di-
ante dessas informagdes, € importante destacar que a descri¢cao do T-ideal de uma
algebra ¢, em geral, um problema dificil. De fato, exemplificamos que, mesmo
para a algebra de matrizes M} (F), o T-ideal foi descrito somente para k = 1 ¢
k = 2, até o presente momento. Na tentativa de minimizar a dificuldade encon-
trada na determinag@o do T-ideal de uma algebra A, alguns invariantes numéricos
associados & A foram introduzidos, para conhecer informagdes quantitativas sobre
Id(A). Um invariante numérico muito util € a chamada sequéncia de codimensoes
de uma algebra A. Tal sequéncia, denotada {c,(A4)},=1, foi introduzida por Re-
gev (1972) e mede, de uma certa maneira, a taxa de crescimento das identidades
polinomiais satisfeitas por A.

E bem compreendido que se A é uma Pl-algebra, entfio a sequéncia de codi-
mensdes cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente, isto é, existem
constantes a, k = 0 tais que ¢, (A) < an® para todo n = 1. Nesse ultimo caso,
dizemos que A tem crescimento polinomial.

A sequéncia de codimensdes, além de ser uma importante ferramenta, tornou-
se um dos principais objetos de investigacdo na Pl-teoria e, nos ultimos anos, tem
sido estudada por diversos autores. A possibilidade de algebras distintas possui-
rem o mesmo T-ideal nos leva a estudar a classe das algebras que satisfaga to-
das as identidades de uma dada algebra A, chamada de variedade gerada por 4
e denotada por var(A). Para uma variedade de algebras ¥V = var(A), definimos
cn(V) = cn(A). Um dos principais objetivos da Pl-teoria tem sido caracterizar
e classificar variedades de algebras V por meio do comportamento assintotico da
sequéncia ¢, (V). Em particular, nesse livro, temos interesse em variedades com
crescimento polinomial da sequéncia de codimensoes, isto é, variedades geradas
por algebras de crescimento polinomial.

O estudo das variedades de crescimento polinomial foi iniciado por Kemer
(1979). Mais especificamente, ele mostrou que var(A) tem crescimento polinomial
se, e somente se, G e UT>(F) ¢ var(A). Como consequéncia dessa caracterizagio,
segue que var(G) e var(U T, (F)) sdo as tnicas variedades de crescimento quase



polinomial, isto é, as sequéncias de codimensdes de G ¢ de U T»(F) crescem ex-
ponencialmente, mas qualquer subvariedade propria de var(G) e de var(U T>(F))
tem crescimento polinomial.

Este livro foi escrito com o objetivo de motivar estudantes interessados na area
de algebra a conhecer resultados cléssicos e também recentes da PI-teoria, necessa-
rios para apresentar uma demonstragdo moderna do Teorema de Kemer e fornecer
outras caracterizagoes de variedades de algebras de crescimento polinomial.

Ao escrever o livro, nossa preocupacéo foi deixar um bom registro dos princi-
pais resultados em algebra ndo comutativa, importantes ferramentas no desenvol-
vimento da Pl-teoria. Fizemos a opcao de detalhar o conteudo de tais tdpicos, ndo
apenas para servir de apoio aos estudantes interessados no estudo de PI-algebras,
mas também para que os colegas possam utilizar o primeiro capitulo do livro em
seus cursos basicos de teoria de anéis e modulos.

Dessa forma, no Capitulo 1, apresentamos as nog¢des de anéis e modulos, se-
guidos de diversos resultados importantes sobre esses objetos. Introduzimos o
conceito de produto tensorial de moédulos e provamos o Teorema de Wedderburn—
Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. Provamos também o Teo-
rema de Wedderburn, que apresenta a estrutura de anéis semissimples. Definimos
o radical de Jacobson de um anel e provamos suas propriedades. Por fim, dedica-
mos a ultima se¢do ao estudo das algebras, objeto principal de estudo deste livro, e
provamos o Teorema de Wedderburn—Malcev. Este capitulo pode ser dispensado
por estudantes que tenham conhecimento basico dos resultados citados.

No Capitulo 2, nos preocupamos em explicitar os resultados essenciais a res-
peito de representagdes e caracteres de um grupo finito, tendo como foco o grupo
simétrico S,. Esse grupo tem participagdo especial no estudo do crescimento da
sequéncia de codimensdes de uma PI-algebra, devido a sua ag@o sobre o espaco
dos polindmios multilineares de grau n. Destacamos os resultados essenciais da
teoria desenvolvida por A. Young para o estudo dos caracteres irredutiveis de Sy.

O Capitulo 3 tem como foco a introduc@o aos objetos principais deste livro,
os polinémios na algebra livre F (X ) e as PI-algebras. Provamos propriedades
importantes sobre os geradores do T-ideal de uma PI-algebra e demonstramos o
processo de multilinearizagdo, que permite obter uma identidade multilinear a par-
tir de uma identidade qualquer de uma algebra. Na se¢do final, demonstraremos o
célebre Teorema de Amitsur—Levitzki.

No Capitulo 4, definimos as variedades de algebras, apresentamos resultados
destacados a respeito e damos exemplos de algebras PI-equivalentes, isto €, que
geram a mesma variedade. Definimos, ainda, a sequéncia de codimensdes de uma



algebra e o significado de crescimento polinomial e exponencial. Damos exemplos
de algebras de crescimento polinomial e calculamos a sequéncia de codimensdes
das algebras G e U T», mostrando que estas tém crescimento exponencial. Intro-
duzimos, também, os conceitos de superalgebra e de Pl-expoente.

Iniciamos o Capitulo 5 estabelecendo um resultado que fornece uma condigao
necessaria e suficiente para que uma variedade seja gerada por uma algebra de
dimensao finita e provamos o célebre Teorema de Kemer, que caracteriza varieda-
des de crescimento polinomial das codimensdes via exclusdo de G e U T, da varie-
dade. Além disso, introduzimos a sequéncia de cocaracteres {y,(A4)},>1 de uma
algebra e demonstramos o resultado que caracteriza as variedades de crescimento
polinomial por meio da decomposigdo de y,(A4). Ao final, apresentamos mais um
resultado de caracterizagdo, provando que uma algebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, var(A) = var(B), onde B é uma algebra de dimensio
finita, que tem uma decomposig@o explicita como soma direta de subalgebras com
propriedades particulares.

O Capitulo 6 foi preparado com a intengao de atrair os interessados na area de
algebra a se aprofundar em resultados de pesquisa recentemente desenvolvidos na
Pl-teoria. Este capitulo ndo contém as demonstragdes dos resultados apresentados,
pois o objetivo € motivar o leitor a estudar os artigos onde foram publicados. Nele,
destacamos a importancia das variedades minimais de crescimento polinomial e
introduzimos as @-algebras, que sdo as algebras com estrutura adicional. Apresen-
tamos a extensao das nogdes de identidades e codimensdes para g-algebras, os te-
oremas de caracterizagdo de ¢-variedades de crescimento polinomial e resultados
de classificacdo em diversos aspectos. Ao final, consideramos as superalgebras
com involug¢do graduada, objeto recente de estudo na Pl-teoria, e apresentamos
o teorema de caracterizacdo de variedades de crescimento polinomial correspon-
dente, junto com resultados de classificacdo ja provados.

Convém ressaltar que, no decorrer dos capitulos, foram inseridos diversos exer-
cicios interessantes com importantes informagodes sobre o assunto em desenvolvi-
mento no texto. Também, ao fim da cada uma das se¢des dos Capitulos 1 a 5,
sugerimos uma lista de sentencas afirmativas sobre o conteudo descrito, para que
os leitores possam decidir se sdo verdadeiras ou falsas, o que chamamos Exercicios
V ou F da segdo correspondente.

A redagao deste livro ¢ uma importante contribui¢do para a motivacao de no-
vos estudiosos em Pl-teoria no Brasil, pela escassez de literatura em portugués so-
bre o assunto. Os primeiros livros dedicados a PI-teoria foram publicados nos anos
1970 e 1980, como, por exemplo, os livros de Procesi (1973), Jacobson (1975) e
Rowen (1980). A prova da conjectura de Specht pode ser consultada na importante



monografia de Kemer (1991). Diversos livros dedicam algumas se¢des ao trata-
mento de algebras com identidades polinomiais tais como os de Herstein (1968),
Passman (1977), Rowen (1991) e Formanek (1991). Aos leitores interessados em
se aprofundar de modo mais geral na Pl-teoria, indicamos as literaturas mais atu-
alizadas de Drensky (2000), Giambruno ¢ Zaicev (2005) e Aljadeff et al. (2020).
Por fim, um interessante material com resultados recentes de pesquisa em Pl-teoria
¢ o livro editado por Di Vincenzo e Giambruno (2021), que pode ser consultado
pelo leitor interessado na area.

Queremos deixar registrado aqui, nossos agradecimentos aqueles que contri-
buiram para uma melhor qualidade deste livro. Aos nossos orientandos Maralice
Assis e Wesley Quaresma, e a Dafne Bessades e a Maria Luiza Santos, douto-
ras recentemente formadas em Pl-teoria sob nossa orientagdo, pela revisdo dos
termos matematicos ¢ pela sugestdo de exercicios para as se¢des. Aos nossos estu-
dantes que colaboraram com discussdes durante os seminarios sobre os assuntos
deste livro. Aos colegas: Thiago Castilho de Mello e Luis Felipe Gongalves Fon-
seca, pelas sugestoes e empréstimo de material para a elaboracdo deste texto. Por
fim, agradecemos a organizacio do 33° Coléquio Brasileiro de Matematica pela
oportunidade de divulgar a Pl-teoria e pelo apoio constante de edi¢cdo durante a
elaboracao do texto.

Belo Horizonte, maio de 2021

Rafael Bezerra dos Santos e Ana Cristina Vieira



Este capitulo inicial contém os resultados que julgamos importantes para uma boa
compreensao de todos os demais. Na Seco 1.1, fazemos uma pequena revisao
sobre teoria de anéis, fixando a nota¢ao que sera utilizada em todo o livro. Na
Secdo 1.2, estudamos o conceito de modulos e provamos suas principais propri-
edades. Finalizamos a se¢do definindo o produto tensorial, com a finalidade de
estudar a extensdo de escalares de um espago vetorial. A Secdo 1.3 ¢ uma segdo
central do capitulo, onde estudamos a semissimplicidade de anéis e modulos. Defi-
nimos a no¢do de anéis e moédulos artinianos e noetherianos e provamos o Teorema
de Wedderburn—Artin, que caracteriza os anéis artinianos semissimples. E nesta
secdo que definimos o radical de Jacobson de um anel, um ideal em destaque na
teoria de anéis. Por fim, na Se¢do 1.4, introduzimos o conceito de algebras sobre
um corpo, o principal objeto de estudo deste livro, e construimos a se¢do com o ob-
jetivo de demonstrar um dos principais teoremas utilizados neste livro: o Teorema
de Wedderburn—Malcev.

Este capitulo contém resultados classicos em algebra ndo comutativa, podendo
ser dispensado pelo leitor mais avangado. No final do capitulo, faremos um resumo
com os principais resultados sobre algebras utilizados nos capitulos seguintes.



2 1. Algebras associativas

1.1 Anéis

Esta se¢do ¢ introdutoria e pode ser dispensada aos leitores que ja tem conheci-
mento basico sobre teoria de anéis. Aqui, faremos uma breve revisao dos resulta-
dos necessarios para o desenvolvimento deste livro.

Definicao 1.1.1. Um anel R ¢ um conjunto ndo vazio munido de duas operagdes
binarias, + : Rx R — Re-: Rx R — R, que chamaremos de adi¢do e multipli-
cacdo, respectivamente, tais que para todos a, b, ¢ € R, as seguintes propriedades
sdo validas:

l.a+b=>b+a;

2.a+b+c)=(@+b)+c;

3. Existe um elemento neutro aditivo 0 € R tal que a + 0 = q;
4

. Existe um inverso aditivo —a € R tal que a + (—a) = 0;

|9,

a-(b-c)y=(a-b)-c;

o

a-b+c)y=a-b+a-c;
7. (a+b)-c=a-c+b-c.

As propriedades 1, 2, 3 ¢ 4 dizem que o conjunto R munido da operagdo + ¢
um grupo abeliano', e escreveremos (R, +). A partir de agora, iremos omitir o
ponto no produto de dois elementos de um anel R e escreveremos a - b = ab.

Neste livro, ndo exigimos a comutatividade da multiplicacdo em um anel. Por
isso, definiremos esse fato isoladamente.

Dizemos que um anel R é comutativo se ab = ba, para quaisquer a,b € R.
Um anel R é um dominio, se ab = 0 implica que oua = 0 ou b = 0. Elementos
ndo nulos a,b € R tais que ab = 0 sdo chamados de divisores de zero. Assim,
um dominio € um anel sem divisores de zero.

Defini¢do 1.1.2. Um anel R contendo um elemento 1 # 0 tal que
la =al =a, paratodoa € R

¢ chamado de anel com unidade. Um dominio comutativo com unidade é chamado
de dominio de integridade.

10 leitor interessado deve ver no Capitulo 2 uma definigdo geral de grupo.



1.1. Anéis 3

Defini¢éo 1.1.3. Um elemento a em um anel com unidade R € dito ser invertivel,
se existe um elemento, que denotaremos por a~! € R e chamado de inverso de a,
tal que

aac ' =ala=1.

Em um anel com unidade, consideramos o conjunto
U(R) = {a € R : a é invertivel}

chamado de grupo das unidades de R. Um anel com unidade tal que todos os
elementos diferentes de 0 sdo invertiveis, isto é, Y(R) = R — {0}, é chamado de
anel de divisdo. Um anel de divisdo comutativo ¢ chamado de corpo.

Como exemplos basicos de dominios de integridade, temos os conjuntos Z, Q,
R, C dos nimeros inteiros, racionais, reais e complexos, respectivamente, com
operacdes de adi¢do e multiplica¢do usuais.

Recordemos que/(Z) = {—1, 1}. Logo, Z ndo é um corpo, enquanto Q, R, C
sao exemplos de corpos.

Exemplo 1.1.4. O anel Z,, = {0,1,...,m — 1} da classe dos restos modulo m é
um anel comutativo com unidade que ¢ um corpo se, e somente se, m ¢ primo.

Percebemos, entdo, que temos exemplos de corpos infinitos e de corpos finitos.
Neste livro, conforme veremos, temos um interesse maior por resultados sobre
corpos infinitos.

Exemplo 1.1.5. O conjunto M, (R) de todas as matrizes n x n com entradas em
um anel R, com as operagdes de adi¢do e multiplicagdo usuais, € um anel.

Em geral, o anel M, (R) ndo ¢ um anel comutativo. Além disso, se R possui
unidade, entdo M, (R) também possui unidade. Neste caso, denotamos por

I, sei=j

L= 1Ip = (ajj) = 0, sei#j

e I, é chamada de matriz identidade n X n.
Se R é um anel com unidade, denotamos por e;; a matriz que possui o elemento
1 na entrada (i, j ) ¢ 0 nas demais.
As matrizes e;j, i,j € {1,...,n}, sdo chamadas de matrizes elementares.
n

Note que I, = ) ej; e que ejjex; = §;xe;;, onde
i=1

5. 1, sej=k
=00, sej Ak
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denota o delta de Kronecker. Observe que se n = 2, entdo as matrizes elementares
sao divisores de zero em M, (R).

Se R ¢ um anel, entdo o conjunto
UTuw(R) = {(aij) € My(R) :a;j =0 se i > j} C M,(R) (1.1

¢ um anel, com as operagoes de soma e multiplicagdo usuais de matrizes, chamado
de anel das matrizes triangulares superiores n x n com entradas em R. Quando
R = F for um corpo, denotaremos o anel U T, (F') simplesmente por U T,.

Em seguida, veremos mais alguns exemplos de anéis.

Exemplo 1.1.6. Sejam i, j, k simbolos e denote por
H = {xo + x1i + x2j + x3k : x0, X1, X2, X3 € R}.

Vamos dar uma estrutura de anel ao conjunto H, definindo a adigdo de dois
elementos @ = x9 + x1i + x2j + x3ke B = yo+ y1i + y2j + y3k por

o+ B = (xo+ yo) + (x1 +y1)i +(x2+y2)j + (x3+ y3)k

¢ a multiplicagdo ¢ definida distributivamente, com a multiplicagdo entre os sim-
bolos i, j, k dada da seguinte maneira:

i2=j2=k2:—1

ij=k=—ji
jk=i=—kj
ki=j=—ik.

O conjunto H com as operag¢des acima é chamado de anel dos quatérnios reais.
Dado um quatérnio o« = xo + x1i + x2j + x3k € H, definimos o conjugado o
de « por

o = X0 —xli —X2j —X3k.

A norma de « € definida por
[l =a&=x§+x%+x§+x§

e observe que para todo @ € H, ||a|| = O e ||a|| = O se, e somente se, ¢ = 0.

Agora, se @ € H,a # 0, defina o’ = Hz—” Logo,
o o
@ el
el [lel]

De maneira analoga, pode-se verificar que o’a = 1. Com isso, o’ = o~ ! e

este argumento mostra que H € um anel de divisao.
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Exemplo 1.1.7. Sejam R um anel e x uma variavel. O conjunto R[x] dos polin6-
mios na variavel x com coeficientes em R, com operagdes de soma e multiplicacio
usuais, € um anel, chamado de anel de polindmios na variavel x. O anel R[x]:

1. tem unidade se, e somente se, R tem unidade;
2. é comutativo se, e somente se, R é comutativo;
3. é um dominio se, e somente se, R € um dominio.

Exemplo 1.1.8. SejaC%([a,b]) = {f: [a.b] — R : f écontinua}. Dados f, g €

C%([a, b)), defina (f + g)(x) = f(x) + g(x) e (fg)(x) = f(x)g(x). Com
essas operagdes, C°([a, b]) é um anel comutativo com unidade, chamado anel das
fungdes continuas no intervalo [a, b].

Os exercicios a seguir apresentam algumas propriedades importantes sobre
elementos de um anel.

Exercicio 1.1.9. Seja R um anel. Mostre que:
(a) O elemento 0 € R, do item 3 da Defini¢do 1.1.1, € tinico.
(b) O elemento —a € R, do item 4 da Definigao 1.1.1, é tnico.
(c) Se R tem unidade, entdo o elemento 1 € R, da Definigdo 1.1.2, € inico.

(d) Se R tem unidade e @ € R é invertivel, entdo o elemento a~! € R, da
Definigao 1.1.3, é tinico.

Exercicio 1.1.10 (Regra de sinais). Sejam R um anel e a, b € R. Mostre que:
(@) (-a)b = —(ab) = a(=b).
(b) —(—a) = a.
(©) (=a)(=b) = ab.

Exercicio 1.1.11. Mostre que, em um anel com unidade, elementos invertiveis
ndo sdo divisores de zero. Conclua que todo anel de divisdo ¢ um dominio.

Exercicio 1.1.12. Mostre que todo dominio de integridade finito € um corpo.

Dados dois anéis R; e R», podemos considerar o conjunto Ry xRy = {(r1,72) :
r1 € Ry, € Ry}, que tem estrutura de anel definindo
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L (ri,r2) + (r],ry) = (11 + 11,12 +15);
2. (71,72)(7’1,7’5) = (rlr{,rzré)

paratodos ri,r] € R1, 72,75 € Ry. O anel Ry x R, ¢ chamado de produto direto
dos anéis Rq € R,.

Exercicio 1.1.13. Seja Ry X R; o produto direto dos anéis Rj e R5.

(a) Mostre que se R; ¢ R, tém unidade (sdo comutativos), entdo Ry X R, tem
unidade (¢ comutativo).

(b) Mostre que se Ry, Ry # {0}, entdo Ry X R» possui divisores de zero.

(c) Generalize a construgdo do produto direto de uma quantidade arbitraria de
anéis e mostre que os itens (a) e (b) continuam validos neste anel.

Sejam R um anel, a € R e n um inteiro positivo. Definimos

na=a-+a+---+a.
N———

n vezes

Se n é negativo, definimos na = |n|(—a). Se n = 0, entdo definimos na = 0. Se
existe um menor inteiro positivo tal que na = 0, para todo a € R, entdo dizemos
que R ¢ um anel de caracteristica n. Caso tal inteiro ndo exista, dizemos R é um
anel de caracteristica zero. Utilizaremos a notagdo char(R) = n para dizer que
R é um anel de caracteristica n. Por exemplo, para todo n = 2, char(Z,) = n e
char(Z) = 0.

Exercicio 1.1.14. Seja R um anel com unidade de caracteristica n > 0. Mostre
que char(R) ¢ o menor inteiro positivo tal que n1 = 0. Conclua que se R ¢ um
dominio com unidade, entdo char(R) é um niimero primo.

Como consequéncia do exercicio anterior, para um corpo F, temos que
char(F) = 0 ou char(F) = p, para algum primo p. Em grande parte dos re-
sultados estudados neste livro, consideraremos um corpo F de caracteristica zero.

Agora, veremos como construir corpos a partir de dominios de integridade.

Seja R um dominio de integridade e denote por R* = R — {0}. Em R x R*,
defina a seguinte relagao:

(r,s) ~ (r',s') se, e somente se, rs’ = r's.
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Exercicio 1.1.15. Mostre que a relagdo acima € uma relagdo de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de (r,s) € R x R* serd denotada por r/s. Seja Fg
o conjunto das classes de equivaléncia distintas, isto &,

Fr={r/s:r e R,s € R*}.
E rotina verificar que Fg com a adigdo e multiplicagdo definidas por
1. r/s+7r')s' = (rs' +7r's)/ss’
2. (r/s)(r')s")y =rr'/ss’

para todos r,s € R, r’,s’ € R*, éum corpo, chamado de corpo de fragdes do
dominio de integridade R. Observe que se R = Z, entdo Fz = Q.

Exercicio 1.1.16. Generalize a construgdo acima como segue. Sejam R um anel
(possivelmente sem unidade) e S um subconjunto néo vazio de R. Dizemos que
S ¢ um subconjunto multiplicativo de R se r, s € S implica que rs € S. Seja R
um anel comutativo. Mostre que:

(a) Se S € um subconjunto multiplicativo de R, entdo a relagdo em R x S de-
finida por (r,s) ~ (r’,s’) se, e somente se, s1(rs’ — r’s) = 0, para algum
s1 € S, é uma relagdo de equivaléncia. Além disso, se R ¢ um dominio e
0 &S, entio (r,5) ~ (r',s’) se, e somente se, rs’ —r's = 0.

(b) Denote por r/s a classe de equivaléncia de (r,s) € R x S epor ST'R o
conjunto das classes de equivaléncias distintas. Mostre que, com a adigdo
e multiplicagio definidas acima, S™!R ¢ um anel comutativo. Se 0 & S,
entio S ! R é um anel comutativo com unidade.

(c) Se R # {0} é um dominio e 0 & S, entdo S~! R ¢ um dominio de integri-
dade. Neste caso, conclua que se S = R*, entdo S™! R é um corpo.

Se Réumanele @ # S C R, dizemos que S ¢ um subanel de R, se é fechado
sob as operagdes de R e é um anel com respeito a essas operagoes. O exercicio
a seguir apresenta uma maneira eficiente de garantir que um subconjunto de um
anel R ¢ um subanel.

Exercicio 1.1.17. Sejam R um anel e S um subconjunto ndo vazio de R. Mostre
que S ¢ um subanel de R se, e somente se, para todos x,y € S,temosx —y € §
exyeS.
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Obviamente, Z C Q C R C C é uma cadeia de subanéis de C. Observamos
também que se R um anel, entdo paratodon = 2, o anel U Ty, (R) definido na Equa-
¢do (1.1) é um subanel de M, (R). Quando R = F ¢é um corpo, como dissemos,
teremos U T}, um subanel de M, (F). Vejamos abaixo outros exemplos.

Exemplo 1.1.18. O conjunto Hyz = {xo+x1i +x2j +x3k : X0, X1, X2, X3 € Z}
¢ um subanel de H. Observe que, apesar de H ser um anel de divisdo, Hz ndo o
¢, poisU(Hgz) = {1, i, &/, £k}.

Exemplo 1.1.19. Dado n € Z, o conjunto nZ = {nx : x € Z} é um subanel de
Z. Note que se n # %1, entdo nZ nao € um anel com unidade. Logo, subanéis de
anéis com unidade ndo necessariamente possuem unidade.

Exemplo 1.1.20. Seja R um anel com unidade. O conjunto

b 0
d 0]:a,b,c,d €R
00

S O

¢ um subanel de M3(R), possuindo unidade diferente da unidade de M3(R).

Exemplo 1.1.21. Dado a € (0, 1), o conjunto S = {f € C°([0,1]) : f(a) = 0O}
é um subanel de C°([0, 1]) sem unidade.

Definimos o centro de um anel R como o conjunto dos elementos que comutam
com todos os elementos de R, ou seja,

Z(R) ={r € R:rx = xr, paratodo x € R}.

Um elemento pertencente a Z(R) sera dito um elemento central. Observamos
que o centro de R é um subanel de R. Além disso, um anel R ¢ comutativo se, ¢
somente se, Z(R) = R.

Exercicio 1.1.22. Seja R um anel com unidade. Mostre que Z(My,(R)) = {rl, :
r € Z(R)},paratodon = 1.

Dizemos que um elemento a em um anel R é nilpotente, se a” = 0 para algum
n = 1. Por exemplo, se R ¢ um anel com unidade, para todo n > 2, os elementos
eij € My(R),i # j,sdo nilpotentes.

Exercicio 1.1.23. Mostre que, se R é um anel comutativo ¢ a,b € R sdo nil-
potentes, entdo a + b ¢ nilpotente. Mostre que o resultado pode ser falso se R
ndo ¢ comutativo. Conclua que se R ¢ um anel comutativo, entdo o conjunto
N = {a € R : a énilpotente} é um subanel de R.
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Exercicio 1.1.24. Mostre que, em um anel R, as seguintes condigdes sdo equiva-
lentes:

(a) R nao possui elementos nilpotentes nao nulos.
(b) Sea e Rea? =0, entdoa = 0.
Exercicio 1.1.25. Seja a um elemento de um anel com unidade R. Mostre que:
(a) Sea™ € U(R), entdo a € U(R).
(b) Se a énilpotente, entdo 1 £+ a € U(R). Neste caso, determine seu inverso.

Um elemento e em um anel R é dito idempotente se e> = e. Por exemplo, se R

¢ um anel com unidade, paratodon > 2, os elementos da formae;; +e;; € M, (R),
i # j,sdo idempotentes.

Exercicio 1.1.26. Seja R um anel com unidade. Mostre que:
(a) Idempotentes ndo triviais em R sdo divisores de zero.
(b) Se R nido possui elementos nilpotentes néo triviais, entdo todo idempotente

em R € central.

Exercicio 1.1.27. Mostre que, se um anel R possui somente elementos idempo-
tentes, entdo R é comutativo. Anéis com essa propriedade sdo chamados de anéis
booleanos. D& exemplos de anéis booleanos nao nulos.

Seja I um subanel de um anel R. Dizemos que / éum:

1. ideal a4 esquerda de R, se paratodor € R,a € I, ra € I.

2. ideal a direita de R, se paratodor € R,a € I,ar € I.

3. ideal bilateral de R, se I € um ideal a direita e a esquerda de R.

Utilizaremos as notagdes I <{; R, I <, Re I < R para dizer que I ¢
um ideal a esquerda, a direita, bilateral de R, respectivamente. Durante o texto,
reservaremos a palavra “ideal” para nos referirmos a ideal bilateral. Observe que
se R ¢ um anel comutativo, entdo todo ideal a esquerda (a direita) de R ¢ um ideal
de R.

Observagdo 1.1.28. Se R ¢ um anel com unidade e / ¢ um ideal (a esquerda, a
direita, bilateral) que contém um elemento invertivel de R, entdo / = R.
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Todo anel ndo nulo R possui pelos menos 2 ideais: {0} ¢ R, chamados de
ideais triviais. Um ideal / (a esquerda, a direita, bilateral) de R tal que I # {0} e
I # R ¢é chamado de ideal (a esquerda, a direita, bilateral) proprio de R.

Como um exemplo, dado n € Z, o conjunto nZ é um ideal de Z. Reciproca-
mente, se I < Z, entdo existe n € Z tal que I = nZ.

Também vemos que o conjunto S = { f € C°([0,1]) : f(a) =0}, a € (0, 1),
¢ um ideal de C°([0, 1]).

Exemplo 1.1.29. Seja R um anel. No anel das matrizes My, (R),dado 1 < k < n,
o conjunto Cx = {(a;j) € My(R) : ajj =0, se j # k} ¢ um ideal a esquerda de
M, (R), mas ndo ¢ um ideal a direita. Analogamente, o conjunto Ly = {(a;;) €
My (R) :a;j =0, sei # k} ¢ um ideal a direita de M, (R), que ndo ¢ um ideal a
esquerda.

Se R ¢ um anel e a € R, entdo o conjunto Ra = {ra : r € R} é um ideal
a esquerda de R. Analogamente, aR = {ar : r € R} ¢ um ideal a direita de R.
Observe que a pode ndo pertencer ao ideal a esquerda Ra ou ao ideal a direita aR.

Exercicio 1.1.30. Seja {/; : j € 7} uma familia de ideais a esquerda de um anel

R. Mostre que () /; também ¢ um ideal a esquerda de R. Mostre que o resultado
jeT

continua valido para ideais a direita e bilaterais de R.

Dado S um subconjunto de um anel R, podemos construir ideais laterais ou
bilaterais a partir de S. Para isso, consideramos {/; : j € 7} a familia de todos os
ideais a esquerda de R que contém S. Entdo (1) /; ¢ chamado de ideal a esquerda

JET
de R gerado por S, sendo denotado por (S) ;. Analogamente, definimos o ideal a
direita e o ideal bilateral gerado por S. Neste caso, (S)r denota o ideal a direita
gerado por S e (S) oideal geradopor S. Se S = {ay, ..., an}, entdo denotaremos

por (S)r ={a1,....am)L, (S)r = (a1,...,am)r e (S) = {a1,...,am).
Exercicio 1.1.31. Sejam R um anel,a € Re S C R. Mostre que:
m
(a) (a) = {ra+as+na+ ) rias;:r,s,ri,si € R,ne€Z,m ZO}. Se R
i=1

m
tem unidade, entdo (a) = { Y rjas; :ri,si € R,m = O}.
i=1

(b) Se R ¢ um anel com unidade e a € Z(R), entdo Ra = aR = (a).
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(c) Se R éum anel com unidade e S C Z(R), entdo

m
(S) = Zria,- ri€R,a;, €S, m=0;.
i=1

Observagdo 1.1.32. Por um abuso de linguagem, se R é um anel e a € R, entdo
diremos que Ra (aR) ¢ o ideal a esquerda (a direita) de R gerado por a mesmo
quando a & Ra (aR).

Dados Sy, ..., S, subconjuntos de um anel R, denotamos por S; + -+ + Sy,
o0 conjunto
{s1+--+sn:85€8;,i=1,...,n}.

Além disso, denotamos por S; 5> o conjunto de todas as somas finitas
{s15] + -+ Snsy 2 si € S1,5, € Sa,n =1}

Mais geralmente, S1.55 --- S, denota o conjunto de todas as somas finitas de
elementos da forma s155 -+ 55, 5; € S;,i = 1,...,n. No caso particular em que
S1=8=---=8, =S, denotamos por 153 --- S, = S".

Exercicio 1.1.33. Sejam Jy, ..., J,, I, J, K ideais a esquerda de um anel R. Mos-
tre que:

(@ J1+---+ JpeJy:-- Jy sloideais a esquerda de R.

b) {+J)+K=1I1+(J +K).

() U)K =1JK = I(JK).

@ I(J1+-+Jp)=1/1+-+1Jpe(J1+ -+ K = T K+ + K.
O exercicio continua valido se tomarmos ideais a direita e ideias bilaterais de R.

Se I <; R, dizemos que I é um ideal a esquerda maximal de R,se I # Re
para todo ideal a esquerda J de Rtalque I/ C J C R,entdo J = [ ouJ = R.
Analogamente, dizemos que / ¢ um ideal a esquerda minimal de R, se I # {0}
e para todo ideal a esquerda J de R tal que {0} C J C I, entdo ou J = {0}
ouJ = I. Da mesma forma, definimos ideais a direita e bilaterais maximais e
minimais.

Como um exemplo, vemos que no anel Z, 3Z ¢ um ideal maximal, mas 47
ndo o ¢, pois4Z C 2Z C Z.
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Exercicio 1.1.34. Se D é um anel de divisdo, utilizando a nota¢do do Exem-
plo 1.1.29, mostre que Cj, é um ideal a esquerda minimal de M, (D), para todo
k=1,...,n.

Exercicio 1.1.35. Mostre que Z ndo possui ideais minimais.

Definicdo 1.1.36. Um anel R ¢é dito um anel simples, se R?> # {0} e os Uinicos
ideais de R sdo {0} ¢ R.

Observamos que, se R é um anel com unidade, entdo a condi¢io R? # {0}
¢ sempre satisfeita. Também, vemos que todo anel de divisao ¢ um anel simples.
Generalizando esse fato, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.37. Seja D um anel de divisdo. Entdo, para todon = 1, o anel
das matrizes My, (D) é um anel simples.

Demonstragdo. Ja sabemos que o resultado vale para n = 1, entdo consideramos
n = 2 ¢ tomamos / um ideal de M, (D). Vamos mostrar que se I # {0}, entdo
I = My,(D). De fato, se I # {0}, existe a € I tal que a # 0. Logo, alguma
entrada de a, digamos ay, ¢ diferente de zero.

Dadoi € {l1,...,n}, seja b; = ejpaer; € My(D). Temos que b; € I ¢
um calculo direito nos mostra que b; = apreii. Como I é um ideal, temos que
b =by+---+ b, € I. Mas b é uma matriz diagonal, e todos os elementos na
diagonal sdo iguais a ap; # 0. Como D ¢ um anel de divisdo, ay € invertivel e,
assim, b ¢ invertivel. Portanto, / = M, (D). O

Exercicio 1.1.38. Seja R um anel. Mostre que I < M, (R) se, e somente se,
existe Io < R tal que I = M, (lp). Conclua que, se R é um anel simples, entdo
M, (R) também o é.

Um conceito importante no estudo de anéis e ideais é o de anel quociente.
Para definir esse conceito, inicialmente, para um ideal a esquerda / de um anel R
ea,b € R, definimos a relagcio

a~b se, e somente se,a —b € I.

Exercicio 1.1.39. Mostre que a relagdo acima € uma relagdo de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de a € R pela relagdo acima sera denotada por a =
a + I. Considere o conjunto de todas as classes de equivaléncia distintas

R/I ={a@:a€R).
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Dados a,b € R, definimos a adi¢io de classes em R/I pora + b 1= a + b.
Com a adi¢do assim definida, (R/1, +) ¢ um grupo abeliano.

Agora, definimos também um produto de classes por ab := ab, que da uma
estrutura de anel para R/[ se, e somente se, / ¢ um ideal de R. Neste caso,
dizemos que R/I ¢ o anel quociente de R por /.

Exercicio 1.1.40. Sejam R um anel com unidade e / < R. Mostre que:
(a) Se I éum ideal maximal e R é comutativo, entdo R/I é um corpo.
(b) Se R/I éum anel de divisdo, entdo / é um ideal maximal.

(c) Mostre que, se R ndo tem unidade, entdo (a) ¢ falso, ¢ d€ um exemplo de
um anel ndo comutativo R que possui um ideal maximal / tal que R/ ndo
¢ um anel de divisdo.

Vamos apresentar mais duas defini¢des importantes sobre um anel R. Dizemos
que

* R ¢ um anel nil, se todo elemento de R ¢ nilpotente.

* R éum anel nilpotente, se existe m € N tal que o produto de quaisquer m
elementos em R ¢é nulo, ou seja, rq -+ -1, = 0 para quaisquer 71, ...,y €
R.

Observe que em um anel nil R, para cada elemento a € R, existe n € N (que
depende de a) tal que a” = 0. Quando existe um natural s tal que a® = 0 para
todo a € R, dizemos que R ¢ nil de expoente limitado.

Quando R é um anel nilpotente, o menor natural m, nas condi¢des do segundo
item destacado acima, ¢ dito o indice de nilpoténcia de R. Nesse caso, escrevemos
R™ = {0}.

De modo analogo, um ideal / < R ¢ dito nilpotente (resp. nil), se ¢ um anel
nilpotente (resp. nil). Claramente, todo ideal nilpotente € nil, mas a reciproca ndo
¢ sempre verdadeira, como pode ser visto no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.41. Seja Z[x1, x2,...] 0 anel de polindmios nas variaveis comutati-
vas no conjunto {xp, X», ...} com coeficientes em Z. No anel quociente

Z[x1,x2,...]

(x%,xg,xg', o)

R =

oideal I = (x1,X2,...,) énil, mas ndo ¢ nilpotente.
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Um conceito que sera extremamente importante sera o de isomorfismo de anéis.
Vamos comecar definindo homomorfismos.

Definicdo 1.1.42. Sejam R e S anéise f: R — S uma fungdo. Dizemos que f
¢ um homomorfismo (de anéis) se para quaisquer a, b € R, temos que

L. fla+b) = fla) + f(b);
2. f(ab) = f(a) f(b).

Exercicio 1.1.43. Mostre que, se R ¢ S sdo anéise f: R — S é um homomor-
fismo, entdo f(0) =0e f(—a) = —f(a), paratodoa € R.

Se R e S sdo anéis com unidade 1g e 15, respectivamente, e f: R — S éum
homomorfismo, ndo necessariamente temos f(1g) = lg.

Como um exemplo, vemos que se R ¢ um anel com unidade, e definimos a
aplicacdo f: My(R) — M3(R) por

4 b a b 0
f( a’): c d 0
¢ 0 0 0

temos que f ¢ um homomorfismo de anéis, mas f([) # I3.
Em alguns casos f(1g) = lg, como podemos ver no proximo exercicio.

Exercicio 1.1.44. Sejam R e S anéis com unidade 1z e 1g, respectivamente, e
f: R — § um homomorfismo. Mostre que:

(a) se S ¢ um dominio, entdo f(1g) = 1.
(b) se f ésobrejetiva, entdo f(1g) = 1g.

Quando R e S sdo anéise f: R — S ¢ um homomorfismo, dizemos que f ¢é
um:

1. monomorfismo, se f ¢ injetiva;
2. epimorfismo, se f é sobrejetiva;
3. isomorfismo, se f ¢ bijetiva.

No caso em que f é um isomorfismo, dizemos que R ¢ S sdo anéis isomorfos
e escrevemos R =~ S. Além disso, um homomorfismo f: R — R ¢ dito um
endomorfismo de R e um isomorfismo f: R — R ¢ dito um automorfismo de R.
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Exercicio 1.1.45. Seja R um anel e considere

End(R) ={f: R — R: f éum endomorfismo}.

Mostre que, com as operagdes (f + g)(r) = f(r) + g(r) e (fg)(r) = f(g())
para todos f,g € End(R),r € R, End(R) é um anel com unidade.

Dado um homomorfismo de anéis f: R — S, a imagem de f é o conjunto

Im(f) ={f(r):r € R}

e onucleo de f ¢ o conjunto
Ker(f)={re R: f(r) = 0}.

Exercicio 1.1.46. Mostre que, se f: R — S é um homomorfismo de anéis, entdo
Im( f) é um subanel de S e Ker(f) é um ideal de R. Além disso, mostre que f ¢é
um monomorfismo se, e somente se, Ker( ) = {0}.

Dados um anel R e I < R, a aplicacao
w: R— R/I dada porn(a) =a

¢ um epimorfismo de anéis, chamado de proje¢@o canonica (ao quociente). Em
geral, se R ¢ um anel e / < R, entdo existe um anel S ¢ um homomorfismo
f:R— Stalque I = Ker(f): bastatomarmos S = R/I ¢ f = m, a projecdo
candnica.

Exemplo 1.1.47. Se S é um subanel de um anel R, entdo a aplicagdoi: S — R
dada por i (s) = s ¢ um monomorfismo, chamado inclusdo (ou imersao) canonica.

Em geral, se Re S sdoanéise f: .S — R éum monomorfismo, entdo S pode
ser visto como um subanel de R, identificando seus elementos com os elementos
de Im( f). Neste caso, dizemos que S esta isomorficamente imerso em R.

Um importante resultado na teoria de anéis € o seguinte.

Teorema 1.1.48. Todo anel R pode ser imerso em um anel S com unidade. O
anel S (que ndo é unico) pode ser escolhido para ter ou caracteristica zero, ou a
mesma caracteristica de R.
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Demonstragdo. Seja S = R x Z. Em S, defina um novo produto dado por
(r1,n1) o (r2,n2) = (r1r2 + nary + nira,n1nz)

para todo r; € R,n; € Z. Nao ¢ dificil verificar que com esse produto S é um
anel com unidade (0, 1) e caracteristica zero. Além disso, a aplicagdo f: R — S
dada por f(r) = (r,0) é um monomorfismo de anéis. Se char(R) = n > 0,
consideramos S = R X Zj, ¢ a multiplicagdo ¢ dada por

(r1,m1) o (r2,m2) = (riry + nary + nyra, niny)

onde r; € Ren; € Z,. De maneira analoga ao caso anterior, temos que R pode
ser imerso em S e char(S) = n. O

A seguir, enunciaremos os chamados teoremas do isomorfismo de anéis, cujas
demonstracdes deixaremos a cargo do leitor.

Teorema 1.1.49. Seja f: R — S um homomorfismo de anéis. Consideremw: R —
R/Ker(f') a projeg¢do candnica, e i: Im(f) — S a inclusdo candénica. Entdo
existe um vinico homomorfismo f: R/Ker(f) — Im(f) tal que f =io f om.
Mais ainda, f é um isomorfismo.

R—IL 5

4l T
R/Ker(f) — Im(f)
Teorema 1.1.50. Sejam I e J ideais de um anel R. Entdo
I/InJ) = {I+J)/J.
Teorema 1.1.51. Se I e J sdo ideais de um anel R tais que I C J, entdo
(R/1)/(J/I)=R/J.

Teorema 1.1.52. Sejam [ um ideal de um anel R e m: R — R/I a proje¢do
canonica. Entdo:

1. para cada ideal (a esquerda, a direita, bilateral) J de R que contém I,
w(J) = J/I éum ideal (do mesmo tipode J) de R/I.
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2. SeJ AR/, entdon ™ (J)=1{r € R:7 € J}éumideal de R contendo
I eJ=J/I, paraalgum J < R que contém I.

Teorema 1.1.53. Sejam R e S anéis e f: R — S um homomorfismo. Entdo
existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais de S e os ideais de R que
contém Ker(f).

Exercicios V ou F da Secao 1.1: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, R representa um
anel.

(1) Se I éum ideal de R e R/ ¢é anel comutativo, entdo R é comutativo.

(2) Um epimorfismo ndo nulo ¢ : F — R, onde F é um corpo, é um isomor-
fismo.

(3) Se R tem unidade ¢ o conjunto dos elementos ndo invertiveis de R é um
ideal, entdo R admite um unico ideal maximal.

(4) Se R écomutativoe / ¢ umideal de R, entdo o conjunto dado por Rad (1) =
{r e R|r" eI, paraalgum n} é um ideal de R.

(5) Paratodo m € N, temos que os Unicos idempotentes de Z,, sdo 0 e 1.

(6) Se F éum corpo, entdo para quaisquer a1, &z, ®3 € F, temos que ajejz +
aze1s + azens ¢ um elemento nilpotente de M3(F).

a O

(7) O conjunto I = {(b 0

) ta,be R} ¢ um ideal de M>(R).

(8) Paratodon € N, M, (R) esta isomorficamente imerso em M, +1(R).

1.2 Modulos

E bem conhecido que o conceito de modulos sobre um anel generaliza o conceito
de espagos vetoriais sobre um corpo. Nesta secéo, apresentaremos 0s principais
resultados sobre modulos que serdo utilizados no decorrer do livro. Novamente,
esta se¢do ¢ dispensavel aos leitores que tenham conhecimento sobre o assunto.
Ao longo da secdo, R denotara um anel.
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Defini¢io 1.2.1. Um grupo abeliano® (M, +) é chamado de um R-médulo (a es-
querda), seacadar € Reacadam € M, esta associado um elemento rm € M,
de modo que as seguintes condig¢des sao satisfeitas:

1. (r1 +ra)m=rim+ rom;
2. r(my 4+ myp) =rmy + rmy;
3. ri(ram) = (rirz)m
paratodos r1,7p € R, my,mp € M. Se R é um anel com unidade, definimos
4. Im = m, paratodom € M.

De maneira andloga definimos um R-mddulo a direita. Ao longo do texto, uti-
lizaremos a expressdo R-modulo como uma abreviagdo de R-modulo a esquerda e
todos os resultados feitos para R-mddulos a esquerda sao validos para R-mddulos
a direita.

E facil verificar que, em um R-moédulo, rOpr = Opf, paratodor € R, e
Ogrm = 0y, onde Or e 0ps denotam os elementos neutros aditivos de R e M,
respectivamente. Além disso, paratodor € R,m € M ea € Z, temos

(—rym = —(rm) = r(—m) ea(rm) = r(am)

onde, am tem os mesmo significado como definido para anéis.

Obviamente, anéis ¢ grupos abelianos sdo Z-modulos e, quando R € um corpo,
temos que os R-modulos sdo os espagos vetoriais sobre R.

Se S é um subanel de R, entdo R é um S-modulo, mas, em geral, S ndo € um
R-moédulo. No entanto, se I <I; R, entdo / é um R-mddulo. Em particular, R ¢
um R-modulo sobre si proprio. Além disso, se I <1; R, entdo R/I é um grupo
abeliano ¢ um R-modulo se definirmos r7; = 77y, para todos r,r; € R.

Exemplo 1.2.2. Se f: R — S ¢ um homomorfismo de anéis, entdo todo S-
moédulo M pode ser visto como um R-moédulo, definindo rm = f(r)m, para
todor e Rme M.

Exercicio 1.2.3. Sejam R um anel comutativo ¢ M um R-moédulo a esquerda.
Mostre que o produto dado por mr := rm, paratodor € R,m € M, dad uma
estrutura de R-moddulo a direita para M (e vice-versa).

20 leitor interessado deve ver no Capitulo 2 uma definigdo geral de grupo.
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Defini¢do 1.2.4. Sejam M um R-méduloe @ # N C M. Dizemos que N éum
R-submodulo de M se paratodosny,ny; € N er € R, temos que:

1. ny +ny € N;
2. rn; € N.
Utilizaremos a notagdo N < M para indicar que N ¢ um R-submodulo de M.

Note que os R-submddulos de um anel R sdo seus ideais a esquerda. Também,
se R é um corpo e V € um R-espacgo vetorial, entdo os R-submodulos de V' sdo
seus subespagos vetoriais.

A partir de dois R-submoédulos N, N de um R-moddulo M, podemos cons-
truir o conjunto

N1+ Ny ={n1+nz:n1 € Ni,ny € Na}
que ¢ um R-submoddulo de M, chamado de soma de Nj e N».

Exemplo 1.2.5. Sejam M um R-modulo e N um R-submoddulo de M. Assim,
como no caso de anéis, o conjunto quociente M/N tem estrutura de R-modulo,
definindo rm = rm, paratodor € R,m € M. O R-m6dulo M/ N ¢é chamado de
R-méddulo quociente de M por N.

Exemplo 1.2.6. Sejam / <{; R, M um R-mddulo e N um subconjunto ndo vazio
de M. Entdo

m
IN = Zr,-n,- riel,nje Nm=1
i=1
¢ um R-submoddulo de M. Em particular,sem € M, Im = {rm :r € I} éum
R-submodulo de M.

Exercicio 1.2.7. Sejam / < R e M um R-moédulo. Mostre que M/IM tem
estrutura de R /I -modulo, com produto dado por (r + I)(m+IM) =rm+ IM.

Exemplo 1.2.8. Se {N; : i € 7} éuma familia de R-submddulos de um R-modulo
M, entdo () N; ¢ um R-submoédulo de M.
i€T

Se X € um subconjunto ndo vazio de um R-modulo M, entdo a intersegdo de
todos os R-submodulos de M que contém X ¢ chamado de R-submoddulo gerado
por X e é denotado por (X). Se X contém um tUnico elemento m € M, entdo
0 R-submodulo gerado por X é chamado de R-submoédulo ciclico gerado por m,
denotado por {m).

Assim como no caso de anéis, temos o seguinte exercicio.
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Exercicio 1.2.9. Sejam M um R-modulo, X um subconjunto ndo vazio de M ¢
m € M. Mostre que:

(@) (m) ={rm+nm :r € R,n € Z}. Se R tem unidade, entdo (m) = Rm.

s t
(b) (X) =93> rim;+ > njmj:mi,m; € X,r; € R,n; eZ,s,tBl}.

i=1 j=1

Se R tem unidade, entdo

N
(X):= RX = {Zrimi :mj € X,ri € R,s > 1}.

i=1

Se X ¢ um subconjunto ndo vazio de um R-modulo M tal que M = (X),
entdo dizemos que X gera M. Se X ¢é finito, entdo dizemos que M éum R-moddulo
finitamente gerado.

Assim, como no caso de anéis, se M é um R-moédulo e m € M, entdo Rm
sera chamado de R-mddulo ciclico gerado por m, mesmo que m ¢ Rm.

Como ja observamos, se R é um corpo, entdo todo R-médulo V' éum R-espago
vetorial. Neste caso, se X € um subconjunto ndo vazio de V, entdo utilizaremos a
notagdo spang{X } para denotar o R-subespaco vetorial de V' gerado por X.

Na Secdo 1.1, definimos o conceito de homomorfismo de anéis. Agora vamos
entender o significado de homomorfismo de R-mddulos.

Definiciio 1.2.10. Seja f: M — N uma fungdo entre dois R-modulos M e N.
Dizemos que f ¢ um homomorfismo de R-modulos (ou um R-homomorfismo),
se para todos m,n € M, r € R, temos que:

L. f(m+n) = f(m)+ f(n);
2. f(rm) =rf(m).

Observe que se R € um corpo, entdo um R-homomorfismo ¢ uma aplicagido
linear entre espagos vetoriais.

Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo e isomorfismo
sdo definidos analogamente como no caso de anéis, bem como os conceitos de
Ker(f), onucleo de f, e Im(f), a imagem de f. Também usaremos a notagdo
M = N para indicar que M e N sdo R-modulos isomorfos.

Exercicio 1.2.11. Sejam M, N R-mddulose f: M — N um R-homomorfismo.
Mostre que Ker( /) ¢ um R-submodulo de M e Im(f) € um R-submoédulo de N.
Além disso, mostre que f ¢ um monomorfismo se, e somente se, Ker( /) = {0}.
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Ressaltamos que os Teoremas 1.1.49 a 1.1.53 sdo validos para R-modulos,
com as devidas alteragdes. Além disso, como no Exercicio 1.1.45, o conjunto

Endr(M)={f: M — M : f éum endomorfismo}

¢ um anel com unidade. Adicionalmente, dados r € Re f € Endr(M), defini-
mos (rf)(m) = rf(m), paratodo m € M. Nessas condi¢oes, Endr(M) é um
R-moédulo.

Exercicio 1.2.12. Sejam M, N R-moédulos. Mostre que o conjunto
Homp(M,N)={f: M — N : f éum R-homomorfismo}

¢ um R-moédulo com as operacdes usuais. Em particular, quando M = N, temos
Homp(M,M) = Endr(M).

Exercicio 1. 2 13. Sejam V' um espago vetorial sobre umcorpo ReT € Endg(V).

Se f(x) = Z a;x' € R[x], defina f(T) = Z a;T* € Endg(V). Considere V
i=1 i=1

como um R[x]-médulo com estrutura definida por f(x)v = f(T)(v), para todo

v eV, f(x) € R[x]. Mostre que os R[x]-submodulos de V' sdo os subespagos de

V que sdo T-invariantes, isto ¢, os subespagos W de V tais que T(W) C W.

Definicao 1.2.14. Dizemos que um R-modulo M ¢ um R-moédulo simples, se
RM # {0} e os tnicos R-submoddulos de M sdo {0} e M.

Observe que esta defini¢do é parecida com a Defini¢do 1.1.36, mas, quando
vemos um anel R como um R-moédulo sobre si mesmo, as nogdes sdo bem dife-
rentes.

Exemplo 1.2.15. Vimos, na Proposicao 1.1.37, que se D é um anel de divisdo, en-
tdo My (D) é um anel simples. No entanto, M, (D) ndo é um M, (D)-modulo sim-
ples, pois os conjuntos Cy, definidos no Exemplo 1.1.29, sdo M, (D)-submodulos
de M, (D).

A seguir, vamos caracterizar os R-moddulos simples. Antes, precisamos da
seguinte definicao.

Definicao 1.2.16. Um ideal a esquerda / de um anel R ¢ regular (a esquerda) se
existe s € Rtalque r —rs € I, paratodo r € R. Analogamente, definimos ideal
regular a direita e ideal bilateral regular.
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Observe que se R é um anel com unidade, entdo todo ideal (2 esquerda, a
direita, bilateral) de R ¢é regular (basta tomar s = 1g).

Proposicao 1.2.17. Seja M um R-modulo. Sdo equivalentes:
1. M ésimples;
2. M é ciclico e todo elemento ndo nulo gera M ;
3. M = R/I, para algum ideal a esquerda maximal regular de R.

Demonstragdo. [(1)= (2)] Como M ésimples, RM # {0}. Sejam € M, m # 0,
tal que Rm # {0}. Entdo Rm é um submoddulo ndo nulo de M e como M ¢ simples,
devemos ter M = Rm.

[2) = (3)] Sejam € M,m # 0,eseja f: R - M = Rm definida por
f(r) = rm. Entdo f é um epimorfismo de R-modulos e M =~ R/Ker(f). Com
isso, paratodo J <; RtalqueKer(f) C J, J/Ker(f) # {0} é um submodulo de
M que, por hipdtese, deve ser igual a M. Portanto J = R e Ker( f) é maximal.
Para ver que Ker( f) é regular, como M = Rm, m = sm, para algum s € R.
Consequentemente, para todo r € R, rm = r(sm) = (rs)m. Logo, r —rs €
Ker( f), paratodo r € R e, portanto, Ker( f) ¢ regular.

[(3) = (1)] Suponha que M = R/I, onde I ¢ um ideal a esquerda maximal
regular de R. Como I ¢é regular, R(R/I) # {0}. De fato, se R(R/I) = {0},
entdo, paratodor € R, rs = Oe, consequentemente, rs € I. Comor —rs € [,
temos que r € [ e, assim, R = [, contrariando a maximalidade de /. Seja N
um R-submoédulo ndo nulo de M =~ R/I. Entdo existe J/ <; R,I C J tal que
N = J/I.Como I é maximal, devemos ter / = R e, portanto, N = M.

O

Exercicio 1.2.18. Mostre que M ¢ um Z-modulo simples se, e somente se, M ¢é
finito e [M | = p, p primo. Conclua que se R ¢ um anel tal que R?> = {0} e R nio
possui ideais nio triviais, entdo R é um grupo abeliano com p elementos, onde o
produto de quaisquer dois elementos de R ¢ nulo.

A seguir, apresentamos um importante resultado sobre R-moédulos simples,
conhecido como Lema de Schur.

Lema 1.2.19 (Schur). Sejam M, N R-moédulos simples. Entdo:
1. Todo R-homomorfismo ndo nulo f: M — N é um isomorfismo,

2. Endr(M) é um anel de divisdo.
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Demonstragdo. Para demonstrar o primeiro item, basta lembrarmos que Ker( f)
¢ um R-submoddulo de M e Im(f) ¢ um R-submodulo de N. Com isso, como
f éndo nulo, Ker(f) #% M e como M ¢ simples, temos que Ker(f) = {0} e,
assim, f ¢ injetiva. Por outro lado, como Im( f) # {0}, usando a simplicidade
de N obtemos que Im(f) = N e, portanto, / ¢ um isomorfismo. Para verificar
que Endgr(M) é um anel divisdo, basta observar que se f € Endgr(M) é ndo
nulo, utilizando a simplicidade de M e os argumentos acima, obtemos que f ¢
invertivel. O

Dados dois R-mddulos M e N, podemos construir um novo R-moédulo M x N,
definindo para todos my,my,m € M,ny,np,n € Ner € R

L. (my,ny) + (m2,n2) = (m1 + ma,ny + nz);
2. r(m,n) = (rm,rn).

Agora, seja {M; };c7 uma familia de R-modulos e consideremos

M = l_[Mi = {(m;)iez : mi € M;}.
i€l

Em M, definimos
1. (mp)iez + (m))iez = (m; + m))ier;
2. r(mj)ier = (rm;)iez,r € R.

Com as operagdes assim definidas, M ¢ um R-moddulo, chamado de produto
direto (externo) da familia {M; };e7.

Agora, sejam {M,};cz uma familia de R-modulos e M = [][ M;. Uma

i€Z
sequéncia (m;)iez € M tal que m; = 0, exceto para um numero finito de in-
dices, é chamada de sequéncia quase nula. O conjunto de todas as sequéncias
quase nulas de M ¢é chamado de soma direta (externa) da familia {M; }ie7 € € de-
notada por @ M;. Quando Z = {1,2,...,k} ¢ finito, a soma e o produto direto
i€T

da familia {M; };c7 coincidem e escreveremos M| & --- @& M. Se na soma di-
reta M1 @ --- & M os R-modulos M; sdo iguais a um R-modulo fixo M, entdo
denotaremos My @ --- & M, por M ™.

Exercicio 1.2.20. Sejam {M; }; 7 uma familia de R-modulos, [[ M; e @ M; o
ieT =
produto direto e a soma direta desta familia, respectivamente. Mostre que:
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(a) @ M; éum R-submoédulo de [] M;.
i€Z i€Z
(b) Paracadak € Z,aprojegdo candnica g : || M; — My é um epimorfismo
i€Z
de R-moddulos.

(c) Para cada k € Z, a imersdo candnica iy : My — € M; é um monomor-
i€l
fismo de R-moddulos.
Exercicio 1.2.21. Consideremos M, M1, ..., M; como R-modulos. Mostre que
M =~ My & --- ® M se, e somente se, para cada j = 1,...,k, existem R-
homomorfismos wj: M — Mj ei;: Mj — M tais que:

(@) wjoij =1idy,,paraj =1,2,... k.
(b) JTjOil :0,sej 751
(c) iromy 4+ +iromy =idpy.

Se {M; };ez é uma familia de R-modulos, o R-mddulo gerado por esta familia
¢ chamado de soma dos modulos M; e ¢ denotado por > M;. Quando Z =
i€
{1,2,...,k} é finito, denotamos esta soma por M; + --- + My. E facil verificar
que Y  M; consiste de todas as somas finitas m;, + --- + m;, , onde mi; € M.
i€l ' '
A proxima proposi¢ao caracteriza a soma direta de R-modulos.
Proposicio 1.2.22. Seja {M;};c1 uma familia de R-submodulos de um R-modulo
M. Sdo equivalentes:

1. Todo elemento m € M se escreve de modo unico na forma m = ) m;,
i€l
onde m;j € M, para todo i € I, e a sequéncia (m;);e1 € quase nula;

2. M=) Mjese) mj =0, entdom; =0, paratodoi € L;
i€ i€l

3 M=) MieM;Nn| > M;| ={0}, paratodo j € T.
ieT i#j
Um R-modulo M que satisfaz uma das condi¢oes acima (e portanto, todas) é cha-
mado de soma direta (interna) da familia {M;};c1. Nas condig¢des acima, temos
que M = P M;.
i€l
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Demonstragdo. E imediato que (1) = (2). Para mostrar que (2) = (3), seja

meMjﬂ<ZMi . Entdiom € Mjem € ) M;. Logo, ) m; —m =0

i#j i#j i#j

e portanto m = 0. Para verificar que (3) = (1), como M = ) M;, dado
i€Z

m € M, existe uma sequéncia quase nula (m;);ez tal que m = ) _ m;. Suponha

que m = Y mj}, onde (m});ez ¢ outra sequéncia quase nula. Entdo, para todo

jeL,m;—m'; = i;j(m,- —m}) e M;N (l; M,-) = {0}. Portantom; = m’,
paratodo j € Z,ea escrita é tnica. Com issb, o isomorfismo M =~ P M; ¢
i€Z
claro. O
Observamos que para todo R-médulo M, temos M = M & {0}.
Como um exe_rnplo de soma direta de R_-s1_1b£n(')dulos, cogsi_deremos 0 Z-modulo
Ze =10,1,...,5}. Osconjuntos My = {0,2,4} e M> = {0, 3} sdo Z-submodulos
de Zg tais que M1 N M, = {0} e Zg = My + M,. Portanto, Z¢ = M; & M.
Em geral, deixamos como exercicio o seguinte resultado.

Exercicio 1.2.23. Mostre que,sen = py' -+ p,‘:k ¢ a fatoragdo em primos de um
inteiro positivo n, entdo Z, = Zpoq @D Zpak como Z-modulos.
1 k

Exercicio 1.2.24. Com a notacdo do Exemplo 1.1.29, mostre que My, (R) = C1 &
-+ @ C, como M, (R)-moddulos.

Exercicio 1.2.25. Sejam {M; };c7 uma familia de R-mddulos e N um R-médulo.
Mostre que:

(a) Homp (@ Mi,N) ~ [[ Homgr(M;,N);
i€ i€

(b) Homp (N, 1_[ Mi) = l_[ HomR(N, M;).
i€T i€
Observagdo 1.2.26. Tudo que fizemos até agora com relagao a somas e produtos
diretos de R-moddulos pode ser estendido para a classe dos anéis de maneira natural.
Se {R;}icz ¢ uma familia de anéis, entdo o conjunto R = [] R; é um anel, com
i€
produto dado por (r;)iez(r])iezr = (rir])iez € adigdo definida como no caso de
R-modulos. Da mesma forma, definimos a soma direta da familia {R; };e7 €, com
as devidas alterages, os resultados exibidos sdo validos na classe dos anéis.
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Seja Ny < M, onde M é um R-modulo. Dizemos que Ny ¢ um somando
direto de M se existe N < M talque M = N; & N,.

Lema 1.2.27. Sejam M um R-modulo, N1, Ny < M, e suponha que M = N1 &
N»>. Entao M/N1 ~ N,.

Demonstracdo. Como M = N; @& Np,dadom € M, existemny € Ny, ny € Np
tais que m = nj + np. Defina f: M — N, por f(ny + ny) = ny. Entdo f é
um epimorfismo com Ker( f) = Nj. O

Corolario 1.2.28. Z, como Z-médulo, ndo possui somandos diretos ndo triviais.

Demonstragdo. Como sabemos, os Z-submoddulos de Z sdo ciclicos. Logo, supo-
nhaque Z = (m) & N, paraalgum N < Z. Assim, N = Z/(m) = Z,, mas,
como Z ndo possui submodulos finitos, chegamos em um absurdo. O

Corolario 1.2.29. Sejam M um R-moduloe N < M. Se N1, N < M sdo tais
que M = N & Ny = N & N,, entdo N1 = N».

A seguir, daremos uma caracterizacdo de somandos diretos em um R-modulo
M.

Proposicio 1.2.30. Sejam M um R-moduloe N < M. Entdo N é um somando
direto de M se, e somente se, existe f € Endr(M) tal que f?> = f eIm(f) =
N.

Demonstragdo. Suponha que N é um somando direto de M. Entdio M = N @ N’,
para algum N’ < M. Consideremos

f:M=N&®&N — N

dada por f(n + n’) = n. Claramente, Im(f) = N e f(f(n +n’)) = f(n) =
fln+n).

Reciprocamente, seja f € Endgp(M) tal que f2 = f e Im(f) =
Afirmamos que M = Ker(f) & Im(f). De fato, primeiramente observe que
m = (m— f(m)) + f(m) equem — f(m) € Ker(f),jaque f> = f.

Agora, se m € Ker(f) N Im(f), entdo f(m) = 0 e existe m’ € M tal que
f(m') =m. Como f? = f temos que m = f(m') = f(f(m')) = f(m) = 0.
Comissom = 0e M = Ker(f) & Im(f), conforme afirmamos. Portanto,
Im(f) =N éum somando direto de M. O
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Agora, queremos estender a nogdo familiar de base de um espaco vetorial para
a classe dos modulos sobre um anel.

Defini¢ao 1.2.31. Um conjunto S = {m; };ez de elementos de um R-modulo M
¢ chamado de linearmente independente (ou R-livre), se para toda combinagio
linear finita de elementos de S com coeficiente em R

rigmi, + -+ rim;, = 0
implicaque rj, =---=r;, =0.

Defini¢ao 1.2.32. Um conjunto S = {m;};cz de elementos de um R-moédulo
M ¢é chamado de base de M sobre R (ou uma R-base de M), se é linearmente
independente e gera M. Se um R-modulo M possui uma R-base, entdo dizemos
que M é livre. Dizemos que M ¢ livre de posto finito, se M possui uma R-base
finita.

Nem todo R-moédulo possui uma R-base. Como um exemplo, consideremos
Zy como Z-moédulo. Para todo 7 € Zj, temos que nr = Oen # 0 em Z. Isto
nos diz que nenhum subconjunto de Z; ¢ linearmente independente sobre Z e,
portanto, Z, ndo possui uma Z-base.

Exemplo 1.2.33. Se R é uma anel com unidade, entdo R & R ¢ livre. De fato, o

conjunto {(1,0),(0,1)} ¢ uma R base de R & R. Em geral, se Z ¢ um conjunto

arbitrario de indices, denote por R® a soma direta de |Z| copias de R, isto &,

RD = P R;,onde R; = R, paratodoi € Z. Entéo RD ¢ livre, com R-base
i€

dadapor{e; :i € Z},onde, ej = (r;)ier sdotaisquer; = ler; =0,sei # j.

O exemplo anterior pode ser generalizado como no seguinte teorema.

Teorema 1.2.34. Sejam R um anel com unidade e M um R-modulo. Entdo M
é livre se, e somente se, M ¢ soma direta de uma familia de R-modulos ciclicos,
sendo cada um deles isomorfo a R como R-modulo.

Demonstragdo. Suponha que M ¢ livre e seja Buma R-base de M. Dadom € B,
aaplicacdo f: R — Rm dada por f(r) = rm é um epimorfismo de R-moddulos.
Como B ¢ linearmente independente, se rm = 0, entdo r = 0. Logo, f ¢ injetiva
¢ R = Rm, como R-modulos. Portanto, como B é uma R-base de M, pela Pro-
posicdo 1.2.22, M =~ & Rm.
meB

Reciprocamente, suponha que M =~ R®, para algum conjunto Z. Pelo
Exemplo 1.2.33, {e; : i € I} éuma R-base de RD. Utilizando o isomorfismo
M =~ RD obtemos uma R-base de M. Portanto, M é livre. O
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Observagdo 1.2.35. Se R é um anel com unidade, a demonstragdo do teorema
anterior nos mostra como construir um R-modulo livre a partir de um conjunto X.
De fato, seja M = R™)_ Na notacdo da demonstracio, {ex : x € X} é uma base
de M e, entdo, M =~ € Re,. Identificando e, com x, M pode ser escrito como
xeX

D Rx e, com essa identificagdo, X é uma R-base de M. Neste caso, dizemos
xeX
que M é o R-modulo livremente gerado por X.

No exercicio a seguir, o leitor pode verificar algumas diferencas entre R-mo-
dulos livres e espagos vetoriais.

Exercicio 1.2.36. D¢ exemplos de:
(a) Um conjunto gerador de um R-médulo M, que ndo contém uma base de M .

(b) Um conjunto linearmente independente de elementos de um R-modulo M,
que nao esta contido em uma base de M.

(¢) Um R-submoédulo de um R-modulo livre, que ndo € livre.

Exercicio 1.2.37. Seja R um anel com unidade. Mostre que todo R-mddulo ¢
isomorfo ao quociente de algum R-mddulo livre.

Agora, vamos introduzir o conceito de produto tensorial de R-mddulos. Para
isso, vamos dar uma motiva¢do considerando V um espago vetorial de dimensao
finita sobre um corpo F' ¢ K um corpo que contém F. Vamos estender V' a um
espago vetorial sobre K da seguinte maneira: seja {vi,...,v,} uma base de V
sobre F. Entdo VK = span x{vi, ..., v} € um espago vetorial sobre K que con-
tém V. Esse processo depende da base escolhida de V' sobre F. Além disso, esse
processo nao pode ser estendido a classe dos R-moddulos, pois um R-moédulo pode
ndo possuir uma base. A seguir, iremos fornecer uma constru¢ao que generaliza o
processo acima.

No que segue, utilizaremos a seguinte notacdo: g M denotara um R-moédulo a
esquerda e M g denotard um R-modulo a direita.

Observagdo 1.2.38. Como vimos no Exercicio 1.2.3, se R é um anel comutativo,
entdo todo R-moddulo a esquerda ¢ um R-modulo a direita. A partir de agora, todo
modulo M sobre um anel comutativo R sera um R-modulo a direita e a esquerda
viarm = mr,paratodom € M,r € R.

Definicio 1.2.39. Sejam M e g N R-mddulos e L o Z-modulo livremente gerado
pelo conjunto M x N. Seja W o Z-submoddulo de L gerado pelos elementos
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1. (m1 4+ ma,n) — (my,n) — (mz,n);
2. (m,n1 +I’l2) _(m7n1)_ (man);
3. (mr,n) — (m,rn),

para todo my,my,m € M, ny,na,n € N,r € R. O Z-modulo quociente T =
L/W ¢é chamado de produto tensorial de M e N e é denotado por M @ g N. A
classe (m,n) € T é denotada por m ® n e aclasse (0,0) € T ¢ denotada por 0.

Assim, os geradores m @ n de M ® g N satisfazem as seguintes relagdes:
1. (my +mp) @n =m; Qn + mp Qn;

2. m® (1 +n)=mn; +mQny;

3. mrn=mQrn

paratodomy,my,m € M,ny,np,n € N,r € R. Como consequéncia da relacio
3 acima, temos que, paratodom € M en € N,

mO=0®n=0x0=0.

n
Um elemento tipico de L éasoma Y «;(m;,n;),o; € Z,mj € M,n; € N.
i=1
n
Assim, umaclasseem 7" éda forma ) «;(m; ®n;). Comisso, deve ficar claro que
i=1
um elemento de M ® g N ndo necessariamente € da formam @n,m € M,n € N.
Como estamos trabalhando com classes, € possivel que m @ n = m’ ® n’ em
M ®r N, masm # m’ e n # n': basta observar que, como acima, 0 pode ser
escrito de varias maneiras diferentes. Além disso, € possivel que M @ g N = {0},

mesmo que M # {0} e N # {0}.

Exemplo 1.2.40. Se m > 2, entdo Q ®z Zm = {0}. De fato, seja § ® 1 um
gerador de Q ®z Z,,. Entao

Exercicio 1.2.41. Mostre que se R = Z, entdo a condi¢do 3, da Defini¢do 1.2.39,
€ consequéncia das condigdes 1 e 2.
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Exercicio 1.2.42. Mostre que se m,n € Z sao tais que mdc(m,n) = 1, entdo
L @7z Ln = {0}

Agora, vamos mostrar a unicidade do produto tensorial. Para isso, precisamos
da seguinte definicao.

Definicio 1.2.43. Sejam Mg ¢ gN R-mddulos ¢ P um Z-moédulo. Dizemos que
uma aplicagdo f: M x N — P ¢ uma aplicacdo balanceada se satisfaz:

L. f(my +ma.n) = f(my.n) + f(ma,n);
2. f(m,ny+n2) = f(m,n1) + f(m, nz);
3. f(mr,n) = f(m,rn)

paratodom,my,mp € M,n,ny,np € Ner € R.

E facil verificar que b: M x N — M ®g N dada por b(m,n) = m @n éuma
aplicac@o balanceada, chamada de aplicag@o balanceada candnica. Considerando
0s R-modulos Mg ¢ g N e um Z-moddulo P, a importancia dessa aplicacao é dada
no préximo teorema.

Teorema 1.2.44. Se f: M x N — P éuma aplicagdo balanceada, entdo existe
um unico Z-homomorfismo f: M Qgr N — P talque f ob = f. Além disso, o
produto tensorial M @ g N é unicamente determinado, a menos de isomorfismos,
por esta propriedade.

Demonstragdo. Sejam L e W como na Defini¢cdo 1.2.39. Como M x N ¢ uma Z-
base de L, a aplicagdo f: M x N — P se estende a um inico Z-homomorfismo
f’: L — P.Como f ébalanceada, temos que W C Ker(f”).

Afirmamos que a aplicagdo f: L/W = MQgrN — P dadapor f(m®n) =
f'(m,n) é um Z-homomorfismo bem definido.

MXN—>M®R
\)lf

De fato, se m @ n = m’ ® n’, entdo (m,n) — (m’,n’) € W. Como W C
Ker(f'), f'(m,n) = f'(m’,n’) e, portanto, f(m ® n) = f(m' @ n’).

Com isso, (f o b)(m,n) = f(m ® n) = f'(m,n) = f(m,n), para todo
(m,n) € M x N. Portanto, f ob = f.
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Agora, seja g: M @ g N — P outro Z-homomorfismo tal que go b = f.
Entao

g(m ®n) = g(b(m,n)) = f(m,n) = f(b(m,n)) = f(mn).

Assim, g = f.

Observe que aplicando o resultado para b, temos que existe um unico Z-ho-
momorfismo b tal que b o b = b. Como idpyg N © b = b, da unicidade temos
que b = ldM®RN-

Agora, suponha que 7" seja outro Z-mddulo junto com uma aplicagio balance-
adab’: M x N — T’ que satisfaz as condigdes do teorema, isto €, que para qual-
quer aplica¢do balanceada f: M x N — P, existe um Unico Z-homomorfismo
f:T' — P talque f ob’ = f. Vamos mostrar que 7/ =~ M ®r N como
Z-médulos.

Ao considerar 0 exposto acima para a aplica¢do b, temos que existe um inico
Z-homomorfismo b: T' — M ®g N talque bo b’ = b.

Da mesma forma, como M ®g N e b satisfazem as condigdes do teorema,
existe um unico Z-homomorfismo b’: M @ g N — T’ talque b’ o b = b'.

M ®r N

S

MxN—)T/

\l@

M Qr N

Logo, o o
(bob)ob=b e (b’ob)ob/=b/.

Da unicidade, devemos ter b o b’ = idpr e b’ o b = idpe N Portanto, bé
um isomorfismo de Z-modulos e, assim, T’ =~ M Qg N. O

O teorema acima ¢ chamado de propriedade universal do produto tensorial.
O teorema nos diz que de certa forma o produto tensorial “lineariza” aplicagdes
balanceadas. Vejamos uma aplicag@o dessa propriedade.

Lema 1.2.45. Sejam Mg, Mp.g N,k N' R-médulose f: M — M', g: N —
N’ R-homomorfismos. Entdo existe um tinico Z-homomorfismo h: M @ g N —
M’ @g N’ tal que h(m @ n) = f(m) ® g(n).



32 1. Algebras associativas

Demonstragdo. Pela definigdo de produto tensorial, a aplicagdo h': M x N —
M’ ®g N’ dadapor h/(m,n) = f(m)® g(n) é balanceada. Pelo Teorema 1.2.44,
existe um nico Z-homomorfismo h: M @ g N —- M’ Qg N’ talque hob = I’.
Portanto, h(m ® n) = h(b(m,n)) = h'(m,n) = f(m) ® g(n). O

Observe que, até agora, M ®g N ¢ apenas um Z-modulo. Com a propri-
edade universal do produto tensorial, podemos dar uma estrutura de R-mddulo
para M ® g N. Antes, precisamos da seguinte definicdo.

Definicio 1.2.46. Sejam R e S anéis e (M, +) um grupo abeliano. Dizemos que
M éum (R, S)-bimédulo se M ¢ simultaneamente um R-modulo a esquerda e
um S-moédulo a direita e, paratodor € R,s € Sem € M, (rm)s = r(ms). Se
R = §, dizemos simplesmente que M ¢ um R-bimodulo. Utilizaremos a nota¢ao
R Mg para dizer que M éum (R, S)-bimodulo. Se M e N sdo (R, S)-bimddulos,
dizemos que f: M — N ¢ um homomorfismo de (R, S)-bimodulos se ¢ um
R-homomorfismo e um S-homomorfismo.

Note que, pela Observacao 1.2.38, se R ¢ um anel comutativo, entdo todo R-
modulo é um R-bimodulo.

Teorema 1.2.47. Sejam R e S anéis e s Mr,g Ns bimddulos como indicado. En-
tdo:

1. M®RN éum S-modulo tal que s(m @n) = sm@n, paratodos € S,m €
M,n e N;

2. se f: M — M’ éum homomorfismo de (S, R)-bimddulos e g € N — N’
é um R-homomorfismo, entio f ® g: M Qg N — M’ @ g N’ dada por
(f®g)men)= f(m)Q gn) éum S-homomorfismo.

Demonstragdo. Para mostrar o item 1, para cada s € S, defina
fs:MxN—>MQ®gN por fs(m,n)=smQn.

Pela defini¢do do produto tensorial, f; ¢ balanceada e, pelo Teorema 1.2.44,
existe um Unico Z-homomorfismo

fs:M QRN —>M®gN tal que fy(m®n)=sm®n.

k _ k _
Paracadax = )  m; ®n;, defina sx como o elemento fs(x) = Y fs(m; ®
i=1 i=1
k _
ni) = Y. sm;j @ nj. Como fs é um Z-homomorfismo, sx ndo depende da forma
i=1
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como x € escrito como a soma de geradores. Agora, ¢é facil verificar que M ® g N
¢ um S-modulo. O item 2 sera deixado como exercicio. O

Nesse ponto, deve estar clara a importancia da propriedade universal do pro-
duto tensorial. No teorema anterior, poderiamos ter definido diretamente s(m ®
n) = sm ® n, mas como M ®g N é um conjunto de classes de equivaléncia,
esse produto poderia ndo estar bem definido. A propriedade universal do produto
tensorial nos permite dar uma estrutura de S-modulo bem definidaa M Qg N.

Vejamos mais alguns exemplos da aplicagdo da propriedade universal do pro-
duto tensorial.

Exemplo 1.2.48. Se R ¢ um anel com unidade e M é um R-modulo, entdo
RQr M =M.

De fato, como R é um R-bimodulo, R ® g M é um R-mddulo. E facil ver que a
aplicagdo f: R x M — M, dada por f(r,m) = rm, ¢ balanceada. Logo, pelo
Teorema 1.2.44, existe um unico Z-homomorfismo

f:RrM — M tal que f(r @ m) = rm.

Note que se 7’ € R, entdo Fr'(r@m)) = f(r'rem) =r'(rm) =r f(r@m)e,
assim, f éum R-homomorfismo. Sejag: M — RQ®rM dadopor g(m) = 1®m.

Dador € R, temos que g(rm) = 1@ rm =r @m = r(1 ® m) = rg(m).
Logo, g ¢ um R-homomorfismo, f(g(m)) = f(1®@m) =me g(f(r ®m)) =
g(rm) =1Q® rm =r @ m. Portanto, f é um R-isomorfismoe R Qg M =~ M.

Proposicao 1.2.49. Sejam rMy,g M, Ngp R-modulos. Entdo

N ®r (M1 & Mz) = (N ®r M1) & (N Qr M>).
Demonstragdo. De fato, considere a aplicagdo

fiNx(My & Mz) - (N Q®r M) @ (N ®r M)

dadapor f(n,(my,m3)) = (n@m1,n @ms). Temos que f é balanceada e, pelo
Teorema 1.2.44, induz um R-homomorfismo

f:N®r (M & M) — (N ®r M) ® (N ®r Ma)

dado por f(n ® (m1,m2)) = (n @ m1,n @ m). Vamos construir a inversa de f .
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Sejami;: Mj — My @& M>, j = 1,2 as imersOes canonicas. As aplicagdes
gj:NxM;j - N Qg (M; ® M) dadas por gj(n,m;) = n ® ij(mj) sao
balanceadas. Pelo Teorema 1.2.44, as aplicagdes g induzem R-homomorfismos
gj: N Qg M; — N ®pr (M1 & M>) que, novamente pelo Teorema 1.2.44,
induzem um R-homomorfismo

g: (N ®rM1) ®r (N Qg M2) - N Qg (M1 & M>)

dado por g(n; ® my,na @ my) = n1 ® (m1,0) + ny ® (0, my). Agora, temos
que

(fog)ni ®mi,na®@mz) = f(n1 ® (my1,0) + na ® (0,my))
= (n1®mq,0)+ (0,n2 ® my)
= (n®mi,ny®@my)

(go /)(n ® (m1.mp)) = gn ®mi,n ®my)
ne (ml,O) +nQ® (O,mz)
= n® (my,mp).

Portanto, / & um R-isomorfismo.
O
Exercicio 1.2.50. Sejam {gM; : i € Z} uma familia de R-mddulos ¢ Ngp um

R-médulo. Mostre que N Qg | D Mi) =~ P (N ®r M;).
i€l i€l

Exercicio 1.2.51. Sejam Re S anéise Mg,r L,gr Ng (bi)modulos como indicado.
Mostre que M ®g (N ®s L) = (M ®r N) ®s L. Com isso, escreveremos
M ®r N ®s L. Generalize a construgdo do produto tensorial de n (bi)modulos.

Exercicio 1.2.52. Sejam M, N R-bimddulos. Mostre que M Qg N = N Qg M.

Exercicio 1.2.53. Sejam R um anel com unidade, / <, R e gM um R-mddulo.
Mostre que:

(@ R/I Qg M = M/IM como Z-modulos.

(b) Conclua que se J <I; R, entdo R/l ®gr R/J = R/(I + J) como Z-
modulos. Além disso, se R é comutativo e I, J sdo ideais de R, entdo o
isomorfismo é de R-moddulos.
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Exercicio 1.2.54. Mostre que Zy, ®z Zy = Z4,onde d = mdc(m,n).

Exercicio 1.2.55. Seja D um anel de divisdo. Mostre que vale o isomorfismo
Mn(D) R Mm(D) = Mnm(D)

Exercicio 1.2.56. Sejam R um anel e / < R. Mostre que R ®g I [x] = R[x].

Seja R um anel comutativo. Como mencionamos anteriormente, um R-modulo
M tem estrutura natural de R-bimoédulo. Com isso, pelo Teorema 1.2.47, se N
também é um R-moddulo, entdio M ® g N é um R-bimodulo e

rm@n)=rm@m=mrn=mrn=mQeOnr = (mn)r.

Sejam R um anel comutativo e M, N ¢ P R-(bi)m6dulos. Uma aplicagio
f: M x N — P ¢ dita uma aplicagdo bilinear se para todo m,my,m, € M,
n,ni,np € N,r € R:

L. f(m1 +ma,n) = f(mi,n) + f(ma,n);
2. f(m,n1 +n2) = f(m,n1) + f(m,nz);
3. frm,n) =rf(m,n) = f(m,rn).

Assim, toda aplicagdo bilinear ¢ uma aplicacdo balanceada. Além disso, se R é
comutativo, entdob: M xN — M ® g N, aaplicacdo balanceada candnica, ¢ uma
aplicagdo bilinear. Neste contexto, b é chamada de aplicacdo bilinear canonica.
Com isso, temos uma extensdo do Teorema 1.2.44, para o caso em que R ¢ um
anel comutativo.

Teorema 1.2.57. Considere os R-modulos M, N e P, onde R é um anel comu-
tativo. Se f: M x N — P éuma aplicagdo bilinear, entdo existe um tunico
R-homomorfismo f: M Qr N — P tal que f ob = f. Além disso, o R-
modulo M @ g N é unicamente determinado, a menos de isomorfismos, por esta
propriedade.

Nosso proximo objetivo é mostrar que o produto tensorial de R-modulos livres
¢ livre. Para isso, mostraremos o seguinte.

Teorema 1.2.58. Seja R um anel com unidade. Se Mg é um R-modulo e gN ¢é

um R-mddulo livre com R-base Y, entdo todo elemento x de M @ g N pode ser
k
escrito de maneira vinica na forma x = ) m; ® y;, onde os y!s sdo elementos
i=1
distintos de Y .
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Antes de apresentar a demonstragdo, vamos explicar o significado de “maneira

k t
inica” no enunciado do teorema anterior. Sex = Y m;®y;ex' = Y m i®z;,
i=1 j=1
comm;,mj € M ey; z; €Y,podemos, se necessario, inserir termos 0 Q@ y, y €
k k

Y, nas somas e assumir que x = ) m; ® y; e X' = Y m} ® y;. Assim, dizer
i=1 i=1
k
que x pode ser escrito de maneira inica como x = Y m; ® y; significa afirmar
i=1
k k
que se .Zl mi ® yi = .Zl m; ® y;,entdo m; = m; paratodoi = 1,...,k. Em
1= 1=
k
particular, se x = ) m; ® y; = 0, entdom; = Oparatodoi =1,...,k.
i=1

Demonstragdo. Paracaday € Y, seja M, uma copia de M e considere § M,,.
yeY
Como Y ¢ linearmente independente, para cada y € Y, temos um R-isomorfismo

Jy: R — Ry dado por f,(r) = ry. Logo, para cada y € Y, temos um R-
isomorfismo

idy ® f;': M®r Ry > M @R R=M = M,
dado por (idy ® fy_l)(m ® ry) = mr. Assim, temos um R-isomorfismo f:
M®erN=Mer | PRy |=PWMerRy) =P M,
yeyY yeyY yeY

eparatodom e M,z € Y, f(m® z) = (my)yey € D M,,onde m, = m

yeyY
emy, = 0,sey # z,ouseja, f(m®z) =i;(m),ondei,: M, - P M, ¢a
yeyYy
imersdo candnica. Agora, todo elemento u € @ M, ¢ escrito como uma soma

yeyYy
finitaiy, (m1) + -+ iy (mg) = f(m1 @ y1) +--- + f(mg ® yx), onde os ylfs
sdo distintos e os m;s sdo elementos nao nulos unicamente determinados de M.
Como todo elemento de M ®g N é da forma f~1(u), para algum u € @ M,,

yeY
o teorema esta mostrado. ]
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A seguir, apresentamos dois importantes corolarios desse teorema.

Corolario 1.2.59. Sejam R um anel com unidade e Mr,g N R-modulos livres
com R-bases X e Y, respectivamente. Entdo M @ g N é um R-modulo (a direita)
liviecombase W = {x ® y : x € X,y € Y} de cardinalidade | X ||Y|.

Corolario 1.2.60. Sejam R um anel com unidade e S um subanel de R que contém
1gr. Se M é um S-modulo livre com S-base X, entdo R ®s M ¢ um R-modulo
livre com base {1gr ® x : x € X} de cardinalidade | X|.

Neste livro, estaremos interessados no produto tensorial de R-mddulos quando
R é um corpo, isto ¢, no produto tensorial de espagos vetoriais.

Dado um espago vetorial V' sobre um corpo F, denotamos a dimensdo de V'
sobre F pordimg (V). Se K éum corpo que contém F, claramente K é um espaco
vetorial sobre F. Assim, podemos formar o produto tensorial VK =V @F K,
o espago vetorial sobre K obtido a partir de V' através da extensdo de escalares.
Como consequéncia do coroldrio anterior, temos o seguinte.

Corolario 1.2.61. Sejam F um corpo, K um corpo que contém F e V um F-
espaco vetorial. Entio o K-espaco vetorial VK = V @ K possui uma base
BK ={v®1:v e B}, onde B é uma F-base de V e dimp (V) = dimg (VX).

Terminamos a se¢ao informando que, em algumas situagdes, ao trabalhar com
modulos M e N sobre um mesmo anel R, omitiremos o indice na notagdo do
produto tensorial obtido, ou seja, usaremos simplesmente M ® N no lugar de
M Qr N.

Exercicios V ou F da Secao 1.2: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmacdes, R representa um
anel e A, B e C sdo R-modulos.

(1) Seja f : A - B um homomorfismo de R-mddulos. Se C ¢ R-submoddulo
de B,entio f~1(C)={ac A: f(a) € C}¢é R-submodulo de A.

(2) Se R ¢ um dominio de integridade ¢ M um R-mddulo, entdo o conjunto
TM)={me M :am =0, paraalgum a € R} ¢ um R-submodulo de
M.

(3) Se A éum R-submoddulo de B ¢ B é livre, entdo A ¢é livre.

(4) Se A e B sdo R-mddulos simples, entdo Hom (A, B) = {0}.
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(5) SeA®RrRB=~AQ®gC,entdio B = C.

(6) Seja M um R-moddulo e considere A C B submoddulos de M. Se M/ A =~
M/B,entio A = B.

(7) Se V e U sdo F-espagos vetoriais de dimensao finita, entdo

dimp(V ®f U) = dimp (V) + dimg (U).

1.3 Anéis semissimples

Nesta se¢do, vamos demonstrar o Teorema de Wedderburn—Artin, que caracteriza
os anéis artinianos semissimples. Existem basicamente duas defini¢des de anéis ar-
tinianos semissimples, que sdo equivalentes. Utilizamos cada uma das defini¢des
dependendo se o anel tem unidade ou nao.

Recordemos que, durante este livro, os anéis ndo necessariamente possuem
unidade, mas optamos por estudar a semissimplicidade de anéis com unidade, pois
a exposi¢ao dos resultados é mais intuitiva ¢ de maior familiaridade para o leitor
menos avancgado. Por outro lado, informamos que ¢é possivel fazer o estudo de
anéis artinianos semissimples sem unidade e indicamos o livro de Herstein (1968)
para uma exposi¢ao desse assunto. Com isso em mente, durante essa se¢do, R
denotara um anel com unidade.

Antes de apresentar a defini¢ao de R-modulos semissimples, iremos relembrar
o Lema de Zorn e definir anéis artinianos. Para isso, consideremos X um conjunto
e < uma relagdo em X, isto é, um subconjunto de X x X. Dizemos que (X, <) é
parcialmente ordenado se para todos a,b,c € X,

1. a < a (reflexividade);
2. sea <beb < a,entdo a = b (antissimetria);
3. sea <beb < c,entdo a < ¢ (transitividade).

Dizemos que a,b € (X, <) sdo comparaveis sea < boub < a. E facil
encontrar exemplos de conjuntos parcialmente ordenados, onde dois elementos
ndo sdo comparaveis.

Exemplo 1.3.1. Seja X o conjunto formado pelas partes de {1,2,3,4}. Defina
A < B se, e somente se, A C B. Entdo X ¢ parcialmente ordenado, mas os
elementos {1,2} e {3, 4} ndo sdo comparaveis.
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Dizemos que (X, <) ¢ totalmente ordenado, se é parcialmente ordenado e
quaisquer dois elementos de X sdo comparaveis.

Exemplo 1.3.2. O conjunto Z com a ordem usual é um conjunto totalmente orde-
nado.

Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e x € X. Dizemos que x
¢ um elemento maximal em X, se paratodo y € X que € comparavel a x, temos
y < x. Observe que, se x ¢ maximal, entdo ndo necessariamente y < x, para
todo y € X, pois podem existir elementos em X que ndo sdo comparaveis a x.
Além disso, um conjunto parcialmente ordenado pode possuir infinitos elementos
maximais ou ndo possuir elemento maximal.

Exemplo 1.3.3. Dé exemplo de um conjunto parcialmente ordenado nas condi¢des
abaixo:

(a) possui infinitos elementos maximais;
(b) ndo possui elemento maximal.

De maneira analoga definimos elemento minimal em um conjunto parcial-
mente ordenado.

Dizemos que Y € X ¢ uma cadeia se (¥, <) é totalmente ordenado. Uma cota
superior, em uma cadeia ¥ € X, ¢ um elemento x € X tal que y < x, para todo
y € Y. Assim, estamos prontos para enunciar o Lema de Zorn.

Lema 1.3.4 (Zorn). Se (X, <) ¢ um conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadeia em X possui uma cota superior em X, entdo X contém (pelo menos) um
elemento maximal.

No que segue, se R ¢ um anel e M ¢ um R-modulo, vamos considerar o con-
junto dos R-submodulos de M parcialmente ordenado pela incluséo.

Nas Se¢oes 1.1 e 1.2, utilizamos o conceito de ideal maximal sem garantir sua
existéncia. Com o Lema de Zorn, estamos aptos para demonstrar esse fato.

Lema 1.3.5. Se R é um anel, entdo R possui um ideal maximal a esquerda (a
direita, bilateral).

Demonstragdo. Seja X = {I C R: 1 <; R,I # R}. Temos que X # @, pois

{0} € X. Seja Y uma cadeia em X. Entdo J = | J I é um ideal a esquerda de
IeY

ReR # J,pois1 ¢ I,paratodo / € Y. Logo, J € X é uma cota superior de Y

em X e, pelo Lema 1.3.4, X possui um elemento maximal. O
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Exercicio 1.3.6. Sejam R umanele I <I; R. Mostre que existe I’ <I; R maximal
tal que I € I’. Conclua que todo elemento ndo invertivel em R pertence a algum
ideal maximal & esquerda de R.

Exercicio 1.3.7. Sabemos que Z nao possui ideais minimais. Explique por que
ndo podemos utilizar o Lema de Zorn para garantir a existéncia de ideais minimais
em um anel.

Dizemos que um R-modulo M ¢é noetheriano (a esquerda), se toda cadeia as-
cendente de R-submodulos de M ¢ estacionaria, isto €, se

My CM,C---

¢ uma cadeia de R-submddulos de M, entdo existe r € N tal que M; = M, para
todo i = r. Analogamente, dizemos que um R-mddulo ¢ artiniano (a esquerda),
se toda cadeia descendente de R-submodulos de M ¢ estacionaria. Dizemos que
um anel R ¢é noetheriano (artiniano) se R € noetheriano (artiniano) a direita e a
esquerda como R-modulo.

Exemplo 1.3.8. Todo espaco vetorial de dimensao finita é noetheriano e artiniano.

Exemplo 1.3.9. O anel Z ¢é noetheriano, mas ndo ¢ artiniano. De fato, se nZ e mZ
sdo ideais de Z tais que nZ C mZ, entdo m é um divisor de n. Como a quantidade
de divisores de um inteiro ¢ finita, temos que toda cadeia ascendente de ideais de
7. ¢ estacionaria e Z ¢ noetheriano. Agora, a cadeia de ideais 2Z D 4Z D --- D
2"7 O --- ndo estaciona. Portanto, Z ndo ¢ artiniano.

Exercicio 1.3.10. Sejam p um primo, Z,) = {pim raelZ,m= 0}, eM =
Z(py/Z. Mostre que M ¢ um Z-mddulo artiniano, mas ndo ¢ noetheriano.

R R
0 Q

etheriano a esquerda, mas nao ¢ artiniano a direita e nem noetheriano a direita.

Exercicio 1.3.11. Mostre que o anel R = ( ) ¢ artiniano a esquerda, no-

Exercicio 1.3.12. Mostre que todo dominio de integridade artiniano € um corpo.

Agora, vamos utilizar o Lema de Zorn para caracterizar os R-modulos noethe-
rianos e artinianos.

Teorema 1.3.13. Seja M um R-modulo. Sdo equivalentes:
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1. Toda familia ndo vazia de R-submodulos de M contém um elemento maxi-
mal;

2. Todo R-submodulo de M é finitamente gerado;
3. M ¢ noetheriano.

Demonstragdo. [(1) = (2)] Suponha que existe N < M que ndo ¢ finitamente
gerado. Considere a familia F = {S C M : S < N, S ¢é finitamente gerado}.
Note que F ¢ ndo vazio, pois {0} € F. Tome Ny um elemento maximal de F,
que existe por hipotese. Entdo Ny ¢ finitamente gerado e No # N, pois N ndo é
finitamente gerado. Logo, existea € N —Nge N1 = No+ Ra éum R-submodulo
finitamente gerado de N tal que N9 C Nj e Ng # Nj. Dessa maneira, chegamos
a um absurdo, pois Ng ¢ maximal.

[(2) = (3)] Seja My C M, C --- uma cadeia ascendente de R-submoddulos
de M. Entdo N = |J M; é um R-submddulo de M que, por hipétese, ¢ finita-

i=1
mente gerado. Seja {n1,n2,...,ns} um conjunto gerador de N. Entdo, para cada
i =1,...,t, existe j; tal que n; € Mj;,. Considerando k = max{ji,..., ji},

temos n; € My paratodoi = 1,...,¢. Logo, N C M} e M; € My, para todo
i = 1. Com isso, segue que M; = M} paratodoi = k. Isso mostra que a cadeia
estaciona e, portanto, M ¢é noetheriano.

[3) = (1)]SejaF ={N € M : N < M}. Como M é noetheriano, toda
cadeia ascendente de R-submodulos de M possui cota superior, caso contrario
existiria uma cadeia ndo estacionaria. Pelo Lema 1.3.4, F contém um elemento
maximal. O

Com uma demonstragdo analoga, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.3.14. Seja M um R-modulo. Sdo equivalentes:

1. Toda familia ndo vazia de R-submodulos de M possui um elemento mini-
mal;

2. M é artiniano.

Um critério util para determinar se um R-mddulo é noetheriano (artiniano) ¢
dado no préximo lema.

Lema 1.3.15. Sejam M um R-moduloe N < M. Entdo M é noetheriano (arti-
niano) se, e somente se, N e M/ N sdo ambos noetherianos (artinianos).
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Demonstragdo. Vamos demonstrar o resultado para o caso noetheriano, ja que o
caso artiniano segue de modo analogo. Suponha que M seja noetheriano e seja
N < M. Entdo todo R-submddulo de N ¢ um R-subméddulo de M e, portanto,
toda cadeia ascendente de R-submoddulos de N estaciona. Logo, N ¢ noetheriano.
Agora, como todo R-submoddulo de M/N ¢é da forma N'/N,onde N’ < M e
N C N’, como no caso anterior, podemos mostrar que M/N ¢ noetheriano.

Reciprocamente, suponha N e M/ N sdo noetherianos e seja My C My C ---
uma cadeia de R-submodulos de M. Considere as seguintes cadeias:

MiNnNCM,NNC---

(My +N)/N C (My + N)/N C---.

Como N e M/ N sao noetherianos, ¢ possivel determinar k > 1talque M; NN =
My NNeM;+N =M, + N,paratodoi = k.

Por hipotese, ja temos que My € M;, paratodoi = k. Agora, vamos mostrar
que M; € M. Sejax € M;. Entdo existe y € My talquex + N = y + N.
Logo,x —y € N. Como M} € M;,temosx —y € M; N N = M N N. Logo,
X —y € My e, assim, x € M. O

Como consequéncia do lema anterior, temos os seguintes corolarios.

Corolario 1.3.16. Seja M um R-mddulo tal gue M = M; + --- + My, onde
cada M;i < M,i = 1,...,n. Entdo M ¢ noetheriano (artiniano) se, e somente
se, cada M;, i = 1,...,n énoetheriano (artiniano).

Demonstra¢do. Novamente, vamos mostrar somente o caso noctheriano. Se M
¢ noetheriano, entdo cada M;,i = 1,...,n é noetheriano. Reciprocamente, su-
ponha que M = M; + M,, onde M e M, sao noetherianos. Entdo M/ M; =
(M1 + M3)/ M1 = M>/(M1 N M>), que é noetheriano, pois M» é noetheriano.
Portanto, M ¢é noetheriano. O caso geral segue utilizando o principio da indugéo
finita. O

Corolario 1.3.17. Se R é um anel noetheriano (artiniano), entdo todo R-modulo
finitamente gerado é noetheriano (artiniano).

Demonstragdo. Seja {my,...,my} um conjunto gerador de M como R-mdbdulo.
k
Entdlo M = ) Rm; e, paratodoi = 1,...,k, a aplicagdo f;: R — Rm;
i=1
dada por f;(r) = rm; é um epimorfismo de R-médulos e Rm; =~ R/Ker(f;).
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Como R ¢é noetheriano (artiniano), Rm; também o é. Portanto, M ¢ noetheriano
(artiniano). O

Exercicio 1.3.18. D& um exemplo de um R-mddulo finitamente gerado, que pos-
sui um R-submodulo que ndo ¢ finitamente gerado.

Exercicio 1.3.19. Seja M um R-moédulo. Uma série de composi¢do de M ¢ a me-
nor cadeia finita de R-submodulos {0} C My C My C---C My—1 C M, =M
tal que cada modulo quociente M;4+1/M; é simples, 0 < i < n — 1. Se um
R-modulo M possui uma série de composigdo, entdo dizemos que M tem compri-
mento finito. Mostre que um R-modulo tem comprimento finito se, e somente se,
¢ noetheriano e artiniano.

Exercicio 1.3.20. Se D é um anel de divisao, entdo mostre que, para todon = 1,
M, (D) é um anel artiniano e noetheriano.

Agora, vamos introduzir o principal conceito desta segao.

Defini¢ao 1.3.21. Um R-mddulo M ¢ semissimples, se todo R-submodulo de R
¢ um somando direto. Um anel R € semissimples, se g R ¢ um R-moédulo semis-
simples.

Exemplo 1.3.22. Se V' ¢ um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo
F, entdo V ¢ um F-moddulo semissimples. De fato, seja W um subespago ndo
nulo de V. Entdo toda F-base de W pode ser estendida auma F-base de V. Com
isso, se {w1, ..., Wi} ¢ uma F-basede W e {wi,..., Wk, Wg+1,...,Ws} ¢ uma
F-base de V, entdo W’ = spang{wg 1, ..., W, } € um somando direto de W.

Exemplo 1.3.23. Como vimos no Corolario 1.2.28, Z nao ¢ um anel semissimples,
pois os Unicos somandos diretos de Z sdo os triviais.

O préximo lema mostra que os R-submoddulos ndo nulos de um R-moédulo
semissimples também sdo semissimples. Mais do que isto, esses possuem um R-
submodulo simples.

Lema 1.3.24. Sejam M um R-mddulo semissimples e {0} = N < M. Entdo N
é um R-modulo semissimples e possui um R-submodulo simples.
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Demonstragdo. Se S < N, entdo S < M e, como M ¢é semissimples, existe
S"< Mtalque M = S & S’. Afirmamos que N = S & (S’ N N). De fato,
dadon € N, existems € S,s" € S’ taisquen =s +s'. Logo,n —s =s' € S’
ecomo S < N,s" € S NN. Comisso, N = S + (S’ N N). Agora, como
SN(S'NN)=1{0}NN = {0}, aafirmagio esta provada.
Para mostrar que N possui um R-submoddulo simples, tomamosn € N,n # 0,
¢ consideramos
F={N CN:N <NngN'}.

Temos que F ¢ ndo vazio, pois {0} € F e toda cadeia em F possui elemento
maximal: a unido de todos os R-submodulos nesta cadeia. Pelo Lema 1.3.4, F
possui um elemento maximal N;. Como N ¢ semissimples, existe N, < N tal
que N = N1 & N,. Afirmamos que N ¢ simples. De fato, se nao fosse, existiria
N3 < Nj ecomo Nj ésemissimples, Nop = N3 @ N4, paraalgum Ng < N;. Logo
N =Ny & N3 Nye Ny = (N1 + N3) N (N1 + Ng),jaque Ny N Ny = {0}.
Comon ¢ Ni, temos que oun € Ny + N3,oun & Ny + N4, contrariando a
maximalidade de N;. Portanto N, é simples. O

Corolario 1.3.25. Se M é um R-modulo semissimples e N < M, entdo M/N é
semissimples.

Demonstragdo. Como M ¢ semissimples, existe N/ < N talque M = N & N'.
Pelo Lema 1.2.27, M/N = N’ e pelo lema anterior, N” é semissimples. Portanto,
M/ N ¢é semissimples. O

Exercicio 1.3.26. Mostre que o Z-modulo QQ ndo é semissimples e ndo possui um
quociente simples.

A seguir, apresentaremos uma caracterizacao de modulos semissimples.
Teorema 1.3.27. Seja M um R-modulo. Sdo equivalentes:

1. M é semissimples;

2. M ¢ soma direta de R-submodulos simples;

3. M é soma de R-submodulos simples.

Demonstragdo. [(1) = (2)] Seja

F={NCM:N<MN=EHN:. N;i <N simples, para todo i € L.
i€
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Pelo Lema 1.3.24, F # @. Vamos definir uma ordem parcial em F como segue:
D Ni < € N;j se, e somente se,Z C J. Com a ordem assim definida, toda
i€l JjET

cadeia em F possui elemento maximal. Logo, pelo Lema 1.3.4, F possui um
elemento maximal Nog = @ Nj, N; < N simples, para todo i € Z. Afirmamos

i€Z

que N9 = M. De fato, suponha que Ny # M. Como M ¢ semissimples, existe
N’ < M tal que M = No & N’. Mas, pelo Lema 1.3.24, N’ possui um R-
submodulo simples S e No C @ N; & S € F, o que contraria a maximalidade

i€Z
de N 0-
[(2) = (3)] Obvio.
[(3) = (1)] Suponha que M = )  M;, onde cada M; ¢ um R-submoddulo
€T
simples de M, paratodoi € Z,eseja N < M.
Vamos mostrar N € um somando direto de M. Seja

F=:3Y M;:gcZ.[Y Mj|nN={0}; cM.
JET JjeJ

Como N # M, deveexistiri € 7 tal que M; NN = {0}, caso contrario, como
M; ésimples, M; N N = M; e M; C N. Portanto, F # @ ¢, pelo Lema 1.3.4,
F possui um elemento maximal My = Y. M, paraalgum J' C Z.

JeJ’

Como My N N = {0}, para finalizar a demonstraco, basta mostrar que M =
Mo+ N. Separatodoi € Z, M; C Mo+ N,entdo M C Mo+ N e ndo ha nada
mais para ser feito. Caso contrario, existe i € Z tal que M; ¢ My + N. Como
M; é simples, necessariamente devemos ter M; N (Mo + N) = {0} e, portanto,
(M; +Mop)NN C (M; NN)+ (MoN N) = {0}, o que contraria a maximalidade
de My. Portanto, N ¢ um somando direto de M e M ¢ semissimples. O

Corolario 1.3.28. 4 soma direta de R-modulos semissimples é semissimples.

Corolario 1.3.29. Seja M = @ M; a decomposi¢io de um R-modulo semissim-
i€T
ples como soma direta de R-modulos simples. Se N < M, entdo existe J C T
talque N = @ M,.
ieg

Demonstragdo. Como na demonstragdo do teorema anterior, dado N < M, ¢é
possivel encontrar um conjunto de indices 7' talque M = N @& N/, onde N’ =
@ M;.Logo, N =M/N = P M;. d
ieg’ ieT—J’
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Ao fazer o proximo exercicio, o leitor vera que a reciproca do Corolario 1.3.25
ndo ¢ verdadeira.

Exercicio 1.3.30. Dé um exemplo de um R-moédulo M, que possui um R-submo-
dulo N tal que N e M/N sdo semissimples, mas M nao o é.

Exercicio 1.3.31. Seja M um R-modulo semissimples. Mostre que as seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

1. M ¢ finitamente gerado;

2. M ¢ a soma direta de um nimero finito de R-modulos simples;
3. M tem comprimento finito;

4. M é noetheriano e artiniano.

Exercicio 1.3.32. Mostre que um R-médulo M ¢ semissimples se, e somente se,
todo R-submodulo ciclico de M ¢ semissimples.

Exercicio 1.3.33. Mostre que o Z-modulo Z, é semissimples se, € somente se, 7
¢ livre de quadrados.

Agora, vamos estudar os anéis semissimples. Comegamos com o seguinte
teorema.

Teorema 1.3.34. Seja R um anel. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
1. Todo R-modulo é semissimples;
2. R éum anel semissimples;
3. R é a soma direta finita de ideais minimais a esquerda.

Demonstragdo. Como [(1) = (2)] e [(3) = (2)], basta mostrarmos as implica-
¢oes abaixo.

[(2) = (1)] Considerando M um R-modulo, notamos que sempre podemos
tomar X = M como um conjunto gerador de M. Assim, vamos considerar um
conjunto gerador qualquer X = {m; : i € Z} de M. A aplicacio f: RD —
M dada por f((ri)iez) = )_ rim; ¢ um epimorfismo de R-modulos. Como

ieZ
R ¢é semissimples, pelo Corolario 1.3.28, R®) ¢ semissimples. Portanto, M ¢é
semissimples.
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[(2) = (3)] Os R-submddulos simples de R s@o seus ideais minimais a es-

querda. Logo, pelo Teorema 1.3.27, R = € L;, onde cada L; ¢ um ideal mini-
i€

mal a esquerda de R. Vamos mostrar que a soma ¢ finita. Como R ¢ um anel com

unidade, temos

l=riy +ri,+-+ri,

onder;; € Li;, j =1,...,n. Logo, dado r" € R, temos
r'=r'ri,+r'ri,+--+r'ri, €Ly ®---DL;,.
Comisso, RC L;, &---® L;, e,portanto, R=L; &---P L;,. O

Corolario 1.3.35. Seja R = L1 & --- ® L, a decomposi¢cdo de um anel semis-
simples como a soma direta de ideais minimais a esquerda. Se M é um R-modulo
simples, entdo M = L;, para algumi = 1,...,n. Em particular, a menos de
isomorfismos, existe apenas uma quantidade finita de R-modulos simples.

Demonstragdo. Como R tem unidade, RM # {0}. Por hipdtese, temos que R =
L1®---®Ly. Logo,existei € {1,...,n}talque LM # {0}. Mas LM < M e
pela simplicidade de M, obtemos que L; M = M. Assim, a aplicagdo f: L; —
M, dada por f(r;) = rim, é um epimorfismo, cujo nicleo ¢ um R-submoédulo
de L;. Da minimalidade de L;, obtemos que Ker( f) = {0} e, portanto, f é um
isomorfismo. O

Como consequéncia do Exercicio 1.3.31, também temos o seguinte corolario.
Corolario 1.3.36. Todo anel semissimples é noetheriano e artiniano.

Dizemos que um R-moddulo M € homogéneose M = M; & --- & My, onde
cada M;,i = 1,...,n, ¢ um R-modulo simples isomorfo a um R-moédulo sim-
ples fixo M’. Seja R = L1 & --- & L, a decomposigdo de um anel semissimples
como a soma direta de ideais minimais a esquerda. Coletando os ideais minimais
a esquerda isomorfos na decomposigdo acima, concluimos que um anel R ¢ semis-
simples se, e somente se, R ¢ a soma direta de anéis homogéneos. Em particular,
se R ¢ um anel semissimples e homogéneo, entdo todos os R-moddulos simples sdo
isomorfos.

Exemplo 1.3.37. Todo anel de divisdo ¢ semissimples, pois ndo possui ideais a
esquerda proprios.
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Exemplo 1.3.38. Se D ¢ um anel de divisdo, entdo M, (D) é um anel semissim-
ples, para todo n = 1, pois, pelo Exercicio 1.2.24, M,(D) = C1 & ---d Cy ¢
cada C; ¢ um ideal minimal a esquerda de M, (D).

Exemplo 1.3.39. Se F ¢ um corpo, entdo o anel de polindmios F[x] ndo ¢é se-
missimples. De fato, se F[x] fosse semissimples, entdo seria um anel artiniano e,
evidentemente, a cadeia (x) D (x?)--- ndo é estacionaria.

Para continuar nosso estudo, vamos determinar a estrutura do anel Endg(M),
onde M éum R-modulo.
E bem conhecido que se V é um espaco vetorial sobre um corpo F de dimensio
finita n, entdo Endp (V) =~ M, (F). Em particular, Endg (F) =~ F. Sabemos
n

que se {vy,...,v,} éuma F-basede V,entdo V = P Fu;.
i=1
Além disso, as aplicagdes f;: F — Fuv; dadas por f;(o) = av; sdo isomor-
fismos de espagos vetoriais, ja que F' € um F-moddulo simples. Portanto,

V;FEB---EBF:F(")
—_————
nvezes

e Endp(F®™) =~ M,(F) =~ M,(Endp(F)).
Deixamos como exercicio o proximo resultado.

Lema 1.3.40. Se M ¢é um R-modulo e n ¢ um inteiro positivo, entdo temos
Endp(M™) = M,(Endgr(M)).

Com esse resultado, estamos aptos a demonstrar a préxima proposicao.

Proposicao 1.3.41. Seja M um R-modulo semissimples de comprimento finito.
Entdo Endgr(M) é isomorfo a uma soma direta finita de anéis de matrizes sobre
anéis de divisdo.

n
Demonstragdo. Escreva M = € M;, onde cada M; ¢ um R-modulo simples.

i=1
Agrupando os modulos isomorfos, podemos escrever

k
M = @Mi("i), onde M; ¢ M, sei # j.
i=1
Como cada M; é um R-mddulo simples, pelo Lema de Schur, temos que
Homp(M;,Mj) = {0},sei # j. Logo,sei # j, HomR(Mi("i),M](.nj)) =
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{0} e, assim, um endomorfismo de M deve levar Ml.("i ) nele mesmo. Com 1SS0,
temos que

k k
Endg(M) = Endg | @ M | = @ My, (Endg(M))).

i=1 i=1
Pelo Lema 1.2.19, o resultado esta provado. O
A seguir, introduzimos a noc¢ao de anel oposto de um anel.

Defini¢do 1.3.42. O anel oposto de um anel R, denotado por R°?, ¢ definido como
segue: como conjunto, os elementos de R°? so os elementos de R e a adi¢do em
R°P coincide com a adi¢do em R. A multiplicacdo em R°P ¢ dadaporaob = ba,
para todos a, b € R, onde ba denota a multiplicagdo em R.

Algumas propriedades de R°? estdo listadas abaixo.
Exercicio 1.3.43. Seja R um anel. Mostre que:
(a) R tem unidade se, e somente se, R°? tem unidade.
(b) R é um anel de divisdo se, e somente se, R°P também o €.
(c) (R°P)°P = R.
(d) Se S é um anel, entdo R = S se, e somente se, R =~ §°P,

Exercicio 1.3.44. Mostre que se R é um anel, entdo M, (R)°? =~ M,(R°?). Em
particular, se R é comutativo, entdo M, (R)°? =~ M, (R). Dé um exemplo de anel
tal que R°? 2 R.

Dadosumanel Rer € R,seja fr: R — R definidapor f(x) = rx. Observe
que se R ndo é comutativo, entdo f, ndo ¢ um R-homomorfismo. Por outro lado,
se definirmos f,(x) = xr, entdo obtemos um R-homomorfismo que induz uma
aplicagdo g: R — Endg(R) dada por g(r) = fr, que ndo é um homomorfismo
de anéis, pois dados r, s € R, frs(x) = x(rs) = (xr)s = (fs o fr)(x).

Logo, se considerarmos g: R°? — Endpg(R), g ¢ um homomorfismo de
anéis. Observe que g ¢ injetiva, pois se f, = fs, entdor = f-(1) = fs(1) = s.
Além disso, g é sobrejetiva, pois dado & € Endg(R), h(x) = h(x1) = xh(1) =
Jh(1)(x). Com isso, concluimos o seguinte.

Lema 1.3.45. Se R ¢ um anel, entdo R°? = Endg(R).
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Podemos exibir mais uma classe de anéis semissimples.

Exemplo 1.3.46. Se D ¢ um anel de divis@o e IV ¢ um D-modulo livre de posto
finito, entdo Endp (V) é um anel semissimples. De fato, V 2= D para algum
n=1,e Endp(V) =~ Endp(D™) =~ M,(Endp (D)) =~ M,(D°P). Como D
¢ um anel de divisdo, D°?P também o é. Portanto, Endp (V') é semissimples.

Estamos prontos para exibir o resultado que apresenta a estrutura de anéis se-
missimples, conhecido como Teorema (estrutural) de Wedderburn.

Teorema 1.3.47 (Wedderburn). Todo anel semissimples é isomorfo a uma soma
direta finita de anéis de matrizes sobre anéis de divisdo.

Demonstragdo. Seja R um anel semissimples. Pelo Teorema 1.3.34, R tem com-

k
primento finito e, assim, pela Proposi¢do 1.3.41, Endr(R) = @ My, (D;), onde
i=1
cada D;,i = 1,...,k, é um anel divisdo. Pelo Lema 1.3.45, R°? =~ Endpg(R).
Portanto,

k k
R = (R")? = P My, (D;)*? = @D My, (D{P).
i=1 i=1

O

Corolario 1.3.48. Todo anel semissimples é isomorfo a uma soma direta finita de
anéis simples.

Corolario 1.3.49. Se R ¢é um anel semissimples comutativo, entdo R é isomorfo
a uma soma direta finita de corpos.

Exercicio 1.3.50. Mostre a unicidade da decomposi¢ao de um anel semissimples,

k r
isto ¢, mostre que se R = @ My, (D;) = @ My,;(D;), entdo k = r e, apds
i=1 i=1
uma possivel permutagio dos indices, n; = m; e D; = le.

Exercicio 1.3.51. Seja R um anel. Mostre que se R é semissimples, entdo My (R)
também o é.

Exercicio 1.3.52. Seja R um dominio. Mostre que se M, (R) é semissimples,
entdo R é um anel de divisao.
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A decomposi¢do R = R; & --- & R, de um anel semissimples como a soma
direta de anéis simples ¢ chamada de decomposicdo de Wedderburn de R. Nessa
decomposi¢do, cada R; pode ser visto como {0} ® --- D R; & ---{0} em R; &
-+ @® Ry. Comisso, cada R; ¢ umidealde Re R;R; = {0},sei # j.

Exercicio 1.3.53. Seja R =~ R} & -+ & R, a decomposicao de Wedderburn de
um anel semissimples. Mostre que cada R; ¢ um ideal minimal de R.

Exercicio 1.3.54. Seja R um anel. Mostre que R € semissimples se, e somente se,
todo ideal a esquerda de R é gerado por um idempotente, isto €, se L <{; R, entdo
existe e € R idempotente tal que L = Re. Concluaquese R =~ R1P---® R, ¢a
decomposi¢@o de Wedderburn de um anel semissimples, entéo existe um conjunto
{e1,...,en} de idempotentes de R tal que:

1. cada e; € um idempotente central, isto é, ¢; € Z(R),i = 1,...,n;
eiej =0,sei # j,isto é, os idempotentes sdo ortogonais;

l=ej+-+en;

Sl

cada e; nao pode ser escrito como e; = e;+e;, onde e}, e sdo idempotentes
centrais ortogonais de R.

Além disso, cada ¢; ¢ aunidade do anel R;,i = 1,...,n.

Nosso objetivo agora € estudar a estrutura de anéis artinianos simples.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F. Como V
possui uma F-base, entdiose v € Fev € V,av = 0 se, e somente se, « = 0.
Neste caso, dizemos que V' é um F-moddulo fiel. De modo geral, temos a seguinte
definig¢ao.

Defini¢ao 1.3.55. Dizemos que um R-moédulo M ¢ fiel se
{r e R:rm = 0,paratodom € M} = {0}.

O conjunto {r € R : rm = 0,paratodom € M} é chamado de anulador de
M, denotado por Ann(M). Com isso, um R-mddulo M ¢ fiel se, e somente se,
Ann(M) = {0}.

Exercicio 1.3.56. Sejam M um R-méduloe I < Rtalque I € Ann(M). Mostre
que rm = rm, paratodos ¥ € R/I,m € M, fornece uma estrutura de (R/1)-
moédulo a M e os (R/1I)-submodulos de M coincidem com os R-modulos de M.
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Temos o seguinte resultado.

Lema 1.3.57. Se M ¢ um R-modulo, entdo Ann(M) < R e temos que M é um
(R/Ann(M))-modulo fiel. Em particular, se R é um anel simples, entdo M é fiel.

Demonstracdo. Eclaroqueser,s € Ann(M),entdor+s,rs € Ann(M). Agora,
sejamr € Rea € Ann(M). Entdo (ra)m = r(am) = 0e (ar)m = a(rm) = 0,
jaquerm € M. Portanto, Ann(M) < Re M éum (R/Ann(M))-modulo. Logo,
se rm = 0, para todom € M, entdo r € Ann(M) e, portanto, i = 0. O

A seguir, apresentamos o teorema que estabelece a estrutura dos anéis artinia-
nos simples, chamado por alguns autores de Teorema de Wedderburn—Artin.

Teorema 1.3.58 (Wedderburn—Artin). Seja R um anel. Sdo equivalentes:
1. R éum anel artiniano simples;
2. R éisomorfo a um anel de matrizes com entradas em um anel de divisdo,
3. R é semissimples e todos os R-modulos simples sdo isomorfos;
4. R ¢ homogéneo,
5. R ¢ artiniano e existe um R-modulo simples fiel.

Demonstragdo. [(5) = (4)] Seja M um R-moédulo simples fiel. Considere, para
cadat = 1, S; = Hompg(R, M(‘)). Entdo a familia de todos os nucleos dos R-
homomorfismos f € Sy, paratodo ¢ = 1, é ndo vazia e, como R artiniano, existe
n=1le f eS8, tal que Ker(f) ¢ minimal.

Vamos mostrar que Ker(f) = {0} e, com isso, teremos que R ¢ isomorfo a
um R-submoddulo de um R-modulo homogéneo e, assim, pelo Corolario 1.3.29,
concluiremos que R ¢ homogéneo.

Suponha que f(r) = 0, com r # 0. Como M ¢ fiel, existe m € M tal que
rm # 0. Como M é simples, M = Rm. Considere a aplicagio g: R — M ™ @
M dadapor g(x) = (f(x), xm). Entdo g ¢ um R-homomorfismo e possui nicleo
menor que Ker( /), contrariando a minimalidade de Ker( /). Portanto, Ker( /) =
{0}.

[(4) = (3)] Corolario 1.3.35.

[(3) = (2)] Proposigao 1.3.41.

[(2) = (1)] Pela Proposigdo 1.1.37, M, (D) é simples e, como M,(D) ¢
semissimples, ¢ um anel artiniano.
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[(1) = (5)] Como R ¢ artiniano, R possui um ideal a esquerda minimal 7,
que ¢ um R-modulo simples. Como R ¢ um anel simples, pelo Lema 1.3.57, [ é
fiel. O

Observemos que se R ¢ um anel artiniano semissimples, entdo R tem compri-
mento finito e, assim, é a soma direta finita de anéis homogéneos. Pelo Teorema de
Wedderburn—Artin, cada um desses anéis homogéneos é simples ¢ isomorfo a um
anel de matrizes com entradas em um anel de divisdo. Com isso, temos o Teorema
de Wedderburn para anéis artinianos semissimples.

Assim, terminamos o estudo sobre a estrutura de anéis artinianos semissimples.
Uma pergunta natural é a seguinte: existe algum “critério” que nos permite decidir
se um anel artiniano ¢ semissimples? A resposta é sim e, para exibi-lo, iremos
definir o chamado radical de Jacobson de um anel.

Definicao 1.3.59. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por
J(R), é a interse¢ao dos anuladores dos R-mddulos simples, isto €,

JR)= () Ann(M).

M simples

Note que, pelo Lema 1.3.57, J(R) < R e, como R tem unidade, J(R) # R.
Seja M um R-moédulo simples. Entdo o nticleo do R-homomorfismo f: R — M
dado por f(r) = rm ¢é exatamente Ann(M), que, pela Proposi¢do 1.2.17, ¢ um
ideal maximal a esquerda de R. Além disso, um ideal maximal a esquerda / de
R ¢é o anulador de algum R-moédulo simples, a saber, R/I. Com isso, temos uma
definigdo intrinseca do radical de Jacobson de um anel dada por

IR = () I
I1<;Rmax

Observagdo 1.3.60. Se R ¢ um anel sem unidade, entdo ndo € possivel garantir a
existéncia de ideais maximais a esquerda de R. Neste caso, definimos J(R) = R.

Exemplo 1.3.61. Se R é um anel simples, entdo J(R) = {0}.
Exemplo 1.3.62. Os ideais maximais de Z sao da forma pZ, p primo. Portanto,
J(Z) = {0}

Exemplo 1.3.63. J(R/J(R)) = {0}. De fato, todo ideal maximal a esquerda de
R/J(R) é daforma I/J(R), onde I é um ideal maximal a esquerda de R. Logo,
como J(R) esta contido em todo ideal maximal a esquerda de R, J(R/J(R)) =
NI /J(R)) = (N1)/(J(R)) = J(R)/J(R) = {0}.
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Alguns autores definem que um anel R ¢ semissimples se J(R) = {0}. Cla-
ramente essa definicdo ndo concorda com a nossa, pois J(Z) = {0}, mas Z nido
¢ semissimples com a nossa definicdo. O nosso objetivo ¢ mostrar que se R ¢
artiniano ¢ J(R) = {0}, entdo R ¢é semissimples.

Exercicio 1.3.64. Seja I < R. Mostre que se J(R/I) = {0}, entdo J(R) C I.
Em particular,se I € J(R) e J(R/I) = {0}, entdo I = J(R).

Exercicio 1.3.65. Seja f: R — S um epimorfismo de anéis. Mostre que f(J(R))
C J(S). D& um exemplo onde a inclusdo ¢é estrita.

A seguir, vamos mostrar algumas propriedades do radical de Jacobson que nos
permitirdo exibir mais exemplos.

Dizemos que um elemento x em um anel com unidade R possui inverso a
esquerda, se existe y € R tal que yx = 1. Analogamente, definimos o inverso
a direita de x. Note que, se y ¢ um inverso a esquerda de x e y’ é um inverso a
direita de x, entdo y = y’ e, portanto, x € invertivel.

Lema 1.3.66. Sejam R um anele x € R. Entdo x € J(R) se, e somente se, 1 +rx
possui inverso a esquerda, para todor € R.

Demonstragdo. Se x € J(R), entdo rx € J(R), para todo r € R. Logo, rx
pertence a todo ideal maximal a esquerda de R. Com isso, 1 + rx ndo pertence a
nenhum ideal maximal a esquerda de R. Logo, R(1 +rx) = R e, portanto, existe
se€ Rtalques(l +rx) = 1.

Reciprocamente, se x € J(R), entdo existe / <I; R maximal tal que x ¢
I. Como I é maximal, R = I + Rx, caso contrario / + Rx seria um ideal a
esquerda que contém /. Em particular, 1 = s + rx, para alguns s € I,r € R.
Logo, 1 —rx = s € I ndo possui inverso a esquerda, pois se possuisse, entdo
1 =r's € I, para algum r’ € R, contrariando a hipotese que I # R. 0

Proposicio 1.3.67. Sejam R um anel e x € R. Se x € J(R), entdo 1 + x é
invertivel. Além disso, J(R) é o maior ideal de R com essa propriedade.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, se x € J(R), entdo 1 + x possui inverso a
esquerda, digamos y. Entdo y + yx = ley — 1 = —yx € J(R). Escrevendo
z = —yx,temosque y = 1+z,z € J(R) e, novamente pelo lema anterior, 1 4 z
possui inverso a esquerda. Mas, 1 + x € um inverso a direita de y. Portanto, 1 4 x
¢ invertivel.

Agora, seja I < R tal que 1 + x ¢ invertivel para todo x € /. Entdo, para
todos r € R,x € I, temos que 1 + rx possui inverso a esquerda. Pelo lema
anterior, x € J(R) e, portanto, I € J(R). O
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Corolario 1.3.68. Seja I um ideal nil de um anel R. Entdo I < J(R).

Demonstragdo. Ser € I, entdo r" = 0 para algum n € N. Assim, pelo Exerci-
cio 1.1.25, 1 4 r ¢ invertivel. Pela proposicéo anterior, temos / € J(R). 0

Estamos em condigdes para apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.69. Para todo anel R, J(M,(R)) = M, (J(R)). Para mostrar que
M, (J(R)) € J(M,(R)), basta mostrar que r € J(R) implica que x = re;; €
J(My(R)), para todo i, j € {1,...,n}, isto é, basta mostrar que para todo y €
My (R), z = I, — yx possui inverso a esquerda. Escreva y = > rrjexs, i € R.
Entao

z=Ih—yx=1,— Z”kirekj = I, —rjirejj — Z kil €kj -
k k#j

Comor € J(R), 1 —rj;r possui inverso a esquerda 1 —s,s € R. Logo I, —se;;
¢ um inverso a esquerda de I, —rj;rejj e

(In —sejj)z =1, — Z Tkirek;-
k#j

Agora, observe que I, — ) rg;reg; € invertivel, com inverso I, + Y rirek;.
. k#j k#j
Portanto, z possui inverso a esquerda.

Para mostrar a inclus@o inversa, observe que, como J(My,(R)) < M,(R),
pelo Exercicio 1.1.38, podemos escrever J(M,(R)) = M,(I), onde I < R.
Paratodor € I, rl, € J(My(R)) e, assim, I, — srl, = (1 — sr)l, possui
inverso a esquerda, para todo s € R. Isto implica que 1 — sr possui inverso a
esquerda, para todo s € R e, portanto, I C J(R).

Exercicio 1.3.70. Seja R um anel e considere U T>(R) = (

J(UT>(R)) = (J(OR) J(I;))‘ Generalize.

R R
0 R)' Mostre que

Exercicio 1.3.71. Sejam R um anel e x € R. Mostre que x ¢ invertivel em R se,
e somente se, X ¢ invertivel em R/J(R).

Exercicio 1.3.72. Seja R um anel. Mostre que se e € R ¢ um idempotente tal que
e € J(R),entdo e = 0.
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Exercicio 1.3.73. Seja {R; }i ez uma familia de anéis. Mostre que J (]_[ Ri) =
i€l

[T J(R;i). Conclua que, se R ¢ um anel semissimples, entdo J(R) = {0}.

ieT

Exercicio 1.3.74. Um elemento r em um anel R é chamado de nio gerador de R,

se para todo subconjunto S € R tal que S U {r} gera R, entdo S gera R. Mostre

que J(R) ¢ o conjunto dos ndo geradores de R.

Teorema 1.3.75. Todo ideal nilpotente de um anel R estd contido em J(R). Se R
¢ artiniano, entdo J(R) é nilpotente e, assim, é o maior ideal nilpotente de R.

Demonstragdo. Sejal <1 Rnilpotente, I = {0}. Vamos mostrar que /M = {0},
para todo R-moédulo simples M. Se IM # {0}, da simplicidade de M, temos que
IM = M. Comisso, IM = I?M = M e, assim, M = I"M = {0}, absurdo.
Portanto, I C J(R).

Agora, supondo que R seja artiniano e, escrevendo J = J(R), temos que a
cadeia J D J2 D --- estaciona. Logo, existe n = 1 tal que J" = J", para
todoi = 1.

Seja J' = J". Se J' = {0}, ndo ha nada mais para ser feito. Caso contrario,
considere F = {L : L <; R, J'L # {0}} e observe que F # &, jaque J € F.

Como R ¢ artiniano, podemos tomar Ly € F minimal. Como J'Ly # {0},
tome r € Lg tal que J'r # {0}. Como J'r C Loe J'(J'r) = J'r # {0}, da
minimalidade de L, temos que Lo = J'r. Comisso, existe s € J' talquesr = r
e, assim, (1 —s)r = 0. Mas, como s € J, temos que 1 — s ¢ invertivel e, portanto,
temos r = 0, o que ¢ uma contradi¢do. Portanto J" = {0} e J(R) € nilpotente.
Agora, se I < R énilpotente, entdo em particular / € nil e, pelo Corolario 1.3.68,
I € J(R). O

Corolario 1.3.76. Em um anel artiniano, todo ideal nil ¢ nilpotente.
Vamos a mais um exemplo.

Exemplo 1.3.77. Vamos calcular o radical de Jacobson do anel R = Z pn, p primo.
Como R ¢ finito, R ¢ artiniano. Agora, observe que todo ideal de R ¢ da forma
p'R,i = 1,...,n,eparacadai, p' R é um ideal nilpotente, sendo pR o maior
deles. Portanto, pelo teorema anterior, J(Zpn) = pZpn. Note que se n = 2,
entdo J(Zpn) # {0}. Sen = 1, como Z ¢ um corpo, temos que J(Z,) = {0}.

Agora, vamos caracterizar os anéis artinianos semissimples. Antes, precisa-
mos do seguinte lema.
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Lema 1.3.78. Se R ¢ um anel artiniano, entdo existe uma familia finita de ideais
n
maximais a esquerda de R {L1, ..., Ly} tal que J(R) = () Li.
i=1
Demonstragdo. Seja F = {(\L; : L;i <; R maximal, {L;} finita}. Claramente
F # @. Como R é artiniano, seja L um elemento minimal em F. E claro que
J(R) € L. Sel <; R maximal, entdo / N L C L e, como L é minimal em

F,devemoster I N L = L. Logo, L € I paratodo I <; R maximal e, assim,
L C J(R). Portanto, L = J(R). Ul

Teorema 1.3.79. Seja R um anel. Entdo R é semissimples se, e somente se, R ¢
artiniano e J(R) = {0}.

Demonstragdo. Se R ¢ semissimples, ja sabemos que R ¢ artiniano e J(R) = {0}.
Reciprocamente, suponha que R seja artiniano ¢ J(R) = {0}. Pelo lema anterior,
existe uma familia finita de ideais maximais a esquerda {L1, ..., L,} de R tal que

JR) = () Li = {0}

i=1

n
Logo, a aplica¢do candnica f: R — € R/L; dada por
i=1

fry=@F+Ly,....,r+ Lp)
¢ um monomorfismo de R-modulos. Como cada L; é maximal, temos que R/L;
¢ um R-moddulo simples, i = 1,...,n. Com isso, éla R/L; é semissimples e,
portanto, R é semissimples. = O
Corolario 1.3.80. Se R ¢ artiniano, entdo R/J(R) é semissimples.

Uma consequéncia interessante do teorema anterior ¢ o chamado Teorema de
Hopkins—Levitzki. Antes, precisamos do seguinte resultado.

Lema 1.3.81. Seja M um R-modulo artiniano e semissimples. Entdo M é finita-
mente gerado.

Demonstragdo. Suponha que M nao seja finitamente gerado e considere
F ={N : N < M, N nio ¢ finitamente gerado}.

Como M € F, temos F # @. Logo, como M ¢ artiniano, F possui um
elemento minimal Ny. Com isso, se N’ < Npy, entdo N’ ¢é finitamente gerado e
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como M ¢ semissimples, No é semissimples. Assim, existe N” < Ny tal que
No = N’ & N” e Ny é finitamente gerado, o que € um absurdo. Portanto, M ¢
finitamente gerado. O

Teorema 1.3.82 (Hopkins—Levitzki). Todo anel artiniano é noetheriano.

Demonstragdo. Considerando R um anel artiniano, vamos mostrar que R tem
comprimento finito. Pelo Teorema 1.3.75, existe n = 1 tal que J(R)" = {0}.
Paracada0 <i <n —1,sejam Ly = Re L; = J(R)". Assim,

LoD LiD--DLy—1D{0}.

Como J(R)L; C L+, cada L;/L;41 admite uma estrutura de (R/J(R))-
modulo. Assim, para demonstrar o teorema, pelo Lema 1.3.15, basta mostrar
que cada L;/Lj4+1 ¢ um R-moddulo de comprimento finito. Desde que R ¢é ar-
tiniano, pelo Corolario 1.3.80, R/J(R) é semissimples e, pelo Teorema 1.3.34,
cada L;/L;+1 ¢ um (R/J(R))-mddulo semissimples e artiniano.

Pelo lema anterior, L;/L;+1 € finitamente gerado e, consequentemente, de
comprimento finito. Com isso, cada L;/L;41 é escrito como a soma direta finita
de (R/J(R))-mbdulos simples, que, por sua vez, sdo R-mddulos simples. Por-
tanto, R ¢ noetheriano. O

Exercicios V ou F da Secao 1.3: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmacdes, R representa um
anel com unidade e F' € um corpo.

(1) Se M éum R-mddulo finitamente gerado e N é R-submoddulo de M, entdo
N ¢ finitamente gerado.

(2) Se f: M — N ¢ um epimorfismo de R-mddulos e M ¢é semissimples,
entdo N também o é.

(3) O anel dos quatérnios reais H é semissimples.
(4) Sex € Rel+ x éinvertivel, entdo x € J(R).
(5) Paratodon = 2, temos J(UT,) = {0}.

(6) Paratodon = 2, temos J(M, (F)) = {0}.

(7) Paratodon = 1, temos M, (F)°? =~ M, (F).
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1.4 Algebras

Nosso objetivo nesta se¢do ¢ introduzir o objeto principal de estudo deste livro, que
sao as algebras sobre um corpo F'. Comegamos definindo o significado de algebra
sobre um anel comutativo R, apresentando resultados gerais a respeito. Além
disso, vamos estudar as principais propriedades de uma algebra e demonstrar o
Teorema de Wedderburn—Malcev, que sera uma importante ferramenta no estudo
de PI-algebras.

Na Secdo 1.2, apresentamos a definicdo de aplicagao bilinear, que agora trata-
remos em uma situacao particular. Recordemos que se R ¢ um anel comutativo e
M éum R-modulo, entdo uma aplicagdo f: M x M — M ¢é denominada bilinear
se para todom,my,my € M, r € R:

L. f(my +ma,m) = f(my,m) + f(mz,m);
2. f(m,my +my) = f(m,my) + f(m,my);
3. f(rmy,mp) =rf(my,my) = f(my,rmp).

Neste caso, podemos ver uma aplicacdo bilinear f como uma operacdo em
M e denotando por f(m1,m3) := my * moy, paratodos m,mi,my € M,r € R,
temos que essa operacao satisfaz:

1. (my+mp)*xm=my*xm+ my *m;

2. m*x(my +mp) =m*xmy +m*my;

3. (rmy) xmy = my * (rmp) = r(my * my).
Agora, damos a nossa defini¢do de algebra.

Definicdo 1.4.1. Seja R um anel comutativo. Um R-moédulo A munido de uma
aplicac@o bilinear f: A x A — A é chamado de R-algebra (ou algebra sobre R).

Como R ¢ um anel comutativo, observamos que uma R-algebra A é um R-
bimodulo, com agdo definida por ar = ra paratodosa € A, r € R.

Por exemplo, todo anel ¢ uma Z-algebra. Se D é um anel de divisdo, entdo
Z (D) éum corpo e, assim, D ¢ uma Z(D)-algebra. Em geral, se R ¢ um anel e F
¢um subanel de Z(R), entdo R ¢ uma F-algebra, com estrutura de F-modulo dada
pela multiplicagdo em R. Em particular, todo anel comutativo R é uma R-algebra.

Neste livro, estaremos interessados no estudo de algebras sobre um corpo.
Com isso, a partir de agora, usaremos F para denotar um corpo.
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Uma F-algebra A ¢ um F-espago vetorial junto de uma aplicagdo bilinear.
Salvo mencao ao contrario, todas as algebras daqui em diante serdo F-espagos ve-
toriais. Uma F-base de A ¢ uma F'-base de A como espago vetorial, e a dimensao
de uma F-algebra A é sua dimensdo como F-espago vetorial.

Exemplo 1.4.2. C ¢ uma algebra de dimensao 2 sobre R, com base {1,i}.

Exemplo 1.4.3. O anel das matrizes M, (F) é uma F-ilgebra de dimensio n2.

Uma base dessa dlgebra ¢ composta pelas matrizes elementares {e;; } j=1-

No que segue, se A ¢ uma F-algebrae f: A x A — A ¢é a aplicagdo bilinear

associada, denotaremos f(a,b) = a x b, paratodo a,b € A. Definimos a! = a,

a’?=axaea” =a" ! xa,paratodoa € A,n = 2.
Definicao 1.4.4. Seja A uma F-algebra. Dizemos que A é:
1. unitéria, seexiste 1 € Atalqueax1 =1xa =a;
2. associativa, se a * (b x ¢) = (a * b) x c;
3. deLie,seaxa=0e(axb)xc+ (bxc)xa—+ (cxa)xb=0;
4. deJordan,sea xb=b*a e (a’>*b)*xa =a’x(bx*a)

paratodos a, b, ¢ € A.

Se A é uma F-algebra associativa, entdo A ¢ um F-espago vetorial munido
de uma estrutura de anel. Neste caso, denotaremos por a * b = ab, para todo
a,b € A, onde ab denota o produto do anel A.

Em uma F-algebra de Lie L, ¢ usual denotar a x b := [a, b]. Assim, em uma
algebra de Lie L, é valido que, para todos a,b,c € L, [a,a] =0¢

[[a,b],c] + [[b, c],a] + [[c,a],b] = 0.
Esta relacdo é usualmente chamada de identidade de Jacobi.

Exemplo 1.4.5. O R-espaco vetorial R® com produto dado pelo produto vetorial
entre vetores ¢ uma algebra de Lie de dimensdo 3 sobre R.

Exemplo 1.4.6. O anel de polindémios F[x], com adi¢ao e multiplicagdo usuais, é
uma F-algebra associativa de dimensdo infinita sobre F'.
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Exercicio 1.4.7. Seja L uma F-algebra de Lie. Mostre que, para todos a,b € L,
[a,b] = —[b, a]. Mostre que se char(F') # 2, entdo esta propriedade é equivalente
afa,a]l =0,paratodoa € L.

Exercicio 1.4.8. Seja A uma F-algebra associativa. Mostre que:

(a) o produto [a,b] = ab — ba, para todos a, b € A, fornece uma estrutura de
algebra de Lie para A.

(b) sechar(F) # 2,oprodutoach = %(ab +ba), paratodosa, b € A, fornece
uma estrutura de algebra de Jordan para 4.

Sejam A uma F-dlgebrae B = {a; : i € T} uma base de A. Uma multipli-
cagdo em A ¢ totalmente determinada pela multiplicacdo entre os elementos de B.
Dados a;,a; € B, temos que

k
ai xaj = Zaijak
ke

onde oclkj € F e, fixados i e j, apenas um numero finito de (xg‘j sdo ndo nulos. Os

elementos ozlkj € F sdo chamados de constantes estruturais da algebra A.

No decorrer deste livro, a palavra “algebra” sera sinonimo de algebra associa-
tiva. Logo, uma F-algebra A ¢ um anel, com estrutura de F-espaco vetorial, de
tal maneira que as operacgdes no anel A sdo compativeis com a acdo de F' sobre
o espago vetorial A. Além disso, ao dizer que A € uma algebra, estara implicito
que A esta sendo tomada sobre um corpo F, ¢ todas as algebras, salvo mengao ao
contrario, serdo tomadas sobre o mesmo corpo base F.

Dessa maneira, temos também as seguintes defini¢des.

Defini¢ao 1.4.9. Dizemos que uma F-algebra A ¢ comutativa (nil, nilpotente, de
divisdo), se A € um anel comutativo (nil, nilpotente, de divisao).

Agora, iremos traduzir os conceitos estabelecidos nas se¢des anteriores para a
linguagem de algebras.

Uma subalgebra de uma algebra A é um subanel de A que também ¢é um su-
bespago vetorial de A. Um ideal (a esquerda, a direita, bilateral) de A € um ideal
(a esquerda, a direita, bilateral) de A que também ¢ um subespago vetorial de A.
Como antes, a palavra ideal serd sinonimo de ideal bilateral. As nogdes de ideal
minimal e maximal s3o definidas analogamente.
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Exemplo 1.4.10. O anel de matrizes triangulares superiores U T}, com entradas
em F ¢é uma subalgebra de M, (F).

Observagdo 1.4.11. Se A € uma algebra, entdo um ideal do anel A ndo necessari-
amente ¢ um ideal da dlgebra A. De fato, seja 4 = spang{v},v # 0, um espago
vetorial unidimensional sobre Q. Se definirmos ab = 0, para todos a,b € A,
entdo A é uma QQ-algebra. Se R € um subanel proprio de @, entdo o conjunto Rv
¢ um ideal do anel A, mas nao € um ideal da Q-algebra A.

Apesar da observagao acima, se A ¢ uma F-algebra unitaria, paratodos o € F
ea € A, temos:

aa =a(lga) = (alyg)a e oa = (xa)ly = a(oly).
Logo, se I ¢ um ideal & esquerda (direita) do anel A, temos:
al =l €1 (ol =1(aly) S 1).

Portanto, se A ¢ unitaria, entdo todo ideal (a esquerda, a direita, bilateral) do anel
A é também um ideal (a esquerda, a direita, bilateral) da algebra A. A algebra
quociente de uma algebra A por um ideal / ¢ definida de maneira analoga ao caso
de anéis e modulos.

Exercicio 1.4.12. Seja A uma F-algebra. Mostre que um subconjunto / de A ¢é
um ideal maximal regular a esquerda da algebra A (Definicao 1.2.16) se, e somente
se, I ¢ um ideal maximal regular a esquerda do anel A.

Uma aplicagdo f: A — A/, entre duas F-algebras A e A’, é chamado um
homomorfismo (de algebras) se, paratodos a,b € A,«a € F, temos

L. flaa) = af(a);
2. fla+b)= fla)+ f(b);
3. flab) = f(a)f(b).

Em outras palavras, um homomorfismo de algebras ¢ um homomorfismo de
anéis F-linear. Com isso, o nicleo e imagem de f sdo definidos assim como no
caso de modulos. As nogdes de monomorfismos, epimorfismos, endomorfismos
e isomorfismos de algebras sdo claras. Além disso, os teoremas do isomorfismo
continuam validos na classe das algebras.
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Exercicio 1.4.13. O centro Z(A) de uma F-algebra A ¢ definido como sendo o
centro do anel A. Mostre que Z(A) é uma subalgebra de A. Além disso, se A é
uma F-algebra unitaria, mostre que Z(A) contém um corpo isomorfo a F.

Exercicio 1.4.14. Mostre que se A ¢ uma F-algebra, entdo Endr (A) também o
¢é. Além disso, se A tem dimensao finita n sobre F, entdo Endp(A) = M, (F).

Se {A;}ier ¢ uma familia de F-algebras, entdo o produto direto [] 4; e a
€T
soma direta @ A; sdo definidos como no caso de anéis e modulos.
i€l

Observagao 1.4.15. Como uma algebra possui estrutura de anel e de espago veto-
rial, utilizaremos simbolos diferentes para denotar a soma direta como anel e como
espaco vetorial. Se A, A’ sdo algebras, entdo A + A’ denotara a soma direta como
espagos vetoriais, enquanto 4 @ A’ denotara a soma direta como anéis.

Por exemplo, se A ¢ uma algebra e B, C, D sdo subdlgebras de A, entdo a
notagio A = (B @ C) + D diz que A se escreve como uma soma direta dos
espacos vetoriais B @ C e D, onde B @ C ¢ uma soma direta de anéis.

Exemplo 1.4.16. Como {e11,e22,€e12} ¢ uma F-base da F-algebra U T, temos
que UT, = (Feq + Feys) + Feqy. Mas a soma Feqqy + Feyy também é

direta como anéis. Logo, escreveremos UT, = Fey; & Fezs + Feps. Observe
que essa soma nao ¢ direta como anéis, somente como espagos vetoriais.

A seguir, apresentamos uma defini¢do que sera utilizada até o fim da segao.

Definiciao 1.4.17. Sejam A uma F-algebra e M um F-moddulo. Dizemos que M
¢ um A-mddulo a esquerda, A vista como algebra, se M ¢ modulo a esquerda
sobre o anel A e a(am) = a(em) = (xa)m, paratodosa € F,a € A
em € M. Analogamente, definimos A-mddulo a direita, A-submddulos, A-
modulos simples e A-bimodulos. Daqui em diante, sempre que A for uma F-
algebra, a nogdo de A-modulo sera de acordo com essa definicdo. Uma aplicagdo
f: M — N de A-mddulos é um A-homomorfismo, se é uma aplicagdo F-linear
e um A-homomorfismo de médulos.

Exercicio 1.4.18. Mostre que o Lema de Schur é valido para a classe dos A-
modulos, isto €, mostre que, se M é um A-moddulo simples, entdo D = End 4 (M)
¢ uma F-algebra de divisdo, onde End 4(M) denota o conjunto de todos os A-
endomorfismos de M.

Temos o seguinte resultado.
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Proposicao 1.4.19. Seja A uma F-dlgebra. Todo A-modulo simples é um modulo
simples sobre o anel A. Reciprocamente, a todo modulo simples M sobre o anel
A, pode ser dado uma unica estrutura de F-espago vetorial tal que M é um A-
modulo simples.

Demonstragdo. Seja M um A-moédulo simples. Logo, AM # {0}. Se M’ um
submoddulo sobre o anel A de M, entdo AM’ é um A-submoddulo de M e, como
M é um A-moddulo simples, AM’ = M ou AM’ = {0}. No primeiro caso,
M = M. Se AM' = {0}, entio M’ C N = {m € M : Am = 0}. Mas N
¢ um A-submodulo de M e N # M, jaque AM # {0}. Comisso, N = {0}
e, concluimos, M’ = {0}. Logo, M ndo possui submodulos sobre o anel A4 e,
portanto, M é um moédulo simples sobre o anel A.

Agora, se M um modulo simples sobre o anel 4, entdio M = Am, para algum
me M, m # 0. Paratodosa € F,a € A,m € M, defina a(am) = (aa)m.
Como aa € A, (ka)m € M. Para mostrar que essa agdo de F' sobre M estd bem
definida, precisamos mostrar que se am = aim, entdo (xa)m = (xai)m, para
todosa,a; € A,m € M e« € F. Logo, ¢ suficiente mostrar que se am = 0,
entdo (xa)m = 0.

Pela Proposi¢ao 1.2.17, M = Am =~ A/I, para algum ideal a esquerda
maximal regular do anel A4, e I é o nucleo da aplicagdo f: A — M dada por
f(a) = am. Consequentemente, am = 0 implica que a € I. Mas, pelo Exerci-
cio 1.4.12, I ¢ um ideal da algebra A4 e, assim, «a € I. Logo, (ea)m = 0 eaagio
de F sobre M ¢é bem definida. A verificagdo que, com a acdo assim definida, M
¢ um F-espaco vetorial e um A-mddulo é deixada como exercicio. Além disso,
essa estrutura em M = Am ¢é unicamente determinada, j&4 que todo A-mddulo
necessariamente satisfaz o (am) = (¢a)m, paratodos o € F,a € A. O

As nogdes de algebras simples, semissimples e o radical de Jacobson de uma
algebra sdo definidas da mesma forma como no caso de anéis. Pela Proposi-
¢a0 1.4.19, toda algebra simples ¢ um anel simples. Além disso, algebras artinianas
e noetherianas sdo definidas analogamente ao caso de anéis e modulo. Neste caso,
uma algebra artiniana pode nao ser um anel artiniano. Por exemplo, a Q-algebra
A = spang{v} definida anteriormente ¢ uma algebra artiniana, mas ndo ¢ um anel
artiniano. Toda algebra de dimensao finita ¢ artiniana e noetheriana.

Exercicio 1.4.20. Mostre que o radical de Jacobson de uma algebra A coincide
com o radical de Jacobson do anel A.

O exercicio anterior nos permite estender todas as propriedades do radical de
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Jacobson de um anel, vistas na Secdo 1.3, para o radical de Jacobson de uma alge-
bra.

Sejam A uma algebrae X C A. Se A = (X), entdo dizemos que X gera
A, como algebra. Se X ¢ finito, entfo dizemos que A ¢ uma algebra finitamente
gerada. Como toda algebra de dimensdo finita ¢ noetheriana, entdo toda algebra
de dimensao finita ¢ finitamente gerada, mas a reciproca nao ¢ verdadeira.

Com todos os resultados apresentados até aqui, deixamos como exercicio a
demonstra¢ao do Teorema de Wedderburn—Artin para algebras.

Teorema 1.4.21 (Wedderburn—Artin). Seja A uma F-dlgebra. Entdo A é uma
dlgebra artiniana semissimples se, e somente se, existe um isomorfismo de F-
dlgebras

A= Mnl(Dl) DD Mn,(Dt)

onde cada n; é um inteiro positivo e cada D; é uma dlgebra de divisdo sobre F.

Corolario 1.4.22. Toda F-dlgebra artiniana semissimples é um anel semissim-
ples.

Neste ponto, antes de continuarmos o estudo das dlgebras, convém fazer uma
pequena revisao sobre extensdes de corpos, Uteis no decorrer desse livro.

Ao longo dessa revisdo, K e F' denotardo corpos, € assumiremos que o leitor
possui conhecimentos basicos sobre anéis de polindmios. Sugerimos o livro de
Gongalves (1979) para a consulta das demonstragdes.

Recordemos que K ¢ uma extensdo de F se F' ¢ um subcorpo de K, isto é,
F é um subconjunto de K e, com as operacdes de K, é um corpo. Se K ¢ uma
extensdo de F, entdo K pode ser visto como uma F-algebra, e a dimensdo de K
sobre F ¢ chamada de grau da extensdo e denotada por [K : F]. A extensdo ¢
finita se [K : F] < oo, sendo denominada infinita caso contrario. E facil verificar
que se K ¢ uma extensdo de F,entdo 1g = 1F.

Por exemplo, temos uma cadeia de extensdes de corpos Q C R C C, onde
[C : R] = 2, enquanto [R : Q] = oo.

Considerando K uma extensdo de F e I' C K, definimos o subcorpo (suba-
nel) de K gerado por I" como a intersecdo de todos os subcorpos (subanéis) de
K que contém I". Além disso, o subcorpo (subanel) de K gerado por F U I”
¢ chamado de subcorpo (subanel) gerado por I" sobre F, sendo denotado por
F(I') (F[I']). Observe que F[I'] é necessariamente um dominio de integridade.
Quando I' = {ay, ..., oy} éfinito, denotamos F (') = F(ay,....on) (F[I'] =
Flai,...,ay]). Particularmente, se I’ = {«}, entdo dizemos que F(«) é uma
extensdo simples de F.
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Observagdo 1.4.23. O anel F[I'] é formado por todos os elementos da forma

h(uy,...,up),ondeu; € I'i = 1,...,n,eh(xy,...,xn) € F[x1,...,x5],0
anel de polindmios com coeficientes em F nas variaveis x1,...,X,. Ja 0 corpo
F(I") consiste de todos os elementos da forma iy (u1, ..., un)ha(u1, ... uy)" L,
onde uy,...,u, € I'ehi(x1,...,xn), ha(x1,....xn) € Fx1,...,X5].

Se K ¢ uma extensdo de F e u € K, dizemos que u ¢ algébrico sobre F
se u ¢é raiz de algum polindmio f(x) € F[x]. Caso contrario, dizemos que u ¢
transcendente. Se u € K ¢é algébrico sobre F, entdo existe um polindmio monico
irredutivel g(x) € F[x]tal que g(u) = 0. Tal polindmio ¢ chamado de polindmio
minimal de u.

Algumas extensoes sdo de tipos particulares, como na proxima definigao.

Definicdo 1.4.24. Dizemos que K ¢ uma extensdo algébrica de F, se todo ele-
mento de K ¢€ algébrico sobre F. Além disso, K ¢ uma extensao transcendente de
F, se pelo menos um elemento de K ¢ transcendente sobre F.

Por exemplo, i € C é algébrico sobre QQ e, consequentemente, sobre R. Te-
mos que C é uma extensdo algébrica de R, pois C = R(i). Por outro lado, R
¢ uma extensdo transcendente de QQ, pois, por exemplo, os elementos 7 ¢ e s30
transcendentes sobre Q.

Se K ¢ uma extensdo de F' e u € K ¢ algébrico sobre F, entdo F(u) = F[u]
e [F(u): F] = n,onde n é o grau do polindmio minimal f(x) de u. Além disso,
{1,u,...,u™ 1} é uma base de F(u) sobre F e F(u) = F[x]/{f(x)). Recipro-
camente, se K ¢ uma extensdo finita de F, entdo K é uma extensdo algébrica de
F.

Se f(x) € F[x], dizemos que f(x) cinde sobre F se f(x) pode ser escrito na
forma

fx) =uo(x —uy)---(x —up)

ondecadau; € F,i =0,...,n. Umaextensdo K de F é um corpo de decomposi-
¢do de um polindomio f(x) € F[x],se f(x)cindesobre K e K = F(uy,...,un),
onde u1y,...,u, sdo as raizes de f(x) em K. Todo polindmio f(x) € F[x] de
grau n = 1 possui um corpo de decomposigdo K sobre F e [K : F] < nl.

Por exemplo, as Ginicas raizes de x2 — 5 sobre Q sdo £+/5, e temos x2 — 5 =
(x —/3)(x + +/5). Logo, Q(v/5) = Q(+/5, —+/5) é um corpo de decomposigdo
de xZ — 5 sobre Q. Observe que se u ¢ uma raiz real de f(x) = x3 — 5, entdo
Q(u) C R e, assim, Q(u) nao é um corpo de decomposicdo de f(x) sobre Q,
pois ndo contém todas as raizes de f(x).

Defini¢do 1.4.25. Seja f € F[x] um polindmio irredutivel sobre F.
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1. Dizemos que f ¢é separavel se em algum corpo de decomposicéo de f sobre
F todaraiz de f é simples.

2. Se K ¢ uma extensdo de F' e u € K ¢ algébrico sobre F', dizemos que u ¢
separavel sobre F se seu polindmio minimal é separavel.

3. Se todo elemento de K ¢ separavel sobre F, entdo K ¢ chamado de uma
extensdo separavel de F.

O resultado a seguir ¢ conhecido como teorema do elemento primitivo.

Teorema 1.4.26. Se K é uma extensdo finita e separavel de F, entdo existeu € K
tal que K = F(u).

Por exemplo, o polindmio x? + 1 € Q[x] é separavel, pois temos x? + 1 =
(x —i)(x + i) € C[x]. Por outro lado, x2 + 1 € Z5[x] ndio ¢é separavel, pois nio
¢ irredutivel e x2 + 1 = (x + 1)2 em Z»|[x].

Observagdo 1.4.27. Um polindmio irredutivel f(x) € F|[x] ¢ separavel se, ¢ so-
mente se, f’(x) # 0, onde f/(x) denota a derivada formal de f(x). Com isso,
se char(F) = 0, todo polinémio irredutivel é separavel e, portanto, toda extensdo
algébrica de F ¢é separavel.

Se F é um corpo, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. todo polindmio néo constante f € F[x] possui uma raiz em F;
2. todo polindmio ndo constante f € F[x] cinde sobre F;

3. todo polinémio irredutivel em F[x] tem grau 1;
4. se K ¢ uma extensdo algébricade F, entdo K = F;

5. existe um subcorpo F’ de F tal que F é uma extensdo algébrica de F’ e
todo polindmio em F’[x] cinde sobre F.

Um corpo que satisfaz uma das condi¢des equivalentes acima ¢ denominado
algebricamente fechado. Por exemplo, C ¢ um corpo algebricamente fechado.

Se K é uma extensdo de F, entdo dizemos que K é um fecho algébrico de F
se K ¢ uma extensdo algébrica de F e K ¢ algebricamente fechado. De maneira
equivalente, K ¢é o fecho algébrico de F se K € o corpo de decomposicdo de todos
os polindmios em F[x]. Todo corpo F possui um fecho algébrico, e quaisquer
dois fechos algébricos de F sdo isomorfos como espagos vetoriais sobre F'. Por
exemplo, C ¢é o fecho algébrico de R, mas R nfo ¢é o fecho algébrico de Q.
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Exercicio 1.4.28. Dizemos que um corpo ¢ primo se ele ndo possui subcorpos
proprios. Mostre que Q e Z,, p primo, sdo corpos primos.

Exercicio 1.4.29. Seja F um corpo. Mostre que a intersecao P de todos os sub-
corpos de F' é um corpo. Além disso, mostre que P é um corpo primo.

Exercicio 1.4.30. Sejam F um corpo ¢ P seu corpo primo. Mostre que P = Q
ou P = Z,, p primo, de acordo com a caracteristica de F seja 0 ou p, respecti-
vamente. Conclua que Q e Z, sdo, a menos de isomorfismos, 0s inicos corpos
primos.

Agora vamos continuar nosso estudo sobre algebras. A seguir, vamos mostrar
que o produto tensorial de duas algebras ¢ uma algebra.

Teorema 1.4.31. Se M, N sdo F-dlgebras, entdo M @ g N é uma F-dlgebra com
multiplicag¢do dada por

(Zmi@ni) ij ®n; =Zm,~m,~ Qn;n;j.
i J

iL,J

Demonstragdo. Paracadam € M en € N, seja fyun: M x N - M Qf N

definida por fi,(x,y) = mx ® ny. Temos que f, ¢ uma aplicagdo balanceada

e, pelo Teorema 1.2.57, existe uma Unica aplicagdo F-linear fyn: M @ N —

M ®F N tal que frn(x ® y) =mx @ ny,paratodox ® y e M Qfr N.
Agora, seja

B(M @ N)={f: MxN —> M Q®F N : f ébalanceada}.

E facil verificar que B(M ® r N) é um F-espaco vetorial e a aplicacio g: M x
N — B(M ®F N) dadapor g(m,n) = fn ébalanceada. Novamente, pelo Teo-
rema 1.2.57, existe uma Unica aplicagdo F-linear g: M Q p N — B(M ®f N)
talque g(m ® n) = fiun.
Finalmente, dados x = ) m; Qn;j,y = ) mj ®nj € M ®f N, defina
i J

xy = g(x)(y) e verifique que M ® r N com esse produto é uma F-algebra. Para
finalizar a demonstragdo, basta mostrar que esse produto coincide com o produto
do enunciado.
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Temos que:
xy = g
= g(Zm, ®n,~) (Zm] ®I’lj)
i J

= > g(m; ®ni) (ij ® ”j)
i J

i j

L,J
= Y mimj@n;in;.
i,j
0

Como consequéncia dos Corolarios 1.2.59 e 1.2.61, temos os seguintes coro-
larios.

Corolario 1.4.32. Se M, N sdo F-dlgebras de dimensdo finita, entdo M Q N
é uma F-dlgebra de dimensdo finita e diimp (M @ N) = dimp (M) dimg (N).

Corolario 1.4.33. Sejam A uma F-dlgebra e K uma extensdo de F. Entdo AQF
K ¢ uma K-dlgebra e dimg (A @ K) = dimp (A).

Dizemos que a K-algebra A ® r K do corolario anterior foi obtida através de
A por meio da extensdo dos escalares.

Se M, N sdo F-éalgebras unitarias, entdio M ® p N tambémoée lyg,. N =
Iy ® 1. Asaplicagdesi: M - M Qr Ne j: N - M ®f N dadas por
itm) = m® 1y e jn) = ly ® n, respectivamente, sao monomorfismos de
algebras. Com isso, podemos identificar M ¢ N como subalgebras de M ® p N
e, com essa identificagdo,

mn=mIN) Iy n)=men=>~NAy n)(m ly) =nm.

Assim, M e N sdo subalgebras que comutam em M ® r N. A partir de agora, se
no produto tensorial M ® r N, temos que M, ou N, € unitaria, sempre faremos
essa identificagdo.

Exercicio 1.4.34. Se Ay, A, e A sdo F-algebras, mostre que (A1 P A2) QF A =
(A1 ®F A) ® (A2 ®  A). Generalize.
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Exercicio 1.4.35. Se A e B sdo F-algebras, mostre que vale Z(A Qf B) =
Z(A) ®F Z(B).

Definicao 1.4.36. Dizemos que uma F-algebra A unitaria ¢ central simples se A
¢ uma algebra simples e Z(A4) = F.

Por exemplo, paratodon = 1, M, (F) é uma F-algebra central simples. Tam-
bém, o anel dos quatérnios reais H ¢ uma R-algebra central simples. Por outro
lado, se K é uma extensdo propria de F, entdo K nao é uma F-algebra central
simples, pois Z(K) = K # F.

Exercicio 1.4.37. Seja A uma F-algebra central simples de dimensdo finita 7.
Mostre que A @ p A°? = M, (F).

Lema 1.4.38. Sejam A uma F-dlgebra central simples e B uma F-dlgebra uni-
taria simples. Entdo A @ p B ¢ simples.

Demonstragdo. Sejal < A ® p B. Primeiro, suponha que existe a @ b € I,
n

a®b # 0. Como A ésimples, (a) = Aeexistema;,a; € Ataisque ) a;aa; =
i=1
n

14. Logo, 14 ®b = > (a;i ® 1g)(a ® b)(al/- ® 1p) € I. Como B ¢ simples,
i=1
B = (b) etemosque B C I. Comisso, 14 ® 1p € I e, portanto, ] = A Qf B.
No caso geral, sejax = a; @by +---+a, @b, € I, comn o menor possivel.
Podemos assumir que {a;}}_, ¢ linearmente independente sobre F, pois, caso
contrario, poderiamos escrever x como uma combinagao linear de menos parcelas.
Pelo mesmo motivo, podemos assumir que {b;}’_, ¢ linearmente independente
sobre F'. Além disso, pela situagdo anterior, podemos assumir que a; = ly4 €
F. Suponha que n > 1. Entdo a, & F, pois, caso contrario, @ € ap seriam
linearmente dependentes, contrariando a minimalidade de n. Como Z(A4) = F,
existe a € A tal que aas # ara. Entdo o elemento

(a®1p)x —x(a®1p) = (aaz —azra)  bp + --- + (aay —ana) b, € 1

e, como {h;}"_, ¢ linearmente independente sobre F' e aas — aza # 0, esse
elemento ¢ ndo nulo, um absurdo, pois contraria a minimalidade de n. Portanto,
n = 1 e pelo caso anterior o resultado est4d mostrado. O

Antes de demonstrar o proximo resultado, apresentaremos um lema técnico.
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Lema 1.4.39. Seja A uma F-dlgebra simples de dimensdo finita. Se My e M»
sdo A-modulos de mesma dimensdo finita sobre F, entdo M1 =~ M.

Demonstragdo. Como A tem dimensao finita e € simples, A € artiniana e simples
e, pelo Teorema de Wedderburn—Artin, possui um unico A-moédulo simples M.
Assim, M1 =~ M"', M, =~ M"2, para alguns n1,n, = 1. Como dimg (M;) =
n;dimgp(M),i = 1,2, se dimg (M) = dimp (M>), entdo n; = n,. Portanto,
M = M,. O

Os resultados anteriores nos permitem demonstrar o chamado Teorema de
Skolem—Noether. Recorde que se A é uma F-algebra, entdo um automorfismo
f: A — A é chamado de automorfismo interno se existe ¢ € U(A) tal que
f(x) = axa™! paratodo x € A.

Teorema 1.4.40 (Skolem—Noether). Sejam A uma F-dlgebra central simples de
dimensdo finita e B uma F-dlgebra simples. Se f,g: B — A sdo homomorfismos
de algebras ndo nulos, entdo existe um automorfismo internoi: A — A tal que
i o f = g. Em particular, todo automorfismo de A é interno.

Demonstragdo. Como A ¢ simples e tem dimensao finita, A ¢ artiniana e pelo
Teorema de Wedderburn—Artin, temos

A= My(D)= Endp(V)

onde D é um anel de divisdo, V' é um D-moédulo livre de posto n, Z(A) =
Z(D) =~ F e D tem dimensdo finita sobre F.

Como f,g: A — B sdo homomorfismos ndo nulos, da simplicidade de A e
de B, segue que f e g sdo isomorfismos. Logo, B tem dimensdo finita sobre F'.
Além disso, V' é um B-moddulo via f e g, definindo bv = f(b)(v), bv = g(b)(v),
paratodos b € B,v eV, e

b(dv) = f(b)(dv) = df (b)(v) = d(bv) (1.2)

paratodosb € B,d e Dev e V.

Como a Equacdo (1.2) também ¢ valida para g, temos que V é um espago
vetorial de dimensao finita sobre F' ¢ ¢ um (B ® r D)-mddulo de duas maneiras
diferentes: via (b @ d)v = df (b)(v) e via (b ® d)v = dg(b)(v). Mas, pelo Le-
ma 1.4.38, B ® g D ¢ simples e tem dimensao finita sobre F'. Pelo lema anterior,
essas duas estruturas de (B ® p D)-modulo de V' sdo isomorfas.

Logo, existe um isomorfismo /#: V — V tal que h(f(b)(v)) = g(b)(h(v)) e
h(dv) = dh(v),paratodob € B,d € D,v € V. Portanto, h € Endp(V) = A
e hf(b) = g(b)h, paratodo b € B, isto é, g(b) = hf(b)h~ . O
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Corolario 1.4.41. Se F ¢ um corpo, entdo todo automorfismo de M, (F) ¢ interno.

Agora, queremos estudar a semissimplicidade do produto tensorial de algebras.
Comegamos com o seguinte resultado.

Lema 1.4.42. Seja L uma extensdo finita de F. Entdo L ® p K é uma K-dlgebra
semissimples, para toda extensdo K de F, se, e somente se, L ¢ uma extensdo
separadvel de F.

Demonstragdo. Suponha que L seja uma extensdo finita e separavel de F. Pelo
Teorema 1.4.26, existeu € L talque L = F(u). Logo, o conjunto {1, u, ..., u" "1}
¢uma F-basede L, [L : F] = n, onde n ¢ o grau do polindmio minimal f de u,
e L = Flx]/(f(x)).

Agora, por um abuso de notagdo, pelo Corolario 1.2.61, {1,u,...,u""1} ¢
uma K-base de L ®f K e, assim, L ® r K = K[x]/(f(x)). Como f ¢é se-
paravel, existem polindmios irredutiveis distintos f1(x),..., fu(x) € K[x] tais
que f(x) = fi(x):-- fu(x). Como mdc(fi, fj) = 1,sei # j, temos que

n

K[x]/{f(x)) = @ K][x]/(fi(x)), a soma direta de corpos. Portanto, L  r K ¢é
i=1
semissimples.

Reciprocamente, suponha que L ndo seja uma extensao separavel de F. Entdo
existe u € L que ndo é separavel, isto é, o polindmio minimal f de u nao é
polindmio separavel. Logo, existe uma extensdo K de L tal que f possui raizes
multiplas e, portanto, F(u) @ K = K[x]/(f(x)) possui elementos nilpotentes
ndo nulos.

Como F(u) @ r K € L®F K, temos que L ® r K também possui elementos
nilpotentes ndo nulos. Como L ® g K ¢ comutativo, isso nos diz que L ® K
possui ideais nil ndo nulos. Assim, J(L ® r K) # {0} e, portanto, L ® r K nao
¢ semissimples. O

Com isso, temos que o produto tensorial de duas extensdes de F ¢ semissim-
ples se, e somente se, um dos fatores é uma extensao finita ¢ separavel de F.

Suponha que A4 seja uma F-algebra simples de dimensdo finita. Pelo Teorema
de Wedderburn—Artin, Z(A) é um corpo e, assim, A ¢ uma Z(A)-algebra central
simples. Além disso, A ®fF B = A®z4) (Z(A) ®F B), para toda F-algebra B.

Agora, suponha que A seja uma F-algebra semissimples de dimensao finita.
Entdo, pelo Teorema de Wedderburn—Artin, A = M, ,(D1) ® --- & My, (D),
onde cada D; é uma F-algebra de divisdo. Logo, Z(A) = Z(D1) ®--- & Z(D;)
¢ isomorfo a um produto de corpos. Nesse caso, dizemos que A ¢ uma F-algebra
separavel se cada Z(D;) € uma extensdo separavel de F.
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Feitas essas consideragdes, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.43. Se A é uma F-dlgebra separavel, entdo A Q K é uma K-
dlgebra semissimples, para toda extensdo K de F.

Demonstragdo. Pelo Exercicio 1.4.34, podemos supor que A ¢ simples e, assim,
Z(A) é uma extensdo separavel de F'. Pelo Lema 1.4.42, Z(A) ® p K ¢é semis-
simples, para toda extensdo K de F e, portanto, isomorfo a uma soma direta de
corpos, ja que Z(A) ® r K é comutativa. Com isso,

n n
AQF K = A®z) (Z(A) ®F K) = A®z) (@ Ci) =P Aaczu G

i=1 i=1

onde cada C; ¢ um corpo. Como A ¢ uma Z(A)-algebra central simples e C;
¢ simples, pelo Lema 1.4.38, temos que cada A ®z(4) C; ¢ simples. Portanto,
A ®F K é semissimples. O

Utilizando argumentos semelhantes, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.44. Se A e B sdo F-algebras semissimples de dimensao finita tais
que ou A ou B é separavel, entdo A @ B é semissimples.

Como consequéncia desses teoremas, ¢ da Observacdao 1.4.27, temos o se-
guinte corolario.

Corolario 1.4.45. Seja A uma dalgebra semissimples de dimensdo finita sobre um
corpo F de caracteristica zero. Entdo, para toda extensdo algébrica K de F,
A Q®F K é uma K-dlgebra semissimples.

Sejam A uma F-algebra e K uma extensdo de F'. Dizemos que K é um corpo
de decomposi¢dode Ase AQfr K = My, (K)®---® M,(K). Com os resultados
anteriores, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.46. Se A é uma F-dlgebra separavel, entdo A possui um corpo de
decomposigdo.

Exercicio 1.4.47. Sejam A uma F-algebra e K uma extensdo de F. Mostre que:

(a) ANJ(A®QFK) C J(A). Se K éuma extensdo algébricade F oudimpg (4) <
oo, entio AN J(AQF K) = J(A).

(b) Se[K : F] =n,entio (J(AQRF K))" C J(A) ®F K.
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A demonstragdo do seguinte teorema pode ser encontrada no livro de Lam
(1991).

Teorema 1.4.48. Sejam A uma F-dlgebra e K uma extensdo algébrica separavel
de F. Entido J(AQF K) = J(A) ®F K.

O teorema acima nos diz que se char(F) = 0 ¢ K ¢ uma extensdo algébrica
de F,entdo J(A®F K) = J(A) ® K. Além disso, se J(A) ¢é nilpotente, entdo
J(A ®F K) também ¢ nilpotente.

Agora, queremos demonstrar o Teorema de Wedderburn—Malcev, uma das
principais ferramentas utilizadas neste livro no estudo de PI-algebras.

Comegamos com a seguinte definicdo.

Defini¢cao 1.4.49. Sejam A e B duas F-algebras, com B de dimensao finita sobre
F. Seexiste f: B — A um epimorfismo de algebras, com nucleo N, entdo dize-
mos que B (ou f) ¢ uma extensdo de A com nicleo N. Dizemos que a extensdo
cinde se existe um homomorfismo de algebras g: A — Btalque f o g = idy4.

Por exemplo, se A ¢ B sdo F-algebras de dimensao finita, entdonr: AP B —
A, aprojecdo em A, ¢ uma extensdo de A com nucleo B. Se A ¢ uma F-algebra e
I < A,entdo w: A — A/l é uma extensdo de A/I com nicleo I, que em geral
ndo cinde.

Determinar extensdes que cindem de uma algebra A em geral ndo é uma tarefa
facil. Temos o seguinte lema.

Lema 1.4.50. Seja f: B — A uma extensdo de A com nucleo N. Entdo a ex-
tensdo cinde se, somente se, existe uma subdlgebra B’ de B, para a qual vale,

B =B+ N.

Demonstragdo. Suponha que a extensdo cinde e seja g: A — B talque f o g =
id4. Vamos mostrar que B = Im(g) + N. Sejax € N NIm(g). Entdo f(x) =0
e existe a € A tal que g(a) = x. Logo, 0 = f(x) = f(g(a)) = a. Portanto,
x=0.

Agora, dado b € B, entdo b = (b — g(f(b))) + g(f(b)). Temos que
g(f (b)) e Im(g)e f(b—g(f(b))) = f(b)— f(b) = 0. Portanto, B = Im(g) +
N.

Reciprocamente, suponha que B = B’ + N, para alguma subélgebra B’ de
B. Dado a € A, existe b € B tal que f(b) = a. Mas, por hipdtese, b = b’ + n,
comb’ € B',n € N. Comisso, f(b) = f(b') =ae B =Im(f)=A= B/N.
Portanto, basta considerar g como sendo o isomorfismo f: A — B/N. U
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E importante ressaltar que, no lema anterior, B se escreve como uma soma
direta de uma subalgebra B’ e de um ideal N, como espagos vetoriais, mas néo
necessariamente temos que B’N = {0} ou que B’ ¢ um ideal de B.

O Teorema de Wedderburn—Malcev diz que se A ¢ uma F -algebra de dimensao
finita tal que A/J(A) é separavel, entdo a extensdo f: A — A/J(A) cinde, isto
é, existe uma subalgebra B semissimples de A tal que A = B + J(A). Além
disso, se A ¢ unitaria, entdo a subalgebra semissimples B € Unica, a menos de
isomorfismos. A primeira parte do teorema ¢ devida a Wedderburn, enquanto a
segunda parte ¢ devida a Malcev.

Faremos a demonstragcdo do Teorema de Wedderburn—Malcev por indugdo so-
bre a dimensdo de A. O caso mais dificil na demonstragdo do teorema é quando
J(A)? = {0}. Para demonstrar tal caso, vamos introduzir alguns conceitos.

Novamente, consideremos A ¢ B duas F-algebras, com B de dimensdo finita
sobre F e f: B — A uma extensdo de A com nucleo N. Seja g: A — B uma
aplicagdo F-linear tal que f o g¢ = id4. Tal aplicacdo existe, pois, como B
tem dimensao finita, existe um subespaco U de B que complementa N. Com isso,
basta construirmos tal aplicagdo como no lema anterior. Se g € um homomorfismo
de algebras, entdo a extensdo cinde e, pelo lema anterior, B = B’ + N, com
B’ =~ A. Nosso objetivo ¢ determinar condi¢des sobre g e N para as quais a
extensao cinde.

Sea,b € A, entdo g(ab) — g(a)g(b) € N, pois f(g(ab) — g(a)g(h)) =
ab —ab = 0, jaque f ¢ um homomorfismo de algebras. Com isso, a aplicacdo
h: Ax A — N por

h(a,b) = g(ab) — g(a)g(b) (1.3)

¢ bem definida e ¢ F-bilinear, ja que g é F-linear. A aplicagdo & mede até que
ponto g falha em ser um homomorfismo de algebras.
Agora, dados a, b, ¢ € A, temos que

g((ab)c) = glab)g(c) + h(ab,c) = g(a)g(b)g(c) + h(a,b)g(c) + h(ab,c)
e
g(a(be)) = g(a)g(be) + h(a,be) = g(a)g(b)g(c) + g(@)h(b,c) + h(a, be).
Como A ¢é associativa, devemos ter
h(ab,c) — h(a.bc) + h(a.b)g(c) — g(a)h(b.c) = 0.

Antes de continuarmos, temos a seguinte defini¢ao.
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Defini¢do 1.4.51. Sejam A uma F-algebra e B um A-bimodulo. Uma aplicagéo
F-bilinear h: A x A — B é chamada de fator de A se, para todos a, b,c € A,

h(ab,c) — h(a,bc) + h(a,b)c —ah(b,c) = 0.

Dizemos que um fator /& cinde se existe uma aplicagdo F-linear g: A — B tal
que, para todos a, b € A,

h(a,b) = ag(b) — g(ab) + g(a)b.

Agora, gostariamos de dar uma estrutura de A-bimddulo para N com opera-
¢oOes definidas por na = ng(a) e an = g(a)n, paratodosa € A,n € N. Em
geral isso ndo acontece, mas se N2 = {0}, temos, para todos a,b € A,n € N,

(na)b —n(ab) = (ng(a))g(b) —ng(ab) = —nh(a,b) =0

jaque N2 = {0}. Assim, se N2 = {0}, entdo N é um A-bimédulo e 4 é um fator
de A.
A justificativa da defini¢do anterior vem do seguinte resultado.

Lema 1.4.52. Seja f: B — A uma extensdo de A com niicleo N tal que N? =
{0}. Seja h um fator de A como na Equagdo (1.3) associado a uma aplicag¢do
F-linear g: A — B tal que f o g = idy. Entdo h cinde se, e somente se, a
extensdo cinde.

Demonstragdo. Suponha que & cinde. Entdo existe uma aplicagdo F-linearg: A —
N tal que h(a,b) = ag(b) — g(ab) + g(a)b = g(a)g(b) — g(ab) + g(a)g(b),
para todos a, b € A.

Defina g’: A — B por g'(a) = g(a) + g(a). E claro que g’ é F-linear e,
como fog =1idgelIm(g) C N,temos que f o g’ = id4. Para mostrar que
a extensdo cinde, basta mostrarmos que g’ € um homomorfismo de anéis. Temos
que

g'(ab) g(ab) + g(ab)
= hla,b) + g(a)g(b) + g(ab)

g(a)g(b) + g(a)g(b) + g(a)g(b).

Por outro lado,

g'@g'(b) = (ga)+g)(gd) +g(b))
gla)g(b) + g(a)g(b) + ga)g(b) + g(a)g(b)
= g(a)g(b) + g(a)g(b) + g(a)g(b)
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pois N2 = {0}. Portanto, a extensio cinde.

Reciprocamente, suponha que a extensao cinde. Entdo existe um homomor-
fismo de algebras g: A — B tal que f o g = idy. Defina g': A — B por
g'(a) = g(a) — g(a). Temos que g’ é F-linear e, como f o g = idy4, temos que
f og =0.Logo, Im(g’) € N. Para mostrar que h(a,b) = ag’(b) — g’(ab) +
g'(a)b = g(a)g'(b)—g'(ab)+ g’ (a)g(b), basta utilizar que g’(a)g’(b) = 0, para
todos a,b € A, jaque N2 = {0} e efetuar os cilculos como no caso anterior. [J

Antes de prosseguirmos, vamos enunciar um resultado cuja demonstracao pode
ser encontrada no livro de Curtis e Reiner (1966).

Teorema 1.4.53. Seja A uma F-dlgebra de dimensdo finita. Se A é separavel,
entdo, para alguma F-base {ay, . ..,a,} de A, existem elementos a’l, coan €A
com as seguintes propriedades:

n
2. paratodoa € A, aja = ) Ajj(a)aj,ij(a) € F, implica que aa; =
j=1

n
3 )Lj,-(a)a;-,i =1,...,n.
=1

Recorde que se C°°(R) denota a R-algebra das fungdes reais de classe C®°,
entdo a aplicagdo derivada di : C °°(R) C °°(R) dada por 7 4 ()= dx éuma
aplicagdo R-linear que, satisfaz -4 7 (fg) = g+ f para todos f,g € C*®(R).
Em geral, temos a seguinte definicao.

Definicdo 1.4.54. Sejam A uma F-algebra e B um A-bimé6dulo. Uma aplicacao
F-linear f: A — B é chamada de derivacdo generalizada se, paratodosa, b € A4,

flab) = f(a)b +af(b).

Exercicio 1.4.55. Sejam A uma F-algebra ¢ B um A-bimodulo. Fixado b € B,
mostre que a fung¢do f: A — B definida por f(a) = ab — ba := [a, b] é uma
derivagdo generalizada, chamada de derivacao interna.

Exercicio 1.4.56. Sejam A uma F-algebra ¢ B um A-bimédulo. Denote por
Derp (A, B) o conjunto de todas as derivacdes generalizadas de A em B. Mostre
que:
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1. Derp(A, B) possui uma estrutura natural de F-espaco vetorial.

2. Em Derp(A,A) = Derr(A), em geral, a composta de duas derivagdes
generalizadas ndo ¢ uma derivagdo generalizada.

3. Se f,g € Derp(A),entdo [f,g] .= fog—go f € Derr(A).
Estamos aptos a demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.4.57. Seja A uma F-dlgebra separdvel de dimensdo finita. Entdo todo
fator de A cinde e toda deriva¢do generalizada é interna.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema 1.4.53, considere {ay,...,a,} uma
F-base de A junto com um conjunto {a}, ..., a,} C Atal que
n
1. Y dlaj =1;

n
2. paratodo a € A, aja = ) Ajj(a)aj.Aij(a) € F, implica que aa; =
j=1

n
jgl )tj,-(a)a’j,i =1,...,n.

Sejam B um A-biméduloe h: A x A — B um fator de A. Defina g: A —
n
B por g(a) = ) h(a.a})a;. Como h é F-bilinear, g é F-linear. Temos que,

i=1
utilizando as relagdes 1 e 2 acima, para todos a, b € A,

ag(b) — g(ab) + g(a)b Y ah(b,a})a; — ) h(ab,a})a; + Y h(a,a})a;b
i=1 i=1 i=1

n

= Y ah(b,a})a; — (Z h(a,ba})a;
i=1

i=1
n n
+ > ah(b,ag)ai) + > h(a,a})aib
i=1 i=1
= h(a,b)— Y h(a,ba))a; + Y h(a,a})a;b

i=1 i=1

= h(a.b) + i (Aij (B) = Aji(b))h(a.aj)a;

i,j=1

= h(a,b).

i h(a,b)aja;

i=1

Portanto, / cinde.
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n
Agora, sejam f: A — B uma derivagdo generalizadae b = }_ a; f(a;). Da
i=1
mesma forma do caso anterior, temos, paratodo a € A4,

n

ab—ba = iaagf(ai)—zaéf(ai)a

i=1 i=1
= '21 aa; f(a;) — '21 a; f(aia) + .Z:l aia;i f(a)
= @+ 3 (@~ Aji(@)a; f(@)
i,j=
= fla).
Portanto, f € interna. O

Estamos em condigdes de demonstrar o teorema principal da secdo.

Teorema 1.4.58 (Wedderburn—Malcev). Seja A uma F-dlgebra de dimensdo fi-
nita tal que A/ J(A) é separavel. Entdo existe uma subdlgebra semissimples B de
A tal que

A=B+ J(A).

Além disso, se A é unitdaria e By e By sdo subdlgebras de A tais que
A= B+ J(A) = B, + J(A)
entdo existe j € J(A) tal que By = (1 — j)By(1 — j)~L.

Demonstragdo. Primeiramente, observe que a algebra semissimples B do enun-
ciado do teorema ¢ isomorfa a A/J(A). Com isso, para demonstrar o teorema,
basta mostrar que A possui uma subalgebra isomorfaa A/J(A). Observe também
que, pelo Teorema de Wedderburn—Artin, o teorema ¢é valido se J(A) = {0} ou se
A = J(A). Consequentemente, o teorema ¢ valido trivialmente se dimg (A4) = 1.
A demonstracdo do teorema ¢ por indugdo sobre a dimensdo de A. Suponha que
o teorema seja verdadeiro para toda F-algebra de dimensdo menor do que a di-
mensdo de A. Recorde que, como A tem dimensdo finita, J = J(A) é um ideal
nilpotente de A.

Podemos assumir que J2 # {0}, pois, caso contrario, 7: A — A/J é uma
extensdo com nucleo J2 = {0} e, pelo Lema 1.4.52 e Teorema 1.4.57, temos
o resultado desejado. Como J2? # {0}, temos que dimp(A4/J?) < dimp(A4) e
J(A/J?) = J/J?. Logo, J/J?éumidealnilpotentede A/J? e (A/J?)/(J/J?)
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=~ A/J, que é separavel, por hipotese. Pela hipdtese de indugéo, existe uma subal-

gebra semissimples B} de A/J? tal que A/J% = B} + J/J?. Portanto, existe

uma subalgebra By de Atalque A = By + J,com By NJ = J? = J(B)).
Como J? # J, By # A. Além disso,

A/J =(By+J)/J =~B/(BinJ)=By/J>

Logo, a hipdtese de indugdo pode ser aplicada Bj, e existe uma subalgebra se-
missimples B de B; tal que By = B + J2. Note que, como By N J = J%e
BN J? ={0},entdo BN J = {0}. Portanto, A = B1 +J = (B + J?) + J =
B + J. A primeira parte do teorema estd provada.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, suponha que

A= By + J(A) = B, + J(A).

Entdo, pelo Lema 1.4.50, existem homomorfismos de algebras f;: A/J(A) — A,
i =1,2taisquemo f; =idy;ja),onden: A — A/J(A)¢éaprojegdo canodnica.
Recorde que Im(f;) = B;. Assim, J(A) se torna um (A/J(A))-bimddulo se
definirmos aj = fi(a)j e ja = jfa(a), paratodos j € J,a € A/J(A).
Considere a fung¢do f: A/J(A) — A definida por f(a) = fi(a) — f2(a).
Comomo fi =idy/jay,i =1.2,mo f =0elIm(f) < J(A). Agora,

f(ab) fi@b) — fr(ab) )
[@fi() = f2(b) + (/1@) = f2(@)) f2(b)
af(b)+ f(@b.

Logo, f ¢ uma derivag@o generalizada e, pelo Teorema 1.4.57, existe j € J
tal que

fa)= fH— fa@) =aj—ja= fil@aj— jf(a.
Reescrevendo, obtemos que f1(a)(1 — j) = (1 —j) f2(a). Como j é nilpotente,
1 — j ¢ invertivel. Portanto, fi(a) = (1 — j) f>(a)(1 — j)~!. Isto nos diz que
By = (1—j)Bs(1 — j)™!, 0 que demonstra o teorema. UJ

Nas condi¢des do teorema anterior, a decomposi¢do A = B + J(A) é cha-
mada de decomposicao de Wedderburn—Malcev de A.

Exemplo 1.4.59. Considere a algebra U T sobre um corpo de caracteristica zero.
Temos que J(UT,) = Fejpe UT>/J(UT) = Feqpp @ Fepy. Portanto, UT, =
Fei1 @ Feyy + Fejp é uma decomposi¢do de Wedderburn—Malcev de U T5.
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Exercicio 1.4.60. Mostre que o Teorema de Wedderburn—Malcev ¢ equivalente ao
seguinte: Seja A uma F-algebra de dimensdo finita e B’ uma subalgebra separavel
de A/J(A). Entdo A contém uma subélgebra B isomorfa a B’.

Exercicio 1.4.61. Seja A = B 4 J(A) a decomposi¢io de Wedderburn—Malcev
de uma F-algebra A, nas condigdes do Teorema 1.4.58. Mostre que B é uma
subalgebra semissimples maximal de A, isto é, B ndo estd contida propriamente
em nenhuma subalgebra semissimples de B.

Finalizamos o capitulo informando que, ao longo desse texto, a maioria das al-
gebras serdo tomadas sobre um corpo de caracteristica zero. Assim, como menci-
onamos anteriormente, se F' ¢ um corpo de caracteristica zero ¢ K € uma extensao
algébrica de F', entdo K € uma extensdo separavel. Portanto, todos os resultados
dessa sec@o sdo automaticamente validos para algebras sobre corpos de caracte-
ristica zero. Com isso, para nossos propositos, iremos enunciar o0 novamente o
Teorema de Wedderburn—Malcev para o caso em que F' tem caracteristica zero.

Teorema 1.4.62 (Wedderburn—Malcev). Seja A uma dlgebra de dimensdo finita
sobre um corpo F de caracteristica zero. Entdo existe uma subdlgebra semissim-
ples B de A tal que

A= B+ J(A).
Além disso, se A é unitaria e By e By sdo subdlgebras de A tais que
A= Bi + J(A) = B, + J(A)
entdo existe j € J(A) tal que By = (1 — j)B(1 — j)~L.
Exercicios V ou F da Secao 1.4: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-

deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, A representa uma
F-algebra e F' ¢ um corpo de caracteristica zero.

(1) A aplicagdo f : M»(F) — UT, definida por f(e;j) = 0,parai = j e
f(eij) = eij,parai # j ¢ um homomorfismo de algebras.

(2) E verdade que Ma(F) = F(e11 + e22) ® F(er1 —e22) ® Fe1z ® Fea.
(3) E verdade que M3(F) ® r UT» é uma algebra de dimenséo 6.

(4) A algebra M>(F) ® p M3(F) é central simples.
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(5) Se A énilpotente e de dimensao finita, entdo A = J(A) ¢ uma decomposigdo
de Wedderburn—Malcev de A.

(6) My(F) = Fe11DFe12® Fey @ Feys éumadecomposigdo de Wedderburn
Malcev de M, (F).

Resumo

Aqui faremos um pequeno resumo do capitulo, coletando os principais resul-
tados que serdo utilizados no decorrer do livro.

* Uma algebra A ¢ artiniana se toda cadeia descendente de ideais a esquerda
de A ¢ estacionaria. Toda algebra de dimensao finita ¢ artiniana.

* Uma algebra A é semissimples se todo ideal a esquerda de A é um somando
direto. O Teorema de Wedderburn—Artin (Teorema 1.4.21) diz que A é uma
F-algebra artiniana semissimples se, ¢ somente se, A =~ Ay & --- D Ay,
onde cada A; é um F-algebra simples isomorfa a uma algebra de matrizes
com coeficientes em um anel de divisdo. Além disso, cada A; é um ideal de
Ae A;jAj = {0},sei # j. Toda algebra artiniana semissimples ¢ um anel
semissimples.

* O radical de Jacobson de uma algebra A, denotado por J(A), ¢ a intersegdo
dos anuladores de todos os A-mddulos simples. Se ndo existem A-modulos
simples, definimos J(A4) = A. O radical de Jacobson de uma algebra é um
ideal da algebra e se A ¢ uma algebra artiniana, entdo J(A) ¢ nilpotente e
todo ideal nilpotente de A esta contido em J(A).

» Uma algebra artiniana A é semissimples se, e somente se, J(A4) = {0}.

* Se A ¢ uma F-algebra e K é uma extensdo de F, entdo A ® r K ¢ uma
K-élgebra e dimp(A) = dimg (A ® r K). Se K é uma extensdo separavel
de F,entdo J(A®F K) = J(A) ® K. Em particular, J(A) € nilpotente
se, e somente se, J(A Qg F) é nilpotente.

* Se F ¢ um corpo de caracteristica zero ¢ K € uma extensdo algébrica de
F, entdo K ¢ uma extensdo separavel de F'. Com isso, se A ¢ uma algebra
semissimples de dimensdo finita sobre um corpo F de caracteristica zero,
entdo para toda extensdo algébrica K de F', A ® r K é uma K-algebra se-
missimples.
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* Se A ¢ uma algebra de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica
zero, entdo o Teorema de Wedderburn—Malcev (Teorema 1.4.62) afirma que
A = B + J(A), onde B é uma subalgebra semissimples de A.



Neste capitulo, faremos uma breve revisdo dos resultados principais em teoria dos
grupos, necessarios para o bom entendimento dos capitulos seguintes. Para algu-
mas demonstragdes omitidas, indicamos o livro de Robinson (1982).

Nosso foco principal sera a respeito de representagdes e caracteres de grupos,
principalmente no que diz respeito ao grupo simétrico de grau n. Temos particular
interesse nesse grupo devido a sua participacdo nos resultados sobre a sequéncia
de codimensdes de uma PI-algebra, que serdo tratados no Capitulo 4.

2.1 Grupos simétricos
Ao longo do texto, usaremos algumas propriedades dos grupos simétricos que va-
mos destacar agora. Recordemos inicialmente que um grupo G € um conjunto nao

vazio com uma operagao binaria fechada

GxG—G
(a,b)y—a-b

que € associativa e que satisfaz as seguintes condigdes:
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1. Existe um elemento 1 em G, dito elemento neutro, talquea -1 =1-a = a,
paratodoa € G.

2. Para cada a € G, existe um elemento b em G, dito o inverso de a, tal que
a-b=b-a=1.

O exercicio a seguir garante a unicidade dos elementos definidos nos itens 1 e
2 acima.

Exercicio 2.1.1. Se G ¢ um grupo, mostre que

(a) O elemento neutro de G ¢ tnico.

(b) Cada elemento de G possui um inico inverso.

Em geral, denotamos um grupo G com operagdo - por (G, -) e observe que a
notagdo aqui utilizada ¢ multiplicativa, mas em geral outras operagdes sdo permi-
tidas, dependendo do conjunto definidor do grupo.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros Z ¢ um grupo com respeito a
adicdo usual de inteiros. Neste caso, o elemento neutro é 0 ¢ o inverso de cada
elemento a € Z ¢ o inteiro —a.

Daqui pra frente, vamos omitir o ponto - presente na defini¢do dada acima e
usaremos simplesmente ab para o resultado da operacdo de dois elementos a e b
em G. Vamos também denotar o inverso de um elemento a € G pora~!.

Diremos também que G ¢é grupo abeliano' se a operacio for comutativa. Desta
forma, Z com a operagdo de adi¢do ¢ um exemplo de grupo abeliano. Dado um
corpo F, os grupos (F, +) e (F*,-) também sdo exemplos de grupos abelianos.

Para um subconjunto S C G, denotaremos sua cardinalidade por |S|, e lem-
bremos que |G| é denominada a ordem do grupo G. A ordem de um elemento
a € G ¢ definida como o menor inteiro positivo # tal que

a®:=a---a=1
——

h vezes

e ¢ denotada o(a) = n. Se ndo existir tal n, dizemos que a tem ordem infinita.
Observemos que o Unico elemento de ordem 1 em um grupo G ¢é o elemento neutro
e, além disso, para um elemento a € G, temos o(a) = o(a—1). Claramente, se a
é um elemento de ordem 2, teremos @ = a~!.

Dado um corpo F, temos que (My(F),+) é um grupo abeliano, mas com
relagdo a multiplicagdo de matrizes, devemos ter um pouco mais de cuidado. Veja

o exemplo a seguir.

'A palavra abeliano é uma homenagem ao matematico N. Abel.
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Exemplo 2.1.2. Um exemplo importante de grupo é o conjunto de matrizes in-
vertiveis # X n com entradas em um corpo F', munido da multiplicagao usual de
matrizes. Usaremos a notagdo

GL,(F):={M € M,(F) : det(M) # 0}

e este ¢ chamado de grupo linear geral de grau n sobre F. Quando F ¢ um corpo
infinito, vemos que GL, (F) é um grupo infinito ndo abeliano, paran = 2.

Considerando Q um conjunto ndo vazio qualquer, podemos definir o conjunto
Sim(Q)={f:0 — Q: f ébijetiva}

de todas as bije¢oes de Q. Munindo este conjunto da operagdo de composigado de
fungdes, temos que Sim(Q) ¢ um grupo. Note que o conjunto Q pode ser finito
oundo. Particularmente, quando tomamos Q o conjunto dos  primeiros niimeros
naturais 7 = {1,...,n}, paran > 3, temos a seguinte defini¢do.

Definicdo 2.1.3. O grupo formado por todas as possiveis permutacdes dos ele-
mentos em 7, com n = 3, é dito o grupo simétrico de grau n e é denotado por
Sn.

Note que S, € um grupo ndo abeliano de ordem n!. Uma forma de representar
as permutacdes no grupo S, € utilizando a notagdo em ciclos.

Definicéo 2.1.4. Dizemos que uma permutagdo o € S, éum r-ciclode Sy, r = 2,
se existem iy, i2, ..., I, elementos distintos de 7 tais que:

U(il) = i29o—(i2) =1i3,.. -’O—(ir—l) =iy, U(ir) =i e
o(j)=J, paratodo j € n — {iy,...,ir}.

Na definigdo acima, usaremos a notagdo o = (ij ip --- i) € S, e dizemos
também que o € um ciclo de comprimento 7. Um ciclo de comprimento 2 sera
chamado de transposicao.

Também podemos considerar um ciclo de comprimento igual a 1, usado para
denotar um elemento fixo por uma permutagdo. Por exemplo, a permutacdo o =
(1352) € S5 deixa fixo o nimero natural 4 e, assim, podemos eventualmente
escrever 0 = (13 52)(4).

Definicéo 2.1.5. Dois ciclos em .S;, sdo ditos disjuntos se eles ndo movem elemen-
tos em comum.
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Por exemplo, 0 = (253 7) e t = (1 4 6) sdo ciclos disjuntos em S7.
Exercicio 2.1.6. Mostre que ciclos disjuntos comutam entre si.

No préximo exercicio, vemos que existe uma maneira especial de escrever
uma permutacdo de S,.

Exercicio 2.1.7. Mostre que toda permutacdo ¢ # 1 em S, pode ser escrita de
maneira Unica, a menos de ordenagdo, como um produto de ciclos disjuntos.

Ao escrever uma permutagdo o € S, como um produto de ciclos disjuntos,
temos a chamada estrutura ciclica de . Usando a notacao de ciclos, temos que

S3=1{1,(12),(13),(23),(123),(132)}

e assim vemos que as estruturas ciclicas presentes em S3 sdo os 2-ciclos e os 3-
ciclos.

Observemos que o ciclo (7 9 6) é o mesmo que o ciclo (6 7 9). Em geral,
isto significa que, podemos comegar um ciclo com o menor natural que a ele per-
tence, respeitando a permutacdo definida por ele. Dessa forma, a permutagdo o =
(796)(3581)(42) € Sg também pode ser escritacomoo = (1358)(679)(24),
pois ciclos disjuntos permutam entre si.

De modo mais geral, ao escrever uma permutacdo em sua estrutura ciclica,
sempre consideraremos os ciclos ordenados por comprimento do maior para o me-
nor e, em cada ciclo, iniciamos com o menor nimero natural neste ciclo. Assim,
observamos que, ao escrever uma permutagdo como um produto de ciclos dis-
juntos, temos estabelecida uma unicidade na representagdo e podemos associar a
permutacgdo uma parti¢do de n. Vamos recordar este conceito a seguir.

Definicao 2.1.8. Uma parti¢do de um numero natural n ¢ uma s-upla de nimeros
naturais (A1,...,Ag) taisquen = Ay = --- = Ay = lcomA; +---+ Ay = n.
Vamos usar a notacdo A - n.

Exemplo 2.1.9. Por exemplo temos (3,3,2,1) - 9.

Desta forma, se 0 € Sy, tem estrutura ciclica o = ¢;, -+ - ¢y, onde 0s ¢, ’s s30
ciclos disjuntos de comprimento /; = 1, com /; = --- = [, entdo associamos a
particdo A = (I1,..., 1) a permutagdo o.

Exemplo 2.1.10. Se 0 = (23 9)(1 6)(4 8) € Sg, podemos também escrever
o = (239)(16)(48)(5(7) e associamos a parti¢io A = (3,2,2,1,1) - 9, ja
que os ciclos de comprimento 1 correspondem aos elementos fixos 5 e 7.
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Lembremos que, em geral, dois elementos a e b de um dado grupo G sdo ditos
conjugados se existe uma elemento x € G talquea = xbx~! e denotamos xhx !
por b*, ou seja, a ¢ b em G sdo ditos conjugados se a = b*, para algum x € G.

Exercicio 2.1.11. Mostre que a seguinte relagdo em G ¢ uma relagdo de equiva-
Iéncia, onde a, b € G:

a ~ b se, e somente se, a e b sdo conjugados em G.

Definicdo 2.1.12. A classe de equivaléncia de um elemento a € G pela relagdo
acima ¢ denominada a classe de conjugagdo de a e é denotada por c/(a).

Assim, para a € G, temos que
cl(a) = {a* : x € G}.

Observagao 2.1.13. Note que se G é um grupo abeliano, entdo a classe de conju-
gacdo de cada elemento a € G ¢ dada por cl(a) = {a}, pois a* = a, para todo
x € G. Desta forma, a quantidade de classes de conjugagdo em um grupo abeliano
finito G ¢ igual a sua ordem.

Como um exemplo em um grupo nao abeliano, vemos que as permutacgdes
(1245)e(1325)sdo conjugadas em S5 pois (234)(1245)(243)=(1325),
e temos que (2 4 3) é inversa de (2 3 4).

Mais geralmente, observe que se 0 = (i1 ---ix) e T = (j1--- ji) sdo k-ciclos
em Sy, considerando a permutacao o:

o iyt 1, o> Jjo, ..., I Jk
temos que 0 = ata~!. Desta forma, dois k-ciclos sio conjugados em S, € o
mesmo vale para uma quantidade qualquer de ciclos, ou seja, duas permutagoes
com mesma estrutura ciclica sdo conjugadas em S;. A reciproca ¢ verdadeira e
pode ser provada facilmente de modo mais geral no proximo exercicio.

Exercicio 2.1.14. Duas permutagdes « ¢ 8 sdo conjugadas em S, se, € somente
se, @ e B tém a mesma estrutura ciclica.

Por exemplo, S3 tem 3 classes de conjugagdo que sdo

cl(1)y = {1}, cl((12)) = {(12), (13),23)}ecl((123))={(123),(132)}.
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Exercicio 2.1.15. Determine a classe de conjugacdo de (1 2)(3 5) em Ss.

Exercicio 2.1.16. Determine um representante para cada uma das classes de con-
jugacdo em S4 e também para cada uma em Ss.

Pelo Exercicio 2.1.14, a classe de conjugagao de uma permutacio o € Sy, ¢ de-
terminada pela estrutura ciclica de o e, por este motivo, uma classe de conjugagdo
de S, sera associada a uma particdo que corresponde a esta estrutura. Neste caso,
indexaremos a classe pela particdo correspondente. Por exemplo, denotaremos a
classe ¢/((23 9)(1 6)(4 8)) de Sg por cl(322,1,1)-

Corolario 2.1.17. O numero de classes de conjuga¢do em Sy, é igual ao numero
de partigoes de n.

Recordemos que um subgrupo de um grupo G ¢ um subconjunto ndo vazio H
de G tal que H ¢ um grupo com a mesma operagdo de G. Neste caso, denotamos
H<G.

Exercicio 2.1.18. Mostre que se H, K < G, entdo H N K < G. Em geral, mostre

que se { H; }j 7 ¢ uma familia de subgrupos de um grupo G, entdo (| H; < G.
i€

Exercicio 2.1.19. Mostre que, sendo H, K < G, nem sempre ¢ verdade que H U

K <G.

Para um subgrupo H de um grupo G e um elemento x € G, definimos o
conjugado de H por x como o subgrupo

H* =" heH).

Por exemplo, um conjugado do subgrupo H = {1, (1 3)} de S3 ¢é o subgrupo
H@3) = {1,(12)}. Os subgrupos normais de um grupo, que definiremos abaixo,
tém um destaque especial.

Definicéo 2.1.20. Dado um subgrupo N de um grupo G, dizemos que N ¢ normal
em G se N* = N paratodo x € G. Usaremos a notagdo N <I G para indicar
que N € um subgrupo normal de G.

Pelo exemplo dado acima, temos que H = {1, (1 3)} ndo é um subgrupo
normal de S3, mas temos {1, (12 3),(132)} < S3.

Muitas vezes, basta conhecer informagdes sobre os geradores de um grupo
G para saber fatos sobre todos os elementos do grupo. Dado um subconjunto nao
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vazio S C G, definimos o subgrupo de G gerado por S como a interse¢ao de todos
os subgrupos de G que contém S. Denotamos esse subgrupo por {(S) e podemos
observar que

(S) = {xf“xzjEl ---x,jn:1 cx; € S,m =0}

onde interpretamos a expressdo com m = 0 como sendo 1.

Um conjunto gerador para um grupo G ¢ um subconjunto S C G tal que
G = (S). Por exemplo, o grupo S3 é gerado pelo conjunto S = {(1 2), (12 3)},
ou seja, qualquer elemento de S3 pode ser escrito como um produto de poténcias
de elementos de S e de seus inversos.

Particularmente, quando S = {x} C G, o subgrupo (S) ¢ denotado por (x) e
¢ dito subgrupo ciclico gerado por x. Quando x é um elemento de ordem finita n,
escrevemos (x : x"” = 1) para denotar o grupo ciclico de ordem n gerado por x.
O grupo G é um grupo ciclico se G = (x), para algum x € G.

A seguir, vamos definir o subgrupo derivado de um grupo G. Para isto, de-
finimos o comutador entre dois elementos x ¢ y em G como sendo o elemento
xyx_ly_1 ¢ denotaremos

(x,y) = xyx" 1y~ =y¥y~L.

Defini¢do 2.1.21. Considere C = {(x,y) : x,y € G}. Definimos os subgrupo
derivado de G como G’ = (C), ou seja, G’ é o subgrupo gerado por todos os
comutadores de elementos em G.

Note que (x, y) = 1 se, e somente se, x ¢ y comutam em G. Portanto, G ¢
abeliano se, e somente se, G’ = {1}.

Exercicio 2.1.22. Mostre que G’ <1 G.

Podemos reescrever uma permutagdo de S, como um produto de ciclos dis-
juntos, usando somente ciclos de comprimento 2. Isto acontece pois podemos
reescrever um ciclo de comprimento r da seguinte maneira

(i1 igiz---ip) = (i1 ir) -+ (i1 13)(i1 i2). (2.1)

Neste caso, ndo temos necessariamente que estas transposicdes sdo disjuntas.
Como um exemplo, temos (1 357)(264) = (1 7)(1 5)(1 3)(2 4)(2 6). Como
consequéncia, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.23. O grupo S, é gerado pelo conjunto de suas transposicaoes.
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Observe que (1257)(34) = (1 7)(15)(1 2)(3 4) esta escrita como um pro-
duto de uma quantidade par de transposi¢des, enquanto que em (1357)(264) =
(1 7)(1 5)(1 3)(2 4)(2 6) temos uma quantidade impar de transposigdes. A per-
gunta que podemos fazer é se podemos ter quantidades distintas em paridade para
maneiras diferentes de escrever uma mesma permutacdo como produto de trans-
posigdes.

Afirmamos que, ao escrever uma permutacao de S, como um produto de trans-
posi¢des, a quantidade delas sempre é par ou sempre é impar. Para provar isto,
vamos considerar um polinémio em »n variaveis comutativas xi, ..., X, definido
por

P=Pxy,....,xp) = l_[ (xi —xj).

1<i<j<n

Dada uma permutagdo o € S, associamos o polindmio

P° = l_[ (Yo @) — Xo(j))

1<i<j<n

e vemos que P = P ou P° = —P.
Por exemplo, para P = (x1—x2)(x1—x3)(X1—x4) (X2—x3)(Xx2—x4)(Xx3—x4)
eog = (13)(24) € S4, temos

P = (x3— x4)(x3 — x1)(x3 — x2) (x4 — x1) (x4 — x2)(x1 — X2)

e observamos que neste caso, P = P. Por outro lado, se ¢ ¢ uma transposigéo,
temos claramente que P° = —P.

Concluimos que se uma permutacao o € S, pode ser escrita como um produto
de uma quantidade par de transposi¢des, temos P° = P e, entdo, qualquer outra
maneira de escrever essa mesma permutagdo como um produto de transposigoes
deve conter também uma quantidade par de transposigoes.

Desta forma, temos uma boa defini¢do para permutagdes pares e impares.

Defini¢do 2.1.24. Dizemos que uma permutagdo o € S € par se ela pode ser
escrita como um produto de um numero par de transposi¢des. Quando uma per-
mutagdo ndo € par, ela ¢ uma permutacao impar.

Observemos que a permutacao identidade € par, o inverso de uma permutagao
par € par e que o produto de permutacdes pares ¢ par. Com isso, o conjunto A,
das permutagdes pares de Sy € um subgrupo de S,.



92 2. Grupos e representagoes

Defini¢éo 2.1.25. O subgrupo A, das permutagdes pares de S, é chamado grupo
alternado de grau n.

Note ainda que, fixada uma permutacdo impar o € Sy, podemos definir

fi Ay —> Sy
o — oo

e vemos que essa ¢ uma aplicagdo injetiva tal que Im( /) é o conjunto S, — A, das
permutagdes impares. Logo, |A,| = |Sn — An| e, desde que Sy, € unido disjunta
de A, e S, — Ay, temos
n!
|An| = 5 (2.2)
Pelo que provamos acima, metade das permutagdes no grupo Sy, sdo pares e
metade delas sdo impares. Para cada permutagdo o de S, definimos seu sinal
sgn(o’) como sendo o valor 1 ou —1, dependendo de sua paridade:

1, seo épar
sgn(o) = L
gn(o) —1, seo € impar.

Vamos agora apresentar novos conjuntos geradores para S,. Refinando um
pouco mais a Proposicao 2.1.23, temos o seguinte resultado.

Proposicio 2.1.26. O conjunto {(1 2), (2 3), ..., (n—1 n)} éum conjunto gerador
de S,.

Demonstragdo. Primeiramente, escrevemos uma permutagdo como produto de ci-
clos disjuntos e, em seguida, escrevemos cada ciclo como um produto de transposi-
¢des como na Equagédo (2.1). Considerando uma transposi¢do (i j) comi < j—1,
podemos escrever (i j) = (j —1 j)(i j —1)(j — 1 j). Repetindo o raciocinio,
o resultado esta provado. O

Exercicio 2.1.27. Mostre que os seguintes conjuntos sdo conjuntos geradores de
Sy

{(12),(13),....(0An)} e {(12),(12-- n)}.
Antes de finalizar esta se¢do, chamamos a atencdo para a importancia de sub-

grupos normais em um grupo G. Primeiramente, definimos o conceito de classe
lateral de um subgrupo H em G.
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Defini¢do 2.1.28. Dados H < Gex € G,oconjunto Hx = {hx : h € H} ¢
dita uma classe lateral a direita de H em G. Analogamente, definimos uma classe
lateral a esquerda de H em G como o conjunto xH = {xh : h € H}.

Temos um motivo importante para definir os conjuntos acima. Na verdade,
eles sdo classes de relagdes de equivaléncia que podemos definir quando temos H
um subgrupo de G. Dados x, y € G, definimos estas rela¢cdes conforme abaixo:

X =y se esomentese, xy € H (2.3)
X ~ )y se, e somente se, x_ly e H. 2.4)
Exercicio 2.1.29. Sejam G um grupoe H < G.

(a) Mostre que as relagdes definidas em G, nas Equagoes (2.3) e (2.4), sdo rela-
¢oes de equivaléncia.

(b) Mostre que a classe de equivaléncia de um elemento x € G dada a partir da
Equacdo (2.3) ¢ a classe lateral a direita H x, e que a classe de equivaléncia
de x dada pela Equacdo (2.4) ¢ a classe lateral a esquerda xH .

Observamos que se G ¢ um grupo finito, entdo, para qualquer x € G, temos
|Hx| = |xH| = |H|, pois as aplicagdes

H — Hx H — xH
h =  hx h = xh

sdo bijetivas. A partir disto, podemos provar o célebre Teorema de Lagrange.

Teorema 2.1.30. Sejam G um grupo finito e H < G. Entdo |H| é um divisor de
e

Demonstragdo. Usando a relacdo definida pela Equagdo (2.3), temos que G pode

ser escrito como uma unido disjunta de classes laterais a direita G = | J Hx.
xeG
Desta forma, usando o que foi observado acima, temos

Gl =) |Hx| =) |H|=m|H|
xeG xeG

onde m é o nimero de classes laterais a direita distintas de H em G. O
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Para provar o teorema acima, poderiamos ter usado a relacdo dada a partir da
Equacdo (2.4) no lugar da relagdo dada pela Equacdo (2.3) e chegariamos a mesma
conclusdo. Portanto, isto mostra que o nimero de classes laterais a esquerda e a
direita de H em G sdo iguais. Esse numero ¢ denominado o indice de H em G,
denotado por [G : H]. Assim, o Teorema de Lagrange informa que

|G| =[G : H]|H|.

Podemos observar que as classes laterais a direita e a esquerda ndo sdo neces-
sariamente iguais. Como um exemplo, se H = {l1,(12)}ex = (12 3) € §3,
temos Hx = {(12 3),(2 3)} enquanto que xH = {(1 2 3), (1 3)}, mas para sub-
grupos normais, essa propriedade ¢ garantida como pode ser provada no proximo
exercicio.

Exercicio 2.1.31. Sejam G um grupoe N < G. Mostre que se N <1 G, entdo
Nx = xN paratodox € G.

Exercicio 2.1.32. Sejam G um grupoe N < G tal que [G : N] = 2. Mostre que
N < G.

Pela Equagdo (2.2), usando o Teorema de Lagrange, temos que [Sy, : 4,] = 2.
Portanto, pelo exercicio acima, temos que A, <1 Sj.
Quando N ¢ um subgrupo normal de G, consideramos o conjunto

G/N :={Nx :x € G}
de todas as classes laterais a direita e definimos a operagao de classes
Nx-Ny:= Nxy, para Nx, Ny € G/N.

Obviamente, 0 mesmo pode ser feito considerando classes laterais a esquerda de
N em G, ja que as classes sdo iguais.

Exercicio 2.1.33. Mostre que G/N com a operacdo definida acima é um grupo.

O grupo G/N, com N < G, é chamado grupo quociente de G por N. Por
exemplo, pelo Exercicio 2.1.22, temos G’ <1 G ¢ o grupo G/ G’ tem a seguinte
propriedade que sera deixada como exercicio.

Exercicio 2.1.34. Mostre que o grupo quociente G/ G’ é abeliano.

Exercicio 2.1.35. Mostre que o subgrupo derivado de S3 € seu subgrupo alternado,
ou seja, S5 = As.
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Observagdo 2.1.36. Em geral, o subgrupo derivado do grupo simétrico Sy € o
subgrupo alternado A, dado na Defini¢do 2.1.25. Como [S, : A,] = 2, temos
que o grupo quociente Sy, /A, tem ordem 2.

Exercicios V ou F da Secao 2.1: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente.

(1) As permutacdes (1 3)(2 3 5) e (1 2)(3 4 5) sdao conjugadas em Ss.
(2) O grupo simétrico S¢ tem 8 classes de conjugacao.

(3) Os subgrupos {1,(123),(132)}e{l,(234),(243)} sdo conjugados em
Sy.

(4) O grupo alternado A, é gerado pelos 3-ciclos da forma (12 k), 3 <k <n.
(5) O grupo alternado A4 ¢ abeliano.
(6) O grupo alternado Ag tem um elemento de ordem 15.

(7) Os unicos subgrupos normais de S3 sdo {1}, A3 e S3.

2.2 Representacoes de um grupo

Nesta se¢ao, vamos apresentar a defini¢do de representagdo de um grupo G e, para
este fim, consideraremos G um grupo finito. Em particular, vamos dar exemplos
e resultados especificos para o grupo simétrico S,. Antes disso, vamos recordar
alguns conceitos a respeito de homomorfismos de grupos e a agdo de um grupo
sobre um conjunto.

Defini¢do 2.2.1. Uma fungdo ¢ : G — H entre dois grupos G ¢ H ¢ dita um
homomorfismo (de grupos), se ela ¢ compativel com a estrutura dos grupos, isto
¢, se
p(ab) = p(a)p(b), paratodos a,b € G.
Se ¢ for um homomorfismo bijetor, entdo ¢ ¢ dito um isomorfismo entre G ¢

H, e denotamos G =~ H. Particularmente, um isomorfismo ¢ : G — G ¢ dito
um automorfismo de G.

Exemplo 2.2.2. Se F éum corpo, entdo a aplica¢do ¢ : GL,(F) — F*, dada por
¢(A) = det(A), ¢ um homomorfismo de grupos, pois det(4B) = det(A)det(B),
para quaisquer A, B € GL,(F).
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Exemplo 2.2.3. Dado um elemento x de um grupo G, definimos a aplicagdo

x: G—>G
g g*

onde g© = xgx~!. Esta aplica¢io é um automorfismo de G, dito automorfismo
interno induzido por x.

Dados dois grupos G e H, ndo faremos distingdes entre seus elementos neu-
tros, ou seja, denotaremos 1 para ambos. Neste caso, se ¢ : G — H ¢ um
homomorfismo, vemos que ¢(1) = 1 e definimos o conjunto

Ker(p) :={g € G :9p(g) =1}

que é denominado nucleo do homomorfismo ¢.
Obviamente, Ker(¢) é um subgrupo de G e, mais do que isto, temos o exercicio
a seguir com mais informagdes.

Exercicio 2.2.4. Seja ¢ : G — H um homomorfismo. Mostre que
(a) Onucleo Ker(¢) é um subgrupo normal de G.
(b) O conjunto imagem Im(¢) = {¢(g) : g € G} é um subgrupo de H.

A partir de um homomorfismo de grupos ¢ : G — H, considerando seu
niucleo N = Ker(¢), podemos definir uma aplicagdo do grupo quociente G/ N no
subgrupo Im(¢p)

¢: G/N — Im(p)
gN = ¢(g).

Exercicio 2.2.5. Mostre que a aplicagdo ¢ dada acima esta bem definida e é um
isomorfismo.

Usando o exercicio anterior, temos demonstrado o resultado abaixo, conhecido
como Teorema do Isomorfismo de Grupos.

Teorema 2.2.6. Se ¢: G — H é um homomorfismo com nicleo N = Ker(p),
entdo G/N = Im(p).

Vamos agora nos preparar para definir o que entendemos por uma represen-
tagdo de um grupo G. Para isto, lembremos que se V' € um espago vetorial de
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dimensao finita n sobre um corpo F, entdo podemos considerar o conjunto de to-
das as transformagdes lineares 7: V' — V. Vamos particularmente considerar
tais transformacdes que sao bijetivas e formar o conjunto:

GL(V)={T:V — V : T bijetiva}. (2.5)

O conjunto acima, munido da operagdo de composigao de fungdes, € um grupo.
Além disso, ao fixar uma base de V sobre F', podemos associar cada elemento T
de GL(V) a uma matriz invertivel M7, um elemento do grupo GL,(F).

Exercicio 2.2.7. Mostre que os grupos GL,(F) e GL(V) definidos respectiva-
mente no Exemplo 2.1.2 e na Equagao (2.5) sdo isomorfos.

A partir de agora vamos considerar V' um espago vetorial de dimensao finita
n e abaixo vamos definir o significado de representagdo de um grupo finito G.

Definicao 2.2.8. Uma representacdo linear de G ¢ um homomorfismo de grupos
de G em GL(V), para algum F-espaco vetorial de dimensao finita V, ou seja, é
um homomorfismo
0: G — GL(V)
8§ = ¢g
onde o grau da representacdo ¢ ¢ definido como a dimensdo n de V.

Nos referiremos a uma representacdo ¢ : G — GL (V') como uma representa-
¢do de G sobre V.

Observagdo 2.2.9. Fixada uma base 8 de V sobre F, podemos associar a uma
representagdo ¢ : G — GL(V), um homomorfismo [p]g : G — GL,(F), que
associa cada elemento g do grupo a matriz correspondente a transformagao linear
¢g. Esse homomorfismo ¢ chamado uma representagdo matricial de grau n de G
sobre F.

Para os nossos propositos, nos referiremos as representagdes lineares e ma-
triciais de um grupo G simplesmente como representacdes de G e ndo faremos
distingdes entre elas por motivos 6bvios.

A partir da observagao acima, € claro que todo grupo possui uma representacao
de grau arbitrario n = 1, bastando para isso considerar a aplicagdo

o: G — GLu(F)
g = ggi=1Iy

onde /,, denota a matriz identidade n x n.
Particularmente, temos a seguinte definigao.
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Defini¢io 2.2.10. O homomorfismo ¢: G — F* dado por ¢(g) = 1, para todo
g € G, é um exemplo de representagdo de grau 1 de um grupo G, denominada
representacao trivial de G.

Para dar um exemplo de uma representagao nao trivial, consideramos um grupo
ciclico C3 = (g : g2 = 1) de ordem 3 e uma raiz cubica primitiva da unidade
2mi
u = e 3 . Temos que

define uma representacdo de grau 2 de C3.

Para dar mais exemplos de representagdes, vamos recordar o conceito de acao
de um grupo sobre um conjunto e ver que cada representacdo ¢: G — GL(V)
define uma acdo de G sobre o espago V.

Definic¢do 2.2.11. Uma acdo de um grupo G sobre um conjunto ¥ # & é uma
aplicagdo G x Y — Y, que toma um par (g, x) € G X Y e tem como resposta um
elemento g - x € Y , respeitando duas condi¢des:

1. 1-x = x, paratodo x € Y.

2. (g182)- x = g1-(g2-x), paratodos g1, g2 € G e paratodo x € Y.

Assim, uma agdo de um grupo G sobre um conjunto ¥ # & ¢ uma maneira
de produzir um novo elemento de Y, que escrevemos como g - x a partir de um
elemento g de G e um elemento x de Y, respeitando as condi¢des abaixo

1. o elemento neutro de 1 € G tem agdo trivial: 1-x = x, para todo x € Y.

2. aacdo tem que respeitar a operacdo do grupo: (g1g2)-x = g1-(g2-x).
N— — N —
€G ey
Como um exemplo, temos que o grupo simétrico S, age naturalmente sobre o
conjunto 7 = {1,...,n} por
o-i =o0(i), parac € S, e i €n. (2.6)

Antes de avangar em novos exemplos, para um corpo F e um grupo G, va-
mos definir a dlgebra de grupo FG de G sobre F. Conforme dado na Obser-
vagdo 1.2.35, FG ¢ o espaco vetorial sobre F livremente gerado por G, cujos
elementos sdo somas formais

Z agg com ag € F
geG
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onde oy # 0 apenas para um numero finito de elementos de G.
A operagdo de adigdo em F G ¢é dada por

Y ogg+ Y Beg = (ag+Be)g

geG geG geG

¢ além disso, definimos uma multiplicagdo em F' G por

D age (Z ﬁhh) = > Vengh. ven = aghh.

geG heG g.heG

Com isso, FG éum anel e se A € F, definimos também,

A Zagg :Z)wzgg.

geG geG

Claramente, temos que F G € uma algebra cuja dimensao sobre F' ¢ a ordem
do grupo G. Por exemplo, C S, é uma algebra de dimenséo 24 sobre C.

Agora vamos compreender a importancia da algebra de grupo FG na teoria
de representagdes de grupos. Considerando uma representagdo ¢ : G — GL(V),
temos definida uma agdo de G sobre V' dada por:

GxV—=> V
(g v) > g-v:=gg(v).

Vamos omitir o ponto em g - v e escrever simplesmente gv. Como consequén-
cia, considerando «; € F e g; € G, podemos estender a acdo dada para os ele-
mentos &1 g1 + ... + a5 gs da algebra de grupo F'G da seguinte maneira

(181 + -+ os8s)v = 1(g1v) + - + as(gsv) € V

e temos que o espaco V' é um F G-modulo, que chamaremos F G-mddulo corres-
pondente a representagao .

Note que se ¢ : V' — W ¢ uma aplicagdo F-linear entre dois F'G-moddulos
V e W, entdo, de acordo com a Defini¢ao 1.2.10, para verificar se ¢ ¢ um FG-
homomorfismo, basta verificarmos que ¢(gv) = g¢(v) para todo g € G e todo
vel.
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Observagdo 2.2.12. De fato, existe uma correspondéncia biunivoca entre os F G-
modulos de dimensdo n e as representacdes de grau n de G. Isto significa que
dado um F G-moédulo V', podemos definir uma representagao de G sobre V.

Observamos que um FG-modulo V' é um F-espago vetorial invariante sob a
acdo dada acima. Neste caso, dizemos que V' € G-invariante.

Ja comentamos que o grupo S, age sobre o conjunto 77 como na Equacgdo (2.6)
e, a partir desta acdo, podemos definir uma representagao de S, sobre um espago
vetorial V com base B = {vy, ..., v,} dada por

¢: Sp—> GL(V)
o @z V>V
Vi = UU(,-).

Desta forma, temos que V' = spang{vi,...,v,} ¢ um FS,-modulo e a re-
presentacdo acima ¢ chamada representagdo permutacional de grau n de S, com
modulo permutacional V. Vamos exemplificar explicitando a representagdo per-
mutacional de grau 3 do grupo simétrico S3 por meio das matrizes que correspon-
dem as transformagdes lineares ¢ .

Observagdo 2.2.13. Observe que como uma representacido ¢: G — GL(V) éum
homomorfismo de grupos, para que ela esteja completamente definida € suficiente
conhecer as imagens ¢, dos elementos x que sdo geradores de G.

Exemplo 2.2.14. Considerando a = (12 3),b = (1 2) como geradores do grupo
S3, temos a seguinte descrigdo deste grupo com seus geradores e relagdes entre
eles

S3 = (a,b:a® =b?= (ab)? =1).

Pelo que foi dito acima, temos uma acdo de S3 sobre um espago vetorial I com
F-base {v1, v2, v3} dadapor o -v; = v4(;),0 € S3. Assim, temos a representagao
correspondente ¥ : S3 — GL3(F) dada por

00 1 010
va=|10 0| eyp=[1 0 0
010 00 1

Defini¢do 2.2.15. Uma representagdo ¢: G — GL(V) ¢é irredutivel se V é um
F G-modulo simples, ou seja, os Ginicos F-subespagos G -invariantes de V' sdo {0}
el.
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Obviamente, qualquer representagdo de grau 1 de um grupo ¢ irredutivel. No-
tamos que, de modo geral, a representagdo permutacional de grau n de S, nao ¢
irredutivel, pois o subespaco U = spang{v; + -+ + v, } é Sp-invariante.

Exercicio 2.2.16. Considere a representagao ¥ dada no Exemplo 2.2.14.
(a) Mostre que o subespago W = spang{v; — vz, v1 — v3} ¢ S3-invariante.
(b) Mostre que W ndo contém subespagos S3-invariantes.

(¢) Conclua que a restrigdo da representagdo ¥ ao CS3-mddulo W é uma re-
presentacdo irredutivel de grau 2 de S3.

Observagdo 2.2.17. De modo geral, considerando a representagdo permutacional
de grau n de S, temos que o subespaco W = spang{v; — va,...,V1 — Up}
¢ Sp-invariante e, além disso, a restricdo ao subespaco W ¢é uma representagao
irredutivel de graun — 1 de §j,.

Ao considerar o FG-modulo V' correspondente a uma representacao ¢, um
dos nossos interesses é saber quando V' € um F G-moédulo semissimples. Quando
isto ocorre, dizemos que a representagdo ¢ associada ao FG-modulo V' é comple-
tamente redutivel.

Apresentaremos a seguir um resultado sobre a semissimplicidade de F'G-mo6-
dulos, conhecido como Teorema de Maschke, que tem papel fundamental na teoria
de representagdes de grupos.

Observagdo 2.2.18. Antes de enunciar o Teorema de Maschke, observamos que,
se a caracteristica de um corpo F nao ¢ divisor da ordem de um grupo finito G,
entdo |G| ¢ invertivel em F. Isto significa que, se V é um FG-moduloev € V,
entdo Iﬁllv eV.

Teorema 2.2.19 (Maschke). Se G é um grupo finito e F é um corpo cuja caracte-
ristica ndo divide a ordem de G, entdo todo F G-modulo V é semissimples.

Demonstragdo. Consideremos U um F G-submoddulo de V. Queremos mostrar
que existe um FG-submodulo W de V tal que V.= U @ W. Inicialmente, ja
sabemos que existe um F-subespago Wy de V tal que V = U + W,. Vamos usar
esse subespago para construir o F'G-submddulo W de V procurado.
Considerando v € V, temos v = u + w,comu € U e w € Wy e podemos
definir f : V — V por f(v) = u. Modificamos f criando um nova aplicacdo

iV — Vv
v g L g flgw).
geG
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Primeiramente, notamos que Im( f ) C U, pois f(gv) € U para qualquer
g e Gequalquerv € Ve U éum FG-submoédulo de V. Agora, vamos mostrar

que f ¢ um F'G-homomorfismo. Para ver isto, basta mostrar que f (hv)y=h f (v),

paratodo i € G e todo v € V. Isto € claro, pois o valor de f (hv) é dado como
segue abaixo

|Zg‘1f( gh v) = |G|th f(xv)

geG xeG

1
=h (|G| Zx f(xv))

xeG

= hf ).

Além disso, note que dados g € G eu € U, temos gu € U, logo, f(gu) =
gu. Assim,

1 _ —
fa) = |G|Zg flgu) = |G|ZM u. 2.7)

geG geG

Agora, tomando v € V, temos f~ (v) € U e, portanto, pelo que foi visto acima
temos

f2) = f(f) = f)

ou seja, ]7 2 = ]7 . Note ainda que, pela Equagdo (2.7), temos Im( f ) =
Desde que f é um F G-homomorfismo, de acordo com o que vimos na Propo-

sicao 1.2.30, considerando W = Ker( f~ ), temos que W ¢ um F G-submodulo de
VeV =U® W. Desta forma, o teorema esta demonstrado. O

Com isso, nas condi¢des do Teorema de Maschke, temos que toda representa-
¢do de um grupo finito G ¢ completamente redutivel.

Como a algebra de grupo F'G ¢ um F G-mddulo, como consequéncia temos o
seguinte.

Corolario 2.2.20. Seja G um grupo finito e F um corpo cuja caracteristica ndo
divide a ordem de G. Entdo a dlgebra de grupo F G é uma dlgebra semissimples.

E possivel mostrar que vale a reciproca do Teorema de Maschke: se todo F G-
moédulo € semissimples, entdo G € um grupo finito ¢ a a caracteristica de F' ndo
divide a ordem de G.
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O resultado a seguir ¢ o Lema de Schur, que ja provamos no Lema 1.2.19.
Vamos repetir o enunciado aqui na linguagem de F'G-modulos simples para usa-
lo em seguida.

Lema 2.2.21. Sejam M e N dois F G-modulos simples e p: M — N um FG-
homomorfismo. Entdo ou ¢ = 0 ou ¢ é um isomorfismo.

Corolario 2.2.22. Seja M um F G-mddulos simples, onde F é um corpo algebri-
camente fechado. Se ¢p: M — M é um F G-isomorfismo, entdo ¢ é um multiplo
escalar da aplicagdo identidade em M.

Demonstragdo. De fato, ¢ € uma F-transformagao linear de M e F ¢ algebrica-
mente fechado, logo ¢ possui um autovalor « € F. Portanto, existe um autovetor
v € M, o qual é um elemento ndo nulo tal que ¢ (v) = av. Logo, Ker(¢ —aidps)
¢ um FG-submoédulo de M diferente de zero. Como M ¢é simples, temos que
Ker(¢p —aidpyr) = M, de onde segue que ¢ = aidyy. O

Como consequéncia do corolario acima, temos que grupos abelianos t€ém uma
particularidade em relag@o as suas representagdes irredutiveis que esta apresentada
no proximo resultado.

Corolario 2.2.23. As representagoes irredutiveis de um grupo abeliano G sobre
um corpo algebricamente fechado sdo todas de grau 1.

Demonstragdo. Vamos considerar ¢ : G — GL (V) umarepresentagao irredutivel
de V. Deste modo, o FG-modulo correspondente ¢ simples. Vamos fixar um
elemento x € G e definir uma aplicagdo f : V — V por f(v) = xv,ondev € V.
Note que essa aplicacdo ¢ linear e desde que G ¢ abeliano, se g € G, temos

f(gv) =xgv =gxv=gf(v), paratodov € V.

Portanto, f é um F G-homomorfismo e, pelo Corolario 2.2.22, temos que f =
Axidy, para algum A, € F. Isto mostra que xv = A v e desta forma, se U ¢é
um subespago ndo nulo qualquer de V e u € U, temos xu = Ayu € U. Como
x foi tomado arbitrariamente em G, temos que U ¢ G-invariante. Desde que V ¢é
simples, temos U = V e, com isso, concluimos que a tnica possibilidade é que
V' tem dimensdo 1, pois qualquer subespaco U de V ¢ um F G-submodulo de V.
Portanto, a representacdo irredutivel inicial ¢ ¢ de grau 1. 0

O interesse da teoria de representacdes de grupos ¢ determinar todas as re-
presentagdes de um dado grupo G ou, pelo menos, obter informagdes sobre elas.
Como esta parece ser uma tarefa dificil, inicialmente devemos saber como distin-
guir duas representacdes de G que tenham o mesmo grau.
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Defini¢éo 2.2.24. Duas representagdes ¢: G — GL(V1) e ¢p: G — GL(V3) sdo
equivalentes se existe uma transformagao linear bijetiva 7" : V7 — V), tal que
¢g = T 1¢4T, paratodo g € G.

Observamos portanto, que representacdes equivalentes tém necessariamente
0 mesmo grau, ¢ a defini¢do acima indica que o seguinte diagrama ¢ comutativo,
para todo g € G:

| 41 &)Vl

r| Ir
v, %1,
ouseja, Tgpg = ¢gT.

Observagao 2.2.25. Observemos que duas representagdes de grau 1 de um grupo
G sdo equivalentes se, € somente se, sao aplicagdes iguais.

A seguir enunciaremos dois teoremas que nos informam sobre o grau de uma
representacdo irredutivel de um grupo finito G e a quantidade de representagdes
irredutiveis ndo equivalentes que esse grupo finito pode ter. Nao daremos as de-
monstragdes, que podem ser consultadas no livro de James e Liebeck (2001).

Teorema 2.2.26. O grau de uma representagdo irredutivel de um grupo finito G
¢ divisor de |G |.

Teorema 2.2.27. O numero total de representagéoes irredutiveis ndo equivalentes
de um grupo finito G sobre um corpo algebricamente fechado, cuja caracteristica
ndo divide |G|, é igual ao niimero de classes de conjugacdo de G.

A partir do teorema acima e da Observacdo 2.1.13, temos o seguinte.

Corolario 2.2.28. O numero total de representagdes irredutiveis ndo equivalentes
de um grupo abeliano finito G sobre C é igual a |G|.

Uma representagdo muito importante de um grupo G ¢ a chamada represen-
tagdo regular. Para defini-la, consideramos a algebra de grupo F'G que sabemos
que é um espago vetorial sobre F' que tem G como base. Podemos definir um ho-
momorfismo de G em GL(FG), usando apenas a a¢do de G sobre os elementos
da base de F'G, ou seja, apenas sobre G ¢ estendendo linearmente, como abaixo,
onde x € G

R: G— GL(FG)
g~ Rg: FG— FG
X > gx.
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Defini¢éo 2.2.29. A aplicagdo definida acima ¢ dita representagdo regular de G.

Ao considerar F' um corpo cuja caracteristica ndo divide a ordem de G, pelo
Teorema 2.2.19, temos que a representagdo regular R é completamente redutivel,
ou seja, F'G € uma algebra semissimples e F'G se escreve como a soma direta de
F G-moédulos simples. Além disso, pelo Teorema 2.2.27, o nimero total de F G-

modulos simples € igual a quantidade de classes de conjugagdo de G, digamos
k.

Defini¢do 2.2.30. Um conjunto {7, ..., Vi } de representantes de F'G-mobdulos
simples ndo isomorfos € chamado um conjunto completo de F'G-mddulos simples.

Seja {V1,..., Vi } um conjunto completo de FG-moddulos simples. Entdo a
algebra de grupo F G se escreve como

FG=V" g ..y (2.8)

onden; = 1,paratodoi = 1,...,k. Agora, pelo Teorema de Wedderburn—Artin,

temos, para cada i, que I/i(ni)

=~ My;(D;), onde D; é uma F-algebra de divisdo.
Em particular, se F' € um corpo algebricamente fechado, entio I/i("i) = My, (F).
Como dimfp (My; (F)) = niz, concluimos que dimg (V;) = n;, para todoi =
1,...,k. Nessas condi¢des, sumarizamos estas informagdes no proximo teorema.

Teorema 2.2.31. Considere a decomposi¢do de FG como soma direta de FG-
submodulos simples. Na decomposicdo, cada FG-submodulo simples de FG
aparece um numero finito de vezes que é exatamente igual a sua dimensdo sobre
F.

Consequentemente, nas condi¢des acima, temos
FG =My (F)®- @& My, (F). (2.9)

Observe que se G ¢ um grupo abeliano, pelo Corolario 2.2.28 e pelo que foi
dito acima, temos
CG=zCo®---pC

onde na soma direta o nimero de componentes ¢ igual a |G]|.

Agora, vamos considerar M um F G-moddulo qualquer sobre um corpo F de
caracteristica zero. Nessa situagdo, também podemos usar o Teorema 2.2.19 para
decompor M como soma direta de F'G-submodulos simples, e o Corolario 1.3.35
nos da informagdes sobre esses submodulos simples. Abaixo, repetimos o resul-
tado na linguagem de F G-modulos, onde consideramos { V1, ..., Vi } um conjunto
completo de F'G-modulos simples.
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Teorema 2.2.32. Cada F G-submddulo simples que aparece na decomposi¢do de
M como dito acima é isomorfo a algum FG-submodulo simples de F G, ou seja,
cada um desses F G-submodulos é isomorfo a algum F G-moduloem {V1, ..., Vi}.

De acordo com o teorema anterior, podemos escrever
M=V g...q V. (2.10)

Parai = 1,...,k, cada s; é denominado a multiplicidade do F'G-modulo V; em
M.

A seguir, verificaremos como determinar a quantidade de representacdes dis-
tintas de grau 1 de um grupo finito G. Para isso, consideremos G’ o subgrupo
derivado de G conforme a Defini¢ao 2.1.21. Vamos mostrar que existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre as distintas representagdes de grau 1 de G e as distintas
representagdes de grau 1 de G/G'.

Note que se ¢: G — F* é uma representagdo de grau 1 de G, entdo, lem-
brando que (x, y) = xyx~1y~! ¢ o comutador de x e y, temos

((x,)) = (p(x), (y)) = L.

Consequentemente, considerando a aplica¢do ¢: G/G’ — F* induzida por
¢ dada por
o(xG') =¢(x), x € G (2.11)

vemos que ¢ esta bem definida, pois se x, y € G sdo tais que xG' = yG’, entdo
pelo Exercicio 2.1.29 temos x 'y € G'. Assim, ¢(x~1y) = 1, ou seja, p(x) =
(). Logo, 9(xG’') = @(yG’). Como claramente, temos que @(xG'yG') =
9 (xG"p(yG'), concluimos que ¢ um homomorfismo e, portanto, ¢ uma represen-
tacdo de grau 1 de G/G'.

Reciprocamente, comegando com uma representacdo de grau 1

9:G/G' — F*

usamos a Equacdo (2.11) para definir uma representacdo de G e temos a corres-
pondéncia biunivoca desejada.

Agora, lembremos que, pelo Exercicio 2.1.34, temos que G/G’ é um grupo
abeliano e desta forma, pelo Corolario 2.2.23, toda representacdo irredutivel de
G/G’ é de grau 1. Além disso, pelo Corolario 2.2.28, a quantidade de representa-
¢oes irredutiveis de um grupo abeliano € igual a sua ordem.

Chegamos a seguinte concluso.
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Proposicio 2.2.33. O numero de representagdes de grau 1 de um grupo finito G
¢ igual a ordem do grupo quociente G/ G'.

Nocasoemque G = S, pela Observagio 2.1.36, temos G' = A, e |Sy/An| =
2. Entdo S, possui exatamente duas representacdes de grau 1, que sdo dadas por

l:o—1 e sgn:or>sgn(o), paratodoo € Sy,

ou seja, temos respectivamente, a representacao trivial e a representacdo sinal.
Abaixo, apresentamos exemplos de representantes de todas as representacdes
irredutiveis ndo equivalentes de S3 sobre o corpo dos nimeros complexos C. Re-
cordamos inicialmente que S3 tem 3 classes de conjugagao e, portanto, possui 3
representagdes irredutiveis ndo equivalentes sobre C.
Ja sabemos que S35 tem duas representagdes irredutiveis de grau 1, que sdo ndo
equivalentes:

a — 1 a — 1
1.{]9 e e sgn.%b 1 (2.12)

Lembremos também que, pelo Exercicio 2.2.16, temos que W = span{w1, w»},
onde w1 = v1 — vy € Wy = v1 — V3, ¢um C S3-moddulo simples e, assim, a re-
presentacdo correspondente ¥ : S3 — GL(W) ¢é irredutivel de grau 2 ¢ ¢ dada
por

a=(123)— (_11 _01) e b=(12) (_5 _11) . (2.13)

Qualquer outra representagéo irredutivel de grau 2 de S3 € equivalente a repre-
sentagdo . Desta forma, todas as representacdes irredutiveis ndo equivalentes de
S3 estdo listadas acima.

Exercicios V ou F da Secao 2.2: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirma¢des, G representa um grupo
e F éum corpo de caracteristica zero.

(1) Se ¢ e ¥ sao representagdes de um grupo G ¢ tém o mesmo grau, entdo ¢ ¢
Y sdo equivalentes.

(2) Se V éum FG-modulo, entdooconjunto Vg ={v e V : gv =v, Vg € G}
¢ um F G-submoédulo de V.
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(3) Se ¢ é uma representagdo de grau 1 de um grupo G, entdo ¢ € a representa-
¢ao trivial.

(4) Se C4 éum grupo ciclico de ordem 4, ¢ verdade que CCy = CpCapCapC.

(5) Se G € um grupo de ordem 8 que tem exatamente 4 classes de conjugacdo,
entio CG=CapCapCpC @ MC).

(6) Duas representagdes de S3 com grau 2 sdo equivalentes.

(7) Para a representacdo de S3 definida na Equagdo (2.13), temos 1;((1 3)) =
-1 1
(o )
(8) Considere C3 = (a : a®> = 1) um grupo ciclico de ordem 3. A aplicagio
0 : C3 = GL,(C) definida por

¢ uma representagdo de Cs.

2.3 Caracteres do grupo simétrico

Vamos agora introduzir o conceito de caracter de grupo e apresentar algumas infor-
magoes sobre os caracteres do grupo simétrico S;, que serdo importantes no estudo
de Pl-algebras.
Antes disso, lembremos que dada uma matriz a = (a;;) € My,(F), com
1 <i,j < n, definimos o seu trago tr(a) como a soma das entradas na diagonal,
n

ou seja, tr(@) = ) aj;. Lembremos ainda que, dadas a,b € M, (F), temos as
i=1
seguintes propriedades basicas para o traco da soma e do produto:

1. tr(a + b) = tr(a) + tr(b).
2. tr(ab) = tr(ba).

Ao definirmos uma representacdo ¢ de grau n de um grupo finito G, a cada
elemento g € G associamos uma matriz invertivel g € GL,(F). O caracter do
elemento g ¢ definido como o trago tr(¢g) da matriz ¢,. Vamos agora definir o
que entendemos pelo caracter da representagao.
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Defini¢éo 2.3.1. Definimos o caracter de uma representacdo ¢ : G — GL,(F)
como a fungdo x, : G — F dada por y,(g) := tr(¢g),parag € G. Se V éo
G-modulo correspondente a representagdo, também dizemos que y, € o caracter
de V, denotado x4, (V).

Um caracter de G, ou um G-caracter, € o caracter de alguma representacdo de
G. O grau do caracter € o grau da representagdo correspondente e o caracter ¢ dito
irredutivel se a representagdo for irredutivel. Note que ¢(1) = I, para qualquer
representacdo ¢ de grau n, logo x, (1) = n é exatamente o grau de ¢.

Exemplo 2.3.2. Considerando a representacao @ : 83 — GL(W), definida na
Equacdo (2.13), temos que )({/;((1 23)=—1e )(1;((1 2)) =0.

Quando ¢ : G — GLy ey : G — GL, sdo duas representagdes equiva-
lentes de um grupo G, sabemos que existe uma matriz n X n invertivel T tal que
T Y, T = g, para todo g € G. Com isso, usando a propriedade do trago do
produto, vemos que duas representagdes equivalentes tém o mesmo caracter:

tr(Yg) = tr(T_lgogT) = tr(T(T_lgog)) = tr(¢g), paratodo g € G.

Considerando os caracteres y, € yy das representagdes ¢ e Y, respectiva-
mente, 0 que provamos acima € que yv (g) = xo(g), paratodo g € G.

Definicao 2.3.3. Dois caracteres de um grupo G sao ditos equivalentes se as re-
presentacdes correspondentes sdo equivalentes.

Proposicao 2.3.4. Um caracter y de G é uma fungdo de classe, isto é, se dois
elementos g e h estdo em uma mesma classe de conjugagdo de G, entdo y(g) =

x ().
Demonstragdo. De fato, se g e h sdo conjugados em G, entdo existe x € G tal
que h = g* := xgx~! e assim, temos
(M) = tr(@ygr—1) = W(PxPgpx—1) = tr(Px-19x0g) = tr(pg) = x(g)-
O

Como consequéncia da proposicao acima, dada uma representacao de G, para
conhecer os valores dos caracteres dos elementos de G por esta representagao, é
suficiente determinar o valor do caracter de um representante da cada classe de
conjugagdo. Desta forma, para a representacdo no Exemplo 2.3.2, temos

15D =2, x5((123) =1 e xz5((12) =0.
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€ consequentemente teremos
1g((132) = =1 ¢ xz((13)) = x7((23)) = 0.

Além disso, como cada caracter irredutivel é o caracter de uma representa-
¢ao irredutivel e representagdes equivalentes t€m o mesmo caracter, pelo Teore-
ma 2.2.27, o nimero de caracteres irredutiveis ndo equivalentes de um grupo fi-
nito G sobre um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica ndo divide |G|
¢ igual ao nimero de classes de conjugacao de G.

Definicdo 2.3.5. A tabua de caracteres de um grupo finito G é uma tabela, onde
disponibilizamos os valores de todos os seus caracteres irredutiveis ndo equivalen-
tes em representantes das classes de conjugagéo de G.

Considerando apenas os valores dos caracteres em cada elemento, a tdbua de
caracteres de G é uma matriz quadrada k x k, onde k ¢é o nimero de classes de
conjugacgdo de G.

Exemplo 2.3.6. Vamos construir a tdbua de caracteres de S3. Nas Equacdes (2.12)
e (2.13), ja vimos os exemplos de representantes para todas as representagoes ir-
redutiveis de S3. Assim, escolhendo 1, (1 2 3) e (1 2) como representantes das
classes de conjugacdo em S3 € y;, xs © X para denotar o caracter da representa-

¢do trivial, da representagdo sinal e da representagdo ¥, respectivamente, temos a
seguinte tabua de caracteres

] caracter H 1 \ (123) \ (12) ‘
Xt 1 1 1
Xs 1 1 1
Xy 2 -1 0

Recordemos que cada classe de conjugacao de Sy, corresponde a uma particao
de n de acordo com a estrutura ciclica do representante da classe. Por exemplo
paraa = (123) e b = (12) em S3, temos as correspondéncias:

cl(l) « (H2AB) <« (L, I,LHEF3
cllay <« (123) < 3)F3
clb)y <+ (12)3) <« (2,1)F3.
Como a quantidade de caracteres irredutiveis de S, € igual ao seu numero de

classes de conjugacdo, também vamos indexar cada caracter irredutivel de S; por
uma parti¢do A - n. Por exemplo, para S3 vamos denotar

At =X@3)» Xs=Xa,1,1) © Xg = X2,
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A escolha feita para cada parti¢do acima determinada depende de uma série
de fatores que ndo vamos enumerar aqui, pois € importante apenas ter em mente
que tal associagdo pode ser feita de modo geral. A representagdo e o C.S,-mddulo
correspondentes ao caracter também serdo indexados pela mesma partigdo.

Assim, no exemplo acima, temos as representagdes ¢3) como a representagao
trivial, ¢(1,1,1) como a representagdo sinal € ¢(» 1) como uma representagdo irredu-
tivel de grau 2 de S3. Podemos escrever os C S3-mddulos correspondentes como
Vi3), V1,1,1) € V2,1, respectivamente. De acordo com a Equagéo (2.8), temos

N 2
CS3 = Ve ®Vaiy ® V)

ou seja, pela Equagao (2.9) temos
CS3=C @ C e MC).

Para o grupo simétrico S4, existem 5 caracteres irredutiveis ndo equivalentes
que podem ser denotados x(1,1,1,1)» X(2,1,1)> X(2,2)» X(3,1) € X(4)- Para determinar
a decomposi¢do de CS4 em CS4-submodulos simples é necessario conhecer a
multiplicidade de cada S4-modulo simples, ou seja, precisamos conhecer o grau
da representagdo correspondente.

Vamos agora descrever brevemente a teoria desenvolvida por A. Young para
determinar o grau de cada representagdo irredutivel de S,. O leitor que desejar se
aprofundar neste assunto, pode consultar o livro de Sagan (2001).

Primeiramente, ao considerarmos uma particdo A = (A1,...,As) F n, vamos
associar a ela um diagrama que consiste de n boxes O distribuidos da seguinte
maneira: colocaremos A; boxes na primeira linha, A, boxes na segunda linha
de modo que fiquem alinhados com os boxes da primeira linha desde a primeira
coluna, e assim por diante até termos As boxes na tltima linha. Este sera dito o
diagrama de Young do tipo A.

Exemplo 2.3.7. O diagrama de Young do tipo
A,onde A = (3,2,2,1) I 8, estd ao lado.

D; =

Para uma parti¢do fixa A F n, definimos uma tabela de Young do tipo A como
um completamento dos boxes do diagrama D) com naturais 1, 2, ..., n.
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Exemplo 2.3.8. Paran = 3, as tabelas de Young do tipo A = (2, 1) séo:

1] 2] 1] 3] 2] 1]
"2 E

2] 3] 3[1] 3] 2]

1 2 °

Observe que paratodon = 1, existem n! tabelas de Young do tipo A. Algumas
dessas tabelas tém destaque especial, como veremos a seguir.

Defini¢do 2.3.9. Dizemos que uma tabela de Young T} do tipo A ¢ standard’® se
os inteiros em cada linha e em cada coluna de 7 crescem da esquerda para direita
e de cima para baixo, respectivamente.

Exemplo 2.3.10. Paran = 5, as tabelas standard do tipo A = (3, 2) sdo:

1]3]5] 1]2]5] 1]3] 4]
4 HIEE [ 2]5
1]2] 4] 112]3]
€
5 415

O interesse pelas tabelas standard do tipo A estd exatamente no resultado a
seguir, provado por A. Young, cuja demonstragdo pode ser vistano livro de James e
Kerber (1981). Lembrando que cada representacdo irredutivel de Sj, esta associada
a uma partigdo A de n, o resultado nos diz qual é o seu grau.

Teorema 2.3.11. Seja ¢, uma representagdo irredutivel de Sy, onde A = n. Entdo,
o grau dy, de @), ¢ igual ao numero de tabelas standard do tipo A.

Para poder estabelecer o resultado que nos informa sobre o valor do grau d,
precisamos de mais alguns conceitos. Dadas uma parti¢do A - n ¢ um diagrama
D, de Young do tipo A, vamos denotar um box na posicédo (i, j), ou seja, locali-
zado na linha i e coluna j, por b;;. O gancho do box b;; ¢ dado pelo nimero de
boxes a direita de b;; mais o nimero de boxes abaixo de b;; mais 1, denotado /;; .

2 A palavra standard pode ser traduzida para padrio em portugués, mas faremos a op¢do de néo
fazer a tradug@o e vamos manter a terminologia usada em inglés.
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Exemplo 2.3.12. Ao lado, usando o diagrama
do Exemplo 2.3.7, preenchemos cada box com
o valor de seu gancho. Note que o produto dos
ganchos ¢iguala [[h;; = 6-4-4-3-2.

’»—w-lkO\
[\

Existem diversas demonstragdes dadas para o proximo teorema que estabelece
o valor exato do grau d) de uma representagao irredutivel ¢, de S,. Nao apresen-
taremos uma demonstragao aqui, pois nenhuma delas ¢ trivial e todas fogem do
objetivo deste livro. O leitor interessado pode consultar o livro de Sagan (2001).

Teorema 2.3.13. Para cada A = n, o numero d), de tabelas standard do tipo A é
igual a

(2.14)

A expressao dada na Equacdo (2.14) é conhecida como formula do gancho.
Usando as informagdes dadas pela Equacdo (2.9) e pelo teorema anterior, para o
grupo simétrico S, temos

CSp = @) My, (C).
AbFn

Exemplo 2.3.14. Vamos determinar os graus de todas as representagdes irreduti-
veis de S4, ou seja, os graus de todos os S4-caracteres irredutiveis. Consequente-
mente, vamos apresentar a decomposicao de CS4 em submodulos simples. Para
isso, consideremos abaixo os diagramas de Young de cada uma das partigdes de 4
e os ganchos referentes a cada box:

D(l,l,l,l) = ganchos: hll = 4, h21 = 3, h31 = 2, h41 =1.

D(2,1,1) = || ganchos: h11 = 4, h12 = 1, h21 = 2, h22 =1.
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D(2,2) = ganchos: hll = 3, h12 = 2, h21 = 2, h22 =1.

D(3,1) = ‘ ‘ ganchos: h11 = 4, h12 = 2, h13 = 1, /’l21 =1.

D(4) = D:D:I ganchos: h11 = 4, h12 = 3, h13 = 2, h14 = 1.

Assim, pela formula do gancho dada na Equagao (2.14), os graus das represen-
tagdes irredutiveis de S4 sdo

dajgan =1 doi1) =3, dop =2, dai=3 e du =1

€ portanto,
CSs =CoC o M3(C) & Ma(C) & M3(C). (2.15)

Ja sabemos que ao considerar um C G-moédulo M, podemos decompd-lo em
C G-submoédulos simples e, de acordo com a Equagédo (2.10), temos

M =~ Vl(sl) DB Vk(sk)

onde {V1, ..., Vi }um conjunto completo de C G-modulos simples. Considerando
xi o caracter irredutivel de G correspondente ao C G-modulo simples V;, temos o
seguinte resultado, cuja demonstragdo pode ser vista no livro de James e Liebeck
(2001).

Teorema 2.3.15. Seja x(M) o caracter correspondente ao CG-modulo M, com
a decomposig¢do dada acima como soma de CG-modulos simples. Entdo

(M) =s1x1+ -+ Sk xk- (2.16)

Na Equagio (2.16), cada s; é denominado a multiplicidade do caracter irredu-
tivel y; na decomposicdo do caracter de M, que também ¢ a multiplicidade do
C S,,-moédulo irredutivel correspondente ao caracter y;, na decomposicdo de M,
de acordo com a Equagio (2.10).

Particularmente, o caracter y r(Sy), da representagao regular de Sy, se escreve
como

AR(SH) =Y dya
Abn

Exemplo 2.3.16. Conforme a Equacao (2.15), se y g(S4) é o caracter da represen-
tacdo regular de Sy, temos

XR(S2) = xa,1,1,0 + X@ +3x2,1,1) + 2x2,2) +3X3,1)- (2.17)
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Terminamos esta se¢do fazendo uma observag@o importante sobre os S, -ca-
racteres irredutiveis. Para isto, consideremos V um FS,-méduloe V = V ® O F F,
onde F ¢é o fecho algébrico de F. Inicialmente, observemos que V é um F S,-
modulo e, assim, temos a seguinte informagdo cuja demonstragdo pode ser vista
no livro de Curtis e Reiner (1966).

Observagdo 2.3.17. Se V), ¢ um F S, -modulo irredutivel que aparece na decompo-
sigdo do F'S,-modulo V' com multiplicidade ndo nulam,, entdo V1 = V) ® p F
também aparece na decomposi¢ao de V' com multiplicidade m .

Exercicios V ou F da Secao 2.3: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente.

(1) Se y éum caracter de Sy, entdo y((1234)) = x((1342).

(2) Para arepresentagdo de S3 definida na Equacéo (2.13),temos que o valor do
caracter )(1-/;((1 3)) é igual a zero.

(3) E verdade que CSs =~ C & C @ M4(C) & M5(C)® @ Mg(C).

(4) O grupo simétrico Sg contém exatamente 16 caracteres irredutiveis ndo equi-
valentes.

(5) O grau do caracter irredutivel y, de S5 correspondente a partigdo A =
(2,1,1,1) éigual a 4.

(6) O grau da representacdo irredutivel de S¢ correspondente a partigdo A =
(3,1,1,1) éigual ao grau da representacdo irredutivel de S5 correspondente
a particdo A = (3, 2).

(7) Se y, éum caracter irredutivel de grau 3 de Sy, entdo A = (2,1, 1).

2.4 A decomposicio da algebra do grupo simétrico

Nesta secdo, faremos uma breve descri¢do da decomposicdo de Wedderburn da
algebra de grupo F'S,, F um corpo de caracteristica zero. Os resultados apresen-
tados aqui serdo de grande importancia no desenvolvimento do Capitulo 5. As
demonstrag¢des dos teoremas desta se¢do podem ser encontradas no livro de Curtis
e Reiner (ibid.).
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Como vimos na se¢do anterior, cada particdo A - n esta associada a um Sy,-
caracter irredutivel y;. Como os caracteres irredutiveis estdo associados a F.Sj,-
modulos simples, podemos indexar cada um desses mddulos por partigoes de 7.
Como foi feito na Se¢do 2.3, vamos considerar V a soma dos F'S;,-moédulos sim-
ples isomorfos e, com isso, temos que F'S; possui a seguinte decomposi¢ao de

Wedderburn
FS, =P
AbFn

Temos que cada V) ¢ um ideal simples de F'S,. Agora, pelo Exercicio 1.3.54,
cada ideal simples V) ¢ gerado por idempotente, isto €, existe e} € FS, idem-
potente tal que V) = FS,e). Nosso objetivo € obter uma maneira de construir
geradores para V). Para isso, a seguir, vamos considerar a teoria desenvolvida por
Young.

Para a parti¢do A F n, definimos sua conjugada A’ = (A},..., 1)) como a
partigdo de n, onde A/, ..., A sdo os comprimentos das colunas do diagrama D).

Observemos que o diagrama de Young Dy, do tipo A’ F n ¢é obtido de D,
trocando-se as linhas pelas colunas.

Exemplo 2.4.1. Se A = (3,2, 1, 1), entdo sua parti¢do conjugada é ' = (4,2, 1).
Além disso, os diagramas de Young associados a essas particdes sdo, respectiva-
mente:

D, : e Dy :

Fixada uma parti¢do A = (A1,...,As) de n, consideramos uma tabela 7T =
D (aij), obtida pelo preenchimento do diagrama D, com niimeros naturais a;;
entre 1 e n, onde a;; ocupa o box que esta na 7-ésima linha e na j-ésima coluna.
Consideremos ainda A = (A/,..., 1)) a parti¢do conjugada de . Com essas
consideracdes, definimos os subgrupos de S, abaixo.

Definicdo 2.4.2. Sejam A = (A1,...,A;) = ne Ty, = D,(a;;) uma tabela de
Young do tipo A.

1. O subgrupo estabilizador-linha de S, da tabela T} ¢ definido por
Ry, := Sy, (@11, ,ayp,) X xSy, (@, ,as3,)

onde Sy, (a;j1,--- ,a;),;) denota o grupo simétrico, agindo sobre os inteiros
ajl, - 9aill"
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2. O subgrupo estabilizador-coluna de S,, da tabela T é definido por

Cr, =Sy, (@, ay) X xSy (@, -+, ay,)
onde Sy (a1, ,ay, ;) denota o grupo simétrico, agindo sobre os inteiros
J J
alja"' ’a/vjj

Exemplo 2.4.3. Para a tabela do tipo A =
(2,2) F 4 ao lado, temos Rr, = S2(1,2) x
$2(3.4) e Cr, = S2(2,3) x S2(1,4).

21

Ou seja, 314
Ry, ={1,(12)} x{1,34)} =1{1,(12),(34),(12)34)}
e Cr, ={1,23)} x{1,(14)} ={1,(23),(14),(14)(23)}.

Finalmente, definimos o que ¢ o idempotente essencial associado a tabela 77 .

Defini¢do 2.4.4. Dada uma tabela de Young 7, definimos o idempotente essencial
associado a T como o seguinte elemento de F'.S:

er, = Z (sgn o)po.

,OGRT/\
o€Cr,

A nomenclatura dada ao elemento e7, € justificada pela proposi¢do a seguir.
A demonstragdo geral pode ser encontrada no trabalho de Henke e Regev (2003).

Proposicao 2.4.5. Seja Ty uma tabela de Young. Para o idempotente essencial
er, definido acima, existe y € F tal que e% = yer,.

E possivel mostrar que y = ;’—A! = ]_[ hij, o produto dos ganchos da tabela T,
l!.]
€ um inteiro positivo. Além disso, temos que o elemento e% ¢ um idempotente
em F'S,.
Exemplo 2.4.6. Para a tabela ao lado, temos

eTo, = 1—-(23)+(12)—(12)(23)
= 1-@23)+(12)—(123).
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Exercicio 2.4.7. Considere e o idempotente essencial de F'S3 dado no Exem-
plo 2.4.6. Calcule e? e prove que e? = 3e.

A seguir, apresentamos um teorema que mostra a importancia do idempotente
essencial e, .

Teorema 2.4.8. Para toda tabela de Young T), do tipo A = n, FSyer, é um ideal
minimal a esquerda de FSy, com caracter x .

Observe que como e%}\ = yer,, onde y € um inteiro, entdo FSyer, =
FSy =~
As tabelas standard também tém um papel fundamental na decomposi¢do de

um ideal simples de F'S,. Lembrando que, para cada partigdo A - n, existem d,
tabelas standard, temos o teorema a seguir.

Teorema 2.4.9. Sejam Ty, ..., Ty, todas as tabelas standard do tipo A \= n. Se
V), é o ideal simples de F Sy correspondente a parti¢do A, entdo
dx
Vi = @D FSner;.

i=1

Com isso, concluimos que a algebra de grupo FS, pode ser escrita como a
soma direta de ideais minimais a esquerda F'S,er, , onde T}, ¢ uma tabela standard
do tipo A F n.

Agora, apresentaremos uma série de exemplos que serdo uteis futuramente.

Exemplo 2.4.10. Para a tabela de Young do tipo A = (n — 1, 1) I n abaixo,

([ 2] [n—1]
L]

temos R7, = Sp—1 ¢ Cr, = {1, (1 n)}. Assim,

€Ti—-1.1) — Z (o — p(1 n)).

PESH—1

T; =

Exemplo 2.4.11. Para a tabela de Young do tipo A = (n — 2,1, 1) - n a seguir,

1 [ 2] ][n-2]
T, = |n—1
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temos Ry, = Sp—2¢e¢Cr, ={1,(1n),(I1n—-1),(n—1n),(In—1n),(1nn-1)}.
Assim, o idempotente essencial er,,_, | ,, € igual a

Y (p—pn)—p(ln—1)—pn—1n)+p(ln—1n)+p(lnn-1).
PESH—2
Exercicio 2.4.12. Mostre que, para a tabela do Exemplo 2.4.3, temos
er, =1-(23)— (14 + 2314 +(12)—(123)—(142)+(1423)
+(34)—-234)—-(134)+(1324)+(12)(34)—(1243)—(1342)+(13)(24).
Vamos denotar a particdo A = (1,...,1) F n por (1*).

Nao ¢ dificil ver que para esta partigao,

€Ty = Z sgn(o)o. (2.18)

geS,

1
2

T(ln) ==

O idempotente essencial, et,,, = >~ sgn(o)o, definido na E%u ¢d0 (2.18),
gES),
sera denotado daqui por diante por e(»). O proximo lema técnico mostra a impor-

tancia de e(qn).

Lema 2.4.13. Seja I’ = {i1,...,ix} C n. Considere o subgrupo
Sk = Sk (i1, ..., ix) C Sy
que permuta os elementos de I' e fixa os elementos den — I'. Consideremos
e = Z sgn(o)o.
oeSyk
Entdo existe w € F Sy tal que we = e(yn).

Demonstragdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que i; = [, para todo
[ € {1,...,k}, e vemos que, para os nossos propoésitos, ¢ suficiente provar o
resultado para caso em que k = n—1, pois a situacdo geral segue por recursividade.

Assim, temose = ) sgn(o)o e vamos considerar
gEeS,—1

w=1-(Un)—-2n)—---—(n—1n) € FS,.
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Mostraremos que esse € o elemento procurado na tese do lema. Notemos que
w ¢ constituido pela soma de n permutagdes distintas de S,, e o elemento e ¢
formado pela soma de (n — 1)! permutagdes distintas de S;,.

O nosso primeiro objetivo serd provar que o elemento we ¢é constituido pela
soma de n! permutagdes distintas em Sy, cada uma delas precedida de algum co-
eficiente 1. Primeiramente, vemos que o elemento we possui (n — 1)! termos
distintos que ndo movem n. Além disso, notemos que, se (i n) # (j n) ea e

T sd0 quaisquer permutag¢des em S,—1(1,...,n — 1) entre aquelas que formam a
soma do elemento e, temos que:
a# £@Gn)(jn)r. (2.19)

Isto ocorre porque, do lado esquerdo da Equacdo (2.19), temos a permutagao
o que fixa n, enquanto do lado direito temos uma permutacao que move n para j.
Assim, (i n)a # +(j n)t e, portanto, existem (n! — (n — 1)!) termos distintos em
we que movem n. Como o coeficiente que antecede cada permutagdo o na soma
do elemento e € justamente sgn(o), we é formado pela soma das permutacgdes de
Sy, cada uma delas antecedidas pelo seu sinal. Assim, concluimos que we =
€(n)y. O

Exercicios V ou F da Secdo 2.4: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, F' denota um corpo de
caracteristica zero.

(1) Para toda parti¢do A = n e toda tabela de Young T}, o elemento e, ¢ um
idempotente de F'Sy,.

(2) Para toda particdo A I n e toda tabela de Young T}, o elemento e7, gera
um ideal a esquerda minimal de F'S;,.

(3) A parti¢do conjugadade A = (4,3,2) F9é 1 = (3,3,1,1,1).
(4) A particdo conjugada de A = (3, 3,2) - 8 é ela mesma.

(5) Pela Equacao (2.18), € verdade que €T 2, = 1+ (12).

12)

x ; 2 _
(6) Pela Equagao (2.18), € verdade que eT“Z) =2(12).



Neste capitulo, apresentamos as defini¢des e resultados basicos sobre PI-algebras
associativas. Apoés definirmos a algebra livre associativa, apresentamos o conceito
de polindmios homogéneos com énfase nos polindmios multilineares, que desem-
penham um papel central na PI-teoria. Em particular, os polindmios standard S'¢,
de grau n e de Capelli Cap, de posto n sdo definidos e suas principais proprieda-
des sdo estudadas.

Apo6s apresentarmos as propriedades essenciais dos polindémios, definiremos
o principal objeto deste livro: as Pl-algebras. Exibimos diversos exemplos de PI-
algebras e apresentamos o processo de multilineariza¢do. Finalizamos o capitulo
apresentando uma demonstragdo do Teorema de Amitsur—Levitzki, que trata de
identidades polinomiais em algebras de matrizes.

Ao longo deste livro, todas as algebras sdao consideradas sobre um mesmo
corpo base F'. Quando quisermos enfatizar sobre qual corpo uma algebra esta
sendo considerada, utilizaremos o termo F-algebra.
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3.1 Polinomios

Dada uma classe de algebras que sdo P, onde P denota alguma propriedade (por
exemplo, associativa, comutativa, de Lie, etc.), geralmente estamos interessados
em um objeto universal que satisfaz a propriedade P. A este objeto damos o nome
de algebra livre P. O nosso objetivo € construir a algebra livre associativa.

Seja X = {x; : i € I} um conjunto. Os elementos do conjunto X serdo
chamados de variaveis e definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia
Xy Xiy ++* Xi,, comn € N ex;; €X,incluindo o I para ser a palavra vazia.

Considere F (X) como sendo o espago vetorial sobre F com base formada por
todas as palavras em X.

Podemos definir o produto de duas palavras por justaposicdo, isto &,

(i) Xiy ==+ Xiy ) (X jy X o+ * X ) = Xiy Xig *+* Xiy X jy X jiy *** X j s Xi» Xjy € XL

O espago F {X) munido deste produto é uma algebra, chamada de algebra livre
associativa, livremente gerada por X sobre o corpo F. Um elemento f de F(X)
¢ chamado de polindmio. Escrevendo f = ) ayh, onde oy, € F e h é uma
palavra em X, chamamos «y de coeficiente de h. Se «p, # 0, entdo aph é dito
um monoémio de f e oy é um coeficiente de /. Se em f aparecem somente as
variaveis xi, ..., X, entdo escrevemos f = f(x1,...,Xxn).

Exemplo 3.1.1. O elemento f = f(x1,x2,Xx3,X4) = xzxf)@ — 2X4X3X1X4 €
um polinémio de F {X) e seus monémios sao xzx%x:; € —2X4X3X1X4.

Note que F (X ) € uma algebra unitaria. Frequentemente consideramos a alge-
bra livre ndo unitaria F*(X), a algebra de todos os polindmios sem termo cons-
tante. O posto de F (X) ¢ a cardinalidade do conjunto X.

Exercicio 3.1.2 (Propriedade universal). Sejam A uma algebra unitariae ¢g: X —
A uma fungdo. Mostre que existe um Unico homomorfismo ¢: F({X) — A que

estende ¢o, i.e. ¢ |x= ¢o.

Exercicio 3.1.3. Mostre que o posto de F'(X) ¢ um invariante da algebra, isto é,
F(X) = F(Y) se, e somente se, | X| = |Y].

Exercicio 3.1.4. Mostre que toda 4lgebra unitaria A ¢ isomorfa a um quociente da
algebra livre F (X ), para algum conjunto X .

Exercicio 3.1.5. De maneira analoga, construa a algebra livre comutativa F[X] e
refaga os exercicios anteriores para a classe das algebras comutativas unitarias.
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A partir de agora, fixaremos um conjunto infinito enumeravel X = {x1, x2,...}
e, em alguns momentos, utilizaremos outros simbolos, por exemplo y,z,y;,z;,
para denotar os elementos de X .

A seguir, vamos considerar alguns polindmios que serdo importantes neste
texto. Primeiramente, definimos o comutador de peso 2 (ou comutador duplo)
como sendo o polindmio

[x1,x2] := x1X2 — Xx2X7.
Indutivamente, um comutador de peso n = 3 ¢ definido como

[X1...., xn] = [[x1, ...y Xn—1], Xn].
Pelo Exercicio 1.4.8, valem as seguintes propriedades de comutadores:
(a) [x1,x2] = —[x2, x1] (anticomutatividade);
(b) [x1.x2,x3] + [x2,x3,x1] + [x3, x1, x2] = 0 (identidade de Jacobi).

De modo geral, dados f, g € F({X), definimos

[f.gl:=feg—gf
ese f1,..., fn € F(X), definimos

[fl»---»fn] = [[fl,---,fn—l]afn]-
Exercicio 3.1.6. Mostre que para quaisquer f, g, h € F{X),

[f. ghl = [f. glh + gL, h.

Definimos o produto de Jordan de duas variaveis x; € x, como sendo o polind-
mio
X1 0Xp = X1X2 + X2X71.

De modo geral, dados f, g € F(X), definimos f og = fg + gf.
O polindmio standard' de grau n tem um papel fundamental no estudo de PI-
algebras. Este ¢ definido como

Sty(x1,...,xp) := Z sgn(0)Xg(1) *** Xo(n)

o€eS,

"Novamente, ndo traduziremos a palavra standard para portugués.
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onde S, € o grupo simétrico de grau n e sgn(o) denota o sinal da permutagio
o € Sy, ou seja, este polindmio € formado por todos os monomios obtidos a partir
das permutacdes das variaveis x1, .. ., X5 cujo coeficiente ¢é o sinal da permutagdo
correspondente.

Em algumas situag¢des durante o texto, vamos usar simplesmente a notagao St
para denotar o polindmio standard de grau n, omitindo as varidveis x1, .. ., X,. Por
exemplo, em alguns momentos denotaremos St, = [x1, x2].

Exemplo 3.1.7. Observe que St3(x1, x3,x2) = —St3(x1, x2,x3). Além disso,
note também que

Sta(x1,x2,x3) = xq1[x2,x3] —x2[x1, x3] + x3[x1, x2]
= x1812(x2,x3) — x2812(x1, x3) + x35t2(x1, X2).

O exemplo acima pode ser generalizado como no proéximo exercicio.

Exercicio 3.1.8. Mostre que:

(@) Stp(x1,....%i, ..., Xj,....Xp) = =Sty(X1,...,Xj, ..., Xi,..., Xp),para
quaisquer i, j € {1,...,n}, i # J.
n+1 - R
(b) Sty+1(x1,...,Xn+1) = Z(—l)H— XiSty(x1,...,Xi,...,Xn+1), onde 0

i=1
simbolo X; denota a omissdo da variavel x;.

Definicdo 3.1.9. Sejam = m(xy,...,x,) € F(X) um mondmio. O grau de x;
em m, denotado por deng (mm), é o nimero de ocorréncias de x; em m. O grau de
m, denotado por deg(m), é o numero total de todas as variaveis presentes em m,
contadas as multiplicidades de cada variavel.

Exemplo 3.1.10. Se m = m(x1, x2,x3) = 5x1x§x§’x1x§, entdo degxl(m) =2,

deg,,(m) = 3, deg,,(m) = 7 e deg(m) = 12.

,

Defini¢do 3.1.11. Seja f = f(x1,...,x,) = > m;, onde para cada i =
i=1

l,...,r,mi = m;(xy,...,Xx,) ¢ um monémio. O grau em f da varidvel x;,

denotado por deng (f), é igual ao maior grau da varidvel x; em seus mondmios.

O graude f, denotado por deg( f), € o maior grau obtido entre seus mondmios.

Exemplo 3.1.12. Se f(x1,x2,x3) = x%xz+ZX3x13x§—x§, entdo deg,, (f) =3,
deg,,(f) =4, deg,,(f) =5edeg(f) =8.



3.1. Polinomios 125

No que segue, vamos definir os polindmios multi-homogéneos e multilineares.
Vamos comegar considerando F, = F(xy,..., Xx,) a algebra livre de poston > 1

sobre F. Se Fn(j ) denota o subespago vetorial de F;, gerado por todos os mondmios

de grau total j, entdo F, = ) _ F,,(j ) Note que esta soma ¢ direta como espacgos
j=1

vetoriais.

Defini¢do 3.1.13. Um polinomio f*) pertencente a F,fk), paraalgum k > 1, sera

dito homogéneo de grau k. Todo polindmio f € F{xy,...,x,) de grau m pode

ser escrito como f = fM 4+ ... + UM Og polindmio ndo nulos f&) que

aparecem na decomposi¢do de f sdo chamados de componentes homogéneas de

f.

Exemplo 3.1.14. O polinémio f(x1, x2,x3) = xi‘-l—x%x%—i—xpcixz ¢ homogéneo

de grau 4. No polindomio g(x1,x2,x3) = 3x1 + 4x§x§ - X5 — 5x§, as suas

componentes homogéneas sdo g(l) = 3x1, g(3) = —xg’ - 5x§ e g(4) = 4x§x§.

A decomposi¢do acima ainda pode ser refinada como segue. Paracada j > 1,

escreva F,f]) = > Fn(”""”"), onde Fn(“""””) ¢ o subespago gerado por
i1+tin=j

todos os monomios de F; de grau iy em X1, ..., grau i, em x,. Tais decomposi-

¢oOes podem ser estendidas para F (X ), com X infinito enumeravel.

. k ~
Com isso, se f € Fn( ), entdo podemos sempre escrever

f= Z fGssin)

I15eeesin =0
i i15erin) 4 A
onde f(1-in) ¢ Fn( tin) ¢ 2 soma de todos 0s mondmios em f em que x1
aparece com grau i1, X aparece com grau i, ..., € X, aparece com grau i, €

i1 +---+ i, = k. Isto sugere a seguinte definig¢do.

Defini¢do 3.1.15. Dizemos que um polindmio f é homogéneo na variavel x;,
se x; aparece com 0 mesmo grau em todos os seus mondmios, ¢ que f é multi-
homogéneo quando for homogéneo em todas as suas varidveis. Ainda, os polind-

mios f (1--in) ¢ Fn(“""””) que séo ndo nulos em f sdo chamados componentes
multi-homogéneas de f de multigrau (iq,...,i,).

Exemplo 3.1.16. O polindémio f(x1, x2,X3,X4) = xpc%xpcﬁxz + X4x§x1x§x4
¢ homogéneo nas variaveis x € x4, mas nao ¢ nas variaveis x, € x3 enquanto que
o polinémio g(x1, X2, X3, X4) = X1X2X3X4X3X2 + X4x§x1x§ ¢ multi-homogéneo

de multigrau (1,2,2,1).
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Dentre os polindmios multi-homogéneos, um papel importante é desempe-
nhado por aqueles que sdo multilineares, os quais definiremos a seguir.

Defini¢ao 3.1.17. Um polinémio f = f(x1,...,Xx,) € F(X) élinear na variavel
Xi, se x;j ocorre com grau 1 em cada mondémio de f.

Exemplo 3.1.18. O polindmio x1x4X2x2 — X4x2x3x; ¢ linear nas variaveis x; e
3 2
X4, mas nao € linear nas variaveis x, € x3.

E importante ressaltar que se f = f(x1,...,X,) é um polindémio linear, por
exemplo, na variavel x1, entdo

m m
f (Zaigi,m,---,xn) =Y i f(gi X2, Xn)

i=1 i=1
paratodos o; € F, g; € F(X).

Defini¢do 3.1.19. Um polindmio em F{X) que é linear em cada uma de suas
variaveis ¢ dito multilinear.

Exemplo 3.1.20. Os seguintes polindmios sdo multilineares.
(a) O polindmio standard St,(x1, ..., Xx,) de grau n.
(b) O polinébmio comutador [x1, ..., x,] de peso n.
(c) O polindmio x; o x5.
(d) O polindmio x1x2x3 + 2Xx2X1X3 — 4X1X3X7.

Note que um polinémio f = f(x1,...,x,) € F(X) ¢ multilinear se ele
¢ multi-homogéneo de multigrau (1,1,...,1). Neste caso, é sempre possivel
escrevé-lo na forma

S(x1,x2,...0,x0) = Z UoXo(1)Xo(2) """ Xa(n)>

geS,
ondeay € Feo € 5,.

Exercicio 3.1.21. Utilizando o Exercicio 3.1.8, mostre que

Stp(X1, .0 Xive oy Xiyoo,xn) = 0.



3.1. Polinomios 127

Definicao 3.1.22. Seja f(x1,...,Xn, Y1,---,¥Ym) € F(X) um polindomio linear
nas variaveis x1, ..., X,. Dizemos que f ¢ alternado nas variaveis x1, ..., X, se
para quaisquer 1 <i < j < n, f setorna o polindmio nulo quando substituimos
x; no lugar de x;.

Pela linearidade de f nas variaveis x1, ..., X5, temos que f ¢é alternado nas
variaveis xi, ..., Xy S€

SO X X X Ve Ym) = —f (X X X X Ve e Yim)-

Se char(F) # 2, entdo essa propriedade é equivalente a defini¢do de polindmio
alternado nas variaveis x1, ..., X;.

Com isso, se 0 € S,, e escrevendo o como um produto de transposigdes,
temos que se f ¢ alternado nas variaveis x, ..., X, entdo

f(xc(l)»---»xa(n),YI,---,Ym) = Sgn(o)f(xla---axn,yl,---,Ym)
paratodo o € .

Definicao 3.1.23. Um polindmio que ¢ alternado em todas as suas varidveis ¢
chamado simplesmente de polindmio alternado.

Observe que pelo Exercicio 3.1.21, temos que St,(x1,...,X,) ¢ um polino-
mio alternado.

Um outro exemplo de polindmio alternado em um conjunto de variaveis € o
chamado polinémio de Capelli de posto m que definiremos a seguir.

Defini¢éo 3.1.24. O polindmio

Cap,, (X1, .+ Xms Y15+ -5 Ym+1) ZZSgn(O)ylxa(l)yzxa(Z) o YmXg(m) Ym+1
o€SH

¢ chamado de polindmio de Capelli de posto m.

Durante o texto, muitas vezes utilizaremos a notagdo Cap,, para denotar o
polindmio de Capelli de posto m, omitindo as varidveis correspondentes. Obser-

vamos que o polindmio de Capelli Capp, (X1, ..., Xm, ¥1,--., Ym+1) € linear e
alternado nas variaveis xi, ..., X;;. Especializando as variaveis ylf s por 1, obte-
mos que

Capm(x1,....xm, 1,..., 1) = Sty (x1,...,Xm).

A proposig@o a seguir mostra como os polindmios de Capelli relacionam-se
com os polindmios alternados.
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Proposicio 3.1.25. Seja f = f(x1,...,Xm» V1,...,Vn) € F(X) um polinémio

alternado nas variaveis x1, ..., xm. Entdo
f = § awl,...,merlcapm(xl’--~7xm,w1,---,wm+1)
W15, Wim+1
ondeoy,,  wyy € Fecadaw;,i =1,...,m+1,¢éummondnio (eventualmente
vazio) nas varidveis yi, ..., Yn.

Demonstragdo. Seja fwiXxi, WaXi, * - WmXi,, Wn+1 Um mondmio qualquer de f,
onde os w;s sdo mondmios nas variaveis yp,...,y,. Como f ¢ alternado nas
variaveis xp, ..., Xm, temos que, para todo o € S;,, 0 monémio

W1Xg (i) W2Xo (in) ** " WmXo (i) Wm+1

¢ um mondmio de f com coeficiente sgn(o) . Portanto, o polindmio

Capm(X1,..., Xm, W1, ..., Wn+1)
¢ um somando de f com coeficiente =8 e isto conclui a demonstragdo. O
Como consequéncia direta da proposigdo anterior, temos o seguinte corolario.
Corolario 3.1.26. Se f(x1,...,Xxn) é um polinomio multilinear e alternado de

graun, entdo f(x1,...,xn) = aSty(x1,...,Xxn), para algum o € F.

Defini¢do 3.1.27. Seja f(x1,...,Xn, V1,-..,Ym) € F{X) um polindmio linear
nas variaveis xi, ..., x,. Definimos o operador de alternancia Ay, .. x, das va-
riaveis xq, ..., X, COMO

Astyn f = Z sgn(0) f(Xg(1)s -+ -+ Xa(n)> V1s+ -+ Ym)-

oES),

Exemplo 3.1.28. Observe que

(@) AxpxX1X2 = ) sgn(0)Xg(1)Xo(2) = St2(x1, X2).
g€ES>

(b) Ax; x,Y1X1¥2X2Y3 = D sgn(0)y1Xs(1)V2X6(2) V3 =

g€eSH

= Capa(x1,Xx2,¥1, Y2, V3).
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(©) Axy,xz,x3,x4[X1, X2][X3, X4] = 4S14(x1, X2, X3, X4).
Generalizamos o exemplo acima no préximo exercicio.
Exercicio 3.1.29. Verifique que:
(a) Axl,...,xnxl coeXp = Stp(x1, ..., Xn).

(D) Axi, e V1X1Y2  YnXnYnt1 = Capu(X1, ..., Xn, Y1, -+, Ynt1)-

(€) Axy,..xon X1, X2] -+ - [X2n—1,X21] = 2"St2n(x1,...,Xx2,). (Dica: utilize
o Corolario 3.1.26.)

Defini¢do 3.1.30. Seja f = f(x1,...,Xn, V1,..., Ym) € F{X) um polinémio li-
near nas variaveis x1, . . ., X. Dizemos que f ¢ simétrico nas variaveis x1, ..., X
se,para 0 € Sy, f(Xg(1)s---»Xan)> V1s--->Ym) = f(X1,.. . Xn, Y1se o Ym)-
Um polindmio que é simétrico em todas as suas varidveis ¢ chamado simplesmente
de polindmio simétrico.

Exemplo 3.1.31. O polindmio f(x1,x2) = X1 0 X2 = x1X2 + X2x1 é um polin6-

mio simétrico. Em geral, o polindmio f(x1,...,Xs) = ) Xg@1) ** Xo(n) € um
gES),

polinémio simétrico.

Exercicio 3.1.32. Mostre quesechar(F) # 2e f = f(X1,...,Xn, Y1+, Ym) €
F{X) é um polindmio linear nas variaveis x1, ..., X, que é simultanecamente al-
ternado e simétrico nas variaveis x1, ..., X, entdo f ¢é o polindmio nulo.

Finalizamos essa se¢do com um importante resultado que sera utilizado no de-
correr deste livro. Pela definicdo da algebra livre F (X ), temos que as palavras em
X formam uma base de F (X sobre F'. O proximo resultado, conhecido como Te-
orema de Poincaré—Birkhoff-Witt, nos fornece uma base mais funcional de F (X).
Uma demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em Drensky (2000).

Teorema 3.1.33 (Poincaré-Birkhoff—Witt). Considere o conjunto ordenado B for-
mado pelos seguintes elementos de F (X

X1, X24 -y [Xigs Xin s [X 0, Xjo]o ooy [Xky s Xk Xka]s - - -

Entdo a dalgebra livre F (X)) possui uma base sobre F formada pelos elementos

xnl .o .xnpcml . ..ka
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ondeny < ny <+~ < np, p =0, cmy,...,Cm sdo comutadores de pesos
arbitrarios e cymy < Cm, < -0+ < Cmy na ordem induzida de B. De maneira
equivalente, F (X ) possui uma base sobre F formada pelos elementos

xtlx1 "'xfrlzm [xil’xiz]l31 s Xy X »xjp]ﬂk
onde ay,....0m,B1.....Bk = 0e[xi,xi,] < -+ < [xj,Xj5,....X;,] naor

dem induzida de B.

A seguir, apresentamos a seguinte proposi¢cdo que nos mostra uma maneira
eficiente de reescrever polindmios multilineares da algebra livre F (X).

Proposicao 3.1.34. Qualquer polinomio multilinear de grau n pode ser escrito
como uma combinagdo linear de polinomios do tipo

Xig o Xigy XX L ey, oo xag ) (3.1)

C1 Cr
onde iy < -+ < Ig,, os polindmios c1,...,c, sdo comutadores de pesos arbi-
trarios (eventualmente vazios) nas demais varidveis distintas de xi, , ..., Xi, , e

m

> si=n.

i=1

Exemplo 3.1.35. Observe que o polindmio f = x1x3x2Xx4[X6, X5] ndo esta es-
crito como indicado em Equacdo (3.1), pois as variaveis fora do comutador nao
estdo ordenadas. Vamos reescrevé-lo, usando inicialmente que x3x» = [x3, x2] +
X2X3 € assim temos

f = x1[x3, x2]xa[x6, X5] + x1X2x3x4[x6, X5].

Note que o segundo polindmio acima ja € um termo da combinagao linear dese-
jada. Agora, vamos organizar o primeiro polindmio usando novamente a defini¢ao
de comutador, ou seja, vamos usar que [x3, X2]x4 = [x3, X2, X4] + x4[x3,x2] €
portanto, temos

f = x1[x3, x2, x4][x6, x5] + x1x4[x3, x2][X6, X5] + X1x2Xx3Xx4[X6, X5]

como queriamos.

Exercicios V ou F da Secao 3.1: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.
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(1) Usando propriedades dos comutadores, temos que [x3, x2] = x?o[x1, x2]+
x1[x1, x2]x1.

(2) St3(x1,x2,x3) = Sta(x1x2,x3) — Sta(x2x1, x3) + St2(x3x1, X2).

(3) As componentes homogéneas do polindmio f(xy,x2,x3) = 4x1x2 +
2x3x3 + x5 + x3 sdo fO =dxix,, [P = 2x3x3 e fO = x5+ x3.

(4) O polindmio x1x3 o x3 + 2[x2, x1x3] — 4x1x3X2 ¢ multilinear.

(5) Se f(x1,x2,x3,x4) € um polindmio alternado, entdo f(x3, X1, X4, X2) =
—f(x1,x2, X3, x4).

(6) O polindmio x1x3x2X4 + X2X3X1X4 € simétrico nas variaveis xj; € xp ¢
também € simétrico nas variaveis x3 € xg4.

(7) O polindmio X3X1X4X3 — X2X4X1X3 — X3X1X4X2 + X3X4X1X2 € alternado
e simétrico nas variaveis x; € x3.

(8) O polindmio ) sgn(0)y1Xy(1)V2Xe(2)Y3Xe(3)V4Xa(4)y5 € 0 polindmio
g€Ss5

de Capelli de posto 5.

3.2 PIl-algebras

Nesta se¢do vamos definir o objeto de estudo deste livro: as algebras com identi-
dades polinomiais. Para entender esse conceito, dada uma algebra A e elementos
ai,...,an € A, para f(x1,...,xn) € F({X), denotaremos por f(ay,...,a,) o
elemento de A obtido substituindo-se x; pora;,i = 1,...,n, no polindmio f.

Definicdo 3.2.1. Sejam A uma algebrae f = f(x1,...,xn) € F({X). Dizemos
que f ¢ uma identidade polinomial de A se

f(ai,...,an) =0, paratodos ay,...,a, € A.

Neste caso, escrevemos simplesmente f/ = 0 em A ¢ dizemos que f é uma
identidade de A ou que A satisfaz f = 0.

E claro que o polindémio nulo ¢ uma identidade polinomial para qualquer alge-
bra A. Por isso, temos a seguinte definicao.
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Definicdio 3.2.2. Dizemos que uma algebra 4 ¢ uma PI-dlgebra’ se A satisfaz uma
identidade polinomial ndo nula.

Note que f € F(X) ¢ uma identidade polinomial para uma algebra A4 se, e
somente se, f pertence ao nucleo de todos os homomorfismos F(X) — A.

Observe que o termo constante de uma identidade polinomial f de uma alge-
bra A ¢ nulo, ja que f(0,...,0) = 0. Logo, uma identidade polinomial de uma
algebra A pertence a F*(X).

Vejamos alguns exemplos de PI-algebras.

Exemplo 3.2.3. Toda algebra comutativa € uma PI-algebra, pois satisfaz o polino-
mio [x1, x2] = 0.

Exemplo 3.2.4. Toda algebra nilpotente, de indice de nilpoténcia n, ¢ uma PI-
algebra, pois satisfaz o polinomio x - - x, = 0.

Exemplo 3.2.5. Se A ¢ uma algebra nil de expoente limitado, entdo A ¢ uma PI-
algebra. De fato, existe n > 1 tal que a” = 0, paratodo a € A. Logo, A satisfaz
a identidade x" = 0.

Exemplo 3.2.6. A algebra U T3, das matrizes triangulares superiores 2 x 2 sobre
um corpo F, é uma Pl-algebra. De fato, ao considerar a,b € U T, um simples
calculo mostra que existe @ € F tal que [a, b] = aejz. Com isso, para quaisquer
a,b,c,d € UT»,|a,b][c,d] = 0eportanto [x1, x2][x3, x4] = 0¢éuma identidade
polinomial de U T5.

O préximo exercicio € uma generalizagdo do exemplo anterior.

Exercicio 3.2.7. Mostre que U T,,, a algebra das matrizes triangulares superiores
n X n sobre um corpo F, satisfaz o polindmio

[x1,x2] -+ [x2n—1,X24] = 0.

Exemplo 3.2.8. O corpo Z/pZ, p primo, obviamente satisfaz [x1, x2] = 0. Pelo
Teorema de Fermat, Z / pZ também satisfaz a identidade xf’ —x1=0.

Com os exemplos apresentados até aqui vemos que a classe das PI-algebras ¢
grande. O proximo resultado nos ajudara a exibir mais exemplos de PI-algebras e
nos mostra uma particular vantagem de trabalhar com polindmios multilineares.

2PI, do inglés, polynomial identity.
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Proposicao 3.2.9. Seja A uma dlgebra que é gerada, como espago vetorial, por
um conjunto B sobre F. Se f = f(x1,...,Xn) éum polindmio multilinear que
se anula sob qualquer substitui¢do de elementos em B, entdo [ é uma identidade
polinomial de A.

Demonstragdo. Seja {b;};ez um conjunto gerador de A sobre F e consideremos
ai,...,a elementos quaisquer em A. Vamos mostrar que f(aq,...,a,) = 0.
Por hipotese, podemos escrever

ay =Y aiibi.....an =) anib;

onde os blf s sdo elementos de B e «rj; € F. Entdo, como f ¢ linear em cada uma
de suas variaveis, temos que

flar.oan) = f (D ribin. Y @nibi) =Dty o @iy fbiys b

Como, por hipétese, f se anula quando ¢ avaliado em elementos de B, con-
cluimos que f = 0 em A, como queriamos. O

O resultado anterior nos diz que sempre que quisermos averiguar se um po-
lindbmio multilinear f é uma identidade polinomial de uma algebra A, entdo basta
avaliarmos f em uma base de A.

Exercicio 3.2.10. Seja f(x1,...,Xn, ¥1,..., Ym) um polindmio multilinear e al-
ternado nas variaveis x1, ..., X,. Sedai,...,d, € A sdo lincarmente dependentes
sobre F, entdo f(ai,...,an,b1,...,bm) = 0, para quaisquer by,...,b, € A.

Como, para todo n = 2, o polindmio St, ¢ multilinear e alternado, temos,
como consequéncia da Proposigao 3.2.9 e do exercicio anterior, o seguinte corola-
rio.

Corolario 3.2.11. Toda dlgebra de dimensdo n satisfaz o polinomio Sty+1 = 0.

Assim, toda algebra de dimensao finita ¢ uma PI-algebra.

Exercicio 3.2.12. Déum exemplo de uma algebra de dimens@o infinita que satisfaz
Sty, paraalgumn > 1.

Mesmo para algebras nao unitarias, fazemos a seguinte definigo.
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Defini¢éo 3.2.13. Dizemos que uma algebra A satisfaz o polindmio de Capelli de
posto m se A satisfaz todos os polindmios da forma

Capm(xl’---,xmayl»---a)”m—i-l)

eventualmente substituindo-se as variaveis y por 1. Observe que existem 2 t1
polindmios obtidos através da substitui¢do das variaveis y por 1.

Segue também da Proposi¢ao 3.2.9 o seguinte corolario.

Corolario 3.2.14. Se A é uma digebra de dimensdo n, entdo A satisfaz Capy 1 =
0.

O nosso proximo objetivo ¢ exibir identidades polinomiais para a algebra de
matrizes M, (F'). Para isso, utilizaremos o seguinte fato que ¢ deixado como exer-
cicio.

Exercicio 3.2.15. Mostre que
Sta(x1,x2,x3,x4) = [x1,x2] 0 [x3, x4] + [x1, x3] 0 [xa, x2] + [x1, x4] 0 [x2, x3].

Exemplo 3.2.16. Vamos determinar duas importantes identidades da algebra de
matrizes M>(F). Como dimg (M»(F)) = 4, temos, pelo Corolario 3.2.11, que
Sts = 0 em M, (F). Vamos mostrar que

Sta(x1,x2,x3,x4) =0 em M>(F).

Pela Proposi¢ao 3.2.9, basta mostrarmos que St4 se anula quando ¢ avaliado
em elementos de uma base de M, (F).

Seja {e11 + €22, €11, €12, €21} uma base M (F) sobre F. Ao avaliarmos St4
nos elementos desta base, pelo Exercicio 3.2.15, temos que e; + ez aparece
somente dentro de comutadores de peso 2. Portanto St4 = 0em M»(F). Também,
temos que St3 ndo € uma identidade polinomial de M, (F). De fato, temos que
Sti(e11 + exz,e11,€12) = e12 # 0.

Agora, vamos exibir outra identidade polinomial de M5 (F'). Observamos que
se a,b € M,(F), ao calcular o comutador [a,b] € M,(F) vemos que [a,b]? é
uma matriz multiplo escalar da matriz identidade e, portanto, comuta com todo
elemento de M, (F'). Assim,

[[x1.x2]%, x3] = 0 em My(F).
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Como vimos no Corolario 3.2.11, toda algebra de dimenséo finita é uma PI-
algebra. A seguir, exibiremos um exemplo de PI-algebra de dimensao infinita.

Exemplo 3.2.17. Na algebra F'(X), considere I = (x;x; +x;x; :i,j = 1). A
algebra G = F(X)/I ¢é chamada de algebra de Grassmann (ou algebra exterior)
de dimensao infinita sobre F'. Denotando pore; = x; + I, se char(F) # 2, temos
a seguinte apresentacéo para G :

G=(l,er,e2,...:¢je; = —eje;,paratodos i, j = 1).

Como e;e; = —eje;, segue que, se char(F) # 2, el-2 = 0, para todo i > 1.
Além disso, para todo o € S,

€o(i) " " Coliy) = SgN(0)e;; - €i,.

Com isso, B = {e;, ---e;

. i1 < Iy < -+ < ip,n = 0} gera G sobre F.
n

Afirmamos que B é uma base de G. De fato, suponhaque s = ) o;g; = 0,05 €
i=1
F,gi € B,i =1,...,n, éumarelagdo com um nimero minimal de coeficientes

«; ndo nulos. Se um elemento e; aparece em g1, mas ndo em g, entdoe;jgy =0
n

eejh = ) wajejg; = 0¢uma relagdo com um nimero menor de coeficientes
i=2
ndo nulos, o que é uma contradi¢do. Portanto, B ¢ uma base de G sobre F.
A seguir, introduziremos dois subespacos importantes da algebra de Grass-
mann:

G — spang{e;, -+ ejy, 1 <iyp <--- <ip,k =0} e
g = spang{ej, <+ €iy 1 <ip <-+- <ippqq,k =0}

Pela definigdo, pode-se verificar que esses subespagos satisfazem as seguintes
relacdes:

g(O)g(O) + g(l)g(l) - g(O) e g(O)g(l) + g(l)g(o) - g(l).

Como consequéncia, a primeira relagio nos diz que G() ¢ uma subalgebra de
A. Desde que G@ NGM = {0} e todo elemento de G pode ser escrito como soma
de elementos de G e g(l), temos que G = GO 4 g

Além disso, ndo é dificil verificar que todo elemento de G(®) comuta com qual-
quer elemento de G e que, se wy, w, S0 mondmios em ¢ entdo wiwy =
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—wpwi. Com isso, segue que, paratodoa = ag + a1, b = by + b1 € G, com
ap,bo € GO eay, by € GW, temos

[a,b] = [a1,b1] + [ao, bo] + [a1, bo] + [ao, b1] = 2a1b; € G©.
Portanto, obtemos que [x1, X2, x3] = 0 em G, ou seja, G é uma Pl-algebra.

Exercicio 3.2.18. Mostre que a algebra de Grassmann G ndo satisfaz St,, para
todon = 1.

Nem toda algebra é uma Pl-algebra, como veremos a seguir.

Exemplo 3.2.19. A algebra livre F({X) ndo é uma Pl-algebra. De fato, seja f
uma identidade polinomial de F{X). Como xi,...,x, € F(X), temos que
f(x1,...,xn) = 0e, portanto, f ¢é o polinémio nulo.

Exercicios V ou F da Secao 3.2: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

(1) A algebra U T satisfaz o polindmio [x1x2, xX3][x4, X5X6].

(2) Se A é uma algebra de dimensao 3, entdo A satisfaz St3(xy, x2, x3).
(3) A algebra de Grassmann G satisfaz o polinémio [x1, x2]?.

(4) Se A € uma algebra ndo comutativa, entdo A ndo é Pl-algebra.

(5) Seey,en,e3,eqs80 geradores da algebra de Grassmann G, entdo eqeze1e3 =
—e1e2e3é4.

(6) Se wy,wy € G entdo wy o wy = 2wiws.

(7) Se A é uma algebra de dimensao 6, entdo A satisfaz o polindmio de Capelli
Caps de posto 5.

3.3 T-ideais e o processo de multilineariza¢ao

Um dos interesses da PI-teoria ¢ conhecer todas as identidades satisfeitas por uma
dada F-algebra A. Desta forma, consideraremos

Id(A) ={f e F(X): f =0em A}
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o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma algebra A. E claro que uma
algebra A é uma PI-algebra se, somente se, [d(A) # {0}.

Por exemplo, considerando uma algebra comutativa A, ja sabemos que o co-
mutador [x1, x2] € Id(A). Mas, além desta identidade, podemos nos perguntar
como se comportam os demais polindmios em Id(A).

As propriedades basicas de Id(A) estdo listadas no proximo exercicio.

Exercicio 3.3.1. Mostre que:
(a) Td(A) é um ideal de F (X).

(b) Se ¢: F{(X) — F(X) é um endomorfismo ¢ f € Id(A), entdo ¢(f) €
Id(A).

O Exercicio 3.3.1 nos diz que Id(A4) é um ideal invariante sob todos os endo-
morfismos de F (X ). Vejamos alguns exemplos do uso desta propriedade.

Exemplo 3.3.2. Se os polindmios x%xle =0e [x1, x%] = 0 sdo identidades de
uma algebra A4, entdo [x3x4, xf]xgx%x3x4 = (0 também ¢ uma identidade de A.
Para ver isso, basta aplicar o endomorfismo x; +— x3x4, X2 > x%, X3 > x% e

utilizar o fato que Id(A4) é um ideal de F (X ).

Exercicio 3.3.3. Seja A uma algebra tal que [x1,x2]x2 € Id(4). Mostre que
[x1X3,x2,xsxg]x$ € 1d(A).

Exemplo 3.3.4. O grupo simétrico S, age sobre {xy,...,x,} permutando as va-
riaveis:
se 0 €Sy, entdo 0 - X; = Xg(;).

Tal agdo pode ser estendida a um automorfismo de F{xy,...,x), que con-
tinuaremos denotando por . Por exemplo, se f(x1, x2,Xx3) = xfxz + X3X1X2
eoc =(123) e 83, entdo o - f(x1,x2,Xx3) = x§X3 + x1x2x3. Pelo Exerci-
cio3.3.1,se f = f(x1,...,xn) €ld(A)eoc € Sy, entdo o - f € 1d(A4).

Motivados pela propriedade de invariancia do ideal Id(A) em relag¢do aos en-
domorfismos de F (X), apresentamos a seguinte defini¢do mais geral.

Defini¢do 3.3.5. Um ideal / de F(X) é um T-ideal se ¢(/) C I para todo endo-
morfismo ¢ de F(X).

Exercicio 3.3.6. Prove que se I e I sdo T-ideais de F (X ), entdo /; N I éum T-
ideal de F (X'). Mais do que isto, mostre que a interse¢do de uma familia arbitraria
de T-ideais de F (X ) ¢ ainda um T-ideal de F (X).
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Nosso proximo objetivo € verificar como pode ser a forma de um conjunto ge-
rador para um T-ideal da algebra livre F (X). Para fazer isto, dado um subconjunto
S de F(X), definimos o T-ideal gerado por S, denotado por (S)7, como sendo a
interse¢do de todos os T-ideais de F (X ) que contém S. Portanto, (S)s ¢ o menor
T-ideal de F (X)) que contém S e é dado por

(S)r = spanp{h1f(g1,....gn)h2: f € Seh1,g1,...,8n, ha € F(X)}.

Desta forma, um T-ideal / ¢ gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F({X)
se todo elemento de / pode ser escrito como uma combinagao linear de elementos
da forma

h1f(g1.....8n)h2,

onde os polinémios /1, ho, g1,...,8n € F(X)e f € S. Nesse caso, escrevemos
I = (S)r e ainda, escreveremos ( f1, ..., fm) para indicar que / é gerado por
um conjunto finito S = { f1,..., fm} como T-ideal.

Dizemos que um polindbmio f ¢é consequéncia dos polindmios em um sub-
conjunto S de F(X) se f € (S)r. Em particular, dados f, g € F(X), dize-
mos que g é uma consequéncia de f se ¢ € (f)r. Nesse caso, escrevemos
f ~> g e caso contrario, escrevemos f > g. Por exemplo, ¢ facil ver que
[x1,x2] » [x1,...,Xxn], paran = 2. Além disso, pelo Exercicio 3.1.8, temos que
Stp(X1,...,xn) » Sty+1(x1,...,Xn+1), paratodon = 2.

Exercicio 3.3.7. Mostre que [x2, X1, X1] »> [x1, X3, [X1, X2]].

A partir do Exercicio 3.3.1, temos que Id(A4) é um T-ideal de F (X) e vamos
denominé-lo de T-ideal da algebra A. Esse abuso de linguagem ¢ permitido a
partir da proxima proposi¢do que nos mostra que todo T-ideal de F (X) ¢ o ideal
das identidades polinomiais de alguma algebra.

Proposicio 3.3.8. Se I ¢ um T-ideal de F(X), entdo I =1d(F(X)/I).

Demonstragdo. Seja A = F(X)/I. Vamos mostrar que Id(4) = 1.
Seja f(x1,...,xn) € I.Dadoshy +1,...,h, + 1 € A, existe um endomor-
fismo ¢ de F(X) tal que ¢(x;) = h;, paratodoi = 1,...,n, e assim

Fi+1,. . hy+ 1) = flh1, ... )+ 1 = ¢(f(x1....,%n)) + 1.

Como [/ é um T-ideal, temos que ¢( f(x1,...,xn)) € I. Portanto, fica claro
que f(h1+1,...,hy, + 1) € I. Como os polinémios /1, ..., h, foram tomados
arbitrariamente em F (X ), concluimos que f € Id(A) e, portanto, I/ C Id(A).
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Reciprocamente, seja f = f(x1,...,x,) € Id(A). Temos
fer,oooxp)+ 1= fx1+1,....xp+1) = 1.

Portanto, f(x1,...,xn) € I. Isto implica em Id(4A) C I, o que prova a
proposicao. O

Observagdo 3.3.9. Se I éum T-ideal proprio de F (X)), entdo F (X )/I éuma alge-
bra unitaria. Mas existem T-ideais que ndo sdo ideais de identidades de nenhuma
algebra unitaria. Por exemplo, I = (x1---x,)7 ndo ¢é o T-ideal de uma algebra
unitaria A, pois x1---x, & Id(A). Para evitar mais defini¢Ges e um excesso de
notagdo, escreveremos como no enunciado da proposi¢ao anterior, ficando claro
para o leitor quando estaremos trabalhando com a algebra associativa livre com
ou sem unidade.

Com isso, podemos fazer os seguintes questionamentos sobre uma dada PI-
algebra A:

* Questdo 1: Existe um subconjunto finito S de F (X) tal que Id(A4) = (S)7?
* Questdo 2: Se tal subconjunto S existe, como determina-lo?

A Questdo 1 foi primeiramente levantada por Specht (1950) e uma resposta
positiva foi dada por Kemer (1988) no caso em que A ¢ uma algebra associativa
sobre um corpo de caracteristica zero. Nesta situagdo, dizemos que A possui a
propriedade de Specht e um conjunto gerador encontrado € chamado de uma base
de Specht para o T-ideal Id(A4). No caso em que a caracteristica de F' é diferente de
zero, existem exemplos de PI-algebras cujo T-ideal Id(A4) ndo é finitamente gerado
como T-ideal (veja Belov (2000)).

Em geral, a Questdo 2 ndo ¢ simples de ser respondida. De fato, a demonstra-
¢a0 da existéncia de uma base de Specht dada por Kemer nao exibe um método
construtivo para obtermos tal base. Como exemplo da dificuldade de encontra-la,
destacamos a algebra de matrizes M, (F). Conhecemos uma base de Specht de
Id(M,, (F)) somente quando n = 2, conforme dado pelas informagdes a seguir.

No caso que a caracteristica do corpo ¢ zero, Razmyslov (1973) determinou
uma base de Specht para Id(M»(F)) com 9 identidades de graus 4, 5 ¢ 6. Pos-
teriormente, Tki (1981) mostrou que Id(M>(F)) possui uma base de Specht com
4 elementos e, em seguida, Drensky (1981) mostrou que as duas identidades da-
das no Exemplo 3.2.16, [[x1, x2]?, x3] e St4(x1, X2, X3, X4), sdo suficientes para
formar uma base de Specht de Id(M»(F)), ou seja, ele provou que

Id(M2(F)) = ([[x1. x2]% x3], Sta(x1. X2, X3, X4)) 1 -
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No caso em F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2 e 3, Colombo
e Koshlukov (2004) mostraram que as duas identidades acima formam uma base
de Specht de Id(M»>(F)). No caso em que char(F) = 3, os autores mostraram
que a identidade

f=hi-s(h=fi=fam )

onde
S1 = [x1,x2] o ([x3, x4] o [x5, x6])
f2 = [x1.[x3, x4]. [x5, x6]. x2]
f3 = [x1.[x5, x¢], [x3, x4], x2]
fa = [x2,[x3,x4],x1, [x5, X6]]
fs = [x2,[xs5,x6], X1, [x3, X4]]

junto com as duas identidades dadas no Exemplo 3.2.16 formam uma base de
Specht para Id(M» (F')) neste caso.

Finalmente, no caso em que F ¢ um corpo finito de caracteristica diferente de
2, Malcev e Kuzmin (1978) mostraram que [[x1, x2]%, x3] e St4(x1, X2, X3, X4)
formam uma base de Specht de Id(M>(F)).

Até o momento, ndo ¢ conhecido se Id(M,(F')) possui uma base de Specht,
quando F é um corpo de caracteristica 2.

Nosso proximo objetivo é mostrar que podemos obter identidades de uma al-
gebra A a partir de uma identidade mais geral. Para isso, consideramos x; uma
variavel de um polindmio f = f(x1,...,xp) tal que deg, (f) = m e escreve-

m
mos f = ) f;,ondecada f; ¢ acomponente de f que tem grau j em relagdo
Jj=0
a variavel x;, ou seja, f; ¢ a parcela de f formada pela soma de todos monomios
de grau j em relacdo a variavel x;. Com essa notagao, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.10. Seja A uma F-dlgebra, onde F ¢ um corpo infinito, e considere
S(x1,..., xn) uma identidade de A tal que deg, (f) = m. Se fj éa componente
de f tal que deg, (f;j) = j, 0 < j < m, entdo f; éuma identidade de A, para
todo j =1,....,m.

m
Demonstragdo. Temos por hipotese que f = Y f;. Observemos que para qual-
j=0
quer « € F,vale

m
f(xX1,. . 0xi, ..., Xp) = Zoﬂfj(xl,...,xn).

j=0
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Além disso, como f ¢éuma identidade de A, para quaisquer ai,...,a, € A,
temos que f(ai,...,ad;,...,ay) =0.

Sendo F um corpo infinito, podemos considerar «g, . . . , o, € F escalares dis-
tintos e, a partir da igualdade acima, ao substituirmos f(ai,...,oja;,...,an),
obtemos um sistema com m + 1 variavelis, ﬁ) = fo(al,...,an),...,f;n =

Jm(ai, ..., ay), dado por
JiH-OtofE +--~+ot6"fzn=0
fotarfi+-4al fm=0
fo4amfi+ -4 a™ frn = 0.

Para avaliar se esse sistema homogéneo tem solugdo nao trivial, temos que
verificar se o determinante da matriz abaixo é nulo

1 Qo a(')n
m
1 o1 see 0[1
B =
1 Oy - a;;'fl

Notemos que matriz transposta B! de B é uma matriz de Vandermonde, por-
tanto seu determinante é dado por det(B?) = [l (¢j —a) # 0. Como

0<i<j<m

det(B) = det(B"), concluimos que fo, ..., fm sdo identidades da algebra 4. [J

Observemos que se F ¢ um corpo finito de cardinalidade g, entdo xij —x1=0
em F. Com isso, x'f — x1 = 0 ¢ uma identidade de F, mas suas componentes
homogéneas ndo sdo, o que mostra que o teorema acima nao ¢ valido em geral
quando o corpo ¢ finito. Por outro lado, quando F é um corpo finito de cardina-
lidade | F'| tal que |F| > deg(f), o argumento dado na demonstragdo pode ser
usado sob estas condi¢des e, assim, o teorema ¢ ainda valido.

A partir do Teorema 3.3.10, segue o corolario abaixo, que pode ser provado
por indu¢do sobre o nimero de variaveis nas quais o polindmio ¢ ndo homogéneo.

Corolario 3.3.11. Sejam F um corpo infinito e f uma identidade de uma F-
dlgebra A. Entdo qualquer componente multi-homogénea de f ¢é uma identidade
de A.
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Nosso proximo objetivo é apresentar o processo de multilinearizagdo que tem
como fung¢@o obter uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k, a partir
de uma identidade polinomial arbitraria de grau k de uma algebra A. Antes, vamos
apresentar o processo por meio de um exemplo.

Exemplo 3.3.12. Suponha que uma algebra A satisfaz a identidade f(x1,x3) =
[x1,x2]x1 = 0. Note que f ¢ linear na variavel x,, mas ndo o é na variavel xy.
Considere o polindmio A(y1, y2,x2) = f(y1 + y2,x2) — f(y1,x2) — f(y2, x2).
Como Id(A) é um T-ideal, & € Id(A) e h(y1,y2.x2) = [y1 + y2.x2](y1 +
y2)—=[y1. x2]y1—[y2, x2]y2 = [y1, X2]y2+[y2, x2] y1. Renomeando as variaveis,
temos que o polinémio A(x1, X2, X3) = [x1, x2]x3 + [x3, x2]x; é uma identidade
multilinear de A obtida a partir da identidade f. E claro que se fizermos x; = x3
em h, entdo recuperamos a identidade f. Além disso, # € um polindmio simétrico
nas variaveis {x1, x3}.

Teorema 3.3.13 (Processo de Multilinearizacdo). Se uma dlgebra A satisfaz uma
identidade polinomial de grau k, entdo A satisfaz uma identidade multilinear de
grau menor ou igual a k.

Demonstragdo. Seja f = f(x1,...,xn) € 1d(A) e suponhamos que deg,. (f) <
1 paratodoi € {1,...,n}. Veremos que ¢ possivel obter uma identidade multili-
near de A a partir de f. Inicialmente, escreva f como

m
f: Zozjuj, oj e F
J=1

onde os polindmios u ; sdo as componentes homogéneas de f de grau j.

Caso tenhamos, para todo i € {l,...,n} e para todo j € {l,...,m},
deg, (uj) = 1, ndo hé nada para se fazer, pois nesse caso f ja ¢ multilinear.
Suponhamos que f ndo seja multilinear.

Assim, existem i € {1,...,n}e j,[ € {1,...,m} tais que deg,. (u;) = Oe

deg,, (u;) = 1. Seja x;, uma varidvel de f com esta propriedade, e consideremos
o seguinte endomorfismo de F (X )

i, : F(X) — F(X)
Xij — 0
Xj = Xj, j#I1.
Comisso, ¢;, (f) é umaidentidade de A, onde a variavel x;, ndo aparece. Caso
¢i, (f) seja multilinear, concluimos a demonstragdo nesse caso. Caso contrario,
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existe uma variavel x;,, com a propriedade que x;, tinha em f, e repetimos o
procedimento anterior.

Como o numero de variaveis de f ¢ finito, esse algoritmo terminara em alguma
etapa, e obteremos uma identidade multilinear a partir da identidade f'.

Agora, consideremos o caso em que deg, (f) = d > 1, para algum i €
{1,...,n}. Veremos que é possivel obter uma identidade /2 de A onde
deg) (h(X1,..., Yis Yit1,---sXn)) =
—
X
=deg,  (h(x1,.... Y, Yit1,....xn)) =d — 1,
N
£

onde acima estamos indicando que a variavel x; é substituida por novas variaveis
distintas y; e y;+1. Por simplicidade, vamos supor que i = 1.
Consideremos o seguinte polindmio

h()’l’yz,xz,...,xn) =
= fO1+y2.x2,....x0) = f(y1,x2, ..., Xn) — f(¥2, X2, ..., Xn)

e observe que i € 1d(A).
Se substituirmos y; € y, por x; na igualdade acima, temos

h(x1,x1,X2,....xn) = f(2x1,x2,...,.Xn) —2f(x1,....Xn).

Considerando f; a componente de f de grau i na variavel x;, obtemos que

d
f@x1,. . x) =) "2 fi.
i=0

Verificaremos agora que £ ¢ ndo nulo e, para isto, vamos supor que 2 = 0.
Assim, temos

d
fQx1,x2,...,X,) = ZZiﬁ =2f(x1,...,%Xn).

i=0

Logo,
fo=Q* =2 o+ + 2% =2)fs.
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Sabemos que deg, (fo) = 0, mas deg,, (22 =2)fo + -+ 4 — 2) fa) =
d > 1, o que é um absurdo. Assim, 4 ¢ uma identidade ndo nula de A com a
propriedade desejada, ou seja, deg,, (h) = d — 1 < deg, (f) .

Utilizando um argumento indutivo, concluimos o teorema. O

Como consequéncia do Corolario 3.3.11, temos que qualquer T-ideal sobre um
corpo infinito é consequéncia de polindmios multi-homogéneos. Mais do que isto,
o teorema a seguir nos da ainda mais informagdes sobre os geradores do T-ideal
de uma algebra A, quando ela é tomada sobre um corpo de caracteristica zero.

Teorema 3.3.14. Seja F um corpo de caracteristica zero e considere um poliné-
mio f = f(x1,...,xn) € F(X). Entdo f éuma consequéncia de um conjunto
finito de polinomios multilineares.

Demonstragdo. Consideremos o T-ideal I/ = (f)r. Sabemos que existe uma
algebra A tal que Id(A) = [I. Para simplificar a demonstrag¢ao, podemos usar o
Corolario 3.3.11 e supor que f € multi-homogéneo. Aplicamos o processo de mul-
tilinearizacdo em f, e supondo que deg,, (f) = d > 1, escrevemos o polindmio
h=h(y1,y2,X2,...,X,) cCOMO

h = f(y1+y2,x2,,xn)_f(ylyxz,,xn)_f()’ZaXZ,,xn)
d

= > &1, y2,X2,...,Xn)
i=0
onde deg), (gi) = i,deg,,(gi) = d —i edeg,, (gi) = deg,, (h) paratodo’ =
2,...,01.

Como f é uma identidade de A, h também é uma identidade de A. Além disso,
g0, ..., &4 sdo as componentes multihomogéneas de & e novamente podemos usar
o Corolario 3.3.11 para concluir que cada uma dessas componentes pertence a
Id(A). Assim, (g1,...,g4—1)T C {f ). Notemos ainda que para todo 7, temos

d
gV, Y1, X2,...,xp) = (l.)f(yl,Xz,.-.,xn).

. d
Como a caracteristica de F ¢ zero, segue que () # 0. Portanto, (f)7 =
i

(g1,...,84—1)1. Para completar a demonstragdo, basta usar indugdo sobre o nu-
mero de variaveis de f. O
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Como consequéncia do teorema anterior e dos resultados de Kemer (1978),
temos o seguinte corolario que sera utilizado em todo o livro.

Corolario 3.3.15. Seja A uma Pl-dalgebra sobre um corpo de caracteristica zero.
Entdo 1d(A) é gerado, como T-ideal, por um conjunto finito de polinémios multi-
lineares.

Exercicio 3.3.16. Determine a linearizacdo completa dos seguintes polindmios:
(a) [[xl ’ XZ]Z’ x3]
(b) x%x%.
(c) x",n=2.

Denotamos por P, o espaco dos polindmios multilineares de grau n nas varia-
vels X1, ..., Xy. Assim,

Py = spanp{xs(1) -+ Xg(n) : O € Su}.

Pelo corolario anterior, se A é uma algebra sobre um corpo de caracteristica
zero, para estudarmos Id(A), basta estudarmos os espagos P, N 1d(A),n = 1.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.3.17. Seja A uma algebra comutativa unitaria sobre um corpo de ca-
racteristica zero. Ja sabemos que [x1,x3] = 0 em A. Afirmamos que Id(4) =
([x1,x2])T. De fato,se I = ([x1, x2])7,entdo I C 1d(A). Vamos mostrar a inclu-
sdo inversa. Seja f € Id(A). Para demonstrar a afirmagdo, basta mostrarmos que
f =0 (mod I). Pelo Corolario 3.3.15, podemos supor que f ¢ um polindmio
multilinear de grau, digamos, n. Além disso, pela Proposicao 3.1.34, temos que
f pode ser escrito como uma combinagdo linear de polindmios da forma

xil ...xikcl...cm

ondeiy <--- <igecadacj,j = 1,...,m, ¢ um comutador de peso arbitrario
(eventualmente vazio).
Agora, como [x1, x2] = 0 em A, entdo, paratodo k = 2, [x1,...,x;] = 0em

A. Logo, modulo 7, temos que

F= f (i Xn) = Xy
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para algum o € F. Com isso, para mostrarmos que f € [, basta mostrarmos que
o = 0. Como f €1d(A), fazendo a avaliagdo x; = 1,i = 1,...,n, obtemos que

0= f(1,...,1) =«al.
Portanto @ = 0 e concluimos que Id(A4) = 1.

Exercicio 3.3.18. Mostre que se A € uma algebra comutativa e nilpotente de in-
dice de nilpoténcia n > 1 sobre um corpo de caracteristica zero, entdo Id(A4) =
([x1,x2], x1 -~ xn) 7.

Observagdo 3.3.19. Se A € uma algebra nilpotente de indice de nilpoténcia 2,
entdo A é comutativa, ja que para quaisquer a,b € A,[a,b] = ab — ba = 0.
Como x1x5 ~> [x1, X2], no exercicio anterior, temos que Id(A4) = (x1x2)7.

Exercicios V ou F da Secao 3.3: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

(1) E verdade que [x1, X2, x1] » [x1, X3, [x1. x2]].

(2) Quando multilinearizamos o polinomio x%xz, obtemos (x1 o x2)x3.
(3) Se x%xz 4+ x1x2x3 ¢é identidade de uma algebra A entéo x%xz e 1d(A).
(4) [x2,x3]%x1x4 — X1[x2, x3]%x4 € Id(M2(F)).

(5) Sts(x1,x2,x3,x4,x5) ¢ Id(M2(F)).

(6) Se A é uma algebra nilpotente de indice 2, entdo x; o x € Id(A).

(7) Os polinémios [x7, x2, x3] € [x1, x2][x3, x4] sdo identidades da subalgebra
A = F(e11 + e+ e33) + Feio + Feis + Feaz de UTs.

3.4 O Teorema de Amitsur—Levitzki

Um problema importante na Pl-teoria é determinar todas as identidades polino-
miais de uma PI-algebra A. Claramente, esse problema ¢ dificil e est4 resolvido
somente para algumas classes de algebras. Determinar se um polindmio ¢ uma
identidade polinomial ou ndo de uma algebra pode ser uma tarefa ardua e, com
isso, se fez necessario desenvolver estratégias para obter identidades polinomiais
em uma algebra.
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Um dos primeiros resultados provados nessa direcéo foi o célebre Teorema de
Amitsur—Levitzki. Tal teorema ¢ de suma importancia na Pl-teoria e foi um dos
resultados que motivou o estudo de identidades polinomiais em uma algebra.

Como vimos no Corolario 3.2.11, o polindmio S#z2; = 0 é uma identidade
polinomial da algebra de matrizes My (F). O Teorema de Amitsur—Levitzki diz
que o menor grau de um polindmio standard que ¢ identidade de My (F) é 2k.
Além disso, se f é uma identidade polinomial de grau 2k, entdo f é multiplo
escalar de St,f.

Ao longo dos anos, varias demonstragdes do Teorema de Amitsur—Levitzki
foram apresentadas. A demonstragdo original dada por Amitsur e Levitzki (1950)
¢ baseada em argumentos combinatérios. Kostant (1958) forneceu uma demons-
tracdo utilizando técnicas da cohomologia, Swan (1963) apresentou uma demons-
tracdo usando teoria de grafos e Razmyslov (1974) utilizou polindmios de trago
para demonstrar o teorema.

O objetivo desta sec¢do é fornecer uma demonstragdo “elementar” do teorema
que utiliza ferramentas do Calculo e Algebra Linear baseada na demonstragio de
Rosset (1976).

Durante essa se¢ao, vamos fixar F para ser um corpo de caracteristica diferente
de 2 e vamos iniciar estudando identidades em algebras de matrizes.

Lema 3.4.1. O polinomio de Capelli Capy2 ndo é uma identidade de My (F),
mas é uma identidade de qualquer subdlgebra propria de My (F).

Demonstragdo. Para provar que Capp2(x1,..., X2, Y1, .., Yg24+1) € uma iden-
tidade de qualquer subalgebra propria B de M} (F), basta observar que temos
dimpg (B) < k? e utilizar a Proposigdo 3.2.9 e o fato que Capy2 ¢ alternado em
X1yewos Xg2.

Agora, vamos fornecer uma avaliagdo que ndo anula o polindmio de Capelli

Capp2(X1, ..  Xg2, Y15+ s Yk241)-
Primeiro, vamos determinar a avaliagdo nas variaveis X;, escrevendo

k
{X1,..., X2} = U X
i=1

como a unido de k conjuntos com k variaveis X; = {X;k—(k—1)» Xik—(k—2)- - - - » Xik J-
Nas variaveis de X;, faca a avaliacdo

Xik—(k—1) = €ils Xik—(k—2) = €i2,--->Xik = €i, 1 <i <k.
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Fixada essa avaliacdo, vamos determinar a avaliagdo nas variaveis y. Faca y; =
€11, Yk241 = €k1 € nas outras variaveis y faca a Uinica avaliagdo de elementos
de My (F) que faz 0 mondmio y1x1yzXx2 -+ yg2X2 Y241 ndo se anular. Como
resultado dessa avaliagdo, temos que

Capia(e11, -+, €1ks -+ Chk k—1Ckk-> €11, - - €k1) = €11 # 0.
Portanto, Capy2 ndo é uma identidade de My (F). O

Lema 3.4.2. M (F) ndo satisfaz identidades de grau menor que 2k.

Demonstragdo. Seja f = 0 uma identidade ndo nula de My (F) de grau d < 2k,
que podemos supor, pelo Teorema 3.3.13, que é multilinear. Como Id(M (F))
¢ um T-ideal, multiplicando f por novas variaveis e renomeando-as, podemos
assumir que deg(f) =2k —1e

S, xo—1) = Z OoXo(1) """ Xo(2k—1)

OESH K1

com oy € F. Além disso, como f é ndo nulo, existe pelo menos um o tal que
oy # 0. Pelo Exemplo 3.3.4, 071 - f € Id(My(F)). Com isso, podemos supor,
sem perda de generalidade, que «; = 1. Assim,

fler1,e12,e22,€23,€33,...,€k_1 k. €kk) = €1k»
jaque xj - - Xox—1 € 0Unico mondmio que nado se anula nessa avaliagdo. Portanto,
f ndo é uma identidade de My (F). O
O resultado anterior nos diz que S, paratodo j € {1,...,2k—1},ndo éuma

identidade de M} (F'). Nosso objetivo agora ¢ mostrar que Sto;, = 0 em My (F).
Mostrado isso, concluimos, em particular, que o grau minimo de uma identidade
standard de My (F) é 2k.

Além disso, o lema anterior nos permite exibir mais um exemplo de algebra
que ndo € uma PI-algebra.

Exemplo 3.4.3. Seja V um espaco vetorial de dimenséo infinita e considere End(V),
a algebra dos endomorfismos de V. Afirmamos que End(}) ndo ¢ uma PI-algebra.
De fato, suponha que End(V) satisfaz uma identidade ndo nula f de grau k. Con-
sidere U um subespago de V' de dimensdo k. Entdo End(U) é uma subalgebra
de End(V) e, consequentemente, satisfaz f = 0. Mas, fixada uma base de U,
sabemos que End(U) = M} (F) e assim, teriamos que M}, (F) satisfaz uma iden-
tidade de grau k, o que é um absurdo pois, pelo Lema 3.4.2, My (F) ndo satisfaz
nenhuma identidade ndo nula de grau menor que 2k.
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Para demonstrar o Teorema de Amitsur—Levitzki, precisamos de varios resul-
tados auxiliares. Comecamos com seguinte lema.

Lema 3.4.4. Se Sty = 0em My (Q), entdo Sty = 0 em My (F), para qualquer
corpo F.

k
Demonstragdo. Seja a, = Y. aj;eij € M(F), r = 1,....2k, af; € F.
i,j=1
Como Sty € um polindmio multilinear, temos que St,x (a1, ..., ds) € uma com-
binagdo linear de Styx (e, - -, Cirg jor ). Mas como Strx(€iyjy -+ s €Cing jor) €
My (Z) C M;(Q) e por hipdtese St = 0 em My (Q), temos que St = 0 em
M (F). O

A seguir, iremos apresentar resultados sobre algebras sobre o corpo dos racio-
nais Q que serdo utilizadas na demonstragdo do Teorema de Amitsur—Levitzki.

Consideremos Q[&1, .. ., &,] a dlgebra dos polindmios nas variaveis comutati-
vas &1, ..., &, sobre o corpo dos racionais Q. Da mesma forma como no Exem-
plo 3.3.4, o grupo simétrico S, age sobre {{1,...,§&,} permutando as variaveis:
se 0 € Sy, entdo 0 - § = &£5(;). Tal agdo pode ser estendida naturalmente a um
automorfismo em Q[&1, ..., &,], que continuaremos denotando por o.

Um polindmio f € Q[&y,...,&,] ésimétricose o - f = f, paratodoo € S;.

Exemplo 3.4.5. Os polindmios 59 = 1 e s = > & &, 1 <
1<ig<iz<-<ix<n
k < n, sdo polindmios simétricos, chamados de polindomios simétricos elemen-

tares nas variaveis £1,...,&,. Sen = 3, entdo sy = & + & + &3, 50 =
£162 + 5163 + 5283 e 53 = §16285.

Exercicio 3.4.6. Seja x uma variavel. Mostre que, em Q[&q,...,&,, x], temos
que:

(a) ﬁ (I+&ix) = i spxk.

i=1 k=0

n n
B) TTx—&) =3 (=Drspxm*.
i=1 k=0
n
Exemplo 3.4.7. Os polindmios pr = > Slk ,k = 1, sdo polindmios simétricos
i=1
nas varidveis £1,...,&,. Sen =3 ek = 2, entdo pr = £ + £ + £2.
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O proximo resultado, conhecido como Férmula de Newton, relaciona os po-
lindmios si € py.

Proposiciao 3.4.8. Em Q[&1,...,&,], parak = 1,...,n, temos que

k
kse =) (=D prse-r.
r=1

Demonstragdo. Para a demonstracdo do resultado, vamos utilizar séries de potén-
o0
cias. Seja x uma varidvel e considere Y (—1)"~! p,x" 1. Utilizando a definigdo

r=1
de p;, temos que

o0 n oo
Z(_l)r—lprxr—l — Z Z(_l)r—lgirxr—l.
r=1 i=1r=1

o0
r — 1
Agora, como ) Ox = 1= temos que
r=

[e3) n
§i

" d
Z(—l)r_lprxr_1 = Z T Ex Z Eln(l +&x) =
! i=1

r=1 i=1
= iln ﬁ(l +&x)
dx Pl ! '

n

n
Pelo Exercicio 3.4.6, [T (1 4+ &x) = Y sgxk. Com isso,

i=1 k=0
n
n n Z Skkxk_1
iln H(l—i—éx) =iln Zs P [ et
dx : ' dx k n k
i=1 k=0 > Skx
k=0

Portanto,

(Z(—l)r_lprxr_l) (Z Skxk) = Zskkxk_l.
r=1 k=0 k=1

Comparando os coeficientes de xk-1 .k =1,...,n, obtemos o resultado. O
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Proposicio 3.4.9. Sejam C uma dalgebra comutativa sobre Q e a € My (C). Se
k .
fax) = xk + > a; xk=1 ¢ o polinémio caracteristico de a, entdo, para todo

i=1
j=1,... .k

S R )

)'=(A'1 a"-aknﬂ_j

para algum q) € Q que ndo depende de a.

Demonstragdo. Primeiro, suponha que C ¢ um dominio de integridade. Entdo
a € M,,(F), onde F ¢ o corpo de fragdes de C. Sejam €1, ..., & os autovalores
de a em algum corpo de decomposi¢do de f,(x). Pelo Exercicio 3.4.6, temos que

k k
Ja) = [ =) =Y (=Dsier, ... e)x" .
i=0

i=1

Agora, paratodo j = 1,...,k, 8{, ey e,’c' sdo os autovalores de a/. Assim,
tr(a’) = pj(e1,...,ex), paratodo j = 1,...,k, e, pela Proposigio 3.4.8,

1 .
si(e1,...,60) = ?Z(—l)’ Ypiter, .. e)si—j(e1. ... ex)
j=1

1 < o .
= 72(-1)] Yr(a’)si—j(e1,. ... ex).
j=1

Repetindo o processo para todos polindmios simétricos elementares presen-
tes no somatoério, temos o resultado neste caso. No caso geral, sabemos, pelo
Exercicio 3.1.5, que existe um epimorfismo ¢: Q[X] — C, para algum con-
junto X, e que Q[X] é um dominio de integridade. Esse epimorfismo induz um
epimorfismo ¢: My (Q[X]) — My (C) dado por ¢(a;j) = (¢(a;j)), para todo
(aij) € M (Q[X]). Como tr(¢(a)) = ¢(tr(a)), para todo a € My (Q[X]), proce-
dendo como no caso anterior, temos o resultado. O

Como consequéncia dessa proposicao, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.4.10. Seja C uma dlgebra comutativa sobre Q. Se a € My (C) é tal
que tr(a) = tr(a?) = --- = tr(a®) = 0, entdo a* = 0.
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Demonstragdo. Pela proposicdo anterior, f,(x) = x¥ e pelo Teorema de Cayley—
Hamilton, toda matriz ¢ raiz do seu polindmio caracteristico. O

Seja G a algebra de Grassmann sobre Q. Pelo Exemplo 3.2.17, podemos es-
crever G = G© + g onde G© (resp. G(V) ¢ o espago vetorial gerado por
todos os mondmios nos elementos eg, 3, ... de comprimento par (resp. impar).
Além disso, G©© & uma subélgebra comutativa de G e, se w1, wo sd0 mondmios
em G entdo wiwy = —wow;.

Lema 3.4.11. Sea,b € My (GV), entdo tr(ab) = —tr(ba).

Demonstragdo. Escrevaa = ) ajw; e b = ) b;w;, onde, para todos i, j,
i J

temos a;,b; € Mp(Q) e w;,w; € G s3o0 mondémios de comprimento impar
nos elementos ey, e, . ... Temos que

tr(ab) = Y tr(a;ibj)wjw; = — Y _tr(bja;)w,jw; = —tr(ba).

L,J L,J

Como consequéncia, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.4.12. Seay,...,azr € My (F), entdo tr(Styr(ay,...,azr)) = 0.

2r
Demonstragdo. Dados ay,...,a2, € My(F), sejaa = ) aje; € M (GW).
i=1
Como, para todo 0 € Sz7, €5(1) """ €5(2r) = sgn(o)ey---ezr € ei2 = e;, para
todoi € {1,...,2r}, temos que
a*" = Z sgn(0)ag(1) - - dg(2r)el - €2r = Star(ay....,azr)er---ear.
OESH,
Agora, como a, a1 € My (GW) temos, pelo lema anterior, que 2tr(a?”) =
0 e assim, 0 = tr(azr) = tr(Star(ai,...,asr))eq - - ear. Portanto,

tr(Star(ay,...,azr)) = 0.
O

Com todos os resultados obtidos até aqui, estamos em condi¢des de provar o
teorema principal desta secao.
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Teorema 3.4.13 (Amitsur—Levitzki). 4 dlgebra My (F) satisfaz o polinémio
Slzk = 0

Demonstragdo. Pelo Lema 3.4.4, basta mostrarmos que Sty = 0 em My (Q).

2k

Sejam ay, ...,a; € Mp(Q) e considerea = > aje; € M (GM). Como no
i=1

corolario anterior, temos que

a?k = Strr(ay,...,az;)er - exp.

Assim, para demonstrar o teorema, basta mostrar que a2¢ = 0.

Para todo i = 1,...,k, temos que a,a® ! € M (GD). Mas, pelo Le-
ma 3.4.11, aplicado aos elementos a,a?~!, temos que tr(a*’) = 0, para todo
i =1,....,k. Como a? € My(G®), tr(a®) = 0, paratodoi = 1,....k,e G@
¢ uma 4lgebra comutativa sobre Q, pelo Corolario 3.4.10, temos que a2 = 0.
Isto conclui a demonstragao. O

Assim, concluimos que o grau minimal de uma identidade polinomial para a
algebra de matrizes My (F) é 2k.

Agora, mostraremos que toda identidade de grau 2k de M} (F) ¢ multiplo
escalar de Sty .

Proposicio 3.4.14. Se [ é uma identidade de My (F) de grau 2k, entdo f =
aStyy, para algum o € F.

Demonstragdo. Primeiramente, supomos que f seja multilinear e escrevemos

f=flx1,.. x0) = Z Ao Xg(1) """ Xg(2Kk)-

g€Sok

Assim como no Lema 3.4.2, podemos supor, sem perda de generalidade, que
o coeficiente de xg - - - xof seja ; = 1. Vamos mostrar o resultado calculando os
coeficientes ay em f e mostrando que oy = sgn(o), paratodo o € S,. Para isso,
vamos fazer avaliagdes especificas em f e iniciamos verificando os coeficientes

de transposi¢des particulares.
Primeiro, consideremos a avaliagdo abaixo

flerr.e12,e22,€23,...,€i-1,i.€ii,€ii,€iit1.-...Ck—1kekk) = (1 +Q@i—1 2i))€1k

cujo valor € nulo e assim, «(z;—1 2;) = —1,paratodoi = 1,... k.
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Agora, consideremos a seguinte avaliacao:
flei12, €22, ... €i—1i.€ii,€ii,€iit1,- . Ch—1k»Cki>€k1) = (1 + Q@i—2 2i—1))e11

cujo resultado também € nulo e portanto, a(;—» 2,—1) = —1, para todo i =
2,...,k. Com isso, obtemos que para toda transposi¢do do tipo (i i + 1), temos
oG i+1) =—1=sgn(@ i +1),ondei =1,...,2k — 1.

Recorde que o conjunto de transposigdes {(i i +1):i =1,...,2k — 1} gera
Sok. Desta forma, se para uma permutacdo qualquer € S,i, mostrarmos que
Qr( j+1) = —0r, usando um raciocinio recursivo, teremos provado que o; =
sgn(t), para todo t € Syk.

Com isso, dado t € Sy, considere o polindmio g; = 7 - f, isto &,

gr(x1,...,x01) = Z O Xzg(1) """ Xto(2k) = Z Cr—17Xm(1) " Xn(2k)-

oESHK neSok

Como Id(My(F)) é um T-ideal, para todo t € Sk, gr ¢ uma identidade
multilinear de grau 2k de My (F).
Considere g, —1(xX1,...,X2k) = Y QzXz@) ' Xz(2k)- Observe que o co-
TESHK
eficiente do mondmio x1 - - - xox €igual a @z € N0 MONOMIO X1 (1) * - * X7 (2k)» ObtidO
quando tomamos 7 = (i i + 1), o coeficiente € ar(; ;41). Desta forma, a avalia-
¢ao

8—1(e11,€12,€22,...,€i_1,i,€ii,€ii,€iit1,. . Ck—1k>Ckk) = (Ur + Az i+1))€1ks

¢ nula, ou seja, obtemos que a;(; ;1) = —ar. Como a permutagdo e Sy

foi tomada arbitrariamente, concluimos neste caso que oy = sgn(o), para todo
o€ Sy.

No caso geral, seja /1 o polindmio multilinear obtido através de f pelo processo
de multilinearizagao.

Note que, pelo Lema 3.4.2, deg(h) = 2k. Além disso, pela forma que o po-
lindmio 4 é obtido, temos que A é simétrico em pelo menos duas variaveis. Mas,
pela primeira parte da demonstragéo, 2 ¢ um multiplo escalar de St,; que, como
sabemos, € um polindmio alternado. Como char(F) # 2, um polindmio simul-
taneamente alternado e simétrico em pelo menos duas variaveis deve ser neces-
sariamente nulo. Isso mostra que M (F) ndo satisfaz identidades que ndo sdo
multilineares de grau 2k. A demonstragdo esta completa. O

Como consequéncia da proposicao anterior € do Teorema de Amitsur—Levitzki,
temos o seguinte corolario.
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Corolario 3.4.15. A menos de uma constante, o polinomio Sty é a unica identi-
dade polinomial de grau 2k de My (F).

Como sabemos, se F' € um corpo de caracteristica zero, entdo

1d(M2(F)) = ([[x1, x2], x3], Sta) 7.

Com isso, a identidade [[x1, x2]?, x3], de grau 5, ndo é consequéncia de St4. Logo,
pelo Corolario 3.4.15, o grau minimo de uma identidade polinomial de M»(F) que
ndo ¢é consequéncia de St4 ¢ 5. Um problema interessante na Pl-teoria é determi-
nar o grau minimo de identidades polinomiais de My (F), k > 3, que ndo sdo
consequéncias de St.

Leron (1973) mostrou que, para k = 3, todas as identidades de grau 2k + 1 de
M. (F) sao consequéncias de St,;. Drensky e Kasparian (1983) mostraram que
em M3 (F) todas as identidades de grau 8 = 2 - 3 + 2 sdo consequéncias de St¢.

E possivel mostrar que a algebra My (F) satisfaz a identidade

ar(x.yr.) = Y sgn(@)x @y Wy, ey ®

O0ESKk+1
= CapkH(l,x,xz,...,xk, Lyt,eooy Yio 1)

chamada de identidade de algebricidade de posto k + 1, onde Sk € o grupo de
permutagdes de {0, 1,...,k}. Além disso, temos que o polindmio aj ndo ¢ uma
consequéncia de St,. Portanto, o grau minimo de uma identidade de M3 (F), que
ndo € consequéncia de Stg, ¢ 9.

Na busca por identidades polinomiais da algebra de matrizes My (F), os po-
lindmios centrais tém um papel de destaque. Vamos definir este conceito a seguir,
lembrando que Z(A) denota o centro de uma algebra A.

Defini¢do 3.4.16. Dizemos que um polindmio ndo nulo f = f(xq,...,x,) €
F(X) é um polinomio central para uma algebra A se

L f ¢1d(A);
2. f tem termo constante nulo, ou seja, f € F*(X);
3. f(a,...,ay) € Z(A), paratodos ay,...,a, € A.

Por essa definigdo, podemos ver que f € F(X) é um polindbmio central para
A se, e somente se, [ f, x] € Id(A), onde x € X. Portanto, a partir de um po-
lindmio central para a algebra A, podemos construir uma identidade de A. Como
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um exemplo, observamos que o comutador [x1, x2] ¢ um polinémio central para a
algebra de Grassmann G.

Ja sabemos que [[x1, x2]2, x3] € Id(M»(F)) e de fato, o polindmio [x1, x2]? ja
aparece como polindmio central para M (F') no trabalho de Wagner (1937). Esse
polinémio ficou conhecido como polindmio de Wagner—Hall e, por muitos anos,
foi 0 tinico polindmio central conhecido para algebras de matrizes. No entanto, Ka-
plansky (1957) conjecturou a existéncia de polindmios centrais para My (F'), para
qualquer k = 1, sendo essa conjectura provada independentemente por Formanek
(1972) e Razmyslov (1973).

Teorema 3.4.17. Para qualquer k = 1, existe um polinémio central para a dlge-
bra My (F).

Como no caso de identidades polinomiais, podemos nos perguntar sobre o grau
minimo de um polindmio central para M (F'), especialmente para char(F) = 0.
O polindmio central dado por Formanek é de grau k2, enquanto que o construido
por Razmyslov tem grau maior. Porém, a partir do polindmio dado por Razmyslov,
Halpin (1983) deduziu um outro polindmio central de grau k2, indicando que k2
seria 0 menor grau de um polindmio central para My (F), onde k = 3. Mas,
Drensky e Kasparian (1983) construiram um polindomio central de grau § para
M5 (F), mostrando que 32 ndo é o grau minimo nesse caso.

Em seguida, Formanek (1991) conjecturou que o grau minimo de um polind-
mio central para My (F') é exatamente %(k2 + 3k —2),parak = 3. Porém isso foi
refutado por Drensky (1995), que construiu, para qualquer £ = 3, um polinémio
central de grau (k — 1)% 4 4 para My (F) e, até 0 momento, esse é 0 menor grau
de um polindmio central construido para algebras de matrizes.

Finalizamos com uma importante observacao a respeito de polindmios centrais
na produgdo de identidades de 4lgebras de matrizes feita por Rowen (1980).

Proposicio 3.4.18. Se f = f(x1,...,Xxn) € um polinomio central para My (F),
entdo f éuma identidade de Mj._1(F).

Demonstragdo. Podemos imergir My_;(F) em My (F) da seguinte maneira:
(aij) = (bks), onde byy = ays, paral < k,s <n—1e by, = by, = 0,para
1 < k < n, ou seja, em My (F) consideramos uma matriz com a Gltima linha e a
ultima coluna nulas, obtida de uma matriz de My _;(F).

Sendo f = f(x1,...,X,) um polindmio central para My, (F'), para quaisquer
ai,...,an € My_{(F), temos f(ai,...,ay) estd no centro de My (F).

Portanto, essa ¢ uma matriz multiplo escalar da matriz identidade k x k e, ao
mesmo tempo, a entrada (k, k) é nula. Portanto, f(ay,...,a,) = 0Oe, assim, f é
uma identidade de M _,(F). O
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Exercicios V ou F da Secao 3.4: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

(1) Stan+1 € 1d(My(F)).
(2) Cap,2, € umaidentidade de M, (F).

(3) Opolindémio St5(x1, xz)xi1 ndo é umaidentidade da subalgebra A = F(e11+
ex2 + e33) + Feip + Feyz + Fepz de UTs.

(4) Se A satisfaz o polindmio [x1, X2] -« - [X2n—1, X2n], entdo A satisfaz Stz,.
(5) O grau minimal de uma identidade de M4(F) é 6.
(6) O polindmio [x1, x2]? é um polinémio central para M3(F).

(7) Sta(x1,x2) é um polinémio central para U T5.



Para descrever todas as identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra A, de-
vemos encontrar um conjunto gerador de Id(A4) como um 7 -ideal, conforme visto
na Se¢ao 3.3. Porém, nem sempre € simples determinar este conjunto gerador,
como ja comentamos anteriormente. Na tentativa de minimizar essa dificuldade,
Regev (1972) introduziu a chamada sequéncia de codimensdes de uma algebra A,
denotada por {c, (A)},n=1, que, de uma certa maneira, controla o crescimento das
identidades satisfeitas por A.

A sequéncia de codimensdes, além de ser uma importante ferramenta para
o estudo das identidades polinomiais satisfeitas por uma algebra, se tornou um
dos principais objetos de investigagdo na Pl-teoria. A possibilidade de algebras
distintas possuirem o mesmo 7 -ideal favorece o estudo da classe das algebras que
satisfazem as identidades da algebra A que serd introduzida aqui, a chamada de
variedade gerada por A e denotada por var(A).

Neste capitulo, vamos apresentar propriedades de T-ideais de identidades e
construir geradores para T-ideais de algumas algebras. Além disso, vamos dar
as principais informagdes sobre a sequéncia de codimensdes, com exemplos con-
cretos do seu calculo para particulares algebras. Também daremos exemplos de
algebras geradoras de uma mesma variedade.
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4.1 T-ideais e variedades

Um dos interesses da Pl-teoria ¢ conhecer todas as identidades satisfeitas por uma
dada F-algebra A. Por este motivo, consideraremos

[d(A) = {f e F(X): f=0em A}

como o T-ideal das identidades de A4, definido na Sec¢do 3.3.

Nessa secao, vamos inicialmente estabelecer algumas propriedades bésicas de
T-ideais de identidades e, em seguida, estudar algebras que satisfazem as mesmas
identidades.

Exercicio 4.1.1. Mostre que se A ¢ B sdo F-algebras isomorfas entdo [d(4) =
1d(B).

Lema 4.1.2. Se é A uma F-dlgebra, entdo temos o seguinte.
1. Se B é subdlgebra de A, entdo 1d(A) C Id(B).
2. Se I éideal de A, entdold(A) C1d(A/I).

3. Se B é uma F-dlgebra isomorfa a uma subdlgebra de A, entdo 1d(A) <
Id(B).

Demonstragdo. O primeiro item ¢ obvio, pois se f € 1d(A), entdo f se anula
pela avaliacdo de quaisquer elementos de A e, portanto, se anula ao ser avali-
ado por quaisquer elementos de B. Para ver o segundo item, tomemos f =
f(x1,....xp) €ld(A) eay,...,a, € A/I. Temos que

f(c_ll,...,[ln)=f(a1,...,an)=(_).

Com isso, segue que f € Id(A/I) e isto prova o item 2. O item 3 segue direta-
mente do item 1 e do Exercicio 4.1.1. O

Lema 4.1.3. Se A e B sdo dlgebras, entdo 1d(A & B) = 1d(A) N 1d(B).

Demonstragdo. Primeiramente, observe que ab = 0, paratodoa € A,b € B, ja
que a soma A @ B ¢é direta. Logo, se f(x1,...,xn) € F{X), entdo

flay +b1,....an +by) = f(ai,...,an) + f(b1,...,by)

paratodosa; € A,b; € B,i =1,...,n.
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Assim, se f € I[d(ADB),entdo0 = f(a1+b1,...,an+bn) = f(ai,...,an)
+ f(b1,...,by), paratodosa; € A,b; € B,i =1,...,n.Como AN B = {0},
segue que f € Id(A) N Id(B). Reciprocamente, se f € Id(A4) N Id(B), entdo
flay + by,...,an + by) = f(ar,...,an) + f(b1,...,by) = 0, para todos
a; € A,b; € B,i =1,...,n.Portanto, f € Id(A & B). O

Durante este texto, estamos trabalhando com um corpo F com caracteristica
zero, mas ndo exigimos que o mesmo seja algebricamente fechado. Em algumas
situagdes, esta sera uma condi¢do importante e, a seguir, vamos ver que quando
estamos provando resultados a respeito da sequéncia de codimensdes de uma al-
gebra, sera possivel assumir essa propriedade para o corpo.

Defini¢do 4.1.4. Dizemos que uma identidade f € F({X) de uma F-algebra A é
estavel se f for uma identidade de A ® C, para qualquer F-algebra comutativa
C.

No préximo resultado, provaremos que, quando F ¢ um corpo de caracteristica
zero, todas as identidades de A sdo estaveis.

Proposicao 4.1.5. Se A é uma F-dalgebra e C é uma F-dlgebra comutativa, entdo
Id(4) Cc Id(4A ® C).

Demonstragdo. Suponhamos que f = f(x1,...,Xx,) seja uma identidade de A
que podemos supor multilinear, pois char(F) = 0. Agora, devemos provar que,
para quaisquer elementos a; ® by,...,a, @b, € AQ C,coma; € Aeb; € C,

1 <i < n,temos que
flar ®by,....an ® by) = 0.
Usando a multilinearidade de f e a comutatividade de C, temos
fa1®by,....an @ by) = flar,....an) @ by--bp =0
pois f(ai,...,an) = 0. Assim, f € Id(A ® C) e isto conclui a nossa prova. [

O T-ideal de uma F-algebra A ¢ definido como o conjunto de todos os polino-
mios de F{X) que sdo satisfeitos por A. Contudo, podem existir outras algebras
que satisfazem as mesmas identidades de A, e isto nos motiva a definir o conceito
de variedade de algebras, conforme faremos a seguir.

Inicialmente, consideremos S C F (X ) um conjunto ndo vazio de polinémios
e (S)7 o T-ideal gerado por este conjunto. A seguir temos a defini¢do de variedade.
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Defini¢io 4.1.6. Definimos a variedade determinada pelo conjunto S, denotada
por V(S), como a classe de todas as algebras que satisfazem todas as identidades
no conjunto S.

Observe que se S = {0}, entdo V(0) ¢ a classe de todas as algebras. Se S =
F(X), entdo V(F (X)) consiste apenas de {0}.

Exemplo 4.1.7. Se S = {[x1, x2]}, entdo V(S) ¢ a classe de todas as algebras
comutativas.

Dizemos que uma variedade V = V() é ndo trivial se S # {0}. A variedade
¢ dita ser propria quando € ndo trivial e contém uma algebra ndao nula. Por exemplo,
para uma dado natural m, temos que V(x™) é uma variedade propria, que ¢ a classe
de todas as algebras nil de expoente limitado por m.

Observamos que V(S) = V({(S)r) e (S)r = ﬂ Id(A). Vamos escrever

A€y
Id(V) = (S)r e desta forma, temos que cada variedade corresponde a um T-ideal

de F(X). Reciprocamente, dado um T-ideal / de F{X), podemos considerar a
variedade de todas as algebras satisfazendo os polindomios em /.

Proposicio 4.1.8. A correspondéncia definida acima é biunivoca.

Demonstracdo. Primeiramente, consideremos I; € I, dois T-ideais distintos de
F{X). Podemos tomar, digamos, f € I tal que f ¢ I, . Mas note que no caso
considerado, temos A = F(X)/I> € V(I) e, como A ndo satisfaz f, segue que
A ¢ V(I1). Portanto, temos V(I1) # V(I2).

Agora, consideremos V; e V), duas variedades distintas e digamos que 4 € V),
mas A ¢ V, . Isto significa que existe f € Id(),) tal que f ¢ Id(A4). Como
Id(V1) C Id(A), concluimos que Id(Vy) # 1d(Vs). O

Dadauma variedade ), vimos na Proposicao 3.3.8 que existe uma algebra A tal
que Id(A) = Id(V). De fato, basta considerar A = F{X)/Id(V). Porém, podem
existir outras algebras nessa mesma situacédo e, desta forma, para uma F-algebra
A tal que 1d(4) = Id(V), diremos que A gera a variedade V e escreveremos
VY = var(A). Com isso, para uma uma algebra B, temos

B € var(A) se, e somente se, Id(4) C Id(B).

Definicao 4.1.9. Se duas F-algebras A e B sdo tais que Id(4) = Id(B), entdo
dizemos que A e B sao algebras Pl-equivalentes.
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E claro que se A e B sio Pl-equivalentes, temos var(4) = var(B). A notagdo
que utilizaremos nesta situacdo ¢ A ~py B.

Proposicio 4.1.10. Seja V = var(A) uma variedade propria de dlgebras.
1. Se B é uma subdlgebra de A, entdo B € V.
2. Sel éum ideal de A, entdo A/l € V.
3. Se B esta isomorficamente imersa em A, entdo B € V.

4. Se {A;}ier é uma familia de subdlgebras de A, entdo || Ai € V.
ieT

Demonstragdo. Os item 1, 2 e 3 seguem diretamente do Lema 4.1.2. Para provar

o item 4, dados a®, . .a™ ¢ [T A4;, onde a) = (ai(j)),-ez,j =1,...,n,¢e
i€l
f € F(X), temos que

f@.. ™) = (@, .a)ier.

Logo, se f € Id(A), entdo f(algl),...,ai(")) = 0, para todo i € Z. Portanto,

feld ( [T A ,-), como queriamos demonstrar. O
i€T

A partir da proposi¢ao acima, vemos que uma variedade var(A4) ¢ fechada ao
tomarmos subalgebras, imagens homomorficas e produtos diretos e estas proprie-
dades realmente caracterizam uma variedade como estabelecido pelo Teorema de
Birkhoff, que enunciamos abaixo, cuja demonstragdo pode ser encontrada no livro
de Drensky (2000).

Teorema 4.1.11. Uma classe ndo vazia de dalgebras V é uma variedade se, e so-
mente se, sdo validas as seguintes propriedades:

1. SeAeVe f:B— Aéummonomorfismo, entdo B € V.
2. SeAeVe f:A— Béumepimorfismo, entdo B € V.
3. Se {A;j}ier € uma familia de dlgebras tais que A; € V, para todoi € I,

entdo || Ai € V.
i€l
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A partir de agora, e até o final do capitulo, F denotara um corpo de caracteris-
tica zero e todas as algebras serdo tomadas sobre corpos de caracteristica zero.

Na Proposicao 3.1.34, estabelecemos uma forma de escrever cada polindmio
multilinear em f € F(X) e, no Exemplo 3.1.35, reescrevemos o polindmio f =
X1X3X2X4[Xg, X5] como

J = x1lx3,x2, x4][xe, x5] + x1x4[X3, X2][X6, X5] + X1X2X3X4[X6, X5].

Para complementar esse exemplo, vamos considerar o T-ideal

I = ([x1,x2][x3, x4]) 1 -

Pelo que vimos acima, podemos escrever f, modulo /, simplesmente como
X1X2X3X4[X6, X5], pois 0s demais termos que compdem f estdo em /, ou seja,

f = x1x2x3X4[X6, x5] (mod 1).

Esta sera uma estratégia que usaremos na demonstragao da proxima proposi-
¢do, onde determinaremos os geradores do T-ideal da subalgebra G, da algebra de
Grassmann G, que € gerada, como algebra, por 1, e; e e3, ou seja,

G2 = (l,e1,e2 :ejej = —e¢je;).

Esta subalgebra faz parte de uma familia de subalgebras de dimenséo finita de G.
De fato, para cada k = 2, podemos considerar

Gk =(Ler.....ex tejej = —eje;) 4.1

uma subalgebra de G de dimensao 2k que possui uma base como espago vetorial

formada por 1 e pelos elementos [][ ej, ---e;,,onde | <s < k.
i <-<ig

PI‘OpOSiQﬁO 4.1.12. Id(gz) = ([Xl , X2, X3], [xl, XZ][X3, X4])T.

Demonstragcdo. Como G, ¢ uma subalgebra de G ¢ [x1, x2, x3] € Id(G), segue
imediatamente que [x1, x2, x3] € 1d(G2). Observamos também que quando avali-
amos o polindmio [x7, x2][x3, x4] em elementos de G5, se um deles for 1, obtemos
zero e se todos forem diferentes de 1, obtemos um elemento que é soma de produ-
tos com pelo menos 4 elementos el’- s e, portanto, o resultado também deve ser o
elemento nulo. Assim, [x1, x2][x3, x4] € 1d(G>).
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Considerando I = ([x1,x2,x3], [x1, X2][x3, X4]) 7, temos que I C 1d(G2).
Agoraseja f = f(x1,...,x,) uma identidade de G, que podemos assumir mul-
tilinear. Desde que f € P,, podemos usar a Proposi¢do 3.1.34 ¢ escrever f
modulo, P, N I, como uma combinagao linear de elementos da forma

X1...Xp € Xip ... Xi, 5[Xi, Xj], comiy <+ <ip_».

Como [x;, x;] = —[xj, x;], podemos também considerar i < j. Assim, exis-
tem escalares o, B;; € F,com 1 <i < j < n, tais que

n
f=axy...xp + Z BijXiy - - Xi,_,[xi,x;] (mod P, N T). (4.2)

ij=1
i<j

Como f € 1d(G>), ao avaliarmos em elementos de G,, obtemos zero. Fazendo
inicialmente x; = 1, paratodo k € {1,...,n}, usando a Equagao (4.2), vamos
obter « = 0. Em seguida, considerando i e j fixados, fazemos a substituigdo
X;i = ey, x; = exyexy = 1, paratodo k ¢ {i, j}. Novamente, voltando na
Equagdo (4.2), obtemos B;; = 0. Repetindo esse raciocinio, teremos f;; = 0
para todos i, j € {l,...,n}, comi < j. Concluimos que f € I e, portanto,
1d(G,) C 1, o que prova o resultado. O

De modo mais geral, temos o seguinte resultado provado por Giambruno, La
Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 4.1.13. Se k = 1, entao

Id(Gox) = ([x1, X2, x3] . [x1, X2] -+ [X2k 41, X2k 42]) 7 -

Para dar exemplos de algebras que geram a mesma variedade, vamos mostrar
que a seguinte subalgebra de U T3, também definida por Giambruno, La Mattina
¢ Petrogradsky (ibid.), é PI-equivalente a G»:

b
N3 = a ca,b,c,d € F
0

S O <
ISEERN U

Pl‘OpOSiQﬁO 4.1.14. Id(N3) = ([xl,xz,X3], [xl,X2][X3,X4])T.
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Demonstragdo. Nao é dificil mostrar que [x1, x2, X3], [x1, X2][x3, x4] € Id(N3).
Assim, segue que I = ([x1, x2, x3], [x1, x2][x3, x4])7 C Id(N3).

Consideremos agora f = f(xi,...,X,) uma identidade multilinear de Ns.
Usamos os mesmos argumentos usados na prova da Proposicdo 4.1.12 e escreve-
mos f, mddulo /, como uma combinagdo linear de elementos exatamente como
na Equagao (4.2).

Fazemos inicialmente a avaliagdo x; = ej1 + €22 + e33, para todo k €
{1,...,n}, eobtemos @ = 0. Em seguida, parai e j fixos, fazemos a substituigdo
X; = e12,X; = ex3 e Xy = e11 + ey + e33, paratodo k ¢ {i, j}, e obtemos
Bij = 0. Claramente, f;; = O paratodosi,j € {1,...,n},comi < j e, assim,
f € I, provando que Id(N3) = I, como queriamos. O

Como consequéncia das Proposi¢des 4.1.12 e 4.1.14, obtemos que N3 ~py
G», o que € o mesmo que dizer que var(N3) = var(G»).

A algebra N3 faz parte de uma familia de algebras que foi introduzida por Gi-
ambruno, La Mattina e Petrogradsky (ibid.), com um papel importante na classifi-
cacdo de variedades com propriedades particulares, como veremos futuramente.

Para definir esta familia de algebras, Giambruno, La Mattina e Petrogradsky
k—1
consideraram, para k > 3, a matriz definida por Hy = )_ e;;+1 da algebra de
i=1
matrizes U Ty. Por exemplo, para k = 4, temos Hy = e12 + e23 + e34 ¢, note
que, H Z = e13 + en4 que explicitamente sdo as matrizes

0100 0 010
o N s
0 00O 0 00O
Em seguida, os autores definiram a algebra
Ni = spang {Ik, Hy HZ..... H,’;—Z,elz,e13,...,e1k} (4.4)

onde /; denota a matriz identidade k xk. Observe que a defini¢do acima nos indica
que as matrizes em N3 sdo da forma apresentada e, a partir das Equagdes (4.3)
e (4.4), também vemos que

Ny = ta,b,c,d,e, f € F

S oo R
oo o>
o a0
QX
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A seguir, apresentamos o T-ideal de N, conforme provado no artigo de Gi-
ambruno, La Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 4.1.15. Para k = 3, temos Id(Ny) = {[x1,...,xk], [x1, x2][x3, x4]) 7.

Finalizamos a se¢do observando que, pela Proposi¢ao 4.1.10, para qualquer
n =1 M,(F) € var(M,,+1(F)), pois My+1(F) contém uma subalgebra iso-
morfa a M, (F). Desta forma, temos var(M,(F)) C var(Mp+1(F)) mas, clara-
mente a inclusdo ¢ estrita, pois My +1(F) ¢ var(M,(F)) de acordo com o Le-
ma 3.4.2 e o Teorema 3.4.13.

Assim, temos uma cadeia ascendente infinita de variedades

var(F) € var(M»(F)) € var(M3(F)) < ...

Exercicios V ou F da Secao 4.1: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, A e B representam F'-
algebras.

(1) Id(UT») C Id(U T3).

(2) ld(M»(F)) C Id(UT>).

(3) [x1,x2]? € 1d(N3).

(4) 1d(Gs) = Id(Ne).

(5) [x1,x2][x3, x4][x5, x6] € Id(G4 ® Ny).

(6) Se J é o radical de Jacobson de A4 entdo J € var(A).

(7) Se A e B tém radicais de Jacobson J(A4) e J(B), respectivamente, entdo
J(A) & J(B) € var(A & B).

(8) Se I =1d(G2) e f = x3x1[x2,x4]+ [x1,X2]x3 entdo f = x1x3[x2, x4] +
x3[x1, x2](mod 7).

(9) Se B éumasubalgebrade A e B ¢ uma Pl-algebra, entdo A ¢ uma PI-algebra.
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4.2 A sequéncia de codimensoes

Para minimizar as dificuldades na descri¢do de um T-ideal, associamos uma sequén-
cia numérica a uma F-algebra A para, de uma certa maneira, “medir” as identi-
dades polinomiais satisfeitas por essa algebra. Assim, definiremos a sequéncia de
codimensoes de A e passaremos a estudar o T-ideal Id(A) através do comporta-
mento assintotico desta sequéncia.

Como vimos na Se¢ao 3.3, o T-ideal das identidades de A ¢ gerado pelo con-
junto de seus polindmios multilineares. Desta forma, o F-espaco vetorial dos
polindmios multilineares em x1q, . .., Xy

Py = spanp{xs(1) ... Xg(n) : O € Sn}.

torna-se particularmente importante.
Observamos que Id(A) é gerado pelo subespaco

(P1 N1d(A)) + (P, N1d(A)) + (P3 N 1d(A)) + ---

na algebra associativa livre. Consequentemente, as dimensdes dos espagos Py N
Id(A) nos fornecem, de certa forma, o crescimento das identidades da algebra A.
Foi por este motivo que Regev (1972) introduziu a sequéncia de codimensdes de
uma algebra.

Definicao 4.2.1. Seja A uma F-algebra, e consideremos o F-espaco vetorial
Pn(A) =
A por

—————— Para todo n = 1, definimos a n-ésima codimensao de
P, N1d(A)

cn(A) = dimp (Pp(A4))

Além disso, se V = var(A) ¢é a variedade gerada por A, entdo definimos
cn(V) = ¢y (A) e dizemos que esta é a n-ésima codimensao da variedade V.

O conhecimento da sequéncia {c, (A4)}n>1 de uma F-algebra A é de bastante
interesse em Pl-teoria, pois esta fornece uma ideia do crescimento das identidades
satisfeitas por A.

A seguir, damos alguns exemplos de algebras cujas sequéncias de codimensdes
sao facilmente calculadas, porém esse calculo ndo ¢ um trabalho fécil na maioria
das situacdes.
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Exemplo 4.2.2. (a) Se A é uma F-algebra comutativa unitaria sabemos que
Id(A) = {[x1, x2])7. Qualquer polinémio de P, pode ser escrito, modulo
P, N1d(A), como um multiplo escalar do polindmio xj - - - x5, o qual ndo
¢ uma identidade de A. Logo dimp (P,(A)) = 1, ou seja, ¢, (A) = 1, para
todon = 1.

(b) Seja A uma F-algebranilpotente de indice m. Se f(x1,...,X,) € Py, onde
n = m, temos que f(ai,...,a,) = 0 sejam quais forem ay,...,a, € A.
Dessa forma, ¢, (A) = dimg (P, (A)) = 0 quando n = m.

O resultado a seguir € importante para que possamos comparar as sequéncias
de codimensoes de algebras A e B em situagdes especificas.

Proposicao 4.2.3.

1. Se B € var(A), entdo ¢, (B) < cn(A), para todon = 1.

2. Seld(A) C Id(B) e cn(A) = cp(B) para todon = 1, entdo A ~py B.
Demonstragdo.

1. Como B € var(A), temos que P, N 1d(4) C P, N1d(B). Dessa forma,
dimg (P, N 1d(A4)) < dimp(P, N Id(B)). Assim, temos que ¢, (B) <
cn(A).

2. Por hipétese, temos ¢, (A) = c,(B) e assim,
dimg (P, N1d(A)) = dimg (P, NId(B))

para todo n = 1. Como também temos que P, N Id(A) C P, N Id(B),
obtemos P, N1d(4) = P, N1d(B) paratodon = 1. Como sobre um corpo
de caracteristica zero todo T-ideal é gerado por polindmios multilineares,
concluimos que 1d(A4) = Id(B).

O]

Com o proximo resultado, vemos que a codimensdo da soma direta de duas
algebras A e B é controlada pelas codimensodes de A e de B.

Proposicio 4.2.4. Se A e B sdo duas F-dlgebras, entdo temos que c, (A @ B) <
cn(A) + cn(B).
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Demonstragdo. Pelo Lema4.1.3, sabemos que Id(A @ B) = 1d(4) N1d(B). Con-
sideremos a aplicagdo linear entre espagos vetoriais

. p Py : Py
¢ P = pon1da) T Py N 1d(B)
dada por ¢(f) = (f + (P, N1d(A)), f + (P, N1d(B))), paratodo f € P,.

Temos que o nucleo desta aplicagdo ¢ dado por Ker(¢p) = P, N1d(4A) N1d(B) =
P, N1d(A & B). Logo temos uma imersdo de espagos vetoriais

P.N1d(A®B) _ Py,N1d(A) | P, N1d(B)

e segue dai que ¢, (A @ B) < ¢y (A) + cun(B). O

Vamos agora definir terminologias em relacdo a sequéncia de codimensdes de
uma dada algebra A e de variedades.

Definicao 4.2.5.

1. A sequéncia de codimensdes {c,(A4)}n=1 de uma algebra A ¢ limitada ex-
ponencialmente se existem constantes a, « > 0 tais que ¢, (4) < aa”, para
todon = 1.

2. A sequéncia de codimensdes de A cresce exponencialmente se existe uma
constante o = 2 tal que ¢, (A) = . Neste caso, dizemos que A tem cres-
cimento exponencial.

3. Uma variedade V tem crescimento exponencial se V é gerada por uma alge-
bra de crescimento exponencial.

Observe que, como dimg (P,) = n!, desde que a algebra livre F{X) ndo ¢é
uma Pl-algebra, temos ¢, (F (X)) = n!. Note ainda que podemos verificar se
uma F-algebra ¢ ou ndo uma PIl-algebra, olhando a sequéncia de codimensdes.
De fato, temos ¢, (A) = n! — dim(P, N Id(A4)). Além disso, sabemos que se A
satisfaz alguma identidade polinomial, entdo A satisfaz um identidade multilinear.
Portanto, A é uma PI-algebra se, e somente se, ¢,(A) < n!, para algum n > 1.
Por outro lado, € importante informar que Regev (1972) melhorou a cota superior
para a sequéncia de codimensdes de uma Pl-algebra provando o teorema a seguir.

Teorema 4.2.6. Se uma F-dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial, entdo
cn(A) é limitada exponencialmente.
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Em seu artigo, o autor usou este fato como uma ferramenta para mostrar que
se A e B s3o Pl-algebras sobre um corpo F, entdo A ® B também satisfaz uma
identidade polinomial ndo nula. De fato, Regev mostrou o seguinte teorema.

Teorema 4.2.7. Se A e B sdo Pl-dalgebras sobre um corpo arbitrario F, entdo
cn(A® B) < cp(A)cen(B), para todon = 1.

Um ano mais tarde, LatySev (1972) estabeleceu uma cota exponencial para
a codimensdo em funcdo do grau de uma identidade polinomial satisfeita por A,
provando o teorema a seguir.

Teorema 4.2.8. Se uma dalgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau
s = 1, entdo c,(A) < (s — 1)".

Quando temos uma algebra de dimenséo finita, podemos dar uma cota superior
para a sua codimensao através do proximo resultado de Bahturin e Drensky (2002).

Proposicio 4.2.9. Se A é uma dlgebra tal que dimp (A) = d, entdo cn(A) <
dn+1_

Demonstragdo. Fixadon = 1, seja {mi(x1,...,xn),....mn(X1,...,X,)} uma
base de P, sobre F.

Seja f uma identidade da algebra A. Podemos supor, sem perda de generali-
dade, que f ¢ multilinear de grau n e, portanto, pode ser escrita como

N
fr . xn) = Y ajmj(x1.....xs), onde oy € F. (4.5)
ji=1
Sel’ ={ay,...,a;}éumabasede A, consideremos .S o conjunto de todas as

n-tplas cujas entradas sdo elementos de I". Observamos que S tem d” elementos
e como f ¢ uma identidade polinomial de grau n de A, sabemos que f se anula
sob todas as avaliagdes por elementos de S

Podemos traduzir o fato acima a partir de um sistema homogéneo contendo 7!
variaveis, correspondentes aos coeficientes « j, que aparecem na Equacdo (4.5), e
d" equagdes lineares, cada uma delas correspondente a um elemento de S. Escre-
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vemos isto abaixo

N
Y ajmj(ay...ay) = 0
j=1
N
> ajmj(araz...ap) = 0
j=1
N
Y ajmj(ag...aq) = 0.
j=1

Agora, reescrevendo o lado esquerdo das equagdes acima como combinagio
linear dos elementos de I", obtemos um sistema linear homogéneo com d”*1
equagdes e N = n! variaveis.

Notemos que a dimensao do espaco solugdo do sistema acima ¢ maior ou igual
an!—d"*1, Mas a dimensdo do espago solugdo deste sistema é igual a dimensao
de P, N 1d(A). Como ¢,(A) = dimp(P,) — dimg (P, N 1d(A)), segue que
cn(A) <d B+l O

Veremos que para algumas algebras podemos melhorar a cota superior dada
para a codimensao e estabelecemos a seguinte definicao.

Definicao 4.2.10.

1. A sequéncia de codimensdes {c;(A)}n=1 € limitada polinomialmente se
existem uma constante ¢ € um numero inteiro ndo negativo k tais que
cn(A) < ank, para todo n arbitrariamente grande. Neste caso, dizemos
que a algebra A tem crescimento polinomial.

2. Uma variedade )V tem crescimento polinomial se V ¢ gerada por uma algebra
de crescimento polinomial.

Nas proximas proposi¢des, apresentaremos exemplos de algebras de cresci-
mento polinomial.

Proposicio 4.2.11. Seja G, a dlgebra definida na Se¢io 4.1. Temos ¢y, (G2) =
n2—n+2

>, paratodon = 1.
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Demonstragdo. Temos que mostrar que o espago quociente Py, (Gr) = %
n2—n+2

possui uma base com *—"= elementos. Observamos que, na demonstragdo
da Proposi¢do 4.1.12, ja provamos que qualquer polindmio f em P, modulo
P, N G, pode ser escrito como uma combinagao linear dos polinémios xj ... Xy
€ Xiy ... Xip_[Xj, Xjp],comiy <--- <ip_peji> jo.

Assim, o conjunto de polinémios

B ={x1...Xn, Xij.. . Xi,_,[Xj,Xjp] 111 <-r <ip—2, j1> J2}

¢ um conjunto gerador de P,(G»). Além disso, pela demonstragdo da Proposi-
¢do 4.1.12, os polindbmios em B sao linearmente independentes modulo P, N Gs.
Desta forma, B é uma base de P, (G>).

Agora vamos contar quantos elementos temos na base B, comecando pelos
polindmios do tipo x;, ... X;, ,[Xj,,X},] nas condigdes definidas. E claro que ¢
suficiente determinar as variaveis que vao ocupar as entradas do comutador, pois,
desta forma, todas as outras ja estarfo determinadas devido a ordenagdo. A quan-

tidade destas variaveis & (;) = @ Assim, a quantidade total de elementos na

. n(n—1 . .
base é % + 1, que é exatamente o que queriamos provar. U

Em geral, no artigo de Giambruno, La Mattina e Petrogradsky (2007), temos
o seguinte resultado sobre as algebras G5, definidas na Secéo 4.1.

k
Proposi¢io 4.2.12. Para k = 1, temos ¢y (Ga) = Y. (z"j),para todon = 1.
Jj=0

Pela proposi¢do acima, temos que, para k = 1, as algebras G, t€m cresci-
mento polinomial. Particularmente, para cada k = 1, as codimensdes dadas sdo
expressas por polindmios em n de grau 2k.

Observemos que a partir das Proposicdes 4.1.12, 4.1.14 e 4.2.11, temos para
todon =1,
n?—n+2

> .

Agora vamos enunciar o resultado sobre a sequéncia de codimensdes das alge-
bras Ny, k = 3, definidas na Sec¢do 4.1.

cn(N3) = (4.6)

k—1
Proposicio 4.2.13. Para k = 3, temos ¢, (Ng) =1+ ). ('})(] — 1), para todo
j=2

n=1.
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A partir da proposigao anterior, vemos que, para k = 3, as algebras Nj tém
crescimento polinomial, ¢ as codimensdes dadas sdo expressas por polindmios em
n de grau k — 1. Particularmente, as algebras N3 e G, tém crescimento quadratico,
ou seja, as codimensdes sdo dadas por polindmios de grau 2.

Em geral, se A é uma algebra de crescimento polinomial, temos que a n-ésima
codimensdo de A ¢ dada por um polindmio em n com coeficientes racionais como
foi provado por Drensky e Regev (1996).

Teorema 4.2.14. Seja A uma dlgebra de crescimento polinomial. Entdo
en(A) = gn* + 0@ ™

ondek =0, g € Q e O(nk~1) representa um polinémio de grau menor ou igual
a k — 1 com coeficientes racionais.

Motivados pelo teorema acima, a partir de agora, sempre que V for uma vari-
edade de crescimento polinomial, vamos dizer que V' ¢ uma variedade de cresci-
mento 1n¥, para algum inteiro k > 0, e para sua sequéncia de codimensdes escre-
veremos ¢, (V) &~ gn*, para algum g € Q.

No que segue, estaremos interessados em observar a influéncia do corpo no
calculo das codimensdes de uma algebra.

Lembremos que, na Proposicdo 4.1.5, provamos que se A ¢ uma algebra sobre
um corpo F de caracteristica zero, entdo toda identidade de A é estavel. Em parti-
cular, se K é uma extensao de F, temos que Id(A4) C Id(4 ® K), ja que K é uma
F-algebra comutativa.

Por outro lado, observemos que também temos Id(4 ® K) C Id(A), pois 4
pode ser vista como uma subalgebrade A ® K.

Com isso, temos uma igualdade

1d(4 ® K) = 1d(A) (4.7)

onde consideramos apenas as identidades de A ® K como F-algebra. Consequen-
temente, para n > 1, temos

cF(A)=cFA4®K)

onde o indice superior na igualdade acima significa que as duas sequéncias de
codimensdes sdo calculadas sobre o corpo F.
No Corolario 1.2.61, ja provamos que toda base de A como F-algebra ¢ uma
base para A ® K como K-dlgebra. Isto permitiu estender os escalares de A de
maneira que A pudesse ser considerada como uma K-algebra.
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Uma pergunta natural que surge neste momento é: como se relacionam a
sequéncia de codimensdes de A como F-algebra e a sequéncia de codimensdes de
A, considerada como K-algebra? Ou seja, qual a relagdo entre ¢f (4) e cX(4 ®
K)?

Na notag¢do acima, estamos considerando

K , P
¢, (A® K) = dimg

PEKNIdg(A ® K)

onde PnK = P, ® K denota o conjunto dos polindmios multilineares de grau n
com coeficientes em K e Idg (4 ® K) as identidades de A ® K com coeficientes
em K. Vamos responder a questao abaixo.

Proposicao 4.2.15. Sejam A uma Pl-dlgebra sobre um corpo F de caracteristica
zero e K uma extensdo de F. Entdo, para todo n = 1, temos que

K(A® K) = ¢ (A),

Demonstragéio. Suponhamos que ¢ (4) = m e consideremos { f1, ..., f} uma

F Py
base de Pn (A) = m,
tilineares de grau n com coeficientes em F e Idg(A) as identidades de A com
coeficientes em F.
Sejam 7 : PnF — PnF (A) a projegdo candnica, f1,..., fm € PnF tais que

n(fi)= fi,i=1,...,m,e{g1,..., gk} umabase de P,f NIdr(A). Assim,

onde P,f" denota o conjunto dos polindmios mul-

B={fi..... fm.&1..., 8k}, com m+k =n!

¢ uma base de PnF . Pelo Corolario 1.2.61, a partir de B, podemos obter uma base
B’ de PnK , que por simplicidade continuaremos denotando seus elementos como

anteriormente, ou seja, B’ = { f1,...., fm. &1 ..., &k }-
Com isso, dado um polinémio f = f(x1,...,Xx,) € PnK , temos que existem
escalares a1, ...,%m, B1,..., Pr € K tais que

i=1

m k
f=Yaifi+> Bjg
j=1

Logo,

k m
g=g0x1,....x) =) Bjgi=[f—) aifi cldg(A® K)

j=1 i=1
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pois como K é uma extensdo de F, temos Idr(4) C Idp(A® K) C ldg (AR K)
€ assim, vemos que g € PnK NIdg (4 ® K).

m
Além disso, qualquer combinagdo linear ndo nula ) «; f; ndo é uma identi-
i=1
dade de A ® K. De fato, consideremos

h=o1fi+ 4 amfmeldg(4 ® K)

comoq,...,0,; € K e vamos escrever cada um dos escalares «; em uma base 5
de K sobre F

ai =Y Pijtjii€{l.....m}.t; € B.Bij € F.

J

Sejamayg,...,ap € Aea;®1,....,a, 1 € AR K. Assim:

m
ha1®1,....,a, ®1) = Y «aifia1®1,...,a,®1)
i=1
m
= X Zﬂijfi(al,...,an))ébtj.
Jj =1

Como & € Idg (A ® K), temos que:
m
Z (Zﬁijfi(al,--.,an)) ®t; =0.
i \i=1

Mas agora, como { f1,..., fm} ¢ linearmente independente sobre K, entdo,
para qualquer sequéncia (b1, ..., b,) de elementos em A, os elementos

(Zﬂijfi(bl,---,bn)) ® 11, (Zﬂijfi(bl,.--,bn)) ® 12, ...

i=1 i=1

m
sao linearmente independentes. Dai, segue que Y B;; f; € Idr(A), para todo
i=1
j €f{l,2,...}. Como fi,..., [ formam uma base para PnF (A), temos que:
Bij =0, parai e {1,...,m}, j €{1,2,...}.

Com isso, 1 = -+ = ay, = 0.
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Isso mostra que se 7’: PnK_—> pPX (A) denota a proje¢do candnica e se conti-
nuarmos denotando 7'( f;) = fi, entdo { f1,..., fm} € linearmente independente
sobre K e

PK
PEKNIdxk(A® K)

”,(f)— Zalfl

i=1
Portanto, cf (A ® K) = m como queriamos mostrar. O

Pela proposicdo acima, nos resultados sobre a sequéncia de codimensdes de
uma F-algebra A, podemos considera-la sobre um corpo algebricamente fechado,
pois podemos tomar K como o fecho algébrico de F' e as codimensdes serdo man-
tidas.

Exercicios V ou F da Secdo 4.2: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, A ¢ B representam F -
algebras.

(1) Se B esta isomorficamente imersa em A, entdo ¢, (A) < ¢, (B).

(2) Se J é o radical de Jacobson de A, entdo ¢, (J) < ¢, (A).

(3) Se J ¢ oradical de Jacobson de A e ¢, (J) = ¢, (A), entdo A é nilpotente.
(4) Paratodo k = 3, temos ¢, (Ni) = cn(Gak)-

(5) Para todo k = 2, temos que ¢, (Gox) ~ gn>, para algum ¢ € Q.

(6) Paratodo k = 3, temos que ¢, (Ng) ~ gn, para algum g € Q.

(7) cn(N4 ® Gs) ~ gn*, para algum g € Q.

4.3 Algebras de crescimento exponencial

Na secdo anterior, exibimos exemplos de algebras de crescimento polinomial. O
objetivo desta segdo ¢ apresentar dois exemplos importantes de algebras de cresci-
mento exponencial: a algebra U T, das matrizes triangulares superiores 2 X 2 com
entradas em um corpo F e a algebra de Grassmann de dimensdo infinita G. Ao
longo desta se¢do, F' denota um corpo de caracteristica zero.

Inicialmente, iremos determinar o T-ideal e a sequéncia de codimensdes de
UT,. Como vimos no Exemplo 3.2.6, [x1, x2][x3,x4] € Id(UT>). Queremos
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mostrar que de fato Id(UT>) = ([x1, x2][x3, x4])T, como provado por Malcev
(1971). Para isso, denote por I = ([x1, x2][x3, x4])7. Temos o seguinte lema.

Lema 4.3.1. Para todo m = 2, temos que
(X1 X g oo e s X s X s e e X ] = X1 X oo s X2 Xjs v w5 X5, ] (mod 7).

Demonstragdo. Primeiramente, observe que como [x1, x2][x3,x4] € I, entdo
[[x1,x2], [x3, x4]] € I. Consequentemente, modulo 7, quaisquer dois comutado-
res comutam. Com isso, se escrevermos ¢ = [Xj,, Xj,,...,X;,_,], temos que

[Xj1: X000 2 X jrs Xjrgrs e oo Xjm] = lc, Xjrs Xjrg1> Xjrgasr -+ s X jml-
Pela identidade de Jacobi, obtemos que

le.xj Xl = =lxj xj el =[x, 000 ¢l x5,
[c,Xj,41»Xj.] (mod TI).

Portanto,
[x./'l s Xjos s Xjpa Xjpggseees xjm] = [x./'l s Xjos s Xjpg s Xjpsenns xjm] (mod 7).
O

Teorema 4.3.2. Seja UT, a dlgebra das matrizes 2 x 2 triangulares superiores
sobre um corpo F de caracteristica zero. Entdo:

1. 1d(UTz) = ([x1, x2][x3, xa]) 77
2. cyp(UTy) =2"(n —2) + 2, para todon = 1.

Demonstragdo. Para demonstrar o item 1, seja I = ([x1, x2][x3, x4])7. Ja sabe-
mos que / C Id(U T>). Vamos mostrar a inclusdo inversa, ou seja, vamos mostrar
quese f € Id(UT»),entdo f = 0 (mod 7). Para isso, pelo Corolario 3.3.15, po-
demos supor que f € um polindmio multilinear de grau n. Pela Proposigio 3.1.34,
temos que f pode ser escrito como combinagdo linear de polindmios do tipo

xll ...xircl.-.cs

onde iy < --- < i,ecadac;,i = 1,...,s, ¢ um comutador de peso arbitrario
(eventualmente vazio).
Agora, como [x1, x2][x3, x4] € I, temos que [x;,,...,x;, [[x;,....x;] €I,

para quaisquer r,f = 2. Assim, se § = 2, temos que c;---¢s € I, onde cada
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¢i,i =1,...,5 éum comutador de peso maior ou igual a 2. Com isso, temos que
f pode ser escrito, moédulo /, como combinagdo linear de polindémios do tipo

Xiy oo Xip [Xjys oo X5

comip <:--<lip,n=r7r-4+s¢.
Agora, pelo Lema 4.3.1, possivelmente renomeando as variaveis, temos que

X, ..o x)) = Xk, xjy0 .o xj,_,—;]  (mod I)

onde k > jiej; < -+ < jp—r—1. Ou seja, dentro de um comutador, modulo
I, podemos considerar que a primeira variavel possui o maior indice e as outras
estdo ordenadas.

Portanto concluimos que, modulo 7, f pode ser escrito como combinagdo
linear de polindmios do tipo

Xiy oo Xy [Xh Xy ooy X ]

ondei1 < e < ir,k > jl,jl < e < jn_r_le{il,...,ir,jl,...,jn_r_l,k} =
{1,...,n}.

Paracadar € {0,...,n},escreva M = {iy,...,ir}, N ={j1,..., ja—r—1}
i1 <.+ <lip,j1 <+ -+ < jp—r—1€assumaqueser =0our =n,entio M = J
ou N = g, respectivamente. Escrevendo

r — . X .
MM’N’k —)Cll "'xlr[JCk,le,...,)C]n_r_l]

temos que f pode ser escrito, modulo 7/, como

n

.
Z Z OMNAkUp N i EMNE € F.
r=0 M,N,k

Para concluir a demonstragdo, basta mostrarmos que a s,y x = 0, para cada
escolha de M, N como acima. Fixado r € {1,...,n}, escolha conjuntos M ¢
N e faga a seguinte avaliagdo: x;; = -+ = x;, = 1, xx = e, x;; = -+ =
Xp—r—1 = e12. Com isso, O‘M,N,kuﬁl,N,k ¢ avaliado em aps v r€12. Além disso,
para esse mesmo r fixado, se M’ e N’ sdo tais que M # M’ e N # N’, entdo
“?w,N/,k/ ¢ avaliadoem 0, jaque k > ji. Comisso, aps, vk = 0, e procedendo da
mesma maneira maneira para todos os valores de r, obtemos que f € [. Portanto,
1d(UTz) = ([x1, x2][x3, x4]) 7.
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Para demonstrar o item 2, observe que o que fizemos acima mostra que os
polinémios
Xiy e X [Xges Xy oo Xy ]
onde, iy <--- <ip, k> ji1,j1 <:+< jp—r—1€n = r+s, formam uma base de
P, (UT3). Para determinar c, (U T3), basta contarmos quantos elementos possui
essa base.
Se0 <r <n-—2,temos

(n)(n—r—l)=< " )(n—r—l)
r n—r

polindmios. Se r = n, temos apenas 0 mondmio Xxi - - - X,. Portanto,

aUT) = 1+ [ ]G-D
j=2

n
= 1+
j=2

_ 1+§ ’ ,-_(';)—j;(’})+(’$)+('f)

= n2"1-2"42
= 2" 1(n—-2)+2.

S T~
~
|
[~]=
R
~. S
\-/

Conforme vimos no Exercicio 3.2.7 , temos que U T}, a algebra das matrizes
triangulares superiores n X n, satisfaz o polindémio [x1, x2] -+ - [X2n—1, X2n] = O.
De fato, ¢ possivel provar o seguinte.

Proposicao 4.3.3. Para todo n = 2, temos

Id(UT,) = ([x1,x2] - [x2n—1, X20]) T-

Agora, apresentaremos os resultados sobre o T-ideal e a sequéncia de codimen-
sOes da algebra de Grassmann G, provado por Krakowski e Regev (1973). Vimos
no Exemplo 3.2.17 que [x1,x2,x3] € 1d(G). O nosso objetivo é mostrar que
1d(G) = ([x1, x2, x3]) 7.

Para a prova, denotamos por I = ([x1, x2, x3])7 e abaixo, apresentamos um
lema técnico que sera 1til na demonstragao do teorema em seguida.
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Lema 4.3.4. Os polinémios [x1, x2][x2, x3] e [x1, x2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4]
pertencem a I.

Demonstragdo. Como I éum T-ideal, temos que [x1, x3, x3] € I. Com isso, pelo
Exercicio 3.1.6, temos que

[x1,x3,x3] = [[x1,x2]x2 + x2[x1, x2], x3]

[[x1, x2]x2, x3] + [x2[x1, X2], x3]

[x1, x2][x2, x3] + [x2, x3][x1, X2] + [x1, X2, X3] 0 X2

= 2[x1, x2][x2, x3] + [[x2, x3], [x1, x2]] + [x1, X2, x3] 0 X2
2[x1, x2][x2,x3] (mod I)

ja que [[x2, x3], [x1, x2]] + [x1,x2,x3] o xo € I. Logo, [x1,x2][x2,x3] € [ e,
linearizando esse polindmio, concluimos que [x1, X2][x3, x4] + [x1, x3][x2, x4] €
1. 0

Teorema 4.3.5. Seja G a dlgebra de Grassmann sobre um corpo F de caracteris-
tica zero. Entdo:

1. 1d(G) = ([x1, x2, x3])7:
2 n(G) = 211,

Demonstragdo. Para demonstrar o item 1, seja I = ([x1, X2, x3])7. Ja sabemos
que I € Id(G). Vamos mostrar a incluso inversa, ou seja, vamos mostrar que
se f € 1d(G), entdo f = 0 (mod ). Para isso, pelo Corolario 3.3.15, podemos
supor que f ¢ um polindmio multilinear de grau n. Pela Proposic¢do 3.1.34, temos
que f pode ser escrito como combinagdo linear de polindmios do tipo

xil ..-xircl -..cs’

onde iy < --- < i,ecadac;,i = 1,...,s, € um comutador de peso arbitrario
(eventualmente vazio).

Agora, como [x1, x2,x3] € I, temos que [x1,...,Xxs] € I, paratodos = 3.
Além disso, pelo Lema4.3.4, temos que [xj,, X j,][X j3, X j,] = =[x}, Xj5][x 5, X 4]
(mod 7). Logo, como [xj,,xj,] = —[x},,x}j,], concluimos que, modulo 7, f
pode ser escrito como combinagdo linear de polindmios do tipo

Xyt Xip (X X o] (X oy X o]

ondei; <.+ <ip, j1 <:-<jomer+2m=n.
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Paracadar € {0,...,n}talquer +2m = n,escreva M = {iy,...,i;}, N =
{jieo s jomp, MON =3, MUN ={1,...,n},i1 <+ <lip, j1 <+ < Jom
eassumaqueser = Qour = n,entdo M = @ ou N = O, respectivamente.
Fixados conjuntos M e N nestas condi¢des, denote por

grM,N = Xiy - Xi [Xj1, Xjo ] [X jop oy s X o]
Assim, temos que, modulo /7, f pode ser escrito como

n

Z Z oAMNErMN-AMN € F.
r+r27nO=n M.N
Para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que «ps, y = 0 para cada es-
colha de M, N nas condigOes acima. Para isso, fixado 0 < r < n,n =r + 2m,
escolha conjuntos M = {iy,...,i;}e N = {j1,..., jam} ¢ faca a seguinte avali-
agdo: xj; =---=x;, =lexj, =ex,k=1,...,2m. Comisso, ap,N&r,M,N
¢ avaliado em 2" aps yeq -+ - e2,. Além disso, para esse mesmo r fixado, se M !
e N’ séo conjuntos tais que M # M’ e N # N’, entdo g, p N’ € avaliado em 0,
J4 que necessariamente o 1 ¢ avaliado em um comutador. Com isso, ap,y = 0.
Procedendo da mesma maneira para todos os valores de r, obtemos que f € I.
Portanto, 1d(G) = ([x1, x2, x3])T.
Para demonstrar o item 2, observe que o que fizemos acima mostra que os
polindémios

{0, X X X ] (X oy s X ] 111 < e <y, J1 <00 < jom. T +2m =n}

formam uma base de P, (G). Para determinar a sua dimensao, vamos contar quan-
tos polindmios possui essa base. Afirmamos que esta quantidade € so, onde sg
denota a soma de todos os bindmios

" + " + -+ "
0 2 2q )’
onde ¢ denota a parte inteira de 7.
De fato, se m = 0, entdo obtemos o polindmio xj - - - xy.
Se m = 1, escolhidas as duas variaveis dentro do comutador, as variaveis

fora do comutador estdo determinadas. Com isso, temos (g) polindmios da forma
Xiy co+ Xi,[Xj;. X)), jA que iy < --- < ir. No caso geral, a escolha das varidveis
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nos comutadores determinam as variaveis fora dos comutadores. Com isso, es-

colhidas as variaveis x;,, ..., xj,, para os comutadores, como ji < -+ < jom,
temos apenas uma op¢ao para a inser¢ao destas variaveis. Como iy < -+ < i, ob-
temos (,,; ) polindmios da forma x;, -+ x;, [, Xj,] -+ [X sy + X jn, ). Portanto,

a dimensdo de Py (G) é s¢ como afirmamos.
Denote por s1 a soma de todos os bindomios ('l’), com i impar, i < n. Recorde

n . .
que, para quaisquer a, b, n inteiros positivos, temos que (¢ +b)" = (’;)a”"b’.
i=0
n .
Com isso, temos que 2" = (1+ 1)" =sp+s1¢e0=(1—-1)" = )_ (';)(—1)’ =
i=

so — s1. Logo, 259 = 2" e, portanto, ¢, (G) = 2" 1. O

As algebras UT, e G sao protagonistas na Pl-teoria. Tal protagonismo sera
evidenciado no Capitulo 5.

A partir dos resultados anteriores, exibiremos mais um exemplo importante de
algebra de crescimento exponencial das codimensoes. Para isso, temos o seguinte
exercicio.

Exercicio 4.3.6. Mostre que, paratodo k = 2, existe um monomorfismo ¢: UT, —
M (F).

Exemplo 4.3.7. Para todo k = 2, M} (F) tem crescimento exponencial. De fato,
pelo Exercicio 4.3.6 ¢ Proposi¢ao 4.1.10, temos que, paratodo k = 2, UT, €
var(My (F)). Com isso, pela Proposi¢do 4.2.3 ¢ Teorema 4.3.2, temos que
cn(Mi(F)) = 2" Y(n — 2) + 2, para todo k > 2. Portanto, M (F) tem cres-
cimento exponencial.

Apesar de ndo ser conhecido o T-ideal de My (F),k = 3, Regev (1984) de-
terminou o comportamento assintotico de ¢, (Mg (F)). Antes de enunciar o pro-
ximo resultado, vamos introduzir uma nova notagdo. Se f(n) e g(n) sdo duas
sequéncias reais, dizemos que f(n) e g(n) sdo assintoticamente equivalentes, e

N . n) _
escrevemos f(n) ~ g(n), se nll)ngo g(n) —

Teorema 4.3.8. Se F ¢ um corpo de caracteristica zero, entdo, para todo k = 2,
cn(My(F)) ~ anfk?"

2_
0ndeg=—kzle

k2—1

k—1 = s
az(\/%) (%) 1020 (k=D 2.
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Um dos problemas mais importantes em aberto na Pl-teoria ¢ a obtencdo de
uma base finita para Id(My (F)),k = 3. A importancia desse problema ¢ eviden-
ciada pelo seguinte teorema cuja demonstracdo pode ser encontrada no livro de
Giambruno e Zaicev (2005).

Teorema 4.3.9. Seja A uma Pl-dlgebra finitamente gerada sobre um corpo infinito
F. Entdo A € var(My, (F)) para algum k > 1.

Com esse teorema, concluimos que toda PI-algebra finitamente gerada sobre
um corpo infinito F satisfaz todas as identidades de M (F), para algum k = 1.

O proximo exercicio mostra que a hipotese de A ser finitamente gerada ndo
pode ser removida do Teorema 4.3.9.

Exercicio 4.3.10. Mostre que, paratodo k = 1, G & var(M (F)).

Exercicios V ou F da Secao 4.3: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

(1) N3 evar(UT, & G).

(2) Paratodo k = 2, temos Ny € var(UTy, & G).

(3) Paratodok = 2etodon = 1, temos c,(UT2) = cn (M (F)).
(4) Paratodo k = 2, a algebra U T, tem crescimento exponencial.
(5) Paratodo k = 2, a algebra G; tem crescimento exponencial
(6) Existe s = 2 tal que M (F) € var(G).

(7) Existe s = 2 tal que G € var(M;(F)).

4.4 Superalgebras

Em seus principais trabalhos, Kemer estuda a estrutura das algebras que geram
variedades de PI-algebras. A partir disso, surgiu o particular interesse no estudo
de superalgebras na Pl-teoria. O objetivo desta se¢ao é apresentar o conceito de
superalgebras e estudar a sua estrutura.

No Exemplo 3.2.17, vimos que algebra de Grassmann G satisfaz diversas pro-
priedades importantes. Uma delas € que existem subespagos vetoriais

G©® — spang{e;, - -ejp 11 <ip <--- <ipr,k =0} e
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1 ) , .
N = spang{e;, iyt 1 <y <-r <iggpr,k =0}

deGtaisqueG =G © 4 g M ¢ que satisfazem as condigdes
GOg0 L gWgM® - GO o gMgO) 4 cOzM) - ) (4.8)

Agora vamos introduzir o conceito mais geral de algebras com uma decompo-
si¢do do tipo acima.

Definicao 4.4.1. Dizemos que uma algebra A é uma algebra Z,-graduada, ou
uma superalgebra, se existem dois subespagos vetoriais 4@ ¢ A1) de A4, tais que
A =A© + 4D ¢ que satisfazem as seguintes propriedades:

1. A@®40 4 4 41 - 400,
2. A A4O L @ 41 = 4D)

Com a defini¢do acima, podemos notar que o subespago A(?) ¢ uma subalgebra
de A, enquanto o mesmo nio necessariamente ocorre com A, De fato, quando
(A(l))2 {0}, temos que A & uma subalgebra de A.

Quando A ¢ uma superalgebra, denotamos 4 = (A, AWy ¢ diremos que
o par (4@, AM) ¢ uma Z,-graduagio, ou simplesmente uma graduagio, de A.
E importante ressaltar que se (4, A1) ¢ uma graduacio para uma algebra A,
entdo, para todo a € A, existem ag € A® ea; € AW tais que a = ag + a.

Os elementos de 4@ U AM sdo chamados de elementos homogéneos. Os ele-
mentos de A?) sio chamados de elementos homogéneos de grau 0 (ou elementos
pares) e os elementos de A1) sdo chamados de elementos homogéneos de grau 1
(ou elementos impares). Além disso, denominamos A© ¢ A como parte par e
parte impar de A, respectivamente.

Exemplo 4.4.2. Toda algebra ¢ uma superalgebra. De fato, basta considerarmos
a graduacdo A = (4, {0}), chamada de graduacéo trivial.

Exemplo 4.4.3. A algebra de Grassmann com a decomposi¢do dada na Equa-
¢do (4.8) é uma superalgebra, que denotaremos por G&". Esta graduacdo ¢é cha-
mada de graduacdo canonica da algebra de Grassmann.

Exemplo 4.4.4. Considere a algebra de Grassmann de dimensdo finita G, =
(1,e1,e3 : ejex = —ezeq). Temos que (F + Fejea, Fep + Fep) é uma gradua-
¢do para G,. Observe que (F + Fey, Fey 4+ Ferez) e (F + Fep, Fep + Fepep)
também sdo graduagdes para G,.
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b
Exemplo 4.4.5. Considere a algebra N3 = a ca,b,c,d € F
0

S O R
ISRV

Temos que (F(e11 + €22 + e33) + Fea, Fei3 + Fezs), (F(er1 +ex2 +e33) +
Fes3, Feia+ Fey3) e (F(er1 +ex2+e33)+ Feys, Feja+ Feps) sdo graduagdes
de N3.

Os exemplos acima mostram que uma algebra pode ter varias graduagdes. O
proximo teorema nos mostra como construir graduagdes nao triviais em uma dada
algebra.

Teorema 4.4.6. Uma dlgebra A é uma superdlgebra com graduacgdo ndo trivial
se, e somente se, existe um automorfismo ¢ de A de ordem 2.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que A seja uma superalgebra com gra-
duagio ndo trivial (4, A1) e considere a aplicagio ¢ : A — A dada por ¢(ag+
aiy) =ap —a.

Temos que ¢2(ag +a1) = ¢(ag—ay) = ag +ay. Logo, temos que ¢ = ¢
e, consequentemente, > = 1. Além disso, como 4 é uma superalgebra, é facil
verificar que ¢ ¢ de fato um automorfismo. Portanto ¢ ¢ um automorfismo de A
de ordem 2, ja que ¢ # 1, pois a graduagdo é ndo trivial.

Reciprocamente, suponhamos que exista um automorfismo ¢ de ordem 2 de
A. Podemos definir os seguintes subespacgos de A:

-1

A©® = {ae€ A:pa) =a}eA(1) ={ae€ A:¢pa) =—a}.

Inicialmente, observamos que A = {0}, pois ¢ tem ordem 2. Agora, se
aeA® N AD entdo p(a) = a = —a. Como char(F) = 0, temos que a = O e,
portanto, A N 4D = {0}. Além disso, se a € A, temos que

_at¢@) + a—g(a)
2 2 '
Como ¢ tem ordem 2, temos que %‘p(a) e A0 ¢ %ﬁ’) e AD. Portanto,

A=A0 {40,
Por fim, como ¢ é um automorfismo, ¢ facil ver que

A0 4(0) + AWM 4@ C A® o 40 4@ + AWM 40 C AMD

Logo, A é uma superalgebra com graduacdo ndo trivial, como queriamos de-
monstrar. Ul
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Observagdo 4.4.7. Recorde que se ¢ € um automorfismo de ordem 2, entdo seus
autovalores sdo iguais a 1 ¢ —1. Logo, no teorema anterior, temos que A© ¢é o
autoespaco associado ao autovalor 1, e A ¢ 0 autoespaco associado ao autovalor
—1.

Exercicio 4.4.8. Determine os automorfismos induzidos pelas graduagdes dadas
nos Exemplos 4.4.4 ¢ 4.4.5.

Exercicio 4.4.9. Seja A = A©® + 4D uma superalgebra. Mostre que:
(a) Se A é unitaria, entdo 1 € A©.
(b) Se e ¢ um idempotente homogéneo de A, entio e € A©.
(c) AM ¢ uma subalgebra de A se, e somente se, (41)2 = {0}.

Exercicio 4.4.10. Sejam A = M, (F)e g = (g1.-..,8n) € Z}, onde Z3 denota
o grupo aditivo {0, 1}. Considere os seguintes subespacos de A:

A© = spangie;; : gi +gj =0}e AWM = spang{e;; : g + gj = 1}.
Mostre que:
(@) (4@, AM) ¢ uma graduagio de M, (F).

(b) Oselementos g1 = (g1,...,8gn)ec g2 =(0,g2+g1...,8n+g1) induzem
a mesma graduacdo em M, (F).

A graduacdo de M, (F) definida acima é chamada de graduacdo elementar
induzida pelo elemento ¢ = (g1,...,gxn) € Z%. Um bom exercicio para o leitor
¢ determinar todas as graduagdes elementares da algebra M, (F).

Exercicio 4.4.11. Dados inteiros k = [/ = 0 tais que k + [ = n, considere os
seguintes subespacos da algebra A = M, (F):

A© — {(6‘ g) A€ M(F).D e MI(F)}

AD = {(g 15) . B € My, (F).C ¢ Mlxk(F)}.

Mostre que (A©, A1) ¢ uma graduagio elementar de M,, (F).
A algebra de matrizes M, (F') munida dessa graduac@o ¢ denotada por My ; (F).
Observe que se [ = 0, entdo a graduagdo ¢ trivial.
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Definiciio 4.4.12. Seja A = (4@, AM) uma superalgebra ¢ B um subespago
(subalgebra, ideal) de A. Dizemos que B possui graduacdo induzida de 4 se (B N
A BN AM) guma graduagio de B. Neste caso, dizemos que B é um subespago
(subalgebra, ideal) graduado de A.

Exemplo 4.4.13. A algebra de Grassmann G, = (l,e1,ex : ejen = —ezeq)
de dimensao finita com graduacdo (F + Fejez, Fe; + Fey) € uma subalgebra
graduada de G com graduagdo canodnica.

Exemplo 4.4.14. A algebra UT, com graduagido (Fey1 + Fean, Feyz) é uma
subalgebra graduada de M1 (F), que sera denotada por U ng "

Como consequéncia do Teorema 4.4.6, temos uma condigdo necessaria e su-
ficiente para que um subespago possua graduagdo induzida de uma superalgebra
A.

Corolario 4.4.15. Sejam A uma superalgebra, ¢ o automorfismo induzido pela
graduacdo de A e B um subespaco (ideal) de A. Entdo B é um subespago (ideal)
graduado de A se, e somente se, B é p-invariante, isto é, BY C B.

Usando o corolario anterior, temos o seguinte.

Lema 4.4.16. Se A é uma superalgebra de dimensdo finita, entdo seu radical de
Jacobson J(A) é um ideal graduado de A.

Demonstragdo. Como A tem dimensdo finita, temos que J(A4) é o maior ideal
nilpotente de A. Logo, como ¢ é um automorfismo, temos que J(A4)% é um ideal
nilpotente e, consequentemente, J(A4)? C J(A). O

O seguinte exercicio sera utilizado implicitamente durante todo o texto.

Exercicio 4.4.17. Sejam A uma superalgebra e / um ideal graduado de A. Mostre
que:

(a) I™ éum ideal graduado do A, paratodon = 1.
(b) A/I tem estrutura de superalgebra.

A graduag¢do em A/I, como no exercicio acima, também serd chamada de
graduagdo induzida de A.

Defini¢io 4.4.18. Sejam A = (4@, AW) ¢ B = (B®, B) superalgebras.
Dizemos que A e B sdo isomorfas como superdlgebras se existe um isomorfismo
de algebras f: A — Btalque f(A®) c B@ e f(AMD) c BD,
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Exemplo 4.4.19. Observamos que, para P € My (F),Q0 € My« (F),R €
My (F)e S € Mj(F), 0homomorfismo ¢ : My ;(F) — M x(F) dado por

(k$)=(o %)

¢ um isomorfismo de superalgebras. Por este motivo, é natural fixar k = [ como
fizemos no Exercicio 4.4.11.

Exemplo 4.4.20. Podemos ver que a aplicagdo vy : UT, — My ;(F') dada por

€11 > €11, €22 > e(k41),(k+1) © €12 > €1 (k+1)

¢ um homomorfismo injetor de algebras, que preserva a graduagdo. Logo é um
isomorfismo de UT, sobre a imagem de . Assim, a superalgebra My ;(F)
contém uma subalgebra graduada que ¢ isomorfa a algebra U T, com graduagao
(Fe11 + Fexa, Fera).

A seguir, vamos estudar a estrutura de superalgebras de dimensao finita.

Definicao 4.4.21. Seja A uma superalgebra. Dizemos que A é uma superalgebra
simples se A% # {0} e os Unicos ideais graduados de A4 sdo {0} ¢ A.

Exemplo 4.4.22. Se A é uma algebra simples, entio A = (4@, AM) ¢ uma
superalgebra simples. Como consequéncia disto, a superdlgebra My ;(F) é uma
superalgebra simples.

Exemplo 4.4.23. Denote por D&" a algebra D = F & F com graduagéo

(F(1,1), F(1,—1)). Afirmamos que D8" ¢é uma superalgebra simples. De fato,
por simplicidade, denotando 1 = (1,1) e ¢ = (1, —1), temos que {ﬂ, l%c} ¢

2
uma familia completa de idempotentes minimais de D e
I+c¢ l1—-c

D=F F
2 ® 2

¢ uma decomposicdo de Wedderburn de D.

Com isso, temos que os Unicos ideais de D so {0}, D, [} = Flzi el, =
F I%C Seja ¢ o automorfismo induzido pela graduagdo em D, e observe que
o(1) = 1 e ¢g(c) = —c. Assim, temos Il(p = I, e, pelo Corolario 4.4.15, con-
cluimos que os tnicos ideais graduados de D sdo {0} e D. Portanto, D8" é uma
superalgebra simples, como afirmamos.
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Nosso proximo objetivo é apresentar uma classificagdo das superalgebras sim-
ples de dimensao finita sobre corpos algebricamente fechados de caracteristica
diferente de 2.

Primeiramente, vamos apresentar um resultado que sera 1til na demonstracao
de uma extensdo do Teorema de Wedderburn para superalgebras que faremos em
seguida.

Lema 4.4.24. Se A é uma superalgebra simples de dimensdo finita, entdo A é uma
dlgebra semissimples.

Demonstragdo. De fato, pelo Lema 4.4.16, temos que J(A) ¢ um ideal graduado
de A. Logo, J(A) = {0} ou J(A) = A.

Suponhamos que J(A) # {0}. Como J(A) ¢é nilpotente, existe um inteiro
g = 1tal que J(A)? # {0} e J(A)T! = {0}. Com isso, J(A)? é um ideal
graduado de A e, como A ¢ uma superalgebra simples e J(A4)? # {0}, temos que
A = J(A)4. Mas isso implica que A% = (J(4)?)?> = {0}, o que é um absurdo de
acordo com a definico de superalgebra simples. Portanto, J(A) = {0} e, como A
tem dimenso finita, é artiniana e pelo Teorema de Wedderburn—Artin temos que
A é semissimples. O

Teorema 4.4.25. Sejam A uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
F de caracteristica diferente de 2 e ¢ o automorfismo induzido pela graduagao.
Entdo:

1. Se A é uma superalgebra simples, entdo ou A é simples ou A = B @& B?,
para alguma subdlgebra simples B de A,

2. Se A é semissimples, entdo A se escreve como uma soma direta finita de
superalgebras simples.

Demonstragdo. Para demonstrar o item 1, primeiramente observamos que, pelo
Lema 4.4.24, temos que A ¢ semissimples. Supondo que A ndo é simples, pela
Exercicio 1.3.53, podemos tomar B um ideal simples proprio de A. Se BY = B,
entdo B € um ideal graduado de A e, como A é uma superalgebra simples, temos
A = B o que é absurdo. Logo, BY # B e, entdo, C = B & B? ¢ um ideal
graduado de A, pois ¢ tem ordem 2. Novamente, como A ¢ uma superalgebra
simples, temos que A = B @& B?, o que demonstra o item 1.

Agora, se A ¢ uma algebra semissimples, entdio A = B} & --- & By, onde
cada B;,i = 1,...,m, éuma algebra simples.
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Como ¢ ¢ um automorfismo, temos que, paratodoi = 1,...,m, B;p ¢ uma
algebra simples. Logo, B;o = Bj, paraalgum 1 < j < m. Renomeando as
algebras By, ..., By, temos que

A=Cs, ®-- & Cs,

_n. ¢ _ p. —p. @ [ ,
onde ou C5; = Bj, com Bj = Bj,ouCs;, = B; ® Bj,com Bj # Bj. Claro
que se Cs;; = Bj, ja temos que Cy; € simples e quando Cs; = B; & B;.p, te-
mos que os Unicos ideais bilaterais ndo triviais de Cy,; sdo B e B;ﬂ 0s quais nao
sdo g-invariantes e, portanto, Cs; também € simples neste caso. Isto conclui a
demonstracdo do item 2. O

Estamos prontos para apresentar a classificacdo das superalgebras simples.

Teorema 4.4.26. Seja A uma superdlgebra simples sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica diferente de 2. Entdo A é isomorfa ou a M, (F)
com graduagdo trivial, oua My ;(F),k =1 =1,k +1 =n, oua My (F + cF),
c? = 1, com graduacio (M, (F),c My, (F)).

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.4.25, se ¢ € o automorfismo induzido pela gradu-
acdo de A, entdo ou A é simples, ou A = B @ B¥, para alguma subalgebra simples
B de A. Se A é simples, como F ¢ algebricamente fechado, entdo A =~ M, (F),
para algum n = 1. Note que se ¢ = 1, entdo A ¢ uma superalgebra simples com
graduacdo trivial, logo isomorfa a M, (F).

Suponha que ¢ tem ordem 2. Assim, pelo Corolario 1.4.41, existe uma matriz
invertivel Y € M,,(F) tal que ¢(X) = YXY !, paratodo X € M, (F). Observe
que qualquer multiplo escalar de Y induz o mesmo automorfismo. Como ¢ tem
ordem 2, temos que XY? = ¢?(X)Y? = Y2X(Y1)2Y? = Y2X. Logo, Y?
comuta com toda matriz X € M, (F) e, portanto, existe « € F, o # 0, tal que
Y2 = al,. Como F ¢ algebricamente fechado, existe 8 € F tal que oo = B2 e
com isso podemos assumir que Y2 = I,.

Como Y? = I, temos que os autovalores de Y sdo iguais a 1 ou —1. Logo,
Y ¢ conjugada a uma matriz da forma

Ik 0
0 -1,)°

Assim, podemos assumir que ¥ = (I(;‘ —Oll)' Dado X € M, (F), escreva
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onde A € M (F), B € My (F),C € Mj;(F)e D € M;(F). Como Y =
Y1, temos que

I O0\(A B\(I O A -B
eon=rr= (i 5)(e 5) (8 5)=(& %)

Pela Observagao 4.4.7, sabemos que A® ¢ o autoespaco associado ao auto-
valor 1 ¢ AM ¢ o autoespago associado ao autovalor —1, assim temos que A é
isomorfa a My ; (F).

Agora, suponha que A ndo é simples, isto é, que A = B & B?, para alguma
subalgebra simples B de A. Como F ¢ algebricamente fechado, temos que B =
M, (F), paraalgumn = 1. Logo, A =~ M, (F) & M, (F)?. Escreva

A=M &M,

onde
My ={(X,X): X € My(F)}

¢ o autoespaco associado ao autovalor 1 e
M_y ={(X,=X): X € Mp(F)}

¢ o autoespago associado ao autovalor —1. Observe que M_; = cM;, onde
¢ = (In,—1I,) e c? = (I, I,), e que a aplicagdo f: M; — M, (F) dada por
f(X,X) = X é um isomorfismo de espago vetoriais. Logo, M; = M,(F) e
M_y = cM; = cM,(F) e, portanto, A = M, (F + cF), ¢> = 1. O teorema
esta provado. O

Mostraremos agora que o Teorema de Wedderburn—Malcev pode ser estendido
para a classe de superalgebras.

Teorema 4.4.27. Seja A uma superalgebra unitaria de dimensdo finita sobre um
corpo F de caracteristica zero e ¢ o automorfismo induzido pela graduagdo. En-
tdo existe uma subdlgebra semissimples maximal B de A que é -invariante.

Demonstragdo. Se J = J(A) = {0}, entdo, pelo Teorema 4.4.25, A é semissim-
ples e ndo ha nada o que provar. Suponhamos, entdio, que J # {0} e que J2 = {0}.
Pelo Teorema de Wedderburn—Malcev (Teorema 1.4.62), considere uma subalge-
bra semissimples maximal B de A e suponha que B nfo € g-invariante. Entdo,
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como ¢ ¢ um automorfismo, BY também ¢é uma subalgebra semissimples maxi-
mal de A e, novamente pelo Teorema de Wedderburn—Malcev, existe x € J tal
que

= (14+x)"'B?(1 + x).

Observe que, como J2 = {0}, (1 + x)~! = 1 —x. Logo, a aplicagdo f: B — B
definida por f(b) = (1 — x)(p(b)(l + x) ¢ um automorfismo de B e ¢(b) =
(14 x) f(b)(1 — x). Como ¢? = 1e J? = {0}, temos que

b = o((1+x)f(b)1-x))
= (1 +x)e(f(b)e( —x)
= (1+ )1 +x)2(B)(1 = x)(1 - p(x))
= (1L+(x +¢(x)) f2(B)(1 = (x + o(x))
= f200) = [2(B)(x + ¢(x)) + (x + ¢(x)) f2(]).

Como B N J = {0}, devemos ter f2(b) = b e b(x + ¢(x)) = (x + ¢(x))b,
paratodo b € B. Escreva x = xT 4+ x~, onde xT = %ﬂ) ex” = %ﬂ).
Observe que, como ¢ tem ordem 2, p(xT) = x* e ¢(x™) = —x~. Logo, temos
que, paratodob € B, (1 + x)b(1 —x) = (1 + x7)b(1 + x7).

Considere a subalgebra B’ = (1 + ’%) B (1 — —) Dado

(5w

o@ = ¢((1+5)b(1+3)
- (1_%)@” )BT =x7) (14 57)
= (1+3) /) (1-%)eB

Assim, B’ é uma subdlgebra g-invariante. Como B’ =~ B, temos que B’ é
uma subalgebra semissimples maximal ¢-invariante, o que demonstra o teorema
caso J2 = {0}.

Agora vamos provar o resultado no caso geral, supondo que ¢ seja o indice de
nilpoténcia de J, usando indugdo sobre ¢ = 2. Ja provamos que o teorema vale
quando ¢ = 2. Agora vamos admitir que seja valido para qualquer algebra nas
hipoteses do teorema cujo indice de nilpoténcia do radical de Jacobson seja menor
do que g.

Temos J971 £ {0} e J97! ¢ um ideal graduado de A. Assim, A = A/J97!
possui graduagdo induzida e J(4) = J/J9 lcom J(A)?~! = {0}. Assim,

temos que
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usando a hipdtese de indugdo, A possui uma subalgebra semissimples maximal
p-invariante B.

Seja w: A — A a projecio candnica e seja B uma subalgebra de A tal que
7n(B) = B. Nesse caso, J2~1 ¢ Be B = B/J97!. Por outro lado, como B é
semissimples, temos J(B) = {0} e, assim, J(B) = Jq 1. Agora notemos que
como B e J97! sdo g-invariantes, temos que B é g-invariante. Por outro lado, no-
tamos que ndo existe subdlgebra semissimples p-invariante S de Atalque B € S,
pois se existisse tal algebra teriamos § = §/J97 ! uma subalgebra sem1551mples
@-invariante de A com B € S, o que ndo ¢ possivel pela maximalidade de B.

Assim, se B ¢ sem1s51mples terminamos a demonstragdo. Caso contrario, ob-
servamos que J(B)? = (J971)% = {0} e, com isso, podemos usar o caso inicial
e considerar B’ é uma subalgebra semissimples maximal g-invariante de B. Por
fim, observamos que nio existe subalgebra semissimples g-invariante S’ de B tal
que B’ € S’ e com isso, B’ é uma subélgebra semissimples maximal ¢-invariante
de A. O

Combinando os Teoremas 4.4.25 a 4.4.27, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.28. Seja A uma superalgebra de dimensdo finita sobre um corpo
F algebricamente fechado de caracteristica zero. Entdo existe uma subalgebra
graduada semissimples maximal B de A tal que

A= B+ J(A).

Alem disso, B ¢ uma soma direta finita de superdlgebras simples isomorfas, ou a
M, (F) com graduagdo trivial, oua My ;(F),k =1 > 0, oua My, (F +cF), c? =
1, com graduagdo (My(F),c M, (F)).

O estudo das superalgebras por si s6 ¢ interessante. Na proxima se¢do, mostra-
remos por que as superalgebras sdo importantes na PI-teoria. Para isso, precisamos
da seguinte defini¢cdo. No que segue, consideramos a algebra de Grassmann G com
graduagio candnica (G®, G(1)) dada na Equacio (4.8).

Defini¢iio 4.4.29. Dada uma superalgebra A = (4©, 4D), definimos a envol-
vente de Grassmann de A por

G(4) = (AP ®6D) + UV g gW).

Observe que a envolvente de Grassmann G(A) de uma superalgebra A =
(A AM)Y ¢ uma superalgebra com graduagio (4@ @ @, 4D @ V). Desta
forma, obtemos uma maneira de construir novas superalgebras a partir de uma
superalgebra dada.
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Exemplo 4.4.30. Se A é uma superalgebra com graduagdo trivial, entdo G(A4) =
A® GO,

Exemplo 4.4.31. Observamos que a algebra U T é uma superalgebra com gradu-
aclo (Fey1 + Fepn, Feyz). Com essa graduagdo, temos que

© g
GUT) = ( go gm) )

Exercicios V ou F da Secao 4.4: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente.

(1) Se A éuma F-superalgebra de dimensao finita, entdo qualquer subalgebra
de A possui graduacao induzida de A.

(2) Se A éuma F-superéalgebra, entio A© ¢ uma subalgebra de A que possui
graduacdo induzida de A.

(3) Nao existem superalgebras simples de dimensdo infinita.

(4) A algebra F so6 pode ser vista como superalgebra por meio da graduagio
trivial.

(5) M, (F & cF) com graduagdo (M, (F),cM,(F)) contém uma subalgebra
isomorfa a F @ F munida da graduagdo (F(1,1), F(1,—1)) paratodon =
1.

(6) M, (F &cF)éuma algebra simples e, portanto, € uma superalgebra simples.

(7) A algebra M,,(F & cF) com graduagdo (M, (F),cM,(F)) e a algebra

C = {(61 g) :A, B e Mn(F)}

((63)(5 %))

sdo superalgebras isomorfas.

com graduacgdo
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4.5 O Pl-expoente de uma algebra

O objetivo maior da sec¢do € estudar o comportamento assintotico da sequéncia de
codimensdes de uma PI-algebra, com énfase no calculo do Pl-expoente de uma
Pl-algebra. Esta sera uma se¢do expositiva, isto ¢, as provas dos teoremas enun-
ciados ndo serdo apresentadas, pois fogem do escopo deste livro. As referéncias
para as demonstragdes correspondentes estdo indicadas durante o texto. Ao longo
desta se¢do, F' denotara um corpo de caracteristica zero e todas as algebras serao
tomadas sobre corpos de caracteristica zero.

Na secdo anterior definimos a envolvente de Grassmann de uma superalgebra.
E importante ressaltar que a envolvente de Grassmann G (A) de uma superalgebra
A é uma algebra. Logo, podemos procurar informagdes sobre Id(G(A)).

A importancia da envolvente de Grassmann ¢ destacada no seguinte teorema
que foi demonstrado por Kemer (1991).

Teorema 4.5.1. Seja V uma variedade de dalgebras ndo trivial sobre um corpo F
de caracteristica zero. Entdo existe uma superalgebra B de dimensdo finita sobre
F tal que V = var(G(B)).

Este teorema ¢ de grande importancia na Pl-teoria, que nos mostra que toda
variedade de algebras ndo trivial ¢ gerada pela envolvente de Grassmann de uma
superalgebra de dimensdo finita. Observamos que o teorema garante a existéncia
de tal superalgebra, mas, em geral, determina-la ndo é uma tarefa facil.

Exemplo 4.5.2. Seja V a variedade determinada por {[x1, x2, x3]}. Sabemos, pelo
Teorema 4.3.5, que Id(G) = ([x1, x2, x3]) .

Assim, ao considerarmos G com graduagdo trivial, temos que G(G) = § ®
GO ¢, como G & uma algebra comutativa, temos, pelo Proposicio 4.1.5, que
Id(G(G)) = 1d(G) = 1d(V). Como sabemos, G ndo tem dimensdo finita e, assim,
ndo esta nas condi¢des do Teorema 4.5.1, ou seja, G nédo ¢ a superalgebra procurada
na conclusdo deste teorema.

Por outro lado, consideremos B = F & F com graduacdo (F(1, 1), F(1,—1)).
Deste modo, B ¢ superalgebra de dimensao finita tal que

GB)=(F(LLHRG) + (F1,-1)®G¢V) = (FRGD) + (F®cM) =g
ouseja, V = var(G(F & F)) = var(G).

Assim, pelo Teorema 4.5.1, para estudarmos T-ideais e a sequéncia de codi-
mensdes de uma variedade, basta estudarmos os T-ideais e a sequéncia de codi-
mensdes de envolventes de Grassmann de superalgebras de dimensao finita.
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Feitas essas consideragdes, agora estamos interessados em estudar o compor-
tamento assintotico da sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra. Mais especi-
ficamente, vamos estudar o chamado PI-expoente, ou simplesmente expoente, de
uma PI-algebra.

Um dos primeiros resultados sobre o comportamento assintético da sequéncia
de codimensodes foi o Teorema 4.2.8, que afirma que se A é uma PI-algebra, entao
cn(A) é limitada exponencialmente. Recorde que se A é uma algebra nilpotente,
entdo existe m = 1 tal que ¢, (A) = 0, para todo n > m. Portanto, se A ¢ uma
PI-algebra nao nilpotente, entdo existe uma constante a > 0 tal que

1 <cp(A) <a”.

Com isso, temos que a sequéncia { v/¢, (A)}n>1 ¢é limitada superiormente e in-
feriormente e assim, podemos considerar limsup{ y/c,(A)}n=1 € também

liminf{ {/c, (A) }n=1.

Logo, para uma PI-dlgebra A, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 4.5.3. Se A ¢ uma Pl-algebra, entdo

exp(A) := limsup ycn(A) e exp(A) := 1}}2&}; Ven(A)

n—oo

sdo chamados de Pl-expoente superior e Pl-expoente inferior de A, respectiva-
mente. Caso exp(4) = exp(4), temos que { {/¢n(A4)}n=1 possui limite e defini-
mos o Pl-expoente de A, ou simplesmente o expoente de A4, por:

exp(A) = nll)n;o Ven(A).

No caso em que V = var(A4), definimos
exp(V) := exp(A4).
Destacaremos trés exemplos para fixar as ideias.
Exemplo 4.5.4. Se A ¢ uma algebra nilpotente, entdo exp(A4) = 0.

Exemplo 4.5.5. Se A é uma algebra comutativa ndo nilpotente, entdo exp(A4) = 1.
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Exemplo 4.5.6. Considere as algebras G e U T>(F'). Pelos Teoremas 4.3.2 ¢4.3.5,
temos que

cn(UTa(F)) =2""(n=2) +2 e cn() = 2"

Portanto,

exp(UT>(F)) = lim V2t —2)+2=2

exp(9) = nli)n;o Von=1 =2,

Com esses trés exemplos em mente, na década de 1980, Amitsur fez a seguinte
conjectura.

Conjectura 4.5.7 (Amitsur). Para toda Pl-dlgebra A, exp(A) existe e é um inteiro
ndo negativo.

Um pouco mais tarde, motivado pelo Teorema 4.3.8, Regev conjecturou o se-
guinte.

Conjectura 4.5.8 (Regev). Para toda Pl-dlgebra A,
cn(A) ~ Cn'g"

onde q é um inteiro ndo negativo, C € %Z = {% ik e Z} C Qet € Q[v2m, V),
para algum 0 < b € Z.

Se ¢y (A) ~ Cn'g", entdo Cn'! é chamada de parte racional de ¢, (A) e ¢" é
chamada de parte exponencial de ¢, (A4).

Apos feitas estas conjecturas, varios matematicos se empenharam para de-
monstra-las. Giambruno e Zaicev (1999) provaram a conjectura de Amitsur, para
o0 caso em que F é um corpo de caracteristica zero, e obtiveram avangos sobre a
conjectura de Regev.

Primeiramente, eles provaram o seguinte resultado a respeito da envolvente
de Grassmann de uma superalgebra de dimensao finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica zero.

Teorema 4.5.9. Seja B uma superalgebra de dimensado finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero. Entdo existe um inteiro ndo negativo
q e constantes Cy,Cp, 11,13 tais que Cy > 0O e

Cin"'q" < cn(G(B)) < Can"q". (4.9)
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Em particular, temos
exp(G(B)) = gq.

Pela demonstragdo desse teorema, os autores mostraram que Cin’! e Con'
sdo polindmios de Laurent, ndo necessariamente do mesmo grau.

Como corolario do Teorema 4.5.9, os autores provaram a conjectura de Amit-
sur. Veremos que a hipotese de F ser algebricamente fechado pode ser retirada no
enunciado do teorema.

Corolario 4.5.10. Seja A uma Pl-dlgebra. Entdo existe um inteiro ndo negativo
q e constantes C1,Cp,11, 13 tais que C1 > 0 e

Cin"'q" < cp(A) < Can™q",
Consequentemente exp(A) existe e é um inteiro ndo negativo.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 4.2.15, sabemos que c,f (A) = c,f (AQ® F) para
todon = 1, onde F ¢é o fecho algébrico de F. Desta forma, podemos supor sem
perda de generalidade que F' € um corpo algebricamente fechado. Considere V =
var(A). Pelo Teorema 4.5.1, sabemos que existe uma superalgebra de dimensao
finita B tal que var(A) = var(G(B)), ouseja, ¢, (G(B)) = ¢, (A) paratodon = 1.
Assim, pelo Teorema 4.5.9, o resultado esta provado. O

Berele e Regev (2008) demonstraram um caso particular da Conjectura 4.5.8.

Teorema 4.5.11. Seja A uma Pl-dlgebra unitdria que satisfaz uma identidade de
Capelli. Entdo existe uma constante C = 0 tal que

cn(A) ~ Cn'q"

onde q é um inteiro ndo negativo et € %Z. Alem disso, se c,(A) é eventualmente
ndo decrescente, isto é, é ndo decrescente para n suficientemente grande, entdo
existem constantes C1, Cy tais que C1 > 0O e

Cin'q" < cp(A) < Can'q".
Giambruno e Zaicev (2014) estabeleceram o seguinte teorema.

Teorema 4.5.12. Para toda Pl-dlgebra A, temos que a sequéncia de codimensoes
{cn(A)}n=1 € eventualmente ndo decrescente, isto é, cn+1(A) = c,(A), para todo
n suficientemente grande.
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Como consequéncia desse teorema, os autores estenderam o Teorema 4.5.11 e
concluiram o seguinte.

Teorema 4.5.13. Para toda Pl-dlgebra, existem t € %Z, C1,Cy > 0 tais que
Cin' (exp(A)" < cn(A) < Con' (exp(A))”

para todo n = 1. Assim,

lim log ﬂ
n—c0 " (exp(A))"

. 1
existe e pertence a 5 1.

Esse teorema nos permite atribuir a cada T-ideal da algebra livre dois para-
metros: o expoente e o limite acima, que nos permite distinguir T-ideais com o
mesmo expoente.

Exercicio 4.5.14. Mostre que se Ay, ..., Ay sdo Pl-algebras, entdo
exp(A1 @ -+ ® Am) = max {exp(4;)}.
1<i<m

Giambruno e Zaicev (1999) exibiram uma maneira de calcular o expoente de
uma algebra, como veremos a seguir.

Sejam V uma variedade de PI-algebras e B uma F -superalgebra de dimenséo
finita tal que V = G(B). Como estamos estudando questoes relativas a sequéncia
de codimensoes de V, podemos supor que F ¢ algebricamente fechado.

Considere B = B; @ --- ® B, + J uma decomposi¢do de Wedderburn—
Malcev de B, onde cada B; € uma superalgebra simples de dimensao finitae J =
J(B) ¢ o radical de Jacobson de B. Considere todos os produtos da forma

BiJBéJmJB; # {0} (4.10)
onde, parar = 1,...,n, B i, el B; sdo superalgebras simples distintas tomadas
no conjunto {By,..., B,}. Ser = 1, entdo B] = B;, paraalgumi = 1,...,n.
Defina

g = maxdimp (B] ®--- @ B))
onde as superalgebras B1, ..., B satisfazem Equacio (4.10).

Giambruno e Zaicev mostraram o seguinte.

Teorema 4.5.15. exp(G(B)) = gq.
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Exemplo 4.5.16. Pelo Exemplo 4.5.2, sabemos que var(G) = var(G(F & F)) e
que F & F é uma superalgebra simples. Portanto, exp(G) = dimp(F & F) = 2.

Agora, se A ¢ uma algebra, entdo A pode ser vista como uma superalgebra
com graduagio trivial (4,{0}) ¢ G(A) = GO @ A ~p; 4, ja que G© ¢ uma
algebra comutativa e pela Proposicao 4.1.5 toda identidade de A ¢ estavel.

Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado
F e considere uma decomposi¢do de Wedderburn—Malcev de A

A=A41@® - ® Ay + J(A)

onde A; = My, (F), paratodoi = 1,...,m, é uma dlgebra simples. Considere
todos os produtos possiveis da forma

ByJByJ -+ JB, # {0} (4.11)

onde By, ..., By sdo subalgebras distintas tomadasem {A1, ..., A}, r =1,...,n
eJ = J(A). Ser = 1, entdo By = A;, paraalgum 1 <i < m. Defina

qg = max{dimp (B & ---® B;) : BiJB>...JB, # 0}.
Como corolario do Teorema 4.5.15, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.5.17. Se A é uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebri-
camente fechado de caracteristica zero, entdo exp(A) = q. Consequentemente,
exp(A4) < dimp(A).

Nos exemplos a seguir, F' € um corpo algebricamente fechado de caracteristica
Zero.

Exemplo 4.5.18. Toda algebra de dimensio finita do tipo A = F + J(A) tem
expoente igual a 1.

Exemplo 4.5.19. Considere a seguinte decomposicao de Wedderburn—Malcev da
algebra U T5:

UT, = (Fey; @ Feyy) + Feps.
Nessa decomposicdo, temos que Ay, = Fej; = F, Ay = Feypp = FelJ =

J(UT,) = Fey,. Dessaforma, obtemos que A1 JA, # {0}. Portanto, exp(U 1) =
dimp (A1 & 4,) = 2.
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Exemplo 4.5.20. Considere a seguinte subalgebra de U Ty:

d 0

SO O

ca,b,c,d,e € F

S OO R

b
0
0

a8 O

0

Temos que a decomposicdo de Wedderburn—-Malcevde M é M = Ay & A, &
A3+ J(M),onde A} = Feyy, Ay = F(eaz +e33), A3 = Feque J = J(M) =
Fe1z2 @ Fess. Observe que A;, JA;, JA;; = {0}, mas A;JA> # {0}. Portanto
exp(M) = dimp (A1 ® Az) = 2.

Uma importante classe de algebras de dimensao finita ¢ dada pela algebra das
matrizes bloco triangulares superiores

My (F) Biz -  Bim
0 My (F) - B
UT(dy.....dy) = , 200 2
0 0 - My (F)

onde todas as B;;’s sdo matrizes retangulares sobre F' de tamanhos apropriados.
Eclaroquesed; =---=d, = L,entao UT(1,...,1) = UT,.

Exercicio 4.5.21. Mostre que exp(UT (d1,....dn)) = d12 + -+ +d?. Conclua
que para cada inteiro k = 1, existe uma algebra A tal que exp(4) = k.

No Teorema 4.5.17, vimos que se A € uma algebra de dimensao finita, entao
exp(A) < dimp(A). O teorema a seguir nos mostra quando temos a igualdade.

Teorema 4.5.22. Seja A uma F-algebra de dimensdo finita. Entdo:

1. Se A é semissimples, entdo exp(A) = dimgzp)(B), onde B é uma subdige-
bra simples de A de maior dimensdo sobre seu centro Z(B). Em particular,
se A é simples, entdo exp(A) = dimz4)(A).

2. A é uma dlgebra central simples sobre F se, e somente se, exp(A) =
dimp (A).

Exercicios V ou F da Secao 4.5: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmacdes, A e B representam
F-algebras.
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(1) Se B € var(A), entdo exp(B) = exp(A).

(2) exp(A @ B) < exp(A4) + exp(B).

(3) Seexp(A) <0, entdo A é nilpotente.

(4) Se A é nilpotente ¢ B é comutativa, entdo exp(4) < exp(B).
(5) E verdade que exp(M,(F)) = n?.

(6) E falso que exp(UTy) = n.



Neste capitulo, apresentaremos resultados que caracterizam variedades de cresci-
mento polinomial das codimensdes. O primeiro deles foi demonstrado por Kemer,
sendo considerado um dos principais teoremas da Pl-teoria, e evidencia a impor-
tancia da algebra de Grassmann de dimensdo infinita G e da algebra de matrizes
2 x 2 triangulares superiores U T5.

Para apresentar uma segunda caracterizacao, introduziremos a nogdo de Sj-
cocaracter de uma variedade V e as propriedades de sua decomposicdo em Sj,-
caracteres irredutiveis. Esta segunda caracterizacdo mostra uma restri¢ao no tipo
de diagramas de Young correspondentes aos Sy -caracteres irredutiveis que apare-
cem com multiplicidade ndo nula na decomposi¢do do cocaracter de V, quando
esta variedade tem crescimento polinomial.

Por fim, outras caracterizacdes serdo apresentadas, dando-nos uma série de
alternativas de comprovagdo de crescimento polinomial, dependendo da situagéo
trabalhada.

5.1 A algebra de Grassmann e polindomios standard

Nesta se¢do, estaremos interessados em determinar condi¢des necessarias e sufi-
cientes para que uma variedade seja gerada por uma algebra de dimensao finita.
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Quando todas as algebras em uma variedade V satisfazem um polinomio f, di-
zemos que a variedade satisfaz f. Observamos que se uma variedade ¢ gerada
por uma algebra de dimensdo finita, entdo, de acordo com o Corolario 3.2.11, esta
satisfaz um polinémio standard.

Por outro lado, se uma variedade satisfaz um polinémio standard, entdo a al-
gebra de Grassmann G ndo pertence a esta variedade, pois ndo satisfaz polindmios
deste tipo, conforme visto no Exercicio 3.2.18.

Para obter uma caracterizacao de variedades geradas por algebras de dimensao
finita, vamos trabalhar com a relagdo entre as afirmagdes descritas acima. Mais
especificamente, nesta se¢do, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Seja V uma variedade de dalgebras sobre um corpo F de caracte-
ristica zero. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

1. V é gerada por uma F-dalgebra de dimensdo finita.
2.V satisfaz um polinémio standard.

3.G¢V.

A demonstracdo serd feita por etapas, e inicialmente vamos provar as equiva-
Iéncias entre os itens 1 e 2. Para isto, vamos usar o conceito de envolvente de
Grassmann, dado na Defini¢ao 4.4.29, e suas propriedades, como a que segue no
proximo lema.

Lema 5.1.2. Seja B = B® + _B(l) uma F-superalgebra e consideremos Fo
fecho algébrico de F. Definindo B=B ® F ¢eG =G Q® F, temos que valem os
seguintes itens.

1. BM gera um ideal nilpotente em B se, e somente se, BO @ F gera um
ideal nilpotente em B.

2. A envolvente de Grassmann G(B) satisfaz uma identidade standard se, e
somente se, a envolvente de Grassmann G (B) satisfaz uma identidade stan-
dard.

Demonstragdo. Os itens sao facilmente provados, bastando observar que B éuma
superalgebra com graduagéo (BO®F,BMW®F),e

GB)=(BOeF)2GPeF)e(BYeF)® G e F)).
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Observacio 5.1.3. Se B = B© 4+ BMW ¢ yma F-superélgebra tal que G(B)
satisfaz uma identidade standard, e / é um ideal graduado de B, entdo G(B/I)
também satisfaz uma identidade standard.

Com o proximo resultado, vemos que a existéncia de uma identidade polino-
mial da envolvente de Grassmann G(B) de uma superalgebra de dimenséo finita

B = B 4 B implica em propriedades para o ideal gerado por B().

Proposicio 5.1.4. Seja B = B© + BW uma F-superdlgebra de dimensdo
finita, e suponha que sua envolvente de Grassmann G(B) satisfaz um polinéomio
standard. Entéo o ideal gerado por BV é nilpotente.

Demonstragdo. Sob as hipdteses desta proposi¢do, de acordo com o Lema 5.1.2,
podemos supor que F ¢ um corpo algebricamente fechado. Denotando por J o
radical de Jacobson de B, notamos que se B{")  J ndo ha nada para fazer, pois
ja sabemos que J & nilpotente. Assim, vamos supor que B! ndo est4 contido em
J.

Pelo Teorema 4.4.25, o radical de Jacobson J ¢ um ideal graduado de B e,
assim, B/J tem graduacio induzida de B. Além disso, (B/J)( £ {0}, ja que
BMW ¢ J. Pela Observacio 5.1.3, temos que G(B/J) satisfaz uma identidade
standard. Dessa forma, B/J ¢ B obedecem as mesmas hipdteses do lema e as-
sim podemos supor, sem perda de generalidade, que J = {0} ¢ B £ {0}.
Agora, usando o Teorema 4.4.25, podemos escrever B como soma direta de F'-
superalgebras simples A; cada uma com graduagdo induzida de B:

B=A1® & 4. (5.1)

Pelo Teorema 4.4.26, temos que cada superalgebra simples A; ¢ isomorfa a
uma das seguintes F-superalgebras:

My(F) ou My ;(F) ou My(F & cF), onde ¢* = 1.
Como B # 0, alguma F-superalgebra simples A jnaEquacdo (5.1) é neces-

sariamente isomorfa a My ;(F') ou My, (F @ cF). No primeiro caso, A; contém
uma subdlgebra isomorfa a:

F(e11 + e22) + F(erz + e21).
Assim, G(B) contém uma subalgebra isomorfa a:

(F(e11 + €22) @ G) + (F(erz + e21) @ GW). (5.2)
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A F-éalgebra na Equacao (5.2) é isomorfa a G, pois a aplicagdo abaixo ¢ um
isomorfismo de F-algebras:

@ g —  (F(e11 + €22) @ GO) 4 (F(e12 + e21) ® GV)
g+ (e11 + €22) @ g + (e12 + e21) ® gV,

No segundo caso, sabemos que A ; tem uma subdalgebra isomorfaa F @ cF e,
assim, G(B) contém uma subalgebra isomorfa a:

(F®G®) 4+ (cF @ W), (5.3)

Notemos que a F-algebra na Equacao (5.3) é isomorfa a G, pois a aplicacdo
abaixo € um isomorfismo de algebras:

B g - (F®G?) & (cFogh)

Em qualquer um dos casos, mostramos que G(B) contém uma F-subalgebra
isomorfa a G. Como G ndo satisfaz uma identidade standard, segue que G(B)
também néo satisfaz. Essa contradi¢io mostra que é um absurdo supor que B
ndo esta contido em J e, assim, o ideal gerado por BW ¢ nilpotente. O

O resultado a seguir mostra que, sob certas condi¢des, particulares proprie-
dades de uma superalgebra B = B(® 4 B podem ser transferidas para sua
envolvente de Grassmann G(B).

Lema 5.1.5. Seja B = B© + BW yma F-superdlgebra de dimensdo finita tal
que o ideal Ig gerado por BV em B é nilpotente. Entio BV @ G gera um
ideal nilpotente em G(B).

Demonstragdo. Suponhamos que o indice de nilpoténciade /g seja r. Para provar
o lema, tomamos by, ..., b, € Ip e observamos que

(b1 ®e€i) - (br ®ei,) =b1--br ®ej i, =0®ej ¢,
para quaisquer ¢;,, ..., e;, € G Desde que 0 ® ¢;, ---e;; = 0, teremos
(b1 ®ei) - (br ®ej) =0

e isto implica que o ideal gerado por B @ GV ¢ nilpotente de indice m < r. [
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Antes de provar o proximo teorema, vamos fazer, através de um exemplo, uma
observacao que sera usada na demonstragdo. Consideremos o polindmio multili-
near

f(x1,x2,x3) = x2x1x3 + X1X3X2 € F(X)

e tomemos elementos a1 = b1 ® g1, a2 = b, ® g» eas = b3 ® g3 na envolvente
de Grassmann G(B) de uma superalgebra B, onde by, b2, bz € Beg; € GO ¢
g2,83 € G Ao fazera avaliacdo f(ay,az,as), obtemos:

bab1b3 ® 828183 +b1b3br ® g18382 = b2b1b3 ® 818283 —b1b3b2 ® 18243

ouseja, f(ay,az,as) = (bab1bs —b1b3by) ® g18283.

Com isso, podemos dizer que f(ay,az,as3) = f'(b1,ba,b3) ® g182¢3, onde
f’ é um polindmio multilinear.

Agora estamos aptos a provar as equivaléncias entre os itens 1 e 2 do Teore-
ma5.1.1.

Teorema 5.1.6. Uma variedade de dlgebras V é gerada por uma F-dlgebra de
dimensdo finita A se, e somente se, V satisfaz uma identidade standard.

Demonstragdo. Obviamente nada precisa ser feito no caso em que V = var(0).
Desta forma, consideramos ) uma variedade ndo trivial e suponhamos que V =
var(A) para alguma F-algebra arbitraria de dimensao finita A, digamos dimg (A4) =
d.

Deste modo, St;41 ¢ uma identidade de A e, portanto, qualquer F-algebra em
Y satisfaz este polindmio standard. Com isso, V satisfaz uma identidade standard,
como queriamos.

Para a reciproca, vamos supor que V satisfaca uma identidade standard. Pelo
Teorema 4.5.1, sabemos que existe uma F-superalgebra de dimensao finita B =
BO® 4+ B ta] que V = var(G(B)). Como B tem dimensdo finita ¢ G(B)
satisfaz uma identidade standard, pela Proposi¢ao 5.1.4 temos que o ideal gerado
por B em B ¢ nilpotente. Portanto, pelo Lema 5.1.5 o ideal gerado por BV ®
G em G(B) também & nilpotente, digamos de indice m.

Sejam B = {by,--- , by} uma base de B! ¢ t = max{k, m}. Considere 4 a
subalgebra de G(B) gerada por:

BO®1e{h®ej:1<i<kel<j<t)

onde e, e, . .. denotam os elementos basicos de G). Observamos que 4 é uma
subalgebra graduada de G(B), onde

A® =B g1 ¢ A(l)zspan{bi®ej:1$i$k e l<j<rt}
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Assim, obtemos Id(G(B)) C 1d(A4). Note ainda que A tem dimensio finita,
portanto se provarmos que Id(A) = Id(G(B)), teremos que V = var(A) o que
prova a segunda parte do teorema.

Para provarmos a inclus@o contraria entre os T-ideais, vamos considerar um
polindbmio f = f(x1,...,x,) de grau n tal que f ¢ Id(G(B)), o qual pode-
mos assumir ser multilinear. Assim, a fim de simplificar a notacdo, podemos
dizer que existem 5155 € B(O), g1,...,8s € Q(O), biy,....b e Be
hi,...,hy—s € GO tais que:

ln—s

f(h1®gi.....bs ® gs.biy, @ hy,....bi,_, @ hy_s) # 0 em G(B).

Observe que € necessariotern—s < m < t, pois o ideal gerado por B Weg®
tem indice de nilpoténcia m em G(B). Por outro lado, como g1, ..., gs € G ¢
hi, ... hpes € GO usando a observacao feita no exemplo antes do enunciado
deste teorema, podemos reescrever

f(gl ®g1,---,5s®gs,bi1 ®h19~~~9bin_s ®hn—s) =
£y, .. b biy, ... b, )@ g1 gshy - hp_g #0

onde f’ é um polinémio multilinear, 0 # f’(gl, .. .,Es,bil, ....b
elemento gy --- gshy -+ hy—s € G é ndo nulo. B B

Dessa forma, podemos avaliar f nos elementos de A dadosporb;®1,...,bs®
1c A®eb; @ey,....bi, , Qen_s € AD ¢ obtemos

)eBeo

in—s

in—s
f(o1®1.....bs® 1.b; ®e.....bi, @ enys) #0
Isto mostra que f ¢ Id(A), garantindo o resultado. O

Para provar a equivaléncia entre os itens 2 € 3 do Teorema 5.1.1, utilizaremos
a teoria desenvolvida na Se¢do 2.4.

No Exemplo 3.3.4, definimos uma aco a esquerda do grupo simétrico S, sobre
os elementos da algebra F (x1, ..., x,) e podemos observar que esta agdo pode ser
restrita ao espago dos polindmios multilineares P,. De fato, ndo ¢ dificil ver que
se f = f(x1,...,xn) € Ppeo €8y, temos

o - f = f(x(,(l), A ,xg(n)) € Pn. (5.4)

A acdo definida acima pode ser estendida linearmente para FS;, ou seja, se
w=0101+-+as0, € FSy, e f = f(x1,...,Xx,) € Py, entdo

w - f = O‘lf(xal(l)a ... axal(n)) —+ -+ O[Sf(xo‘s(l)’ ... ’xas(n))-
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Neste momento, a agdo de um idempotente essencial de F'S, sobre o espago
P, sera importante. Vamos ver um exemplo.

Exemplo 5.1.7. Consideremos as tabelas de Young dos tiposA = (n —1,1) Fn
e = (n—2,1,1) - n e os idempotentes essenciais correspondentes dados nos
Exemplos 2.4.10 € 2.4.11, respectivamente. Para f = f(x1,...,Xp) = X1+ Xp,
vamos ter

er,/ = Y plxi-xa)— Y p(lnm)(xi---xp)

PES,H—1 PESH—1

e assim, er, f éigual a

Y oy X Xn) = D (nXp@) Xpm—1)Xp(1)- (5.5
pESH—1 PESH—1

Além disso, temos que e, € igual a

Z (p—p(In)—p(In—1)—pn—1n)+p(dn—1n)+p(lnn-1))
PESH—2

¢ observamos que

filxr,ooooxn) = Y pf = X (Xpq) Xp(—2)Xn—1%n)

PESH—2 PESH—2

fa(xi,..., xn) = Y p(dn)f = Y (%nXp@)  Xp(r—-2)Xn—1Xp(1))
PESH—2 PESH—2

fa(xr, .., Xn) = Z p(ln—-1f = Z (xn_1xp(2) = -xp(nfz)xp(l)xn)
PESH—2 PESH—2

f4(x1 """ x") = Z ,o(n —1 I’l)f = Z (xp(l) " 'xp(n—Z)xnxnfl)
PESH—2 PESH—2

fs(xr...., Xp) = Z p(ln—1n)f = Z (xnxp(Z) : "xp(n—2)xp(1)xn—1)
PESH—2 PESH—2

Je(x1,...,xp) = Z p(lnn—1)f = Z (xn—lxp(z)"'xnxp(l))-
PESH—2 PES—2

Assim,

er,f =fi—fa—fs—Ja+ f5+ fe. (5.6)

Estaremos particularmente interessados na agao do idempotente essencial dado
na Equacao (2.18) sobre alguns polindmios multilineares.
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Observagao 5.1.8. Notamos que a agdo de e(j») sobre um polindmio multilinear
f = f(x1,...,xp) corresponde a um operador de alternancia sobre f de acordo
com a Defini¢ao 3.1.27, pois

eany f(xX1,....xp) = Z sgn(o) f (Xg (1) - - -» Xa(n))-

o€S,

Ou seja, a a¢@o apenas modifica os coeficientes dos monomios, € o polindmio
resultante e(;») f € multilinear e alternado.

Exercicio 5.1.9. Mostre que e(3)[x1, X2, x3] = > sgn(o)o[xy, x2,x3] € 0 po-
og€ES3
linémio nulo.

O proximo lema generaliza o exercicio anterior.

Lema 5.1.10. Sejamr +s+ 1 =nefliy,...,ir, j1,-..,Js,t} = {1,2,...,n}.
Entdo
eamlxiy =+ xip, xjy o x ], xe] = 0 (5.7)

em F(X).

Demonstragdo. Pela Observagdo 5.1.8, é suficiente demonstrar esse teorema para

ocasoemquei; =1,...,i, =r,j1=r+1,...,js=n—1et = n. Temos

que [[X1 - Xr, Xp41 - Xn—1], Xn] éigual a

X1 Xp = Xp41° Xp—1X1 " XpXp —XpX1 " Xp—1 + XnXp41 " Xp—1X1 " Xr.
Para simplificar, vamos denotar

Ai=Xx1Xn, Bi=—Xpqy1--Xn—1X1...XrXn

C = —XpX1+**Xp—1 € D = XnXr4+1°""Xpn—1X1...Xr.

Usando a Observagdo 5.1.8 e o Corolario 3.1.26, temos que
eamyllx1 -+ Xp, Xp41 -+ Xn—1], Xn] = aSty, paraalguma € F.
Dessa forma, o problema se reduz a mostrar que o = 0. Escrevemos:

eamllxt -+ xr, Xrg1 - Xn—1]. xp] = eamyA + eamyB + eam)C + eqmy D



5.1. A algebra de Grassmann e polinémios standard 211

e denotando por a4, @p, ®c ¢ ap os coeficientes do monémio xj ... x, em
eamA, eqnyB, eqn)C e eqnyD, respectivamente (5.9)

temos @ = oq + ap + a¢c + ap. O nosso objetivo € provar que @ = 0, e para
isto vamos considerar p = n — 1 — r e calcular cada um dos coeficientes o4, ¢ p,
ac eap.

O coeficiente o 4 ¢ 1. Para computar os demais coeficientes, usamos a decom-
posi¢do de cada permutagdo como um produto de transposi¢des e observamos o si-
nal resultante apds a permutacao das variaveis até obter o coeficiente do monémio
X1 ...Xn nos polindmios na Equagdo (5.8). Por exemplo, para obter « g, transpo-
mos x,—1 sucessivamente até que este fique entre x, € x,. Repetimos o mesmo
processo para x,—» com o objetivo de ter esta variavel entre x, € x,—1. Em se-
guida, transpomos todos os termos de x,—3 a x,41, respeitando a mesma linha
de raciocinio. No total, serdao rp transposi¢des. Fazendo o mesmo tipo de analise
para ac e op, vamos obter:

ap = (=17, ac = ~(=1""!, ap = (=17 (~1)"".
Desta forma, lembrando que n — 1 = r + p temos
a=1-DP =)+ (=)P=D)P = (1= (=D)P)A = (=),

Se r for par ou p for par, entdo 1—(—1)"” = 0. Se r e p forem ambos impares,
temos que 1 — (—1)" T2 = 0. Com isso, @ = 0 e o lema esta provado. O

O proximo resultado ¢ um lema técnico sobre identidades da algebra de Gras-
smann, que sera necessario para a prova do teorema final, que demonstra as equi-
valéncias entre os itens 2 e 3 do Teorema 5.1.1.

Lema 5.1.11. Qualquer elemento de 1d(G) pode ser escrito como uma combinagdo
linear de produtos do tipo

ul[xiy = Xip, Xy oo x5, ], xr]v. (5.9)
onde u e v sdo mondémios, eventualmente de grau 0, em F{X).

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.3.5 sabemos que o T-ideal de G é gerado por
[x1,x2, x3] e, portanto, qualquer polindmio em Id(G) é consequéncia de polind-
mios do tipo:

ul[f, g]. h]v (5.10)
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onde u,v, f,g,h € F(X) e obviamente, u ¢ v podem ser considerados como
mondmios de grau eventualmente nulo.

Agora, usando a linearidade do comutador, para f1, f2, g1,g2 € F{X), sabe-
mos que

[f1+ f2.8l = [f1.g] +[f2.8] e [fog1+g]=1[f g1+ () gl

e portanto na Equacgdo (5.10), f e g podem ser considerados como mondmios.
Além disso, pelo Exercicio 3.1.6, para hy, hy € F{X), temos que

[[f. gl. hih2] = [ f. gl. h1lha + hu[[ /. g]. h2]

e, assim, o polindmio 4 na Equagao (5.10) pode ser considerado como um mono-
mio de grau 1. Concluimos, assim, que qualquer polindmio em Id(G) pode ser es-
crito como uma combinacao linear de produtos como dados na Equagdo (5.9). [

Finalmente, podemos provar a equivaléncia desejada.

Teorema 5.1.12. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F de carac-
teristica zero. Entdo V satisfaz um polinémio standard se, e somente se, G ¢ V.

Demonstragdo. Obviamente se ) satisfaz uma identidade standard, pelo Exerci-
ci03.2.18, temos que G ¢ V. Assim, vamos provar a reciproca supondoque G ¢ V.
Logo, existe um polinémio f = f(x1,...,x,) € F(X), que podemos assumir
ser multilinear, tal que f € Id(V) e f ¢ Id(G).

Recordemos que a demonstragdo do Teorema 4.3.5 nos mostra que os polino-
mios em Py, modulo P, N Id(G), podem ser escritos como combinagdo linear de
elementos do tipo

Xiy “.xik[le’sz]'.'[ijm—l’ijm] (5.11)

ondeiy < -+ <ig, j1 <-+< jomek +2m=n.

Desde que f € (P, N1d(V)) —1d(G), podemos escrever f como uma combi-
nacdo linear de polindmios dos tipos dados nas Equagdes (5.9) e (5.11), onde pelo
menos um dos polindmios na Equagao (5.11) tem coeficiente ndo nulo. Podemos
supor sem perda de generalidade que este polindmio com coeficiente ndo nulo seja
do tipo:

X1 X[ X415 Xkt2] - [Xn—1, Xn]

e consideramos que este polindmio aparece em f com coeficiente igual a 1.
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Consideramos a seguinte aplicacdo:

¢: F(X)— F(X)
Xi = [xi,yi], sel <i <k
Xj—>xj, sek+1<j<n.

e vemos que ¢ ¢ um endomorfismo de F (X ). Isto significa que ao considerarmos
¢ (f), obtemos uma nova identidade g = g(x1,...,Xn, ¥1,-.., Vi) de V.

Observemos que, em relacdo aos elementos que sdo do tipo dado na Equa-
¢do (5.11), com excegdo daquele em que iy = 1,...,ix = ke j1 = k +
1,..., jom = n, todos sdo enviados em Id(G) pelo endomorfismo ¢. Assim, po-
demos escrever

g =[x, 1l [k el Xk 1, X2 -+ [Xn—1, Xn] + 1,

onde / € um polindmio multilinear que € combinagao linear de elementos de P, N
1d(9).

Renomeando as variaveis o polinomio g, temos:

g = [x1,x2] -+ [x2g—1, X24] + P,

onde /1 ¢ um polindmio multilinear de grau 2¢ em 1d(G), que é combinagéo linear
de polindmios como na Equagao (5.9).

Consideremos I = {iy, ..., ik, j1,---,j1, 7} C{l,...,2q} e S osubgrupo
do grupo simétrico S», formado por todas as permutagdes que fixam os elementos

de fZ]\F Pelo Lema 2.4.13, ao tomar e = ) sgn(o)o, existe w € F Sy, tal

oeSr
que we = e(j2q).

Agora, notemos que se 4’ € um polindmio do tipo dado na Equacio (5.9), entéo,
pelo Lema 5.1.10, temos weh’ = e(124yh" = 0, 0 que implica em

e(IZq)h =0. (512)

Observemos que e(j24)g € Id(V), e como a agdo de e(;24y corresponde a
um operador de alternancia nas primeiras 2¢g variaveis, pelo item (¢) do Exerci-
cio 3.1.29, temos

e(lzq)[xl,X2]-'~[X2q_1,X2q] = ZqSl‘zq. (5.13)
Desta forma, a partir das Equagdes (5.12) e (5.13), obtemos
e(12q)g = e(lzq) [XI, x2] e [x2q_1, X2q] + e(12q)h = ZqStzq

ou seja, 2%@(124) g = Sty4 € uma identidade de V, como desejavamos. O
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Com os Teoremas 5.1.6 € 5.1.12, temos provado o Teorema 5.1.1. Agora, va-
mos ver uma consequéncia importante, provada por Kemer (1991).

Corolario 5.1.13. Seja A uma F-dlgebra de crescimento polinomial. Entdo existe
uma F-dlgebra de dimensdo finita B tal que var(A) = var(B).

Demonstragdo. Sendo A uma algebra de crescimento polinomial, ja sabemos que
G ¢ V = var(A), pois a codimensdo de G ¢ exponencial. Assim, pelo Teore-
ma 5.1.1, temos que V ¢ gerada por uma algebra B de dimensao finita, ou seja,
Y = var(B), como queriamos mostrar. O

Exercicios V ou F da Secao 5.1: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, A e B representam F -
superalgebras.

(1) Uma algebra de dimensao infinita nao satisfaz um polindmio standard.

(2) Se A é isomorfa a B como superalgebra, entdo G(A) ¢é isomorfa a G(B)
como superalgebra.

(3) Se G(A) satisfaz uma identidade standard e J ¢é o radical de Jacobson de A,
entdo G(A/J) satisfaz uma identidade standard .

(4) Se eqny = Z sgn(o)o € o idempotente essencial de F'S;, definido na

o€esS,
Equacdo (2.18), entdo e(jn)X1 ... Xy = Sty.

(5) Se V éuma variedade que satisfaz um polindmio standard, entdo G € V.

(6) Existe uma algebra de dimensao finita A tal que var(A) = var(G)

5.2 O Teorema de Kemer

Esta se¢do € devotada para a demonstragdo do teorema que caracteriza variedades
de crescimento polinomial das codimensdes via exclusao de algebras da variedade.
Esta foi a primeira caracterizacdo para variedades deste tipo e foi dada por Kemer
(1979), que mostrou que uma variedade V tem crescimento polinomial se, e so-
mente se, as algebras G e U T, ndo pertencem a .

Para apresentar a demonstracdo aqui, vamos inicialmente fazer algumas con-
sideracdes a respeito do expoente de uma algebra de dimensao finita, lembrando o
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que ja foi dito na Secdo 4.5. Giambruno e Zaicev provaram que, sobre um corpo
de caracteristica zero, o PI-expoente de uma PI-algebra associativa existe e € um
inteiro ndo negativo. Além disso, os autores exibiram uma forma de determinar
tal inteiro no caso em que a algebra A tem dimensao finita.

Para isso, usaram uma decomposi¢do de Wedderburn—Malcev de A, digamos,
Al @D Ap + J,comJ =J (A), e consideraram todos os produtos

B1JByJ -+ JB, # {0}

onde By, s = 1,...,r, sdo algebras distintas do conjunto {Ay,...,Ap}er =
1,2, .... Tomando algebras satisfazendo esta condigdo, os autores definiram

g = maxdimg(B; & --- & By)

e mostraram que, nas condi¢des do Teorema 4.5.17, temos exp(4) = q.

Observagdo 5.2.1. Notemos que se uma PI-algebra A tem crescimento polinomial,
entdo existe uma constante C e um inteiro ndo negativo r tais que ¢, (4) < Cn”".
Isto implica exp(4) < lim +/Cn” = 1, ou seja, exp(4) < 1.

n—0o0

Mais do que foi dito na Observacao 5.2.1, a reciproca também ¢é valida. De
fato, suponhamos que exp(A) = g < 1. Desta forma, ¢ satisfaz as desigualdades
no Corolario 4.5.10 e, assim, ¢, (4) < Con’2.

Agora, tomamos k um niimero natural tal que r, < k e teremos ¢, (4) < Conk,
ou seja, A tem crescimento polinomial.

Portanto, temos o seguinte resultado que da uma primeira caracterizagdo de
variedades de crescimento polinomial a partir do PI-expoente.

Teorema 5.2.2. Seja A uma Pl-dlgebra. Entdo a sequéncia de codimensoes
{cn(A)}n=1 é polinomialmente limitada se, e somente se, exp(A) < 1.

A seguir daremos uma caracterizagdo de algebras de dimensao finita de cres-
cimento polinomial a partir da decomposi¢ao de Wedderburn—Malcev.

Teorema5.2.3. Seja A = A1®---®Apm + J uma decomposicio de Wedderburn—
Malcev de uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente fe-
chado de caracteristica zero, onde J = J(A). A dlgebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, paratodoi = 1,...,m, temos A; = F e A; JA; = {0},
paratodo j # 1.
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Demonstragdo. Suponhamos que A tem crescimento polinomial. Assim pelo Teo-
rema 1.4.62, podemos tomar

A=A ®An+J

uma decomposi¢ao de Wedderburn—-Malcev de A, onde J = J(A) eparacadai =
1,...,m, temos A; = My, (F), para algum k; € N. Como My, (F) € var(A),

paratodoi = 1,...,m, se algum k; ¢ maior do que 1, entdo A teria crescimento
exponencial, o que contraria a hipétese que A tem crescimento polinomial. Logo,
ki = 1e,assim, dimgp(A4;) = 1, ouseja, A; = F paratodoi = 1,...,m. Além
disso, pela Observacdo 5.2.1, temos A; JA; = {0}, paratodo j #i.
Reciprocamente, se paratodoi = 1,...,m, temos A; = F e A; JA; = {0},
para todo j # i, entdo exp(A) < 1. Pelo Teorema 5.2.2, A tem crescimento
polinomial. O

Desde que as algebras UT» ¢ G tém crescimento exponencial, ao considerar
) uma variedade de crescimento polinomial, temos que UT>,G ¢ V. O proximo
lema sera fundamental para garantirmos que a reciproca € verdadeira e assim esta-
remos aptos a provar o célebre Teorema de Kemer.

Lema 5.2.4. Considere A uma algebra de dimensdo finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero e Ay @ -+ ® Am + J uma decompo-
sicdo de Wedderburn—Malcev de A. Se existem i,j € {1,...,m}, i # j, com
A;jJA; # {0}, entdo UT, € var(A).

Demonstragdo. Tomamos A; e Aj, com i # j, tais que A;JA; # {0}. Dessa
forma, existem ay € A;,a, € Aj ea € J tais que ajaar # 0. Considerando u4
e uy as unidades de A; e A, respectivamente, teremos ujaus # 0.

Afirmamos que u1, us € ujau, sdo elementos linearmente independentes em
A. De fato, considerando uma combinagéo linear

o1u] + oouy + azujaus =0, como; € F

usando o fato que uju» = uou; = 0, obtemos o; = 0, parai = 1,2, 3.
Consideramos, entdo, B = spang{ui, uz, ujaus}. Desde que u% = U, e
também u,ugy = 0, para r # s, temos que B ¢ uma F-subalgebra de A. Seja

¢ : B — UT, o homomorfismo de F-algebras definido por:
up — e, Uz = €22, uiraus — €12

onde e;; denotam as matrizes elementares. Observamos que ¢ ¢, na verdade, um
isomorfismo de algebras. Portanto, U 7, € var(A), como gostariamos. O
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Agora temos todos 0s pré-requisitos necessarios para provar abaixo o principal
resultado deste capitulo.

Teorema 5.2.5. Seja V uma variedade de dalgebras sobre um corpo F de caracte-
ristica zero. Entdo V tem crescimento polinomial se, e somente se, UT,, G ¢ V.

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que se V = var(0), o resultado é imediato.
Consideramos entdo que V € nao trivial. Como ja comentado, sendo V variedade
de crescimento polinomial, temos UT>, G ¢ V.

Reciprocamente, desde que G ¢ V, pelo Teorema 5.1.1, temos que V = var(A4)
para alguma F-algebra de dimensao finita A. Desse modo, podemos considerar

A=B @ ®Bn+J

uma decomposic¢ao de Wedderburn—Malcev de 4, onde J = J(A) € seuradical de
Jacobson. Pela Proposi¢ao 4.2.15, podemos supor que F ¢é algebricamente fechado

e, assim, paracada 1 <i < m,temos B; = M,, (F), paraalgumn; € N.
Observemos agora que, se n; > 1 para algum 1 < i < m, segue que A
contém uma F-subalgebra isomorfa a U T>, uma contradi¢do a hipdtese inicial.
Logo, temos que B; =~ F, paratodoi = 1,...,m. Desde que UT,> ¢ V, pelo
Lema 5.2.4, obtemos que B; JB; = {0}, paratodosi, j € {1,...,m},comi # j.
Logo, a partir do Teorema 5.2.3, concluimos que V tem crescimento polinomial.
O

Como uma consequéncia imediata do Teorema de Kemer, todas as subvarie-
dades proprias da variedade gerada por G e da variedade gerada por U T, tém
crescimento polinomial das codimensdes, conforme provamos abaixo.

Corolario 5.2.6. Se U é uma subvariedade propria de var(G) ou de var(UT3),
entdo U tem crescimento polinomial.

Demonstragdo. Suponhamos que U < var(UT,). Note que assim, UT, ¢ U e
desde que G ¢ var(UT»), segue que G ¢ U. Logo, pelo Teorema de Kemer, isso
implica que U/ tem crescimento polinomial. Obviamente, a demonstragdo para
subvariedades proprias de var(G) é analoga. O

Como as algebras G e U T, tém crescimento exponencial, estabelecemos uma
nova definigao.

Definicdo 5.2.7. Dizemos que uma variedade ) tem crescimento quase polinomial
se V tem crescimento exponencial, mas qualquer subvariedade propria de )V tem
crescimento polinomial.
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Corolario 5.2.8. var(UT3) e var(G) sdo as unicas variedades de crescimento
quase polinomial.

Demonstragdo. De fato, ja vimos que as algebras U T, e G geram variedades de
crescimento exponencial. Agora, consideremos ) uma variedade de crescimento
quase polinomial.

Como V tem crescimento exponencial, pela caracterizagdo apresentada por
Kemer, ndo podemos ter ambas U T3 e G excluidas da variedade V. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que U T, € V. Desse modo, var(UT>) € V. Uma vez
que V tem crescimento quase polinomial e var(U T>) tem crescimento exponencial
da sequéncia de codimensdes, essa inclusdo ndo pode ser propria e, portanto, V =
var(U T,). Na segunda situacdo, ou seja, quando G € V, temos V = var(G).

Assim, concluimos que V = var(UT3) ou V = var(G), como queriamos
mostrar. O

Podemos dar uma descrigdo de variedades de crescimento quase polinomial
em termos de identidades. Pelo corolario anterior, var(U T3) e var(G) sao as tni-
cas variedades de crescimento quase polinomial. Tome, por exemplo, var(U T>).
Sabemos que Id(U T2) = ([x1, x2][x3, x4]) 7. Com isso, se f € P, ¢ um polinod-
mio que ndo ¢é consequéncia de [x1, x3][x3, X4], entdo a algebra A determinada por
([x1, x2][x3, x4], )T pertence a var(U T») e, consequentemente, tem crescimento
polinomial.

Logo, temos uma certa minimalidade nos geradores de 1d(U T»), no sentido
que ao acrescentarmos qualquer polinémio a Id(U T»), que ndo é consequéncia
de [x1, x2][x3, x4], obtemos uma variedade de crescimento polinomial. O mesmo
ocorre com a algebra de Grassmann G.

Essa minimalidade pode ser descrita em termos do expoente. De fato, o que
o corolario anterior nos diz é que exp(UT2) = exp(G) = 2, mas qualquer sub-
variedade propria destas variedades possui expoente menor ou igual a 1. Neste
caso, dizemos que var(UT>) e var(G) sdo variedade minimais de expoente 2 e,
consequentemente, U 75 ¢ G geram as Unicas variedades minimais de expoente 2.

Observe que se V € uma variedade de expoente maior ou igual a 2, entdo ne-
cessariamente ou U T ou G pertencem a ). Com isso, temos o seguinte corolario.

Corolario 5.2.9. Uma variedade de dlgebras associativas tem crescimento expo-
nencial ou tem crescimento polinomial.

Demonstragdo. Seja V uma variedade de dlgebras associativas. Temos duas op-
¢des: ou G, UT, ¢ V, ou uma das duas algebras, G ou U T, pertence a V. Na
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primeira situagdo, V) tem crescimento polinomial e, na segunda situagdo, a varie-
dade tem crescimento exponencial. O

Variedades de crescimento intermediario das codimensdes sdo variedades que
ndo tém crescimento exponencial e cuja sequéncia das codimensdes ndo ¢ poli-
nomialmente limitada. Pelo corolario anterior, esse tipo de variedade nio existe
na classe das algebras associativas, mas € possivel dar exemplos de algebras nao
associativas com crescimento intermediario das codimensdes.

Exercicios V ou F da Secao 5.2: Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira
ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmagdes, A representa uma F-
algebra.

(1) Seexp(A) < 2, entdo A tem crescimento polinomial.

(2) Se A tem crescimento exponencial e B € var(A), entdo B tem crescimento
polinomial.

(3) Se U € uma subvariedade propria de var(G), entdo exp(A) < 1.

(4) Se A é uma algebra de dimensao finita tal que A =~ F + J(A), entdo A tem
crescimento polinomial.

(5) Se uma variedade V ndo tem crescimento polinomial, entdo G € V.
(6) Se V é uma variedade de crescimento quase polinomial, entdo UT, € V.

(7) A éalgebra de Grassmann G é um exemplo de algebra de crescimento inter-
mediario.

5.3 A sequéncia de cocaracteres

Nosso objetivo agora € definir a sequéncia de cocaracteres de uma F-algebra A4, a
qual corresponde a sequéncia de S, -caracteres de S, -modulos associados a alge-
bra A. Esta sequéncia tem sido extensivamente estudada devido a sua relagdo com
a sequéncia de codimensdes de A. Assim, temos o proposito de provar o teorema
de Giambruno e Zaicev (2001) que garante que uma algebra A tem crescimento
polinomial se, e somente se, na decomposi¢cdo da sequéncia de cocaracteres de A,
temos especificos Sj-caracteres irredutiveis com multiplicidade nula.

A acdo a esquerda do grupo simétrico S, sobre o espago dos polindmios mul-
tilineares P, definida na Equacao (5.4), corresponde a permutacdo das variaveis
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em cada um dos mondémios de f de acordo com a permutagéo o e, assim, P, tem
estrutura de S, -moddulo sob esta agdo. Como ja observamos no Exemplo 3.3.4, o
T-ideal Id(A) também ¢ invariante sob esta agdo. Assim, o espago quociente

P

Pn() = 55 1d(A)

tem estrutura de F'S,-moddulo. Com isso, podemos considerar seu S,-caracter
como na proxima definigao.

Definicdo 5.3.1. O S, -caracter de P,(A), denotado por y,(A4), é o chamado n-
ésimo cocaracter de A. Para V = var(A), definimos y, (V) = y,(A), para todo
n = 1. Assim, formamos uma sequéncia {y,(A)}n=1 (resp. {xn(V)}n=1) dita
sequéncia de cocaracteres de A (resp. de V).

Sabemos que, em caracteristica zero, existe uma correspondéncia biunivoca
entre Sy,-caracteres irredutiveis e partigdes A - n, conforme vimos no Capitulo 2.
Assim, de acordo com a Teorema 2.3.15, podemos decompor y,(A4) em S, -caracteres
irredutiveis

Jn(A) =) myxa (5.14)
AFn
onde y representa o caracter irredutivel associado a particio A - n e m é sua
multiplicidade.

Podemos, inicialmente, observar o seguinte fato sobre o cocaracter de uma

algebra A.

Observagdo 5.3.2. Pela Observagdo 2.3.17, se considerarmos A uma F'-algebra e
A =AQF F, vemos que o cocaracter y,(A4) tem a mesma decomposigdo que o
cocaracter y,(A). Portanto, em resultados sobre a decomposi¢ao de cocaracteres
de F-élgebras, podemos considerar que o corpo F' ¢ algebricamente fechado.

A decomposigdo do cocaracter de uma algebra A nos da informagdes sobre a
codimensdo desta algebra desde que

(A1) =D myxa(1), ou seja, ca(4) = Y mydy (5.15)
Abn Abn

onde dj ¢ o grau do caracter irredutivel y; dado pela formula do gancho na Equa-
cdo (2.14).

Desta forma, ¢ importante saber informagdes sobre as multiplicidades m dos
caracteres irredutiveis y; na decomposi¢cdo dada na Equacdo (5.14). Primeira-
mente, temos a seguinte observacao a fazer.
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Observagdo 5.3.3. Berele e Regev (1983) provaram que as multiplicidades m,
dadas na Equacao (5.14), sdo polinomialmente limitadas, isto €, paratodon = 1¢
toda A F n, temos m; < Cn’, onde C et > 0 sdo constantes que ndo dependem
de n.

Agora, apresentamos um resultado que garante uma maneira de verificar quando
a multiplicidade m, é ndo nula. Para enuncia-lo, faremos uso de idempotentes es-
senciais e a sua demonstragao pode ser consultada no livro de Giambruno e Zaicev
(2005).

Teorema 5.3.4. Seja A uma Pl-dalgebra cujo n-ésimo cocaracter y,(A) tem uma
decomposi¢do como na Equacdo (5.14). Para uma particdo A - n, temos que
m), # 0 se, e somente se, existe uma tabela de Young T}, do tipo A e um polinémio

f=f(x1,...,xp) € Py tal que er, f ¢ 1d(A).

Faremos mais uma observagao abaixo.

Observagdo 5.3.5. Dada uma tabela de Young do tipo A = (A,...,A;) Fneum
polinémio f = f(x1,...,Xn) € Py, temos que o polindmio er, f ¢ uma combi-
nac¢do linear de polindmios alternados em A conjuntos disjuntos de varidveis.

Faremos um exemplo do que foi dito na observagdo anterior, considerando
A=2,2)F4e f = f(x1,...,xX4) = X1X2X3x4. Para o idempotente es-
sencial, calculado no Exercicio 2.4.12, temos que e, f ¢ uma combinagdo linear
de polinémios alternados em A; = 2 conjuntos disjuntos de variaveis, que estdo
dispostos na tabela abaixo.

Polinémio na combinagio linear de e7, f alternado nos conjuntos disjuntos
X1X2X3X4 — X1X3X2X4 — X4X2X3X] + X4X3X2X1 + {x1, x4} e {x2, x3}
X2X1X4X3 — X2X4X1X3 — X3X1X4X2 + X3X4X1X2
X2X1X3X4 — X2X3X1X4 — X4X1X3X2 + X4X3X1X2 + {x1,x3} € {x2, xa}
X1X2X4X3 — X1X4X2X3 — X3X2X4X] + X3X4X2X]

A seguir, para exemplificar o uso do Teorema 5.3.4, vamos determinar a de-
composi¢do de y,(A) onde A é uma algebra comutativa unitaria, e também a de-
composic¢do de y,(G).

Exemplo 5.3.6. Seja A uma algebra comutativa unitaria. Pelo Exemplo 4.2.2,
sabemos que ¢, (A) = 1 e agora vamos mostrar que x,(A) = x(). Para isto,
consideramos a tabela de Young do tipo (1) - n abaixo, e o idempotente essencial
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correspondente

Ty = [L[2][n]. er, = Z 0. (5.16)

o€eS,

Assim, se f ¢ o polindmio xi - - - X, temos

er,, S = Z Xo(1) " Xo(n)

og€eS,
e este ndo ¢ uma identidade de A, pois fazendo a avaliagdo x; = 1 para todo
i =1,...,ntemos er,, f(1,...,1) = n! # 0. Pelo Teorema 5.3.4, temos que

mey # 0. Além disso, a partir da Equacdo (2.14), sabemos que d,) = 1, e
usando a Equagao (5.15), teremos

1 =cp(A) = Zmld;k = m(n)d(n) =my) = L.
Abn

Portanto, m,) = 1 e concluimos que y,(A4) = x (), como queriamos mostrar.
n
Proposi¢do 5.3.7. x,(G) = Y. yiuw0, onde AO) = (k, 1) I n.
k=1
Demonstra¢do. Vamos mostrar inicialmente que, paratodo k = 1,...,n, a mul-

tiplicidade m ) da partigdo A& = (k, 1"=k) ¢ ndo nula e para isso usaremos o
Teorema 5.3.4. Consideremos a seguinte tabela de Young do tipo AK):

T = 2| k]
k+1
n—1
n
e observemos que C = CTA(k) =Sn—kr1(Lk+1,....,n—1,n)eR = RTA(m =
Sk.
Considerando o idempotente essencial e = er, , © f = f(x1,....xn) =

X1+ Xp, Vamos ter

efz( Z (sgno)po)x1-~-xn

pER
oceC
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ou seja,
ef = ( Z P)( Z Sgn(ff)xa(l)xz--'kaa(k+1)-'-xa(n))
PESk OESH—k+1
onde S,k denota o grupo de permutagdes das variaveis 1,k + 1,...,n.

Afirmamos que e f # 0 e, para provar isto, vamos considerar uma substituigdo
por elementos da algebra de Grassmann G, que nio anula esse polindmio. De fato,
escolhemos a substitui¢do onde tomamos:

X1 =61, Xp41 =€2,..., Xnp = €p_k+1
e
X2 = €p—k+4+2€n—k+3> X3 = €n—k+4€n—k+55---» Xk = €ntk—2€n+k—1
¢ observamos que X2, X3, ..., xx € G €X1,Xkt1s---sXpn € g,
Considerando o resultado da substituicdo w = ef (X1, ..., Xy), usando que os
elementos X2 = €,k +2€n—k+3s ---» Xk = €n+k—2€n+k—1 SA0 centrais, vamos
ter
w = ( 2 p) (x2- -fk)( > sgn(0)Xe(1)Xotk+1) 'fa(n))
PES) OESn—k+1
= > 0 )2 Xp) Stk 41 (X1, Xkt 15 - - -5 Xn)-
PESk
(5.17)
Agora observe que
( Z P) (Y2 Xk) = klep—k42€n—k+3 " " €ntk—26n+k—1
PESk
e

Sln_k_{_l(fl,fk_}_l, .. .,Yn) = (n —k+ 1)!61 Ch—k+1-

Portanto, ao fazer o produto final na Equacao (5.17), vamos obter

w=kln—k+1)ler - ep_kt+16n—k+26n—k+3 " €ntk—26n+k—1 # 0.
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Desta forma, garantimos que m ) = 1, paratodo k = 1,...,n e usando
a formula do gancho dada na Equagdo (2.14), temos que dy = (7). Agora,
pelo Teorema 4.3.5, lembramos que ¢, (G) = 2"~ ! e assim:

n
on—1 _ cn(G) = Zm,\dk = Z dyxy = Z (Z:i) —on—1

AbFn LB p k=1
Isto nos leva a concluir que m«) = l parak = 1,2,...,nemy = 0,
para qualquer outra particdo A de n. Portanto, temos a decomposic¢ao y,(G) =
n
> Ak O
k=1

Notemos que a decomposi¢do do cocaracter da dlgebra de Grassmann G mostra
que as partigdes que correspondem a caracteres irredutiveis com multiplicidades
ndo nulas sdo todas do tipo A®) = (k, 1"7%)  n, com 1 < k < n. Notamos
ainda que, para tais parti¢cdes, temos Agk) < 1 e, portanto, os diagramas de Young
correspondentes a essas parti¢des t€ém um formato especial, ou seja, todas as linhas
a partir da segunda tém no maximo um box.

A observacao feita pode ser estendida a PI-algebras em geral, conforme dado
por um importante teorema provado por Amitsur (1953). Para enunciar esse teo-
rema, vamos precisar da seguinte definicao.

Defini¢do 5.3.8. Dados inteiros d,!/ = 0 definimos o gancho infinito H(d,!)
como sendo H(d,l) = |J{A = (AQ1,A2,..)Fn:dgyq <1}

n=1

De acordo com a defini¢@o anterior, os diagramas correspondentes a particdes
pertencentes ao gancho infinito H(d, /) tém no maximo / boxes nas linhas a partir
da (d + 1)-ésima linha e, vemos que, para as partigdes AK) = (k,177%) F n,
com1 < k < n, temos A®¥) ¢ H(1,1). Desta forma, podemos reescrever a
Proposi¢do 5.3.7 como x,(G) = > xa.

Abn
A€H(1,1)
Notamos que para uma particdo A € H(d,[), o diagrama de Young do tipo A
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tera uma representacdo grafica como a seguinte:

«— S

<~ -

Exemplo 5.3.9. Vamos considerar n = 12 ¢ as parti¢des com seus diagramas de
Young associados a seguir.

|

Dsa2,1) = D,6) = D@G33) =

Entdo, (5,4,2,1),(6,6) € H(3,2), enquanto que (3,3,3,3) ¢ H(3,2).

O préximo resultado mostra que as parti¢cdes, que eventualmente contribuem
com multiplicidades nao nulas na decomposi¢do do cocaracter de uma PI-algebra,
estdo em algum gancho infinito. Este teorema foi demonstrado por Regev ¢ Amit-
sur (1982).

Teorema 5.3.10. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero.
Entdo existem inteiros d,l = 0, tais que

xn(A) = Z my xa, para todon = 1.
AbFn
AreH(d,])
Ja sabemos que a algebra de Grassmann G ndo satisfaz uma identidade stan-
dard, mas observamos que

[x1,x2]% = [x1, x2, x1]x2 — [x1x2, X2, x1]

e assim, [x1, X2, x3] » [x1, x2]?. Desta forma, concluimos que G satisfaz o po-
lindmio St,(x1,x2)%. Vamos provar que este ndo ¢ um privilégio da algebra de
Grassmann, pois, na verdade, qualquer PI-algebra satisfaz uma poténcia de algum
polindmio standard, sendo esse mais um resultado demonstrado por Regev e Amit-
sur (ibid.) . Para prova-lo aqui, usaremos o Teorema 5.3.10.



226 5. Variedades de crescimento polinomial

Teorema 5.3.11. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero.
Entdo existem inteiros r e m tais que (Sty(x1,...,x,))™ € Id(A).

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.3.10, sabemos que existem k e [ inteiros ndo ne-
gativos tais que, para qualquer n = 1, temos que o n-€simo cocaracter tem uma

decomposi¢do y,(A) = Y. myx,. Isto significa que my = 0 sempre que
A
AGH(’IIC,I)
A ¢ Hk,I.
Vamos considerar n = (I + 1)(k + 1) e a seguinte particdo
A=(U+1,....1+ 1) Fn.
| —
k+1 vezes

Como A ¢ H(k,l),temos my = 0. Agora, consideremos a seguinte tabela de
Young associada a A.

T, — 1 k+2 (k+ 1)l +1
2 k+3 k + 1) +2
k+1 2k +2 k + 1)l + 1)

Para esta tabela, temos
Ry, = X1 xXo X xXpqp1 e Cpy =Y XY x---x Y4
onde

X1 =S(Lk+2,....(k+ DI +1),
X2 =81+1Q2,k+3,....(k+ 1) +2),

Xk_|_1 = S]+1(k+ 1,2k+2,,(l€+ 1)(1 + 1)
Y1 == Sk+1(1,2,...,k+ 1),
Yo = Spqp1k +2,k +3,...,2k +2),

Yig1 =Sk + DI+ 1L (k+DI+2,...,(k+ 1) +1)).
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Assim, para t € Cr,, podemos escrever
T=11T4,comt; €Y, 1<j<[+1.

Portanto, por defini¢do, o idempotente essencial associado a T, € dado por

er = Y sentm)-sgn(aon o,
O€X1X2~-~Xk+l
‘EjGYj
Agora considerando f = f(x1,...,Xn) = X1 --- X, ¢ lembrando que toma-

mosn = (I + 1)(k + 1), obtemos que er, f ¢igual a

> o( Y sen(zy)---sgn(z) n---rz(xl---x(kH)l)SnH)

0€X1X2---Xk+1 ‘C_]'GY_,'

onde Stj41 = Sty41(X(k+1)14+1+---» X(k+1)(+1))- Assim, repetindo esta ideia
vamos obter que er, f é dado por

Z U(ka+1(x1’ o Xk 1) o Skep 1 (X141 - »x(k+1)(l+1)))
o€X1 X2 X4

e por fim, vamos obter e7, f como
> (ka+1 (Xo(1)s -+ -+ Xa(e+1)) * - Sk+1 (Ko ((k+1)1+1)5 - - - ,xa((k+1)(1+1))))-
0€X1~-~Xk+1

Agora, desde que m; = 0, pelo Teorema 5.3.4, temos e, f € 1d(4). Por-
tanto, renomeando as variaveis de modo que Xk 41)+i» X(2k+2)4i» - - - » X(k+1)[+i
sejam trocadas por y;, parai = 1,2,....k + 1 € X@k+2).---» X(k+1)! Sejam
trocadas por yg 41, temos a seguinte identidade de A

(I+1)
er, S, s Ykt1) = > (Stk-i-l(y()'(l)’ ---,yG(k+1)))
geXq X2"~Xk+|

e isto € o mesmo que dizer que

((k + DY St s e )Y e 1d(4).

Como estamos trabalhando em caracteristica zero, vamos obter

(Stes1(1.- -y )T € 1d(4)

como queriamos mostrar. Ul
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O proximo resultado, provado por Giambruno e Zaicev (2001), apresenta uma
caracterizagdo de algebras de dimensdo finita de crescimento polinomial. Neste
resultado, para a algebra A cujo indice de nilpoténcia do radical de Jacobson ¢
igual a ¢, escreveremos simplesmente J(A4)? = {0}.

Teorema 5.3.12. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo F de
caracteristica zero tal que J(A)? = {0}. Entdo A tem crescimento polinomial se,
e somente se,
In(A) = Z mj -
Abn
n—A1<q

Demonstragdo. Inicialmente, recordemos que de acordo com a Teorema 1.4.48 e
a Observacdo 5.3.2, podemos assumir que F € um corpo algebricamente fechado.
Suponhamos que A tem crescimento polinomial e que exista uma parti¢do A - n
comn — Ay =g tal que my # 0.

Pelo Teorema 5.3.4, existe uma tabela de Young T} do tipo A ¢ um polind-
mio f = f(x1,...,xn) € Py tal que er, f ¢ Id(A). Pela Observacio 5.3.5,
vemos que er, f ¢ uma combinacdo linear de polindmios que sdo, cada um deles,
alternados em A; = ¢ conjuntos disjuntos de variaveis.

Nosso proximo passo sera mostrar que cada um dos polindmios alternados de
er, f descritos acima ¢ uma identidade de A4 e, com isso, chegarmos ao absurdo
que er, f € 1d(A).

Vamos considerar A = A1®---®A,, + J uma decomposi¢ao de Wedderburn—
Malcev de A, onde J = J(A) éseuradical de Jacobson. Como A tem crescimento

polinomial, pelo Teorema 5.2.3, paratodoi = 1,...,m, temos que 4; = F ¢
A;jJA; = {0}, paratodo j #i.
Vamos fixar uma base 5 de A formada pela unido de bases de Ay,..., Ay e J,

respectivamente, e vamos considerar 7 um polindmio alternado de e7, f. Nosso
objetivo é mostrar que & € Id(A).

Observamos que como A; A; = A; JA; = {0}, paratodo j # i, para que h
ndo seja uma identidade de A4, ao fazer uma avaliagdo devemos substituir as suas
varidveis por elementos de J e por elementos de no maximo uma unica compo-
nente simples, digamos A;. Por outro lado, temos que dimr (A4;) = 1 e portanto,
usando o Exercicio 3.2.10, podemos substituir em cada conjunto alternado no ma-
ximo um elemento de A;, ou seja, podemos usar no maximo A; = ¢ elementos de
A; na substitui¢ao.

Assim, ao considerar uma substitui¢do ndo nula devemos tomar pelo menos
n — A1 = q elementos de J. Mas como J¢ = {0}, essa avaliagdo ¢ nula, ou seja,
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h € 1d(A), o que é uma contradi¢do ja que er, f ¢ 1d(A). Isto nos faz concluir
que my = 0 sempre que n — A = ¢, tendo a decomposi¢do desejada para y,(A4).

Para provar a reciproca, vamos supor que y,(4) = > m  x . Com isso,

Abn
I’l—/ll <q

para qualquer particdo A - n tal que n — A1 = ¢ temos m) = 0. Mas quando
n— A1 < ¢, ouseja, quando A; > n — ¢, usando a formula do gancho dada na
Equacao (2.14), temos:

d<n!< n!
A T —g)!

para alguma constante a > 0. Agora, lembre que, pela Observacdo 5.3.3, as
multiplicidades m, sdo polinomialmente limitadas. Usando essa informacao e
o fato acima, da Equacdo (5.15), obtemos

=nn—-1)---(n—q+1) <an?

cn(A) = Z myd; < Cn' Z dy <an't4

An Aln
n—»Aii1<q n—XA1<q
para alguma constante o, completando a prova do teorema. O

O teorema acima nos diz que, para uma algebra A de dimensdo finita de cres-
cimento polinomial, com J(A)? = {0}, na decomposi¢do do cocaracter y,(A),
apenas as particdes A = (A1,...,As) F n cujos diagramas de Young associados
contém menos de g boxes abaixo da primeira linha podem contribuir com multi-
plicidades nao nulas.

Vamos fazer um exemplo, utilizando a informagao dada no Teorema 5.3.12 e,
para isto, vamos usar a algebra

b
N3 = a ca,b,c,d e F
0

S O R
ISEERS U

Na Proposi¢do 4.1.14, provamos que Id(N3) = ([x1, x2, x3], [x1, X2][x3, X4]) T
€ notamos que

J(N3) = :bhe,d €F . (5.18)

o O O
S O
[ BRSNS U
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Exemplo 5.3.13. A partir da Equagdo (5.18), vemos que o indice de nilpoténcia
de J = J(N3) é g = 3. Portanto, parti¢des de n que podem contribuir com
multiplicidade ndo nula na decomposic¢do de y,(N3) sdo aquelas cujo diagrama
associado tem no maximo 2 boxes abaixo da primeira linha. Exemplos de parti¢cdes
deste tiposdo (n), (m —1,1) e (n — 2,1, 1).

Além disso, usando a formula do gancho dada na Equagao (2.14), temos

n—1)(n-2)
d(l’l) = 1, d(n—l,l) =n—1-=¢e d(n—z,l,l) = f
e a partir da Equacio (4.6), observamos que
2
n?—n+2 n—1)(n—2
c”(N3):T=1+(n—1)+()2#.

Desta forma, basta provar que as multiplicidades correspondentes as parti¢des
(n), m—1,1)e (n —2,1,1) sdo ndo nulas e, de acordo com Equagdo (5.15),
teremos a decomposi¢ao

In(N3) = x@m) + X(n=1,1) + X(n—2,1,1)- (5.19)

Para ver isto, vamos usar o Teorema 5.3.4 e, para qualquer uma das partigdes
consideradas, vamos tomar f como o polindmio f(xi,...,Xn) = X1+ Xp.

Obviamente usando a tabela de Young do tipo () F n ¢ o idempotente essen-
cial dado na Equacao (5.16), temos €T f ¢ 1d(N3). Para ver isto, basta fazer a
avaliagdo x; = I3 paratodoi = 1,...,netemoser,,, f(X1,...,Xn) =nllz #0,
onde /3 é a matriz identidade 3 x 3.

Agora, para a partigdo A = (n — 1, 1) I n, vamos usar o que vimos no Exem-
plo 5.1.7 e fazer a substituicdo x; = I3 4+ ejp paratodoi = 1,...,n —1e
Xn = ez3. Pela Equacdo (5.5), vamos ter que €T f(xX1,...,Xp) éigual a

Yo T Foon | Tn = Fn [ D o) Tp—nTo()
PES,—1 PESH—1

que € 0 mesmo que
(n—=D!(I3+(n—1e12)eas—(n—1)!ea3(I3+(n—1)er2) = (n—1)(n—1)!e13 # 0.

Finalmente, também vamos usar o Exemplo 5.1.7 e faremos a substituicdo
X; = Izparatodoi = 1,...,n —2, X,—1 = e12 € X, = ep3 em cada um dos
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polindmios, fi,..., fe para obter a avaliagdo final. Temos

S1(xr, . X)) = (n—2)lers
fa(x1,....%n) =0
S3(X1, ... Xn) = (n—2)le13
f4()_cl,---,xn) =0
f5(X1,....%n) =0
fe(X1.....%n) = (n—2)leys.

Pela Equacio (5.6), vamos obter que o valorde er,,,_, | |, f(X1,...,Xn) € (n—
2)le13 # 0 e isto mostra que a decomposigdo de y,(N3) é como dada na Equa-
¢do (5.19).

Assim, como fizemos com a sequéncia de codimensdes, quando V = var(A4)
usaremos a notagdo y, (1), significando o cocaracter de uma algebra geradora de
V), ou seja, € 0 mesmo que y,(A4).

Podemos nos perguntar se o Teorema 5.3.12 pode ser generalizado para alge-
bras de dimensdes quaisquer, ou seja, se temos um resultado geral que caracteriza
PI-algebras de crescimento polinomial de acordo com a decomposicao da sequén-
cia de cocaracteres. Para responder essa questdo, vamos usar o Corolario 5.1.13.

Teorema 5.3.14. Seja V uma variedade de dlgebras sobre um corpo F de carac-
teristica zero. Entdo V tem crescimento polinomial se, e somente se, existe um
inteiro ndo negativo q tal que

(V) = E My xa-
Abn
I’l—},1<q

Demonstragdo. Observe que, ao assumir que ) tem crescimento polinomial, pelo
Corolario 5.1.13, ja sabemos que temos uma F-algebra de dimensao finita A tal
que V = var(A4). Consequentemente, basta usar o teorema anterior para garantir a
existéncia do inteiro ndo negativo ¢ nas condi¢des que exigimos. Para a reciproca,
basta observar que a demonstrag@o feita para a reciproca do Teorema 5.3.12 tam-
bém pode se usada aqui e, entdo, a demonstragdo esta concluida. O

Observamos que a decomposicao do cocaracter de uma algebra A nos informa
sobre as multiplicidades dos F'S,-mddulos simples, que aparecem na decomposi-
¢do do F§,-mbdulo P, (A). Isto nos leva a seguinte definigao.
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Defini¢io 5.3.15. Dada a decomposi¢do y,(A) = Y mj y,, paracadan > 1
Abn
definimos

In(A) ==Y "my

Abn

que ¢ chamado n-ésimo cocomprimento de A.

Desta forma, temos uma sequéncia numérica {/,(A4)},>1 associada a A, dita
sequéncia de cocomprimentos de A. Observe que, para cadan = 1, o n-ésimo
cocomprimento /,(A) conta o nimero de F'S,-modulos simples, que aparecem
na decomposicdo de P,(A). Assim como foi feito no caso de codimensdes, para
)V = var(A) uma variedade de algebras gerada por uma F-algebra A, definimos
la(V) =1,(A), paratodon = 1.

Exemplo 5.3.16. De acordo com a Equagao (5.19), temos [, (N3) = 3.
Exercicio 5.3.17. Mostre que se B € var(A), entdo [,(B) < I, (A).

Proposicio 5.3.18. Sejam A e B duas F-dlgebras. Se yn(A) = Y myxs,
Abn
xn(B) = Y m)xrexn(A® B) = ) m}xy sdo os n-ésimos cocaracteres de
Abn Abn
A, B eda soma direta A ® B, respectivamente, entdo

m’i <my —|—m;t e [,(A® B) <1,,(A) + ,(B).

Demonstragdo. Para provar, basta usar a imersao de F'S,-moédulos abaixo, dada
na demonstracdo da Proposi¢ao 4.2.4
Py Py Py
— & .
P,NId(A® B) P, NI1d(A) ~ P,NI1d(B)

O]

Defini¢do 5.3.19. Dizemos que uma variedade ¥ tem cocomprimento finito se
existe uma constante C tal que [, (V) < C, paratodon = 1.

A partir da decomposic¢do do cocaracter da algebra de Grassmann G dada na
Proposicao 5.3.7, podemos observar que /,(G) = n. Assim, percebe-se uma di-
ferenga entre as variedades var(/N3) e var(G): enquanto o cocomprimento da pri-
meira € finito, para todo n = 1, a sequéncia de cocomprimentos de var(G) nao é
limitada por uma constante.
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De fato, uma diferenga marcante entre as algebras N3 e G € que a primeira
tem crescimento polinomial enquanto que a segunda tem crescimento exponencial.
Essas informacgdes foram consideradas por Mishchenko, Regev e Zaicev (1999) e
levaram a demonstracgdo da seguinte caracterizagdo de variedades de crescimento
polinomial a partir do comportamento da sua sequéncia de cocomprimentos.

Teorema 5.3.20. Uma variedade V tem cocomprimento finito se, se somente se,

V tem crescimento polinomial.

Exercicios V ou F da Secao 5.3: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢é verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmacgdes, A representa uma
F -algebra.

(1) O n-ésimo cocaracter de A ¢ o Sj-caracter da algebra A como Sy-moédulo.

(2) Se existe uma tabela de Young T do tipo A - n e um polindbmio f =
f(x1,...,xp) € Pytalqueer, f € 1d(A), entdo a multiplicidade do carac-
ter irredutivel y, é ndo nula em y,(A4).

(3) A particao (n — 2, 2) tem multiplicidade ndo nula em y, (G).
(4) Se A ¢ uma algebra comutativa unitéaria, entdo y,(A) = x(x) + X(n—1,1)-
(5) A particdo (3, 3,3,2) - 11 ndo pertence ao gancho infinito H(2, 2).

(6) Se J(A) tem indice de nilpoténcia 3, entdo a partigdo (n — 1, 1) aparece com
multiplicidade ndo nula em y,(A4).

(7) Se I éum ideal de A, entdo [,,(A/I) < [,(A).

(8) UT, é uma algebra de cocomprimento finito.

5.4 Estrutura de algebras de crescimento polinomial

Nesta se¢do, vamos estabelecer mais uma caracterizagao de variedades de cresci-
mento polinomial. Para isto, consideraremos ) uma variedade gerada por uma
algebra A e daremos uma condi¢do necesséria e suficiente sobre a estrutura de
uma algebra Pl-equivalente a algebra A, para garantir que V tenha crescimento
polinomial.

Mais especificamente, mostraremos que uma algebra A tem crescimento poli-
nomial se, e somente se, var(4) = var(B), onde B é uma algebra de dimensao
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finita, que ¢ uma soma direta de subalgebras com propriedades particulares. Tais
propriedades sdo referentes ao quociente de uma algebra sobre seu radical de Ja-
cobson. Para provar o resultado, comegaremos com dois lemas que serdo essenci-
ais.

Lema 5.4.1. Sejam F o fecho algébrico de um corpo de caracteristica zero F e A
uma dlgebra de dimensdo finita sobre F. Entdo var(A) = var(B), onde B é uma
algebra de dimensao finita sobre F tal que dimz(A/J(A)) = dimp (B/J(B)).

Demonstragdo. Consideremos uma decomposi¢do de Wedderburn—Malcev A =
A1 ® -+ ® A + J, onde cada A4; ¢ uma F-élgebra simples, i = 1,...,me
J = J(A) é o radical de Jacobson de A. Pelo Teorema de Wedderburn—Artin, as
constantes estruturais de cada A; sdo racionais.

Paracadai = 1,...,m, vamos tomar 3; uma base de A; sobre F e considerar
B; a algebra gerada por B; sobre F'. Como char(F) = 0, temos que Q C F e,
assim, cada B; tem dimensao finita sobre F'. Agora consideremos /" uma base de
J sobre F, e B a algebra gerada por By U --- U BB,, U I sobre F. Notemos que,
como J ¢ nilpotente, temos que B tem dimensao finita sobre F.

Por fim, temos

dimz(A/J(A)) = dimz(A; @ --- ® Ap) = dimp (B, @ --- & By,) = dimp (B/J(B))

e claramente temos Id(A4) C Id(B). Para ver a inclusdo contraria, tomamos f €
Id(B), que podemos assumir ser multilinear, e vemos f se anula sob avaliagdo de
elementos no conjunto 51 U---U B, U I'. Como este ultimo conjunto € uma base
de A sobre F, temos f € Id(A). Concluimos que var(A) = var(B), onde B é
uma algebra nas condi¢des requeridas no teorema. O

Lema 5.4.2. Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
A uma F-dlgebra de dimensdo finita de crescimento polinomial. Se A = Ay &

<@ A + J(A) é uma decomposicio de Wedderburn—Malcev de A e para cada
i =1,...,m, definimos E; = A; + J(A), entdo

1d(A) = Id(E1) N -+ N Id(Em) N IA(J(A)).

Demonstragdo. Inicialmente observamos que,como A = A1 - DAy, +J (A4),
considerando E; = A; + J(A), temos A = E; + --- + Ep. Além disso, se
paracadai = 1,...,m, denotamos por J; o radical de Jacobson de FE;, entdo
Ji = J(A) C E;.
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E claro que
Id(A) C Id(Ey) N--- N Id(ER) NId(J(A)).

Para provar a inclusdo contraria, suponhamos, por absurdo, que existe f =
f(x1,...,xn) uma identidade multilinear de Id(E1) N --- N Id(E) N 1d(J(A))
tal que f ¢ Id(A).

Considerando B umabase de A1 & - - - @ A, formada pela unido das bases dos
Ai’se I’ umabase de J = J(A), temos que A = BU I" é uma base de A. Desde
que f ¢ Id(A), existem elementos a1, ...,a, € Atais que f(ay,...,ay) # 0.
Por outro lado, como f € Id(J), um destes elementos escolhidos ndo estd em I,
digamos que ap ¢ I'. Assim, ap € Ay, paraalgums € {1,...,m}.

Agora, como A tem crescimento polinomial, pelo Teorema 5.2.3, A; JA; =
{0}, para todo j # i. Desde que A;A; = {0} para j # i, a fim de que f ndo
sejauma identidade de A, devemosteray,...,a, € AsUI". Assim, obtemos que
ai,....an € Ag + J = Ej e isto é uma contradicio, pois f € Id(Ej). O

Agora, vamos apresentar o teorema que caracteriza variedades de algebras de
crescimento polinomial, estabelecendo uma condig@o necessaria e suficiente sobre
a estrutura de uma algebra geradora para a variedade. Esse resultado foi provado
por Giambruno e Zaicev (2001).

Teorema 5.4.3. Seja A uma dlgebra sobre um corpo F de caracteristica zero.
Entdao A tem crescimento polinomial se, e somente se,

var(A) = var(B1 @ --- ® By)

onde B; é uma dlgebra de dimensdo finita sobre F tal que dimp (B;/J(B;)) < 1,
paratodoi =1,...,k.

Demonstragdo. Suponhamos que V = var(A) tem crescimento polinomial. Pelo
Corolario 5.1.13, sem perda de generalidade, podemos considerar que A ¢ de di-
mensao finita sobre F. Inicialmente suponhamos que F ¢ algebricamente fechado.
Consideramos uma decomposi¢do de Wedderburn—Malcev

A=A ® - ®An+J

onde J = J(A) é o radical de Jacobson de A, e denotamos E; = A; + J. Pelo
Lema 5.4.2, temos

1d(A) = Id(E1) N -+ N 1d(Ep) N 1d(J).
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Pelo Lema 4.1.3, isto quer dizer que Id(A) = Id(E1 & --- & E;, @ J). Com
isso, obtemos var(A) = var(E; @ --- ® E; & J) e, como A tem crescimento
polinomial, pelo Teorema 5.2.3, temos dimg (4;) = 1.

Observando que o radical de Jacobson J; de E; ¢ igual a J, isto nos leva
a concluir que dimp(E;/J;) = 1 e dimg(J/J) = 0, ou seja, temos que as
componentes da soma direta estdo nas condigdes requeridas.

Para provar o caso geral, vamos assumir que F' ¢ um corpo arbitrario, ndo
necessariamente algebricamente fechado.

Nessa situagdo, consideramos F o fecho algébricode Fe A = A ® F. Pela
Equacio (4.7), temos Id(4) = Id(A4) e como dimg(A4) = dim I3 (A), usando a
primeira parte da demonstragdo temos var(A) = var(C; @ --- @ Cy), onde cada
C; ¢é uma algebra de dimensio finita sobre F com dim F(Ci/J(C)) < L

Agora, usamos o Lema 5.4.1 paracadai = 1,..., k e obtemos que var(C;) =
var(B;), onde B; é uma algebra de dimenséo finita sobre F tal que

dimpg (B;/J(B;)) = dimz(C;/J(Cy)) < 1.
Por fim, obtemos

Id(4) = 1d(C1 @ --- D Cy)
Id(Cy) N---NI1d(Cy)
Id(By) N---N1d(Bg)
= 1d(B1®:--® By)

e, assim, var(A4) = var(B; & --- @ By), de acordo com o que queriamos.

Para provar a reciproca, suponhamos que var(A4) = var(B; @& ---® By), onde
cada B; é uma algebra de dimensio finita sobre F e dimg(B;/J(B;)) < 1, com
1 <i < k. Usando a Proposi¢do 4.2.15, vamos assumir que F ¢ algebricamente
fechado.

Como var(A) = var(By & --- & By) temos, para todon = 1,

cn(A) = cn(Br @ -+ ® By) < cn(B1) + -+ + cn(B). (5.20)

Como dimg(B;/J(Bi)) < 1l,com 1 < i < k, temos, para cada i, que ou
B; = J(B;)ou B; = F + J(B;). Se B; = J(B;), como B; tem dimens3o finita,
entdo B; € nilpotente e, com isso, ¢, (B;) = 0, para todo n suficientemente grande.
Se B; ~ F + J(B;), ento, pelo Exemplo 4.5.18, exp(B;) = 1 e, pelo Teore-
ma 5.2.2, B; tem crescimento polinomial. Portanto, pela Equacgdo (5.20), temos
que A tem crescimento polinomial. O
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No que segue, vamos concentrar em um mesmo resultado as principais carac-
terizagdes de variedades de crescimento polinomial, que demonstramos nas Se-
¢oes 5.2 € 5.3 e também aqui nesta sec¢ao.

Teorema 5.4.4. Seja V uma variedade de algebras sobre um corpo F de caracte-
ristica zero. Entdo, as seguintes condig¢oes sdo equivalentes:

1. 'V tem crescimento polinomial;
2.UTy, G&V;

3. V=var(B1 ®---® Bp), onde B; é uma dalgebra de dimensdo finita sobre
F tal que dimp (B;/J(B;)) < 1, paratodoi = 1,...,m;

4. existe um inteiro ndo negativo q tal que
AWV = > maxn

Abn
n—kl <q

5. exp(V) < 1.

Exercicios V ou F da Secao 5.4: Verifique se cada afirmativa abaixo ¢ verda-
deira ou falsa, justificando convenientemente. Nas afirmacdes, A e B representam
F-algebras, onde F' é um corpo de caracteristica zero.

(1) Sevar(A) = var(B), entdo dimp (A/J(A)) = dimp(B/J(B)).

(2) Sedimp (A) é finita, entdo A ~p; B1 & --- @ By, onde dim(B;) é finita e
dim(B;/J(B;)) < 1,paratodoi = 1,...,m.

(3) var(M>(C)) = var(A), onde A é uma algebra de dimenséo finita sobre R
tal que dimg (A/J(A)) = 4.

(4) Se A é uma algebra comutativa unitaria, entdo dimg (A/J(A)) < 1.

(5) Se A é uma algebra comutativa unitaria, entdo dimg(A4/J(A)) = 1 e por-
tanto, A ndo pode ter crescimento polinomial.

(6) SeA ~p; B1®---® By, onde B; =~ F,paratodoi = 1,...,m,entdo A
tem crescimento polinomial.



Neste capitulo, nos dedicamos a apresentar resultados mais recentes no desenvolvi-
mento da PI-teoria. Vamos introduzir novos exemplos de algebras com estruturas
adicionais, complementando o que ja foi estudado no Capitulo 4 a respeito de supe-
ralgebras, de forma que teremos uma situagao paralela a tratar. A partir de agora,
sempre que trabalharmos com algebras sobre as quais ndo consideramos estruturas
adicionais, ou seja, no contexto de PI-algebras simplesmente, vamos nos referir ao
caso ordinario. Assim, vamos discutir diversos resultados de classificagdo de vari-
edades de crescimento polinomial, tanto no contexto ordinario quanto no contexto
de algebras munidas de novas estruturas.

Os resultados apresentados terdo as correspondentes referéncias listadas para
consulta e ndo serdo demonstrados aqui, pois o objetivo principal do capitulo ¢
conduzir o leitor interessado aos limites da pesquisa recentemente realizada na
area, no que diz respeito a sequéncia de codimensodes em suas diversas formas de
apresentagao.

Para nossos propositos, lembremos que sempre que V for uma variedade de
crescimento polinomial, vamos dizer que V' é uma variedade de crescimento n¥,
para algum inteiro k = 0 e para sua sequéncia de codimensdes, escreveremos
cn(V) &~ gn*, para algum g € Q.
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6.1 PI-algebras com estruturas adicionais

Nogoes similares de T-ideais, variedades de algebras, polindmios multilineares e
codimensoes, tratados no contexto ordinario da PI-teoria, tém sido naturalmente
estendidas para o caso de algebras munidas de alguma estrutura adicional. Como
exemplo de tais estruturas adicionais, destacamos as superalgebras e as algebras
munidas de uma involugdo *. Alguns resultados sobre superalgebras ja foram
tratados anteriormente. Agora vamos definir as x-algebras.

O estudo de algebras com estruturas adicionais passou a ser um foco de in-
vestigacdo nos ultimos anos e, consequentemente, caracterizacdes de variedades
de crescimento polinomial, analogas a que foi dada por Kemer, também tém sido
fornecidas nesses contextos. A fim de apresentar tais caracterizacdes, nesta se¢ao,
faremos uma breve descri¢do dessas estruturas.

Na Secao 4.4, definimos o conceito de superalgebras e estudamos diversas
propriedades dessa classe de algebras. Agora, vamos introduzir o conceito de *-
algebra, iniciando com o conceito de involugao.

Definicao 6.1.1. Uma aplicagdo F-linear * : A — A definida sobre uma F-
algebra A ¢ chamada involugao se, para todos a, b € A, temos

1. (ab)* = b*a*,
2. @** =a.
Observagdo 6.1.2. A defini¢ao de involugdo dada acima ¢ chamada por alguns

autores de involug@o do primeiro tipo.

Um exemplo importante ¢ a involug@o p definida sobre a algebra U T}, por

(eij)’ = en—j+1,n—i+1. paral <i < j <n.

Essa involucao ¢ chamada involugdo reflexdo e ela € definida pela reflexdo de
uma matriz triangular superior ao longo de sua diagonal secundaria.

Dizemos que A éuma algebra com involugdo, ou simplesmente que A € uma *-
algebra, se esta possui uma involugdo. Vamos dar alguns exemplos de involugdes
e x-algebras que serdo importantes para estabelecer os resultados desta secdo.

Exemplo 6.1.3. Se A ¢ uma algebra comutativa, entdo a aplicagcdo identidade ¢
uma involucdo sobre A, dita involucéo trivial.
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Observamos que se a aplicagdo identidade ¢ uma involugéo sobre uma algebra
A, entdo A é necessariamente uma algebra comutativa.

Exemplo 6.1.4. Consideremos a algebra comutativa D = F @ Fex: D — D
a aplicag@o dada por (a,b)* = (b,a). Temos que * é uma involugdo néo trivial
sobre D denominada involugao troca. Denotamos por Dy a x-algebra D munida
dessa involucao.

Observagdo 6.1.5. Observe que se A é uma *-algebra unitaria, entdo
1=1""=0"-D*=1"-1=1%
Em particular, a dlgebra F admite apenas a involugdo trivial.

Sobre a algebra de matrizes M, (F'), temos duas involugdes bastante conheci-
das como apresentadas nos proximos exemplos.

Exemplo 6.1.6. Em M, (F'), temos definida a involugdo
t:M,(F)—> M,(F)
(aij) = (a;i)
chamada de involugdo transposta.

Exemplo 6.1.7. Quando n ¢ par, ou seja, n = 2k, para algum k = 1, podemos
considerar a aplicagdo s : My (F) — My (F) dada por

A B\ (D' -B!
¢ p) —\-ct 4

onde A, B,C, D € M (F) et ¢aaplicagdo transposta. A aplicacdo s € uma invo-
luc¢do, denominada involugao simplética, que esta definida apenas sobre matrizes
de ordem par.

Exemplo 6.1.8. Consideremos a subalgebra de U T4 definida, no Exemplo 4.5.20,
por
M = F(e11 + esq) + Fera + F(exa + e33) + Feaa.

Vamos considerar a involugdo reflexdo p sobre M, isto €,

a b 0 0)\” a d 00
0coo0] |J0ocoo0
0 0cd]|] |00 ¢ b
000 a 0 0 0 a

Denotaremos a algebra M com involugao reflexdo por M.
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Se A é uma *-algebra, entdo podemos considerar os seguintes subespacos ve-
toriais
At ={aeAd:a*=a} e A ={acA:a*" =—-a)

ditos subespago dos elementos simétricos e subespago dos elementos antissimé-
tricos de A, respectivamente. De imediato, é facil ver que AT N A~ = {0} e,
considerando char(F) # 2, temos que todo a € A pode ser escrito como

a—a*

2

at+a* a-—a* a+a*
a= + , com

cAT e
2 2

e A”.

Consequentemente, podemos escrever A = AT + A~
Exemplo 6.1.9. Para a x-dlgebra D, temos D} = F(1,1)e D, = F(1,-1).

Exemplo 6.1.10. Para a *-algebra M., observamos que M = F(e11 + e4sq) +
F(eas + e33) + F(ega + e3q) e M = F(ega — e34).

Exercicio 6.1.11. Considere ay,a> € AT e by, b, € A~. Mostre que
(a) [al,az] e A, [bl,bz] EA_e[al,bl] €A+;
(b) aloazeA+,blobzeA+ealob1eA_.

Se A é uma x-algebra ¢ B é uma subalgebra de A, dizemos que B possui
involugdo induzida se * ¢ uma involugdo de B pela restri¢do, ou seja, B* = B.
Nesse caso, dizemos que B ¢ uma x-subalgebra de A.

Como exemplo, para cada k = 2 vamos definir a seguir, *-subalgebras de
U Ty, onde x = p é a involugado reflexdo. Para isso, vamos considerar

Pr, Qr e Ry (6.1)

as seguintes subalgebras de U T :

—2.
P =spanp{lok, E, ..., E¥72 10 — €ak—1 2k, €13, -+ -+ €1k €kt 1,2k s - - - » €2k—2 2k }
k—2.
Ok = spanF{Izk, E, . .,E ;€12 + €2k—1,2k>€135 -+ +» €1k» €Ck+1,2k» - - - ,ezk—z,zk}
—2.
Ry = spang{e11 + ez ok, E, . . ., EX 1€12,€13, .+, Clks Chp1,2ks - - -5 €2k—1,2k ) onde
k—1

Iy ¢ a matriz identidade 2k x 2k ¢ E = ) " e i1 + €k—ipk—i+1 € UTa.
i=2
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Para cada k > 2, essas algebras com involugao reflexdo p sdo *-subalgebras
de U T, com involugdo induzida, sendo denotadas, respectivamente, por

Prp. Qkp © R,
Note que as x-algebras Py , € Q, , sdo unitarias, enquanto Ry , ndo €.

Exemplo 6.1.12. Considerando k = 4, temos

(a b ¢ d 0 0 0 0
0O ae f 00 0 O
0 0a e 00 0 O
000 a 00 0 O
(@) Psp= 0000 ae f g ca,b,c,d,e, f,g,heFy,
000 0 O a e h
000 0 0 0 a-b
\0 000000 a
a b ¢c d 00 0 0\
0 ae f 00 0O
0 0a e 00 0 O
000 a 0O0 0 O
(b) Qap= 0000 ace f g ca,b,c,d,e, f,g,heF;;
000 0 0 a e h
000 0 0O a b
000 0 0O 0 a
(a b ¢c d 00 0 0\
0 0e f OO O0 O
000 e 00 0 O
000 0 0O O0 O .
(c) Rap= 00000ce¢ f g ca,b,c,d,e, f,g.hieF
000 0 OO0 e h
000 0 0O 0 i
000 0 0O O a)

Exercicio 6.1.13. Para cada *-algebra A € {Ps4,p, Q4,, Ra,}, determine os
subespagos A1 e A,

Na Sec¢do 4.4, vimos que a uma superalgebra A, podemos associar o automor-
fismo de ordem no méaximo 2 induzido pela graduagdo. No caso de uma x-algebra,
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temos que a involugdo * ¢ um antiautomorfismo de A. Vamos recordar este con-
ceito abaixo.

Definicio 6.1.14. Uma aplicagdo F-linear ¢ : A — A é um antiautomorfismo de
uma algebra A4 se V¥ (ab) = (b)Y (a), para todos a, b € A.

De fato, quando A ¢ uma algebra munida de uma involucdo *, podemos ob-
servar que * satisfaz essa defini¢do e, portanto, ¢ um antiautomorfismo de ordem
no maximo 2 de A. Observamos que uma *-algebra com um antiautomorfismo de
ordem 1 ¢ uma algebra comutativa.

Para estabelecer uma nomenclatura comum entre superalgebras e x-algebras,
introduzimos o conceito de p-algebras.

Defini¢do 6.1.15. Uma algebra A munida de um automorfismo ou um antiauto-
morfismo ¢ de ordem no maximo 2 sera chamada de ¢-algebra. Assim, qualquer
superalgebra ou qualquer algebra com involugdo, sera uma g-algebra.

Observamos que qualquer algebra com graduagio trivial e qualquer algebra
comutativa com involugao trivial sdo exemplos de ¢-algebras com automorfismo
e antiautomorfismo de ordem 1, respectivamente.

Notemos que, se A é uma @-algebra, podemos escrever A = A;r + A,, onde
A;;:{aeA:a“’:a} e A, ={aeA:a®=—a}.

De fato, quando ¢ ¢ um automorfismo de ordem no maximo 2, ou seja, se A
¢ uma superalgebra, temos A; = A0 ¢ A, = AWM Por outro lado, se ¢ é um
antiautomorfismo de ordem no maximo 2, ou seja, se A ¢ uma x-algebra, temos
que Af = At e A, =A".

A seguir, vamos estender a linguagem utilizada no contexto ordinério de PI-
algebras para @-algebras, definindo primeiramente os conceitos de ¢-identidades
polinomiais ¢ ¢-codimensoes.

Para fazer isto, vamos considerar X = {x1, x», ...} um conjunto enumeravel
de varidveis ndo comutativas e F(X,¢) = (x1,x},x2,x5,...) a dlgebra asso-
ciativa livre munida de um automorfismo ou um antiautomorfismo ¢ de ordem

no maximo 2. Observamos que, ao considerar y; = x; + xlfp €zZj = Xj — xl‘-p ,
temos que F{X,¢) = F(y1,21,¥2,22,...) edefinindo Y = {y; : i = 1}e
Z = {z; : i = 1}, os elementos da g-algebra livre F(X,¢) = F(Y U Z)

sdo combinacdes lineares de palavras nas variaveis em Y e em Z chamados de
@-polindmios.
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Exemplo 6.1.16. f(y1,21,22) = 23—221[y1,21]+3y122 eg(y1,y2,21,22,23) =
yzzlyzzg + z3[y1, 23] Y222 sdo @-polinémios.

Chamamos aten¢do para o fato que, se ¢ ¢ um automorfismo de ordem no
méximo 2, F (Y UZ) admite uma estrutura de superalgebra, definindo F (Y UZ)(©
o subespago gerado por todos mondmios nas variaveis ¥ U Z que possuem um
namero par de variaveis em Z, e F(Y U Z)™ ser4 o subespago gerado por todos
mondmios nas variaveis ¥ U Z que possuem um nimero impar de variaveis em
Z. Por outro lado, um antiautomorfismo ¢ = * de ordem no maximo 2 induz
uma estrutura de x-algebra em F (Y U Z), onde as variaveis de Y sdo simétricas
y;" = y;, e as variaveis de Z sdo antissimétricas Z;k = —z.

Definiciio 6.1.17. Seja A uma gp-algebra. Dizemos que um ¢-polindmio f =
fO1,ee s Yns 210y 2Zm) € F(Y U Z) é uma ¢-identidade polinomial de A se
f(ai,...,an,b1,...,by) = 0 para quaisquer ay,...,d, € A(‘; eb1,....by €
Ay

@

Na defini¢ao anterior, se A ¢ uma superalgebra, dizemos que f ¢ uma iden-
tidade graduada de A e, quando A é uma x*-algebra, dizemos que f é uma *-
identidade de A. Notemos que, para uma superalgebra A com graduagao trivial,
temos que z ¢ uma identidade graduada de A enquanto que, para uma x-algebra
comutativa com involugao trivial, z é uma *-identidade.

Exemplo 6.1.18. Lembremos, pelo Exemplo 4.4.23, que D8" ¢ a algebra D =
F & F com graduagdo (F(1,1), F(1,—1)). Temos que [y1, y2], [z1. 22], [V1. 22]
e [z1, y2] s@o identidades graduadas de D&”. Podemos notar que esses mesmos
polindmios sao x-identidades da x-algebra D, definida no Exemplo 6.1.4.

Exemplo 6.1.19. A partir do Exemplo 6.1.10, vemos que z1z, é uma *-identidade
de M.

Exercicio 6.1.20. Mostre que

(a) [y1,y2] e[y, z] sdo identidades graduadas da superalgebra G&" como defi-
nida no Exemplo 4.4.3;

(b) [y1.,y2] e z1z2 sdo identidades graduadas da superalgebra U ng " como de-
finida no Exemplo 4.4.14.

Definimos o T,-ideal de A de uma ¢-algebra A como o ideal Id? (4) de F (Y U
Z) formado por todas as ¢-identidades polinomiais de A.
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No caso em que A é uma x-dlgebra, denotamos por Id*(A) o Tx-ideal de A4 e
quando A é uma superalgebra, escrevemos 1d®” (A4) para denotar o T»-ideal de A.

Assim como no caso ordindrio, sobre um corpo de caracteristica zero, todo T,-
ideal ¢ finitamente gerado, € usamos a notagdo ( f1,..., fm)7, para indicar que
1d¥(A) é gerado por f1,..., fm.

Observamos que, quando uma superalgebra tem graduacgdo trivial, seu T»-
ideal pode ser obtido diretamente do seu T-ideal. Para as algebras U7, ¢ G com
graduagdo trivial, continuaremos usando a mesma notagdo para nos referirmos
como superalgebras. Lembrando dos T-ideais determinados nos Teoremas 4.3.2
e 4.3.5, colocamos dois exemplos a seguir.

Exemplo 6.1.21. Para as superalgebras U 7> e G, temos o seguinte:
L 1d87(UT2) = ([y1. y2l[y3. yal. 2) 123
2. 1d¥7(9) = ([y1, 2. y3]. 2) 1>

No proximo resultado, coletamos os Ty -ideais das principais ¢-algebras desta
secdo com as referéncias para as respectivas demonstracdes.

Lema 6.1.22. Temos os seguintes Ty-ideais:
1. 1d8"(D8") = ([y1, y2). [y, 2], [21, 22]) 1, Giambruno e Mishchenko (2001);
2. 187 (UTE") = (y1, y2l. z122) 15, Valenti (2002);

3. Id87(G87) = ([y1, y2l. [y, 2], z1 0 z2) 15,, Giambruno, Mishchenko e Zaicev
(2001);

4. 1d* (D) = {[y1. y21. [y, z]. [21, 221} 1., Giambruno e Mishchenko (2001);
5. 1d*(My) = (z122)71,, Mishchenko e Valenti (2000).

Também ¢ conhecido que qualquer ¢-identidade é consequéncia de uma ¢-
identidade multilinear. Por este motivo, paran > 1, consideramos

P? = spanp{ws(1) - Wo(n) : 0 € Sy, w; = y; ou w; = z;, i € N}

o espaco dos ¢-polindmios multilineares de grau n nas variaveis y1, z1,..., Yn, Zn
e estudamos o comportamento das ¢-identidades de uma ¢-algebra, considerando
0 espago quociente

Py
PY NId?(A)
Desta forma, temos interesse na seguinte definigao.

PY(A) :=
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Defini¢éo 6.1.23. Definimos a n-ésima ¢-codimensdo de uma g-algebra A como
a dimensdo de PY(A) sobre F ¢ a denotamos por ¢} (4).

Se A ¢ uma algebra com involugdo, escrevemos c;, (A) como a n-ésima *-
codimensao de A. Por outro lado, se A é uma superalgebra, denotamos por c5 " (A)
a sua n-ésima codimensdo graduada.

Quando A ¢ uma PI-algebra com um automorfismo ou um antiautomorfismo ¢
de ordem no maximo 2, a relagdo abaixo entre sua codimensao no caso ordinario
e a sua ¢-codimensao foi dada por Giambruno e Regev (1985)

en(A) < c(A) < 2"¢n(A). 62)

Paralelamente ao caso ordinario, também estamos interessados em @-algebras
cuja sequéncia de p-codimensdes € polinomialmente limitada, ou seja, aquelas
para as quais existem constantes k ¢ a = 0 tais que ¢ (4) < an®. Nesse caso,
dizemos que A tem crescimento polinomial da sequéncia de ¢-codimensdes.

E importante destacar que La Mattina, Mauceri ¢ Misso (2009) provaram que
se A € uma @-algebra unitaria de crescimento polinomial das ¢-codimensdes, en-
tdo a sequéncia {cy (A)}n>1 é descrita por um polindémio com coeficientes racio-
nais, ou seja, ¢ (A) ~ gn®, paraalgums = 0eq € Q.

Por outro lado, dizemos que a sequéncia de p-codimensdes de uma ¢-algebra
cresce exponencialmente se existe um inteiro o > 2 tal que ¢ (A) = «”, para todo
n = 1. Através da Equacdo (6.2), notamos que se A ¢ uma algebra de crescimento
exponencial, entdo a sequéncia de ¢-codimensdes de A cresce exponencialmente,
ou seja, A tem crescimento exponencial como ¢-algebra. Desta forma, claramente
as superélgebras G&" e UTS" tém crescimento exponencial.

Também ¢ conhecido que a algebra M definida no Exemplo 4.5.20 ¢ Pl-equi-
valente a dlgebra U T5 e, portanto,

en(UTz) = cn(M) < ¢ (M) (6.3)

o que implica que c,; (M+) cresce exponencialmente.

Denotamos por var?(A) a classe de todas as g-algebras que satisfazem as
p-identidades satisfeitas por A, dita a ¢-variedade gerada por A. No caso em
que A é uma *-algebra, denotaremos por var*(A) a x-variedade gerada por A e
caso A seja uma superalgebra, denotaremos por var8” (A) a supervariedade gerada
por A. Além disso, diremos que a ¢-variedade V' tem crescimento polinomial se
YV = var?(A), para uma ¢@-algebra A de crescimento polinomial da sequéncia de
@p-codimensoes.
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Com todos esses conceitos estabelecidos, podemos apresentar os teoremas que
caracterizam ¢-variedades de crescimento polinomial através da exclusdao de ¢-
algebras da variedade. Nos referimos a esses teoremas como sendo do tipo Kemer.
No caso de supervariedades, o resultado foi provado por Giambruno, Mishchenko
e Zaicev (2001) e, no caso de x-variedades, a demonstragdo foi feita por Giam-
bruno e Mishchenko (2001).

Teorema 6.1.24. A sequéncia ¢’ (V) é limitada polinomialmente se, e somente
se, G.UT>,G8" , UTE" , D& ¢ V.

Teorema 6.1.25. A4 sequéncia c;; (V) é limitada polinomialmente se, e somente se,
Dy, My & V.

Pelas observagdes que fizemos anteriormente, a presenga das g-algebras G,
UT,, G8",U ng " e M, nos dois tltimos teoremas ndo nos causa estranheza, mas
como D ¢é uma algebra comutativa, temos ¢, (D) = 1, paratodon = 1, e entdo de-
vemos explicar porque D" ¢ D, aparecem nestes teoremas. A Equacdo (6.2) ndo
nos indica que D8" ¢ D, tém crescimento exponencial, mas tal fato foi provado
por Giambruno e Mishchenko (ibid.).

Proposicido 6.1.26. Considere Dy, como uma das @-dlgebras: Dy ou D8". Entdo
c,(f(D(p) = 2", para todon = 1.

Como no caso ordinario, temos que as subvariedades proprias das variedades
geradas pelas superélgebras G, UT>,G8", UT;" e D8" sdo de crescimento poli-
nomial das codimensdes graduadas. O mesmo ocorre com as variedades geradas
por Dy e My, ou seja, todas as subvariedades proprias de var* (D) e var* (M)
tém crescimento polinomial das x-codimensoes.

Usando as mesmas ideias utilizadas no contexto ordinario, que foram apre-
sentadas na Se¢do 5.2, também podemos concluir que var8”(G), var8” (U Ty),
var®” (G&"), var®" (U ng ") e varé” (D#") sdo as inicas variedades de crescimento
quase polinomial das codimensdes graduadas e que var*(Dy) e var*(My) sdo as
unicas variedades de crescimento quase polinomial das *-codimensoes.

Na proxima se¢ao, vamos apresentar os resultados que classificam as subvarie-
dades de variedades de crescimento quase polinomial, tanto no contexto ordindrio,
quanto no contexto de algebras com estrutura adicional.

6.2 Variedades minimais de crescimento polinomial

Pelos resultados apresentados na Secdo 5.2, sabemos que todas as subvariedades
proprias de cada uma das variedades var(G) e var(U T,) tém crescimento polino-
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mial. Nesta secdo, vamos apresentar a classificagdo de todas essas subvariedades
que foi dada por La Mattina (2007). Dentre elas, destacamos as variedades mini-
mais de crescimento polinomial, as quais definiremos a seguir.

Recordemos que o Teorema 4.2.14 nos diz que ao considerar uma algebra de
crescimento polinomial, temos que sua sequéncia de codimensoes ¢ dada por um
polindmio de algum grau k = 0 com coeficientes racionais. Assim, a partir de
agora, sempre que ) for uma variedade de crescimento polinomial vamos dizer
que V é uma variedade de crescimento ¥, para algum inteiro k = 0 ¢ para sua
sequéncia de codimensdes, escreveremos ¢, (V) &~ gn* para algum g € Q.

Defini¢do 6.2.1. Uma variedade V é minimal de crescimento polinomial n¥ se
cn(V) ~ qnk, k = 1eq > 0, e para qualquer subvariedade propria, U C V,
temos que ¢, () ~ g'n’ comt < k para algum ¢’.

Para melhor explicar o conceito dado acima, vamos considerar as algebras G4
e N4 definidas na Secao 4.1. Pelos Teoremas 4.1.13 ¢ 4.1.15, temos

1d(Ga) = ([x1.x2, x3], [x1, x2][x3, Xa][x5, x6]) T

Id(Ng) = ([x1, X2, X3, X4, [x1, X2][x3, x4]) 7.

Assim, vemos que [x1, X2, x3] € 1d(G4), mas [x1, X2, x3] ¢ Id(N4). Por outro
lado, pelo Lema 4.1.3, temos 1d(G4 @ N4) = 1d(G4) N1d(N4) e, portanto, var(G4)
¢ uma subvariedade propria de var(G4 @ N4). Agora, pelas Proposigoes 4.2.12
¢ 4.2.13, temos

cn(Gs) ~ qn* e cn(Ng) ~ ¢'n>, comgq.q' € Q.
Usando que G4 € var(G4 @ N4) e a Proposicdo 4.2.4, temos

cn(Ga) < cn(Ga ® Ng) < cn(Ga) + cn(Nyg)

e, com isso, podemos concluir que ¢, (G4 ® N4) ~ gn*, para algum § € Q. Isto
mostra que a variedade var(G4 @ Ng4) € de crescimento n*, mas ndo é minimal.
Em geral, as variedades var(G,y ) e var(Ny) sdo minimais, parak = les = 3,
respectivamente. A classificagdo de todas as subvariedades proprias de var(G) e de
var(U T3), dada por La Mattina (ibid.), tem como destaque as subvariedades mini-
mais e as algebras G, ¢ Ny tém papel fundamental, junto com outras algebras que
iremos definir. A relevancia de tais variedades esta no fato de que estas sdo vistas
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como “blocos construtores”, que permitiram a autora apresentar uma classificagdo
completa das subvariedades das variedades de crescimento quase polinomial.

Iniciamos apresentando o resultado que classifica todas as subvariedades mi-
nimais da variedade var(G).

Teorema 6.2.2. Uma subvariedade propriaV de var(G) é uma variedade minimal
se, e somente se, V = var(Gyr), para algum k = 1.

Vamos agora apresentar o resultado que classifica todas as subvariedades mini-
mais da variedade var(U T») que finaliza a classificagdo dada por La Mattina. Para

isso, para cada k = 2, vamos introduzir duas novas familias de algebras Ay e By,
k—1

considerando, para k = 2 fixo, a matriz Hy = ) e; ;41 € U Ty, assim como foi
i=1

feito para a definicdo das algebras Nj.

Definimos as seguintes subalgebras de U Ty :

Ap = spanp{eu,Hk,H,?,---,H,f_2§€12,€13,---,€1k} c
(6.4)
_ 2 k—2.
Bk - SpanF{ekkak’Hk»9Hk 7elk’ezk9"~9ek—1,k}'

Exemplo 6.2.3. Como um exemplo das algebras definidas acima, para k = 5
temos

a b ¢ d e
00 f g h

As = 00 0 f g :a,b,c,d,e, f,g.heF
00 0 0 f
00 0 0 O

e

0 f g h e
0 0 f g d

Bs = 00 0 f ¢ ta,b,c,d,e, f,g.heF
0 0 0 0 b
0 0 0 0 a

Podemos observar que, para cada k = 2, a algebra By, ¢ a subalgebra de U T},
obtida ao refletir os elementos de A; em relacdo a sua diagonal secundaria, ou
seja, obtemos By aplicando a involugdo p em Ay.

O préximo teorema classifica, a menos de PI-equivaléncia, todas as subvarie-
dades minimais da variedade gerada pela algebra U T5.
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Teorema 6.2.4. Uma subvariedade propria V de var(U T,) é uma variedade mi-
nimal se, e somente se, ou V = var(Ny) ouV = var(A,) ou V = var(B;), para
algumbk = 3,r = 2.

La Mattina (2007) utilizou a classificacdo feita nos dois ultimos teoremas e
também determinou, a menos de Pl-equivaléncia, todas as algebras que geram
subvariedades das variedades var(G) e var(U T»).

Teorema 6.2.5. Seja A € var(G). Entdo, ou A ~py Gou A ~p;r N ou A ~pj
CHONouA~pr Gox ®N, paraalgumk = 1, onde N é uma dlgebra nilpotente
e C ¢ uma algebra comutativa.

Teorema 6.2.6. Seja A € var(UT,). Entdo, ou A ~py UTy, ou A ~p;y N
ouAd ~py Nt ® N ouAd ~py N, DA ®N ouAd ~pr N, ® By ® N ou
A~pr N ® Ar @& Bs ® N, onde N é uma dlgebra nilpotente e k,r,s = 2.

Os resultados acima motivaram os estudos que visaram classificar variedades
minimais de crescimento polinomial de modo geral. Giambruno, La Mattina e
Zaicev (2014) estabeleceram tal classificagdo, no contexto de algebras unitarias,
mostrando que existe um numero finito de tais variedades geradas por algebras
unitarias de crescimento assintotico no méaximo n* e apresentaram explicitamente
os T-ideais de cada uma dessas variedades. Para crescimento maior, os autores
mostraram que a quantidade de variedades minimais sobre um corpo de caracte-
ristica zero € infinita e apresentaram ainda uma “receita” para a construgdo de
T-ideais de identidades de variedades minimais de crescimento maior ou igual a
n>.

A respeito de algebras com estrutura adicional, também ja existem classifi-
cacdes semelhantes aquela dada no contexto geral. A defini¢do de ¢-variedade
minimal é essencialmente a mesma, apenas considerando-se as g-codimensdes.

Definicao 6.2.7. Dizemos que )V ¢ uma @-variedade minimal de crescimento po-
linomial n* se ¢f (V) &~ gn*, para algum racional ndo nulo ¢ e um inteiro k > 0,
ecl(U) ~ bn', comt < k para qualquer subvariedade propria I/ de V e algum

b e Q.

Vamos iniciar apresentando a lista das subvariedades minimais das *-varieda-
des de crescimento quase polinomial, var* (D) e var*(M,), e para isto, vamos
definir mais algumas algebras.

Para k > 2, consideremos a seguinte subalgebra comutativa da algebra U T} :

Ci = spang {Ik, Hy H2,.... H,’j—l} (6.5)
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k—1
onde [ denota a matriz identidade k x k e H;, = Z eii+1 € UTg.

i=1

a b ¢ d e
0 a b ¢ d
Exemplo 6.2.8. C5 = 0 0 a b ¢ a,b,c,d,ee€ F
0 00 a b
0 00 0 a

Podemos definir uma involugdo sobre Cj de modo a ter uma *-algebra. Tal
involugdo ¢ dada por

*

ali + Y BiHL| =al+ Y (-1)'BiHj. ondea.fi € F (6.6)

1<i<k 1<i<k

€ vamos denotar por Cy 4, a dlgebra Ci munida desta involugao.
Como exemplo, em Cs_ 4 temos

*

a b ¢ d e a —b c —d e
0 a b ¢ d 0 a b c —d
0 0 a b c =] 0 0 a b c
0 0 0 a b O 0 O a —b
0 00 0 a O 0 O 0 a

Utilizando as *-algebras Cy x € as x-algebras Qg ,, P, € Ry , definidas
na Se¢do 6.1, estamos prontos para apresentar a classificacdo das subvariedades
minimais das *-variedades de crescimento quase polinomial dada por La Mattina
e Martino (2016). Faremos isto nos proximos dois teoremas.

Teorema 6.2.9. Seja V uma subvariedade propria de var* (D). Entdo V é uma
x-variedade minimal se, e somente se, }V = var* (Ck,+), para algum k=2

Teorema 6.2.10. Seja V uma subvariedade propria de var* (My). Entdo V é uma
x-variedade minimal se, e somente se, ouV = var*(Qy,p) ou V = var* (P ,) ou
V = var*(Ryg ), para algum k = 2,r > 2.

Vamos agora apresentar as algebras que serdo necessarias para enunciar os re-
sultados de La Mattina (2011) sobre a classificagdo das subvariedades minimais
das supervariedades de crescimento quase polinomial, var8"(G), var®" (UT>),
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var8” (G8"), var8"(UT;S") e var®”(D&"). Obviamente, como as superdlgebras
G e UT, tém graduagdo trivial, as subvariedades minimais ja estdo classificadas
no contexto geral ja apresentado.

Para a superalgebra de Grassmann com graduagdo candnica G8”, para k >
1, denotaremos por g,f " a superalgebra obtida da subalgebra de dimensio finita
Gr, definida em Equagédo (4.1), com a graduagao induzida de G8”. Por exemplo,
gigr = (F + Feyea, Fey + Fey).

Temos o seguinte.

Teorema 6.2.11. Seja V uma subvariedade prépria de var8” (G&"). EntdoV éuma
supervariedade minimal se, e somente se, V = varg’(g;;"), para algum k = 1.

Para definir as superalgebras que geram subvariedades minimais da variedade
gerada por U ng " vamos considerar as subalgebras Ny, Ay e By de UTj apre-
sentadas nas Equacdes (4.4) e (6.4) munidas de uma graduagdo induzida de uma
graduagao elementar sobre U T,.

Para k = 2, definimos as superalgebras N ,f " Ai "e B,f " como as algebras
Nk, A e By, respectivamente, com graduacdo elementar induzida por
g=1(0,1,...,1) ezt

Como exemplo, considerando k = 5, temos

a b ¢ d e
0 a f g h
N5 = 0 0 a f g |:abcde fg,heF
000 a f
00 0 0 a

com (NE")® = F(e11 +ex+e33+eaa+ess)+ Fleas+esa+eas)+ Fleza+
e3s) + ezs e (NE)W) = Feqp + Feys + Fera + Feys.
Também, observando o Exemplo 6.2.3, vemos que

(Agr)(o) = Fey1 + F(eas + e3q + eq5) + F(eaq + e35) + Feas
(AS")D = Fejy + Feqs + Feq + Feys

(BE") O = Fess + F(ez3 + €34 + eas) + F(ezq + e35) + Feas
(BE") = Feyp + Feyz + Feia + Feys.

Com isso, a classificagdo dada por La Mattina (2011) foi a seguinte.
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Teorema 6.2.12. Uma subvariedade propria de V de var8” (U ng ") é uma super-
variedade minimal se, e somente se, ouV = Vargr(N]fr) oulV = Vargr(Air) ou
Y = Varg’(B,fr), para algum k = 2.

Por fim, consideramos a subalgebra comutativa C; da algebra U Ty, definida
na Equagdo (6.5), e definimos uma graduagdo elementar induzida por
g=1(0,1,0,1,...) € lec_ Vamos denotar a superalgebra obtida por C]f "

Por exemplo, para k = 5, temos

a b ¢ d e
0 a b ¢ d
Cs = 0 0 a b ¢ a,b,c,d,ee€ F
0 0 0 a b
0 00 0 a

com (CE")(© = F(eq1 + exn + €33 + eas + es5)+ Fle1s + e2a + e35)+ Feys
e (CENMW = F(e1z + e23 + €34 + eas)+ Flera + e25).

Temos a seguinte classificagdo das subvariedades minimais de var8” (D8")
dada por La Mattina (ibid.).

Teorema 6.2.13. Seja V uma subvariedade propria de var8” (D87). Entdo V é

. .. r
uma supervariedade minimal se, e somente se, ¥V = var8”" (C kg ), para algum
k=2

Assim como no caso geral, os resultados de classificacdo das subvariedades mi-
nimais das ¢-variedades de crescimento quase polinomial, dados por La Mattina e
Martino (2016) no contexto de x-algebras, e por La Mattina (2011) no contexto de
superalgebras, motivaram a busca por resultados de classifica¢do de ¢-variedades
minimais de crescimento polinomial de modo geral.

Tal classificacdo foi feita por Gouveia, dos Santos e Vieira (2020) conside-
rando gp-variedades minimais geradas por algebras unitarias. A primeira pergunta
¢ se existem g-variedades minimais geradas por algebras unitarias que ndo sao sub-
variedades das ¢-variedades de crescimento quase polinomial. A resposta ¢ sim
e, como um exemplo, consideramos a subalgebra G, da algebra de Grassmann G
munida da involugado

7:Gy — Gy tal que t(e;) = —e;, parai € {1,2}.
Denotando essa *-algebra por G, , La Mattina e Misso (2006) mostraram que

1d*(G2,2) = ([v1, y2l. 1, 22], 21 © 22, z12223) T, -
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Com isso, vemos que G,  ndo satisfaz a x-identidade z;z, = 0 e, portanto,
Ga ¢ ¢ var*(M,). Também observamos que [z1, z2] ¢ 1d*(G2,7), ou seja, temos
que Ga ¢ ¢ var®(Dy).

Além de provar que G, ; gera uma *-variedade minimal de crescimento qua-
dratico, Gouveia, dos Santos e Vieira (2020) mostraram que existe um nimero
finito de p-variedades minimais geradas por algebras unitarias de crescimento as-
sintdtico no maximo quadratico e apresentaram explicitamente uma algebra ge-
radora para cada uma destas ¢-variedades. A partir de crescimento cubico, os
autores mostraram que a quantidade de g-variedades minimais sobre um corpo de
caracteristica zero € infinita e explicitaram uma maneira de construir Ty-ideais de
@-variedades minimais de crescimento maior ou igual a n3.

E importante ressaltar que o conhecimento das ¢-algebras geradoras de sub-
variedades minimais das ¢-variedades de crescimento polinomial foi fundamental
para a classificacdo de todas as subvariedades dessas ¢-variedades em cada caso.

Antes de apresentar os resultados correspondentes, para duas ¢-algebras A e
B, vamos estabelecer que A e B geram a mesma ¢-variedade se, e somente se,
1d?(A4) = 1d?(B). Neste caso, dizemos que A4 ¢ B sdo Ty-equivalentes. No caso
em que A e B sdo x-algebras, denotamos essa situagdo por A ~, B e, quando A
e B sdo superélgebras, a notagdo a ser usada serd A ~7, B.

A seguir temos os resultados sobre as subvariedades das *-variedades de cres-
cimento quase polinomial dados por La Mattina e Martino (2016), onde os autores
mostram que as *-algebras que geram subvariedades minimais em var*(My) e
var* (D) sdo fundamentais para determinar todas as outras.

Teorema 6.2.14. Seja A € var*(My). Entdo ou A ~1, My ou A ~1, N ou
A ~T, Pk’p @ NouAd~, Qk,p @ NouAdr~rt, Rt,p @ NouAdr~rT, Pk’p @
OkpD®NouA~r, Pro®Rip®NouAd~t, Qrp® Rt p®N ouAd~r,
Prp® Qk,p® Re,p® N,ondek,t = 1eN éuma *-dlgebra nilpotente.

Teorema 6.2.15. Seja A € var*(Dy). Entdo ou A ~1, Dy ou A ~1, N ou
A~7, N®CouA ~7, Ci s« ® N, paraalgumk =1, onde N é uma *-dlgebra
nilpotente e C é uma dlgebra comutativa com involugdo trivial.

Para finalizar a se¢do, apresentamos os resultados de classificagdo das sub-
variedades das supervariedades de crescimento quase polinomial dados por La
Mattina (2011). Novamente os resultados mostram que as superalgebras gerando
subvariedades minimais em var8” (G), var8" (U T,), var8" (G8"), var8” (U ng "
e var®”(D&7) determinam todas as outras. Obviamente, como a descri¢do das
subvariedades de varé8” (G) e var8” (U T,) ja foi apresentada na situagdo em que a
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graduacdo ¢ trivial, o que corresponde ao caso ordinario, vamos apenas descrever
as subvariedades das demais com graduagdo nao trivial.

Teorema 6.2.16. Seja A € var8” (G8"). Entdo ou A ~T, G&" ou A ~T, N ou
A~1, CONouA ~r, Q,erBN,para algumk =1, onde N é uma superdlgebra
nilpotente e C é uma superalgebra comutativa com graduagdo trivial.

Teorema 6.2.17. Seja A € var¥" (UT;"). Entdo ou A ~1, UTS" ou A ~r, N
oud~r, CONouA~p, NS ®Noud ~r, AirEBN ouAd ~r, BE" &N ou
A~y NF" @AY @ N ouAd ~p, N ®BE" &N oud ~1, A7 @B & N
oud ~7, N¢" & Air ® BE" ® N, onde k,r,t =2 com N uma superdlgebra
nilpotente e C uma superdalgebra comutativa com graduacdo trivial.

Teorema 6.2.18. Seja A € var8”" (D8"). Entdo ou A ~1, D8" ou A ~T, N ou
A~1, C®ONould ~r, Ckgr @® N, para algum k = 2, onde N é uma superal-
gebra nilpotente e C é uma superalgebra comutativa com graduagdo trivial.

As classificagdes de variedades apresentadas nesta secdo nos levam a ques-
tionar sobre classificagdes mais gerais de variedades de crescimento polinomial.
Uma pergunta relevante ¢ se, de modo geral, as variedades minimais podem ser
consideradas de fato como “blocos construtores” para todas as variedades de cres-
cimento polinomial. Esta ¢ uma questio em aberto até o presente momento.

6.3 Variedades de crescimento lento

Os resultados de classificagdes das subvariedades das variedades de crescimento
quase polinomial estabeleceram um interesse na pesquisa por resultados mais ge-
rais. Nesta secdo, discutiremos sobre classificacdes que ja sdo conhecidas tanto
no ambito ordinario quanto no contexto de algebras com estruturas adicionais.

Neste sentido, podemos nos perguntar se ¢ possivel estabelecer classificagdes
de variedades de crescimento polinomial considerando um valor assintotico espe-
cifico para a codimensao da variedade. De fato, alguns resultados sdo conhecidos
na tentativa de responder a pergunta: para k > 0 fixo e algum ¢ € QQ, a menos de
Pl-equivaléncia, quais sdo as algebras A tais que ¢, (A4) ~ gnk?

A seguir veremos os resultados que ja foram provados nos diversos contextos
estudados, todos eles para valores pequenos do inteiro k& = 0. Desta forma, te-
mos classificacdes para o que chamamos de variedades de crescimento lento das
codimensoes.
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Iniciamos com o proéximo teorema que classifica as variedades de crescimento
no maximo cubico geradas por algebras unitarias, que foi explicitado em Giam-
bruno, La Mattina e Petrogradsky (2007).

Teorema 6.3.1. Seja A uma F-dlgebra unitiria. Se cy(A) ~ gqn*, para algum
g=lek <3 entdoouA~py FouAd~py N3ouAd ~py Ny.

Observamos que as variedades de crescimento no maximo cubico geradas por
algebras unitarias sdo todas minimais e vemos também que ndo existe algebra
unitaria de crescimento linear. Do teorema anterior, usando a Proposicdo 4.2.13,
segue imediatamente o seguinte corolario, que fornece os valores das codimensdes
possiveis de algebras unitarias de crescimento no maximo cubico.

Corolario 6.3.2. Seja A uma F-dlgebra unitaria. Se cy(A) ~ an, para algum
g = lek < 3 entdo oucy(A) = 1oucy(A) =1+ M ou cy(A) =
nn—1) +n(n—1)(n—2) 2

2 3
A partir do corolario anterior, vemos que as possibilidades para o coeficiente

lider do polindmio que descreve a codimensdo de uma algebra unitaria de cresci-
mento no maximo cubico sdo

I+

1 1

qgq=1 ou q—2 ouq—3.

Para crescimento assintético n#, de Oliveira e Vieira (2021) classificaram as
variedades geradas por algebras unitarias, mostrando que existem apenas 16 al-
gebras nessas condicdes, sendo obtidas como somas diretas de algebras unitarias
geradoras de variedades minimais de crescimento no maximo n*. Para apresentar
o resultado, vamos listar as variedades minimais de crescimento n* geradas por
algebras unitarias dadas por Giambruno, La Mattina e Zaicev (2014). Dos Teore-
mas 6.2.2 e 6.2.4, ja sabemos que G4 ¢ N5 geram variedades minimais. A seguir,

definiremos duas novas algebras, a primeira delas ¢ a seguinte subalgebra /C; de
U T52

K1 ta,b,c,d,e, f,g,h,i € F

Il
o oc o oOR
S OO ™
SO 0
S Q 00
QA o~
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¢ a segunda ¢ a algebra unitaria K cujo T-ideal é dado por

I = {[x2.x1, x1. x1], [x1. %2]%, Sta (X1, X2, X3, X4)) T

O teorema de classificacdo de Giambruno, La Mattina e Zaicev (ibid.) de vari-
edades minimais de crescimento n* ¢ o seguinte.

Teorema 6.3.3. Seja V = var(A) variedade de crescimento n* gerada por uma
dlgebra unitaria A. EntdoV é minimal se, e somente se, ou A ~py Gaou A ~pj
NsouA~pr KiouA ~pr Ks.

O resultado geral de classificagio das variedades de crescimento n* geradas
por algebras unitarias dado por de Oliveira e Vieira (2021) segue abaixo.

Teorema 6.3.4. Seja A um dalgebra unitdria. Entdo var(A) é uma variedade de
crescimento n* se, e somente se, A é Pl-equivalente oua G4 ou Ns ou Ki ou
Ky ou Gy @ Ny ou G4 &K1 ou Goa ® Ky ou G4 ® N5 ou Ns ® Ky ou
Ns®Ky ou K1 @Ky ou Ns@®K1DGs ou Ns®Kr,BGq ou Ns DK DK,
ou Ki®K,®Gs ou Ns &K1 b Ky @ Gy

Conforme observado anteriormente, ndo existem algebras unitarias de cresci-
mento linear, mas em um ambiente mais geral, tratando-se de algebras ndo ne-
cessariamente unitarias, temos um resultado de classificacdo das variedades de
crescimento no méaximo linear dado por Giambruno e La Mattina (2005). Antes
de enunciar este resultado, vamos recordar as seguintes algebras definidas na E-
quagao (6.4):

Teorema 6.3.5. Seja A uma F-dlgebra. Entdo as seguintes condigoes sdo equi-
valentes:

1. ¢n(A) < kn para todo n = 1, para alguma constante k;

2. Aé Pl-equivalente oua N ou C ®N ou ApB N ou BN ou Ay dBrdN,
onde N é uma dlgebra nilpotente e C é uma algebra comutativa.

Com isso, concluimos também que as variedades geradas por A, e B sdo as
unicas variedades minimais de crescimento linear geradas por algebras ndo uni-
tarias. Em relagdo as variedades minimais de crescimento quadratico, também
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temos um resultado geral de classificagdo, considerando adicionalmente varieda-
des geradas por algebras ndo unitarias. Para enuncia-lo, consideramos as seguintes
algebras nao unitarias:

0 F F 0 F F
Ms=[ 0 0 F |, Mg=| 0 F F
0 0 F 0 0 O
a b ¢
My = 0 0 d |:a,b,c,deF
0 0 a

Ja sabemos que N3 €, a menos de Pl-equivaléncia, a Unica algebra unitaria
de crescimento quadratico. Agora o teorema a seguir, provado por Vieira e Jorge
(2006), apresenta todas as algebras geradoras de variedades minimais de cresci-
mento quadratico, sem a exigéncia de serem unitarias.

Teorema 6.3.6. As variedades var(N3), var(My), var(Ms), var(Mg) e var(M7)
sdo as unicas varieadades minimais de crescimento quadrdtico.

Em seguida apresentaremos brevemente os resultados sobre ¢-variedades, onde
fizemos a op¢ao de ndo explicitar cada ¢-algebra geradora e indicamos apenas as
referéncias de onde todos os detalhes podem ser encontrados.

* Giambruno, La Mattina e Misso (2006) apresentaram uma lista de 33 supe-
ralgebras que, a menos de equivaléncia, geram todas as supervariedades de
crescimento no maximo linear.

» La Mattina e Misso (2006) exibiram uma lista completa de 5 algebras com
involu¢do que, a menos de equivaléncia, geram todas x-variedades de cres-
cimento no maximo linear.

* Bessades et al. (2021) mostraram que, a menos de equivaléncia, existem
exatamente 16 superalgebras unitarias e 15 algebras unitarias com involu-
¢do gerando @-variedades de crescimento quadratico. Cada ¢-algebra em
cada uma das listas € equivalente a uma soma direta finita de @-algebras
unitarias distintas gerando variedades minimais de crescimento no maximo
quadratico.
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6.4 Um pouco mais de estrutura

Esta secao finaliza este livro e nela introduziremos um novo objeto de estudo: as
superalgebras munidas de involucdo graduada, que formam uma classe de algebras
com estrutura adicional, foco de investigagcdo por diversos autores nos ultimos
anos. Vamos ver que varios conceitos e resultados sobre essa estrutura generalizam
aqueles ja trabalhados no contexto de Pl-algebras, superalgebras e algebras com
involuc¢do. Desta forma, nosso objetivo sera apresentar os principais resultados
a respeito das chamadas x-superalgebras de crescimento polinomial que foram
obtidos recentemente.

Inicialmente, observamos que a involugao reflexdo p definida sobre a algebra
M com graduagdo

(6.7)

S O O
S O o
oo O
QI OO O
oS O OO
S OO
S o oo
O xULO O

¢ tal que (M©@)? = M© ¢ (MMD)e = M Com isso, temos um exemplo do
que chamamos involugdo graduada sobre uma superalgebra, conforme a definigao
abaixo.

Defini¢io 6.4.1. Uma involugdo * sobre uma superalgebra 4 = A©® + A1)
tal que (A©@)" = A©® ¢ (AM)" = 4D ¢ chamada de involugio graduada.
Uma superalgebra A munida com uma involu¢do graduada % ¢ chamada de *-
superalgebra.

Como exemplo, a algebra M com graduagdo definida na Equacéao (6.7) munida
da involugdo p é uma *-superalgebra, que denotaremos por M 8"

O estudo das *-superalgebras generaliza o estudo das algebras com involugao,
uma vez que toda x-algebra é uma x-superalgebra considerada com graduagéo
trivial. Desta forma, a x-algebra M« com graduagao trivial ¢ uma x-superalgebra.

Observamos ainda que, para uma superalgebra comutativa A, a aplicacdo iden-
tidade ¢ uma involugdo graduada sobre A, chamada de involugdo graduada trivial.
Portanto, toda superalgebra comutativa ¢ uma *-superalgebra considerada com
involucdo graduada trivial. Reciprocamente, se a aplicacdo identidade ¢ uma in-
volugdo graduada sobre uma superalgebra A, entdo A € comutativa.

Exemplo 6.4.2. Considerando a algebra comutativa D = F @ F, temos que D«
¢ uma x-superalgebra com graduagdo trivial e involucao troca. Também a superal-
gebra DE” com involugdo trivial ¢ uma x-superalgebra. Por fim, a mesma algebra
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D, com graduagdo (F(1,1), F(1,—1)) e munida da involugdo troca, também ¢
uma x-superalgebra, que denotaremos por D&%,

E possivel mostrar que uma superalgebra A munida de uma involugao * ¢ uma
x-superalgebra se, e somente se, os subespacos AT e A~ sdo graduados, isto &,

4t = (A+)(0) + (A+)(1) e A = (A_)(O) + (A_)(l).

Com isso, obtemos que qualquer x-superalgebra A pode ser escrita como soma
direta de 4 subespagos

A=AHO L AhHD £ AHO 4 4D,

Para nossos propositos, estamos interessados em avaliar os elementos de uma
x-superalgebra em polindmios de acordo com a decomposi¢do acima. Para fazer
isto, primeiramente escrevemos o conjunto enumeravel de variaveis ndo comuta-
tivas X como uma unido disjunta de quatro conjuntos

X =YoUY;UZoU Z,

onde Yo = {y1,0. ¥2,0.---}. Y1 = {y1,1. 2,1, .- -} Zo = {21,0, 22,0, ...} € Z1 =
{z1,1,22,1....}. Em seguida definimos a *-superalgebra livre 7 = F(X|Z, *)
dando uma superestrutura em F tal que

* as variaveis em Yo U Z¢ sdo homogéneas de grau 0

* asvariaveis em Y1 U Z; sdo homogéneas de grau 1
¢ definindo uma involugdo * sobre F de modo que

 as variaveis em Yy U Y7 sdo simétricas

* as variaveis em Zy U Z1 sdo antissimétricas.

Dessa forma, definindo 7 como o subespago gerado por todos os mondmios
nas varidveis em X, que t€m um numero par de varidveis de grau 1, e F M como o
subespaco gerado por todos os monémios nas variaveis em X, que tém um niimero
impar de variaveis de grau 1, temos que F = F© + F( ¢ assim, (F©@)* =
FO ¢ (FMy* = F_ Os elementos de F sdo chamados de (Z-, *)-polindmios.

Agora estamos aptos a estender a definicdo de identidade polinomial para a
situacdo em que trabalhamos com x-superalgebras.
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Defini¢éo 6.4.3. Dizemos que um (Z5, *)-polindmio

S =010 Ym0 V1,1 Y 15 21,00 -2 Z2p,05 21,15 - -+ » Zq,1)

¢ uma (Z,, x)-identidade de uma *-superalgebra A4, e escrevemos f = 0 em A,
se

+ + 4+ + - - - -y =
f(al,o,...,am,o,al,l,...,an,l,also,...,ap,o,al,l,...,aqsl)—0

para todos a} . . ..,a,;';,o € (AHO), atl, .. =‘1;,1 e (ATHD, A gs--- g €
(A7) €dyq,....d, € (A7),

Observemos que sempre que uma *-superalgebra A tem graduagio trivial, te-
mos que 1,1 € z1,1 530 (Z2, *)-identidades de A. Deste modo, estes sdo exem-
plos de (Z», *)-identidades de My e de D4. Também temos como exemplos que
21,022,0 = 0 em My e [y1,0, ¥2,0] =0, [¥1,0.22,0] = 0 ¢ [21,0.22,0] = 0 em Dy.

Nosso objetivo agora ¢ estender a defini¢ao de codimensdes para o caso em que
temos uma *-superalgebra. Paraisso, consideramos o ideal das (Z5, *)-identidades
de A4:

187 (A) ={f e F: f =0em A}

denominado de T3-ideal de A.

Como F ¢ um corpo de caracteristica zero, da mesma forma que o caso or-
dinario, 1d%7* (A) ¢é finitamente gerado como T} -ideal e também neste contexto,
temos que 1d%”? (A) é completamente determinado por seus polindmios multiline-
ares. Assim, paran = 1, definimos

P,fri = spang{Wg(1) - Wa(n) : Wi € {Vi,0.Vi,1,%i,0,Z2i,1},0 € Sp}

como o espaco dos (Zj, *)-polindmios multilineares de grau n nas variaveis

y1,07 LRI yn,O: yl,lv L) yn,l: 21,07 L ,Zn,O: 21,17 L :Zn,l-
Para estudar o comportamento das (Z,, *)-identidades satisfeitas por uma
x-superalgebra A, consideramos o espago quociente

Pﬁgri

PETH(A) = . .
§ PE" N1d87(A)

e estabelecemos a seguinte definicao.
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Defini¢éo 6.4.4. A n-ésima codimensdo *x-graduada de A é definida como o inteiro
nao negativo dado por

c8(A) = dimp (PETI(A)), n > 1

Novamente, como no caso ordinario, consideramos varg’? (A) a classe das
x-superalgebras que satisfazem todas as (Z», *)-identidades de A, chamada a
*-supervariedade gerada por A. Quando V = var®” i(A), definimos ¢ (V) =

grl (A)
Crn .
Vamos dizer que uma *—supervariedade V tem crescimento polinomial, se exis-

tem constantes ¢, k tais que ¢5’' (V) < gn*, para todo n = 1. Por outro lado,
dizemos que uma - supervarledade V tem crescimento exponencial, se existe um
inteiro o > 2 tal que ¢ "' (V) = o, para n suficientemente grande. .

Dizemos ainda que a sequéncia de codimensdes *-graduadas {c5 " (4)},>1 de
uma *-superélgebra A ¢ limitada exponencialmente se existem constantes a, o >
0 tais que c5 "' (4) < aa” paratodon > 1.

Observagdo 6.4.5. Giambruno, dos Santos e Vieira (2016) observaram que, dada
A uma x-superalgebra, podemos considerar suas identidades ordinarias, suas -
identidades e suas identidades graduadas para estabelecer relagdes entre as codi-
mensdes correspondentes como abaixo:

1. cn(A) < cX(A) < BT (A):

2. en(A) < &7 (A) < ¢ (A);

3. BT (A) < 4mcn(A).

Com isso, os autores obtiveram o seguinte resultado.

Corolario 6.4.6. Seja A uma *-superalgebra. Entdo A é Pl-algebra se, e somente
se, sua sequéncia de codimensoes x-graduadas é limitada exponencialmente.

De acordo com Equagido (6.3), sabemos que ¢, (M) cresce exponencialmente
e a partir das relagdes acima temos

en(M) < 81 (My) e cn(M) < cETH(ME™)

ou seja, M, e M8 sdo x-superalgebras de crescimento exponencial. Além disso,
D, e D8" sao p-algebras de crescimento exponencial e

ey (Dx) < c§7(Dy) e c§"(D87) < c§(D#T)
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ouseja, Dy e D8" sdo x-superdlgebras de crescimento exponencial. Por fim, tam-
bém temos ¢35’ ' (D8"') = 2" paran > 1 e uma demonstracio explicita esta no
artigo de do Nascimento e Vieira (2019).

O importante agora ¢ questionar se podemos caracterizar *-supervariedades
de crescimento polinomial provando um teorema do tipo Kemer. Com o proximo

resultado de Giambruno, dos Santos e Vieira (2016) vemos que resposta é sim.

Teorema 6.4.7. Uma x-supervariedade V = var8"'(A) tem crescimento poli-
nomial das codimensées x-graduadas se, e somente se, Dy, D8", D& M,,

METi ¢ V.

Usando a mesma linguagem utilizada no contexto ordinario apresentado na
Secdo 5.2 e no contexto de ¢-algebras da Se¢do 6.1, também podemos concluir
que var8™ (D), var8™i (D&"), var8"i (D&"), var8" (M) e var®"I (ME&"1) sio
as unicas *-supervariedades de crescimento quase polinomial das codimensdes
x-graduadas.

E importante comentar que as subvariedades das *-supervariedades de cresci-
mento quase polinomial também ja foram determinadas nos artigos de La Mattina
(2011), Ioppolo e La Mattina (2017) e La Mattina e Martino (2016). Analoga-
mente aos casos anteriores comentados, observa-se que a partir das subvariedades
minimais das *-supervariedades de crescimento quase polinomial obtém-se todas
as demais subvariedades nas situagoes estudadas.

Em relagdo a classificagdes de *x-supervariedades de crescimento lento, res-
saltamos o resultado de Ioppolo e La Mattina (2017) que classifica, a menos de
T3-equivaléncia, todas as *-superalgebras de crescimento no maximo linear. Usa-
remos A ~rx B para dizer que A e B sdo *-superalgebras T -equivalentes, isto
¢, 1d87 (A) = 1d87"(B).

Para apresentar a classificacdo feita, serd necessario introduzir algumas
x-superalgebras a partir de algebras j& anteriormente definidas.

Consideremos a seguinte algebra dada pela Equacao (6.5):

e |5 D) aver].

A partir de C;, obtemos as seguintes *x-superalgebras:

* (3,4, adlgebra C com graduacdo trivial e involugdo dada na Equagdo (6.6),

ou seja,
b\* —b
(?) a) - (g a ) (6.8)



264 6. Para onde seguir?

. Cfri, a algebra C, com graduagdo (F(e11 + e22), Feqz) e involugdo defi-
nida como na Equacao (6.8).

. ngr, a algebra C, com graduacdo (F(e11 + e22), Feqz) e involugdo trivial.

Consideramos também a seguinte algebra R, dada pela Equacao (6.1)

R> = ca,b,ce F

S O O R
S oo
[e> RNl el @)
O OO

e construimos as x-superalgebras:

* R> p, adlgebra Ry com graduacgdo trivial e involugdo reflexdo p.

. Rgri, a algebra R, com graduagdo (F(e11 + eaq), Feio + Fess) e involu-
¢do reflexdo p.

Usando as x-superalgebras definidas acima, loppolo e La Mattina (2017) pro-
varam o seguinte resultado que classifica as x-superalgebras de crescimento no
maximo linear.

Teorema 6.4.8. Seja A uma *-superdlgebra tal que c ri (A) < an, para alguma

constante a. Entdo
ANTZ* B ®---& By

onde, paratodoi = 1,...,m, B; é T;—equivalente a uma das seguintes *-super-
dlgebras:

N, C®N. C2x®N, Rop®N, Rap®C2.®N. C5" " ®N. C§" &N, RS @
N, ngrl ® ngr P N, ngrl ® Rg” ® N, ngr ® Rg” ® N, ngrl ® ngr ®
R§ " @® N, onde C é uma x-superdlgebra comutativa com graduacdo trivial e
involugdo trivial e N é uma x-superalgebra nilpotente.

Considerando que *-supervariedades minimais sao definidas da mesma forma,
como foi feito na Defini¢cdo 6.2.7, apenas com diferenca que consideramos codi-
mensdes *-graduadas, obtemos como consequéncia do teorema anterior que as
*-superalgebras R» ,, R§ . Ca x, Cf e ng r geram, amenos de T; -equivaléncia,
as Unicas *-supervariedades minimais de crescimento linear. Além disso, cada
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uma destas é subvariedade de alguma *-supervariedade de crescimento quase po-
linomial.

Para concluir as informagdes sobre as x-supervariedades minimais ja obtidas
até o presente momento, temos um resultado de loppolo, dos Santos et al. (2021)
que determina de forma explicita as 36 x-superalgebras que geram, a menos de
T} -equivaléncia, as tnicas *-supervariedades minimais de crescimento quadratico.
Dentre essas 36 x-superalgebras minimais, 27 geram *-supervariedades que nao
sdo subvariedades das *-supervariedades de crescimento quase polinomial.

A classificagdo geral de *-supervariedades de crescimento quadratico, ou cres-
cimento maior, até o momento, ainda ndo é conhecida.
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