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O objetivo deste livro é basicamente oferecer aos alunos de graduacdo de univer-
sidades brasileiras, um livro introdutério a teoria geométrica das equacdes dife-
renciais e dos sistemas dindmicos. Com uma apresentacdo baseada nos resultados
basicos da teoria das equagdes diferenciais ordinarias, focando nas auténomas, ou
seja, aquelas dadas por campos de vetores. O carater geométrico e suas relacdes
com a topologia sdo abordados sempre que oportuno. Partindo de ambientes como
subconjuntos abertos do espaco euclidiano, chegamos ao estudo dos temas propos-
tos em ambientes mais gerais como superficies regulares e, na segunda parte do
texto, em variedades diferenciaveis. Tentamos adequar o texto a realidade das ne-
cessidades e possibilidades dos estudantes radicados no Brasil, sem sacrificar o
nivel final do texto e sua consequente utilidade. Este livro ndo foi concebido para
ser usado como o livro-texto de um primeiro curso de equagdes diferenciais, que
pensamos deva ser mais dedicado ao aprendizado dos conceitos basicos e métodos
de resolugdo das mesmas. Este texto € pensado para ser, sim, um primeiro texto
no estudo dos métodos geométricos em equacgdes diferenciais, campos de vetores
e sistemas dinamicos. Na nossa visdo, um texto dessa natureza deve incentivar e
motivar muitos estudantes ao estudo de tais temas, iniciando assim uma possivel
carreira na pesquisa cientifica em ciéncias naturais. Também deve servir de litera-
tura em lingua portuguesa no Brasil para temas que em geral sdo tratados apenas
em livros provenientes de outros paises, cujo ensino possui, neste nivel, caracteris-
ticas muito distintas, nem sempre facilitando o aprendizado de nossos estudantes.
Enfim, resgatar a valorizagdo dos métodos geométricos como esteio no aprendi-
zado de conceitos e técnicas em matematica, mais especificamente em sistemas



dindmicos e equagdes diferenciais, ¢ também um dos principais objetivos deste
texto.



Um dos aspectos pouco estudados nos cursos de graduacao € a interacdo entre ge-
ometria, topologia e dindmica em um dado espaco, por exemplo, uma hipersuper-
ficie no espaco euclidiano. Nos cursos de Matematica, o foco principal costuma
ser em aspectos algébricos (cursos de Algebra de Polindmios, Grupos ¢ Algebra
Linear) e na resolugdo de problemas oriundos e por meio do Calculo Diferencial e
Integral. Isto inclui a abordagem dada as equagdes diferenciais ordinarias (EDO).
Neste texto de nivel introdutoério (Graduagao, Iniciacdo Cientifica, inicio de Mes-
trado) pretendemos motivar o estudo futuro de assuntos modernos em Dinamica,
Geometria e Topologia, por meio da introdugao dos conceitos e resultados mais ba-
sicos acerca dessa interacdo entre ditas areas. Tal curso deve servir de motivagao
para o estudo de varias vertentes modernas da Matematica, incluindo mas néo limi-
tadas a essas areas: Sistemas Dindmicos em Variedades, Dindmica de Aplicagdes
e Teoria Geométrica das Folheagdes. A escolha dos temas foi elaborada tendo-se
em conta a necessidade de deixar alguns marcos claramente definidos, apresentar
alguns dos resultados mais fundamentais que evidenciam a conexao entre elas e
estimular o aluno a seguir adiante aprendendo.

Os pré-requisitos para este livro s2o minimos, dentro da filosofia de um curso
introdutoério. O principal é um curso de Calculo de um ano (dois semestres), co-
brindo até um pouco de equagdes diferenciais ordindrias. Também ¢ desejavel
um semestre de Fisica, para familiaridade com a linguagem de campos de vetores.
Seria 6timo ter algumas nogdes de Analise Real, como a no¢do de funcdo anali-
tica, mas que podem vir dos cursos de Célculo acima mencionados. Um pouco
de Geometria (esferas, toros, superficies) também pode ser aconselhavel, embora



ndo seja absolutamente imprescindivel. Enfim, se possivel alguns rudimentos de
Topologia para a parte final. Contudo o mais importante é uma boa dose de inte-
resse, perseveranca ¢ disposi¢ao para enfrentar desafios. Nao podemos esquecer
de curiosidade e interesse em aprender ciéncias.

Como ja mencionamos acima, um dos objetivos deste curso ¢ motivar o estudo
futuro de assuntos modernos em Dindmica, Geometria e Topologia, por meio da
introdugdo dos conceitos e resultados mais basicos entre as areas. Pretendemos
também apresentar uma area, ou abordagem distinta do que se vé regularmente
nos cursos de graduagdo em Matematica, Fisica etc, motivando uma linha de pen-
samento mais globalizada e com mais possibilidades de conexdo entre as diversas
disciplinas estudadas pelos alunos. Desta forma, uma eventual transicdo entre a
graduagao e os programas de pos-graduacdo (mestrado, doutorado) seria mais na-
tural ¢ menos potencialmente brusca. Esperamos também resgatar o interesse dos
jovens estudantes dos cursos de graduacdo e inicio de mestrado, em areas ndo tipifi-
cadas como centrais, mas que concentram, sim, grande parte da producao cientifica
qualificada em Matematica realizada no Brasil.

Este livro foi escrito segundo nossa visdo particular do que ¢ relevante ¢ im-
prescindivel em um primeiro curso de Dindmica e Geometria via equagdes dife-
renciais ordinarias. Desenvolvemos e utilizamos para isto, material eventualmente
mais avangado do que aquele contido no programa dos cursos de Calculo da gra-
duagdo. Tentamos, na medida do possivel, preservar a motivacao e intuigao fisico-
geométrica, que devem compor um bom texto sobre o tema.

No primeiro capitulo, apresentamos o conceito de equagdo diferencial ordina-
ria, assim como os Problemas de Cauchy e Picard, e o Teorema de Picard sobre
a existéncia e unicidade de solug¢des para o Problema de Cauchy. Iniciamos por
exemplos classicos de equagdes diferenciais ordinarias: a equagdo do péndulo sim-
ples, o problema de desintegracdo do radio e o teorema fundamental do calculo.
Os conceitos e resultados sdo, entdo, apresentados como resposta a questoes ge-
rais naturalmente sugeridas por esses exemplos. Nos capitulos seguintes, a teoria
qualitativa e geométrica das EDOs e dos sistemas dinamicos ¢ apresentada e de-
senvolvida de forma suave e crescente. Iniciando em ambientes abertos do espago
euclidiano, seguimos pouco a pouco para o ambiente mais abstrato das superficies
e finalmente para as variedades diferenciaveis.

O modo como este texto foi escrito estd baseado em nossa experiéncia em cur-
sos de graduacdo e pds-graduagdo em universidades federais brasileiras. Um dos
maiores desafios, e também motivagdo, foi a auséncia de textos escritos original-
mente em lingua portuguesa em nosso pais.

Esperamos ter alcangado parcialmente o objetivo inicial e que o livro possa



ser util ndo apenas a estudantes de Matematica, mas de Ciéncias Naturais de um
modo geral e a todos que apreciam a Matematica e que de alguma forma tenham
o seu interesse voltado para este tema. Veremos...

Rio de Janeiro, Maio de 2021

Por favor, envie suas corre¢des e/ou sugestoes para:
victor.leon@unila.edu.br e bruno.scardua@gmail.com

ou entdo

V. Leon. ILACVN - CICN, Universidade Federal da Integragao Latino-Americana,
Parque tecnologico de Itaipt, Foz do Iguacu-PR, 85867-970 - Brasil

B. Scardua. Instituto de Matematica - Universidade Federal do Rio de Janeiro,
CP. 68530-Rio de Janeiro-RJ, 21945-970 - Brasil
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Parte I

Equacoes diferenciais em espacos
euclidianos e em superficies



Antes mesmo de comegarmos nosso estudo dos campos de vetores, lembramos
alguns conceitos e resultados fundamentais da teoria das equagdes diferenciais
ordinarias. Comeg¢amos inevitavelmente pelo conceito de equacao diferencial or-
dinaria, carinhosamente referida neste texto como EDO.

1.1 O conceito de EDO

Em poucas palavras, o que se entende por uma EDO em um subconjunto aberto
U C R x R**1 ¢ uma expressdo da forma F(z, y,y’,...,y™) = 0, sendo que
F(t,x1,...,xn+1) éuma funcgio real (ou complexa) das variaveis (¢, X1, ..., Xn+1)
€ R x R**1 Em geral, ¢ bastante 1itil pensar em ¢ como a variavel tempo e em
y como uma fung¢do do tempo, que se descobre através da equagao dada. Em par-
ticular, o dominio de defini¢do da EDO dada deve ser levado em consideragéo,
e pode ser pensado como um produto do tipo I x V, sendo I C R um inter-
valo (no qual se considera o tempo ¢ € I)e V C R”T! aberto, no qual a fungio
t— (y(t),...,y™) € V toma seus valores. Observamos que nem sempre se tem
uma expressio explicita para a derivada de forma mais alta y®, mesmo quando
a equagdo tem ordem n e n = 1. Estudaremos mais detidamente o caso em que
tal expressao explicita é possivel e n = 1. Chamaremos a esse caso de Problema
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de Cauchy.

Nesta se¢do, veremos os primeiros resultados basicos da teoria das EDOs, co-
mecando pela formalizagao do conceito de EDO, seguida dos teoremas de existén-
cia e unicidade, e dependéncia continua das solu¢des com respeito as condigdes
iniciais.

Vejamos alguns exemplos. Comecaremos por um de nossos favoritos:

Exemplo 1.1.1 (O péndulo simples). O péndulo simples é um corpo ideal consis-
tindo de uma massa pontual suspensa por um fio (sem massa consideravel, inex-
tensivel, com densidade de massa constante). A massa pontual ¢ afastada de sua
posicdo de equilibrio (vertical) e largada, passando a movimentar-se sob a acao
da gravidade, em um movimento oscilatorio periddico. Vamos estudar esse mo-
vimento, determinando seu periodo (tempo de cada oscilagdo) e sua equagdo em
funcdo do tempo.

Figura 1.1: O péndulo simples

Atuando sobre o objeto temos duas forcas, a forga gravitacional (que ¢é vertical)
dada por mg, onde m = massa pontual, ¢ g = aceleracdo da gravidade. A outra
forca atuando € a tensdo da corda. Pelas Leis de Newton, a componente da for¢a
gravitacional paralela a corda, somada a forca de tensao, leva a resultante nula. A
oscilagdo provém apenas da componente da forga gravitacional que € perpendicu-
lar & corda, tangente, portanto, a0 movimento (em arco de circulo) efetuado pela
extremidade pontual. Tal for¢a tangencial € dada por mg sen ¢, onde ¢ ¢ o dngulo
entre a corda e sua posi¢do de equilibrio original (eixo vertical). A Segunda Lei
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de Newton nos da, entdo,
my = —mg sen @

onde mv ¢ a quantidade de movimento do objeto. Mas, se a corda tem compri-

mento £, podemos escrever
do
mv =ml | —
( dt )

onde ¢ € o tempo.
Obtemos, entdo,

d dep\ _ r
o (mﬁz) = —mgseng, ¢ € [-7,7].

Agora, procedemos a seguinte simplificacdo, considerada fisicamente razodvel
para oscilagdes de pequena amplitude, sen ¢ = ¢. Podemos, entdo, reescrever a
equac¢do do movimento como a equag¢do do péndulo simples

cuja solucdo geral conhecemos dos cursos de equagdes diferenciais ordinarias

como sendo
@(t) = asen (\/%t) + b cos (\/%t)

sendo a, b € R. Supondo que o péndulo partiu do repouso com angulo inicial ¢y,
obtemos as seguintes condigdes iniciais

9(0) = @9, ¢'(0) =0

e obtemos solugdo da forma

o(t) = @g cos (\/%t) .

O periodo desse movimento harmonico simples ¢, entao,

[ £
T =2m,]—.
g
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Para amplitudes maiores de oscilagdo, a formula acima ndo se mostra muito
eficaz. O que se faz € inverter a equagdo para a velocidade angular obtida a partir
do método da conservagdo de energia. Isto resulta em uma expressao do tipo

dz_ { 1
do  \ 2g \/cosO —cos B

Entdo, por um processo de integracdo ao longo de um ciclo completo do movi-
mento, obtemos a seguinte expressao

¢ (% 1
T =4 —/ do
2g Jo +/cosO —cos By

sendo que a ultima integral corresponde a um quarto do ciclo. Trata-se de uma in-
tegral eliptica cujo valor pode ser aproximado por métodos de séries de poténcias,
mas que nao possui solucdo completa no sentido usual. Af estd um exemplo sim-
ples, belo e claro de um problema ainda em evolugdo dentro da teoria de equagdes
diferenciais. A teoria de integrais elipticas €, por si s6, um mundo com conexodes
com Algebra e Geometria, chegando mesmo ao mundo das superficies minimas.
Nosso objetivo ao apresentar este exemplo ¢, também, dar uma pequena amostra
de como problemas simples de se formular, podem ser profundos.

Ha ainda outros tipos de péndulos ou movimentos pendulares. Podemos men-
cionar os péndulos acoplados (nos quais dois ou mais péndulos trabalham em con-
junto) e os péndulos circulares (nos quais 0 movimento pendular é em forma de
um circulo plano). Enfim, como ja mencionamos, as contribui¢des nesse assunto
sd0 ainda muito ativas e muito ainda ha por fazer.

Exemplo 1.1.2 (A lei de desintegracdo do radio). Em 1902, Ernest Rutherford e
Frederick Soddy sugerem que a taxa de varia¢dao da quantidade de radio é propor-
cional a quantidade de radio. Assim, se Q(t) é a quantidade de radio no instante
t, temos que existe k < 0 tal que

0'(t) =kQ(). (1.1)
Multiplicando por 1/Q(¢) em ambos os lados de (1.1), temos

Q'(t)
=k
(1)

(InQ(1) =k
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logo, integrando de 0 a ¢, temos

/Ot (In Q(s)) ds = /: kds

In Q(t) — In Q(0) = kt

In (%) =kt
0(0)
portanto, a solucao de (1.1) é dada por
O(t) = 0(0)e*". (12)
A equagdo (1.2) é um caso particular da equagao diferencial
y +ay=5b
coma, b € R. Consideremos o caso b = 0, assim, temos a equagdo
Y +ay=0
multiplicando por €4’ em ambos os lados da equagdo anterior, tem-se
ey +ay) =0
y'et + y(ae?) =0
(ye?) =0

integrando, temos que
yet' =k

onde k ¢ constante. Entdo y = ke~ %",
Conclusao: Toda solu¢édo de

y' +ay =0, (1.3)
com a € R constante é da forma

o(1) = ce™ ™, (1.4)
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onde ¢ ¢ constante. A equagdo (1.3) é, por sua vez, um caso particular da seguinte
equagio.

Consideremos agora a equagéo
y'+ay =b,

com a, b constantes reais e a # 0. Multiplicando por e?! em ambos os lados da
equagdo anterior, tem-se

eat(y/ +ay) — beat

yleat +y(aeat) — beat
b /
aty/ __ _ pat
ety = (Zer)

b
yeal = Eeat I

integrando, temos que

onde ¢ ¢ constante. Entdo y = — + ce ™%,

a
Conclusao: Toda solugdo da equacdo diferencial
y' +ay =b, (1.5)

coma, b € R constantes ¢ a % 0 ¢ da forma

b
p(1) = 2 +ce™, (1.6)

onde ¢ € constante.
Observacao 1.1.1.
(1) e%' é chamado fator integrante.

(2) Seaequacdoy' +ay = b éacompanhada de um valor inicial y(ty) = o €
R, entdo temos um problema do valor inicial (PVI).
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(3) A solugdo do PVI

y'+ay=>b
‘ y(t0) = (7
com a, b constantes reais e a # 0 é dada por
b b
o) =—+ (oz - 5) e—alt=t0), (1.8)

Exemplo 1.1.3. Seja agora h: Jo — R uma fungdo continua no intervalo aberto
Jo C R. Podemos considerar f: U — R,U = Jy x R definida por f(¢,x) =
h(t) e a EDO correspondente é, entdo,

x =g(@).
Assim, uma solugdo ¢ tdo somente uma funcédo diferenciavel ¢(¢) tal que,

t

o'(t) = ¢(ty) + /g()t)dk.‘v’to e J,Vtel.

to

A possibilidade de integrar g e o Teorema Fundamental do Célculo nos dao,
nesse caso particular, a existéncia e unicidade de solugdes que buscaremos em
geral.

Para aquele leitor que esperava que iniciassemos com uma EDO de primeira
ordem, lembramos que pagando o preco de se introduzir novas variaveis, ou seja,
de aumentar a dimenséao do espaco ambiente, podemos sempre reduzir uma EDO
a uma EDO de primeira ordem (ou um sistema de EDOs de primeira ordem, o
que da no mesmo). Tal truque, bem conhecido dos cursos de Calculo mais avan-
cados, passa por introduzir novas variaveis como z; = y,, zp = y',z3 =
v’ .. zne1 = y®, sendo que o Gltimo termo ¢ a derivada de ordem n da va-
riavel y. Desta forma, obtemos um sistema de EDOs de primeira ordem, com as

equagodes mais simples sdo da forma Z;. = Zj4+1, j = 1,...,n enquanto que a

EDO original F(y,y’,...,y™) = 0 nos dé a equagdo F(z1.z2,...,Zn+1) = O,
completando o sistema de EDOs de ordem 1.

Antes mesmo de seguirmos com outros exemplos, introduzimos o chamado
Problema de Cauchy.
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1.2 O Problema de Cauchy e o Teorema de Picard

Como ja mencionamos no inicio deste capitulo, nem sempre se tem uma expressao
explicita para a derivada de forma mais alta y ™. Também ja vimos que, do ponto
de vista puramente tedrico, sempre podemos considerar uma EDO como sendo de
primeira ordem. Vejamos, entdo, esse caso, ou seja, o caso de EDOs de primeira
ordem, no qual podemos explicitar a derivada de ordem mais alta, no caso y’ = Z—Jt’
Comecamos com algumas notacgdes e defini¢des que nos serdo uteis.

Consideremos o espaco euclidiano R”*! = R xR” com coordenadas retangu-
lares (¢, x),ondet € R ex € R”. Consideremos subconjuntos abertos U C R”*1
que ndo necessariamente sdo da forma produto de abertos.

Defini¢io 1.2.1. Dada uma fungdo continua f: U — R”*! onde U C R"*!
¢ um aberto, a equacgdo diferencial ordindria de primeira ordem definida por f é
escrita como

dx
i f(, x). (1.9)

Uma solugdo de (1.9) é uma fun¢io diferenciavel ¢: J — R” onde J C R ¢
um intervalo, tal que

(a) Vt € J tem-se (¢, ¢(t)) € U,

() Z2(t0) = flto, p(t0)). Y10 € J,

onde fi—‘f (t0) denotara a derivada lateral correspondente ao caso em que #¢ para um
extremo de J.

Definicao 1.2.2 (Problema de Cauchy). Dada uma EDO (1.9) e dado um ponto
(to, x0) € U, o Problema de Cauchy associado ¢ escrito como

x'= f(t,x), x(ty) = xo. (1.10)

Uma solugdo de (1.10) é uma solucdo de (1.9), digamos, ¢: J — R”, tal que
toeJe §0(Z()) = Xy.

Uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental do Célculo ¢ a seguinte:

Proposicao 1.2.1. O Problema de Cauchy (1.10) é equivalente a equagdo integral

t
x(1) = xo + / FA, x(A)dA.
to
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Com essa terminologia chegamos ao seguinte resultado central:

Teorema 1.2.1. Seja f: U C R x R* — R uma fungdo de classe C' no aberto
U. Entdo V(tg,x0) € U o Problema de Cauchy (1.10) correspondente possui
uma solugdo ¢: J — R", definida num intervalo aberto J > to. Além disso, ¢
é unica no seguinte sentido: seja . J1 — R™ uma outra solucdo, entdo ¢(t) =
Y(),YteJNJy.

Observe que a nogdo de unicidade de uma solugao ¢ relativo também a velo-
cidade com que essa é percorrida e ndo apenas ao trago da curva imagem em R”,
Deste modo, dificilmente uma reparametrizagdo de uma solugdo seguira sendo so-
lugdo de uma mesma EDO.

O Teorema 1.2.1 sera consequéncia de resultados mais precisos como o Teo-
rema de Picard, que estimam um tamanho minimo para o intervalo de defini¢do J
em termos de um certo controle da fun¢io f. E o que veremos a seguir.

1.3 O Teorema de Picard

Vamos, entdo, ao principal e mais cldssico resultado sobre existéncia de solugdes
para EDOs com condigdes iniciais determinadas. Fixaremos a seguinte norma em
R*T1 = R x R™: |(t,x)| = max{|t|, |x]|}, onde |t| e |x| denotam as normas
euclideanas em R e R” respectivamente. As vantagens associadas a essa escolha
especifica logo ficardo claras.

Definiciio 1.3.1. Uma aplicagio f: U — R x R — R (ndo necessariamente
continua) ¢ dita Lipschitziana com respeito a segunda variavel se AK > 0 tal que

| £ (e y1) = f(x. y2)| < Kl|y1 — y2|. V(x. y1). (x, y2) € U.
A funcdo ¢€ dita localmente Lipschitziana com respeito a segunda variavel se

todo ponto de U possui vizinhanga restrita a qual f é Lipschitziana com respeito
a segunda variavel.

Essa nog¢ao pode ser realizada com hipoéteses de diferenciabilidade adequadas:

Lema 1.3.1. Toda fun¢do localmente Lipschitziana é Lipschitziana em partes com-
pactas.

Demonstragdo. (Teorema 1.4.4). O

Lema 1.3.2. Toda fungio f: U C RY x R" — R™, de classe C' com respeito a
segunda variavel, ¢ localmente Lipschitziana com respeito a essa variavel.
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Demonstragdo. Basta usar a Desigualdade do Valor Médio, uma vez que a deri-
vada, sendo continua, é localmente limitada. O

Recordamos também que uma fungdo F: X — X, onde X é um espago mé-
trico, ¢ uma contragdo se existe constante 0 < A < 1 tal que d(F(x), F(y)) <
Ad(x,y),Vx,y € X, sendo que d denota a distdncia em X.

Teorema 1.3.1 (do Ponto Fixo para Contragoes, Lima (1977)). Seja X um espago
métrico completo. Entdo toda contragdo F em X possui um unico ponto fixo, isto
¢, existe um unico ponto p € X tal que F(p) = p. Além disso, p é atrator de
F,isto é, VYx € X vale F*(x) — p quando n —> oo. Em particular, o mesmo
resultado vale se F possui algum iterado F™: X — X, que é uma contra¢ao.

Esse teorema encontra-se demonstrado em livros de Espagos Métricos por exem-
plo Lima (ibid.). Sugerimos ao leitor que tente provar diretamente, usando o fato
de que a sequéncia F"(x) é de Cauchy.

Lema 1.3.3. Sejam I C R intervalo compacto e K C R" subconjunto compacto.
O espagco X = C(I, K) das aplicagbes continuas ¢: I — K, com a métrica do
supremo d(¢, ) = sup,¢y |@(t) — ¥ (t)|, é completo.

Esse resultado segue do fato conhecido que limite uniforme de aplicagdes conti-
nuas ¢ uma aplica¢do continua (Teorema 1.4.5).
Obtemos entdo o seguinte refinamento do Teorema 1.2.1:

Sejam [ [tg, a] = [to—a,to+a]ondea > 0,¢e B[xg,b] = {x € R", |[x—x¢| <
b} onde b > 0.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Picard). Seja f: I[tg,a] x B[xo,b] C RxR" — R”,
fung¢do continua, Lipschitziana com respeito a segunda variavel. Entdo existe uma
unica solugdo do Problema de Cauchy (1.9) correspondente a f e (to, xo0), defi-
nida no intervalo 1 [tg, ], onde « = min{a,b/M} e M = sup{| f(¢, x)|, (¢, x) €
I [tg.a] x B[xo, b]}.

Demonstragdo. Pomos X = C(I[to; a], B[xo, b]) espago métrico completo com
amétrica do supremo. Definimos, entdo, aplicacdo F : X — X da seguinte forma

t
F()(t) := xo + / FA, o)A, Vi € I(to, a).
to

Afirmacio 1.3.1. F é bem definida e FY é uma contra¢io se N € N é suficien-
temente grande.
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Observe que uma vez provada a afirmag@o acima o Teorema de Picard estara
provado, pois uma solug¢ao para o Problema de Cauchy em questdo ¢ dada justa-
mente por um ponto fixo de F'. Vamos, entdo, a demonstracao da afirmacdo acima:
Primeiro notemos que V¢ € X temos

|[F(e)(1) — xo| =

/ FOhp(R)d
to

< / 1 p()]dA

S Mt —1to| <b

logo, F(¢)(t) € Blxg,b],Vt € I[ty,a] e, assim, F é bem definida. Agora, por
indugdo, prova-se que se K = constante de Lipschitz de f, entdo

Kn
|F" (1) (t)=F" (p2)(1)| < 7|t_10|nd(¢17¢2)th € I(to,a), Vo1,¢2 € X,Vn € N.

Com efeito, assumindo-se esta desigualdade, para um certo n € N, temos que

F o) (1) — F" (02 (0)] = [FF™ (01) (1)) — F(F" (92) (1)
< / G F (@1 ())— fh ™ (92(0)| dA < K [ F™ (1) ()~ F" () ()] dA

n+1

t
K" .
<K FM —to|"d(¢1,¢92) dA <
to

Assim, F: X — X étal que

n.n

d(F"(¢1). F"(¢2)) < d(p1. ¢2).

n!

Kﬂa}’l

—1— — 0 quando n — 400, temos que a afirmagdo ¢ verdadeira. 0

Como

Prova do Teorema 1.2.1. O Teorema 1.2.1 segue entdo do Teorema de Picard e
dos Lemas 1.3.1 a 1.3.3 acima. O
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1.4 Complementos e Exercicios do Capitulo 1

Exercicio 1.4.1 (Campos de for¢a conservativos). Um campo de vetores F: U C
R3 — R3, definido em um subconjunto aberto e conexo do espago R3, é chamado
um campo de for¢as quando, em cada ponto p, interpretamos o vetor F(p) como
uma forga agindo numa particula situada no ponto p. O campo de forcas ¢ dito
conservativo quando existe funcdo energia potencial U : R3 — R tal que

F(p) =-VU(p)

(o sinal negativo ¢ tomado por razdes historicas). Evidentemente U ¢ Unica a
excecdo da adi¢do de constantes.

Exercicio 1.4.2 (O principio da conservacao da energia). Consideremos agora
uma particula movendo-se gracas a acdo de um campo de for¢as F' e denotemos
por x(t) sua trajetoria e m sua massa de repouso. O vetor velocidade da particula
¢ dada por fl—’; (t) no tempo ¢, sendo que seu comprimento € chamado a velocidade
da particula. O vetor velocidade x’(¢) é tangente a trajetoria no ponto em ques-
tdo. Se o campo F ¢é conservativo, digamos FF = —VU, entdo chamamos U de
energia potencial e definimos a energia cinética como

K = lm|x/(z)|2.
2

A energia total (ou energia) € definida como a soma £ = U + K.

Principio da conservacio da energia. Seja x(¢) a trajetoria de uma particula
movendo-se gragas a acdo de um campo de forcas conservativo F = —VU. A
energia total ¢ constante.

De fato, basta usar as Regras de Derivagdo de (x, x) e a Regra da Cadeia para
mostrar que ‘fi—]f = 0, V¢ (mostre!).

Em diversas situagdes fisicas, estamos interessados em estudar campos de ve-
tores F' que sejam paralelos ao vetor posi¢do, ou seja, campos da forma F(p) =
A(p)p, A(p) € R, p € R3. Tais campos sdo chamados de centrais. Um exemplo
de campo central ¢ dado pelo campo gravitacional. Estudemos tais campos no
caso em que sio conservativos:

Afirmacao 1.4.1. Um campo de for¢as central F é conservativo se, e somente
se, escreve como F(x) = A(|x|)x, ou equivalentemente, F(x) = —VU(x) onde

U(x) = f(|xD.
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A prova desse fato deixamos como exercicio para o leitor curioso (Teorema 1.4.3).
Apliquemos ao estudo do movimento dos planetas em nosso sistema solar, segundo
Isaac Newton. Segundo a lei de atracdo gravitacional de Newton, dois corpos de
massas m1 € ms se atraem com forgas de mesma intensidade e contrarias descritas
como

X
Fip = —gmlmzm = —F>

onde g ¢ uma constante universal, x é a posi¢do do corpo de massa my, 0 corpo
m1 esta na origem e F; € a forga (atratora) em m5.

Figura 1.2:

Assumimos agora que os corpos se movem exclusivamente sob a acdo destas
forgas, consideramos o corpo 71 como o Sol e o corpo m, como um planeta de
massa m. O campo de forgas atuando sobre o planeta é entdo da forma

F=-C . C>0
|x|3

de modo que pela observagdo anterior, esse ¢ um campo central conservativo. De
fato, temos FF = —VU onde U = _plc_|' O campo ndo esta definido na ori-
gem. Calculemos a energia cinética desenvolvida pelo planeta m. Para isso, po-
demos nos restringir a situagdo correspondente, mas no plano cartesiano R? (pois
o campo ¢ central, sendo, portanto, tangente a esse plano e, logo, uma particula
inicialmente posicionada no plano ndo escapard), e introduziremos coordenadas
polares no plano: (r,8). Lembramos que o momento angular da particula (pla-
neta m) é definido como £2 = mr26’ (derivadas tomadas com relago ao tempo

).
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Tomando-se a notagdo classica da Fisica, na qual os vetoresi = i(t), j = j(¢)
sd0 i(¢) o unitario na dire¢do de x(¢) e j(¢) o unitario ortogonal positivo de i (¢).

Entdo podemos escrever x(¢) = r(t)i(t) e % =0y, % = —0'i. Mas, entio,

x'=r'i+rb;
Derivando, obtemos
1d
X" =" =r0)%i + -—(28")].
rdt

Como o campo de forgas € central, segue que a componente perpendicular a x
¢ nula, ou seja,

d
E(f’z@/) =0

€ provamos o seguinte:
Principio da conserva¢ao do momento angular. Dada uma particula movendo-
se gragas a a¢do de um campo central, o momento angular se conserva: % =0.
Uma observagdo importante € a seguinte: definamos S(¢) = area determinada
pelos vetores posigdo x (¢), x (¢9) e pelo arco de trajetoria ((x (f9)x(¢))), percorrido
pelo movel entre os instantes #g e ¢. Entdo, em coordenadas polares, temos que

1
dS = —r2dé.
2

De modo que % = %rZQ’ mede a taxa com a qual o vetor posi¢do varre a area

entre 0 movel e o centro do movimento. Aplicando esse raciocinio no caso do
movimento de um planeta m em torno do Sol, como acima, a lei da conservacao
do momento angular pode ser enunciada como:

Segunda Lei de Kepler: A4 linha tracada do Sol a qualquer planeta descreve areas
iguais em tempos igudais.

As demais leis de Kepler sdo:

(i) Primeira Lei de Kepler: Todos os planetas se movem em orbitas elipticas
em torno do Sol, um dos focos.

(i1) Terceira Lei de Kepler: O quadrado do periodo de qualquer planeta em
torno do Sol é proporcional ao cubo da distdncia média do Sol ao planeta.
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Prossigamos. Como vimos, r20’ & constante no caso do movimento de um
planeta m no plano (r, 8). Agora, isso implica o sinal de 6’ é constante ao longo do
movimento e, logo, podemos supor 6 é funcdo crescente do tempo ¢. Mas, entédo,
podemos utilizar 8 como novo parametro e descrever r somente como fungio de 6
ao longo do movimento. Seja k = L, entdo k = k(0(¢)) e, temos que —k = U =
energia potencial do movimento (de fato |x| = r). A energia cinética é dada por
K = %m|x/(t)|2, de modo que, como x'(¢) = r/(¢)i + r6’(¢)j, obtemos

K = Smlr' () + (8 (1)).

Também, temos que

0= (Y ) = — L gy 22K
ro) = (k(e(z))) O ==tz 0 ="\ 2

onde aplicamos a Regra da Cadeia. Finalmente, observamos que

0y = 2 = Lok,
mr m

] )

Como a energia total ¢ E = K + U, temos que K = E + k. Usando as
expressoes acima obtidas, chegamos a seguinte equacdo diferencial

2
dk 2m

— k? = =—(E + k).
(d9)+ (E+5)

Isto nos da, entdo,

Derivando com relagdo a 6 e usando a conservacdo da energia (ili_g = 0),
obtemos finalmente
d?k m
e,
onde lembramos que % € uma constante.
Dessas consideragoes podemos deduzir as outras leis de Kepler.
Complete a prova do Principio da Conservagdo da Energia.
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Exercicio 1.4.3. Prove a Afirmagdo 1.4.1 arespeito de campos de forca conserva-
tivos centrais.

Exercicio 1.4.4. Prove o Lema 1.3.1 e 0o Lema 1.3.3.

Exercicio 1.4.5. Prove o seguinte:

seja {yr, } sequéncia equicontinua, uniformemente limitada de fungées Yy, . X
— R continuas, X = espago métrico compacto. Entdo, se toda subsequéncia
uniformemente convergente da sequéncia Y, possui o mesmo limite \, a propria
sequéncia Wy € uniformemente convergente para .

Exercicio 1.4.6. Neste exercicio provaremos o classico Lema de Gronwall: se-
jamu,v: [a,b] — [0, +00) continuas tais que, para um o = 0, temos

t

u) <o+ / v(s)u(s)ds,Vt € [a, b].

jt‘v(s)ds
Entdou(t) < aea . Em particular,« =0 =— u = 0.

Sugestao: Suponhamos inicialmente que @ > 0. Definimos fung¢do auxiliar

t

o) = o+ / v(s)u(s)ds.

a

Vale que ¢p(a) = a e ¢(t) = a > 0, Vt. Derivando, obtemos ¢'(t) = u(t)v(t) <
v(t)p(t). Assim, d log¢(t) < v(?) e, entdo,

t

v _
log @) \/v(s)ds

a

de forma que

Ry ()d
u(t) < o(t) < ael "

Para o caso o« = 0, utilizamos o caso anterior para um € > 0 e fazemos
€ — 07. Os detalhes sdo deixados para o leitor.

Exercicio 1.4.7. Prove o Teorema do Ponto Fixo de Contragdes.
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Exercicio 1.4.8. Uma equagdo diferencial x’ = igg ¢ uma equacao do tipo

diferencial total se: g, h sdo fungdes reais continuas no aberto U C R x R”, &
ndo se anula em U e existe fungdo diferenciavel F em U tal que %—}; = h, %—I; =g.

Estude as solu¢des da EDO dada em termos das curvas de nivel da fungdo F.

Exercicio 1.4.9. Uma EDO da forma x” = f(t)g(x) é dita uma equa¢do a varia-
veis separadas. Suponhamos que f ¢ continua no intervalo / e que g é continua
no aberto V' C R”. Obtenha solugdo explicita para a EDO acima com os dados
iniciais x (¢9) = Xxo.

Exercicio 1.4.10. Dadas f, g: R — R continuas, sendo f Lipschitziana, prove

« . x f(x) ) (x (to)) (xo) .
uc as solu 0c€S dO sistema = y = Sao unicas nos
d ¢ (y’) (g(X)y y(to) Yo

seus intervalos de definigdo. Estude o caso em que f ndo é Lipschitziana.

Exercicio 1.4.11. Estude as solugdes da equagdo homogénea x' = h(3) onde
t # 0 e h é continua no intervalo (a, b) e que, neste intervalo 4(y) — y, ndo se
anula. Sugestdo: considere a mudanga de variaveis x = ty.

2

Exercicio 1.4.12. Resolva e estude as solugdes da equagdo x’ = x~ cos?.

- ~ ~ 2 L,
Exercicio 1.4.13. Mostre que as solugdes da equagdo x’ = x3 ndo sdo uUnicas.
Compare com o Teorema de Picard.

Exercicio 1.4.14. Seja f: R x R” — R” continua, localmente Lipschitziana e
globalmente limitada (digamos | f| < M em R x R"). Prove que as solugdes de
x" = f(x) estdo definidas em toda a reta real e que se ¢p: R — R” — R”" ¢
dada por ¢(z, x) = solugdo de x’ = f(x), x(0) = x; entdo as aplicagdes ¢; (x) =
(t,x): R" — R” definem homeomorfismos de R”. Prove que ¢; 0 o5 = @s45 €
conclua que ¢t — ¢ define um homomorfismo do grupo aditivo da reta no grupo
dos homeomorfismos de R”.

Exercicio 1.4.15 (Equagdes diferenciais complexas). Seja U C C x C” aberto,
onde C = R? ¢ o plano complexo com coordenadas x + iy e i2 = —1. Prove
que se f: U — C”" ¢ fungdo holomorfa (f ¢ dita holomorfa se suas fungdes
coordenadas sdo holomorfas), entdo o Problema de Cauchy holomorfo Z—’Z‘ =
f(z,x),x(zog) = xo tem solugdo holomorfa ¢(z, (zg, Xo)) Gnica definida em um

disco D(zg,€) = {z € C, |z — z¢| < €} para todo (zg, x9) € U.



Muitas das equagdes diferenciais que modelam fendmenos fisicos e da natureza,
sao lineares ou possuem modelos bem aproximados por equagdes lineares. Den-
tro dessa filosofia, temos motivagao suficiente para dedicar parte de nosso estudo
a essa classe de equagdes. Comegamos com alguns pré-requisitos de Algebra Li-
near. Vamos nos restringir ao estudo das matrizes quadradas. Dando inicio ao
estudo da Algebra Linear das matrizes quadradas, visando o estudo das EDOs li-
neares, comegamos equipando o espaco de tais matrizes com uma topologia, mais
precisamente, uma métrica dada por uma norma bastante natural.

2.1 Normas em espac¢os de matrizes

Dada A € R™"*", definimos
Al = max{|Ax|: [x| < 1}.
Se verificam:
1. |A|| = 0 paratodo A € R™*",
2. ||A]l =0seesdbse A =6.
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W

. |laA|| = || - ||A|| para todo A € R™*" ¢ todo a € R.
4. ||A+ B| < ||A|| + || B paratodo A, B € R™*",

9]

. |Ax| < ||A]| - |x| paratodo A € R™*" e todo x € R”.
6. |A-B|| < ||A| - ||B| paratodo A, B € R™*",

. || 4%|| < ||A||¥ paratodo A € R™" e k > 1.

~

Das quatro primeiras propriedades, tem-se que

-1 R®=* - R
A = 4]
¢ uma norma em R™*" logo (R™*", || - ||) ¢ um espago normado. Dessa maneira,

podemos definir

d||.||2 R"X"XRnX” - R
(A, B) = dj. (4, B) = ||B — A

a qual ¢ uma distdncia em R"*". Logo, (R"*",d|.|) é um espago métrico com-
pleto. Lembramos que uma vez que o espaco de matrizes quadradas é naturalmente
um espago vetorial de dimensao finita, ou seja, uma copia do R”Z, duas normais
quaisquer neste espago serdo equivalentes e induzirdo a mesma topologia. Dessa
forma, vamos nos restringir a norma do maximo introduzida acima, lembrando,
porém, que ndo ha perda de generalidade ao tomarmos essa norma.

2.2 A exponencial de uma matriz

Seguindo a nogdo de exponencial de um numero real e sua expansdo em série
de poténcias, introduzimos a exponencial de uma matriz quadrada por meio do
seguinte resultado:

o0
1
Teorema 2.2.1. Dada uma matriz quadrada A € R™*", a série Z FAk é con-
k=0
vergente para todo A € R"*",

A prova € muito similar a prova do caso n = 1, e deixamos para o leitor. Tal
prova utiliza a convergéncia absoluta da série em questao.
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Definicdo 2.2.1. Dado A € R™™", a exponencial de A, denotado por exp(A) ou

e, define-se como
o0 1
A _ k
et = E _k!A .
k=0

Denotemos por GL(IR”) o conjunto de todas as matrizes n x n invertiveis.

Teorema 2.2.2. Sejam A, B € R™*" se satisfaz:
1. ePAP™! — pedp-1 para todo P € GL(R").
2. Se AB = BA, entdo eAtB — pApB,
3. e4 e GL(R") e (e)™! = 74,

Exemplo 2.2.1. Sejam A1, A3,..., A, € R, denotamos

At 0O ... 0
_ 0 A ... 0
diag[A1, Ao, ... Au]l=| . . . .| e R
0 0 ... Ap
entdo ed138A1A2.An] — diag[ett o2 . ehn].

Exemplo 2.2.2. Se A € R"*" ¢ uma matriz de nilpoténcia de ordem r, entéo

1 1
A 2 r—1
=]+A+—A4 AT
e + +2! + +(r—l)!

Exemplo 2.2.3. Seja A € R"*" da forma: A = Al + Ny,onde A € Re

010 ...0
001 ...0
Np=1| 1 1 & @ [eR7%
00 0 ... 1
000 ... 0

Observe que N, € uma matriz nilpotente com ordem de nilpoténcia n. Para calcular

e4 em primeiro lugar, observamos que (AI)N, = N, (A1), logo

1 1
A _ A 2 n—1
e’ =e I|:I+Nn+—2!Nn+...+—(n_l)!Nn :|
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Exemplo 2.2.4. Se A = _ab 2 € R2*2_ entdo ndo ¢ dificil mostrar que

A_ a| cosb senb
e =¢ |:—senb cosb:|'

Exemplo 2.2.5. Denotemos

b b b
I>(a,b) = |: _ab a i| e R2 () = [ —C(s)esnb zf)rslb ]

Pelo exemplo anterior e/2@-2) = ¢4 R, (b), agora chamemos
Jan(a,b) = diag[l>(a,b), I»(a.b)..... Ix(a.b)] € R*"".
Seja A € R?"*2" da forma A = Jp,(a.b) + N3,, onde

0010 ..0 gzéz(jz“'gz
5 0001 ..0 222""2
A A ) A o 02 92 92 12
0000 ...0 6o 6 6 . 0

Nao ¢ dificil mostrar que J2,(a, b)N22n = N22n Jon(a,b), entdo

oA — ern(a,b)eNgn :diag[elz(a,b),“.’elz(a,b)]eNgn
= diag[e®Ra(b), ..., e* Ra(b)]eNon = e4diag[Ra(b), . .., Ra(b)]eNn.

2.3 A EDO linear, fluxos lineares

Dada uma matriz quadrada A € R"*" e dado um ponto inicial xo € R”, considera-
mos o Problema de Cauchy x’ = Ax, x(0) = xo, sendo que x € R”. Estudamos
as solugdes desse problema.

Teorema 2.3.1. Se A € R™*" ¢ xg € R”, entdo a tnica solugido do PVI

x’ = Ax

20 — o @.1)

¢ dada por
¢: R — R”
o () = exy.
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Uma consequéncia imediata é:

Corolario 2.3.1. Se A € R™" xo € R" ety € R, entdo a unica solugio do PVI

x' = Ax
x(to) = Xxo
¢ dada por
p: R — R”

o ) = et Ay,

Para calcular e4, quando A € R™*", ¢ usado um resultado bem conhecido e
fundamental da Algebra Linear.

Teorema 2.3.2 (Forma canénica real de Jordan). Se A € R™*", entdo existe
P € GL(R") tal que PAP~ ! = J4 = diag[Jy, J2, ..., Jm], onde cada J; é uma
matriz quadrada da forma:

1. Ji = Al + Np;, se A; é um autovalor real de A.
2. Jj = Jon,(aj,bj) + sznj, se a; + ib; é autovalor complexo de A.

Além disso, a soma das ordens dos blocos da forma A; I + N,, é igual & multi-
plicidade algébrica de A;, enquanto que a soma das ordens dos blocos da forma
Jon;(aj,bj) + sznj ¢ igual ao dobro da multiplicidade algébrica de a; + ib;.
A matriz J4 € R™*" é chamada Forma Candnica de Jordan (Real) de A, sendo
Unica a menos da ordem dos blocos e do sinal da parte imaginaria b; das raizes
complexas do polindmio caracteristico de A.

Seja A € R"™" e x¢g € R”, pelo Teorema 2.3.1, sabemos que a tnica solugdo
do PVI (2.1) é dada por

¢xo: R — R"
I gx(t) = etxg.

Fazendo variar xo em R”, obteremos todas as solu¢des da EDO x’ = Ax.

Definicao 2.3.1. Seja A € R"*" o fluxo associado a EDO linear x' = Ax é dada
por
v4: RxR* — R”
(t,x) +— @q(t,x) =et4x.
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1 2

Exemplo 2.3.1. Dada a EDO, x" = Ax onde A = |: 4 3

], o fluxo associado

dessa EDO ¢4: R x R? — R? ¢ dado por
0A(t, x1,X2) = ([X1J3rxz]esz + [t [2(x1;rxz)]esz I [X2—32x1]e—t)'

Observacao 2.3.1.

1. Toda matriz A € R™*" define uma EDO linear x’ = Ax. Reciprocamente,
atoda EDO linear associa-se uma unica matriz. Logo, podemos dizer indis-
tintamente “fluxo associado a uma EDO linear” ou “fluxo associado a uma
matriz”.

2. A cada matriz A € R™*" associamos um fluxo ¢4 0 qual é uma fung¢io de
R x R" em R”. Sera que toda fungdo F: R x R” — R” ¢ um fluxo?

Proposicdo 2.3.1. Seja A € R"" e ¢p4: R x R" — R” seu fluxo associado.
Entéo se satisfaz:

1. 4(0,x) = x paratodo x € R”.
2. o4t +5,x) = @a(t,04(s,x)) paratodot,s € Rex € R”.

Observacio 2.3.2. Nao ¢ dificil ver que o fluxo ¢ 4: R xR” — R” é uma fungdo
de classe C*° que satisfaz as seguintes propriedades:

d
1. Existe %(I, x) para todo (¢, x) € R x R” mais ainda

0
%(w) = ApA(t.x).

2. Fixando tp € R, podemos definir a fungao

(gDA)l() : Rn — Rl’l
X (9a)(x) = palte, x) = e4x.
LOgO, ((pA)to S GL(R”) mais ainda ((QDA)IO)_I = (@A)_to. Assim, te-

mos que {(¢4):}:er € uma familia em GL(R"), indexado pelo pardmetro ¢.
Além disso, pela Proposi¢do 2.3.1, obtemos:

@) (@A)t +1, = (@a)e; © (94)r, paratodo 11,12 € R.
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(b) (pa)o=1.
O seguinte resultado d4 uma resposta a questdo proposta na Observacgdo 2.3.1.

Proposicio 2.3.2. Se F': R x R” — R”" satisfaz as seguintes propriedades:
.. OF
1. Existe E(Z’ x) paratodo (¢, x) € R x R”.

2. Paracadat € R, a fungao

Ft§ R?” — R”
x B Fi(x)=F(,x)

¢ uma transformagao linear.
3. Fy41, = I o Iy, paratodo t1, 1 € R.
4. Fo = 1.
Entdo existe A € R™*" tal que o4 = F.
Por outro lado, vejamos que todo fluxo gera uma particdo em R”.

Definigiio 2.3.2. Sejam A € R™*" ¢ x € R". A drbita ou trajetéria de x ao longo
do fluxo ¢4 : R x R” — R”, denotada por O 4(x), define-se como

Oalx) = {galt.x): 1 € R}

Proposicio 2.3.3. Sejam 4 € R " ¢ ¢p4: R x R" — R” seu fluxo associado.
Entéo se satisfaz:

1. Dados os pontos x ¢ y em R” uma e s6 uma das propriedade seguintes é
satisfeita:

@) Oq(x) N Oy(y) = 0.
(b) Oa(x) = O4(y).

2. x e Nu(A4) seesose Oq(x) = {x}.

Definicdo 2.3.3. O conjunto F4 formado por todas as érbitas O 4(x) (x € R") é
chamado folheagao por curvas em R" gerado por A € R™*",
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2.4 Classificacao topologica de fluxos lineares, hiperboli-
cidade e estabilidade estrutural

Estudaremos a seguir alguns conceitos importantes dentro do contexto das EDOs
lineares. Mais precisamente, estudaremos a estabilidade estrutural e classificagdo
topologica desses sistemas. Comegamos tornando essas nogdes mais precisas:

Definigiio 2.4.1. Sejam A, B C R™*" ¢ consideremos seus fluxos associados ¢4 e
¢p respectivamente. Dizemos que A e B sdo topologicamente conjugados, o que
denotamos A =;op B, se e so se existe 7: R” — R” homeomorfismo chamado
conjugagdo topologica tal que

h(pa(t.x)) = ¢p(1. h(x))

para todo (¢, x) € R x R”. No caso em que / ¢ um difeomorfismo de classe C”,
dizemos que A e B sdo C"-conjugados (1 < r < 00), o que denotamos A =cr B
e h é chamado C"-conjugag¢do, finalmente se 4 ¢ um isomorfismo linear, entao
A e B sdo chamados linearmente conjugados, o que denotamos A =;;,, Be h é
chamado conjugagdo linear.

Observacao 2.4.1.

1. As conjugagdes respeitam o parametro ¢ e, portanto, respeitam sua orienta-
¢ao.

2. Se A e B sdo conjugados por i: R” — R” se e s0 se o seguente diagrama
¢ comutativo:

RxR? —5 R”
l(id h) lh
RxR? —> R”

3. Se A e B sdo conjugados por 1: R” — R”, entdo h(O4(x)) = Op(h(x))
para todo x € R”. Dessa maneira, as conjugagdes levam orbitas de A em
oOrbitas de B.

)

4. Nao ¢ dificil mostrar que “=;,,", “=cr” e “=y;,” sdo relagdes de equiva-
léncia em R™"*",

5. Podemos construir os conjuntos quocientes R"*"/ =;,,, R""/ =cr ¢
R™" /| =;;,, cujos elementos sdo classes de equivaléncia de matrizes.
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6. Denotemos por Hom(IR”) o conjunto de todos os homeomorfismos de R”
em R” e por Diff" (R") ao conjunto de todos os difeomorfismos de classe
C" de R” em R”. E conhecido que

Hom(R") 2 Diff' (R") 2 Diff*(R") 2 ... 2 Diff**(R") 2 GL(R").
Logo, a classificacdo “mais grossa” ¢ a topologia e a “mais fina” ¢ a linear.

7. Para estudar as propriedades qualitativas dos elementos de F 4, basta con-
siderar qualquer representante e analisd-lo. Como devemos escolher esse
representante? Deve ser escolhido de modo que suas “solucdes explicitas”
sejam faceis de serem obtidas e analisadas. Mas existe tal representante?
Mais ainda, existem as conjugacdes?

Proposicio 2.4.1. Sejam A, B € R™", sdo equivalentes:
1. A =1 B.

2. Existe P € GL(R”) tal que PA = BP (isto é, A e B sdo matrizes seme-
lhantes).

3. A =lin B.
Observacao 2.4.2.

1. Pela Proposi¢ao 2.4.1, vemos que nos sistemas lineares so6 ha dois tipos de
classificagdo: a topologica e a linear.

2. A =y, Bseesose Ae B sio semelhantes.

3. Pelo Teorema 2.3.2, sabemos que toda matriz A € R™*”" ¢ semelhante a sua
forma candnica de Jordan J4 € R™*". Logo, cada classe de equivaléncia li-
near admite uma representacao “simples”, desde o ponto de vista das EDOs,
aqual é Jy4.

Definicao 2.4.2. Seja A € R"*" e consideremos seu fluxo associado ¢ 4.

1. Dizemos que 0 € R” é um atrator de A se e s6 se li? p4(t,x) = 0 para
t—>—+00
todo x € R”.

2. Dizemos que 0 € R” é uma fonte de A se e 0 se li? lpa(t, x)| = 400
t—>—+o00
para todo x € R” \ {0}
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Observagio 2.4.3. 0 € R” é um atrator de A4 se e s6 se 0 ¢ uma fonte de —A.

Vejamos, entdo, uma caracterizagdo dos sistemas lineares com um atrator glo-
bal na origem:

Teorema 2.4.1. Seja A € R™*", sdo equivalentes:
1. A =40p —1.
2. 0 € R” é um atrator de A.
3. Todos os autovalores de A t€m parte real negativa.

4. Existem > 0 e k > 1 tal que |p4(z, x)| < ke #!|x| paratodo x € R" e
todot = 0.

De forma muito similar, temos:
Teorema 2.4.2. Seja A € R™*", sdo equivalentes:
1. A=40p 1.
2. 0 € R" ¢ uma fonte de A.
3. Todos os autovalores de A t€m parte real positiva.

4, Existem u > 0 ek > 1tal que |p4(t, x)| = k~'e#!|x| paratodo x € R" e
todot = 0.

Os resultados acima s3o de facil demonstracdo, utilizando-se a forma cano-
nica real de Jordan. Vejamos agora o conceito central da noc¢éo de estabilidade
estrutural para sistemas lineares:

Definicio 2.4.3. Seja A € R"*",

1. Dizemos que A ¢ hiperbdlica se e s6 se todos os autovalores de A tém parte
real distinta de zero.

2. Se A é uma matriz hiperbélica, o indice de A, a qual denotamos i(A), é o
numero de autovalores de A com parte real negativa (contando multiplici-
dade).

Exemplo 2.4.1. Seja A € R™*", vale o seguinte:
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1. Se 0 € R” ¢ um atrator de A, entdo A ¢ hiperbdlico e i(A4) = n.
2. Se 0 € R" é uma fonte de A, entdo A ¢ hiperbdlico e i(4) = 0.

Observagao 2.4.4. Denotemos por Hip(R”) o conjunto de todas as matrizes hi-
perbolicas. Nao ¢ dificil ver que Hip(R”) € GL(R").

Defini¢do 2.4.4. Seja A € Hip(R").

1. O subespaco estavel de A, denotado por E*(A), é o subespago vetorial de
R" gerado pelos autovetores correspondentes aos autovalores com parte real
negativa.

2. O subespaco instavel de A, denotado por E¥(A), é o subespago vetorial
de R” gerado pelos autovetores correspondentes aos autovalores com parte
real positiva.

Exemplo 2.4.2. Seja A € R™*" vale o seguinte:
1. Se 0 € R” é um atrator de A4, entdo ES(A) = R" e E¥(A) = {0}.
2. Se 0 € R” é uma fonte de A, entdo ES(A) = {0} e E¥(A) = R".
Com essas nogdes € notagdes temos:

Proposicio 2.4.2. Seja A € Hip(R") com i (A) = m, entdo
. R" = ES(A) ® E*(A), dim E*(A) = medim E¥(A) =n —m.
2. Existem u > 0ek = 1tal que

(@) |pa(t,x)| < ke M!|x| paratodo x € ES(A) etodot = 0.
() |@a(t,x)| = k~let?|x| paratodo x € E¥(A) etodot = 0.

Um outro resultado muito interessante e de demonstracéo acessivel ao leitor é
0 seguinte:

Teorema 2.4.3. Sejam A, B € R™". Se satisfaz: A =40, B se e sOsei(A) =
i(B).

Coroldrio 2.4.1. Seja A € Hip(R") com i(A) = m. Entdo A =, diag[—1I,
In—m] onde I, € R™ " ¢ a identidade.
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Lembramos que o espago das matrizes reais quadradas n x n pode ser natu-
. . - n2 .
ralmente identificado com o espago euclidiano R . Desta forma, como ja obser-
vamos e utilizamos anteriormente, o espago de matrizes quadradas esta munido
de uma topologia induzida por uma métrica, dada por uma norma. Isso nos per-
mite considerar conjuntos abertos ¢ conjuntos densos nesse espago de matrizes,
oy 2 . . . yq- -

como de habito em R”". O resultado abaixo afirma que matrizes hiperboélicas sdo
abundantes e formam um conjunto aberto no espago das matrizes quadradas.

Teorema 2.4.4. Hip(R") é um subconjunto aberto e denso em R”*”,

A prova do teorema acima ¢ bem simples: para provar que o conjunto € aberto,
utilizamos o fato de que os autovalores nao nulos dependem continuamente dos co-
eficientes da matriz quadrada considerada. Para ver a densidade, podemos utilizar
argumentos tipo “perturbagdo”, ou seja, dada uma matriz A € R”z, consideramos
matrizes da forma A¢ = A + €I, sendo € € R proximo de 0 € R e [, a matriz
identidade. Para a maior parte dos valores €, teremos matrizes A hiperbolicas e
arbitrariamente proximas de A.

De um ponto de vista de conjugagdo topologica, temos a seguinte nogao im-
portante:

Definicdo 2.4.5. Dizemos que A € R™" ¢ estruturalmente estavel se e sO se
existe § > 0 tal que se B € R™*" com || B — A|| < §, entdo B =, A.

Observacao 2.4.5. Intuitivamente uma matriz é estruturalmente estavel se, ao
“perturbar um pouco” a configuragdo de suas orbitas, ndo se altera salvo home-
omorfismos.

Teorema 2.4.5. A € Hip(R") se ¢ s0 se A ¢ estruturalmente estavel.

Esse € um resultado um pouco mais profundo que os anteriores. Provar que
matrizes hiperbdlicas sdo estruturalmente estaveis € relativamente mais simples a
partir de sua conjugacao topoldgica com modelos de blocos de tipo —1,;, € I—pm.
Por sua vez, para provar que uma matriz estruturalmente estavel é hiperbolica,
podemos utilizar o fato de que uma matriz com um autovalor com parte real nula
pode ser perturbada a uma matriz hiperbdlica com um retrato de fase (descrigao de
orbitas) que ndo ¢ similar ao da matriz original. Pense em matrizes 2 X 2 e conclua
o caso geral.
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2.5 Exemplos de aplicac¢des classicas das EDOs lineares

Como ja mencionamos, equacdes lineares sdo fundamentais no estudo e descri-
¢do de varios problemas importantes em Fisica, Quimica e Ciéncias Naturais ¢ da
Terra de um modo geral. Vejamos mais de perto alguns exemplos concretos dessa
relagdo.

2.5.1 A equacio do péndulo - revisitada

Considere um corpo de massa m que pende de um fio inextensivel sem massa
de comprimento £, a qual é afastada da sua posigdo de equilibrio a uma posigao
qualquer e a uma velocidade dada.

(a) (b)
Figura 2.1: Péndulo

A equagdo do péndulo consiste em determinar a posi¢ao da massa m em qual-
quer instante ¢.

Seja 8 = 6(t) o angulo que forma o fio com a vertical no instante . Entdo a
posicdo de m ¢ descrita por uma curva o : [0, +o0o[— RZ, onde

a(t) = (x1(t),az(t)) = (Lsen B, £ cosb). (2.2)
As forgas que atuam sobre m sdo:
1. A forca gravitacional mg (g € a aceleracdo da gravidade).
2. Atensdo T do fio.

3. A forga de resisténcia que sempre se opde ao movimento F(z).
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Aplicando a Segunda Lei de Newton temos:

may(t) = —T sen — F(t) cos 6 (2.3)
majy(t) =mg — T cos6 + F(t)sen 6. (2.4)

0 0
Multiplicando (2.3) por cos e (2.4) por >cn e subtraindo, obtemos:

af(t)cosf —al(t)sen = —gsen — % (2.5)

Derivando duas vezes (2.2), temos:

(1) = (af(1), a3 (1))

(2.6)
= (—£(0")?sen O + £0" cos O, —L(8')? cos @ — £0" sen B).
De (2.6), obtemos:
af(t)cosf —aj(t)sen = £60”. 2.7
Por (2.5) e (2.7), tem-se:
F(t
00" = —gsenf — % (2.8)

Quando F(z) = 0, a equacgdo (2.8) é chamada equagdo do péndulo ndo amorte-
cido.

E razoavel pensar que F () é proporcional ao comprimento do fio e a veloci-
dade (angular) da massa, entao

F(t) = ctd’ (2.9)
onde ¢ > 0 é a constante de proporcionalidade. Substituindo (2.9) em (1.5), temos:
mlB" + cl0’ + mgsenh = 0. (2.10)

A equagdo (2.10) é chamada equacgdo do péndulo amortecido.
Vamos transformar (2.10) a um sistema de equacdes diferenciais. Basta definir
x =6 ey =0, assim, obtemos:

/

=)
y = —iy—gsenx. (2.11)
m

14
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Consideremos o campo
X(x,y) = (y, —iy _g senx)
m 14
associado a (2.11). O conjunto singular de X ¢ dado por
Sing(X) = {(nm,0); n € N}

e a parte linear de X ¢ dado por

) 0 1
X(X’Y): _gcosx _i :
L m

Aqui consideremos dois casos:

0 1
1. Se n = 2k para algum k € N, entdo X'(2kx,0) = |: g ¢ :|.O

{ m
. A . 7oL I3 c
polindmio caracteristico ¢ A2 + —A 4+ % = 0 e, portanto, os autovalores
m
sao
c 1 [c? 4g
2m = 2\ m?2 ¢
2 2 2 2
c 4g c 4g c c 4g c
a) Se ———>0.Como —w —— < —,entdo{/ — — — < —
@) m2 L m%r L m? m2 L m
logo, as duas raizes sdo negativas.
> 4g - o . o
(b) Se — — —= = 0, entdo existe uma Unica raiz negativa de multiplici-
m
dade dois.
2 4g

C ~ r ~ .
(¢) Se — — A < 0, entdo as duas raizes sdo complexas conjugadas com
m
parte real negativa.

Em qualquer caso (2km, 0) sdo singularidades hiperbolicas de indice dois
(atratores locais).

0 1
2. Sen = 2k —1paraalgumk € N, entdo X'((2k —1)7,0) = |: § ¢ i| .
g L m

. A . r o 7 ¢
O polindmio caracteristico é A% + — A — 7= 0 e, portanto, os autovalores
m
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c 1 [c? 4g

om =~ 2\ m2 " e
Ambas raizes s3o reais, uma negativa e a outra positiva. Portanto, ((2k —
1)7, 0) sdo singularidades hiperbdlicas de indice um (selas). Fazendo algu-
mas contas, obtemos que o autoespaco associado ao autovalor negativo ¢é
gerado por (1, «), onde

c 1 |c%  4g
= 5+ <0
* 2m 2 m2+ 14

enquanto o autoespago associado ao autovalor positivo € gerado pelo vetor

(1, B), onde

c 1 [c? 4g
SR T )

p 2m+2 m2+ ¢

2.5.2 Crescimento de populacoes

Problema: Determinar a quantidade de individuos x = x(¢) de uma populagéo,
em qualquer instante ¢, conhecendo o nimero inicial deles.

O modelo matematico mais simples foi proposto por T. Malthus em 1778, su-
pondo que a taxa de crescimento € constante, isto €

Xt
x0 ¢

A solugio dessa EDO é x (1) = x(0)e?’. Logo

lim x() = 0 sea<O0
t_>+oox ] 400 sea>0.

Um modelo mais refinado consiste em supor que, quando a populagdo ¢ pequena,
a taxa de crescimento é constante a, mas, a medida que a populagdo cresce, 0s
recursos disponiveis diminuem e produzem um efeito inibidor sobre o crescimento
da populagdo, isto ¢, a taxa de crescimento decresce quando a populagdo cresce.
Se denotamos por f(x) a essa taxa de crescimento. A fun¢do mais simples que
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satisfaz essas condigdes ¢ f(x) = a — bx, onde b > 0. Assim, o modelo fica
determinado por

x'(1)
=a—bx(t).
Consideremos o campo X(x) = ax — bx? cujo conjunto singular ¢ dado por

Sing(X) = {0, %} A parte linear de X é dado por X'(x) = a — 2bx. Aqui

consideremos dois casos:

1. X’(0) =a > 0,logo 0 é uma fonte.

2. X' (%) = —a < 0logo 2—1 ¢ um atrator.

Observe que podemos obter solugdes explicitas de esta EDO da forma

X(@) = paratodof = 0

a
b+ |:a —bx0:| et

X0

onde xo = X(0). Este modelo foi proposto em 1838 por Pierre Frangois Verhulst.
Este modelo também foi usado por Raymond Pearl e Lowell Reeb em 1920 com
seu trabalho intitulado “On the rate of growth of the population of the United States
since 1790 and its mathematical representation”.

Outros modelos propostos sdo:

k
. f(x)=aln (—) por Benjamin Gompertz em 1825.
X

a(k — x)

2. f(x) = kot ax por Frederick Smith em 1963.

0
3. f(x) =a |:1 — (%) ] por Narendra Goel, Samresh Maitra e Elliott Mon-
troll em 1971.

4. f(x) =a—bx + ce ™ por Francisco Ayala, Michael Gilpin e Joan Ehren-
feld em 1973.
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2.5.3 [Espécies competidoras

Suponha que temos duas espécies semelhantes que competem por um abasteci-
mento limitado de recursos (por exemplo, duas espécies de peixes em um aquario
que ndo se devoram entre si, mas competem pelo mesmo alimento). Denotemos
por x = x(¢) aquantidade de individuos da primeira espécie em qualquer instante

t e y = y(t) a quantidade de individuos da segunda espécie em qualquer instante

t.

Problema: Sabendo a quantidade atual de individuos (isto €, conhecendo x (0), y(0)).
Como cresceram ou decresceram cada uma das espécies? De acordo com Verhulst,
em auséncia da espécie y, o crescimento de x ¢ dado por

x" = x(ay1 —b1x), a1, by > 0.
Em auséncia da espécie x, o crescimento de y ¢ dado por

y' = y(az —b2y), az, bz > 0.
Quando as duas espécies estdo presentes cada uma violard o abastecimento da
outra, causando um efeito inibidor na taxa de crescimento que para x ¢ diretamente

proporcional a y e para y ¢ diretamente proporcional ao niimero x. Com essas
consideracdes, temos:

x' = (a1 —bix—a1y)x
ap, o > 0. 2.12
y = (a2a—by—ax)y 77 (212)
Exemplo 2.5.1. Consideremos o sistema
X' = (l—-x—y)x
o= (G—3y— 300

O campo associado ao sistema anterior ¢ dado por
2 1 1
X(x,y) = (x —x* = xy, 39 — 39> = 3x¥).
As singularidades de X s@o solugdes do sistema

1l—x—y)x=0
>— 3y =30y =0
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Figura 2.2: Singularidades do campo X

logo, Sing(X) = {(0,0), (1,0), (0, 2), (%, %)} (ver Figura 2.2) e a parte linear
de X ¢ dado por

1-2x—y —X
X'(x,y) = [ 3 1_1 3 i| .
—3) 272V 73
Entao
1 0 -1 -1
X'(0,0) = . X'(1,0) =
1 1
0 3 0 —z
1 1
’ b0 11 22
X'(0.2) = e X'(3.5) =
_3 _1 _3 _1
2 2 8 8

Aqui obtemos o seguinte:
1. (0,0) é uma fonte local.
2. (1,0) é um atrator local.

3. (0,2) é um atrator local.
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4. O polinémio caracteristico de X/(%, %) ¢ dado por A% + %)& — % =0,eo0s
autovalores sdo % VY37 Jogo um autovalor é positivo ¢ o outro negativo,
~ 1 1 I3
entdo (5, ) € uma sela.

Figura 2.3: Esbogo das 6rbitas do campo X

0

Se (xo, yo) esta na regido I ou em IV, a espécie y extingue-se € a espécie x
sobrevive.
Se (x0, yo) esta na regido /1 ou em I11, a espécie x extingue-se e a espécie y

sobrevive.

Voltemos ao caso geral (2.12). O campo associado ao sistema (2.12) ¢ dado

por
X(x,y) = (a1x —bix* —a1xy, a2y — byy* — azxy).

A parte linear de X esta dado por

, | a1 =2bix —ayy -1 X
X(x.y) = |: —any az —2byy —apx ]

As singularidades de X sdo solugdes do sistema

(a1 —br1x—a1y)x =0
(a2 —bay —azx)y = 0.
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Denotemos £1 : a1 —bix —o1y = 0e Lo : az — by —asxx = 0. Note
que (0, 0), (0, Z—;) e (Z—i, 0) sempre sdo singularidades de X, pode aparecer uma
quarta singularidade, dependendo da posigo das retas £1 e L. Assim, temos os
seguintes casos:

az “l\
22 bt %5
£

a9 by

;
%,

Figura 2.4: Intersecéo das retas £ e £, no primeiro quadrante

Nesse caso, as retas £1 e L, se interceptam em um ponto (X, y) do primeiro
quadrante. Assim, obtemos:

* X'(0,0) = [ a01 a02 ], entdo (0, 0) é uma fonte local.

[ aibr—aias 0
« X'(0,8) = _b2,, , entdo (0, $2) é um atrator local.
2 T _a2 2
—a  —9a
. X’(i—:’ 0) = 0 blazb—f}lzﬂl , entdo (Z—;, 0) € um atrator local.
L 1 i
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—bl)? —Oll)?

_ _ | tem polindmio caracteristico dado por
—02y  —byy

« X'(x,y) = [

A2 4 (b1X + baJ)A + (b1hy — ajaz)X§ = 0

cujas raizes sao

—(b1X + byy) £ /A
2

onde A ¢ o discriminante do polindmio caracteristico

A = (bl)_C + b2)7)2 - 4(b1b2 - alcxz))_cf
= (b1X —byy)? + dajarxy > 0.

Logo, as duas raizes sdo reais. Uma ¢ negativa e, para saber o sinal da
outra, observamos que

apor 202

a ~
eby < entdo b1by < a10n

az ai

b1<

logo

\/Z> b1x + by

portanto, a outra raiz ¢ positiva. Concluimos que (X, y) € uma sela.
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£,

ay

2N @

Qry bl

Figura 2.5: Interse¢do das retas £ e £, fora do primeiro quadrante

Nesse caso, as retas £1 ¢ L, ndo se interceptam no primeiro quadrante e,
portanto, s6 analisamos as trés primeiras singularidades. Aqui obtemos:

ar O ~ .
* X'(0,0) = [ 01 ], entdo (0, 0) é uma fonte local.
2
B a1b2b—a1a2 0 ]
. / azy — x aly A
X'(0.33) = —w3a, a | entdo (0, %) ¢ uma sela.
by 1
- wgy
rcai —a1 T ~ _ rai ,
* X300 = 0 bmzb—azal , entdo (3, 0) € um atrator local.
5 1 i
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’ ®

Figura 2.6: Esbogo das 6rbitas do campo X



A teoria das EDOs ¢ muito rica e ativa. Neste texto, vamos nos dedicar aque-
las EDOs ditas auténomas, que sdo da forma do Problema de Cauchy, ‘fl—’t‘ =
f(t,x), x(to) = xo, afungdo f(z, x) ndo depende do tempo z, ou seja, podem
ser escritas na forma ‘é—’; = f(x), x(to) = x¢. Temos, entdo, uma EDO dada por
um campo de vetores. Vejamos como formalizar.

3.1 EDOs autonomas e campos de vetores

Vejamos, entdo, a teoria das EDOs autonomas . Tais EDOs sio da forma x’ =
f(x), ou seja, a fungdo dada pelos coeficientes da EDO ndo depende do tempo
t, apenas do ponto x no espago. Evidentemente isso se traduz na linguagem de
campos de vetores.

Definicdo 3.1.1. Seja U C R”" aberto. Um campo de vetores de classe C kemU
(onde k = 0,1,...) ¢ uma fungao

X: U — R”
X P X(x)=X1(x),X2(x),..., Xnx))

que satisfaz:
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1. X;: U — R sao fungdes de classe CkemU paratodo j = 1,2,...,n. As
fungdes X1, X», ..., X s@o chamadas func¢oes coordenadas.

2. Se x € U entdo X(x) € R" ¢ um vetor cujo ponto de aplicagdo é x.

Denotaremos por X*(U) (onde 0 < k < 00) ao conjunto de todos os campos
de vetores de classe C¥ definidos no aberto U C R”.

Exemplo 3.1.1. Denotemos por R”*" o conjunto de todas as matrizes n X n com
entradas reais. Dada A € R™ ", definimos

X: R* —» R”
x B X(x)=Ax
é claro que X € X°°(R"). Nesse caso, dizemos que X é um campo linear.

Defini¢do 3.1.2. Sejam U C R” aberto e X € X*(U) (onde 0 < k < 00).

1. A equacdo diferencial ordinaria (EDO) associada ao campo X ¢é dada por
x' = X(x). 3.1
2. Uma solugdo da EDO (3.1) é uma funcdo ¢: J — U diferenciavel no
intervalo J C R tal que ¢'(¢) = X(¢(¢)) paratodot € J.
Observacao 3.1.1.

1. As solug¢des da EDO (3.1) s@o curvas as quais denominam-se trajetorias,
orbitas ou curvas integrais de X .

2. Se X € X*(U), entio ¢: J — U easolugdo da EDO (3.1) é uma curva
de classe Ck+1em J.

3. Geometricamente ¢ : J — U ¢ uma curva integral de X € X k (U) seesod
se seu vetor tangente em ¢ (isto €, ¢’(¢)) coincide com o valor do campo X
no ponto ¢(¢) paratodot € J.

Definiciio 3.1.3. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) (onde 0 < k < o0), fp € R
exgeU.

1. O problema de valor inicial (PVI) associado ao campo X ¢ dada por

x' = X(x)

x(to) = Xxo. (3.2)
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2. Uma solugdo do PVI (3.2) é uma fungdo ¢ : J — U diferenciavel no inter-
valo J C R tal que
(a) toe J.
(b) ¢'(t) = X(¢(t)) paratodot € J.
(¢) @(10) = xo.

3.2 O teorema de Peano

Se U C R" abertoe X € X1 (U), sabemos que, para xo € U ety € R, existe
uma unica solucao do PVI (3.2). O que acontece no caso continuo, ou seja, o que
ocorre se temos “apenas” X € X°(U)?

Exemplo 3.2.1. Seja X : R — R dada por X(x) = 7x%/7, claramente X €
XO(R). Consideremos o PVI

x' = 7x0/7

x(0) = o0. (3.3)

Usando as técnicas de um curso introdutério de EDOs, chegamos a : R — R
dado por ¥ (t) = t” é solugdo do PVI (3.3). Mas, ¢: R — R dado por ¢(¢) = 0
também ¢é solugdo de (3.3). Para ¢ > 0, definimos

¢.: R — R
[ @t=0)7 set>c
L= ¢C(t)_{ 0 set <c

que ¢ também solucao do PVI (3.3). Portanto, o PVI (3.3) tem infinitas solugdes.
Isso deve-se a que X ¢ continua em 0, mas ndo ¢ diferencidvel em 0. Somente
com a continuidade em x¢ perdemos a unicidade.

Teorema 3.2.1 (Peano). Sejamxg € R”, 7o € Re X € X°(B,[xo]). Entdo existe
ao menos uma solugdo do PVI (3.2).

Demonstragdo. A ideia aqui € utilizar o fato de que o limite uniforme de solugoes
¢ um bom candidato a solugdo. Mas, para podermos recair nas hipoteses do Teo-
rema de Picard, consideramos o seguinte corolario do Teorema de Aproximagao
de Weierstrass (Lima (1977)):

Fato 1. Existe sequéncia de campos de vetores X, : R” — R” cujas componen-
tes sdo polindmios e tais que X, | By [xo) CONVETEE uniformemente para X .
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Dado € > 0 arbitrario, temos que |X,| < M + € em [I4[tg] X Bp[xo], Vn
suficientemente grande. Pelo Teorema de Picard, existe uma tnica solugéo ¢, de
x" = X, (x), x(to) = xo, definida no intervalo Iy,_[to] onde o = min{a, MLJFG}.

Agora

t

/ Xulon (D) dA

s

lon (1) = @n(s)| = S (M + )|t — 5|

de modo que {¢, } é familia equicontinua e também equilimitada. Segue, entdo, do
Teorema de Arzela (Lima (1977)), que existe uma subsequéncia ¢, ; que converge
uniformemente em I, [to] para uma certa fungdo ¢.. Agora ¢ facil ver que ¢¢ ¢
solugdo de x” = X(x), x(fp) = xo. Por outro lado, ¢ ¢ definida em I, (¢9) como
queriamos. Ul

Corolario 3.2.1. Sejam U C R” aberto e X € X°(U). Entdo, para qualquer
xo € U e qualquer tg € R, o PVI (3.2) admite pelo menos uma solucgio.

Observacao 3.2.1.

1. Sejam U C R” aberto e X € X°(U) tal que, para todo xo € U e todo
to € R, o PVI (3.3) admite uma tnica solu¢do. Podemos afirmar que X €
xXL(U)? A resposta € Nao! Por exemplo, para todo 79 € R e todo x9 € R,

considere o PVI

x'= x|

x(to) = xo

ndo ¢ dificil mostrar que esse PVI admite uma tnica solugdo, para todo
to € R e todo xg € R, mas X(x) = |x| ndo ¢ diferenciavel em O.

2. Quando o campo de vetores X : U C R"” — R” ndo ¢ continuo, seu PVI
associado pode ndo admitir solucdo. Por exemplo, basta considerar o PVI

x = X(x)
x(0) = 0
onde
X: R - R

1 sex =0

roe X(x):{—l sex <O.
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3.3 Solucoes maximais

Sejam U C R” aberto, X € X1 (U), xo € U ety € R. Sabemos que o PVI (3.2)
admite uma tnica solugéo ¢ definida en uma vizinhanga de ¢y (solugéo local). Essa
solugdo pode ser estendida a um intervalo maior? Esse intervalo pode ser R?

Defini¢do 3.3.1. Sejam U C R” aberto, X € X°(U), xo € U ety € R. Con-
sideremos seu PVI associado (3.2). Uma fungdo diferenciavel ppr: Ipy — R”
¢ chamada solug¢dao maximal do PVI (3.2) se e s6 se ¢pr € solugdo de (3.2) e se
Y:J — U ésolugode (3.2),entdo J C Iprepply = V.

Observacao 3.3.1.

1. Uma solugdo ¢pr: Ipr — R™ é solugdo maximal se e s6 se ndo admite
extensdes que sigam sendo solucdao do PVI.

2. Ipr é chamado intervalo maximal. Observe que tg € .

3. Equivalentemente: ¢pr: Iy — R” é solugdo maximal de (3.2) se e so se
toda solugdo ¢ : J — R” de (3.2) tal que Ipy C J e ¥1,, = ¢um, entdo
Iy =J.

4. Tanto a solugdo ¢ps quanto o intervalo maximal /s dependem de (g, xg) €
R x U. Por essa razao €screvemos ¢ = @(zo.x0) € IM = 1 (19,x0)-

Proposicdo 3.3.1. Sejam U C R” aberto, X € X1 (U), xo € U ety € R. Se
¢:la,b] — U (onde 1ty € [a,b]) ¢é solugdo do PVI (3.2), entdo ela pode ser
estendida a um intervalo aberto Ja — §,b + ¢[.

Observacio 3.3.2. Da Proposi¢do 3.3.1, desprende-se que o intervalo maximal
deve ser aberto.

Proposicdo 3.3.2. Sejam U C R” abertoe X € X°(U) tal que para todo (g, xo) €
R x U o PVI (3.2) admita solugdo definida num intervalo aberto J(z, ), vale o
seguinte:

1. Seyr1: J1 = U eyt Jo» = U sao solugdes de (3.2), entdo V1| 7,0y, =
Valsnds,-

2. O PVI (3.2) admite uma tnica solugdo maximal.

Corolario 3.3.1. Sejam U C R abertoe X € X1 (U), entdo, para todo (9, xo) €
R x U, o PVI associado (3.2) admite uma tinica solugdo maximal ¢a7: Ip — U.
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Sabemos que a solugdo maximal ¢js assim como seu intervalo /s dependem
de (10, x0) € R x U. Por isso, denotamos @pr = @(z0,x0) € IM = I(1y,x,)- Mais
ainda I(l‘o,xo) =|w—(t9, X0), w+(t9, Xo)[.

Observacio 3.3.3. Nao se pode garantir que /(z, x,) = R.
De fato, considere o PVI

x’ = 14 x2

x(0) = 0 3-4)

como X(x) = 1+ x? € X1(R), entdo (3.4) admite solugio inica. Resolvendo,
obtemos que
o 1-2.5 - R

t —  @(t) = tant (3.5)

¢ claramente a solugdo maximal de (3.4).

Teorema 3.3.1. Sejam U C R” aberto, X € X1(U) e (t9,x0) € R x U. Se
@ = Qo,x0) - Lto,x0) =]0—(t0, X0), w+(to. Xo)[— U € solugdo maximal do PVI
(3.2), onde w4 = w+(to, x0) € R (respectivamente w— := w—_(tyg, xo) € R),
entdo, para todo K C U compacto existe W, vizinhanca aberta de w4 (respecti-
vamente W_ vizinhanga aberta de w_) tal que t € W4 N [to, w+[, entdo ¢(t) ¢ K
(respectivamente t € W_N]w_, tp], entdo ¢(t) ¢ K).

Corolario 3.3.2. Sejam U C R” aberto, X € X1 (U), (tp.x0) € R x U ¢
¢: |lo—, wy[— U solugdo maximal do PVI (3.2). Se w4+ € R (respectivamente

w-) e existe lim ¢(¢) (respectivamente existe lim ¢(¢)), entdo lim_ ¢@(¢) €
I~y t—ot I~y

dU (respectivamente lim ¢(z) € dU).
t—>ot

Corolario 3.3.3. Sejam U C R” aberto, X € X' (U), (tp.x9) € R x U ¢
¢: lo—, wy[— U solugdo maximal do PVI (3.2). Se existe K C U compacto
tal que ¢([to, w+[) C K (respectivamente ¢(Jow—, tp]) C K), entdo w4+ = +00
(respectivamente w_ = —o0).

Observacio 3.3.4. Se w+ € R ndo é garantido a existéncia do lim_ ¢(¢) e
t—w
+

lim ().

t—ot

De fato, considere o PVI (3.4) cuja solugdo ¢ dada por (3.5). Embora

lim_ ¢(t) = +o0 e lim () = —o0.
t—>%~ +

~(-3)
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Proposi¢io 3.3.3. Sejam U C R” aberto e X € X'!(U) limitado (isto é, existe
C > 0tal que [X(x)| < C paratodo x € U). Se wy+ € R (respectivamente
w— € R), entdo existe lim_¢(¢) (respectivamente lim ¢(z)).

Sejam U C R” aberto, X € X!1(U) e (tg, x0) € R x U. De agora em diante,
denotaremos ¢, x.) - {(19,xo) —> U a solugdo maximal do PVI (3.2). O seguinte
resultado nos diz que sob certas condi¢cdes X se x; € U estd suficientemente
proximo de xo, entdo ¢ x,): L(zy,x,) — U se mantém razoavelmente proximo

de @19, x0)-
Tal resultado se formula como segue:

Teorema 3.3.2 (Dependéncia continua das solucdes em relagdo as condicoes
iniciais). Sejam U C R” aberto, xo,x; € U, 19 € Re X € X1 (U)NLip(U;R"),
entao

|P(t0,x0) ) — Cto,x1) (D] < [x0 — x1| exp(Lip(X)|t — to])
para todo ¢ € I(sy.xo) N L(19,x1)-

3.4 O fluxo associado a um campo de vetores

De agora em diante, vamos supor que o instante inicial é tg = 0, isto é, vamos
considerar o PVI

x/ = X&)

x(0) = xo

denotaremos por ¢y, em vez de ¢(g, x,)» I (xo) em vez de I (g ) € @+ (xo), w—(X0)
em vez de w4 (0, xg), w—(0, xo).

Sejam U C R” aberto e X € X1 (U), definimos Dy = {(t,x); x e Uet €
I(x)} C R x R” ¢ a funcdo

ox: Dy — U
(tax) = QDX(I’X) = pr(t)-

Exemplo 3.4.1. Seja A € R™" e consideremos X : R” — R” definido por
X(x) = Ax. Sabemos que X € X*°(R") além disso, Dy = R x R" ¢

px: RxR*® — R”
(t,x) +— @x(t,x)=e4x.
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Exemplo 3.4.2. Seja X : |0, +00[— R definido por X(x) = % Claramente

X € X°°(]0, +00[). Dado x¢ €]0, +00[ consideremos o PVI associado a

X =
x(0) = xo.

Sabemos que esse PVI tem solugdo tnica, mas ainda sua solucdo maximal ¢ dada

por I(xo) =] — xg, +o0[ € gxy (1) = 4/t + x3. Dessa maneira, temos que Dy =
{(t,x); x >0et > —x?}. Portanto,

ox: Dx — 10,409]
(t,x) = @x(t,x)=¢@x(t) =1+ x2

Teorema 3.4.1. Sejam U C R” abertoe X € X!1(U). A fungdo px: Dy — U
satisfaz:

1. ¢x(0,x) = x paratodo x € U.
2. Se(t,x) e Dy e(s,px(t)) € Dx,entdo (s +t,x) € Dy e
px (s +1.x) = @x (s, 9x(1)).

3.5 Diferenciabilidade do fluxo

Teorema 3.5.1. Sejam U C R” aberto e X € X1(U), entdo
1. Dx ={(t,x); x e U et € I(x)} é um conjunto aberto de R x R”,

2. ¢ox: Dx — U écontinuaem Dy.

Seja
¢: RxR®* — R”
t,x) + ot x)=(p1(t,x),...,0n(t,x))
denotaremos

[ de1  do1 dp1 7]
0x1 0x2 axy
3g02 3& 3(1)2
3X1 8x2 8xn

32§0 = e R,

0gn  dgn 9

L 0x 0x2 0x,
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Teorema 3.5.2 (Diferenciabilidade local). Sejam U C R” abertoe X € X1 (U).
Dado (9, x0) € R x U existema > 0, B > 0 e ¢: I4(fo) X Bg(xo) — U de
classe C! tal que

1. 22(7,x) = X(p(z, x)) para todo (1, x) € Ia(to) X Bg(xo).
2. ¢(to,x) = x paratodo x € Bg(xp).

3. 2829 7 ) = X'(¢(t, x))20(t, x) para todo (7, x) € Ia(t0) X Bg(x0).

Teorema 3.5.3 (Diferenciabilidade do fluxo). Sejam U C R” aberto e X €
X*(U) (k = 1). Entdo seu fluxo associado gy : Dy — U é de classe C¥ em
Dyx.

Como sabemos, /(x) em geral ¢ um subconjunto proprio de R. Aqueles cam-
pos de vetores onde /(x) = R, para todo x € U, recebem um nome especial.

Defini¢do 3.5.1. Sejam U C R” aberto e X € X1 (U). Dizemos que X é com-
pleto se e s6 se I(x) = R paratodo x € U.

Observacao 3.5.1.
1. Se X € X1(U) é completo, entio Dy = R x U.
2. Se X é um campo linear, entdo X é completo e Dxy = R x R”.

Proposi¢io 3.5.1. Sejam U C R” aberto e X € X!(U) limitado. Entio X ¢é
completo.

Teorema 3.5.4. Sejam U C R” aberto e X € X*(U) (k = 1) completo. Entio
seu fluxo associado gy : Dy — U satisfaz:

1. Dy ¢ aberto.
2. a‘g%(t,x) = X(px(t,x)) paratodo (t,x) e R x U.
3. x(0,x) = x paratodox € U.

8(5%(0’ x) = X(x) paratodo x € U.

vk

Dado ¢t € R, a fungéo

o U — U
x = @(x) = @x(t,x)

¢ um difeomorfismo de classe C*¥ em U.
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6. A fungao
F: R — Diff‘(U)
t = F@)=¢

¢ um homomorfismo do grupo (R, 4+) no grupo (Diffk (U),0).

3.6 Folheacao associada a um campo de vetores

Introduziremos agora a nogdo de folheacdo associada a um campo de vetores, que
serd nosso primeiro exemplo desta importante no¢do. Vejamos como segue:

Defini¢do 3.6.1. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) (k = 1)e p € U. A érbita
de p associada a X, denotada por Oy (p), define-se como

Ox(p) =1{ex(, p). t € I(p)}

onde gy : Dy — U ¢ o fluxo associado a X.

Observacao 3.6.1.

1. p e Ox(p).
2. g € Ox(p)seesdose Ox(q) = Ox(p).

3. Dado p,q € U. Definimos a seguinte relagdo: p =x gseesdseqg €
Ox (p). Nao ¢ dificil mostrar que =y ¢ uma relagdo de equivaléncia.

Definiciio 3.6.2. Dado U C R” aberto ¢ X € X*(U) (k = 1). O conjunto
quociente U/ =x= {Ox(p): p € U} é chamado folhea¢do em U gerado por X,
que denotaremos por Fy.

Observacao 3.6.2.
1. Os elementos de Fx sdo orbitas Ox (p), chamadas folhas de Fy.
2. Fx ¢échamado também retrato de fase.

Definiciio 3.6.3. Sejam U C R” aberto, X € X¥(U) (k = 1)e p € U. Dizemos
que p é ponto singular de X se e s6 se X(p) = 0. Os pontos de U que ndo sdo
singulares sdo chamados pontos regulares de X .

Observacao 3.6.3.
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1. Sing(X) = {p € U; p € ponto singular de X}.
2. Se X(x) = Ax onde A € R™" entdo Sing(X) = Nu(A4).

3. Se X = (X1,X2,...,Xy) € Xk (). p € Sing(X) seesose X1(p) =
Xa(p) == Xu(p) = 0.

Proposi¢do 3.6.1. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) (k = 1)e p € U. Sio
equivalentes:

1. p € Sing(X).
2. I(p) =Reg,: R — U ¢éa fungio constante ¢,(¢) = p.

3. Ox(p) = {p}.

Proposi¢do 3.6.2. Sejam U C R” aberto, X € XX(U) (k = 1), p € Ue
¢p: 1(p) — U solugdo maximal. Se existem t1,f, € I(p) com t; # f5 tal que
@p(t1) = @p(t2), entdo I(p) = R e existe ¢ € R tal que ¢, (¢ 4 ¢) = ¢p(¢) para
todo 7 € R (isto é, ¢, € periodica).

Teorema 3.6.1. Sejam U C R” aberto, X € XK(U)(k = 1),p e U epp: I(p) —
U solugdo maximal, entdo se verifica uma e s6 uma das alternativas seguintes:

1. ¢p ¢ injetiva.
2. I(p) = R e ¢, ¢ constante.
3. I(p) = R e ¢ é periddica com periodo positivo.

Observagio 3.6.4. Sejam U C R” abertoe X € XX(U) (k = 1), entdo as Orbitas
Ox (p) s6 podem ser de algum dos trés seguintes tipos:

1. Imagem bijetiva de um intervalo.
2. Um ponto.

3. Uma curva fechada.
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3.7 Conjugacao de campos de vetores

Defini¢do 3.7.1. Sejam Uy, U, C R” abertos, X; € Xk‘(Ul) k1= 1), Xz €
xk2 (Uz) (k2 = 1) e denotemos ¢1: D1 — Uy e p2: Dy — U, os fluxos associ-
ados a X e X, respectivamente.

1. Dizemos que X; ¢ X, sdo fopologicamente conjugados se e sO se existe
h: U; — Uy homeomorfismo chamado conjugagdo topolégica tal que

h(g1(1. p)) = @2(t. h(p))
para todo (¢, p) € D;y.

2. Dizemos que X; ¢ X5 sdo C"-conjugados (onde r < min{ky, ks})seesose
existe h: Uy — U, difeomorfismo de classe C" chamado C”-conjugagdo
tal que

h(1(1. p)) = @2(t. h(p))
para todo (¢, p) € D;y.

Observacao 3.7.1.

1. Se X; € Xkl(Ul) e Xy € Xk2(U2) sdo conjugados por i: Uy — U entdo

I1(p) = I2(h(p))

para todo p € Uj.
2. X1 € X1 (Uy) e Xo € X*2(U,) sdo conjugados por h: Up — U, se e s6

se o seguinte diagrama ¢ comutativo:

DlL)Ul

l(i d,h) lh

Dzﬁ)Uz

onde Dy = {(t,p); p € Uret € Ih(p)} e D2 = {(t,q); q € Uret €
1>(q)}.

3. h(Ox,(p)) = Ox,(h(p)) para todo p € U;.



3.7. Conjugagdo de campos de vetores 55

4. Denotaremos:
X1 ~top X2 seesose X1 e X, sdo topologicamente conjugados
X1 ~cr X2 seesdse X1 e X sdo C"-conjugados.
5. Se X1 ~c¢cr Xz entdo X1 ~sop Xo.

Exemplo 3.7.1. Sejam X;: R? — R? dadapor X;(x,y) = (x,—y)e X»: R? —
R? dada por X5(x,y) = (x — 4y3, —y). Claramente X, X, € X*®(R?). Seja
h: R? — R? dada por h(x,y) = (x + y3, ).

Afirmacio 3.7.1. h é uma C*°-conjugacao entre X1 ¢ X».
De fato, um facil calculo mostra que

p1: RxR? — R?
(t.(x,y) = @it (x,y)) = (xe’, ye™)

¢ o fluxo associado a X; e

p: RxR? — R?
(t.(x,y) = @t (x,y) = ((x —yPe’ + y3e™>, ye™)

¢ o fluxo associado a X,. Agora note que
h(p1(t, (x.y))) = h(xe', ye™)
= (xe! +y3e™3 ye )
por outro lado
Q2(t,h(x,¥)) = @2t (x + 33, y))
= (xe! +y3e™3 ye™?)
comparando, mostramos a afirmagao.

Proposi¢do 3.7.1. Sejam U;, U, C R” abertos, X; € X5 (Uy) (k1 = 1), X, €
X*2(Uy) (ky = 1) e h: Uy — U, difeomorfismo de classe C”. Entdo & é um
C"-conjugacdo entre X e X5 se e s0 se 1/ (p)(X1(p)) = Xa2(h(p)) para todo
p € Uy.
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Voltando ao Exemplo 3.7.1, vamos usar a Proposi¢ao 3.7.1 para comprovar que
X1(x,y) = (x,—y) e X2(x,y) = (x — 4y, —y) sdo conjugados por /1(x, y) =

1 3y?

(x 4+ y3, ). De fato, h'(x, y) = [ 0 1

, logo

2
h’(x,yxxl(x,y)):[}) » ][_x ]=(x—3y3,—y)
por outro lado

Xo(h(x,y)) = Xo(x + y>,y) = (x =3y, —y).

N ===

(@ x' = X1(x) (b) x" = X5(x)

Figura 3.1: Conjugagao entre X1 e X»

3.8 Estrutura local dos pontos regulares
Sejam vy, va, ..., v; vetores em R”. Denotemos o espago vetorial gerado pelos
vetores vy, V2, ..., Vg Por (v1, v, ..., V).

Defini¢do 3.8.1. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) (k = 1)e p € U. Uma
segdo transversal local de classe C" ao campo X, no ponto p, ¢ uma fungio
o: V"1 - U declasse C” (onde V"1 é aberto conexo de R”~!) que satisfaz:

1. o é uma imersdo de V"1 em U (isto ¢, o/(x): R?™! — R ., ¢ injetiva
para todo x € V1),

2. 0: V"1 & (V" 1) = ¥ é um homeomorfismo.

3. pe X.
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4. o' ()R @ (X(o(x))) = Rg(x) para todo x € V"1,

Observacio 3.8.1. ¢’ (x)(R’;_l) ¢ um R-espago vetorial de dimensdo n—1 (desde
que o’ (x) é injetiva) gerado por o’ (x)((e1)x),...,0" (x)((en)x)-

Exemplo 3.8.1. Seja X € XY*®°(R?) definido por X(x,y) = (x,—y) eseja p =
(1,0) € R2. Consideremos a fungio

o: ]-1,1] - R?
t = o) =(1,-1).

Afirmacio 3.8.1. o ¢ uma se¢do transversal local a X em p de classe C°.
De fato, claramente o é de classe C*° em | — 1, 1].

1. 6/(t) = (0,—1) para todo t €] — 1, 1], entdo o/(¢) ¢ injetiva para todo
tel—1,1].

2. ¥ =0(]-1,1) = {(1,y); y €] —1,1][}. Segue-se que o € um homeo-
morfismo entre | — 1, 1] e X.

3. p=(1,0) =0(0) € X.

4. Dadot €] — 1, 1], temos

o (DR = {(0.—Dy(r)) e X(@(®) = (1.)o()

entao
o' ()R, ® (X(0(1)) = R2,,.

Proposi¢do 3.8.1. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) (k = 1)e p € U um
ponto regular de X. Ento existe uma secdo transversal local o de classe C*° ao
campo X no ponto p tal que o (0) = p.

Teorema 3.8.1 (Teorema do fluxo tubular). Sejam U C R” aberto, X € X k)
(k = 1)e p € U um ponto regular de X. Dado uma sec¢do transversal local
0:V — U declasse C* ao campo X em p,com0 € V e o (0) = p, entdo existe
uma vizinhancga aberta W, C U de p e um difeomorfismo h: W, — I.(0) x B
de classe C¥ onde ¢ > 0, ¢ B é uma bola aberta em R” ! centrada na origem, tais
que:

1. h(X N W,) = {0} x B.
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2. h é uma C"-conjugacio entre X |y, € 0 campo constante

Y: I,(0O)xB — R”
X — Y(x)=(1,0,...,0).

Defini¢do 3.8.2. Sejam U;, U, C R” abertos, X1 € X5 (Uy) (ky = 1), X, €
XkZ(Uz) (ko = 1), p1 € Uy, p € U edenotemos ¢1: D1 — Uy e pa: Dy —
U, os fluxos associados a X7 e X, respectivamente. Dizemos que X1 e X5 sdo lo-
calmente topologicamente conjugados (respectivamente localmente C" -conjugados,
r < min{kq, ks}) se e s6 se existem Wi C Uj vizinhanga aberta de py, W» C U,
vizinhanca aberta de p» tal que Xi|w, e X2|w, sdo topologicamente conjugados
(respectivamente C”-conjugados).

Com a Defini¢do 3.8.2 e por consequéncia do Teorema 3.8.1, temos:

Corolario 3.8.1. Sejam U C R” aberto, X € XEU)(k=1)e p € U um ponto
regular de X. Entdo X ¢é localmente C”-conjugadoa Y = (1,0...,0)em p e
(OR, ORn—l).

3.9 Singularidades hiperbolicas de campos de vetores

Sejam U C R” aberto, X € XK (U) (k = 1) e a € Sing(X). Denotaremos por
U, ={p eR" a+ p e U}. Como X ¢ diferencidvel em a, tem-se

X(a+ p) = X(a) +X'(a)(p) + ra(p), paratodo p € U,
——
0

o

onde lim -2 (P)
p—>0 |p| . y .

pequeno, entdo podemos concluir que X na vizinhanga de a pode ser aproximada

por X’(a) € R™*" na vizinhang¢a de a. Logo, as Orbitas de A = X’(a) aproximam
as oOrbitas de X numa vizinhanga de a.

= 0. Como X(a + p) ~ X'(a)(p) para | p| suficientemente

Proposi¢do 3.9.1. Sejam U C R” aberto, X € XX(U) (k = 1) e a € Sing(X).
Entdo a solu¢do maximal ¢, : I(p) — U pode-se escrever na forma

t
op(t) = ep +/ e(t_S)Ara(qu(s))ds, paratodot € I(p).
0



3.10. Atratores e fontes locais 59

Definiciio 3.9.1. Sejam U C R” aberto ¢ X € X*(U) (k = 1).

1. Dizemos que a € U ¢é uma singularidade hiperbolica de X se e sd se a €
Sing(X) e X’(a) € Hip(R").

2. Se a € U ¢ uma singularidade hiperbdlica de X, definimos o indice de X
em a, a qual denotamos i, (X), como o indice da matriz hiperbdlica X'(a),
isto &, iy (X) = i(X'(a)).

Exemplo 3.9.1. Seja X € X*(R?) dada por X(x, y) = (—x, —y + senx). Cla-
ramente Sing(X) = {(0,0)}. Além disso, como

, | -1 0 ~ / e
X(x’y)_[cosx _1] entao X(0,0)—[ 1 —l}

concluimos que (0, 0) ¢ uma singularidade hiperbdlica de X com i(g g)(X) = 2.

Exemplo 3.9.2. Seja X € X*°(R?) dada por X(x, y) = (y, —y — senx). Segue-
se que Sing(X) = {(nm,0); n € Z}. Além disso, como

0

X'(x,y) = |: oS x _11 ] entdo X'(nrm,0) = [ (_1()),1“ _11 ]

Consideremos dois casos:

1. Se n é par, entdo n = 2k, k € Z, logo X' (2km,0) = |: —01 —11 ] Os

autovalores associados a essa matriz sdo —% + */Tgi, entdo (2km,0) sdo
singularidades hiperbdlicas € i(2x,0)(X) = 2 para todo k € Z.

2. Sen éimparention = 2k—1,k € Z,logo X' ((2k—1)7,0) = |: (1) _11 ]

Os autovalores associados a essa matriz sdo —% + 4, entdo ((2k — 1), 0)
sdo singularidades hiperbolicas € i((2k—1)x,0)(X) = 1 paratodo k € Z.

3.10 Atratores e fontes locais

Definiciio 3.10.1. Sejam U C R” aberto e X € XK (U) (k = 1).

1. Dizemos que a € Sing(X) é um atrator local de X se e s6 se existe § > 0
tal que se p € Bg(a), entdo [0, +oo[C I(p) e liﬂ_n ep(t) =a.
t—>+o0
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2. Dizemos que a € Sing(X) é uma fonte local de X se e so se a € um atrator
local de —X.

Teorema 3.10.1. Sejam U C R” aberto, X € XK (U) e a € U singularidade
hiperbdlica de X .

1. Seiz(X) = n, entdo a é um atrator local de X .
2. Seiyz(X) < n, entdo a ndo é um atrator local de X .

Corolario 3.10.1. Sejam U C R” aberto, X € X¥(U) e a € U singularidade
hiperbolica de X .

1. a é um atrator local de X se e s6 se iy (X) = n.
2. a ¢ uma fonte local de X seesdseiz(X) =0.

Exemplo 3.10.1. Seja X € X*°(R?) dada por X(x,y) = (—x,—y + senx).
Sabemos que (0, 0) ¢ uma singularidade hiperbdlica de X e i(g,)(X) = 2. Pelo
Corolario anterior, (0, 0) é um atrator local de X .

Exemplo 3.10.2. Seja X € X*°(R?) dada por X(x,y) = (y,—y — senx). Sa-
bemos que (2k 7, 0) ¢ singularidade hiperbolica de X com ik ,0)(X) = 2 para
todo k € Z. Pelo Corolario anterior, (2k 7, 0) é um atrator local de X para todo
k € Z.

Teorema 3.10.2. Sejam U C R” aberto, X € XX(U) e a € U singularidade hi-
perbodlica de X. Sei,(X) = n, entdo X é localmente topologicamente conjugado
a—lemaceO.

Corolario 3.10.2. Sejam U, V C R” abertos, X € XK(U), Y € X*(V),a e U
singularidade hiperbdlica de X e b € V singularidade hiperbolica de Y.

1. Se ig(X) = ip(Y) = n, entdo X e Y sdo localmente topologicamente
conjugados em a ¢ b.

2. Se ig(X) = ip(Y) = 0, entdo X e Y sdo localmente topologicamente
conjugados em a ¢ b.

Defini¢do 3.10.2. Sejam U C R” aberto, X € X¥(U), a € U singularidade
hiperbdlica de X, V' C U vizinhanga abertadeae V' C U tal V C V'.
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1. O conjunto estdvel local a X em V', denotado por Wy (V), define-se como
Wg(V)={peV; [0,+00[C I(p), p(t) € V' paratodot > 0e
;1_1120 ¢p(t) = aj.

2. O conjunto instavel local a X em V', denotado por Wy (V'), define-se como

WEWV) =Wy (V).

Exemplo 3.10.3.
1. Seiz(X) = n, entdo Wi (Bs(a)) = Bs(a) e Wy (Bs(a)) = {a}.
2. Seiqg(X) = 0, entdo W5 (Bs(a)) = {a} e Wy (Bs(a)) = Bs(a).
O que acontece quando iz (X) = m,ondem € {1,...,n —1}?

Teorema 3.10.3 (Teorema da superficie estavel). Sejam U C R” aberto, X €
Xk(U)eaeU singularidade hiperboélica de X com i, (X) = m. Entio existe
r > 0 tal que

1. W (By(a)) ¢ uma superficie de dimensdo m e classe C k que contém a e
TaWx (Br(a)) = E°(X'(a));

2. W¥(By(a)) é uma superficie de dimensdo n —m e classe C k que contém a
e TaWy (Br(a)) = E*(X'(a)).

Teorema 3.10.4 (Grobmann—Hartman). Sejam U C R” aberto, X € X*(U) e
a € U singularidade hiperbodlica de X com iy (X) = m. Entdo X ¢ localmente
topologicamente conjugado a

diag[—Imxm., I(n—m)x(n—m)]

emae0.
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A introdu¢do da nocao de transformagao de primeiro retorno, também conhecida
como Transformacdo de Poincaré foi um marco importante na teoria qualitativa
das EDOs. Até entdo, parte substancial dos esforgos dos pesquisadores, era dire-
cionada a resolucao das EDOs. Isto, porém, muitas vezes, objetivava a compreen-
sdo do comportamento das solugdes, seja em torno de um ponto singular, seja em
termos assintoticos (quando o tempo transcorrido é grande). Henri Poincaré foi
pioneiro na ideia de que tais informacdes podem ser obtidas ndo necessariamente
por meio da solugdo explicita da EDO, mas sim pelo estudo da geometria de suas
solugdes e, mais precisamente, da maneira como essas se distribuem no espago.
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Em particular, em uma vizinhang¢a de uma solugéo periddica (curva fechada), é
importante considerar como retornam as solugdes proximas a essa curva fechada.
Vejamos a formalizacdo de tais conceitos:

Proposicao 4.0.1. Seja y uma trajetoria orientada (ndo singular) de um campo
de vetores de classe C* .k =1 X em U C R". Dados pontos p,q € y e segoes
transversais Xp e Xg com p € X, Ny eq € Xy Ny, existe uma aplicagdo de
classe C* hy: V, C £, — X, tal que:

(i) Sex € V), entdo hy(x) € X, é o primeiro ponto de intersec¢do da trajeto-
ria (orientada) de X passando por x, com a se¢do Xg.

(i) h(p) = q e h é difeomorfismo Ck de V) sobre sua imagem.

Figura 4.1: Comportamento das drbitas proximo a uma 6rbita periddica

Demonstragdo. (Exercicio!). O
Para o caso em y ¢ uma orbita periddica obtemos:

Proposicao 4.0.2 (Transformagao de Poincaré). Seja X um campo de classe C k k
lemU C R™(n = 2). Dada uma trajetoria compacta (vegular) y de X, um ponto
p € y e uma se¢do transversal X com X Ny = {p}, existe um difeomorfismo
7:V CX —a(V)C X, ondeV éumavizinhanga de p, tal que Vx € V, (x)
é o primeiro ponto de retorno da trajetoria de X partindo de p, a se¢do transver-
sal X. Em particular w(p) = p. Em particular, existe uma vizinhanga saturada
W de y na qual todas as orbitas sdo periodicas se e somente se podemos escolher
V' de modo que & seja a aplicagdo identidade em V.

\V
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Figura 4.2: Transformagao de Poincaré

Demonstragdo. (Exercicio!) O

Definicao 4.0.1 (Ciclos Limites). Uma orbita periddica y de um campo de vetores
X ¢éum ciclo limite se existe uma vizinhanca W de y tal que nessa vizinhang¢a nao
ha ponto pertencente a nenhuma outra 6rbita periddica.

Proposicio 4.0.3. Seja y um ciclo limite de um campo X de classe C'. Se V ¢é
vizinhanga suficientemente pequena de 'y temos as seguintes trés possibilidades:

(i) y éestavel: g € V = lim d(¢(t,q),y) = 0.
t—+o00
(ii) y éinstavel: ¢ € V. = lim d(¢(t,q),y) = 0.
t—>—00
(iii) y é semiestivel: q € V, q exterioray —> 1i_|I{1 d(e(t,q),y) =
t—>+o00
0;q €V, qinterioray — ) lim d(e(t,q),y) = 0, ou vice-versa.
——00

Demonstragdo. (Exercicio!).

Uma propriedade importante da Transformagdo de Poincaré ¢ a seguinte:

Proposicio 4.0.4. Seja X um campo de vetores de classe C' em um aberto U C
R™ com uma orbita periddica y de periodo T e com transformagdo de Poincaré
w: X — X, sendo X secdo transversal a’y em p. Seja B uma base de T, (X)), es-
pago tangente a X em p. Entdo temos uma base de R" em p dada por f U{X(p)}.
As derivada d w(p) e do fluxo ¢(t, z) nessa base se relacionam da seguinte forma

Dz‘/’(f’ P) = ((1) dﬂ[(]p)) .
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X PN b

(estavel) (instavel) (semi-estavel)

Figura 4.3: Ciclos Limites

Demonstragdo. Tomamos vizinhanga W de p em X de modo que toda trajetoria
de X por um ponto z € W volta a interceptar X' e, portanto, temos bem definida a
transformacao de Poincaré 7 : W — X. Por simplicidade da notagdo, suporemos
que a dimensao do ambiente é dois. Dessa forma, podemos escolher coordenadas
locais (x1,x2) € U em uma vizinhanga U de p em R?, centradas em p e tais
que X : {x; = 0} e o eixo x, ¢é colinear com X(p) (em p). Consideramos, en-
tao, a restri¢do £(z,z) := x1(¢p(t,z)) definidaem |t — €, T + €[xW (parae > 0
pequeno o suficiente e diminuindo W se necessario). Um célculo direto mostra,
entdo, que %E(r, p) = dx1(p)X(p). Uma vez que X(p) é transversal ao eixo x;

em p temos %E(r, p) # 0. Por outro lado, temos que £(7, p) = x1(¢(z, p)) = 0.
Aplicamos, entdo, o Teorema da Aplicagdo Implicita para obter uma aplicacao
T: W — R (sempre diminuindo W se necessario) tal que T(p) = 7, € o tempo
T(z) ¢é a tnica solugdo de £(¢(z, z)). Em outras palavras, T(z) é o tempo de pri-
meiro retorno da solucdo por z € W C X a secdo X'. Isso nos permite escrever
7(z) = ¢(7(2), z), que nos permite obter

dp do(t, p) - ~
dr(p) = 5(1, p)+ T},:Tdf(p) = Dz¢(t, p) + X(p)dT(p).
Uma vez que ¢(t + 7, p) = ¢(t, p), temos

d d
e+ Plico = qu(t,p)\,=O = X(p).

Por outro lado, pela propriedade de fluxo, temos

d d
e+ P)|,—o = Dzo(r. p)Ew(t,p)\mo = D;¢(z. p)X(p).
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Assim sendo, obtemos
Dzo(z, p)X(p) = X(p).

o que conclui a demonstragao. O

A transformacéo de Poincaré também pode ser obtida como solugdo de um
problema variacional como segue:

Sejay’ = f(t, y) uma EDO com solugéo periddica y(¢) de periodo 7. Usando
a notacdo temos pomos y(0) = yg e escrevemos y(f) = y(t, yo), da mesma
forma y(¢,z) ¢ a solu¢do que satisfaz y(0) = z. Em geral, dada uma se¢do
transversal X a y em yg, ndo ¢ verdade que y(t,z) € X para todo z € X pro-
ximo a yg, ou seja, ndo é verdade, em geral, que as orbitas tenham um tempo
de retorno t a secdo transversal escolhida X. Mas podemos escolher uma se-
¢do X com esta propriedade (exercicio!). Suporemos, entdo, por conveniéncia
neste paragrafo, que y(r,z) € X para todo z € X proximo o suficiente de
Yo, ou seja, a transformagdo de Poincaré de y ¢é dada por #(z) = y(r,z). Cal-
culemos, entdo, a sua derivada 7/(z) em z = yg. Primeiro observamos que
P'(z) = %y(r, z). De y'(t) = f(t,y), obtemos y'(t,z) = f(t,y(t,z)) de
modo que 22 y'(t,2) = A (f(t. y(t.2))) = f,(t. y(t.2)) 5 y(t. 2) e, portanto

d (9 J
E(gy(t,Z)) = fylt (.25 v,

Note também que a% y(0,z) = g—i = Id. Assim, % ¢ solugdo da seguinte

EDO linear

Y = f,(t.y(t.2))- Y, Y(0) = Id.

Essa interpretacdo pode ser util em problemas concretos, nos quais a EDO ori-
ginal y/ = f(t, y) apresente caracteristicas simplificadoras como, por exemplo,
periodicidade. Aplicando essa técnica a equacdo do péndulo com suporte osci-
lante 0" + (1 + a coswt) sen = 0, obtemos a seguinte EDO conhecida como
equagdo de Mathieu:

x'+ (1 +acoswt)x =0

descrevendo a transformagdo de Poincaré de uma orbita de periodo 2.
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4.1 Conjuntos limites

Seja X : U — R” um campo de vetores CK, k > 1 e para cada ponto p € U de-
notemos por ¢, () = ¢(¢, p) a trajetéria de X passando por p = ¢,(0), definida
no intervalo maximal /, = (w—(p), w+(p)). Suponhamos que w(p) = +oo.
Neste caso, definimos

w(p) =1{q € U.3tp, /" +o0, com ¢(tn) — ¢}.

Se w_(p) = —oo definimos

a(p) ={q € U, 3ty ( —00, com ¢(tn) —> q}.

Chamamos w(p) e a(p) conjunto w-limite e conjunto a-limite de p, respectiva-
mente.

Observacao 4.1.1.
(i) Se p € ponto singular, entdo a(p) = w(p) = {p}.

(ii) Se yp > p ¢ orbita periodica, entdo, a(p) = w(p) = y, (mais adiantes
estudaremos a reciproca desse fato).

Exemplo4.1.1. Seja X = (—y+x(1—x2—y?), x+y(1—x%2—y?)), entdo X tem o
seguinte diagrama de fase (ver Figura 4.4). Em particular, se C ¢ o circulo unitario
centrado na origem do plano, entdo: «(p) = {0},d, C caso p €interiorde C, p €
exterior de C, p € C respectivamente. Por outro lado, w(p) = C,Vp # 0.

Lema 4.1.1. Se p,q € y, entdo w(p) = w(q) e a(p) = a(q).

Demonstragdo. Seja ¢(t) a solu¢do de X que passa por p no tempo ¢t = 0, que
suporemos definida para todo ¢t = 0. Dado ¢ € y(p), denotemos por ¥ (¢) a
solucdo de X que passaporqg em? = 0. Entdog = ¢(tp), paraalgum?y € R e pela
propriedade de fluxo, temos que ¥ () = ¢(t + o) para todo t = 0. Em particular,
obtemos que w(p) = w(q), pois t, — +00 se e somente se t, + top — +oo. [

Podemos, entdo, formular a seguinte definigdo:

Defini¢ao 4.1.1. O conjunto w-limite da 6rbita y € o conjunto w(y) = w(p) onde
p € y ¢ qualquer. Analogamente define-se a(y).
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Figura 4.4: Diagrama de fase do campo X

Figura 4.5: Conjunto w-limite e a-limite

A estrutura topoldgica dos conjuntos limites € dada basicamente pelo seguinte
resultado:

Proposicao 4.1.1. Sejam X: U — R¢ campo ckk =1, peUe )/I‘," =
{o(t, p).t = 0}, y~(p) = {e(t, p).t < 0} as chamadas semidrbitas positiva
e negativa de X respectivamente. Se y; C K para algum compacto K C U,
entdo:

(i) o(p) # 0.
(i) w(p) é compacto e invariante.

(iii) w(p) é conexo.
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(iv) w(p) é saturado, ou seja, q € w(p) = y(q) C w(p), onde y(q) denota
a trajetoria de X que contém q.

Resultados andlogos valem para a(p).

Demonstragdo. Podemos escolher p € y qualquer e estudar w(p) = w(y). Dis-
parando uma sequéncia t, com ¢, — +00, temos que ¢(t,) € K, Vn por hipotese,
de modo que esta possua uma subsequéncia convergente, digamos, ¢(f,, ) — ¢ €
K. Claramente ¢ € w(p) de modo que y(p) # 9.

Seja agora ¢, € w(p). Entdo, para cada n, existe uma sequéncia {#} } meN tal
que limy 00 @(t)),) = ¢n. Um argumento candnico de sequéncias nos d4, entdo,
uma sequéncia 7, — oo tal que ¢(T,) — limg, = ¢ de modo que w(p) é
fechado. Como w(p) C K que é compacto, segue que w(p) é compacto.

A fim de ver que w(p) é conexo, suponhamos por contradi¢do que é possivel
escrever w(p) = A1 U Az, onde A; é compacto ndo vazio com A1 N Ay = @.
Seja d = d(Ay, Az) a distancia entres esses dois compactos. Entdo, dado g1 €
Aj, existe uma sequéncia f, — oo tal que ¢(t,) — ¢1 ¢ analogamente dado
g> € Aj, existe uma sequéncia s, — oo tal que ¢(s,) — ¢2. Como g & Ay,
devemos ter para cada n um tempo 7y, > ¢, tal que d(¢(Ty), A1) = % (de fato a
trajetoria deve sair de A1 em algum tempo maior do que ¢, e, logo, pelo Teorema
da Alfandega (ver Lima (1981)), a fungo distanciat + d(¢(t), A1) deve assumir
o valor d/2). Mas, passando a uma subsequéncia convergente, isso nos dara uma
sequéncia T,, — oo tal que ¢(Ty, ) — g3 € K e d(q3, A1) = d /2. Mas, ento,
d(g3, A2) = d/2 > 0e, logo, g3 € A1 U A,. Mas, claramente, g3 € w(p)
gerando uma contradig@o.

O item (iv) é uma consequéncia direta da propriedade de fluxo ¢, (¢ + #,) =
®y, () (tn), que deixamos como exercicio para o leitor. O

4.2 O Teorema de Poincaré—Bendixson

Nesta parte do texto, estabeleceremos a principal ferramenta no estudo qualita-
tivo dos campos de vetores globais em dimenséo dois: O Teorema de Poincaré—
Bendixson, que versa sobre os conjuntos limites de drbitas de campos vetores, com
a hipdtese de que estejam contidas em compactos. Podemos, assim, obter informa-
¢ao geral relevante sobre o comportamento assintotico das solugdes de uma EDO
autdbnoma, sem necessariamente conhecer suas expressoes analiticas.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Poincaré—Bendixson). Sejam X : U — R? um campo
de vetores CK k = 1, p € U um ponto e y; a semiorbita positiva correspondente.
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Suponha que yl'," C K para algum compacto K C U. Denote por sing(X) o
conjunto dos pontos singulares de X . Entdo temos as seguintes possibilidades:

(i) w(p) contém infinitas singularidades de X .
(ii)) w(p) Nsing(X) =0 = w(p) é orbita periddica de X.

(iii) w(p) ¢ sing(X), possui apenas um numero finito de singularidades de
X = w(p), que consiste de uma unido de orbitas cada uma das quais
tende a um dos pontos de w N sing(X) quando t — Foo0.

Observamos que esse resultado ¢ valido somente em dimensao dois, utilizando
o chamado Teorema da Curva de Jordan, que afirma que uma curva fechada sim-
ples (sem autointersec¢do) y C R? no plano, divide o plano em duas regides
tendo y como bordo, uma regido limitada (dita interior a y) e outra ilimitada (dita
exterior a y). Esse teorema se encontra na literatura corrente.

A demonstragdo que apresentaremos ¢ aquela que se encontra na literatura
corrente, Sotomayor (1979), Hirsch e Smale (1974), e esta esquematizada em uma
série de lemas de interesse proprio e que passamos a estabelecer.

No que se segue, guardamos as hipoteses e a notacdo do Teorema 4.2.1, ou
seja, fixaremos a seguinte notagdo no que se segue: ¢(f) = ¢(¢, p) é uma curva
integral de X definida paratodo s > 0,com y(p)™ C K, sendo K C U compacto
(aqui y(p)™ denota a semidrbita positiva de p, ou seja, o conjunto {@(¢),t = 0}).
Também temos que, X' ¢ uma se¢do transversal a X (local) em p.

Lema 4.2.1. Sejam X uma secdo transversal locala X em p € ¥ Nw(y) onde y
éuma orbitade X, y = {¢(t),t € 1}. Entdo existe a sequéncia t, /" +00 com
o(ty) € X e com ¢(ty) — p.

y(tn)

V)
m V\

Figura 4.6: Sequéncia convergindo a p
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Demonstragdo. Tomamos vizinhanga V de p e aplicagdo 7: V' — R de modo que
p(x,t(x)) € X, Vx € V. Escrevemos y = {¢(t),t € I} onde ¢(t) = ¢(t.q) e
p € ¥ Ny. Agora, como p € w(y), temos que Is, /' +oo tal que ¢(s,) — p
de modo que se tem @(s,) € V para todo n suficientemente grande. Pomos, entdo,
thn = Sp + t(ty) para n grande o suficiente e obtemos ¢(s,) € Y. Finalmente,
a continuidade de 7 (e o fato de t = 0 sobre X') nos garante que lim¢(t,) =
lim@(sp+1(tp)) = lim@(sp+7(sn). q) = lim@(z(¢(sn)). ¢(sn.q)) = ¢(0, p) =
p. O

Lema 4.2.2. Sejam X uma segdo transversal localde X com ¥ C U,p € ¥ Ny
onde y é orbita de X. Entdo y;' intercepta X numa sequéncia monotona (fixada
uma orientagcdo em X).

Demonstragdo. Esse lema é consequéncia do Teorema da Curva de Jordan. De-
finimos o conjunto A = {t = 0,¢(¢, p) € X}, entdo pelo Teorema do Fluxo
Tubular A ¢ discreto de modo que pode ser ordenado, digamos, 4 = {0 < t; <
... <ty <...}. Definimos, entdo, p; = p e, caso exista, pomos p» = ¢(t1, p).
De forma indutiva, podemos definir p, = ¢(t,—1, p) (caso exista). Agora se
p1 = pa, entdo, a orbita ¢ periddica e temos p = py, Vn. Seja, entdo, p; # p».
Tomando-se uma orientacdo em X podemos escrever p; < p,. Devemos, entdo,
mostrar que, caso exista ps3, teremos p, < p3. Consideremos para isso a curva de
Jordan formada C pelo segmento pj p2 C X e pelo arco de orbita ((p1, p2)) C y.
Entdo se denotamos por R; a regido interna a C, temos em particular o seguinte:

Afirmacao 4.2.1. y ndo sai de R; para tempost > ty.

De fato, como ((p1, p2)) é um pedago de orbita, é claro que y ndo intercepta esse
arco. Agora, como na se¢do transversal X' e em particular numa vizinhanga do
segmento pj p2, o fluxo aponta para dentro de R;, temos que y ndo intercepta esse
segmento. Desse modo, y ndo escapara mais de R;. De modo analogo, prova-se
que caso exista p4, entdo necessariamente teremos p; < pp < p3 < p4 € assim
sucessivamente. O
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R,= regido
hachurada

Figura 4.7: Regido invariante

Lema 4.2.3. Seja X uma segdo transversal ao campo X e seja p € U, entdo X
intercepta w(p) em no maximo um ponto.

Demonstracdo. Com efeito, vimos que y(p) ™ intersecta ¥ numa sequéncia mo-
nétona, o que implica que seu conjunto de pontos de acumulagdo em X' contém
no maximo um ponto. O

Lema 4.2.4. Seja p € U com )/;' C K C U onde K é compacto e y é uma orbita
comy C w(p). Se w(y) contém pontos regulares, entdo y é uma orbita periodica

ew(p) =y.

(y)=

Figura 4.8:

Demonstragdo. Dado um ponto ¢ € w(y), tomamos vizinhanca V' de ¢ na qual o
fluxo de X ¢ tubular. Desse modo, podemos supor que se X; C V ¢ uma segdo
transversal a X em ¢, entdo, pelo Lema 4.2.1, existe uma sequéncia t, /' +o00
com y(t,) € Xy. Agora, por hipotese, temos que y C w(p) de modo que y () €
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w(p) elogo, pelo Lema 4.2.2, a sequéncia y (¢,) € constante. Desse modo, é claro
que y deve ser periodica. Resta, entdo, ver que y = w(p). Como vimos, w(p) é
conexo e contém o fechado ndo vazio y. Basta, entdo, provar que y ¢ aberto em
w(p). Para isso, tomamos r € y e consideramos vizinhanga V, de r na qual o
fluxo de X ¢é tubular e X', C V, secdo transversal a X em r. E suficiente mostrar
que, para V; suficientemente pequena, temos

Vi Ny =V Nw(p).

Agora se por absurdo existe um ponto s € V, N w(p) \ Y, entdo, usando o fato de
que o fluxo em V; é tubular, podemos obter tg € 1(s) tal que (2o, s) € w(p)N Xy
e ¢(tg,s) # r (lembre-se de que w(p) é invariante pelo fluxo de X).

Assim, obtemos f{(w(p) N X,) = 2, contradizendo o Lema 4.2.3. Desse modo,
terminamos a prova do Lema 4.2.4. O

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 4.2.1.

Demonstragdo do Teorema 4.2.1. Suponhamos que w(p) contém somente pontos
regulares. Dado g € w(p), temos que a orbita y(q) satisfaz y(g) C w(p) e, logo,
estando contida num compacto, temos que w(g) # @ e contém somente pontos
regulares. Do Lema 4.2.4, segue, entdo, que w(q) € uma oOrbita periodica.

Suponhamos agora que w(p) contém pontos regulares e singulares. Dada uma
orbita y contida em w(p), temos que y ¢ um ponto singular ou y s6 contém pontos
regulares. Como w(p) e a(p) sdo conexos, w(y) C w(p) e a(y) C a(p), segue
que, no caso ndo singular, y é, entdo, uma orbita que tende a uma das singularida-
des em w(p) a medida que t — Fo0.

Finalmente suponhamos que w(p) ndo contém pontos regulares. Neste caso,
a conexidade de w(p) e o fato de que (por hipdtese) X possui apenas um nimero
finito de singularidades, garantem que w(p) ¢ um ponto singular de X . O

Vejamos agora algumas aplica¢des do Teorema de Poincaré—Bendixson:
Dada uma curva simples y no plano, denotaremos por Int(y) a regido (aberta)
interior a y.

Proposicao 4.2.1. Seja y uma orbita periodica de um campo de vetores X : U —
R? tal que Int(y) C U. Entdo Int(y) contém alguma singularidade de X .

Demonstragdo. Tomemos R como a regido compacta cujo bordo € a curva y. Su-
ponhamos por absurdo que X ndo possui singularidades no interior de R. Seja,
entdo, F a familia de orbitas fechadas de X contidas em R, e considere a seguinte
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ordem parcial (invertida) em F: dadas yq, y» € F pomos y» = y1 se R D Ra,
onde R; denota a regido compacta cujo bordo € y;.

Afirmacio 4.2.2. (F, =) é indutivo, ou seja, todo subconjunto totalmente orde-
nado de F possui cota superior.

Com efeito, dado A C F totalmente ordenado, tomamos R(A) := Ny, caRy,
onde Ry, denota a regido compacta limitada por y, € A. Entdo, como cada inter-
sec¢do finita de elementos da coleg¢do {Ry,, Ys € A} é ndo vazia e seus elementos
sdo compactos de R?, segue que R(A4) # @. Note que R(A) é um compacto
invariante pelo fluxo de X de modo que, dado um ponto qualquer ¢ € R(A), o Te-
orema de Poincaré—Bendixson garante que w(q) ¢ uma Orbita periddica (aqui entra
a hipétese de absurdo), digamos, y4 C R(A). Claramente y4 é cota superior de
A.
Assim, o Lema de Zorn nos garante a existéncia de um elemento maximal yr na
familia F (note que F € ndo vazia, pois contém a y). Em particular, a regido
R, limitada por yr ndo contém nenhuma outra 6rbita compacta. Isso ¢ uma
contradi¢do ao Teorema de Poincaré-Bendixson, pois sendo Ry, invariante por
X, dado qualquer ponto p interior a R, temos que w(p) € uma orbita periddica.
O

O resultado acima é também uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer (exercicio!).

Proposicao 4.2.2 (Critério de Bendixson). Seja X um campo de vetores de classe
C' em uma regido simplesmente conexa D C R? na qual temos div(X) > 0.
Entao X ndo tem orbita periodica em D.

Demonstragdo. Escreva X = (f, g) em fungbes coordenadas. Se I" é o trago
de uma orbita periodica y(¢t) em D, entdo I" limita um disco D; € D no qual
aplicando o Teorema de Green (Stokes de fato), obtemos

§I§(fdy gdx) = /f d dy //D div(X)dxdy > 0

onde a ultima desigualdade segue da condicdo div(X) > 0 em D. Por outro lado,
escrevamos y(t) = (x(¢), y(t)) com ¢ € [a, b] para obter

b
¢ fdy — gdx = /(x/y/—y/x/)dt =0
r
a
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gerando absurdo.
O

A prova acima diz de fato que se div(X) = 0 e I' = dDq ¢é o trago de uma
orbita periddica em D, entdo div(X) = 0 em D;.



O conceito de estabilidade ¢ um dos principais na teoria moderna das equagdes
diferenciais. H4 basicamente duas maneiras de se pensar em estabilidade. Uma
consiste em estabelecer se um dado sistema dindmico por meio, por exemplo, as
solugdes de uma equacdo diferencial ou um sistema dessas, pode ser “perturbado”
sem que as suas solugdes ou o seu comportamento assintotico (com o passar do
tempo) mude radicalmente. Outro modo de se pensar em estabilidade ¢ o que
passamos a descrever, devido a Lyapunov, que busca estabelecer se, dada uma
solu¢do de uma equagdo diferencial, as solugdes suficientemente proximas a essa
solugdo fixada, permanecem proximas a ela com o passar do tempo. Em particular,
se temos uma singularidade (uma solugdo estacionaria), perguntamos se solucdes
partindo de pontos suficientemente proximos a esta singularidade, permanecem
proximas ou, no caso do que se chamara estabilidade assintotica, se essas solugdes
convergem para a singularidade com o passar do tempo. A ideia de Lyapunov foi
de introduzir fungdes que poderiam garantir essa estabilidade por meio de condi-
¢oes na derivada da fung@o ao longo das 6rbitas do campo de vetores, que descreve
a equacao diferencial dada.

Tudo isso ¢ formalizado, assim como o principal resultado de Lyapunov que
passamos a descrever.
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5.1 Estabilidade de Lyapunov

Neste capitulo, trataremos da nogdo de estabilidade de uma EDO x' = f(¢, x).
Nesta primeira parte, estaremos preocupados com aspectos locais em uma vizi-
nhanga de um ponto singular isolado. Por estabilidade, entenderemos, portanto, o
seguinte:

Defini¢éo 5.1.1 (Estabilidade de Lyapunov). Dada uma fungio continua f: U —
R”, onde U C R x R” é um aberto. Consideremos a EDO

x' = f(t,x) (5.1)

Uma solugdo ¢(¢) de (5.1) definida para ¢ = 0 diz-se estdvel (no sentido de Lyapu-
nov) se dado € > O existe § > Otal quese ¥ (¢) ésolugdode (5.1) e [ (0)—p(0)| <
4, entdo v (1) também esta definida paratodot = Oe |p(?)—y (¢)| <e€,Vt = 0. Se
além disso existir §; > 0 tal que |y (0) —@(0)| < §; — t_l)iﬂ)o V(@) —e@)| =

0, diremos que ¢(t) é assintoticamente estavel.

Sejaagora f = X: U C R" — R”, um campo de vetores continuo e xq sin-
gularidade isolada de X. Consideremos o sistema autdnomo associado. Dizemos
que xg ¢ estavel (respectivamente assintoticamente estdavel) se a Orbita constante
¢(t) = xo ¢ estavel (respectivamente assintoticamente estdvel). Em outras pala-
vras, se dada uma vizinhanga V' C U de xg existir vizinhanga W de x¢ tal que
x €W = [0,+00[C I e px(t) € W,Vt = 0 (respectivamente, se além disso
existir vizinhanga W D W} 3 xg talque x € W — t_l)l? ©x(t) = Xo).

[e.e]

Vejamos alguns exemplos de estabilidade de Lyapunov:

Exemplo 5.1.1. Dada uma equagéo linear com coeficientes constantes x’ = Ax,
temos que a origem 0 € R” ¢ uma singularidade estavel se e somente se o sistema
¢ um atrator.

Vejamos como se propaga essa caracterizacdo para perturbacdes do sistema
acima:

Exemplo 5.1.2 (Sistemas quase lineares). Um sistema da forma x” = Ax+g(¢, x)
¢ dito quase linear, onde g: U C R x R" — R" ¢é continua, U é aberto e A €
L(R™).

Fato. A solucdo trivial para o sistema quase linear acima ¢ assintoticamente esta-
vel em R x B"(0, R) desde que:
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(i) x" = Ax seja um atrator.

(i) g: R x B™(0, R) seja continua, e seja g(z, x) = o(|x|) uniformemente em
t.

(iii) O sistema tenha solugdes tnicas em todo ponto tomado em R x B”(0, R).

Demonstragdo. Temos que |e4!| < Ke ™™ V¥t > 0, paraalgum K > 1e pu > 0.
Existe também constante positiva p > 0 tal que |[x| < p = |gt,x)| <
4z |x[.Vr € R. Dado |x| < & := £, seja ¢(r) a solugdo em R x B"(0, p) com
¢(0) = x e intervalo maximal I, =]w_(x), w4 (x)[. Temos que ¢x(t) = e4fx é
solugdo da EDO linear subjacente x’ = Ax, x(0) = 0; logo ¢(t) — ¢« (¢) é solugdo
do sistema quase-linear partindo da origem. Desse modo, podemos escrever

t

(1) — (1) = / =g (s, p(s))ds

0
e, logo

t

o(t) = e x + / U= g (s, 0(s))ds, ¥Vt €lw_(x), v (x)[.
0

Dai segue facilmente que

t
ep(n)] < Klx| + / Ke'|g (s, o(s))lds.
0

Agora, p(t) € RxB"(0, p), Vt € I,demodo que |g(s, ¢(s))| < %|go(s)|, Vs €
I e, logo

t
Hlo)] < Klx| + 5 [ e lp(o)ds. ¥t € .o (o]
0

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, obtemos agora

M ()] < K|x[e™/2, ¥t € [0, wp(x)[.
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Agora, isso ja mostra que w4 (x) = +00, ou seja, ¢(¢) esta definida para todo
t = 0. Mas, entdo, a partir de |p(t)| < pe ™!, Vt = 0 (observe que K|x| < p),
concluimos. O

Exemplo 5.1.3. Seja x uma singularidade isolada do campo de vetores X : U —
R” de classe C'. Se xq ¢ singularidade atratora de X (ou seja, DX (xg) é uma
matriz atratora), entdo xo € assintoticamente estavel.

Esse resultado pode também ser obtido como consequéncia do Teorema de
Hartman (ver Sotomayor (1979)) que afirma nesse caso X € localmente conjugado
(em torno da origem) ao campo linear constante DX (xg).

Esse exemplo sera provado mais adiante.
Para nds, o resultado principal a respeito de estabilidade serd o seguinte:

Defini¢do 5.1.2. Dados um campo de vetores X : U — R” de classe C! e uma
fun¢do diferenciavel L: V C U — R, xo € V singularidade (isolada) de X.
Diremos que L é uma funcdo de Lyapunov de X em V se satisfaz:

(i) L(xo) =0,L(x) > 0,Vx € V' \ {xo}
(i) X(L)(x) = dL(x)- X(x) <0,Vx € V \ {xo}.
A fungdo de Lyapunov seré dita estrita se
(iii) X(L) <0em V \ {xo}.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Lyapunov). Seja xo um ponto singular do campo de
vetores X : U — R” de classe C!. Se X admite fungdo de Lyapunov (respectiva-
mente, fun¢do de Lyapunov estrita) em torno de xg, entdo xg € estavel (respecti-
vamente, assintoticamente estavel).

Demonstragdo. Seja L: V — R uma funcdo de Lyapunov para X em torno de
xg. Dado € > 0, tomamos p > 0 tal que B = B"(x¢, p) C U e denotemos por
dB o seu bordo, que é compacto, de modo que L = m > 0 em 0B, para algum
m > 0. Mas, entdo, a partir da continuidade de L ¢ de L(xg) = 0, temos que
existe p > 8§ >0comm > M := supL‘El, onde By = B(xo,9).

Dado agora x € B, ¢ facil ver que w4 (x) = —+o00, pois caso contrario
@¢x(t) — 0U quando t —> w- (x), mas, por outro lado, t — L(px(¢)) é decres-
cente de modo que |L(¢x(¢))| < |L(x)| < M < m. Pelo Teorema da Alfandega
(ver Lima (1981)), temos que ¢x(z) € B, Vt € [0, w+(x)], contradigdo.
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Assim, @y (¢) esta definida para todo ¢ = 0. Além disso, a mesma prova acima
mostra que ¢x(t) € B,Vt = 0. Como p > 0 ¢ arbitrario, concluimos que xq ¢
estavel.

20 B

Figura 5.1: xo ¢ um ponto estavel

Suponhamos agora que L ¢ estrita. Entdo mostraremos o seguinte:

Afirmacio 5.1.1. Dada uma vizinhanga Uy de xy, é possivel obter § > 0 e também
€ > 0 tais que x € By = B(x¢,2€) = @x(t) estad definida e em Uy para todo
t=20ex € By = B(x9,0) = ¢x(t) € B(xp,¢€).

Figura 5.2: xo € um ponto assintoticamente estavel

Demonstragdo. Basta mostrar que se x € By et, /' +00 é tal que ¢x(t,) con-
verge, digamos, ¢x(ty) — y € E(xo, €), entdo y = xo: Com efeito, uma vez
mostrado, tome x € By arbitrario e suponha que ¢ () 4 xo quando { — +00,
entdo (pela compacidade de B (xg, €)) podemos tomar sequéncia t, /' 400 com
@x(tn) —> y € B(x0,€), ¥ # X0, 0 que seria uma contradicio.

Agora, se ¢x(t,) — y € B(xg,€) e y # xo, com x € By, entdo por conti-
nuidade vale L(px(¢;,)) —> L(y). Como L ¢ estritamente decrescente ao longo
das orbitas de X, diferentes de xg, obtemos L(¢x(¢)) > limy— o0 L(@x(ty)) =



5.2. O criteério de estabilidade de Lyapunov 81

L(y),VYt = 0. Agora, considerando-se y € By = B(xg, 2¢), obtemos que ¢y ()
estd definida e em U; para todo t = 0. Como L(¢y(?)) é decrescente para ¢ = 0,
segue que L(py (1)) < L(y). Como o fluxo local ¢ ¢ continuo se z ¢ suficiente-
mente proximo de y, vale L(p,(1)) < L(y). Finalmente, ¢, (t,) —> y logo se
n >> 1 vale L(¢x(t,)) < L(y), contradigdo. O

O

Para sistemas autonomos (campos de vetores) a estabilidade de Lyapunov pode
ser ligada a parte linear do sistema em questao:

Proposicdo 5.1.1. Seja x’ = X(x) um sistema auténomo de classe C! com sin-
gularidade na origem. Seja A = DX(0) € R**",

(1) Se todo autovalor de A tem parte real negativa, entdo O € assintoticamente
estavel.

(i) Se A possui algum valor proprio A de parte real positiva, entdo 0 ndo é
singularidade estavel.

Demonstragdo. Exercicio! O

5.2 O critério de estabilidade de Lyapunov

Defini¢do 5.2.1. Sejam U C R” aberto, X € X*(U) ¢ a € Sing(X).

(1) Dizemos que a € uma singularidade estavel de X se e s6 se dado ¢ > 0,
existe § > 0 tal que p € Bs(a), entdo [0, +00[C I(p) € ¢p(t) € Be(a)
para todo ¢ = 0.

(2) Dizemos que a ¢ uma singularidade assintoticamente estavel de X se e so
se a ¢ uma singularidade estavel de X e existe n > 0 tal que p € By(a),
entdo lim t) =a.

t——+o00 (/)p( )

(3) Dizemos que a ¢ uma singularidade instavel de X se e s6 se a ndo ¢ uma
singularidade estavel de X .

Observacao 5.2.1.

1. da parte (1) da Definicdo 5.2.1, desprende-se que § < &.
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2. a € U ¢ singularidade assintoticamente estavel de X se e s6 se a € um
atrator local de X.

3. a € U ¢ singularidade instavel de X se e so se existe ¢ > 0 tal que, para
todo § > 0, existem ps € Bgs(a) e ts > 0 tal que ¢p,(ts) ¢ Be(a).

4. Singularidade instavel ndo é o mesmo que fonte local. O que sim satisfaz é:
a ¢ fonte local, entdo a ¢ uma singularidade instavel.

Exemplo 5.2.1. 0 € R? é uma singularidade estavel (que ndo é assintoticamente

estavel) do campo linear 4 = |: _01 (1) ] e R2*2,

Exemplo 5.2.2. 0 € R? ¢ uma singularidade instavel (que ndo é fonte local) do

campo linear A = [ _01 (l) } € R2*2,

Defini¢do 5.2.2. Sejam U C R” aberto, X € X! (U) e a € Sing(X). Dizemos
que V: U — R é uma fungdo de Lyapunov para X em a se e s6 se

1. Védeclasse C!;
2. V(a) =0eV(p) > O0paratodo p € U \ {a};
3. V(p) <Oparatodo p € U, onde V(p) = (VV(p), X(p)).
Se além disso V satisfaz:
4. V(p) <Oparatodo p € U \ {a}
entdo dizemos que V' é uma fungdo de Lyapunov estrita para X em p.

Observac¢io5.2.2. Sejam p € U eg,: I(p) — U solugdo maximal. Se V: U —
R ¢é uma fungdo de Lyapunov para X em a € Sing(X), entdo

(Vogp)(t) = (VV(pp(1). 9, ()
= (VV(gp(0). X(¢p(1)))

= V((pp(z)) <0, paratodot =0

como V og, éafungdo V restringida a 6rbita Ox (p), concluimos que uma fungdo
de Lyapunov é monotona decrescente ao longo das orbitas Oy (p), paratodo p €
U.
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Exemplo 5.2.3. Seja V: R? — R dada por V(x,y) = x> + y%. Vejamos a
continuacdo que V' ¢ uma fungdo de Lyapunov estrita para o campo linear A =

_01 _01 ]em (0,0).
De fato,
V(x.y) = (VV(x,y),A(x,y))
= ((2x,2y), (—=x,—y))
= 2(x* +)?)

portanto, V (x, y) < 0 para todo (x, y) € RZ\ {(0,0)}.

Exemplo 5.2.4. Consideremos V: R?> — R definida por V(x,y) = x? + y2.

Vejamos que V' € uma fungdo de Lyapunov para o campo linear A = _01 (1)
em (0, 0).
De fato,
Vx,y) = (VV(x, ), Ax, )
= ((2x.2y).(y.—x))
= 0.

Teorema 5.2.1. Sejam U C R” aberto, X € X! (U) e a € Sing(X).

1. Seexiste uma funcao de Lyapunov para X em a, entdo a ¢ uma singularidade
estavel.

2. Se existe uma func¢do de Lyapunov estrita para X em a, entdo a ¢ uma sin-
gularidade assintoticamente estavel.

Exemplo 5.2.5. Seja X € X (R?) dada por X(x, y) = (—x3 + xy?, —2x2y —
y3). Nio é dificil ver que Sing(X) = {(0,0)} e X’(0,0) = [ 8 8 i| Logo,
ndo podemos usar dindmica hiperbolica. Vejamos se o critério de Lyapunov nos
d4 uma informagao. Consideremos V : R? — R dada por V(x, y) = ax? + by?,
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onde a, b > 0 serdo determinados:
Vx,y) = (VV(x,y), X(x,))
= ((ax,2by), (=x> + xy?,=2x%y — y*))
= —2ax*—-202b—a)x?y? —2by*
sea = 1eb = 2, temos que V(x,y) = —2x* — 6x2y2 — 4y* < 0 para todo

(x,y) € R2\ {(0,0)}. Portanto, VV ¢ uma funcdo de Lyapunov estrita para X em
(0,0) e, pelo Teorema 5.2.1, (0, 0) ¢ uma singularidade assintoticamente estavel.

Exemplo 5.2.6. Seja X € X*°(R3) dada por X(x,y,z) = (=2y + 2yz,x —

0 -2 0
xz,—z3). Néo é dificil ver que Sing(X) = {(0,0,0)}e X’(0,0,0) =| 1 0 0
0 0 O

Logo, novamente, ndo podemos usar dinAmica hiperbolica. Consideremos V' : R® —
R dada por V(x, y,z) = ax? 4+ by? + cz?, onde a, b, ¢ > 0 serdo determinados:

I'/('X:’ y’Z) = (VV('X’ y’ Z)’ X(x’ y’Z)>
= ((2ax,2by,2cz),(=2y +2yz,x —xz,—z3))
= 2(b—2a)xy —2(b —2a)xyz —2cz*

sec = 1l,a = leb = 2, temos que V(x,y,z) = —2z% < 0 para todo
(x,y,z) € R3. Portanto, V ¢ uma funcdo de Lyapunov para X em (0,0,0) e,
pelo Teorema 5.2.1, (0, 0, 0) é uma singularidade estavel.

5.2.1 Aplicagoes

Vejamos agora algumas aplicagdes bastante interessantes da teoria de Lyapunov
desenvolvida acima.

O problema predador—presa

Suponhamos que temos duas espécies, uma (predador) devora a outra (presa) que
se alimenta de uma fonte distinta de recursos. Um exemplo raposas (predadores) e
coelhos (presas); os coelhos se alimentam de vegetais e as raposas comem coelhos.
Podem ambas espécies coexistir?
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Denotemos por x = x(¢) o nimero de predadores no instante ¢ y = y(¢) o
numero de presas no instante ¢. Para obter um modelo matematico, sdo feitas as
seguintes suposicoes:

1. Na auséncia do predador, as presas cresceram ilimitadamente, isto ¢, se
/
y'(7)
=a > 0.

x(t) = 0, entdo

x'(t)
x(t)

2. Na auséncia da presa, o predador morre, isto €, se y(¢) = 0, entdo

b <0.

3. Os predadores aumentam e as presas diminuem com uma rapidez proporci-
onal ao numero de encontros entre eles.

Com essas consideracoes, temos

/

x' = —cx + bxy

!/

Y = ay—dxy a,b,c,d > 0. (5.2)

A equagdo (5.2) é chamada equagdo de Lotka—Volterra. Em 1925, o matematico
Vito Volterra desenvolveu um modelo de equagdes que para analisar o crescimento
de populagdes de tubardes e o decrescimento dos demais peixes no mar da Italia.
Por outro lado, nesse mesmo ano, o biofisico Alfred Lotka estudou a interacao
predador—presa.

O campo associado ao sistema (5.2) vem dada por

X(x,y) = (=cx + bxy,ay —dxy).
As singularidades de X sfo solugdes do sistema

(—c+by)x =0
(a—dx)y=0

logo, Sing(X) = {(0,0), (7, )} e a parte linear de X ¢ dado por

/ _ —c + by bx
X(x,y)—|: —dy a—dx:|'

Entao
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—C

* X'(0,0) = [ 0 2 ],entéo (0,0) é uma sela.

0o

* X'(5.5) = |: cd d i| tem polindmio caracteristico dado por A2 +
b

0
ac = 0 cujas raizes sdo £./aci, entdo (%, %) ¢ uma singularidade nao
hiperbolica. Para simplificar os céalculos, faremos um mudanga de coorde-

nadas
U=x—2
- d

v=y— %

nessas coordenadas, o campo vem dada por

v b d

X(u,v) = (buv + v, —duv — G-u).
Vamos buscar uma fung¢do de Lyapunov tipo “variaveis separaveis”, isto &,

V(u,v) = F(u) + G(v).

Intuitivamente (v, v) = (0,0) deve ser uma singularidade estavel. Logo,
devemos escolher F' ¢ G convenientemente tal que V (u, v) < 0. Observe

que

Vu,v) = (VV(u,v), X(u,v))

((F'(u), G'(v)), (buv + “Lv, —duv — Lu))
= 2(du+a)F'(u) - % (bv + )G’ (v)
se fazemos a expressao anterior igual a zero, temos
B (du + a)F'(u) = L (bv + ¢)G'(v) = k

onde k é uma constante arbitraria a escolher caso seja necessario. Logo

ku kv

P = paira 9V B ro
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Integrando e levando em consideragdo que 0 = V(0,0) = F(0) + G(0),

obtemos que:
k du +a
F(u):bzdz [du—aln( p )]

k b
e G(v)zm[l)v—cln( vc—kc)i|'

Para que V seja uma fungéo de Lyapunov, so falta verificar que V(u, v) > 0
para todo (1, v). Um facil calculo mostra que

VV(u,v) = (0,0) se esodse (u,v) = (0,0).

Para ver se (0, 0) é um ponto maximo ou ponto minimo ou ponto sela, usa-
mos o critério do Hessiano (segunda derivada)

ad?
_ k| @orap
Hess(V)(u.v) = 55 cb?
(bv +¢)?
entdo
d2
k | - 0
Hess(V)(0.0) = .5 0 P
c

Logo, a forma quadratica associada a Hess(V')(0, 0) ¢ definida positiva, en-
tao (0, 0) € um minimo absoluto. Por tanto V(u, v) > V(0,0) = 0 para todo
(u, v). Dessa maneira, provamos que (u#,v) = (0, 0) ou equivalentemente
(x,y) = (7, %) ¢ uma singularidade estavel que ndo ¢ assintoticamente
estavel.
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—

Figura 5.3: Esbogo das 6rbitas do campo X

A equacio de Liénard

Uma familia de equacdes muito importantes na teoria de circuitos elétricos ¢ dada
pela equacio de Liénard, que passamos a descrever. Sejam f, g € C1(R) tal que
0 é uma raiz isolada de g (isto é, existe ¢ > 0 tal que g(0) = O e g(u) # 0 para
todo u € 1.(0) \ {0}). A equacdo diferencial

u’ + fuu' +gu) =0 (5.3)
¢ chamada equacdo de Liénard que foi proposta pelo fisico e engenheiro francés
Alfred-Marie Liénard. Por exemplo, se f(u) = ﬁ eg(u) = %sen U, a equa-
¢do (5.3) é a equagio do péndulo com amortecimento. Se f(u) = e(u? —1) e
g(u) = u, aequagdo (5.3) é chamada equagdo de Van der Pool.

Problema: Sob que condigdes (5.3) admite solucdes estaveis?

Transformemos (5.3) a um sistema de equagdes diferenciais, fazendo x = u e
y = u’, assim, obtemos

Yy
Vo= —f()y - g SR
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Consideremos o campo

X(x,y) =, —f(x)y —g(x))

associado a (5.4). Note que (0, 0) é uma singularidade isolada de X.
A parte linear de X esta dada por

0 1
X'(x,y) = .
(o) [ @y -8 —f() ]
Vejamos primeiro o caso particular onde f(x) = 0. Nesse caso, o campo X ¢
dado por X(x, y) = (¥, —g(x)) e sua parte linear X’(0,0) = |: —g(/)(O) (1) ] tem
polindémio caracteristico A2 + g’(0) = 0.
1. Se g’(0) < 0 os autovalores sdo +./—g’(0), entdo (0, 0) é uma sela.
2. Se g’(0) > 0 os autovalores sdo ++/g’(0)i, entdo (0,0) ndo é uma singu-
laridade hiperbolica. Usaremos o critério de Lyapunov. Em primeiro lugar,
note que

gx) <0,sexe]l—e0[ e g(x)>0, sex €]0,¢l. (5.9
Agora observe que (5.3), nesse caso, ¢ dado por u” + g(u) = 0, logo
0 = u'v + g

d (u/)2 u
= E[ 2 +/0 g(s)ds}

isto motiva definir V': 1.(0) x R — R dado por

2

Vix,y) = y? —i—/o g(s)ds.

X

Vemos que V(0,0) = 0 e, por (5.5), temos que / g(s)ds > 0 para todo
0
x € 1.(0) \ {0}, portanto, V(x,y) > 0 para todo (/.(0) x R) \ {(0,0)}.

Finalmente .
Vix,y) = (VV(x,y), X(x,y))
((g(x), ), (v, —g(x)))

= 0.
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Entdo V ¢é uma fungdo de Lyapunov para X em (0,0). Concluimos que
(0, 0) é uma singularidade estavel.

Se g’(0) = 0. Ha problemas!
0 1

Passemos agora ao caso geral, aqui X’(0,0) = cujo polino-
g geral, aqui X"(0, 0) [_g/(o) _f(o)] jo p

mio caracteristico é dado por A2 + f(0)A + g’(0) = 0 e seus autovalores sio

9.
10.

S 10 % /07 ~ 4O

Se f(0) > 0e f(0)> —4g’(0) < 0, entdo (0,0) é um atrator local.
Se f(0) > 0e f(0)> —4g’(0) = 0, entdo (0, 0) é um atrator local.

Se £(0) > 0, £(0)2 —4g’(0) > 0 e g’(0) > 0, entdo (0,0) é um atrator
local.

. Se f(0) > 0,,f(0)>2 —4g'(0) > 0 e g’(0) <0, entdo (0,0) ¢ uma sela.

Se £(0) > 0, £(0)> —4g’(0) > 0 e g’(0) = 0. Ha problemas!
Se £(0) <0e f(0)2—4g’(0) < 0, entdo (0, 0) é uma fonte local.
Se f(0) <0e f(0)> —4g’(0) = 0, entdo (0,0) é uma fonte local.

Se £(0) < 0, f(0)> —4g’(0) > 0 e g’(0) > 0, entdo (0,0) é uma fonte
local.

Se f(0) <0, £(0)> —4g’(0) > 0e g’'(0) < 0, entdo (0, 0) é uma sela.
Se f(0) <0, £(0)%> —4g’(0) > 0e g'(0) = 0. Ha problemas!

O regulador de Watt—Vichnégradski

Ninguém duvida de que a Revolucao Industrial e suas consequéncias para o de-
senvolvimento da raga humana possuem intima relacdo com o desenvolvimento
de maquinas a vapor eficientes e de funcionamento estavel. De fato, as primeiras
locomotivas e maquinas a vapor de grande porte costumavam “apagar” em meio ao
seu funcionamento, ou também poderiam simplesmente “explodir” suas caldeiras
por excesso de pressao acumulada. Tal problema, o da estabilizagdo de maquinas
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a vapor, foi abordado por varios cientistas ao final dos anos 1600 e inicio dos anos
1700. Tal problema foi satisfatoriamente resolvido pelo fantastico matematico e
engenheiro James Watt em 1736, e compartilhada com seu colega Vichnégradski.
Vejamos as bases matematicas do seu funcionamento '.

O problema em questdo consiste em regular automaticamente (a pressdo nas
caldeiras de) uma maquina a vapor. Desse modo, buscamos regular a abertura
de uma valvula aliviadora de pressao de forma a obter o equilibrio do conjunto
maquina-regulador: a grosso modo, ndo se deve permitir que a pressdo suba a
niveis perigosos e tampouco permitir que esta baixe demasiado. Também deve-
mos evitar oscilagdes como as que costumam ocorrer em fendmenos em que um
oscilador varia com regularidade entre duas frequéncias, uma mais baixa e outra
mais alta. Tal processo poderia ocorrer em ciclos cada vez mais curtos de tempo,
levando ao colapso do sistema que porventura estivesse sendo regulado por esse
dispositivo.

Note que o problema ¢ realmente intrigante, pois a carga na maquina pode
variar consideravelmente com o tempo: por exemplo, um trem que passa de uma
trilha plana a uma subida acentuada e depois volta a descer.

Apresentamos o engenhoso regulador de Watt que data do ano de 1769. Te-
mos um eixo principal £ ligado ao volante V' do motor a vapor que se conecta por
uma reducdo a um eixo menor e, que gira tendo em sua extremidade superior duas
hastes metalicas iguais com esferas iguais de contrapeso nas pontas. As hastes
estdo ligadas ao eixo e de forma que, quando e gira, as hastes abrem seu angulo
@ com o eixo vertical e, dependendo da velocidade de rotagdo angular de e. As
esferas possuem massa m. As hastes conectamos ainda, em pontos a uma mesma
distancia duma base movel comum, duas outras hastes menores que também pos-
suem angulo central (com o eixo vertical e) variavel e que ao se abrirem (devido
ao movimento circular de e) fazem subir um pequeno anel ligado a uma alavanca
que ao subir faz abrir a valvula aliviadora da caldeira a vapor.

Vejamos a descri¢cdo matematica do movimento no regulador.

I James Watt, nasceu em Greenock, Escocia, 19 de janeiro de 1736.
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Figura 5.4: Movimento do regulador

Analisemos primeiramente as forcas sobre as esferas. Suporemos que o com-
primento das hastes maiores ¢ 1 unidade. Chamaremos de w a velocidade angular
do eixo e.

Temos que a forga centrifuga sobre a esferas é mw* sen ¢ a forga peso é mg.
A soma das forgas tangentes ao arco de circulo descrito pela massa m ao se abrir
o angulo central ¢ deve ser nula na situagdo de equilibrio de modo que

2

mw? sen @ cos g —mgseng = 0.
A equagdo acima (na qual o angulo ¢ € pensado como fun¢do mondtona crescente
da velocidade angular w do eixo e) determina o angulo ¢.

Para achar a equagdo diferencial que descreve ¢ fora da posicao de equilibrio,
faremos a suposi¢do de que a forca de abertura das hastes maiores € proporcional
a velocidade de abertura ¢’ de modo que, pela Segunda Lei de Newton, obtemos
a EDO

2

me” = mw” seng cosp —mg seng — by’

onde b > 0 ¢ a constante de proporcionalidade.

Voltemos nossa atengdo agora para a maquina a vapor. Denotemos por §2 a
velocidade angular do eixo principal que gira o volante V', por M = M («) o mo-
mento angular de for¢a da maquina (¢ = angulo de abertura da valvula aliviadora),
por N o momento angular de forga atuando sobre o volante devido a carga e por
I o momento de inércia do volante. Entdo temos que

12 =M —N.
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A uniformidade do movimento assegurada pelo (bom) funcionamento do re-
gulador nos da, entdo, razdo constante de transmissao

1)
—=C>0.
o >

Vejamos finalmente a valvula reguladora.

Figura 5.5: Figura ilustrando o Regular de Watt.

Se denotamos por ¢, o valor médio do angulo central ¢ perto do qual ¢ deve
se manter e por £y, a forga correspondente a esse valor médio, temos que

M = Fp, + p(cos¢ — cos ¢m)

onde p > 0 ¢ uma constante de proporcionalidade.
Assim, obtemos o seguinte sistema de EDOs que descreve o regulador acima:

me" = mC?22?%sen g cosp —mg senp — by’

12" = jucosp — F
onde F := N — F,; + ucos ¢y, depende da carga.
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Podemos reduzir esse sistema a um de primeira ordem:
pr=1,
4 202 b
(W —V) Y =C"§2%seng cosp — gsengp — —,
m

% F
Q== - —.
7 0S¢ — 7

Como em funcionamento normal £2 é constante fixada a carga N, temos que
¢ € constante e, logo, buscamos solugdo do sistema (W — V) sujeita as seguintes
condi¢des iniciais

© =@, ¥ =0, 2 = 2.

Desse modo, o problema agora se resume a estudar a estabilidade da posicao
de equilibrio abaixo descrita:

g
cos @g

Fosg2
Yo = 0,cos @y = ; C Q25 =

Utilizaremos a técnica de linearizagdo tipo perturbac¢do da identidade. O sis-
tema linear associado a (W — V') nesse ponto singular ¢:

o=y

b
(W—V#){ ¥ = C292§ cos(2p0)g + €20 sen(2¢0)$2 — g cos(go)p — —,

2 = —% sen ¢o ¢.

§

Como C222 =
oS g

, obtemos para a segunda equacao

g b 2gsen(e)
cos(¢o) m 20
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O polinémio caracteristico deste sistema linear é entdo

—A 1 0

_gsen’(go) b 2gsen(go)
p(A) = det oS @ m 20
_K sen(¢o) 0 A

1

Desse modo, obtemos

b 2 2 2
() = _[p + 22 5 (¢o), | 21gsen (wo)].
m COS o 182

Como —p(A) tem coeficientes positivos, segue que o sistema tem autovalores
com parte real negativa desde que a seguinte condigao seja satisfeita:

b 2
b gsen"(po) _, 18

2
sen
m  cos g 1820 (o)

ou seja,
bl  2u 5
— > —CoS@p = 2—
m .Q() vo = .QO

Essa condig@o ¢, entdo, condi¢do suficiente de Vichnégradski para a estabilidade
do sistema maquina-regulador.

A grandeza ‘fﬁ\,o mede a taxa de variagdo de £2p com relacdo a carga N. O

valor absoluto n = |d9° | ¢ a chamada ndo uniformidade de marcha da maquina
a vapor em questdo. Temos que F 27 = cfe como consequéncia de
F
Yo = 0,cosgp = —,Cz.Qg -8
12 Cos ¢

como ja vimos. Deste modo, derivando, obtemos

d20 £
dF ~ 2F
e, portanto, a ndo uniformidade de marcha ¢ dada por
$20
n=

2F°
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A condigdo de estabilidade de Vichnégradski pode, entéo, ser reescrita como

bl

—n > 1.
m

A partir dessas observagdes, podemos resumir as conclusdes de Vichnégradski
da seguinte forma:
Afetam de forma desfavoravel a estabilidade do sistema maquina-regulador: (i)
o aumento da massa m das esferas; (ii) a diminui¢do do momento de inércia do
volante [; (iii) a diminui¢do da ndo uniformidade de marcha; (iv) a diminui¢do do
coeficiente b associado a valvula.



Todos lembramos das licdes de um primeiro curso de Calculo, no qual aprende-
mos a estudar o grafico de uma funcédo real de uma variavel real, y = f(x), em
fun¢do do estudo do sinal e pontos singulares (zeros) de suas derivadas primeira e
segunda, y' = f'(x) e y” = f”(x). Assumindo que essas existem obviamente.
Nesses mesmos cursos, aprendemos que um ponto de maximo ou minimo local
¢ interior a0 dominio de defini¢do da fungdo deve ser um ponto critico dessa, ou
seja, um zero de sua derivada primeira, f/(x). Entre esses pontos criticos, pode
haver também pontos que ndo sejam pontos de maximo e nem de minimo local de
sua funcdo. Por exemplo, os chamados pontos de inflexdo, ou seja, pontos onde
ocorre a mudanca de concavidade da fungdo, pontos (interiores ao dominio) em
que devemos ter necessariamente f”/ = 0. Por outro lado, nem todo zero da de-
rivada segunda corresponde a um ponto de mudanca de concavidade. Também
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pode ocorrer a mudanga de concavidade em pontos que nao sdo criticos, bem co-
nhecido dos cursos de Calculo. Vamos nos concentrar agora nos pontos criticos
onde a derivada segunda ndo se anula. Sabemos, sempre recordando nossos cur-
sos de Calculo, que nesses pontos temos necessariamente um maximo ou minimo
local da fungdo y = f(x). De fato, sabemos que se¢ a derivada segunda ¢ positiva,
entdo estamos em um minimo local, e caso a derivada segunda seja negativa esta-
mos em um minimo local. Nos cursos de Célculo em que estudamos fungdes de
mais variaveis, tal estudo dos pontos de maximo e minimo locais se repete. Em-
bora a nogdo de ponto critico seja bastante natural, pede-se que todas as derivadas
parciais se anulem no ponto, o estudo da natureza desse ponto critico depende de
um ente de dimensao superior: a hessiana da fun¢do no ponto. Lembramos que
se z = f(x,y) é uma fung¢do com derivadas parciais segundas definidas e con-
tinuas em uma vizinhanga de um ponto (a,b) € RZ, entdo esse serd um ponto
critico desta fungdo se %(a, b) = %(a, b) = 0. Tal ponto critico ¢ dito ndo
degenerado se temos hess(f)(a,b) := %ZTJ;(a, b)%zT/;(a, b) — (;jg; (a,b))? £ 0.
Chamamos hess( f)(a, b) de determinante hessiano de f em (a, b). Sabemos que
se hess( f)(a,b) > 0, entdo temos um ponto de maximo ou minimo local de f
em (a,b). Caso hess(f)(a,b) < 0 entdo o ponto ndo ¢ de maximo e nem de
minimo local de f e teremos um ponto de sela. Tal nomenclatura ¢é justificada
pelo Lema de Morse, que afirma que nesse caso a fun¢do pode ser reescrita como
f(u,v) = F(u? — v?), como veremos a seguir. De fato, a Teoria de Morse ¢
pedra fundamental no estudo das fungdes e o impacto da combinatoria de seus
pontos criticos na Topologia do ambiente no qual a mesma se encontra definida.
Também ¢é fundamental no estudo das iteragdes entre estudo de fungdes através
de seus pontos criticos e a Dinamica de certas equagdes diferenciais. Neste capi-
tulo, estudaremos a topologia (isto €, a forma) de objetos (superficies, variedades)
no caso mais simples, em que admitem uma fungéo duas vezes diferenciavel com
apenas dois pontos criticos, sendo um de maximo e outro de minimo ¢ ambos nao
degenerados. Provaremos, no curso de nosso estudo, um resultado devido a Geor-
ges Reeb, que afirma serem esses objetos esferas, no caso em que sdo compactos
e sem fronteira.

6.1 Exercicios do Capitulo

Exercicio 6.1.1. O seguinte exemplo de equagdo de Bernoulli ¢ dado no contexto
do crescimento populacional. Sabemos que, para crescimento de populagdes, o
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modelo basico ¢ dado por
N'(t) = velocidade de nascimento — velocidade de morte.
Quando trata-se de crescimento de bactérias, temos

velocidade de nascimento = a N(t)

velocidade de morte = bN(2).

Esse modelo ¢ usado para populagdes humanas? Nio, ja que devemos tomar em
consideracdo o fator da superpopulacao e outros fatores, cujo efeito ¢ medido por
bN?(t) sempre que os encontros dos individuos sejam aleatério. Portanto,

N'(t) = aN(t) — bN?(1),
onde a e b sdo determinados experimentalmente. Assim, tem-se que
N'(t) —aN(t) = —bN?(¢)

fazendo a mudanca
v(t) = N'"72(@) = N7 (@)

logo,
V'(t) = —=N"2(t)N'(t)

assim, multiplicando por —N ~2(¢) em ambos os lados da equagio diferencial an-
terior, temos
~N2(t)N'(t) +aN~'(t) = b

equivalentemente tem-se
v'(t) + av(t) = b.

Essa ¢ uma equacdo linear de primeira ordem, cuja solugdo geral ¢ dada por
b
v(t) = — +ce ™,
a

onde ¢ ¢ uma constante. Em particular,

1 b
WZU(O):E‘FC
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entao,
1 b

‘N0 a
de modo que
L—é_k L_l_) e—at
N(t) a N@O) a

dai, temos a curva logistica

aN(0)
N(t) = .
O = 5N + (@ = bN O
Observe que
a
lim N(t) = —.
t—Ei-noo @) b

Esse modelo que temos estudado é conhecido como modelo populacional de Verhulst.
Dada a equagao logistica

x'=(1—-x)x

prove que, dado qualquer ponto (estado inicial) x > 0 a trajetoria segue para o
estado de equilibrio x = 1 em tempo sempre infinito ¢ para x = 0 quando o
tempo ¢ tende a —oo.

6.2 Pontos criticos nao degenerados: o Lema de Morse

Seja agora f: U — R uma fungdo diferenciavel no aberto U de R”. Um ponto
p € U éum ponto critico de f se df(p) = 0, ou seja, p ¢ uma singularidade do
campo gradiente V f. Se f ¢é duas vezes diferenciavel, dizemos que um ponto cri-
tico p é ndo degenerado se a forma hessiana hess( f) de f em p éndo degenerada,

. . 92 .. Lo
ou seja, se a matriz (Wzﬁ_(p)) ondei, j € {l,...,n} éndo singular. Nesse caso,
i0X;
definimos o indice de f em p como o indice da forma hessiana, ou seja, a maior

dimensdo de subespago vetorial V' C R, tal que hess( f) ‘ y ¢ negativa definida.
De um modo mais rigoroso temos:

Definicdo 6.2.1. Seja f: U C R" — R uma fungédo diferenciavel definida em
um aberto U do R”.

1. Uma singularidade ou ponto critico de f & um ponto p € U no qual
df (p) = 0.
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2. Uma singularidade p € U de f é ndo degenerada se a forma quadratica

simétrica
n —
P(foxh .
H(p)-u = D?f(p)(u,u) = Z W(X(P))uiuj
=1 X; 0X
¢ ndo degenerada, onde (uq,....u,) = dx(p) - u.
Observacao 6.2.1.
1. Se (x1,x2,...,X,) é um sistema de coordenadas em torno de uma singula-
ridade p de f, entdo temos que
af af af
) =—(p)=-=7—(p)=0.
0x1 x> 0xy

2. H(p) independe do sistema de coordenadas escolhido.

3. Associada a forma quadratica H(p) e ao sistema de coordenadas x: V —

32 o x_l

M(x (p)):| , a qual é deno-
dx;dx; 1<i,j<n

minada de Hessiana de f em p com respeito a x.

R”, temos a matriz simétrica [

4. A forma H(p) é ndo degenerada se e s6 se a matriz Hessiana de f, em
algum sistema de coordenadas, ¢ ndo degenerada.

Recordamos o célebre Lema de Morse:

Lema 6.2.1 (Lema de Morse). Seja f uma funcdo de classe C3 em uma vizi-
nhanga U da origem 0 € R" e seja O um ponto critico ndo degenerado de f.

Entdo existem coordenadas (z1,...,zn) em um aberto 0 € W C U tais que
nessas coordenadas [ se escreve em forma quadrdtica:
fG1,z) = f0) = (z1)? — .. = (2)? + Grp1)? + o+ (20)?

onder é indice de f em 0. Em particular, O é ponto critico isolado de f.

Demonstragdo. (Ver também Milnor (1963), Lima (1981)) Sem perda de genera-
lidade podemos supor que U ¢é convexo e que f(p) = 0. Sejam (y1,..., yn) as
coordenadas afins em R”. Temos que

n

F =) aij(»yiyj

i,j=1
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com a;j de classe C! (lembre que f e df se anulam em p = 0) dada por

1 1 aZf
a;i = sty)dsdt.
0= [ 56

Agora, a matriz A(y) = (a;j (y));?’ j=1¢ simétrica ¢ podemos escrever

JSO) =(A») -y, ).

Como a origem ¢ ponto critico ndo degenerado, temos que A(0) é ndo singular
e dai podemos escrever A(y) = A(0) - B(y) onde B(y) é uma matriz de classe
C! com B(0) = Id. Mas, entdo, em uma vizinhanca suficientemente pequena
de 0 € R” podemos escrever B(y) = C(y)? (exercicio!) com C(y) de classe
Cledai A(y) = A(0) - C(y)%. Como A(y), A(0) sdo simétricas vale A(y) =
(C(»)")? - A(0) e logo (C(»)")* = A(0) - C(y)* - A(0)~" de modo que

(C(3)")? = (A0) - C(y) - A(0)™H)>.
Como y ~ 0 = C(y) ~ Id e também C(y)’ ~ Id, vale que de fato
C(y)' = A(0)-C(y)- A(0).
Dessa forma, para y & 0, temos A(0) - C(y) = C(y) - A(0) e, entio,
A(y) = 4(0) - C(y)* = C(»)" - A(0) - C(y).
Desse modo, temos
SO = (A -, y) = (C)' - A0)-C(») -y, y) = (40)-C(y) -y, C(y) - y)

Por sua vez, a aplicagdo ¥ : y — C(y) - y de classe C'! ¢ tal que

0
VO v =)y +CO) v

Desse modo, ¥/(0) - v = C(0) - v = v e, entdo, ¥'(0) = Id e, logo ¢ ¢é difeo-
morfismo local em uma vizinhanga da origem y = 0. Pomos entdo x = ¥~ 1(y)
para obter sistema de coordenadas definido em uma vizinhanga da origem tal que

n

() =(A0) - x,x) = Y a;;(0)x;x;.

i,j=1
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Agora a matriz simétrica A(0) = (a;;(0)) pode ser diagonalizada e, logo, existe
uma carta local z valida na origem tal que

f(z) = — Zz + Z

j=r+1

onde r ¢ o indice de Morse de f em p. O

6.3 Superficies regulares

Dada uma variedade diferenciavel M podemos estender as nog¢des acima utili-
zando cartas locais. O fato de que as defini¢des de ponto critico, ponto critico ndo
degenerado e de indice de uma fung¢@o em um ponto critico nao degenerado nao de-
pendem da carta local escolhida para M, € consequéncia da Regra da Cadeia e do
fato de que as mudancas de coordenadas sdo difeomorfismos entre abertos de R”.
Assim, enunciaremos o resultado abaixo ja no ambiente mais geral de variedades
diferenciaveis. Evidentemente, o leitor menos familiarizado com essa nogao pode
pensar em M como uma superficie regular no lugar de um aberto em R”.

Recordamos que um subconjunto M C R” é uma superficie regular (de classe
C1) se, para cada ponto p € M, existe uma aplicagio ¢: U C R — W C R”
fortemente diferenciavel (de classe C 1) tal que:

(i) ¢ é uma imersdo, ou seja, Do(x): R7” — RZ( ) ¢ injetiva, Vx € U.
(i) U e W saoabertosep: U — V = W N M é um homeomorfismo.

Nesse caso, dizemos que ¢ : U — V € uma parametrizagdo ou carta local de M
numa vizinhanca de p, e vale o seguinte como consequéncia da forma local das
imersdes (ver Lima (1981)).

Proposi¢io 6.3.1. Dadas duas parametrizagdes ¢: U — V e ¢: U—VdeM,
com K NV # @, temos que a mudanga de coordenadas §~ o@: o~ (VNV) —
¢~ (V N V), é um difeomorfismo. Se ¢ e & sdo de classe Ck k = 1, entio essa
mudanca de coordenadas ¢ um difeomorfismo de classe C*.

Uma colegdo de parametrizagdes € um atlas se suas imagens cobrem a super-
ficie M. A superficie ¢ dita de classe C ke podemos tomar parametrizagdes de
classe C¥ de modo a obter um atlas para M.
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Dado um ponto p € M, tomamos carta local ¢: U CR™ -V C M de M
com p = @(po)- O espacgo tangente a M p ¢é, por definigao, o subespaco vetorial
afim Tp(M) C R definido pela imagem Dg(po) - (R™) C RY. Pela propo-
sicdo anterior, essa defini¢do ndo depende da carta tomada. Também podemos
interpretar 7, (M) como segue.

Proposicdo 6.3.2. Seja C,(M) o conjunto dos caminhos diferencidveis A: ] —
€, €[~ R", com A(r) € M,Vt, A(0) = p. Entdo T,(M) = {1 (0), A € C,(M)}.

A prova desse fato ¢ elementar ¢ a deixamos para o leitor.

Definicdo 6.3.1. Sejam M C R”, N C R? superficies regulares e seja f: M —
N aplicagdo continua. Dado um ponto p € M uma representagdo local de f
em torno de p, aplicagio 1o fog: U — Wondep: U — o(U) C M e
Y: W — (W) C N sdo parametrizagcdes de M e N respectivamente, com p €
eU), f(pU)) C y(W). A aplicacio f é dita diferencidvel (resp. de classe C¥)
em p se podemos tomar ¢ e ¥ de modo que a representagdo local correspondente
para f, seja diferenciavel (resp. de classe C¥) em ¢~ !(p). Dizemos que f é
diferencidvel (resp. de classe C¥) se ¢ diferenciavel (resp. de classe C¥) em todo
ponto p € M.

Utilizando as mudangas de coordenadas e a Regra da Cadeia, podemos mos-
trar:

Proposicio 6.3.3. Seja f: M — N uma aplicacdo continua. Entdo duas repre-
sentagdes locais de f tém a mesma classe de diferenciabilidade.

A proposi¢do acima mostra que a no¢ao de diferenciabilidade independe da
representagdo local tomada.

Defini¢ao 6.3.2. Sejam M uma superficie regular de dimensdone f: M — R
uma func¢do diferenciavel em M.

1. Um ponto singular ou ponto critico de f é um ponto p € M tal que
df(p) = 0.

2. Um ponto singular p de f é ndo degenerado se para algum sistema de coor-
denadas x: U ¢ M — R", p € U, afungdo f ox~!: x(U) — R possui
uma singularidade ndo degenerada em x(p).

Defini¢do 6.3.3. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensdon, f: M —
R uma fungdo diferenciavel, p € M ponto singular de f ¢ E um subespaco de
TyM.
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1. Dizemos que H(p) ¢é positiva (respectivamente negativa), definida em E,
se H(p) -u > 0 (respectivamente se H(p)-u < 0) paratodou € E \ {0}}.

2. O indice de f em p, denotado por ind( f, p), ¢ a maior dimensdo possivel
para um subespaco £ C T, M onde H(p) ¢é negativa definida, isto ¢,

ind(f, p) = max{dim E; E ésubespagode T, M e

H(p)-u<0seu € E\ {0}}.

Teorema 6.3.1 (Lema de Morse). Sejam M uma variedade diferenciavel de di-
menséo n, f: M — R uma fun¢io diferenciavel e p € M ponto singular nao
degenerado de f com ind( f, p) = k. Entdo existe um sistema de coordenadas
x = (x1,...,X,) numa vizinhanga U de p tal que

f@=F(p)=x3@) = = xF@) + 341 (@) + -+ x5(Q)-
Em outras palavras, a fungdo f ¢é localmente equivalente a funcdo
x&»f(p)—x%—...—x,%#—xiﬂ —i—...—l—x,%.
Observagao 6.3.1. Quando n = 2, tem-se trés possiveis formas canonicas:
(@) f(x,y) = f(p)—x> =y
(b) f(x.y) = f(p)— x>+ y>.
© f(x,y) = f(p)+x>+y2

As curvas de nivel das trés alternativas acima sdo representadas na Figura 6.1:

/NN
‘.
NI~

(a) e(c) (b)

Figura 6.1: Formas canonicas
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Defini¢do 6.3.4. Sejam M uma superficie regular de dimensdone f: M — R
uma fungao de classe C? em M. Dizemos que f é uma fungdo de Morse se todos
os pontos singulares sao ndo degenerados.

6.4 O teorema de retracio de Morse

Sejam M uma superficie regular, f: M — R uma fun¢do ¢ a,b € R tais que
a < b. Denotemos por

Mg = f"'(—o0.a) ={peM; f(p) <a)

e Mygp = f'(la.b]) ={peM:a< f(p)<b}

Perguntamos qual a relagdo entre os conjuntos M, e M} sabendo-se que ndo
ha pontos criticos da fungéo f na regido M, \ M, C M, ou seja, sabendo-se que
ndo ha ponto critico xo € M com f(xg) €]a, b[. Tal questdo é respondida abaixo.

Teorema 6.4.1 (Teorema de Morse, Milnor (1963)). Seja f: M — R uma fungio
suave e sejam a, b € R tais que a <b. Suponha que o conjunto M{, 5] seja com-
pacto e nao contenha pontos criticos de f. Entdo M, ¢é difeomorfo a My. Além
disso, M, ¢ um retrato por deformacdo de Mj, de modo que a aplicagdo inclusdo
M, — M} seja uma equivaléncia de homotopia.

Melhor esclarecendo, temos o seguinte resultado, conhecido como Teorema
de retracdo de Morse:

Teorema 6.4.2 (Teorema de Retracdo de Morse). Seja f: M — R uma fungéo
de classe C™ e seja a < b tais que o conjunto [a < f < b] C M é compacto
(e.g., se M é compacta) e ndo contém pontos criticos de f. Entdo as superficies
de nivel [f = a] e [f = b] sdo difeomorfas, de fato [/ < «] é um retrato de
deformagdo de [ f < b]. Em particular, ambas tém o mesmo tipo de homotopia.

Recordamos a definicao de retrato de deformagao.

Definicdo 6.4.1. Sejam X e Y espacos topologicos com ¥ C X subespago. Dize-
mos que Y € um retrato de deformagdo de X se existe uma homotopia continua
re: X - X,t €]0,1],talque ry = Id: X — X (identidade) e rg: X — Y ¢
uma retragdo (isto €, VO‘Y =1d:Y — Y,identidade de V).

Nesse caso, temos uma equivaléncia homotdopica X = Y (ver L3) dada por
ro e pela inclusdo ¥ — X.
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Observamos também o seguinte:

Lema 6.4.1. Sejam f: M — R uma funcdo de classe C¥.k = 1ec € f(M).
Entdo o conjunto [/ = ¢] \ Cr(f) dos pontos p € [f = c], que ndo estdo no
conjunto Cr(f) dos pontos criticos de f, é uma subvariedade de classe C* e
(m — 1)-dimensional de M ™.

Demonstracdo. Suporemos ¢ = 0 por simplicidade. Como f ¢ de classe C!,
temos que se p € [f = 0] \ Cr(f) podemos escolher carta local x: U C
M — x(U) C R™, de M validaem p € U, com x(p) = 0 tal que df(q) #
0.¥g € U, e 2L-(q) # 0.¥q € U. Definimos, entdo, F: x(U) C R™ — R™
pondo F(x1(q),...,xm(q)) = (x1(q),...,xm(q), f(q)),q € U. Obtemos, en-
tdo, F € C k que é um difeomorfismo local em x(U) e, logo, existe uma bola
aberta B(0, €) C x(U) tal que restrita a essa bola F é um difeomorfismo C¥, com
F(0) = 0. Pomos, entdo, £: x"1(B(0,€)) C M — R™ como £(q) := (Fox)(q),
obtendo difeomorfismo C* tal que X 1 (R™1 x {0}) = ([f = 0]\ Cr(f) N
x~1(B(0, €)), o que prova o afirmado. O

Como corolario obtemos:

Corolario 6.4.1. Se f: M — R é de classe C¥ ¢ ¢ é valor regular nio trivial
de f,entdo [f < c] é subvariedade com bordo, de classe C¥, e bordo [f = ¢],
m — 1-dimensional.

M R

[ — N
=

Figura 6.2: Subvariedade com bordo [ f < ¢]
Demonstragdo do Teorema 6.4.2. Inicialmente observamos que a ideia aqui con-

siste em “descer” [ f < b] até [f < a], utilizando o fluxo do campo —V f, possi-
vel pois (na auséncia de singularidades) f ¢ estritamente decrescente ao longo das
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orbitas orientadas de —V f. Restam dois problemas a solucionar, o primeiro se
refere ao fato que V f pode ndo ser completo em M, o segundo refere-se a propria
defini¢do de V f em uma variedade diferenciavel qualquer.

Com relacdo a esse segundo problema, observamos que M pode ser munida
de uma métrica Riemanniana, ou seja, de um produto interno (, ), em cada es-
paco tangente 7, (M) e que varia diferenciavelmente com o ponto p, do seguinte
modo: Se X e Y sdo campos de vetores de classe CK em M, entdo a funcio real
(X,Y): M — R éde classe CX. A existéncia de métricas Riemannianas é um
fato e pode ser obtida facilmente a partir da existéncia de particdes da unidade (ver
Lima (1981), do Carmo (1979), Lima (1961)). Outra forma de definir uma tal mé-
trica em M consiste em utilizar os Teoremas de Whitney (ver Lima (ibid.)) para
produzir uma imersdo de classe C k'de M em RN para algum N € N, digamos
v: M — RV e definir (vyw)p =< d¥(p)-v,d¥(p)-w >parap € M
ev,w € Tp(M), onde <, > denota o produto escalar em RY, fazendo desse
modo ¥ uma imersdo isométrica.

Figura 6.3: Imersdo isométrica

Uma vez munida M de uma métrica Riemanniana, podemos definir o campo
gradiente exigindo que (V f(p),v), = df(p)-v,Yv € Tp,(M),VYp € M.
Utilizando cartas locais, vemos que V f ¢ localmente bem definido, unico e de
classe C*¥~1 (se f € C¥). Podemos, entdo, considerar o campo V f ao 10ng0
de M. Resolvemos agora o primeiro problema, tomando fungéo de classe C¥~!,
p: M — [0, +oo[tal que p = IIVf||2 numa vizinhanga U D V O f~!a,b] etal

que p =0 forade U.
Definimos, entdo, um novo campo de vetores X : = pV f obtendo campo

Ck=1 global em M tal que X = 0 forade U, e X =

Vf cm
IV /T2
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T G g v
[a<f<b] i

[fsa)

Figura 6.4: O campo de vetores X : = pV f

Em particular, por hipotese, X tem suporte compacto em M e, logo, X € com-
pleto (exercicio!). Assim, podemos considerar o grupo a 1-pardmetro gerado por
X, digamos, ¢;: M — M, t € R tal que ¢;+5 = ¢ 0 @s.

Fixado g € M se ¢;,(q) € f1]a, b[, entdo

VS (¢1(9)) ) _ 1
IV £ (@1 (@))]1?

Assim, a correspondéncia t — f(¢;(q)) é afim da forma f(¢;(q)) =t + cte no
intervalo compacto I, := {t, f(¢:(q)) € [a,b]}.

Note agora que ¢p_,: M — M aplica [f < a] difeomorficamente sobre
[f < b]. Definimos finalmente a homotopia r;: [f < b] — [f < b] pondo
re(q) =qseq €[f <aleri(q) = @ra—rig)(9)ssea < f(q) <.

Entdo ro = Id e vé-se facilmente que r; € uma retragdo de [ f < b] sobre
[f <a] O

d
FUe@)|_, = (@@,

6.5 O Teorema de Reeb sobre classificacao das esferas em
termos de pontos criticos de uma funcao

Como saber se um corpo celeste observado no espaco desde grandes distancias ¢
da forma de uma esfera, ou de um toro, ou de qualquer outra forma? Essa parece
ser uma questao bastante facil de responder. Alguns diriam, tratando-se de corpos
celestes, que a gravidade e eventuais movimentos de spin ou rotagdo, fazem com
que os corpos celestes solidos sejam todos esféricos... Muito bem, parece razoavel,
afinal todos os corpos celestes que temos visto em imagens telescopicas, ao menos
os solidos, possuem uma aparéncia esférica, mesmo que tenha sofrida com alguns
impactos. Isso parece tdo razoavel quanto aquele passageiro de um trem que, ao
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passar ao lado de uma fazenda de gado, cuja cerca foi recentemente pintada de
verde, ao ver uma das vacas com manchas verdes no lado direito do corpo, afirma
solenemente: “podemos afirmar com certeza que, neste local, todas as vacas sdo
verdes.”

Na verdade, o estudo da forma geométrica (topoldgica) dos objetos celestes
pode ser uma questao bastante interessante, uma vez que, em um objeto so6lido com
uma superficie em forma de toro, pode comportar fluxos em sua superficie que
apresentam nenhuma singularidade, gerando possivelmente movimentos ¢ cam-
pos eletromagnéticos muito distintos dos gerados por um corpo celeste esférico
(ou seja, pelo spin do nicleo do mesmo). Isso por si s6 ja seria motivagdo sufici-
ente para seguirmos estudando as possiveis formas de tais corpos. A ideia que se
pode propor, entdo, para se descobrir a forma de um tal corpo celeste, seria a de
“monitorar” o comportamento de alguma fun¢@o definida na superficie do corpo,
por exemplo, temperatura, alguma outra emissao de ondas etc. Enfim, a n6s ma-
tematicos cabe entender o efeito na topologia de uma superficie fechada (conexa,
compacta e sem bordo), da combinatoria de pontos criticos de uma fun¢do com
singularidades que comegamos assumindo ndo degeneradas (o que sempre supore-
mos nesta parte deste texto). Tal teoria remete aos trabalhos do genial matematico
americano Marston Morse (1892-1977) que introduziu os principios modernos do
Calculo das Variagdes, assim como os fundamentos da Teoria Moderna dos Cam-
pos de Vetores tipo gradiente e da relagdo entre topologia e singularidades de uma
funcdo em uma superficie. Seu trabalho sobre pontos criticos nao degenerados,
datado dos anos 1930 e que havia passado um pouco desapercebido, foi revisitado
por S. Smale nos anos 1960 e deu origem a toda a Teoria Moderna dos Campos
de Vetores tipo gradiente. Uma consequéncia menos conhecida dos dinamicistas
do trabalho de Morse ¢ o seguinte resultado devido a Georges Reeb, datado de
meados da década de 1950:

Teorema 6.5.1. Seja M™ uma superficie regular compacta, conexa e de dimen-
sdo m. Suponha que M™ admite uma funcdao f: M — R, de classe C?, com sin-
gularidades apenas de tipo Morse que tenha apenas dois pontos criticos. Entdo
M™ é homeomorfa a uma esfera, ou seja, existe uma aplicagdo continua bijetiva
h: M™ — S™ com inversa continua, sendo que S™ é a esfera unitaria em R™m+1L

Demonstragdo. A prova desse teorema se dard em etapas. Inicialmente observa-
mos que, sendo M ™ compacta, a fungdo f admite a0 menos um ponto de maximo
e um ponto de minimo em M™. Teremos, entdo, ao menos dois pontos criticos cor-
respondentes a esses pontos. Como f possui por hipétese apenas dois pontos criti-
cos, temos que estes correspondem exatamente aos pontos em questdo. Chamare-
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mosde N € M™ e S € M™ os pontos de maximo e minimo de f em M™. Como
por hipétese as singularidades de f s@o do tipo Morse, segue que N e S sdo cen-
tros de f. Existem, portanto, vizinhangas U(N) e U(S) de N e S respectivamente
que sdo unides de niveis de f difeomorfos a esferas de dimensdo m — 1 de forma
que tais vizinhangas correspondem a discos fechados de dimensao m, difeomor-
m
fos ao disco unitario D™[1] = {(x1,...,xm) € R™, )" sz. < 1}. De fato, tais
ji=1

vizinhancas sdo obtidas como resultado da escrita local de f em tornode N e S,
respectivamente, nos termos do Lema de Morse. Como b = f(N) > f(S) = a,
podemos, ento, tomar o bordo de U(N) como sendo um nivel f~1(b) de f, dife-
omorfo a esfera S ~! e tomar o bordo de A(S) como sendo um nivel f~!(a) de
f, difeomorfo a S~ ! sendo que a < b. Dessa forma, as regides U(N) e U(S)
sdo disjuntas em M™ e ndo a desconectam. Utilizaremos, entdo, o Teorema de
Retragdo de Morse (também conhecido como Lema de Isotopia de Morse) para
concluir que a regido R = M™ \ (U(N) U U(S)) é simplesmente difeomorfa a
um cilindro S~ x [a, b] e que, em termos topoldgicos, a superficie abstrata M ™
pode ser escrita como a colagem dessas trés partes, U(S) U R U U(N), através
de seus bordos comuns, ou seja, M™ é difeomorfa a colagem de duas tampas (di-
feomorfas ao disco fechado D™[1]) superior e inferior, ao cilindro S~ x [a, b],
através de seus bordos comuns D™ [1] ~ S~ x {a} ~ S™~! x {b}. Evidente-
mente, tal objeto trata-se de uma esfera topologicamente falando.

O

Uma versdo mais geral do Teorema de Reeb acima, pode ser enunciada para
variedades diferenciaveis, um conceito que ainda estudaremos mais adiante neste
texto, que se escreve como:

Teorema 6.5.2 (Teorema de Reeb). Seja M uma variedade compacta de dimensao
n tal que exista uma func¢do de Morse f: M — R com exatamente dois pontos
criticos, entdo M é homeomorfa a esfera S”.
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Figura 6.5: O teorema de Reeb



Imagine-se sentado a beira de um tranquilo lago de dguas paradas. Ao atirar uma
pedra no centro do lago, vocé pode observar pequenas ondas circulares concéntri-
cas formadas, espalhando-se a partir do ponto de impacto. Imagine que vocé ja
viu essa situacdo tantas vezes que, estando de olhos fechados, ¢ acordado por um
ruido. Ao abrir os olhos, observa os tais circulos concéntricos, embora nio veja
mais nenhum ponto de impacto na superficie da agua. Parece razoavel conjecturar
que o ruido, assim como as ondas na superficie do lago, foram criados por algum
objeto que atingiu a superficie e desapareceu. Pois bem, imagine agora que vocé
gostaria de prever a existéncia e a natureza de impactos ou explosdes a partir de
suas ondas de choque. Seria possivel haver, em dimenséo trés, tais ondas esféri-
cas sem que tenha havido um impacto ou explosdo? Seria possivel termos mais
de uma explosdo, gerando, uma vez combinadas, ondas esféricas? O Teorema de
Haefliger, muito embora seu enunciado formal pareca estar bastante distante dessa
contextualizacdo, versa sobre esses temas. Uma maneira de considerarmos versoes
simplificadas do mesmo, que parecem ter relacdo direta com o fenomeno da pedra
no lago acima, ¢ considerarmos campos de vetores definidos em uma vizinhanga
de um disco no plano. Temos especial interesse, por motivos que ficam claros em
um curso de Teoria Geométrica das Folheagdes, no caso de campos transversais
ao bordo do disco em questdo. Ou seja, imaginaremos campos de vetores cujas
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orbitas “entram” no disco e veremos o que se pode dizer neste caso.

7.1 O Teorema de Haefliger

Denotemos por D? = {(x,y) € R?, x?>+ y? < 1} o disco unitario bidimensional
centrado na origem de R2. Denotemos por 2 (D?) o conjunto de todos os campos
de vetores de classe C ! definidos em alguma vizinhanga aberta do disco D? em R2.
Finalmente, denotemos por 2~ (DZ)rh C Z(D?) o subconjunto de tais campos
que sdo transversais ao bordo dD? = S de D2. Observe que tal bordo consiste do
circulo unitdrio S' = {(x, y) € R2?, x2 4+ y2 = 1}. Primeiramente observamos
dois fatos importantes:

1. Uncampo X € & (D2)rh necessariamente aponta sempre para dentro ou
sempre para fora do disco ao longo de seu bordo. Isto se deve ao fato de que
obordo S ¢ conexo e a fungdo que mede o cosseno do angulo entre o campo
e o vetor tangente ao bordo do disco, em cada ponto desse bordo, é continua
e nunca se anula. Esta fun¢do tera portanto sinal constante. Podemos, entao,
amenos trocando a orientacao do campo X, assumir que esse sempre aponta
para dentro do disco desde seu bordo.

2. Sendo o bordo do disco um conjunto compacto, o subconjunto Z (D2)rh -
2 (D?) é um subconjunto aberto, ou seja, uma pequena perturbacdo nos
coeficientes de um campo X € 2~ (Dz)m, que ainda gera um campo trans-
versal ao bordo de D2.

Uma vez dito isso prosseguimos. Lembramos também o seguinte conceito:

Defini¢do 7.1.1. Dado um campo de vetores X de classe C !, em uma vizinhanca
U C R?deum ponto p € U, dizemos que p é uma singularidade tipo Morse de X
se existem uma funcio de classe C? f: V — R definida em uma vizinhanga p €
V C U, com uma singularidade de Morse (i.e., um ponto critico ndo degenerado
em p) e uma funcio de classe C!, g: V — R, tais que em V temos X = gXr,
em que X s denota o campo Hamiltoniano de f.

Em particular, em fun¢do do Lema de Morse, podemos escolher coordenadas
locais (u, v) centradas em p tais que nessas coordenadas podemos escrever uma
das duas formas:

1. X(u,v) = g(u, v)(ZU% —2u%).
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2. X(u,v) = g(u, v)(ZU% + Zu%).

A primeira forma corresponde a uma singularidade tipo centro, na qual todas as
orbitas proximas a p sio fechadas periddicas difeomorfas a circulos u? + v? =
¢, ¢ = 0. Na segunda forma, temos uma singularidade tipo sela e as orbitas pro-
ximas a p sdo dadas em uma vizinhanga de p por hipérboles u> —v? =c, c € R
(neste caso, essa parte corresponde apenas a intersec¢ao da 6rbita com a vizinhanga
na qual temos a validade da escrita acima).

Um campo de vetores X de classe C! em um aberto U C R” sera dito de tipo
Morse se:

1. As singularidades de X em U sdo todas de tipo Morse.

2. Nao existem ligacdes de sela, i.e., ndo existe uma orbita y de X em U que
tenha como w-limite e «-limite duas selas distintas de X em U.

Considere p € D? e X € 2°(D?). Observe que se X ¢ um intervalo transversal
a X ep € D? regular, entio wy(p) intercepta ¥ no méaximo uma vez. Em
particular, uma Orbita periddica de X cruza X uma vez. Esses fatos decorrem
da topologia trivial do disco D?. Uma singularidade de X ¢ chamada de sela ou
centro de acordo com as duas faces do retrato que correspondem a Figura 6.1 (a
esquerda para o centro e a direita para sela). Essas singularidades sdo chamadas
singularidades tipo Morse. Uma singularidade de sela exibe duas separatrizes
estaveis e duas separatrizes instaveis. Um grafo de X é um conjunto conexo I”
formado por selas e separatrizes de sela de modo que se s € I é uma sela, entdo
I' contém pelo menos uma separatriz estavel e uma separatriz instavel de s.

Teorema 7.1.1 (Teorema de Haefliger). Seja X € 2~ h (D?) um campo de classe
cl, tipo Morse e transversal ao bordo do disco D? c R2. Entdo X tem uma
orbita periddica ou um grafo, que tem uma transformacao de Poincaré associada,
7w ]—¢,e[— R, tal que restrita a um dos intervalos | — ¢, 0[, |0, €[ € a identidade e
restrita ao intervalo restante ¢ uma aplicagdo mondtona decrescente ou crescente.

Vejamos a seguir a prova do Teorema de Haefliger acima.

7.2 Prova do Teorema de Haefliger

Seja, entdo, X um campo C! de tipo Morse definido em uma vizinhanga do disco
D2CR?, que seja transversal ao bordo do disco. Lembramos que, por hipétese,
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o campo X possui apenas singularidades de tipo Morse em D?2. Observe que a
hipotese de que as singularidades s@o do tipo Morse ¢ fundamental. De fato, o
campo radial X(x,y) = x% + y% é real analitico em R? e é transversal ao

bordo de D?, porém possui uma singularidade tipo radial nio Morse na origem
0 € R2.
Vamos a prova que ¢ baseada nos seguintes lemas:

Lema 7.2.1. Seja X campo como no Teorema de Haefliger. Denote por ¢ o niumero
de singularidades tipo centro de X em D? e por s o niimero de singularidades tipo
sela. Entdoc = s + 1.

Demonstragdo. De fato, utilizaremos um fato de Topologia Algébrica, conhecido
como Teorema do Indice de Euler—Poincaré—Hopf. Dada uma singularidade p do
campo X, definimos o seu indice como sendo +1 se o determinante jacobiano de
X em p tem sinal positivo, e como sendo —1 caso esse seja negativo. Lembramos
que, por hipdtese, as singularidades de X em D sdo centros ou selas. Em um cen-
tro, temos determinante positivo (igual a +4 se tomamos apenas o hamiltoniano
de x? + y?) e, em uma sela, temos determinante jacobiano negativo (igual a —4 se
tomamos apenas o hamiltoniano de x2 — y?). O Teorema de Euler—Poincaré—Hopf
diz que, para um campo transversal ao bordo do disco, a soma dos indices de suas
singularidades, assumindo que todas sejam de determinante jacobiano diferente
de zero, ¢ sempre a mesma. No caso do disco, se tomamos o campo radial verifi-
camos que tal soma deve, entdo, ser igual a +1. Dessa feita, para nosso campo X
acima, devemos ter c —s = 1, ouseja,c = s + 1. O

Primeira parte da prova do Teorema de Haefliger. Consideramos agora o caso em
que ndo temos nenhuma singularidade tipo sela para X em D?2. Nesse caso, em
fungio do lema anterior, temos um tUnico centro p € D?, obviamente fora do
bordo S! = dD2. Comegamos considerando as 6rbitas periddicas do campo X
em uma vizinhanga W de p no interior de D? na qual vale o lema de Morse para
X . Usando o Lema de Zorn, concluimos que existe uma orbita periddica ypmax de
X contida no interior de D? tal que p estd no interior da regido plana R(ymax) li-
mitada por Ymax € tal que Ymax € maximal no seguinte sentido: no existe nenhuma
oOrbita periodica y tal que todas as orbitas de X na regido R(}) limitada por y
sejam periodicas e tal que R()) contém propriamente a regido R(Ymax)-

Fazemos também a seguinte observagio: dado um ponto ¢ € S! = 9D? do
bordo do disco, a orbita y, de X por g esta definida para todo ¢ = 0 (isso ¢ facil,
uma vez que y4 entra e ndo sai mais da regido D2, ja que X sempre aponta para
dentro de D? desde S!). Assim, podemos considerar o conjunto w-limite de y,
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que denotaremos simplesmente por w(g). Pelo Teorema de Poincaré—Bendixson,
tal conjunto sera uma orbita periddica: de fato, esse ndo pode ser uma singulari-
dade por somente haver uma e essa ser do tipo centro. Também ndo podera ser
um grafo por essa mesma razdo. Assim, necessariamente w(q) trata-se de uma or-
bita periddica y, C D?, que necessariamente contém uma singularidade na regido
R(yq) e, logo, tal singularidade serd p. Assim, pela maximalidade de ymax, neces-
sariamente yYmax N0 esta contida em uma faixa de orbitas periddicas, sendo que
isso acontece apenas de um dos lados dela. Ou seja, a transformagao de Poincaré
associada a Ymax € igual a identidade de um dos lados (o lado interior de R(¥max)
de Ymax, sendo uma transformagdo monotona do outro lado (o lado exterior de
R(Ymax)), encerrando esse primeiro caso em que ha apenas uma singularidade. [

Prova do caso geral. Vejamos agora como provar o caso geral, em que ha um na-
mero qualquer de singularidades tipo sela. Vamos usar indugao sobre tal nimero
de selas s. O caso s = 0 ja foi provado acima. Suponhamos que s = 1 e que o
teorema estd demonstrado para campos com até s — 1 selas. Temos ¢ = s + 1
centros de X em D?. Dado um centro p, consideremos a regido R(p) C D?
interior a D? tal que R(p) ¢ a regido maximal, segundo a inclusdo de conjuntos,
com a seguinte propriedade: toda orbita de X em R(p) diferente de p ¢ perio-
dica. Pelo Lema de Zorn e pela transversalidade de X com o bordo de D2, tal
regidio maximal existe e esta inteiramente contida no interior de D2. Vejamos as
possibilidades para o bordo I'(p) := dR(p). Como R(p) é invariante, I'(p) sera
uma unido de orbitas e singularidades de X . Claramente I"(p) ndo pode conter ne-
nhum centro de X. Também ndo pode R(p) conter mais de uma singularidade de
X, pois tal singularidade é o proprio centro p. Caso I'(p) ndo contenha nenhuma
singularidade de X, entdo esta serd uma Orbita periddica de X e sua transformacao
de Poincaré sera necessariamente do tipo anunciado: igual a identidade na parte
interior a R(p) ¢ mondtona na parte exterior a R(p). Podemos assumir, entdo,
que cada centro p origina uma regido R(p) cujo bordo contém uma sela ¢(p) de
X. Como ha mais centros do que selas, necessariamente devemos ter ao menos
dois centros p1, p» tais que as regides R(p1) e R(p2) compartilham uma mesma
sela ¢ em seus bordos, o que nos d4 uma das configuragdes descritas nas figuras
abaixo:
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Figura 7.1: Grafos

Como se pode observar, podemos modificar o campo X em uma regido R C
D? de modo que, 0 novo campo X, ainda tenha apenas singularidades tipo Morse,
sendo transversal (igual a X em uma vizinhanca do) ao bordo S! e de modo que
X admita um centro ¢ uma sela a menos. Outra propriedade importante dessa
cirurgia, no campo X, ¢ que o campo resultante X admite, fora da regido R, as
mesmas transformagdes de Poincaré associadas a suas Orbitas. Usando agora a
hipotese de indugdo, uma vez que X possui uma sela a menos que X, concluimos
que X satisfaz a conclusdo do teorema de Haefliger. O mesmo valera para X,
visto que a transformacdo de Poincaré unilateral associada a X correspondera a
uma transformagdo de Poincaré de X, que também sera unilateral. O
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centro sela

Figura 7.2: O teorema de Haefliger

7.3 Inexisténcia de campos analiticos
Vejamos agora uma belissima consequéncia do Teorema de Haefliger:

Corolario 7.3.1. Ndo existe campo de vetores real analitico X € X ’h(Dz), tipo
Morse e transversal, ao bordo do disco D* C R2.

A prova ¢ imediata, uma vez que a transformagdo de primeiro retorno associ-
ada a um ciclo limite ou um grafo, sendo o campo de vetores real analitico, tam-
bém sera analitica real. Por outro lado, pelo principio da identidade, uma funcao
real analitica 7 : (] — €, €[, 0) — (R, 0) que seja a identidade de um dos lados de
]—e€, €[\{0} sera a identidade, o que impede a existéncia de ciclos limites ou grafos
com transformagao de primeiro retorno unilateral como no teorema de Haefliger.

Uma consequéncia mais profunda refere-se a inexisténcia de folheagdes reais
analiticas de codimensdo um em variedades compactas com grupo fundamental
finito, por exemplo, nas esferas S”,n > 2. Em verdade, essa ¢ a real formulagao
original do Teorema de Haefliger. Tal resultado pode ser obtido rapidamente a
partir do teorema que provamos para campos transversais ao bordo do disco. Basta
usar um pouco de transversalidade e aproximagdes. O leitor que chegar até o final
deste texto tera plenas condigoes de fazé-lo.



Perturbacao,
estabilidade
estrutural e o
teorema de
Peixoto

Este capitulo é dedicado ao estudo de campos de vetores em dimensdo n = 2,
que sdo transversais ao bordo S”~! do disco fechado D” C R”. Notadamente
estudamos a teoria da perturbacdo de tais campos, mais precisamente sua estabili-
dade estrutural, sendo que na parte final enunciamos o teorema de Peixoto para o
caso de dimensdo n = 2. Comegaremos, entretanto, com alguns fatos gerais, para
campos em abertos do espaco euclidiano.

8.1 Introducao a Teoria da Perturbacao

Neste paragrafo, iniciaremos o estudo da Teoria da Perturbacdo em Sistemas Dina-
micos. Abordaremos a persisténcia de singularidades e de orbitas periddicas para
campos de vetores. Para isso, é necessario introduzirmos uma topologia no espago
dos campos de vetores de classe C” em um dado aberto de R”.

Seja U C R”™ um subconjunto aberto e denote por X" (U) o espago vetorial
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dos campos de vetores de classe C" em U. Se r = 1, entdo X" (U) pode ser
munido da seguinte norma C!:

X1 := supi| X(p)I. [IDX(p)|: p € Uj.

Em particular, podemos ter | X ||; = oco. As vizinhangas em ¥!(U) sio, ento,
conjuntos que contém um aberto da forma{Y € £(U), |Y —X |1 < €}, paraalgum
€ > 0.

Observacio 8.1.1. ¥!(U) munido de | - || é um espaco vetorial normado, ou seja,
| - || é positiva definida, que satisfaza |A- X || = |A|- | X|. VA e R, X € (V)
e vale a desigualdade triangular.

Demonstragdo. Exercicio! O

Definicdao 8.1.1. Uma singularidade p de um campo de vetores diferenciavel X
¢ dita uma singularidade simples se sua derivada DX (p) ¢é inversivel (ver Spivak
(1979)).

Teorema 8.1.1. Sejam X € X1(U) e p € U uma singularidade simples de X.
Entdo existem vizinhanga p € V' C U e vizinhanca X € n C £(U) tais que qual-
quer Y € 7 possui singularidade em V. Além disso, dado € > 0, podemos tomar
Y tal que ||Y — X |1 < €. Se p é singularidade hiperbolica de X, entdo podemos
tomar V, n suficientemente pequenas de modo que cada Y € 7 possua uma tinica
singularidade hiperbolica em V' e de mesmo indice que p como singularidade de
X.

O Teorema acima ¢ de fato um resultado sobre espacos de fungdes, mais pre-
cisamente, sobre estabilidade de difeomorfismos em classe C'. Apresentaremos,
portanto, uma prova com esse ponto de vista mais geral.

Proposicdo 8.1.1. Sejam X : U — R” um campo de vetores C! e p € U singu-
laridade simples de X . Existem vizinhangas abertas 7 de X em X1 (U) e V de p
em U, de modo que se Y € 7, entio:

(1) Y‘V ¢ injetiva.
(i) X(p) € Y(V).

O Teorema 8.1.1 seguira da Proposi¢do 8.1.1 acima.
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Prova da Proposi¢do 8.1.1. Dividiremos a prova em passos fundamentais:

Passo 1. Sejam ¢ > ||[DX(p)~!| > 0e V C U vizinhanca de p tais que
IDX(x)7Y < ce||DX(x) — DX(y)|| < % Vx,y € V. Entdo X‘V ¢ inje-
tiva.

Demonstracdo. Sejamx € V e0 # v € R”, entdov = DX(x)"1(DX(x)-v) de
modo que |v| < [|[DX(x)!-|DX(x)-v],elogo, | DX (x)-v| > %|v| Sejamx, y €
V onde y = x 4+ v. Podemos supor que V' é uma bola convexa. Assim sendo,
x +tv e V,Vt € [0, 1], de modo que estd bem definida a aplicag¢do f: [0,1] —
R”, f(t) = X(x +tv) que é de classe C! e satisfaz £(0) = X(x), f(1) = X(y).
Pela Regra da Cadeia, temos que /() = DX (x + tv) - v e assim, pelo Teorema
Fundamental do Calculo, temos que:

1 1
X(y)— X(x) =f0 f/(t)dt=/0 DX(x 4+ tv)-vdt

1
1
= / DX(x)-vdt + /[DX(x +tv) — DX(x)]-vdt.
0 0
Isto nos d4 a seguinte estimativa

1
| X(x) — X(»)| = |DX(x) - v| —/0 DX (x + tv) — DX (x)| - |v|dt.

Das desigualdades anteriores obtemos entdo que | X(x)— X (y)| > %|v| — % |v]
0 que prova a injetividade de X em V. O

Passo 2. Tome B C U bola compacta de centro p e tome § > 0 tal que § <
%min{|X(x)|,x € dB}. Entdo X(B) D B(0,§).

XB)

Figura 8.1: X(B) D B(0,6)
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Demonstragdo. Fixemos u € B(0,8). Seja xo € B um ponto de minimo da
fung¢do %|X(x) —u|?,x € B. Observe que, dado x € B, temos que | X (x) —u| =
| X(x)=X(p)|=|X(p)—u| = [X(x)|—[u] > 26—5, assim [ X (x)—u| > § > | X(x)|
de modo que | X (x)| ndo é minimal se x € dB. Desse modo, xo & dB. Pela Regra
da Cadeia, temos que %|X (x) — u|? é diferenciavel com derivada em xo dada por
T:R" > R, wr (X(xg) —u, DX(x¢) - w). Como xq é ponto critico e ponto
interior de B, devemoster 7 = 0. Por outro lado, como DX (xg) € invertivel (pois
X é declasse C! e DX(p) é invertivel) existe w € R” tal que DX(xg) - w =
X(xg) —u. Assim, 0 = T(w) = (X(xo) — u, DX(x0) - w) = |X(x0) —u|?®e
portanto, X (x¢) = u. O

Passo final. Existe ¢ > Otalque T € L(R"), |[T — DX(p)|| <¢ = T ¢
invertivel. Por outro lado, como x — DX(x) ¢é continua, segue que existe uma
vizinhanga p € V C U demodoque x € V — ||DX(x) — DX(p)| < %c,
de modo que Y € ¥1(U), |DY(x) — DX(p)|| < %C,VX eV = DY(x)¢
invertivel. Seja, entdo, n C X!(U) a vizinhanga assim definida de X em ¥!(U).
Tomemos b > ||DX(p)~'||. Como a operagdo GL(R") <=, T + T~! é continua,
existem vizinhangas X € n; C X' (U)ep € V3 C V taisque Y € ny e
x €Vy = ||[DY(x)"!|| < b. Podemos diminuir essas vizinhangas de modo a
obter também

1
|IDY(x)—DY(y)| < Z,Vx,y e V,VY €.

Segundo o primeiro passo, temos que Yen = Y ‘ 4 ¢ Injetiva para qualquer

bola A C V;. Fixemos uma tal bola V centrada em p, denotemos por B C V uma
bola compacta centrada em p e tomemos § > 0 como no segundo passo acima.
Existe, entdo, vizinhanga 7 C n; C ¥'(U) talque Y € 7 == min{|Y(x) —
Y(p)|,x € 0B} > 286 > 0. Seguequese [u—Y(p)| <deY €7, entdiou € Y(B).
Isso prova a Proposicao 8.1.1. O

A seguir discutimos a persisténcia de orbitas fechadas. Comegamos com a
seguinte definicao.

Definicdo 8.1.2. Sejam X um campo de vetores diferenciavel no aberto U C R”
e y C U orbita periddica de X. Denotemos por ¢(¢) uma trajetéria de X com
p = ¢(0) € y. Entdo o periodo de y é o periodo da fung¢do ¢(¢). Denote agora
por m: Y9 C ¥ — X a transformacdo de Poincaré de y na secdo transversal
local p € Xy. Dizemos que p € ponto fixo Aiperbolico de w se D (p) ndo possui
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autovalor igual a 1 (tal fato independe da se¢do Xy tomada e do ponto p € y
escolhido (verifique!)). Nesse caso, diremos que y ¢é orbita periddica hiperbolica
de X.

Teorema 8.1.2. Sejam X : U — R" um campo de vetores C', y C U uma érbita
periodica hiperbolica de X e V. C U uma vizinhanga de y. EXxiste, entdo, vizi-
nhanca n C XY (U) de X tal que se Y € n, entdo Y possui uma 6rbita periodica
hiperbolica yy C V.

Demonstragdo. Primeiramente estabeleceremos a notacdo a ser utilizada. Seja
79 > 0 o periodo de y e suponhamos que O € y. Denotemos por t: Yo — R a
aplicacdo de classe C! tal que 7(0) = 79 e 7(z) = ¢(1(z), z) onde ¢ é o fluxo
local de X numa vizinhanga de y. Tomemos X relativamente compacta (de fecho
compacto) em U de modo que dado € > 0 existe § > 0 com a propriedade de
que Y € X1(U),|Y(x) — X(x)| < §,Vx € ¥y = X ¢ também uma segio
transversal local para Y em 0 e existe uma aplicagio de classe C! p: Xo — R tal
que
lp(x) —7(x)| <€, ¥(p(x).x) € X, Vx € X

(onde ¥ denota o fluxo local de Y numa vizinhanga de y) e

[¥(p(x). x) —(x)| <€, Vx € Xp.

Em particular, podemos definir uma espécie de aplicagdo de Poincaré para Y
pondo ry : ¥o — X, my(x) = ¥ (p(x), x).

Afirmacio 8.1.1. Dadosa > 0ecompacto K C U, paracadae; > 0, existe §1 >
Otalque | X =Y | <81 = ||Dpsi(x)— Dy (x)| < €1, Vt € [—a,a],Vx € K.

Essa afirmacao segue basicamente da dependéncia continua das solugdes com
respeito as condigdes iniciais.

Juntando o que obtivemos acima, concluimos que, dado €, > 0 qualquer, po-
demos obter 8, > 0 com a propriedade de que Y € ¥1(U),||Y — X|| <§ =
|m(x) — ny (x)] < €2, |[Dn(x) — Dy (x)| < €2, Vx € Xy. Procuramos por
orbitas periddicas de Y, buscando pontos fixos de wy, ou seja, zeros da aplica-
¢io F: ¥y — E"! onde E”! ¢é o hiperplano (= R”~!) contendo Xy, que
¢ dada por F(x) = ny(x) — x. Seja G: ¥y — E a aplicagdo correspondente,
associada a X, isto ¢, G(x) = m(x) — x. Entdo G é de classe C!, G(0) = 0
e DG(0) = Dn(0) — Id, onde I: E <« ¢ a aplicagdo identidade. Como y
¢ hiperbolica, segue que D G(0) ¢ invertivel e, logo, podemos obter vizinhanca
GeMc ¥ (X)) talque H € M = H possui um tinico zero em X (ver
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Proposicdo 8.1.1). Desse modo, podemos também tomar §, pequeno o suficiente
de modo que Y € X1(U),||Y — X|| < 8 = F € M e, logo, F possui
um unico zero em Xy e logo Y possui uma unica orbita periddica yy em uma
vizinhanga de y, obtida saturando-se Xy por Y. Podemos também tomar essa or-
bita contida em qualquer vizinhanga V' C U de y. O resto da demonstragao (a
hiperbolicidade de yy) deixamos a cargo do leitor. O

8.2 Um pouco de estabilidade estrutural e o Teorema de
Peixoto

Nesta se¢do, abordaremos alguns resultados classicos sobre estabilidade estrutural,
finalizando a apresentagdo do teorema de Mauricio Peixoto sobre caracterizacio
dos campos de vetores estruturalmente estaveis no disco plano, entre os que apon-
tam para dentro desde o bordo. Observamos que ndo estamos na situagio estudada
no teorema de Haefliger, uma vez que nesse caso as singularidades do campo no
disco sdo supostas do tipo Morse, em particular, estdo muito distantes de singula-
ridades hiperbolicas.

Mas o que ¢ estabilidade estrutural? A4 grosso modo os campos de vetores
estruturalmente estdveis sdo aqueles que tém uma dindmica sem propriedades sin-
gulares, que pudessem ser destruidas com pequenas perturbacdes do campo. Lem-
bramos primeiramente o seguinte resultado fundamental devido a Hartman:

Teorema 8.2.1 (Teorema de Conjuga¢do de Hartman). Sejam X : U — R” um
campo de vetores de classe C! e p € U singularidade hiperbolica de X . Existem
vizinhanga W de p em U e homeomorfismo #: W — B(0,¢) C R” que conjuga
X ‘ w arestricdo do campo linear DX (p) a bola B(0, €).

Sabemos que dois sistemas lineares hiperbolicos em R” sdo topologicamente
conjugados se e somente se t€m o mesmo indice de estabilidade. Assim, o teo-
rema acima nos permite deduzir que os campos de vetores que possuem dindmica
estruturalmente estavel proximo a um ponto singular sdo os que exibem singulari-
dades hiperbdlicas. Por outro lado, devido ao Teorema do Fluxo Tubular, a nogao
de estabilidade estrutural ndo ¢ interessante em uma vizinhanga de um ponto regu-
lar. Mas vejamos uma defini¢do formal de estabilidade estrutural. Como estamos
interessados apenas no caso local, vamos nos restringir a campos no disco, mais
do que isto, a campos de vetores que sdo transversais ao bordo do disco unitario
fechado em dimensao 7, que denotaremos por D” = {x € R”,|x| < 1}. Como
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antes, denotamos por X! (U) o espago dos campos de vetores de classe C! no
aberto U C R”, munido da topologia C!.

Dado um campo de vetores X € X1(U) onde U D D", transversal ao bordo
dD”, temos que, a menos de mudanca de orientagdo, podemos supor que X aponta
para dentro de D”.

Agora, se Y € X¥!(U) é suficientemente proximo de X, entdo claramente
também Y aponta para dentro de D”.

Definicao 8.2.1. Dizemos que X, como acima, € estruturalmente estdvel se existe
uma vizinhanga n C X1(U) de X talque Y € n == Y é topologicamente
conjugado a X em D", ou seja, os fluxos de Xy e Yy de X e Y sdo conjugados por
um homeomorfismo 4 : D” — D" do disco:

h(X/(x)) = Y (h(x)), Vx € D".

Evidentemente uma conjugagdo topologica preserva singularidades e orbitas
periddicas. Em particular, de acordo com o que observamos acima, as singularida-
des de X em D" devem ser hiperbdlicas. Por outro lado, o Teorema de Poincaré—
Bendixson garante a existéncia de pelo menos uma singularidade de X em D”.
Assim, enunciamos o mais simples resultado a respeito da estabilidade estrutural
de campos como segue:

Teorema 8.2.2. Seja X: U D D" — R” um campo de vetores de classe C1,
apontando para dentro de D” e tal que a origem ¢ a inica singularidade de X em
D", sendo essa singularidade um atrator (pogo). Suponha também que, para todo
x € D", temos z—1>1£rn X:(x) = 0. Entdo X ¢é estruturalmente estavel em D”.

o0

A demonstragdo pode ser entendida do seguinte modo: dado Y € ¥!(U) su-
ficientemente proximo de X, temos que Y também aponta para dentro de D” e
possui uma unica singularidade (que ¢ um poco) situada proximo a origem. Pode-
mos, entdo, definir a conjugacgdo partindo da identidade no bordo dD” e seguindo
as trajetorias de X e Y simultaneamente, de modo a preservar o tempo ao longo
dessas curvas de fluxo. Veremos que de fato isso pode ser feito de forma a obter-
mos um homeomorfismo.

Utilizaremos uma noc¢ao 1util também em outros problemas:

Defini¢do 8.2.2. Seja p uma singularidade do campo de vetores X : U — R”. A
bacia de atragdo de p consiste do conjunto I, dos pontos g € U tais que X;(q)
esta definido para todo ¢ = 0 e tem hT X:(q) = p.

t—>+00
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Observacao 8.2.1. Prova-se usando a dependéncia continua da solugdes com res-
peito as condigdes iniciais que I, = {p} ou I', \ {p} é aberto. Se p é um pogo
atrator, entdo I, contém uma vizinhanga de p.

Lema 8.2.1. Existem produto interno ((,)) em R”, vizinhanca n C ¥1(U) de X
e raio positivo r > 0 tais que se ¥ € n, entdo Y possui uma Unica singularidade
p(Y) em D", que estd localizada na bola B(0,r) = {x € R", ((x,x)) < r2}. Tal
singularidade € um pogo atrator, B(0, r), que contém a bacia de atracdo de I',(y)
e € positivamente invariante pelo fluxo de Y.

Demonstragdo. Usando a caracterizagdo dos atratores que demos anteriormente,
obtemos a existéncia de um produto interno ((, )) em R” com a propriedade de que
existem r > 0,8 > 0 tais que 0 < ((x, x)) < r? = (X(x),x) < 8(x,x)).
Em particular, B(0,r/2) C Iy esta na bacia de atra¢do da origem, e X(x) aponta
para dentro ao longo do bordo 9B (0, r/2). Assim, podemos obter vizinhanga ny C
%1(U )yde X talque Y € n; = Y também aponta para dentro ao longo de
dB(0,r/2). Denotemos por | .|| a norma induzida por ((,)) em R”. Podemos

obter € €]0,r/2[,v > 0 tais que || x|| < ¢ = B(0, r/2) C B(x,v) C B(0,r).
Finalmente notemos que, dado Y € 7y, temos para x € B(p(Y), v) vale

(Y(x).x = p(¥)) = (X(x—pX)).x—p))
+(Y(x) = X(x = p(Y)),x = p(Y))

<Slx = pMI? + (Y (x) = X(x = p(Y)), x = p(Y))).

Agora, como Y(x) — X(x — p(Y)) se anula em x = p(Y) e a norma de sua
derivada é majorada por

DY (x) = X(x = p(Y)) < [DY(x) = DX(x)[ + [ DX (x) = DX (x — p(Y))

temos que (como | X —Y||; - 0 = || DX(x)—DY(x)| = 0, x—p(¥Y) — 0
e, logo, também || DX (x)— DX (x— p(Y))|| — 0 uniformemente na bola B(0,r)),
se || X — Y'||1 é pequena o suficiente entdo Y (x) — X(x — p(Y)) vai ter constante
de Lipschitz pequena o suficiente, de modo a garantir que, dado qualquer §; > 48,
podemos obter
(Y(x),x = p(Y)) < 81]x — p(M)]*.

Desse modo, podemos (intersectando essa nova vizinhanga com a vizinhanga 1
anteriormente obtida) obter vizinhanga X € n C X¥1(U) tal que Y €En =
I'pyy D B(p(Y) V), e também Y aponta para dentro ao longo de BB(O r/2).

p
Isso prova o lema. O
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Prova do Teorema 8.2.2. Suporemos (apenas por simplicidade da notagdo) que o
produto interno ((, )) do lema anterior coincide com o euclidiano. Primeiro observe-
mos que as trajetorias orientadas de X ndo escapam de D" por causa da orientagdo
de X ao longo do bordo compacto dID”. Desse modo, D" é positivamente invari-
ante e existem 7 > 0 e vizinhanga 7 C £ (U) como no lema anterior de modo que
Y € n = Y aponta para dentro ao longo de dD”. Assim, D" ¢ positivamente
invariante também para Y € 7. Existe cobertura aberta finita U;, j = 1,....k
de dD" talque U; C U,3t; > 0comy € U;,t = t; = |X:(y)| <r. Seja,
entdo, to = t;,Vj =1,...,k. Dessemodo, t = tp = X;(D" \IntB(0,r)) C
B(0,r). Mas, ento, a continuidade das solugdes com respeito aos coeficientes da
equacdo diferencial nos garante que se diminuirmos suficientemente a vizinhanga
n podemos supor que Y € n = Y;(D” \ Int B(0,r)) C B(0,r),Vt = to. Mas,
entdo, x € D" = Y (x) € B(0,r) = Yi, € I'y(y) e, logo

lim Y;(x) = p(Y),Vx € D" (8.1)
t—+o00

Além disso, podemos concluir que y € D"\ {p(Y)} = y = Y;(x) para algum
t = 0ealgum x € dD”, o _

Assim, as aplicagdes de fluxo Y, X : [0, oco[xdD”" — D" definidas por Y (¢, x)
Y;(x) e X(t,x) = X;(x) respectivamente, tém como imagem D” \ {p(Y)} e
D™ \ {0} respectivamente. Fixamos agora Y € 1. Definimos, entdo (pensando na
ideia original da prova), a aplicag@o

h:D" - D", h(x) =Y o (X) 1 (x),x # 0, h(0) = p(Y).

Entdo h(X;(x)) = Yi(x),Vx € D", ¢ = 0. Temos que & ¢é sobrejetiva e sua conti-
nuidade fora da origem ¢é garantida pela continuidade dos fluxos e de suas inversas.
A continuidade de / na origem ¢é garantida pela condigdo (8.1) acima. Como pode-
mos definir a inversa de /& simplesmente permutando X e Y na construgo acima,
temos que £~ ¢ continua e, logo, & é um homeomorfismo conjugando os fluxos
de X e Y, como queriamos. O

Figura 8.2: Conjugacdo dos campos X ¢ Y
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A respeito da estabilidade estrutural ndo poderiamos deixar de citar o seguinte
resultado classico em dimensdo 2 devido a M. Peixoto (ver Peixoto (1969)):

Seja %(1)(U ) o subconjunto de ¥ (U) dos campos que apontam para dentro de
D2.

Teorema 8.2.3 (M. Peixoto, Peixoto (ibid.)). O conjunto dos campos X € %é(U )
que sdo estruturalmente estaveis em D2 ¢ aberto e denso em EE(I)(U ). Esse conjunto
¢ caracterizado pelas seguintes propriedades:

(i) as singularidades de X sdo hiperbdlicas e ndo ha ligacdes de selas.

(i1) as orbitas fechadas sdo atratores periddicos ou repulsores periddicos.
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Equacoes diferenciais em
variedades diferenciaveis
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Nesta segunda parte do texto, estudaremos equagdes diferenciais, campos de ve-
tores e dindmica em ambientes mais gerais do que estudados até o momento. Ou
seja, estamos partindo do mundo composto apenas por abertos de espagos e super-
ficies regulares para o universo das superficies abstratas, ou seja, das variedades
diferenciaveis. Esse modelo de ambiente € mais geral e comporta mais exemplos
e modela mais situagdes, uma vez que nem sempre ¢ claro que um espacgo de para-
metros no qual se considera um sistema dindmico, seja uma superficie regular em
algum espaco euclidiano de forma natural.

Com esse objetivo, desenvolvemos o material necessario para o estudo pro-
posto. Comegamos com as defini¢des e principais propriedades e construgdes das
variedades diferenciaveis, seguindo para as pedras fundamentais da Teoria das
Variedades Diferenciaveis. O leitor que até aqui chegou é convidado a seguir e
apreciar os temas propostos no restante deste texto.
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9.1 Espacos topologicos e fun¢des continuas

Ideias s3o fundamentais, sem elas a ciéncia ndo avanga. Porém, as ideias podem
se perder se ndo as colocamos devidamente. Para isso, ¢ necessario termos uma
boa linguagem, que em sistemas dinamicos e geometria depende de nogdes de
topologia bem estabelecidas. Vamos a esse tema entdo.

9.1.1 Topologias

Nesta se¢do, introduzimos a nogao e as propriedades basicas dos espagos topolo-
gicos. Seja X um conjunto de pontos.

Definicéo 9.1.1 (Topologia). Uma topologia em X € uma colegdo t de partes de
X, chamadas conjuntos abertos, com as seguintes propriedades:

(i) @ e X pertencem a t.
(ii)) Se Ay,..., A, sdo em 7, entdo a intersecgdo A; N ... N A, € 7.
(iii) Se (Aj)iea € uma colecdo cujos elementos sdo em 7, entdo Uy c 44 € T.

Um espaco topoldgico é um par (X, 7) onde 7 é atopologia em X . Dizemos que o
espago topologico é Hausdorff se para qualquer par de pontos distintos, x # y em
X, existem conjuntos abertos U,V € tcomx € U,y € VetemosU NV = 0.
Em outras palavras, ¢ possivel separar pontos em X usando o conjuntos abertos
de t.

Exemplo 9.1.1. Dado qualquer conjunto de pontos X, podemos introduzir a ftopo-
logia cadtica cujos Unicos conjuntos abertos sdo @, X .

A ideia que a topologia ¢ um tipo de medida em um conjunto nos diz que
essa topologia, sempre definida, é ndo muito interessante. Podemos procurar por
topologias mais finas.

Exemplo 9.1.2. Seja (X, d) uma espago métrico. Isto significa que no conjunto X
temos definida uma fungdo d : X x X — [0, +00[ com as propriedades seguintes:

(1) d(x,y)=d(y,x),Vx,y € X.
(i) d(x,y) =0 x = y.
(i) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z),Vx,y,z € X.
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Um bom exemplo é dado por X = R” e d = distancia euclideana. Entdo
(X, d) admite topologia naturalmente definida, induzida pela métrica d. O con-
juntos abertos da qual sdo definidos como segue: um subconjunto U C X ¢é aberto
se para qualquer p € U existe § > Otal queobola{x € X,d(x, p) < &} é contida
emU.

A topologia ¢ chamada metrizavel quando existe uma métricad : X x X —
[0, +00[ em X cuja topologia induzida coincide com a original. Nem todas topo-
logias sdo metrizaveis. Uma questao interessante em Analise Funcional ¢ decidir
se certas topologias em espagos duais a um espago de Banach sdo metrizaveis.

A fim de introduzir uma topologia em X nao € necessario descrever todos os
seus conjuntos abertos, basta descrever uma base de conjuntos abertos.

Defini¢ao 9.1.2. Uma base de conjuntos abertos em um espaco topologico (X, 7)
¢ uma colecdo B C t com a seguinte propriedade: qualquer subconjunto aberto

A € 1 se escreve como uma unido A = | J B) de elementos By € B.
reA

Proposicio 9.1.1. Seja (X, t) um espago topologico. A colecdo B C t é uma
base se e somente se para qualquer conjunto aberto A € t e ponto qualquera € A4
existe B, €e Bcoma € B, e B, C A.

Demonstragdo. Suponhaque B C t éumabase. Sejam A € t um conjunto aberto
ea € Aum ponto. Como B ¢ uma base temos que A = | J, 4 B; onde B) € B
ecomoa € Aexiste A € Atalque By € Bcoma € By C A. Basta tomar
B, = Bj. Reciprocamente, seja A € t um conjunto aberto. Por hipdtese, para
cadaa € Aexiste B, € Becoma € B, C A. Logo {a} C B; C A e portanto
A =Uzeata} CUzeq Ba C A,donde A = |, ey Ba- O

Usando essas mesmas ideias podemos enunciar:

Proposicao 9.1.2. Dada uma cole¢do B de partes de X, podemos construir uma
topologia em X tendo BB como uma base se ¢ somente se:

1. Para qualquer x € X, existe B € Bcom x € B.
2. Sex € By N By com B; € B, entdo existe B € Becomx € B C B N B>.

Exemplo 9.1.3 (Topologia produto). Sejam agora (X1, t1),..., (Xu, Tn) €spacos
topologicos. No produto cartesiano X = X; X ... X Xj, podemos introduzir a
produto topologia com uma base dada pela colecdo B = 11 X ... X 7,. Usando o
Proposi¢ao 9.1.2 acima, concluimos que efetivamente B induz uma topologia em
X.
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Por exemplo, a topologia canonica em R” (dada pela euclideana distancia) é
a topologia produto associada a n copias da topologia candnica em R! ou tam-
bém em R”™" e R™. Se todas o fatores (X, tj) sdo Hausdorff, entdo o produto
topologia ¢ também Hausdorf.

9.1.2 Aplica¢des continuas

A nocao de continuidade se estende de um espago euclidiano para aplicagdes entre
espacos topoldgicos em um modo natural:

Seja f: (X, 1) — (Y, n) uma aplicagdo entre espagos topologicos. Quando
ndo houver risco de confusdo, omitiremos as topologias da notagdo ¢ a denotare-
mos simplesmente por f: X — Y.

Definicdo 9.1.3. A aplicacdo f: X — Y é continua se para qualquer subconjunto
aberto V C Y aimageminversa f ~1(V) C X éum conjunto aberto. Isto equivale
ao seguinte fato:

Dados x € X e conjunto aberto f(x) € V C Y, existe conjunto aberto x € U C
X com f(U)CV.

Defini¢cdo 9.1.4. Um homeomorfismo h: X — Y, de um espago topologico X
sobre um espago topologico Y € uma aplicagdo continua e bijetiva de X sobre Y,
cuja inversa h~!: Y — X também é continua.

9.1.3 Espacos quociente

Muitos exemplos de espacos topologicos sdo obtidos de aplicagdes e espagos com
uma topologia original no dominio ou contradominio de tais aplicagdes. Vejamos
os exemplos mais comum entre todos:

Exemplo 9.1.4 (Topologia induzida). Seja X um espaco topologico e E qualquer
conjunto de pontos com uma aplicagdo f: E — X. Seja t a cole¢do das imagens
inversas f~1(U) onde U C X é um conjunto aberto. Entdo t define a topologia
em E, chamada de topologia induzida por f. Claramente f: E — X se torna a
aplicagdo continua. Qualquer topologia em E, que faz f uma aplicagdo continua,
deve conter essa topologia induzida. Assim, diremos que a topologia induzida é a
mais fina topologia em E que faz f continua.

Se consideramos o caso onde £ C X e f ¢ a aplicagdo de inclusdo £ —
X, f(x) = x;entdo E se tornaum subespaco topologico de X. Se X é Hausdorff
com base enumeravel, entdo o mesmo vale para qualquer subespaco £ C X.
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Exemplo 9.1.5 (Topologia coinduzida). Seja agora 7 : X — E uma aplicagéo de
um espago topologico X em qualquer conjunto £. Seja t a cole¢ao de subconjun-
tos U C E tal que 7~1(U) C X ¢ aberto. Entdo 7 é a topologia em X chamada
de topologia coinduzida pela aplicagdo . Claramente 7: X — E se torna uma
aplicacdo continua e qualquer outra topologia que faz = continua deve estar con-
tida na topologia coinduzida: a topologia coinduzida é a mais fina topologia que
faz w continua.

Sejam agora X, Z espagos topologicose f: E — Z, n: X — E aplicag0es.
Munimos E com a topologia coinduzida dada por . A aplica¢do f: E — Z ¢
continua se e somente se f ox: X — Z é continua.

Exemplo 9.1.6 (Topologia quociente). Seja X um espago topoldgico e ~ uma
relagdo de equivaléncia em X. Denote por X o espago quociente X/ ~. Seja
7m: X — X aprojecio canonica, 7(x) = [x]. Em X, consideramos a topologia
coinduzida por 7. Isto é, a topologia quociente de acordo com essa ¢ um subcon-
junto A C X aberto se e somente se 71 (4) C X ¢ aberto. Podemos aplicar essa
construcdo a seguinte situacdo geral: seja f: X — Y uma aplicagdo continua so-
brejetiva entre espagos topoldgicos. Em X, podemos considerar a relagdo de equi-
valéncia: x; ~ x &= f(x1) = f(x2). Entdo, denotando por 7: X — X a
proje¢do candnica como acima encontramos, existe a inica aplicagio X —>Y
talque fomr = f. Desdequefon—f X — Y é continua e X tem a
topologia coinduzida por 7, segue-se que f € continua. Além disso, claramente
f ¢é bijetiva.

Proposicio 9.1.3. /: X — Y éum homeomorfismo se ¢ somente se a topologia
em Y ¢ a coinduzida por f.

Demonstracdo. Exercicio! O

Definicao 9.1.5 (Sistema fundamental de vizinhangas). Dados um espago topolo-
gico X e um ponto x € X, dizemos que um subconjunto x € V C X é uma
vizinhanga de x se existe um aberto U C X com x € U C V. Uma colecdo V de
vizinhangas de x € um sistema fundamental de vizinhangas de x se, dada qualquer
vizinhanga W C X de x, existe V € Vtalque V C W.

9.1.4 Espacos topologicos compactos e conexos

Seja X um espago topologico (omitimos a topologia T da notagdo). Seja A C X
um subconjunto. Uma cobertura de A é uma cole¢do {U} },c 4 de subconjuntos
de X tal que A C UypecaUy. A cobertura € uma cobertura aberta se temos U,
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aberto para todo A € A. Uma subcole¢do de uma cobertura que seja também
uma cobertura serd chamada de uma subcobertura. Dadas duas coberturas f =
{Ui,i eIy eV ={V;,j € J} de X, dizemos que V ¢ mais fina que U se para
qualquer j € J existe i(j) € I tal que V; C Uj(j).

Defini¢cdo 9.1.6. Um espaco topologico X chama-se compacto quando toda co-
bertura aberta de X possui uma subcobertura finita. Um subconjunto S C X de
um espago topologico chama-se subconjunto compacto quando, com a topologia
induzida de X, S € um espacgo topoldgico compacto

Um subconjunto F' C X de um espago topologico € fechado se o complemen-
tar X \ F ¢ aberto.

Proposicao 9.1.4. Todo subconjunto fechado F' de um espaco compacto X é com-
pacto. Se X é Hausdorff, qualquer subconjunto compacto K C X ¢é fechado em
X.

Demonstragdo. Seja F C | J; 4 Uy uma cobertura de F por abertos U, C X.
Logo X C (UAGA UA) U (X \ F). Como X ¢ compacto, existe uma cobertura
finita X = Uy, U---UU,, U(X\ F). Desde que F N (X \ F) = @ temos que ' C
U,,U---UU,,, o que provaa compacidade de F. Por outro lado, suponhamos que
X é Hausdorffe K C X compacto. Sejax € X \ K. Paracada y € K, como x #
y € X é Hausdorff existem abertos Ay > x e By, > y taisque A, N By, = @. Obtém-
se dessa maneira uma cobertura aberta K C (J,ex By € como K ¢ compacto
existe uma subcobertura finita K C By, U---U B,, . Correspondentemente,
definimos A = Ay, N---N Ay, . Claramente A é abertoex € A C X \ K. [

Defini¢do 9.1.7. Um espago topologico X chama-se conexo quando @ e X sao os
unicos subconjuntos de X simultaneamente abertos e fechados. Um subconjunto
S C X de um espago topoldgico chama-se subconjunto conexo quando, com a
topologia induzida de X, S é um espago topoldgico conexo.

Proposicio 9.1.5. Seja f: X — Y uma aplicac¢do continua. Entdo f(K) C Y
¢ compacto para qualquer compacto K C X. Também f(A) C Y é conexa para
qualquer subconjunto A C X conexo.

Demonstragdo. Dada cobertura aberta de f(K) C Y, a pré-imagem dessa é uma
cobertura aberta do compacto K, pois f é continua. Como K ¢é compacto, po-
demos escolher entre os abertos desta pré-imagem uma subcobertura finita ¢ a
imagem dessa subcobertura por f ¢ uma cobertura finita de K. Por outro lado,
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como ser conexo ¢ uma propriedade intrinseca do espago topologico A (isto €, ndo
depende do espaco X onde A estd contido), basta considerar o caso 4 = X ¢
f(A) = Y. Assim, suponhamos que X ¢ conexo e f : X — Y ¢ uma aplicagdo
continua sobrejetiva. Vamos mostrar que ¥ € conexo. Caso contrario, existira um
subconjunto B aberto e fechado, diferente de @ ¢ Y. Considerando 4 = f~1(B),
teriamos que A ¢é aberto e fechado em X, pois f continua. Além disso, A # X
pois B #Y e A # @ pois B # ¢ f é sobrejetiva. Isto contradiz a conexidade
de X. O

Definic¢iio 9.1.8. Uma aplicagdo continua f: X — Y ¢é chamada aplica¢do pro-
priase f~1(K) C X é compacto para qualquer subconjunto compacto K C Y.

Uma sequéncia num conjunto X ¢ uma aplica¢do definida no conjunto N =
{1,2,3,...,n,...} dos nimeros inteiros positivos tomando valores em X. A cada
inteiro n € N a sequéncia faz corresponder um elemento de X, que denotare-
mos com X, € chamaremos o n-€simo termo da sequéncia. A propria sequén-
cia é denotada com as notagdes (x,) ou (x1,Xx2,...,Xp,...). Uma subsequén-
cia (x») em X ¢é uma restrigdo da aplica¢do n — x, a um subconjunto infinito
N’ = {n; < ny < ...} do conjunto N. Uma subsequéncia ¢ denotadas pelas
notagdes (Xn; ), (Xn;s Xnys oo Xnys-..) OU (Xn)peN’-

Seja (x5,) um sequéncia num espago topoldgico X . Diremos que (x, ) converge
para o ponto x € X, e denotaremos x = limXx,, quando para todo aberto 4
contendo o ponto x for possivel obter um indice ng € N tal que n > ngy implique
x € A.

Uma sequéncia (x;) em um espago topologico X ¢é dita divergente se ndo
possui subsequéncia convergente em X .

Proposicao 9.1.6. Seja X um espago métrico. Entdo:

1. Dado x € X, {x} é compacto.

2. Seja K C X compacto. Toda sequéncia (x,) C K possui subsequéncia
convergente.

Demonstracdo. Exercicio. O

Proposicio 9.1.7. Seja f: X — Y aplicagdio continua entre espagos métricos.

1. Se f é propria, entdo f~!(y) é compacto para qualquer y € Y, e f leva
as sequéncias divergentes em sequéncias divergentes.
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2. f leva a subconjuntos fechados de X sobre subconjuntos fechados de Y,
isto é, f é uma aplicacdo fechada.

Demonstracdo. Exercicio. O

9.2 Superficies no espaco euclidiano

A nogdo de superficie (regular) no espago euclidiano permite estendermos, para
essa classe de subconjuntos do espago euclidiano, a nogdes de diferenciabilidade
e seus resultados relacionados enunciados inicialmente para subconjuntos abertos
do espago euclidiano. Tal nogdo surge naturalmente quando consideramos proble-
mas fisicos como o movimento de objetos, planetas e outros. Nesta se¢do, recor-
damos a definicdo e propriedades bésicas das superficies regulares. Usaremos isso
como motivagdo para a nogao variedade diferenciavel, a ser introduzida posterior-
mente.

Seja M C R™ um subconjunto ndo vazio. Recordamos a definigdo de superficie
regular ja mencionada neste texto:

Definicdo 9.2.1 (Superficie regular). Dizemos que M ¢é uma superficie regular
(superficie) de dimensdo m se para cada ponto p € M existem uma vizinhanga
aberta V, > p em R” e uma aplica¢do ¢,: U, C R™ — V), onde U, C R™ ¢
um subconjunto aberto com as seguintes propriedades:

(i) ¢p: Up — V, N M é um homeomorfismo.
(if) ¢p: Up — R" ¢ uma aplicagdo diferencidvel, que ¢ também uma imersao.

Dizemos que (¢p, Up) é uma parametrizagdo ou carta local de M no ponto p €
M.

A superficie M ¢ de classe C k(k € N)seas parametrizagdes (¢, Up) podem
ser escolhidas de classe C¥, de modo que as imagens V), N M ainda cobrem M.
Claro que, ndo necessariamente todas as parametrizagdes de uma dada superficie
sdo de classe C¥. Seja M C R” uma superficie de dimensdo m. Um atlas de
M ¢é uma colecdo de parametrizagdes cujas imagens formam uma cobertura da
superficie M .

O Lema de Zorn mostra a existéncia de um atlas maximal, isto €, um atlas que
contém todas as possiveis parametriza¢des da superficie.
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Note que, como espago topologico, a superficie M C R” ¢é apenas um su-
bespaco de R” com a topologia euclideana. Em outras palavras, M carrega a
topologia induzida de R”.

Daremos agora alguns exemplos importantes de superficies euclideanas:

Exemplo 9.2.1. Uma superficie de dimensio zero M? C R” é apenas um con-
junto de pontos isolados.

Exemplo 9.2.2. Qualquer subconjunto aberto M C R” é uma superficie de di-
menséo n e classe C°. De fato, podemos tomar como um atlas C > aquele dado
pela inclusdo ¢: U — R”.

Exemplo 9.2.3. Qualquer hiperplano
n
H = {(xl,...,xn) S Rn; Zajxj =0
j=1

¢ uma superficie de codimensdo um e classe C > em R”. De fato, podemos supor

quea, # 0econsiderar a parametrizagio ¢ : R*~! — H dadapor (¢1,...,tn—1) —
n—1
aj
,...,h—1,— —t; 1.

Exemplo 9.2.4. A esfera euclideana S” C R”*! é uma superficie de classe
C®° e codimensdo um. Provamos isso como segue: Dadas coordenadas afins
(X1,...,Xnt1) € R*T1 podemos escrever S” = {(xl,...,xnﬂ);Zx? = 1}.
Paracada j € {1,...,n + 1}, definimos os subconjuntos abertos Vj+ = {x; >
0y CR** ! eV, = {x; <0} C R"*!. Definimos gaij: B*(0,1) — Vji, onde
B (0, 1) é o a bola unitaria aberta centrada na origem de R”, como segue:

Entéo a colegdo <ij nos da o atlas desejado com 2(n + 1) cartas (exercicio!).
O exemplo anterior ¢ também um caso particular do seguinte resultado:

Proposi¢do 9.2.1. Seja f: U C R" — R¥ uma aplicacio de classe C”, r > 1,
e seja ¢ € R¥ um valor regular de f, com f~!(g) # @. Entdo a pré-imagem
M = f~1(q) é uma superficie de codimensdo k e classe C” em R”, contida em
U.
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Demonstragdo. Utilize a Forma Local das Submersdes para obter as parametriza-
¢oes locais da superficie de nivel. O

Vejamos agora algumas propriedades das superficies que motivam a nogao de
variedade diferenciavel.

Proposi¢do 9.2.2. Sejam M C R” uma superficie de classe CK(k > 1) e
¢: Uy — V1, ¢¥: Uy — V, duas parametrizagdes de M, com V1 N Vo N M #
@. Entdo a mudanca de coordenadas ¥~ o ('0|(p_1(VlﬂV2): etV N V) —

v~L(V1 N V) éa Ck difeomorfismo, entre subconjuntos abertos de R”.

Demonstragdo. A sutileza aqui é que ndo se pode aplicar de imediato a Regra
da Cadeia, pois ¥ ! est4 definida em um conjunto que nio é necessariamente
um aberto de R”. Entretanto, utilizaremos o seguinte lema auxiliar (aplicagdo da
Forma Local das Imersdes) nas coordenadas de ¢.

Lema9.2.1. Sejay: U — V parametrizagdode M D Vesejag: W C R >V
aplicagdo de classe C”, r > 1. Entdo a composta iy ~log: W — U édeclasse C”
evaletambém (v ~log)'(x) = (¥/'(y))"L-g’(x),ondex € W, y = ¥~ 1(g(x)) €
U.

Prova do Lema 9.2.1. Pela Forma Local das Imersdes, para cada pontog € V' N
M, existe uma aplicacdo C"; £: A — R™, definida numa vizinhanga A > ¢ em
R™ tal que

_ -1
S}AﬂVﬂM - w }AﬂVﬂM'
Assim, ¥y "log = £ogem ANV N M, e podemos aplicar a Regra da Cadeia. [

A proposicao segue de imediato do lema. O

Como veremos em seguida, essa propriedade juntamente com a topologia, sera
suficiente para estendermos a nogao de superficie.

9.3 O conceito de variedade diferenciavel

Considere o conjunto IP(n) cujos elementos sdo as retas L C R”*1, que passam
pela origem. Daremos a esse conjunto uma estrutura diferenciavel. Primeiro no-
tamos que cada elemento L. € P(n) intersecta a esfera S” em exatamente dois
pontos, pontos antipodas. Retas distintas intersectam a esfera em pontos distintos.
Reciprocamente, por quaisquer dois pontos antipodas na esfera, passa uma tinica
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L € P(n). Assim, temos uma bije¢do natural P(n) «— S/ —, onde « ¢é re-
lagdo de equivaléncia p,q € S"; p «~ g <= p = —q. Usamos esta bijecdo ¢
equipamos P (n) com a topologia quociente, de modo que P(n) ¢ um espago com-
pacto Hausdorff, tendo recobrimento de grau dois pela esfera. A questio agora é:
E possivel considerar funcées diferenciaveis em P (n) ?

A resposta ¢ naturalmente positiva, uma vez que podemos usar as parametriza-
¢des da esfera e os homeomorfismos locais dados pelo recobrimento S” — P (n).

Damos agora a generaliza¢ao anunciada:

Definicdo 9.3.1 (Atlas diferenciavel). Seja M um espaco topoldégico Hausdorft,
tendo uma base enumeravel de subconjuntos abertos. Um atlas diferenciavel de
dimensdo m para M, ¢ uma cole¢do de homeomorfismos ¢;: U; C M — V; C
R™ (j € J), entre subconjuntos abertos, de modo que:

M= U,.
jeJ
(if) Se U; N U; # @, entdo a mudanga de coordenadas ¢ o (pi_l ¢ um difeo-
morfismo entre subconjuntos abertos de R™.

Se as mudangas de coordenadas sdo de classe C¥, entdo dizemos que M ¢é uma
variedade diferenciavel de classe C*.

Dado um atlas A de classe C¥ para M como acima, dizemos que um homeo-
morfismo ¢: U — VondeU C M eV C R™ ¢ admissivel ou compativel com
A, se paratodo U; N U # @ temos que as mudangas de coordenadas associadas
@o (p]Tl e ¢; o9~ sio difeomorfismos de classe C¥. Nesse caso, adicionamos ¢

ao atlas A e obtemos um novo atlas de classe C* para M. Usando esta observagio
e 0 Lema de Zorn, podemos provar a existéncia de um atlas maximal de A para
M, contendo A e todas as cartas compativeis de classe C k.

Defini¢fao 9.3.2 (Variedade diferenciavel). Uma variedade diferencidvel de dimen-
sdom e classe C* & um espago topologico Hausdorff M com uma base enumeravel
de conjuntos abertos, equipado com um atlas maximal de classe C k ¢ dimensdo
m, digamos, A = {¢;: Uj = Vj} eys.

Proposicao 9.3.1. Se um espacgo topologico M admite um atlas de dimensao m,
entdo qualquer atlas para M ¢é de dimensao m.

Essa proposigdo ¢ a consequéncia do chamado Teorema da Invaridncia de
Brower Greenberg (1967).
A fim de exemplificar a no¢ao de variedade, observamos que:
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Proposicio 9.3.2. Seja M C R” uma superficie regular de dimensdo m e classe
C k, entdo M admite uma estrutura natural de variedade diferenciavel de classe
C* ¢ dimensdo m, de fato esse atlas para M ¢ dado pelas aplicacdes inversas das
parametrizacdes de M .

Demonstracdo. Exercicio! O
Um primeiro exemplo ndo trivial de variedade é o seguinte:

Exemplo 9.3.1. O espaco projetivo P(n) tem uma estrutura natural de variedade
diferenciavel de dimensdo n e classe C*°.

Mais adiante, veremos que esse exemplo € um caso particular de quociente de
um variedade por uma certa acdo de um grupo de homeomorfismos nesse espaco.
Mas, antes disto, introduziremos a nogdo de diferenciabilidade em variedades.

Proposi¢io 9.3.3. Sejam M e N" variedades diferenciaveis de classe C”, entdo
o produto M x N admite uma estrutura natural de variedade diferencidvel de classe
C’ e dimensdo m + n.

Demonstragdo. Em M x N, consideramos a topologia produto gerada pelos aber-
tos da forma U x V onde U C M e V C N sido abertos. Dado atlas {¢; C
M : Uj — goj(Uj) C Rm}jej de M e{lﬁkl Vk CN — T/fk(Vk) C Rn}kelg de
N, temos que as aplicagoes produto ¢j X Y : U; X Vi — ¢ (Uj) x Y (Vi) C
R™ x R”,onde j € J e k € K formam um atlas de classe CK de M x N cujas

mudangas de coordenadas também sdo do tipo produto (verifique!).
O

Um modo importante de defini¢do de variedades € o seguinte:

Proposicio 9.3.4. Sejam M qualquer conjunto de pontos e {¢;: U; C M —
Vi C R™} jen uma colegdo de aplicagdes bijetivas tal que:

(i) V; C R™ ¢ aberto para todo j € N.

(i) M = UjenUj ese Uy NU; # 0, entdo ¢;(U; N Uj) e ¢;(U; N Uj)
sdo subconjuntos abertos de R™, além disso, a mudanca de coordenadas
@jo@; 1 ¢ um difeomorfismo de classe C¥ entre esses conjuntos abertos.

Entdo M admite uma tnica estrutura de espago topoldgico (ndo necessariamente
Hausdorfl), tal que tenha colegdo {¢;: U; — Vj}jenaC k atlas. Se esta topolo-
gia ¢ Hausdorff, entdo temos uma variedade diferenciavel.
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Demonstragdo. Para definir a topologia em M definimos os seus abertos: um

conjunto U C M sera aberto se ¢; (U N Uj) for aberto em R” para todo j €

N. Como a cobertura M | J U; ¢é enumeravel, segue que essa topologia em M
jeN

tem base enumeravel de abertos. Para que a topologia em M seja Hausdorff, se

necessita da seguinte condigao:

(iii) YU; NU; # @ e para toda sequéncia p, € ¢;(U; NU;) com p, — p €
i (Ui \ Uj) ndo se tem (¢; o 97 1) (py) = p’ € ¢;(U; \ U;) para alguma
subsequéncia (py,, ) de (py).

Para verificar que a colecdo acima de fato define um atlas e, portanto, uma
estrutura de variedade, basta usar as propriedades de interse¢do de abertos de R”.
O

Seja M um espaco topologico Hausdorff com uma base enumeravel de con-
juntos abertos.

Definicao 9.3.3. Uma estrutura diferenciavel em M ¢ uma colegdo de bijecdes
¢j: U;j — V; onde:

@ M= ;j Uj ¢ uma cobertura aberta de M.

(b) Cadaaplicagdo ¢;: Uj — V; ¢ um homeomorfismo de U; C M, sobre um
conjunto aberto V; C R”, para algum n € N fixado.

(c) SeU; NU; # @, entdo a aplicacdo ¢; o<p]71: 0;(U;jNU;) = ¢;(U; NU;)
¢ uma aplicacdo diferenciavel entre conjuntos abertos de R”.

Dizemos que a estrutura diferenciavel é de classe C" onde r € N U {0}, se a
aplicagdes ¢; o goj—l c@;(Uj NU;) — ¢i(Uj NU;), sdo todas de classe C”. Es-
sas aplicagdes sdo chamadas mudangas de coordenadas na estrutura diferencia-
vel. O nimero n é o dimensdo das estrutura diferenciavel, sendo (obviamente)
a dimensdo de M como um espago topologico. No caso r = 0, a terminologia
diferenciavel significa continua, e temos a variedade topoldgica.

Neste capitulo, estaremos lidando com variedades diferenciaveis, usualmente
de classe C *°. Note que podemos considerar variedades analiticas reais da mesma
forma, com a mesma definigdo acima para r = .
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Definicdo 9.3.4. Uma variedade diferenciavel éumpar (M, {¢;: Uj — V;}iecy),
onde M ¢é um espago topoldgico como acima, e {¢;: U; — Vj}jes é uma estru-
tura diferenciavel em M. A classe de diferenciabilidade da variedade ¢ aquela de
sua estrutura diferencidvel. Dada uma variedade diferenciavel como acima, € um
homeomorfismo ¢: U — V de algum subconjunto aberto U C M sobre um sub-
conjunto aberto V' C R”, entdo dizemos que ¢ : U — V é compativel com a estru-
tura diferencidvel se, para qualquer aplicagdo ¢, : U; — Vj, talque U NU; # 0,
a mudanga de coordenadas associada ¢ o (pJTl t@iUiNU) = @UjNU)¢éuma
aplicac@o diferenciavel da mesma classe da variedade.

Usando o Lema de Zorn, ndo ¢ dificil provar que cada variedade diferenciavel
admite um atlas maximal, uma estrutura diferenciavel na variedade que contém
todas as aplicagdes compativel como acima. Assim, podemos definir uma varie-
dade diferencidvel como um par (M, A), onde M ¢é um espago topologico como
acima e A ¢ um atlas maximal definindo uma estrutura diferenciavel em M.

Observagao 9.3.1. Um dado espago topoldgico pode admitir, mesmo com sua
topologia fixada, mais de uma estrutura diferenciavel.

Como estamos fixando a estrutura diferenciavel de uma dada variedade, a de-
notaremos simplesmente por M ou M ", onde n é a dimenséo de M, definido como
acima.

Os elementos de um atlas maximal de M sdo chamada sistemas de coorde-
nadas ou cartas de M. A seguinte observacao ¢ uma consequéncia imediata das
defini¢Ses acima:

Observaciao 9.3.2. Sejam M”" uma variedade diferenciavel e p € M ponto qual-
quer. Dada qualquer vizinhanga aberta V' > p em M, existe uma carta de M,
digamos, ¢: U — W C R”,talque p € U C V e também ¢(p) = 0. Podemos
também assumir que W = B ¢ a bola unitaria em R”.

A seguir, alguns exemplos e construgdes basicas relacionadas as variedade
diferenciaveis.

Exemplo 9.3.2. O espaco afim euclidiano R” ¢ claramente uma variedade diferen-
cidvel de dimensdo n, com a estrutura diferenciavel dada pela aplicagdo de inclusdo
o: M =R" - R", ¢(p) = p. O atlas maximal para essa variedade consiste
de aplicagoOes diferenciaveis entre subconjuntos abertos de R” (exercicio!). Esse
exemplo ¢ importante para motivar a nog¢do de aplicagdo diferencidvel em uma
variedade que iremos introduzir abaixo.



9.3. O conceito de variedade diferenciavel 145

Definicio 9.3.5. Dadas uma variedade diferenciavel M” e uma aplicagdo f: A C
M — R™ em um subconjunto aberto de M, dizemos que [ é diferencidvel em
p € A se, existe uma carta local ¢: U — V,de M com p € U, tal que a compo-
sicio f o 1: (U N A) — R™ ¢ diferenciavel em ¢(p) € R”. Analogamente,
definimos f como sendo de classe C” em p se a composigdo ¢ de classe C” em
©(p). A aplicacdo f ¢ diferenciavel em A se é diferenciavel em p para todo
peA.

Nao dificil ver que podemos supor que o carta local ¢ : U — V, na defini¢do
acima, ¢ uma carta do atlas maximal de M com p € U (exercicio!).

Exemplo 9.3.3. Sejam M uma variedade e A C M um subconjunto aberto de M.
Consideramos A um espago topologico com a natural topologia induzida. Entao
A ¢é naturalmente a variedade da mesma classe e dimensdo que M. A estrutura
diferenciavel para A ¢ obtida considerando-se restri¢des das cartas ¢: U — V de
M , cujos dominios coordenados intersectam A: A NU # @. Nao dificil ver que
¢ um atlas para A (exercicio!).

Exemplo 9.3.4. . Seja f: U — R™ uma fungio diferencidvel em um conjunto
aberto U C R®. Entdo o grdfico de f definido por

G(f):=A{(p. f(p).peU} CUxR"

¢ uma variedade da mesma classe que f, de dimenséo s. (Exercicio!)

Exemplo 9.3.5. Sejam M™ ¢ N variedades diferenciaveis. O produto M x N ¢
naturalmente uma variedade da mesma classe comum a ambas e dimensao n + m.

Um exemplo notavel de variedade real analitica ¢ dado pelo espago projetivo
real.

Exemplo 9.3.6 (Espaco projetivo real). Denotamos por S” a esfera

n+1
S*" =(x1,.. ., Xn+1) GR”+1;ZXJZ~=1 .
j=1

Em S”, definimos a seguinte equivaléncia:
pP~q<p==xq

O espago quociente topologico S/ ~, por essa relagdo, é o bem conhecido
espago projetivo real de dimensdo n, denotado por R P (). A aplicagdo projegdo
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. S" — RP(n) éuma aplicagdo aberta (exercicio!) e, portanto, os subconjun-
tos U; C RP(n), dados pelas projecdes m(V;) onde V; C S" ¢ definido pela

condicdo x; # 0, j = 1,...,n + 1 sdo subconjuntos abertos que formam um
recobrimento de R P (n). Por outro lado, cada V; ¢ difeomorfo a R” via a aplicagdo
;i Vi = RN o(xt1, ... xpq1) = (X1/Xj, 0 X1 /X, Xj41/X), oo Xngk1 /X)),

Além disso, as restrigdes Jr‘V, : V; — Uj; sdo homeomorfismos. Assim, pode-
J

mos considerar uma estrutura diferencidvel em R P (n), dadas pelas cartas y; =
pjo(m } v, y LU i — R”", que ddo as mesmas mudangas de coordenadas do atlas
J

@j: Vi — R”" da esfera. Assim, RP(n) é munido com uma estrutura natural
diferenciavel compativel (de algum modo) com a de S”. Ha outros modos de se
introduzir o espago R P (n) (Exercicio!).

9.4 Aplicacgoes diferenciaveis

Defini¢do 9.4.1 (Aplicacdo diferenciavel). Uma aplicagdo continua f: M — N
entre duas variedades ¢ diferencidvel (de classe C¥) se para qualquer ponto p € M
existe uma carta ¢: U C M — R™ euma cartalocal : V C N — R”, com
peU, f(U) CVetalqueaaplicagio Yo fop~!: o(U) C R™ — (V) C R™
¢ diferenciavel (de classe C k ).

Observacgio 9.4.1. Como f ¢ continua e como a restrigdo de uma carta local a
qualquer subconjunto aberto de seu dominio ¢ também uma carta local, ndo existe
perda de generalidade em pedirmos que f(U) C V, isto ¢, apenas para conveni-
éncia da notagdo.

Proposicio 9.4.1. Seja f: M — N uma aplicagio diferenciavel de classe C*.
Dado qualquer ponto p € M, qualquer carta local ¢: U C M — R™ ¢ qualquer
cartalocal y: VC N - R”,comp e Ue f(U) C V,aaplicagio o f o~ !
¢ diferenciavel (de classe C¥).

Em outras palavras, a defini¢do de diferenciabilidade ndo depende da escolha
local de coordenadas em M e N. sendo de fato a razdo principal pela qual pedimos
que as mudangas de coordenadas sejam difeomorfismos.

Defini¢io 9.4.2 (Representagio local). Chamamos a aplicagdo ¥ o f o ¢! uma

representagdo local de f em uma vizinhanga do ponto p.

Demonstragdo. De fato, basta observar que duas representacdes locais Fy := {10
fO(pl_l e I = wzofoq)z_l de f, em um mesmo pontoa € M com b =
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f(a) € N, diferem por mudanga de coordenadas a esquerda e a direita, mais
precisamente temos F» = Y0 Lo F o 7 16 ¢1. Como a mudangas de cartas
sdo difeomorfismos de classe C¥ , segue F é de classe C k em a se e somente o
mesmo vale para F5. O

Uma aplicagdo entre duas variedades é um difeomorfismo se é diferenciavel
e exibe uma aplicagdo inversa diferenciavel. Tais nogdes podem ser localizadas
com o que se segue:

Proposicao 9.4.2. Seja W C M um subconjunto aberto de um variedade. Entdo
W admite uma estrutura natural de variedade diferencidvel com a mesma classe e
dimensdo que M. Além disso, com essa estrutura, a inclusdo i: W — M ¢ uma
aplicacdo diferenciavel.

E também:

Proposi¢do 9.4.3. Sejam M™ uma C¥ variedade ¢ 7: M — M um homeo-
morfismo local sobrejetivo onde M éum espago topologico (Hausdorff com base
enumeravel de conjuntos abertos). Entdo M possui uma estrutura natural de vari-
edade diferenciavel de classe CX e dimensdo m. Além disso, com essa estrutura,
7 ¢ um difeomorfismo local.

Demonstragdo. Um atlas para M ¢ assim obtido: dado qualquer ponto p € M,
tomamos a proje¢do p = m(p) € M e cobrimos p com um aberto coordenado
p:U — o(U) C R™de M. Seja U > p aberto de M tal que & aplica U
homeomorficamente sobre JT(U ) C U. Entdo tomamos a composta @ = ¢@o
n}U U — go(n(U )) € R™ como uma carta de M em p. Entdo verificamos
que as mudangas de cartas associadas sdo restricdes de mudancas de cartas de M,
portanto, temos um atlas diferencidvel de mesma classe que M. O

9.5 O Fibrado tangente

9.5.1 Construcao por meio de vetores velocidade de caminhos

Seja M C R”™ uma superficie regular de classe C k  Como sabemos, o conjunto
T™M = {(p,v) C R" xR";p € M,v = M (0),A € C(p)}, onde C(p) é o
conjunto de todos os caminhos diferenciaveis A: | — €, e[ M, A(0) = p, é uma
superficie regular de classe C k=1 ¢ dimensdo 2m em R” x R”. Chamamos TM o
Sibrado tangente de M . Dado o ponto p € M, o0 conjunto 7, (M) = {v = 1'(0) €
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R7.,A € C(p)}, € um espago vetorial de dimenséo m, chamada o espaco tangente
de M no ponto p. Além disso, dada a parametrizacdop: U — V de M,com U C
R™ conjunto aberto, ¢(pg) = p, temos a isomorfismo linear dp(pg): R™ —
Tp(M) C R". Assim parece que a inclusio M C R” ¢ fundamental na definigdo
das espago tangente. Entretanto veremos como definir o fibrado tangente para a
variedade em um modo abstrato.

Seja M™ uma variedade de classe C¥ (k = 2). Dado p € M denotamos por
C(p) = C(p, M) o conjunto de caminhos diferenciaveis no ponto p, A: |—¢, €[~
M, A(0) = p. Mais uma vez lembramos que por diferenciavel no ponto p quere-
mos dizer que dada qualquer carta ¢: U — R™ de M com p € U, e qualquer
elemento A € C(p) temos ¢ o A: | — €, e[— R™ é um caminho diferencidvel em
t =0emR™.

A fim de munir C(p) com alguma estrutura intrinseca consideramos as seguin-
tes relagdes de equivaléncia: Dois caminhos A e u em C(p) sdo equivalentes se e
somente se ¢ o A e ¢ o W ambos tém o mesmo vetor velocidade em t = 0, isto é,
(¢ o 1) (0) = (¢ o w)'(0) para alguma (e portanto para qualquer) carta local ¢
de M em p.

Lema 9.5.1. Dados dois caminhos A € i em C(p) suponha que ¢ oA € ¢ o ambos
tém o mesmo vetor velocidade em ¢t = 0, isto €, (¢ o 1)’ (0) = (¢ o )’ (0) para
alguma carta local ¢ de M em p. Entdo o mesmo vale para qualquer carta de M
valida em p.

Demonstragdo. Com efeito dada outra carta v : Uy — ¥ (U;) de M valida em
p € Up, temos pela Regra da Cadeia em R™ que

(¥ o 1) (0) = (¥ o9~ (9(p) - (9 0 1) (0),

e também
(¥ ow)(0) = (¥ oo™ (¢(p)) - (¢ o 1)'(0).
Como por hipotese (¢ o 1)'(0) = (¢ o 1)’ (0) segue que

(¥ 02 1)'(0) = (¢ o u)'(0).

Lema 9.5.2. A relagdo acima ¢ uma relag@o de equivaléncia.

Demonstragdo. Isto se verifica trivialmente tomando uma carta ¢ de M vélida em
p e calculando os vetores velocidade dos caminhos via ¢. O



9.5. O Fibrado tangente 149

Denotaremos por 7, (M) o espago quociente C(p)/ ~ de C(p) por essa rela-
¢do de equivaléncia.

Proposicdo 9.5.1. T,(M) tem uma estrutura natural de espaco vetorial real de
dimensao m.

Demonstragdo. A estrutura de espago vetorial em 7, (M) é definida como segue:
Seja ¢: U — R™ qualquer carta local de M em p. Definimos ¢ ,,: Tp(M) —
R™ aaplicagdo [A] — (¢oA)(0), onde [A] denota a classe de equivaléncia definida
por A € C(p). Claramente, por construgdo, a aplicagdo ¢, € bem definido.

Proposicdo 9.5.2. ¢, ¢ uma aplicagdo bijetiva.

Demonstragdo. Por defini¢do da relagdo de equivaléncia, segue que ¢, € inje-
tiva. Agora, dado qualquer v € R™, consideramos «: | — €, e[— R™ como o
caminho « () = ¢(p) + ¢ - v, de modo que @(0) = p,a’(0) = v. Se pomos
At) = ¢~ 1(a(t)), entdo temos definido um elemento de C(p, M) que satisfaz
(p o1)'(0) = v. Assim, [A] € Tp(M) é tal que @ ,([A]) = v. O

Usando a bije¢do acima, munimos 7, (M) com uma estrutura de espaco veto-
rial. Isto é, definimos a adigdo de vetores e a multiplicagdo por escalar em 7 (M)
como segue:

M+ 1] =, @, (2D + 7, (1)

1A=, (- 9,(A])

para todas [A], [u] € Tp(M) e paratodo ¢ € R.

Assim, a aplicacdo ¢, se torna um isomorfismo linear.

Resta ver que essa estrutura ndo depende da carta local escolhida ¢. Para isso,
tomemos {: W — R™, outra carta de M valida em p. Entdo, considerando
a aplicacdo induzida correspondente ¥ p: Tp(M) — R™, temos pela Regra da
Cadeia os seguintes diagramas comutativos:

o mon

(Yoo~ 1Y (0(p))

Isto &, ¥, = (¥ 0 ™) (¢(p)) 0@ ,. Como (Y o 1) (¢(p)) é a isomorfismo
linear, segue que ¢ e ¥ induzem a mesma estrutura em 7, (M ). O



150 9. Introducdo as EDOs em Variedades

Defini¢do 9.5.1. O espago vetorial 7, (M) é chamado o espaco tangente de M no
ponto p.

Procedamos agora a construgdo da variedade fibrado tangente. Seja {¢;: U;
— R™} ;e 7 um atlas para M e consideremos o conjunto abstrato

= J {p} x Tp(M),

PEM

unido disjunta. Em 7'M, consideramos as aplicagdes @; : TU; — R xR™, onde

TUj :=Upey, {p}xTp(M), edefinidas por @, (p, [A]p) := (¢, (p), @Jp([A]P))a
para [A], € T (M), entdo ndo ¢ dificil ver que @; sdo bije¢des. Além disso, para

qualquer TU; N TU; # @,temos U; NU; # @ etemos Do @
¢ uma aplicagdo entre conjuntos abertos de R” x R, dado por

‘@j(TUiﬂTU/‘)

(pj(UiﬂUj)x]Rm — (pi(UiﬂUj)XRm

(x,v) = (i 0 7 (). (i 0 071 (x) - v).

Portanto, temos difeomorfismos entre conjuntos abertos de modo que existe uma
Ginica topologia em TM que faz desse uma variedade diferenciavel de classe C %1
(se M éde classe C¥, k > 2), tendo {@;: TU; - R™ xR™} ;cy como um atlas
(note que a topologia de TM herda a propriedade de Hausdorff e a existéncia de
base enumeravel de abertos da topologia de M). Podemos resumir a discussao
acima como segue:

Proposi¢do 9.5.3. Dada M variedade de dimensdo m e classe C¥, k = 2, existe
uma estrutura diferenciavel em TM que faz desse uma variedade de classe C*¥~1e
dimensdo 2m. Além disso, a projegdo natural w: TM — M dadaporn(p, [A]p) =
p € uma submersdo. O espago tangente 7, (M) é naturalmente isomorfo a fibra

7 H(p).

Defini¢ao 9.5.2. Chamamos 7'M munido com essa estrutura diferenciavel cané-
nica o fibrado tangente de M .

Mantemos a notagdo acima na seguinte observagao:

Observacdo 9.5.1. Dado o ponto (p,v) € TM, o espago tangente T, ) (TM) é
dado por (D)) ' (R™ x R™), onde @ = (¢, ¢’) é obtida de uma carta local
p:U—>R"deM compeU.



9.5. O Fibrado tangente 151

9.5.2 Construcao abstrata do fibrado tangente

Nesta se¢do, estudamos a nogdo de diferenciabilidade em uma variedade. Como
ja comentamos na introdugdo, essa ¢ principal motivacao para o estudo das varie-
dades. Primeiro, introduzimos o fibrado tangente de um variedade diferenciavel.
Aqui escolhemos um modo ndo geométrico, mas com algumas caracteristicas im-
portantes como veremos. O outro modo j& discutimos acima. Ha ainda uma ter-
ceira maneira, via derivagdes no modulo dos germes de fungdes diferenciaveis em
cada ponto da variedade, que sera explorado nos exercicios 9.24.

Fixemos alguma notagdo: M" ¢ a variedade, A = {¢;: U; — Vj}jey éseu
atlas maximal, onde J € o conjunto de indices. Consideramos o produto espago
P = M x J x R” onde ¢ definida a relag@o de equivaléncia:

(p.j.v) ~(q.i.w) & p=qgemU;NU; e (piop; ") (pj(p))-v=weR"

Isto define uma relacdo de equivaléncia em P (Exercicio!), e, para cada ponto
(p, j,v) € P, denotamos por [p, j, v] sua classe de equivaléncia, isto é, o ponto
correspondente no espago quociente P/ ~. Denoteporw: P — P/ ~ aprojegio
quociente. A fibra 7~ !(p) sobre o ponto p € M ¢ denotada por

Tp(M)={[p,j.v]; peU; e veR"}.
Denotamos também por TM o espago quociente P/ ~.

Proposicio 9.5.4. O espaco 7'M admite uma estrutura natural diferenciavel, que
faz da projecdo w: TM — M uma aplicagdo diferenciavel. Temos dim(TM) =
2-dim(M) = 2m, paracada p € M, afibra T),(M ) tem uma estrutura natural de
m-dimensional real espago vetorial, e existe uma inclusdo naturaliys: M — TM,
tal que para cada p € M ip(p) € Tp(M) corresponde a origem.

Demonstragdo. Para cada aplicagdo ¢;: U; — V; do atlas de M, definimos uma
aplicagdo @;: TU; — V; x R" como segue:

TU;j ="' (Uj), ;([p,isv]) := (9 (p). (¢i 097 1) (9;(P)) - V).

Usando a definigdo de 7'M pela equivaléncia ~, segue que aaplicagdo @, : TU; —
Vi x R" ¢ bem definida e ¢ de fato uma bije¢do. Além disso, ndo ¢ dificil ver que
a mudangas de coordenadas @; o @;1 sdo difeomorfismos entre conjuntos aber-
tos de R” x R”. Portanto, existe uma unica topologia em 7'M que faz, primeira-
mente, as aplicagdes @, : TU; — V; xR" homeomorfismos e, portanto, a colegdo
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{@;: TU; — V;jxR"} ey, dduma estrutura diferencidvel para TM . Compomos
aprojecdo m: TM — M com essas cartas para obter 7 o q§j_1 (Vi xR" =V,
dado por (p, v) — p. Assim segue que 7 ¢ um aplicacdo aberta e diferenciavel.

Agora consideramos a fibra 7, (M) sobre alguns p € M. Definimos as apli-
cagoes £, j: Tp(M) — R”" associadas a indices j € J, como segue:

%-Paj([pv j’ U]) = .

Segue das identificagdes em TM, que essas sdo aplicagdes bem definidas, que
ddo bijegdes de T, (M) com R”. A estrutura de espago vetorial de R” pode
ser, portanto, transportada para 7, (M) de modo que, a priori, dependa da apli-
cagdo &, ;. Todavia, ndo ¢ dificil provar que, de fato, essa estrutura ndo depende
dessas aplicagdes (exercicio!): Podemos identificar, via aplicagdes &, ;, 0 pontos
[p.j,v] € Tp(M) com o par (p, v) por simplicidade. Assim, temos munido cada
Tp(M) com a estrutura de espaco vetorial isomorfo a R”. Podemos considerar a
inclusdo ips : M — TM definido como segue:

M > p'_) (p’()p)

onde 0, denota a origem de 7, (M) como um espago vetorial. Essa aplicagdo
¢ diferenciavel e d4 um difeomorfismo de M com o imagem iy (M) C TM,
chamada se¢do nula de TM . O

Definicdo 9.5.3. A variedade TM ¢ chamada o fibrado tangente de M. Dado
p € M, afibra T,(M) é chamada espaco tangente de M em p.

Observacao 9.5.2. O fibrado tangente é (como um conjunto) a unido disjunta de
espago tangentes
™ = | T,(M).
PEM

Ilustramos a nog¢ao acima com alguns exemplos:

Exemplo 9.5.1. O fibrado tangente de R” ¢ TR” = R” x R” via a identificacéo
natural de um vetor v € R” com o vetor v, € R", tendo origem no ponto p €
M = R" (Exercicio!).

Exemplo 9.5.2. Se M e N sido variedades, entdo o fibrado tangente do produto
P = M x N é naturalmente identificado (difeomorfo por um difeomorfismo que
induz isomorfismos lineares nos espagos tangentes) com o produto TM x TN
(Exercicio!).
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Exemplo 9.5.3. O fibrado tangente da esfera S” € R”*! ¢ naturalmente descrito

como segue: dado o ponto p = (x1,...,Xn+1) € S”, 0 espaco tangente em p €
n+1

Tp(S™) = {(p,v) e R*TL xRy = (v1,...,0p41), ij -v; = 0p.
ji=1

Observacao 9.5.3. No exercicios, damos uma construgdo alternativa do fibrado
tangente.

Proposi¢do 9.5.5. Sejam M e N variedades de classe C¥, k = 2. Entdo o fibrado
tangente da variedade produto M x N ¢ naturalmente difeomorfo ao produto dos
fibrados tangentes, isto é, T (M xN) = TM x TN de modo natural. Em particular,
dados p € M e g € N, existe isomorfismo natural de espagos vetoriais 7 (M) x
Ty(N) = T(p,q(M x N).

Demonstragdo. Primeiro recordamos que, dada variedade M com atlas @ =
{loj: Ui C M — V; C R™};cy, temos um atlas natural para TM dado por
TO® :={Tg;: TU; CTM — VixR™};c;,ondecadaaplicagdo Tg;: TU; =
7Y (Uj) — V; x R™ ¢ definida por T (p,vp) = (¢j(p), ¢, (p) - v) para todo
p € U; etodo vetor tangente v, € T),(M). Dados, entdo, atlas @ = {¢,: U; —
ejUj)te¥ ={Yr: Wx CN — Y (W) CR"} de M e N respectivamente, o
atlas produto @ x ¥, cujas cartas sdo da forma produto ¢; x Y, € um atlas para
M x N conforme ja vimos. Esse atlas nos da, entdo, um atlas para T(M x N)
cujas cartas sdo da forma T'(¢; X ¥y). Mas entdo é facil verificar que temos
identificacdo T'(¢; x ¥x) = T(¢;) x T(Y) e, portanto, temos difeomorfismo
T(M x N) =~ TM x TN dado de forma natural por essa identificagdo.

O

9.6 A derivada de uma aplicacao diferenciavel

Lembramos que uma aplicagdo continua f: M — N entre duas variedades ¢é de
classe C* se admite representagdo local Yo f op~! de classe C k em torno de cada
ponto p € M. Dada, portanto, uma C k aplicagdo f: M — N, vamos definir
uma aplicacdo entre os fibrados tangentes. Dadas cartas locais ¢: U — R™ ¢
V¥ :V — R" demodoque f(U) C V,arepresentacio local o fop~™1: o(U) C
R™ — (V) C R” nos permite introduzir uma aplicagdo local 7f: TU C



154 9. Introducdo as EDOs em Variedades

TM — TV C TN da seguinte forma:

Tf

TU s TV
I I
o(U) x R™ s Y(V) x R”

(x,v) ——— (Yo fop™)(x), (Yo fop™)(x)-v)
¢ um diagrama comutativo.

Proposici09.6.1. Tf: TU — TV ébem definida, ndo depende da representagido
local ¥ o f o ¢~ ! e pode ser estendida a uma aplicagio global Tf: TM — TN.
Se f édeclasse C¥, entdio Tf ¢ de classe CK~1. Além disso, dado ponto qualquer
p € M, temos definida por restricdo uma aplicacdo linear

df(p): Tp(M) — T (p)(N), dado por df (p) - v = Tf((p.v)).

Demonstragdo. Tudo pode ser provado tomando-se uma representacdo local con-
veniente de Tf . Para isso, tomamos uma carta ¢ de M e uma carta  de N validas
empelUCMeqg= f(p) € VC N respectivamente. Temos cartas associa-
das T de TM vélidaem TU e Ty de TN validaem T V. Entdo a representacdo
local fo:= Y o f op~ ! de f earepresentagio local Fo := Ty o Tf o(Te)~!
de Tf estdo relacionadas por
Fo=Tfo
onde, para uma aplicagdo g: U — W de classe C¥,k > 1 entre abertos de R” ¢
R™ respectivamente, definimos
Tg:TU =UxR" - W xR"
pondo
Tg(x,u) := (g(x), ' (x) - u).
Tudo o que observamos acima ent2o nos diz que basta provar o resultado no caso

emque f ¢ uma aplicagdo entre abertos de R” e R”, e que este caso ¢ verdade. [J

Defini¢do 9.6.1 (Aplicacédo derivada). A aplicacdo Tf: TM — TN ¢ chamada o
aplicagdo tangente ou aplicagdo derivada de f, e arestricdo df (p): Tp(M) —
T(p)(N) é chamada derivada ou diferencial de f no ponto p.
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A derivada pode ser definida usando-se caminhos como veremos nos exerci-
cios. A derivada de um aplicagdo entre variedades tem as mesmas propriedades
das derivadas de aplicagcdes em conjuntos abertos de espago euclidianos. Resumi-
mos as mais comuns abaixo:

Proposicio 9.6.2 (Regra da Cadeia). Sejam f: M — N eg: N — P aplica-
¢do continuas entre variedades C" r = 1. Se f e g sdo de classe C*,s < r,
entdo go f: M — P éde classe C5. Além disso, temos a Regra da Cadeia:
(go f)Y(p): Tp(M) — Tg(r(py(P) é a composicio de f'(p): Tp(M) —
Trp)(N) com g’ (f(p)): Trp)(N) = Tg(f(py)(P). Mais geralmente, ser = 2,
temos T(go f)=TgoTf.

Demonstragdo. Basta observar que o resultado enunciado se traduz no resultado
analogo para aplica¢des em espagos euclidianos, uma vez tomando-se representa-
¢des locais da formay o fop~lefogoy ™l de f e g. Assim, podemos aplicar
diretamente o resultado em espacos euclidianos. O

Comegamos essa se¢do com a generalizacdo da nogdo de diferenciabilidade
anteriormente introduzida para superficies.
Sejam M e N variedades.

Defini¢do 9.6.2 (Diferencial de uma aplicag¢do). A aplicagdo f: M — N ¢ dife-
renciavel emum ponto p € M seexistemcartasg: U — UydeM,ey: V — 1]
de N,talque p € U,q € V eacomposi¢do Yo fop~1: Uy — R", ¢ diferencia-
vel no ponto ¢(p) € Uy C R™. Da mesma forma, definimos aplicagdo de classe
C7 e aplicagdo continua.

Seja f: M — N uma aplicagdo diferenciavel entre variedades. A diferencial
de f em um ponto p € M ¢ o aplicagdo linear df (p): Tp(M) — Tr(p)(N)
definido como segue: escolhemos um sistema de coordenadas ¢: U — V para
M em p com@(p) = 0 € R™, ¢ o sistema de coordenadas iy : A — B para N em
S(p) com ¥ (f(p)) =0 e R™. Entdo consideramos os isomorfismos T, (M) ~
R™ e Trpy(N) ~ R™ dadas pelas aplicagdes lineares ¢p: Tp(M) — R™ e
Vrp): Trpy(N) — R". Definimos a imagem de um ponto (p,v) € T,(M)
como o ponto df(p) - v := (f(p),w), onde w € R" é dado por w = (Y o
¢ 1)(0) - v € R". Segue da defini¢do de TM e TN, que a aplicagdo linear
df(p): Tp(M) — T ) (N), ndo depende das escolhas de ¢ e ¥ (Exercicio!).

A definigdo de diferencial de um aplicagdo entre variedades compartilha pro-
priedades com a defini¢do de diferencial de uma aplicacao entre subconjuntos aber-
tos de espaco euclidianos. Algumas dessas propriedades sdo descritas na seguinte
proposigdo:
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Proposicido 9.6.3. Sejam f: M — N e g: N — P aplicagdes diferenciaveis
entre variedades. Entdo:

(a) A composi¢do g o f: M — P éuma aplicagdo diferenciavel, e temos a
Regra da Cadeia para a diferencial de go f, isto ¢, para cada p € M, temos

d(go f)(p) = dg(f(p) odf(p): Tp(M) — Tr(p)(N) = Tg(s(py)(P)
Além disso, se f e g sdo de classe C”, entdo o mesmo vale para g o f.

(b) Se f é um difeomorfismo, entdo sua diferencial ¢ um isomorfismo para
cada p € M. Reciprocamente, se f ¢ de classe C",r = 1 e sua diferencial
df(p) é um isomorfismo para algum p € M entdo existe uma vizinhanga
U > pem M, tal que f(U) é um subconjunto aberto de N, ¢ f}U: U —
f(U), é um difeomorfismo de classe C" (Teorema da Aplicag¢do Inversa).

Demonstragdo. Para a prova aplicamos os resultados correspondentes para aplica-
¢des entre subconjuntos abertos de espaco euclidianos, usando as representagdes
locais ¥ o f o @~ 1: U — B como acima. (Exercicio!) 0

9.7 Imersoes, submersoes e o0 Teorema da Aplicacao in-
versa

Agora estamos aptos a introduzir algumas nog¢des tuteis para aplicagdes diferencia-
veis entre variedades:

Defini¢do 9.7.1. Uma aplicagao diferenciavel f: M — N ¢ submersiva em um
ponto p € M se a diferencial df(p): Tp(M) — Tz (N) é uma aplicacio
linear sobrejetiva. Dizemos que f ¢ a submersdo se essa é submersiva em todos
os pontos p € M. A aplicagdo f ¢ imersiva em p € M se a diferencial df (p)
¢ injetiva. Dizemos que f é uma imersdo se essa ¢ imersiva em todos os pontos
p € M. Finalmente, f: M — N éum mergulho se é uma imersdo e também
um homeomorfismo sobre sua imagem f(M) C N.

Podemos agora enunciar as Formas Locais das Submersdes e Imersdes para
aplicacdes entre variedades:

Teorema 9.7.1 (Forma Local das Imersdes ¢ Submersdes). Seja f: M™ — N”
uma aplicacédo de classe C" comr > 1.

(a) Se f éimersivaem p € M, entdo existe uma representagdo local de classe
C7 digamos £ = Yo fop™': U — Bde f em p,talque £(x1,...,Xm) =
(x1,--.,%Xm,0,...,0) éaaplicagdo de inclusdo.
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(b) Se f ésubmersivaem p € M, entdo podemos encontrar uma representacao
local de classe C” tal que £(x1,...,xm) = (X1,...,X,) € a projecdo nas
m primeiras coordenadas.

Esse resultado ¢ uma consequéncia das Formas Locais das Imersdes e Sub-
mersdes para aplicagdes entre conjuntos abertos em espago euclidianos. A prova
¢ deixada como um exercicio para o leitor.

Também segue do andlogo para aplicagdes entre espacgos euclidianos o se-
guinte:

Teorema 9.7.2 (Teorema do Posto). Seja f: Mtk — Nk aplicacio de classe
C7, r = 1,tal que f tem posto constante igual a k em uma vizinhancade p € M.
Existe, entdo, representagdo local C” de f em uma vizinhanga de p, tal que o
resultado ¢ a composi¢do de uma inclusdo com uma projecéo, mais precisamente,
¢ da forma (x, y) — (x,0) onde x € W C RX.

9.8 Subvariedades

Neste ponto, ¢ interessante introduzir a no¢do de subvariedade de uma dada va-
riedade diferenciavel; que generaliza a nog@o de superficie no espago euclidiano.
Ha varias formas equivalentes de se introduzir tal no¢do. Comegamos com uma
bastante natural:

Defini¢cdo 9.8.1. Seja M uma variedade. Uma subvariedade de M™ é um sub-
conjunto N C M tal que para cada p € N existe a carta local p: U — V de M
validaem p € U, com ¢(p) = 0 e tal que ¢(U N N) é um subconjunto aberto
de R" x {0} C R” x R™™". Nesse caso, dizemos que N ¢ a subvariedade de
M, de dimensdo n. Dada uma subvariedade N C M, a aplicagdo de inclusdo
i: N - M ¢éuma imersdo. Dizemos que a subvariedade N ¢ de classe C" se a
inclusdo ¢é de classe C”.

Existem alguns modos equivalentes de introduzir a nog@o de subvariedade:

Proposicio 9.8.1. Sejam M™ uma variedade e N C M um subconjunto. As
seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) N C M ¢éuma subvariedade.

(b) N munida com a topologia induzida pela inclusdo admite a estrutura de
variedade diferenciavel, que faz o inclusdo i : N — M um mergulho.
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(c) N ¢ avariedade, a topologia de N ¢ o induzida pela inclusdo em M e, para
cada ponto p € N, existem carta local de M, digamos, ¢: U — V e carta
local de N, digamos, ¥: A — B, com a propriedade que p € A C U,
sendo g o ¥ ~!: B — V é uma imerso.

Demonstracdo. Exercicio! O

Exemplo 9.8.1. Seja U C M um subconjunto aberto de um variedade M. Entdo,
com a estrutura natural induzida, U é uma variedade da mesma dimenséo e classe
de M.

Exemplo 9.8.2. Lembramos que dada a variedade M the diagonal é definido as
AM) ={(x,y) e M x M; x = y}. Entdo A(M) C M x M ¢ a subvariedade
difeomorfo a M (Exercicio!).

Seja N C M uma subvariedade. Dado ponto qualquer p € N, o espaco
tangente 7, (V) € naturalmente identificado com o subespago de 7, (M), e pode-
mos escrever T,(N) C Tp(M). Essa inclusdo também se estende aos fibrados
tangentes:

Proposicio 9.8.2. Seja N C M uma subvariedade de classe C2. Entdo TN
¢ naturalmente identificado com uma subvariedade de 7M, e podemos escrever
TN CTM.

Exemplo 9.8.3. As subvariedades de classe C* e dimensdo r de R” sdo precisa-
mente as superficies regulares de classe C* e dimensdo r em R”.

Lembramos que, dada a aplicagdo diferenciavel f: M™ — N”, um ponto
g € N éavalor regular de f se f~1(q) = @ ou, para ponto qualquer p € M
com f(p) =gq, f ¢ésubmersiva em p.

Proposicio 9.8.3. Seja f: M — N declasse C" ,r = 1. Dado qualquer valor
regularg € N de f, com f~1(q) # @, entdo P := f~!(q) é a subvariedade de
M, de classe C” e dimensdo m — n.

Demonstragdo. Essa é uma consequéncia direta da Forma Local das Submersdes.
Deixamos os detalhes para o leitor bem disposto (Exercicio!). O

Observacao 9.8.1. Mais adiante generalizaremos o seguinte resultado, que ¢ um
dos objetivos centrais deste capitulo.



9.9. Primeiro Teorema de Mergulho de Whitney 159

9.9 Primeiro Teorema de Mergulho de Whitney

Nesta se¢do, provaremos que uma variedade compacta é sempre difeomorfa a uma
superficie em um espago euclidiano. Esse belo resultado ¢ conhecido como Pri-
meiro Teorema de Mergulho de Whitney. Mais adiante, utilizando um pouco de
Teoria de Transversalidade e de Espacos de Aplicagdes entre Variedades, provare-
mos versdes mais fortes.

Teorema 9.9.1 (Whitney). Seja M uma variedade compacta de classe C” com
1 < r < oco. Entlo existe mergulho f: M — R”" para todo n grande o suficiente.
Em outras palavras, M ¢ difeomorfa a uma superficie em algum espaco euclidiano.

Demonstragdo. Seja B™(0;r) C R™ a bola aberta de centro na origem e raio
r > 0.

Afirmacao 9.9.1. Existe cobertura finita por dominios de sistemas de coordenadas
{pj:UiCcM —V; CR™}, j=1,...,4 onde:

LM = U g (B0 1)),
j=1

2. 9j(Uj) D B™(0;2), j =1,...,L.

Para provar a afirmacao, basta usar a compacidade de M e o fato de que existe
um atlas enumeravel de M formado por cartas ¢, : U, — R onde ¢, (U,,) = R™
e |J ¢~ 1(B™(0;1)) ainda ¢é cobertura de M.

vey
Assim, consideramos aplicagdo de classe C°, a: R™ — [0, 1] satisfazendo:

1. a(x) = 1sex € B™(0;1).
2. a(x) =0sex ¢ B™(0;2).

Para cada j € {1,...,{}, definimos aplicagdes C" em M pondo A;: M —
[0,1],kj =0oQj; emUj e)tj = OemM\Uj.
Entdo € claro que A ; é bem definida e de classe C” em toda a variedade M.
A seguinte afirmacao se prova, entdo de forma imediata.

L
Afirmagdo 9.9.2. M = |J A;' (D e (1) C U, V.
j=1
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Definimos finalmente aplicagdes f;j: M — R™ pondo f;(x) = 0se x ¢ U;
e fi(x) = Aj(x)pj(x) se x € Uj. Entdo f; é de classe C" em M e temos
aplicagdes C” Fj: M — R™ x R = R™*! definidas por F; = (f;,A;). Agora,
com elas definimos o mergulho ¥: M — R™T1 x ... x R™T! = (R™+1)t =

t—vezes

REm+1) do seguinte modo:

v = (Fy...., Fp).

Como ¢ claro, ¥ é de classe C” e vale:

Afirmacao 9.9.3. v é um mergulho.

Prova da afirmag¢do. Vejamos primeiro que i € uma imersao: dado ponto p € M,
temos, pela Afirmagéo 9.9.2 acima, que p € AJ_-I(I) para algum j € {1,...,¢}.
Agora, tomando-se esse j temos que, em uma vizinhanga de p,

Fi(x) = (fj(®),4j(x)) = (A (x)@;(x),A;(x)) = A;(x) - (¢ (x), 1)
= (aog;j(x)-(g;(x).1)

onde a ultima igualdade segue do fato que para x proximo a p vale A;(x) =
(a0 g;)(x).

Desse modo, temos que Fj(x) = (¢;(x), 1) em uma vizinhanga de p e, dai
claramente, F; ¢ imersiva em p o que implica que ¥ ¢ imersiva em p.

Vejamos agora que F' é uma bijecdo sobre a imagem. De fato, se x; # x5 sdo
tais que F(x1) = F(x2), entdo escolhemos j € {I,...,£} como acima tal que
X1 € A]_.l(l) de modo que F;(x1) = (¢;(x1),1). Assim, se xo ¢ AJ_-I(I), entdo
A1(x2) # 1, e, logo, Fj(x2) # Fj(x1). Portanto, devemos ter xp € )kj_.l(l)
também e, dai, Fj(x2) = (¢;(x2),1) de modo que necessariamente ¢; (x1) =
@j(x2) e, dai, x1 = x3.

Finalmente, observamos que como ¥ ¢ uma bije¢ao continua sobre a imagem
Y(M) C RE™HD ¢ como M é compacta, segue que ¥ ¢ um homeomorfismo de
M sobre sua imagem ¥ (M), que sera, portanto, uma superficie de classe C” em
REm+1) [sto encerra a prova. O

O
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9.10 Espacos fibrados

Nesta se¢do, estudamos uma importante classe de estrutura diferenciavel, associ-
ada a uma aplicacdo e duas variedades. Esta ¢ a classe dos espacos fibrados, ¢
nos da uma generalizagdo do fibrado tangente de um variedade, assim como de
algumas outras constru¢des geométricas.

Comegamos com a terminologia basica:

Definicao 9.10.1 (Espaco fibrado). Um fibrado diferencidavel consiste de um sub-
mersdo w: £ — B, onde E e B sdo variedades, com a local produto estrutura:
Existe uma cobertura aberta B = | J jes Uj, tal que para cada j € J existe um
difeomorfismo ¢, : #71(Uj) C E — U; x F, onde F ¢ a variedade fixada, tal
querjog; =memU;x F,sendoquemy: U; x F — U;j ¢ aprimeira proje¢ao
m1(p,v) = p;(p,v) € Uj x F. Em outras palavras, temos diagrama comutativo

Qi

~~Y(Uj) » Uj x F

Uj

Chamamos B a base, E o espago total , F afibra, w a projecdo, os difeomor-
fismos ¢; YU i) = Uj x F, as trivializa¢oes locais do fibrado, que denota-
remos por 7w : E ? B. Dado o ponto p € B, afibrasobre pé F,: ' (p) C E.

Como 7 ¢ a submersdo, F), ¢ a subvariedade de F'. Além disso, usando a comuta-
tividade dos diagramas acima, podemos provar que F, e F sdo difeomorfas para
todo p € B.

Sei, j € J sdotal que U; N U; # @, entdo podemos definir g;;: U; NU; —
Diff(F') do seguinte modo:

Consideramos a mudanca de trivializagao

JT_I(Ui NUj)

UinUj)x F P > (UiNnUj)x F
ij

Entdo claramente §;; se escreve

Eij (p’ 1)) = (pv hl] (p’ U))
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para alguma aplicacdo diferenciavel h;;: (Ui NU;) x F — F.

Portanto, dado p € U; N Uj, a aplicagdo g;;(p): F — F, definida por
gij(p)(v) = h;j(p,v), é um difeomorfismo de F. Obtemos desse modo uma
aplicac@o

gij: Ui N U; — DIiff(F).

O fibrado diferenciavel 7 : E ;) B ¢ chamado um fibrado vetorial, se as fibras

Fp admitem um espago vetorial estrutura, tal que a aplica¢des F, — F)p, dado
por v = h;;(p,v), sdo isomorfismos lineares.

Se a aplicagdes g;j : U; N U; — Diff(F) sdo localmente constantes, dizemos
quern: E ? B tem grupo estrutural discreto.

Vejamos agora alguns exemplos de fibrados vetoriais:

Exemplo 9.10.1. Seja M™ uma variedade. O fibrado tangente TM tem uma es-
trutura natural de fibrado vetorial sobre M, onde a fibra ¢ F = R™, ¢ a projecdo
¢ a projecdo candnica 7 : TM — M, dado por 7 (p,v) = p, onde escrevemos

TM = {(p,v);pe M, veT,(M)}.

De fato, consideramos a estrutura diferenciavel {(¢;: U; — R™)};cs para
M e a estrutura diferencidvel correspondente para TM dada por {(®,: TU; —
R™ x R™)} jey, onde as aplicagdes @;: TU; — R™ x R™ sio definidas por
TUj =" (Uj) C TM, e pomos @;(p,v) = (¢;(p), ¢ (p) - v). Nao é dificil
ver que as aplicagdes 7 U; — U; x R™ definidas por (p, v) — (p,¢;(p)-v) de-
finem trivializag¢des do fibrado, e os isomorfismos lineares (¢; o (p]Tl)’ (p): R —
R™ dao a estrutura de fibrado vetorial para TM . As fibras do fibrado sdo os espa-
cos tangentes T (M).

Exemplo 9.10.2 (Fibrado normal). Seja N" C M™ uma subvariedade. Con-
sidere uma métrica Riemanniana (,) em M. Considere a métrica Riemanniana
induzida em N pela inclusdio N — M. Para cada ponto p € N, introduzimos o
espaco normal Tp(N )yt c Tp (M) como o complemento ortogonal do subespago
Tp(N) C Tp(M). De acordo com a métrica (, ) , em T, (M ). Pomos

V(N) :={(p,v);pe N,ve TP(N)l}.
Entdo temos uma proje¢do natural 7: v(N) — N, definida por n(p,v) = p.

Usando a estrutura de subvariedade para N C M nao ¢ dificil provar que
m:v(N) R—> N éum fibrado vetorial com uma estrutura natural (exercicio!)).
m-—n
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Exemplo 9.10.3 (Fibrado tangente unitario). Dada variedade M declasse C",r >
2 equipada com uma métrica Riemanniana, podemos usar a proje¢ao para construir
uma aplicagio f: TM — [0, +oo[ pondo 7(p,vp) := |[vp|?. Entio 1 € R ¢
valor regular de f de modo que 71 (M) := f~1(1) C TM é uma subvariedade
2m — 1 dimensional de TM e de classe C" 1. Se M é compacta, entdo 0 mesmo
vale para T1(M). A restricdo da projecdo do fibrado tangente sobre M nos da
aplicagdo w1 : T1(M) — M, e afirmamos que isso define estrutura de fibrado di-
ferenciavel sobre M, cuja fibra tipica ¢ a esfera S™ ! (ver exercicio!). Tal fibrado
¢ chamado fibrado tangente unitario de M .

9.11 Grupos de Lie

Seja G um grupo, isto €, G € um conjunto com uma aplicacio (chamada operagdo
de grupo) G x G — G, (x,y) — x o y, tal que:

(1) Existe um elementoe € G talque xoe =eox,Vx € G.

ii) Dado qualquer x € G, existe um elemento x~! € G tal que x o x~ ! =
qualq q

xlox =e.
(iii) A operacdo de grupo ¢ associativa.

O grupo G, uma vez visto como um conjunto de pontos, pode admitir topolo-
gias interessantes. As mais interessantes sdo aquelas relacionadas a operagéo do
grupo. Este € o espirito da defini¢do abaixo:

Definicao 9.11.1. Um grupo topoldogico ¢ um grupo G munido com a topologia
que faz a operagdo de grupo G x G — G, (x,y) — x o y e a operacdo inversa
G — G,x — x~! sdo aplicagdes continuas. Isto é equivalente a dizer que a
aplicagio G x G — G, (x,y) — x o y~! ¢ uma aplicagdo continua.

Muitos s@o os exemplos interessantes de grupos topologicos. Entretanto, esta-
mos interessados em estruturas mais ricas:

Definicao 9.11.2. Um grupo de Lie é um grupo topologico com a estrutura diferen-
ciavel que faz a operacdo de grupo e a operagdo inversa aplicagdes diferenciaveis.

Proposicio 9.11.1. Seja G um grupo de Lie. As translagdes a esquerda e a direita
Lyx,Rx: G — G, definidas por Lx(y) = xoy, Rxy(y) = yox,Vy € G
sdo difeomorfismos de G. Em particular, dados quaisquer dois pontos a,b € G,
existem uma translac@o a esquerda e uma a direita que levam a em b.
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Vejamos alguns exemplos notaveis de Grupos de Lie:

Exemplo 9.11.1. O espago euclidiano R” munido com a adi¢ao é um grupo de
Lie. Notamos que esse grupo de Lie ¢ abeliano (comutativo) e o denotaremos por
(R™, 4). Qualquer espaco vetorial finito dimensional (real) ¢ também um grupo
de Lie.

Exemplo 9.11.2. A multiplica¢do induz uma estrutura de grupo de Lie na reta real
menos a origem R* = R \ {0}.

Exemplo 9.11.3. O circulo unitario S = {z € C; |z| = 1} é um grupo de Lie
com uma estrutura natural dado pela multiplicagdo de nimeros complexos e pela
usual real estrutura diferenciavel.

Exemplo 9.11.4. Sejam G um grupo de Lie e Go C G a componente conexa que
contém o elemento neutro e € G. Entdo G ¢ uma subvariedade aberta de G, que
¢ também um subgrupo, que induz uma estrutura de grupo de Lie em Go.

Exemplo 9.11.5. Denote por L(R") o espaco de operadores lineares em R” e por
GL(n) C L(R") a subvariedade de aplica¢Ses ndo singulares. Entdo GL(n) é um
grupo de Lie com a multiplicacdo de matrizes, isto €, a composi¢cdo de aplicagdes.

Exemplo 9.11.6. O grupo ortogonal O(n) = {T € GL(n); T oT! = I,,} é
um subgrupo de Lie de GL(n). A componente conexa que contém a identidade
¢ SO(n) = {T € O(n); det(T) = 1}, de modo que essa ¢ um subgrupo de Lie
como segue do exemplo acima.

Exemplo 9.11.7. O grupo afim Aff(R") = {T: R" - R"; T(x) = A-x +
B, A € GL(n), B € R"™} é um grupo de Lie com a operagdo de composi¢ao.

Exemplo 9.11.8. O grupo de aplicagdes de Mobius

_ b
SLR2,C)=3T:C - C; T(Z)=ﬂ,a,b,c,de(c,ad—bc=l
cz+d

€ um grupo de Lie com a composi¢do. Aqui identificamos a esfera de Riemann
C = C U {oo} com o euclideana esfera S> C R3, por “meio da projegdo estereo-
grafica, que resulta em uma estrutura diferenciavel em C.

Exemplo 9.11.9. O exemplo acima pode ser estendido como segue: Seja M uma
variedade Riemanniana compacta. O grupo G de isometrias de M é um grupo de
Lie (Teorema de Cartan).
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Exemplo 9.11.10. A esfera S3, vista como o grupo dos quatérnios, é um grupo de
Lie.

Exemplo 9.11.11. Sejam G; e G, grupos de Lie. O produto G x G, admite uma
estrutura natural de grupo de Lie.

9.11.1 Fibrado tangente e campos de vetores invariantes a esquerda

No que segue, G denota um grupo de Lie conexo de classe C*° e dimensdo .
m: TG — G denota o fibrado tangente. As se¢des de 7'G sdo o campo de vetores
em G. Veremos que esse fibrado ¢ trivial, como uma consequéncia da trivialidade
de tais segdes. E util considerar os seguintes conceitos:

Denote por Lg: G — G a translagdo a esquerda Lg(x) = gox,Vx € G
onde g € G ¢ fixado. Como se vé, Lg ¢ um difeomorfismo com inversa L 1.

Definicao 9.11.3. Um campo de vetores X € TG ¢ invariante a esquerda se
(Lg)«X(x) = X(Lg(x)),Vx € G,Vg € G. Note que (Lg)+ ¢ a diferencial de
Lg .

Lema 9.11.1. Um campo de vetores X em G ¢ invariante a esquerda se e somente
se (Lg)«X(e) = X(g), Vg €G.

Corolario 9.11.1. Dado um vetor tangente x € T, (G), existe um tnico campo de
vetores invariante a esquerda X em G tal que X(e) = x.

Corolario 9.11.2. Seja G um grupo de Lie. O fibrado tangente T G é trivial.

A seguir, exploramos as propriedades dos campos de vetores invariantes a
esquerda e suas relagdes com o grupo G.

Lema 9.11.2. O colchete de Lie de dois campos de vetores invariantes a esquerda
¢ também invariante a esquerda.

Usando esta observacao, definimos:

Definicdo 9.11.4 (Algebra de Lie). Dados x, y € T.(G) consideramos X, Y sua
extensdo invariante a esquerda e definimos [x, y] := [X, Y](e) € T,(G).

O produto [x, y] acima é bem definido de acordo com o Lema 9.11.2.

O espago tangente T, (G ) munido com este produto [, ] torna-se uma Algebra,
chamada Algebra de Lie de G, denotada £(G). Em £(G), temos:

() [x,x] =0,Vx € G.
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(i) [[x,yl.z]1 +[[y.z]. x] + [[z.x]. y] = 0.Vx,y.2 € G.
(i) [x,y] = —[y,x],Vx,y € G.
Qualquer algebra satisfazendo essas propriedades ¢ chamada uma Algebra de Lie.

A Algebra de Lie pode classificar o grupo de Lie (ver Duistermaat e Kolk
(2000)).

9.12 Espacos de recobrimento

Uma das principais nog¢des no estudo de variedades e espagos topoldogicos € a no-
¢do de espago de recobrimento. Recordemos algumas nogdes da topologia: Seja
f: X — Y uma aplicagdo entre espagos topoldgicos. Dizemos que f é um home-
omorfismo local se, para ponto qualquer x € X, existe a vizinhanga x € V C X
tal que f(V) C Y é aberto e f‘V: V — f(V) C Y éum homeomorfismo. Em
particular, f é uma aplicag@o aberta.

Defini¢do 9.12.1. Uma aplicagdo f: X — Y entre espagos topoldgicos ¢ uma
aplicagdo de recobrimento se:

(i) f é sobrejetiva.

(i) Para qualquer y € Y, existe uma vizinhanga aberta Y D W > y tal que
F~HW) = UjerU; onde U; C X éaberto e f‘Ui : Uj — W é um homeo-
morfismo.

Em particular, f ¢ um homeomorfismo local. Estamos interessados no caso em
que X, Y sdo variedades.

Defini¢do 9.12.2. Sejam M, N variedadese f: M — N uma aplicacdo diferen-
ciavel. Dizemos que f é uma aplicagdo de recobrimento (diferenciavel) se essa é
uma aplicac@o de recobrimento e um difeomorfismo local.

Exemplo 9.12.1. A aplicagdo f: R — S! dada por f(¢) = exp(t - v/—1) =
(cost,sent) é a aplicagdo de recobrimento.

Exemplo 9.12.2. Seja f: S®™ — RP(n) a aplicagdo quociente, f(p) = [p],
entdo f ¢ uma aplicagdo de recobrimento.

Observagao 9.12.1. Nem todo homeomorfismo local ¢ uma aplicacdo de recobri-
mento.
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Exemplo 9.12.3. Toda aplicacdo de recobrimento (topologico) de um variedade
pode ser vista como uma aplicagdo diferenciavel de recobrimento. De fato, seja
f: M — N uma aplicacdo de recobrimento, onde M, N sdo espagos topoldgicos.
Suponha que N também admite uma estrutura diferenciavel compativel com sua
topologia. Entdo podemos introduzir uma estrutura diferenciavel em M, que faz
Jf uma aplicag@o de recobrimento diferenciavel.

A caracterizagdo dos recobrimentos topoldgicos finitos ¢ dada abaixo:

Proposicio 9.12.1. Seja f: X — Y uma homeomorfismo local entre espagos
topolégicos com X Hausdorff e Y conexo. As seguintes condig¢des sdo equivalen-
tes:

(i) f ¢ uma aplicagio de recobrimento com ff f ~1(y) < oo,Vy € Y.
(ii) f € propria e sobrejetiva.
(iii) Existen € Ntalquefif~!'(y) =n,Vy e Y.

Corolario 9.12.1. Sejam X, Y Hausdorff com X compacto. Um homeomorfismo
local f: X — Y ¢ uma aplicagdo de recobrimento se e somente se ¢ sobrejetiva.
Neste caso, f tem um nimero de folhas finito.

Observacao 9.12.2. Todo espago topoldgico possui um recobrimento universal,
ou seja, X ¢ simplesmente conexo.

Proposicao 9.12.2. Seja M variedade Ck n-dimensional. Seja 7 M > M
homeomorfismo local. Entdo M possui estrutura de variedade tinica que faz de
7 um difeomorfismo local. Em particular, se 7 : M — M ¢é o recobrimento
universal M (como espago topoldgico), entdo existe Unica estrutura de variedade
diferenciavel em M que faz de 77 um difeomorfismo local.

Exemplos 9.12.1 € 9.12.2 acima podem ser vistos do ponto de vista de a¢des
que introduziremos na se¢ao abaixo.
9.13 Acodes propriamente descontinuas

Sejam G um grupo ¢ M uma variedade.

Definicio 9.13.1 (A¢des). Uma agcdo de G em M éuma aplicacio @: G x M —
M tal que:
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(i) Pg: M — M, Pg(x) := P(g,x),Vx € M define um difeomorfismo de
M.

(ii) A aplicagdo G — Diff(M), g — @, ¢ a homomorfismo de grupos.

Se G é um grupo topologico, entdo pedimos que a aplicagdo @ seja continua, € se
G é um grupo de Lie, pedimos que @ seja diferenciavel.

Exemplo 9.13.1. Seja G um grupo de Lie. Entdo G age sobre si mesmo por meio
das translagdes a esquerda.

Exemplo 9.13.2. SO(n) age na esfera S”~! de modo natural: SO(n) x S*~! —
S"=1 (T, x) ~ T(x). Mais geralmente, o grupo de isometrias de uma variedade
Riemanniana compacta age na variedade de um modo natural.

A importancia dessa no¢do vem principalmente do seguinte conceito:

Defini¢do 9.13.2. Sejam X um espaco topoldgico e G uma subgrupo das grupo
de homeomorfismos de X. Dizemos que G ¢ propriamente descontinuo se para
qualquer x € X existe a vizinhancax € V C X talque g(V)NV = 0B,Vg €
G,g # Id. Chamamos V a vizinhanga estrita ou distinguida de x, com respeito
a G. Se M éuma variedade ¢ G é um grupo de difeomorfismos, entdo a nogao ¢
amesma. Finalmente, dizemos que o grupo G age de modo propriamente descon-
tinuo em M se existe uma agdo @ de G em M, tal que a imagem {®P,, g € G} ¢
um grupo propriamente descontinuo.

Dada a aplicac@o de recobrimento 7 : X — Y, denotamos por G (i) o grupo
de automorfismos de recobrimento definido como G (i) := {T € Hom(X), 7w o
T = m}. Claramente G () é um subgrupo de Hom(X).

A importancia da nog¢ao acima reside nos seguintes resultados:

Proposicao 9.13.1. Seja G um grupo propriamente descontinuo em um espago
topologico X . Denote por X/G o espago quociente de X pela relagdo de equiva-
lénciax ~ y <= g(x) = y paraalguns g € G. Munimos X /G com a topologia
quociente. Entdo a projegdo candnica 7 : X — X /G é uma aplicacdo de recobri-
mento cujo grupo de transformagdes de recobrimento ¢ G. Reciprocamente, dado
qualquer recobrimento 7 : X — Y, o grupo de aplicagdes de recobrimento G (i)
é propriamente descontinuo e ¥ é homeomorfo ao espago quociente X /G (7).

Demonstracdo. Exercicio! O
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Proposicio 9.13.2. Seja M uma variedade e 7: M — N uma aplicagdo de reco-
brimento, onde N é um espaco topoldgico Hausdorff. Entdo N pode ser munido
com uma estrutura diferencidvel que faz = o recobrimento diferencidvel. De fato,
com essa estrutura, temos N difeomorfa ao quociente M/ G (7).

Proposicao 9.13.3. Seja r: M — N um recobrimento de um espaco topologico
Hausdorff M sobre a variedade N. Entdo M admite uma unica estrutura diferen-
ciavel que faz 7 um recobrimento diferenciavel.

Corolario 9.13.1. Seja M uma variedade. Existe um recobrimento diferenciavel
7 M — M, onde M éuma variedade simplesmente conexa. Além disso, esse re-
cobrimento € inico a menos de isomorfismos (ou seja, a menos de difeomorfismos
preservando as fibras das projecdes).

Exemplo 9.13.3. Seja A: S* — S” a aplicagdo antipoda, A(p) = —p, p € S”,
entdo o grupo G = {A, I} onde I ¢é a aplicagdo identidade de S”, é propriamente
descontinua. A variedade quociente ¢ S”/G = RP(n), o espago projetivo real
de dimensao #.

Exemplo 9.13.4. A aplicacio f: R — S!, f(r) = e'’,i? = —1 é uma aplica-
¢do de recobrimento (Exemplo 9.12.1), de modo que S! ¢ difeomorfo & variedade
quociente R/Z, onde Z denota o grupo ciclico infinito de automorfismos de reco-
brimento G( f) gerado pela translagdo T(x) = x + 27, x € R.

Exemplo 9.13.5 (Superficies de Riemann). Uma superficie de Riemann € uma va-
riedade complexa de dimensdo um conexa. Isto ¢, uma variedade real 2-dimensional
que admite um atlas cujas mudangas de coordenadas sdo aplicagcdes holomorfas
locais entre subconjuntos abertos de C &~ R2. Por exemplo, temos subconjun-
tos abertos de C, a Riemann esfera C ( identificada com a esfera S? por meio da
projecdo estereografica), curvas algébricas nio singulares C? etc.

Vejamos um exemplo mais elaborado:

Exemplo 9.13.6. Sejam «, 8 vetores reais linearmente independentes em R2. De-
note por Ty, Tg: C — C o automorfismos To(z) = z + a,Tg(z) = B+ 2. O
grupo G gerado por Ty, T € isomorfo a Z & Z e age de modo propriamente des-
continuo em C. O espaco quociente C /G ¢, portanto uma superficie de Riemann
recoberta por C, que chamamos de toro complexo, denotado genericamente por
C/(Z®Z). Seanp = 0,entdo G ~ Z e temos C /G holomorficamente equiva-
lente a C*, recoberto por exp: C — C, z — e”. Essa Gltima ¢ chamada cilindro
complexo e genericamente denotado C/Z.
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De acordo com o Teorema de Uniformizacdo de Riemann ¢ Koebe (Farkas e
Kra (1980)), temos:

Teorema 9.13.1. Seja R uma simplesmente conexa superficie de Riemann. Entao
existe um difeomorfismo holomorfo de R com exatamente superficies: C, D =
{zeC, |z| < 1},C.

Aplicando os resultados acima, devidamente adaptados ao contexto holomorfo,
obtemos:

Teorema 9.13.2. Seja R uma superficie de Riemann. Existe um recobrimento
holomorfo w: R — R, onde R ¢ holomorficamente equivalente a exatamente
uma das superficies: C, DD, C.

Corolario 9.13.2. Seja R uma superficie de Riemann. Temos as seguintes pos-
sibilidades para R, a menos de equivaléncia holomorfa: C,C,C/Z,C/(Z &
Z7),D/G, onde G C PSL(2,R) ¢ um subgrupo descontinuo de aplicacdes de
Mobius do disco.

9.14 Variedades orientaveis

No caso de superficies em R3, a nogdo de orientabilidade é relacionada a possibili-
dade de se poder definir um campo global continuo de vetores unitarios, chamada
aplicagdo de Gauss na superficie. Estendemos essa no¢ao para variedades como
segue:

Definicao 9.14.1. Uma variedade M ¢ orientdvel se admite um atlas cujas mudan-
¢as de coordenadas tém Jacobiano positivo em todo ponto. Um tal atlas é chamada
um atlas coerente de M. Em outras palavras, M ¢ orientavel se existe um atlas
{pj: Ui Cc M — V; CR", j e J}tal que para cada U; N U; # @ a mudanga
de coordenadas ¢; o (p]Tl tem Jacobiano positivo, onde estiver definido.

Sejam agora M uma variedade orientavel e A = {p;j: U; C M — V; C
R™, j € J} um atlas coerente. Dado ponto qualquer p € M, temos duas orien-
tagdes possiveis no espago vetorial 7, (M). A orientagdo positiva (com respeito
ao atlas A) é dado por qualquer base de T, (M), que é levada por qualquer carta
¢; € A, valida em p, em uma base positiva de R”. Isso mostra que podemos
associar a cada espaco tangente uma orientagdo natural dada por A.

Exemplo 9.14.1. R” ¢ S” sdo variedades orientaveis.



9.14. Variedades orientaveis 171

Exemplo 9.14.2. Seja f: M — N uma C",r > 1 aplicagdo entre dois varie-
dades orientéveis e seja ¢ € N um valor regular de f, com R = f~1(q) # 9.
Entdo R é um orientavel subvariedade de M .

Exemplo 9.14.3. Sejam M e N variedades orientaveis. Entdo M x N ¢ orientavel.

Exemplo 9.14.4. Seja f: M — N declasse C",r = lesejaG(f) C M x N
seu grafico. Entdo G( f') é orientavel.

Proposicio 9.14.1. Seja M uma variedade possivelmente ndo orientavel. O fi-
brado tangente 7'M ¢ orientavel.

Demonstragdo. Tomamos qualquer atlas @ :={¢;: Ui CM — V; CR"} ¢y
para M e consideramos o atlas T® := {T¢,;: TU; C TM — V; x R"};¢;
para TM . Temos que as mudangas de coordenadas para 7@ sdo da forma T'¢; o
(T(pj)_1 = (¢;j o (pj_l, (@i o (pj_l)’), o0 que nos da matrizes Jacobianas da forma

pireore)= (" §)

onde A ¢ a matriz Jacobiana da mudanga ¢; o <p171 . Isto nos diz que o determinante

da mudanca ¢ igual a (det A)? e, portanto, positivo.
O

Proposicio 9.14.2. Qualquer superficie de Riemann ¢ orientavel. Isto também
vale para variedades complexas (holomorfas) de dimensao > 2.

Demonstragdo. As equagdes de Cauchy—Riemann mostram que a mudanca de co-
ordenadas de uma superficie de Riemann, sendo um difeomorfismo holomorfo
entre abertos de C é uma aplicag@o que preserva a orientagdo, ou seja, de determi-
nante Jacobiano positivo. O

Com o objetivo de dar exemplos de variedades ndo orientaveis, fazemos um
estudo de variedades que sdo quocientes por agdes propriamente descontinuas:

Defini¢do 9.14.2. Seja f: M — N um difeomorfismo local entre duas varieda-
des orientadas. Dizemos que f preserva a orienta¢do se para qualquer x € M
e qualquer base positiva {vy,...,v,} C Tx(M), abase {f'(x) - v1,..., f/(x)-
vn} C Trex)(N) € positiva.

Teorema 9.14.1. Seja G um grupo propriamente descontinuo de difeomorfismos
da variedade orientada M .
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(i) Se cada elemento g € G preserva a orientagdo de M, entdo M/G ¢ orien-
tavel.

(i) Se M/G ¢ orientavel, entdo existe orientacdo de M tal que cada elemento
g € G preserva essa orientacao.

Demonstragdo. Suponha que cada elemento de G preserva a orientagdo de M, in-
duzimos, entdo, orientacao para o quociente definindo um atlas da seguinte forma:
dado um ponto p € M/G, tomamos aberto p € U C M/ G tal que a pré-imagem
771 (U) seja uma unido de abertos W,, C M com a propriedade de que 7 aplica
cada aberto W, difeomorficamente sobre U. Dado ponto p € M sobre p, isto
¢, tal que (p) = p, temos que p € W,, para algum v, e tomamos, entdo, carta
local ¢ de M valida em p e que seja carta de um atlas positivo de M. Considera-
mos, entdo, como carta de M em p, a composta ¢ o (N‘Wv)_l definida em uma
vizinhanca de p em M. Isto nos d& um atlas para M. Diremos que esse atlas ¢
positivo e essa defini¢do é bem posta porque duas dessas cartas diferem em uma
vizinhanga de p por um difeomorfismo g € G, que mapeia um aberto W), sobre
W, e pela mudanga de cartas dentro do atlas positivo de M (explicite). Isto nos
da, entdo, um atlas coerente para M/G.

A reciproca deixamos para o leitor. O

Corolario 9.14.1. O espaco projetivo real RP(n) é orientavel se e somente se
n=2k+1,k=0,1,2,...

Demonstragdo. Com efeito, o espago projetivo € o quociente da esfera de mesma
dimensdo pelo grupo ciclico de ordem dois gerado pela aplica¢do antipoda A, : S —
S™, que tem determinante Jacobiano igual a det(A4,) = (—1)"*! como mostra um
calculo direto em coordenadas. O

9.14.1 O recobrimento duplo orientado

Teorema 9.14.2. Dada uma variedade conexa M existe um recobrimento 77 : M —
M, tal que:

(1) m: M — M ¢ um recobrimento duplo, isto &, iz~ 1(x) =2,Vx € M.
(i1) Se 7(X1) = m(X2) com X7 # X, entdo a aplicagdo
()t o n'(F1): T, (M) — Tx, (M)

inverte a orientagao.
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(iii) M é orlentavel se e somente se M ¢é desconexa. Neste caso, M M 11U M2
onde M 1, M2 sdo conexas componentes disjuntas, e 7 | M, “M; j —> M ¢um

difeomorfismo.

Demonstragdo. Construiremos a variedade M da seguinte forma: dado ponto
p € M, tomamos as duas orientagdes possiveis em 7, (M) e as denotamos por
OI(,J ), j = 1,2 em qualquer ordem. Construimos, entdo, novo espaco M como
unido disjunta dos pontos (p, 0;,’ )) de forma que temos um espago munido com
uma aplicagdo w: M — M definida por 7 (p, 01(,] )) := p. Equipamos, entdo,
M com uma estrutura de variedade diferenciavel que de 7w uma aplicagdo de reco-
brimento de grau 2. Observe que M ¢é naturalmente uma variedade orientavel (!).
Resta ver que M ¢ ndo orientavel se e somente se M ¢& conexa. Para i isso, obser-
vamos que M admite uma involugdo, isto é, uma aplicagdo i : M — M que tem
ordem 2, i% = i oi = Id e que gera o grupo de transformagdes de recobrimento de
7 M — M. Assim, se M é conexa, entdo podemos concluir que M nio possui
orientagdo que ¢ preservada pelas transformagdes de recobrimento e, logo, que M
¢ ndo orientavel. Reciprocamente se M ¢ ndo orientavel, entdo M ¢é conexa pois,
caso contrario, seria unido de dois abertos disjuntos cada um difeomorfo a M pela
projecdo m e, isto nos daria, uma vez que M ¢ orientavel, que M ¢ orientavel
gerando absurdo. 0

Defini¢do 9.14.3. O recobrimento duplo acima construido ¢ chamado recobri-
mento duplo orientado de M . Sua existéncia ¢ frequentemente usada em extensoes
ao caso ndo orientavel de resultados originalmente provados para o caso orienta-
vel.

Corolario 9.14.2. Seja M uma simplesmente conexa variedade. Entdo M ¢ ori-
entavel.

Demonstragdo. De posse do recobrimento duplo orientavel, suponhamos por ab-
surdo que M é simplesmente conexa, mas ndo orientavel. Temos recobrimento de
grau dois de uma variedade conexa M sobre M, de modo que, como M ¢ simples-
mente conexa, pela teoria dos espagos de recobrimento, o grupo de transformagdes
de recobrimento ¢ trivial. De fato, o recobrimento ¢ um difeomorfismo. Isto nos
diz que, M e M sio difeomorfas e, portanto, M ¢ orientavel, contradigao. O

Proposicao 9.14.3. O recobrimento duplo orientado de um variedade ¢€ tnico a
menos de isomorfismos.
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Demonstragdo. Exercicio! O

Exemplo 9.14.5. A esfera ¢ o recobrimento duplo orientado do espago projetivo
real de mesma dimensao.

9.15 Transversalidade de aplicacoes e subvariedades

A nocdo de transversalidade ¢ muito importante na Teoria das Variedades. Possui
também inumeras aplicagdes nos Sistemas Dindmicos, em especial na estudo da
estabilidade. Nesta se¢do, apresentamos as ideias centrais e resultados mais basi-
cos envolvendo essa no¢do, assim como alguns exemplos importantes. Primeiro
comegamos por dizer que a nogdo de transversalidade € a generalizagdo das nogao
de valor regular para a dada aplicagao.

Seja f: M — N uma aplicagdo diferenciavel e seja S C N uma subvarie-
dade.

Defini¢do 9.15.1. Dizemos que f é transversal a S no ponto p € f~1(S) se

Trpy(N) = f(p) - Tp(M) + T (S).

Note que ndo se pede que a soma acima seja direta.
Também dizemos que f é transversala S se f~1(S) = @ ouse f é transver-
sal a S em cada ponto p € f~1(S).

O que segue se vé€ diretamente:

(a) Nocaso S = {y} C N ¢ um unico ponto, temos que: f ¢ transversal a S
se e somente se y € a valor regular de f.

(b) Se f: M — N ¢ asubmersdo, entdo f ¢ transversal a qualquer S C N.

(¢) Suponha que dim M + dimS < dim N. Entdo f é transversal a S se e
somente se f~1(S) = 0.

A proposigdo seguinte ¢ uma caracterizagdo da transversalidade para uma apli-
cacdo e a subvariedade, em termos de uma propriedade de valor regular para uma
certa aplicagao:

Proposicio 9.15.1. Sejam f: M™ — N uma aplicagdo diferenciavel e S C
N uma subvariedade. Sejam g € S, ¥: V C N — R” uma carta local com
Y(g) = 0,tal que (V' NS) = R® x {0} C R”. Denote por 7: RS x R*™* =
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R" — R* a segunda proje¢do 7 (x,y) = y. Seja U C M um conjunto aberto tal

que f(U)CVesejapeUN f71(S) = (nOWOﬂU)_I(O),talquef(p) =gq.
Entdo:

1. f étransversal a S no pontos de U N f~1(S) se e somente se 0 € R*™ ¢
avalorregularde w oy o f |, : U — R"™%.

2. Suponha que f ¢ transversal a S e que S e f sdo de classe C",r > 1.
Entdo f(M)NS = @ ou f~1(S) é a subvariedade de M de codimensio
igual a codimensao de S em N.

3. Se f étransversala S e f~1(S) # @, entdo para todo p € f~1(S) temos
Tl )] = (' (p) T 1) (S)).

Demonstragdo. Podemos supor que U C M ¢é dominio de uma carta ¢: U C
M — R™de M. Assim, m oy o f o @~ 1: R™ — R” é uma representacio
local de w o ¢ o f}U em p € M. Podemos também supor que ¢(p) = 0 € R™.
Assim, sdo equivalentes as seguintes afirmacgdes:

+ f étransversala S em p.

* f1(p) - Tp(M) + Ty(S) = Ty(N).

s (Yo fop ) (0)-R™ + RS x {0} = RS x R*™5,
« 7l o f opTlY(0) - R™] = R,

s (moyo foe 1)) -R™ =R"5,

e moy o f ésubmersivaem p € M.

Isto encerra a prova de (1). Vejamos a prova de (2). De fato (2) e (3) seguem
da prova de (1). Em particular, quando ndo vazia, f ~1(S) é subvariedade de co-
dimensdo n — s de M, codimensdo de S em N. Para ver que T,,(f~1(S)) =
(f'(p)~! [T 7(p)(S)] daremos, entretanto, uma prova direta. Seja [A] € T, (M)
tal que de fato tem-se [A] € T;»(f ~1(S)). Entdo podemos supor que A: | —¢, €[—
f~1(S) é um caminho diferenciavel com A(0) = p. Mas, entdo, temos que f o
A:]—€,€[— S éum caminho diferenciavel com ( f o1)(0) = f(p) de modo que
[foA] € Tr(p)(S). Agora, por definigdo da diferencial de / em p, temos que [ f o
Al = f'(p) - [A]. Portanto, provamos que T, (f~'(S)) C (f"(P) ™ [T r(p)(S)]
como subespaco. Comparando as dimensdes (que sdo iguais), vemos que a inclu-
sdo ¢ de fato uma igualdade. O
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Aproveitamos a motiva¢do dada pela proposi¢do acima para definir:

Defini¢do 9.15.2. Sejam M ™, N" variedades e R C N,S C N subvariedades.
Dizemos que R e S se intersectam transversalmente no ponto p € R N S, se

Tp(R) + Tp(S) = Tp(M).

Dizemos que R ¢ S se intersectam transversalmente (ou ainda, estdo em posi¢do
geral) se R N S = @ ou elas se intersectam transversalmente em cada ponto em
RNS.

Usando os mesmos argumentos da prova da Proposicdo 9.15.1, podemos pro-
var:

Proposicao 9.15.2. Sejam R, S, M como acima. Entdo:

1. Re S estdo em posicao geral se e somente se a aplicagdo de inclusdoig: R —
M ¢ transversal a subvariedade S C M.

2. Se RNS # @ e R, S estdo em posigdo geral, entdo a intersec¢cdo P = RN S
¢ a subvariedade de M, de dimensdo dim P = dimR + dim S — dim M.
Além disso, para todo p € P, temos

Tp(P) =Tp(R)NTpH(S) C Tp(M).
A prova dessa proposi¢ao ¢ deixada para o leitor como um exercicio.
Agora estendemos a nogao de transversalidade para pares de fungoes.

Defini¢do 9.15.3. Sejam f: M™ — P* e g: N* — P9 aplicagdes diferen-
ciaveis. Dizemos que f e g sdo transversais no pontos p € M eq € N se
fp)=gl@g)=tePe

Ti(P) = f'(p) - Tp(M) + &'(q) - Tg(N).

Dizemos que f e g sdo aplicagoes transversais se f(M)Ng(N) = @ ou se ambas
sdo transversais em cada ponto de sua intersecgao.

Recordemos o seguinte lema de Algebra Linear:

Lema 9.15.1. Seja E um espaco vetorial e A,B C [ subespagos. Denote por
D C E x E o subespago diagonal. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:
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(i) A+B=E.
(i) AxB+ D =E xE.
Demonstragdo. Exercicio! O

Proposicio 9.15.3. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis e f: M — P,
g: N — P aplicagdes diferenciaveis. Entdo f e g sdo transversaisem p € M e
geN(f(p)=g(@) =t)seesomentese f x g: M x N — P x P definido
por (f x g)(x,y) = (f(x),g(y)) é transversal a diagonal A(P) C P x P no
ponto (p,q) € M x N.

Podemos agora introduzir a no¢ao de nimero de intersec¢do: sejam R”, S° C
M" S subvariedades compactas. Suponha que R, S, M sdo orientaveis e orienta-
das, e também R e S estdo em posi¢do geral em M. Neste caso, RNS é a compacto
zero dimensional subvariedade e, portanto, temos RNS = {py,..., pg}, comum
numero finito de pontos.

Defini¢do 9.15.4. Dado o ponto p € RN S temos Tp(M) = Tp(R) ® Tp(S) e
dizemos que p ¢ positivo se, dadas duas bases positivas {vi,..., v} C Tp(R) e
{wy,...,wsf C Tp(S), temos que {vy,...,Vr, W1,..., Wy} é¢ uma base positiva
de Tp(M). Caso contrario, p é chamada negativa.

Aqui usamos as orientagdes candnicas dos espaco tangentes.

Definicdo 9.15.5. O numero de intersec¢do RS de R e S é por defini¢do a soma
algébrica dos pontos p € R N S. Em outras palavras, temos RS = {{{ pontos
positivos } — {{t pontos negativos } em R N S.

Sejam agora M, N compactas e M, N, P variedades orientaveis, f: M —
P, g: N — P aplicagdes transversais, com dim P = dim M + dim N. Neste
caso, (f x g)~1(A(P)) é uma subvariedade zero dimensional de M x N, e pode-
mos escrever

(f x &) NAP)) = {(p1.q1). - (Pe- 90)}-

Dado (p, q) € (f xg) ' (A(P)), dizemos que (p, q) é positivo se a orientagio
candnica de T;(P), onde t = f(p) = g(g) é a soma da orientagdo de 7,(M),
induzida por f’(p) e a orienta¢do de T, (N) induzida por g’(g). Isto significa
que {vi,..., v} C Tp(M) e{wy,...,ws} C T4(N) sdo bases positivas, entdo
{f'(p)-vr,.... f/(p)vr, g'(g)-wr,....¢g (q) ws} é umabase positiva de Ty (P)
nas orientagdes candnicas. Caso contrario, dizemos que (p, q) € negativa. Assim,
de forma analoga ao caso de subvariedades, temos:
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Defini¢do 9.15.6. O nuimero de intersec¢do de f e g ¢ o numero ffig obtido como
resultado da soma algébrica dos pontos (p, q) € (f x g)~H(A(P)).

9.16 Funcoes de Morse

Sejam M uma variedade de classe C*° ¢ f: M — R uma fungdo de classe
Ck,k = 1. O ponto p € M & a ponto critico de f se a derivada dfp: Tp(M) —
R ¢ identicamente nula. Um valor r € R ¢ a valor critico se existe p € M
um ponto critico de f tal que f(p) = r. Se r ndo é um valor critico entdo é
um valor regular de f. Denote por Sing( /) o conjunto de pontos criticos de f.
O ponto p € Sing(f) é ndo degenerado se, dado qualquer carta local x: U C

M — R" x = (x!,...,x™), valida em p, a matriz hessiana (aigj (p))?jj=1
¢ ndo singular. Esta definicdo ndo depende da escolha da carta local x valida em
P, pois p é um ponto critico de f (verifique!), que pode ser provado também do
seguinte modo: sejam vetores dados v, w € T,(M). Escolha qualquer campo de
vetores locais V, W definido em uma vizinhanga U de p, com a propriedade que
V(p) = v, W(p) = w. Definimos agora d? f(p)(v, w) := V(p)(W(f)), onde

V e W sdo vistos como derivagdes. Entdo temos

d? f(p)(w.w) = V. W) ()+W(P)V () = W)V ())+dfp (V. W](p))

e, como df, = 0, segue que V(p)(W(f)) = W(p)(V(f)) depende apenas dos
vetores v, w, ndo das extensdes V, W. Assim, d? f(p)(v, w) é bem definido e é
uma aplicagdo bilinear simétrica em T,(M): d? f(p)(v,w) = d? f(p)(w,v).

Defini¢fio 9.16.1. d2 f(p): Tp(M) x To(M) — R é a forma hessiana de f em
p.

Escrevemos hess f(p) = d? f(p). Assim, p é um ponto critico ndo degene-
rado se e somente se a hessiana hess f(p) é uma forma ndo singular bem definida.
Se esse € o caso, entdo temos definido o indice de f em p, como a dimensédo
maxima de subespaco V' C T,(M), tal que hess f(p)(v,v) < 0,Yv € V. O
Lema de Morse mostra que o comportamento de f em uma vizinhanga de p é
completamente descrito por este invariante local:

Teorema 9.16.1 (Lema de Morse). Sejam f de classe CX, k = 2 e p ponto critico
ndo degenerado de indice m. Entdo existem local coordenadas x: U — R” em
uma vizinhanga de p tal que f ox = f(p)—xf—...—xfn +x,2n+1 +.. X2
Em particular, p ¢ isolado em Sing( f).
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A prova é a mesma para o caso de superficies, igual também para o caso de
abertos de espagos euclidianos.

Também com a mesma prova do caso de superficies se obtém a versdo para
variedades do Teorema de Retra¢do de Morse:

Teorema 9.16.2 (Morse). Seja f: M — R fungdo de classe C™° e sejama < b
tais que o conjunto [¢ < f < b] C M é compacto (e.g., se M é compacta) e nao
contém pontos criticos de f. Entdo as superficies de nivel [f = a] e [f = b]
sdo difeomorfas. De fato, [/ < a] é um retrato de deformacdo de [f < b]. Em
particular, ambas t€ém o mesmo tipo de homotopia.

9.17 Funcoes auxiliares e Particoes da unidade

Utilizaremos os seguintes lemas basicos de Calculo em uma variavel real:

Lema 9.17.1. Seja f: I — R fungdo continua no intervalo aberto / C R ¢
suponha que f € derivavel em [ \ {a} para algum ponto a € I, mas existe o limite
1i_r>n f'(x) = L € R. Entdo f ¢ derivavel em a com f'(a) = L.

X—>a

Demonstragdo. Pelo Teorema do Valor Médio, para cada x € I \ {a} existe ponto
¢x € I \ {a} entre a e x de modo que o quociente de Newton

(x) — fla)
g = f(cx).
X—a
Fazendo x — a, obtemos que f’(cx) — L e, portanto, M — L, de
X—a
modo que lim M = L, ouseja, f ¢é derivavel com derivada igual a L
x—>a X —a
no ponto a. O

Corolario 9.17.1. Seja f: I — R fun¢do continua no intervalo aberto /, tal

que f ¢éde classe C> em [ \ {a} para algum ponto a¢ € I. Suponha que, para

todo k € N, tem-se li_r)n f(k)(x) = 0. Entdo f é de classe C* em [ com
X—a

f® () =0, Vk € N.

Demonstragdo. Consequéncia imediata do lema acima via Indugdo Matematica.
O
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_1
Lema 9.17.2. Seja f(x) =e *2sex # 0e f(0) = 0. Entdo f ¢ de classe C*®
em R com todas as derivadas nulas na origem.

Demonstragdo. A prova segue dos seguintes fatos conhecidos:
Afirmacio 9.17.1. Dados polindmios P(x), Q(x), tem-se que

_1 p
lim e x2 (x)

x—00 Q(x)

=0.

A prova dessa afirmacdo deixamos como exercicio.
Uma vez de posse dessa afirmagdo, usaremos a seguinte:

1
Afirmacio 9.17.2. Seja f(x) = e 2 sex # 0e f(0) = 0, entdo para cada

n € N tem-se /™ (x) = P”((x))ex2 para polindmios Py (x), Oy (x).

Esta afirmac@o se prova trivialmente por indugio sobre 7.
O]

Como consequéncia desta afirmagdo, obtém-se a fungdo f de classe C*° em
R com f(x) > 0 fora da origem, com f decrescente em | — oo, 0 e crescente em
10, 400, sendo f infinitamente plana na origem, ou seja, £ (0) = 0,Vn € N.
Basicamente as mesmas ideias acima nos dao algo mais elaborado como veremos
a seguir:

Denotaremos por B(p;r) C R” abola aberta de centro p € R” e raio r > 0.

Lema 9.17.3. Dado 0 < a < b < oo existe uma fungdo C*° A: R" — [0, 1] tal
que:

1. A(x) =1,VYx € B(0;a).
2.a<lx|<b = 0<A(x) <1
3. A(x) =0,V|x| = b.

Uma tal fung@o A é chamada uma fungdo auxiliar com respeito a B(0; a).

Demonstragdo. Sejac: R — Rdadapora(x) =0,x = 0ea(x) = e_%,x > 0.
Entdo, como acima, « € de classe C*° em R.
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Definimos agora §: R — R, pondo B(x) = a(x—a)-a(b—x) de modo que 8
¢ de classe C *° e se anula fora do intervalo [a, b]. Pomos finalmente y : R — [0, 1]
como

de modo a obtermos a fungdo procurada como definida por A: R® — [0, 1],
A(x) = y(|x]). O

Lembramos que, dado uma aplicagdo f: X — R, onde X é um espago topo-
l6gico, o suporte de f ¢ por defini¢do supp(f) :={x € X, f(x) #0} C X.

Defini¢d0 9.17.1. Seja M uma variedade e sejald = {U; };c; uma cobertura aberta
de M. Uma parti¢do da unidade subordinada a U é uma familia de aplicagdes
Aj: M —[0,1], j € J, com as seguintes propriedades:

(i) A familia {supp(A;),j € J} é localmente finita: dado um ponto qualquer
p € M existe a vizinhanga p € V tal que V N supp(4,) = @ exceto para
um numero finito de indices j € J.

(i) Yx € M temos ) A;(x) = 1 (note que esta soma ¢ finita).
jeJ

(iii) Dado j € J, existe i(j) € I tal que supp(A;) C Uj(j)-

A particdo ¢é particdo estritamente subordinada a U se temos, a menos de
reordenagdo, I = J e

(iv) supp(A;) C U;,Vj € J.
Em particular temos:

(iv) {Int(supp(A;))}jes € uma cobertura aberta de M localmente finita, com
Int(supp(A;)) C Uj, Vj € J.

O resultado central € o seguinte:

Teorema 9.17.1. Seja M uma variedade C”, r = 0. Dada uma cobertura aberta
de M, é possivel encontrar uma parti¢do da unidade estritamente subordinada.

A prova ¢é baseada nos seguintes lemas:
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Lema 9.17.4. Sejam M uma variedade e / uma cobertura aberta de M. Existe
uma cobertura aberta enumeravel V = {V}, k € N} de M, mais fina que U, tal que
V € localmente finita e cada Vj ¢é a dominio coordenado, de um carta ¢ : V; —
B(0;3) € R", de modo que a cole¢do {W;, = w,:l(B(O; 1)} ken € também um
recobrimento de M.

Demonstragdo. Primeiro observamos que M admite uma exaustdo por compac-
tos, isto ¢, M = | J K; onde cada K; C M ¢ um subconjunto compacto com
ieN
K; C Int(K;+1). O compacto K, é coberto por um nimero finito de abertos W,
como os Wy, com os abertos V' (como os V%) contidos em Int(K3) e em algum
aberto U de U. De modo similar, K3 \ Int(K»>) pode ser coberto por um niimero
finito de abertos W com os V' associados estando contidos em Int(Ky4) \ K1, e al-
gum aberto U € U. Raciocinando de modo analogo para K4\ Int K3, K5\ Int K4
e assim sucessivamente obtemos a cobertura enumeravel W = {W;,...} de M e,
associada a essa, cobertura V = {V,...}. Temos que V refina U por construgio ¢
¢ localmente finita, porque cada V; intersecta apenas um ntimero finito de abertos
U € U, pois esta contido em algum compacto K ;. O

O proximo passo € o seguinte lema:

Lema 9.17.5. Dada uma cobertura abertald = {U;, j € N} de M, de classe C",
existe uma parti¢do da unidade de classe C”, subordinada a /.

Demonstragdo. Denotamos por V = {V,...} a cobertura enumeravel dada pelo
lema anterior, que refina /. Pelo Lema 9.17.3, podemos construir fungdes auxilia-
resdeclasse C", 1;: M — [0, 1]taisque A;(x) = lsex € w;l(B(O; 1)) = W;
e Aj(x) = 0 se x esta fora da bola (p}l(B (0;2)). Sejad: M — [0, 00[ a soma
A(x) = )Y A;(x), x € N. Claramente A ¢ de classe C” (bem definida, pois
jeN
V ¢ localmente finita de modo que a soma acima € localmente com um numero
finito de parcelas). Pomos £;j: M — [0, 1] dada por §; = A /A obtendo, entdo,
parti¢do da unidade subordinada a cobertura U, pois essa ¢ refinada por V. O

Finalmente podemos completar a prova do Teorema 9.17.1.

Prova do Teorema 9.17.1. Sejald = {U,}jeys cobertura aberta qualquer de M.
Pelo Lema 9.17.5, existe particdo C” da unidade ) A; = 1, subordinada a U.

14
Desse modo, podemos usar o Axioma da Escolha para tomar uma fungdov: N —
J tal que V; C U,(), Vi € N, onde V = {V1,...} é dada pelo Lema 9.17.4.
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Definimos, entdo, de modo natural as fungdes C"; £; := > A;. Como V ¢
v(i)=j
localmente finita, vale que |J V; = | Vie, logo, supp(&;) = U V.
v(i)=j v(i)=j v(@i)=j

Deixamos para o leitor verificar que {supp(§;)} es ¢ localmente finita. Final-
mente definimos F := ) & e&; := £;/F de modo que {§;} e ¢ a parti¢do
jeJ
procurada, estritamente subordinada a /.
O

Esse resultado também ¢ usado para construir aproximacdes diferenciaveis de
fungdes continuas em variedades.

9.18 Campos de vetores em variedades

Seja M"™ uma variedade e denote por 7: TM — M seu fibrado tangente. Um
campo de vetores em um subconjunto aberto U C M ¢ uma aplicacdo X: U —
TMtalque m o X = iy: U — M, onde iy ¢ a aplicagdo de inclusdo.

Escolhendo uma carta local x: U C M — R”, podemos escrever, para cada
pel,

n

d
Xx(p) =) aj(p)-5—(p),
J

J=1

definindo desse modo fungdes aj: U — R. O campo de vetores X ¢é de classe
C" se as fungdes a; sdo de classe C".
Escolhemos outra carta local y: V' — R”, com p € U N V. Escreva também

" 3
Xo@) =) 8@ 5.
=1 Vj

Entaoem U N V temos

n

dyi .
Bip) = 3 aj(p)- 2o (p).¥i = 1.....n.
J

; ox

j=1
Em outras palavras, a cada carta local corresponde uma representacdo de X dada
por um campo de vetores em R” e dois deles diferem pela agdo dos Jacobianos
das mudangas de coordenadas. Vamos assumir que X ¢ definido de classe C” em
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M . Uma trajetoria de X é uma curva diferenciavel c: I — M tal que X(c(¢)) =
¢'(t),Vt € I. Em outras palavras, a restri¢do de X a curva ¢ coincide com o vetor
tangente (velocidade) de c.

Utilizando representagdes locais para o campo de vetores na variedade, os re-
sultados de existéncia, unicidade e dependéncia das solu¢des com respeito aos pa-
rametros, no caso de equagdes autdnomas em abertos de R, podemos concluir:

Teorema 9.18.1. Seja X um campo de vetores de classe C”,r = 1 em M. Para
cada p € M, existe uma Unica trajetoria ¢, (¢) definida para algum intervalo
(—€p.€p), com ¢, (0) = p. Além disso, existe um conjunto aberto U, > p tal
que: para qualquer ¢ € U,, podemos tomar €¢; > € > 0 para algum € > 0, que
define uma aplicagdo

du,: Upx] —e€, e[ M, (q.1) = ¢4(2)
chamada fluxo local de X em U, que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) ¢(q.0) = ¢.VYq € Up.
(ii) Ses,t,s +t €] —€,¢[,temos ¢(t +5,9) = (1, ¢(s,9)), YVq € Up.
(ii1)) Se X ¢ de classe Ck, ento ¢u, € de classe Ckem Upx] —e€, €l

(iv) Se M ¢ compacto, podemos tomar € = +00, isto ¢, o fluxo local ¢ definido
paratodo? € R e temos uma agdo ¢p: M x R — M de (R, +) em M. Isto
¢, o chamado fluxo global de X em M.

Exemplo 9.18.1. Como sabemos TR™ = R™ x R™ de modo natural, como a
projecdo w: TR™ — R™ ¢ dada por m(p,v) = p, um campo de vetores em
um aberto U C R ¢ da forma X(p) = (p,vp), onde p € U e v, ¢ um vetor
tangente a R” com origem em p. Podemos, entdo, identificar X com sua segunda
coordenada v: U — R™, p > v,, de forma a entendermos campos de vetores
em U C R™ simplesmente como aplicagdes v: U — R™,

Denotemos por X" (M) o conjunto dos campos de vetores classe C” na varie-
dade M.

Proposi¢io 9.18.1. X" (M) ¢ um modulo real sobre o anel de fungdes de classe
C% de M em R.
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Demonstragdo. Basicamente a prova consiste em verificar que se podem definir
soma de campos de vetores e multiplicagdo por escalar, assim como uma agao de
X"(M) em C°°(M), o que se faz de forma natural e dbvia, utilizando as caracte-
rizagOes e construgdes dadas para o espago tangente e o fibrado tangente. O

Em X" (M), distingui-se a se¢do nula, ou seja, o campo de vetores 6: M —
TM que tem representacdes locais da forma:

(TpoBop H(x)=(x,0) CR™ x {0} C R™ x R™.

Proposicio 9.18.2. Seja8: M — TM a se¢do nula. Entdo a imagem 8(M) C
TM ¢é uma subvariedade difeomorfa a M. De fato, isso vale para a imagem
X(M) C TM de qualquer campo de vetores X € X" (M).

Demonstragdo. Com efeito, basta observar que a composicao ro X, onde w: TM
— M ¢ a projegao candnica, ¢ a identidade. Dessa forma, X : M — TM é uma
imersdo que € um homeomorfismo sobre a imagem, ou seja, um mergulho. O

9.18.1 Singularidades simples

Passamos agora a estudar campos de vetores de um ponto de vista mais local. Seja
X um campo de vetores em M. Uma singularidade de X € um ponto p € M
tal que X(p) = 0 € Tp(M). Uma singularidade p € M ¢ singularidade sim-

ples se existe uma carta local x: U — M, valida em p, tal que se X(x) =
n

> aj (x)%(x), entdo det ((%):izl)(p) = 0. As seguintes proposi¢des as-

Jj=1
seguram que a defini¢do ndo depende da escolha das cartas locais.

Proposicio 9.18.3. Uma singularidade p € M ¢ simples se ¢ somente se as sub-
variedades X(M) C TM e (M) C TM (onde 6: M — TM ¢é ase¢do nula), se
intersectam transversalmente em p.

Demonstragdo. Em uma representagdo local, temos X e 6 dados por
(TgoXogp™")(x) = (x,v(x)) e (Tgobog)(x)=(x,0).
Assim, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
* p éponto de intersecgdo transversal de X e 6.

e v: R"™ — R™ ¢ a fun¢do nula O: R™ — R™ x +— 0 se intersectam
transversalmente em ¢(p).
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* v(p(p)) =0ev'(p(p))-R™ 4+ O -R™ =R™.
* v(p(p)) =0ev'(p(p)) -R™ =R™.
* v(p(p)) = 0edetv’(p(p)) # 0.

Isto encerra a prova. O

Proposicao 9.18.4. Seja X : M — TM um campo de vetores de classe Cck k>
1.

(i) As singularidades simples de X sdo isoladas.

(ii) Se as singularidades de X sdo simples e M é compacto entdo sing(X) ¢
finito.

Demonstragdo. Para provar (i), basta aplicar o Teorema da Aplicagdo Inversa a
v: R"™ — R™, segunda coordenada de uma representagdo local como acima de
X. (ii) segue imediatamente de (i). O

Defini¢do 9.18.1. Seja X um campo de vetores de classe C",r = 1 em M varie-
dade orientada m-dimensional. Dada uma singularidade simples p € sing(X) C
M , definimos o indice de X em p como o indice de intersec¢do de X(M) e 6(M)
em p, fixada a orientagdo de M e, portanto, as de X(M) e 8(M). Denotamos
esse numero por (X, p) de modo que, como p ¢ simples, temos /(X, p) = *1.
Suponha agora que X admite apenas singularidades simples em M, compacta e
orientada. O indice total de X em M ¢ definido por

IxX)y= > IX.p).

pEsing(X)
Outra forma de interpretar o indice /(X, p) ¢ dado pelo lema abaixo:

Lema 9.18.1. Sejam X campo de vetores C! em M e p € sing(X) singularidade
simples de X. Dada carta o: U C M — V C R™ de M valida em p com
@(p) = 0, escrevemos X, := TpoX o~ 1: V CR™ - V xR™ C R™ x R™
na forma X,(x) = (x,v(x)), entdo temos /(X, p) = sign(detv’(0)), ou seja,
I(X, p) é igual a +1 se e somente v’(0) tem determinante positivo e igual € —1
caso contrario.

A prova do lema se faz de modo direto a partir das defini¢des e da escrita local
para X, dadas acima.
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Defini¢éo 9.18.2. A caracteristica de Euler de uma variedade compacta orientada
M ¢ o nimero inteiro y(M) obtido como o indice total /(X) de um campo de
vetores C! com singularidades simples X em M.

Observacio 9.18.1. E fundamental observar que se prova, por meios de Topo-
logia Diferencial, que o indice total /(X ) ndo depende do campo X tomado (de
classe C! com singularidades simples em M). De fato, pode-se estender, usando
o conceito de grau e/ou elementos de Topologia Algébrica, a noc¢do de indice para
uma singularidade isolada de um campo de vetores continuos em M .

9.19 Espacos de funcées em variedades

Sejam M, N variedades de classe C",r = 0. Denotaremos por C"(M,N) o
espago de aplicagdes f: M — N de classe C”. Ha varias questdes relacionadas
a esse espago que, embora paregam naturais, ndo possuem resposta imediata. Por
exemplo:

1. C"(M,N)#@?
2. Como ¢ a inclusio C"(M,N) Cc CO(M,N) ?
3. Existe alguma topologia natural no espaco C" (M, N) ?

Vejamos como responder essas questdes e outras no que se segue:

O primeiro passo ¢ considerar o caso 0 < r < co. Sejam f,g € C"(M, N).
Dadas quaisquer cartas locais (¢, U), (¥, V) de M e N respectivamente ¢ um
subconjunto compacto K C U com f(K) C V, definimos para € > 0 ¢ g tal que
g(KycvV:

[yogop™ —yofop™ |,k <€ <= [D® (Yogop™)(»)—D® (Yo fop™)(y)| < e

para todo y € ¢(K) e paratodo k = O,...,r. Entdo definimos os seguintes
conjuntos de aplicagdes

geC"(M,N); g(K)yCcVe

N'(f:(@.U). (4. V). K. €) == Iy ogop ™ —yo fop ik <e.

Seja Tw a topologia definida em C” (M, N) pelos conjuntos da forma
N (f:(e.U), (. V). K. €).

Os conjuntos abertos em 7Ty sdo, portanto, intersec¢des finitas de tais conjuntos.
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Defini¢do 9.19.1. A fopologia fraca em C" (M, N) é a topologia Ty, também
chamada topologia compacto-aberto. O espago topoldgico (C" (M, N), Tw) de-
notamos por Cy, (M, N).

Dada fungdo f € C"(M, N). Umavizinhanga vizinhanga de f em Cy, (M, N)
¢ um subconjunto V' C C"(M, N) que contém uma unido de intersec¢des finitas
de conjuntos N7 (1 (¢, U), (¥, V), K, €).

Tomemos agora um atlas ® = {(¢;,U;)}jes de M com a propriedade de
que @ € localmente finito (isto ¢, para todo p € M, existe vizinhanga V), > p
em tal que V), intersecta apenas um numero finito de abertos U;). Sejam também
K = {K;} ey familia de compactos K; C U;j e ¥ = {(Vj, V;)}jes familia de
cartas de N (ndo necessariamente um atlas), e finalmente, € = {¢;};es familia
de numeros reais €; > 0. Dada f € C"(M,N) talque f(K;) C V;, Vj e J,
definimos o conjunto
geC'(M,N); g(Kj)cV;j,Vjelde

r . P
NS(f’(p’g/7K9€)'_ ||wjogo@?l—wjofogﬂjlnr’Kj<€j,Vj€J ’

Lembramos que, dada aplicacdo de classe C", h: W C R™ — R”", onde W ¢
aberto, a norma C” de h em um compacto K C W ¢ definida por

]|,k :=sup{|h®P(x)]: x e K.£ =0,...,r}.
Podemos escrever

NG(f:@. W K €)= (YN (f1 (0. Up). (V. V). Kj. ).

jeJ

Seja B a colegdo de todos os conjuntos N7 := § (f;D,¥, K, €) obtidos variando-
se f,®, ¥, K, e como acima.

Lema 9.19.1. B ¢ base de uma topologia em C" (M, N).
Demonstragéo. E preciso provar duas afirmagdes:
1. Dada f € C"(M, N), existe N € Btal que f € N".

2. Dadas f € N1 NNz com N € B, existe N3 € Btalque f € N3 C
N1 N N,.

A prova de tais afirmagdes € deixada como exercicio interessante para o leitor. [
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Defini¢do 9.19.2. A topologia induzida por 5 em C” (M, N) é chamada topolo-
gia forte ou topologia fina de Whitney , e o espago topoldgico correspondente €
denotado por Cg(M, N).

Observagdo 9.19.1. Algumas observagdes sobre Cy, (M, N) e Cg(M, N) sido
como segue:

1. A aplicagdo identidade i : Cg(M,N) — Cy,(M, N) € continua, ou seja,
Cg(M, N) é mais fina do que Cj, (M, N). O contrario, porém, nem sempre
¢ verdade, bastando observar que C Ig/ (M, N) é atopologia da convergéncia
uniforme em partes compactas.

2. Se M ¢ compacta, entdo, i: Cg(M,N) — CJ,(M, N) ¢ um homeomor-
fismo, ou seja, as topologias forte e fraca sdo a mesma.

3. Em geral, se M é ndo compactae N ¢ de dimensdo = 1, entdo Cy, (M, N) é
nao metrizavel (ndo ha sistema fundamental de vizinhangas para os pontos
desse espaco).

4. O espago Cg(M, N) possui a boa propriedade de que vale o Teorema de
Categoria de Baire

Vejamos agora como introduzir os espagos Cy7 (M, N) e Cg°(M, N): a topo-
logia forte em C°° (M, N) sera a unido das topologias induzidas pelas inclusdes
i:C®M,N)— Cg(M,N), r=0,1,... A topologia fraca em C*°(M,N) ¢
a unido das topologias dadas pelas inclusdes i : C*°(M,N) — Cy,(M,N),r =
0,1,2,...

Varios conjuntos interessantes sdo abertos na topologia forte. Vejamos alguns
deles:

Teorema 9.19.1. Sejam M™, N" variedades de classe C", r = 1. Sdo abertos
em Cg(M, N) os seguintes conjuntos:

o Im" (M, N) das imersées de classe C" de M em N.

» Sub”" (M, N) das submersoes de classe C" de M em N.

* Merg" (M, N) dos mergulhos de de classe C" de M em N.

* Prop” (M, N) das aplicagées préprias de classe C" de M em N.

* Diff" (M, N) dos difeomorfismos de classe C"(r = 1) de M em N.
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Demonstragdo. Como certamente vale Im” (M, N) = Im'(M,N) N C" (M, N),
basta provar que Im! (M, N) é aberto em C'(M, N). Seja, entdo, f: M — N
uma imersdo C! e seja ¥° = {(¥,, V3) ey atlasem N.

Afirmacio 9.19.1. Existe atlas @ = {(¢;,Uj)} ey de M tal que:

1. Cada U; tem fecho compacto em M.

2. Paracada j € J, existe v(j) € V com f(U;) C V().

A afirmag@do tem prova imediata. Pomos, entdo, V; := V,(j) € ¥; 1= ¥y(j),
obtendo familia ¥ = {(V/j, V;)},es de cartas de N. Seja K = {K;} s fami-
lia de compactos cobrindo M, com K; C U; (lembre-se que cada U; ¢é aberto
de fecho compacto em M). Seja também A; := {(Y o f o ¢]Tl)/(x) I x €
¢;(Kj)} C Lin(R™,R"). Como f: M — N ¢ imersdo, segue que A; ¢ for-
mado por aplicagdes lineares injetivas de R™ em R”, obtidas fazendo-se x variar
em @;(K;). Por outro lado, det: R™ — R é uma aplicac¢do continua, logo, o
conjunto das aplica¢des lineares injetivas de R™ em R” é um conjunto aberto no
espaco vetorial normado Lin(R™,R"). Como os ¢;(K;) sdo compactos, segue
que A; é compacto de modo que existe €; > 0 tal que se 7 € Lin(R", R") ¢
tal que |7 — S|| < €; para alguma S € A;, entdo 7: R™ — R” ¢ injetiva.
Tomando-se € = {€;} s, obtemos desse modo vizinhanga Ng.(f; D,V K, e)de
femC 51' (M, N) tal que cada elemento dessa vizinhanga ¢ de fato uma imersao de
M em N. Isto prova o primeiro item. Vejamos agora que Merg” (M, N) é aberto
na topologia forte. Como antes, basta verificar o caso r = 1. Comegamos com o
seguinte resultado preliminar:

Lema 9.19.2. Sejam U C R™ aberto e W € U aberto relativamente compacto
(com fecho compacto). Dado mergulho de classe C! f: U — R” sobre a ima-
gem, existe € > Otal que se g: U — R” édeclasse Cl e |g'(x) — f/(x)| <
€,VYx € W, entdo g!W ¢ um mergulho.

Prova do Lema 9.19.2. Precisaremos da seguinte:

Afirmagio 9.19.2. Existe €g > 0 tal que se g € CY(U,R™) e |g'(x) — f'(x)| <
€o, Yx € W, entdo g|W é uma imersao.

De fato, a aplicagdo derivada f’: U — Lin(R™,R"), x + f'(x) ¢ conti-
nua, pois f é de classe C! e, portanto, a imagem f(W) C Lin(R™,R") é um
subconjunto compacto.
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Agora usamos o fato de que o conjunto A™ " das imersdes lineares de R” em
R” é aberto em Lin(R”, R") para concluir que (como f(W) C A C Lin(R™,R"))
existe €9 > Otalque T € Lin(R™,R™) e |T — f'(y)| < eg paraalgum y € W, en-
tdo T € A. Portanto, se g € C1(U,R™) é tal que |g'(x) — f/(x)| < €9, VX € W,
entao g‘W ¢ uma imersdo, pois g’(x) € A,Vx € W. Uma vez provada a afir-
macao, suponhamos por absurdo que o lema proposto ¢ falso. Existe, entdo, uma
sequéncia g; € C1(U,R") tal que |g;.(x) — f'(x)] > 0¢e|gj(x)— f(x)| >0
uniformemente em W, mas para cada j € N existem a; # b;j em W com
g(a;) = g;(bj) (como W e compacto g|W: W — g(W) é mergulho desde
que g seja injetiva. Da compacidade de W, podemos supor quea; —aeb; — b
em W C U. Mas, entdo, f(a) = f(b), pois f ¢é continua. Como a; # b;,
podemos definir o vetor

bj—aj

. n—1
v, esS .

|bj —ajl

Da compacidade de S”~!, podemos supor que v j—~>veES n=1 Mas sendo g j
de classe C! e, logo, uniformemente diferenciavel segue que:

V6 >0,3ns >0talque x,y € U, |x — y| < ns

lgj(x)—g;i(y) — &) (x — )|
|x — |

< é.

Isto nos diz que

o 187@)) — &) —85(bj)-(aj —=bj)l 0
laj —bjl

Como |g;/(x) — f'(x)| = 0 uniformemente em W, temos que

lgjla;)—gj(bj)— f'(b;)-(aj —bj)| o
laj —bj| '

Mas g;(aj) = g;j(b;) de modo que f/(b;)-vj — Oe,logo, f'(b)-v = 0.
Como b € U e f éimersdo em U, concluimos que v = 0, absurdo, pois v €
sn—1 O

Finalmente podemos partir para a prova do resultado central para mergulhos.
Uma vez mais podemos supor r = 1. Seja entdo f: M — N um mergulho C!.
Usando o lema anterior, obtemos o seguinte:
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* Um atlas localmente finito @ de M com elementos (¢;, U;).

* Uma familia ¥ de cartas para N com cartas (¥, V), sendo que f(U;) C
Vj.

* Uma familia K de compactos K; cobrindo M de modo que os seus interio-
res Int K; = W; ainda cobrem M.

* Uma familia € de niimeros positivos € ; > Otais quese g € No := N'1(f; D, ¥, K, «

entdo g(Uj) C Vje g}Wj_ ¢ um mergulho C1.

Como f ¢ um mergulho vale o seguinte:

Afirmacio 9.19.3. Existem (para cada j ) abertos disjuntos A, B; em N tais que
f(Kj) C Aje f(M\Uj) CB;.

Existe, portanto, vizinhan¢a N7 de f em C § (M, N) tal que se g € N7, entdo
g(Kj)C Ajeg(M\Uj)C B;.

Afirmacio 9.19.4. Se g € Ny N N7, entdo g é um mergulho.

Prova da afirmagdo. Como g € Ny, temos que g € uma imersdo. Para ver que g
¢ injetiva, tomamos x # y em M com x € K. Se y € K, entdo g(x) # g(y),
pois g ¢ injetivaem U;. Suponha, entdo, que y € M \U,. Nesse caso, g(x) € A4;
e g(y) € Bj e, logo, g(x) # g(y). Resta, portanto, ver que a inversa g~ ! é
continua. Seja {y,} C M sequéncia com g(y,) — g(x), vejamos que y, — X.
Se x € Kj, entdo g(x) € A; e apenas um nimero finito de g(y,) podem estar
em B; e, logo, quase todo y, estd em U; e portanto (como g‘Uj_ 2 U; — gUj)é
um homeomorfismo) vale y,, — x.

Que Prop” (M, N) é aberto na topologia forte € um exercicio que deixamos
para o leitor. O

Utilizando o fato de que toda aplicagdo propria ¢ fechada e de que um mer-
gulho fechado entre duas variedades conexas de mesma dimensdo ¢ de fato um
difeomorfismo prova-se também que Diff” (M, N) é aberto na topologia forte. [

9.19.1 Um pouco de teoria de aproximacao

Abrimos a sec¢do enunciando o resultado central que queremos demonstrar:
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Teorema 9.19.2. Sejam M, N variedades de classe C". Entéo, dado qualquer 0 <
s < r, temos que a inclusdo C" (M, N) — C*(M, N) ¢é densa se consideramos
a topologia forte. Em outras palavras, cada aplicagdo de classe C* de M em N
pode ser aproximada na topologia forte por aplicagdo de classe C”.

Como primeiro resultado nessa dire¢@o, que ndo necessita de técnicas especiais
como convolugdo, temos:

Proposicido 9.19.1. Seja M variedade C",1 < r < oo. Entdo C"(M,R") ¢
denso em Cg(M, R™).

Demonstragdo. SejaV = {Vy}qe4 cobertura aberta localmente finita de M. Para
cada o € A, sejadado €, > 0.

Afirmac¢ao 9.19.5. Dada aplicacdo continua f: M — R”, existeaplicacdog: M —
R”™ de classe C" tal que |g — f| < € em Vy, Va € A.

Prova da afirmagdo. Para cada x € M, existe vizinhanca Wy > x tal que Wy
intersecta apenas um numero finito de abertos V. Assim, §, := min{e, : x €
Vu}. Seja agora Uy C W,y vizinhanga aberta de x, de modo que y € Uy =
| f(y) — f(x)] < 8x. Pomos, entdo, gx: Uy — R" como aplicagdo constante
gx(¥) = f(x). Assim, estendemos essas aplicagdes a aplica¢des constantes em
M e reindexamos a cobertura {Uy; x € M} de M do seguinte modo: existe
cobertura abertald = {U;; i € I} de M e aplicagOes (constantes) g; : M — R”
tal que g € U; N Vy entdo |gi(v) — (V)| < €q- Seja Y A; = 1 partigdo C*° da
1

unidade subordinada a /. Pomos g : M — R" como

g(y) =Y L(egiy).
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Note que g € C”". Para y € V,, temos

50 = SO = X Hmsm) = (X 40) /)]
= | 2 L0 E )~ )
< 2 MOEG) = fO)

<Y Ai(y)ea = €.
i

A afirmagdo implica a proposic¢ao.

9.19.2 Convolucio

Recordaremos agora o conceito e propriedades basicas da convolugdo, bem co-
nhecidos de um aluno de um curso de Equagdes Diferenciais Parciais ou Teoria da
Medida.

Comegamos com U C R™ aberto, f: U — R” aplicagdo continuae 6 : R” —
R aplicagdo continua de suporte compacto supp(6) C B™(0; R), sendo que esco-
lhemos R > 0 o menor raio com essa propriedade.

Defini¢do 9.19.3. A convolug¢do de f por 6 ¢é a aplicagdo 6 * f: Ur — R”
definida no aberto Ug := {x € U; B™(x; R) C U}, pondo-se

0+ )x) = /Bm( - 0() f(x = y)dy

s

integral de Riemann ordinéria.
Observagao 9.19.2. A respeito da convolugdo temos:

1. Note que & = 0no bordo de B (0; R) de modo que o integrando se estende
continuamente a R” sendo igual a 0 fora de B™(0; R). Podemos, entdo,
reescrever

O« @ = [ 601 f=ds = [ 0=z x < U
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via a mudanga de variaveis z = x — y.

2. A nogao de convolugdo é definida para uma classe mais ampla de fungdes
que as continuas.

3. Uma boa interpretagdo da convolugdo (6 * f)(x) é como uma média pon-
derada dos valores de f proximo a x. Por isso mesmo, veremos que 6 * f
aproxima f suavemente para 6 suave.

Definicdo 9.19.4. Uma aplicacdo 6: R”™ — R é um niicleo de convolugio se

6 = 0, supp(f) é compacto e/ 0(y)dy = 1.
Rm

Pelo que vimos das fungdes auxiliares (Lema 9.17.3), temos que YR > 0
existe nucleo de convolugdo C*°, 6: R™ — [0, 1] com supp(d) = B™(0, R).
Dada f: U — R" de classe C", definimos para um compacto K C U a norma

1Nk = sup{| D® f(x)|l; x € K,k =0,1,...,7}.

As principais propriedades que utilizaremos da operag@o de convolugao estdo re-
sumidas na proposi¢a@o abaixo:

Proposicd09.19.2. Sejam 0 e f continuas como acima. A convolugdo 6% f : Ugr —
R”™ tem as seguintes propriedades:

1. Se b ‘Im(supp(e)) édeclasse C", 1 < r < oo, entdo 6 x f também ¢ de classe
C" edado0 < k <r < ootemos que D@ (@ x f) = (D®P) « f.

2. Se f édeclasse C”, entdo 0 * f & de classe C” e vale DX (0 « f) =
6 % (DW f) paratodok deOar.

3. Seja f declasse C" em U com 0 < r < o0. Dados K C U compacto
ee€ > 0Oexiste§ > Otalquese K C Us e 0: R"™ — R é um nucleo de
convolugdo C” com supp(0) = B™(0; ), entdo 6 * f ¢ de classe C” sendo

que [0 % f = fllrx <e.

A prova ¢ bem conhecida de um aluno de um curso de EDP ou de Teoria da
Medida. Como corolario, temos:

Corolario 9.19.1. Sejam U C R™ eV C R” abertos. Dada f: U - V,K C U
compactoee > 0, existeaplicagdo g: W — R" declasse C*®°,com K C W € U,
sendo W aberto, de modo que ||g — f|~.w < €.
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Demonstracdo. Sejad > Otal que K C U,s,ouseja, x € K = B?™(x;28) C

U. Pomos L := {x € U,d(x,K) < §}, definindo compacto em U, com K C

Int L. __
Tomamos agora 6 : R™ — R nucleo de convolugdo C *° suportado em B™(0; §).

Como L C U,s, podemos usar o item (2) da Proposi¢do 9.19.2 para (sendo § > 0

suficientemente pequeno) obter |0 * f — f|, 1 <€. Comog = 0% f: Us — R"

¢ de classe C*° (pois 6 ¢é de classe C°° e a convolugdo herda a maior classe de

diferenciabilidade de suas componentes), tomamos W = Int L e g!W: W — R"

¢ de classe C*®° com ||g — f |l w <e€.

Finalmente obtemos o seguinte resultado basico:

Teorema 9.19.3. Sejam U C R™ e V C R” abertos. Entdo C°°(U, V) é denso
em Cg(U, V) qualquer que sejar € {0, 1,...}.

Demonstragdo. Podemos supor 0 < r < oo pela propria definicdo da topologia
forte em C*°(U, V). Dada f € C"(U, V), seja dada vizinhanga N' = N'(f) de
f em C"(U,V). Pelo que sabemos, existe vizinhanca N7 = Ni(f) de f em
Cs(U,R") tal que N1 C C"(U.V) (ou seja, C"(U, V) é aberto em C”" (U, R")
exercicio!). Assim, podemos supor que V = R”. Seja N'(f) da forma N'(f) =
N(f:K;e) onde K ¢ uma familia de compactos K ;, localmente finita e cujos
compactos cobrem U e € ¢ uma familia de nimeros reais positivos €;. Entdo

N(f) = {g € C"(UR"); llg— fllrk, < €j,Vj}. Sejaagora > A =1
J

uma particdo C*° da unidade em U com supp(A;) C K. Dados nimeros reais

positivos §;, existem aplicagdes C* g;: U — R tais que |lgr — fllrk,;, <&

(Corolario 9.19.1). Seja agora g: U — R definida por g(x) = ) (A;.g;)(x).
J

Claramente g ¢ de classe C*° ¢ fixado x € U a aplicagao

C"(U,R)x C"(UR") — Lin(R™,R")
A U—>R,¢:U—>R"Y—>DDA.9: U—>R"
é bilinear, e logo, existe A, € R™ tal que

DT Ap)(x)|| < Ay - max [DOAx)| - max [|DPg(x)].
0<{<r o<t<r

Seja, entdo, A := max{Ag,...,A,} > Oeparacada j defina Ad; :={i € J :
Ki N K; # @}. Temos que j € A; e esse ¢ um conjunto finito de indices, pois a
cobertura {K } ; ¢é localmente finita.
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Assim, podemos escolher C; := max{[|A; |, k;,nk,; i € Aj} e também
Dj :=max{§;; i € Aj} > 0. Paracadax € K; ecada0 < k < r, temos

ID®g(x)—D® f(x)| = ||D<k>(zkj(x)'gj(x))—D"‘)(le(X)~f(x))ll
J J
= DD L 2, g,®)=DP( T 400 £
JEA; JEA;
<1z DB (x) - (g (x) = fI
JEA;
< T IDOR; )0 = S
JEA;
< ) ACD; = AC;iD;(fA;).

JEA;

Portanto, se escolhemos {J; } ; de modo que

€ .
0<éj<——, VjeA

T A-GA) ’

entdo
ID®g(x) — D® f(x)|| <€;,Vx € K;,Vk €{0,...,r}

e logo

llg = fllrnk, <€, VY]
Isto conclui a demonstracao. O

Concluimos com o nosso resultado central:

Teorema 9.19.4 (Teorema de Aproximagdo). Sejam M e N variedades C” com
1 <r <oo. Entaio C"(M, N) é densoem C5(M, N) paratodo0 < s < r.

O teorema acima se prova utilizando os resultados e técnicas anteriores (exer-
cicio!).
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9.20 Teorema de Morse—Sard

Seja M uma variedade n-dimensional de classe C°°. Lembramos que um sub-
conjunto X C R” ¢ dito ter medida de Lebesgue nula se para qualquer € > 0 ¢é
possivel encontrar uma cobertura aberta por bolas B(p;,r;), j € N, de X tal que

> Vol(B(pj,rj)) < €. Uma aplica¢do localmente lipschtziana leva conjuntos
jeN
de medida de Lebesgue nula a conjuntos de medida de Lebesgue nula em R”. Isto
se verifica facilmente. O fato de que uma aplicagdo de classe C! seja localmente
lipschtziana (exercicio!) implica que se f: U C R* — R" é de classe C! e
X C U tem medida de Lebesgue nula, entdo f(X) tem medida de Lebesgue nula.
Isto nos permite estender esta nogéo para variedades.

De forma analoga, se prova que Sub” (M, N) ¢ aberto em Cg(M, N), dessa

vez utilizando a semicontinuidade do posto de uma matriz (o posto ndo diminui
em uma vizinhanc¢a de uma matriz dada).

Defini¢ao 9.20.1. Seja X C M qualquer subconjunto. Dizemos que X tem me-
dida nula se existe um atlas de M cujas cartas ¢: U C M — V C R” tém as
seguintes propriedade: (X N U) C R” tem medida de Lebesgue nula.

De acordo com a observagao acima, isso vale para qualquer carta local de M.

Seja X C R” de medida nula. Entdo X ndo contém bolas abertas e, portanto,
Int(X) = @. Em particular, para ponto qualquer, x € X existe uma sequéncia
Xn € R*\ X com x;; — x. Suponha também que X ¢é fechado. Portanto, o com-
plementar R” \ X ¢ aberto e denso. Neste caso, dizemos que X ¢ residual. Essa
mesma conclusao vale para subconjuntos fechados de medida nula de variedades.
Suponha agora que X ¢ um conjunto o-compacto, isto ¢, X = Ujen X, onde
X; C M é compacto. Suponha que X tem medida nula, entdo cada X ; ¢é residual
(de medida nula). Além disso, o complementar M \ X = Nen(M \ X;) é uma
intersec¢do enumeravel de subconjuntos abertos. De acordo com o Teorema de
Baire X, tem também interior vazio. Nesse caso, dizemos que M \ X ¢, isto &,
M — X uma intersec¢do enumeravel de subconjuntos abertos densos. Equivalen-
temente, X ¢ contido em uma unido enumeravel de conjuntos fechados cada um
tendo interior vazio.

Recordemos alguns fatos basicos a respeito destas nogoes:

Lema 9.20.1. Seja f: U C R” — R™ declasse C'. Sen < m, entdo f(U) tem
medida nula em R™.

Demonstragdo. Definimos aplicagdo G: U x R"™ — R”" pondo G(x,y) =
g(x), entdo G é de classe C! e, portanto, localmente lipschtziana. Dessa forma,
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G leva ao conjunto U x {0} C R” = R"™ x R™ de medida nula em R” no
conjunto G(U x {0}) = g(U) de medida nula em R”. Isto prova o lema.
O

Corolario 9.20.1. Seja f: M — N de classe C! onde M, N sio variedades e
dimM < dim N. Entdo f(M) tem medida nula em N.

Demonstragdo. Basta aplicar o lema anterior a representagdes locaisgde f: M —
N.
O]

Corolario 9.20.2. Se f: M — N édeclasse C! edim M < dim N, entdo f(M)
¢ residual.

Demonstragdo. Escrevemos M = | J K, como unido enumeravel de compactos
jeJ

K; Cc M.Como f: M — N écontinua, f(K;) C N écompactologo f(M) =

U f(K;) ¢ unido enumeravel de compactos de medida nula, sendo, portanto,

jeJ

residual. [

Observacgao 9.20.1. Dada qualquer aplicagao diferenciavel f: M — N, dize-
mos que o ponto p € M éade f sedf(p): Tp(M) — Tr(p)(N) € nido sobre-
jetiva. Denotamos por Sing(f) C M o conjunto de pontos criticos de f. Se f
é de classe C! entdo Sing(f) é fechado. Dado qualquer y € N \ f(Sing(f)),
f7Y(y) =0 ou f/(x): Tx(M) — Ty(N) é sobrejetiva para todo x € M tal que
f(x) = y. Em outras palavras, N \ f(Sing(f)) é o conjunto de valores regulares

de f.

Teorema 9.20.1 (Morse—Sard). Seja f: M — N uma aplica¢do de classe C".
Se r > max{0,dim M — dim N}, entdo:

(i) f(Sing(f)) tem medida nula em N.
(ii) O conjunto de valores regulares de f em N é residual.

Prova do caso C*°. Passando a representagdes locais de f, vemos que basta pro-
var o teorema localmente, isto é, para uma aplicagdo f: W — R"” onde W C R™
¢ um aberto. Suponhamos inicialmente que m < n. Nesse caso, o resultado segue
do corolario anterior (Corolario 9.20.2).

Suponhamos, entdo, que m > n. Introduzimos agora alguma terminologia
que nos sera util. Um operador diferencial de ordem 1 significard uma aplicagdo
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D: C®(W,R) - C*®(W,R) da forma g — f?Ti para algum k € {1,...,m}.
Claramente a composi¢do de ¢ operadores diferenciais de ordem 1 é um operador
axk 8xk k € {1 }

Escrevemos agora f = (f1,.. fn) em fungdes coordenadas e denotamos
por E} C M o conjunto dos pontos p € Xy, pontos criticos de f, tais que
D f;(p) = 0 paratodo operador diferencial D de ordem < m/n e todo indice j =
1,...,n. Seja também 2} o conjunto dos pontos p € X' tais que D f;(p) # 0
para algum j € e algum operador diferencial D de ordem > 2. Seja finalmente

2} o conjunto dos pontos p € X' tais que 8f’ (p) # 0 para algum par j, k.

diferencial de ordem t da forma g +—

Com estes conjuntos decompomos o conjunto X r como garante a seguinte:

luxzyx3

Afirmagio 9.20.1. Temos X'y = X r I ’

Demonstracdo. Por definicio temos E} U 212, U 2} C Xy.Sejadado p € Xy,
Suponha que p ¢ E}, entdo existe operador diferencial D de ordem < m/n e
existe j € {1,...,n} tal que D fj(p) # 0. Agora, se a ordem de D ¢ maior ou
igual que 2, entdo p € 2}2{. Suponha, entdo, que a ordem de D € menor do que 2.
Nesse caso, D tem ordem 1 e, portanto, existe j € {l,...,m} tal que D = a—g

edai Dfi(p) = 3f’ (p) # 0, implicando, portanto, p € 2; de modo que a
afirmagdo esta provada. O

Seguimos com a seguinte:

Afirmacio 9.20.2. f (Z‘}) tem medida nula em R”.

Demonstragdo. Sejat o menor inteiro maior que m/n. Seja pg € Z}, entdo para

todo operador diferencial D de ordem < m/n e para todo j € {1,...,n} temos
Dfj(po) = 0. SejaU C W vizinhanga de po com U convexo. Pela Férmula de
Taylor, escrevemos

@ = F o) +f (o) a—po)t5-(a—po+-.. 41 O (po)a—po)' +r(g—po)

para todo ¢ € U, onde
lim "4~ Po)
im ———

= 0.
9=ro |q = pol’
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Mas, entdo, f(q) = f(po) + r(g — po) e, entdo, se tomamos U suficientemente
pequeno, vemos que | 1 (¢)— f(po)| < Blg—po|’, Yq € U paraalguma constante
B > 0. Dessa forma, U pode exatamente ser escolhido de modo que

peXZ;NU qeU=|f(g)— f(p)l<Blg—pl ©.1)

Seja U um cubo pequeno. Basta provar que f(U N 2}) tem medida nula. Seja

a aaresta de U e seja v um inteiro maior do que a aresta a. Dividimos U em v
cubos de aresta a/v. Seja Cr, k = 1,...,T acole¢do daqueles que intersectam
2}, entdo T < v™. Cada Cy esta contido em uma bola de raio (a/v)/m (que é
a sua diagonal) centrada em um ponto de U. Mas, entdo, f(Cy) esta contido em
um cubo Dy C R” com aresta < 2B(%§ /m)" = A($)" por conta de (9.1). Assim,
a soma o (v) dos volumes desses cubos Dy é menor ou igual que vam(%)”’ =
pImTIn gngin - Como m — tn < 0, segue que limy_o0 0 (v) = 0 de modo que
f(U U X r) tem medida nula.

Observa¢io 9.20.2. Observe quesen = m = 1, entdo X'y = 2} e o teorema ja

esta provado neste caso.

A seguir prosseguimos por indu¢cdo em m. Tomemos m > 1 e suponhamos
que o teorema esta provado sempre que temos aplicagdo C*®° g: P — Q onde
dim P < m e dim P = dim Q. Nesse caso, temos:

Afirmacio 9.20.3. f(zj, \ X }) tem medida nula.

Demonstragdo. Sejadadopontop € ¥ sz -X } , existe, entdo, operador diferencial
Ddeordem?2eexiste j € {1,...,n}taisque D f; J ( p) #0e tem se por outro lado

a
Bj;je (p) = 0,Vk, L. Seja D da forma D(g) = ax ax entdo ax ax (p) # 0. Mas,

entio 5 — 7 (af . ) (p) # 0. Seja @ o operador diferencial definido por @(g) = 8

entao

xE’

L 5 (p) #0.

2. 0fi(p) = FL(p) #0.

Seja agora X; ; o conjunto dos pontos que, como p, cumprem (1) e (2) acima
(sendo que ©, i, j sdo fixos).
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2 y3
ComoZ‘f Ef

medida zero.

Considere entdo a aplicagdo @f;: W — R, Por (1) e (2), temos que 0 € R ¢
valor regular de ® f; e como f; é de classe C* 0o mesmo ocorre para @ f; de forma
que sendo X;; imagem inversa do valor regular 0 € R, X;; ¢ uma subvariedade
C° de dimensdo m — 1 de W. Por outro lado, é claro que X'y N X;; C Z‘f

X;;

) tem medida nula e, portanto,

Cc U (¥r NX;;), basta mostrar que f(Xr N X; ;) tem
@)

Pela hipotese de inducdo, temos que f(X P

X,/

f(Xr N X;;) tem medida nula, provando a afirmagao. O

Mostremos finalmente:

Afirmacio 9.204. f(X ;) tem medida nula.

Demonstracdo. Dado p € X3, existem indices i, j tais que %(p) # 0 e por

continuidade existe uma vizinhanga aberta p € U C W com %(q) # 0, Vg €
U.

Mas, entdo, a aplicagdo mj: f = fj: U — R é uma submersio C* de
modo que pela Forma Local das Submersdes existem abertos 4 C R”~!, B c R
e um difeomorfismo C*°, h: A x B — U, tal que fjh(x1,...,Xm—1.1) =
t, V(x1,...,Xm—1,t) € A x B. Apenas por simplicidade vamos supor reordena-
das as coordenadas em R™ de modo que f; = f, isto ¢, j = n. Para todo ponto
(x,t) € A x B, temos entdo que

fh(x’t) = (flh(-x’t)’ s fn—lh(x’t)’l) = (Ut(X),t)

onde fixado ¢ € B, temos u;: A — R”~! dada por

ur(x) = (fih(x,1),..., fa—1h(x,1))

e, logo, essa é de classe C*°. Afirmamos que (x,t) é ponto critico de fh se e
somente se x é ponto critico de uy (aqui se diminui a dimensao na argumentacao
por indugdo). De fato, fixado t € B para x € A temos que fh'(x,t): R™1 x
R — R"~! xR é sobrejetiva se e somente se u} (x) : R"~!1 — R"~1 ¢ sobrejetiva.

Assim
= (Eut X {l})-

teB



9.20. Teorema de Morse—Sard 203

Como dim A = m — 1 (A é um aberto de R™~1), segue pela hipotese de indugio
que us (X, ) tem medida de Lebesgue nulaem R”~!. Denotemos por 11 a medida
de Lebesgue em R¥. Entdo

pn(f(Zfn) = pn(U fR(Z, x{1}))

teB

= fn( U U (Xy,) xt)
teB

= /p,n_l(ut(Zut))dt = /Odl =0.

B B

Logo, fh(X rp) tem medida nula em R”. Como i: A x B — U ¢é um difeomor-
fismo C°°, temos que f (Z;’, N U) tem medida nula em R” e, portanto, f (Z;’,)
tem medida nula em R”, finalizando a prova da afirmagéo.

A prova do teorema segue das afirmagdes anteriores e da igualdade X'y =

1 2 3
EfUEfUEf.

O O

Como corolario do Teorema de Morse—Sard, obtemos o seguinte resultado clas-
sico:

Teorema 9.20.2. Nio ha retracdo C° da bola unitaria B” C R” sobre a esfera
§n=1 = 9B" C R".

Demonstracdo. Dada retragio C>® h: B" — S™~! podemos supor / definida
de classe C ™ em uma pequena vizinhanga da esfera S”~! também e temos pelo
Teorema de Morse—Sard que a imagem por & dos pontos criticos de h| Bn_sn—1
tem medida nula em S”~!. Em particular, existe y € S”! valor regular de
h|g, de modo que N = h~1(y) é uma subvariedade de dimensdo 1 compacta
da bola fechada B". Entdo temos que IN = N N S"*~1 = N N 9B" e, como
h(y) = y (lembreque y € S* lequeh = Idem S"~ 1), temos que y € N e logo
y € dN. A componente conexa Ny de N que contém y ¢ entdo uma subvariedade
compacta difeomorfa a um intervalo compacto de modo que existe um outro ponto
z de ON com z # y. Assim, h(z) = z, pois z € S"~! e também h(z) = y, pois
z € N = h~1(y), contradigo. O
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9.21 O Teorema de transversalidade

Comecamos introduzindo alguma notago. Seja f': M — N aplicagdo C", r > 1
eseja S C N uma subvariedade C”. Dado subconjunto K C M, dizemos que f
é transversal a S ao longo de K se paratodo x € K N f~1(S) tem-se

Tf(x)N = f/(x) -TeM + Tf(x)N.

Escreveremos, entdo, f Mg S. Quando K = M, temos que f ¢ transversa a S
no sentido usual.
Definimos, entdo, os seguintes conjuntos de aplicagdes:

Mg (M,N;S)={f € C"(M,N); f thg S}

M (M,N;S)={f €C'(M,N); fhS}
O primeiro lema envolvendo esses conjuntos € o seguinte:

Lema 9.21.1. Dado subconjunto K da variedade M e dados aberto V' C R" assim
como subespago linear ‘‘R¢” de dimensdo £ de R”, temos que " (M, V;R¢N V)
¢ denso e aberto em Cy, (M, V).

Demonstragdo. Como Cy, (M, V') éaberto em C" (M, R") (exercicio!), podemos

supor V' = R”. Em R”, definimos a relagio de equivalénciau ~ v < u—v € R¢
de modo que R”/ ~ ¢ simplesmente o espago quociente classico R” /R¥. Seja
7: R* — R" /R a projecdo quociente. Dada f € C"(M,R") e x € M, temos
que:

Afirmacao 9.21.1. S3o equivalentes:
1. f thy RE
2. Ou f(x) ¢ R¢ou f(x) e R¢ e x é ponto regularde 7 o f: M — R"/RE.

Prova da afirmagdo. Podemos supor, por meio de uma mudanga linear de coor-

denadas, que R¢ é gerado pelos vetores candnicos ey, ..., e, de R” e o quoci-
. pn n {4

ente pelos vetores €541, ..., e, de modo que 7: R” — R”/R* é em coordena-

das (x1,...,x,) € R" dada por w(x1,...,xXn) = (Xg+1,...,Xn). Escrevemos

f = (f1,..., fu) em fungdes coordenadas fj: M — R. Dado x € M tal
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que f thy R com f(x) € RE, temos que 7 o f(2) = (fag1(2)..... fu(2)) e,
portanto,

(o f)(x) TxM = 7'(f(x) - (f'(x) - TxM) = m2(f'(x) - Tx M)

onde 7 : R” — R”7% éaprojecdo nas (n—a)-tltimas coordenadas 7 (x1, ..., Xn) =
(Xg+1.--.,Xn). Observe que f'(x) - Tx M é um subespago linear de R”, como
f thy R, tem-se que

/(%) - TeM + Ty R = TrR" = R,
Agora Tf(x)Re = R¢ de modo que

T2 (f/(xX) - TeM + Ty)RY) = ma(Tpx)R™).
Portanto, o (f/(x) - Tx M) = R"™4 ¢, entdo,
(o f)(x) - TxM =R"™ = Ty (R"/R?).

Dai segue que x € valor regularde 7w o f: M — R"/R%. A reciproca se prova
de forma absolutamente analoga. O

Suponha agora que f Mg R?. Sejadado y € K.

Afirmacdo 9.21.2. Existe vizinhan¢a compacta K, C K de y em K tal que (1)
ou (2) abaixo ocorre para todo x € K.

1. f hy, RE
2. Ou f(x) ¢ R¢ou f(x) e R¢ e x é ponto regularde 7 o f: M — R"/RE.

Prova da afirma¢do. Suponha que f(y) ¢ RE. Como RY ¢é fechado e f é con-
tinua existe vizinhanga V), de y com fecho compacto tal que f (V) N R¢ = g,
mas, entdo, tomamos K, = Vy N K e vemos que (1) ocorre para todo x € K.
Suponha agora que f(y) € Rf. Pela afirmacio anterior, y é ponto regular de
wo f: M — R"/R4. Passando a uma representagio local dessa, obtemos uma
transformagao linear com posto n —a, asaber (Y omw o f oo~ 1) (p(y)): R —
R"™%, Mas, por continuidade, o posto ndo diminui em uma vizinhanga de ¢(y),
logo existe vizinhanga V), de y em M com fecho compacto tal que x € valor re-
gularde m o f: M — R"/R% Vx € V,. Tomamos, entdo, K, = Vy NnKkK,
provando a afirmacao.

O
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Dado, entdo, y € K e escolhido K, C K como acima afirmamos:

Afirmacio 9.21.3. Existe vizinhanga N, de f em Cj;,(M,R") tal que Ny C
{g € C"(M,R") : g hg, RY}

Prova da afirma¢do. Suponha que (1) ocorre, isto &, f(x) ¢ R, Vx € K y, entdo
d(f(Ky), R¥¢) =: € > 0 por compacidade f(Ky) e por ser R¢ fechado. Podemos
supor Ky, C U dominio de uma carta local (¢, U) de M. Entdo d(f(p(go_l(Ky)),]RZ) =
€ > 0. Seja, entdo, Ny = N(f;(p,U), Ky, €). Vé-se imediatamente que N,
¢ vizinhanga de f em Cy,(M,R") com g € Ny cumprindo g(x) ¢ R¢, Vx e
Ky, logo g Ky R¢ por vacuidade. Suponha agora que (2) ocorre, isto €, que
f(x) € R¢ e que x ¢é valor regular de 7 o f, Vx € K. Como sabemos, po-
demos obter ¢ > O tal quese h € C"(M,R"/RY) e ||h — 7 o flrng, <€
entdo & também submersiva em K, e, portanto, existe €; > 0 tal que se g €
N(fi(p.U), Ky, 1) NC"(M,R"), entdo w0 g —mo f|k, <€ e, portanto,
7 o g é submersiva em x, Vx € K,. Podemos obter, entdo, N, vizinhanca de
f em Cj,(M,R") tal que se g € N, entdo g(x) € Rfe x & valor regular de
mog: M — R"/R%, Vx € K. Isto prova a ultima afirmagdo. O

Agora, sendo K compacto (lembrando que os K, podem ser tomados de forma

que |J IntK, = K), esse pode ser coberto por um niimero finito de vizinhangas
yeK

S
Ky, digamos, K = K, U...UK, . Seja N = (| Ny,. Entdo N ¢é uma
j=1

vizinhanga aberta de f em Cy, (M, R"), pois essa ¢ uma interseccdo finita de
abertos basicos vizinhangas de f. A partir das afirmag¢des anteriores, concluimos
quese g € N, entdo g hg R, provando a ultima afirmacdo do teorema. Ou seja,
mostramos que { f € CM,R") : f Mg R =l (M, R”,RY) ¢ aberto em
Cyy (M, R™). Vejamos agora a densidade de tal incluséo.

Como C*°(M,R") ¢é denso em Cy, (M, R"), basta mostrar que uma aplica-
¢do qualquer g € C®(M,R") ¢ limite de uma sequéncia de aplicagdes g, M”
(M, R",RY) convergindo em Cy (M,R"). Seja y; sequéncia de pontos em R”
com y; — Otal que m(y;) é valor regularde w o g: U — R"/R? (tal sequéncia
obtida a partir do Teorema de Morse—Sard). Definamos, entdo, g; € C*°(M,R")
pondo g;(x) = g(x) — y;. Claramente g; — g em Cy, (M, R"), e fixado indice
J temos que o gj(x) = m(g(x)) —m(y;), x € M. Dado x € M suponha que
gj(x) € R¢. Afirmamos:
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Afirmacio 9.21.4. x ¢ ponto regular paramw o gj: M — R" /R4,

Prova da afirmagdo. Com efeito, g;(x) € R¢ = mgj(x) = 0logo m o
g(x) = m(y;) e, entdo, g(x) é valor regular de 7 o g e em particular x é ponto
regularde Tog: M — R"/R¢. Como (r 0g;)(x) = (mrog)(x), segue que x ¢
ponto regular pararog; : M — R" /R4, completando a prova da afirmagdo. [J

Assim, pelas afirmagdes anteriores, vemos que g; M R¢, e entdo gj erh%
(M, R", Re), finalizando a prova do teorema. O

Chegamos, entdo, ao resultado central desta segao:

Teorema 9.21.1 (Teorema de Transversalidade). Sejam M, N variedades C” e
S C N subvariedade C”. Entdo:

1. A" (M,N;S) éresidualem C{(M,N) e C" (M, N).

2. Seja S fechadaem N. Se L C M ¢ fechado (respectivamente, compacto),
entdo (M, N;S) édensoeabertoem Cg (M, N) (respectivamente, Cyp, (M, N))

A prova desse teorema ndo trivial é baseada em propriedades funtoriais dos
espagos de fungdes. Para isso, precisamos introduzir uma terminologia adequada:

Sejam M, N variedades C”. Uma classe de aplicagbées C" em (M, N) ¢ uma
fung¢do F cujo dominio é o conjunto de todas os ternos (L,U,V) onde U C
M,V C N sio abertos e L C U é um fechado. A cada terno (L, U, V), a aplica-
¢do F associa um conjunto F7,(U, V) C C"(U, V) de aplicagoes C" de U em V,
sendo que F satisfaz o seguinte Axioma de Localizagdo:

Dado terno (L, U, V), uma aplicagdo f € C"(U,V) estda em Fr(U,V) con-
tanto que existam ternos (L;,Uj, Vj) e aplicagdes f; € Fr;(Uj,V;) tais que
LCULjef = f = fj emumavizinhancade L,V j.

Uma classe de aplicagdes F ¢ dita rica se existem coberturas abertas U/, )V de
M, N respectivamente tais que sempre que U C M e V' C N sdo subconjuntos
abertos elementos de U4,V e L C U compacto, entdo Fz (U, V') é aberto e denso
em Cy, (U, V).

O resultado geral envolvendo estes conceitos é:

Teorema 9.21.2 (Teorema de Globalizagdo). Seja F uma classe rica de aplicagdes
C" em (M, N). Para cada conjunto fechado L. C M, vale:

1. FL(M, N) ¢ aberto e denso em Cg(M, N).
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2. Se L ¢ compacto, entdo F (M, N) ¢ aberto e denso em Cy, (M, N).

Demonstragdo. Ver Hirsch (1976). 0
Podemos agora provar o Teorema de Transversalidade:

Prova do Teorema de transversalidade 9.21.1. Seja S C N subvariedade fechada.
Definimos F classe de aplicagdes C” em (M, N) da seguinte forma: Fr (U, V) ::mz
v, snv).

Afirmacio 9.21.5. F acima definida é de fato uma classe de aplicagdes C” em
(M,N).

Prova da afirmag¢do. Como S N V & subconjunto aberto de S, ¢ uma subvarie-
dade de N e, portanto, F7,(U, V) =rh’L (U,V;S N V) ébem definida. Seja
f € C"(U,V) e suponha que existem ternos (L + j,U;, V;) e aplicagdes f; €
Fr;(Uj,Vj) taisque L C Lje f = f; emuma vizinhanga W; de L para
todo j. Por defini¢do, temos Fp ; (Uj, V;) :rh’Lj U;,V;; S NVj). Seja dado
x € Lesuponhaque f(x) e SNV.ComoL CULj,tem-sequex € L; C Uj
para algum indice j e, como f = f; em W; vizinhanca aberta de L ;, segue que
f'x) = f j’ (x): TyUj — Tp)V;. Observamos que sendo U; subvariedade
aberta de U vale TxU; = TxU e de forma analoga T'r(x)V; = Ty(x)V. Como
f(x) = fj(x) ecomo f;(Uj) C Vjeainda f; e} (U;,V;:S N V;), temos
que
[i@) - TeUj + Treo (SN V) = TrnVi

e, logo,
f/(x) -TxU + Tf(x)(S nv) = TroV.
Assim, f erhz (U, V;SNV), Vx € L e, entdo, f Emi ua,v,snv)y =

Fr(U, V). Isso mostra que F satisfaz o Axioma de Localizaggo e prova a afirma-
¢ao. O

O préximo passo é mostrar:

Afirmacao 9.21.6. A classe F acima definida ¢ uma classe rica.

Prova da afirmagdo. Devemos obter coberturas abertas i/ ¢ V de M e N tais que
sempre que U e U eV € Ve L C U ¢écompacto, entdo Fr (U, V) é aberto e
denso em Cy, (U, V), isto €, M7 (U, V;S N V) éaberto e denso em Cy (U, V).
Seja U uma cobertura aberta qualquer de M e seja V uma cobertura aberta
qualquer de N que contém os dominios das cartas de NV, que sdo da forma (v, V)
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onde ¥ (V N S) C R x 0, isto &, as cartas de N que caracterizam S como subva-
riedade de N de dimensdo £. Sejam dados U e Y eV € Ve L C U compacto.
Vamos supor S NV # @ e, portanto, supor que V' é dominio de carta (i, V') de N
comy(VNS) = REx0. Sejan = dim N, entdo RE x0  R”. Pelo Lema 9.21.1,
dadas a variedade U, o compacto L. C U ¢ o subespago linear R¢ >~ R x0 c R”
e o subconjunto aberto ¥ (V) C R”, tem-se que rh’L (U, w(V);IR{Z x Yy (V)) é
denso e aberto em Cy, (U, ¥ (V)), logo rhz (U, w(V);Re x 0) é aberto e denso
em Cy, (U, (V).

Seja f e (U,V;S N V). Considere a aplicagdo ¢ o f € C"(U, ¢ (V)).

Dado x € L tal que f(x) € SNV, entdo ¥ o f(x) € R x 0. Agora
/X)) TeU 4+ Tre(SNV) =Tr)V
logo
YIf) - (f'(x) - TxU) + ' (f () Try (SN V) =¥ (f(x) - (Tr)V).
Dai segue, ento, que
(Y o ) (x)-TxU + R = R”

e, portanto,

W 0 ) () TeU + Ty(rapRE % 0 = Tyrop ¥ (V).

Assim, Yo f e’ (U, ¥ (V); R¢x0). Mas obtemos, entdo, vizinhanga N (o f)
de Y o f em Cpp, (U, ¥ (V)) com N (¢ o f) . (U, v(V): Rt x 0) digamos,
N@ o f) = N"(¥ o f.(¢o.Uo). Ko, €0) com (¢o, Up) cartade U, K, C Uy
compacto, €9 > 0 e, entdo, N'(y o f) = {G € C"(U,¥(V)); [Gogy! —y o
f o<p0_1|| < ¢€). DadaG e N(Y o f),sejag = v L oG: U — V entdo
g € C"(U,V). Dado x € Ky, tem-se que

1Gopy'(x) =y o fopy (x)|=|Yyogopy'(x)—¥o fopy(x)
Deste modo,
IGopgt —vofops ke =I¥ogowy' —vofops ko

Seja, entdo, N'(f) = N (f. (¢o.Uo). Ko.€o) vizinhanga de f em Cy, (U, V).
Claramente g € N(f) & G € N (¥ o f). Assim,

gEN(f) = GeN®Wof) = Gehl (U y(V):R x0).
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Dado x tal que G(x) € R® x 0 temos que ¥ "1(G(x)) e y ! (RE x0) =S NV
de modo que g(x) € S NV e, entdo,

G el (U y(V:iREx0) = gedl (U V;SNV),

logo N'(f) cih (U, V:;S N V) que ¢é portanto aberto em Cy (U, V). Seja dada
f € C"(U,V) e seja dada vizinhanga N'( /) de f em C}, (U, V). Entdo Yo f €
C"(U, (V). Suponha que N'(f) = N (f. (o, Uo), (V. V), Ko. €0), isto &,

N(f)=1{geC"(U.V): g(Ko) CVo.ll¥ogops'—vofopslrk, < eol-
Seja
N@of)=1{G e C"(U.y(V)); G(Ko) C ¥ (V),|Gogy ~¥ofopy Ik, < €},

entdo N (Y o f) é vizinhanga de ¥ o f em CJ, (U, ¢(V)). Certamente g €
N(f)& G=yogeN({of).

Como M (U, v(V);RE x 0) é denso em Cyy (U, ¥ (V)) existe G € N(¥ o
N U (V) REx0),logog =y oG e N(f)NH, (U V:VNS)e,
entdo, M (U,V;V N S) édenso em CJ, (U, V). O

Uma vez provada afirmacao anterior, podemos aplicar o Teorema de Globaliza-
¢do para concluir que 77 (M, N) =} (M, N; S) éabertoedensoem Cj, (M, N)
e se L é compacto, entdo Fr (M, N) =h}; (M, N;S) também ¢ aberto e denso
em Cy, (M, N), provando a segunda parte do enunciado do teorema.

o0
Para provar a primeira parte, escrevemos a subvariedade S = | J L; como
j=1
uma reunido (ndo uma exaustdo) de compactos L; cada um deles contido em
um dominio coordenado de S. Pelo que acabamos de demonstrar, temos que
M" (M, N;Lj) é aberto e denso em C" (M, N) de modo que " (M, N;S) =

o0 o0
(| N (M,N:Lj) éresidual em C{(M,N). Seja finalmente M = |J M,
j=1 v=1
exaustdo de M por compactos M. Entdo, pela parte que ja demonstramos do
enunciado do teorema, temos que " M, (M, N; L ;) é aberto e denso em C w (M, N)
de modo que " (M, N L) éresidual em C};,(M, N) e, portanto, h" (M, N; S)

¢ residual em Cyj, (M, N). O
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9.21.1 Aplicacoes do Teorema de Transversalidade

Algumas aplica¢des do Teorema de Transversalidade sdo dadas abaixo:

Teorema 9.21.3. Sejam Ny, N, subvariedades C" de M com 1 < r < oco. Entlo
toda vizinhanga da inclusdo iy, : Ny — M em Cg (N1, M) contém um mergulho
que ¢é transversal a N,. De outra forma: N; C M pode ser perturbada em uma
subvariedade transversal a N,, mas ainda difeomorfa N;.

Demonstragdo. Basta usar o Teorema de transversalidade e também o fato de que
o conjunto dos mergulhos C” de N1 em M ¢ aberto na topologia forte. O

Teorema 9.21.4. Seja M variedade C” com 1 < r < oco. Entdo o conjunto dos
campos vetores C” com singularidades simples em M ¢é residual em X7 (M).

Demonstragdo. Basta observar que um campo X € X7 (M) tem apenas singu-
laridades simples se e somente se X: M — TM ¢ transversal a secdo nula de
TM. Observe também que dado um campo X: M — TM e dada aplicacdo
Z: M — TM proxima de X em Cg(M, TM), entdo ndo necessariamente Z de-
fine um campo de vetores em M , pois ndo ha porque termos roZ = 1d: M — M,
onde w: TM — M ¢ a projegdo candnica do fibrado tangente. Por outro lado,
como Z é proximo de X, temos que 7 o Z € proxima de 7 o X = Idyy e, portanto,
pelo que ja vimos anteriormente, podemos supor que /1 := 7 o Z € um difeomor-
fismo C” de M. Compondo as aplicacdes, obtemos que Z := Zoh™': M —
TM satisfazmroZ = moZoh™' = hoh™' = Idpy. Como h é proximo da
identidade de M, segue que Z ainda é proximo de X e é um campo de vetores C”
em M.

O

O mesmo tipo de argumentacdo prova:

Teorema 9.21.5. Seja M variedade C” onde 1 < r < oo. Entdo dado qualquer
campo de vetores C*, 0 < s < r, esse pode ser aproximado na topologia forte em
classe C* em M por campos de vetores de classe C”, com singularidades simples
em M.

9.22 Variedades como superficies - Teoremas de Whitney

Nesta se¢cdo, provamos primeiro o seguinte teorema conhecido como Teorema de
Imersdo de Whitney:
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Teorema 9.22.1 (Whitney). Seja M" uma variedade de classe C",r = 1. Se
s = 2m as imersdes g: M — R, de classe C'!, formam um aberto denso em
Ci(M,R?).

Em seguida, provaremos o Teorema de Mergulho de Whitney, que mergulha
variedades compactas como superficies:

Teorema 9.22.2 (Whitney). Seja M™ uma variedade compacta de classe C",r =
2. Existe um mergulho de classe C™, ¥: M — R?m+1

Utilizaremos alguns lemas preliminares:

o0
Lema 9.22.1. Dada aplicagio f: M™ — RS de classe C!,seja X = |J N;

j=1
unido enumeravel de subvariedades N; C R® todas de codimensdo > m em
R%,Vj. Entdo o conjunto £ := {v € R¥; [f(M) + v] N X # @} tem medida
nula em RY.

Demonstragdo. Definimos aplicagdes ¢;: M x Nj — R* pondo ¢(x,y) =y —

o0
f(x). Entdo E = (J ¢, (M x N;). Basta, entdo, observar que ¢; (M x N;) tem
j=1
medida nula em R*, que segue do fato de que ¢, ¢ de classe C Ledim(M x N i) <
s. O

Lema 9.22.2. Dadose >0e¢ f: B™(0;3) > RSdeclasse C", r = les = 2m,
existe imersdo g: B™(0;3) — R? de classe C* com ||g — f|l1,Bm(0;3) < €.

Demonstragdo. Jasabemos que f pode ser aproximada em C 51, (B™(0;3), R%) por
aplicag0es de classe C*°, de modo que suporemos f de classe C°°. Buscamos
g: B™(0;3) - R*¥ daforma g(x) = f(x)+A-x,onde A: R™ — RS ¢linear. Te-
mos g'(x) = f'(x)+A4: R™ — R e|(g— £)(x)| = |A-x]. |(g'— ) (x)] = | All
Agora, as matrizes de Lin(R™, R%), com posto j < m, formam uma superficie
N; C R*™ de dimensdo j - (s + m — j) (trata-se de uma Grassmaniana! exer-
cicio!). Assim, N; C R*™ tem codimensdo (m — j) - (s — j) e, como por
hipotese s = 2m, segue (observe que j < m—1)que (m —j)-(s —j) =
1-(2m—(m—1)) =m + 1. Assim, cada N; tem codimensdo > m em R*" se
J < m. Pelo lema anterior, o conjunto das transformagdes lineares A: R” — R*®

m—1

tais que [ f/(B™(0;3)) + A]N |J N; # @ tem medida nula em R*", e em par-
j=0

ticular seu complementar € denso e, portanto, para toda A fora de um conjunto de
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medida nula temos que f”/(x)+ A tem posto m para todo x € B™(0; 3). Podemos,
entdo, escolher tal A de sorte que também temos ||g — f||1 < € em B™(0; 3).
O

Lema 9.22.3. Dados € > 0 e aplicagdo f: B™(0;3) - R*declasse C",r > 1,
existe aplicagdo i: B™(0;3) — R tambémde classe C”, com ||h— f'||1, pm(0;3) <
eeh = fem B™(0;3)\ B™(0;2) sendo que a restri¢do / !W ¢ uma imersao
de classe C°.

Demonstragdo. Seja A: B™(0;3) — [0, 1] fungdo auxiliar de classe C*° com
A = lem B"0;1) e A = 0 em B™(0;3) \ B™(0;2). Seja @ > 0 cons-
tante tal que 1 + A(x) + |A'(x)] < a em B™(0;3) (lembre-se que A € de classe
C ). Pelo Lema 9.22.2, existe imersdo g: B™(0;3) — R® de classe C*° tal que
lg — fll1,Bm0;3) < g Definimos, entdo, aplicagdo 2: B™(0;3) — R* pondo
h(x) = f(x)+A(x)-(g(x)— f(x)). Valeque h = f em B™(0;3) \ B™(0;2),
h| Bm(0:1) = g‘ Bm@:1) & portanto, ¢ uma imersdo. Finalmente, por construcao,
temos ||h—f||1’Bm(0;3) < €. O

Refinando o lema anterior obtemos:

Lema 9.22.4. Seja F C B™(0;3) fechado tal que f ¢ imersiva em cada ponto
de F,onde f: B™(0;3) — R édeclasse C", r = 1. Para cada ¢ > 0, existe
h: B™(0;3) — R também de classe C”, com ||h — f|l; pmo;3) <€eh = f
em F U[B™(0;3)\ B™(0;2)], sendo que a restri¢do h‘
de classe C°.

FUW € uma 1mersao

Demonstragdo. Seja K = F N B™(0;2), entdo K é compacto e vale:

Afirmacio 9.22.1. E suficiente obter aplicagio / tal que || — f|| 1,Bm(0;3) < €¢€
h = fem K U][B™(0;3) \ B™(0;2)], sendo que a restrigdo h‘WuK ¢ uma
imersdo de classe C°.

Prova da afirmagdo. Com efeito, dentro das hipoteses da afirmagao, seja V' uma
vizinhanga aberta de K tal que o fecho de V' é compacto e contido em B (0; 3).
Podemos supor que € > 0 ¢ pequeno de modo que ||z~ f1|1,pm(0;3) < € implique
h imersiva em V. Seja agora u: B (0;3) — [0, 1] funcio auxiliar de classe C >
talqueu = 0em KU[B™(0;3)\B™(0,:2)]eu = 1 em B™(0;1)\ V. Ponhamos
h=f+4+u-(g— f)onde g é obtida do Lema 9.22.3, é uma imersdo C>° de
B™(0; 3) em R® tal que anorma ||g — f ||1,pm(0;3) < €/, onde @ > 0 é constante
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que satisfaz o > |u(x)|+|u’(x)|+ 1 em B™(0;3). Comoh = gem B™(0; 1)\ V,
segue que i é imersiva nos pontos de B™(0; 1) \ V. Da mesma forma, h‘ x €
imersiva pois # = f em K e, portanto, & é uma imersao em B (0; 1) U K, pois
B™(0;1) UK C (B™(0;1)\ V)U K. As demais afirmagdes sdo imediatas. [

A afirmacdo implica o Lema. O
Podemos finalmente provar o Teorema de Imersao:

Prova do Teorema de Imersdo. Dada fungdo continua e positivae: M — R e
f: M — RS aplica¢io qualquer de classe C !, basta' obter uma imersdo g: M —

o0
RS, declasse C!,talque||g— f|l1 < eem M. SejaM = |J U, cobertura aberta
j=1
de M por dominios coordenados de cartas ¢;: U; — R™, tal que a cobertura
dos U; ¢ localmente finita. Podemos supor ¢;(U;) = B™(0;3) e que M =
o0
U W; onde W; = <p]TI(Bm(O; 1)). Seja V; = (p;l(Bm(O;2)). Definiremos
j=1
indutivamente uma sequéncia de aplicag¢des fo, f1,..., fv,...de M em RS todas
de classe C'!, cumprindo:

L fo=f fo=fomrem M\ V,.
2. v —= fo—1lli < 3y em M.

3. fy é uma imersdo em Wy U---UW,.

Comegamos pondo fo = f. Por vacuidade, fy cumpre também (2) e (3).
Suponhamos ja definidas f1,..., fy—1. Vamos definir f,. Sejaa = f,—1 0
@, ' B™(0;3) — RS. Podemos obter § > 0 tal que se §: B™(0;3) — RS de
classe C! étal que |6 —a||; < 8 em B™(0;2), entdo [ op, —a o1 < 57 em
V,. Sejaagora F = ¢,[(W1U...UW,_1)NU,]. Pelo Lema 9.22 4, efetivamente
existe 0: B™(0;3) — RS de classe C! tal que |0 —a||; < § em B™(0;3),0 = «
em [B™(0;3)\ B™(0;:2)]U F e Q}WUF ¢ uma imersdo.

Definimos, entdo, fv: M — R¥pondo f, = f—_iem M\V, e f, = Bogpuu
em U,. Tem-se que:

'Embora a topologia forte de Whitney tenha sido definida originalmente em termos de familias
€ = {€;} jeg de numeros reais positivos, associados a abertos U; de um atlas de M, essa também
pode ser posta em termos de fungdes continuas positivas € : M — R (exercicio!).
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fv = fu—1 em M \ V) por construgdo, provando (1). Também temos que

(2) ¢é verificada e por constru¢do f, € imersiva em Wi U ... U W, provando (3).

Definimos entéo a imersdo g: M — RS pondo g(p) = 1_i>m f(p), peM. O
V—>00

Prova do Teorema de Mergulho de Whitney. Como M ¢ compacta, segue do Pri-
meiro Teorema do Mergulho de Whitney que existe um mergulho ¥: M — R”
para algum n grande o suficiente. Se por ventura n < 2m + 1, entdo nada ha a
fazer. Suponhamos, entdo, que n > 2m + 1 e provaremos que se pode “reduzir”
a dimensao do espago de chegada, por meio de teoria de transversalidade, até o
limite de 2m + 1. Podemos supor M C R” como superficie regular compacta.

Afirmacdo 9.22.2. Existe mergulho M «— R*~L,

Prova da afirma¢do. Denotaremos por (x1, ..., X) as coordenadas candnicas em
R” e por R*~! o hiperplano {x, = 0}. Dado vetor u € R” \ R*~!, denotaremos
por m,: R* — R"™! a projecio paralela a u. Buscamos por u € R” tal que
Ty } u M- R”~! seja um mergulho (naturalmente C7).

Verificamos as condigdes para tanto:
Injetividade. Temos que

Ty ‘ € injetiva < u ndo ¢ paralelo a nenhuma secante de M
9.2)
& Vx #y,x,y € M temos u #

x—y
[x=y|*

Imersdo. A aplicacio m,: R” — R”~! ¢ linear e tem como ntcleo a reta u - R.
Logo, um vetor tangente a M, v € T, (M), pertence ao nicleo de d (i, ‘ w)(P):
Tp(M) — R""! se e somente se v é paralelo a u em R”. Assim,

v

nu|M ¢ imersiva < u # ﬂ YveT,(M)\{0}, Vp € M. (9.3)
v

Estudemos cada uma das condicdes (9.2) e (9.3) acima comegando por (9.2):
seja@: M xM — A — S* Laaplicagio C” definida por ®(x, y) = é:% onde
A C M x M ¢ adiagonal. Entdo u satisfaz (9.2) se somente se u nao pertence a
imagem de ®. Mas dim(M x M \ A) = 2m < dim S”*~! de modo que O@(M x
M \ A) tem interior vazio em S”~!. Analisemos agora (9.3). Obviamente basta
verificar essa condigdo para v € Tp(M) com |v| = 1. Seja, entdo, X: TM — R
a aplicagdo de classe C"~! definida por X(p,v) = ||v||? e T1(M) = ¥71(1) o
fibrado tangente unitario de M . Note que, como M C R”, temos TM C R?" ¢
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T1(M) C R?" é subvariedade compacta (M ¢é compacta!) de dimensdo 2m — 1.
De fato, temos 77 (M) C R” x §"~!. Finalmente, seja t: Ty (M) — S"1,
definida pela restrigao da projegdo w2 : Ty (M) — S™ 1, m5(p,v) = v. Entdo 7
¢ declasse C"" 1 edim Ty (M) = 2m — 1 < dim S*~! de modo que a imagem
de t tem interior vazio. Assim, sendo 77(M) compacto, o complementar U da
imagem de U é um aberto denso da esfera S”~1. Logo, U N S~ N (R* \R"~1)
¢ um aberto ndo vazio Uy que, pelo que vimos acima, contém algum vetor u que
ndo esta na imagem de @ e, portanto, para esse u temos que 7y, ‘ u- M- R"1
¢ um mergulho.

O

Seguindo esse raciocinio, podemos concluir a prova do mergulho em R27+1,
O

Prova muito similar aquela acima nos da:

Teorema 9.22.3 (Whitney). Seja M variedade compacta de classe C”, r = 2.
Existe imersdo C” de M em R?™.

Observacio 9.22.1. Ambos os teoremas acima demonstrados valem também para
a classe de diferenciabilidade » = 1, usando-se argumentos mais finos de Topolo-
gia devidos a Pontryagin e Hurewicz.

Usando o Teorema de Globalizagdo bem como resultados anteriores, podemos
provar:

Teorema 9.22.4. Sejam M, N variedades de classe C" sendo 1 < r < oo.
1. Sedim N = 2dim M, entdo o conjunto 3" (M, N) ¢ denso em Cg(M, N).

2. Sedim N = 2dim M + 1, entdo Merg" (M, N) é denso em Prop” (M, N)
na topologia forte.

3. Se M é compactaedim N = 2dim N + 1, entdo Merg” (M, N) ¢ denso em
Cg(M,N).

9.23 O Teorema de Tischler

. . . . c?
Seja M uma variedade compacta admitindo uma submersio f: M — S!. Con-

sideramos a forma elemento de angulo 8 € H(S!,R) e tomamos w = f*(6)
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seu levantamento a M. Obtemos, entdo, uma 1-forma fechada, sem singularida-
des, de classe C! em M. Como w é integravel, define folheacao F de codimensao
1, classe C! em M. Seja agora p € M ponto qualquer. Como @ é ndo singular,
existem vizinhangas p € U, C M e campo C 1 de vetores X p em U, tal que
w - Xp = 1 em U,. Utilizando parti¢do da unidade, obtemos finalmente um
campo global de vetores X em M com a propriedade de que w - X = 1. Como
M ¢ compacta, X é completo definindo, portanto, um fluxo ¢ : Rx M — M. De
w - X = 1, conclui-se que o fluxo ¢ transversal a F. Como dw = 0, vale que
Ly(w)=d(w-X)+ix(dw) = 0de modo que ¢ preserva a folheagdo F (cada
difeomorfismo ¢;: M — M leva folhas de F em folhas de F). Concluimos que
F ¢ “invariante por um fluxo transversal”. O Teorema de Tischler estabelece a
seguinte reciproca desse fato:

Teorema 9.23.1 (Tischler, Tischler (1970) 1970). Seja M variedade diferenciavel
fechada. Sao equivalentes:

(i) M suporta uma folheagio F, de classe C! e codimensdo 1, invariante por
um fluxo transversal C!.

(ii) M suporta uma 1-forma C! sem singularidades.

(iii) M fibra sobre o circulo ST.

Tendo em vista o Teorema de Sacksteder (segundo o qual uma folheagdo de
classe C?2, codimensio 1 e sem holonomia ¢ topologicamente conjugada a uma
folheacdo definida por 1-forma fechada nao singular (cf. Sacksteder (1965)), ob-
temos em classe C 2 a seguinte condigdo equivalente:

(iv) M admite folheagdo de codimensdo 1 e sem holonomia.

A demonstracdo do Teorema de Tischler utiliza fortemente o fato de que, numa va-
riedade fechada M podemos encontrar formas fechadas wy, ..., w; € H'(M,R)

e tais que, dadaumabase yq, . .., yg daparte livre de Hy (M, Z) tenhamos, w; =
14
di; delta de Kronecker. Assim, uma 1-forma fechada w em M se escreve w =
4
> Ajw; + df para alguma fun¢do f: M — R, sendo que {Ay,..., A} ge-
j=1

ral o grupo de periodos Per(w) < (R, t) de w. Se w é ndo singular, entdo, como
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_ {

Q = R, podemos obter perturbagdo w’ = Y Ajw;+df dew tal que ®’ € ndo sin-
j=1

gular e Per(w’) C Q e, logo, para um multiplo inteiro k-w’, teremos Per(kw’) C Z.

Evidentemente k - @’ = dg para alguma submersio g: M — R/Z = S!.

9.24 Exercicios do Capitulo 9

Exercicio 9.24.1. Seja M variedade diferenciavel de classe C". No produto M x
M definimos o subconjunto A := {(x,y) € M x M : x = y}. Prove que A ¢
subvariedade C" de M x M, difeomorfa a M.

Exercicio 9.24.2. Para cadan € N, obtenha difeomorfismo (7S”) x R =~ §” x
R"+1.

Exercicio 9.24.3. Sejam f: M — N aplicagdo C" ¢ G(f) C M x N o seu
grafico. Prove que G(f) ¢ subvariedade C" de M x N difeomorfaa M.

Exercicio 9.24.4. Seja G C R x R o graficode y = |x|%. Prove que G possui
estrutura de variedade C*°, que faz da inclusio G — R x R uma aplicagdo C*°.

Exercicio 9.24.5 (O espaco tangente com espaco de derivagdes). Seja M vari-
edade C", r = 1. Dado ponto p € M, denotamos por A(p) o conjunto de
todas as aplicagOes reais f: Dom(f) — R de classe C” definidas em uma vi-
zinhanga aberta Dom( f) de p em M. O espaco de germes de funcdes de classe
C”" em p ¢ o quociente £,(M) := A(p)/ ~ onde ~ ¢é a relagdo de equivaléncia:
(f.Dom(f)) ~ (g,Dom(g)) < AW C Dom(f) N Dom(g), p € W tal que
Flw = glw-

1. Coloque em &£,(M) estrutura de Algebra Real (espaco vetorial real com
multiplicagdo).

2. Uma derivagdo em £,(M) é uma aplicacdo linear X : £,(M) — R (com
respeito a estrutura de espaco vetorial) tal que X(f.g) = f(p)X(g) +
g(p)X(f). V[ ge&y(M).Prove que o espaco das derivagdes em £, (M)
€ um espaco vetorial.

3. Prove que cada vetor tangente v, € T,(M) define de modo natural uma
derivagdo em £,(M).
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4. Conclua que existe isomorfismo natural entre o espago tangente 7, (M) e o
espaco das derivagdes em £, (M).

Exercicio 9.24.6. Denotemos por G, ; o subconjunto dos subespacos afins de
dimensdo n em R¥ (lembramos que V' C R¥ ¢ um subespago afim se existe b €
R¥ tal que V' — b é um subespago vetorial). Prove que G, i possui estrutura de
variedade diferencidvel C°° e calcule sua dimensdo. Chamamos G, i a variedade

Grassmanniana dos n-planos em R

Exercicio 9.24.7. EmR", consideramos G ,, como a Grassmanniana dos 2-planos

orientados em R". Prove que existe difeomorfismo entre G , e a quadrica com-
n
plexa ) Z? = 0 no espago projetivo complexo C P(n—1) de dimensdo complexa

J=1
n—1.

Exercicio 9.24.8. Existe difeomorfismo natural G§,3 ~ §2,

Exercicio 9.24.9. Sejam M, N variedades C", r = 1e f: M — N imersdo.
Coloque estrutura de variedade diferenciavel C"~1 em (T'f)* definida por

(TF)F == A(p,v): p € M,v € T (N)/f'(p) - Tp(M)}

(nota: E/F significa o espago vetorial quociente de E pelo subespago F <
E)

Exercicio 9.24.10. Sejam S; C S» e S» C S3 subvariedades. Prove que S1 C S3
¢ subvariedade.

Exercicio 9.24.11. Sejam R e S subvariedades orientaveis da variedade orientavel
M. Prove que se R h S, entdo R N S é subvariedade orientavel de M.

Exercicio 9.24.12. Sejam M, N variedades C k¢ S subvariedade C* de M. Se
f:S > NéCkepesS,entioexistem F: M — N de classe C¥ e vizinhanga
WdepemStaisqueF‘W = f‘W.

Exercicio 9.24.13. Seja {U;} ey cobertura localmente finita de M variedade
Ck. Dada familia de numeros reais positivos € j > 0,j € J, mostre que existe
f: M — R declasse C¥ tal que se x € Uj,entdo 0 < f(x) <€;.

Exercicio 9.24.14. O espaco das matrizes simétricas de tamanho m ¢ transversal
ao espago das matrizes antissimétricas de mesmo tamanho.
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Exercicio 9.24.15. Sejam R C S e T C S subvariedades com R th T. Mostre
que Tx (R N T') se identifica naturalmente com T (R) N Ty (T') dentro de T (S).

Exercicio 9.24.16. Seja M™ C R™*! hipersuperficie compacta orientada com
aplicacdo normal de Gauss N: M — S™. Defina para v € S™ a aplicacdo
hy: M — R, hy(x) =< x,v >. Entdo p € M ¢ ponto critico de A, se ¢
somente se v L Tp(M). Também, se v € valor regular de N, entdo os pontos
criticos de /4, sdo ndo degenerados.

Exercicio 9.24.17. Dadas variedades M, N declasse C", 1 < r < oo e aplicagdo
f: M — N diferenciavel, denotamos por Reg( f) C N oconjuntodos y € N tal
que y é valor regular de f. Prove que o conjunto{ f € C" (M, N); y, € Reg(f)}
¢ aberto e denso em Cg(M, N).

Exercicio 9.24.18. Dadas variedades M ¢ N de classe C", dado yg € N ¢ dadas
aplicagdo fo: M — N,vizinhanca N de fo em Cg(M, N) e vizinhanga W C M
de f~1(yp), existe g € N tal que g ¢é transversala ype g = foem M \ W.

Exercicio 9.24.19. Sejam M variedade e K C M fechado. Toda vizinhanca
U C M de K contém vizinhanca fechada W de K que é subvariedade de M
(sugestdo: tome fungdo auxiliar§: M — [0,1],comé = 1 em K e § = 0 fora de
U e yo valor regular de £, ponha, entio, W = £~1(]0, yo])).

Exercicio 9.24.20. Seja M C R” subvariedade mergulhada. Um caminho de
vetores normais a M é uma aplicagdo «: (—1,1) — M x R”, de classe C*°, da
forma a(t) = (x1(¢),a2(t)) com ax(2) € (Tal(t)(M))J-,Vt. Definimos &(t) =
a1(t) + az(t). Um ponto g € R” é dito ponto focal de M se existe caminho « de
vetores normais a M de modo que &(0) = ¢ e (@)’ (0) = 0. Prove que o conjunto
dos pontos focais de M tem medida nula.

Exercicio 9.24.21. Seja f: M — R?™ imersdo onde dim M = m. Considere a
aplicagdo F: TM — R?™ dada por F(x,v) = dfy(v) e tome a € R?™\ 0 valor
regular de F. Seja 7 a projecio ortogonal sobre a reta determinada por a € R?™.
Prove que 7 o f é uma imersio de M em R?” ! exceto por um conjunto discreto
de pontos.

Exercicio 9.24.22. Prove que C g"'l (R,R) e Cg(R,R) x R sdo espagos homeo-
morfos.

Exercicio 9.24.23. Prove que existe vizinhanga A" C C¢((0, 1), R) da aplicagdo
constante A(z) = O tal que se fo € N, a aplicagdo f: R — R definida por
f(t) =0setNR —(0,1)e f(¢t) = fo(t)set € (0,1), éde classe C”.
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Exercicio 9.24.24. Seja f,, — g sequéncia convergente em C g (M, N). Mostre
que existe um compacto K C M tal que se v ¢é suficientemente grande, entdo
fo=gem M\ K.

Exercicio 9.24.25. Estude a continuidade da aplicagdo de restrigio Cg(M, N) —
Cs(V,N),a, f f‘V onde V' C M ¢ um subconjunto aberto.

Exercicio 9.24.26. Seja M variedade diferenciavel. Prove que M € um espago
topologico normal, ou seja, dados fechados F', G C M com F N G = @ existem
abertosU,VemMcomF CU,GCVeUNV =4.

Exercicio 9.24.27. O conjunto das aplicacdes de recobrimento de classe C! de
uma variedade sobre outra ¢ aberto na topologia forte.

Exercicio 9.24.28. Dada variedade M de classe C”, r = 0 temos:

1. Se M é ndo compacta, entdo existe funcdo €: M — R, positiva de classe
C" tal que inf €(x) =0em M.
xeM

2. Conclua que se M é ndo compacta, o subconjunto das aplicagdes constantes
¢ discreto em Cg (M, R).

Exercicio 9.24.29 (Teorema de Titze diferenciavel). Dada variedade M e subcon-
junto A C M, uma aplicacdo f: A — R é dita de classe C” se dado pontoa € A
existe vizinhanga U de a em M na qual se define uma aplicagdo fy: U — R
de classe C” tal que fy = f em A N U. Prove que nesse caso existe de fato
uma aplicac¢do F de classe C" definida em uma vizinhanga W de A em M tal que
F = femA.

Exercicio 9.24.30. Prove que toda variedade compacta C” admite fungdes de
Morse de classe C” (sugestdo: apos mergulhar a variedade em um espago eu-
clidiano, considere para um ponto genérico fora dessa, a fungdo distancia até a
variedade. Use, entdo, a nog¢ao de ponto focal.)

Exercicio 9.24.31. Sejam M, N variedades C",r = 1e f: M — N tal que
fog: P — N ¢édeclasse C” para toda aplicagdo g: P — M de classe C".
Prove que f ¢ de classe C”.

Exercicio 9.24.32. Seja B: R” x R” — R forma bilinear simétrica positiva de-
finida. Prove que B~'(r) C R” x R” é uma subvariedade difeomorfa & esfera
s*1vr > 0.
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Exercicio 9.24.33. Prove que se M admite m campos de vetores C ! linearmente
independentes em cada ponto, entdo M ¢ orientavel. Dé exemplos de variedades
orientdveis para as quais isso nao ocorre.

Exercicio 9.24.34. Seja f: M — U C M uma retragio C! de M sobre um
subconjunto U C M. Prove que U ¢ uma subvariedade de M .

Exercicio 9.24.35 (Teorema de Globalizag2o).

Exercicio 9.24.36. Construa um mergulho de R P(n) x R P(m) em algum espago
projetivo R P (€).

Exercicio 9.24.37. Seja M variedade de dimensdo 1. Prove que existe difeomor-
fismo M ~RouM = S!.

Exercicio 9.24.38. Construa mergulho S” x §™ — R*Tm+1,

Exercicio 9.24.39. Prove que o fibrado tangente unitario da esfera S é difeomorfo
ao grupo ortogonal especial SO(3), isto &, T1(S?) = SO(3).

Exercicio 9.24.40 (Vizinhanga tubular). Seja M™ C N™%k subvariedade C”,r >
2. Uma métrica Riemanniana (,) em N induz métrica Riemanniana em M, fa-
zendo da inclusdo M — N uma imersdo isométrica.

1. Prove que, dado ponto p € M, ha decomposic¢do natural 7, (N) = T,(M )P
Tp(M)J-, com Tp(M) C T,(N).

2. Prove que v(M) := {(p.vt): pe M,vt e Tp(M)J-} define um fibrado
vetorial de dimensdo (m + k), classe C” ! e posto k sobre M. Tal fibrado
¢ chamado fibrado normal de M em N .

3. Sejaagora E 1= |J Tp(M )L. Prove que E é uma variedade de dimen-
pPEM
sdo k sobre M, isto é, que existe atlas para E com parametrizagdes locais
partindo de M x R¥.

4. Prove que existe difeomorfismo natural £ = v(M).
5. Determine v(S"), onde S” ¢ a esfera de dimensdo n em R? 1.

6. Suponhamos agora M compacta. Dado € > 0, definimos Uc(M) := {q €
N : d(g,M) < €}, o conjunto dos pontos de N que distam menos do
que € de M, distancia calculada com o infimo dos comprimentos das curvas
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suaves em N, ligando ¢ a algum ponto de M, comprimentos calculados via
a métrica Riemanniana em N. Seja também v (M) = {vt € v(M) :
llvL]| < €}. Prove que ve(M) é variedade C"~1. Prove que se € > 0 ¢
pequeno o suficiente, entdo Ue (M) e v (M) sdo difeomorfas via a aplicagdo
exponencial em N, partindo de M.

7. Prove o seguinte lema auxiliar: Dados espa¢o métrico compacto X e sub-
conjunto fechado Xo C X, dado homeomorfismo local f: X — Y tal que
f ‘ Xo é injetivo, ainda existe uma vizinhanga aberta U de Xo em X tal que

f ‘ y € injetiva.

8. Prove o Teorema da Vizinhan¢a Tubular: Dada subvariedade compacta
M C N de classe C®° entdo existe uma vizinhanga U de M em N equi-
pada com uma projecdo w: U — M sobre M tal que U é equivalente a
um aberto ve(M), com estrutura fibrada.

Exercicio 9.24.41. Seja N uma variedade com bordo compacto dN = M. Prove
que existem vizinhangas V' arbitrariamente pequenas de M em N para as quais ha
retratos de deformagdo ry: V — M.

Exercicio 9.24.42. O conjunto das imersdes injetivas nao € aberto em C Sl (R,R?).

Exercicio 9.24.43. Sejam E +— X e F +— X fibrados vetoriais C® e @: E —
F um morfismo de fibrados vetoriais que cobre a identidade (i.e., uma aplicagao
diferenciavel (de classe C!) de E em F, que leva fibra de E — X a fibra de
F — X, sendo que a composta dessa com a projecdo de F +— X coincide com a
proje¢do de E — X. Prove que se &,: £, — F), tem posto constante para todo

p € X, entdo Nucleo(®) = |J Nucleo(®,) ¢ um subfibrado de E.
peX

Exercicio 9.24.44. Seja G, C R x R o grafico de f(x) = x%,a > 0. Prove que
sen <a<n+1comn € N, entdo o grafico de f é subvariedade C”, mas ndo
é Cn-i—l‘

Exercicio 9.24.45. Uma variedade que possui um aberto difeomorfo a faixa de
Mobius ndo ¢ simplesmente conexa.

Exercicio 9.24.46 (O Teorema de Globalizagdo). Seja X um conjunto equipado
com uma rela¢do de ordem, ndo necessariamente total. Um functor estrutural F
em X ¢ dito continuo se para toda familia simplesmente ordenada {4} cs em
JF temos o seguinte: o limife inverso das aplicagdes Fuq,; 4: F — F(A;) (onde
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A =\JjeJA; € F) ¢ uma aplicagdo bijetiva F(A) — lim F(A;) (note
que a familia é simplesmente ordenada). O functor ¢é dito localmente extensivel se
todo ponto xg € X pertence a algum conjunto A € F tal que VB € F aaplicagdo
Fa,4auB: F(AU B) — F(A) é sobrejetora. Estude quanto a continuidade e
extensibilidade local os seguintes functores:

1. X variedade C*°, N variedade C*° e F=cole¢do dos abertos de X. Para
cada A € F, definimos F(A) := C°(A, N). Dados A C B ambos em F
definimos Fyp: C®°(B.N) - C®°(A,N), f + f|, (restri¢io).

2. X, N variedades C*®°, f: X — N de classe C", N' = N(f) vizinhanga
de f em Cg(M, N), F :=colegio dos abertos de X e dado A € F pomos
F(A):={g:A— N,g ¢ C°°,g‘A e N()}.

O Teorema de Globalizagdo afirma que se (F, X) € um functor estrutural con-
travariante, continuo e localmente extensivel e se F(A) # 0, para algum A € F,
entdo Fax: F(X) — F(A) é sobrejetivo. Para demonstrar este teorema, sugeri-
mos o seguinte roteiro:

(1) Se F(A) # @ escolhemos ag € F(A) e definimos X como o conjunto das
duplas (B,b)onde B € F, A C Beb € F(B) étal que F4p(b) = aop.

(ii) Ordene parcialmente X por (B’,b’) < (B,b) & B’ C Be Fpp(b) =b'.
(iii) Prove que X possui elemento maximal (tome unides) digamos (Bmax, Pmax)-

(iv) Prove que Bmax = X usando a extensibilidade local. Prove também que
fAX(bmaX) = daop.



10.1 Superficies

Neste capitulo, uma superficie de classe C¥ sera uma variedade diferenciavel de
dimensdo dois e classe C¥. Exemplos de essas superficies sdo: abertos de R2,
superficies regulares de dimensao dois em R e alguns exemplos mais elaborados
como os que passamos a descrever:

Comegamos com uma superficie M2 e um mergulho f: {—1,1} x D2 — M
de duas copias disjuntas do disco fechado D2 em M 2. Pomos D¥ := f({#1} x
D2) C M. Seja M; obtida de M, retirando-se o interior de D e o interior
de D™. Tomamos agora M, como obtida de M adjuntando-se (colando-se) o
cilindro [0, 1] x S de forma que {—1} x S! va sobre dD_, ¢ {1} x S va sobre
0D . Dizemos, entdo, que M, é obtida de M por cirurgia ou ainda se pondo uma
alca em M via f. Prova-se que o espaco topologico assim obtido possui estrutura
natural de superficie C¥ se M ¢ de classe C¥. Escrevemos M[f] para denotar
essa nova superficie. Prova-se também que se f1, f>: {—1,1} x D2 — M sdo
aplicagdes isotopicas (i.e., se existe uma aplicagdo diferenciavel C¥ F: [—1,1] x
D2 — M tal que Fy := F’{t}xﬁ ¢ mergulho com F_{ = f1, F1 = f3), entdo
as variedades M [ f1] e M| f2] sdo difeomorfas.
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Defini¢do 10.1.1. Uma superficie compacta orientavel M sem bordo tem género
g = 0 quando ¢ obtida da esfera S? pela adjungio sucessiva de algas em niimero
total de g algas.

Dessa forma, existe uma sequéncia de superficies S = Mo,..., Mg = M
com M; 1 = M| f;] obtidade M pela adjuncdo de uma al¢a via f;: {—1,1} x
D2 — M;.

O resultado central que propomos para demonstrar neste capitulo € o seguinte:

Teorema 10.1.1 (Teorema de Classifica¢do de Superficies Compactas Orientadas).
Uma superficie compacta conexa orientdavel tem um género g. Ou seja, toda su-
perficie compacto conexa e orientavel é difeomorfa a uma unica superficie tipo
esfera com algas.

Representamos pictorialmente abaixo a superficie esfera com g algas modelo:

Superficie de género 4

Figura 10.1: O teorema de classificac@o de superficies

Antes de provar o teorema central precisamos do seguinte resultado chave:

Teorema 10.1.2. Seja f: M — R uma fung¢@o de Morse em M, superficie com-
pacta conexa com bordo dM, tal que f tem exatamente trés pontos criticos dois
pontos de minimo e um ponto de sela. Entdo M ¢ difeomorfa ao disco unitario

fechado D2 C R2.

Demonstragdo. Nosso objetivo € mostrar que M ¢ difeomorfa ao disco unitario
fechado D2 C R2. Para isto, buscaremos conjugacio F entre (. V f) e (g, Vg)
sendo g: D2 — R fungdo de Morse do mesmo tipo (i.e., com pontos criticos do
mesmo tipo) que f. Para o modelo g, tomamos g: R? — R dado por g(x,y) =
x*/4 — x3/3 — x? 4 y? cujas curvas de nivel e linhas de campo gradiente estao
representadas abaixo:
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(-1,0) (0,0) (2,0)

Figura 10.2: Singularidades do campo Vg

Figura 10.3: Curvas de nivel de g ¢ linhas do campo Vg

Entdo g ¢ fungdo de Morse que admite restri¢do a “um ” disco fechado D2 C
R? do mesmo tipo que f (Exercicio !!!).

Vamos agora construir conjugagdo entre (f,V f) e (g, Vg). Comegamos or-
ganizando os pontos criticos a,b,c € M de f de modo que a, ¢ sejam minimos
locais e b seja uma sela e com valores f(b) > f(a) > f(c).

Tomamos agora um difeomorfismo 6: R — R com 6(f(a)) = g(-1,0),

0(f(h)) = g(0,0)eb(f(c)) = g(2,0). Entdo a aplicacdo f~:= fof: M —>R
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¢ de Morse do mesmo tipo que f e com f(a) = g(-1,0), f(b) = g(0,0) ¢
f(c) = g(2,0). Portanto, podemos assumir que f(a) = g(—1,0), f(b) =
8(0,0)e f(c) = g(2,0).

Lema 10.1.1. Temos que O0M é conexo.

Demonstragdo. Sejaa = f(dM). Entdo o > 0 ¢ o valor maximo de f, e temos
que f~Y(a) = dM. A fim de provarmos que dM ¢ conexo é, entdo, suficiente
provar que f~!(&) é conexo para algum 0 < & < & uma vez que pela Teoria
de Morse temos difeomorfismo dM = f~1(&). Agora observamos que o fluxo
¢ do campo gradiente V f ¢ definido para todo tempo ¢ = 0 e que, dado um

ponto x € M, o conjunto limite xs, = tlim @¢(x) € um dos pontos criticos
—>00

a, b, c. Introduzimos agora os conjuntos estaveis W, := {x € M; xoo = a} e

W, ;= {x € M; x5 = c}. A forma local de f em uma vizinhanga de ¢ dada

pelo Lema de Morse nos diz que existem duas trajetorias de V f convergindo
para b (separatrizes estaveis) e que dado &@ > 0 a curva de nivel f~1(@) corta
essas duas trajetorias em dois pontos g1, ¢» tais que {¢1, g2} é o bordo comum em
(@) N Wj,. Se alguma componente de f (&) estivesse contida em W, entdo
W, seria ela mesma uma componente de M e, logo, igual a M por conexidade,
absurdo, pois M contém outras singularidades de f. O mesmo vale para W}.
Assim, cada componente de f~!(@) contém g e g2 e, logo, f~1(&) tem uma
unica componente para 0 < & < « provando o lema. O

Sejaagora ¥ : ¥V — R? um difeomorfismo tal que ¥ (0,0) = (0,0) e goy !
esta na forma do Lema de Morse. Tomemos também ¢: U C M — R? carta de
M tal que ¢(b) = (0,0), e f o ¢! esta na forma do Lema de Morse, sendo que
H = ¢ loy:V — M preserva as linhas do gradiente V f (basta tomar ¢ de
modo que H = ¢! o seja uma isometria entre o aberto V C R? e o aberto
U C M com a métrica de M (Exercicio!)).

Por comodidade, tomamos ¢ ¢ ¥ de modo que ¢(U) = ¥ (V). Note que
entio H = ¢ Loy: V Cc R? - U C M ¢ um difeomorfismo tal que f o
H = g, preservando as curvas de nivel e o6rbitas dos gradientes, i.e., que conjuga
(g,Vg) e (f,Vf). Escolhendo a vizinhanga /' pequena o suficiente, temos que
cada orbita de v/ g intersecta I em um conjunto conexo e podemos, entéo, estender
H a uma conjugacdo H : Satg(V) — Satr(U) entre (g, Vg) e (f,V f), onde
Satr(U) := Uy er @f (x). Escreveremos H=H por simplicidade. Podemos
ainda obter H de modo que se p € Satg (V) € tal que a trajetoria de Vg por p
tende a (—1, 0) (respectivamente (2,0)) quando ¢ — —oo, entdo a trajetéria de
V f por H(p) tende ao ponto a (respectivamente ¢) quando ¢ — —oo. Tomamos
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agoraA € R com g(2,0) < g(—1,0) < A < g(0,0) = 0. Seja R;, C R? aregido
g7 1(]— o0, A]). Entio R evita uma vizinhanga da sela (0, 0) € sing g e se divide
em duas componentes D ¢ D’ que sdo (difeomorfas a) discos. Os bordos dD e
dD’ sdo componentes de curvas de nivel de g. Dado § > 0 pequeno, denotemos
por A(§) C R? o quadrado |x| < 8, |y| < § e ponha Ps := [Sate (A(8)) \Int(D U
D) N g7 (] — 00, 8]), entdio Ps esta representada abaixo.

O disco com dois buracos

Figura 10.4: Representacdo do conjunto Pg

Tomando 6 > 0 pequeno o bastante, temos A() C V e Ps C Satg(V) e
também Ps N D = PsNaD = A, PsN D' = PsNaD’ = A’ como arcos
compactos. A conjugagdo H : Satg (V') — Sat s (U) mergulha os arcos 4, A’ nos
circulos oI" € dI'’ respectivamente.

Afirmacio 10.1.1. Existem difeomorfismos entre D e I' e entre D' e I'' que coin-
cidem com H em A e A’ respectivamente.

Demonstracdo. Primeiro identificamos D e I com o disco unitario D? via dife-
omorfismos de modo que H ‘ 4 seja transformado em um mergulho Hy (preser-
vando a orientagdo) de um arco B C dD? em dD?2. Por isotopia de discos, Hy é
isotopico a inclusido do arco B em dD? de modo que, pelo Teorema de Extensio
Isotopica, H se estende a um difeomorfismo entre D e I" e da mesma forma para
D'el. O

Sejam I" e I'’ as componentes conexas de f~!(] — oo, A]) em M. Entdo I
e I'’ sdo discos disjuntos e obtemos difeomorfismo G: D U D’ — I' U I’ com
G(D) =T e G(D’) = I'’, que se estende as saturagdes como um difeomorfismo
F: Satg (0D U 0D') — Sat (01" U dI'') como uma conjugagao entre (g, Vg)
e (/. Vf). Observe que F ¢ H coincidem em A U A’ e, logo, (como ambos
sdo conjugacdes) coincidem também em Satg (D U dD’) N Py. Isto nos permite
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definir aplicagio K: g71(] — 0o,a]) — M pondo K = G em D U D U D',
K = H em Ps e K = F norestante de g~ (] — 0o, «]). Tal aplicagio sera, entdo,
bem definida e ¢ um homeomorfismo que mapeia D U D’ difeomorficamente sobre
g7 1(]—o0, a])\Int(DUD’). Segue do Teorema de Suavizagio que g~ (]—o0, ])
e M sio difeomorfas. Como por sua vez g~ (] — 0o, ]) é difeomorfa a D? segue
que M ¢é difeomorfa ao disco D2. Isto conclui a prova do Teorema 10.1.2. O

10.2 Singularidades de Morse em dimensao dois - o disco
com dois buracos

Nesta se¢do, estudaremos vizinhangas de um nivel critico de uma func¢do de Morse
admissivel em uma superficie compacta. Sejam, entdo, f: M — R uma fungao
de Morse admissivel na superficie compacta conexa M, p € M um ponto critico
tiposelacom f(p) = Oesejad > Otalque N = f~1([-8, §]) é conexa e ndo con-
tém outro ponto critico além de p. Pomos Co = f~1(0), C+ = f~1(8), C— =
f~1(=6). Suponhamos que N ¢ orientavel. Entdo temos o seguinte:

1. C_ éum circulo: de fato, C_ ¢ uma subvariedade compacta sem bordo em
N e, além disso, C_ ¢é conexa como mostra a forma local dada pelo Lema
de Morse.

2. C4+ é aunido disjunta de duas componentes que sdao subvariedades compac-
tas sem bordo, logo C+ ¢ a unido de dois circulos disjuntos.

3. Temos que dN = C_ U C4+. Como N ¢ conexa, temos, entdo, que Cop ¢
conexo, e dai, pelo observado acima, Cyp € a unido conexa de dois circulos
de modo que Cyp é uma “figura oito”. Em particular

4. ON tem trés componentes conexas.

Proposicio 10.2.1. Nas condi¢des acima, para f e N, temos que N é difeomorfa
a um disco com dois buracos.

Demonstragdo. De fato, basta usar que o bordo dN tem trés componentes. Pode-
mos supor que C+ tem duas componentes ¢ C— uma. Colamos discos D}r, Di
em N ao longo de cada componente de dCy C dN, de modo a obter superfi-
cie compacta M com bordo, e equipamos M com funcdo de Morse admissivel
g: M — Rdadaporg = f em N, e em cada disco D' ,Di identificado com
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o disco unitario D? pomos g = x2 + y2 — 1 — €. Assim, pelo Teorema Teo-
rema 10.1.2, concluimos que M ¢é difeomorfaaD? e N ¢é difeomorfa ao um disco
com dois buracos.

O

Corolario 10.2.1. Seja M uma superficie conexa orientavel e compacta admi-
tindo fungdo de Morse com unico ponto critico tipo sela e eventualmente outros
tipo centro. Entdo M é difeomorfa a uma das superficies: S, D2, S! x[0,1]
ou a um disco com dois buracos.

Demonstragdo. Exercicio!
O

Prova do Teorema de Classificacdo das Superficies Compactas. Sejak = 0 o ni-
mero de singularidades tipo sela da fun¢do de Morse f: M — R. Provaremos o
teorema usando indugdo sobre k. Se k = 0, entdo f ndo tem selas, apenas centros.
Como M ¢ compacta sem bordo, f tem pelo menos um centro correspondendo a
um ponto de minimo p € M e pelo menos um centro correspondendo a um ponto
de maximo ¢ € M. Sejam W, e W, as bacias de repulsdo e atragdo de p e g
respectivamente. Entdo W), e W, sdo abertos nio vazios. Por sua vez, cada orbita
de v f converge no futuro para um ponto de maximo de f e no passado para um
ponto de minimo de f. Como M ¢ conexa, segue que M possui um Gnico ponto
de maximo e um tUnico ponto de minimo de modo que M = W, U W,;. Uma
vez mais, a conexidade de M implica que W, N W, # @, de modo que cada or-
bita ndo singular de 7 f em M converge no futuro para ¢ e no passado para p
como na figura abaixo. Isto nos diz que M ¢ resultado da colagem (via o fluxo de
v f) de dois discos D, Dy centrados em p e g respectivamente com 9D, 0Dy
sendo curvas de nivel de f (a colagem ¢ feita por meio de um cilindro de bordo
0D, U dDg). Logo, M ¢é (homeomorfa e portanto) difeomorfa a esfera S 2, Su-
ponha agora o teorema valido para variedades, admitindo fungdes de Morse com
menos do que k selas. Tomando fun¢do de Morse f: M — R separando pontos
singulares, existe uma sela p € M tal que a = f(p) < f(q) para toda outra sela
q € sing f. Tomamos um nimero real b > a de modo que p ¢é unico ponto critico
de f nafaixa f~1([a, b]). Dada aregido R := f (] — o0, b]) C M, denotamos
por V C R a componente conexa que contém o ponto p. Entio 3V = f~1(b)
e a restrigdo fo de f a V' tém uma Unica sela em V, como o bordo de V' é nio
vazio, pelo Corolério 10.2.1, concluimos que V ¢ difeomorfa ao disco unitario D?
ou V ¢ difeomorfa ao cilindro S x [0, 1]: de fato, fy é constante no bordo de
V, logo nao podemos ter V' difeomorfa ao disco com dois buracos. Caso V seja
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difeomorfa ao disco D2, podemos substituir fy em V' por uma nova funcio de
Morse com um unico centro como conjunto singular e colando g com a restrigdo
de f a M\ V, obtemos nova fungdo de Morse em M com k — 1 selas. Pela hipo-
tese de indugdo, segue que o teorema vale para M. Suponha finalmente que V' ¢
difeomorfa ao cilindro S x [0, 1]. Nesse caso, podemos construir superficie M a
partir de M \ V em cobrindo 9V = S! x {0, 1} com dois discos D1, D, e obtendo
funcdo de Morse f em M, tendo um tnico centro como singularidade em cada
disco D (j = 1,2) e coincidindo com fem M \ (D; U Dy) = M\ V.

Entdo M admite > fungdo de Morse com menos do que k selas e por indugdo o
resultado vale para M, isto &, M éuma superficie orientdvel compacta de género §
para algum ¢ € N. Observe que M é obtida de M por adjuncao de uma alga (cor-
respondendo a V') e, logo, M tem género g = g + 1 e o Teorema Teorema 10.1.1

esta provado.
O]



A teoria geométrica das folheagdes teve sua origem nos trabalhos de C. Ehresmann
Ehresmann (1947) e G. Reeb Reeb (1945), Reeb (1947), Reeb (1948). Sua diver-
sidade de aplicagdes e riqueza de técnicas utilizadas, congregando diversas areas
da Matematica como Topologia, Geometria, Analise e Sistemas Dinamicos, tém
sido fundamentais no avango das solugdes de diversos problemas em Matematica.
Mencionamos, por exemplo, o estudo e classificacdo de 3-variedades diferencia-
veis reais. Nesta linha de abordagem, podemos citar alguns dos resultados centrais,
hoje classicos, da Teoria Geométrica das Folheagdes:

1. Teoremas de Estabilidade local e global, devidos a Reeb.
2. Teorema de Tischler.

3. Teorema de Haefliger sobre existéncia de circulos transversais a folheagdes
de codimensao 1.

4. Teorema de Novikov sobre existéncia de folha compacta em S3.
5. Teorema do Posto de E. Lima sobre o posto de S3.

6. Teoremas sobre folheagcdes com estrutura transversal homogénea.
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7. Trabalhos de J. Plante sobre crescimento de folheagoes e existéncia de folhas
compactas.

8. Trabalhos de Epstein e D. Sullivan sobre estabilidade de folheagdes com
todas as folhas compactas.

Vamos nos deter aqui com o alerta de que a lista acima ¢ apenas uma escolha
entre varias possiveis, mas que contempla os objetivos deste texto.

A nogao de folheagdo complexa (holomorfa), por sua vez, € oficialmente mais
recente, embora ja esteja presente em espirito nos trabalhos de P. Painlevé Painlevé
(1897). Seu grande desenvolvimento, sobretudo nas ultimas duas décadas, deve-
se também ao uso bem sucedido de técnicas modernas de Geometria Complexa e
Vérias Variaveis Complexas.

11.1 A nocao de folheacao
Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdo m, m € N. Denotemos por D¥
a bola aberta unitaria de R¥, onde k € N e seja 0 < n < m fixado.

Definicdo 11.1.1. Uma folheagdo regular de classe C” e codimensdo m —n em
M ¢ um atlas maximal F = {(U;, X;)}iey de M, satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

1. X;(U;) = D" x D™,

2. Paratodo i, j € I, aaplicagio Xj o X/ ': X;(U; NU;) — X; (Ui NUj)
¢ de classe C” e tem a forma

Xjo X x, p) = (fi,j(x, ), 8.7 (V)
Observacao 11.1.1.
1. O ntimero n é chamado dimensdo de F.
2. Uma placa de F é o conjunto o = Xi_1 {y = C}) paraalgum C € R™™",

3. As placas de F definem uma relacdo ~ em M como segue: Se x,y € M,
entdo x & y se e so se existe uma colecdo de placas o, ..., q; tal que
X€E€a,yearen; Najy1 # @patatodo 1 <i < k — 1. Claramente
~ ¢ uma relacdo de equivaléncia e, entdo, podemos considerar a classe de
equivaléncia Fx de &~ contendo x € M.



11.1. A nog¢do de folheagdo 235

4. Uma folha de F ¢ definida como uma classe de equivaléncia L = F de &
(para algum x € M). Pode-se facilmente provar que cada folha de F € uma
subvariedade imersa de M .

5. Do ponto de vista da equivaléncia &, pode-se definir / como uma parti¢do
de M por subvariedades imersas L tal que, para todo x € M, existe uma
vizinhanga U difeomorfa a D" x D" tal que as folhas da parti¢do inter-
ceptam U na folheacdo trivial {D" x {y}; y € D™} em D™™" x D",

Temos a seguinte defini¢do equivalente de folheacao.

Defini¢do 11.1.2. Uma folheacdo de classe C” e codimensdo m —n em M ¢
uma parti¢do F de M, consistindo em subvariedades F' C M imersas de classe
C” disjuntas com a seguinte propriedade: para cada ponto x € M, existem uma
vizinhanga U de x ¢ um difeomorfismo X : U — D" x D™ tal que, para todo
y € D" existe F € F satisfazendo

X YD" x{y}) CF.

Os elementos da particdo F sdo chamadas as folhas de F. O elemento Fx de F
contendo x € M ¢é chamado a folha de F contendo x.

A terceira defini¢do de folheacdo usa a nogdo de aplicagdes distinguidas. Seja
F = {(U;, X;)} uma folheagao de uma variedade M no sentido da Defini¢ao 11.1.1.
Entdo, para todo i, j, a aplicagdo de transi¢do X; o X i_l tem a forma

Xjo X7 x,y) = (fij(x, ). 8i,; ().

A aplicagdo g; ; ¢ um difeomorfismo em seu dominio de defini¢do. Segue-se que
do fato de que a derivada D(X; o X~ 1)(x, y) tem determinante diferente de zero
igual a 0y f; j(x,y) - gi,j (y). Definimos para todo i a aplicagdo g; = I1> o X;,
onde [T, é a projegéo na segunda coordenada (x, y) € D" x D™ — y. Como
(HZOXJ)OX,'_I = gi,j,entao gl_} og; = X; consequentemente HZogi_,} ogj =
IT;0X; = g; portanto g; = g;,jog; desde que I, ¢ aidentidade em D™ ". Con-
cluimos que a folheag@o F de classe C” de codimensao m — n em uma variedade
M™ ¢ equipada com uma cobertura {U; } de M e submersdes g;: U; — D™ " de
classe C” de modo que para todo i, j existe um difeomorfismo g; j: D" —
D™ gsatisfazendo as relacdes de cociclo

gj =&i,jog, &.i=1
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As g}s sdo aplicagdes distinguidas de F.

Por outro lado, suponha que M admite uma cobertura aberta M = | J;c; U;
tal que para cada i € [ existe uma submersdo g;: U; — D™ " tal que para todo
i, j existe um difeomorfismo g; ; satisfazendo as relagdes de cociclo acima. Pela
Forma Local das Submersoes podemos assumir que para cada i € [ existe um
difeomorfismo X;: U; — D" x D™7" tal que

desde
(Mo Xj)oX; ' =gjoX; ' =gijogioX; ! =gijoll,

temos que o atlas
F ={Ui. Xi)}

define uma folheacdo de classe C” e codimensdo m —n de M.
Assim, sugere-se a seguinte definicdo equivalente a folheagao.

Definic¢io 11.1.3. Uma folheacdo de classe C” e codimensdo m —n de M é uma
cobertura {U;; i € I} de M tal que para todo i € [ existe uma submersio
gi: Ui — D™ " declasse C” tal que paratodo i, j € I existe um difeomorfismo
gi,j: D" — D™ satisfazendo as relagdes do cociclo

gj =8&i,jog&, &i=1
As g}s sdo aplicagdes distinguidas de F.

Exemplo 11.1.1. Sejam U C R%2e X € X" (U) (r = 1) ndo singulares. Considere
a equagdo diferencial associada w’ = X (w). Gragas ao Teorema do Fluxo Tubular
as curvas integrais da equagao definem uma folheacao regular local de dimensao
1 em U, denotada por Fx e é chamada folheagdo gerada pelo campo X.

Exemplo 11.1.2. Sejaw = a(x, y)dx+b(x, y) uma 1-forma diferencial de classe
C”,r = 1 definida num conjunto aberto U C R?, w(p) # O paratodo p € U. O
campo de vetores ndo singular associado a equacdo diferencial w = 0 esta dado
por:

ad ad

X(x,y) = —b(x.y)5— +alx.y) 5.

X dy
As solugdes de w’ = X(w) sdo solugdes da equagdo w = 0. Logo, as curvas inte-
grais de X determinam sobre U uma folheacao regular local de dimensao 1 e desde
que elas sdo também subvariedades integrais de w = 0 temos que a folheacao F,
gerada por w coincide com F em U.
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Exemplo 11.1.3. Sejam U C R” abertoe f: U C R*™! x R — R uma submer-
sdo de classe C”, r > 1. As componentes conexas de f~1(c), ¢ € R definem
uma folheacdo regular de codimensdo 1 em U gragas ao Teorema da Forma Local
das Submersdes.

Exemplo 11.1.4. Uma variedade real M 2" é uma variedade complexa de dimen-
sdon se M, como variedade real, admite um atlas diferenciavel {¢; : U; C M n
R27} jeI, chamado atlas holomorfo, tal que as correspondentes mudangas de co-
ordenadas

ol i(UiNnU;) CR* ~C" — ¢,;(U; NU;) C R ~C"
sdo aplicagdes holomorfas.

Devido a0 homeomorfismo natural de R?” ~ R”, todas as defini¢cdes basicas
de variedades diferenciaveis, tais como espaco tangente, fibrado tangente, curvas
etc; sdo trazidos de modo natural a variedades complexas.

Definicdo 11.1.4. Uma folheacdo holomorfa F de dimensdo complexa k € uma
variedade complexa M dada por um atlas holomorfo {(U;, ¢;)}icr1, que satisfaz
as seguintes propriedades:

(i) M =Use; Us.

(i) ¢:i(U;) = P; x Q;, sendo P; e Q; polidiscos abertos de C* ¢ C" ¥ respec-
tivamente.

(iii) SeU;; = U;NU; # 9, entdo as mudancas de coordenadas ¢ ; 0<pl-_1: vi(Uij) C
C" — ¢;(U;j) C C" sdo biholomorfismos da forma

9j ooz, w) = (4 (z, w), Bij(w)).

Exemplo 11.1.5. Como no Exemplo 11.1.1, dado U C C? abertoe Z: U — C?
campo de vetores holomorfo, as equagdes diferenciais complexas da forma z/ =
Z(z) definem uma folheagido holomorfa Fz de dimensdo complexa 1 no aberto
V = U \ Sing(Z), sendo Sing(Z) = {z € U; Z(z) = 0}. As folhas de Fz séo
as curvas integrais de Z em V. Nesse caso, as folhas sdo superficies de Riemann
imersas em C2.



238 11. Introducdo a teoria das folheagoes

Defini¢do 11.1.5. Sejam M, N variedades complexas e F uma folheagdo em N de
codimensdo k. Uma aplicagdo f: M — N ¢é transversal F quando ¢ transversal
a todas as folhas de F, ou seja, para todo p € M, temos

Df(p)(TpM) + Ty F = TyN

sendo g = f(p).

Exemplo 11.1.6. Sejam M, N variedades complexas e F uma folheagdo em N
de codimensdo k. Se f: M — N é uma aplicagdo holomorfa transversal a fo-
lheagio F, entdo as componentes conexas das imagens inversas por f, f~1(L),
com L € F, determinam uma folheagdo em M, denotada por f*(F), da mesma
codimensdo de F. A folheagdo f*(F) é chamada pull-back ou imagem inversa
de F por f.

11.2 Holonomia

O conceito de holonomia de uma folheagdo ¢ motivado pelo conceito de aplicago
de primeiro retorno ou aplicagdo de Poincaré de uma 6rbita periddica de um campo
de vetores.

A “aplicagdo” P: (0,x9) — (0,x9), x — P(x), como ilustrada acima sera,
sobre condi¢des adequadas de diferenciabilidade, um germe de difeomorfismo.

Assim, se y € uma oOrbita periddica de um fluxo ¢ e X' é uma secdo transversal
a ¢ que corta y num Unico ponto p € X', a holonomia de y relativa a X' serd um
difeomorfismo f;: ¥! — ¥, onde X! ¢ uma secio contidaem ¥ talque p € X!
e para todo ponto ¢ € X! a orbita positiva de ¢ por ¢ corta X pelo menos uma
vez. Podemos, entdo, definir f por

f(g) = ‘‘primeiro ponto em que a Orbita positiva de ¢ por g corta X,

Se X! for uma secio suficientemente pequena contida em X, entio f sera um
difeomorfismo sobre f(X!) com um ponto fixo em p. Ocorre que, em alguns
casos, ¢ necessario considerar-se os retornos seguintes as orbitas dos pontos de
¥, 0 que consiste em obter o n-ésimo iterado de f, denotado por f ™, definido
indutivamente por:

f(l) =f e f(n-i-l) — fof(").

Ora, em geral, paran = 2, f ) nio pode ser definida em todos os pontos de X!,
0 que nos obriga a tomar dominios cada vez menores X! D X2 > ... D> X",
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Analogamente, quando desejamos considerar os retornos sucessivos das orbi-
tas negativas, que consiste em obter os iterados negativos de f,

OV =71 e fOW = (7,

somos obrigados a tomar dominios diferentes X! O ... D X", Observe que o
unico ponto de X' no qual podemos garantir que f” esta definida paratodon € Z,
¢ o ponto p, ponto fixo de todos os . Com objetivo de permitir a composigdo de
difeomorfismos que tenham um ponto fixo em comum, sem ficar a todo momento
especificando os dominios, utilizamos a nogdo de germe.

Como veremos em seguida, a holonomia de uma folha L de uma folheagao
holomorfa F ¢ uma representacdo do grupo fundamental de L no grupo de germes
de biholomorfismos de uma se¢do X transversal a F, que deixam um ponto de ¥
fixo.

Sejam M uma variedade complexa de dimensdo n e F uma folheac¢do holo-
morfa de codimensdo k em M. Fixemos uma folha L de F e uma curva continua
y:[0,1] — L. Sejam Xy e X sec¢des transversais a F de dimensdo k tais que
po = v(0) € Yge p1 = y(1) € X;. As segdes X ¢ X1 podem ser obtidas
através de cartas distinguidas Ug e Uy em pg e p1, de tal forma que X'; corte cada
placa de U; exatamente uma vez.

Em seguida, consideremos uma cobertura finita de y ([0, 1]) por cartas distin-
guidas de F, digamos Vy, - - - , Vj,, tais que:

(i) Vo ="UpeVy =Ul.
(i) Paratodo j = 1,....m, V1 NV; # 0.

(iii) Para todo j = 1,...,m, existe uma carta trivializadora U de F tal que
Vj_l @] VJ‘ cU.

(iv) Existe uma particio {0 =19 < t; < ... <ty < btp+1 = 1} de |0, 1] tal que
y([tj.tj+1]) C Vjparaj =0,....m.

Paracadaj = 1,...,m,seja E‘;. uma se¢do transversal a F tal que y(¢;) € Z‘} C
Ui—1UUje 2} corta cada placa de U1 e cada placa de U; no maximo em um
ponto. Coloquemos também X§ = X ¢ E,’n_H = X.

Utilizando (ii) e (iii), ndo ¢ dificil ver que se g € X } , entdo a placa de V;, que
contém g, corta ¥ ; 1 No maximo em um ponto, sendo que se ¢ estd numa pequena
vizinhanga, digamos A4;, de y(¢;) em ¥ ;., entdo essa placa corta de fato X ; 11
num ponto, digamos f;(¢). Com isso, podemos definir uma aplicacdo f;: A; —
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b)) ; tal que f;(y(¢t;)) = y(tj+1). Se as segdes consideradas sdo subvariedades
holomorfas, o que suporemos de agora em diante, entdo f; serd também. De
fato, f; sera um biholomorfismo sobre sua imagem, ja que podemos definir a sua
inversa de maneira analoga.

Observe que, em geral, ndo ¢ possivel compor fj1 com fj, mas podemos
compor os seus germes, ja que fj(y(t;)) = y(¢j+1). Denotando o germe de f;
em y(t;) por [ f;], podemos considerar o germe composto:

[fly = [fmlo...o[fo]

que serd um germe de biholomorfismo em pg, onde, em principio, [ /], depende
da cobertura Vy, ..., Vy, e das se¢Oes intermediarias consideradas. O resultado
abaixo, cuja prova pode ser encontrada em Camacho e Lins Neto (1979), mostra
que de fato [ f],, ndo depende das constru¢des auxiliares.

Lema 11.2.1. O germe [ f],, depende somente de y de Xy e de Xy.

O germe [ f], é chamado de holonomia de y com respeito as seg¢oes Xg e Xy.
No caso em que y ¢ uma curva fechada em L, ou seja, pg = p1 ¢ Xy = X,
[f1y € um elemento do grupo Diff(Xy, po) e ¢ chamado de holonomia de y com
respeito a X ou simplesmente holonomia de y.

Veremos em seguida como se calcula a holonomia de uma curva obtida pela
adjuncdo de duas outras. Sejam y, §: [0, 1] — L duas curvas em L tais que y(0) =
po, v(1) = 8(0) = p1 e d(1) = pa. A adjungdo de y e § é por definigdo a curva
a: [0,1] — L definida por:

y(2t), set €[0,1/2]

a(t) =
82t —1), set e[l/2,1].

A curva « definida acima sera denotada por § * y.

Observacao 11.2.1. Na maioria dos textos de Teoria da Homotopia, a adjungao ¢
definida ao contrario, isto €, o que para nos ¢ definido como § * y, nesses textos
¢ definido como y * §. Adotamos essa convengdo para que a representacdo de
holonomia seja um homomorfismo de grupos e ndo um anti-homomorfismo.

O resultado seguinte decorre diretamente das defini¢des:
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Lema 11.2.2. Sejam y, 8, po, p1 € p2 como anteriormente. Fixemos segdes trans-
versais a F, X, X1 € X por pg, p1 € pa respectivamente. Entdo

[flyxs = [fly o [fls
onde os germes acima sdo obtidos como holonomias nas se¢des X, X ¢ 2.

O resultado a seguir nos permitira definir o “grupo de holonomia” de uma folha
de F.

Lema 11.2.3 (Teorema 4.2 em Camacho ¢ Lins Neto (ibid.)). Sejam M, F, L,
Ppo, p1 € L, Xy e X1 como anteriormente. Se y,6: [0,1] — L sdo duas curvas
tais que y(0) = 8(0) = po, y(1) = 8(1) = p1 e y e § sdo homotdpicas em L
com extremos fixos, entdo [ ], = [f]s.

Convém lembrar aqui que duas curvas y e 6, como no enunciado do lema, sdo
homotdpicas em L com extremos fixos se existe uma aplicagdo continua H : [0, 1]x
[0,1] — L tal que

(i) H(t,0) =y(t)e H(t,1) = 6(¢t) paratodo t € [0, 1].
(i) H(0,s) = poe H(1,s) = py paratodo s € [0, 1].

Usaremos, entdo, a notagdo y ~ §. No caso em que py = p; € sabido que ~
¢ uma relacdo de equivaléncia (veja L3). A classe de equivaléncia (ou homotopia)
de uma curva y com extremos em pg ¢ denotada por [y]. O conjunto das classes de
equivaléncia de ~ ¢, nesse caso, chamado de grupo fundamental ou de homotopia
de L com base em po. A notagdo geralmente utilizada para esse grupo € 71 (L, po).
A lei de composigdo desse grupo, que sera denotada por «, ¢ definida da seguinte
maneira:

Dadas duas classes de homotopia [y] e [8] em 71 (L, po), fixemos representa-
¢Oes os mesmos y e §. Definimos, entdo, [§] * [y] = [§ » y].

E possivel demonstrar que a operagdo * estd bem definida (isto é, [§] » [y]
ndo depende dos representantes escolhidos) e que 71 (L, po) ¢ um grupo com essa
operacdo. No caso, o elemento unitario ¢ a classe de equivaléncia da curva cons-
tante e(f) = po, t € [0, 1]. Para mais detalhes, recomendamos a referéncia L3.
Levando-se em conta o Lema 11.2.3, a seguinte defini¢do ¢ natural:

Definicdo 11.2.1. Sejam M uma variedade complexa, F uma folheacao holo-
morfa de codimensdo k em M, L uma folha de F, p € L e X uma sec¢do ho-
lomorfa transversal a F tal que p € X. A representa¢do de holonomia de L
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com respeito a p e a X ¢, por defini¢do, a aplicagdo H = Hy , x: n1(L, p) —
Diff(X, p), definida por:
H(yD) = [fly

onde y ¢ um representante de [y] e [ /], € o germe de holonomia de y com respeito
a Y. O Lema 11.2.3 implica que H esta bem definida, isto é, ndo depende do
representante y de [y].

O grupo de holonomia de L com respeito a p e a X &, por defini¢do a imagem
H(m (L, p)).

Usaremos a notagdo Hol(L, p, X') para este conjunto. O seguinte resultado,
que decorre o Lema 11.2.2, é fundamental:

Proposicao 11.2.1. A representacdo de holonomia ¢ um homomorfismo de grupos.
Mais precisamente, se a, € w1 (L, p), entdo

H(a x b) = H(a) o H(b).

Outro fato, cuja prova poder ser encontrada em Camacho e Lins Neto (1979),
¢ o seguinte:

Proposicao 11.2.2 (Teorema 4.2 em Camacho e Lins Neto (ibid.)). Sejam L fo-
lha de uma folheag¢do holomorfa F de codimensdo k, po, p1 € L e Xy, X se-
¢oes transversais a F que contém pg € p; respectivamente. Fixemos uma curva
a:[0,1] — L tal que a(0) = pg e a(l) = py. Seja[f]a 0 germe em po de
holonomia de « entre as se¢des X ¢ X;. Entdo [f]y conjuga Hol(L, p1, 1),
isto é:

Hol(L. po. Zo) = ([f1«) ™" o Hol(L. p1. Z1) o [fla-

Em particular, Hol(L, pg, Xo) ¢ Hol(L, p1, X1) sdo isomorfos.

Como podemos supor que as se¢des transversais sdo biholomorfas a abertos
de C¥, segue a seguinte defini¢do natural:

Defini¢ao 11.2.2. Seja L um folha de uma folheacdo holomorfa de codimensdo
k. O grupo de holonomia de L, denotado por Hol(L), ¢ a cole¢do de todos os
grupos de germes em ¢ € CK de homeomorfismos de C¥, que deixam ¢ fixo e
que sdo conjugados a Hol(L, p, X'), onde p € L e X é uma secdo transversal a F
passando por p.

Diremos que o grupo de holonomia de L ¢é conjugado a um grupo dado, di-
gamos G, se G € Hol(L). Assim, por exemplo, diremos que Hol(L) ¢é trivial se
{id} € Hol(L), onde id ¢ a aplicagdo identidade.
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11.3 Teoremas de Estabilidade de Reeb Simplificado

Seja Lo uma folha de uma folheacdo F de uma variedade M. Como se relacio-
nam Lg e as folhas vizinhas? Obviamente, a fim de tornarmos a pergunta acima
razoavel, vamos fazer algumas hip6teses simplificadoras. Vamos, entao, supor Lo
¢ compacta. A partir dai, sabemos que 71(Lg) e, portanto, o seu grupo de holo-
nomia Hol(Lg) sdo finitamente gerados. Entretanto, Hol(L¢) pode ser selvagem
o bastante para impedir qualquer uniformidade na distribuicdo das folhas de F
vizinhas a L¢. Pede-se, entdo, o seguinte: Hol(L) ¢ finito.

Obtemos, assim, o seguinte resultado fundamental na teoria (ver Godbillon
(1991), Camacho e Lins Neto (1979)):

Teorema 11.3.1 (Teorema de Estabilidade Local de Reeb). Seja F folheagao C'!
de codimensao g de uma variedade M tendo uma folha Ly compacta com grupo de
holonomia finito. Entdo existe um sistema fundamental de vizinhancgas saturadas
Vi, (j =1,...,00) de Lo com as seguintes propriedades:

(@ NV, =Ly, Viy1 CV;.

(b) Cada vizinhanga V; € unido de folhas compactas, cada folha tendo grupo de
holonomia finito.

L

g
L0 V]

Figura 11.1: Vizinhanga saturada por folhas compactas

De fato, podemos escolher uma vizinhanca saturada V' de Lo na qual se define
uma retragio w: V — Lo tal que 7~ !(p) = D, é um disco transversal a F, para
todo p € Lg. Além disso, para cada folha L. C V, arestrigdo w|p: L — Lo é
uma aplicacdo de recobrimento finita cujo grupo de transformacdes corresponde a
um subgrupo de 71 (Lg) e isomorfo a um subgrupo de Hol(Lo).
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D

D

Figura 11.2: Recobrimento de Lg por folhas vizinhas

Como consequéncia imediata desse teorema, conclui-se que o conjunto das
folhas compactas com holonomia finita ¢ um aberto da variedade M. Outra con-
sequéncia interessante € a seguinte:

Corolario 11.3.1. Seja F folheacio C! de codimensdo ¢ de M tendo uma folha
Lo compacta e com grupo fundamental finito. Existe entdo vizinhanga saturada V'
de Lo com todas as folhas compactas com grupo fundamental finito.

De fato, todo recobrimento finito L — L¢ de L (folha) compacta, com grupo
fundamental finito também ¢ compacto com (L) finito. Observe que 71(Lg)
finito = Hol(Ly) finito.

Em codimensao 1, o Teorema de Estabilidade assume a seguinte forma, bem
mais precisa:

Teorema 11.3.2 (Teorema de Estabilidade Global de Reeb). Seja F uma folhea-
¢do de classe C! e codimensdo 1 de uma variedade compacta (e conexa) M. Se F
possui uma folha compacta Lo com grupo fundamental finito, entdo todas as folhas
de F s@o compactas com grupo fundamental finito. Caso F seja ainda transver-
salmente orientavel, entdo basta supor que Lo é compacta com Hy(Lg;R) = O,

, o C
nesse caso, F ¢ dada por uma submersio f: M — S1.
Adendos ao enunciado:

1. Caso F ndo seja transversalmente orientavel existe recobrimento duplo o : M —
M com M compacta, equlpado com folheacao F = o*F de classe C!
e codimensdo 1, tal que F & transversalmente orientavel e possui folha
LocCo! (Lo) compacta com grupo fundamental finito.

2. Pelo Teorema de Ehresmann, toda submersio propriade classe C2 f: M —
N ¢ uma fibragao localmente trivial, assim, se F no teorema ¢ de classe C 2
entdo a submersdo f: M — S! define F como fibragio de M sobre S!.
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3. O resultado para Hi(Lo,R) = 0 é devido a W. Thurston (ver Thurston
(1974)). Obviamente temos 71 (Lg) finito = Hi(Lo;R) = 0.

4. Como Corolario do Teorema de Estabilidade Global, conclui-se que se Lg
é folha compacta com 771 (Lg) finito de folheagdo F de classe C! e codi-
menséo 1, entdo #Hol(Lgy) < 2, sendo que Hol(Lg) = {Id} caso F seja
transversalmente orientavel, o mesmo valendo para qualquer folha de L de
F. Também, no caso transversalmente orientavel, conclui-se que todas as
folhas de F sdo difeomorfas.

Em particular, podemos enunciar:

Corolario 11.3.2. Ndo existe folheagio F de classe C' e codimenséo 1 da esfera
S™ n =3, tendo alguma folha L difeomorfa a S"1.

Com efeito, sabemos que nao existe fibragcdo S” — S™"=1 com fibra S"71; 0
que segue da sequéncia exata de homotopia de uma fibra¢do (ver Steenrod (1951)).



Equacoes
diferenciais e
sistemas
dindmicos
complexos

Muitos fendmenos naturais sdo melhor explicados com a introducdo de variaveis
complexas e, consequentemente, de equagdes diferenciais com coeficientes e tempo
complexos. Daremos agora uma bastante breve introducdo ao tema, mas com uma
aplicagdo ao final a teoria de centros de campos de vetores planos com coeficien-
tes reais analiticos, o teorema de Poincaré—Lyapunov. Comegamos com alguns
conceitos e resultados basicos de geometria complexa.

12.1 Complexificacdo de um espaco vetorial

Seja V' um espago vetorial de dimensao real dois, o conjunto denotado por V¢ e
dado por

Ve ={u+iv; u,veV}
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com as operagdes de soma
w+iv)+ @ +iv)y=w+u)+i(v+)
e produto por um niimero complexo
(x+iB)-(u+iv) = (au—pv) +i(Bu + av),

define um espaco vetorial complexo de dimensao (complexa) dois, chamado com-
plexificacdo de V.

Observacao 12.1.1.
1.V C V.

2. Dado um R-operador linear T : V — V, estende-se naturalmente a um
C-operador linear Tc : Vo — Ve dado por

Tc(u+iv) =Tw)+iT(v).
O operador Tc é chamado complexificacdo de T'.
3. Toda base do espago vetorial V é também base de V.

4. Relativa a essa base, a matriz associada de T¢ é igual a matriz associada
deT.

5. Os polinomios caracteristicos de T e Tc coincidem. Portanto, as raizes
caracteristicas de ambos polinémios sdo iguais.

6. O complexificado de R? é C2.

12.2 Equacoes diferenciais complexas

Retomamos ao estudo das equagdes diferenciais complexas, ou seja, EDOs com
coeficientes dados por fungdes analiticas complexas (ditas holomorfas), para as
quais a variavel “tempo” ¢ também complexa, usualmente denotada por z. Veja-
mos a principal defini¢do nesse caso:
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Defini¢do 12.2.1. Seja U C C" aberto. Um campo de vetores holomorfo em U é
uma fungao

Z: U — (C"
z b Z(2) = (Z1(2), Z2(2), . .., Zn(2))

que satisfaz:

1. Z;: U — C sdo fungdes holomorfas em U paratodo j = 1,2,...,n. As
fungdes Z1, Z5,, ..., Z, sdo chamadas fun¢ées coordenadas de Z .

2. Sez € U, entdo Z(z) € C" é um vetor cujo ponto de aplicagdo é z.

O vetor Z(z) pode ser escrito como combinagéo linear dos elementos da base

9 0 i) de C", isto é,

candnica [ —, —, ...
(321’ 0z 0zy,

0 0 ad
Z(Z) = ZI(Z)a_ZI + ZZ(Z)E + ...+ Zn(Z)a—

n

para todo z € U. Dessa maneira, o campo de vetores Z escreve-se na forma:

0 d 0
L=Z1\—+2r,—+..+7Z,—

821 822 8Zn
ou simplesmente (Z1, Z>,...,Zy).
Como cada Z; ¢ holomorfa, entdo, em cada ponto zg = (z?, zg, e z,?) eU,

existe uma vizinhanga aberta zo € W C U tal que Z; tem expansdo em séries de
poténcias

(e.¢]

0 0 0
Zj(z) = E : Aj(q1.qamngn) (1 —21) T (22 = 23)%2 - (20 — 2,) 7",
q1+g2+...4+g,=0

onde 4 (4,.q2,....q.) € C para j = 1,2,...,n; a qual converge para qualquer
z=1(21,22,...,2n) € W.
Usando notac¢do multi-indice, escrevemos

o0
Zi(z) = Z aj0(z —z0)2,
|1Q]=0

onde QO = (q1.92.....qn), |19l = q1 + g2+ ...+ qn. aj,0 = A (q,.92,....qn) €
(z —20)2 = (21 — 2)? (22 — 29) P2 -+ (zp — 20) 7.
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Defini¢do 12.2.2. Sejam U C C”" aberto, Z: U — C”" um campo de vetores
holomorfo e p € U. Dizemos que p ¢é ponto singular de Z se e s6 se Z(p) = 0.
Os pontos de U que ndo sdo singulares sdo chamados pontos regulares de Z.

Observacao 12.2.1.

1. O conjunto de todos os pontos singulares de Z é denotado por Sing(Z).

2. Denotemos por Z(U) o conjunto de todos os campos de vetores holomorfos
emU.

Exemplo 12.2.1. Denotemos por C"*” o conjunto de todas as matrizes n x n com
entradas complexas. Dada A € C"*", definimos

Z: C* - C*
z B Z(z)= Az

¢ claro que Z € Z(C"). Nesse caso, dizemos que Z ¢ um campo linear.
Defini¢do 12.2.3. Sejam U C R” abertoe Z € Z(U).
1. A equacdo diferencial ordinaria (EDO) associada ao campo Z ¢é dada por
' =Z(2). (12.1)
2. Uma solug¢do da EDO (12.1) é uma fungdo holomorfa ¢: D — U onde
D C C éum disco aberto tal que ¢'(T) = Z(¢(T)) paratodo T € D.
Observacao 12.2.2.

1. A derivada que aparece na defini¢do anterior é em relagdo a uma variavel
complexa.

2. As solugdes de (12.1) sdo caminhos holomorfos.

3.Se Z = (Z1,.Z3,....Zy) ez = (21,22,...,2zn) € C", entdo (12.1) é
equivalente ao sistema

21 =Z1(2), 25 = Z2(2),..., z;, = Zn(2).

4. Se ¢ = (¢1,¢2,...,9n) €solugdo de (12.1) entdo,

@1 (T) = Z1(p(T)), ¢5(T) = Z2(p(T)), ... ¢ = Zn(p(T))
paratodo 7" € D.
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Defini¢do 12.2.4. Seja U C R”" aberto, Z € Z(U),To e Cezg € U.
1. O problema de valor inicial (PVI) associado ao campo Z ¢ dada por

z/ Z(z)
z(To) = 2o

(12.2)

2. Uma solugdao do PVI (12.2) é uma funcdo holomorfa ¢: D — U onde
D c C tal que

(a) To € J.
(b) ¢'(T) = Z(¢(T)) paratodo T € D.
(©) ¢(To) = zo.

Denotemos por A(a, r) (respectivamente Ala, r]) o polidisco aberto (respec-

tivamente fechado) centrado em ¢ = (ai1,dz2,...,a,) € C" e poliraio r =
(r1,72,....1n) € RT™:

Aa,r) ={(z1.22,...,2p) € C"; |zj —aj| <rj, 1 < j <n}
(respectivamente,

Ala,r) ={(z1,22,...,20) € C"; |z; —aj| <rj, 1 < j < n}).

Teorema 12.2.1 (Picard-Lindel6f). Seja Z: A[zg, r] — C” um campo de veto-
res holomorfo em A(zg, r) ¢ Lipschitz em A[zg, r], entdo para qualquer 7y € C
existe uma Unica solugdo do PVI (12.2) definida em D, [Ty], onde

@ = min{;v—l, ;V—z%’} e N =max{|Z(z)|; z € Alzo, 7]}
Corolario 12.2.1 (Teorema de existéncia e unicidade). Sejam U C C” aberto e
Z € Z(U). Entio para todo zg € U e todo Ty € C existe uma tnica solugéo do
PVI (12.2) a qual esta definida numa vizinhanca de Tj.

Dados r = (r1,72,...,10), ¥ = (r{,r5,....1}) € (RT)" escrevemos:

r<r & r<ry,ra<ry ..., <r,.
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Teorema 12.2.2. Seja Z: A[zg,r] — C” um campo de vetores holomorfo em
A(zog, r) e Lipschitz em A[zg, r], denotemos por ¢z, : Dg[To] — A[zo, r] (onde
o ¢ como no Teorema 12.2.1 ) & tnica solugdo do PVI (12.2). Entdo existe um
poliraio r’ < r e existe 0 < o’ < « tal que para todo z € A[zg, r’] existe uma
unica solugdo ¢, : Dy/[To] — Alzo, r] do PVI

w’ = Z(w)
w(Ty) = z.

Defini¢do 12.2.5. Sejam U C R” aberto, Z € Z(U) e p € U. Um fluxo local de
Z no ponto p ¢ uma aplica¢@o holomorfagz: D.(0)xA(p,8) — U, satisfazendo
as seguintes propriedades:

(@) ¢z(0,z) = z paratodo z € A(p, §).

(b) 88(’% = Z(pz(T, z)) paratodo (T, z) € Ds(0) x A(p, ).

(©) pz(T2,9z(T1,2)) = ¢z(T1 + T3, z) sempre que ambos membros estejam
definidos, isto é, se z, ¢z (T1,z) € A(p,8) e T, T2, T1 + T2 € D¢(0).

(d) Fixado p € U, a fungdo holomorfa ¢,: D¢(0) — U dada por ¢,(T) =
¢z (T, p) é solugio local de

w’ Z(w)
w0) = p.

Defini¢do 12.2.6. Sejam U C R” aberto, Z € Z(U) e p € U. A orbitade p
associada a Z, denotada por Oz (p), define-se como

Oz(p) =19z (T, p); T € De(0)}

onde ¢z : D¢(0) x A(p,8) — U ¢ o fluxo associado a Z no ponto p.

Assim, como no caso real, a dindmica local em torno de um ponto regular
de um campo holomorfo esta caracterizado pelo Teorema do Fluxo Tubular para
campos holomorfos.

Defini¢do 12.2.7. Sejam U C C” aberto, Z € Z(U) e p € U. Uma segdo
transversal local ao campo Z, no ponto p, € uma fungdo holomorfac: D — U
definida em um dominio D C C"~!, tal que p € o(D) e satisfaz:
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(i) o é uma imerséo.
(i) Se ¥ = o(D),entdo o: D — X é um homeomorfismo.

(iii) Para todo g € D, os subespacos o’(¢)(C"~ 1) e Z(c(gq)) geram o espago
C”.
Proposicio 12.2.1. Sejam U C C" aberto, Z € Z(U) e p € U um ponto regular

de Z. Entio existe uma secfo transversal local 0: D C C"~! — U ao campo Z
no ponto p tal que g (0) = p.

Definiciao 12.2.8. Sejam Uy, U, C C" abertos e Z; € Z(Uy), Z> € Z(Uy).
Dizemos que Z1 e Z, sdo topologicamente conjugados se existe um homeomor-
fismo /: Uy — U,, chamado conjugagdo topologica, tal que,

h(p1(T. p)) = @2(T. h(p))

para todo (7, p) € D¢, (0) x A(p,d1), onde ¢1: Dg, (0) x A(p,81) — U e
@2 D, (0) x A(h(p), S2) — Us sdo os fluxos associadosa Zy em p € Uy e Z;
em h(p) € U, respectivamente.

Teorema 12.2.3 (Teorema do Fluxo Tubular para campos holomorfos). Sejam
U C C"aberto, Z € Z(U) e p € U um ponto regular de Z. Dada uma secio
transversal local 6: V € C"™! — ¥ ao campo Z em p com 0 € V e 0(0) = p,
entdo existe uma vizinhanga aberta W, C U de p e existe un biholomorfismo
h: De(0) x A’ — Wp onde A’ C C"~! polidisco com centro 0 € C"~1, tal que:

(i) h({0} x A") = X N W),
(ii) h € uma conjugacio entre Z|y, e o campo constante

Y: D,(0)xA — C"
z —~ Y(z)=(1,0,...,0).

12.3 O Teorema de Briot—Bouquet

Seja U C C" aberto contendo (0,0) e Z € Z(U) com uma unica singularidade
(0,0). Consideremos o sistema de equagdes diferenciais associado a Z da forma

z1 = Az + ¢1(z1,22)
(12.3)
zh = Aaza + ¢a(z1,22)
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onde ¢;(z) = Z a j,QzQ para j = 1,2 sdo convergentes em uma vizinhanca
Q1=2
de (0,0) € C2.

Definicao 12.3.1.

1. Dizemos que o par (A1,A;) € C* x C*, estd no dominio de Siegel se € s6

2 _ . ~
se -~ € R™. Usaremos a seguinte notagao:
1

A
Ds = 1(A1, h2) € C* x C*; TZ eR!.
1
2. Dizemos que a singularidade (0, 0) de Z estd contida no dominio de Siegel
Se (Al,Az) € Ds.
Teorema 12.3.1 (Teorema de Briot—Bouquet). Suponhamos que a singularidade

do Z esta contida no dominio de Siegel. Entao existe uma mudanga de coordena-
das holomorfas z = &(w)

z1 = wp+ Z fl,QwQ
[0]=2

Z = wa+ Z £.0w2

|Q]=2
que transformam (12.3) em
wy = Artwy + wiwayr(wy, wa)
wy, = Awz + wiwaa(wy, wa)

onde ¥j(w) = Z b j,QwQ para j = 1,2 sdo convergentes em uma vizinhanga
[0]=2

de (0,0) € C2. Neste sistema de coordenadas, w; = 0 e w, = 0 sdo curvas

invariantes.
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12.4 1-formas holomorfas, integral primeira e no¢ao de
germe

Uma equagdo diferencial autdnoma escrita como x’ = P(x,y),y’ = Q(x,y)

; ; dy _ Q(x,y) "4 ;
pode também ser reescrita formalmente como ;= = F )" Essa tultima escrita,

em termos de diferenciais, pode ser finalmente posta na forma de equacao envol-
vendo uma 1-forma diferencial, a saber:

Q(x,y)dx — P(x,y)dy =0

Se estamos interessados “somente” na geometria das solugdes € na existéncia
de um controle das mesmas, podemos considerar a equagao diferencial como sendo
dadaporw = 0, sendo w a 1-form Q(x, y)dx— P(x, y)dy, ouainda qualquer mul-
tiplo por fungdo ndo nula dessa mesma forma, w = g(Q(x, y)dx — P(x, y)dy)
sendo g # 0 em todo lugar. Tsto se faz especialmente interessante quando consi-
deramos equagdes diferenciais com coeficientes analiticos ou, quando migramos
para dimensdo mais alta, no caso da teoria das folheagdes. Vejamos o que temos
no caso de objetos complexos holomorfos (analiticos complexos).

Definicdo 12.4.1. Sejam U C C" aberto e p € U. Uma I-forma holomorfa
definida em U ¢ uma funcdo

w: U — (T,U)* =(C")*
q = o)
onde (C™")* = {f: C" — C; f élinear}. Portanto, w(gq) é um operador linear.

Toda 1-forma holomorfa w em U escreve-se na forma

n
w = E aidzi
n=1

onde a; : U — C sdo fungdes holomorfas em U'.

Definicdo 12.4.2. Sejam w e 1 duas 1-formas holomorfas em U dados por

n n
w = ZaidZi en= Zbidzi.
n=1 n=1
O produto exterior de w e n é definido por

WA= Z aibjdz; Ndz;.

1<i<j<n
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Observacgio 12.4.1. Sejam w, n e 6 1-formas holomorfas em U, tem-se as seguin-
tes propriedades:

l.oAn=—nAo.

2. onw =0.
B.(wAmAl=wAnnA0).
4. oAn(n+0)=wAn+oAnb.

Defini¢cao 12.4.3. Seja w uma 1-forma holomorfa nao identicamente nula em U'.
Uma solugdo da equagdo w = 0 é uma fungdo holomorfa ¢: D (0) C C — U
que satisfaz

o(p(t)le' ()] = 0.

Seja @ uma 1-forma holomorfa ndo identicamente nula em U. Denotemos
por Sing(w) ao conjunto singular de w, isto ¢, Sing(w) = {¢g € U; w(g) = 0}.
A cada ponto g € U tal que w(q) # 0 fazemos corresponder o operador linear
w(gq): C*" — C. O conjunto

Ker(w(q)) = {v € C"; w(g)[v] = 0}

¢ um subespago vetorial de C” de dimensdo n — 1. Neste caso, w induz um campo
de hiperplanos L no aberto V' = U \ Sing(w), definidos por L; = Ker(w(q)).

Observacao 12.4.2.

1. Sejam U C C? aberto e Z € Z(U) nio singular. Podemos substituir o
campo Z por um “campo de linhas” definido por uma 1-forma holomorfa.
Escrevendo o campo Z em coordenadas, temos

Z = 21i + Zzi. (12.4)
821 822

Definamos a 1-forma holomorfa em U sem singularidades e associada ao
campo Z dada por

w = Zz(Zl,Zz)dzl — Z](Zl,Zz)de =0. (12.5)
A relag@o que existe entre o campo (12.4) e a 1-forma diferencial (12.5) é

w(Z) = 0. (12.6)
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2. Devido a (12.6) pode-se dizer que toda solugdo do campo (12.4) é solucdo
da 1-forma (12.5) associado ao campo. A reciproca ndo ¢ verdade.

Defini¢do 12.4.4. Sejam U C C? aberto e w = a(z,w)dz + b(z, w)dw uma 1-
forma diferencial holomorfa em U. Denotemos por O(U) ao conjunto das fungdes
holomorfas em U, isto €,

OWU)={f:U — C; f éholomorfa}.

Seja f € O(U) ndo constante. Dizemos que f é uma integral primeira de @ em
U se verifica-se que
wANdf =0.

Exemplo 12.4.1. Sejaw = pwdz + Azdw uma 1-forma holomorfa em C?2, onde
w. A € N primos entre si. Note que, f(z, w) = z*w* é uma integral primeira
holomorfa para w. De fato,

ondf = (pwdz + Azdw) A (%—f;dz + %dw)
= (pwdz + Azdw) A (2t wtdz + AzFwt T dw)

= (uAzFwt — Apzhwt)dz Adw = 0.
Defini¢do 12.4.5. Seja p € C”, e consideremos la familia
Fp ={f:Vp — C holomorfa definida em alguma vizinhanga aberta V,, de p}.

Definimos em F), a seguinte relagdo de equivaléncia: dados f: V, — C e
g: Wp — C dois elementos de F, dizemos que f ~ g se e sO se existe uma vi-
zinhanga aberta U C V), N W), de ptalque |y = g|u. A classe de equivaléncia
de f por esta relacdo sera denotada por [ f], e chamada de germe de f em p.

Definicdo 12.4.6. Sejam w e n 1-formas holomorfas definidas nas vizinhangas U
e V respectivamente de um ponto p € C", isto é,

n n
w = Zaidz,- e w= Zbidzi,

i=1 i=1

onde a; € O(U) e b; € O(V). Dizemos que w ~ 1 se e sO se existe uma
vizinhanga aberta W C U NV de p tal que w|w = n|w (ailw = bi|w para todo
i =1,2,...,n). Aclasse de equivaléncia de w por esta relagdo serd chamada de
germe de w em p.
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12.5 O Blow-up na origem de R? e C?

Seja M uma variedade complexa de dimensdon e p € M. O Blow-upde M em p
¢ uma variedade complexa M a qual ¢ obtida substituindo o ponto p pelo espago
projetivo complexo CP (n — 1), deixando os outros pontos de M invariantes num
certo sentido holomorfo. Para uma leitura mais precisa, recomendamos Lins Neto
e Scardua (2015).

Definigdio 12.5.1. Seja (0,0) € C2. O Blow-up de C* em (0,0) é o par (62, ),
onde C? ¢ uma variedade complexa holomorfa de dimensao dois, definida por

(Eé = {((21,22), [x1: xz]) e C?x CP(1); z1xp = szl}

e : C2 — C? uma aplica¢io holomorfa (a proje¢do na primeira coordenada).

Lembrando que CP(1) é uma variedade holomorfa de dimensao um com atlas
holomorfo dado por {(Uy, ¢1), (Ua, ¢2)} onde

Uy = {[x1:x2] € CP(1); x1 #0}, Us ={[x1:x2] € CP(1); xp # 0}

(3 U1 —- C

X
x1:x2] = oi(xr:x)) = =
X1

egp: Uy — C
X1

[x1:x2] = @a([x1:x2]) = e

A variedade holomorfa 62 ¢ determinada pelo atlas holomorfo {(ﬁ;, 01). (ﬁ;, 02)}
onde

U = {((21,22), [x1: xz]) €eC2xUy; zo =@1([x1: xz])zl} ,

ﬁ; = {((21,22), [x1 : XZ]) S (C2 x Up; z1 = (,02([)61 . )Cz])Zz} ,

o1: U, - C2
((21,22)» [x1 Ixz]) = 951((21,22)’ [x1 ixz]) = (z1, p1([x1 : x2]))
e 0n: U, - C?

((21722)» [x1 Ixz]) > @((21»22),[)61 Ixz]) = (p2([x1 : x2]), 22).



258 12. Equacoes diferenciais complexas

Observacao 12.5.1.

1. 771(0,0) = {(0,0)} x CP(1) ~ CP(1). Chamaremos o conjunto D =
7710, 0) o divisor de C2.

2. (62, D, E,C) éum C-fibrado vetorial de posto um sobre D onde E : 62 —
CP(1) é a projecdo na segunda coordenada.

3. 7| C2 \ D — C2\ {(0,0)} é um biholomorfismo.

C2\D"

Desde que R? é mergulhado em C? naturalmente, quando fazemos o Blow-up
do ponto (0, 0) € C2, estamos fazendo simultaneamente um Blow-up em (0, 0) €

R? e, como vimos antes, é obtido uma nova variedade, que denotaremos por R2.

Definigdio 12.5.2. Seja (0,0) € R%. O Blow-up de R? em (0,0) ¢ o par (ﬂ{?ﬁ, ),
onde R? é uma variedade diferenciavel de dimensio dois, definida por

i{? = {((21,22), [x1 :xz]) eR? xRP(1); z1xp = 22x1>

e 7 : R? — R? uma aplicagio diferenciavel (a projecdo na primeira coordenada).

Lembre também que RPP(1) é uma variedade diferenciavel de dimensdo um
com atlas diferenciavel dado por {(V1, ¢1), (V2, ¢2)} onde

Vi ={[x1:x2] € RP(1); x1 #0}, V2 ={[x1:x2] € RP(1); x2 # 0}

¢12 Vl —- R
X2

[x1:x2] = ¢1([x1:x2]) = o

(S ¢21 V2 —- R
X1

[x1:x2] = ¢a([x1:x2]) = o

A variedade diferenciavel II{;E ¢ determinada pelo atlas diferenciavel {(171 , q?i ), (IA/; , 52)}
onde

Vi = {((21,22)7[361 lxz]) € R? x Vi; z2 = ¢1([x ixz])Zl},

Vy = {((21,22), [x1 : xz]) e R x Va; z1 = ¢a([x1 :xz])zz},
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b1 2 — R2
((21,22)» [x1 3x2]) =g ¢~1((21,22),[X1 2x2]) = (z1,¢1([x1 : x2])
e ¢ 1A - R2

((21,22),[?61 sz]) = @((21,22), [x1 ixz]) = (¢2([x1 : x2]). 22).
Observacao 12.5.2.
1. 7710,0) = {(0,0)} x RP(1) ~ RP(1).

2. (IfR;5 ,RP(1), P, R) ¢ um R-fibrado vetorial de posto um sobre RIP(1), onde
P : R? — RP(1) é a projegdio na segunda coordenada.

3. 7| R2\ RP(1) — R2\ {(0,0)} é um difeomorfismo.

R2\RP(1) "
4. R2 & uma variedade diferenciavel ndo orientavel.

5. R2 é homeomorfa a faixa de Mdbius. De fato, como os tnicos R-fibrados
sobre S ~ RP(1) sdo o cilindro e a faixa de Mdbius sendo o cilindro

orientavel, concluimos que R? é homeomorfa & faixa de Mobius.

12.6 O Blow-up de uma folheacio em (0, 0) € C?

Consideremos um sistema de equacdes diferencias complexas da forma

/= P(z,w)
w = Q(z,w).

Ao sistema acima, associamos o campo de vetores holomorfo
ad d
X=Pz,w)—+ 0(z,w)— (12.7)
0z Jw
ou equivalentemente a 1-forma dual
2 =Q0(z,w)dz — P(z,w)dw = 0. (12.8)

Desenvolvemos em séries de Taylor

P(z,w) = Z Pi(z,w) e Q(z,w) = Z Qj(z,w),
j=k

j=k



260 12. Equacoes diferenciais complexas

onde P; e Q; denotam os polindmios homogéneos de grau j de P e Q, respecti-
vamente, com Py # 0ou Qf # 0. Suponhamos que (0, 0) é a nica singularidade
do X numa vizinhanga V de (0, 0) (equivalentemente singularidade de §2). Seja
F a folheacdo gerada por (12.7) (ou equivalentemente por (12.8)). Veja o que
acontece com essa folheacio F apds um Blow-up 7 de V em (0, 0) € C2. Deno-
taremos por 7 *(X) (ou equivalentemente 7 *(§2)) ao campo (ou 1-forma) obtida
ap6s um Blow-up de F em (0,0) € C 2. Esse campo (ou 1-forma) define sobre

C? uma folheagio saturada que denotamos por 7 *(F) e chamamos o Blow-up de
Fem (0,0) € C2. As singularidades dessa folheagdo 7*(F) estdo contidas no

divisor de C2, desde que X ¢ singular somente em (0, 0) € C2.
O campo 7*(X) escreve-se na carta ((z,¢), U;) de C? da seguinte maneira:

9
*(X) = zk[z(Pk(l,t) b 2P (1) + )g + ((Qk(l,t) — 1P (1, 1)+

0
2((Qkr (L) = P (L) + )|

A 1-forma diferenciavel equivalente a esse campo ¢:

7*(2) = 2| ((Qk(1.0) = tPe(1,1) + (@i (1,1) = tPicy 1 (1,1))

¥ .)dz —z(Pk(l,t) 2P (11) + .. .)dz] —0.
(12.9)

—_~

Analogamente, escrevemos 7 *(X') na carta ((s, w), f];) de C? como:

75 (X) = wF[ ((Pe(s.1) = $Qk(s, 1) + w((Pecy1 (5, 1) = 5 Qg1 (s, 1)

+)3% + w(Qk(s, 1)+ wQr41(s,1) +)%]

A 1-forma diferenciavel equivalente ¢é:

*(2) = wk[w(Qk(s, 1) + wQgi1(s, 1) +. ..)ds - ((Pk(s, 1)—

$Qk(s, 1)) + (Pt 1(5.1) = sQky1(s. D) + ... )dw | = 0.
(12.10)
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Definamos o polindmio homogéneo de grau k + 1
R(z,w) = zQ(z,w) — wPi(z, w).

Esse polinomio ¢ chamado cone tangente da folheacao F.
Aqui se apresentam duas situagdes distintas:

1. Se R(z,w) = 0. Nessa situagdo, dizemos que a singularidade de X ¢é dicri-
tica. Note que

agora fatoramos z%¥ 1 da 1-forma diferencial (12.9)

m*(£2)

21(z.1) = —(—=
(z,1) Zk+1

I
(12.11)

((Qrr1 (1) = tPer (1.0) + 2(Qara(11) = tPiy2(1.1))

+...)dz . (Pk(l,t) + 2P (L1) +...)dt = 0.
Analogamente, temos que
R(s,1) = 5Qk(s.1) = Pr(s,1) =0,

agora fatoramos wXk*! da 1-forma diferencial (12.10)

T (£2)
wh+1

Qo(s,w) =
[
(Qks. 1) +w0kpa(s 1) + .. )ds = ((Psa s, )=

$Qk41(5. 1) + (Peya(s. 1) = sQkya(s. D) + ... )dw = 0.
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A 1-forma 2; i,parai = 1,2, define sobre o aberto (71 de 65 uma folheagdo
Fs o, A folheagdo 7*(F) é representada na primeira carta de Cz pela 1-
forma £2; e na outra carta pela 1-forma 25. Além disso, ¢ satisfeito que

l —_ -
.Qz(s w) .Ql(Z Z) em U; N Ua,.

Devido a equagdo acima, vemos que as curvas solugdo colam bem na inter-
secdo dos abertos U; e U,. Dessa maneira, temos definida uma folheacao

sobre C2. As singularidades de 77 * (F) na primeira carta de C? so os pon-
tos da forma (0, #g), que por (12.11) satisfazem as equagdes

Pe(l.t) =0 ¢ Qpiy(11) — tPpyy(1.1) = 0.

Nos pontos do divisor (z = 0),onde Pi(1,7) = 0e Qg1 (1,1)—tPr+1(1,1) #
0, as folhas de 7 * (F) sdo tangentes ao divisor. Os demais pontos do divisor
onde Pi(1,1) # 0 as folhas de 7 * (F) sdo transversais ao divisor.

. Se R(z,w) # 0. Nessa situagdo, dizemos que a singularidade de X ¢é ndo

dicritica. Multiplicando por 1/z% ¢ 1/wk as 1-formas (12.9) e (12.10), res-
pectivamente, obtemos

m*(£2)

21(z,1) = "

||
((Qk(1.0) = 1Pe(1,0) + 2((Qesr (1,1) = 1P (11) + ... )dz

—Z(Pk(l,l) + 2P (L1) +...)dt — 0,
(12.12)
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52(5" w) = Tr);)(f)

||
w(Qk(s. 1) + w0k y1(5,1) + .. )ds = ((Pe(s. 1) = s Qk (5. 1))

Fw((Prg1(s, 1) —5Qpa1(s, 1) + .. .)dw =0.

Como na situagdo anterior, as formas 51(2, t) e ﬁz(s, w) definem sobre
C? uma folheagiio 7*(F) que é bem definida gracas a seguinte colagem:

~ 1 ~ —_~ o~
.Qz(s,w) = t—k.Ql(Z,l), em U; N Ua.

As singularidade de 7 *(F) no divisor (z = 0) na primeira carta estdo da-
das pelos pontos da forma (0, #9), que por (12.12) satisfazem a equagdo
R(1,t9) = 0. Desde que R(z,w) é um polindmio homogéneo de grau
k + 1, n*(F) possuira k + 1 singularidades no divisor.

12.7 O Teorema de conjugacao de Mattei-Moussu

Dado um campo holomorfo Z com uma singularidade no dominio de Siegel na ori-
gem 0 € R?, tendo tal singularidade duas separatrizes transversais de acordo com
o teorema de Briot—Bouquet, podemos de fato assumir que tais separatrizes sao
dadas pelos eixos coordenados em um sistema de coordenadas locais (z1,z2) €
(C2,0). Podemos, sem perda de generalidade, assumir que a vizinhanga consi-
derada contém o bidisco A% := {(z1.22) € C?, |z1] < 1,|z2] < 2} e que o
disco vertical X' = {(1, z2); |z2| < 1} representa uma se¢do transversal a folhea-
¢do considerada. Nesse caso, tomamos a folha L; da folheagdo Fz induzida por
Z em A?, contida no eixo {z, = 0}, tal folha corresponde a um disco menos a
origem, ¥ ~ D \ {0} sendo D C C o disco |z| < 1. Desse modo, tal folha
possui grupo fundamental gerado por um circulo fechado simples y C L, dado
por z1(t) = e'’, 0 < t < 2, partindo do ponto (1,0). A transformagao de holo-
nomia correspondente a essa se¢do transversal € a esse caminho, com esse ponto
base, é denotada por hz: ¥ — X, sendo definida como germe de difeomorfismo



264 12. Equacoes diferenciais complexas

complexo analitico (holomorfo), fixando o centro do disco e levando pontos em
uma folha de Fz na se¢do transversal X', sobre pontos nessa mesma folha e nessa
mesma secdo transversal. Vejamos como essa transformacao de holonomia carac-
teriza o campo Z em termos de conjugacao analitica complexa.

Teorema 12.7.1 (Teorema de Mattei-Moussu, Mattei ¢ Moussu (1980)). Dados
os campos de vetores holomorfos

0 J .
Zj= (Aljzl+le2Alj(ZlyzZ))E+(k2jZl+ZlZzA2j(Zl,Z2))a_Zz, ji=12

A A
definidos em uma vizinhanga de (0, 0) € C2, com (A1j,A2j) € Dse Ai = )u£

21 22
Sejam hz, e hz, as aplicagdes de holonomia de ¥ — X no ponto (1,0). Se
existe um biholomorfismo local § em 0 € C de modo que § o hz, = hz, o §,
entio existe um biholomorfismo local & em (0,0) € C? tal que conjuga Fz, com

Fz,.

Utilizaremos esse resultado na prova abaixo do nosso resultado final.

12.8 Aplicacao: O teorema de Poincaré—Lyapunov para
linearizacao de centros

Consideremos uma equacao diferencial analitica real
w=a(x,y)dx +b(x,y)dy =0 (12.13)

definida numa vizinhanga de (0, 0) € R? cujas solugdes sio todas curvas fechadas
em torno desse ponto. Esse tipo de singularidade denomina-se centro. Dizemos
que o centro é ndo degenerado se a parte linear da equagdo € ndo degenerada,
isto €, existem coordenadas analiticas de modo que a parte linear da 1-forma w se
escreve como w1 = a(xdx + ydy) para algum o # 0. A seguinte demonstragdo
que apresentamos ¢é inspirada na de R. Moussu (Moussu (1982)).

Teorema 12.8.1 (Teorema de Poincaré—Lyapunov). Se o centro (12.13) é ndo
degenerado, existe uma fungdo analitica real g(x, y) = x2 4+ y2 + ... definida
numa vizinhanga de (0, 0) de tal maneira que as curvas integrais s3o as suas curvas
de nivel.
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Demonstragdo. Por hipotese, existe uma mudanga de coordenadas tal que a 1-
forma (12.13) tem a forma

w = (x —I—a(zyo)xz +aqnxy+..)dx+(y —I—b(z’o)x2 +ba,nyxy+...)dy =0.
Agora consideremos a complexificacdo de w = 0, a qual definimos como:

2 = (z+apgz?taqnzw+..)dz+wW+bu.gz2 +ba nzw+...)dw =0
(12.14)

onde £ ¢ um germe de uma 1-forma holomorfa em (0,0) € C2, z,w € C com
Re(z) = x e Re(w) = y. Essa I-forma £2 define uma folheagdo holomorfa Fg,
de dimensdo um em alguma vizinhanga U de (0,0) € C2. Apés fazer um Blow-
up 7 de C? no ponto (0,0) € C2, obtemos que o cone tangente da folheagio Fo
nesse caso ¢ um polindmio homogéneo de grau dois dada por:

R(z,w) = z2 + w?.

Desde que R(z, w) # 0 a singularidade (0, 0) de §2 ¢ ndo dicritica € na carta (z, 1)
em C2, temos que

n*(£2)

51(2,1) =
|

[1 + 1% + Z((a(z,O) +b@,0) + (aq,1y + ba,ndt + (ap,2) + b(o,z)f)fz)

+.. ]dZ + Z|:l + Z(b(z’()) + b(l,l)t + b(o’z)lz) + .. ]d[ =0.
(12.15)

Na outra carta (s, w) em C2, obtemos

ﬁz(s, w) = 7 (2)

w[s +w(ae,0) +aa,ns + a(o,z)sz) + ... ]ds + [1 + 52 + w((b(z,o)

+Cl(2,0)t) + (b(l,l) + Cl(l,l)S)S + (b(o’z) + a(()’z)S)SZ) +.. ]dw =0.
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As singularidades da folheagao Fg, gerada pela 1-forma holomorfa 21 no divisor
D séo os pontos p; = (0,i) e p» = (0,—i). Analogamente, as singularidades
da folheagdo .7-"'52 gerada pela 1-forma holomorfa £2, no divisor D s@o os pontos
q1 = (i,0) e g2 = (—i,0). Observe que s6 temos duas singularidades no divisor
D desde que os pontos p; € p» nas coordenadas (z, ¢) coincidem com os pontos
g2 € g1 nas coordenadas (s, w), respectivamente. Note também que D \{p1, pa} ¢

uma folha de .7-"51 . Logo, as 1-formas ]-"51 (z,t)e ]-"52 (s, w) definem sobre C2 \
{p1, p2} uma folheag¢@o sem singularidades que denotada 7 *(Fg;) e chamada de
Blow-up de Fz em (0,0) € C 2. Estudemos agora o comportamento das folhas de
F3, proximas a folha Lo = D\{p1, p2}. Faremos o estudo do comportamento do

ponto p; = (0,i). Para facilitar as contas, utilizaremos a mudanc¢a de coordenada
t = u + i, assim, temos que (12.15) nas coordenadas (z, u), escreve-se como:

21 = iu+ifz +tos)dz + (iz + to.s)du

onde B = aq,1) + b2,0) — bo,2) + ilaw,2) + ba,1) — ae,0)l e t.o.s significa
termos de ordem superlor Fazendo a mudanga de variavel v = u + 12 5z, obtemos
que a parte linear 210 de £21 no ponto (0, 0) é dada por

210 = i[2vdz + zdv]. (12.16)

A folheagdo gerada por (12.16) ¢ igual a gerada por 2vdz + zdv_= 0. Assim, o
campo de vetores holomorfo X ; associado a 1-forma holomorfa .Ql tem a forma

X1(z,v) = (=2 + A4 (z, v))% + Qv + Ay(z, v))% (12.17)

onde as fungdes A1, A, sio holomorfas numa vizinhanga de (0,0) € C%e 4;(0,0) =
A2(0,0) = 0. Note em (12.17) que o quociente de autovalores ¢ —1/2, logo, a
singularidade p; € D de X estd no dominio de Siegel, dai, pelo Teorema 12.3.1,
existe uma mudanca de coordenadas holomorfas, que continuaremos denotando
por (z, v), que transforma (12.17) em

~ 0 0
X1(z,v) = (—z 4 zva, (z, v))g + (2v + zvas(z, v))g (12.18)

onde as fungdes a1, a, sdo holomorfas numa vizinhanga de (0, 0) € C?ea;(0,0) =
az(0,0) = 0. Além disso, os conjuntos S; = {z = 0} e S = {v = 0} sdo curvas
igvariantes de 351 (equivalentemente a 51), sendo S; = D o divisor de C2 ¢
Lo = D\ {p1, p2} uma folha de .7-"’5(*1.
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Afirmacio 12.8.1. A aplicagdo de holonomia f de Lo ¢ periddica de periodo
dois.

De fato, a “parte real” de C2, 71 (R?) = R? onde R?, ¢ a faixa de Moebius,
ou seja, a fibra candnica na linha real em S ~ - RP(1) € CP(1). A classe de
homotopia do mergulho canénico de RIP(1) em Lo=D \{p1, p2} € um gerador
de seu grupo fundamental. Por outro lado, a restricdio de 7 a R? \ RP(1) =

771 (R?\ {0}) é um difeomorfismo em R? \ {0}. As curvas 1ntegrals ¢ de  sendo

homeomorficas aos circulos, a interse¢cdo "l de uma folha T de ]-"5 com R2

homeomorfa a um circulo. Mais pre01samente a restricdo da projeg¢do candnica

de (CZ em CP (1) a tal intersecdo féum recobrimento por duas folhas de RP(1) ~

S1. Assim, conforme acima, a holonomia de Lg é periodica com o periodo dois.
Agora, consideremos a parte linear de (12.18)

X10(z,v) = ol
10Z,V) = Zaz Uav.
Nio ¢ dificil ver que a aplicagdo de holonomia / : (C,0) — (C, 0) da folha Lo ~
{0} x C* de F%, define-se como:

I(z) = 2™ (F) = _;

Temos, assim, que /(z) = —z ¢é a parte linear da aplicagdo de holonomia f'. Desde
que h(z) = %(z — f(z)) é um biholomorfismo que conjuga f com [, ja que
ho f =1 oh,temos que, pelo Teorema 12.7.1, a folheagdo Fx, ¢ equivalente
numa vizinhanga de p; = (0, i) a folheacdo dada pelo campo linear X10.
Concluimos que as singularidades p; ¢ p, sdo equivalentes as suas partes
lineares 2vdz +zdv = 0. Deduzimos finalmente que as aplica¢des de holonomias
associadas as curvas invariantes S7 e S, sdo iguais a identidade e, portanto, F,
¢ equivalente por uma mudanca de coordenadas holomorfa @ a sua parte linear
zdz + wdw = 0, cujas folhas sdo descritas por G(z, w) = z? + w?. Segue-se
que a integral primeira procurada para (12.14) serd G o @ e para a equagao (12.13),
g = Re(G o @). O
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