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1.1 Propriedades de Curvas

Neste capitulo abordaremos a teoria geral de Corpos de Fungdes Algébricas: Lu-
gares, Divisores, anéis de valorizagdo e Espaco de Riemann—Roch.

A menos de mengdo do contrario, neste capitulo sempre consideraremos K
um corpo arbitrario.

Para um polinémio f(x,y) € K[x, y] a curva plana afim associada a f ¢ o
conjunto

X o= {(a - b) e K| fla,b) = 0} .
De forma analoga, dado polinémio homogéneoF (X, Y, Z) € K[X,Y, Z] a curva
plana projetiva associada a F' € o conjunto
Xp:={(a:b:c)eP*(K)| F(a.b,c) =0}.

Observamos que a partir de uma polindmio afim podemos obter um polindmio
homogéneo e vise versa. Com efeito, seja f(x,y) € K[x,y] comdeg(f) = r
entdo homogenizando f obtemos F(X,Y,Z) = Z" f (%, %). Reciprocamente,
dado um polinémio homogéneo F(X,Y, Z) € K[X, Y, Z] obtemos um polindmio
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em K|[x, y] desomogenizando com relagdo a uma das trés variaveis F(X,7, 1),
F(X,1,Z), F(1,Y, Z). Estas operacdes de desomogenizar ¢ homogenizar po-
lindbmios também cria uma relagdo entre os pontos das curvas, isto ¢, dado um
ponto (a,b) € K’ da curva afim Xy entdo temos que (a@ : b : 1) € P2(K)
¢ um ponto da curva projetiva homogenizada Z" f (% %) Por outro lado, se
(@a:b:c)eP?2(K)comZ # 0 (resp. X # 0,0uY # 0)éum ponto perten-
cente ao polindmio homogéneo F (X, Y, Z) entdo (a : b : 1) é um ponto da curva
afim F(x,y,1) (resp. F(1,y,z), F(x,1,z)). Oponto (a : b: 1) (com Z # 0) é
chamado de ponto afim da curva F(X, Y, Z), quando Z = 0 dizemos que o ponto
esta no infinito.

Sejam X'r um curva e p € X' ponto. Dizemos que p é um ponto singular se

Fx(p) = 0;
Fy(p) =0;
Fz(p) =0,

onde Fy, Fy, Fz denotam as derivadas parciais em relagdo a cada variavel. Caso
contrario dizemos que p € um ponto ndo singular. Neste caso, a reta tangente em
um ponto ndo singular ¢ dada por

Fx(P)X + Fy(P)Y + Fz(P)Z = 0.

Curvas que ndo contém pontos singulares sdo chamadas de curvas ndo singulares.

A vantagem de utilizar curvas ndo singulares é que podemos obter o género
destas curvas utilizando apenas o grau do polindmio. Mais precisamente, se X'r
¢ uma curva nao singular, entdo o género de X'r ¢

o= (deg(F) = 1)2(deg(F) -2 (1.1)

Ressaltamos que para curvas planas em geral a formula para o calculo do género
¢ um pouco diferente da formula acima.

Exemplo 1.1.1. Seja K um corpo com Char(K) # 2. Considere a curva dada
pela equacgado

F:Y?T —(X —c1T)Y(X —c2T)(X —c3T)
com c1, ¢, c3 € K distintos entre si. As derivadas parciais sdo:
Fx=(X—-caT)X—-cT)+ (X —a1T)X —c3T)+ (x —1T)X —c2T);
Fy =2YT;
Fr=—ca(X —aT)(X —c3T) —ca(X —a1T)(X —c3T) —e3(X —a1T)(X —c2T),
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igualando as trés derivadas a zero, obtemos que a unica solugdo possivel é (0 :
0 : 0) e desta forma F é ndo singular. Utilizando a formula do género, temos que

g(F)=1.

Uma X'F curva definida sobre um corpo K ¢ dita ser geometricamente irre-
dutivel sobre K se o polindmio F ¢ irredutivel sobre K. Vamos sempre estar
assumindo que uma curva ¢ geometricamente irredutivel.

Sobre as consideragdes acima podemos ver alguns exemplos:

Exemplo 1.1.2 (Curva Hermitiana). Seja g poténcia de um primo. Considere a
equacio X9t = Y97 + YZ4. Esta equacio é chamada de Curva Hermitiana
M4 definida sobre I 2. Algumas propriedades de Hg

* ¢é geometricamente irredutivel.
* As derivadas parciais de Hy sdo:Fx = X9, Fy = —-Z9, Fz =Y1.

Vemos que Hy é ndo singular. Vamos analisar um caso particular. Considerando
Z>[x]

Goaxti) 1o Fa = {0. 1, a,a?} com

q = 2, podemos facilmente calcular F > =
a?=1+a.

‘Ho possui pontos no infinito? Resposta: O unico ponto no infinito é o ponto
Poo = (0:1:0), pois Hp : (£)4T1 — ()9 — L. Eesse é 0 uinico ponto em H,
quando Z = 0.

De forma andloga podemos mostrar que (0 : 1 : 0) é o unico ponto no infinito
de Hy com Z = 0.

Exemplo 1.1.3. Seja K = Q. Considere a equacio G(X,Y,T) = Y2T — X3 +
XT?. entdo as derivadas parciais sdo:

Fy =3X%?-T?%
Fy =2YT:
Fr =Y? - 2XT.

Pela igualdade Fy = 0 temos que T = OouY = 0. Se T = 0 entdo por
Fy = Fr =0temos X =Y = 0. SeY = 0entdopor Fx = Fr =0
concluimos X = T = 0. Portanto, G é ndo singular e possui género um. Seja
P = (T : X :Y)umpontona curva, quando T = 0 temos que Y = 0 e portanto
P = Py = (0:1:0) é o unico ponto no infinito. Abaixo podemos ver a figura
do grafico curva.
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-_—
N

Exemplo 1.1.4. Seja K = R. Considere o polinémio g(X,Y,Z) = Y?Z3 —
X3 —x3z2

gx =— (5X* +3X%2?) ;

gy =2YZ3

gz =37%Y?-2X3Z,

Como as derivadas ndo se anulam simultaneamente, temos que g é ndo singular.
Abaixo podemos ver a figura do grdfico curva.

Como podemos constatar no proximo exemplo, existem curvas que sdo singu-
lares.

Exemplo 1.1.5. Seja K = F; um corpo com g = 1 3 elementos. Considere a
curva dada pela equagdo F Y2~y = XP=IHITI= Eugdo temos que
as derivadas parciais sdo:

Fy =(12 — 1+ n)x"7
Fy :(IZ)YIZ—I o TIZ—I.
Fr =02 - 1)yTP2 (@ —1)xP-I+ipl=2 :

é uma curva singular, com um unico ponto singular para T = 0. De fato, de
Fy = 0temos que Y = 0logo (0:1:0) é o unico ponto singular.
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Como um dos nossos principais objetivos € o estudo sobre corpos finitos, con-
vém mostrarmos que sobre um corpo finito sempre existem polindmio irredutiveis.
Donde segue a motivagdo do préximo exemplo.

Exemplo 1.1.6. Seja F; um corpo com q elementos. Para cada natural n existe
um polinomio irredutivel em [y de grau n.

Vamos denotar por Ny (n) o niimero de polinémios monico irredutiveis de grau
nemlFy.

Afirmacdo 1:

Seja f € Fy[x] monico, irredutivel de grau d. f1x4" — x <= d|n. De
Jato, se d|n entdo ¥y C Fya C Fgn. Seja a uma raiz qualquer de f em alguma
extensdo de Fq, logo d = [Fq(a) : Fy] e portanto ¥ a = Fy(a). Assim, a € Fgn
ea?" —a = 0entio f|x9" — x. Reciprocamente, se f|x9" — x considere @ uma
raiz qualquer de f em alguma extensdo de Iy, logo a?" —a =0eassima € Fyn
e portanto qu C Fyn,istoé d|n.

Afirmacgdo 2:

Para cada natural n, x?" — x é igual ao produto de todos os polinémios irre-
dutiveis sobre IFy com grau dividindo n.

Com efeito, pela afirmagdo 1 temos que cada polinomio monico irredutivel
com grau dividindo n aparece pelo menos uma vez na fatoragdo de x4" —x. Como
x9" — x é separdvel, entdo cada irredutivel aparece exatamente uma tinica vez na
fatoragio de x9" — x.

Afirmacgdo 3:
q" = Z dNy(d). para cada natural n.
dln

De fato, segue da afirmagdo 2 comparando o grau de cada lado da igualdade.
(Fato: Formula de inversao de Mobius)
Seja f(n) uma fun¢do sobre os naturais e F(n) = Z f(d). Entdo, para
din
cada natural n temos que

fn) =Y p@)F ().

dln

Entdo obtemos que

1 n
No(m) = —> (d)q.
din
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E portanto Ng(n) > 0 para cada natural n. Para mais detalhes sobre a Férmula
de inversdo de Mobius veja (Martinez et al. 2018).

Ao longo deste livro iremos estudar mais aspectos destas e de outras curvas,
nos apropriando da linguagem de curvas e corpos de fungdes.

1.2 Introducio a Corpos de Funcoes Algébricos

Comegamos esta secdo relembrando a defini¢do de base de transcendéncia. Con-
sidere F/K uma extensdo qualquer de corpos. Dizemos que um conjunto 7' de F'
¢ algebricamente dependente se existe um numero natural 7, um polinémio nao
nulo p(x1,...,x,) € K[x1,...,Xn] eainda elementos distintos ¢1, ..., t, € T sa-
tisfazendo f(t1,...,%,) = 0. No caso contrario dizemos que T ¢ algebricamente
independente sobre K.

Usando a inclusdo de conjuntos algebricamente independentes podemos apli-
car o Lema de Zorn para obter um conjunto maximal algebricamente independente.
Este conjunto maximal chamaremos de base de transcendéncia de F/K.

Exemplo 1.2.1. Considere p(x,y) € Q[x, y] dado por p(x,y) = x>+ y — 1.

) . — Qlx.y]
Definindo o corpo quociente FF = (%)

sdo uma base de transcendéncia de F sobre Q.

temos que as varidveis z = —~— e
q p(x,y)

_ Yy
w = —-—
p(x,y)

Da definigdo de base de transcendéncia, vemos que uma mesma extensao nao
temos unicidade com relagéo a base. Porém, como veremos no proximo resultado,
a cardinalidade ¢é invariante.

Teorema 1.2.1. Qualquer duas bases de transcendéncia possuem mesma cardi-
nalidade.

A partir da seguinte definicdo concentraremos nosso estudo em extensdes com
base de transcendéncia de tamanho 1.

Defini¢do 1.2.1. Um corpo de fungdes algébricas F/ K de uma varidvel sobre K
é uma extensdo de corpos K C F tal que F é uma extensdo algébrica finita de
K(x) para algum elemento x € F que é transcendente sobre K.

Para facilitar referéncias futuras, iremos abreviar Corpos de Fung¢des Algébri-
cos para Corpos de Fungoes.

No caso em que F/K é uma extensdo com base de transcendéncia de tamanho
s = 2 dizemos que F € um corpo de fungdes algébrico de n variaveis.
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Exercicio 1.2.1. Considere o conjunto K := {u € F| u é algebrico sobre K}.
Mostre que com as operagoes de usuais de F, K é um subcorpo de F.

O corpo K é chamado corpo de constantes de F/K.

Seja F/ K uma extensao de corpos. Um subconjunto finito {xq,...,x,} C F ¢
algebricamente independente sobre K se ndo existe p(f1,...,4)em K|tq,...,t]
satisfazendo p(x1,...,x,) = 0. Um subconjunto S C F ¢ algebricamente inde-
pendente sobre K se todos os subconjuntos finitos de S sdo algebricamente inde-
pendentes sobre K.

Uma base de transcendéncia da extensdo F/K é um subconjunto A de F que
satisfaz:

+ A ¢é algebricamente independente.

+ Ac A e A’ é um subconjunto algebricamente independente de F, entdo

A=A

Portanto, chamamos de grau de transcendéncia, e denotamos portrdeg(F/ K),
a cardinalidade da base transcendéncia de F/K.

Sobre o grau de transcendéncia de F/K temos dois resultados importantes:
F/K éuma extensdo algébrica se, e somente se, trdeg(F/K) = 0.

Se F ¢ algébrico sobre K(A), para algum subconjunto A de F, entdo A contém
uma base de transcendéncia de F/ K.

Exemplo 1.2.2. O corpo de fungdes racionais F/K é chamado racional, deno-
tamos por F = K(x), para algum x € F que é transcendente sobre K. Mais
adiante iremos explorar esse exemplo de forma mais profunda.

Exemplo 1.2.3. Seja K = Q e considere p(X,Y) = X> —Y?2+Y +1 €
K[X,Y]. Considere o quociente F = K([))(()I,/)] Fazendo x :== X mod p(X,Y)e

y :=Y mod p(X,Y) temos que F = K(x,y) com x> = y> —y —1 éum corpo
de fungoes algébricas de uma variavel.

Da Teoria de Extensdes de Corpos podemos obter uma representagdo para
F/K através de uma equacdo polinomial. Uma vez que x € transcendente so-
bre K temos que F/K(x) é uma extensdo finita. Se tomarmos qualquer outro
elemento transcendente y sobre K entdo x e y terdo uma relagdo de dependéncia
sobre K uma vez que o grau de transcendéncia € um. Em outras palavras, existe
um polindémio p(z,w) € K[z, w] tal que p(x, y) = 0. Desta forma, concluimos
que x ¢ algébrico sobre K(y) (via p(z,y) € K(y)[z]) e y algébrico sobre K(x)
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(via p(x,w) € K(x)[w]). Vendo o corpo de fungdes F/ K como F = K(x, y) po-
demos escolher estudar a extensdo mais conveniente pois podemos ver como duas
extensdes, isto ¢, podemos ver F' como extensdo de k(x) ou de K(y). Conforme
diagrama abaixo.

F=K(x,y)

K
Observamos que a definicdo acima pode ser resgatada se partimos de uma
curva plana projetiva (ou afim). Seja X'r um curva plana algébrica, projetiva, ir-

redutivel sobre um corpo K associada ao polinomio homogéneo F € K[X,Y, Z].
Desta forma consideramos o seguinte conjunto

k(x) K(y)

K(X.Y.Z)

) ={G(X.Y,Z)| G(X.Y.Z) € K(X.,Y, Z) G homogéneo} ,
onde G(X,Y, Z) denota a classe do polinémio G. Tal conjunto é um dominio de
integridade, pois F ¢ irredutivel. Dizemos que dois polindmios sdo equivalentes
se sua diferenca ¢ multipla de F. Isto nos permite construir o corpo de fracdes
QF . Para avaliar uma tal fragdo em um ponto projetivo, queremos o resultado ndo
dependa do representante do representante escolhido. Portanto, exigimos que o
numerador e o denominador tenham um representantes ambos com o mesmo grau.
O corpo de fungdes de X'r, denotado por K(XF), € o conjunto de elementos de O
admitindo uma tal representagdo (O caso afim € obtido de forma similar). Esses
elementos recebem o nome de fungoes racionais de Xr. Um elemento z € K(XF)
¢ chamado de fungdo regular em um ponto p se z = gg g% com Q(p) # 0.
Observe portanto que toda fungado racional tem um nimero finito de pontos onde
ela ndo ¢ regular.

Dentro do Corpo das Fungdes Racionais K (x) encontramos um conjuntos com
algumas propriedades interessantes. Considere um polindmio monico irredutivel
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f(x) € K[x]. Definimos o seguinte conjunto

_fulx)
S v(x)

| u(x),v(x) € K[x], f(x) tulx).

Verificamos que este conjunto satisfaz as seguintes propriedades:
« E um anel;

*+ KCcOfCF,O#F,K;

* Paratodo z € F temos que z € O ou e Oy.

Exercicio 1.2.2. Mostre que o conjunto O y definido acima é de fato as proprieda-
des sdo satisfeitas. Mostre ainda que se g(x) é outro polinémio ménico irredutivel
entdo Oy # Oy

Estes fatos motivam a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.2.2. Um anel de valorizagdo de um corpo de fun¢des F /K é um anel
O C F tal que:

* KCOCF, O#F, Ke
s para todo z € F temos quez € O ouz ' € O.

Como veremos a seguir este anel possui propriedades muito interessantes. Uma
delas em especial sera abordada quando tentarmos calcular um tipo especial de
conjunto de nimeros naturais.

Para um anel de valorizagdo O , considere o conjunto de todos os elementos
invertiveis de O, isto é, O* = {y € O] Jw € O tal que yw = 1}. Para o préximo
resultado, lembramos que um anel local é um anel com tnico ideal maximal.

Proposicio 1.2.1. Dado um anel de valorizagdo qualquer O de F/ K, as seguintes
propriedades sdo validas:

a) P := O~ O* éunico ideal maximal de O, isto é, O é um anel local.
b) Dado 0 # u € F, temos que u € P se, e somente se, u=! & O.

Demonstragdo. a) P ¢ um ideal maximal de O.
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e P ¢éumideal: Sejam x,y € P e z € O temos claramente que xz ndo
¢ invertivel, logo xz € P. Pela definicdo O temos que x/y € O ou
y/x € O . Sem perda de generalidade podemos assumir que y/x €
O.Entaox +y =x(1+y/x) e O.

* P ¢ maximal: Seja I umideal talque P I C O, entdo dado x € J
temos que x ¢ invertivel e portanto J = O.

Segue da definicdo de P que ele € o tnico.

b) Dadou € F. Seu € P entio u™! ¢ O, pois caso contrario, teriamos que
1 =uu~! € P oque éum absurdo. A reciproca é imediata.
O

Se considerarmos K o corpo de constantes de F/K podemos observar que
K C Oeque KN P = {0} (Deixamos a verificagdo deste fato para o leitor).

Definicao 1.2.3. O ideal P definido no item 1. do Teorema 8 ¢ chamado de place
do corpo de fungoes F /K. Vamos denotar o conjunto de todos os places de F /K
por P(F).

No contexto de curvas a definicdo analoga ¢ a seguinte: Seja ¥ uma curva
e p € Y um ponto. O4(Y) := O, € o conjunto de fungdes definidas em p. O
ideal maximal deste anel é m ,(Y) := {f cO,Y)| f(p) = O} e portanto temos
o0 equivalente em curvas a um place.

Proposicio 1.2.2. Seja O um anel de valorizagdo de F /K, cujo ideal maximal é
P e0 # x € P.Dados elementos X1, ...,xXym € P taisquex = x1ex;j € xj 1P
parai =1,...,m — 1. Entdo

m < [F, K(x)] < oo.

Demonstragdo. Como F/K(x) é uma extensdo finita, basta mostrarmos que
{X1,...,Xm} € um conjunto linearmente independente sobre K(x). Para provar
este fato, vamos supor que existe um relacdo de dependéncia, i.e., existem f7(x),

m

eorr fm(x) € K(x) tais que Z fi(x)x; = 0. Desta relagdo podemos supor que
i=1

cada f; € k[x] pois se tratam de elementos da forma Z—l’ Escrevendo

Y fi)xi = —f(x)x;, (1.2)
i#j
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onde j ¢é o maior indice tal que f;(0) # 0. Entdo parai > j temos que f;(x) =
xgi(x) (com g;(x) € K[x]) e por hipotese parai < j temos x; € x; P. Portanto
podemos reescrever a igualdade 1.2 como

m m
—fi(0)x; =Y fi0)xi + Y xgi(x)x;.
i<j i>j
Entdo dividindo tudo por x; obtemos que fj(x) € P, uma vez que ;C—; € P.
Por outro lado, dado a propriedade de ff; temos que f;(x) = a; + xu(x) onde
u(x) € K[x]e0 # a; € K. Comoa; = fj(x) —xu(x) € P temos uma
contradicdo. O

Munidos deste lema podemos computar algumas propriedades satisfeitas por
places.

Teorema 1.2.2. Seja O um anel de valorizagdo de F/K e P seu ideal maximal.
Entdo

a) P =tO (P ¢ um ideal principal). Se P ¢é gerado por t entdo para cada
0# we F existemm € Z eu € O tais que w = t"u.

b) Seja I um ideal de O com {0} = I C O. Se P = tO, entdo I = t"O,
para algum n € N.

Demonstragdo. a) Supomos por contradi¢do que P nao € principal. Entdo
existe x € P tal que xO P,ie, existe x; € P com x; &€ xO. Pela
proposi¢do anterior temos que xl_lx € P, ouseja, x € x;P. Seguindo
desta forma obtemos um conjunto infinito de elementos x, xp, ... tais que
Xj € xj4+1P o que contradiz o lema anterior. Portanto, P ¢ principal. Para
provar a segunda parte, dividimos da seguinte forma:

Existéncia : Sejaw € F et talque P = tO. Se w € O entdo w = t%w.
Caso contrario, pela defini¢do de O temos que w € O ou seu inverso. Sem
perda de generalidade, podemos supor que w € O e portanto w € P. O
lema anterior garante que existe m o maior natural tal que w = " u com
ueO.

Afirmagdo: u € O*. De fato, se ndo estivesse, teriamos que u € P e
portantou = t"vcomr = lev € O. Assim, w = t""v o que contradiz
a maximalidade de m.

Unicidade: se z = t™u = t"v comu, v € O* e m, n sio numeros inteiros.
Entdo *~™ = yv ™!, isto obriga que n —m = 0.
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b) Seja I um ideal ndo nulo de O. Segue o item anterior que o conjunto
{n € N|t" € I} ¢ vazio. Considere m := min{n € N|t" € I}.

Afirmacdo: I = ™ O. Com efeito, segue da definicdo de m basta apenas
mostrar que / € ™. Dadoz € [ temosquez = t"ucomr = le
u e 0%, logoz =t"({t""™u) € IO (note que r = m).

O

Observamos do segundo item do teorema anterior que O ¢ um dominio de
ideais principais. Um anel satisfazendo as propriedades do teorema anterior ¢
chamado de anel de valorizagdo discreta. Veremos nas proximas seg¢oes que estas
propriedades se conectam com uma outra definicao.

To elemento de ¢ de um place P que é o gerador de P ¢ chamado de pardmetro
local de P (Em outras literaturas pode receber outras nomenclaturas: parametro
uniformizador, elemento primo).

Podemos observar que o place de anel de valorizagdo O do corpo de fungdes
F/K o descreve unicamente. Em outras palavras, O = {w eF|lz7l¢ P}. Com
este dado, podemos reescrever a defini¢gdo como Op := P e chama-lo de anel de
valorizagdo do place P.

Utilizando o Teorema 9 vamos construir uma importante aplicacdo. Considere
um place P de F/K com parametro local z. Entao pelo Item 1. do Teorema 1.2.2
para cada 0 # w € F temos que existe m € Z tal que w = t"u para algum
u € O*. Desta forma podemos definir a aplicagdo vp : F — Z U {c0} como

m, sew # 0
vp(w) = 00 sein

E possivel verificar que esta aplicagio ¢ bem definida, isto &, depende somente
doplace P = tO. Agora vamos verificar algumas propriedades que esta aplicacdo
possui:

Sejam x = t"u ey = t"v comu,v € OF.

1. Como xy = t" T yv temos que vp(xy) = n + m.

2. Eclaro que vp(t) = 1.

3. Dadoa € K, temos a € O*. Escrevendo a = t%a obtemos vp(a) = 0.
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4. x+y =t"u+t"v. " (" "u+v) = t"w,comw = t"""u+4v. Sew =
0 obtemos que vp (x + y) = 0o. No caso em que w # 0 temos w = ¥y’
comk = 0eu’ € OF. Portanto, vp(x +y) =m +k = vp(x),vp(y).

Generalizando a aplicagdo v p, temos a seguinte definigdo.

Defini¢do 1.2.4. Seja F/K um copo de fungdes. Dizemos que uma aplicagdo
v: F — 7Z U {oo} é uma valorizagdo discreta sobre F/K se:

1. v(wz) = v(w) 4+ v(z), para todos w,z € F;

2. v(z +w) = min{v(z),v(w)}, para todos w,z € F;

3. v(z) = oo se, e somente se, z = 0;

4. Existez € F tal que v(z) = 1;

5. Para cada 0 # u € K temos que v(u) = 0.

Observamos que a aplicacao v p ¢ uma valorizacdo discreta.

Proposicio 1.2.3 (Desigualdade Triangular). Seja v uma valorizacdo discreta de
F/K. Dados0 # x,y € F comv(x) # v(y) entdov(x+y) = min{v(x), v(y)}.

Demonstragdo. Como v(x) # v(y) podemos supor que v(x) < v(y). Se ti-
vermos v(x + y) # v(x), entdo pelas propriedades de valorizagdo temos que
v(x 4+ y) > v(x) = min{v(x),v(y)}. Assim

v(x) =v(x +y —y) = {v(x + y). v(=y)} > v(x),
0 que ¢ um absurdo (note que v(y) = v(—y)). O

Corolario 1.2.1 (Desigualdade Triangular Generalizada). Seja v uma valorizagao
discreta de F/K. Dados 0 # x1,x2,...,xy, € F com v(x;) # v(x;) para cada

i # J,entdov (Zx,-) =min{v(xy), v(x2),...,v(xn)}.
i=1

Lema 1.2.1. Sejam F/K, v uma valorizacdo discreta sobre F eay, as,...,a, €

n
F. Se Zai = 0, entdo existe i # j tal que v(a;) = v(a;).

i=1
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n
Demonstragdo. Se Z a; = 0, entdo aplicando v temos

i=1
n
v (Zai) = v(0) = o0.
i=1
Se mini<i<n {v(a;)} = oo, entdo a; = 0, para cada i, isto é, v(a;) = oo.

n

Semini<i<n {v(ai)} < oo, entdo v Zai) #% miny<i<n {v(a;)},entdov(a;) =
i=1

v(aj) parai # |. O

Exemplo 1.2.4. Seja K um corpo qualquer e considere F = K(x,y) comy =
x341. Seja Q um place tal que vo(x) < 0. Vamos calcular o sinal da valorizagdo
de y em relagdo a Q. Utilizando a equagdo y = x> + 1 temos

vo(y) = vQ(x3 + 1) =min {3vQ(x),O} = 3vg(x) < 0.
Analogamente, se P é um place com vp(x) < 0 entdo vp(y) < 0.

Utilizando a valorizagdo discreta em um place P de F/ K podemos representar
o anel de valorizacdo de uma nova forma.

Teorema 1.2.3. Sejam F/K um corpo de fun¢ées e P € Pg um place. Sobre a
valorizagdo vp podemos afirmar que:

a) Dado uma place P € Pf, temos que
Op ={z € Flvp(z) 20}
Op ={z € Flvp(z) =0}
P={zeF|lvp(z) >0}
b) Dada uma valorizagdo discreta v sobre F /K os conjuntos
Ay :={ze€e Flvp(z) 20} e I,:={z¢eF|lvp(z)>0}
sdo respectivamente anel de valorizagdo e um place.

¢) t € F é¢um parametro local de P < vp(t) = 1.
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Demonstragdo. a) Segue diretamente de observagdes anteriores.

b) Dados z,w € A, segue das propriedades 1. ¢ 2. da definigdo 1.2.4 que
Ay € um subanel de F, pois v(wz) = v(z) + v(w) = 0ev(w + z) =
{v(w),v(z)} = 0. Para x,y € I, e z € A, temos novamente das pro-
priedades 1. e 2. da defini¢do 1.2.4 que v(xz) = v(x) + v(z) > O e
v(x +y) = {v(x),v(y)} > 0. O item c) ¢ imediato da definigdo de v .

O
Defini¢do 1.2.5. Sejaz € F e P um place de F/K.
1. Dizemos que P ¢ zero de z se vp(z) > 0;
2. Dizemos que P épolode z sevp(z) <O0.
Exemplo 1.2.5. Seja F = K(x). Considere o elemento z = % e F.

temos que 1 é zero de z e 2,—3 sdo polos de z. Seja P1 o place associado a
1 e Py, P3 os places associados a 2,—3 respectivamente. Logo, vp,(z) > O,
vp,(z) <0evp,(z) < 0. Note que Py tem multiplicidade dois, isto é, seu divisor
é diV(Z) = 2P1 - P2 — P3.

A nog¢ao de multiplicidade de pontos ¢ muito importante quando estamos tra-
tando de curvas algébricas.

Uma nog¢ao importante sobre um place € o seu grau. Para estarmos habilitados
a fazer essa definicdo observamos o seguinte: dado uma anel de valorizacdo O p
de F/K com ideal maximal, podemos obter o quociente OTP cujos elementos sdo
classes residuais modulo P (¢ facil verificar que este quociente ¢ na verdade um
corpo). Um fato interessante deste quociente é que podemos identificar tanto K

quanto K como subcorpos de OTP. De fato, como K C Op ¢ K C K temos que
K N P = {0}. Portanto, a aplicagdo canénica Op — %’ induz uma imersao de

K em OTP. K segue de forma analoga.

Defini¢do 1.2.6. Seja P um place de F/K.

1. Fp:= OTP ¢ chamado de corpo das classes residuais de P.

2. O grau do place P é definido como o grau da extensdo de Fp /K, isto ¢,
deg(P) = [Fp : K]

Os places de grau um descrevem um papel importante na teoria € portanto
também sdo chamados de places racionais de F/K.
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Teorema 1.2.4. Sejam P um place de F/K e 0 # z € P com [F : k(z)] = m.
Entdo Deg(P) < m.

Demonstragdo. Vamos mostrar que qualquer conjunto com m elementos de Fp ¢
linearmente independente sobre K. Para isso, consideramos flp e f,,f € Fp
linearmente independentes sobre K (onde fiP denotam classes residuais de ele-
mentos f; € Op). Vamos mostrar que o conjunto f1, ..., fn € Op élinearmente
independente sobre K(z). De fato, se existe uma combinagdo ndo trivial sobre
K(z), entdo

> fiai(z) =0 (13)

i=1

com a;(z) € K(z). Sem perda de generalidade podemos assumir que a;(z) €
K|z] e que existem polinémios da forma a; (z) = b; +zg;(z) com b; # 0. Agora,
passando a relacao de congruéncia modulo P teremos que fl.P ndo sdo linearmente
independentes, o que contradiz a hipotese.

O

Consideremos um place P de grau um de F/K. Entdo temos que Fp = K.
Se adicionarmos a hipotese de K ser algebricamente fechado, entdo toda extensao
finita de K tera grau um e consequentemente todos os places serdo racionais. Por
exemplo, se K = C, existem infinitos places de grau um e, portanto existem pla-
ces. Mas podemos questionar se dado um corpo de func¢des genérico, ele sempre
terd algum place? A resposta a esta questao segue do proximo resultado.

Teorema 1.2.5. Seja F/ K um corpo de fung¢ées e A um anel tal que K C A C F.
Suponha ainda que A contenha um ideal proprio I # {0}. Entdo existe um place
PdeF talquel C PeOp C A.

Demonstragdo. Definimos o seguinte conjunto
A:={U C F|U éumanelcomAC U eUI # U}

Vemos que A € A e, portanto A # 0. Ainda para cada U/ C A totalmente orde-

nado temos que o conjunto V' := ( Jyy¢, U € um subanel satisfazendo A C V. No-

tamos que V' € A, para vamos mostrar que V # V. Caso tivéssemos V = [V
r

entdo Zaivi coma; € I ev; € Ventdovy,...,v, € T paraalgum T € U

i=1
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(este fato decorre da propriedade de U/ ser totalmente ordenado). Entdo 1 € T/,
o que contradiz a defini¢do de .4. Como todo conjunto totalmente ordenado de A
possui um limitante superior teremos aplicando o Lema de Zorn a existéncia de
elemento maximal O em A.

Vamos provar que O ¢ um anel de valorizagao, isto €, para cada w € F temos
w e Oouw~! € O. Com efeito, suponha que exista um elemento em F que nio
satisfaga esta propriedade, ou seja, existe z € F tal que z,z~! & O. Pelo fato de
O ser maximal temos que O[z] = 10[z] e O[z~!] = 10[z!]. Desta maneira

N r

podemos escrever 1 = Zaizi el = Z ij_j comm,n = 1 os menores com
i=0 j=0

essa propriedade, a;,b; € IO. Sem perda de generalidade podemos supor que

s < r, entdo multiplicando a primeira equagio por (1 — bg), a segunda por asz" e

somando as mesmas obtemos a seguinte igualdade

s—1
i=0

com ¢; € 10 e isto contradiz a minimalidade de s. Portanto, z € O ouz~! € O.
O

Observacao 1.2.1. Os elementos do conjunto acima sdo da forma Z a;u;, isto
61U := {Zaiui|ai el uic U}

Corolario 1.2.2. Seja F/K um corpo de fungdes. Todo elemento transcendental
de F possui pelo menos um zero e um polo.

Demonstragdo. Segue do Teorema 1.2.5 O

Ja sabemos que o conjunto de places de um corpo de fungdes nunca ¢ vazio.
Em seguida queremos responder a seguinte pergunta: dado um corpo de fungdes
F/K seu conjunto de places ¢ finito? Para responder essa pergunta vamos ao
seguinte resultado.

Teorema 1.2.6. Sejam Py, ..., P, placesem F /K distintos dois a dois, x1, ..., xn €
Fesy,...,sn € N. Entdo existe w € F satisfazendo

vp (W —Xx;) =i

paracadai =1,...,n.
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Demonstragdo. Consultar (Stichtenoth 1993). O

O teorema anterior ¢ conhecido como Teorema da aproximacdo fraca. Muni-
dos deste resultado somos capazes de provar o seguinte corolario.

Exemplo 1.2.6. Seja F/K um corpo de fun¢do. Sejam P1,..., P, n places dis-
tintos de F. Considere ay,az,...,a, € F sdo elementos arbitrarios e sejam
my,ma, ..., My Ser numeros naturais arbitrarios. Entdo o sistema de congruén-
cias x = a; modP; tem uma solucdo em F.

Corolario 1.2.3. Todo corpo de fungoes possui infinitos places.

Demonstragdo. Suponha que exista somente um numero finito de places, digamos
Py, ..., P,. Entdo pelo teorema anterior podemos encontrar um elemento x € F
transcendente sobre K tal que vp, (x) > 0. Este fato indica que x ndo possui polos
o que contradiz o resultado 1.2.2. O

Teorema 1.2.7. Seja F/K um corpo de fungées.
(a) Sejaz € F, P1,..., Py € F/K zeros de z. Entdo
m
> vn P < IF:KE).
i=1

(b) Cada 0 # z € F possui um niimero finito de polos e zeros.

Demonstragdo. a) Para simplificar a notagdo vamos denotar por vp, = v; €
Deg(P;) = d;. Como cada P; ¢ principal existe ¢#; tal que

1, sek =i

ve (i) = .

0, sek #1i.
. R P;
Escolhamos s;,, ..., S; ;i € Op; tais que as classes residuais Si e Sy
X i

formam uma base para Fp, sobre K. Por uma aplicagdo mais simples do
Teorema 1.2.6, podemos encontrar z;; € F tais que para cada i, j

vi(sij —Zij) >0e vk(Z,'j) > v (2)

parak #i.
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Vamos mostrar que os elementos 7/ z;; sdo linearmente independentes sobre
K(x). Como o numero de elementos dessa forma ¢ igual a

Y fivi(z) = ) vpi(x) Deg(P;),

i=1 i=1

temos que a prova dessa proposi¢ao seguira dessa afirmagdo. Suponhamos
que exista um combinagdo linear ndo trivial sobre K(x)

ro fi vi(x)

D3 ujja0)ifzij = 0. (1.4)

i=1j=1a=0

Sem perda de generalidade, podemos assumir u;;, € K[x] e que nem todos
Ujjq sdo divisiveis por x.

Entdo existem indicesk € {1,....r}ec € {0,...,ex — 1} taisque x |ug ;4 (x),
para todoa < c eparatodo j € {1,..., fi}, € X — ugjc(x), para algum
jell, ..., fr}h
Multiplicando 1.4 por t;—c, obtemos
ro fi vi(x)
Z Z Z uija(x)l‘ial‘k_czij =0.
i=1j=1 a=0

Parai # k, todas as parcelas da soma anterior estdo em Py, ja que

Vi (Pija (X)1' 1 € zij) =
Vi (Pija (X)) + v () + v (1) + vi(zi5) > —c + vi(x) > 0.

Parai = k ea < ¢, temos que

Uk (Pija (X)L k) = Vi(Prja (X)) + vk (17 7) +vp(2k;) > —c+vp(x) >
0.Parai = kea >, temos que vk(¢;.€ja(x)l]‘€‘_czkj) >vp(x)+a—c >
a — ¢ > 0. Combinando os casos anteriores, temos que

Jr
Z brje(X)zkj € Py.

j=1
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Notemos que ¢ (x)(Px) € K, uma vez que tudo que for multiplo de x
pertence a Py, de modo que no quociente Fp, so resta o termo constante, e
que nem todos ¢ jc (x)(Pr) = 0, pois x ndo divide todos 0s ¢ . (x), donde
temos uma combinagdo linear ndo trivial

sobre K. Mas isso ¢ uma contradigdo, pois {Zkl (Py),..., Zk g (Pk)} é uma
base de Fp, /K (pois v;(sij — zij) > 0 implica que s;; — z;; € P; € as-
sim s;; (P;) = zi; (P;), com {sil(Pi), o Sif, (Pi)} sendo uma base de
Fp,/K).

b) Se x € K a afirmagdo ¢ imediata. Suponhaz € F comz ¢ K, isto é, z
ndo € constante. Entdo pelo item a) temos que z possui um nimero finito
de zeros. Para mostrar que z possui finitos polos vemos que z~! possui um
numero finito de zeros ¢ isto fato segue novamente do item a).

O

Corolario 1.2.4. Seja F/K um corpo de fungdes. Entdo [K : K] < oo.

Demonstragdo. Como Pr # @ (item b) do Teorema 1.2.7), podemos tomar P €
Pr. Lembrando que podemos identificar X em Fp via o mapa candnico, por
consequéncia deste fato obtemos [ : K| < [Fp : K] que ¢ finito pelo Teo-
rema 1.2.5. O

Vamos agora aprofundar nossos estudos sobre corpo de fungdes racionais. Seja
F = K(x) com x transcendente sobre K. Seja f(x) € K][x] um polindmio
monico e irredutivel sobre K. Considere os seguintes conjuntos:

Of = {u(x) |u(x),v(x) € K[x]e f(x) ¢ v(x)} (1.5)
v(x)

u(x)
Py i= {5 0.0 € KIx), @) e £ Fueof  (1.6)
Exercicio 1.2.3. Mostre que os conjuntos Oy e Py sdo anel de valorizagdo e
place de K(x) respectivamente.

Em particular, quando f(x) = x —a com a € K escrevemos simplesmente
Oq := Of e P, := Py. Com esta notagdo fica claro que cada elemento de K
corresponde a um place em K(x). Outro anel de valoriza¢do em K(x) é
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Ooo = {u(x) |u(x),v(x) € K[x]edeg(u) < deg(v)}
v(x)
Cujo ideal maximal ¢
Py = {@| u(x),v(x) € K[x|, deg(u) < deg(v)} (1.7)
v(x)

Chamamos a aten¢ao do leitor para o fato de que essa escrita depende do elemento
gerador de K(x). O place Poo € chamado de place infinito de K(x).

Exercicio 1.2.4. Mostre que K é o corpo de de constantes de K(x).
Proposicio 1.2.4. Sobre o corpo de fun¢des racionais K (x) podemos afirmar que:

a) Seja P = Py o place definido em 1.6. Temos que f(x) é pardmetro local
de P.

b) O corpo residual K(x)p é isomorfo a <§([jg> isto é, a aplicacdo ¢

K
“fo — K@)e

¢(u(x) mod f(x)) =u(x)+ P
Consequentemente, deg(P) = deg(f).

¢) Seja P = P definido em 1.7. Entdo um pardmetro local para P é % e,
consequentemente Deg(Poo) = 1.

Demonstragado. a) Seja P = Py = {gg;“ﬁg e K[x], p|fep+t g},
onde p = p(x) € K[x] é um polindmio irredutivel. Logo o ideal <
p(x) >C P =< t(x) > como p(x) ¢é irredutivel e monico conclui-se

p(x) = 1(x).

b) Agora defina ¢ : K[x] — % dado por ¢(f) = f(x)(P). Como p ¢
irredutivel temos que Ker(¢) =< P > e ¢ ¢é sobrejetiva uma vez que dado
z € Op,z = Zgg com u(x),v(x) € K[x] coprimos e p(x) } v(x).
Logo existem a, b € K|[x] tais que a(x)p(x) + b(x)v(x) = 1, entdo z =
% + b(x)v(x). Dai z + P = (b(x)u(x)) + P € Imé¢. Portanto,

% ~ %. edeg(P) = deg(p(x)). A ultima afirmagdo segue de

K{x]
< p(x) >

deg(p(x)) = | : K] =[K(x)p : K] = Deg(P).
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¢) A inclusio %(’)oo C Poo é clara. Dado u € Poo temos que u = 2&) com

T q(x)
deg(p(x) < deg(q(x) entdo u = %%&Cx)) € Ou. Portanto, O = Peo,
1
ou seja = ¢ parametro local de Poo. Agora, observando que 5 K(x) ~ K[lx]
<x>
temos que Deg(Pso) = 1.
O

Observamos pelo segundo item do teorema anterior que cada place de grau
esta em correspondéncia com polindmios lineares, e portanto com cada elemento
de K. Desta forma, se K € um corpo finito entdo K(x) terd um numero finito de
places de grau um.

Observacao 1.2.2. Seja K um corpo. A proposi¢do anterior nos permite concluir

que:

)

b)

Px(x) esta em bije¢do com { polinémio irredutivel de K[X]} U {1/X}.

Este fato decorre imediatamente da proposicdo.

#{P € Pg(x)l deg(P) =1} =1 + #K.

De fato, Segue do item a) desta observag¢do que dado P € Py existe
p(x) € K[x] monico e irredutivel tal que P = Pp(x). Se 1 = deg(P), en-
tdo pelo item b) do teorema anterior temos que 1 = deg(P) = deg(p(x)).
Assim, p(x) = x — a para algum a € K. Desta forma concluimos que
# {P € Prx)l deg(P) = 1} = 1 4+ #K. Observamos ainda que se K é
um corpo finito, entdo existira um numero finito de places de grau um em
K(x).

Por exemplo, suponha K = R. Sabemos que os uinicos polinomios irreduti-
veis sdo os de grau um e os de grau dois ax? +bx + c tais que b? —4ac <
0.Logo, os places em R(x) sdo dados por polinémios irredutiveis descritos
acima. Pelo item c) que # {P € Pxx)l deg(P) = 1} =14+#K = o0.

Segue do item b) do teorema anterior que em R(x) so existem places de
grau um ou dois.

Teorema 1.2.8. Os tinicos places de K(x) sdo da forma Py ou P.

Demonstragdo. Dado P € Pg(x) qualquer. Se P = Py ndo ha o que fazer.
Entdo suponha que P # Poo. Temos dois casos para o elemento x. Note que
se x € Op, entdo P = P, absurdo. Entdo x € Op. Assim K[x] C Op ¢
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definindo I := K[x]N P, temos que / éum ideal primo de K[x]. O mapa de classe
de residuos induz uma inclusdo de £ [x I em 22 entdo pela Teorema 1.2.4 temos
que I # 0 e portanto existe um (umcamente determinado) polindmio moénico
irredutivel p(x) € K[x] tal que I = p(x)K|[x]. Note que todo polindmio g(x)
tal que p(x) 4 g(x) ndo pode estar em I, ie, g(x) & P e g(x) € Op. Assim,
Op(x) C Op epelo Teorema 1.2.3 temos que Op = Op(x), ouseja, P = Pp(y).

O

1.3 Divisores

A partir desta secdo assumiremos que K = K.
Seja F/K denotara um corpo de fungées de uma variavel com K = K.

Defini¢do 1.3.1. O grupo de divisores de F /K ¢é definido como o grupo abeliano
livre gerado pelos places F/K e ¢é denotado por Div(F). Os elementos deste
grupo sdo chamados de divisores de F.

Mais especificamente, os divisores sdo somas formais

n
D=anl.Pi

i=1

ondenp, € Ze P; € Pp.
Os numeros 7 p; sdo chamados de coeficientes do divisor D. Para aqueles n}s
que ndo sao nulos definimos o suporte do divisor D como

Supp(D) ={P € Pp|np # 0}

Um divisor da forma D = P com P € Pg ¢ dito divisor primo.
Ressaltamos algumas propriedades do grupo Div(F). Dados dois divisores

Z npPeD = Z mp P temos que
PePr PePr

1. Asomade D e D’ é da forma:

D+ D' = Z (np +mp)P
PePr

2. Odivisor D énulosecadanp =0
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Ainda podemos estabelecer uma ordenagao parcial no grupo Div(F). Dados dois
divisores D = Z npPeD = Z mp P dizemos que
PePr PePr

D <D & np <mp paratodo P € Pr.

Se ainda tivermos que D # D' escrevemos que D < D’.

Quando cada np = 0 dizemos que D ¢ um divisor efetivo. Dado um divisor
D = Z n p P podemos definir a aplicagdo vp(D) = np paracada P € Pp.

PePr
Em termos desta aplicacdo podemos reescrever

Supp(D) = {P € Pr|vp(D) #0} e D=} wp(D)P
P eSupp(D)

Exercicio 1.3.1. Considere a curva dada pela equagio Z3> + X3 + Y3 = 0

definida sobre 5. Considere a fung¢do z = 5 _)f_ ~ eareta L com equagdo X = 0.

Calcule os places em comum entre z e L.

Definicdo 1.3.2. O grau de um divisor D = Z np P é definido como
PePgp

Deg(D) = ) vp(D)Deg(P)
PePr

Vemos que a aplicacdo Deg : Div(F) — Z dada por Deg(D) é um homo-
morfismo.

Exemplo 1.3.1. Seja F/K um corpo de fun¢ées. Dados Q, P € Pr dois pla-
ces com grau um e dois respectivamente. Podemos definir os seguintes divisores:
Dy =5P, Dy =230 e D3 = 7P + Q. Para exemplificar as defini¢oes acima
temos:

a) D1+ D, =5P 4+230;
b) D+ D3 =12P + Q,’
¢) Dj nao é comparavel com Dy, D3 = Dq;

d) vp(D3) =7,v9(D3) =1, evp/(D3) = 0 para todo place P’ # P, Q.
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e) Deg(D1) =5, Deg(D3) =46 e Deg(D3) = 9.

Como sabemos, cada 0 # z € F possui um nimero finito de polos e zeros. En-
tdo vamos denotar por Z := {P € Prlvp(z) > 0}e N :={P € Prlvp(z) < 0}
o conjuntos de zeros e polos de z respectivamente, logo tanto Z quanto N sdo con-
juntos finitos. Isto da sentido a proxima definigdo.

Defini¢ao 1.3.3. Seja 0 # z € F. Definimos entdo

1. div(z)g := Z vp(z) P, o divisor de zeros de z. O numero vp(z) é cha-
Pez
mado ordem do zero P;
2. div(2)eo = Z —vp(z)P, o divisor de polos de z. O numero vp(z) é
PeN
chamado ordem do polo P;
3. div(z) := div(z)¢ — div(z) 0, 0 divisor principal de z.

Observamos que os divisores de zeros e polos sdo ambos divisores efetivos e
que o divisor principal pode ser escrito da forma

divz) = ) vp(2)P. (1.8)

PePr
Definicao 1.3.4. O conjunto dos divisores
Princ(F) :={div(z)| 0 # z € G}
é um subgrupo de Div(F) e é chamado de grupo dos divisores principais de F.

Dizemos que dois divisores D, D’ € Div(F) sdo equivalentes e escrevemos
D ~ D'seexiste 0 # z € F talque D = D’ + div(z).

Exercicio 1.3.2. Mostre que Princ(F) é um subgrupo de Div(F).

Defini¢ao 1.3.5. Dado D € Div(F), definimos o espago de Riemann—Roch as-
sociado a D como

L(D) :={z € F| div(z) = —D} U {0}
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n m
Escrevendo o divisor D = ZaiP,- - Z bjQj coma;,b; > 0, podemos
i=1 j=1
destacar algumas propriedades imediatas: para cada z € L(D)

* z possui zeros de ordem maior ou igual a b; em Q j;
* z possui polos somente em cada P;, com ordem menor ou igual a a;.
Exercicio 1.3.3. Seja D € Div(F). Mostre que:
(a) z € L(D) & vp(z) = —vp(D) paracada P € Pf.
(b) L(D) # {0} & existe A € Div(D) talque A =20e A ~ D.

Seja D € Div(F). Um fato interessante sobre £(D) ele € um espago vetorial
sobre K. Com efeito, tomando w, z € L(D) e A € K temos pela propriedades de
valorizagdo que para cada P € Pr

vp(w+z) = min{vp(w),vp(z)} = —vp(D)

vp(Aw) = vp(w) = —vp(D).
Com isso, devemos verificar que este espago vetorial tem ou ndo dimenséo finita
sobre K. Mas antes de verificarmos este fato, veremos a relagdo entre esses espa-
¢os quando estes estdo associados a divisores equivalentes. Sejam dois divisores

equivalentes D e D’,isto é, D = D’ + (z), entdo L(D) ~ L(D’). Para verificar
este fato, basta observar que as aplicagdes

¥ :L(D) —s L(D)
X H—— Xz

¢ :L(D) —s L(D)

X — xz !

sdo mapas K -lineares um o inverso do outro.
Proposi¢io 1.3.1. Sejam D, D' € Div(F).

a) £(0) = K.
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b)
¢)
d)

e)

L(D) = {0} quando D < 0.
Se D < D', entdo L(D) C L(D') edimK(%) < Deg(D’' — D).
L(D) tem dimensdo finita. Se ainda tivermos Deg(D) = 0 entdo

dimg(L(D)) < Deg(D) + 1.

Se D ~ D’ entdo dimg (L(D)) = dimg(L(D"))

Demonstragdo. a) A inclusio K C L£(0) ¢ imediata. Agora, dado 0 # z €

b)

d)

L(0) temos pelo Exercicio 1.3.3 que vp(z) = 0 para cada P € Supp(P),
isto implica que z ndo tem polos, isto é, z € K. Portanto, K = L£(0).

Seja D um divisor com D < 0. suponha que existe 0 # z € L(D) nova-
mente pelo Exercicio 1.3.3 temos vp(z) = —D > 0 isto implica que z ndo
tem polos, mas possui pelo menos um zero. Absurdo!

Sejam D e D’ dois divisores tais que D < D’. Primeiro vamos mostrar
que L(D) C L(D’). Com efeito, seja z € L(D) entdo (z) = —D, como
D < D’ temos que div(z) = —D > —D’. Portanto, z € L(D’). Para
verificar a segunda afirmagdo observamos que D' = D + Py + --- + P,
onde P; € Pr e r = 0. Segue da primeira parte que

LD)CcLD+Py)C---CLD+ P +--+ Pp).

Portanto, basta mostrar que dimg (%) < 1. Suponha que D’ =

D+ P, onde P éum place. Como v p € sobrejetora, entdo podemos escolher
u € Ftalquevp(u) =vp(D') =vp(D)+ 1.

Dado z € L(D') temos que vp(z) = vp(D’) = —vp(u),isto é, vp(xu) =
0. Definindo a aplicagdo f : L(D') — O}TP dada por f(z) = xu + P. E
facil ver que esta aplicag@o tem kernel igual a £(D) e portanto induz uma
aplicagdo injetiva entre K-espacos vetoriais, ou seja,

dimg (EE((I;)))) <dimg(Fp) = Deg(P) = Deg(D') — Deg(D).

Seja D um divisor. Se Deg(D) < 0 ja vimos que possui dimensdo fi-
nita. Suponha que Deg(D) = m > 0 entdo pelo item anterior temos que

dimg(L(D)) = dimg (%) Fl<mil.
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e ) Suponha que D = D’ + (z) para algum z € F. Defina a aplicagio ¢ :
L(D") — L(D) dada por ¢p(x) = xz é um homomorfismo de K-espagos
vetoriais com inversa ¢ dada por ¥ (y) = yz~L. Portanto, dim g (L(D)) =
dimg(L(D)).

O

Pelo item d) vemos que £(D) possui dimensdo finita sobre K. Este fato é
tao importante que gera trabalhos académicos onde se busca exibir uma base para
o espaco de Riemann—Roch L£(D). Por outro lado, a utilizagdo da base de um
espago de Riemann—Roch pode ajudar a caracterizar certos tipos de curvas. Este
fato torna importante sermos capazes de calcular a dimensdo de um dado divisor.

Defini¢do 1.3.6. Para cada D € Div(F) definimos a dimensdo do divisor D
como £(D) :=dimg (L(D)).

Nos proximos resultados iremos nos preparar para sermos capazes de efetuar
o calculo da dimensdo de um divisor D.

Teorema 1.3.1. Seja 0 # z € F. Entdo

Deg(z)o = Deg(z)oo = [F : K(2)]. (1.9)
Demonstragdo. Escrevamosm = [F : K(z)]e D = div(z)oo = Z —vp, (2) P,

i=1
onde Pi,..., P sdo todos os polos de z. Entdo

Deg(D) =) vp,(x_")Deg(P;) < [F : K(2)).
i=1

Basta mostrarmos que a desigualdade contraria também ¢ satisfeita. Esco-
lhamos uma base f1,..., fm de F/K(z) e um divisor D’ tal que D’ = 0 e
(fi) = —D’,parai = 1,...,m. Entdo temos que

LkD + D'y = m(k + 1), paratodok = 0. (1.10)

Escrevendo d’ = deg(D’), obtemos que

nk +1) <4kD + D'y < Deg((kD + D')+) + 1 = Deg(kD + D) + 1 =
kDeg(D) + Deg(D') +1=kDeg(D)+d' + 1.
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Logom(k + 1) < kdeg(D)+d' +1 = k(deg(D)—n) >n—d’ — 1, para
cadak € N.

Note que o lado direito da ultima desigualdade ndo depende de k, portanto
deg(D) = n. Desse modo, provamos que Deg((z)oo) = [F : K(z)]. Como
(2)o0 = (27100, podemos concluir que Deg((z)g) = Deg((z Vo) = [F :
K(z™H] = [F : K(2)]. ,

Vamos provar 1.10. Para isso, basta mostrarmos que os elementos x* f;, com
0<i<kel<j <n,pertencem ao espago L(kD + D’) e sdo linearmente
independentes sobre K, pois isso nos da que [(kD + D’) = dim(L(kD + D)) >
nk +1).

De fato, (z)) = i(z) = i(2)0 — i (2)oo = —i(2)oo = —k(2)oo = —kD, pois
i <k, e(fj)=—D',paratodo j = 1,...,n. Dai, (z' f;) = (z) + (fj) =
—kD — D', ouseja, z' f; € L(kD + D).

m k m k
Ainda,sez Zaijzifj = 0,coma;; € K,temosquez Zaijzi fi =

j=1li=1 j=1 \i=1

k
0, donde Zaijzi = 0, paratodo j = 1,...,m. Como z é um elemento trans-
i=1
cendente sobre K, temos que a;; = 0, paratodosi = 1,....k, j =1,...,m.

Isso mostra que os elementos z* f j sdo linearmente independentes sobre K.
O

Como Deg(z)g = Deg(z)oo temos que todo divisor principal tem grau nulo.
Corolario 1.3.1. Sejam D, D’ € Div(F)ez € F.

a) Se D ~0<% D = (z)paraalgumz € F.

a) Se D = D’ + (z), entdo Deg(D) = Deg(D’).

b) Se Deg(D) = 0, entdo D é principal < £(D) = 1.
Demonstragdo. Segue diretamente da proposi¢ao anterior. O

Exercicio 1.3.4. Se X' é uma ciibica (afim) dada por y* + x(x — 1)(x —a), onde
ae€ K\{0,1} e F = K(x,y). Considere z = x~'. Mostre que L(s div(z)g) C
K[x,y] e que se s = 1 entdo £(s div(z)g) = 2s.

Proposicio 1.3.2. Existe uma constante A € 7. tal que para cada divisor D €
Div(F) vale a seguinte desigualdade:

Deg(D)—1(D) < A.
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Demonstragdo. Veja em (Childress 2009; Stichtenoth 1993). O

Defini¢do 1.3.7. Definimos o género de F /K como
g(F):=max{Deg(D)+1—-1(D)| D € Div(F)} (1.11)

Corolario 1.3.2. g(F) € N.

Demonstracdo. Exercicio. O

Exemplo 1.3.2. Uma curva é dita racional se possui género zero. Em particular,
g(PhH =0.

Sobre curvas racionais temos a seguinte caracterizacao.

Proposicao 1.3.3. Seja X uma curva plana irredutivel e ndo singular. Sdo equi-
valentes as seguintes afirmagaes.

a) X éisomorfo a Pl:
b) existe p € X tal que [(P) > 1.

Demonstragdo. Corolario da sec¢do 8.2 de (Fulton 1989). UJ



Neste Capitulo veremos o Teorema de Riemann—Roch e algumas aplica¢des. o
Teorema de Riemann—Roch possui varias aplicagdes na Geometria Algébrica, um
dos objetivos deste capitulo € utilizar este teorema para relacionar curvas e semi-
grupos numéricos. Ainda, veremos a definicdo de extensdes de corpos de fungdes
que generaliza o conceito apresentado no Capitulo 1 e exibimos dois especias ¢
bem conhecidos de extensdes: extensdo de Kummer e extensao Artin— Schreier.

2.1 O Teorema de Riemann—Roch
Defini¢do 2.1.1. Seja F/K um corpo de fungdes de género g. Para D € Div(F)
definimos o indice de especialidades de D como

i(D):=1(D) — Deg(D) + g — 1 2.1)

Seja F/ K um corpo de fun¢des de género g. Entdo Dado D € Div(F) temos
da defini¢do de género de um corpos de fungdes que a seguinte desigualdade ¢é
satisfeita

[(D) = Deg(D)+1—g. 2.2)
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Como vimos no Capitulo anterior, curvas e corpos de fungdes algébricos estao
relacionados. Assim, podemos dizer que o género de uma curva é o mesmo que
o género do corpo de fungdo associado a ela. Porém, quando falamos de curvas
planas existem outras maneiras de calcular o género de uma curva ou de exibir
uma cota para o mesmo. Denotando por 1, = v,(X) a valoriza¢do da curva X’
num ponto p € X. Se m € o grau desta curva ¢ g o género, entdo

¢ < (m—1)(m-2) Z rp(rp—l)'

2 o=y 2

Sabemos ainda que no caso particular de uma curva nao singular, o género da
curva ¢ dado por

_ (m—1)(m—2)
i e—

Em algumas literaturas o valor v, (X)) é chamado de multiplicidade da curva
no ponto p.

Exercicio 2.1.1. Ache uma cota para o género das seguintes curvas. Se for possi-
vel, calcule explicitamente o género.

@) x2 + % + 22;

b) x2y2 — 22(x2 + y2);
) xatl— 0y

d) z° + x3y® 4 y3x6.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Riemann). Seja F/ K um corpo de fungées de género
g. Entdo existe a € Z que depende somente de F /K tal que Deg(D) = a implica
que

[(D) = Deg(D)+1—g.

Demonstragdo. Escolhamos um divisor D’ com g = deg(D') — £(Dy) + 1 ¢
definamos a = deg(D’) + g.
Sedeg(D) = a, entdo
I(D—D')>deg(D—D')+1—g=deg(D)—deg(D')+1—g=
a—deg(D)+1—-—g=1.
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Assim, existe um elemento 0 # z € L(D — D’). Consideremos o divisor D" =
A +div(z) = D’.
Entdo, pelo temos que Deg(D) — £(D) = deg(D") — £(D") = deg(D’) —
LD =g—1.
Portanto /(A) < deg(A)—g+ 1, o que nos da finalmente a igualdade desejada.
O

Como consequéncia deste teorema obtemos que o indice de especialidade de
qualquer divisor sempre serd um nimero natural.

Exemplo 2.1.1. Seja K um corpo qualquer. Vamos mostrar que K(x)/K possui
género zero. Com efeito, seja P um polo de x, entdo tomando n suficientemente
grande, podemos aplicar o Teorema de Riemann para L(nP). Como 1,x, ..., x"
sdo linearmente independentes sobre K temos

l+n<fmP)=n+1-g.
Logo, g <0, isto ¢, g = 0 (pelo Corolario 1.3.2).

Sobre género de corpos de fungdes (ou curvas) podemos fazer a seguinte per-
gunta: dado g um numero natural, existe um corpo de fung¢des algébricos com este
género?

Vimos que para g = 0 ou 1 esta resposta ¢ afirmativa. Para demais valores,
basta considerarmos a curva dada por f(x)y? + g(x) onde f, g sdo polindmios
de grau g e g + 2, respectivamente.

Voltaremos a esta pergunta para o caso particular quando tratarmos de curvas
definidas sobre corpos finitos que sdo “maximais”.

Defini¢do 2.1.2. Um adele de F/K é uma aplicacdo

o:Prp— F
Pr+— ap

ap € Op para quase todo P. O conjunto Ar : {a|a éum adele } de todos
adeles de F/K ¢é chamado de espago de adeles de F/K. F facil ver que Ar
possui estrutura de K-espago vetorial.

Mais ainda, como uma fun¢do z € F possui um numero finito de polos, a
multiplicagdo zop pode ser definida da mesma forma e ainda sera um adele, de
onde segue que Af também possui estrutura de F'—espago vetorial. O mesmo
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argumento também nos permite ver que a aplicacdo constante P +— z um adele,

dito um adele principal, e, assim, temos uma inclusdo de F' em Apg. Portanto, a

valorizagdo vp se estende naturalmente a Ar definindo vp(«) := vp(ap).
Dado um divisor D € Div(F) nos definimos o conjunto

Ar(D) :={a € Ap|vp(a) = —vp(D), VP € Pr}.
Claramente Ap (D) é um K-subespago de AF.

Exercicio 2.1.2. Sejam D1, D € Div(F)com D1 < D,. Mostre que Ap(D1) C
AFr(D2) e

AF (D)

YR Deg(D2) — Deg(Dy). (2.3)

Teorema 2.1.2. Para todo D € Div(F) temos que

A

Demonstragdo. ver em (Stichtenoth 1993). O
A demonstragao do seguinte corolario ¢ imediata.

Corolario 2.1.1. Seja g o género de F/K. Entdo

dim (L)_
K\Ar+F) ¢

Defini¢do 2.1.3. Uma aplica¢do K-linear w : Ap — K que se anulaem Ap(D)+
F para algum D € Div(F) é chamada de diferencial de Weil. O conjunto
QF = {w| o é um diferencial de Weil }

é chamado de modulo de diferenciais de Weil de F/ K.

Assim como fizemos para o conjunto de todos adeles de F'/ K podemos para
cada D € Div(F) definir o conjunto

Qr(D):={w € 2F| w se anula em Arp(D) + F}.
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Destacamos que §2F possui estrutura de K-espago vetorial. Com efeito, sejam
w1, wy € 2F e A € K com wy se anulando em Ag(D1) e w, se anulando em
Ar(D>3). Entdo pelo Exercicio 2.1.2 temo que Aw; — w, se anula em Afg (D3)
para qualquer divisor D3 tal que D3 < Dy e D3 < D».

*
Seja D € Div(F), considere o conjunto (#) dos funcionais K-

lineares de -AF(V%%' Definimos a aplicacdo
Ar

ﬁ—
Ar(D)+ F
w0

Y. 82F

onde @ ¢ uma aplicacdo definida por w(u + Ar (D) + F) := w(u). Temos que
y € K-isomorfismo linear e portanto

dimgQF =i(D). 2.4)

Por 2.4 temos que 2 # {0}. Outra consequéncia de 2.4 (¢ Teorema 2.1.2) é que
temos a seguinte versdo preliminar do Teorema de Riemann—Roch.

I(D) = Deg(D) +1—g +i(D), (2.5)
para cada D € Div(F).
Definicao 2.1.4. Sejam z € F e w € 2F. Definimos o mapa

zw A — K

a+— w(za)

Observamos que zw € §2p. De fato, como w se anula em Ap(D) + F para
algum divisor D, entdo zw se anula em Ap((D + (2)) + F). Portanto, $2F,
possui estrutura de F—espacgo.

Exercicio 2.1.3. Mostre que com a aplicagdo acima, 2F é um F —espago vetorial.
Para cada diferencial de Weil ndo nulo @ definimos o seguinte conjunto
M(w) :=1{D € Div(F)|w se anula em Ap(D) + F}.

Como consequéncia do Teorema de Riemann observamos que existe uma cons-
tante a que depende somente do corpo F satisfazendo a condi¢do de que um divisor
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D com Deg(D) = a entdo o indice de especialidade é nulo, isto é, i (D) = 0.
Este fato somado ao de que dim(AFé)ﬁ) = i(D) garante que todo elemento

M(w) possui grau menor que a. Desta forma temos a existe de um elemento V
em M (w) com grau o maior possivel.

Proposicio 2.1.1. Seja F/K um corpo de fungoes.
a) dimp(2F) = 1.

b) Seja 0 # w € 2F. Entdo existe um divisor unicamente determinado W €
M(w) tal que D < W para todo D € M(w).

Demonstracgdo. O

Defini¢do 2.1.5. Seja 0 # w € 2F. O divisor (w) é chamado divisor canonico
de F/K. (w) é um divisor unicamente determinado satisfazendo:

1. w se anulaem Af((w)) + F,
2. Se w se anula em Ap(D) + F entdo D < (w).
3. Para P € PF definimos vp(®) := vp((w)).

4. Um place P é dito zero de w se vp(w) > 0. O diferencial de Weil é dito
regular em P se vp(w) = 0 e holomorfa se vp (w) = 0 para todo place P.

5. Um place P é dito polo de w se vp(w) < 0.
Notamos que paracada0 # z € F e 0 # w € wf temos que
(zw) = div(z) + (). (2.6)

Com efeito, existe uma divisor D tal que w se anula em Ag (D) + F. Portanto,
zw se anula em Ap (D + (z)) + F. Entdo div(z) + (w) < (zw) e consequente-
mente (zw) + div(z™!) < (zwz~™!) = (w). Juntando essas informagdes segue a
igualdade.

Proposicio 2.1.2. Seja D um divisor em um corpo de fungées F /K de género g.

a) Qr(D)={w € 2F|w =00u (w) = D}, 2Fr(0) ={w € 2F| w é regular}

e dim(2F(0)) = g.
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b) Sejam W e W' dois divisores candnicos. Entdo existe 0 # z € F tal que
W' =W + div(z).
Demonstragdo. a) Basta aplicar a definicdo anterior e a igualdade 2.4.

b) Segue da observagdo acima e do item a) da Proposi¢ao 2.1.1.
O

Teorema 2.1.3. Sejam D € Div(F) um divisor qualquer e W = (w) um divisor
canédnicode F/K. Entdo L(W — D) e 2F (D) sdo isomorfismos como K-espagos.

Demonstragdo. Considere a aplicacdo

W L(W — D) —Qp(D)

Z —Zw

Segue da igualdade 2.6 que ¥ esta bem definida e sua linearidade e injetividade
surge diretamente da sua definicdo, portanto basta verificarmos a sobrejetividade.
Com efeito, dado w’ € 2 (D). Como 2F (D) tem dimensdo um, existe z € F
tal que @’ = zw. Desta forma div(z) + W = o’ =< D e isto implica que
ze€ LW —D),istoé, ¥(z) = o'.

O

Segue o Teorema 2.1.3 edo fato i (D) = dimg 2Fr (D) que
i(D)y=1(W-D) 2.7

para qualquer D € Div(F).
Os resultados precedentes convergem no importante resultado a seguir

Corolario 2.1.2 (Teorema de Riemann—Roch). Seja W um divisor canonico do
corpo de fungoes F/K de género g. Para qualquer divisor D € Div(F) temos

I(D) = Deg(D) +1—g + (W — D). (2.8)

Corolario 2.1.3. Todo divisor canénico de um corpo de fun¢ées F/K de género
g satisfaz

Deg(W)=2g—-2 e t(W)=g



38 2. Teorema de Riemann—Roch

Demonstragdo. Primeiro vamos calcular a dimenso de um divisor candnico. Seja
D = 0 um divisor nulo, entdo pelo Teorema de Riemann—Roch temos que 1 =
[(0)=1—g+ I(W),isto é, [(W) = g. Agora tomando D = W obtemos que
g=IW)=1—-g+1(0) + Deg(W),ouseja, Deg(W) =2g — 2. O

No proximo exemplo voltamos ao Exemplo 1.1.1 onde estudamos uma curva
C com equacio y2 = (x —c1)(x —c2)(x — c3) e verificamos que a mesma possui
género um.

Exemplo 2.1.2. Vamos mostrar utilizando o Teorema de Riemann—Roch que uma
curva com g = 1 tem mesma equacgdo que C. De fato, seja P € C um ponto
qualquer. Entdo pelo item a) do Teorema de Riemann temos que [(P) = 1. Da
Proposicdo 1.3.3 temos que [(P) = 1.

Afirmacdo: Dado um numero natural s = 1 temos que l(sP) = s. De fato,
como g = 1 temos que todo divisor canonico possui grau nulo, assim Deg(W —
sP) = —s < 0. Portanto, [(sP) =s+1—1=ys,istoé, [(P)=1,I2P) =2,
wo, l(iP) =i paracadai = 1.

Como sP = (s 4+ 1) P obtemos a seguinte cadeia de inclusoes

L(P) L@2P) - L(6P). (2.9)

Seja 1, x uma base para L(2P). Pela equacio 2.9 seja 'y & L(2P) tal que
1,x,y seja base de L(3P). Observamos que (x)oo = 2P (Caso contrario C
seria racional) e div(y)oo = 3P, entdo K¢ = K(y,x) e [Kc : K(x)] = 2
Segue portanto que 1,x,y,xy,x?,y% € L(6P). Entdo existe uma relagdo

b1y? + y(a1 + azx) = f(x), (2.10)

com ai,az,b1,by € K e f(x) € Kl[x] um polinémio com grau no mdximo
trés. Apos algumas manipulagoes adequadas, podemos reescrever a equagdo 2.10
como y* = (x —c1)(x — ¢c2)(x —¢3), com c1,¢2,¢3 € K.

Corpos de fungdes algébricos que contém um divisor de grau um e possuem
género um sdo chamados de corpos de fungées elipticos. Um curva cujo corpo de
funcdes satisfaz as condigdes anteriores ¢ chamada de curva eliptica.

Proposicio 2.1.3. Sejam F/K um corpo de fun¢des de género g e D um divisor
tal que Deg(D) = 2g — 1. Entdo [(D) = Deg(D) +1—g.

Demonstragdo. Basta notar que Deg(W — D) < 2g —2)— (2g —1) < 0, onde
W ¢ um divisor candnico de F. O
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No proximo resultado, caracterizamos todos os divisores candnicos.

Proposicio 2.1.4. Seja F/K um corpo de fungées de género g. Um divisor D é
candnico se, e somente se, Deg(D) =2g —2el(D) = g.

Demonstragdo. A ida desta afirmagdo ja foi verificada. Agora seja D um divisor
tal que Deg(D) =2g—2el(D) = g. Como ]

IW—D)+1—g=Deg(D)+I(W—-D)+1—g=>g,

onde concluimos que /(W — D) = 1. Portanto, Deg(W — D) = 0 e como vimos
anteriormente estes dois divisores sdo equivalentes. O

Defini¢do 2.1.6. Seja P € Pr. Um inteiro a = 0 é chamado de ndo lacuna (ou
non-gap number) de P se existe um elemento x € F tal que (x)oo = aP. Caso
contrario a é chamado de lacuna (ou gap number) de P.

Proposicio 2.1.5. Sejam F/ K um corpo de fun¢des de género g e P € Pg. Entdo
cada a = 2g é um ndo lacuna de F. Em outras palavras existe x € F com divisor
de polos (x)so = aP.

Demonstragdo. Dado um inteiro a = 2g, consideramos o divisor D = a P, entdo
Deg((a—1)P) = (a—1)Deg(P) = 2g — 1. Segue da Proposicao 2.1.3 que
[(a—1)P)=(a—1)Deg(P)+1—gel(@aP) =aDeg(P)+1—g,ouseja,
[((a—1)P) < l(aP). Assim, L((a — 1)P) L(aP). Em outras palavras, cada
elementos x de L(aP) que ndo esta em L((a — 1) P) satisfaz (x)oo = aP.

O

Esta proposi¢do mostra que dado /K um corpo de fung¢des de género g (ou
uma curva plana de género g) todo natural n = 2g ¢ um nao lacuna de F, isto &,
os numeros 2g,2g +1,2g+2, ..., sdo sempre nao lacunas. Percebemos que para
um corpo de fungdes (ou uma curva) de género g existirdo um niimero finito de
numeros que sdo lacunas e estes se encontram abaixo de 2g — 1. Este fato aguca
nossa intui¢ao para a possibilidade do surgimento de um novo objeto (isto ficara
mais claro nos proximos resultados).

Teorema 2.1.4 (Teorema das lacunas de Weierstrass). Suponha que F /K possui
género g > 0 e P um place de grau um. Entdo existe exatamente g lacunas
i1 <+ <ligde P. Temos ainda que,

i1=1 e ig<2¢g—1
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Demonstragdo. temos a seguinte caracterizacao das lacunas:
a élacunade P se,es6se, L((a—1)P) = L(aP).
Olhando para a sequéncia de espagos vetoriais
K=LO)CL(P)CLR2P)C ---L(2g—1DP)

E lembrando que dim£L(0) = 1, dimL((2g — 1)P) = gedimL(iP) <
dimL((i —1)P) + 1, para todo i. Juntando essas informa¢des podemos concluir
0 teorema. 0

Exercicio 2.1.4. Considere X uma curva, D € Div(X) e p € X um ponto.
Mostre que L(W — D — p) # £(W — D) se, e somente se, {(D + p) = £(D),
onde W é um divisor canonico.

Exercicio 2.1.5. Considere X uma curva e D, D" € Div(X) divisores tais que

D + D' = W, onde W é um divisor canonico. Mostre que {(D) — £(D’) =
Deg(D)—Deg(D")
2

2.2 Semigrupos Numéricos

Antes de apresentarmos a definicdo de semigrupo de Weierstrass precisamos da
seguinte defini¢do.

Definicao 2.2.1. Seja S C Ny. Dizemos que S é um Semigrupo Numérico se.
1. 0€S.
2. x+yeS, parax,y€S.
3. G(S) := Ng — § éfinito.

Os elementos de G(S) sdo chamados de lacunas (ou gaps) de S. A cardinali-
dade de G(S) ¢ chamada de género de S. Sobre semigrupos numéricos existem
outros elementos importantes que valem a pena serem destacadas. Entre eles sdo:

1. A Multiplicidade de um semigrupo numérico ¢ o menor elemento niao nulo
de S. Denotamos m(S) := min{x € S| x # 0}.

2. O numero de Frobenius de S é o maior natural que ndo estd em .S'. Denota-
mos F(S) := maxG(S).
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Exemplo 2.2.1. S = Ny é um semigrupo numérico com género zero. Além disso,
€ o unico semigrupo o qual possui género nulo.

Se S possui género g podemos mostrar que
0<m(S)<g+1.
Exemplo 2.2.2. Se S tem género g e multiplicidade igual a 2, entdo
S =1{0,2,4,6,...,2¢—-2,2¢,2¢g +1,...}.
Este semigrupo é chamado de semigrupo Hipereliptico.

Notamos que se S tem género g, entdo [2g,00) C S. Com efeito, em [1,2g]
existem, pelo menos, g ndo lacunas by, ..., bg. Se existe x > 2g sendo uma gap,
entdo x # x—b; € G(S)paracadai = 1,..., g. Portanto, existiriam pelo menos
g + 1 gaps o que € um absurdo.

Dado um semigrupo numérico S, um elemento de S € chamado de condutor
de S e, denotado por ¢(S), se paracada x € N com x = ¢ entdo x € S. Em outras
palavras c(S) = F(S) + 1.

Sobre o condutor de um semigrupo, temos o seguinte resultado.

Lema 2.2.1. Seja S um semigrupo numérico de género g. Entdo g +1 < ¢(S) <
2g.
Exemplo 2.2.3. Considere o conjunto S = {0,5,10,11,12,14,...}. Vemos que

G(S)=1{1,2,3,4,6,7,8,9, 13} éfinito e que é fechado em ralag¢do a soma. Logo,
g(S) =9em(S) = 5. Notamos que

Definicdo 2.2.2. Dados ni,nj,...,n, € N relativamente primos entre si. O
conjunto
<ni,na,....,np >={ajny +---+arny| comay,...,ar € No}

é um semigrupo numeérico. Tal semigrupo é chamado de semigrupo gerado por
niy,na,...,nyr

Todo semigrupo numérico possui um conjunto de geradores, para mais deta-
lhes ver (Rosales e Garcia-Sanchez 2009).

Exemplo 2.2.4. Seja S =< 2,3 >. Como 2 é coprimo com 3 temos que S é um
semigrupo numeérico onde S = {0,2,3,4,5,6,7,...} e G(S) = {1}
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Para semigrupos numéricos como do exemplo anterior, isto é, gerados por
dois elementos, existe uma formula dependendo apenas dos geradores: Se S =<
a,b > entdo

(a—DB-1

g(S) = — (2.11)

Para ver a demonstracdo deste fato o leitor pode consultar (Rosales e Garcia-
Sanchez 2009).

As demonstragdes dos proximos resultados sdo deixadas como exercicio ao
leitor.

Teorema 2.2.1. Sejam S semigrupo numérico e m € S. Estdo S \ {m} é um
semigrupo numeérico se, e somente se, m é um gerador minimal de S.

Teorema 2.2.2. Sejam S’ e S dois semigrupos numéricos. Entdo
a) S+S" ={m-+n|meSeneS'}semigrupo numérico.

b) Se a é um conjunto de geradores de S e 8 é um conjunto de geradores de
S’ entdo a U B é um conjunto de geradores de S + S’.

Seja X'r uma curva plana, projetiva, irredutivel e considere um ponto P €
XF.
Considere L(mP) o conjunto de fungdes racionais com polos somente em P.
Construimos o conjunto U = | J,,5 o L(mP).
Notamos a seguinte caracterizagdo

I(mP)=I(m—1)P)+ 1seesdse f € U comvp(f)=—m.
Definimos o seguinte conjunto

Hp(P) = {~vp()| f € U*}. 2.12)
Teorema 2.2.3. O conjunto Hp (P) é um semigrupo numeérico de género g.

Demonstragdo. Se m,n € Afr(P) entdo existem f,g € A tais que vp(f) =
—mevp(g) = —n. Sem = 2g — 1, temos pelo Teorema de Riemann—Roch
que {(mP) = m + 1 — g onde g € o género da curva. Por outro lado, temos
por resultados anteriores que m € Ap(P) para todo m = 2g. Isto mostra que
[(mP) = I((m—1) P) somente para g valores de m. Logo, #G(Afr(P)) = g. O
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Definicdo 2.2.3. Um semigrupo numérico S é dito ser um semigrupo de Weiers-
trass se existe uma curva Xg e um ponto P € X tais que S = Hp (P).

Neste primeiro exemplo estudaremos a curva Hermitiana. O semigrupo desta
curva tem sua importancia devido a caracterizar a familia de semigrupos gerados
por dois elementos como sendo todos Weierstrass. Neste exemplo utilizamos pro-
priedades de curvas para obter o semigrupo, nas sessao seguintes aprenderemos
outros métodos para calcular este e outros semigrupo de forma mais simples.

Exemplo 2.2.5. Seja q poténcia de um primo, Hg : X911 —Y9Z — Y Z4 sobre
F,2. Sabemos que Poo = (0 : 1 : 0) é o unico ponto no infinito (com Z = 0) da
curva Hy.

Como a reta tangente a curva Hermitiana em Po, € —Z, temos que t = % é pa-
rametro local em Pss.

Observamos que %, % sdo fungoes regulares fora de Ps,. Calculando a valori-

zagdo, temos:
ct = )1+ § s v (BT H) =+ = ve (B = —@+ D),

c (£) T = (L) + L = (@+Dvp(2) = —q@+1) = vp (%) = —q.

Logo, q.q + 1 € Hy,(Px). Portanto, o semigrupo gerado por q,q + 1 (<
q.q + 1 >) estd contido em Hy,,(Pwo). Utilizando a férmula para género de um
semigrupo gerado por dois elementos, temos que

q(g—1)

g(<q.q+1>)= 7

. Conclusado:
Hy,(Px) =< q.,q +1>.

A luz do exemplo anterior, podemos questionar se todo semigrupo numérico
¢ um semigrupo de Weierstrass. Esta problematica foi introduzida em 1890 por
Hurwitz. Apds quase 80 anos de estudos foi observada uma condi¢@o necessaria
para que um semigrupo numérico fosse de Weierstrass. Tal condigao ¢ chamada de
condicdo de Buchtweitz e ¢ apresentada a seguir. Seja H um semigrupo numérico
com conjuntos de lacunas G := {Zl, ot g}. Definimos o conjunto das n somas
de G por

nG = {Eil +.“+€in|€ij € G}.
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A condigdo dada por Buchtweitz ¢: H ¢ Weierstrass entao
#G < 2n—1(g-1)

paratodon € N comn = 2.

Essa condigao ¢ ideal para verificarmos que semigrupo numérico H ndo ¢ Wei-
erstrass. Por exemplo, um dos primeiros exemplos que mostram que nem todo se-
migrupo numeérico & Weierstrass é H talque G = {1,2,...,11,12,19,21,24,25}.

Vejamos mais alguns exemplos de semigrupos de Weierstrass.

Exemplo 2.2.6. Curva GK: Considere q = n3, paran = 2. A curva GK é definida
pela equagoes

n
an_n+1 =y Z(—l)i+lxi(n_1)
i=0
X" +x :yn—i-l
definida sobre IF 2. O género de GK ¢é dado por g = w + 1 e possui
um unico ponto no infinito Pso = (1 : 0: 0 : 0). Outra propriedade interessante
desta curva é que ela é uma curva maximal.

Vamos denotar por P; := (a;,0,0) € GK(F,2) tais que a’} +a; =0, para
j=1...n.0;:=1(a;.b;.0) € GK(F ) tais que a’t + a;j = b?“ eb; #0,
para j = 1,...,n3—n. Usando as equacées da curva GIC podemos exibir fungées
satisfazendo

n—n

(z) = ZQ,+ZP —n3

y) = 2:(112 —n+ 1P —(n* —n® +n) P

j=1
(x —a;) =(n> + )(Pj — Poo).

Usando essas fungoes podemos provar que
H(Py) = H(Qi) = H(Pj) =< n>—n?+n,n®+1,n>,

3

paracadai =1,....n° —nej=1,...,n.
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Exemplo 2.2.7. (Matthews e Peachey 2010) Seja Fy7 = F3(w), onde w3 —w +

1 = 0. 4 curva norma-traco sobre F»7 é dada pela equacéio y° + y3 +y = x13.

Esta curva possui exatamente 9 places da forma P; = Pog;, onde ag = 0,a1 =
lay =2, a3 =w, as = w3, a5 = w?, ag = w4, a7 = w6, ag = w22. Apds

alguns calculos obtemos
G(Px) =11,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,14,15,16, 17,19, 20, 21, 23, 24, 25, 28,
29,30,32,33,34,37,38,41,42,43, 46,47, 50, 51, 55, 56, 59, 60,
64,68,69,73,77,82, 86,95},

onde Pso € 0 ponto no infinito da curva norma-trago.

2.3 Extensoes Algébricas de Corpos de Fungoes

Seja F/ K um corpo de fungdes de uma variavel sobre o corpo de constantes K ¢
vamos considerar F’/K’ um corpo de fungdes de uma variavel sobre o corpo de
constantes K’ tal que F C F’ é uma extensdo algébricae K C K'.

Nesta se¢do vamos considerar que K é um corpo perfeito e vamos considerar
que F e F’ estdo ambos sobre um mesmo corpo algebricamente fechado.

Defini¢do 2.3.1. Um corpo de fun¢ées F'/K' é chamado de extensio algébrica
de F/K se F C F' como extensdo algébricae K C K.

1. F'/K' é chamada de extensio de corpos constante se F' = FK’, isto é, F'
é o corpo compésito de F e K’ .

2. F'/K' é chamada de extensio finita se [F' : F] < oc.

Podemos observar a defini¢do no diagrama abaixo.
F/
K’ F
K

Sobre a defini¢do acima observamos através do diagrama e de propriedades do
grau de transcendéncia que K’/ K é uma extensdo algébrica. Verificamos ainda
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que F N K’ = K. Com efeito, se x € F N K’ , temos que x € F e x é algébrico
sobre K, pois x € K. Como K ¢ algebricamente fechado em F, temos que x € K,
o que mostra que F N K’ C K.

Exemplo 2.3.1. Um exemplo de extensées: Tomemos K = K' = Fg, F = K(x)
como o corpo de de fungées racionais e F' = K(x,y) com y4 = x4+1 4 x.

Sobre a defini¢do anterior e a Definigao 1.2.1, podemos construir novos ob-
jetos. Suponha que K = F; um corpo com g elementos. Considere corpos de
fungdes F; /K comi > 0 satisfazendo

1. F; & Fiyq,paratodoi = 0.
2. F;4+1/F; é finita e separavel.
3. limisoeog(Fi) = o0.

A sequéncia acima é chamada de Torre de fungdes. Note que Fij4+1 = Fj(x;).
A seguir apresentamos alguns exemplos de Torre de Fungdes sobre [Fy:

TF: Xty =alxi +b)" +c (2.13)
xi (1 —x;)
Fi: 2= 2.14
2
) 2 X +1

Em (2.13) a,b,c € F, comab™ + ¢ = 0 e mdc(m,q) = 1. Em (2.15) 2 } ¢.
A Torre 2.13 é chamada Torre de Fermat. Mais informagdes sobre estas Torres, o
leitor encontrara em (Garcia, Stichtenoth e Riick 2003).

Seja z € F. Para diferenciar os divisores (z), (z)o € (z)co em cada extensio
vamos denotar (2)F, (2)f e ()& em Div(F) e (2)F', (2)f" e (2)E em Div(F’).

Lema 2.3.1. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Se F'/K' é uma ex-
tensdo finita de F /K se, e s6 se, K' /K é finita.

Demonstragdo. Suponhamos que F’/K’ é uma extensio finita de /K. Entdo
F’ pode ser considerado um corpo de fungdes sobre K cujo corpo de constantes
¢ K’ . De fato, por hipotese F’/F é uma extensio finita e como F/K é um corpo
de fungdes, temos que existe w € F, w transcendente sobre K, tal que [F :
K(w)] < oo. Isso nos da que F’/K(w) é uma extensdo finita. Ainda, como K’ é
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algebricamente fechado em F’, temos que o corpo de constantes de F'/K é K’ .
Portanto, concluirmos que [K' : K] < oc.
A volta deixamos como exercicio para o leitor. O

Defini¢do 2.3.2. Seja F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K. Um place Q €
Pr/ ¢ dito uma extensdo (ou esta sobre) de P € Pr quando P C Q. Quando Q
estd sobre P denotamos Q|P.

Esta definigdo levanta trés pontos. Primeiro ponto ¢ se para cada place em Pg
existe uma extensdo. O segundo ponto ¢ se a quantidade de places sobre um dado
place em P € Pp. E finalmente o terceiro ponto ¢ se dado um place Q em F’
existe algum place P em F tal que Q|P. Vamos responder estes pontos ao longo
dessa sessdo.

Exemplo 2.3.2. Seja K um corpo qualquer. Considere F = K(x, y) com y3 = x.
Seja P € mPF o zero de y, entdo valorizando temos que vp(x) = 3vp(x) > 0
logo P também é zero de x. Se Py é zero de x em K(x) temos que vp(x) =
3vp,(x).

Como observaremos, o fendmeno que ocorre no exemplo anterior sempre ¢é
satisfeito.

Teorema 2.3.1. Seja F'/K' uma extensdo de algébrica de F /K. Considere P €
Pr, Q € Pr/, O e Of/. Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:

a) Q|P;
b) Op C Og
c) Existee € Z tal quee = 1 evg(z) = evp(z), Vz € F.
Demonstragdo. Exercicio. O

Observamos que se Q|P entdo pelo item ¢) do teorema anterior temos que
P =0NFeOp = 0p N F. Desta forma, existe uma imersdo de Fp em Fop
dada pela seguinte aplicacao

¢'@_)@
p Q

xX+P+—>x+0
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Entdo definimos o grau relativo f(Q|P) := [Fp : Fp] (que pode ser finito ou
infinito.)

O inteiro do Teorema 2.3.1 e € chamado indice de ramificagdo de Q sobre P ¢
¢ denotado pore(Q|P) := e. Quando e(Q|P) > 1 dizemos que Q| P se ramifica
esee(Q|P) = 1 dizemos que Q| P se ndo se ramifica.

Seja F’//K’ uma extensdo de algébrica de F/K. Se F;/K; é uma extensdo
de algébricade F'/K' ¢ Q1 € PF, uma extensdo de Q entdo

e(Q1/P) = e(01/Q)e(Q|P) (2.16)

f(Q1|P) = f(Q11Q) f(Q|P). (2.17)
Com efeito, como vp/(x) = e(P’|P).vp(x), paracada x € F, e vp (z) =
e(P1|P")vp/(z),paratodoz € F’,temosquevp, (x) = e(P1|P")e(P'|P)vp(x),
paratodo x € F, donde e(P1|P) = e(P1|P’)e(P’|P). A segunda igualdade se-
gue de forma analoga.

Proposi¢cio 2.3.1. Seja F'/K’' uma extensdo de algébrica de F/K. Considere
P € Pp, QO € Pp/ com Q uma extensdo de P. Entio f(Q|P) < oo & [F' :
F] < o0.

Demonstragdo. Consideremos as inclusdes K C Fp C Fp, e K C K' C Fp,,
donde [Fp : K] < 0o e [Fp, : K'] < oo. Entdo, segue que [Fp, : Fp] < o0 &
[K': K] < o0. Dessa forma, [Fp,, : Fp] <00 & [F': F] < 0. O

Os proximos lemas respondem dois dos trés pontos mencionados acima e sdo
deixados como exercicio.

Lema 2.3.2. Dado um place Q em Pf- existe exatamente um place P € P tal
que Q|P.

Lema 2.3.3. Seja F'/K' uma extensio de algébrica de F/K. Todo place P em
Pr possui um nimero finito e ndo nulo de extensoes em F'/K'.

Lema 2.3.4. Seja F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K e z € F’' elemento
transcendente sobre K. Entdo [K'(z) : K(z)] = [K' : K].

Teorema 2.3.2 (Equagdo Fundamental). Sejam F’/ K’ uma extensdio de algébrica
de F/K, P € Pp e Q1,...,Qm places em F' tais que Q;|P para cada i =
1,...,m. Entdo

> ei(QilP) fi(QilP) = [F': F]. (2.18)

i=1
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Demonstragdo. Tomando x € F tal que P seja o tunico zero de x em F/K. Seja
s = vp(x) > 0. Entdo pelo Lema 2.3.3 os places Q1,..., O, € P sdo exa-
tamente os zeros de x em F’'/K’ uma que vg, = e(Q;|P)s > 0. Calculando o
grau de F’/K(x) de duas formas diferentes obteremos o resultado desejado. Com
efeito,

[F': K()] =[F": K'(x)][K'(x) : K(x)]

= (Z vQ,-(X)Deg(Qi)) [K": K]

i=1

(Z eivp(¥)[F), : K'.[K': K])

i=1

=vp(x) (Z ei[Fg, : Fpl[Fp : K])

i=1

=sDeg(P) (Z e,'f,') .

i=1

Por outro lado [F'K(x)] = [F’ : F][F : K(x)] = [F' : Fl]sDeg(P), pois
div(x)g =sP. O

Seja G : X — Y um morfismo ndo constante de curvas projetivas ndo singu-
lares definidas sobre um corpo K. Entdo K(Y') é visto como subcorpo de K(X)
en = [K(X) : K(Y)] < oo. O indice de ramifica¢do ¢é definido da seguinte
forma: dado p € X e g := f(p). Sejat € Oy(Y) um pardmetro local do anel de
valorizagdo de ¢ em K(Y'). Considere v, a valoriza¢do discreta associada a p. O
indice de ramificac¢do € e(p) := v, (7).

Definicio 2.3.3. Sejam F'/K' uma extensdo de algébrica de F/K com [F’ :
Fl<ooeP ¢ Pr.

1. P étotalmente ramificado em F’/ F se existe um place Q € Pg: com Q|P
ee(Q|P)=[F':F].

2. P se decompde completamente em F'/F se existem exatamente m places
distintos Q € Pgr com Q sobre P.
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2.4 Extensoes Especiais

Nesta se¢do vamos estudar dois tipos especificos de extensdes de corpos de fun-
¢Oes algébricos. Sdo eles: extensodes tipo Kummer e extensdes tipo Artin—Schreier.
Estes dois tipo de extensdes sdo interessantes pois podemos explicitar o género uti-
lizando novas formulas, além ¢ claro de apresentarem muitas outras propriedades.

Defini¢io 2.4.1. Sejam F'/F uma extensdo finita de corpos e a € F. Consi-
derando a transformagdo F—linear T, : F' — F’ definida por T,(x) = ax,
escrevemos o polinémio caracteristico de T, como det(Ix — T,) = fa(x) =
X" + bp_1x" "V + ... + by. Entdo definimos a aplicagio Trago e Norma como:

1. NpiyF(a) = detTq = (=1)" fa(0) = (=1)"bo.
2. TFF//F(CZ) = —bn—la

Se{ay,...,an} éumabasede F'/F e

n
ax*a; = E ajjaj,
Jj=1

com ajj € F Entdo podemos escrever

Np: Fr(a) =det(ajj),

n

TI"F//F(G) = Zaii.

Jj=1

Lema 2.4.1. Seja F'/ F uma extensdo ciclicade graun, com G = Gal(F'/F) =<
a > (a € F'). Entdo

a) Trp:/ r(a) = 0se, e somente se, existe b € F' satisfazendo a = b — a(b).
b) Np/ r(a) = 1 se, e somente se, existe c € F' satisfazendo a = ﬁ.

Defini¢do 2.4.2 (Extensdo tipo Kummer). Seja F/K uma extensdo algébrica de
fungdes, onde K contém uma raiz n—ésima primitiva da unidade (n > 1 e coprimo
com a caracteristica de K). Suponha que exista um elemento u € F satisfazendo

u#z" paratodoze Ferln, r > 1. (2.19)
Definimos a extensdo de Kummer F’/F como

F' = F(w) com w" = u. (2.20)
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Teorema 2.4.1. Sejam Char(K) = p en € N tais que p ndo divide n. Suponha
que K contenha uma raiz primitiva da unidade z,. Entdo a extensdo F'/F é
ciclica de grau n se, e somente se, z € F' tal que F' = F(z) com polinémio
¢(t) = t" — u é o polindmio minimal de z sobre F. Neste caso, F'/F éuma
extensdo de Kummer.

Demonstragdo. Suponhaque F’/F éciclicade graun. Entdo G = Gal(F'/F) =<
a > com o(a) = n. Observamos que Ng//f(z,) = z,, = 1 e portanto pelo lema
anterior temos que existe z € F’ tal que «(z) = z,z. Uma vez que o’ (z) = ZZZ
temos que o' (z) = z < n|i. Desta forma zz,, ... ,zz"~1 530 conjugados dis-
tintos de z, assim o polindmio irredutivel minimal de F é da forma ¢(¢) :=
1,200 —2h2).

Por outro lado, « satisfaz a seguinte propriedade a(z") = (x(2))" = (zz,)" =
z", isto é, z" = a € F. Portanto, como z,zz,, ... ,zz,'j_l sdo raizes de t"* — a
concluimos que ¢(t) = t" —a.

Reciprocamente, se ¢ (t) = t” — a é o polindmio minimal de z sobre F entdo
Z,ZZn,...,2Z) " sdo raizes distintas de ¢ onde z ¢ um elemento qualquer no
fecho algébrico F de F. A verificagdo de F’/F é ciclica ¢ imediata. O

O proximo resultado ndo serda demonstrado aqui, o leitor interessado pode
consulta-lo em (Stichtenoth 1993), (Villa Salvador 2006).

Corolario 2.4.1. Seja F'/F uma extensido de Kummer, com F' = F(w) com
w" = u e u raiz n—ésima primitiva da unidade em K. Se IC denota o corpo
constante de F', g’ o género de F' e g o género de F entdo

, n 1
g =1+ g—1+- > (-
K : K] 2 5

mdc(n,vp(u))

)Deg(P)

Um caso especial do teorema anterior é quando K’ = K. Por exemplo, se
assumirmos que existe um place P € Pr tal que mdc(n,vp(u)) = 1 entdo u
satisfaz a condi¢do 2.19 pois se u = z” para algum r > 0 temos que vp(u) =
rvp(w) e portanto mdc(n,vp(u)) = r > 1, absurdo. Agora, seja O € Pr/ uma
extensdo de P, pelo item ¢) do teorema anterior temos que e(Q|P) =n = [F’ :
F]. Suponhamos que [K’ : K] > 1, considerando o corpo composito Fy := FK’
e o place Qg := Fy N Q. Temos que e(Q|Qo) = [F' : Fy] e pelo teorema
anterior temos 1 = ¢(Q|Q¢) = [F’ : Fy] > 1 contradigdo. Logo, [K': K] = 1¢
portanto K’ = K.
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Um importante fato das observagdes acima ¢é a simplificagcdo do calculo do
género

g/=1+n(g—1)+% PGXIP;F(n—rP)Deg(P) . (2.21)

Exemplo 2.4.1. Seja K = C. Considere F = K(x,y) com y?> = (x + 1)(x +
2)(x+3)(x+13)(x+11). Entdo o génerode F é2. De fato, temos que F = Fy(y)
onde Fy := K(x). Vamos denotar py = (x +1) p» = (x +2), p3 = (x + 3),
ps = (x +13), p5s = (x + 11), os zeros de p; por P; € Pg e o polo de x
por Poo. Entdo temos que vp,((x + 1)(x +2)(x +3)(x + 13)(x +11)) = 1le
vp ((x +1D)(x +2)(x +3)(x +13)(x + 11)) = —5 Segue do comentario acima
que K ¢ o corpo constante de F e [F . Fo| = 2. Vemos que os numeros ap para
P € Pr sdo:

ap =1 seP="P,i=1,...,5
ap =2 se P#£P,i=1,...,5
ap,, =1 pois 5 = 1mod?2.

Portanto, utilizando a igualdade 2.21 temos que g = 2.

Exemplo 2.4.2. Seja K = C. Considere F = K(x,y) com y* = (x + 21)(x +
32)(x + 53)(x + 71)(x + 99)(x + 86). Entdo o género de F é 2. De fato, temos
que F = Fy(y) onde Fy := K(x). Vamos denotar p1 = (x+21) p» = (x+32),
p3 = (x+53), ps = (x+71), ps = (x +99), ps¢ = (x + 86) os zeros de p;
por P; € Pr e o polo de x por Ps. Entdo temos que vp, ((x + 21)(x + 32)(x +
53)(x +71)(x+99)(x+86)) = levp ((x+21)(x +32)(x +53)(x +71)(x +
99)(x 4 86)) = —6 Segue do comentario acima que K é o corpo constante de F
e [F : Fo] = 2. Vemos que os numeros ap para P € Pg sdo:

ap =1 seP=P,i=1,...,6
ap =2 seP#P,i=1,...,6
ap,, =2 pois 6 = Omod?2.

Portanto, utilizando a igualdade 2.21 temos que g = 3.
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Generalizando esses exemplos temos a seguinte proposigao.

Proposicio 2.4.1. Considere K um corpo com Char(K) # 2. Seja F = K(x, y)
onde

¥ = f(x) = p1(x)pa(x) - pr(x),

onde p1(x), p2(x), ..., pr(x) € K[x] sdo polinémios ménicos, irredutiveis e dis-
tintos dois a dois. Se deg(f) = d entdo

d—2
= se2|d
F)y=1¢,2"
g(F) —dgl,se2+d.

Defini¢do 2.4.3. Seja F/ K um corpo de fung¢des algébricas de caracteristica p >
0. Se existe um elemento u € F satisfazendo

u#z¥—z, Vz€F, (2.22)

entdo F'/F com F' := F(y) onde yP — y = u é chamada de extensio Artin—
Schreier (ou para simplificar tipo A.S. ).

Com base na definigdo de extensoes tipo AS, vamos estudar o sinal da valori-
zagao da fungdo u — (z? — z).

Lema 2.4.2. Seja F/K um corpo de fun¢ées algébricas de caracteristica p > 0.
Para um place P € Pg e um elemento u € F, temos que existe um elemento
z € F talquevp(u — (z? — 2)) = 0, ou para algum z € F vale

vp(u—(z? —z)) = —m <0, com m # mod p.
Neste ultimo caso, temos que
—m = max {vp(u — (z? —z))| z € F}.

Para um corpo de fungdes algébricas F'/ K de caracteristica p > 0 e um place
P € Pg, definimos

—m, se existe um elemento z € F tal que
mp:=vpu—(z? —z) =—m <0em # mod p,
—1, sevp(u—(z? —z) =20 paraalgum z € F.
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Observe que o lema anterior garante que m p esta bem definido. A seguir temos
um resultado sobre extensoes Tipo A.S., como os passos da demonstracdo sio
analogos ao do Teorema 2.4.1 deixamos como exercicio.

O préximo resultado ndo serd demonstrado aqui, o leitor interessado pode
consulta-lo em (Stichtenoth 1993), (Childress 2009).

Teorema 2.4.2. Sejam Char(K) = p > 0 e F/K um corpo de fun¢des. Entdo
F'/F é uma extensdo ciclica de grau p se, e somente se, existe um elemento z em
F’ tal que F' = F(z) com polinémio minimal (t) = t? —t —a € F|t].

Corolario 2.4.2. Sejam F'/ F uma extensdo Artin-Schreier de caracteristica p >
0 eu € F o elemento satisfazendo a Defini¢io 2.4.3. Denote g' o género de F' e
g o género de F. Se existe pelo menos um place P' € Pg com mpr > 0 entdo

p—1
¢ =gp—"5—|2- )_ (mp+1)Deg(P)
PePr

Proposicio 2.4.2. Sejam F/K uma extensdo de corpos com Char(K) = p > 0e
a(t) € K|[t] um polinémio aditivo e separavel com grau p™ e todas as raizes em
K. Dado u € F o elemento suponha que para cada P € P existe um elemento
z € F satisfazendo

vp(u—a(z)) =20

ouvp(u —a(z)) = —m,comm>0e p } m.

entdo se F'/F com F' := F(y) onde a(y) = u possui um place P € Pg com
mp > 0 as afirma¢do abaixo sdo verdadeiras:

a) A extensdo F'/F é uma extensdo Galois de grau p".
b) K é algebricamente fechado em F'.
¢) P € Pg nao ramificaem F'/F <& mp = —1.

d) P € Pf é totalmente ramificado < mp > 0. Neste caso, se Q € Pg: éa
tinica extensdo de P em F'/F temos que

d(Q|P) = (p" = D(mp +1).
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d) Denote g’ o género de F' e g o género de F. Se existe pelo menos um place
P’ € Pr com mpr > 0 entdo

p 1
g =gp" - 2— ) (mp+1)Deg(P)
PePr

Exemplo 2.4.3. Considere a extensdo de Kummer F[F4(x) dada por
r
=Tl -,
i=1
commdc{m,sr} = 1ea; € Fy entdo podemos exibir divisores importantes:

1. div(x —a;) = m(P; — Px).

,
2. div(y) = ZSP,- —rsPs.
i=1

.
3 div([]i(x —ai)) = ZmP,- — rmPo.

i=1
-
4. div(z) = Z Pi —rPoo, onde z = y*([ i~ (x —a;))? comas +bm = 1.
i=1

Sobre este tipo de extensdo temos que o semigrupo de Weierstrass no ponto no
infinito Pso(se este é racional) é H(Ps) =< m,r > . Ainda, se considerarmos
que Py também é racional temos que

H(Pl)zN\{mk+j|1sjsm—l—LTJ,osksr—z—LQ .
r m

Para mais detalhes, ver (Shudi e Hu 2016).



Neste capitulo veremos a defini¢do de codigos algébricos bem como seus princi-
pais elementos. Uma familia de codigos interessante que iremos abordar ¢ dada
por codigos que possuem uma estrutura de subespago vetorial. Veremos algumas
propriedades destes cddigos ¢ ainda uma ideia inicial de codificar e decodificar
uma informagao recebida.

Este capitulo além de abordar conceitos gerais de codigos algébricos, serve
como base aos estudos do proximo capitulo, onde estudaremos outra familia de
codigos, a saber, codigos geométricos.

3.1 Codigos

Ao longo da historia da humanidade, os seres humanos se comunicaram atraveés
da transmissdo de codigos (ou mensagens), sejam eles por meio de sinais, sons
ou caracteres. Na atualidade, vivemos num universo onde a transmissdo ¢ feita
por meio digital e, onde requer que esta transmissdo seja cada vez mais rdpida e
assertiva. NOs deparamos que essa transmissdo de codigos cotidianamente, por
exemplo, ao trocar mensagens pelo celular, ou a simples leitura de um codigo de
barras.

Portanto, obter um processo de codificag¢do e decodificagdo que seja preciso
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e ’rapido” se torna necessario para que todas estas coisas fluam de maneira
eficiente.

Inicialmente consideramos um conjunto finito de objetos A, este conjunto cha-
maremos de alfabeto e sua cardinalidade de ¢ = #(A) > 1. Dado um natural n
definimos A" := A x --- x A, os elementos de A" sdo chamados de palavras.

Exemplo 3.1.1. Considere o alfabeto A := {A, B, F,R, E,I,G,T}. Entdo

Co:={AAAA, BABA,ARAR, TATA}
C,:={AAAA,GGGG,RRRR,IIII, RRRR}
sdo codigos e Cy é chamado de codigo de repeticao.

Exemplo 3.1.2. Considere o Alfabeto A = 7, = {0,1}. Sen = 2 entdo
{(0,0), (1, 1), (1,0), (0, 1)} sdo todas as palavras de A>

Dada duas palavras a = (a1,...,an) eb = (by,...by) em A" definimos sua
distancia d(a, b) como

d(a,b) =#{i| b; # a;}.
d(a, b) é chamado de distancia de Hamming (ou métrica de Hamming).

Exemplo 3.1.3. Considere o alfabeto A = F, = {0,1}. Em A* tomemos os
elementosu; = (1,1,1,1), up = (1,0,1,0), u3 = (0,0,0, 1) euq = (0,0,0,0).
Entdo

d(ui,uz) =2
d(u3,u2) =3
d(usz,ug) =1
duy,ug) =4

Observacao 3.1.1. O leitor familiarizado com as nogoes de métricas pode confe-
rir que de fato d(—, —) é uma métrica, isto é, d(—, —) satisfaz para cada a, b, c €
A

*d(a,b)=0ed(a,b) =0 a=h.
e d(a,b) =d(b,a).
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« d(a,b) =2 d(a,c) +d(c,Db).
Este fatos permitem portanto definir uma topologia em A", isto é,podemos definir

as nogoes de bolas e esferas.

Definicdo 3.1.1. Qualquer conjunto C com @ # C C A" é chamado de q—ario
c6digo de comprimento n. Os elementos de C sdo chamados de palavras codigo
(ou vetores codigo).

Como A ¢ um conjunto finito, temos que C também sera. Denotando ¢ :=
#(C) € N definimos a cardinalidade logaritmica por k := log,(c) € R.

Utilizando a distancia de Hamming podemos definir uma nova distancia. Con-
sidere um g—codigo de comprimento # entdo

d=d(C):=min{d(a,b)|a,beCea+#b}

¢ chamada de distancia minima do cédigo C, ou simplesmente distdncia minima.
Um codigo com esses parametros ¢ chamado de [n, k, d]—cédigo.

Exemplo 3.1.4. Considere o codigo
C ={x=1(0,0,1),y=(0,1,0),z=(0,1,1),0 = (0,0,0)},

sobre F5. Entdo vamos calcular todas as distancia entre os elementos de C.

d(x,y)=2
dx,z) =1
d(x,0) =1
d(z,y) =1
d(o,y) =1
d(o,z) =2

Portanto d(C) = 1. Em outras palavras C ¢ um 3, 2, 1]—cddigo.

Com os parametros ¢,k ¢ d podemos definir novos parametros: R := ];‘ e
§:=4
’ n . . . . .
Abaixo apresentamos um diagrama simples que exemplifica o sistema de co-
dificagdo ( este sistema foi descrito por Shannon)
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FONTE —— CODIFICACAO

v

CANAL <— DEFEITO

v

DECODIFICACAO

v

DESTINATARIO

O sistema de codificagdo de uma mensagem entre um emissor ¢ um destinatario
pode apresentar erros entre o processo de codificacdo e decodificagdo. A ideia
central de codigos corretores de erros é deixar a mensagem final o mais proximo
possivel da mensagem inicial.

Para exemplificar, podemos tomar como exemplo a lingua portuguesa. Se
olharmos o palavra amtematica recebida por algum tipo de mensagem, logo per-
ceberemos que esta palavra ndo existe em nosso vocabulario. Concluimos rapi-
damente que houve algum erro de digitacdo, basicamente ¢ este processo que os
corretores de textos fazem, eles comparam cada palavra que esta sendo digitada
com as palavras pré-gravadas em seu sistema e exibem aquelas que estdo mais
”proximas” da palavra desejada. Portanto, voltando a amtematica percebemos que
a palavra mais proxima é matemdtica. Porém nem sempre € possivel exibir uma
unica palavra: considere a palavra gola as palavras bola, cola e mola estdo igual-
mente proximas.

A luz do comentério acima podemos nos perguntar o que seria um codigo
”6timo”? Um codigo € 6timo quando 7 é ’grande” e R, 6 sdo 0s maiores possiveis.
Este termo vem da Teoria da Informacao.

Agora vamos tratar da relagdo de detecgdo e correcdo de um dado codigo C.
Considere que recebemos uma mensagem (ou um elemento) z. Podemos detectar
se esta esta mensagem possui algum tipo de erro, ou ndo, se um método para ve-
rificar se z € C. Se o erro ndo existir o processo de correcdo nao se aplicara, mas
caso seja detectado um erro o processo de corregdo ird substituir a elemento z por
um elemento w € C que esteja o mais proximo possivel de z. Entdo fica claro,
pelo comentario acima, que € necessario que exista nenhum tipo de ambiguidade
para determinar w. O processo em que a mensagem (ou palavra) recebida, eventu-
almente com erros, e retorna uma mensagem (ou palavra) corrigida ¢ chamado de
decodificagdo.
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Seja t um nimero inteiro positivo. Um coédigo C detecta —t — erro se,
sempre que uma palavra codigo v contém pelo menos um e no maximo ¢ erros, a
palavra v portanto ndo ¢ uma palavra codigo. Um codigo C édetecta—u—erro
se detecta ¢ erros, porém ndo detecta erros acima de ¢ + 1.

A prova dos dois proximos resultados sdo deixados como exercicios para o
leitor.

Teorema 3.1.1. Seja C um codigo com distancia minima d = d(C) e seja
d—1
k:=|——].
1)

Entdo podemos detectar até d — 1 erros e corrigir até k erros.

Corolario 3.1.1. Seja codigo C com distancia minima d = d(C). Entdo C pode
corrigir até k erros se e somente se d = 2k + 1.

Ovalork = L%J ¢ chamado de capacidade de corre¢do de C

3.2 Codigos Lineares

Nesta se¢do iremos sempre considerar o alfabeto sendo um corpo finito F = [,
onde ¢ = p" e p um ntimero primo. Nesta se¢do vamos definir a nogdo de codigos
lineares e algumas de suas propriedades.

n

Defini¢io 3.2.1. Seja I, o alfabeto com q = p". Um cédigo C de compri-
mento n ¢é dito codigo Fy—linear (ou simplesmente cddigo linear) se C C Fj
é um Fy—subespago linear.

Ao longo desta se¢do um codigo C sempre denotara um codigo linear.

Dados dois codigos C e C’ de mesmo comprimento sobre F,;. Entdo ¢ imedi-
ato mostrar que os conjuntos C U C’ ¢ C N C’ também séo codigos sobre Fy .

Dado um cédigo [F—linear C seus elementos podem ser vistos como vetores
e v e portanto contém a origem 0. Este fato torna uma vantagem a utilizagdo
de cddigos lineares uma vez que podemos calcular a distdncia minima de uma
segunda forma. Para isso, introduzimos um novo objeto.

Definicao 3.2.2. Sejam C um codigo F—linear e z € C. O peso de z ¢ definido
como

wt(z) ;== d(z,0).
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O numero
wt(C) :=min{wt(z)|z € C, 7 # 0}.
é chamado de peso do codigo C.

A seguir destacamos uma propriedade interessante do peso de palavras sobre
um corpo de dois elementos.

Exemplo 3.2.1. Sejam u,v € FJ. Se o peso de u e v tem mesma paridade, entio
u + v deve ter o mesmo peso.

Para codigos lineares concluimos que a distdncia minima ¢ dada por d(C) =
wt (C). De fato, para x,y € C temos que d(X,y) = wt(x —y). Sejam u,v,w €
C tais que d(u,v) = d(C) e wt(C) = wt(w). Entdo por um lado temos que
d(C) = d(u,v) = wt(u—v) = wt(C). Por outro lado, wz(C) = wt(w) =
d(w,0) = d(C). Portanto, d(C) = wt(C).

A distancia de Haminng pode ser obtida através da defini¢do de peso de um
vetor.

Lema 3.2.1. Para cada x, y € Fy temos que d( x, y) = wt(x— y).

Demonstragdo. Sabemos que d(x,y) = 0 & x = vy, que é equivalente a
w(x—y)=0.Vamos suporque x # y. wit(x—y) =d(x—y,0) =d(x,Yy)
O

Destacamos que [, tem caracteristica 2, entdo d( X, y) = wt(xX+ y).
Dados dois codigos C e C’ sobre [F; de mesmo comprimento, podemos definir
0 conjunto

C+C' :={u+vlueC,veC'}.

O proximo resultado segue diretamente de propriedades de algebra linear e deixa-
mos a demonstra¢do como exercicio ao leitor.

Lema 3.2.2. Sejam C e C’ cédigos sobre Fy. Entdo C + C’ é um codigo linear
sobre Fy

Observamos que em ;' podemos definir um produto interno da seguinte forma

n
<Z,W>= E Z; Wi,

i=1

n
paracadaz,w € Fj
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Definicao 3.2.3. Seja C C IF,;‘ um codigo linear. Entdo
ct .= {weIF;’| <w,z>=0, Vz € C}

é um codigo linear e é chamado de cddigo dual de C. Dizemos que C é auto dual
seC =C*.

Destacamos que se C e C’ sdo dois codigos sobre [F,; de mesmo comprimento,
onde C C C’ entdo o dual inverte as inclusdes, isto ¢, (C’)+ ¢ C+. Com efeito,
seja u € (C’)*, entdo < u, x >= Oparacada x € C’, em particular para x € C.
Portanto, < u, x >= 0 paratodo x € C, com isso concluirmos a demonstragao.

Lema 3.2.3. Sejam C e C' cédigos sobre F,. Entio o dual de C + C' é C+ N
(C)*.

Demonstragdo. Exercicio. O

Considere C um codigo com distdncia minima d, dimensdo k e comprimento
n, como anteriormente dizemos que C éum [n, k, d]—cddigo. Tomando uma base
qualquer de C podemos construir uma aplicagdo injetiva e linear A : F [’1‘ - Fy
enviando os elementos da base de Fé‘ em elementos da base de C . A matriz
G associada a este mergulho ¢ chamada de matriz geradora e satisfaz a seguinte
sequencia exata

0 > F7 > B2 > Fik —— 0
emoutras palavras @ : Fj — IFg_k ¢ uma aplicagdo sobrejetora onde Im(A) =
Ker(®). A matriz H associada a aplicagdo ® é chamada de matriz de verificagdo.
Como A ¢ injetiva temos a seguinte relagdo C = Im(A) = Ker(®) e @(z) = 0
paracadaz € C.
Para encontrar a matriz G procedemos da seguinte forma: tomamos a base
canonica {e; }?=1 de IF;Z e uma base {v; }f-;l de C entdo a solugdo do sistema

n
v, = Zaijej define a matriz G, isto ¢, G = [a;;].
Jj=1

Observagao 3.2.1. Observamos que a matriz geradora associada a um codigo
C com base {v; }{F:l é formada por pela base de C, onde cada linha é represen-
tada por v;. Desta forma, a matriz geradora ndo é unica, pois depende da base
escolhida.
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Exemplo 3.2.2. Considere o codigo

C ={(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),
(1,1,0,0)}

sobre . Entdo (1,0,0,0),(0,1,0,0) é uma base para C e portanto a matriz
geradora de C com essa base é dada por:

A seguir apresentamos dois resultados que relacionam o cddigo dual com a
matriz geradora e matriz de verificagdo de um codigo.

Lema3.2.4. Seja C C Fj um cédigo de dimensdo k e matriz geradora G. Entdo
a) CL éum cédigo.
1 _ —
b) C+ ={zeF! G =0}

¢) C* tem dimension — k.

Demonstragdo. a) Segue imediatamente das propriedades de produto vetorial.
b) Sejamuy, ..., ug aslinhas da matriz G. Entdo para cada x temos que G x’ =
(< vi,X >,...,< V,Xx >). Portanto, x € ct & (< v1,x >,...,<

Vi, X >) = 0.

¢) Considere a aplicagio tal que ¢(x) = Gx’. Note que C+ = ker(p) tem
dimenséo k. Usando o Teorema do Nucleo e Imagem o resultado segue.
O

Do lema anterior se C C ]Fé1 entdo
dim(C) + dim(C+) = n (3.1)

Exemplo 3.2.3. Considere o cédigo C = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)}
sobre Fy entio C+ = {(0,0,0), (0,0, 1)}.

A demonstragao do proximo resultado ¢ deixado como exercicio.

Lema 3.2.5. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
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a) toda palavra-codigo em um codigo sobre Iy auto-dual tem peso par.

b) Sejam u,v palavras-codigo em um codigo binario auto-dual. Suponha que
os pesos de v e u sejam divisiveis por 4. Entdo o peso de u + v tambem é
um multiplo de 4.

Segue de (3.1) que todo codigo auto-dual de comprimento 7 tem dimensio 5.

Corolario 3.2.1. Sejam C C IF,;’ um codigo de dimensdo k e M matriz geradora
de C+. Entdo

a) C = (CHt.
b) C+={zeFI M7 =0}

Demonstragdo. a) Claramente C C (C1)* e pelo resultado anterior ambos
tem mesma dimensao, portanto sdo iguais.

b) Segue de maneira analoga aprova do item b) do resultado anterior.
O

A seguir veremos como a matriz de verificagdo H de um coddigo C carrega
informagdes sobre o peso wt(C). Enunciamos dois proximos resultados, sem de-
monstragao.

Lema 3.2.6. Seja H a matriz de verificagdo do codigo C. Se existe z € C tal que
wt (v) = r entdo existem r colunas de H que sdo linearmente dependentes.

Corolario 3.2.2. O peso de um codigo C é igual a s se, e somente se, quaisquer
s — 1 colunas da matriz H de verificagdo de C sdo l.i. e existem s colunas l.d ..

No proximo resultado vamos utilizar a matriz geradora de um cédigo C dado
para obter sua matriz de verificagdo. Vamos denotar a matriz identidade m x m
por I,.

Teorema 3.2.1. Seja C um [n, k]—cédigo com matriz geradora G = (I}|X) no
formato padrdo. Entdo a matriz de verificacdo é dada por H = (—G*|I,_x)

Demonstragdo. Sabemos que HG! = 0 ¢ satisfeita. Considerando as n — k ulti-
mas linhas de H, podemos mostrar facilmente que sdo linearmente independentes.
Do Corolario 3.2.1 concluimos o resultado. O
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Pela defini¢do de distdncia minima e pelo corolario anterior podemos escrever
d(C) como

d(C) =min {s € Z1|3 s colunas linearmente independentes em H }

onde H ¢ a matriz de verificagdo de C. Com esta informacdo podemos provar o
proximo resultado, conhecido como Cota de Singleton.

Lema 3.2.7. Para qualquer cédigo ¥y —linear de comprimento n, dimensdo k e
distancia minima d vale

d—1<n—k (3.2)

Demonstragdo. Seja H a matriz de verificagdo do um codigo C. Como wt(C) =
d(C) = d entdo qualquer d — 1 colunas de H sdo [.i., sendo n — k o posto de H
o resultado segue. O

Defini¢do 3.2.4. Um codigo Fj —linear de comprimento n, dimensdo k e distancia
minima d é dito MDS (‘em inglés: maximum distance separable) sed = n—k+1.

Questao: Existem codigos MDS?
A resposta ¢ verdadeira. No exemplo a seguir vamos construir um co6digo
M DS e isto ira motivar nossos estudos na proxima sec¢ao.

Exemplo 3.2.4. Considere n,k,q,d numeros inteirosonde 1 <k <n<qgeqé
poténcia de primo. Sejam F = F, e F[x] o anel de polinomios de uma varidvel
sobre F. Definimos o conjunto

L:={p(x) € Flx]|deg(p(x)) <k —1}U{0}.

Tomando n pontos distintos ay, . . ., an € F definimos a aplicacaon : L — F" por
n(p(x)) = (p(ai),..., p(an)) (um mapa definido como 1 é chamado aplicagao!
de avaliagio). E imediato a verificacio de 1 é uma aplicagdo linear bem definida
e injetora. Definindo C = Im(n) vemos que C ¢é um cédigo linear. Se x € C
comx = (p(ai), ..., plan)) temos que p(x) possui n — wt(x) zeros e portanto
n—w < k—1,istoé n—d(C) < k — 1. Segue da cota de Singleton que
n—d(C) =k — 1. Portanto, C é MDS.

Defini¢do 3.2.5. Um cédigo C' C Fg ¢é equivalente a outro cédigo C C Fj se
C' pode ser obtido de C por uma combinagdo de operagoes dos seguintes tipos:
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1. multiplica¢do dos simbolos que aparecem em uma posi¢do fixa por um es-
calar diferente de zero

2. permutagdo dos n posi¢oes de palavras-codigo.

Do primeiro item da defini¢do acima podemos escrever

C' ={(Aic1,.... Ancn)l(c1,....cn € C}
eA= (1. . y) €F"

Uma propriedade interessante sobre codigos equivalentes € que estes possuem
mesma dimensdo e distancia minima. Portanto, da perspectiva de calcular estes pa-
rametros basta conhecer tais informag¢des de um cédigo equivalente que seja mais
simples o calculo ou que ja seja conhecido. Vamos destacar estes fatos enunciando
o proximo resultado.

Proposicio 3.2.1. Sejam C e C’ dois cédigos sobre Fy. Se C e C' sao equivalen-
tes entdo dim(C) = dim(C’) e d(C) = d(C’).

Exemplo 3.2.5. Tomando g =2 en = 3, o codigo
C’ :={(0,0,0);(1,0,1);(1,0,0)}

¢é equivalente a C := {(0,0,0); (0,0, 1); (0, 1,0)} por uma permutagdo dos ele-
mentos de C.

3.3 Codificando e Decodificando

Nesta se¢do vamos considerar um [n, k, d]—cddigo linear C sobre um corpo F =
Fy. Como C possui dimensdo k, entdo cada um de seus elementos podem ser
representados através desta base e os valores de IF, logo C contem qk informagoes
distintas, ie, C possui ¢ palavras codigo. Escolhendo uma base {vy, ..., vy} para
C sobre [F temos que u € C entdo existem Ay, ..., A € F tais que

u=A1vy + -+ Axvg.

Vimos ainda que C estd associado a uma matriz geradora M. Dado v’ = (ay,...,ax) €
F* temos quevVVM = ayvy +---+agvyi € C. Emoutras palavras, cada elemento
de C ¢ daformauM , paraalgumu € F¥ ¢ paracadav’ € F¥ temosquevVVM € C
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Defini¢do 3.3.1. Seja C um [n, k, d]—cédigo com matriz geradora M. Para cada
v € F¥ o processo Mv' é chamado de codificacio de v em C, ou simplesmente
codificagao.

Exemplo 3.3.1. Seja C um codigo sobre F3 cuja matriz geradora é dada por

—_— O =
—_—0 O =
N — O =
—_—0 O =

Agora considere a mensagem u = (1,0,2,0), entdo codificando obtemos

(1,0,2,0)" = (0,1,2,2).

—_— O =
—_0 O =
N —_0 =
—_—0 O =

Sobre o processo de codificar uma palavra vimos que depende da escolha da
base do codigo C. Portanto, a escolha da base incorre na dificuldade de recuperar
a palavra codificada. No caso em que a matriz geradora esta no formato padrao,
teremos que ¢ trivial recuperar a palavra (ou mensagem) que foi codificada.

Exemplo 3.3.2. Seja C um codigo sobre F» cuja matriz geradora é dada por

H =

S O =
O =
— O
SO =

Agora considere a mensagem u = (1011) + (1001), entdo codificando obtemos

1111
0 1 0 0 |[(1,0,1,1)+(1,0,0,D]" =
0011
1111 1111
01 00 |(oLD'+]0 1 0 0 |(,00,1) =
00 1 1 00 1 1
(1,1,0) + (0, 1, 1).
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Uma vez que a mensagem foi codificada temos que ser capazes de recuperar
a mensagem que foi envida, este processo ¢ chamado de Decodificagdo. Portanto,
um sistema de codifica¢do tem uso pratico se podemos recuperar a mensagem de
forma eficiente. Vamos ver um processo bem simples de decodificagéo.

Dado um [n, k, d]—cédigo C sobre Fy. Para cada u € Fj podemos definir o
conjunto

CH+u={x+ulxeC}.
O conjunto C + u é chamado coset. Observamos que C +u =u + C.

Exemplo 3.3.3. Seja F, e C = {(0,0); (0, 1)} entdo podemos calcular alguns
cosets:

1. C +(0,0) ={(0,0); (0, 1)}
2. C+(0,1) ={(0,1);(0,0)}
3. C+ (1) ={1,1);(1,0)}

Dentro de um coset, o vetor com o menor peso ¢ chamado de vetor lider. E
importante notar que nem sempre um coset tera um Unico vetor lider.

Exemplo 3.3.4. SejaF3 e
C ={(0,0,0): (0, 1,0): (1.2,0):(0,2,0):(1,0,0): (2,0,0): (1, 1,0):(2,2,0); (2, 1, 0)}
vamos calcular alguns cosets e vetores lideres.

1. C+(0,0,0) = {(0,0,0);(0,1,0);(1,2,0);(0,2,0);(1,0,0); (2,0,0); (1,1, 0);
(2,2,0); (2,1,0)}.

2. C+(1,0,0) = {(1,0,0);(1,1,0); (2,2,0);(1,2,0); (2,0,0); (0,0,0); (2, 1, 0);
(0,2,0);(0,1,0)}.

3. C+(1,1,0) = {(1,1,0); (1,2,0); (2,0,0); (1,0,0); (1,0,0); (0, 1,0); (2,2, 0);
(0,0,0);(0,2,0)}.

4. C+(0,0,2) = {(0,0,2);(0,1,2);(1,2,2);(0,2,2); (1,0,2); (2,0,2); (1, 1, 2);
(2,2,2);(2,1,2)}.

Entdo em cada caso temos os vetores lideres:

1. (0,0,0),
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2. (0,0,0),
3. (0,0,0),
4. (0,0,2).

Nos exemplos anteriores vemos caracteristicas interessantes sobre cosets. O
Exemplo sugere que um coset C + u tem mesma cardinalidade que C.
Sobre os cosets temos o seguinte resultado.

Proposicdo 3.3.1. Seja C [n, k, d]—cédigo sobre [F,.

a) Todov € Fy entdo contido em algum coset de C.

b) #(C) = #(C +v), parav € IFj.

¢) Parau,v € Fy, temos que C +u = C + v sempre quev € C + u.
d) Parau,v € Fj, temosque C +u=C +vouC +unC +v=790

e) Parau,v,w e, u—veC < uveC +w.

Demonstragado. a) Segue do fato de que C ¢ subespago.

b) Para verificar este item, basta notar que X + u = y + u em C + u, entdo
X =Y.

¢) Seve C +uentio C +v C C +u, como ambos tem mesma cardinalidade
(item anterior) o item segue.

d) SeC +unC + v =@ entdo ndo ha o que fazer. SeC +unNC +v # @
entdo existe x € C + u N C + v. Pelo item anterior segue a igualdade.

e) Seu—veCentiou=v+xe C +v,comx € C. Segue doitemc) a
igualdade. Por outro lado, se u,v € C + w entdo temos que v—u € C pelo

fato de ser espago vetorial.
O

n—k cosets dife-

Observamos dos itens a), b) e d) que existem exatamente ¢
rentes de C.
Pelo item d) da proposicéo anterior vemos que se um coset for um subespaco

ele necessariamente sera igual a C.
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Lema 3.3.1. Sejam C [n, k,d]—cddigo sobre Fq e x € Fg um vetor. Se wi(x) <

L%J entdo x é o unico vetor lider de C + x

Em sequencia, imaginemos que v seja uma palavra enviada e u a palavra rece-
bida. O vetor

e=u—v

¢ chamado de vetor erro. Notamosquee =u—ve C +u,logou—e =veC.

Como o vetor erro ¢ definido como a diferenca entre a palavra enviada e a
recebida, temos que seu peso € justamente a quantidades de erros que ocorreram.
Uma forma de verificar com eficiéncia se algum erro ocorreu ¢ utilizando a matriz
de verificacdo de C.

Exemplo 3.3.5. Seja F3 e
C ={(0,0,0);(0,1,0);(1,2,0); (0,2,0);(1,0,0); (2,0,0); (1,1,0); (2,2,0); (2, 1,0)}.

Vamos decodificar as seguintes palavra recebida w = (2, 1,2) Notamos que w
pertence ao coset C + (0,0,2). Vimos que neste coset o vetor lider é (0,0, 2).
Logo a palavra-cédigo transmitida mais provavel é(2,1,2) —(0,0,2) = (2, 1,0).

Defini¢do 3.3.2. Considere C um [n, k]—codigo. Seja H a matriz de verifica¢do
de C, entdo para qualquer vetor v € ]-"g o vetor

Sg(v) = HV

é chamado de sindrome de v. Quando ndo houver risco de ambiguidade, denota-
remos Sg por S.

O préximo resultado segue diretamente da defini¢do de sindrome.
Teorema 3.3.1. Seja C um [n, k]—codigo com matriz de verificagdo H. Entdo
a) S(u+v)=S@u)+ S), para cada u,v € F"
b) S(u)=0%- uccC.

Demonstragdo.

a) Pela definigdo de sindrome, temos que S(v) = HV’, logo pela linearidade de
H! temos que S(v+u) = H(v+uw)! = Hv)! + H(u)’ = S(v) + S(u).
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b) S(v) = Oentdo Hv! = 0 e, do fato de H ser a matriz de verificacdo de C segue
o resultado.

O]

Do Teorema anterior podemos concluir que dois vetores possuem mesma sin-
drome se, e somente se, estdo num mesmo coset. Logo em um coset, basta calcular

a sindrome de um tnico vetor, com isso notamos que cosets estdo em correspon-
déncia com sindromes.

Corolario 3.3.1. Sejam C um [n, k]—cédigo com matriz de verificagdio H eu, v €
Fg. Entdo S(u) = S(v) se, e somente se, u,v € C + w para algumw € Fj.

Sobre a decodificagdo de uma palavra: Supondo que wt(z) < L%J, temos

0 seguinte organograma:

S(z) =0 S(z) £ 0

!

‘ achar classe lateral de z‘ ---------- »zeC +u

‘ palavra recebida ‘ --------------------------------- z

‘ achar vetor lider de C +u‘ ------------------ )

‘ palavra enviada‘ ----------------- SW=2z—¢

Exemplo 3.3.6. Seja C um codigo sobre F» com matriz de verificagdo
1 01 1
H = ( 00T1O0 )
Entdo a sindrome de (1,1,1,1) ¢ (0, 1,0, 0) sdo dadas por

S(,1,1,1) =H(1,1,1, ) = (1, 1) e
$(0,1,0,0) = H(0,1,0,0)" = (0,0).

Portanto, (0,1,0,0) € C ndo contém erros e (1,1,1,1) & C contém erros.
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Nesta parte final apresentaremos varios exemplos de cddigos. Cada exemplo
¢ na verdade um método para construir alguma familia de codigos, que (de uma
forma ou de outra) tém bastante parametros. Ja que em muitos casos essas familias
sdo predecessores dos codigos algébrico-geométricos, tentamos escolher constru-
¢oes que sdo faceis de generalizar nessa dire¢do. Iremos enunciar resultados sem
demonstra-los, mas indicamos onde o leitor pode consultar tais demonstracdes.

Exemplo 3.3.7 (Codigos Triviais). Seja n um inteiro qualquer. Os seguintes co-
digos sdo considerados “triviais”:

1. Oln,n,1]—cddigo C = Fj é chamado de cddigo trivial.

n
2. On,n—1,2]—cddigo C' := {(ay,...,ay) e Fy| Zai =0y.
i=1

3. O[n,1,n]—cédigo C" :={(b,....b)}peF, € como jd vimos, chamado de
codigo de repeti¢do.

Exemplo 3.3.8 (Codigos ciclicos). Um codigo C C IF; é dito ciclico se é invari-
ante por mudangas ciclicas em suas coordenadas, ou seja, se (ay,as, ...,a) € C
entdo (az,as,...,an,ay) € C.

A seguir vamos apresentar alguns co6digos conhecidos como cddigos de avali-
agao.

Exemplo 3.3.9 (codigos de Reed—Solomon). O codigo C = Im(n) construido no
Exemplo 3.2.4 é chamado de Cddigos de Reed—Solomon de grau k e como vimos
sdo M DS codigos. Este codigo é um [n, k,n — k]—codigo.

Como vimos a partir de um codigo C, nos podemos construir um novo codigo
calculando o dual. Com essa ideia em mente vamos agora calcular o dual de codigo
de Reed—Solomon.

onde Resp,(g) é o residuo de g em a.

Proposicio 3.3.2. Seja C = n(p(x)) = (p(ai),..., p(an)) um Cédigos de
Reed—Solomon de grau k. Considere Dy o espaco vetorial gerado pelos poliné-
mios go(x) == (x —a1) L (an) ' egi = xigo(x) com0 <i <n—k—2.
Entio C+ = Im(V) onde

V(g(x))(Respa,g.....Respg,g)

é um codigo.
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Seja go(x) como na proposi¢do acima, considere a fungdo 7(x) = p(x)go(x)
onde p(x) é um polinémio. Entdo

Resp(pla; = plai) * [ (ai—ap)™".
Jlij
O proximo exemplo temos a defini¢cdo de condigo BCH. Como veremos no pro-

ximo capitulo, este codigo se relaciona com codigos do Exemplo 4.1.4 em um caso
particular.

Exemplo 3.3.10 (Codigos BCH). Sejam n|(¢™ — 1) e o € Fym tal que IF;m =<
o > . Dadosr,s € N coms = 2 considere a matriz

1 of azr e (xr(n_l)
. 1 o't! g2+ . +De-D
i ar-i-‘s—2 a2(r-;-s—2) .. a(r—{—s—'z)(n—l)

Entio C = {x € ]F(;’|th = O} ¢ chamado de c6digos BCH com distdncia desig-
nada s.

Existem varios outros exemplos de codigos como: cddigos de grupos, cédigos
perfeitos, cédigos de Golay e outros codigos através de ferramentas que ndo vere-
mos neste curso como: codigos por soma direta, produto tensorial de codigos entre
outras. Deixamos como referéncia o texto (Golay 1948) para eventuais consultas.



4.1 Codigos Geométricos e Resultados

Neste capitulo vamos apresentar trés exemplos de codigos de avaliagdo bem co-
nhecidos. Dentre eles, vamos nos aprofundar no Exemplo 4.1.4. Este foco se deve
ao fato de estes tipos de codigos serem construidos a partir de curvas e portanto
podemos estabelecer relagdes entre propriedades geométricas e algébricas.

No Capitulo 1 vimos a definicao de semigrupos de Weierstrass em um ponto.
Aproveitamos a defini¢do de codigos geométricos para apresentar a definigdo de
semigrupos de Weierstrass em m pontos distintos Pq, ..., Pp. Além disso, vere-
mos algumas caracterizagdes destes conjuntos bem como o conjunto de geradores
minimais I"(P1, ..., Pp). Ainda veremos uma generalizagdo semigrupos de Wei-
erstrass em m pontos.

Durante todo o capitulo [F; sempre denotard um corpo finito com g elementos
e X uma curva projetiva, geometricamente irredutivel, ndo singular.

Exemplo 4.1.1 (Cédigos Reed—Muller de primeira ordem). Considere um linear
espago Ly, de polinomios de grau 0 e 1 em m variaveis, entdo dimLy,, = m + 1.
Dado A = {Pq,..., Py} C IF;” tal que nenhum polinémio linear ndo nulo se
anula em todos os pontos Py, ..., P, (¢ portanto entdo, se n > mq — 1, pois o
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numero de zeros de um polinomial em m varidveis é no maximo qm_l ). Conside-
rando a aplicagdo B = Ly — Fg' por B(f) = (f(P1),..., f(Pn)) definimos o
Cdédigos Reed—Muller de primeira ordem como

C = Im(p).
Entdo C é um [n,m + 1,n — g™ |—cédigo

Exemplo 4.1.2 (Cédigos de Hamming). O c6édigo de Hamming é obtido tomando
o dual do codigo de Reed—Muller acima e é denotado por

Cy =Ct.

Nosso proximo exemplo ¢ o Codigo de Reed—Muller de ordem r, que genera-
liza o exemplo anterior.

Exemplo 4.1.3 (Codigos Reed—Muller de ordemr). Sejam F = [y um corpo finito
e r,m inteiros tais quer < m(q—1). Seja L}, o espago vetorial dos polinomios de
m variaveis de grau no maximo r. Tomando um conjunto U = {v1,...,va} C FJ’
consideramos a aplica¢do

evy : Ly, — Fj
p(x) = (p(v1)..... p(vn))
Entdo C = Im(evy) é chamado de c6digos Reed—Muller de ordem r
A seguir apresentamos o exemplo que motiva toda o estudo desta segao.

Exemplo 4.1.4 (Cédigos de Goppa). Sejam n e q inteiros tais que n = q — 1
ea € [y um elemento satisfazendo < a >= {l,a, . ,ozq_l} = IF;. Para
qualquer inteiro k onde 1 < k < n definimos o IFy—espaco vetorial

L = {f(x) € Fylx] | deg(f) <k —1}
e consideramos a aplica¢do

ev Ly —> IF;
[ (@), f@),.... f@")

Vamos utilizar a seguinte notagdo:



76 4. Codigos Geometricos

1. F/F4 um corpos de fungoes algébricas de género g;

2. Umdivisor D = P1 + --- + Py, onde P; sdo places distintos de grau um
em F/F,;

3. G um divisor de F /Fy tal que Supp(G) N Supp(D) = 0.

O conjunto
Cr(D,G) :={(z(P1),...,2(Py))| z € L(G)} C IF; 4.1)
é chamado de c6digo de Goppa associado ao divisor D (ou Cdédigo Geométrico).

Seja X uma curva sobre [, contendo pelo menos um ponto racional, ie, o
conjunto dos pontos racionais de &X', denotado por X(IFy), é ndo vazio. Seja D =
Py + -+ P, € Div(X) com P; € X(IF;). Considere G € Div(X) tal que
Supp(G) N Supp(D) = @. Considerando o mapa de avaliagdo

evp L(G) — IF;’
f e (f(P1),.... f(Pn))

onde L(G) = {0# f € X|(f) = —G} U {0} é o espago de Riemann—Roch as-
sociado ao divisor G.

Definicdo 4.1.1. Dado X uma curva sobre Fy, com X(IFy) # @. Seja D =
P14+ -4+ P, € Div(X) com P; € X(IF;). Considere G € Div(X) tal que
Supp(G) NSupp(D) = @. O cidigo Cx (L, D, G) = Im(evp) é chamado codigo
Geométrico

Observamos que esta defini¢ao € equivalente a definigao do Exemplo 4.1.4. De
fato, dada uma curva X uma curva sobre [, vimos que a esta curva estd associado
um corpo de fungdes X' /I, (continuar). Quando ndo for necessario evidenciar a
curva denotaremos o cddigo Cx (L, D, G) simplesmente por C(L, D, G)

Lema 4.1.1. Sejam k a dimensdo e d a distancia minima do cédigo Cx (L, D, G).
Entdo

a) k = £(G) — G — D)

b) d =n— Deg(G).
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Demonstragado. a) Observamos que aplicagdo evp ¢ sobrejetora entre L(G) e
C(L, D, G). Note ainda que f € ker(evp) se, ¢ somente se, vp(f) > 0
para cada P € Supp(D). Portanto, ker(evp) = L(G — D). Estes fatos
juntamente com propriedades de Algebra linear, obtemos que k = £(G) —

£(G — D).

b) Sejaz € L(G) tal que d = d(C) = wt(C) = wi(z), entdo existem
exatamente n —d places, digamos Py, ..., P,_g em D, taisquez(P;) =0,
ie,vp,(z) > 0. Assim, £{(L(G — Py — -+ — P,_4)) = 1 e Deg(L(G —
Py—---—P,_4)) = 0. Portanto, d = n — Deg(G).

O

Teorema4.1.1. Seja Cx (L, D, G) [n, k, d]—cédigo e suponha quen—Deg(G) >
0 e g seja o género da curva X. Entdo

a) A aplicagdo evp é injetiva.
b) k = L(G). Em particular, k = Deg(G)+1—gek+d=n+1—g
¢) Se Deg(G) > 2g — 2, entdok = Deg(G) +1—g.

d) A matriz geradora de Cx (L, D, G) é dada por

x1(P1) x1(P2) -+ x1(Pn)
| 2Py x2(P2) o x2(Pn)
(P xk(Pa) o x(P)

onde B = {x1,..., Xy} é uma base de L(G).

Demonstragao. a) Sen — Deg(G) < 0, entdo Deg(G — D) < 0 e portanto
ker(evp) = L(G — D) = 0.

b) Segue do item a) e do Lema 4.1.1 que k = £(G). Além disso, do Teorema
de Riemann—Roch concluimos que k = Deg(G)+1—gek+d = n+1—g.

c) Se Deg(G) > 2g—2 entdo pela Proposicdo 2.1.3 temosque k = Deg(G)+
1—g.



78 4. Codigos Geometricos

d) Sejaf = {x1,...,xx}éumabasede . Bastamostrarquev; = (x;(P1),...
Xj(Pp)) forma uma base de Cx (L, D, G). Escrevendo ) a;v; com a; €
F, temos que ) _a;x;(P;) = 0. Assim, )_a;x; € L(G — D) e portanto
a; = O paratodoi.

O

Defini¢do 4.1.2. Seja Cx (L, D, G) [n, k, d]— cédigo. O inteiro o == n—Deg(G)
é chamado de distancia! designada.

O lema anterior mostra que a distancia minima de um codigo € sempre maior
que a distancia designada. Logo uma questio interessante que surge ¢ saber quando
d =poud # 0.

Notamos que se o divisor G étal que [(G) > 0ep > Oentdo d = o < existir
um divisor positivo 4 tal que A < D, [(G — A) > 0 ¢ Deg(A) = Deg(G).
Deixamos a prova deste fato ao leitor.

Afim de descrever o dual de um AG cédigo, vamos definir um novo codigo.

m
Definicdo 4.1.3. Sejam dois divisores G e D = Z P; em um corpo de fungdo
i=1
F/F tais que Supp(G) N Supp(D) = @ e P; # Pj parai # j. O conjunto
Co(G,D) = {(a)pl(l), ..,op, (1) weRF(G— D)} C F™ é um codigo
geométrico.

Seja P um place de F /I, de grau um e w um diferencial de Weil satisfazendo
vp(w) = —1. Sewp(l) =0, sejax € F tal que vp(x) = 0. Sendo P um place
de grau um, podemos escrever x = u + z coma € F, e vp(y) = 1. Entdo

wp(x) = wp) +op(y) =uwp(l) =0
evp(w) = 0.
Proposicio 4.1.1. O cidigo Cq (G, D) satisfaz as seguintes propriedades:
a) A dimensdo de Co(G, D) ¢éi(G — D) —i(G).
b) A distincia minima d de Co (G, D) é tal que d = Deg(G) + 2 —2g.
Demonstragado. a) Consideramos a aplicagdo

evp : 2x(G— D) - C(D,G)
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dada porep(w) = (wp, (1),...,wp,(1)). E imediato verificar que
Im(ep(w) = Ca(D,G) e ker(ep(w)) = 2x(G)
Portanto, k = i(G — D) —i(G).

b) Por outro lado, seja ep (w) € C(D, G) tal que wt(ep(w)) = m > 0, entdo
wp; (1) =0parai =iy,...,in—m. Logo

® € Qx(G—(D=) Pi)

Como 2x(A) # 0,onde 4 := G — (D — }_ P;;), temos que Deg(4) =
2g — 2. Assim,

26 — 2= Deg(G)deg(G)—(n—(n—m)) =deg(G) —m,

mas como m ¢ arbitrario segue que d = deg(G) — (2g2).
O

Se nas condigdes da proposi¢do anterior impormos que Deg(G) > 2g — 2,
onde g ¢ o género de F, temos que k" = dim(Cg (D, G)) satisfaz

k" =i(G—D)—i(G)=n—Deg(G)+g— 1.
Teorema 4.1.2. O codigo dual de C-(G, D) é o cédigo Co (G, D).

Proposicao 4.1.2. Considere em F /T, dois divisores equivalentes G e U tais que

n
Supp(G) N Supp(D) = @ e Supp(U) N Supp(D) = @ com D = Y Pi. Entéo
i=1

C(L,D,G)eC(L, D,U) sdo equivalentes.

Demonstragdo. Como G € equivalente a U, entdo existe w € F talque G = U +
(w) comvp, (w) = 0,paracadai = 1,...,n.Definindou := (w(P1), ..., w(Py))
temos a aplicagdo y — yw que € uma bijecdo entre £L(G) ¢ L(U). Portanto,
C(L,D,G) =uC(L,D,U). O

Uma consequéncia imediata do resultado anterior €.
Corolario 4.1.1. Co (D, G) é equivalente a Co (D, U)

Como veremos no proximo resultado, qualquer codigo linear equivalente a um
codigo geométrico, ele necessariamente sera um codigo geométrico.
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Proposicio 4.1.3. Seja D um divisor em F/F,;. Todo codigo equivalente a
C(L,D,U)édaformaC(L, D,G)comG eU equivalentes e Supp(G)NSupp(D) =
@ e Supp(U) N Supp(D) = 0.

Demonstragdo. Seja C tal que C = aC(L,D,U), onde a = (ay,...,a,). Es-
colhendo z € F, com z(P;) = a; temos que o divisor G := U — (z) satisfaz a

condigoes desejadas.
O

Exemplo 4.1.5. Considere a o corpo de fungoes F /¥ ;2r dado pela curva yit+y =
x4+ com género g. Considere Poo 0 place no infinito de F e Py o zero em
comum das fun¢oes x e y. Em (Castellanos e Tizziotti 2014), foram calculadas
algumas propriedades do cédigo Co(D,G)onde D =Y | PieG = (a+b—
1)Poo + (¢ +d — 1) Py com P; # Py, Pxo. Suponha que

1.a=1edf € F tal que div(f)oo = aPoo + bPg e £L(L(aPso + bPp)) =
L(L((a — 1) Poo + bPy)).

2. b,d—u—-0),b+1,d—-u-10,b+q"+1,d —u—-1),(b,d —u)
ndo existem fungoes com divisor de polos sendo estes pontos, para cada
Osu<min{h—1,2g—1—(a+b)}

Entio d(Ca(D, G)) = Deg(G) —2g + 4.

4.2 Codigos Racionais e Hermitianos

Nesta se¢do vamos estudar codigos racionais e codigos Hermitianos. Estas duas
familias de codigos sdo exemplos importantes como veremos dentro da familia
de codigos geométricos. Por exemplo, codigos racionais possuem uma relagdo
com cddigos de Reed—Solomon generalizados. Ao longo deste estudo, veremos

algumas propriedades interessantes que estes codigos apresentam.
m

Seja X uma curva sobre IF;. Nesta se¢do vamos considerar G e D = Z P; di-
i=1
visores com P; € [y places racionais distintos dois a dois e Supp(G)NSupp(D) =
.

Definicao 4.2.1. Um codigo geométrico Cr (L, D, G) é dito ser um cddigo racio-
nal se é obtido do corpo de fungées racionais F = Fy(z).

Teorema 4.2.1. Se Cr (L, D, G) éum [n, k, d]—codigo racional sobre Fy,entdo
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a) n<qg+1.

b))k =n & Deg(G) >n—2. Ek = 0 seesomente se o grau de G ¢
negativo.

¢) Quando 0 < Deg(G) < n — 2 temos quek = Deg(G) + 1.

d) Quando 0 < Deg(G) < n — 2 a distdncia minima é exatamente n —
Deg(G).

Demonstragdo. a) Como [, (x) tem exatamente g + 1 places de grau um, sendo
eles o place no infinito e os places associados as fungdes x — a, coma € [, o
resultado segue. Os itens b), ¢) e d) seguem do Teorema 4.1.1.

O

Para este tipo de codigo, quando G = s P, temos que o espago de Riemann—
Roch é facilmente calculado, i.e., L(s Pxo) =< 1, x,...,x% >, onde P é 0 ponto
no infinito da curva racional e 0 < s < n — 2. Como os parametros destes codigos
satisfazem k 4+ d = n + 1 temos que os mesmos sdo M DS.

Proposicao 4.2.1. Seja Cr (L, D, G) é um cédigo racional sobre IFy. Entdo
a) Sen =q + 1, entdao Cr(L, D, G) é dada por
Cr(L,D,G) = {(u1p(ar), ..., unplan))| p(z) € Fylz] e deg(p(2)) <k —1},
ondeuy, ..., uy eIFqX eai,....an € Fgcoma; # ajparai # |.
b) Sen < q entdo a matriz geradora de Cp (L, D, G) ¢é dada por

Demonstragdo. a) Sejan = g + 1, escolhendo P, como o polo de x. Assu-
mindo que Deg(G) = k — 1 temos que (k — 1) Poo — G possui grau zero,
logo existe uma fungdo w # 0 tal que (k — 1) Poo — G = div(w).. Como
0G) =k ew,wx, ..., wx¥"1 € £(G) sdo linearmente independentes o
resultado segue.

b) Segue de forma similar a demonstragdo do item anterior.

Na demonstra¢do da Proposi¢@o anterior obtemos que

£(G) = {wp(x)|Fylz] e deg(p(z) <k —1}.



82 4. Codigos Geometricos

Quando n < ¢ podemos exibir a matriz geradora M de C. Fazendo a; :=
x(P;) e v; ;= w(P;) obtemos que (wp(x)(P;) = v;p(a;). Entdo os vetores
(vla'l, .. vma. ) corresponde as linha da matriz M.

De forma analoga, quandon = g1, obtemos que as linhas da matriz geradora
sdo dadas por (vlal,.. , Umn— 1am 1,O)e(v1a1,.. S Um—1a,,_1,1)

Segue dos resultados anteriores que o dual de um codigo racional também ¢
racional.

O estudo sobre Codigos Hermitianos sdo interessantes pois sdo codigos que
retornam “boa” distdncia minima ¢ dimensdo. Como veremos tais codigos sdo
construidos a partir da curva Hermitiana sobre F 2.

Considere H,2 o corpo de fungdes dado pela equagdo Hermitiana y? + y =
x9T1. Vimos que esta curva possui género g = @. Hyr = Fpa(y,x) €
chamado de corpo de fungdes Hermitianas. Esta curva possui propriedade inte-
ressantes como: X € y possui um unico polo em comum P, € para cada ponto
da forma (a,b) € H 2 existe um Unico place da P(g,p) tal que x(Pg,p)) = a €
Y(Pa,p)) =Db.

Exercicio 4.2.1. Mostre que para cada a € F ;2 existe exatamente q elementos
distintos b € F > satisfazendo a equagdo da curva y? + y = x4, Conclua que
o numero de places em H ;> da forma P, p) é q3.

Seja H = K(x,y) com y4 4+ y = x971 o corpo de fungdes Hermitiano,
onde K = F,. Sabemos que H possui exatamente ¢> + 1 places de grau um.
Vamos denotar P € Pg(y) 0 place no infinito. Vimos que existe um unico place
O € Py que sobre Py

Defini¢ao 4.2.2. O cdédigo Hermitiano ¢ definido como H, = C(L, D,rQ),
q3

onde D = Z P; com P; racional e P; # Qco.
i=1

Proposicio 4.2.2. O semigrupo de Weiertrass H(Qx) =< ¢q,q + 1 > .

Demonstragdo. De fato, pelo exercicio 4 temos que (X)oo = ¢Ooc0 € (V)oo =
(g 4+ 1)Qc- Logo,q, g +1€ HQx) cassim< q,qg + 1 >C H(Q). Como
H(Ox) € < q,q + 1> tem mesmo género g = q(q D segue que H(Qoo) =

q,q + 1> .Portanto, m(< q,qg +1>) =qgec(< q,q +1>)=¢g%—q. D

Note que podemos calcular /(rQ ) para r € H(Qso). Observamos que se
r=q(qg—1)entdo [(rQe) =r — g + 1. Sabemos que H(Q ) = {0 = ho <
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hy <---<hg =2g,...} equer éumando lacuna se, e somente se, [(rQo) =
[((r = 1)Qs) + 1. Como /(0) = 1 segue por indugdo que [(h; Qo) =1 + 1,
paracadai =0,...,g — 1.

Como comentamos anteriormente, alguns trabalhos cientificos buscam descre-
ver uma base para o espaco de Riemann—Roch de uma curva, pois tal informagao
auxilia na obtencao de informagdes sobre outros objetos,como por exemplos, se-
migrupos de Weierstrass, c6digos, isomorfismo, etc.. A seguir vamos calcular uma
base de um caso particular da curva Hermitiana.

Vamos achar uma base para £(2¢ Q) = {l, X, y, xz}.

Com efeito, temos pelo item b) que £(¢Qc0) = 2, £((g + 1)Ox) = 3 e
£(29Q) = 4. Segue do item a) que x € L(¢Q ) € assim {1, x} é uma base
para L(2¢ 0 oo). Como

L£(qQc0) C L((g + 1) Qo0) C L(29Q0).

Peloitema) y € L((¢ +1)Qco0) € £((¢ + 1) Qo) = 3 temos que {1, x, y} ¢ uma
base para L((g + 1) Qo). Observando que x2? € L(290s0) € que £(2¢Qo0) = 4
concluimos que {1, X, ¥, xz} ¢ uma base para L(2¢ Qo).

Sobre a dimensao deste codigo temos o seguinte teorema.

Definindo /(s) := {n € H(Qoo)| n < s}, vamos calcular a dimensdo do c6-
digo Cy.

Teorema 4.2.2. Sejam k a dimensdo e d a distdncia minima de H,. Se 0 < r <
g3 + g% — g — 2, entdo vale:

a) k =#(I(r))se0 <r <q>.
b) k =q3—#(s)),seq® <r < q3+q*—q—2, ondes == q>+q*—q—2—r.
c) k=r+1——q(q2_1),seq2—q—2$r$q3.

Demonstragao. a) Se 0 < r < ¢° segue imediatamente que dim(C,) =

E(rQoo) = #(I(r).

b)Seq® <r<q¢>+q¢*—q—2,ondes :=q>+q*>—q—2—r, entdo
dim(C,) = ¢ — dim(Cy) = ¢> —#(I(r).

c) Segue do Lema 4.1.1.
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4.3 AG Codigos, Semigrupos Numéricos e Curvas

No Capitulo 2 vimos que o conjunto de pontos de uma curva definida sobre um
corpo finita ¢ um conjunto finito. Em 1981 o matematico Thara em (lhara 1981)
mostrou que dada uma curva X' de género g definida sobre I, tinha como cota
para a cardinalidade de seus pontos racionais, X'(F;) , 2g+/q + 1 + g. Em outras
palavras,

#(X(Fy) <289+ 1+q. (4.2)

A cota acima recebe o nome de cota de Hasse—Weil (ou cota HW) em home-
nagem aos matematicos Hasse e Weil.

Uma curva X’ de género g definida sobre [F; € dita ser uma curva maximal se
a cota HW ¢ atingida. E claro que tal cota somente pode ser atingida se ¢ for da
forma p?! para algum nimero primo p.

Curvas maximais possuem propriedades interessantes, principalmente pelo
fato que sabemos exatamente a quantidade de pontos racionais. Portanto, cons-
truir AG codigos.

Nesta e na proxima se¢éo veremos exemplos de codigos construidos a partir
de curvas maximais.

A curva Hermitiana H,2 : y? +y = x94T definida sobre g2 € uma curva
maximal veja a demonstracdo em (Hirschfeld, Korchmaros e Torres 2008). Lem-
bramos do Exemplo 2.2.5 que esta curva possui género g = =g l)q

FoHpe)=1+¢*+4q*@—-1) =1+4>.

€ portanto

Exemplo 4.3.1. Considere His : y* + y = x°, definida sobre F,>. Entdo
H(Py) =<4,5>=1{0,4,58,9,10,12,.. .}

Um importante resultado sobre curvas maximais ¢ enunciado no préoximo re-
sultado.

Teorema 4.3.1. Seja X uma curva maximal sobre F > com género g > 0. As
seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

a) X é a curva Hermitiana,
(¢=1?
b) g > 5.

Em outras palavras, o resulta afirma que qualquer curva maximal com género

—1)2 L, . .. .
g (g 7 )~ deve ser a propria curva Hermitiana. Este fato, sugere uma serie de per-
guntas acerca de curvas maximais, abaixo listamos algumas delas:
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* E possivel determinar todos os géneros de curvas maximais sobre [F2 tais

que g < —(q_41)2?

* Se existem tais curvas, elas sdo “Unicas”?

Na Teoria de Curvas Maximais, varios resultados sobre estas perguntas foram
obtidos, por exemplo, em (ibid.). Assim, jd possuimos respostas parciais para
algumas perguntas.

Resumimos estes resultadas no seguinte teorema.

Teorema 4.3.2. Seja X uma curva maximal sobre F 2 com género g > 0. Entdo
g satisfaz:

a) g = q(qz—l),

b g =43

2
g—q+4
o g< | ——I
Os dois Teoremas anteriores podem ser encontrados em (ibid.), (Fuhrmann,
Garcia e Torres 1996).
A seguir vamos apresentar algumas familias de curvas maximais sobre [F>.

Para mais exemplos e detalhes o leitor pode obter em (Hirschfeld, Korchmaros e
Torres 2008).

D, : x"+y"+1

A y9 4y —x™

Cn : X"y +y"+x

Fo: RS i +y9tt:

No Capitulo 2 definimos semigrupos Weierstrass para um ponto, aqui discuti-
remos o caso particular de cddigos geométricos no caso em que o divisor D € um
unico ponto racional. Motivamos pelo fato de que tal divisor possa ser soma de m
pontos racionais, definiremos o semigrupo de Weierstrass em m pontos.
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Defini¢ao 4.3.1. Sejam X uma curva definida sobre Fy e Fy(X) o corpo de fun-
¢oes associado a X. Dados Pu, ..., Py € X(IF,) pontos racionais. O conjunto

m
H(Py.....Py) :={(a1.....am) € N§'| 3h € Fy(X)*, div(h)oo = Y _a; P;

i=1

¢é chamado semigrupo de Weierstrass na m—upla (P1, ..., Pp).
Por questdes historicas, muitas vezes o conjunto H(Py,..., Py) é chamado
de semigrupo de Weierstrass cldssico na m—upla (Pq, ..., Py)

Lema 4.3.1. Sejam X uma curva definida sobre ¥4 e IF4(X) o corpo de fungoes
associado a X. Entdo

m
H(Py.....Py) :={(a1.....am) € N'| 3h € Fy(X)*, div(h)oo = Y _a; P;

i=1
é um subsemigrupo de N{*

O conjunto de lacunas de H(Pq, ..., Pp) ¢é definido por G(Py, ..., Py) :=
Ny \H(P1,..., Pm)eogéneroédadopor g(H(P1,..., Py)) = #(G(P1,..., Pn)).
Vale ressaltar que diferente do caso em que m = 1, quando m = 2 o valor
g(H(Py,..., Py))depende da escolha dos pontos Py, ..., Py,. Neste sentido, va-
mos supor que m = 2.

Notamos quando m = 1 recuperamos a defini¢ao de semigrupo de Weierstrass
dada no Capitulo 2.

A seguir vamos sempre supor que Pp,..., Py sdo pontos racionais de uma
curva X ¢ denotaremos H, := H(Py,...,P;) e G := G(Py,...,Pr) com
1 < r < m. Em H, vamos definir a seguinte relagdo de ordem parcial: dadosu =

(u1,...,ur),v=(v1,...,vr) € H, dizemos que u € menos que v, denotamos
poru <v,quando u; < v; paratodoi =1,...,r.
Dadov = (v1,....,vn) € Ni* definimos o conjunto

vi(v) = {u=(u1,...,ur)eHr|u,~ =vieu; <vj,Vj ;éi}.

Ainda definimos o vetor v(i) := v — uje;, onde e; é o vetor com 1 na i —ésima
posicdo e zero nas demais.
Parav = (v1,...,v,) € N§* vamos denotar por £(v) = L(v1 Py +--- +

Um Pm) e £(v) = dim (L(V)).
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Lema 4.3.2. Suponha que #(Fq) = m. Dadov = (v1,...,vp) € N temos que
Lv)=Ilv—e)+1 & vi(v) #9.

Demonstragdo. Provaremos somente a ida, pois a reciproca ¢ imediata. Com
efeito, seja w € L(V)\L(v — e;). Como #(IF;) = m, existe u € [, tal que

(—vp, (W +u),...,—vp, (W +u)) € v;(v).
O

A prova do proximo lema pode ser encontrado em (Carvalho e Torres 2005).
Lema 4.3.3. Suponha que #(Fy) = m. As seguintes afirmagées sdo equivalentes

a) u= Uy,...,um) € Hy,.

b) lu)y=Ilu—e;)+1,Vi=1,...,m.

O proximo resultado é uma consequéncia imediata do lama anterior. Deixamos
a demonstragdo como exercicio ao leitor.

Corolario 4.3.1. Suponha que #(IF;) = m. As seguintes afirmagoes sdo equiva-
lentes

a) n=(ny,...,nm) € Gy,
b) L(n) =1l(n—e;), paraalgumi =1,...,m.
¢) vi(n) =0, paraalgumi = 1,...,m.

Dizemos que n = (ny,...,n,) € Gy, é uma lacuna de Weierstrass pura se
m m
¢ (,c (ZniPi)) = (c (Znip,- - Pj)) :
i=1 i=1
Lema 4.3.4. Dados u = (uy,...,um),v = (V1,...,0m) € Hpy. Se w; :=
max{u;,vi} paracadai = 1,...,r entdow = (Wy,...,Wn) € Hpy.

m
Demonstragdo. Sejam f, g € F(X) tais que div(f)oo = Z u; Pi e div(g)oo =
i=1

m

Z v; P;. Considere #; um parametro local de P;, paracadai = 1,...,m. Entdo
i=1

escrevendo & :=af + bg,coma,b € Fy temos que vp; (h) = —w;.

O
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Corolirio 4.3.2. Sejau = (uy,...,u,) € Ng' tal que 7;(u) # @ para algum i.
Dados € N coms < u; sew:=u(i) + se; € Hy, entdou € Hy,.

Demonstragdo. Segue do Lema 4.3.2 que existe v = (vq, ..., V) € Hy, tal que
vi = u; €ev; < uj;,para j # i. Entdo aplicando o lema anterior para w e v o
resultado segue. O
Lema 4.3.5. Sejamu = (uy,...,uy),v= (v1,...,vy) € Hy. Seu; = v; para
algumi = 1,...,r entdo existe t = (11,...,ty) € H, satisfazendo as seguintes
propriedades:

a) tj =max{uj,vj}parai #jeu; #vj.

b) tj <ujparai # jeuj =vj.

c)tj <ujouti =uj;=0.
Demonstragdo. Basta tomar h como no Lema 4.3.4 e usar propriedades de valori-
Zagao. UJ

Proposi¢io 4.3.1. Sejav = (v1,...,vm) € N tal que v(i) € Gy,. Denote b :=
min{s € N|n(i) + se; € Hy}. Entdo qualquer u = (uy, ..., uy,) € N§* com
ui =beu; =vj =0o0uuj; <vjpertence a Gy,. Em particular, b € H(P;).

Demonstragdo. Suponha por absurdo que u € H,,. Aplicando o Lema 4.3.5 para
ue v(i) + be; obtemos que v(i) + re; € Hyparaalgums € N comr < b, o
que € uma contradigao. O

Exemplo 4.3.2. Considere a extensdo de Kummer F/F4(x) dada por

,
=1l -,
i=1
Vimos alguns exemplos de divisores deste tipo no Exemplo 2.4.3. Se tomarmos
r=75=1em=>5entioy’> = ]_[Z=1(x —a;j). Se Py é totalmente ramificado.
Entdo
I'(Pso, P1) = {(1,21),(2,17),(3,8), (4,4),(6,16), (7,12), (8, 3), (11, 11),
(12,7),(16,6), (17,2), (21, 1)}.

Em (Shudi e Hu 2016) € possivel consultar a demonstra¢do do proximo resul-
tado.
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Teorema 4.3.3. Considere a extensio de Kummer F/Fq4(x) dada por y™ =
]_[;=1(x —a;)’ com mdc{m,sr} = 1ea; € F,. Se os zeros P; associados
a (x — a;) sdo totalmente ramificados, entdo

m
I'(Poo, P1,...,Pr) ={(mco—rj,mcy+ j,....,mc; + j)| 1 < j §m—1—|_7j,

rj
¢ =0, co= [E]’ Zci =r—t}

Sobre a relagdo de ordem <, vamos definir um /ub. Considere uy,..., ug €
Ng* com u; = (uj,,...,u;,) definimos o /ub de uy,...,us; (em ingles “least
upper bound”) como

lub(uy,...,us) = (max{uy,,... . ug, },....max{uy,,, ..., Us,})
Parav = (v1,...,vn) € N{* definimos o conjunto
Vitv) :={(u1,...,um) € Hy| vi = u;}.
Vemos imediatamente que v; (v) 2 V;(v).

Proposicio 4.3.2. Sejav = (v1,...,vy) € Ni'. Estdov = minV;(v) para
algum i com respeito a < se, e somente se, v = minV;(v) para todo i

Demonstragdo. Seja u minimal em {(u1,...,Um) € Hy| vi = u;} com relagdo
a < paraalgum i. Sem perca de generalidade podemos assumir que i = 1. Suponha
que existe j,com j = 2, tal que ¥ ndo é minimal em {(ul, coUm) € Hyl vy = uj}.
entdo existe v € Hy, talquev < u,v #uev; = u;. Logo, existe w € Hy,
satisfazendo wy = uy, w; < u; e wy < ug para j # s = 2, mas isto contradiz a

minimalidade de u. Portanto, u € minimal para todo j = 1,...,m. A reciproca ¢
imediata. [
Proposiciao 4.3.3. Seuy,...,us € Hy,, entdo lub(uy,...,us) € Hy,.

Demonstragdo. Podemos provar o resultado repetindo o argumento realizado no
Lema 4.3.4 da seguinte forma: definaw , = [ub {uy, uy}. Pelo Lema4.3.4 temos

que wy € Hy,. Definidow ; = [ub {w ;_1,u;} temos pelo Lema 4.3.4 que w; €
H,,. O
Defini¢io 4.3.2. Seja X uma curva sobre Fy e P, ..., Py pontos racionais de

X distintos entre si. Denote I'(P1) = H(P1) sem = 1 e param

L'(P1,...,Pp) :={v=(v1,...,vm) € NJ'|v = mimV;(v), para algum i} .
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Considere a condicdo: (A4)

Wiy, ....ui) € I'(Pyy, ..., Py)paraalgum, {iy,... i} C{l,...,m}
satisfazendoiy <---<ipeigy; =---=1iy =0, onde
{ikt1s---nimy CLL . O\ i1, ..., ik}

Teorema4.3.4. H(Py,..., Py) é completamente determinado por I'(P1, ..., Ppy).
Em outras palavras,

H(Py,...,Py) ={lub(uy,...,um)|ui € '(P1,..., Py)ousatisfaz (A)}.

Demonstragdo. Segue da Proposicao 4.3.3 ainclusdo D . Para mostrar a contraria,
suponhau € Hy \ {{ub(uy,...,um)|u; € I'(P1,..., Pp) ou satisfaz (A)}.
Sem perca de generalidade podemos supor que u = (u1, ..., un) € N§'. Entiou
ndo ¢ minimal em {v € H,,| u; = v;} paratodo i. Logo, existem wy, .. ., Wy, tais
queu =[ub{w,...,Wptewy,...,wWy € {{ub(uy,...,uy)|u; € F'(P1,..., Ppn)}
ou satisfazem (A).

O

Definicao 4.3.3. O Conjunto I'(P1, ..., Py) é chamado de conjunto minimal de
geradores de H(P1, ..., Py)

Seja X um curva sobre . Um divisor D € Div(X) é chamado de discrepdn-
cia para dois pontos racionais P, Q € X se

L(D)# LD —P)=L(D—P—0)e
L(D) # LD —-0)=LD-P—-0)

Teorema 4.3.5. Sejau = (uy,...,um) € H(Py,..., Py). Entdou € I'(Py, ..., Pp)
se, e somente se, D = u1 Py + +++ + um Py, é uma discrepancia para qualquer
dois pontos de { Py, ..., Pp}.

Demonstragdo. Sejau = (Uy,...,uy) € I'(Pq,..., Py), entdo existe f €
Fq(X) tal que div(f)oo = u1P1 + -+ + Uy Pp. Considere P;, Pj € K =
{P1,...,uPylcomi # j. Se L(D) = L(D — P;), entdo f € L(D — P;), i.e.,
div(f) + D — P; = 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, L(D — P;) # L(D).
Agora suponha que L(D — P; — P;) # L(D — P;), entdo existe g € L(D — P;) \
L(D — P; — Pj) satisfazendo div(g) + D — P; = 0. Desta forma

div(g)eo = s1P1+ -+ 5j—1Pj—1 +ujP; +5j41Pjr1+ -+ sSm P,
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coms; <uj—lesg <upparak € {l,....m}\{i,j}.

Portanto, (s1,+--,8j—1,uj,5j+1,5m) € Vi(u) o que contradiz o fato de que
u ¢ minimal em € V; (u).

Reciprocamente, se D = u1 P14+ -+usm, Py ¢ uma discrepancia com respeito
P;,Pj € Kcomi # j. Sejah € Fg(X) tal que div(h)oo = u1 P1 + -+ + U Pp.
Seu = (u1,...,Un) ndo ¢ minimal em V;(u) para algum i, entdo existe f; €
Fy(X) com div(fi)oo = n1P1 + -+ + nmPm. Sen = (ny1,...,ny), entdo
s € Vi(u) comn # uen < u. Portanto, f; € L(D — Pj)e fi & L(D — P;),
absurdo. O

Defini¢do 4.3.4. Sejau = (uy,...,um) € G(P1,..., Py). Dizemos que u é uma

m m
lacunapurade G(P1, ..., Py)sel (E (Z uiPi)) =/ (E (Z u; P; — Pj))

i=1 i=1
paracada j = 1,...,m.

Vamos relembrar alguns fatos sobre Curva GK: Considere ¢ = n3, paran > 2.
A curva GIC é definida pela equagdes

n
an_n+1 =y Z(—l)i+1xi(n_1)
i=0

xn +x :yn—i-l’

definida sobre [Fg2. O género de K ¢ dado por g = w + 1 e possui
um unico ponto no infinito Poo = (1 : 0 : 0 : 0). Outra propriedade interessante
desta curva ¢ que ela ¢ uma curva maximal.

Vamos denotar por Pj := (a;,0,0) € GK(F,2) tais que a? +aj = 0, para
j=1....n.Q;:=(a;,bj 0) € GK(F,) tais que a’} +a; = b?“ eb; #0,
paraj =1,...,n°
satisfazendo

—n. Usando as equagdes da curva GKC podemos exibir fungdes

n3—n n
()= 0;j+ Y Pj—n*Po
j=1 Jj=1

) = Z(n2 —n+ )P — (n® —n® +n) P
j=1

(x —aj) =n>+ 1)(P; — Poo).
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Usando essas fungdes podemos provar que
H(Pso) = H(Q;) = H(Pj) =<n®*—n* +n.n* + L,n? >,

paracadai = 1,...,n3—nej =1,...,n.

Usando a notagdo acima, enunciamos o seguinte lema.
. 2 . L ~
Lema 4.3.6. Considere a curva GK sobre F4". Sejam a, b, ¢ inteiros entdo
F(P007P177Pm) = Fm—‘,—l»

onde

m
Dt = {(nz—m—st)c—ina—kb,jlc—l—ia+k,...,jmc+ia+k)|

s=1

m
1<k<a, 0<i<n, jsZOe(nz—m—st)c—ian—kb>O},

s=1
paral <m < n.

Exemplo 4.3.3. Usando a mesma notagdo do Exemplo 4.3.3 vamos calcular Iy, 1.
Sejan = 2 e considerea = 3, b = 8 e c = 9. Entdo a curva GK possui género
10 e H(Px) =< 6,8,9 >. Usando o lema anterior para m = 1 temos que

D={93—j1)—6i —8k.9j1 +3i +k)|i =1,2, k =1,2,3,j; 20
e 93— j1) —6i —8k =0} =
{(1,19), (2, 11), (3,3). (4. 13),(5,5). (7.7), (10, 10), (11,2), (13, 4), (19, 1)}.

Ainda sobre a curva enunciamos o resultado a seguir onde é possivel calcular
lacunas puras.

Proposicdo 4.3.4. Para 2 < k < a, o vetor (n> —m)c —kb.k,....k,k—1)¢
uma lacuna pura de GK Poo, P1, ..., Py.

Exemplo 4.3.4. Considere a curva Hermitiana y® + y = x° definida sobre

Fe4. Sejam Poo e Py 0 polo e zero em comum das fungoes x e y. Sabemos que
Hg(Poo) =< 8,9 > . Entdo
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I'(Po, Po) = AU {(u,0), (0,u)|u € Hg(Poo)},
onde

A= {(1,55),(2,47), (3,39), (4,31), (5,23). (6, 15), (7. 7). (10, 46), (11, 38),
(12,30), (13,22), (14, 14), (15, 6), (19, 37), (20, 29), (21, 21), (22, 13), (23, 5),
(28,28), (29,20), (30, 12), (31, 4), (37, 19), (38, 11), (39, 3). (46, 10), (47,2),
(55, 1)}.

No caso geral enunciamos o seguinte Teorema.

Teorema 4.3.6. Seja y? + y = x4 a curva Hermitiana H, definida sobre Fg2.
Considere os pontos racionais Pe e Pi = Pyp, de Hy onde a,b; € ]qu com
a fixado e blq + b; = a?™! (note que P; denota o zero em comum das fungées
x—aey—>bi)i =2,...,9+ 1. Entdo Hy(Poo, P2, ..., Pyy1) é gerado pelo
conjunto

F={u=i....um) e NJ'lu= (u;,....u;;) € Sy comu;, =0, para
r=I101+1,...,mparaalguml € {1,...,m},

onde
Smi={(g+ D1 —j)+Jj,....(¢+ Dm—j)+j) € NJ'| Z“i =g+
m—-DG -1, 1<j<u;<qg-1,Vi=1,...,m}.

Sobre H(Pq,..., Pyn) podemos obter através dos resultados anteriores infor-
magdes sobre AG codigos. Para isso vamos fixar uma notagao. Seja X’ uma curva
definida sobre ;. Considere m € N tal que ¢ > m. Suponha que Q1,..., Op,
Py, ..., Py pontos racionais de X dois a dois distintos. Sejamu = (uy,...,Un),
v = (v1,...,vm) € N{, defina o divisor D := Q1 + -+ 0, e G =
(u14+vi—1)P1+---+ Um+ v, —1) Pp. Consideramos o AG codigo Co (D, G).

Lema 4.3.7. Sejam B, E, L e M divisores em X com B, E divisores efetivos. Se
as condicoes.:

a) E+ L+ M éum divisor canénico,

b) UL) = (L + B),
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¢) {(M — B) ={(M)
sdo satisfeitas, entdo Deg(B) < Deg(E).

Teorema 4.3.7. Considere uma curva X de género g eo|n,k,d]—codigoCgq (D, G).
Seu = (Ur,...,um),v = (v1,...,Vn) sdo lacunas de Weierstrass puras em
Pi,....,Ppentiod = Deg(G) —2¢g +m + 2.

Demonstracdo. Considere os divisores

m
E=divip) -G + ) _P;

i=1

L= (w—-10;

i=1
m w
M=) v0i-) P,
i=1 i=1
onde n € 2(G — D), com res(n) # 0, parai = 1,...,w. Defina o divisor
m

B = Z Q;. Como (L) =4(L+B),{(B)y=4(M—B)e E+L+M = div(n)
i=1
¢ um divisor candnico, portanto Deg(B) < deg(E) e o resultado segue. O

Se impormos condi¢des adicionais, podemos melhorar a cota anterior.

Teorema 4.3.8. Sejamw = (wy,...,Wy),u = (UL, ..., Up),v= (V1,...,Upy) €
Ng* tais que u; < w; < v; para cadai = 1,...,m sdo lacunas de Weierstrass
puras em Py, ..., Py, entdo

m
d = Deg(G)—2g +m+2+ > (v; —u).
i=1

Demonstragdo. Os passos da demonstracdo sdo analogos ao do teorema anterior,
m

basta considerar aqui o divisor B := Z(vi —u; —+1)0;. O
i=1

Exemplo 4.3.5 (Matthews e Peachey 2010)). Seja Fp7 = F3(w), onde w3 —w +

1 = 0. 4 curva norma-trago sobre Fa7 é dada pela equacdo y° + y3 +y = x13.
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Esta curva possui exatamente 9 places da forma P; = Pyg;, onde ap = 0,a1 =

l,ay =2, a3 =w, as = w3, as = w°, ag = w'*, a7 = w'®, ag = w22 Apos

alguns calculos obtemos

G(Px) =11,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,14,15,16,17,19, 20,21, 23,24, 25,28,
29,30,32,33,34,37,38,41,42,43, 46,47, 50, 51, 55, 56, 59, 60,
64,68,69,73,77,82, 86,95},

onde P, é 0 ponto no infinito da curva norma-traco. Ainda

G(P;)=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15,16, 17,18, 19,20, 21,22,23,27,
28,29,30,31,32,33,34,40,41,42,43, 44,45, 46, 53, 54, 55, 56,
57,66, 67,68, 69,79, 80, 92}.

E portanto

I'(Poo, P2) = {(1,23),(2,46), (3, 69), (4, 92), (5, 11), (6, 34), (7,57),
(8,80), (10,22), (11, 45), (12, 68), (14, 10), (15, 33), (16, 56), (17,79),
(19,21), (20, 44), (21, 67), (23, 9), (24, 32), (25, 55), (28, 20), (29, 43),
(30, 66), (32, 8), (33,31), (34, 54), (37,19), (38, 42), (41, 7), (42, 30),
(43, 53), (46, 18), (47, 41), (50, 6), (51, 29), (55, 17), (56, 40), (59, 5),
(60, 28), (64, 16), (68, 4), (69, 27), (73, 15), (77, 3), (82, 14), (86,2),
(95, 1)}

A ideia de semigrupos de Weierstrass em uma m—upla (Py, ..., Py ) possui
uma generalizagdo. Tal generalizagdo ¢ definida da seguinte forma: Sejam X
uma curva definida sobre IF; e FF;(X) o corpo de fungdes associado a &, con-
sidere Pq,..., Py € X pontos racionais dois a dois distintos. Denotaremos por
R(P1, ..., Pp)oanel de fungdes de X’ que so6 possuem polos em Py, ..., Py,. En-
tao o semigrupos de Weierstrass generalizado na m—upla Py, ..., Py, é definido
por

H(Py,...,Pp) = {(—Upl(h),...,—vpm(h)) €Z™| he R(Pl,...,Pm)},
onde vp; € a valorizagdo associada a P;.

Teorema 4.3.9. H(Py,..., Pp) é um subsemigrupo aditivo de 7.
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Demonstracdo. Exercicio. O

Os semigrupos H (P1,..., Pm) e H(P1,..., Py) se relacionam da seguinte
forma:

H(P1,...,Pm) = H(Py,..., Py) NN

Onde esta relagdo justifica o termo generalizado, uma vez que podemos obter o
classico através do H(P1,..., Py).
Sejamu = (Uy,...,Uy) € Z™ei = 1,...,m. Definimos o conjunto

V'u) = {v=(v1,....0) € H(P1,..., Pm)|ui =vieuj <v;,Vj #i}.

Proposicio 4.3.5. Sejamu = (uy,...,um) € Z™e D = u1P1 + -+ + U Py,
(q = m). Entdo

a) ue H(Py,...,Pp) < L(u) =L(u—e;)+ 1 paracadai =1,...,m.
b) V"(u) = 0 < l(u) = L(u —e;).
Demonstragao. a) Seue H(Py,..., Py),entioentioexiste f € R(Py,..., Pp)

tal que vp,(f) = —u; paracadai € I = {l,...,m}. Entdo, [ €
L(u)\ L(u—¢;) e, portanto £(u) — 1 = £(u —e¢;), paracadai € I.

Reciprocamente, se £(u) — 1 = £(u — ¢;), para cada i € I, existe h; €
L(u)\L(u—e;),paracadai € I. Assim,vp, (h;) = —u; e vp; (hi) = —u;j

m
parai # j.Dadov = (v1,...,V,) € IF;" definimos h = Zvihi- Como

i=1

q = m segue que vp, (h) = —v;.
b) Basta notar que #; € L(u) \ L(u—¢;) & (—vp,(f),....,—vp,(f)) €
V().
O
Como consequéncia do resultado anterior temos que u € H(Py,..., Pp),
sempre que sua norma ¢ maior que o dobro do género da curva, i.c., |u| = 2g.
Sejamu = (u1,...,uy) € Z™e® # J < {1,...,m}. Definindo o conjunto

V() := {V=(vl,...,v,)eﬁ(Pl,...,Pm)|u,~ =vieu; <vj,Vi gZJ}
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dizemos que v = (v1,...,v;) € H(P1,..., Py) ¢é absolutamente maximal se
Vj(v) =@ paratodo @ # J S {1,...,m}. Denotaremos o conjunto de todos os
elementos absolutamente maximais de H (Py, ..., Py) por A(P1,..., Pnm).

Proposicio 4.3.6. Sejamu = (uy,...,uym) € Z™e D = u Py + -+ 4+ um Py
(q = m). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

a) ue A(Py,..., Pp).

b) V™ (u) = {u} paratodoi € {1,...,m}
¢) V™(u) = {u} para algum i € {1,...,m}
d) L(D)=4(D—Y", P)+1.

Demonstragédo. a) = b) :comou € H(Py,..., Py), entio {u} C V" (u), para
todoi € I ={1,...,m}. Sew € V"(u) comw # u, entdo existe J/ & I o que
contradiz a).

b) = c) : é imediato.

¢) = d) : é suficiente mostrar que V*(u — 1 —1;) = @ (onde 1 denota o
vetor (1,...,1) e 1 ¢ denota a m—upla tendo 1—ésima coordenadase j € J ¢ 0
caso contrario, € ¢; = 1¢13). Uma vez que

Vi (u—1-15) C V/"(u) = {u}

eudg V"(u— 1-1y) concluimos que V*(u — 1—-1;5) =90.
d) = a) : Note que £(u —¢;) = £(u— 1) paratodo i € I. Se V7 (u), para
algum @ #£ J C I, entdo

Lu—e;)=L(u—1)+1,
0 que ¢ uma contradigao. O

Para o proximo resultado vamos fixar a seguinte notagdo: vp, .. p, (h) =

(—UPI (h)’ <., —UP, (h))

Teorema4.3.10. H(Py,..., Pp) = {lub(uy, ..., um)| u1,...,um € A(P1,..., Py)}.

Demonstracdo. Comegamos observando que [ub(uy,us) € H(Py, ..., Py)para
Ui, up € A(Py,..., Py). Logo existem f, g € R(P1,..., Py) fungdes tais que
div(f)oo = Y jequ1; Pi e div(g)oo = Y ey Uz; Pi. Como #(Fy) = m temos
que vp,,.. p,(h) =Ilub(ui,uz),onde h = af + bg coma,b € [F,. Finalmente,
basta repetir o processo de forma indutiva. O
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Exemplo 4.3.6. Considere a curva X dada pela equagédo y3 + y = x?® definida
sobre F36. Escrevendo os pontos racionais da curva como Py, 0:b; :1)
combj € Fs6 tais que b +b; =0(j = 1,2,3) e Ps 0 ponto no infinito. Temos
que

{(0,0,0), (25.1,1), (22.2,2), (19,3, 3). (16,4, 4), (13,5,5),

(10,6,6),(7.7.7). (4,8.8),(1,9,9),

(2,10, 10), (=5, 11, 11), (=8, 12, 12), (=11, 13, 13), (=14, 14, 14),

(—17,15,15), (=20, 16, 16), (=23, 17, 17), (—26, 18, 18),

(29,19, 19), (=32, 20, 20), (=35, 21,21), (—38,22,22), (—41, 23, 23), (—44, 24, 24),
(—47,25,25), (=50, 26,26), (—53,27,27), (—28, 28, 0), (0, —28, 28)}

gera H(Poo, Po, Py s46), onde w>*® é uma raiz primitiva de F6.

Para o caso particular em que m = 1,2 obtemos H (P) ou H (P, Q). Vamos
estudar estes dois casos particulares.

Se m = 1, podemos obter um cota para a distdncia minima do codigo C =
C(L,D,aP).

Sobre codigos racionais, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.11. Sejam n|(q™ — 1) e o uma raiz n—ésima da unidade de ¥’
e F = Fym(x). Vamos denotar Py o zero de z e P, 0 polo de x, P; o zero de

n
(x—a'~Yparai = 1,...,n. Definindo o divisor D = Z P; e tomando inteiros
i=1
aebtaisque 0 < a+ b <n—1temos que

a) C(L.D,aPy+bPs) = C(n.1,6).

b) odualde C(L, D,aPy+ bPx) é o codigo C(L,D,—(a+1)Po+(n—>b—

1) Pso).
Demonstragao. a) Basta notar que x%a’ forma uma base para £(a Py + bPoso)
eescrever/ = —a,6 =a+ b + 2.

b) Considere as fungdes
n

z=Xx "e

f)=(x—=1)-(x—a"").
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Entdo, D — (a Py + bPso) + div(z) + [div(h'(x) — h(x))] = 2P = (—a —
1)Py + (n — b — 1)Ps. Fazendo,! = —a ed = a + b + 2 o resultado
segue.

O

A demonstracdo dos proximos resultados sera omitida. O leitor que desejar
pode consulta-los em (Martinez-Moro, Munuera ¢ Ruano 2008).

Teorema 4.3.12. Seja G = ((¢ + 1)(¢ —2) + a(g + 1) — b) P Entdo

alg+1)—>b, seb<a

d(C(L,D,G)) =
(c( ) alg+1)—a, seb>a.

Seja X uma curva definida sobre F; com P, Q € X dois pontos racionais
distintos. Param = 2 temos o semigrupo H (P, Q). Notamos que para um fungao
x € X(IF4) onde P ¢ tinico polo e Q seu o Unico zero, teremos que o espaco de
Riemann—-Roch L(aP + bQ) =< x7?, ..., x% > . Desta forma, vamos denotar
Py := P, Py:= Q e G := aPs + bPy o divisor dado pelo polo ¢ zero de X.

Sobre os pontos Poo € Py podemos definir o seguinte conjunto:

I'(Pso, Po) : {(a, b) € H(Pso, Po)|(a,b) é minimal em H (Puo, Po)} .

Vamos calcular I'(Poo, Pg) para a curva Hermitiana y? + y = x971 sobre
qu. Considere ag,a; = 0,1,...,q.

Teorema 4.3.13. SejaG = K+aPx+bPy = K + Pso + Py, com K um divisor
canénico. Considerea = ag(q +1)—ay, para0 <a; <qgeb =bo(qg+1)—by,
para 0 < by < q. Denotando d = d(Cq (G, D)) temos:

a) seay,by <ag+boentdod =a+b

b) seby <ag+bo<ayentiod =a+b+ay— (ap+ bo)

c) seay <ap+bo<bientiod =a+ b+ by — (ap+ bo)

d) seap+ by <ay <biea; <qgentdod =a+b+ay+ by —2(ap + by)
e) seap+byo <by<ayeby <qentiod =a+b+ay+ b1 —2(ap + by)

f) seag+bo <by =a1=qentdiod =a+ b+ q—(ap + bo)



Sabemos que, um corpo, como o corpo real R ou o corpo dos complexos C, tem
duas operagdes basicas, sdo elas: a adicao e a multiplicagdo. Nessa parte nosso ob-
jetivos € definir essas propriedades de maneira geral e exibir algumas propriedades
sobre corpos finitos.

Definicdo .0.5. Um corpo algébrico (ou simplesmente um corpo) é um conjunto

ER] 2

ndo vazio F com duas operagoes ” x ” e ” + 7 chamadas: multiplicagdo e adi-
¢do respectivamente. Tais operagoes devem satisfazer as seguintes propriedades:
para quaisquer a,b,c,d € F

l.a+bekF;
2. axbekF;
3 a+b=b+aecx*d =d *c (comutatividade),
4 (a+b)+c=a+(b+c)e(ax*xb)*xc=ax(bx*c) (associatividade);
5. (@a+b)xc =a*c+ b xc (distributividade).
Lema .0.8. Seja F um corpo. Entdo para quaisquer a,b € F
a) a+0=a;
b) axl=a;
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¢) Va € F existe —a € F tal que a + (—a) = 0;

d) Y0 # a € Fexiste 'a € Ftalquea x (a™') = 1;
e) axb=0entdoa=0o0ub=0.

) (=) xa=—a.

Dados dois inteiros x,m com m = 1 temos pelo algoritmo da divisdo que
x=mq+rcom0<r<m-—1.

Definicio .0.6. Sejam x, y e m inteiros com m = 1. Dizemos que x, y sdo congru-
entes modulo m se x — y = mgq para algum inteiro q e, denotamos por x =, Y.

Lema .09. Sex =, y ez = w, entdo

a xX+z=py+w

b) x—z=py—w

C) XkZ=pmy*xw

Com essas operagdes Zy, := mZ—Z ¢ um anel.
Teorema .0.14. Z,, é um corpo < m é primo.

A caracteristica de um corpo ¢ definida como sendo p o menor inteiro positivo
tal que 1 * p = 0. Denotamos a caracteristica de um corpo F por Char(F)

Proposicao .0.7. Se p é a caracteristica de um corpo, entdo p é zero ou um primo.

Teorema .0.15. Seja F um corpo finito, com Char(F) = p. Entdo #{(F) = p",
para algum numero natural n = 1.

Proposicio .0.8. Se {(F) = g entdo para todo a € F temos que a? = a.

Note que se p(x) € F[x] € um polindmio de grau m e irredutivel. Se a é uma
raiz de p(x) entdo o conjunto

F
Fla] := P et biat ot bm_1a™ Y| b; € F}

p(x)

€ um corpo finito.
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Defini¢do .0.7. Seja o € Fyn. Um polindmio minimal com relagdo a Fy é um
polinémio monico de menor grau p(x) € Fy[x] tal que o é uma raiz de p(x)

Teorema .0.16. As seguintes afirmagées sdo verdadeiras:

a) O polinomio minimal (de um elemento de a € Fyn) com relagdo a Fy existe
e é unico.

b) Todo polinomio minimal é irredutivel.
Lema .0.10. Para cada a,b € F com Char(F) = p > 0en € N temos que
(a+b)P" =a?" +bP",

Para mais detalhes e propriedades veja (San Ling 2004) , (Gongalves 2017).



Os objetos fundamentais de estudo em algebra linear sdo espagos vetoriais e trans-
formagdes lineares. Aqui vamos definir o que € um espago vetorial e transforma-
¢oes lineares, além de enunciar algumas propriedades.

Definicao .0.8. Seja F um corpo. Um conjunto ndo vazio V ¢ um espago vetorial
sobre F (F-espaco vetorial) se possui duas aplicagoes, soma + .V xV — V e
multiplicacdo por escalar - : F x V. — V satisfazendo: para cada v,u,w € V e
a,beF

I.v+tu =u+v

M+vy+w=u+@+w),

Existe 0 € V tal que u + 0 = u (vetor nulo);

Existe —u € V tal que u + (—u) = 0 (vetor inverso aditivo);

a(u+v) =au+ av;

S KN w0

(a + b)u = au + bu;
7. a(bu) = (ab)u;
S8 1-u=u.

Lema .0.11. Sejam F um corpo e V F-espago vetorial. As seguintes afirmagoes
sdo verdadeiras:
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a) O vetor nulo é unico.

b) O vetor inverso é unico.

¢) O-u= 0, paratodoucV.

d) (-1)-u=—u, paratodou V.

Definicao .0.9. Um subconjunto ndo vazio W de V ¢ dito um F-subespago vetorial
deV se:

. u+veWw,
2. a-ueV,paracadau,veVea € F.

Definicao .0.10. Sejam F um corpo e V F-espago vetorial. Considere vy, ..., v, €
V., uma combinagdo linear é um vetor da seguinte forma:

w=aivy + -+ apva,
ondeay,...,a, € F.

Vamos denotar por [vy, ..., V,] 0 conjunto de todas combinagdes lineares dos
vetores vi, ..., Vy.

Teorema .0.17. Sejam F um corpo, V F-espago vetorial e vy, ...,vy, € V. Entdo
[v1, ..., vn] é um F-subespacgo vetorial de V.

Dizemos que vy, ..., V, gera o espago [Vi, ..., V).

Definicao .0.11. Sejam F um corpo, V F-espaco vetorial e vy, ...,v, € V. Dize-
mos que vy, ..., v, € linearmente independente sobre F (ou simplesmente l.i.) se
sempre que tivermos uma combinagdo linear sendo o vetor nulo, entdo todos os
escalares sdo nulos. Em outras palavras, se

alv] + + anVn == 0 (3)
entdoay = ... = a = 0.

Caso em 3 tenhamos algum escalar ndo nulo, dizemos que vy, ..., v, € linear-
mente dependente (ou simplesmente 1.d.).

Definicao .0.12. Sejam F um corpo, V F-espago vetorial e vy, ...,vy, € V. Dize-
mos que vy, ..., v, é umabasede V se V = [v1,...,vy] ev1, ..., v, sdo linearmente
independente.
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A quantidade de vetores que formam uma base para um espago vetorial é cha-
mado dimensdo de V e, é denotada por dim(V).

Uma F-espago vetorial V' ¢ dito ser de dimensao finita sobre F, se a quantidade
de vetores na sua base ¢ finita. Caso contrario ¢ chamado de dimensdo infinita.

Teorema .0.18. Sejam F um corpo, V' F-espago vetorial e vy, ..., v, uma base de
V. Sewi,...,wy éoutra base de V, entdom = n.

Proposicao .0.9. Todo subespago de um espago vetorial de dimensdo finita possui
dimensdo finita.

Seja V' um F-espago vetorial com base vy, ..., v,. Sabemos que todo elemento
u de V pode ser escrito de maneira inica como combinagdo linear dos elementos
da base de V da formau = a1vy + ... + anvy, com a; € F. Com esta escrita
podemos denotar u = (ay, ..., an).

Definicdo .0.13. Seja V um F-espaco vetorial de dimensdo m.  Sejam
u= (uy,...um),v = (v1,....,vy) € V. O produto interno de u por v é defi-
nido como:

m
<u,yv>= E Ujv;.
i=1

Dois vetores u, v € V sdo ditos orfogonais se < u,v >= 0. Seja W C V
um subespago vetorial. Entdo o conjunto de todos os vetores ortogonais a W ¢
denotado por

Wt.={veV| <v,w>=0Vwe W}

O conjunto W+ é um subespago vetorial de V.

Definicao .0.14. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre F. Uma aplicagdo
T :V — U é chamada de transformacdo linear se:

1. T(u+v)=T(u)+ T();
2. T(av) = aT (), paracadav,u €V ea € F

Seja T : V — U transformagao linear entre espagos vetoriais. Definimos os
seguintes conjuntos associados a 7' :

1. Ker(T) = {v e V| T(v) = 0} (o Nicleo de T),
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2. Im(T)y={we U|w=T(v),veV}(almagemdeT).

Teorema .0.19. Seja T : V — U transformagdo linear entre espagos vetoriais.
Entdo

a) Ker(T) é um subespaco de V.
b) Im(T) é um subespago de U.

Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre F. U ¢ dito ser isomorfo a V se
existe uma transformacgdo linear bijetiva T : V — U.

Teorema .0.20. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre F isomorfos. Entdo
dim(U) = dim(V).

Teorema .0.21. Seja T : V — U transformacgdo linear entre espacos vetoriais
de dimensdo finita. Entdo

dim(V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

Definicdo .0.15. Sejam F e K dois corpos. Se K C F, dizemos que F é uma
extensdo do corpo de K e denotamos por F/K. Se ainda considerarmos que F
como um espago vetorial sobre K, denotamos a dimenséo de F sobre K por [F : K.

Dizemos que uma extensdo F/K ¢ finita se [F : K] < oo.

Teorema .0.22. Sejam F’/F e F/K duas extensées. Entdo [F’ : K| = [F’: F|[F :
K.

Seja F/K uma extensdo. Um elemento o € F ¢ dito ser algébrico sobre K se
existe um polindmio p(x) € K[x] tal que p(«) = 0. Caso contrario, dizemos que
o € transcendente sobre K.

Defini¢ao .0.16. Uma extensdo F/K é dita ser algébrica se todo elemento de F é
algébrico sobre K.

Para mais detalhes e propriedades veja (Stichtenoth 1993), (Lima 2020), (J.
Kirkwood e B. Kirkwood 2017).
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