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A Geometria Lipschitz das singularidades ¢ uma teoria relativamente nova, em
comparagao com outras partes da teoria das singularidades. O primeiro resultado
nesta direcdo foi obtido por Frédéric Pham e Bernard Teissier em 1969. Eles in-
vestigaram a estrutura de germe de uma curva plana complexa no ponto de vista
métrico. O descobrimento deles pode ser formulado na seguinte forma:

Teorema Dois germes das curvas planas X e Y sdo equivalentes bi-Lipschitz
respeito a métrica outer se e somente se eles sdo ambientalmente topologicamente
equivalentes.

Este resultado, sendo isolado na época, ndo era tdo impressionante como me-
receria. Na época era dificil de descobrir, que o resultado é bem frutifero por que
os espertos nao sabiam, que existe uma diferengca muito grande entre Geometria
Lipschitz e Topologia. Por outro lado, as demonstrag¢des dos resultados eram mais
algébricas e bastante complicadas. Neste ponto comegaremos. De fato, trabalha-
remos com conjuntos semialgébricos, subanaliticos (ou conjuntos definiveis nas
estruturas o-minimais) com singularidades. Vamos dedicar-se para estudos locais,
i.e., estudos dos germes destes conjuntos em pontos singulares.

Na vis@o moderna da Geometria Lipschitz das singularidades temos trés dire-
¢oes: 1) Geometria Lipschitz intrinseca; 2) Geometria Lipschitz outer ou extrin-
seca; 3) Geometria Lipschitz ambiental. Toda geometria est4d baseada na relagdo
de equivaléncia correspondente. Métrica intrinseca ou métrica do comprimento
esta definida como o comprimento minimo do arco semialgébrico, ligando dois
pontos.

A equivaléncia Lipschitz intrinseca de par dos conjuntos X e Y ¢€ existéncia



de uma aplicag@o bi-Lipschitz, com respeito a métrica intrinseca entre eles. Equi-
valéncia extrinseca esta definida como existéncia de uma aplicagdo bi-Lipschitz,
com respeito a métrica outer — a métrica de espaco ambiente. E finalmente equiva-
1€ncia ambiental, que € a existéncia da uma aplicagdo bi-Lipschitz outer, que pode
ser estendida para aplicagdo bi-Lipschitz, definida no espago ambiente.

O livro recente de Walter Neumann ¢ Anne Pichon (ver Neumann ¢ Pichon
2020) esta cobrando varios aspectos de geometria Lipschitz das singularidades.
A maior parte do livro esta dedicada a teoria complexa. Nosso curso esta mais
dedicado a parte do Geometria Real.

Neste trabalho, queremos explicar para os leitores, alguns resultados que acha-
mos importantes sobre todos as trés Geometrias Lipschitz de dimensdo baixa —
geometria das curvas e superficies. De fato, a equivaléncia ambiental implica
equivaléncia outer e equivaléncia outer implica equivaléncia intrinseca.

No Capitulo 1, estamos descrevendo a Geometria Lipschitz outer das curvas
semialgébricas. O caso das curvas ¢ “trivial” no sentido da Geometria intrinseca.
Mas no ponto de vista de métrica outer este caso ¢ primeiro caso interessante. Os
resultados do Capitulo 1 sdo baseados no trabalho conjunto de Birbrair e A. C.
Fernandes (2000). Definimos ordem de contato ou ordem de tangéncia de par dos
arcos. O resultado principal deste capitulo ¢ seguinte: O tabelo das ordens do
contato (semicomplexo) dos ramos das curvas ¢ um invariante completo.

No Capitulo 2, consideramos o caso das superficies no ponto de vista de Ge-
ometria intrinseca. Aqui definimos o objeto principal complexo de Holder. O
teorema principal desse capitulo ¢ o teorema de existéncia do complexo de Hol-
der. Provamos que a superficie pode ser localmente triangulada de tal jeito que
todo tridngulo é equivalente de bi-Lipschitz a um tridngulo de Holder padréo. Esta
triangulagdo bi-Lipschitz ndo € unica, mas pode ser modificada para ser tinica e
candnica. Complexo de Holder € um objeto combinatoria, descrevendo esta tri-
angulagdo candnica. No final do capitulo provamos que o Complexo de Holder
candnico apresenta um invariante completo de bi-Lipschitz, respeito a métrica de
comprimento (intrinseca).

No Capitulo 3, apresentaremos uma diferenca entre a Geometria Lipschitz in-
trinseca ¢ Geometria Lipschitz extrinseca. Mas, realmente, existe uma série es-
pecial dos conjuntos semialgébricos, para as quais a métrica de comprimento e a
métrica ambiental sdo equivalentes. Este tipo de conjuntos ¢ chamado conjuntos
normalmente mergulhados. O resultado principal do capitulo € o teorema de exis-
téncia do mergulho normal de Birbrair ¢ Mostowski (ver Birbrair ¢ Mostowski
2000a), que todo conjunto semialgébrico serd equivalente bi-Lipschitz intrinseco
a um conjunto semialgébrico normalmente mergulhado.



No Capitulo 4, apresentamos um tema bastante recente, relacionada a Geome-
tria Ambiental das Superficies Semialgébricas, chamada “Metric Knot Theory”.
Alexandre Fernandes estudou os germes das curvas complexas como germes das
superficies reais e concluiu que a teoria dos nos topologicos das curvas comple-
xas esta bem ligada com a teoria métrica destas curvas, veja A. Fernandes (2003).
Seria interessante estudar a equivaléncia Lipschitz ambiental de conjuntos X ¢ ¥
no caso que os conjuntos sdo topologicamente equivalentes. Além disso, eles sdo
outer bi-Lipschitz equivalentes. Provaremos um resultado, chamado Teorema de
Universalidade, dizendo basicamente que toda Knot Theory esta mergulhada em
problema de classifica¢do bi-Lipschitz ambiental somente no caso que o link de
superficie esta desnodado em S3.

O texto é baseado nos trabalhos com Alexandre Fernandes, Tadeusz Mos-
towski, Andrei Gabrielov ¢ Michael Brandeanbursky.



1.1 Semicomplexo de Holder

Definicdo 1.1.1. Um grafo finito completo I' com uma fungdo de valor racional
o Er — QN [l,00) definida no conjunto das arestas Er de I' é chamada de
semicomplexo de Holder se « satisfaz a seguinte propriedade:

Propriedade Nao-Arquimediana. Para cada trés vértices ay,a»,as € I, nos
temos: se a(ay,az) < alaz,as) < aar,asz), entdo a(ay,az) = alaz,as).
Note que, como I” ¢ um grafo completo, qualquer aresta é determinado por dois
vértices.

Observacao 1.1.2. O semicomplexo de Hélder pode ser definido de uma maneira
equivalente. Seja A um conjunto finito com uma funcdo simétrica @ : A x A —
diag(A x A) - Q N [l,00). Se a satisfaz a propriedade isosceles, entdo o par
(A, @) é identificado como o semicomplexo de Hélder.

Observagao 1.1.3. Considere a fungdod : A x A — Q tal que:

0, se dip = dp
d(al,az) = 1

——, se ai # a
alay,as)
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Entdo (A, d) é um espago ultramétrico se, e somente se, (A, &) é um semicom-
plexo de Holder.

Definicdo 1.1.4. Dois semicomplexos de Holder (I'1,a1) e (I, a2) sdo chama-
dos isomorfos (ou combinatorialmente equivalentes) se existir um isomorfismo de
grafo h . I — I tal que, para cada par de vértices a1, ar € I, tivermos:

az(h(ay), h(az)) = ai(ar,az).

Defini¢ao 1.1.5. Um morfismo de (A1,a1) em (Az,az) é uma aplicagdo m :
Ay — Ay tal que, para todo ay,a, € Aj,

ar(ar,az) < az(m(ay),m(az)) se m(ay) # m(az).

Assim, obtemos que o conjunto de todos os semicomplexos de Holder ¢ uma
categoria, o isomorfismo definido na Definicdo 1.1.4 ¢ um isomorfismo nessa ca-
tegoria e a Observagdo 1.1.3 define um functor dessa categoria para a categoria de
espagos métricos.

1.2 Curvas semialgébricas e semicomplexos de Holder

Consideramos primeiramente dois arcos semialgébricos X; ¢ X5 . Suponhamos,
que os arcos sdo parametrizados pelo distancia até origem, isto é, | X; (¢)| = t. Seja
f(@) = 1X1(t) — X2(t)|. Pelo teorema de Newton—Puiseux, temos o seguinte:

f(t) = br* + o(r%), «a€Q, beR
O niimero o vamos chamar ordem de tangéncia de X; ¢ X». Usamos a notagdo
tord(X1, X1).
Seja X C R* uma curva semialgébrica e xo € X. Pelo teorema da estrutura

conica padrdo, temos a seguinte declara¢do: Existe uma vizinhanga Uy, de xo em
k

R” tal que X NUy, = U X; onde os conjuntos X; tém as seguintes propriedades:
i=1
1. X; é subconjunto semialgébrico de R” e homeomorfo ao segmento [1, 0)
pelo homeomorfismo 4; : [1,0) — X; tal que /;(0) = xop;
2. Paratodoi # j,temos X; N X; = {xo};

3. Existe um nimero rg tal que, paratodoi ¢ 0 < r < ro, #(X; NSy (xg)) =
1, para todo i. S, (xg) representa a esfera centrada em x¢ de raio r.
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X,4(0)

—

X, ()

Figura 1.1: Defini¢io de Tord

Observacio 1.2.1. 4 colecdo {X i}f=1 é uma versdo 1-dimensional da chamada
decomposi¢do em panqueca de (X, xo), ver Birbrair e Mostowski (2000b), Kurdyka
(1992a) e Parusinski (1988). Os elementos dessa decomposi¢do chamaremos de
ramos (da mesma forma que a geometria algéebrica complexa) ou panquecas (da
mesma forma que a geometria algébrica real).

AN

Figura 1.2: Germes de curva com K ramos

Seja A um conjunto de k-elementos A = {ay, ..., ay}. Iremos definir o semi-
complexo de Holder em A da seguinte maneira. Considere a aplicagdo X;(r) =
X; NSy (xo) (para r suficientemente pequeno essa fungao esta bem definida, sendo
semialgébrica). Seja f;j(r) =| X;(r) — X;(r) |. Pelo teorema de Newton—
Puiseux, obtemos, para r suficientemente pequeno,
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f,-j(r) = bijraij + 0(rai-i), ojj € Q, bij e R.
Definimos a(a;,aj) = tord(X;, X ).
Proposicao 1.2.2. (A, o) é um semicomplexo de Hélder.

Demonstragdo. Como X;(r) e X,;(r) pertencem a Sy(xg), obtemos
Jij(r) < 2r.Porisso, 1 < a(a;,aj). Iremos provar a propriedade isosceles. Seja
X1, X» e X3 trés ramos diferentes de X. Sejaa(ay, az) < a(asz,as) < a(ay,as).
Considere trés pontos X;(r), X2(r) e X3(r). Temos:

Cur@ra) 4 o(r®@r®)) =|| X1(r) = X2(r) |

< Xi(r) = X3(r) || + || X2(r) — X3(r) |
— Czra(az,@) + 0(,,0!(02,113))

para algumas constantes positivas Cy, C,. Porisso, a(ay,az) = a(az,as). O

O semicomplexo de Holder (A, @) construido acima é chamado de semicom-
plexo de Holder associado a (X, xo). Denotaremos por sk (X, xg). Vamos definir
outra estrutura associada a X no ponto xo. Seja X; € X; dois ramos de X. Coloque

gij(r) = dist(X; — By(Xo), X; — Br(xo))

(Br(x0) ¢ a bola centrada em xq de raio r.) Pela defini¢do de g;; () e a versdo de
elimina¢do do quantificador do Teorema de Tarski—Seidenberg, obtemos que g;;
¢ uma funcdo semialgébrica. Por isso, pelo Teorema de Newton—Puiseux,

gii(r) = cl.jrﬂij + O(rﬂij)_
Coloque B(a;,a;) = Bij.

Observacio 1.2.3. Note que g;;j(r) ndo é necessariamente igual a f;;(r). Consi-
dere o conjunto X C R? definido como unido dos grdficos das fungées y = x> e
y = x3 no ponto xo = (0,0).

Lema 1.2.4 (Lema de Comparagdo de Ordem). Para todo i, j, temos Bij = a;j.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que xo = 0. Seja
v € R” um vetor tal que || v ||= 1. Defina o cone

Cc(v) = {uelR”| Z(u,v) <e¢}
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Suponha que dois ramos X; e X; tenham diferentes vetores tangentes em 0.
Seja v; o vetor tangente unitario de X; em 0 e v; o vetor tangente unitario de X ; em
0. Entéo existe rg > O e e > Otais que, parar < ro, X; N B (0) C C.(v;)N B, (0);
Xi N By (0) C Cs(vi) N By (0); C(wi) N Ce(vy) = {0},

Assim, g;; = dist(Cg(vi) — Br(0), Ce(vj)— B, (0)) > cr,paraalgumc¢ > 0.
Significa que B;; = a;j = 1.

Agora suponha que X; e X; tenham o mesmo vetor tangente unitario vo em
0. Claramente, orj; > B;j. Suponha que o;; < f;;. Observe que, para r sufi-
cientemente pequeno, podemos escolher pontos y;(r) € X; e y;(r) € X; tais
que g;j =|| yi(r) — y;(r) || dependa semialgebricamente e continuamente de .
Observe que ou y; (r) = x;(r)ouy;(r) = x;(r), para r suficientemente pequeno
(caso contrdrio, a fungdo g;; (r) tem que ser localmente constante, o que contradiz
a semialgebricidade). Suponha que y; (r) = x;(r). Considere o tridngulo com os
vértices x; (), yi(r) e xj(r). Como B;; > a;j, temos

Ixi(r) =y () I < || xi (r) = x5 (r) |,

para r pequeno. Assim, o dngulo entre x; (r) —x;(r) e y;(r) — x;(r) tende a

zero quando r tende a 0. Mas,
yj(r)—x;(r)
Iyj(r) —x;@r) |

obtemos que Z(x;(r) — x;(r),vo) = 0 quando r — 0. Por outro lado, X; e

X ; tem 0 mesmo vetor tangente vo em 0. Assim, para cada ¢ > 0 suficientemente

pequeno, existe ro > 0 tal que, paracadar < rg, teremos x; (r) € Ce(vo) NSy (vo)
e x;(r) € Ce(vo) N Sr(vo). Significa que,

— vg, quando r — vy,

Z(xi(r) = xj(r), vo) > % — 5(e)

onde §(¢) — 0, quando & — 0. Isto é uma contradigo. O

1.3 Semicomplexo de Holder como invariante bi-Lipschitz

Defini¢io 1.3.1. Dois conjuntos X,Y C R" sdo ditos equivalentes em xo € R",
quando existir uma vizinhanga aberta Z C R" onde xo € Ze X NZ =Y N
Z. Iremos denotar germe de X em xo (X, xo) como a classe de equivaléncia do
conjunto X nessa relagdo.

Definicdo 1.3.2. Sejam X e Y dois conjuntos semialgébricos. A aplicagcdo ¢ :
X — Y édita bi-lipschitz se:
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1. ¢ éum homeomorfismo.
2. Existem constantes C1, Cy > 0, tais que, para todo x,y € X,
Cld(-x’ y) < d(¢(X), ¢(y)) < C2d(x’ y)
onde d ¢ alguma métrica escolhida.
Diremos que o germe E : (X, x0) = (Y,y0) € um germe de aplicagdo bi-

lipschitz se, para todo ¢ € ¢, existir vizinhangas Vy, C X e V), C Y dos pontos
Xo € Yo respectivamente, tal que v, Vxo = V3, € uma aplicagdo bi-lipschitz.

Teorema 1.3.3. Germes de curvas semialgébricas (X1,x1) e (X2, x2) sdo bi-
Lipschitz equivalentes se, e somente se, os semicomplexos de Holder (A1, 1) =
sh(X1,x1) e (Az, az) = sh(X3, x3) sdo combinatorialmente equivalentes.

Demonstragdo. = | Seja @ : (X1,x1) — (X2, x2) uma aplicacdo bi-Lipschitz
dada. Sejam {Xi1 }5.11 e {X ,2-}1;2:1 decomposi¢des em panquecas de (X1,x1) e
(X2, x2) respectivamente. Como @ ¢ um homeomorfismo, temos k1 = kp = k

e d(X 1.1) =X 12 para cada i (podemos escolher outra renumeragao se necessario).
Sejam (A, 1) e (A2, an) os semicomplexos de Holder correspondentes a (X1, x1)

. k k i
e (X2,x2). Sejam A; = {ail}izl, Ay = {aiz}l.:l, e coloque h(a}) = aiz. Pro-
varemos que al(ail,a}) = az(al-z, a?) para cada i, j. Como @ ¢é uma aplicacdo
bi-Lipschitz, existe K > 0 tal que, para r suficientemente pequeno, temos:

P(X;! — Br(x1)) C X — Bk, (x2) (1.1)
P(X; — Br(x1)) C X7 — Bk, (x2) (12)

Sejam yi1 (r) e Xi1 — By(x1)e yjl. (r) e X}. — B, (x1) pontos tais que
| v2) = 1) | = dist (X} = Br(x1), X! = By(x1)),
Assim, por (1.1) e (1.2) obtemos:
I (! () —D(y}(r) || > g7(Kr)

(onde gilj , gizj significa a fungdo g;; definida para X1 e X» respectivamente, ver
Se¢do 1.2). Como @ ¢ uma aplicagdo bi-Lipschitz, existe uma constante L > 0
tal que

ghi() =19/ (") =yj®) | = L oG} ) =2} |
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Assim,
gh() > Lef(Kn).

Usando o Teorema de Newton—Puiseux ¢ o Lema de Comparagdo de Ordem,
obtemos que al(ail,a}) < ozz(aiz, a?). Usando o fato que @~! é também uma
aplicagdo bi-Lipschitz, temos também que o (ai1 , a}) < op (aiz, a?). A, primeira,
parte do teorema foi provada!

| < Sejam (A1,a1) e (A2, @) combinatorialmente equivalentes. Suponha-
mos que o isomorfismo preserve a enumeragdo. Sejam {X l.l}f.ll e {X 1.2}5.21 de-
composic¢do de panquecas de (X1, x1) € (X2, x2). Seja ro > 0 um niimero tal que
xl-l (r)e xi2 (r) s@o fungdes semialgébricas bem definidas, para todo r < rg e todo
i. Considere a funcdo semialgébrica r : X; U X, — R definida por:

[x—=x1ll, se xeX
[x—x2 ], se xe€X

Defina @ : X1 N By (x1) — X2 N Byy(x2) por @(x) = xiz(r(x)), para
xe Xl
1

r(x) =

Afirmagio 1.3.4. Existe§ > Otal que @ |x, By (x,) € uma aplicagdo bi-Lipschitz.

Demonstragdo da Afirmacgdo 1.3.4. Cada X 1.1 e X 12 tem vetor tangente em x; €
X2, respectivamente. Para algum 6§ > 0, temos: @ |x,nBs(x,) € uma aplicagdo
bi-Lipschitz, para todo i. E suficiente provarmos que, para cada para (X il, X Jl.), a
aplicagdo @ |(Xl.1u XHnBs, (x1) ¢ bi-Lipschitz, para algum 6; > 0.

Sejam x € Xl.1 ey € X} dois pontos suficientemente proximos de x;. Su-
ponhamos que r(x) < r(y). Sejaz € X}. tal que r(z) = r(x). Considere os
triangulos (x, y,z) e (@(x), @(y), ®(z)). Como as curvas X-I,X}, Xiz, X]z sdo

conjuntos semialgébricas, para r suficientemente pequeno, elels estao proximos o
suficiente de seus vetores tangentes. Assim, o angulo no vértice z do tridngulo
(x,y,z) e o angulo no vértice @(z) do tridngulo (@(x), ®(y), P(z)) sdo limita-
dos proximos de zero. Usando esse fato, obtemos que existem K, K, > 0 tais
que:

Kimax (r() = r@), £} (o)) <y —x | (1.3)

|y =x 1 < Kamax (r(y) = r(x), £} (1)) (1.4)
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(onde 111 ijz- significa fungdes f;; definidas para X; e X, respectivamente,

ver Se¢ao 1.2). Da mesma forma, obtemos que existem L1, L, > 0 tais que

Limax (r(@() = (@), (@) <[ o) —ex) | (15)

| 20) = @() || < Kamax (r(@() = r( @), f20r(x))  (16)

Como oy (al.l,a}) = az(aiz, a?), existem constantes M1, M, > 0 tais que:

My fij(r) < f30r) < Mafii(r) (1.7)

Usando as desigualdades (1.3), (1.4), (1.5), (1.7) e o fato que r(y) = r(D(y))
er(x) = r(®(x)), obtemos que @ ¢é uma aplicagdo bi-Lipschitz. Assim, a Afir-
magcao 1.3.4 foi provada! Portanto, o Teorema 1.3.3 foi provado! O

1.4 O Teorema da Realizacao

Teorema 1.4.1. Seja (A, o) um semicomplexo de Hélder. Seja #A = k. Entdo
existe um subconjunto semialgébrico X C R? com dimX = 1 satisfazendo as
seguintes condigoes:

1. (A, @) é um semicomplexo de Hélder correspondente a (X, 0).

2. (X,0) tem a decomposi¢do em uma demposicdo {X; }f-;l tal que todo X; é
o grdfico de fungdo algébrica v : [0, €] — R com ¥;(0) = 0.

Observacao 1.4.2. Esse teorema significa que cada semiconplexo de Hélder pode
ser realizada como uma curva semialgébrica plana. X é chamada de realizagdo

de (A, a).

Demonstragdo do Teorema 1.4.1. Provaremos usando indugdo em k. Parak = 1,

a demonstragdo esta provada. Suponhamos que esteja provado, para algum k. Seja

(A, o) o semicomplexo de Holder tal que #4 = k + 1. Seja g = maxa(a;,a;).
1

Podemos supor que ap = a(ag,dak+1). Coloque A=A4- {ak+1} ¢ o =
o |77 Seja X arealizagdo de (A, o). Seja X; a panqueca correspondente a a;
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(i = 1,...,k). Pela hipotese de indugdo, temos que X; éo grafico de alguma
funcao algébrica v; : [0, 9] — R tal que ¥; (0) = 0. Coloque

Vi1 (x) = 5x%0 4+ P (x).

Como X ‘contém um niimero ﬁmto de ramos, existem s € &€ < &9 tais que

Yi+1(x) # wl (x), paratodoi = .,k se x # 0. Coloque v; = w, l10,¢]-
k—‘rl

Sejam X; o graficode y; e X = U X;. Por calculos simples obtemos que (A4, o)
i=1
¢ o semicomplexo de Holder correspondente a (X, 0). O

Corolario 1.4.3. Todo subconjunto semianalitico X C R" tal que dimX = 1¢
localmente bi-Lipschitz equivalente a algum subconjunto semialgébrico X C R2.



2.1 Aplicacao bi-Lipschitz

Seja X um subconjunto semialgébrico, conexo e fechado de R”. Conhecemos
a dimensdo do conjunto X, ver Bochnak e Risler (1975a), a dimensdo da parte
suave de X (conjunto de todos os pontos suaves de X). Definimos a métrica de

comprimento (métrica inner) d; em X por d; = inf  [(A), onde T (x1, x2)
AET()C] ,xz)

¢ o conjunto de todas as curvas suaves por partes A : [0, 1] — X, conectando os
pontos x1 e x2 (isto é, A(0) = x1,A(2) = x»); /(L) significa o comprimento de
A

Observagao 2.1.1. Claramente d; cumpre todas as propriedades de métrica.

Observacio 2.1.2. s vezes, estaremos considerando a métrica induzida d;y, g
definida como a métrica induzida pelo espa¢o ambiente.

Sejam X1, X5 dois conjuntos semialgébricos. Diremos que os conjuntos sao
(semialgebricamente) bi-Lipschitz equivalente se existir uma aplicagdo (semialgé-
brica) bi-Lipschitz @ : X; — X5.

Dois germes de conjuntos semialgébricos (X1, x1) € (X2, x2) sdo chamados
bi-Lipschitz (semialgebricamente) equivalentes se existir um germe de aplicacio
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bi-Lipschitz (semialgébrica) @ : (X1,x1) = (X2, x2). Este trabalho ¢ dedicado a
classificagdo Lipschitz (mais precisamente, bi-Lipschitz) de germes de conjuntos
semialgébricos bidimensionais.

2.2 Complexo de Holder

Nesta sec¢do, lidamos com a equivaléncia bi-Lipschitz com relagdo a métrica com-
primento. Quando dizemos que dois conjuntos sao bi-Lipschitz equivalentes, isso
significa que sdo bi-Lipschitz equivalentes com relagdo a métrica de comprimento.

Seja I' um grafo finito sem lago (um lago ¢ quando uma aresta conecta um
vértice a ele mesmo). Seja Er o conjunto das arestas e seja Vr o conjunto dos
vértices de 1.

Defini¢do 2.2.1. O complexo de Holder é o par (I, B), onde B : Er — Q éuma
fungdo de valor racional definida em Er tal que B(g) > 1, para todo g € Ep.

Definicdo 2.2.2. Dois complexos de Holder (I'1, B1) e (I, B1) sdo chamados
combinatoriamente equivalentes (ou isomorfos) se existir um isomorfismo de grafo
i : It — I tal que, para todo g € Er,, temos: B2(i(g)) = B1(g).

Defini¢do 2.2.3. Um tridngulo B-Hélder padrdo Tg (B € [1,00) N Q) é um
subconjunto semialgébrico de R? definido por:

Tp={(x,y) eR?|0<y<xP, 0<x <1}

Definicdo 2.2.4. Um subconjunto (semialgébrico) X de R™ é chamado de trian-
gulo B-Holder com vértice principal a € X se o germe (X, a) é bi-Lipschitz (se-
mialgebricamente) equivalente ao germe (Tg,0) (tridngulo B-Hélder Tg padrdo
pode ser considerado um espaco métrico com a métrica induzida de R?).

Defini¢do 2.2.5. Seja (I', ) um complexo de Holder. O conjunto X C R" é cha-
mado de correspondente geométrico do complexo de Holder (I, B) com respeito
ao vértice principal a € X se:

1. Existir um homeomorfismo ¥ : CI' — X (onde CI" é um cone topologico
sobre I').

2. Seja A C CI' o veértice de CI'. Entao W(A) = a.
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Figura 2.1: Tridngulo de Holder Padrao

3. Paracada g € Er, o conjunto W(Cg) é um triangulo B(g)-Holder (semial-
gébrico) com respeito ao vértice principal a (onde Cg C CI' é um subcone
sobre g). Chamaremos W de aplicagdo representagdo.

Proposicio 2.2.6. Seja B1 # Bo. Entdo os germes (Tg,,0) e (Tg,,0) ndo sdo bi-
Lipschitz equivalentes. Em outras palavras, Tg, ndo éum triangulo 5-Holder.

Demonstragdo. Observe que o tridngulo padrao de Holder, com a métrica com-
primento, ¢ bi-Lipschitz equivalente a métrica induzida ( 7g ¢ normalmente mer-
gulhada, ver Birbrair e Mostowski (2000b)), logo ¢ suficiente para provar que os
germes (T, ,0) e ( Tg,, 0) ndo sdo bi-Lipschitz equivalentes com respeito a métrica
induzida. Suponha B8; > f, e considere @ : (Tg,,0) — (Tp,,0) um germe de
aplicagdo bi-Lipschitz. Seja @ € @. Entlo, para uma vizinhancga suficientemente
pequena U de 0, temos que ®(37g, N U) C 3d7Tg,. Teremos duas possibilidades.

1. Alinha {(x,y) € R?| y =0, x > 0}NU é mapeada por @ para o mesmo
lado do triangulo: {(x,y) e R? | y =0, x > 0}.

2. Alinha {(x,y) € R?2 | y = 0, x > 0} N U ¢é mapeada para a curva
{(x,y) eR*| y = xP2, x>0},

Consideremos o primeiro caso. O segundo caso ¢ tratado da maneira analoga.
Como @ ¢ uma aplicacdo bi-Lipschitz e leva 0 em 0, entdo existe K > 0 tal
que, para x suficientemente pequeno, obtemos @(x,0) = (X, 0) (onde X > Kx)e
®(x,xP1) = (x*,c*P2), onde x* > Kx). Logo, temos que dj 4 (D (x,0), ®(x, xP)).
Portanto, como @ ¢ bi-Lipschitz, para x pequeno, existe um C > 0 tal que
CxP1 > KP2xP2 Como B1 > B2, temos uma contradicdo. O
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2.3 Triangulo de Holder

Proposicdo 2.3.1. Seja X C R? o seguinte conjunto semialgébrico X = {(x, y) €
R210<y < f(x), x >0}, onde f éuma funcdo semialgébrica com a seguinte
expansdo de Newton—Puiseux em 0:

+o00
fx) = alx’g‘ + Zaixﬂf onde Bi > pB1(i >22)ea; >0
i=2

Entdo X é um triangulo B1-Hdlder.

Demonstragdo. Claramente, X ¢ bi-Lipschitz equivalente a )A(:V = {(x,y) € R?|
0 <y < f, x > 0}, onde a expansdo de Newton—Puiseux de f em 0 é a seguinte:

~ +Cx> aq
flx) = xPr 4 ZE{xﬂ" onde @; = —
i=2 a

Seja @ : X > T, uma aplicagdo definida por:

yx,Bl
(x3) = (B1(x,7), Da(x. ) = (’“T) e D7 0.0,
(0,0), se (x,y)=1(0,0).
Calculando a derivada de @, obtemos
+o00
/ > @B = poxPi!
1 Y i=2
DO = x (%)2
0 ,)f,ﬂl
\ 7@

Como (x,y) € X temos que existe @ > 0 tal que y < axP'. Por célculos
diretos, temos que, para (x, y) suficientemente proximos de 0, a norma de D@

(norma usual da matriz) é limitada préximo do zero. Ou seja, temos 111% f(ﬂl) =
x—=>0 Xx

1. Assim, para (x, y) € 1 ntX suficientemente proximos de (0, 0),
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1272 < |Za,<ﬂ, BxPit | < | 2d5(Bs — PP

Mas a> (B2 — ,Bl)xﬂr1 tende a zero, quando x tende a zero. Portanto, existe
K > 0 tal que a aplicag@o

Pl 1t (Xni(x.y): 1xI<K}) - Int(XN{(x.y): |x| < K}) — Int(TpN{(x, y); x| <

¢ bi-Lipschitz. Assim, o germe @ em 0 ¢ um germe de aplicacdo bi-Lipschitz.
O

Seja X C R” um tridngulo B-Holder semialgébrico e P : (X,a) — (Tg.0)
um germe de aplica¢do bi-Lipschitz. Considere os conjuntos d17g = {(x,y) €
Tﬂ | y=0}edTg ={(x,y) €Tp | y=xP}esejamy; = @71 (:1Tp),y2 =

1(32Tﬁ) para algum @ € @. Chamaremos o0s germes de y; € Y2 no ponto a
de curvas limites de X . (As vezes, identificaremos os conjuntos Y1 € y» com seus
germes em a).

Lema 2.3.2 ( Primeiro Lema Estrutural). Sejam X um tridngulo B1-Hélder
semialgébrico e Xo um triangulo B,-Hdélder semialgébrico. Sejam )/11, )/21 duas
curvas limites de X1 e sejam )/12, )/22 duas curvas limites de X,. Caso X1 e X5
satisfagam as condi¢oes abaixo:

1. Se X1 e X» tenham o mesmo vértice principal a.
2. Os germes (ylz, a)e (yzl,a)forem iguais.

3. (X1,0) N (X2,a) = (ylz,a). (Isto é, a intersecdo dos germes de conjuntos
¢ o germe da curva limite).

K})

Entdo X1U X, éum tridngulo B-Holder semialgébrico, onde B = min{f1, B2}.

Demonstragdo. Sejam @, : (X1,a) — (T, ,0) ¢ @3 : (X2,a) — (—T,,0) dois
germes de aplicagdes bi-Lipschitz semialgébricos, tais que @, ()/2 ,a)e @, ()/1 ,a)
sdo os germes do eixo x. (Note que —Tg, = {(x,y) € R? | —xP2 < y <
0, 0 < x < 1} - A imagem de Tg, pela simetria do espelho). Defina r1(x) =

ding (P 1(x,0),a) e ra(x) = dina (P5 1(x,0),a), onde @, € 1 e D, € P,
Os germes de r; e rp em 0 s@o germes de fungdes bi-Lipschitz semialgébricas.



18 2. Superficies

Sejam R1, Ry : RZ — RZ (onde R3 ¢é o semiplano x > 0) duas aplicagdes
definidas da seguinte maneira: Ri(x,y) = (r1(x),y), Ra(x,y) = (r2(x),y).
Defina ¥ : X; U X, — R? por

Rl O‘Dl(Z), Ss€ Z € Xl

v(z) = Ry 0 Dy(2), se ze€ X,

Afirmacao 2.3.3. v (germe de ¥ em a) é um germe incorporando bi-Lipschitz
semialgébrico.

Demonstragdo da Afirmacao 2.3.3 Observe que ¥ estd bem definida e continua
em )/12 = yzl. Pela definicao, ¥ é uma aplicagdo semialgébrica. Provaremos que
¥ ¢ bi-Lispchitz. Tome z; € X1 e z; € X3 dois pontos suficientemente proximos
de a. Entdo existe uma curva y conectando z; e z, tal que [(z) = d;(z1, z2). Seja
p= yzl N y. Entdo teremos:

di(z1,2z2) = di(z1.p) + di(z2,p)

Como V¥ ¢ bi-Lipschitz em X; e X5, existe uma constante K > 0 tal que

di(z1,p) 2 Kdina((¥(21),¥(p)).di(z2,p)) = K.dina(¥(z2),¥(p))

(Escreveremos d;,4 ao invés de d; para os conjuntos R1(7g,) ¢ R2(—Tg,)
porque estao localmente normalmente mergulhados numa vizinhanga de 0, ver
Birbrair e Mostowski (2000b)). Assim, obtemos

di(z1.22) 2 K.dipna(¥W(21).¥(p)) + K.ding (¥ (22). ¥(p)) 2 K.dina(¥(22). ¥ (p

Consequentemente, ¥ é uma aplicacio Lipschitz. A prova que ¢! é também
uma aplicacdo Lipschitz € analoga. Portanto, ¥ ¢ uma aplicagdo bi-Lipschitz. [

Temos (X1 U X2) = Ry(Tg,) U Ra(—Tp,). Pela Proposi¢do 2.3.1 e Pro-
posigdo 2.2.6, obtemos que R1(7g,) U R2(—Tg,) ¢ um conjunto semialgébrico
definido por: —g2(x) < y < g1(x), onde

+o00 +o00
g1(x) = bixP + Y " hixPi e ga(x) = cix? + ) cjxPs
i=2 j=2

com f; > Bi1; Bj > Pa; bi.c1 > 0. Seja L : RZ — RZ uma aplicagdo
definida por L(x,y) = (x,y + g2(x)). Observe que o germe de L em 0 é uma
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aplicac@o bi-Lipschitz semialgébrica. Assim, L o ¥(X; U X») € um conjunto
definido pela seguinte desigualdade: 0 < y < g1(x) + g2(x), x = 0. Pela
Proposicdo 2.3.1, temos que é um tridngulo S-Holder, onde 8 = {B1, B2} O

Lema 2.3.4 (Segundo Lema Estrutural). Seja {X; | X; C R" }le um conjunto
finito de subconjuntos de R™ satisfazendo as seguintes condigoes:

1. Tod_o X; € um tridngulo semialgébrico B;-Holder com as curvas limites y{
evys.

2. Todos os X; tém o mesmo vértice principal a.

30X N Xipr =vh=y{t.

4. XiNX;j=ase j#i+1,j#i, j#i—-1

k
Entdo, U Xi éum triangulo semialgébrico B-Hélder, onde B = min{p; |

i=1

i=1,....k}.
Demonstragdo. Pode ser deduzido pelo Lema 2.3.2, usando indugdo em i. O

O préximo lema € tipo um coroléario do Lema 2.3.2.

Lema 2.3.5. Seja X um tridngulo semialgébrico B-Holder com curvas limites 1,
Vo e vértice principal a. Entdo:

1. Existe um germe de aplicagdo semialgébrica bi-Lipschitz ¥ . (X,a) —
(Tg.0) tal que, para z € y1 suficientemente proximo de a, temos ¥(z) =
(dznd (Zv a)’ O)

2. Existe um germe de aplica¢do semialgébrica bi-Lipschitz @ : (X,a) —
(Tg.,0) tal que, para z € 'y suficientemente proximo de a, temos ®(z) =
(x,xP), onde x = d;,4(z. a).

Demonstracdo. 1) Esta provado pelo Lema 2.3.2. 2) Seja 4, B : R? — R?
aplicagdes definidas por A(x,y) = (x,—y); B(x,y) = (x,y + x#). Defina
® = Bo AoW,onde V¥ ¢ a aplicacdo construida em 1). U
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Lema 2.3.6. Seja X um tridngulo semialgébrico -Holder com vértice principal
a e curvas limites y1 e y2. Seja @ : X — Tg uma aplicagdo satisfazendo a
condi¢do 2) do Lema 2.3.5. Seja r(x) = djpq (@1 (x,0),a). Entdo a expansio
de Newton—Puiseux de r(x) é a seguinte

r(x) = x +cxP 4+ 0(xP), onde ¢ € R.

Demonstragdo. Pela desigualdade triangular, obtemos

ding (@71 (x,0), @7 (x,x#)) > | dina (@71 (x,0),0) — dipna (@ (x,xP),a) |

Como dipg (@1 (x,xB),a) = x, ding(®1(x,0),a) = r(x) e ® éuma
aplicagdo bi-Lipschitz, onde K > 0 e que Kx? > | r(x) — x |. O

Lema 2.3.7 (Lema d-parametrizagdo). Seja X um tridngulo semialgébrico B-Holder
com vértice principal a e curvas limitadas y1 e y». Entdo, existe um germe de apli-
cagdo semialgébrica bi-Lipschitz Q : (X,a) — (T, 0) satisfazendo as seguintes
condicoes:

1. Para z € y, suficientemente préximo de a, Q(z) = (x, xP).
2. Para z € y, suficientemente préximo de a, Q(z) = (x,0).
onde x = dj,q(z,a).

Demonstragdo. Seja @ : (X,a) — (Tg,0) uma aplicacio satisfazendo a condi-
¢d0 2) do Lema 2.3.5. Seja ¢ : (Tg,0) — (T, 0) uma aplicagdo definida por:

_ (r(x).(l—xl)+x(xl),y), se (x,y) # (0,0)
¢lx.y) = ’ 0.0, se (x.y) = (0.0)

r(x) = ding (¢~ (x,0),a) é do Lema 2.3.6. Pela definigdo, ¢ ¢ uma aplica-
¢do semialgébrica. Calculando D¢, obtemos

d91

— 0

ax
D¢ =

a1 !

oy
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onde,
0
WL 1= 2y 4 gyt 4 yx P g
Ox xB
dp1  x —r(x)
ax  xB

Obtemos, por calculos simples, que existem constantes K1, K» > 0 tais que,

0
para (x, y) suficientemente proximos de (0, 0), temos; K1 < % < K». Usando
X

0
o Lema 2.3.6, temos | % | < K3 para algum K3 > 0. Porisso, | D¢ || é

limitado bem longe do 0 e do oo, portanto, ¢ ¢ uma aplicacéo bi-Lipschitz. Defina
O =¢od. Como¢ =id,paray = xP, O satisfaz as condi¢des exigidas. [

Chamaremos a aplicagdo Q construida acima como a aplicacdo d -parametrizagio.

2.4 Cones e Cornetas

Defini¢iio 2.4.1. O B-Corneta padrio é um conjunto semialgébrico Hg C R3
definida por:

Hp = {(x1,x2,) e R¥| 3 +xD)" = y¥, y>0)

onde f = P (p e q sdo numeros naturais).
q

Lema 2.4.2 (Lema da Corneta).

1. A B-corneta padrdo pode ser representado pela unido de conjuntos Tﬂl e T/‘32
(Hg = Té U Tg), onde Tﬂ1 e Tg sdo tridngulos semialgébricos B-Hélder
com o mesmo vértice principal e as curvas limitadas )/11, )/21 de Tﬂ1 e )/12,

y22 de T/32 taisque)/l1 = )/22, )/21 = )/12 e X1NXy= )/11 UV21~

2. Sejam X1, X», ..., Xy conjuntos semialgebricos tais que:
2.1 Todo X; é um triangulo semialgébrico B;-Holder com a curva limitada
Y173

2.2 Todos os X; tém o mesmo vértice principal a € R”.
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2.3 Sek =2, entdo X1 N X2 =y{ Uya, yi{ =v2, ys =2
24 Sek > 2, entdoX,-ﬂX,-_H:yé: i+l XlﬂXk_yl =y2 e,
pami,j;él0uk,j#i,i—10ui+lXﬂX]—a
Entdo o germe (X, a), onde X = U?ZlX i, é semialgebricamente bi-Lipschitz
equivalente ao germe padrdo B-corneta em 0, onde B = min;p;.

Demonstragdo. 1) Vamos dividir o f-corneta Hg padrdo em quatro tridngulos
curvilineos pelas seguintes curvas

B
o1 = {(x1,x2,) | x1 = xp = pal
V2
02 = (xl’xz’y)l X1 = _ﬁ, Xy = ﬁ
V2 V2
03 = ((x1,x2,¥) | x1 = _ﬁ, Xy = _ﬁ
V2 V2

B B
04 = (Xl,xz,y)l X1 = 3}_—2’ Xy = _\');__2

Definimos tridngulos curvilineos Tij C Hg(i, j = 1,2) da seguinte maneira:

{01,020} COT} e 034NT! = (0,0,0)
(01,03} CATE e o014NTZ = (0,0,0)
(03,04} COT) e 012NTy = (0,0,0)
{04,010} CIT} e 023NTF = (0,0,0)

Todos os tridngulos Ti’ sdo bi-Lipschitz equivalent (a equivaléncia bi-Lipschitz
¢ dada pela rotagdo do angulo 7 /2). Considere o tridngulo Tll. Seja Py : R3 —
R? a proje¢do Py(x1,x2,y) = (x1,y). Em cada ponto interno x = (x1, X2, ) €
T}, o angulo entre o plano tangente T T} € o plano coordenada {(x1,x2,y) |

xp = 0} ¢ limitado por 7. Entdo, a aphcagao P1 |T‘ ¢ bi-Lipschitz. Pela definicao,

Pl(Tl) = {(x1,y) € R? | —ﬁyﬂ < X1 ﬁy ; 0 < y < 1}. O conjunto
Py (Tll) ¢ bi-Lipschitz equivalente a Tg. Entao, T11 € bi—Lipschitz equivalente a
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Tg. Coloque Tﬂ1 = Tl1 U T12, T,32 = le U T22. Pelo Primeiro Lema Estrutural,

T,Bl e T/32 sdo bi-Lipschitz equivalentes ao tridngulo -Holder T padrao. Tﬂl e TB2
sdo chamados de semicornetas.

2) Podemos assumir que 8 = f;. Por isso, X1 ¢ um tridngulo S-Holder com
o vértice principal a. Observe que X; pode ser representado pela unido de conjun-
tos Yj e Yp (isto é, X1 = Y1 U Y») onde Y] e Y> sdo tridngulos semialgébricos
B-Holder com vértice principal em a € Y1 NY, tem uma curva limite comum. Con-
sidere a aplicagdo semialgébrica bi-Lipschitz @ : (X1,a) — (Tg,0). O tridngulo
B-Holder padrao Tg pode ser dividido em dois tridngulos B-Holder da seguinte
maneira:

’ Xﬂ " xﬂ
Tg ={x.elgly>—4 Ty =) elpgl y< -}

Defina Y; = qb—l(T/;), Y, = qs—l(Tg). Agora {Y1, X5, ..., X} } éum con-

junto finito de triangulos semialgébricos de Holder satisfazendo as condi¢des do
k

Segundo Lema Estrutural (Lema 2.3.4). Por isso, Y’ = Y7 U U X; | éum
i=2

triangulo semialgébrico S-Ho6lder com vértice principal a. Sejam Qé : Tg — Tg

(onde j = 1,2¢ T,Bl’Tﬂz - semicornetas), Q1 : le — Tg, Q2 : Y2 — Tg as

aplicagdes d -parametrizagdo. Defina Q : X — Hpg por:

(057 (01(2),  se zeY,

0(z) = -1
(03)7(02(2),  se zeYs

Pelas propriedades da aplicacdo d -parametrizagdo, para z suficientemente pro-

ximo de a, Q estd bem definida e é bi-Lipschitz. O Lemma da Corneta esta pro-

vado! O

Definicao 2.4.3. O conjunto (semialgébrico) X C R”" é chamado de B-corneta
geométrico (semialgébrico) com respeito ao vértice a se o germe (X, a) é (semial-
gebricamente) bi-Lipschitz equivalente ao germe (Hg,0). Se B = 1, o conjunto X
serd chamado de Cone Geométrico (semialgebricamente) com respeito ao vértice
a.
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2.5 Existéncia do Complexo de Holder

Teorema 2.5.1. Seja X C R” um conjunto 2-dimensional, fechado, semialge-
brico e a € X. Entdo existe um numero § > 0 e um Complexo de Hélder (I, B)
tal que Ea’g N X (onde Ea’(g é a bola fechada centrada em a, de raio §) é um com-
plexo de Holder geométrico, semialgébrico correspondente a (I', B) com vértice
principal a.

Observacao 2.5.2. O teorema pode ser obtido pelo corolario de decomposi¢do
de ‘‘L-conjuntos”, ver Parusinski (1994), ou a decomposi¢do em ‘‘panquecas’,
ver Kurdyka (1992a, 2000). A versdo 2-dimensional é relatada no resultado de
Bochnak e Risler (1975a).

Aqui apresentamos uma prova do teorema. Na verdade, o resultado ¢ um
pouco diferente do resultado de Kurdyka (1992a, 2000). Precisamos que as ‘‘panquecas”
(ou o triangulo de Holder) sejam subconjuntos fechados de X, ¢ a decomposicao
tem que ser uma triangulagao.

Demonstragdo. Seja{ey,ea,...,e,}umabaseortonormal em R”; Rizj = spanie;,e;j}
e Pj : R" — Rl.zj uma projecdo ortogonal. Considere a aplicagdo de Gauss
G:X—SingX - G(2,n) (onde G(x) = Tx X € G(2,n)). Seja
b4
Ui = {m € G(2,n) | angulo(m, R? ) <= 3 8}
O

Lema 2.5.3. Existe 9 > 0 suficientemente pequeno tal que U Uij.o =
1<i,j<n

G(Q2,n).

Demonstragdo. E claro que {U ¢ uma cobertura aberta de G(2, n).

ij }s>0 1<i,j<n

. £k
Como G(2, n) ¢ um espago compacto, existe uma subcobertura finita { U, J Vi<ij<n1<k<K

K
&k ) €1 €2
dele. Sejagg = 1rrllcm &r. Entdo U U U;: UUij (porque U C Ul] ,
k=1 ij
&y < &1). Porisso, G(2,n) = U Ui“;-o. Lema provado! O
I<ij<n

Seja X;j = G_l(U;;.O). Pelo Lema 2.5.3, {Xjj}1<i,j<n ¢ uma cobertura de
X — SingX. Sea € SmoothX, entdo existe um par (i, j) tal que a € Xj;.
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Seja § um numero tal que Pj; | Xi;NBurs ¢ uma aplicacdo bi-Lipschitz. (Esse nu-
' b4

mero existe pelo Lema 2.5.3, Z(T, X, Rizj) < 7" g). Porisso, Pij (X N By 25)
¢ um conjunto aberto contendo P;j(a). Significa que P;; (X N Ea,,g) pode ser
dividido em quatro triangulos 1-Holder (quadrantes). Finalmente, X N Ea’g €o
complexo de Holder geométrico, semialgébrico correspondente a (I, ), onde I" é
um ‘‘retdngulo” (com vértices: a1, az, as, a4 ebordas: (ay,az), (az,as), (az,as),
(aq,a1) e B(g) = 1,paracada g € E.

Considere agora o caso: a € SingX. Seja (g, jo) 0 menor par lexicografi-
camente tal que a € X j,. Seja Xi]f)jo (onde k = 1, ..., K) um subconjunto de

X, j, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. Todo X l’; jo s30 conjuntos semialgébricos fechados.
2. Paracadak,a € Xik -
0Jo
3. Existe um §; > 0 tal que By 5, N Xy jo C U Xil(‘)jo
k

4. Para cada k, existe um §» > 0 tal que, para todo § < 45, temos: Xl.kj ﬂEa’g
¢ um triangulo curvilineo. Um subconjunto A C R” ¢ chamado de tridngulo
curvilineo com os vértices aj,as,as se: a). A é uma subvariedade topoldgica
2-dimensional com borda; b) A fronteira dA de A é a unido dos pontos a1, az, as
¢ as curvas suaves conectando esses pontos, chamados de bordas do tridngulo; c)
IntA € suave, ver Birbrair e Sobolevsky (1999a). O ponto a ¢ um vértice desse
triangulo e outros vértices pertencem a S, s (a esfera de centro a e raio §).

5. Para k; # k,, existem as seguintes possibilidades para X l.]f) 11.0 nx i]f) 2].0 N

Bus =7Y;
51 Y =a.
5.2 Y éaborda comum desses tridngulos curvilineos.
5.3 Y ¢ aunido de duas arestas comuns desses triangulos curvilineos.

6. Paracadak, Pj,j,|yx € um homeomorfismo para a imagem.
1070

A existéncia de uma decomposi¢cdo que satisfaca as propriedades acima ¢ um
corolario do Teorema de Tarski—Seidenberg e do segundo Teorema Estrutural de
Benedetti e Risler (1990a) (ver também Kurdyka (2000)).

Afirmacio 2.5.4. Para cada k, existe (k) tal que X i]f) o N Ea’(g ¢é um triagngulo
B(k)-Hélder semialgébrico.



26 2. Superficies

Demonstragdo da Afirmagdo 2.5.4. Podemos assumir que Pj,j,(a) = (0,0) e
Piyjo(X i’(‘) jo) (numa vizinhanga suficientemente proxima de (0, 0)) é delimitado
por dois graficos de fun¢des semialgébricas f1(x) e f2(x). Usando a mesma téc-
nica da Secdo 2.3 (Proposicao 2.3.1 e Lema 2.3.2) podemos obter a afirmagao.

Considere o conjunto Xy = CI(X — Xj,j,) e repetindo a construgdo acima,
obtemos uma decomposi¢do de X N Fa’g (onde § ¢ suficientemente pequeno) em
uma unido de tridngulos de Holder X l’; semialgébricos e (possivelmente) alguns
conjuntos /g 1-dimensional (onde s = 1,...,S) tais que @ € I, para cada s, ¢
ls € homeomorfico a um segmento fechado. Vamos construir um grafico I” da
seguinte maneira:

1. Vp é o conjunto de todos os vértices do tridngulo curvilineo X% N Ea’g.

2. Er ¢ o conjunto de arestas de triangulos curvilineos Xikj N Fa’g ndo co-
nectado com a.

Pela construgdo, X N Ea,g ¢ um cone topolédgico sobre I'. Iremos definir
uma fungdo B da seguinte maneira. Considere ¢ € Er, assim, g € uma borda
de algum Xikj N B, 5. Sabemos que Xikj N B, s, para algum B, ¢ um tridngulo
B-Holder semialgébrico (ver Afirmagdo 2.5.4). Coloque 8(g) = g. O teorema
esta provado. O

2.6 Simplificacdo de Complexos de Holder

Sejam I" um grafico sem lago e bg um vértice de I".

Defini¢do 2.6.1. Dizemos que by é um vértice ndo critico de I' se for incidente
com exatamente duas arestas diferentes g1 e g» e essas arestas conectam dois
vértices diferentes by e by com by.

Se este vértice by é conectado com g1 e go com apenas um outro vértice 30
dizemos que by é um vértice do lago.

Outros vértices de I" (que ndo sdo criticos e nem lagos) sdo chamados de vér-
tices criticos de 1.

Se bo € um vértice ndo critico de I" nos podemos definir uma cirurgia £2;, da
seguinte maneira. Seja §2p,(I") o grafo sem vértice bg € as arestas g1 € g2, mas
com uma nova aresta, g conectando by € b,.

Definicdo 2.6.2. Dizemos que I é um grafo simplificado se houver apenas vertices
criticos e de laco de I'.
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Defini¢io 2.6.3. Dizemos que I'’ é simplificagdo de I se:
1. I'' é grafo simplificado.

2. I'' é obtida de I" usando uma familia finita de cirurgias §2p.

que pode ser obtido da AA A, usando uma familia finita de cirurgias AAA.

Proposicao 2.6.4. Cada grafo finito tem sua simplificacdo. A simplifica¢do é
unica a menos de um isomorfismo.

Demonstragdo. A prova € direta! 0

Teorema 2.6.5 (Teorema de Simplificacdo de Grafos). Sejam I'y e I'> dois grafos
homeomorfos a espagos topoldgicos na topologia de grafos naturais. Sejam I'; a

simplificagdo de I'y e T 2/ a simplificagdo de I'». Entdo I 1/ ¢ isomorfo a I 2/ .

Demonstragdo. Pela definigdo de simplificagdo (a saber, da cirurgia §2;), o grafo
¢ homeomorfo a sua simplificacdo:

I h?nmeo Fl/; I h?/\meo F2/

Umavez I7 "2™M€° 1, temos que Fl/ ¢ homeomorfo a le. Sejah : 1’1' — 1’2,

o homeomorfismo. I} e I'; sdo grafos simplificados, portanto, eles tém apenas vér-

tices criticos ou em lagos. Sejam {a% , a;, ey a]i} o conjunto dos vértices criticos

/ . L, . L, / / /.
de I'| e {a%,a%, . ,a,zn} o conjunto dos vértices criticos de I,. I} € I, ndo
sdo variedades topologicas 1-dimensional apenas nas vizinhangas desses pontos.
Portanto, k = m e h({a%,a;, .. ,a}(}) = {a%,a%, .. .,ai}. Vamos definir a
aplicagdo /, no conjunto de vértices criticos, da seguinte maneira:

! |{a},aé,...,a}(} = h |{a{,aé,...,a]£,}

Isto é, [ (ail) = h(ail). Vamos considerar uma aresta g! € E /- Temos as
1

seguintes opgoes:

. , . L. ’

1. A aresta g' conecta dois vértices criticos a}; e a/, de I';. Pelo fato de

h ser um homeomorfismo, existe uma aresta g2 € E v conectando os vertices
2

h(a}y) = l(ajy) e hajy) = l(aj,) do grafo I, Por l(g") = g°.

1

4 . re , . 4
2. Aarestag! € E [/ conecta o vértice critico a; € o vértice do lago blder;.
1

Pela defini¢do do vértice do lago, existe outra aresta 2! conectando b sl e al.l. Como
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h é homeomorfismo e nio existe lago no grafo FZ/, temos um vértice de lago bt2 =
h(bl) conectado com h(al) pelas arestas g2 e g2. Note /(b)) = b?,1(g!) = g2
el(g") =2

3. Aaresta g! conecta dois vértices de lago b! e b! do grafo I 1/ . Consequen-
temente, existe outra aresta §' conectando b! e b!. O homeomorfismo % leva o
circulo isolado de Fl/ ao circulo isolado FZ/ . Uma vez que 1“2/ ¢ um grafo sem
lago, existem dois vértices b7 e b2 nesse circulo isolado. Esses vértices dividem
o circulo em duas partes. Chamaremos uma delas g2 e a segunda g2. Coloque
I(bYy = b2, 1(b}) = b2, I(g!) = g2, (') = &>. A aplicagdo construida g é
um isomorfismo de grafo. O teorema esta provado! U

Observacao 2.6.6. Dizemos que o isomorfismo [ é induzido pelo homeomorfismo

h.

Agora vamos construir uma simplificagdo do Complexo de Holder.
Operagio 2y,

Considere o grafo I que ndo é simplificado. Seja (I, B) o complexo de Holder.
Seja I'; um grafo obtido de I" por uma cirurgia £2;,. Defina B1(g) =min{f(g1), B(g2)}.
Assim, definimos a fungdo B; no conjunto de todas as arestas do grafo I} (outras
arestas de I" diferentes de g; e g2 ndo mudam e B; = f). Coloque (I, B1) =

2p, (I, B).

Operacio Ay,

Suponha que by ¢ um lago do vértice de I": é um incidente com exatamente
duas arestas diferentes g1 e g», que conectam by com outro vértice l;o. Coloque

B(g1) = B(g2) = min{B(g1). B(g2)} e B(g) = B(g) se g # g1 ou ga.

Defini¢do 2.6.7. Dizemos que o complexo de Hélder (I, B) é simplificado se as
operagoes 2y, e Ap, ndo podem ser aplicadas a (I, B). Isso significa que existem
apenas vértices criticos e de lagos em I', by é o vértice de laco e g1, g2 sdo duas
arestas conectando bg com by, entéo B(g1) = B(g2)).

Defini¢iio 2.6.8. Dizemos que o complexo de Holder (I'', B') é a simplificagdo de
(I, B) se

1. (I'', B') é simplificado.

2. (I'", B’) pode ser obtido de (I, B), usando operagoes I'y, e A, vdrias vezes
(para diferentes b e c).
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Proposicio 2.6.9. Cada Complexo de Holder possui uma simplificacdo. Duas
simplificagoes do mesmo Complexo de Holder sdo combinatorialmente equivalen-
tes.

Demonstragdo. A parte da existéncia é dbvia. Seja (FI/ , ,8/1) e (Fz/, ,3/2) duas sim-

plificagdes de (I, ). Pela Proposicao 2.6.4, os grafos Fl/ e Fz/ sdo isomorfos.

Considere as arestas g1 € E -/ e a aresta correspondente g2 € E /. Pelas defini-
1 2

¢Oes das operagdes §2 e Ap, ,3/1 (g1) = ,3/2 (g2). A proposicdo esta provada! [

2.7 Complexo de Holder Canonico — Teorema de Classifi-
cacao

Nesta se¢do, formularemos ¢ demonstraremos o resultado mais importante deste
trabalho, o Teorema de Classificagao.

Lema 2.7.1 (Lema de Simplificagdo). Seja X um subconjunto semialgébrico, 2-
dimensional de R" e a € X. Seja (I', B) o Complexo de Holder tal que, para
algum § > 0, X N Eaj é um Complexo de Holder Geométrico semialgébrico
correspondendo a (I', B), com o vértice principal a. Seja (r, E) a simplificagdo
de (I, B). Entdo X N Ea,g ¢ o Complexo de Holder Geométrico semialgébrico
correspondente a (T, ,E) com o veértice principal a.

Demonstragdo. Observe que basta provar as afirmagdes abaixo para os seguintes
casos:

1. (I, ,5) = 2, (I, B), para algum vértice ndo critico by.

2. (I, E) = Ap, (I, B), para algum lago do vértice bo.

Considere o caso 1). Seja bg um vértice incidente nio critico com arestas
g1,g2de I'. Os conjuntos ¥(Cg1) e W(Cg») (definidos na Se¢io 2.2) sdo tridngu-
los de Holder satisfazendo as condigdes do Primeiro Lema Estrutural (Segédo 2.3).
Seja g uma aresta de I" obtida pela operagdo £2p,. Por isso, ¥(Cg1) e ¥ (Cg2)
sdo tridngulos B(g)-Holder semialgébricos com vértice principal a. Significa que
X N B, s ¢ um Complexo de Holder Geométrico semialgébrico correspondente a

Considere o caso 2). Seja bg € Vp um vértice do lago e by € Vr um outro
vértice tal que by e b1 sdo conectadas pelas arestas g1 e g». Entdo, pelo Lema

das Cornetas, ¥(Cg1) U ¥ (Cg») ¢ ,g—corneta Geométrica semialgébrica (onde
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B =min{py, B21). Sejam Bo = Apy(bo). F1 = Apy(81) € &2 = Apy(g2)- Pode-
mos definir ¥(Cg;) e ¥(C g2) como ¢ feito na prova do Lema das Cornetas. Por
isso, X N B, s ¢ um Complexo de Holder Geométrico semialgébrico correspon-

dente a (I, E) O
Esse lema motiva a seguinte definigao:

Definicdo 2.7.2. Seja X C R” um conjunto semialgébrico 2-dimensionalea € X.
Seja (I, B) um Complexo de Holder tal que, para algum § > 0, X N Fa,(g é um
Complexo de Holder Geométrico semialgébrico correspondente a (I, B). Entdo
a simplificacdo (r, E) de (I, B) é chamada de Complexo de Hélder Candnico de
X ema.

Observacao 2.7.3. Pelo Lema 2.7.1, X N Ea’(g é um Complexo de Holder Geo-

métrico semialgébrico correspondente a (I", B) com vértice principal a.

Teorema 2.7.4 (Teorema de Classificacdo). Sejam X1, Xo C R”™ um conjunto
semialgébrico 2-dimensional, a1 € X1 e ap € X,. Entdo os germes (X1,a1)
e (X2, az) sdo bi-Lipschitz equivalente se e somente se os Complexos de Holder
Canonicos de X1 em ay e de X, em a, sdo combinatorialmente equivalentes.

Observacao 2.7.5. Uma vez que a identidade é um aplica¢do bi-Lipschitz, a sin-
gularidade de um Complexo de Hélder Candnicos é um corolario imediato do
Teorema 2.7.4. A estrutura de um Complexo de Hélder obtido na se¢do ndo é
canonica, mas, apos o procedimento de simplificagcdo, obtemos um objeto cano-
nico.

Demonstragdo do Teorema 2.7.4. = | Sejam (X1, a1) e (X2, az) germes bi-Lipschitz
equivalentes. Sejam (17, B1) € (I, B2) dois Complexos de Holder Canoénicos de
X1 emaj e X em ap respectivamente. Entdo, pelo Teorema de Simplificacdo de
Grafos, I} é isomorfo aI3. Seja P : (X1,a1) = (X3,az) um germe de apli-
cacdo bi-Lispchitz @ € @. Seja i o isomorfismo de grafos I'; e I3 induzido por
@ (ver Segdo 2.6). Seja g € Er, uma aresta de I'1 ndo conectada com vértice
do lago. Entdo @ : (¥(Cg).g1) — (W2(C(i(g))).az) (onde ®;, P, sdo aplica-
¢Oes de apresentagdo (ver Secdo 2.2)) e B1(g) = P2(i(g)) (pela Proposicdo 2.2.6).
Seja g uma aresta conectada com algum vértice de lago bg. Seja g’ outra aresta
conectada com bg. Entdo o germe do conjunto ¥ (Cg U Cg’) ¢ aplicado por @
ao germe do conjunto ¥, (C(i(g)) U C(i(g’))). Da mesma forma, obtemos que
B1(g) = P2(i(g)). Porisso, (I, B1) e (I, B2) sdo combinatorialmente equiva-
lentes.
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|< Sejam (I, B1) e (I2, B2) combinatorialmente equivalentes. Seja i :
I't — I um isomorfismo tal que, paracada g € Er,, B1(g) = B2(i(g)). Seja
g € Er, e considere o conjunto ¥;(Cg). O tridngulo B1(g)-Holder ¢ semialgé-
brico. Sejam cbél (W1 (Cg).a1) — (Tg,(4).0) e ch.z(g) (W (Ci(g),az) —
(T8, (g)0) os germes das aplicagdes d -parametrizagdo (ver Se¢do 2.3). Defina a
aplicagdo F : (X1,a1) — (X2,az) por

€ d2

F(z) = @}, o ®;.paraz € Cg(onde®; € ;. D7 i(s))

i(g) i(g)
Usando o mesmo argumento da prova do Primeiro Lema Estrutural ¢ o Lema

das Cornetas, podemos provar que o germe F em a; é um germe de aplicagdo
bi-Lipschitz. O

Observagao 2.7.6. Observe que a aplicacdo construida é semialgébrica.

Corolario 2.7.7. Sejam (X1,a1) e (X2, az) germes de conjuntos semialgébricos
2-dimensional. Se eles forem equivalentes bi-Lipschitz, entdo eles sdo semialge-
bricamente bi-Lipschitz equivalentes.

2.8 Semicomplexo de Holder e Complexo de Holder

Aqui vamos comparar os invariantes bi-Lipschitz de germes de curvas semialgé-
bricas definidos neste trabalho com invariantes bi-Lipschitz de germes de super-
ficies semialgébricas, ver Birbrair (1999). Um invariante bi-Lipschitz intrinseco
completo de conjuntos semialgébricos 2-dimensionais ¢ chamado de Complexo
de Holder.

O Complexo de Holder € o par (I, 8), onde I" é um grafo finito ¢ 8 é uma
fungdo de valor racional definida no conjunto de arestas de I". Todas as definigdes
e resultados relacionados a esse assunto podem ser encontrados em Birbrair (1999)
e Birbrair e Sobolevsky (1999b).

Seja (I, B) um Complexo de Holder. Um vértice a € I" é chamado essencial
se, para toda vizinhanga U, de a, temos: U, ndo é uma variedade topologica 1-
dimensional (em outras palavras, a ndo € artificial nem um vértice de lago de I, ver
Birbrair (1999)). Iremos definir o Semicomplexo de Holder (A, @) correspondente
a (I, B) da seguinte maneira:

1. O conjunto V7 dos vértices de A € o conjunto de todos os vértices essenciais
de I'.
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2. Sejamay, ap vértices de A Seja P o conjunto de todos os caminhos finitos
y ={g1,...gs} (onde g1,...gs € Er) conectando g; a g. Definamos

1,se ay,ap pertencem a componente conexas diferentes de I7;

max min B(gx).
yeP gk €Y

5(a1, az) =

Proposicio 2.8.1. (2: o) é um Semicomplexo de Holder:

Demonstragdo. Iremos provar a propriedade isosceles. Sejamay, as, as trés vérti-
ces de A tais que (a1, az) < ®(az,az) < ®(ay,as). Suponhamos que ay, as, as
pertengam a uma mesma componente conexa de I". (Caso contrario, a proposicao

étrivial). Sejam{g1, ..., g¢} umcaminhoem I conectandoa; eaz,{g’y,..., &5}
um caminho em I" conectando a; e az. Assim, &(az,az) < min{a(ay,az),®(ay,az)}.
Como a(ay,az) < d(ay,as), obtemos que &(az,az) = d(ay,az). O

Seja Y C R” um conjunto semialgébrico 2-dimensional. Seja Y = Y% U
Y1 U Y? uma estratificagio de Y, obtida da seguinte maneira: Seja Y2 o conjunto
de todos os pontos y € Y tais que exista uma vizinhanga Uy, C R", de modo que
U, NY éuma variedade topoldgica 2-dimensional. Seja Y ! o conjunto dos pontos
de Y — Y ? tais que, todo 3 € Y'!, existe uma vizinhanga Uy onde Uy N (Y —Y?)
¢ uma variedade topoldgica 1-dimensional. Defina Y% = Y — Y2 —Y!. Por
Benedetti e Risler (1990a), Y°, Y1 e Y2 sdo conjuntos semialgébricos e, assim,
Y % ¢ finito, ver também King (1985).

Sejam yo € Y% e yg € CI(Y'!) (onde CI(Y!) significa o fecho de Y 1). Entdo
o germe de C/(Y 1) em yq é 0 germe de um conjunto semialgébrico 1-dimensional.
Seja (A, a) o Semicomplexo de Holder associado a (CI(Y'!), yo) (isto é, (4, ) =
sh(CI(Y'1), yo)). Seja (I, B) um Complexo de Holder canonico de ¥ em yo, ver
Birbrair (1999). Seja (A, @) o Semicomplexo de Holder correspondente a (I, B)
definida acima.

Teorema 2.8.2. 1. Existe um morfismo m : (Z,a’) — (A, a).

2. Se y estd localmente normalmente mergulhado em yo, ver Birbrair e Mos-
towski (2000a), entdo (A, @) e (A, o) sdo isomorfos.

Demonstragdo. 2). Sejam Yi1 e le dois ramos (panquecas) de C/(Y'!). Sejam
a; e aj dois vértices em (I, B). Suponha que a; € a; pertengam a uma mesma
componente conexa de I". Sejay = {g1,...,gs} um caminho ‘‘maximal” em
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I" conectando a; e a; (significa que @(a;,a;) = mien B(gr)). Pelos resultados
gkEY

de Birbrair (1999), a unido dos triangulos curvilineos correspondentes as arestas
g1, ..., 8s ¢bi-Lipschitz equivalente ao tridngulo de o(a; , a ; )-Holder padrao. Se-
jama;(r) € Yi1 ea;(r) e le pontos tais que

dina(ai(r),y0) = dinalaj(r),yo) = r.

Usando os resultados de Birbrair (ibid.) ou Kurdyka e Orro (1997), obtemos
que existem duas constantes K; ¢ K> tais que

Kidy(ai(r). yo) < r®@-a) < Kydi(a;i(r), yo)

(onde d; é a métrica comprimento). Como Y ¢ localmente normalmente mer-
gulhado em yg, obtemos (usando os resultados das Se¢oes 1.1a1.3)quea(a;,a;) =
d(aj,aj;). Se a; e aj pertencem a componentes conexas diferentes de I”, entdo
a(aij,aj) =1 (porque Y ¢ localmente normalmente mergulhado).

1). Se Y ndo for localmente normalmente mergulhado em yo. Seja Y a

“‘normaliza¢do™ obtida em Birbrair ¢ Mostowski (2000a). Seja ¥° U Yluy?
a estratificagdo topologica candnica de Y. Seja @ : Y — Y uma aplicagdo semi-
algébrica satisfazendo as seguintes condigdes:

a) @ ¢ uma aplicagdo bi-Lipschitz com respeito & métrica comprimento.

b) @ ¢ uma aplicagdo Lipschitz com respeito a métrica induzida. A existéncia
desta aplicag@o ¢ mostrada em Birbrair e Mostowski (ibid. ) Claramente oYU Ylu
YO =y!luy®°. Sejam Yle Y1 dois ramos de Y'! e seja o = @~ (yg). Sejam
ai(r) e Yl1 ed;(r) e Y] dois pontos tais que

dina@i(r).y0) = dina(@;(r),yo) = r.

Por Birbrair e Mostowski (ibid.), temos

ding@i(r),a;(r)) = dinq(ai(r),a;(r)),

para r_suficientemente pequeno. Como Y ¢ normalmente mergulhada, obtemos
que (4, @) é um Semicomplexo de Holder associado a (CI(Y'1), 55). Como

ding @;(r). @j(r)) = r@e) 4 o(r®@an),
dina(@i(r),a;j(r)) = r*@a) 4 o(r@@an),
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temos que
a(ai,a;) < alai,aj). (2.1

Defina m(a;) = a;, para todo i. Pela inequagdo (2.1), m é um morfismo de
Semicomplexo de Holder. O

Observacio 2.8.3. Se Y nao estiver normalmente mergulhado (A, ) e (A, @) ndo
sdo necessariamente isomorfismos.

Exemplo 2.8.4. Seja (I, B) o Complexo de Hélder tal que I' tem mais de um
vértice essencial. Seja ay e ap dois vértices essenciais. Seja I'' um novo grafo
obtido por I' adicionando uma nova aresta h conectando ay e a,. Defina B’ (h) >
nel%x B(g). Entdo (I'', B") é um Complexo de Holder. Usando o algoritmo de Bir-
8€Lr

brair e Sobolevsky (1999b) construimos um conjunto Y e um ponto yo de modo
que, (Y, yo) é um Complexo de Hélder Geométrico correspondente a (I, B). Su-
ponhamos que Y é normalmente mergulhado (caso contrario, podemos obté-lo
usando Birbrair e Mostowski (2000a)). Considere agora um conjunto semialge-
brico Y' obtido por Y cortando o triangulo correspondente a aresta h. Para este
conjunto, os Semicomplexos de Hélder considerado acima ndo sao isomorficos.

Proposicio 2.8.5. Sejam (Y1, y1) e (Ya, y2) dois germes de conjuntos semialge-
bricos 2-dimensionais tais que (Y1, y1) e (Y2, y2) sdo bi-Lipschitz equivalentes
com respeito a métrica induzida. Entdo o Semicomplexo de Holder correspon-
dente (A1, 1) e (Az, an) sdo isomorficos.

Demonstragdo. A prova ¢ direta! O

2.9 Teorema de Realizacao

Em Birbrair e Sobolevsky (1999a), provamos o seguinte Teorema.

Teorema 2.9.1 (Teorema de Realizacdo). Seja (I, B) um Complexo de Hélder.
Entao existe um conjunto fechado, 2-dimensional, semialgébrico X ea € X, tal
que, para algum § > 0, X N B, s é um Complexo de Holder Geométrico semial-
gébrico correspondente a (I', B) com o vértice principal a.

Observacao 2.9.2. Todos os resultados das se¢oes de 1 a 7 permanecem verdadei-
ros se substituirmos a palavra ‘‘semialgébrica” pela palavra ‘‘subanalitica” (e
o Teorema de Tarski—Seidenberg pelo Teorema de Gabrielov em todas as provas).
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Corolario 2.9.3. Seja X C R" um conjunto fechado, subanalitico, 2-dimensional
ea € X. Entdo existe um conjunto fechado, semialgébrico, 2-dimensional Y C
R™eb €Y tais que o germe X em a, é subanaliticamente bi-Lispchitz equivalente
ao germe Y em b, com respeito a métrica comprimento.



3.1 Mergulho normal de subconjuntos semialgébricos

Seja X um subconjunto semialgébrico conexo de R”. Como todo conjunto semi-
algébrico conexo € conexo por caminhos, podemos definir as duas seguintes mé-
tricas em X. A primeira é a métrica induzida de R", que denotaremos por d;; 4.
A segunda é a métrica do comprimento, definida como segue. Dados x1, x2 € X,
seja I" o conjunto de todas as curvas suaves por partes y ligando x; e x5 (i.e.,
y:[0,1] = X tal que y(0) = x1 e y(1) = x2); defina d;(x1, x2) = inf,er I(y),
onde /() denota o comprimento de y.

Defini¢ao 3.1.1. O conjunto X diz-se normalmente mergulhado em R”" se as mé-
tricas d;, 4 ¢ d; forem equivalentes. Isto significa que existe uma constante C > 0
tal que, para quaisquer x1, X3 € X, temos dj(x1,x2) < Cd;pq(x1, x2).

Observacio 3.1.2. De modo analogo, podemos definir mergulho normal em qual-
quer subconjunto estratificado conexo por arcos ¥ C R”. Observe que se X ¢é
normalmente mergulhado em Y e Y é normalmente mergulhado em X, entdo X
¢ normalmente mergulhado em Z.
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Defini¢do 3.1.3. O conjunto X diz-se localmente normalmente mergulhado no
ponto xo € X se existe uma bola By, , centrada em x¢ de raio r tal que By, , N X
¢ normalmente mergulhado. Em outras palavras, dizemos que o germe de X em
Xo € normalmente mergulhado ou que o par (X, xo) ¢ normalmente mergulhado.

Definicao 3.1.4. Sejam X um conjunto semialgébrico e Y C X. Dizemos que ¥
¢ relativamente normalmente mergulhado em X se existe uma constante C > 0
tal que, para quaisquer x € X ey € Y, temos d;(x, y) < Cd;,q(x,y).

Observagao 3.1.5. Seja X = Uf-;l Y; onde cada Y; é relativamente normalmente
mergulhado em X. Entdo X ¢ normalmente mergulhado.

Proposicao 3.1.6. Seja X um conjunto compacto localmente normalmente mer-
gulhado em cada ponto x € X. Entdo X é normalmente mergulhado.

Exemplo 3.1.7. Toda subvariedade suave compacta X de R” é normalmente mer-
gulhada.

Exemplo 3.1.8. A cuspide usual X = {(x1, x2) € R? | xf = x%} ndo ¢ normal-

mente mergulhada em 0. Para ver isso, considere a sequéncia t; = ll e 0s pontos

. 3 . 3 o
xt = (ti,t7) ey = (t;,—t;7). Tem-se que d;(x*, y') = 2t; + o(t;), enquanto
3

que d;jpq(xt, y') = 2t?. Isto implica que d;(x?, y*) ndo pode ser superiormente
limitada por Cd;,4(x%, y?).

Exemplo 3.1.9. A B-corneta usual (8 > 1), vide Birbrair (1999).
Hg ={(x1.x2,y) € R* | (x] + x5) = y*P1y 2 0: 8 = g;p,q e N}
¢ normalmente mergulhada.
Exemplo 3.1.10. O B-tridngulo de Holder (8 > 1), vide Birbrair (ibid.).
Tp={(x.y) eR?*|0<y<xP0<x <1}

¢ normalmente mergulhado. (A demonstragdo deste fato ¢é trivial.) O duplo B-
tridngulo de Holder

DTp = {(x.y) e R? | [y <xP0<x <1}

¢ também normalmente mergulhado.
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Exemplo 3.1.11. Considere o subconjunto X de R3 definido da seguinte maneira.
Seja Hg a B-corneta usual e seja Py, : Hg — R? a proje¢do Py, (x1,X2,y) =
(x2,y). Claramente, Py, (Hg) = DTg. Seja B1 > B; entdo DTy, C DTg. De-
fina X = Hg — Int(Px_l1 (DTpg,)). Pelos mesmos argumentos usados no Exem-
plo 3.1.8, obtemos que X ndo é normalmente mergulhado.

Proposicio 3.1.12. (Decomposicdo em panquecas) [Kurdyka (1992a, 2000) e Pa-
rusinski (1994)] Seja X C R"™ um conjunto semialgébrico fechado. Entdo existe
um conjunto finito de subconjuntos {X;} tal que:

1. cada X; é um semialgébrico fechado contido em X.

2. X =U; Xi.

3. dim(X; N X;j) < min(dim X;,dim X ;) para cadai # j.
4. cada X; é normalmente mergulhado em R".

Os subconjuntos X; sdo chamados de panquecas e uma decomposic¢ao satisfa-
zendo (1)—(4) é dita uma decomposicdo em panquecas.

Observacao 3.1.13. Esse resultado deve-se a A. Parusinski. Outra demonstragdo
foi dada em Kurdyka (1992a), apresentada (para X aberto sendo o caso essen-
cial) em Kurdyka (2000). Em geral, conjuntos L-regulares de Parusinski (1994)
possuem propriedades adicionais. Nomeadamente, cada conjunto L-regular é nor-
malmente mergulhado, mas a reciproca ndo ¢ necessariamente verdadeira. Aqui
no6s usaremos as propriedades (1)—(4) descritas acima.

Nosso resultado principal é o seguinte:

Teorema 3.1.14. Seja X um subconjunto semialgébrico compacto e conexo de
R™. Entdo, para cada € > 0, existe um conjunto semialgébrico X¢ C R™ tal
que:

1. X€ é semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X com relagdo a me-
trica do comprimento.

2. X€ é normalmente mergulhado em R™.

3. A distdncia de Hausdorff entre X e X€ é menor do que €.
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3.2 Meétrica da panqueca

Seja X C R” um conjunto semialgébrico fechado. Seja { X ; }yzl uma decomposi-

¢do de X em panquecas. Considere x1,x2 € X eseja{y,... Yt} uma sequéncia
de pontos satisfazendo as seguintes condigdes:

1. y1 =x1 €y = x2.
2. Cada par y;, y;+1 estd em uma mesma panqueca X ;.
3. Seyi,yi+1 € Xj,entdo ys ¢ X paratodos #i,s #1 + 1.

Denotemos por Yy, x, 0 conjunto de todas as sequéncias finitas satisfazendo
as condigdes (1)-(3) acima. Para cada sequéncia {y1,... g} € Yy, x,, definimos

1(y) = X%, dina (yi, yi—1) e (finalmente)
dp(x1,x2) = , inf  [(y).

X1.X2

Note que X, sendo semialgébrico e conexo, € conexo por arcos; por isso,
dp(x1,x2) estd bem definido para cada par (x1, x2) (vide a demonstragdo do Teo-
rema 3.2.5). Nos chamamos d,, a métrica da panqueca.

Teorema 3.2.1. 4 fungdo dp: X x X — R é semialgébrica e define uma métrica
em X.

Isso foi provado em Kurdyka e Orro (1997), que relembraremos o argumento
por conveniéncia. Precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3.2.2. Existe K > 0 tal que, para quaisquer x1, x> € X, tem-se
dp(xl,xz) > Kdl(xl,xz).

Demonstragdo. Seja K = min K;, onde K; ¢ a constante correspondente a pan-
queca X ; (vide Secdo 2). Assim, paracada y = {y1,... yi} temos

dind (vi, yi—1) = Kdi(yi, yi-1).
Portanto,
k
dp(x1,x2) 2 Y Kd(yi, yi-1) > Kdj(x1,x2),
i=2
e o lema esta provado. O
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Lema 3.2.3. Para cada x1,x2 € X, existe y € Yx, x, tal que dp(x1,x2) = [(y).

Demonstrag¢do. Uma subsequéncia de panquecas {X;} C {X; }N | ¢ dita admis-
sivel (para x1, X2) se existe y = {y1,...Vk} € Yy, x, tal que y; € X;. E sufi-
ciente provarmos que, para qualquer subsequéncia de panquecas admissivel {X; },
existe y € Yy, x, talque y; € X; e [(y) = min{l(y) | ¥ € Yx, x,. Vi € Xi}.
Considere uma bola fechada By, 24, (x,,x,) = B centrada no ponto de x1 e de
raio 2d,(x1,x2). Seja X; = X; N X;41 N B (aquii = 2,....k — I; X} ¢
uma subsequenc1a de panquecas admissivel fixada). Definimos a fungao I: X5 x

- Xi—1 = Reomo I(ya, ... yk—1) = 1(y), onde y = {{1 Y25 eees Vh—1, X2}
A fungdo I é continua e definida no compacto X X --- Xp_1. Assim, existe

Y € Yy, x, tal que y; € X el(y) = min{l(y) | y € Yxl,xz,y, € X} (i =
2,...,k—1). O

A sequéncia y € Yy, x, tal que dp(x1,x2) = [(y) é chamada sequéncia
minimizante correspondente a x1, X.

Corolario 3.2.4. A métrica da panqueca é uma fungdo semialgébrica definida em
X x X.

Isto segue do Teorema de Eliminagdo de Quantificadores de Tarski—Seidenberg e
do fato de que o grafico de / é semialgébrico.

Demonstragdo do Teorema 3.2.1. Vamos agora provar que d, ¢ uma métrica. Os
primeiros axiomas de uma métrica seguem imediatamente da defini¢do de d, e do
Lema 3.2.2.

Para provarmos a desigualdade triangular, consideremos trés pontos xp, X2, X3 €

X. Sejam yl — {yll”ylil} € Yx1,x25 y2 — {y%,,yiz} [S Yx3,)C2 ey3 =

{ y13, e y,iz} € Yx, x5 as sequéncias minimizantes correspondentes a x1 € x2, X3

) : : Arpia » — £1,3 3 .2 2y _
€ X2 € X1 € X3, respectivamente. Assim, asequénciaz = {y7,..., Vieg: Viseo ykz} =
{Z1.. .., Zky+k, s satisfaz as condigdes da definigdo da métrica da panqueca dp (x1, x2),

exceto, possivelmente, a condigdo 3). Para simplificar, usamos o seguinte proce-
dimento. Se dois pontos niio consecutivos da sequéncia y> pertencem a mesma
panqueca X ;, entdo excluimos todos os pontos da sequéncia que estdo entre eles.
Repetindo esse procedimento um nimero finito de vezes, obtemos uma sequéncia
minimizante z € Yy, x, correspondente a x1, x3. Pela desigualdade triangular da
distancia induzida, temos

dp(x1,x3) <1(z) <1(y?) =1(y") + 1(y?) = dp(x1,x2) + dp(x2. X3).
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Isto prova o Teorema 3.2.1. O

Teorema 3.2.5. A métrica da panqueca ¢ bi-Lipschitz equivalente a métrica do
comprimento.

Demonstragdo. Sejay € Yy, x, asequéncia minimizante correspondente a xp, X2.
Seja { X; }f‘;ll uma sequéncia de panquecas admissivel correspondente a y. Uma
vez que cada X; é uma panqueca, existe um caminho suave por partes n; : [0, 1] —
X; tal que 0;(0) = yi, i (1) = yi1 e l(ni) < K(Xi)ding (i yi+1), onde [(1;)
denota o comprimento de 1;. Sejan = 11712 - Nr—1 (a concatenagdo usual dos
caminhos), entdo /(1) = Zf:ll [(ni). Seja K = max; K(X;). Portanto,

k—1
dy(x1,%2) <1) < K Y ding(yir yit1) = Kdp(x1,x2).

i=1

Seja y: [0, 1] = X um caminho suave por partes conectando x; e x5. Defina
a seguinte sequéncia de pontos y; € Yx, x,. Ponha y; = x1. O ponto y; pertence
a alguma panqueca X;q. Defina t, = sup{t | y(t) € Xi1}. Se x2 ¢ Xj1, entdo
t» # 1. Seja y» = y(t2) e suponha que y» € X;1 N X;5. Defina t3 = sup{z |
y(t) € Xj2} e y3 = y(t3). Como o niimero de panquecas € finito, o procedimento
acima para para algum y; = xp. Claramente y = {y1,..., Yk} € Yy, x, ©
[(y) = l(y). Como y é uma curva escolhida arbitrariamente, segue que

dj(x1,x2) > dp(x1,x2).

Logo o Teorema 3.2.5 esta provado. O

3.3 Tenda e procedimento de tenda

Seja X um conjunto semialgébrico conexo e compacto ¢ seja {Xi}lN=1 uma de-
composi¢do de X em panquecas. Considere a fungdo p;: X — R definida por
pi(x) = dp(x, X;), onde d, é a distdncia da panqueca. Denotemos por I; C
R”+1 o grafico de p; e definamos

i (x) = (x, Pi (x))

Proposicao 3.3.1. 4 aplicacdo p;: X — I possui as seguintes propriedades:



42 3. Mergulho Normal

1. w; é uma aplicagdo bi-Lipschitz com relagdo a métrica do comprimento em
X (respectivamente, em I75).

2. wi(X;) é uma panqueca em p;(X), em outras palavras, {|; (X]-)}~§.V=1 é
uma decomposicdo de ;i (X) em panquecas.

3. wi(Xi) é relativamente normalmente mergulhado em i (X).

Demonstragdo. 1). Relembre que, em espacos métricos, a distdncia a um ponto
fixado ¢ uma fungdo Lipschitz. Deste modo, p; ¢ Lipschitz com relagdo a métrica
da panqueca e, pelo Teorema 3.2.5, ¢ também Lipschitz com relagdo a métrica do
comprimento. Portanto, u; € Lipschitz com relagdo a métrica do comprimento.
Note que /,Ll-_l = (), onde 7 € a projegdo nas n primeiras coordenadas. Logo,
,u;l ¢ Lipschitz com relacdo a métrica do comprimento.

(2) Existe uma constante B, dependendo apenas de n, tal que

max{d;,q(x1,x2), |pi(x1) — pi (x2)|} < Bdinaq(i(x1), pi(x2))

para quaisquer x1,x2 € X ;. Como X; ¢ uma panqueca, obtemos

di(x1,x2) < Ldipa(pi(x1), pmi(x2))

para algum L > 0. Por (1), a aplicacdo u; € bi-Lipschitz; logo

di(pi(x1), i (x2)) < Kdjng(pi(x1), pni(x2))

para algum K > 0 e quaisquer x1,x2 € X;.
(3) Provaremos que existe uma constante K > 0 tal que

di(x.y) < Kding(pi(x), i (y))

para quaisquer x € X; e y € X. De fato, por (1), é suficiente encontrarmos um
K1 > 0tal que

dx,y) < Kidipag (i (x), ni(y)).

Suponha que p; (y) < djnq(x,y)econsidere X € X; talque p; (y) = dp(X, y).
Pela defini¢do da métrica da panqueca, temos

dp(x,y) < dina(x,X) + dp(y, X).
Como dp(y.X) = pi(y) < dinq(x,y), obtemos, pela Desigualdade Triangular,

dlnd(X, f) < Zdtnd(X, J’)
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€ assim
dp(x,y) <3dipg(x,y).

Por isso, pelo 3.2.5, segue que

di(x,y) <3Cd;pq(pi(x), wi(y)),

onde C > 0 ¢ uma constante satisfazendo d; < Cd.
Suponha agora que p; (y) > d;nq(x,y). De fato para X € X; onde p;(y) =
dp(X,y), temos

dp(x,y) <dp(y,X) +dipa(x,y) +dina(X,y) <3dp(X,y).

Por outro lado,

pi (y) < max{d;,q(x,y), pi(y)} < Bdina(pi(x), ni(y))

para algum B > 0 dependendo apenas de n. Deste modo,

dp(x,y) <3Bdipa (i (x), 14i (y)).

Pelas equivaléncias entre as métricas da panqueca e do comprimento, de modo
analogo, obtemos

di(x,y) < Kding (i (x), i (y))
para algum K; = 3C max{l, B}. O

O conjunto w;(X) diz-se uma i-tenda sobre X e a aplicacdo u; chama-se um
i-ésimo procedimento de tenda.

A seguinte proposicdo é simples; a prova ¢ a similar a do item (2) da Proposi-
¢ao 3.3.1.

Proposicao 3.3.2. Seja Y C X relativamente normalmente mergulhado em X.
Entdo, i (Y) é relativamente normalmente mergulhado em ;i (X).

Demonstragdo do Teorema 3.1.14. Defina o conjunto X c R** como segue.
1. Fixe uma decomposigdo {X; }g‘zl de X em panquecas.

2. Aplique o 1-ésimo procedimento de tenda a X e defina X0=XeX!' =
p1(X).
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(2°) Defina f} = w1(X;); assim, tem-se que {f} }]]‘-:1 ¢ uma decomposi¢do de
X1 (pela Proposicao 3.3.1).
(i+1) Defina X! = ui(fi_l).
(it1)’ Defina f} = Wi (f;_l).
Tome X = Xk,
No ultimo passo, obtemos uma decomposigao X = U;;l X 5‘ Pela Proposi-

¢d0 3.3.2, todos os X 5‘ sdo relativamente normalmente mergulhados. Logo, pela

Observagdo 3.1.5, X é normalmente mergulhado em R”1K . Segue da Proposi-
¢do 3.3.1 que X¢ semialgebricamente bi-Lipschitz equivalente a X com relagdo
a métrica do comprimento.

Para provarmos que X pode ser tomado perto de X (no sentido da distancia de
HausdorfY), é suficiente substituirmos p; (na construgo das tendas) por §p; com §
pequeno. Por exemplo, § = €/k -diamg,X, onde k € o nimero de panquecas €
diamg,X ¢ o didmetro de X com relagdo a métrica da panqueca. O



4.1 Equivaléncia ambiental

Consideramos os germes na origem das superficies semialgébricas (ou definiveis
em uma estrutura o-minimal delimitada polinomialmente) (conjuntos bidimensio-
nais) em R*. A superficie X pode ser considerada como um espago métrico, equi-
pado com a métrica externa d(x, y) =|| x —y || ou a métrica interna d; , g0, (X, y),
definida como o comprimento minimo de um caminho em X conectando x e y.

O link na origem de X € o conjunto Ly = {X N Sg’s} para um & pequeno
positivo. Escrevemos “o link na origem” usando a nogao de link da Teoria da
Singularidade, reservando a palavra “link” para a nog@o de link na Teoria do N¢.
Se X tem singularidade isolada na origem, entdo cada componente conexa de L x
é¢umné em S3.

O cone tangente de X em origem pode ser definido assim. Seja X€ = X U S?.
O limite de Hausdorff da familia dos conjuntos 1/¢ *x X€, quando ¢ esta indo
para zero, ¢ chamado link tangente L (0, X). O cone em origem sobre L (0, X) ¢
chamado cone tangente de X em origem, com a notagdo C (O, X)

Defini¢ao 4.1.1. Dois germes de superficies (X,0) e (Y,0) sdo chamados bi-
Lipschitz equivalentes externos se existir um homeomorfismo bi-Lipschitz com
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respeito a métrica outer H : (X,0) — (Y,0). Os germes sdo chamados bi-
Lipschitz equivalente ambientalmente se existir um homeomorfismo bi-Lipschitz
preservando a orientacio H : (R*,0) — (R*,0), tal que H(X) =Y.

Uma boa ferramenta para estudar equivaléncia Lipschitz Ambiental ¢ o teo-
rema de Sampaio, para a demonstragdo veja Sampaio (2016).

Teorema 4.1.2 (Teorema de Sampaio). Se dois germes (X, 0) e (Y, 0) sdo ambien-
talmente bi-Lipschitz equivalentes, entdo os cones tangentes C(0, X) e C(0,Y)
também sdo ambientalmente bi-Lipschitz equivalentes. Em particular, eles sdo
topologicamente ambientalmente equivalentes.

Um arco no conjunto X é um germe de aplicagdo na origem y : [0,¢) —
X tal que y(0) = 0. A menos que especificado de outra forma, os arcos sdo
parametrizados pela distincia até a origem, isto &, || y(¢) ||= .

Definicio 4.1.3. Seja f % 0 (um germe na origem) uma fungdo definida no arco
y. A ordem a de f em y (notagio a = ordy f) é o valor a € Q tal que
fly@) = ct* +0(*) comt — 0, ondec # 0. Se f = 0em y, diremos que
ordy f = oo.

Para quaisquer dois arcos y; e y», pode-se definir duas ordens de contato: in-
terno e externo.

Defini¢do 4.1.4. 4 ordem de contato externa tordoyyrer (V1. y2) € definida como a
ordy, (|| y1(t)—y2(t) ||). A ordem de contato internatordinner (Y1, y2) € definida
como a ordy, (dp(y1(t), y2(t)), onde dp é a métrica panqueca, (ver Birbrair e
Mendes (2018)), equivalente a métrica interna. Essas duas ordens de contato
sdo numeros racionais (ou elementos do campo de expoentes de uma estrutura

o-minimal), 1 < tordinner(Y1.v2) < t0rdoysher (Y1, V2).

Seja B > 1 um numero racional. Considere o espago R3 com coordenadas
(x,y,t). Parat > 0 fixado, definimos os subconjuntos Wti do quadrado com o
lado 2¢ no plano (x, y), limitado pelos segmentos de linha ItjE ={lx| <t, y =
£t} e os segmentos de linha conectando os pontos finais de ItjE com 0s pontos
(0, £¢P), respectivamente (4reas sombreadas na 4.1a)). Seja W; = W,Jr U W,

eseja W = U >0 Wy € R3. Note que o cone tangente de W ¢ o cone sobre o
conjunto {(x, y) : |x| < |y| < 1}.

Defini¢ao 4.1.5. Dado um numero racional B > 1, a parte do limite do conjunto
W pertencente ao interior do cone sobre o quadrado é chamada de B-ponte.
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Sejam 1 < f1 < B2 dois niimeros racionais no plano xy {f = constante}
(ver 4.1).

pi(1) = (=1,1), pa(t) = (=P .172), p3(1) = (P1.1F2), pa(t) = (1.1),
Pr() = (1. =1). py(0) = (=P —1P2). py(r) = (P —1P2). py (1) = (1. —0),

Vamos conectar pi(z) com p,(t), p2(t) com p3(t), p3(¢) com p4(t) por seg-
mentos de linhas e defina Ut+ como o quadrilatero limitado por esses segmentos.
Da mesma forma, conecte p/1 (t) com p;(z), p/z(t) com p;(t), p; (t) com p:l(t)
por segmentos de linhas e defina U;” como o quadrilatero limitado por esses seg-
mentos. Seja V; a unidio desses segmentos e deixe V = ;>0 V; C R3. Seja
U = U,Jr U U, (4rea sombreada da Secao4.1)esejalU = J;>0 U C R3. Note
que U e W tém o mesmo cone tangente na origem.

(-4,8) R (L) (L) y e 1 (t%1)

(_g‘_()i ........................................ : (t,-t) (_;”’_;}: :(g”,.g}

Figura 4.1: a) Conjunto W;. b) Conjunto W,*?

Defini¢do 4.1.6. Dados dois numeros racionais 1 < 1 < Ba, a parte do limite
do conjunto U pertencente ao interior do cone sobre o quadrado é chamada de
(B1, B2)-ponte. Note que, para B1 = B2 = B, o (B1, B2)-ponte é bi-Lipschitz
equivalente externo ao f3-ponte. O germe de uma superficie contendo um sub-
conjunto bi-Lipschitz equivalente externo a uma ponte (1, B2) e metricamente
conico fora dessa parte, é chamado de superficie de uma-ponte.

Sejaa > 1, B > 1 nimeros racionais. Considere o espaco R® com coorde-

nadas (x, y,t). Parat > 0 fixado, definimos subconjuntos W,aﬂ * do retangulo
com o lado 2¢% no plano (x, y), limitado pelos segmentos de linha 7¢* = {|x| <
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Dy= (1) D, = (1)

P; =t D= (t1)

Figura 4.2: Conjunto U;.

t%, y = *£t} e os segmentos de linha conectando os pontos finais de /* + com os

pontos (0, +1P), respectivamente (areas sombreadas na 4.1b).

Seja W,“ﬂ = W,O‘BjL U W,aﬂ_ e seja W,aﬂ = U Wlaﬂ C R3. Note que o
>0
cone tangente de WP & o cone sobre o conjunto: {(x, y) | x =0, |y| > 1}. Seja
W o conjunto definido como a unido sobre ¢ > 0 de retangulos {(x, y) | —t% >
xX=tY —t>y >t}

Defini¢io 4.1.7. Dados dois nimeros racionais alpha > 1 e > 1, a parte do
limite do conjunto W2 pertence ao interior de W® é chamada de (o, B)- wedge.
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4.2 NoOs Métricos

Teorema 4.2.1 (Teorema de Universalidade). Seja K C S3 um né. Entdo, pode-
se associar com K um germe de superficie semialgébrica de uma-ponte (X, 0)
em R*, para que as afirmacées abaixo sejam verdadeiras.

1. O link na origem de cada germe X ¢ um no trivial.
2. Todos os germes X g bi-Lipschitz externos equivalentes.

3. Dois germes Xk, e X, sdo bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas se
os nos Ky e K5 sdo isotopicos.

Demonstracdo. Seja Fxg C S3 uma superficie suave semialgébrica mergulhada
difeomorfica a S x [0, 1], tais que o limite de Fg contenha duas componentes K
e K’ isomorfos a um mesmo n6 K. Sejam Y o cone sobre Fg € X 0 cone sobre
o limite de Fk.

Seja £ um ponto interior de Fx. Seja Sk uma fatia de Fx bi-Lipschitz home-
omoérfica a um quadrado D = [—1,1] x [—1, 1] contendo £ e seja¢p : Sk — D
um homeomorfismo bi-Lipschitz tal que ¢(§) = 0. Suponha, além disso, que as
partes da fronteira de Fg pertencem a Sk e sdo mapeadas por g para os lados
{x = %} de D e as partes do limite de Sk pertencentes ao interior de Fg sdo
mapeadas para os lados superior e inferior {y = £1} de D.

Seja Mx C R*, o cone sobre Sk e seja W um cone sobre D. O conjunto w,
construido na segéo anterior, pode ser considerado como um subconjunto de W'.
A aplicag@o ¢x ¢é naturalmente estendida a uma aplicagdo @ : Mg — W por
Pk (ty. 1) = (tox(x), 1) para y € S. Note que Pk ¢ uma aplicagio bi-Lipschitz.

Sejam Vg = @1 (W) e Yg = (Yk \ Mk) U Vk. Defina X a fronteira de
Yk . Pela construcdo de X g, ¢ uma superficie uma-ponte. Vamos mostrar que X g
satisfaz as condi¢Oes do teorema.

1. O link de Xg € um né trivial, porque limita parte de Fx homeomorfico a
um disco.

2. Sejam Kj e K> dois nos diferentes. Mostraremos que Xk, € Xk, sdo
bi-Lipschitz equivalentes com respeito a métrica externa, construindo a seguinte
aplicagdo ¥ : Yk, — Yk,. O

Definimos separadamente as restrigdes lI/|MK] e LI/|YK] My, - Temos W|MK1 =

@ K2_1 0Pk, .Como @k € uma aplicacdo bi-Lipschitz para todo K, a composi¢do



50 4. Metric Knots

¢ bi-Lipschitz. Como Yg \ Mg ¢ bi-Lipschitz equivalente a um cone sobre o qua-
drado, 0 homeomorfismo correspondente @k : Y \ Mg — W ébi-Lipschitz. O
conjunto ¥ |Y1<1 \Mg, = cDI_Ql o Pk, . Note que Pk, , Pk, , Pk, € Pk, podem ser
escolhidos de forma que ¥ seja continuo. Como ¥ (Xk,) = Xk, por construgao,

Xk, e Xk, sdo bi-Lipschitz equivalentes externos.

Figura 4.3: Os links dos conjuntos Xx = dYx ¢ W na prova do Teorema 4.2.1

3. Note que, para todo né K, o link do cone tangente Co X g do conjunto
Xk ¢ aunido dos de dois nos isotopicos a K, pinched em um ponto. Assim, se
K1 e K> ndo sdo isotopicos, entdo os cones tangentes Co Xk, € CoX g, ndo sdo
topologicamente equivalentes ambientes. Isso contradiz o Teorema de Sampaio
(ver Sampaio (2016)), que afirma que os cones tangentes da equivaléncia Lips-
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chitz ambiente dos conjuntos semialgébricos também sdo equivalentes Lipschitz
ambientes. Em nosso caso, os links dos cones tangentes nao sdo, nem mesmo,
topologicamente ambientalmente equivalentes.

Teorema 4.2.2. Para todo n6 K C S3 e qualquer inteiro i > 0, existem germes
de superficies (X ;,0) em R* tal que:

1. O cone tangente na origem de todos os X }( ; sdo topologicamente equiva-
lentes ao cone sobre duas copias isotopicas de K pinched em um ponto.

2. Todos X' ; sdo bi-Lipschitz equivalentes externos.

3 Xp,eXg j sdo bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas quandoi = j.

Seja YI/{,O o conjunto obtido pela substitui¢do W com U na construgao feita na
prova do Teorema 4.2.1 e seja X , sua fronteira (ver Figura 4.4). Entdo o germe
de superficie (X ,.0) satisfaz a (;ondigéo do Teorema 4.2.1.

Seja F ;(,i’ 0 c’onjunto obtido retirando a fatia Sg do Fg, fazendo i rotacdes
completas e colando de volta U (ver Figura 4.5). Seja Yllf,i o conjunto obtido de
Fy ; da mesma forma que Y , foi obtido por Fk e seja Xj ; sua fronteira. Os
mesmos argumentos da prova do Teorema 4.2.1 mostra que o link de X ; ¢ um
no trivial e o cone tangente de X }( ; € 0 cone sobre a unido de dois nos iSO:[(')piCOS
a K, pinched em um ponto.

Vamos provar que X }<,i e X }< F ndo sdo equivalentes ambientais bi-Lipschitz
se i # j. Para este proposito, apresentaremos duas definigdes.

Defini¢do 4.2.3 (Movimento de sela). Substituir segmentos de linha [p>(t), p3(t)]
e[p5(t), p5(t)] em cada se¢io Vi de U com os segmentos [pa(t), p5(t)] e [p3(t), p5(t)].
Seja S(X k,i) uma superficie obtida apos esse movimento (ver Figura 4.6a). Esta
operagdo é chamada de Movimento de Sela.

Defini¢iio 4.2.4 (Movimento de Cruzamento). Considere o espaco R3 com coor-
denadas x,y,t como um subespago {z = 0} de R* com coordenadas x, y,t, z.
Substitua segmentos de linhas [p2(t), p3(t)] e [p5(t), p5(t)] em cada se¢do Uy de
U com o segmento de linha [p>(t), p5(t)] e um arco de circulo no meio-espago
{z > 0}, com as extremidades p,(t) e p5(t), ortogonal ao plano {z = 0}. Seja
610, 4 }(,i) a superficie obtida apos esse movimento (ver Figura 4.6b). Esta opera-
cdo é chamada de Movimento de Sela.
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Figura 4.4: Os links das superficies Xk o’ = dYk 0’ € U na prova do Teorema 4.2.2

Lema 4.2.5. Se as superficies X, e X j sdo bi-Lipschitz equivalentes ambi-
entes, entdo os resultados do movimento de sela ou do movimento de cruzamento

aplicado a essas duas superficies sdo bi-Lipschitz equivalentes ambientes.
Demonstragdo. Seja H : (R*,0) — (R*, 0) um germe de aplicagdo bi-Lipschitz,
tal que H (X }( j) =X }<,i . Pelo Teorema de Valett’s (ver Valette (2007)), existe ou-
tro germe de um aplicagio bi-Lipschitz H : (R*,0) — (R%,0), tal que H(X X j) =
X }( ; € além disso, H leva as esferas centradas na origem at¢ as esferas centradas

na origem.

Seja p1(t), p2(t), p5(t), p5(t) pontos descritos na prova do Teorema 4.2.2
para superficies X} ;e q1(1),q2(t),q5(t), q5(t) os pontos correspondentes em
X}(l Note que os pares de arcos (Y1, ¥2), tais que tordoyter(¥1,v2) = B2 e
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Figura 4.5: Corte e torgdo na prova do Teorema 4.2.2

tordipner(¥1.72) = 1. Assim, existe um par de tridngulos Holder 77 € T, em
X }(J, tal que sua unido ¢ bi-Lipschitz equivalente ambiente a unido sobre t > 0
dos segmentos, conectando (x = —t#1, y = tF2) com (x = A1,y = 1P2) e (x =
—tPr y = —tP2) com (x = P,y = —1P2) no plano xy {t = const,z = 0}
(ver Figura 4.7).

Entdo o homeomorfismo H pode ser substituido por outro homeomorfismo
H': (R*,0) — (R*,0) talque H'(p2(1)) = q2(t), H' (p3(1)) = q3(1), H'(p5(1)) =
a3(0), H'(py(0)) = g5(0). Porisso, H'(S(X} ;) = S(Xje ) e H'(C(X} ;) =
C(X}(’i). Isso prova o Lema. O O

Demonstragao do Teorema 4.2.2. O resultado do movimento de sela de X' i’
uma superficie tal que o link tangente ¢ a unido de duas copias do n6 K. Como 0
numero de ligagdo das duas copias é igual ao numero de torgdes completas, X K.j

e X ; ndo sdo bi-Lipschitz equivalentes ambientes. Observe que a topologia da
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a)
p, b, ><
Py —p, —
b)
p2p3
P —p;, —— >/

Figura 4.6: Movimento de sela e movimento de cruzamento

Figura 4.7: A imagem pela aplicagio H

link tangente de X% j ndo depende de j. O link tangente ¢ formado por duas
copias de K pinched em um ponto. Isso conclui a prova do Teorema. O

A proxima afirmacdo é uma modificacdo do Teorema da Universalidade.

Teorema 4.2.6. Para quaisquer dois nos K e L, existe um germe de superficie
semialgébrica uma-ponte Xy, tal que:

1. O link de X1, no zero é isotopico a L.
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2. Para um no fixo K, todos os germes de superficie X g tém links tangen-
tes isotopicos. Em particular, germes de superficies Xk 1 e Xk, sdo
bi-Lipschitz equivalentes ambientes apenas se os nos K1 e K, sdo isotopi-
cos.

Demonstragdo. Considere as superficies X g, construida na prova do Teorema 4.2.1
para o n6 K. Faga um arco y C Xk passando pela origem e situado ‘‘longe” do
conjunto W, definido na prova do Teorema 4.2.1 (isto &, tordoyser(y'.y) = 1
para todo y’ C W). Seja V(y) uma vizinhanca conica de y em R*. Pode-se in-
corporar uma superficie singular Z; dentro de V(y) de tal forma que o link de
Z ¢ topologicamente equivalente ambiente a L. Em cada nivel ¢, considere a
soma conectada do link de Xk e do link de Z;,. O resultado desse movimento é
denominado Xz (ver Figura 4.8). O

| \ \
[ ] \ Vo

L I.'I I." | \\ \\‘ \ |
[ .II | VL \ \

Figura 4.8: Construgdo de Xg1,
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1. Como Xk tem um link trivial, a soma conectada ¢ isotopica a L.

2. A prova de que as superficies X g sdo bi-Lipschitz equivalentes externas
para L, sendo fixas, ¢ a mesma que todas as Xg sdo bi-Lipschitz equivalentes
externas na prova do Teorema 4.2.1.

3. Note que Xk € uma superficie de uma-ponte e, por isso, o link tangente na
origem sdo dois nos, presos em um ponto. Um dos nés € K e o outro é o conectado
alguns de K e L. Outro nd € isotdpico a K. Isso prova 3.

O proximo resultado € outra modificagdo do Teorema da Universalidade. Em
contraste com os resultados anteriores, a estrutura métrica € mais complicada do
que uma-ponte.

Teorema 4.2.7. Para quaisquer dois nos K e L, existe um germe de uma superficie
B

semialgébrica X }‘é 1, tal que:

1. O link de X%BL na origem é isotdpico a L.
2. Para quaisquer a e B, todos germes X }‘é’i sdo bi-Lipschitz equivalentes ex-
ternos.

3. Para um no K, sendo fixado o link tangente de X%ﬂL ¢ isotopico a K.
Demonstracdo. Tome 1 < a. Seja Fx C S uma superficie suave, semialgébrica
mergulhada dlfeomorﬁcamente em S x [0, 1], tal que a fronteira de Fx contém
duas componentes £ KeK' isotopicas a um mesmo n6 K. Seja (w, v) as coordena-
das em Fg. Seja YK 0 cone sobre Fk e seja X, k O cone sobre a fronteira de Fg.
Entdo (w, v, 7) sdo coordenadas em YK, onde 7 ¢ a distancia até a origem. Seja
Y g um subconjunto de Yk definido da seguinte maneira Yg = {(w,v,7) | 0 <

v < t%}. O conjunto ?Ig ¢ chamado a-saturagio de Fx C S3. Note que o link
tangente de 3710{‘ ¢ isotopico a K.

Tome uma fatia Sx de Fk definida pelas coordenadas ((w, v,¢) : (wo —r <
w < wo + r)), para algum wy e para r suficientemente pequeno. Considere a o-
saturacgdo de Sk definida por ((w,v,1) : (wo—r < w < wo+7r), (0 <L v <1%)).
Essa a-saturagdo de Sk pode ser removida e substituida por WP  exatamente da

. . . . o
mesma maneira, como fizemos na prova do Teorema da Universalidade. Seja YKB

um conjunto, obtido por esta operagdo e seja X zﬂ a fronteira de Y;;ﬂ .

Tome um arco y C X 1’3( passando pela origem e situado ‘‘longe” do conjunto
W definido acima (isto &, tordouzer (y'.y) = 1 para qualquer Y’ C W®%). Seja
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Vg(y) uma vizinhanga semelhante a uma B-corneta de y em R*. Pode-se incor-
porar uma superficie singular Z;, dentro de Vg (y) de tal forma que o link de Z,
seja topologicamente equivalente ambiente a L.

Em cada nivel ¢, considere a soma conectada do link de X zﬂ eolinkde Z;,.

O resultado deste movimento ¢ chamado X }'gi (ver Figura 4.8).

1. Como X zﬂ tem o link trivial, a soma conectada ¢ isotopica a L.

2. A prova do fato de que as superficies X g7 sdo equivalentes externas bi-
Lipschitz para L, sendo fixas ¢ o mesmo que todas as X }'éﬂ sdo equivalentes bi-
Lipschitz externas na prova do Teorema 4.2.1.

3. Por outro lado, como Z; ¢ um subconjunto df: uma vizinhanga B-corneta
de y, corresponde a um Gnico ponto no link tangente. E por isso que o link tangente
de X }’éﬂL ¢ o mesmo do cone tangente de X }'éﬂ , isto ¢, isotopico a K. O
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