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Justificativa
O presente texto partiu de notas pPreliminares destinadas a
auxiliar os alunos do Curso de Introdughoc a Algebra, (no IMPA, verao
de 1973). Subsequentemente, tais notas se transformaram no N2 23 da
colegao Monografias de Matematica daguele Instituto e, como tal, tenm

servido aos estudantes.

. , K
Como da-se comumente com textos deste nivel, a monografia
esgotou-se, deixando-me a escolha entre simplesmente imprimir mais
e M Z
exemplares na colegao de Monografia ou fazer o texto acessivel a um

piblico mais amplo. Optei pela segunda alternativa, no que oferece.
otimo elemento de Propaganda para a Algebra nes meios menos ortodoxoa
além de fornecer um desafio ac preconceito vigente de que Algebra .-é

formalismo simbdlico.

¥ justamente este Ultimo aspecto gque constitui novidade ‘nO'
texto. Pensei em oferecer matéria prima para trabalho, tendo sido a
idéia (nociva, no meu entender) de "forma acabada" relegado a plano
secundario. Da{, uma feigao do manuscrito: ristico e Por vezes, tele-
gréfico. Uma tal feicgao exige, naturalmente, esforgo intensivo por
parte do leitor. A recompensa, contudo, ¢ maior do quejresultaria de

uma leitura formalista e neuroticamente burilada,

Ha dois t5picos fundamentais: elementos da teoria dos gru-
pos e nogdes de corpos e suas extensOes finitas, Deixei-me guiar
guiar pela idéia de fornecer poucas definigbes e muitos exemplos; re-
sultados que, ordinariamente, apareceriam sob forma de proposigac ou

1 ~ ,
teorema, aqui aparecem livremente na confecgao dos proprios exemplos.
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Ficaram de fora belissimos exemplos de grupos cristalogréfi
" cos, padrdes decorativos e grupos de lacetes, por um lado, e da teo-
ria clédssica das equagdes (Cardan, Tartaglia, Newton), por outro lado.

‘A.serem incluidos no texto, acarretaria um aumento desproporcional.

No final do livro estao ineluidos varios exerecicios, alguns
dos.duais sa0 reformulacoes de outros entremeados no texto. Além dis-—
s0, hi um apéndice onde sdo explicadas no¢des usadas correntemente no
_Curso,tais como a noggo de relaggo de equivaléncia, de relaqgo de or-

dem, ete.

Aron Simis

Qutono de 1977

ConTh e
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1. Introdug¢io 3 Teoria dos Grupos

1.1, Primeiros exemplos.

A natureza o prédiga em sistemas gue guardam entre si, por
diferentes que sejam, certos atributos comuns. A fim de expressar 0
que hi de comum entre tais sistemas, & conveniente estabelecer alguma
linguagem matematica mediante a qual possa-se abstrair certas proprie
dades "minimas" gque permanecem validas qualquer que seja o sistema
particular em guestio. Chega-se entao a ideia de estrutura {ou éonjug
to estruturado) em Matemdtica. Nesta rarte de Curso lida-se com um

exemplo de tal estrutura: o de grupo.

. , .
Antes, porem, convem descrever alguns exemplos com os quais

i . .
possamos, sempre que necessario, experimentar.

(A} NUmeros inteiros.

Pelo conjunto #Z dos nimeros inteiros entenderémos a reu-
rnido do conjunto N dos naturais (incluindo 0) e seus negativos. As

sim, Z={...,-2,-1,0,1,2,...].

Pode-~se protestar, argumentando-se que nao se disse afi abso
lutamente nada que terha significado matematico., O protesto & vdlido.
Podemos amenizar um pouco este impasse, com a seguinte proposta conci
liatéria: suponhamos que & dado o conjunto N dos nlmeros naturais
(incluinde 0) Jjuntamente com a operagac + e a relagaoc © de ordem
"usuais". Entao, podemos construir o conjJunto Z dos inteiros e mu-

ni-1o de uma operaghio + e de uma relagao de ordem %, de tal modo
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que NS% e + e =, restringidas a ¥, coincidem com as relacgodes

+ e % usuais definidas em N.

Mais precisamente, postulemos a existencia de um conjunto
N com pelo menos dois elementos, de uma operaghao +: BXN-H e de
uma relagao de ordem < em N sujeitos as seguintes-exigéncias:
{ N.1}) A rela¢fo de ordem = & hoa; quer dizer, todo subconjunto §
- de N, tal que S # ¢, contém um elemento a tal que a % b

para todo b € 3.

( N.2)} A operagao + &
(i) Comutativa: a + b =Db + a
(ii) Associativa: (atb)+ec = a+ (bte)

(i1i) Cancelativa: a+b =a+c = b=c¢

( N.3) Compatibilidade de + e =x: as b = a+cSb+c para todo

c € N.

( N.4) Para todo a,b € N tais que a = b, existe ¢ € N tal gue

a+e =b (¢ ¢é chamado a diferenga entre b e a).

~ N » L4
Observagao: E possfvel mostrar que uma tal estrutura e, num certo sen

. » : bl ) -
tido, unica, Contudo, naoc nos ocuparemos disto agui.

= . - I} s
Em seguida, daremos uma receita rapida de como construir 2
a partir dos dados acima. Os detalhes deverfio ser preenchidos ao me=~

nos uma vez na vida.

Considera-se 6 produto cartesiano HNXN = { (m,n) Im,nE N} e

nele se define a seguinte relaqﬁo de equivaléncia ~ o

(m,n) ~ {(m*',n') se e 56 se m+n' = m'+n
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{onde + € a operagEo de "soma" em N). Em sepguida, considera-se o
conjunto quociente - Z = NXMN/ por esta relagao de equivaléncia. Enm

%, definimos uma operagao + decretando:

{(m,n) + (m',n") = (m+m' , n+n')

operagao em definigao operac¢ao dada em N

] 3 - . ~ - . ’ ~ B T

Verifica-se que a definigao e boa (isto e, nao depende dos represen-
. -~ s > ]

tantes escolhidos das classes da equivalencia ~), Definimos também

uma relagao de ordem em Z:

.
(m,n) < {(m',n") Se e 50 se min' S m'+n

ordem em definicao ordem em W

Verifica-se igualmente tratar-se de uma relagao de ordem.

’

Seja 0 € N o menor elemento de N (isto e, 0 <m para
todo m € N). E facil ver gque m+0 =m para todo m € N. Por outro’
lado, todo elemento de Z & de uma das duas formas (m,0) ou (0,m),
com m € N (sugestao: dado um elemento (p,q) considere~se, separa-

damente, os casos emque pP=g e q = pl.

Finalmente, ve-se facilmente gque a aplicagdc @: N - %, de-
finida por %(m) = (m,0) € injetora, o que permite identificar N
com o subconjunto {{(m,0)} |m € W} de Z. Chamando -I ao conjunto
{(o,m) |m€ N} <z, tem-se Z = NU (- N} mediante a identificagao
acima. E claro que NA{(- N) = {0]. Dal, expressio usual (usada acima)

[e 0] * r
de que Z e o conjunto dos naturais e seus "negativos".

Quais as vantagens {ou desvantagens) de Z em relaggo a N?

Do ponto de vista estritamente da economia, Z parece maior e mais
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complexo. Este ponto é, contudo, simplista e pode ser razoavelmente
~ . .
refutado com o argumento de que N e Z tem a mesma potencia (ou car
.

dinal), isto é, podem ser colocados em bijegao, e além do mais, 72 e

facilmente descrito a partir de N.

Vantagens de Z: preenche todos os requisitos que N pPreen
che {com a excegao Obvia de ( N.1)),com um favor adicional, a saber,
pode~se dispensar em ( N.4) a exigencia de que (m,n) < (m*,n") a fim
de que exista a diferenga entre (m',n') e (m,n); o leitor podera

verificar este fato pessocalmente e dele se convencer. Em particular,

a diferenga (0,0) - (m,n) sempre existe, gqualguer que seja (m,n) €%,
Tal elemento seras designado por -(m,n). Se a €& designa um elemen
to de Z (abandonando a notagao (,), de resto pedante), entdo -a

é chamado inverso (aditivo) de a.

Isolemos esta propriedade:
(I} Para todo a € Z, existe um elemento (designado por) -a € Z tal

due a+ (-a}) = 0.

Isolemos outra propriedade, que jé deveria ter sido verifi

cada mais acima (e é imediata):
(N) Para todo a € Z, tem-se a+0 = a.

4 n - .
Convem isolar tais propriedades por se apresentarem amidde
em outros exemplos. Elas se ingluirio entre o conjunto de proprieda-
I . P - - . ~
des minimas (ou axiomas) a serem exigidas na definigao formal de um

grupo. -

~ ] L. -, ) ) -
Observagao: Propriedades especiais dos ndmeros inteiros (que nao de-

. ~ - £ .
correm dos axiomas de grupo) serao revistas nos exercicios,



Os vetores do plano {aplicados na origem (0,0)) podem ser

somados pela regra usual do Paralelogramo:

Visto de outra maneira, temos uma operacio de adigio em RZ =R x R

que consiste em adicionar as coordenadas de mesmo nome:
{a,b) + {(a',b") = (a+a', b+b').

Aqui, o sinal + no segundo membro designa a operagao de adigSo usual
L4 N : ) ~ ’ . =

de numeros reais, induzida pela operagac + de nlmeros racionais

(por passagem ao limite: cortes de Dedekind) a qudal, por sua vez se

define a partir da operagao + em % acima definida.

E fdcil verifiear que R e, consequentemente, R°

=RXR,
munidos das operagbes + assim definidas satisfazem as propriedades
(I) e (N) acima descritas para Z. Em ambos os casos, a operagao +

4 1 . 'y
e comutativa e associativa.

A adicdo de vetores no Plano estende-se facilmente ao caso

- .
de vetores no espago a n dimensoces, isto e, ac R",
Observagao: Neste curso somente sera de interesse a operagac de + em

n

R" =R X ,,.XR. Num curso de ﬁlgebra Linear, salienta-se

. - ”,
uma outra operagao: a de produto de um nimero real por um vetor.
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Ate agora, os exemplos foram todos comutativos, isto é, a
operagac + oObedecia a lei de comutatividade: a+b = b+a, para to-
dos os elementos a,b. Poderiamos acrescentar aocs jé vistos, os exem-
plos seguintes: os numeros racionails # 0, os nimeros-reais # 0, os
nimeros complexos # 0, respectivamente munidos da operagac de produ
to usual,

Queremos agora dar um exemplo nao comutativo. Para tal, so-
mos forgados a abandonar a arena dos nimeros proprlamente e recorrer

]

. - < s
a uma situagao mals geometrica.

Consideremos uma reta 4 no planc (por exempld, o eixo
das abeissas em Rz) e conslderemos as congruéncias de 4, isto é, 0s
movimentos rigidos do plano que levam 'L em si mesma. Tals congruég
cias - designadas gimetrias de 4 = sho de duas espécies: translacao
ao longo de 4 de comprimente r € R e rotagio de ™ radianos em
torno de um ponto de 4 (evidentemente, rotagdoes em torno de um mes-
mo ponto que diferem por um miltiplo de 2m, sho consideradas idénti
cas).

Designemos per S o conjunto das simetrias de 4. Em S
introduzimos uma‘operaggo que consiste em executar sucessivamente dois
movimentos rigidos. O leitor certificar—se—é, intuitivamente a. menos,
de que a aplicagEo sucessiva de duas simetrias conduz a outra simetria

de 4, de maneira que tal processo define efetivamente uma operagEo em
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8 ({por exemplo, todas as rotagbes em torno de pontos de £ sao obti
das por translagoes ao longo de £ sepuidas de uma rotagdo arbitra-

riamente escolhida mas fixa de uma vexm por todas; a rigor, as sime-
trias de 4 sd3o aplicagdes lineares de RZ em mz, de tipo especial,

- . }
e a operagac de executa-las sucessivamente traduz-se pelo produto das

matrizes que representam tais aplicagOes lineares numa base escolhida).

E evidente que a operaqao em S assim definida & associati
va (a execugao sucessiva de movimentos rigidos sempre o &), As pro-
priedades (I) e (N) de Z permanecem vdlidas neste caso. Por exemplo,
a simetria que desempenha o mesmo papel do O em Z, & um fotégﬁo de

¢ (ou 2r) radianos em torno de um ronto qualgquer de 4.

- - . . . .
Contudo, a operagaoc nao e comutativa, Com efeito, se a e

uma translagiaoc de comprimento T £0 e se b & uma rotagao qualguer,

entdo a.b # b.a (onde . "designa a operagac em S).
-1 0 1 2 -2 -1 0 1 z)b
t } t t
-2 -1 0 1 2 1 o] -1 ~2>
a
1 o] ~1 -2 2 1 0 -1

Todos 0s exemplos descritos anteriormente tinham em comum a
propriedade de que 0 conjunto em questao era infinito. O exemplo gue

- . - ~ 3 - . s
ora consideraremos, alem de ser nao comutativo, & finito.

Seja t um triéngulo equilétero,'o qual suporemos centrado:
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na origem do eapago RB. Consideramos, nao somente as simetrias pla-

- x s s Iy ~ *
nas de t, mas tambem suas simetrias espaciais. Sao, ao todo, em nume

ro de seis(") assim descritas:
RO: rotagao plana de 0O radianos
{ m/

E \ 2 Byt rotagio plana de 2n/3 radianos
. no sentido contrario ao do re-

légio.
Irf—-\\lm/3 R,: rotagao plana de 47/3 radianos
no sentido contrarioc ao do re-

. i h 1dgio,

nos em torno da altura hi .

: . r,: rotagdo espacial de 7 radia-
N AN A
I T

1 2 3 i=1,2, 3.

Seja G o conjunto dessas simetrias, Em G definimos a
opefagao que consiste em executar duas simetrias sucessivamente. Veri
fica-se (aoc cabo de no maximo 36 execugdes !) que o resultado da exg
cugao sucessiva de duas simetrias é ainda uma simetria, de modo que

temos uma operagao em .

4 - . . r s
Numerando os vertices, conforme a figura abaixo, viswaliza
nos melhor a execuggo das simetrias interpretando-as como permutagSes

” > .
entre os vertices.

Identificamos as simetrias que diferem por uma rotagaoc de 20 ra
dianos.
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Assim, Rl traduz-se por

1 -+ 2
2 -+ 3
3a » 1
enguanto gue rl traduz-se por
1 =+ 2
2 =+ 1
3 -+ 3

Designando por . a operagﬁo de execuggo sucessiva de duas

simetrias, tem-se que:

1 = 1 1 -+ 3
Rl .rl: 2 =+ 3 e ry .RI: 2 =+ 2
3 =+ 2 3 =+ 1

Logo, Ry.ry = r, # rgy = ry.Ry , mostrande gue a operagdo . nao é co
mutativa. £ um bom exercicio efetuar todos os Produtos de simetrias e

dispo~los conforme a tabela:

A simetria que desempenha o mesmo papel de O (0 € ) &, evidente-

mente, Ro' A fim de completar a tabela acima sem recorrer ao calculo
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efetivo dos 36 produtos, o leitor poderé usar alguns expedientes para
poupar tempo. Por exemplo, a 12 linha e a 12 cocluna S0 preenchidas
automatjcamente devido ao carater privilegiado de R,. Que outras pe
‘ culiaridades'podem contribuir para a tarefa de preencher a tabela ? B

itil, pelo menos a posteriori, observar tais peculiaridades.

1.2, A nogao abstrata de grupe. Subgrupos.

Nesta squo, reuniremos algumas propriedades comuns aos exem
plos da segao 1,1 sob a forma de axiomas. Em todos os exemplos descri
tos, estavamos de posse de um conjunto. G munido de uma operagao (de
signada doravante por .) satisfazendo as seguintes condigoes:

(G.,1) A operagao . & associativa, iste €, a.{b.c) = {a.b).c para

todos a,b,c.€ G.

{G.2) Existe um elemento e € G tal que a.e.= e.a = a para todo
a € G.
(G.3) Para todo a € G, existe a' € G tal que a.a' = a'.a = e.

Isto sugere a seguinte:

Definigdo - Um grupo é um conjunto G munido de uma operagac satisfa
zendo as condigdes (G.1), {G.2), (G.3) (chamadas axiomas
de grupo).

Se, além dos axiomas G.l, G.2 e G.3, o grupo satisfizer a
propriedade adicional da comutatividade, dir-se-a que G é um grupo gé-
mutativo oﬁ um grupo abeliano (em homenagem ao matematico noruegués
Abel),

Note-se que os axiomas G.2 e G.3 nada dizem sobre a unicida.
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de de e oude a', Contudo, segue-se a fortiori dos axiomas a unici

dade de e e a'. Com efeito, podemos demonstrar a seguinte

Propoaigﬁo - Num grupe G, as equagaes X.2 =b e a.Y=1>b admitem

ne L
solugaoc uUnica.

Demonstragio: Se x & uma solugdo da equaggﬁ X.a = b, entao
(x.a).a' = b.a', onde a' € G & tal que a.a' =a'.a =

= e¢. Pelo axioma G.1, resulta x.(a.a')-= b.a', Pele axioma G.2,

x = x.e = x.(a.a') = b.a'. Isto di a pista de uma sblugao. Substitui-

¢ao direta de b.a' na equagao X.a = b mostra que b.a' & uma s0

lugao, Para verificar a unicidade, sejam Xy e x4 solugoes de
X.a = b. Entao X3+2 = X,.a. Daqui que
= = 1 = t
Xy X,.e xl.(a.a ) (xl.a).a

= (xz.a).a' = x2.(a.a')

pelos axiomas G.2, G.3 e G.1, respectivamente.
A prova para a equagao a.Y = b & andloga. C.Q.D.

Observe-se que a unicidade do elementc e o imediata e na-
da tem a ver com a proposigaoc acima. Com efeito, se e' € G " também
satisfaz G.2, tem-se e = e.e' = e'. Por outro lado, a unicidade do
elemento a' 'para cada a € G segue-se facilmente da proposigﬁo aci

i . ~ - s,
ma ja que, em particular, a equagac X.a = e tem soclugao unica.

Exercicio: Mostre que os axiomas G.1, G.2 e G.3 sao equivalentes (em
conjunto) aos axiomas seguintes, aparentemente mais fracos:

(G.1)': = (G.1)

(G.2)': existe um elemento e € G tal que a.e = a para todo ac€G.
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(G.3)': para todo a € G, existe a' € G tal que a.a' = e.

[ S . f . - . -
Exercicio: Com os ensinamentos do exercicio acima, preencha mais rapi

damente a tabela da pég. 9,

Definiggo - O elemento e € G mencionado no axioma G.2 & chamado []

clemento neutro ou a identidade do grupo G. 0 elemento

b +
a do axioma G.3 e chamado o inverso de a.

. ” >
Doravante, o inverso de um elemento a € G sera designado

Especialmente importantes 530 05 gfupos finitos. Para tais
rd 3 a 1
grupos e comum e, por vezes, instrutivo, construir uma tabela de mul-
tiplicagao. Procede-se exatamente como no exemplo (D} da segao 1.1,

Enumeramos os elementos do grupo G, digamos, e = a1 4 cer 8

dispomo-los como se segue!

o az 33 s a-n
e a a, as 'TER] an
™~ 2 o ea
az aa az 32‘33 'EEx] 5 n
a, ‘a\ az a,."a
3.3 3 3 2 3 reae 3 n
N
. - - \\
» - - - ‘\
: : : ~
“ 2
.
a.n a.n‘ an' a2 an aj tane 'n

onde ag = a..a

‘Uma das principais vantagens de tal tabela & a de permitir
comparar rapidamente dois grupos finitos a fim de determinar qugo
"distintos" tais grupos sao (veja a se¢dao 1.4,sobre a nogdo de grupos

isomorfos), Por exemplo, consideremos os dois grupos G ,H assim de
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finidos:
G = { simetrias planas de um quadrado!
H = {simetrias espaciais de um retangulo nao guadrado} .

Vé-se que G = {e 1 Tg 1 Ig ,r4}, onde e = rotagﬁo de 0 radianos,

ry = rotagao plana de n/2 radianos, ry = rotagao plana de [ radia-
nos, r, = rotagao plana de 3r/2 radianocs. Por outro lado,

H={e' ,ré ,ré ,ra}, onde ré = rotagao plana de 7 radianos, .

ry = rotagdo (espacial) de = radianos em torno do eixo mediano hori

zontal do retangulo, r& = rotagao {espacial) de " radianos em torno

do eixo mediano vertical.

As tabelas de G e H obtém-se facilmente:

G H
o Ty, T4 Ty el r} ri rf‘
t jet T rl r
=] e Ty :r:'3 T @ 2!.' 3 A
T, r\ T rl\ al b )
2 2 T3 Ty e PR N Lor3
N

r3 :r3 T, e T, r3' r:" r[‘ 3 '\ré
T T e \\\ r} |x r} r} et

wo| Ty Tz Ty £ T3 om

Uma diferenga fundamental entfe as duas tabelas é gritante: a diago-
nal de G contém além do elemento neutro e, 0 elemento T, ; 40 pas-
s0 que a de H contém somente o elemento neutro (esta propriedade in
depende da ordem em gue foram dispostos os elementos para escrever—-se
a tabela).

Observemos as tabelas de G e H mais pormenorizadamente,
O subconjunto G, = {e ,r3] de G e os subconjuntos H, ={e',ré],

0, = [e',ré}, H, = {e',ra} de H tém a propriedade particular de
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que o produto de dois elementos do subconjunto € ainda um elemento
desse subcenjunto. Dizemos de tais subconjuntos que sao fechados (ou
estsveis) em relaggo a operayac do grupo. E claroc que todo grupo G
admite pelo menos dois subconjuntos estéveis, a saber, {e}] e G. Es-

tas considera¢des motivam a seguinte

Definiggo - Um subconjunto H de um grupo G & chamado um subgrupo
de G se satisfaz as seguintes @ondigSes:
(G 1) H#¢
(SG 2) H & fechado em relagaoc a operagao de G, isto é, a,beH =
= a.b € H
(sG 3) H & fechado em relagio a inversos, isto é, se a € H  entao
a—l € H.
Observemos que um subgrupo G é simplesmente um subconjun-
to estavel de G que constitui "per se" um grupo relativamente a ope

ragao de G induzida em H,

Os subconjuntos G1 e H1 ,H2 ,H3 sao subgrupos de G a
H respectivamente. O conjunto dos nimeros pares (incluindo 0) & um

subgrupo de Z; o conjunto dos impares nao & um subgrupo de 2.

Em geral, a condiggo (sSG 3) & essencial para determinar se
um dado subconjunto H S G & um grupo com respeito a operagdo induzi
da. Assim, por exemplo, o conjunto N ©Z dos naturais satisfaz

(SG 1) e (SG 2), mas naoc & um grupe com respeito a soma usual.
Contude, pode-se provar a seguinte

Propogicao ~ Seja G um grupo ¢ H < G um subconjunto fipjto. Se H

satisfaz (86 1) e (SG 2), entioc H & um subgrupo.
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Demonstragao: Seja H = fag, evs ra l, m2 1 (SG 1). Consideremos o
conjunto H; = {al ,a% ,a? s ves}e Por (S5G 2), temos que
Hl é um subconjunto de H, Logo Hl & finito. Necessariamente,

al = al para algum m 2 2, logo e ay .al al .a1

= (azl.al).a?-l-= aT"l. Se m =2, tem-se e =a, , logo e € H. Se
= . T m-g 47
m= 3, e =a, = aj.a; %, loge e € H por (SG 2). Em qualquer ca-

‘

so, tem~se sempre e € H,

Para mostrar que H satisfaz (5G 3), seja a € H um ele-

mento qualquer de H, Consideremos os produtos .87 ,8:85 5 4ve s 8.3y

E claro que a.a; = a.ay see ad se i = j, Por (8G 2), tais produ-

tos pertencem a H, Como hd n tais produtos, segue-se que

¥
H = {a.al 2 reas ,a.an].( ) Em particular, a.a; = e para algum i,
- _ -1 - -1 = .1 _ -1 R -
logo a; = c.ay (a .a).ai a .(a.ai) a “.e =a . Isto e,
al e n.  c.q.0.

Usando a proposigao acima, torna-se bastante comodo deter-
minar todos os subgrupos de um grupe finito olhando-se a tabela do

grupo em gquestao,

Exercicio: Determine todos os subgrupos do grupo das simetrias espa-

PR . iq '
ciais de um triangulo equilatero.

Exerc{cio: Determine todos os subgrupos do grupo % dos nimeros in-

teiros. (Sugestdo: use o algoritmo de divisio em Z . o
gqual afirma que dados inteiros m, a (a > 0), existem inteiros n,r
tais que m = n.a + r, com 0% r < a; vide Exercicio 4.(e) no fi-

nal do livro).

{(*)

. [ N
Principio das "gavetas e encaixes".
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1.3, Um manancial inesgotavel: grupos de permutagaes.

Retomemos, por instantes, o grupo G das simetrias do tri
- . N . . ~
angulo equllétero. Vimes que uma maneira comoda de trabalhar com G
- s - x 4~ . .
consistia em enumerar os vertices do triangulo e escrever as aime-

trias sob a forma geral:

1 - i1 -
i - 12
1 = i,

onde 1;,1i5, 1, € {1,2,3 e i, # g # iq #i;. Em outras pala-
vras, uma tal simetria pode ser interpretada como uma permutagaoc do
conjunto {1,2,3}. Isto sugere que, em geral, o conjunto das permuta
¢Oes de um conjunto finito {al s rus ,an} ou, simplesmente, de

{1,...,n], forme um grupo mediante a operagao de execugao sucessi-

va (ou "composigAo") de permutagoes.

. . R
Na verdade, assim e, Mais geralmente, seja E um conjunto

qualguer e seja SE o conjunto de tedas as aplicagaes f: E+ E bi

jetoras. Entao SE é um grupe mediante a operagao de compOSigao de

aplicagbes. O inverso de f € S; no sentido da teoria dos grupos é

. . o~ . -1 . . ~ .
precisamente a aplicagao inversa f no sentido das aplicagoes (is
. ~ -1 .
to motiva, em parte, a notagao a para ¢ inverso de um elemento

a de um grupc abstrato). O elemento neutro de SE &, como se veri-

fica imediatamente, a aplicagao identidade Ig.

Em particular, se E ={1,...,n} (n€ N), escrevemos

5, em vez de Sp. S é designado o grupo das permutagdes de

n objetos { ou simbolos ). A notagEo usual para um elemento de §

n
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T

1 2 n 1 2 n
ou .
(1)  i(2) ... 2(n) ip iy ees i)

Esta notagdo facilita, na pratica, a operacio de composigio de permu
tagaes.

Qutra designagao para Sn é "grupo simétrico em n s{mbg
los™. Neste caso, deve-se ter algum cuidado, pois, engquanto que S3
e 0 grupo G das simetrias do triﬁngulo equilatero sao essencialmen

te o mesmo grupo (veja se¢ao l.4, Exercfcio), S4 e o grupo das sime

R ~ s .
trias do quadrado nac tem segquer o mesmo numero de elementos.

Exercicio: Mostre que Sn tem n! =1.2. ... .n elementos. Quantos

elementos tem o grupo (das simetrias) do gquadrado ?

Em geral, calcular com elementos de Sn pede ser bastante
complicade. Se n=1,2, 3, Sn é relativamente simples. Para
nz= 4, Sn tem pelo menos 24 elementos, o0 que torna as coisas mais

3 g 3
penosas. De qualquer modo, existem algumas técnicas de carater geral.

Primeiramente, podemos isolar algumas permutagaes de tipo
especial, chamadas ciclos, Um r-ciclo em Sn é uma permutagac s¢€ Sn
tal que existem elementos 234 40-,2 € {1,...,n] satisfazendo

as condigoes seguintes:

s(ai) a isl<r

i+l 7
s(ar) = a,

s(x) = x pare todo x & {al s e ,an}.

L . 0} - *
Assim, um ciclo esta especificado guando se seleciona um subconjunto
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de {1, ...,n} (eventualmente #) e uma ordenagao para os elemen-
tos deste subconjunto., Ora, para cada I tal que 1 s r = n,

{1, ...,n} admite n!/r!(n-r)! subconjuntos com r elementos. Ca
da um desses subconjuntos de r elementos com T 2 2 dda origem a
(r-1)}! r-ciclos distintos (isto é, distintos como permutagoes). Re-

sulta que Sn tem n!/r(n—f)! r-ciclos distintos, sempre que r= 2.

[ S -, a
£ um bom exercicio calcular este numero em casos particula
res. Por exemplo, todos os elementos de Sn , s 3, sao ciclos (exer
[ S s ~
cicio: descreva-os!). Se n 2% 4, Sn admite ao menos uma permutagao

- e
que nao e ciclo, a saber:

Como existe uma bijeggo entre o conjunto dos r-ciclos em
Sn e o conjunto dos subconjuntos ordenados de {1, ... ,n} com r
elementos, podemos designar um r-ciclo pelo simbolo (a1 By see ar),
onde {al y s ,ar] & o econjunto de elementos de {1, ... ,;n} cor-
respondente. Vé-se que a permutagio acima é produto dos ciclos (12)
e (34).

Dois ciclos (a; ... a.) e (by +.s By s8o ditos disjun-
tos se os conjuntos {a; , ... ,ar} e by, . ,bt} tem intersegao

vazia. O interesse central dos ciclos € a seguinte

Progosiggo - Todo elemento de Sn pode-se escrever como produto de

ciclos disjuntos.

Demonstragao: Seja s € 5.. Se a € {1, ..s,n}, escrevemos s"(a)
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para designar, s{s(...s(a))) {(m vezes). Consideremos todos 0s ci-
clos da forma (a, s(a) ,sz(a) s sea ,sr_z(a)), com "a ‘percorrendo
{1,...,n} e r o menor inteiro positivo (atencio: r depende de
a) tal que S¥(a) = a. (Exerc{cio: prove a existencia de
um tal r). Tais ciclos, ditos ciclos da permutagiAc s, SAC Os candi
datos naturais para a proposig&o.‘Infelizmente, dois quaisquer des-
tes ciclos nao sao necessariamente disjuntos. Para remediar esta si-
tuagdo, introduzimos a seguinte reiagﬁo de equivdléncia no gonjunto
{1 ;... , 0} - _ .
a~b se e s6se b = si(a) para algum inteiro i.

r

” n '] ) - . ~ e i .
E facil verificar que ~ e realmente uma relagao de equivalencia.
- ! s A x
Se a designa a classe de a nesta equivalencia e se {1,...,n}/~

designado por @, tomamos o conjunte {(a, s(a}, ... , 5" a))

(X8

]|

€ Q} de ciclos, disjuntos desta feita. Afirmamos, agora, gque s &
igual ao produto de todos os ciclos que sao membros deste conjunto.
Ccom efeito, se &' designa tal produto, é claro que tem~se s{a) =

= s'(a) para todo a € [1, ...;nl. Em outras palavrab, pela defini

¢io de igualdade de aplicagGes, c.qQ. D._

Corolario - Todo elementbx

Demonbtragao Babta Obber (ay :.Lar).

e usar. a

.PrOPOblan anterlor

Um 2 c1clo C

b chamado uma \r&nbEObl&aO- Uma permuta-

¢ao s € S e dlta p vamente, 1mpar) se for produto de

um numero par (rebpect1vamente, 1mpar) de traanOblgoeb. Mostra-se
que esta deflnlgao e boa, 1bt0 e, he s e Ebcrlta como algum produ

to de um nimero par de tranbpo;lgoeb entao outra gggzgggg representa
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-~ r -~ * -
¢a0 de s como preoduto de transposigbes admite sempre um nimero par

de transposigoes.

E claro que a permutagao idéntica & Par e gque o produto de
duas permutagaes pares & par. Sepue-se (veja a Proposic¢ao na se¢ao
1.1 que dd um critério de subgrupo finito) que o conjunto An das
permutagOes pares & um subgrupo de Sn. Ora, © produto de uma permu-
tagdo par por uma {mpar & uma permutagio impar: como S, tem pelo
menos uma permutagao impar se n = 2, a saber, o ciclo (12), segue-
se que S~ tem tantas permutagoes pares como I{mpares se n = 2, Em

outras palavras, An tem n!/2 elementos se n = 2. An & chamado o

gErupo alternado em n simbolos e & importante na teoria das equagges.

1.4. Isomorfismos de grupos. Teorema de Cavley.

Jd vimos, anteriormente, que dois grupos finitos podem ter
comportamentos distintos ainda que possuam o mesmo nUmero de elemen—
tos. Precisamos de uma nogao mais sutil do que a de “nﬁmerp de ele-
mentos" para decidir se dois grupos sao essencialmente iguais, isto

¢, se tém tabelas de multiplicacho iguais (caso finito).

- (] . >
A matéria prima & o conceito de homomorfismo: trata-se de
uma aplicagao f: G = H, onde G e H sao gErupos, satisfazendo a
condigao:

fla.b) = £(a) . £(b).

(Designamos o produto em G e o© produto em H pelo mesmo simbolo
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-~ rd ~ , . ] 0]
° ; nao ha confusao seria nesta ambiguidade).

A primeira observagdo P4 que se f: G- H & um homomorfis-
mo, entao f(e) & o elemento neutro de H, onde e & o elemento
neutro de G.

Exemplo: Seja 1l1,-1} g o subgrupo multiplicativo dos racionais

constituido por 1 e -1, Seja ¢: s, {1,-1}) a aplica-
¢80 que associa 1 a uma permutacio par e -1, a uma I{mpar. Entio ¢
é um homomorfismo,

Seja f: G- H um homomorfismo., Se a aplicaggo f é inje
tora (respectivamente, sobrejetora, bijetora), f € dito um monomor-—

fismo (respectivamente, epimorfisme, isomorfismo).

Definigﬁo - Deis grupos G e H sao isomorfos se existe um isomor
elhe b r

fismoe £: G ~» H,

Exercicio: Mostre que o grupo G das simetrias Planas do quadrado e
0 grupo H das simetrias (espaciais) de um retingulo nio

gquadrado nao s3ao isomorfos.

Exercicio: Mostre que 5, e o grupo das simetrias {(espaciais) do

tridngulo equildtero sao isomorfos.

Para ilustrar o fato de gue um mesmo grupo pode aparecer
sob formas aparentemente distintas, consideremos o conjunto G consti
tuido pelas seguintes func¢tes de R\ {0,1} (reta real menos 0 e 1)

em W {0,1}:

I Xr— X
1 F X —I'—
fl' X — 3 2 Inx
f2 X — l=x xel
F2= Xr— ——=
x X
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Mediante a. composicao usual de fungdes, G constitui um subgrupo  do
grupo de todas as bije¢oes de R\ {0,1) em si mesmo (leitor: verifi
que esta afirmagao).

Consideremos a seguinte aplicagdo ®: G - 8

1

e(1) = I , l{f;)) =7, , 1=1,2,3

1

R, , J=1,2

w(Fj) j

E claro que @ & bijetora. Deixamos ao leitor o cuidado de verifi-
s
+ . . . .
car que % € um homomorfismo (alguma medida de economia em vista?).
. ’ M
Logo, % & um isomorfismo, isto é, o grupo acima e essencialmente ©
-
grupo simetrico SS'
.. a . . ~
Toda a importancia teorica dos grupos de permutagoes Sn

reside no seguinte resultado, devido ao matematico inglgs A. Cayley

(século XIX):

Teorema (Cayley) - Seja- G um grupo finito. Entio G ¢ isomorfo a

um subgrupo de Sn para algum n.

Demonstraggo: Suponhamos que G tem n elementos. Mostraremos que

. .
G e isomorfo a um subgrupo de Sn ou, 0 gue e O mes-—

mo, a um subgrupo de SG = grupo das bijegSes de G em G. Defina-

mos @: G » 5; da seguinte maneira:

w(a) = £,

onde f_: G =+ G é tal que £ (x) = a.x para todo x & G. Precisa
mos, primeiramente, verificar que fa é uma bijeggo. Ora, como a ope
ragao de grupo é cancelativa, segue-se gque fa é injetora; mas fa

-, - . r . -~ .
e tambem sobrejetora; mas fa é também sobrejetora como se ve facil
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mente. Assim, temos com efeite fa € SG'

Verifiquemos que @ € um homomorfismo (recordamos gue a
operaggo de SG é a composigaoc usual de fungSes). Temos que verifi-
car que fa.b = fa'fb para dois elementos a,b € G quaisquer; mas,
isto decorré imediatamente da definiqao de fa e dé agsocitatividade

do produto em G.

. P - -
Resta verificar que @ e injetora, do gue decorrera entao

que G 4 isomorfo ao subgrupo %{G) < S. , onde ®(G)={w(a) |a€aG}

G

(Exercicio: verifique que ©(G) & efetivamente subgrupo de SG). Su
ponhamos entio que se tenha w(a) = gib), isto &, que f, = f . Se-
gue-se gque a.x = b,x para todo x € G. Em particular, com x = &,

obtemos a = b, C.Q.D.

A vantagem do teorema de Cayley é que permite transplantar
questses sobre um dado grupo finito G para guestoes sobre permuta-
96es de n objetos. Na ;rética, porém, tal procedimento pode ofere-
cer desvantagens, principalmente se G tem muitos elementos. Para’

ilustrar esta situagio, consideremos o seguinte

Exemplo: D4 = grupo das simetrias espaciais do quadrado. As simetrias

~a ’”
sa0 em numero de 8, como segue.

§)

I = rotagdo R, = rotagde
de 0 raad®, plana de m/2 pradf,
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R, = rotagic Ry = rotagio
plana de T ra.ds- plana de 3‘1/2 radd.

.. _G}".-

Ml = rotagao M2 = rotagdao
do rd® em torne do de w rd® em torho da
uma modiana outra mediana

.

Dl’DZ = rotag'ﬁes de m rd®

em torno das diagonais; respec=
tivamonto

Pelo teorema de Cayley, sabemos que Dy & isomorfo a um
subgrupo de 58' Mas, S8 & bastante abusivo jd que possui 8! =
= 40,320 elementos ... . Sera que é poss{vel ter-se um isomorfismo de
D4 com um subgrupo de Sn , com n<287 A resposta & afirmativa e

na verdade, podemos escolher n = 4,

Deixamos a demonstragac detalhada e rigorosa a cargo do
leitof; a idéia em si é a mesma usada no caso das simetrias do triap
gulo equilétero. A saber, enumeramos 05 vértices do quadrado de 1 a
4. Cada simetria pode entfio ser "representada" por uma permutagaoc de
4 simbolos. Esta "representagﬁq“ fornece a aplicagﬁo procurada, qgue

. s f s T i e
e automaticamente injetora. © unice trabalho é verificar que se tra-



-95.
ta de um homomorfismo.

£ . . . . - . .
Exercicio: Verifique que a aplicagaoc D4 -+ S4 explicada acima & um
homomorfismo. Seja Dn O grupc das simetrias espaciais
.
de um poligeno regular de n lados; generalize o exemplo anterior

bara Dn'

Exercicio: Seja s =(1 23 4) ¢ 5,+ Mostre que [s"|n € Z) & um
subgrupo de S, com 4 elementos e gue tal subgrupo & iso

morfo ao grupo das rotagges rlanas do guadrado.

Exercicio: Verifique gue © conjunto das raizes complexas da equagao
x"-1 = 0 constitui um grupo mediante =z multipiicaggo
usual de numeros complexos. Descreva explicitamente os elementos des
se grupe (em termos da aplicagio exponencial e? ou das fungoes

cos e sen).

1.5. Grupos ciclicos. Geradores de um grupo. Aplicacio as regras

de casamento nas sociedades primitivas.

Até agora, nac demos um zlgoritmo efetivo de construgido
dos subgrupos de um grupo. Dade um grupo finito "eoncreto" {por exem
plo, o grupo das simetrias espaciais de um polfgono regular), pode-
Se pensar em usar o computador. Em geral, porém, necessitémos de al-

-~ 0 - & a -
gumas tecnicas teoricas que permitam construir subgrupos.

Surge entEo, naturalmente, a seguinte pergunta: dado um
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grupoc G e um subconjunto S de G, gqual e o menor( ) subgrupo H

. , )

de G gque contém os elementos de 87 Evidentemente, o primeiro ca-
- - . 4 LA

50 a considerar ¢ 0 cas0 em que S = {a} e constituido por um unico

elemento, (O case S =g admite H = {e} como solugao do problemal.

Primeiro, é evidente gue se existe um tal subgrupo H de
G, entdo H deve conter os produtos a...a, isto &, H deve con-

ter todas as ponténcias do elemento a:

-n -1 o _ 1 n
{veeya tyea,a ;8 =e,a ;.00 ,a s veale

Chamemos {a) este conjunto. Por outro lado, verifica-se imediata-
mente que {a) j£ constitui um subgrupo de G. Pela condig&o do pro
blema, concluimos que dd-se a igualdade H = {a). Assim, 0 menor sub
grupo de um grupo G gue contém o elemento a € G & o subgrupo‘(a>

das poténcias de a. Dizemos que {a) & gerado por a.

Salta aos olhos a semelhanga entre os subgrupos {a) e {b),
onde a,b sao dois elementos quaisguer de um grupo G. Na verdade,
existem essencialmente dois tais grupos, conforme indica a proposigao
seguinte:

Proposigao - Se (a? & um grupo gerado por um elemento a, entao ou
{a} & isomorfo ao grupo dos inteires Z ou {ay é
isomorfo ao grupo das rotagOes planas (isto &, simetrias planas) de

um polfgono regular de n lados, para algum n = 1.

,

Demonstragio: Temos, por definigio, (a) ={... ,a—1 ,E .8, see)e Ha

* -~ ~ ~
) Menor agui refere-se a relagao © de inclusao de conjuntos. Em
outras pglavras, H e tel que esta contido em todo subgrupo de G

gue contem os elementos de S.
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dois casos a considerar:

- ~ 3 L4 . = = 4 :
(i} Nao existem numeros inteiros distintos m

m m
. s 1.
verifique a =a “,

1 ,m2 tais que 50

Definamos uma fungao %: Z -+ {a) da seguinte maneira:

@{m) = am™ , Ppara todo m € Z.

M ¢ a forma geral de um elemento de (a’. Is

Por definigao de (a’), a
to acarreta ser ¢ sobrejetora. Por outro lado, @ & também injeto-
ra pela condiggo (i) em consideraggo. Para concluir que & um iso

morfismo e que, portanto, (a) e % saoc grupos isomorfos, basta dg

£ s
monstrar que % ¢ um homomorfismo.

Queremos, entaoc, mostrar que @(m+n) = o(m) + w{n) para
todos m,n € Z; em outras palavras, queremos verificar a regra dos

expoentes inteiros num grupo:

m _n m+n
a .a =a , todes m,n € Z.

VerifiquémOS a validade desta regra.

Para m =0 ou n = 0, a igualdade e obviamente verifica-
L. m _n
da. Suponhamos m > 0, n > 0, Neste caso, por definigao, a *a =
{a* . eoca)fa* .cora) =a* ... a, usando a associatividade da

m vezes n vezes m+n vezes

)

operagad de grupo

Suponhamos m < 0, n < 0. Neste caso, temos por definigdo:

{*)

Observemos que a* +..- " a, estd definido sem ambiguidade em vir-
. m vVezes

tude da asgociatividade e por um emprego simples do prlnc1p1o de

indugao finita (veja Lista de Exercicios, Exerc. 4(e)).



a™ = (@)™ = a7, L el (-m  vezes)
al = (a_']')nn = a_l' —— a_l (-n vezes)
a® o (pTTy=(mEn) -1 vevra b (c(mtn) vezes).

- . : -1
A demonstragaoc reduz-se ao caso anterior com o elemento b =a .,

Finalmente, o caso em que, digamos, m> 0 e n < 0 com

m+n-n m+n - L .

m > -n. Neste caso, am = a = a a P pelo primeiro caso, Ja

que mtn > 0 e -n > 0. Logo, resulta
m+n _ _m _n
a = a .a,
. . . m _ mtn -n . . -1
multiplicando a igualdade a = a a a direita por a -n ve-

ZesS.

Observagﬁo: A demonstragao acima envolve, se verificada cuidadosamen
te, um argumento de inducgao finita. O leitor pode tentar
Uma demonstraggo mais elegante e econdmica usando o princ{pio de in-

dugao finita,

(ii) Existem inteiros distintos my ,m, tais que a =~ =a °,
Pela regra dos expoentes (observemos que tal regra & sem-

L4 N ~ . ~ . - \
pre valida, a demonstragao dada acima naoc usou a condigao (i) para ¢

elemento a):

Supondo, digamos, m, > m2 » concluimos assim gue existe um inteiro
s m . . . .
positivo m tal que a = e. Como o conjunto dos inteiros positivos

r . > - > - -
e um subconjunto de N, existe ur menor inteiro positive r +tal que

a = e.
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Afirmamos que vale a igualdade ({a) - le,a, .., ,ar_l}.

Com efeito, seja a™ um elemento qualquer de {a). Pelo
algoritmo suclideano de divisao (veja Lista de Exerc{cios, Exercicio

4(e)), existem inteiros q e = tais que
"m=rqg +3 , 0= s5< p,

Novamente pela regra dos expoentes, obtemos:

@+ ...ra" v a% = (a")9.,25 | 4 q>0
q vezes
. . ° s _ .5 i _
am = arq+b rq.a ~Ja .a a y Se q 0
a e L. e a TS o ((a™hyry=a s ; se q<0,
-q vezes
.

Nos dois primeiros casos, obtemos imediatamente gM = a®. No tercei-
ro caso, € facil ver que (a 1)T = o vale ; com efeito, de a.a" ! =
- - -1 -
= e resulta (a.a %) (a.a 1y ceefaia™) = (aahHT = of = e e,

T vezes

como a.a”l = a-l.a, resulta enfim que a®.(a 1)T = e, logo, (a~1)T -
=(@Ht -1 e. Assim, a™ = a¥ também no terceiro caso.
. m r-1
Desta maneira, vemos que a € {e,a ;) sae 5 & 1 para todo
m € Z. Donde segue que <{a) = {e,a yeee,at

. . -1 -
Finalmente, & claro que os elementos e 28, vaa ,ar saoc
. . . 5 t . -
distintos. Com efeito, se a® = 3 ycom 0 5 < tx r-1, entao

a = &, onde 0 < t-s < r, Isto contradiz a definic¢ao do inteiro r.

Definamos uma aplicagao p: {a) = €. , onde C, & o grupo

das simetrias planas de um polfgono regular de r lados:

m(&n) = R? 3
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onde 0= n<r e Ry~ rotagio plana de ‘27/r radianos.

poligone Togular de

r = lados

Aqui, como sempre, R? = Rl LI °R1 {n vezes). Como a regra de ex
poentes foi estabelecida anteriormente para um grupo abstrato, Tesul
ta ser valida em Cr também. Logo, © & um homomorfismo. Por outro
lado, ¥ ¢ sobrejetora; com efeito, toda simetria plana do poligono

e uma rota¢ho de um miultiplo inteiro de gn/r, isto é, & da forma

RE , com n inteiro (positivo ou nulo).

Finalmente, do fato que r ¢ o menor inteiro positivo tal
que rY = identidade, segue-se que % 6 injetora. Logo {a) e c
1 . r

sao isomorfos. C.Q.D.

Grupos gerados por um elemento aparecem tao comumente que

.
convem dar-lhes nome.

Definicdo - Um grupo (al & chamado um grupo eiclico infinito se

¢a) for isomorfo a %Z; se <{a) for isomorfo ao grupo
Cn das simetrias planas de um poligono regular de n lados, (a’ se

* f M . a
ra chamado grupo ciclico fipnito de ordem h.

a . ~ - Lo ] .
As duas possibilidades sao, em virtude da ultima proposi-
¢ao, mutuamente exclusivas. A menos de isomorfismo, existe um Unico

grupo ciclico de ordem n (n =1,2, 00 1%®)s

Uma propriedade fundamental dos grupos efclicos & que eles
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-~ . by s

sao abelianos (duas potencias de um mesmo elemento sempre comutam en
. ¢ ) . ~

tre sil!). Alem disso, servem de blocos fundamentais para a construgao

de grupos abelianos de uma certa classe.

Voltemos, entrementes, ao nosso problema original que con
sistia em construir o menor subgrupo contendo um certo subconjunto,
Assim, seja G um grupo, E< G um subconjunto de G. Se E reduz-
se a um unico elemento a, a solugdo & o grupo ciclico {a) gerado
por a. Em geral, resolvemos o problema da sepguinte maneira: existe
pelo menos um subgrupo de G contendo E, a saber, o prépric G. As
sim, existe um cu mais subgrupos de G contende E. Se estamos pro
curando algo suficientemente pequenc ainda contengo E, é natural con

siderar a interse¢ao

H=0N Hi , onde Hi percorre o conjunto de todos os subgrupos de

G contendoe E.
Na verdade, temos o seguinte resultado:

ProEosiggo -~ Seja G um grupo e seja E & G um subconjunte gualguer
de G. Entao o menor subgrupc de G contendo E exis-
te e & dado per H =1 Hi , onde Hi percorre 0 conjunto de todos os
subgrupos de @G contendo E. Explicitamente, se E # ¢, um elemento
de H & da forma byt «eat b, onde b & um elemento de E ou o

inverso de um elemento de E.

Demonstragio: Mostremos que H =M H é um subgrupo de G. E claro
que H # ¢ pois o elemento neutro de G pertence a

cada H;. Em seguida, sejam a,b € H, entaoc a,b € H; para todo i,
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(jé que Hi é subgrupo de G). Segue-se que a.b € H., Pinalmerte,

se a € H entho a * € H;, para todo i, logo 2™l e m.

Ora, como H & um subgrupo de G e contém o subconjunto
E, sepue-se que H contém o menor subgrupo de G contende E. Mas,

] - - Y .
este dltimo & um dos Hi , logo deve coincidir com H.

Finalmente, o subconjunto

-1

H' = {Db J.GE}‘:G

1°...°br|bjEE ou b

& um subgrupo de G (se E. # ¢) como se ve facilmente. Ora, E < H'.

Logo, H = H'. C.Q.D.

DefinigEo - Se G & um grupoc e E © G um subeconjunto, o subgrupo
de G gerado por E é o menor subgrupo de G contendo
E. Notagﬁo: {E), Diz-se também que E & um sistema de geradores de

{E}.

Exemplos: {(a) Um subgrupo de G é um grupo ciclico se e s6 se for
gerado por um conjunto constituido de um dnico elemen-

to de G.

(b) O subgrupe {1,-1} do grupo dos raciomais # 0 (multiplicativamen

te) é gerado por {-1}. Na verdade, existe essencialmente um s0 grupo

. 3 L4 s 3
com dois elementos, cuja tabela e necessariamente da forma seguinte:

- - N 4 .
Um grupo com dois elementos e necessariamente ciclico.
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. .. -
(c) Existe um unico grupo de tres elementos, a menos de isomorfismo.

A tabela é a seguinte:

e a b
e <] a b
a a b e
b b e a

{Leitor: verifigque a afirmagao acima como exercicio),

Logo, tal grupo é ciclico.

{(d) 0 grupo G das rotagOes planas do quadrado ¢ um grupo ciclico,

gerado, por exemplo, pela rotagao de Tn/2 radianos.

(e} O grupo das simetrias espaciais de um retangulo nao guadrado é
gerado pelo subconjunto tré,ré} constituido de uma rotagio pla
na de (7 radianos) e de uma espacial em torno de uma mediana. Os sub
conjuntos {ré,r&], Lré,ra] sao sistemas de geradores alternativos
do grupo. Como este grupo nao & isomorfo ao grupo do exemplo {d), ele

~ .o, .
nac pode ser gerado por um unico elemento, o gue, de resto, se veri-

fica diretamente.

f . ) : - . :
Exercicio: Determine um sistema de geradores do grupo D3 das sime-

trias do triangulo equildtero,

Exercicio: Se ®: G + H é um isomorfismo ¢ E< G & um sistema de
geradores de G, entio %(E) ¢& um sistema de geradores
de H, onde w%(E) = {w(g)|g € E}. Analise a validade deste resulta-

do se ¢ for apenas um homomorfismo e se % for um epimorfismo (os
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dois casos separadamente).

Observaggoi E evidente que todo grupo admite ao menos um sistema de

geradores, a saber, o conjunto de todos os elementos do
grupo, Em outras palavras, se G é um grupo e H, um subgrupo de G,
enthio W = (H). Contudo, o que & de algum interesse & determinar sis
temas de geradores minimos num certo sentide. Por exemplo, no grupoe
das simetrias do reténgulo nao quadrado, sistemas minimes de gerado

"
res tem exatamente dois elementos.

Pode-se descrever um grupo exibindo um sistema de geradores

e as "equagSes" nao triviais que os elementos de tal sistema satisfa
- - = : - 0]

zem. Por exemplo, um grupo ciclico finito de ordem n e descrito da

seguinte maneira:

, r . . -~ , ,

I um bom exercicio verificar que, nao so 0 numero de elementos nos
- . r 4 L4

sistemas de geradores acima e menor possivel, como também o nimero de

~ -’ r
"equagoes" e menor possivel.

Exercicio: Mostre que © grupo D3 pode ser descrito pelos seguintes
sistemas de peradores e "equagoes":

Dy = {a;b : a2=c¢,b2=¢, (ab)? = o),
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(Isto mostra que a representa¢io de um grupo por meio de sistemas de

~ - - . o~ [ . r
geradores e "eguagoes™ minimais nao & unicamente determinada).

r4 a > . N B .

E um divertimento instrutivo "inventar" ETUpOs prescreven-—
do sistemas de geradores e “equagaes"; ao fazé~lo, 0 leitor deve pro
curar escrever “equagSes" independentes num certo sentido (isto & ;

- P
equag¢Oes minimas ) e tentar comparar com exemplos concretos de grupos,

Passemos, entrementes, a uma aplicagiao da teoria dos gru-~
pos de permutagaes e da nogﬁo de sistema de geradores a um problema
de antropologia gue consiste em deslindar a possibilidade de casamen
to entre dois descendentes de ancestrais comuns, dentro das leis ri-
gidas de casamento das sociedades primitivas. O aspecto antropolégi—
co propriamente dito pode ser encontrade no livro "Les structures
élémentaires de la parenté", de C.Levi-Strauss (Presses Universitaires
de France, 1949). A formulagac matematica do problema, conforme exi-
bimos a seguir, & devida a André Weil (Institute for Advanced Study,

Princeton, N.J., EE.UU.) e aparece como apéndice ao citado livro,

As regras de casamento em certas sociedades primitivas sao

regidas pelos seguintes axiomas (ou leis):

1, Cada membro da sociedade pertence a um e um so tipo (de casamento).
A sociedade tem um nimero finito de tipos.

2. Um homem e uma mulher podem casar-se se e s0 se pertencem a um mes
mo tipo. ]

3. 0 tipo de um membro da sociedade o unicamente determinado.pelo seu
sexo e pelo tipo dos pais (Observagao: o pai e a mae pertencem neg
cessariamente ao mesmo tipo, mas n3o o filho ou a filha).

4. Dois rapazes (ou duas mogas) cujos pais pertencem a tipos diferen
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tes a tipos distintos.

5. Um homem ¢ sua irma pertencem a tipos distintos (isto é, incesto
fraterno é proibide).

6. Se um homem e uma mulher sao parentes, a possibilidade ou imposgi
bilidade de se casarem dependem apenas da relagEo de parentesco ‘
(e nao do tipe a gque pertence o homem).

7. Dados dois membros da sociedade, ¢ permitido a alguns de seus des '

cendentes contrair casamento.

Vamos, entrementes, traduzir matematicamente os axiomas aci
ma. Pelo axioma 1, a sociedade admite um conjunto finito
T ={t;,-..,t} de tipos ¢ tal conjunto constitui uma particao do
conjunto dos membros da sociedade. Axioma 2 significa que um homem e
uma mulher pertencentes a tipos ti B tj , respectivamente, tais que
ti # tj y nao podem casar-se. Evidentemente, esta nao é uma formula-
¢a20 matemiatica por causa de termo "nao poder casar-se". Na verdade,
0 axioma 2 interessar-nos-i na medida em que homem e mulher téﬁ grau
de parentesco; neste caso, teremos formulas "de passagem” de um a ou
trq, Uma tal férmula aplicada a um tipo ti da um certo tipo tj.
0 "poder casar-sem é traduzido pela propriedade de gque tal formula

aplicada a ti , para todo ti € T, fornece o© préprio ti.

Como traduzir o axioma 3 ? Dado um casal de pais de um ti
po {necessariamente comum) t, o tipc de um filho (homem) & uma fungio

de t somente, digamos, t +* m(t). Analogamente, o tipo de uma filha

é funcdo dé t somente; seja t * f(t). Assim, matematicamente:

Axioma 3 (bis). Existem duas aplicagdes m: T+ T e £: T ~+ T.
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O axioma 4 significa que se t, # tj (isto e, se i # j)

entio m(t,) #m(t;) e £(t;) # 2(t;). Em outras palavras:
. . . "\:\‘- i

Axioma 4 (bis). As aplicagbes m e £ sao injetora$; logg,.sﬁﬁ‘péz_

mutagBes do econjunto T (porque T & finité).

Féémulas"dé passagem I: se um homem e do tipo t, aﬁbos pais perten-

cem ao tipo nl(t) o sua irmd bertence ao
tipo £(m7l(t)) - (fe m_l)(t)3 onde © denota o produto de permuta-
¢0es., Da mesma forma, se uma mulher é ao tipoe t, séu irmio. é do ti-
po (me® £ t).

0 axioma 5 traduz-se facilmente por:

Axioma 5 (bis), Para tode t, m(t) # f(t), Ou ainda, pelas formulas

de passagem I, (f em™l(t) # ¢t para todo t € T.

3 5 ] s . ‘£,
O axioma 6 é o mais delicado. DPara fixar idéias comecemos
pelo caso em que homem e mulher 520 primos {do 12 grau). Neste caso,

existem quatro possiveis relagaes de parentesco:

A _o A 0 N _oO A O

(a) {v) {e) {a)

. -,
O3 diagramas acima, usados pelos antropologos, sao inter-

pretados de acordo com a seguinte lista de simbolos:

A : homem | : doscendente

O : nulher T 1: par de filhos

{o simbole T | apare-

= 3 casamento ce em conjunto com I)
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Se t & o tipo do homem, o tipo de sua prima no caso (a)
de parentesco € f(m(mnl(mfl(t)))), a0 passo que no caso {d} &

f(m(f_l(m-l(t)))). Podemos dizer que as permutagdes f°m o m ™2 e

1, -1 . . -
m exprimem, respectivamente, o parentesco em questao.

femef
No caso de parentesco deste tipo, isto é, primos de 12 grau, o axio-
ma 6 traduz-se por: '
Axioma 6 (bis){caso (d)). f(m(f—l(m—l(t)))) =t para tedo t € T

ou f(m(f_l(mnl(t)))) # t para todo tE€T,
Isto &, ou femef Lom™ ! & a permutagho idéntica ou n3o deixa in-

variante nenhum elemento de T.

Se ¢ parentesco e mais complicado, as oXprossoes que O tra
duzem 580 permutagbes da forma By ° re- °gr , onde gy € {m,f} ou
gll € {m,f}. Cada uma dessa permutagoes, por sua vez, indica um paren

tesco. Entao o axioma 6 fica satisfeito se exigirmos o seguinte:

Axioma 6 (bis). Todo elemento do subgrupo f{m,f? de Sp gerado por
m e f € a permutagao idéntica ou nao deixa inva-

riante nenhum elemento de T.

Finalmente, para traduzir o axioma 7, observemos que ele
implica que dados tipos t, t', tem-se que descendentes respectivos
pertencem a tipos (g;°...°gJ){(t) e (hy°...°h ) (t") iguais,
Logo,
tt = (h—1 e ...onlt LI o g )(t)., Aqui, como acima € {m,f) e

3 . 1 1 L) r . ¥ ’gl ?

hj € (m,f).

Reciprocamente, o leitor mostrard que dados individuos de

tipos t,t' respectivamente, se existir h € (m,f} tal que
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t' = h{(t) entio alguns descendentes dos individuos podem casar-se.
Assim!

Axioma 7 (bis). O subgrupo G = (m,f} opera transitivamente sobre

T, isto &, dados t,t' € T quaisquer, existe h € @

tal que t' = h(t).
Concluindo, temos o resultado fundamental:

Progosiﬁao ~ Os axiomas (leis de casamento) sao preservados se e s0
se m, f geram um subgrupo G de ST tal que:
(i) todo elemento de G diferente de I naoc fixa nenhum elemento
de T

(ii) para todos t,t' € T existe h € G tal que t' = h(t).

Observagﬁo: Tais ‘subgrupos de ST sao chamados "reggulares" e & fa-

. ,
cil ver gque possuem 0 mesmo numerc de elementos que T,

Exemplo: Todas as possibilidades para uma sociedade com 4 tipos de

casamento.

Trata-se de determinar todos os subgrupos regulares de 84
com 4 elementos. A menos de isomorfismo, temos apenas dois grupos de
ordem 4: o grupo ciclico de ordem 4 @ o grupo de Klein. ¥ suficiente,
portanto, considerar apenas um exemplo de cada um desses grupos, ou

melhor, um modelo abstrato dos mesmos.

Um grupo cfclico de ordem 4 é da forma G = {e,a,a%,a’]. #

N ~ L f .
facil ver que a e a3 5a0 os unicos geradores (clclicos) de G,
logo tem papel simétrico. Basta, entgo, tomarmos a. Do ponto de vis

ta do problema do casamento, interessa-nos conjuntos de geradores
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r'.f:

' N i y ~ Iy = 3 .

constitu{dos de dois ele?entos. Temos, entac, as seguintes possibili
. . ER .

4

B

dades:
(1) m=a , f = al ;
{(2) m~- a2, f=a
(3) m=a, £ = a?
(4) m=a , £ = ¢
(5) m=e , f=a  {sociedade de Taran)
Para fixar ideias, podemos tomar a = (1 2 3 4) € 5§ Por

4
exémplo; o caso (1) obedece entio as seguintes leis de tipo:

Pais filho filha
t t, tg
t, tg t,
t3 ty ty
ty t1 ty

A sociedade de Taran {caso (5)) obedece as leis seguintes:

Pais filho filha
ty t) t,
t, t, ty
t3 ty t4
Yy ty ty

" , .
Considerando o grupo de Klein, ve-se gque ha essencialmente

uma possibilidade (exereicio); todas as outras diferem apemas por

uma reordenaqﬁo dos tipos. A sociedade de Kariera {Oceania) obedece

a tal esguema:



Pais
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2, Nocoes sobre Grupos Classicos

.

2,1. O grupo das rotaqaes planas.

Intuitivamente, sabemos o que significa efetuar uma rota-—

2. B’ X R em torno do e¢ixo perpendicular ao

¢io no plano usual R
plano e passando pela origem (0,0), Do ponto de vista da élgebra 1i

near, podemos expressar tal rotagao por meio de certas matrizes.

Com efeito, uma rotagao de angule 6 € R, transforma o pon

-+
to de coordenadas (1,0) (isto &, gira o vetor unitario el) no pon
to de coordenadas {cos G, sen a) (isto &, até coincidir com o vetor

{cos Q)Eli-(sen a)gz).

(2,0)

Analogamente, o ponto (0,1) & transformado no ponte f{~sen &, cosad.
Assim, a rotagao de éngulo o &€ a aplicagﬁo linear do plano represen

~ -3 -~ -
tada, na base canonica e 1+ €5 pela matriz-

0 gque acontece se multiplicarmos duas matrizes deste tipo?

] ] ~ - -~ 'y
A multiplicagao a gue nos referimos e © produto usual de matrizes, ©

-
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qual corresponde, uma vez fixada uma base, a composigao de aplicagdes

(lineares). Assim dados a,a' € R, tem-se:.

cos & -sen @ cos 4! ~sen &’
sen & cos & sen &' cos o'
.‘\
¢cOs @ ¢cO0s ' - sen @ sen af -{cos u sen &' + sen o cos &')
sen 4 cos a4' + ¢os 4 sen uf cOos5 @ cOos 07 - sen O sen @'
cos(a+at) -sen{a+a’')
sen(t+a’) cos{a+ut)
, > > = ad bl
que e ainda uma matriz do mesmo: tipo, correspondente a rotagao de

i . . r}
angulo a+a', Em particular, o produto de duas tais matrizes é comu-

tativo e obtém-se -

' \
cos & -sen & cos(~a) - -sen(-g) cos O -sen 0O
sen & cos o sen(-&),  cos(-u) sen O cos 0
1 0
o 1)

Podemos recolher os pedagos na segulnte

Proposigao ~ As rotagdes Dlanas em torno da origem constituem um gru
po abelianoc G, a saber, ¢ grupo multiplicativo das ma-

trizes

, com & £ H.

Além disso, existe um homomorfismo @ do grupo aditivo dos nimeros

realis sobre G, dado por
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pla) = | .

O subgrupo 201 % = {2mm |m € Z} de R & exatamente o subgrupo dos

reais & tais que w(a) = (é 1) .

f S ’ , . s
Exercicio: Mostre gque 0s numeros complexos de modulo = 1 (isto e, os

complexos @ +Pi tais que a? + 52

= 1) constituem um
subgrupo multiplicativo dos complexos # 0 (chamamo-lo de o grupo.
do circulo). Verifique gque ¢ grupo do circule é isomorfo ao grupo das

rotagaes planas em torno da origem.

Observemos que o subgrupo 207 2Z de R define, de maneira
natural, uma rela¢io de equivalencia em R de tal maneira que dois
reais estdo numa mesma classe desta equivaléncia se sua diferenca &
um mﬁltiplo inteiro de 2m. Vé-se, assim, que do ponto de vista estri
tamente da teoria dos grupos, nao ha distingao possivel entre as se-
guintes nogoes: classes de equivaléncia de nlimeros reais pela relagao
mencionada acima, mimeros complexos de médulo 1, rota¢Oes planas em
torno da origem, matrizes da forma

cos & -sen &

, com & real.
sen G cos Q

4 - ~ Iy >
Em seguida, daremos mais uma nogao "isomorfa" as quatro no
coes acima.
- P q
Definicao - Uma matriz 2 X 2 real chama~se ortogonal se as
r s

seguintes condig¢oes forem preenchidas:

p2'Fq2 = r2-+52 =1 , pr +gs = 0.
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1 0 o -1
Por exemplo, as matrizes ) B s80 ortogonais
8] 1 1 0
Mais geralmente, a matriz

cos G ~-seh a)

sen o cos Q

de ume rotagho é ortogonal, como se verifica facilmente. Nosso préxi
mo objetivo & verificar que © cenjunte das matrizes ortogonais cons-
titui um grupo com respeito ao produto de matrizes e determinar qual
subgrupo deste grupeo identifica-se com o grupe G das matrizes de
rotagoes. .

Um pouco de notagao: a "transposta® At de uma matrigz

P q , p r
A = ( e a matriz ) ; Obtida a partir de A por inter-
roos q =

cambio entre linhas e colunas. Um ecaleulo direto mostra que a matriz

P q . . .
A= e ortogonal se e s0 se At.A =1, onde I e a matriz
r s
identidade. O fato de gue as matrizes ortogonais formam um grupo re-

lativamente ao produto usual de matrizes deriva, entdo, da seguinte

PrOEOsigEO - 0 conjunto das matrizes 2 X 2 reais A tais que
At.A = I constitui um grupc relativamente ac produto

usual de matrizes.

- - . - L
Demonstragac: Se A e B sao matrizes 2 X 2 reais, um ealculo

direto mostra que vale a igualdade:

(A.B)t = Bt.At.

Se, além disso, tem-se At.A =I e B .B =1, entao
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i

a.myt. (a.3) = B%.aH).a.p) = BY . (at.0).B

st.1.8 = BY.B = 1.

~ .
Logo, no conjunto das matrizes em guestao, o produto usual e um ope-

ragao,
E claro que I & o elemento meutro desta operagﬁo.
Finalmente, a condigao at.a = I mostra que A admite at
como inverso. Cc.Q.D.

Em seguida, para identificar o grupo das rotagSes com um
subgrupo dg grupo das matrizes ortogonais, somos levados a utilizar
a nogﬁo de determinante de uma matriz. Lembremos que o determinante
det(A)‘de uma matriz 2X2 real A & um nimero real e que a fungao
def assim obtida satisfaz, entre outras, a propriedade de preservar

o produto de matrizes, iste é, det{A.B) = det A .det B.

Chamemos de especial uma matriz A tal que det(A) = 1.
Da condigao At.A =1 e do fato que det(At) = det(A) (leitor: ve-
rifique), resulta gque para uma matriz ortogonal A tem-se uma e uma

20 das duas possibilidades: det(a) =1 ou det(a) = -1.

Progosiggo - 0 subeonjunto do grﬁpo das matrizes ortogonais A tais
que det{A) =1 constitui um subgrupo. Precisamente,
tal subgrupeo coincide (isto é, é isomorfo de uma maneira natural) com

o grupo das rotaqSes em torno da origem.

Ll Ed .
Demonstragao: Ja observamos, anteriormente, que uma matriz de rotavﬁo
(cos >3 -sen @ -

& ortogonal. Como 2s matrizes de rota-
sen O cos .

qao e as matrizes ortogonais constituem, respectivamente, grupos re-
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lativamente ao produto usual de matrizes, segue-se gque ¢ grupo das
rotagoes & isomorfo (pela inclusao natural) a um subgrupo das matri-

zes ortogonais. Teremos demonstrado tudo se provarmos que uma matriz
’ cos G -sen @

ortogonal A = (? 3) & da forma se e s0 se A &
sen & /4 cos
especial.
.. feos . -sen a o 2
Primeiramente, det = cos” O + sen” & =1,
sen O cos U

logo uma matriz de rotagao é especial. Inversamente, suponhamos que
A ¢ especial. Como A & ortogonal, temos 0 = p2 =1 = q2 =1, lo-
go ip| € 1. Pelo comportamento da fungao cos, existe o« € R tal
gue P = c¢os %, Da igualdade q2 = 1-p° deduzimos que q =% sen u,
Usando as demais condigOes de ortogonalidade: r2 + 52 =1 e

pr + qs = 0, deduzimos que s =% cosa@ e r =% sen @. Finalmente,
entrando com a condigEo de especialidade: det.A = det(? g) = ps-1rq-=

. -
= 1, concluimos que q = -sen &, s = ¢cOs &, T = sHen &. C.0.D.

. ..
O grupo das matrizes ortogonais e chamadeo o grupo ortogonal

(de grau 2); o subgrupo conztituido pelasmatrizes especiais & dito

grupo ortogonal especial (de grau 2). Este dltimo &, como acabamos de
ver, exatamente o grupo das rotagSes em torno da origem (= grupo dos
movimentos rIgidoa do plano que transformam o circulc em si mesmo).

Notagho: 6( RZ), s6( RZ),

Os grupos acima sdo, num certo sentido, "continuos". Em par
ticular, sao grupos infinitos. Seus elementos sao simetrias do eireu
lo centrado na origem; da mesma forma gue a circunferéncia é 0 caso
limite dos polfgonos regulares de n ladeos, a medida gque n * +eo,
também 6 ( BZ) %)

e S6(R podem ser vistos como "caso limite" dos

grupos de simetrias de polféonos regulares de n lados, quando
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n * @, Precisamente, temos a seguinte

Proposigdo - Se G & um subgrupo finito do grupo ortogonal 6( R?),
entao ou G -& isomorfo ao grupo ciclico Cn , para al-

gum nz 1, ou G é isomorfo ao grupo das simetrias de um pol:’.gono

regular de n lados, para algum =n 2 1 (¥.B,: este dltimo grupo, de

signado por Dn P 6 chamado também prupo diédrico de grau n).

Demonstragho: Necessitamos do seguinte

Lema - Designemos por R/27% o conjuntoe quociente de R pela rela
¢ao de equivaléncia ~ definida por: w~F se e soO se
G-p = 27k, algum k € Z. Seja 1: R » R/2n%Z a aplicagao quociente ca
nénica. Entdo:
(1) R/2n7Z admite uma Ynica estrutura de grupo tal que
t: R * R/2017Z seja um homomorfismo.
(2) Seja w: R = S6( ]Rz) definida conforme a Proposigao da pag. 43
A (fnica) aplicagio &: R/27Z + S8( ®2) tal que @.t = ¢ &
um isomorfismo de grupos, desde que m/znﬁa seja munide da estrutura

de grupo da parte (1).

Demonstragio (de Lema): (1) Se *: R + R/2MZ & um homomorfismo para
uma estrutura de grupo em. R/21% (com operagao que‘ se-
v4 designada por <), deve-se ter t(r+r') = i{r) + t({r*') para to-
dos r,r' € H. Como todo elemente x de R/2nZ ¢é da forma t(r)
para algum 1r € R, resulta gue a Onica operagao poss{vel em R/2NZEZ

> L] ’
tal que % seja um homomorfismo e:

xty = t{r) 4 t{r") = 1 {r+r*).
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Resta verificar se + , assim prescrita, é reslmente uma operagho bem
definida, isto &, se nao depende da escolha dos reais r,r' tais que
x =t{r) e y =1t{r'), Para tal, suponhamos que s,s' € R também
sao tais que x = t(s), y = t{s'). Entdo, pela definicado da aplica-
gEo quociente 1, tem-se r-s = 2rk, r'-=s' = 2nk' para certos

k,k" € Z. Segue-se que r+s - {(r'+s') = 2(k+k')7m, logo I (r+s) =

= 1(r'+s') novamente pela definigaoc de 1. Isto mostra que + inde
pende dos representantes escolhidos. As demais verificagoes de que
R/2T% & um grupo com a operagac + sAo mera rotina. & claro tam-

bém que t: R -+ R/21Z vem a ser, automaticamente, um homomorfismo.
(2) Lembremos que existe uma e uma s6 aplicagaoc : R/2N% - + 56 mz)

tal que P ot =@, a saber, o(:(r)) = w(r) (verifica-se que ¢

esta bem definida). Ora,

I

@i (r+r') = el(r+r’) = 9(r) + p(r'")

FO e+ 2 (r)),

(1 {r) ¥ 1 (r )

.

Isto significa que % & um homomorfismo. Da condig¢ao $°! =g re-
sulta, facilmente, que @ ¢ sobrejetor. Finalmente, se (i {(r)) =0
entao w(r) =0, logo r € 2% (vide Proposigao a pag. 43 ). Conse-
quentemente, t(r) & o elemento neutro de R/27Z , o que mostra a in
jetividade de %. Conclusdo: T & um isomorfismo.
C.0.D. para © Lema.
Voltemos a demonstracao da Proposigio. Designemos por

8: 86¢( m2) + R/27% o homomorfismo inverso de %, que existe em vir-
tude de ¢ ser um isomorfismo pelo Lema. Consideremos o subgrupe
H=GNS86( mz) ée G; 65 elementos de H sao precisamente as rota-

¢0es que figuram em G,
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Se H =11}, mas G # {I}, tem-se necessariamente que G &
ciclico gerado por uma matriz ortogonal nio especial. Com efeito, de
signemos por reflexioc uma matriz ortogonal nde especial, isto é, or-
togonal com determinante = -1. Come det{(A.B) = det A . det B, segue-
se que © produto de duas reflextes & uma rotagﬁo. Ora, suponhamos que
existem reflexbes S,T € G tais que S # T, Neste caso S.T€ G ¢
uma rotagiio, loge S.T € H. Mas H = {I} por hipétese. Logo, 8.T = I,

& -1 2 = I)(*);

isto. &, 8 =T -~ =T (em virtude de contradigao. Logo, G

N M ~ . - h 4 s
admite uma Unica reflexao, isto &, G é ciclico de ordem 2.

O caso interessante & guande H ¥ {I}. Neste caso, agimos
da seguinte maneira: dada uma rotagao R € §&( mz), designamos por
B(R) o Unico representante da classe B(R) € R/2nZ contido no inter
valo real [0,2m). Seja entdo RE U tal que R #¥ I e tal que #(R)

seja menor possivel entre as rotagOes de G.

Nossa intengac & mostrar que N & o grupo ciclico (R) ge
rade por R. Para tal, seja T € H qualquer. Entao, podemos escolher

um m € N tal que
n.5(R) s §(T) < (m+1).8(R)

(N.B. Para escrever isto usamos a propriedade arguimedeana dos reais

e a boa ordenaqﬁo dos naturais). Em outras palavras, temos:
0= §(T) - m.f(R) < A(R).

Em particular, 8{T) - m.§(R) € [0,2n). Por outrec lado,

* - ~
&) Por calculo direto, a matriz de uma reflexaoc e igual a sua trans
posta.
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LE(T) - m.B(RY) = +(B(T)) - m. 1 (F(R))

8(T) - m,8(R)

1

(T r ™),

Mas, T*R™€ H pois REH e T € H. Ora, acabamos de ver que
E(T-R ™) = §(T) - m.B(R) < §(R). Necessariamente, em virtude da es-
colha de R, T=® A™ =1, Isto é, T = A", Isto mostra que T € (R},

logo H = {R).
Temos dois casos a considerar:

(1) H = G, Neste caso, G é ciclico.
(ii) H # G. Neste caso, G contém ao menos uma reflexio S. Conside-

remos os elementos 8, S*R, ... ,S-Rn_l

€ G, onde n €& o nime-
ro de elementos de H. Tais elementos sao distintos entre si. Como

5 & reflexdo e R rotagﬁo, cada S-Ri é uma reflexao (usar deter-
minantes!). Assim, G tem pelo menos estas n reflexBes. Seja, agc-
ra, T uma reflexao qualquer em G. Entdio ST & uma rotagﬁo, isto

é, SeT = Rl, para algum O =% i £ n-1, Logo, T = s-r, coneluimos que

G={I,R,...,R"1,s,s®r,...,s 8",

Por outr6 lado, G é ge-
rado por R e 8 com as seguintes relaggés:

=1, 8° =1, (R'S)2 = 1 (ou R'S = S-R_l). Mas esta é precisamen
te a descrigao do grupo das simetrias do polIgono regular de n la-

dos, por meio de geradores e relagdes. C.Q.D.

Exercicio: Seja H<S G o grupo de rotagaes de G, como acima., Se R
& tal que H = (R), mostre que B§(R) = 2n/n, onde n = nd

mero de elementos de H.

Sugestdo: mostre que R" = I e aplique § a ambos os membros desta

igualdade.
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E facil verificar que ©(s) & uma matriz contendo exatamen
te um elemento  # O em cada linha e em cada coluna, e tal elemento é
sempre =1. Segue-se disso que @(s) é sempre um elemento de

GL(n, R) f{com determinante = *1),

Y s ~ - n . Iy
A verificagao de que % e um homomorfismo e um pouco mais

delicada. Sejam

1 2 ... n 1 2 ... n
i, iy eve ig Jq g e Jn

duas permutacdes. Queremos mostrar que (i) ¢ p(j) = 9(irj) e para
isto olhemos para uma linha genérica das matrizes em questao. Nio se
perde em generalidade aoc considerar apenas a 12 linha. Por definiggo,
w(i) contém 1 na il—ésima posicao (isto é, na il—ésima c¢oluna). Se
ja (i‘j)l a posicgao oﬁdé 1 aparece na 12 linha da matriz

w(i) *%(j). Come & obtido tal elemento? DPela "multiplicagaol da 12
linha da matriz (i) pela coluna de %{j) tal que admita 1 na il—
ésima posigao (isto &, no encontro com a il—ésima linha). Ora, por dg
finiqao de ¢, tal coluna & necessariamente a jil—ésima coluna de
w(j)., Assim, o 1 que figura na 12 linha da matriz ©(i) * ®{(j) perten

-

ce a jil—ésima coluna de w(i)*®(j). Por outro lado, por definigao
de %, a matriz {i*j) admite 1 na jil—ésima coluna (e 12 linha)
jé que mediante a permutagﬁo composta i*j, 1’ é mandado em

jil = i(j(1)). Resulta que a posigdo de 1 nas 122 linhas das duas ma

trizes w(i)w(j) e ®(i*J) & a mesma,
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i iy Ji,
el b o _ -
wle- Sy
@(1) 2(3) o (i)eo(4)

Isto mostra (repetindo o arguments para cada linha) que

w{i)w(j) = ©(irj),

Exercicio: Seja

1 2 see N )
1= S-S
. . n
iy i, eee 4,
Entao, tem-se, interpretando
1 i1
H e .
n i
como vetores colunas:
1 i1
(i) [ 2] =(1) |
n i,

Deduza que © & injetora e conclua que © & bijetora sobre o conjun
to das matrizes de GL( R™M) que contém 1 em cada linha e em cada co

luna exatamente uma vez e 0 nas demais posigoes.

- = - ] .
Desta maneira, todo grupo finito e, a menos de isomorfismos,

um subgrupc de GL(n, R) para algum n 2 1,
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Retornemos ao caso n = 2. GL(2, R) e alguns de seus sub-

~ M ~ . : [ s .
grupos sao de grande importancia na teoria das superficies de Riemann
(um capitulo das fungoes analiticas de variaveis complexas) bem como,

mais particularmente, na teoria das chamadas formas modulares.

Consideremos o grupo especial sL{2, R). Lembremos que uma
matriz (z g) € SL(2, R} & tal que ad - be = 1. Interpretadas como
aplicagGes lineares do plano em si mesmo, tais matrizes expressam
apenas propriedades "lineaves" do plano. Propriedades geométricas
mais sutis ficam, assim, escondidas a um observader menos avisado. Va
mos verificar que, usando o conceito de isomorfismo de grupos,
sL(2,; T pOQe ser interpretado como um grupo de funqSes do plano de
Argand em si mesmo gue Ppreservam, entre outras coisas, a medida de Eﬂ
gulos,

No que se segue, C & o conjunto dos numeros complexos com
as operagSes usuais + e * ; =2 designaré um complexo gualguer é,
sémpfe que for necessério, escreveremos z na forma x + iy, com
x, ¥y €ER e i2 = -1, E sera sempre considerado comec contido natu-
ralmente em- ¢t e isto significa gue tal inclusao & dada pela injegao

natural x M x+1i*0, a qual preserva adigfo e multiplicag8o.

Progosiggo - Seja G o conjunto das fungoes de C em C definidas

az + b

or =z
p cz+d ’

para alguns a,b,c,d € B tais que
ad - be = 1. Entao,
(1) G é& um grupo relativamente a composiggo usual de fungses e

existe um homomorfismo sobrejetor w: SL(2, R) + G;

(2) o conjunto das matriges A € sL(2, R} tais que w(A} = apli-

cagho identidade de € em C & o subgrupo constituldo pelos
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elementos (% ?) (]} _29. Tal subgrupo determina uma relagao de
equivalencia ~ em SL(2, R) tal que SL{2, R)/ admite uma estru

tura natural de grupo isomorfo a G.

. = . aztb a,zth o
Demonstragao: (1) Sejam =z = cztd © Z -+ EIE;EI duas fungoes de €

em € tais que a,b,c,d,al,bl,cl,d1 ER e

ad-be = 1, a,d; ~ bie, = 1. Por composigioc, obtemos:
171 11

aztb
cz+d)+b1 _ (aa1+cbl)z+ba1+db1

2::3)-+d (acy+ed) )z + be; +dd;

a, (

ey ( 1

onde (aa1+cb1)(bc1+dd1) - (ba;+db;)(ac +ed ) =
= ad(aldl-blcl) - bc(aldl-blcl) =
= (ad-be)(ajdy-bje;) = 11 = 1.

Logo, G & fechado relativamente a composigac de fungdes. A aplica-

¢ao identidade z H# z de £ pertence a G (com a-=d =1, b=c=0),

logo & elemento neutro de G. Enfim, a fungao z B 2;:3 tal que
ad-be = 1 admite por inversa a fungdo =z » %fg%; , O que se verifi-

cz por um calculo direto de composigido de fungdes. A4 inversa & tam-
bém um elemento de G Ja que da - (-b){-¢) = ad-bec = 1.

H
Definimos w: SL(2, R) * G da maneira mais dbvia poss{velz

az+b)

v = (z = cztd

c d
£ evidente que @ é sobre jetora. Além disso, @ & um homomorfismo,
0 que se ve pelo produto usual de matrizes e o célculo-de composigEo

de funcdes feito acima.
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a b

(2) Suponhamos que ( ) = aplicagao identldade, Entao
c d

azib _ z para todo =z € C, logo obtemos cz24-(d—a)z-b =0

cztd

para todo =z € C, z # - %. Como a equagao escrita tem (no maximo)

duas ra{zes, segue-se necessariamente que b = e¢ =0 e a = d. Por
outro lado, ad-be = 1 pols (i g) € sL(2, B). Resulta, enfim, que
aby, _ 10 aby _ -1 0, ¢ i
o a0 = (1) ou (4} = (g _{). E claro que estas duas matrizes
constituem um subgrupo de SL(2, R). Tal subgrupo determina a seguin
te a relagao de equivaléncia em SL{(2, R) (cf., o casode R ¢
seu subgrupo 2w #E):
- _ 10, _ _ -1 0, _

A~ B se e s0 se B = A( Y = A ou B = A'( ) = -A. Tal rela

o1 0 -1 =
950 ¢ bastante suave, tudo o que faz é identificar (isto é, colocar
numa mesma classe) matrizes com suas simétricas aditivas. Se

A € SL(2, R), & designara sus classe de equivaléncia (constituida

somente por A e =A).

Definimos um proddto em SL(2, R)/~

Deixamos ao leitor a verificaggo de que a definigao é boa, isto é,
independe dos representantes das classes (a verificaqgo é agui imedia
* Pant )
ta). O elemento neutro de SL{2, R)/~ ¢é 1I; o inversode X & A-l.
Exatamente come no caso de R/27Z e do grupo das rotaqSes,
aqui também o homomorfismo sobrejetor w: SL{(2, BR) » G induz, natu-

ralmente, um homomorfismo sobrejetor ©: SL(2, R)/~ =+ G.

Para concluir, verifiquemos que & é injetor. Como @ é

um homomorfismo, basta ver que se %{(A) - aplicagao identidade, en-



tao & = T. Ora, por definigdo, $(X) = 9{a). Como vimos acima, %(A)
é a aplicagdo identidade de C se e sé se A =1 ou A = -I, isto

» ~
e, se A =1, C.Q.D.

-

ObséranSESE (1) A técnica acima usada, bem como no caso de R e

27% , de passar ao corjunto quociente, muni-lo em se
guida de Uma estrutura (natural) de grupo e, finalmente, obter um cer
to isomorfismo a partir de um homomorfismo sobrejetor, é bastante ge
ral como veremos no Capitulo 3.

az+hb
cz+d

- . - f_ .
ral gue demos ne inicio do curso. Contudo, elas tem por dominio

(2) As fungbes =z & sao fungoes de C em € no sentido ge-
de definigho, em geral, C menos um nUmero complexo. Assim, se ¢ 70,
a fungao esta definida apenas no complementar €\ L—%}. Por exemplo,

a fungao gz~ —% nic esta definida em O,

0 grupo quociente SL{2, R})/~ & chamado o grupo linear

p +
projetivo_especial (de grau 2). O grupo das aplicagoes z H ::+g .

~ 3 4 ) Iy
ad-be = 1, ¢ chamado grupo das transformagoes fraciomarias lineares

(reais}.
Acabamos de mostrar que os grupos acima sdo isomorfos. O
grupo linear projetivo especial é designado comumente por DPSL(2, R).
As propriedades das transformagfes fraciondrias lineares relativas a
estrutura do grupo dessas transformagoes sdo validas em PSL(2, R),
pelo isomorfisme obtido. Contudo, o comportamento geométrico de uma
az+b -

e inteiramente diferente do da
cztd

matriz (2 g) guando ambas sao consideradas como fungoOes do plano

~ s L4 s
transformagao fracionaria =z P

RZ em si mesmo (C & identificado com R° mediante a aplicagiio na

tural x+iy = (x,y)).
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0 1
. 1 o?
(i) da como resultado o vetor (i&), enquanto que a transformagao

Por exemplo, a matriz aplicada ao vetor coluna

. . 1 . 1.1,
fraciondria =z *-—; transforma o eomplexo 1+i no complexo —§~+§1.

(1'1) . 1+i

(x,-1)

agao de (ji é) acao de =z *~;%
como aplicaggo linear usual, isto COmo aplicagﬁo do plano em
é, rotagao de —% radianos. s5i mesmo. Atenggoz i e —i
Atenggo: 0 & o dnico ponto fixo sao pontos fixos de =z H-—%.

da aplicagao.

A seguir, oferecemos sem demonstragao alguns fatos impor-
~ e,
tantes sobre transformagoes fracionarias.
~ - - . r s ry e ]
1. Toda transformagac fracionaria linear # identidade tem no maxi-

mo dois pontos fixos e pelo menos um ponto fixo. (Isto é imediato

az+th
cztd

cz2 + (d=a)z-b = 0). De acordo com tais pontos fixos, a transforma-

. ~ ~ N Id ~
por consideragao da equagac =z, ilsto e, da equagao

.

gao pode ser:
(E) Elftica, quando admite um par de complexos conjugados =z e z
como pontos fixos, onde Im(z) > 0. Este caso tem lugar

se e s6se ¢ #0,a#d e b# 0 ou ¢ #0,a2a=d e be < 0,
Por exemplo, =z H-—% ¢ elitica.

(H) Hiperbélica, quando admite dois pontos fixos distintos sobre o
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eixo real. Este caso tem lugar se e s6 se b = 0, aFd e ¢ #0 ou

be 20 e a = d.

aztb
cz+d

b #0, se é hiperbélica, deve satisfazer a condigao |a| > 1, ou,

Por exemplo, z P E%T' Uma transformagac g Y com

equivalentemente, a condigic |a+d| > 2.

(P) Parabdlica, quando admite apenas um ponto fixo, necessariamente
sobre o eixo real. Tal acontece se e 56 se ¢ = 0 ou

¢ #0,b=0 e a=4d (equivalentemente, se ¢ #0 e |a+td| = 2).

-’ .
Por exemplo, z = z+b & parabdlica.

- az+h
2. Dada uma transformagao z = Eﬁ:@ s com ¢ 0 ela escreve-se na
2
aL a —-ad 1 1
forma canonica z E + M =8 _ 4 —_—, logo é com~

z+d/c [ c2 z+d/c
posta de uma transformagao elitica (z = - 1/{z+d/c)}),de uma homote-

. -~ 2 - ~ . . R
tia de razao 1l/c {que e uma transformagao fracionaria linear do
tipo que vimos considerando apenas no caso emque ¢ =1 ou ¢ =-1)

e de uma transformacao parabdlica (z  z+a/e),

3. A Tim de libertarmo-nos do "inconveniente" de que as transforma-—
gOes fracionirias lineares nao estio definidas em todos os pontos

de C e de que, consequentemente, a composigdo de tais fungdes exi-

ge que excluamos, de cada vez, um nimero finito de pontos de C, uti

lizamos o seguinte estratagema: consideramos um novo conjunto,

€ =CU{=}, onde {=} & um conjunto econstituide por um Unico elemen

to = (a notagdo "* e sugestiva, mas © nAo tem significado intrin

' ~ +
seco qualquer). Dada uma transformagac T: z # %ﬁ:g , com ¢ ¥ 0,
ela estd definida para todo z € U exceto para z = - g (N.B. nao

ha indeterminagao possivel em virtude da condigao ad-be # Q). Defi-
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1
d a;+b dzte
nimos: T(- E) = =, Por outro lado, se T;(z) = —1:; = pot, » defini-
c

mos T(=) = T1(0). Desta maneira, T se estende % uma fungao T de
f em € (domfnio de definig8o: tode () e podemos compor as fun-

~ =
goes T a vontade.

. 2 . .2, .2 _
T com a esfera x7 * x5 + X3 1

Podemos identificar
(em R3) pela projegio estereografica, isto €, pelo processo de con
~ . -~ . L - T
fecgao de mapas. Assim, as transformagoes fracionarias sao fungoes

genuinas da esfera em si mesmo.

Tal procedimento esta ligado a teoria das superf{cies de

Riemann mencionada mais acima.
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3. Grupos Quocientes. Teoremas de isomorfismos

Uma guestao que se poe naturalmente & a de Formar novos
grupos a partir de um grupc dado G. Em segOes anteriores considera-
mos a noggo de subgrupe gerado por um subconjunto 8§ < G; esta & uma
maneira importante de formar grupos a partir de G pois da uma ideia

da estrutura interna de G. Mas, caminhemos um pouco mais.

Seja H um subgrupo de G. Como podemos formar hovos gru-
pos a partir de G e H de maneira a contribuir para nosso conheci

mento da estrutura de G ?

A reéposta a esta pergunta ¢ um capitulo longo e sofistica
do da teoria dos grupos, envolvendo aspectos delicados das "extensoes

de grupos" e "cohomologia' de grupos".

Aqui, seremos um pouco menos ambiciosos, Nossa intengao é
tratar o caso em que o subgrupo H tem propriedade de invariancia
especiais; estas propriedades seraoc automaticamente satisfeitas se
G for abeliano.

A fim de fundamentar o procedimento geral, passemos em re-
vista alguns exemplos:

(1) seja G =R, com a adigdo usual. Seja I = 2nZ = {2nk | k € =].
Conforme vimos no §2.1, 2% determina uma relagao de equivalég

cia ~ em R talque a~b se e 56 e b = a +2rk, para algum
k € Z. Ainda vimos 14 que o conjunto quociente R/~ pode ser munido

~~t
de uma estrutura de grupo, pondo a+H = a+b. Isto define realmente
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uma operagho em R/~ Jja que, se =a+2Mk e by = b+2mt, entao

a
1
a;+b; = (a+2mk) + (b+2mt) = {(a+bh) + (2rk + 2mt). A questao reduziu-se

a poder comutar os elementos 2rk e b, tudo mais corre suavemente.

(2) G = SL(2, R), H = [I,-I}. A relacao de equivaleéncia determinada
por H & completamente analoga ao caso anterior. Com efeito,

dissemos no §2.2 que A~ B se B = A.,I =A ou B - A.(-I) = -A.

et

- H r o~ - Fd
Definimos A.B = A.B, o que e permiss{vel pois se Al = e B1 =B,

entdo A; = A.I ou Ay = A.(-I) e By - B.I ou B, = B.(-I); logo,

1 1
A;B; = A.I,B.T = AB.I ou A;By = A.(-TY.,B.T = A.,B.(-1)I ou, etc.

Em qualquer caso, foi usado o fato de que B comuta com

os elementos de H.

(3) G = Sq , U = {(1), (123) , (132)]. Como nos casos anteriores, H
determina a relagao de equivaléncia seguinte:
i,3 € S3 , i~h se Jj = i.h, para algum h € H.
L d ~ -~
Vejamos se 1.J = i.} define uma operaga¢ no quociente SS/M. Veri-
ficaremos apenas um caso, deixando os restantes ao leitor. Por exem-

plo, 1 = (12) e j = (13). Os elementos equivalentes a (12) sa0:
(12) = (12)(1) , (13} = (12)(123) e (23) = (12)(132),

engquanto que aqueles equivalentes a (13) sao:

(13) = (13)(1) , (23} = (13)(123) e (12) = (13)(132).

~t
Assim, para verifiecar se (12).{(13) esta bem definido precisamos ve

rificar ao todo 9 produtos (na verdade, 50 6 tais produtos requerem
cuidado). Verificaremos um caso tfpico, deixando os demais como exer

cicio para o leitor. Sejam,entao, i; = (13) e J; = (12), Tem-se:



~65-

i.3; = (13).12) = (12)(123).(13)(132)

(12).(123)(13).(132) = (12).(13)(132),(132)
(12)(23).(132)% = i.3.(123).

]

o g
Logo il.jl =1i.j, como quer{amos verificar. Observemos que, desta

feita, G rao 6 abeliano e tampouce (123) comuta com (13). O que va-

leu & que dados h € H e 1€ G, existe h1 € H tal que h.i,=i.h1.

Com olhos voltados para ©os exemplos acima, consideremos ago
ra o caso geral., Seja, assim G um grupo e H, um subgrupo de G.

Tem-se:

Progosigﬁo - Seja ~ a relagao de equivaléncia em G determinada
por H, isto é: x™~ y se e 56 se y = xh para algum
h € H. A classe de um elemento x € G ¢ designada por X. A expres-

o~ ~ ot . ~ 0] a
sa0 X.y = xy define uma operagac no conjunto quociente G/~ se e

gsomente se a condigido seguinte tiver lugar.
(*) Para todo ¥y € G e para todo h € H, tem-se v hy € H.

~

~ - . —
Demonstracho: Suponhamos (*) valida; quer-se mostrar que se X; = X

-~ ~ Tt ~ ~
e ¥y =Y, entao X¥yp T XY Por definigao, existem

h,h' € H tais que x; =xh e ¥y; = yh'. Logo, = xh.yh'., A

1 *1¥1
condigho (*) diz-nos que existe h, € H tal que hy = yh;. Substi-

tuindo, vem:

X ¥ = x.yhl.h' = xy.hlh' , onde hlh' € H;
quer dizer, x;¥; € X¥ pertencem a mesma classe de .

~ . PR
Reciprocamente, suponhamos que a operagao ¢ bem definida

—
e sejam vy € G, h € H, Entao, h.y = £.¥. Mas h = @ de vez que
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- s ) - ~
h = e.h. Logo h.¥ = ¥, resultando hy = y. Por definigao, tem-se en
tao que hy = yhl . para algum h1 ¢ H, do que advém, finalmente,
ylhy = n, € H C.Q.D.
A condigao (*) & por demais importante para que passe desa

percebida. Marquemos sua presen¢a com a seguinte

Definiggo - Séja G um grupo. Um subgrupo H de G é chamado nor-

mal (em G) se e s6 se satisfaz a condigao (¥).

Exemplos: (1) Se G e abeliano, todo subpgrupo de G & automatica-
' mente normal. Assim, 207 é um subgrupo normal em R.

Também m#Z = { mk f k € 7} ¢ normal em Z, qualquer gque seja mEZE,

(2) Seja G um grupo qualquer. O subconjunto C(G) = [a€ G | ag = ga
para todo g € G} & um subgrupo de G (isto se verifica facil-
mente), chamado o centro de G. Se H & um subgrupo de G contido

em C(G), & fdcil ver que H ¢é normal em G.

Fol esta a situagao do exemplo (2) revisto mais acima.

(3) Seja G um grupo qualquer e H um subgrupo tal que G/~ tem

apenas 2 elementos, onde ~ ¢ a reiaqﬁo de equivaléncia deter-

minada por H (como na Proposigdo anterior (p.65)). Neste caso, H
¢ normal em G,

Adiante veremos a demonstragao deste fato. (vide p., 71)

-

0 exemplo (3) mais acima & uma situdgdo deste tipo. Mais
geralmente, © grupo alternado Ay ¢ normal em Sn , bPara todo n, O

subgrupo das Totagoes planas & normal no grupo diédrieco. D para

n !
todo n.
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Um modo alternativo de introduzir a nogao de subgrupo nor-

- - Iy L) > 0
mal e atraves da ideia de automorfismo interno de um grupo.

Assim, dado um grupo G e um elemento y € G, podemos con

siderar a.aplicagao my: G * G definida da seguinte maneira:
_ .~1
wy(x) =y 'xy , para todo x € G.

Como y_lxy.y-lx'y = y-lxx'y para todos Ix,x' € G, vy é um homo-
morfismo, Por outro lado, a equag¢ao y_lxy-? z (dado = € G) admi-

te uma Unieca solugao x = yzyfl. Isto mostra gque é sobre jetor.

¥
+ - . 4 +
Logo, my e um isomorfismo de G sobre si mesmo e e chamado automor-

fismo interno de G (relativamente a y).

Mediante esta nogaoc, vemos que um subgrupe H de G &
normal se e sé se, para todo automorfismo interno my de G, a ima-

gem ¢y(H) de H estd contida no prépric H,
A notacgao wy(H) = y'lHy é usual (e conveniente).

Exercicio: Se H & normal em G, tem-se na verdade que y—IHy =H

para todo y € G.

Em outras palavras, um subgrupo H de um grupo G & nor-
mal se e s0 se permanece invariante (globalmente como conjunto, nao
elemento 2 elemento) sob a a¢ao de todos os automorfismos internos
de G.

Aindae outra maneira de introduzir a n0§50 de subgrupo nor-
mal & mediante as relagOes de equivaléncia determinadas pelo subgru-
po. Com efeito, um subgrupc H de um grupo G determina pelo menos

-
duas relagOes de equivaléncia em G:



X~ ¥ se e sé se ¥ ~xh , algum h € H
e
X Yy see s0se y=hx o, algum h1 € H.

A primeira delas foi considerada na propoaigﬁo a pag. 65 e nos exem-—
plos gque precedem tal propOSigﬁo. Se designarmos por xH e por Hx,
respectivamente, os subconjuntos {xh [h € H} e {hx{h € H de G,
teremos que a classe de um elemento x € G nas equivaléncias NH &

b .
g @ respectivamente, xH e Hx.

PrOQOSigEo -H & subgrupo normal em G se e sé se as relaQSes ~q
e ﬁ” coincidem, isto é, se toda classe Hx & uma clas
se yH.
Demonstracio: Se H & normal e x € G, tem-se x “Hx = H, Multipli-
cando a esquerda por x, vem Hx = xH (calcular com as
classes xH e Hy, tal como fazemos com elementos de G, é licito.
Com efeito, dado hx € Hx, tem-se x"Ihx = h, € H, logo hx = xh; € xH,
isto é, Hx © xH. & inclusao reciproea é inteiramente anéloga)..
Réciprocamente, seja x € G qualguer Por hipétese, existe
y € G tal que Hx = yH, Mostremos que ¥yH é, neste caso, necessaria

mente, igual a xH. Com efeito, de Hx = yH concluimos que x = ¥h,

para algum h € H. Ora, x = xe € xH, logo vh € xHNyH. Como xH e

yH s30 classes de uma mesma equivaléncia, deve-se ter xH vyH.,
Em resumo, Hx = xH, logo leHx = H. C.0.D.

Resumindo, demonstramos que as condigbes seguintes sao equi

valentes para um subgrupc H de um grupo G:



-69-

(1) H & normal em G

(ii) As relagdes de equivalénecia ~ e ~ determinadas por H
H H

coincidem (isto &, determinam a mesma partighao de G)
. ~ U ~— . - )
(ii1i) A expressao x.¥ = x.y define uma operagao no conjunto guo-

ciente G/~ , onde ~ = ~H

Suponhamos, entao, gque H S um subgrupo normal de um gru-
po G. Neste caso, © conjunto guociente G/VH = G/ﬁ“ 8 designado sim
plesmente por G/H. A operaqﬁo definida em G/H equipa-o, automatica
mente, com uma estrutura de grupo. Com efeito, ¢ imediato verificar
que a classe do elemento neutro de G & o elemento neutro para a ope
ragao considerada e que uma classe xH admite x—lH por inverso.
Finalmente, a aplicagao G =+ G/H definida por x # xH &, automati-
camente, um homomorfismo (sobrejetor); tal homomorfismoc é dito homo-

morfismo quociente ({ou residual). O grupo G/H & dito grupo guocien-

te de G por H. A classe de um elemento x € G & designada, por

(4 r
vezes, como classe de x modulo H ou residuo de x modulo H.

£ pura rotina verificar que se G & abeliano (resp. finito.
ciclico, gerado por um conjunto finito de elementos), entao o grupo

quociente G/H também o &.

Exemplo: Seja G =%, H = mZ, onde m € Z, Neste caso, G/H =Z/mZ &
isomorfo aoc grupo ciclieo Cm de ordem |mi através do iso
morfismo

(classe de 1 modulo mZ)r a,

onde a € C é um gerador de c, (N.B. tal isomorfismo nac & cano-

nicamente determinado por Z/mZ e Cm pois enveolve a escolha de um



w0
gerador de C_ ; no total, existem ®(m) tais isomorfismos, onde @
é a fungao aritmética de Euler).

>

O grupo Z/mZ e chamado o grupo dos inteiros modulo m. A

"prova dos nove! escolar é calcada no grupo Z/9Z . A teoria das con
gruéncias

a=b (mod m)

- -
transfere-se para um problema de grupos. Teoremas classicos de con-
gruéncias em aritméticas, tais como o pequeno teorema de Fermat e o
teorema de Wilson, sh0 resUltados simples da teoria dos grupos fini-

. £ . N .
tos (vide os exercicios propostos ao final do livro).

Retornemos ao caso em que H & apenas um subgrupo {nao ne
cessariamente normal) de uym grupo G. Dado x € G qualquer, é imedia
to que os conjuntos H e xH estao em bijegao. A saber, a aplicagEo
H - xH, definida por vy # x.¥, é claramente bijetora. Em particular,
se H & finito, H e xH tém o mesmo nuimero de elementos para todo

P , -
%x € G. ¥ este, essencialmente, o conteudo do renomado

Teorema {Lagrange) - Se G e um grupo finito e H, um subgrupo de
G, o nimero de elementos de H & um divisor do

.
numero de elementos de G.

- ~ . o
Demonstragao: Como ~H & uma relag¢ao de equivalencia em G, temos

G = xH u sz U .,.. U x H, para alguns %p , see ,xkE G.

Digamos, x;H = H (podemos tomar x; = e). Se tal é a partig@o de G
determinada por ~y , entao xH N xjH = ¢ se i # j. Pela observa-
gao anterior ac teorema, xiH é xjH tém o mesmo nilmero de elementos.
Logo, G tem km elementos, onde m é o numero de elementos de H.
C.Q.D.
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,Definiggo - O nimero de elementos de um grupe finite G ¢ chamado a
ordem de &. Nota¢ao: |G|. Se G ¢ infinito, dizemos,
por extensao, que G tem ordem infinita. Se a < G, a ordem de a
€ a ordem do subgrupo ciclico <{a) gerado por a. Se H & um sub-
grupe de G, o nlUmero de elementos de G/NH é o indice de H em G
(N.B. ¥ fdcil ver que Gy e G/~ estao em bijegAo mesmo que K
hgo seja normal em G. O caso em que G é finito deixa isto por de-

mais elaro).

Uma boa parte dos livros sobre Erupos usa as seguintes no-

tagoes:
H<G H & subgrupo de G
H=G H & subgrupo normal de &
(G:H) indice de H em G.
Observemos que se H ¢ normal em G, tem-se (G:H) = |G/H|,

+ o Y " 4
Um criterio interessante bara decidir se um subgrupo € nor-

mal é dado pela

Proposigao ~ Seja G um grupo e seja H< G, Se (G:H) -2, H &

normal em G.

Demonstragao: Jd sabemos que G/~H e G/~ estdo em bijecio canoni
ca, gqualquer que seja o subgrupe H (normal ou nao).
Com efeito, a aplicagdo dada por

xH b Hx_l

PR) ~ 4 -~
fornece a tal bijegao. Em outras balavras, se ¢ nUmeroc de classes Ma

+ ’ P .- L P ’,
direita" e finito, o rilmero de classes "a esquerda" tambem e e tais
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numeros coincidem., Sejam, entEo, G =HUxH e G =HUHy as parti-
93es de G em classes direitas e esgquerdas, respectivamente. Neces—
sariamente, tem-se x g¢H e Y ¥ H, Para mostrar que H é normal
em G & suficiente, pela Proposigao da pég.GS , provar que xH = Hy.
Ora, dado xh € xH, ndo pode ter-se xh € H - caso contrario, x € H,

Deve ter-se, entio, xh € Hy. Analogamente, Hy & xH. Logo, xH = Hy.
. . C.Q.D.

Corolario - Para todo n 2 1, o grupo alternado An & normal em Sn'

Exercicio: Exemplo mostrando dﬁe (G:H) = 3 nao implica em que H

seja normal em G.

Exercicio: Se H,K sa0 subgrupos de G e se H {ou K) ¢ normal
em G, entao o conjunto HK = fhk | h€H, k € K} & um sub
grupo de G. Além disso, neste caso, HX = {HUK) (= subgrupo gera-

do pela reuniao dos conjuntos H e K). -

A principal ecaracteristica dos grupes quocientes, que ora
gqueremos Por em relevo, & a de produzir, da maneira mais econdmica
poss{vel, um isomorfismo a partir de um homomorfismo dado. Nos exem-
plos tratados neste curso, foi esta a razao de munir o conjunto quo-

ciente G/~ com estrutura de grupo.

Primeiramente, idéias de ordem geral.

Seja w: G+ G' um homomorfismo. Vimes, anteriormente,
qgue, dedo um subgrupo H < G, a imagem o(H) = {@)|n€ U de H
¢ um subgrupo de G'. Por outro lado, seja H' < G'. Entaoc o subcon-
junto wfl(ﬂ') - {g€ Glolg) € H'] ¢ um subgrupo de G, © que se ve

rifica igualmente sem dificuldade (w_l(H')' & chamado a imagem inver-
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sa completa de H'),.

Em particular, se H' = {e'}, o subgrupo ¢ L(H') & chama
do o nuecleo do homomorfismo . Nota¢do: N(p). Este novo personagem
ja’ aparecelu, essencialmente, no ato anterior:

Proposicao - Seja G um grupo, H < G. Entho H & normal se & sd se
H = N(w) para algum homomorfismo @: G » G' {(G' de-—

pende de H).

Demonstragﬁo: 5 H € normal , temos o homomorfismo quociente cano-
nico’ ®: G + G/H. Ora, um elemento g € G & tal que

®(g) = eH - H se e somente se g € H. Logo, H = N(p), com G' =G/H.

Reciprocamente, seja H = N(w) para um dado ®: G + G'. Dados h€H

e X € G, tem-se -
= -

e Ihx) = ex emex) = wix e alx) = 90 Dex) - wix-lx) =

=wle) = e'.
Logo, x ‘hx € N(p) = H. Consequentemente, H & normal. C.Q.D.

L4 . . ) -
Exemplo: Consideremos o produto usual de numeros inteires: por defi-

nigao, se m,n € %, tem-se

0, se m=20
men = n+...+n (m vezes), se m> 0

n~...-n (-m vezes), se m< 0.

Podemos, as custas de tal produto, definir uma operagao adicional em

Z/m7Z , qualquer que seja m. Como no caso da adigaoc de inteiros md-
: ~~
dulo m, definimos produto de inteiros modulo m: T+8 = rvs, Atencag,

contudo! Z naop e grupo relativamente ao produto: tampouco Z/m% &
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grupo relativamente ao produto acima (N.B., se m é um numero primo,
(Z/mZ) - {0} tem uma estrutura de grupo relativamente ao produto, o©

-
que se ve, por exemplo, usando o pegueno teorema de Fermat).

e - ] 3 - ! ~ .
E facil verificar que o homomorfismo quociente canonico

w: Z + Z/mZ preserva o produto, isto é, w(nn') = @(n)wln’).

Consideremos o subconjunto B8L{(2,7Z) = {(2 E

a,b,c,d € Z}. E facil verificar que B5SL(2, Z) & um subgrupo de

) € SL{2,R) |

SL(2, R), chamado o grupo modular (homogéneo).

Analogamente, podemos considerar matrizes a coeficientes
em Z/mMZ e somar e multiplicar tais matrizes usando a operagac de
soma e produto de Z/mZ, na maneira usual como & feita para matrizes
reais.

Deixamos ao leitor o cuidado de verificar que o conjunto

SL(2, Z/m Z) = {(?’( %) la,b,y,t € Z/mZ , &b - By = 1}

(I designa a classe do inteiro 1 médule m) €& um grupo relativamen

te a0 produto de matrizes acima citado.

Finalmente, ¥: % - %Z/mZ induz naturalmente um homomorfis

mo (também designado por %, sem confusao poss{vel):

w: SL(2, Z) » 85L(2, Z/m Z)

a b
w(z g) =|_. _], onde & =w(a) , ete.
¢ d .

0 nicleo N(w) deste homomorfismo & designado por subgrupo (prinei-

pal) de congruéncia de nivel m. Tal grupo aparece frequentemente na
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. ~ ’ 4 Y - ~
teoria das fungoes automorficas e das superf:{cles de Riemann. Notagao:
I‘I;l.

O primeiro resultado sobre tal grupo é:
Progosigao - SL(2, Z)/I‘r;1 & isomorfo a SL(2, Z/mZ).

' DemOnstragﬁot Como Fl'l.‘l é o nlcleo de ¢, Fr:1 é normal pela proposi-
¢ao anterior (pag. 73). Logo, existe o grupo quociente
SL(2, Z)/I‘r;l. Evidentemente, ¥ induz um homomorfismo injetor

ot: sL{2, QZ)/];'nr1 2+ sL{2, m/m%Z) tal que o' (classe de (2 3))

= (E IE) Basta, entao ver que @' € sobrejetor ou, que % & sobre-
_jet?n:'(.1 Assim, seja (3 g) € SL(2, @W/mZ). Ora, wb - 8y = I signifi-
ca que ad-be-km = 1, para algum k € Z, onde w =a, b =b, Yy =e,
& =d (a,b,c,d € Z). Segue-se que m.d.c. {(¢,d,m} =1, .logo existe

n €% tal que m.d.c. {c,d+mm) = 1., Logo, podemos supor que

m.d.c. (c,d) = 1. Neste caso, existem e',f" € Z tais que 1=f'ec -

- e'd. Ponhamos f = kf', e = ke', de modo que k = fc -ed. Conside-

a+em b+fm
A =
o] |
Temos det A = ad-be + m(ed-fc) = ad-be-mk = 1, logo A € SL(2,%Z ).

("E g\ - (‘f: Eﬁ) . €.q.D.

¢ d

[ a g . Ee
Calcular ¢ indice do grupo de congruencia de nivel m no

remos a matriz

Por outro lado, w(A)

grupo modular, iste &, a ordem do grupo SL{2Z/mZ), & um problema

de aritmética que pode ser resolvido ao longo das seguintes etapas:

1. Um par ¢,d € Z & chamado primitivo mod m se m.d.c.{c,d,m) = 1.
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O nimero de pares primitivos mod m, gue sao incongruentes mod m,
F . ~ [ . . . . g
sera designado por A(m). A fungcao A & multiplicativa, isto &, se

m.d.c. (ml,mz) = 1 entao A(mlm2 = l(ml)h(mz).

2, Para um par primitive mod m, c¢,d, existem m pares a,b € Z,
incongruentes mod m, tais gque ad-be-1 € mZ . Em outras palavras,

dado um par primitivo c¢,d, existem m elementos distintos da forma

(f‘_" em SL(2,Z/mZ).

c d

3. Se p & primo, tem-se A(pX) = pzk(l-lz), k2 0.
p

-,

‘4, Concluszo: o indice de Iy em SL(z, Z) €

Il'l3- -I_l— . (1"%)-
pim p
P Primo

Em particular, se m = p & primo, o fndice & p°-p.

g = : ']
Voltando as generalidades, concluiremos esta primeira par-

te do curso com os chamados "teoremas de isomorfismo™.

12 Teorema d Isomorfismo., Seja %: G @ G' um homomorfismo sobreje-
tor. Entao % induz um isomorfismo

®: G/N(p) 3 G,

Demonstracido: Ji vimos este fato em varias situacdes particulares,

l inclusive no Ultimo exemplo acima. Em geral, definimos
® tal que ®w(g) =¢(g), onde g = g N(p). Se g = h, entdo h = gn,
com n € N(v), logo w(h} = 9(glp(n) = v{gle’ = v(g). Consequentemen
te, o(g) = ¢(h), isto &, & estd bem definida. Como &(g+g') =

= wigg") =wlgl(s') = o(g)(g'), § & um homomorfismo., Evidentemen
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te, § & também sobrejetor. -

Finalmente, $(g) = e' se e 36 se w(g) = e' se e s5 se
g€ N@) se e s6 se g = elemento neutro de G/N(p). Logo, ¥ & in-

jetor. C.Q.D.

22 Teorema do Isomorfismo. Seja ©: G + G' um homomorfismo sobreje-

tor. Dado um subgrupe H' © G', ¢ Luyece
designara sua imagem inversa completa (vide pag. 72). Entao:
(i) A aplicagao H' = m_l(H') ¢ uma bijeyao do conjunto dos sub-
grupos de G' sobre o conjunto dos subgrupos de G que con-
tém o nileleo N(p) de .
_1(

(ii) Se H' ¢ normal em G' entao ® H') & normal em G (e re

ciprocament;) e tem-se G/p L(H') = G'/H'.

Demonstragéo: (i) Primeiramente, tem-se {e'} © H' sempre. Logo,
N{p) = W—l([e'}) < m_l(H'). Reciprocamente, dado

H <G tal que N(x) © H, tem-se que H = cp"l(rp(H)). Com efeito, a

inclusio H S ¢ L(p(H)) & sempre valida. Por outro lado, seja

g € » 1(@(H)). Entdo w(g) =w(h) € »(H), com h € H, donde CP(gh-1)=

=e', isto é, gh”l € N(p). Mas N(®) < H, logo gh~l € H, isto &,

g € H. Assim, a aplicagao H v @(H) do conjunto dos subgrupos de G

contende N(¥) no conjunto dos subgrupos de G' & injetora (vide

Apéndice, Exercicio a pég. 114). Analogamente, dado H' < G' tem-se

sempre m(w_l(H')) S H'. Por outro lado, se h' € H', ecxiste g € G

tal que o(g) = h' (porque © € sobrejetor). Por definigho,

g € m_l(H'), loge, h' = gpig) € w(¢_1(H')). Asfim ¢(¢-1(H')) =H',

mostrando que a aplicacaoc H+ @(H) & sobrejetora, logo & uma bije-~
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¢30. A aplicagac inversa é precisamente H' » oLy,

(ii) Suponhamos H' @ G'. Seja h € » l(@') e g € G. Entdo,
@(g-lhg) = W(g)—l w(h)w(g) € B’ 34 que @{h) € H'. Segue-se
que g“lhg € o leun), isto &, ¢~ 1(H') @ G. Reciprocamente, suponha-
mos que w—l(H') < G, Seja h' € H' e g' € G'. Como "% & sobreje-
tor, existem g,h € G tais que p(g) = g' e ®(h) = h'. Hotemos que
h € g l(H'). Por hipétese, g lhg € o71(H'). Logo, g lnrgt =

’

- o) Lp(n)w(g) = (g The) € p@-l@™)) - H', isto §, H' < G'.

Suponhamos, novamente, que H' @ G' e consideremos a apli
cagao composta G = G' + G'/H'; trata-se, evidentemente, de um homo-
morfismo sobrejetor, cujo nicleo & mdl(H'). Pelo 12 Teorema, segue-

se que G/w_l(H') = G'/H',

Observagao: Dado H <9 G tal que N(p) © H tem-se ainda que

H/N(p) = o(H) (1% Teoremai. Logo, o isomorfismo do item
(1i) também 1é-se G/H = (G/N(p))/(H/N(v)), onde H = o-l(u"). Tudo
funciona comc no processo de simplificaggo de fragSes, justificando

a notagac G/H !!! C.Q.D.

Teorema "Diamante'" de Noether. Seja G um grupo, H. e ¥ subgrupos

~ de G, sendo que K & normal em G.
Entao:

(i) HK & um subgrupo de G, onde HK = {h‘k | h € H, k € K}.
(ii) E N K & normal em M.

(1ii) HK/K = H/HNK, induzido pela inclusac H & HK.

Demonstragao: (i) (vide fxercicio a pag. 72). O principal ponto & mos



-79-

trar que HK é subconjunto estavel. Sejam hk,h'k' € HK. Como K &
normal em G. h'ulkh‘ = k" € K. Resulta que Kkh' = h'k", logo

hk-h'k' = h*kh**k' = h h'k"-k*' = hh'*k"k' € HK,

(ii) Sejam k € HNK e h € H. Em particular, kK € K e como K < G,
tem-se h 'kh € K. Mas, também k € H, logo h lkn € H, portan

1

to h " kh € K N H, mostrando que H N K 9 H.

(iii) £ claro que K 9 G implica K < K' para todo K' < G tal
que K < K', Em particular, K < HK, logo HK/K existe. Seja
$: H -+ HK/K o homomorfismo composto da inclusio H S HK e do homo-
morfismo quociente HK -+ HK/K. Explicitamente, w(h) = hK. Operande
com classes, vemos que hK = h{kK) para todos h € H, k € K, Logo,
9 & sobrejetor. Finalmente, N{gp)} = H N K, o que se vé imediatamente
(de passagem, isto prpva (ii) novamente).‘Pelo 12 Teorema,

H/H N K = HK/K. C.Q.D.

Para finalizar, citaremos slgumas aplicagoes.

Exemplos: (1) A aplicagao exponencial, complexa o - eiu define um
homomorfismo sobrejetor do grupo aditivo R sobre o
grupo € dos complexos de norma = 1. O niéicleo deste homomorfismo e
onZ , pols 27 & o perfodo da fun¢io ei*. Logo R/2nZ= ¢, dai, cha
mar-se R/21Z de "grupo do circulo" (este exemplo j& apareceu ante-

riormente).

(2) Seja G = GL(n,F), onde F & um dos objetos seguintes: Q (racio
neis), B (reais), € (complexos), %/pZ (inteiros mddulo um

primc p). A aplicagaoc "determinante"
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det: GL{n,F) =+ F* = M\{0}
A P det A,

¢ um homomorfismo sobrejetor. O nicleo N{det) & precisamente o gru

po especial SL(n,F). Pelo 1% Teorema, tem-se GL(n,F)/SL{n,F) = F*.

{3) O centro de GL(n,F} & o grupo F*I = {AI, A € F*} das matrizes
escalares # 0 (leitor: exercicio).

0 grupo quociente PL(n,F) = GL{(n,F)/F*I & chamado grupo linear pro-

jetivo (de grau n). O grupo linear especial projetivo'é 0 Erupo

SPL{n,F) = SL(n,F)/(F*INSL(n,F); pelo item (ii) do Teorema "Diaman-
te", SPL(n,F)} existe. Pelo item (ii} deste mesmo teorema, tem-se
SPL(n,F) = (SL(n,F)}+F*I}/F*I, logo SPL(n,F) ¢ isomorfo a um subgru

po do grupc PL{(n,F).

L -~ L4 s
Tais grupos sao 0s grupos de transformagoes basicos da Geo

metria Projetiva classica.

Exercicio: Mostre que o conjunte J(G) de todos os automorfismos in
ternos de um grupo G constitui um grupo relativamente a
composigao de aplicagOes. Mostre que G/C(G) = 4(G), onde C(G) é o

centro de G,

Exercicio: Seja G um grupo e seja G' o subgrupo de G gerado pe

los elementos ghg_lh—l, com g,h € G guaisquer. Mostre:

(i) G' & normal em G;
(ii} G/G' ¢ abeliano;
(iii) Se H<2 G e G/H é abeliano, entdc. G' & H (em outras pala
vras, G' & o menor subgrupo normal de G tal que o quocien-

te é abelianoc. G é chamado o grupo dos comutadores de G).
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r] r} ~ g s
4, Iniciagao a teoria dos corpos e dos

polinomios a uma indeterminada

4.1, A nogao de corpo.

AtE o Presente, lidamos com grupos apenas, estruturas que
dependem de uma nica operagﬁo. Contudo, se clharmos diversas partes
da matematica (ou mesmo da natureza), 'notaremos_que mais de uma ope;
ragdo faz-se Presente na solugio dos problemas. Por exemplo, a Alge-
bra Linear apoia-se na existéncia de duas operacgoes {adigao de veto-
res e produto de um escalar por um vetor). Como tal, ela esta de ber
meio na solugdo de toda uma gama de problemas na natureza. QuestSes
de economia, otimizagao, antropologia sdec af t{picas. Para ir menos
longe, basta observar que o vendedor de tecidos;por'metragem usa £1-

gebra Linear diariamente ...

g sl ~ _‘. .
Em Calculo, aprendemos a somar e multlpllcar fungoesj tais
operagoes derivando essencialmente da boma e produto dOb numeros reais.

Fazemos isto tao automaticamente que be perguntarmo-nob qualb as pro

priedades fundamentais debbab operagoeb em ubO (ou como derlvam Umab

das outras), a resposta flcara detlda por algunb momentOb.

talb dificuldadeb.

No presente parégrafo ‘gue

pondo em relevo as prop;iédades g@e_carac erlzam o que ha de comum
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- L * s :
entre objetos como ®, R,C (nimeros racionais, reais e complexos
respectivamente), no que pese a diferenga entre eles. O conjunto de

A B . -
tais propriedades caracterizara a nogao de corpo.

Com a experiencia adquirida na primeira parte do Curso (sg
. .
ja em axiomatizar ou em apreciar exemplos), passamos .diretamente a

- .. .
abstragao das ideias acima:

Definigﬁo - Um gorpe é um conjunte K, munido de duas operagoes, de-

signadas por + e * , satisfazendo as seguintes condi-
goes:
K.1. K, munido de +, & um grupo abeliano.
0 elemento neutro deste grupo sera designado por O.
K.2. K* = K\ [0}, munido de * , & um grupo abeliano.
0 elemento neutro deste grupo sers designado por 1.
K.3. A operagio + & distributiva relativamente a operagaoc * ,

' quer dizer, tem-se a'(b+c) = a'b+b'c para todos a,b,c€K.

Exemplos de corpOSISEo, conforme mencionamos acima, © con-
junto dos numeros racionais (respectivamente, reais, complexos) muni
do das operaqaes de soma e produto usuais. Estes exemplos, se bem
que fundamentais, por si s0 nao justificariam introduzir a nogaoc abs
trata de corpo. Mais abaixo, veremos como 0s exemplos se multiplicam
naturalmente. Para jé, temos algo suficientemente bizarro, isto é,

fora dos moldes de ®, R e C:

Exemplo: Seja K =%Z/pZ, P primo. Munido da adigao module p (is
to é, adiqﬁo de classes de inteiros modulo p), Z/PZE é,

como vimos, um grupo abeliano. Mas, em Z/pZ temos tambem a operaqu
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de multiplicagao médule p, conforme vimos anteriormente (vide Exem-
plo na pag. 73). Usando-a distributividade da soma usual de inteiros
relativamente ao produto, deduzimos que K.3 & valido para 7Z/p7 .
Verifiquemos, finalmente que (Z/pZ)* = Z/pzZ\ {0} & grupo (abelia
no). Como #/pZ & finito, basta verificar que ( Z/p Z)* ¢ fecha-
do relativamente ao produto. Em outras palavras, gqueremos demonstrar
que se a # 0 & b #£0, entdio a+b # 0. Ora, arhb =0 significa

ab = kp para algum k € Z. Como D & primo, resulta p|a ou p|b,

jsto §, a =0 ou b =0.

Observagac: O grupo multiplicative (Z/p#Z)}* é ciclico, o que se vé

por um argumehto sobre as raizes da equagao xp-l -1=0,
usando a fung¢ao % de Euler. Uma extensao deste argumento prova que
dado um corpo qualquer K e um subgrupo finito de K* = K\ {0}, tal
subgrupo & sempre ciclico (o leitor pode tentar demonstrar este fato

como exercicio).

Regras de calculo num corpo. As seguintes regras, validas em @, R .

C, sao validas em qualquer corpo K:
(i) a*0 = 0 para todo a € K
(ii) a*(-b) = {-a)'b = -{a*b) para todos a,b & K
(iii) (-a)*(-b) = a*b para todos a,b € K

(iv) a‘*b = 0 implica em a=90 ou b =0.

Demonstragﬁo: (i) Basta mostrar que a*0 + a*0 = a*0, pois K, + é

um grupo abeliano. Ora, 0 =0+ 0; logo, a igual-
dade exigida decorre da distributividade. (ii) Resulta de (i) e da
distributividade. (iii) Resulta de (ii}. (iv) Se a # 0, seja a~t o

inverso multiplicativo de a. Tem~-se b = (a-l'a)'b = a_l'(a'b) =
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=a"lio = 0.

Doravante, usaremos si

stematicamente a notagﬁo -a bpara ©
-1

inverso aditivo de a € K e a (ou %) para © inverso multipli-

cativo de a € K¥*.

Pode-se argumentar que a escolha nos axiomas de corpo é um
tanto quanto arbitraria. Na verdade, exigindo menos axiomas obtemos
estruturas igualmente importantes. Por exemplo, o conjunto Z dos
inteiros possui duas operagSes, + e + , apesar de nao constituir
um corpo relativamente a tails oberagSeS. Com o intuito de prever tais

situagaes, damos a seguinte

Definigao - Um gnel € um conjunto A, munido de duas operagfes, agui

designadas + e + , tals que:

A.1. - {(A,+) & um grupo abeliano.
A.2, . A operagac * ¢& associativa e admite identidade.

A.3. A operagdo + distribui-se relativamente a opermgao ' .
,
Un anel e comutativo se -+ & comutativa.

;. ]
Doravante, estudaremos apenas aneis comutativos, de modo

que suprimiremos o adjetivo "comutativo".

Exemplos de anéis comutativos sfo 7%, com as operagoes
usvais de adigdo e multiplicagio, Z/mZ (m inteiro qualguer) com a

adigao e multiplica¢do médulo m.

Vemos que um anel comutativo é um corpo se todo elemento
a € A, distinto do elemento neutro do grupo <{A,+), admite inverso

. " - . .
relativamente a operagac * . Tambem para um anel A, designaremos
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rpor 0,1 os elementos identidade de + e * , respectivamente.

Uma variante do conceito de anel comutativo, intermediaria

y i x : .
entre este e o conceito de corpo, 6 o de dominio de integridade. Tra

ta-se de um anel (comutativo) com a propriedade adicional:

A.4, Se a*'b =0, entaoou a =0 ou b =0,

A propriedade A.4 expressa-se, alternativamente, dizendo-se gue o

g 3 - ] -+ 3
anel A nao admite divisores (prdprios)._de Zero,

Exercicio: Mostre que as seguintes condigbes sao equivalentes para um
inteiro m:
(1) m ¢& primo
*~

(2} Z/mZ & um dominio de integridade

(3) m/m¥% & um corpo.

- . . . . . -
Exercicio: Mostre que um dominio de integridade finito € um corpo

. . f .
(vide exercicio anterior).

Um dominio de integridade induz, naturalmente, um corpo.
Precisamente, existe um processo de construgao de um corpo contendo
tal dominio e de uma maneira mais "economical possivel, Como modelo,
tomaremos a construgac dos numeros racionais a parir dos ndmeros in-
teiros. Recordemos que isto & feito tomando-se fragoes de inteiros,
cujo denominador é 70, e somando e multiplicando tais fragoes median

te certas regras. Em geral, procede-se da seguinte maneira,

Seja A um dominio de integridade. Consideremos o produto

cartesiano AX (A\{0}) e nele definamos a seguinte relagao!

{a,b) ~ (c,d) se e s3.se a+d = bre



~86-~

(pensemos em f{(a,b) como uma fragao de numerador a e denominador

b, e pensemos quando duas fragbes sdo "iguais™).

Usando a comutatividade do produto em A, & facil ver que
~ & uma relagﬁo de equivaléncia. Seja K o conjunto gquociente

Ax (AN[{O})/~., K é nosso candidato,

Precisamos definir duas operagoes em K. Para tal, designa

remos por % a classe do par (a,b). O modelo &, novamente, o dos

’ -
numeros racionais:

=3 a ¢ - 3ac
d bd b *d bd *

. 1 - . .
Deixaremos como exercicio a verificagao de que tais operagbes estao
0} ’ s Y
bem definidas, isto e, independem dos representantes escolhidos. A
] N 0] 3 3 =
esta altura, ¢ leitor tem experilencila suficiente para fazer tal veri

ficagio.

Vejamos que {K,+? &, efetivamente, um grupo abeliano. Pri

meiramente, K admite % por elemento neutro para a adigEo: %-F% =

_a'l + b0 _a + b0,
b*1l b !

traggo deste fato independe da existencia de inversos multiplicati-

ora, b0 =20 tambéem num anel A (a demons-

vos). Logo, % + % = % . 0 inverso aditivo de % existe e & dado

- . - . + (= .
por 1% ; com efeito, % +‘T§ -~ a'hb bé a)tb i% = % {(novamente, a
propriedade (-al)'b = -(a*b) & valida num anel qualquer).

snaloga 6 a verificagdo de que (K*,»} & um grupo abelia-

no. A identidade & a classe % e o inverso de % # % é E (¥.B.
a , 0
g7 T ~ &7 0).

A associmtividade e comutatividade das operagSes derivam
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imediatamente das propriedades de mesmo nome em A, bem como a distri
butividade.

Assim, X é um corpo. Os elementos de K si3o chamados fra-

gges. K €& chamado o corpo de fragSES de A.

Para finalizar a discussao, gueremos por em relevo o fato
s . a -~ -
de que K contém A de maneira mais economica possivel. Para tal,

) - . ~
necessitamos a nogao paralela a nogao de homomorfismo de grupos.

- -, .
Se , A" =80 aneis, um homomorfismo de A em A' ¢ uma

A
aplicagao ®: A =+ A' tal que:

(i) platb) = e(a) + w(b)
«(ii) p(a*b) = ©(a) * w(b) _
(iii) m(lA) = lA' , onde lA ¢ a identidade multiplicativa de A
e 1,, e a identidade multiplicativa de A’.

A condigao (1) diz apenas que % & um homomorfismo dos grh
pos aditivos {A,+). e {A',+). A condigaoc (ii) afirma que % pre-
serva a multiplicagao. De (i) resulta, como jé mencionamos anterior-
mente, que ®{0) = 0; nao se pode, contudo, deduzir de (1i) que
m(l)-= 1 ji que » operagho de multiplicagio nio tem a propriedade de

inverso. Logo, a con¢iq§o {iii) tem de ser exigida separadamente.

O nlcleo de um homomorfismo ®: A + A' de anéis € o niucleo
Ntw) de @, considerado como homomorfismo dos grupos abelianos
(a,+) e {(a',+). Assim,.N(m) ={a € A|w(a) = 0}. Un homomorfiume
injetor o é um monomorfismo, Como antes, isto acontece se e 36 ge
N(p) = (0)., Um monomorfismo sobrejetor é um isomorfismo; neste caso,

os anéis em questao sao ditos isomorfos, podendo ser identificados
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para a malorila dos propésitos.

Exercicio: Um homomorfismo de um corpo num anel qualquer e um monomor
fismo, a menos gque o anel seja nulo.

Um subanel de um anel A & um subconjunto B C A que cong
titui um anel com respeito as operagSes induzidas de A. Em outras
palavras, B < A & um subanel se & um subgrupo do grupo {4,+) que
contém 1 € &4 e é fechado relativamente mo produto em 4. Um suba-

.
nel que é um corpo e chamado subcorpo.

Exercicio: As seguintes condigoes sao equivalentes para um subconjun
to B de um anel A:
(1) B & subanel de A
(2) Existe um anel A' e um homomorfisme : A' » A tal que

w(A') = B.

Voltemos a propriedade fundamental do corpo de fragoes K
de um dominic de integridade A. Ela pode ser enunciada na seguinte

forma:

> - el 0] 3 s
Proposigac - A € isomorfo a um subanel de K por meio de uma apli-
a . -
cacao canonica 1: A + K, Se L e um corpo e 9: A-L
~ . » .
um monomorfismo, entac existe um (e um s0) homomorfismo ': K- L

tal que ©w =E'eot.,

Demonstragio: Definimos t1: A + K por ifa) = % . £ fdcil verificar
que & é um homomorfismo de aneis e que é injetor.

Dado w: A = L, definimos '(2) = p(a)+ ((b)) ", Isto tem sentido

pois o{b) # O, uma vez que % ¢ injetor e b ¥ 0. Obtemos, desta

3 - o~ . . g
maneira, uma aplicagao ®': K = L, a qual se verifica, por um calcu-
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lo direto, ser um homomorfismo.

Por outro lado, ¥'(i(a)) =o' ()

It

gla) » 9(1)71 = p(a)1 =

=w®{a) para todo a € A, mostrando que © =g'=*1,

Delxamos ao leltor o cuildado de verificar que o' & Unica
com a condigao m =g’ o t, C.Q.D,

Assim, quando dizemos que o numero racional %’- é igual ao
inteiro m, estamos afirmando no fundo que o anel Z & ilsomorfo a um
subanel de ® atraves do homomorfismo m - 511- !! A proposigao acima

R -,
diz que @ e o "menor" corpo contendo %; todo corpo que contém um

s - - ]
anel isomorfo a #Z Ja contem um subcorpo isomorfo a Q,

Exercicio: Seja K um corpo e m € Z. Defina

1+,..+41 (m vezes) se m> 0
m+l = 0 m =0
-1-...-1 (-m vezes) se m< 0,

Suponha que existe m€Z m # 0 tal que m*l = 0, Mostre que ja'
existe um m €%Z, m > 0, tal que m*l =0 e que O mMenor tal m & um
numero primo (tal primo é chamado m caracteristica do corpoc K; se
nenhum m # 0 existe tal que m*l = 0, dizemos que K tem caracte~

ristica 0).

. I'4 : -, o,
Exercicio: Mostre K tem caracteristica 0 se e s6 se ® & isomor

fo a um subcorpo de K e que K tem caracter{stica P

(p primo) se ¢ 6 se %/pP%Z & isomorfo a um subcorpo de K.

Dados corpos K = L e um homomorfisme : K =+ L, temos
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’ * . ] >
gus % e automaticamente injetor, logo K é isomorfo a um subcorpo
de L. Digemos que L & uma extensao de K. Usamos a notagao L|K e

. - I ~
dizemos tambem que LIK é uma extensao de corpos (sempre subenten-

dido o monomorfismo original : K -+ L, chamado estrutural),

Dada uma extensio de corpos L|K, L admiteruma estrutura
natural de espago vetorial sobre o corpo K. Em outras palavras temos
uma adigao de "vetores", que € a adigao de L como corpo, e um pro-
duto de elementos de L ("vetores") por "escalares" (elementos de
K), a saber:

dgf. w(x)a,

Aa
onde M€K, a€ L, e %: K+ L ¢ o monomorfismo estrutural.

Por exemplo, se L =C e K =R, L & um espago vetorial
de dimensao 2 sobre K. Contudo, nem sempre L é de dimensdo finita

sobre K, como veremos adiante.

-~ s
4.2, Polinomios a uma indeterminada sobre um corpo.

s A 3 x ~
Vamos considerar polinomios com coeficientes nac somente

em R ou C, mas com coeficientes num corpo qualquer K.

Num cursc de Calculo, pelindmios aparecem como fungdes que
procuramos intégrar. derivar ou calcular seus limites. Aquil, nossa
preocupagio estarda em torno das propriedades "algébricas" dos poliné
mios, em especial, de suas propriedades aritméticas. Este ¢ um aspec

to a ser enfatizado no noesso Curso.

[
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Por outro lade, no Secunddrio insistimos, com obstinagao
cega, em calcular raizes de um polinamio. Como trata-se de tarefa ing
xequivel na pratica (em geral) calcular raizes explicitamente, opta-
mos por uma linha conceitual., Nomeadamente, construimos ao menos um
corpo que contém alguma raiz do polindmio. Esta construgdo e o portao

de entrada para a Teoria de Galeis, a ser vista em outro Curso.

Com tais objetivos delineados claramente, partamos as defi
nigoes.

Um polindmio sobre um corpo K (ou com coeficientes em K)
é uma expressio formal ag +ajX + ... 4 anxn, onde X ¢é um simbolo
(sem significado no momento) ¢ a; € X, i =0,...,n. E assim que
somos apresentados aos polinamiOS no Secunddrio ou num curso de Cal-
culo, Esta é, como dissemos, uma apresentaggo formal. Um relaciona-~
mento mais profundo exige a personalidade auténtica dos objetos em
questao. Rigorosamente, portanto, um polinSmio deve ser definido co-

mo uma seqﬂéncia a, s 87 50s,4 +«+ de elementos de K tal que

] n'

existe n para o qual a; = 0, se i > n.

Duas seqliencias P R e bo y s ,bn y s 520

ditas "iguais" se a; = bi ,1=0,1,2,... {(pensando em tais se-~
quéﬁcias como fungoes de N em K, trata-se do conceito de igualda-
de de funcgOes). Dois polindomios X aixi e I biXi sao "iguais" (4is
to é, uma relacac de equivaléncia?) se as segléncias que os definem
sao iguaias.

Seja K[LX] o conjunto de todes os polindomios sobre K (ou,

melhor, das classes de "igualdade" de polinomios !), Introduzimos

operagoes em K[X] da maneira usual:
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La,X" +Lb,X =% (ai+bi)X

i i i
b, XK

i "k-1i

- s k
(Zax)@bXx)=Z(5 a

i i k i=0
E mera rotina verificar que K[X], munido dessas operagoes, & um anel

(comutativo). O elemento neutro de + & o polindomio 0 +0X+...+

+ 0x" + ess +» O elemente identidade de * & 1+0X + ... .

A primeira observagdo & que os elementos de K sao poliné
mlios de um tipo especial. Precisamente, existe um monomorfismo cano-
nico K =+ K[X] definido por a » a+0X+... . Isto permite identi-
ficar elementos de K com polinamios de K[ X], os quais serao chama

dos os polinomios constantes ou as constantes de K[ X].

A segunda observagio é a propriedade essencial seguinte
(que caracteriza K[X] no sentido precisado no exercicio que se seu.
gue):
Proposiggo - Para todo anel A, dado um homomorfismo qualquer
tt: K+ A e dado um elemento qualguer =a € A, existe um
e um 36 homomorfismo &: K[X] - 4 tal que $(a) = p(a) para todo

% € K e tal que @(X) = a.

bl s ~ . , a 4
Demonstragao: A existencia e o ponto essencial, pelo que deixaremos
£ . P ~ a
a unicldade como exercicio. Definimos & da seguinte
maneira:

- iy _ i
(L a;X ) =53 m(ai) a .

E fédei) ver que ¥ & um homomorfismo de K[X] em A, para o que usa-

se simplesmente que p & um homomorfismo. Por outro lado, ®(X) =

2

~$0+1X+0 X2+ ...) =9(0)a®+w(1)eal 4 p(0)a®+ ... = 0:a° +
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+ l'al-FO-az-b... = a, fornecendo uma das propriedades requeridas. De

monstra-se, analogamente, que H(a_ +0+X + 0+X2 + «e.) =wpla. ) para
: o 7 0

todo a, € K.

Observagao: Se bem que todo homomorfismo K - A seja injetor, em vir
tude de K ser corpo, o homomorfismo induzide KLX] - a
{uma vez prescrito um elemento a € A} nem sempre é injetor. Por
exemplo, se A=K e K+ K & o homomorfismo identidade e =2 =1, o
homomorfismo induzido K[X] + K 1leva todo polindmio da forma
(X-1)-£(X), com $(X) € K[X] qualquer, no 0. (¥a verdade, o ndcleo

¢ exatamente constitufdo por tais polindmios).
L

Exerciciog: Determine todos os isomorfismos w de K[X] sobre

K[X] tais que ®{a) = a para tode a € K.

Com o objetivo de analisar mais de Perto a estrutura do
anel K[X], necessitamos a nogio de grau de um polindmio & aixi#(k
trata-se do menor natural n tal que a, = ® para todo i n. O
graz de 0 nao estd definido (alguns autores definem o grauv de O
como sendo = ou -1). Usamos a notagao gr(f) para o grau de
f e K[x],

Proposigae ~ (1) K[X] & um dom{nio de integridade.
(2) Se f,g € K[X] sdo diferentes de O,
tem-se: _
grif+g) = gr{f) + gr(g).
Demonstragao: Sejam f = a +a X+ ...-Faan »a, #0, e g=b,+
+ blx-r... +bmxIn . bm # 0. Em outras palavras, gr{f)=n,

= Som . = n+m
grig) m. Por definigao, f:g ajb, + (aob1 + boal)x-F... +a b X .
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. . ~ .
um subconjunto S € A: € o menor (relativamente a inclusao) ideal de

A contendo 8. Tal ideal, designado por {S), sempre existe e é dado,
como ho caso de subgrupo gerado por um subconjunto, pela intersegao
M Ii , onde Ii varre o conjunto de ideais de A contendeo S (exis
i .

.
te ao menos um, a saber, o proprio A).

Exemplo: Em 2, tode ideal ¢ da forma mZ, para algum m. Em outras
palavras, ideais de ( %,+,*) e subgrupos de {Z,+’ sao0

a mesma coisa.

Exercicio: Sejam I,J S A ideais. Mostre que INJ,
n
I+J =fa+tb|a € I, b€ J}, I+-J3={ T a,b, |a, €I, b, €,
j=p I 4 i i
n € N] sao ideais de A,
Exercicio: Mostre que se S S A é um subconjunte aqualquer,

n
{8y ={ & aibi{aié S, b; €A, nEN].
i=1

Um ideal é dito principal se puder ser gerade por {a}, pa
ra algum elemento a de A, Por exempleo, os idedis de Z sao todos
prinecipais. Eis o fato anélogo para K[X] a que nos referiamos aci-

ma .

Proposigao - Todo ideal de K[X] & principal.

Demonstracao: Seja I < K[X] um ideal, Se I = {0}, I & certamen-
te gerado per 0., Se I # {0}, seja 0 # g€ I de me-
nor grau ppss{vel {pode haver mais de um tal g, nao importa). Dado
f € I, dividamos £ por g pela divisao euclideana: f = g'q + r,
com g,r € K[X)] e r=0 ou gr(r) < gr(g)._Como feI e g€lI,

segue~se que r = f~g*'q € I, Se r # 0, tem-se gr{r) < gr(g), con~
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tradizendo a escolha de g. Logo, r = 0, o que mostra que =g'q €

€ {(g). Em outras palavras, I.= (g). C.Q.D.

Exercicio: Seja Z[x] = {_Eai Xi € glx] ]ai € Z]. Mostre que Z[X]
¢ um. subanel de ®[X] (chamado anel de polinomios a coe-
ficientes inteiros). Mostre que o ideal de #Z[X] gerado pelo subcon
junto {2,X} nao é principal.
O exercicio acima mostra que existem anéis admitindo ideais
que nac sdo principais., Desta maneira, Z e K[X] sdo bastante eg

peciais.

Outra conéeqﬂéncia, de carater aritmético, aniloga as que
ocorrem com Z, diz respeito a maximo divisor comum. Dois polinamios
f,g € KlX] admitem um maximo divisor comum d € K[X] se d satis-
faz as condigOes seguintes:

(1) £ e g sao'ambos divisiveis por d.

(2) Se d' € K[X] divide f e g, entao d' divide d.

L4 - . by P
Notemos que um maximo divisor comum nido € unicamente deter
. . , ) r'd rd
minado. Cou efeito, se d e m.d.c. de f,g,ad tambem o e para
Iy ] e - 3 N
qualquer a € K, a # 0. Mas, esta falta de unicidade e o unico mal

. £, .
presente, como mostra o exercicio abaixo.

- - ~ * - . . - ~
Exereicio: Se " d ,d'" sao maximos divisores comuns de f, g entao

existe a € K, a # 0, tal que a' = ad.

Proposigio - Se @ & um m.d.c. de f,g € K[X], entio existem
h,k ¢ K[X] tais que d = f'h + g'k. Mais precisamente,

o conjunto dos m.d.c.'s de f e g coincide com o conjunto dos po-
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Mails geralmente, se : A + A' é um homomorfismo e se
I < Niw), entio tem-se um homomprfismo induzido (deumaneira natural)
©: A/ 9 A', Disso segue—sé, como é facil de verificar, qﬁe se )
I'C A' & um ideal e w_l(I') - IS A a imagem inversa de I
{exercicio: I ¢ um ideal), tem~se um monomorfismo infuzido
$: A/ » A'/I'.

Todos 0s fatos acima @30 completamente analogos aos da teo
ria doa grupos; em particular, temos o;.é;oremas de isomorfispo (es:
senclalmente, a existéncia de ® acima),.etc. Deixaremos ao leitor

o cuidado de formular para si prc':prio as proposigSes paralelas para

-, +
aneis e demonstra-las.

Exercicio: Seja A =Z[X], A* = 0[X] e ®: A+ A' a injegao cand-
nica Z[X]) < @[X] induzida pela injegaAo canonica de Z

em ©, Seja I' = (X+%). Moatre que :p_l(I') =1'n wx) =(2%+1) e

que QLxI/(x +—g:,—') é isomorfo a '©. Oual & a imagem de 7L X]/(2X+1)

em @ 7

Aldém de ideais principais, os seguintes ideais sac impor-
tantes: um ideal I <€ A € moximo se 17A ese 1CI'GA, com
I' ideal, implicar I =1I' ou I' =4, Um ideal 1S A ¢ DD so
I #A e se a seéuinte comdigho tiver Iugar: arb € T impliea o € I
ou b€ I. | ' ' ' | '

E os: (1) Em %Z, os ideais Primos sio precisamente os ideais (p),
onde p € Z ¢ um nitero primo (dal a designagao), Co-
mo os ideais de Z sao todos Iirincipa_is, segue—-ge facilmente gue ou

ideais maAximos de % sao exatamente os ideais primos de Z.
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(2) Como em (1) os ideais primos de K[X] saéo os ideais (£(X)), com
"£(X) irredutivel. Pelo mesmo motivo acime, estes sfo exatamente

ou- ideais maximos de K[X].

Exercicio: Moatre -gue todo ideal de X2 escreve-se de maneira dnica
' r X

. na forme Pll * et Ph“ , eom I-":.l idgal primo e T, = 0
(Pii‘Pj se 17 3).

(N.B. Por definigao, IT = I et I {r vaxmes), ¢ It 1, I =

= (X0 1)1, , ete.).

a '] . -, I ' a = . } =
Eis wm criterio para decidir se um ideal & maximo (respeg

tivamente, primo).

PRGROMAGAC - Sefe A um anel, I < A um ideal.

»

(1) T ¢ midximo se e s6 se A/I & um corpo

(ii) T & primo se e 36 se A/I- & dom{nio de integridade.
Corolaric -~ Se I G A & um ideal maxim® entdo I & primo.

Exergfcio: Mostre que RIX]/(X2+1) = C. Qual é a imagem do subanel
Qlx1/(x%+1) madiante tal isomorfismo ?

Xxaxgfeio: Mostre que o corpo de fracSes de BIX] e o de @[X] sao

cancnicaments isomorfos,

cio: Se A e um dominio de integridade de P c A um ideal
primo, mostre que Ap = {% € K| b® P} & um subanel do
corpo K de fragCes de A. Mostre que Ap admite um Unico ideal m;a'_
xlmo, descreva-o ! Se A =%Z e P = (p), com p primo, mostre que

A admite apenas dois ideails primos.

P
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. ~ . N - - ’ -,
4,3. Aplicagoes ligeiras as extensoes de corpos e aos numeros alge-

bricos.

Recordemos'que um corpo L é dito uma extensao de um cor-—
po K se K& L (vide pig. 90 ). Um polinémio f(X) € K[X] é ir-
redutivel (sobre K) se sempre que f(X) = g(X)'h(X}, ecom g,h¢ KLxT,

entao g{(X) = const. ou h(X) = const.

O problema que se poe é o seguinte: dado f(X) € K(x) dir-
redutivel, K pode nio conter nmenhuma raiz de f(X) <(uma raiz de f*
é um elemente & de uma extensao L|K tal que f£(c) = 0, onde
f(a) & a imagem de f{(X) mediante o K—homomorfismo(*) KL x] 47L
tal que X - a). ¥ possivel construir um corpo L contende K e

contendo uma raiz de f£(X) ?
- . - a s
A resposta ¢ afirmativa, Mais precisamente, tem-se:

Proposicac - Seja K um corpo e seja f = £(x) ¢ KL x] irredutivel.
‘Entio XLX]/(f) & um corpo e o elemente X ¢ K[x1/(%),
imagem de X pelo homomorfismo gquociente K[x] - kK[x]/(2), € uma

raiz de f.

Demonstragio: De acordo com ¢ Exemplo (2) a pag. 101 e pela Proposi-
¢io0 a pag. 101, concluimos que K[X]/(f) & um corpo.

como K & um corpo, a aplicagao canonica K + K[X]/(f) (composta

{*) Um homomorfismo w: K[x] + A, onde A & um anel contendo K cg
mo subcorpo, e dito um K-homomorfismo se w{a) = a para todo
a € K.
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da aplicagao canonica K + KLX) e da aplicagdo quociente K[X] -+

+ K[X]/(£)) e um monomorfismo. Logo, K[X]/(f) & uma extensdo de K.

Finalmente, Se ©: K[X] - K[XJ/(f) & o homomorfismo quo-
ciente, tem-se f£(X) = £(p(X)) = {(£(X)) = O (Proposigdo da pag. 92)

Logo, X & uma raiz de f em K[xX]/(f). C.Q.D.

Defini¢ao - Seja B um dominio de integridade, seja A C B um sub-
anel f{como sempre, A possuil a mesma identidade 1 de B)

e seja 8 € B um subconjunto. O subancl de B perado por S sobre

A €& o menor subanel de "B contendo A e 8.

Analogamente, dada uma extensao L!K de corpos e um sub-—

conjunto 8 = L, o subgcorpo de L gerado por S sobre K & o me-

nor subcorpo de L contendo 8 e K.

A técnica para mostrar a existencia dos objetos ora defini
dos & sempre a mesma. Usaremos as seguintes notagoes, respectivamen
te: A[8], K(8). Se 8 = [xl ) oo ,xn}, escreveremos apenas
Alxy , .us »xp], Kixg , .u » X, ), esquecendo as chaves { }. £ facil
verificar que K(S) & o corpo de fragaes {ou melhor, isomorfo ao

corpo de fragoes) de K[&].

Eis uma descrigao explicita dos elementos de A[xl....,xn].
- T T
Um elemento genérico e da forma z A. 5, ese 4 1_*x ..,..x n,
i n 1 n
n

com Ty, ... » Ty 2 0 e ail s ovee By € A. Consequentemente, os ele-

il,...,i

mentos de K(xl s v ,xn) sa0 da forma



L . 8y i xll- cee v x "
il,tan,in 1***n .
T — ., ocom ay .y by €K
1 n 1 n 1 n
I by g FEp v eeet Xy
11""’in i e ¢

Em particular, se n =1, Kx] = [E-ai'xi Iai € K}, de meneira que os
Lo i
clementos de X[x] parecem-se "polinomios em . x". Contudo, cuidado !

R - R .
L a, x* nAo se comporta como polinomic em geral, podendo scontecer

que L aixi =¥ bixi _sem que necéasariamgnte_ a; = bi para todo 1.
Por exemplo, se K =R, se L=C e x = i, onde 12 = -1, tem-se
em RL1): ' '

1+ 12 =0,

mas 1 # 0.

A razao de tal fondmeno & que x pode cemportar-se de dois

modos distintos sobre um corpo K.

Definigao - Seja L|K uma extensao de corpos e seja x € L. Se exls
tir um polindmio ¥£(x) € K[X], £ # 0, tal que x seja

raiz 'de £(X), dizemos que x ¢ algébrico sobre K. Caso contrario,

.
x e transcendente sobre K.

A segunda noqu parece famillar ? HNa verdade; ©O e ! Se
K= e L=C (ou L=R), a noqu de x € C ser transcendente
sobre @ coincide com a de "mimero transcendente". Assim, os nimeros
7 e e {(base dos logaritmos neperianos) sao transcendentes sobre
@. As Unicas provas disso sa0 analfticas, na¢ se conhecendo prova DM
ramente algébriea ! Pode-sg moatrar gque o conjunto dos trﬁnscenqen—

tes (sobre Q) +tem um cardinal igual ao cardinal de R (2°), de mg
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do que, neste sentido, existem muito mais nimeros transcendentes do
que algébricos (o conjunto dos nimeros algébricos tem apenas o cardi
nal do conjunto W dos naturais). Ironia matemética, contudo, a de
que até metade do século passado nao se conhecia explicitamente ne~

L4
nhum numero transcendente ...

Dados uma extens@o L|K de corpos e um elemento x € L,
temos um Gnico K-homomorfismo K[X] » I tal que X r x, Dizer que
X ¢ transcendente sobre K significa exatamente que o nicleo deste
homomorfismo ¢ (0). Em outras palavras, x & transcendente sobre K
se e 86 se K[(X] & isomorfo ao subanel K[x] de L gerado por x
sobre K. Assim, no caso transcendente, os elementos de .K[x] a0

. » 3
efetivamente polinomios em x.

L :
Que acontece no caso algébrico ? A resposta encontra-se

na seguinte

PrOEOSiEgo - Seja K]L uma extensao, seja x € L um elemento algé-
brico sobre K e seja £(X) € KIX] um polindmio, de
menor grau possivel, do qual x & raiz. Entao:
(1} K[x. & um corpo, isto &, Klx] = K(x)
(ii) K[Xi/ £(X}) & isomorfo a Klx] = K(x)

(1ii) X(x) €& um espago vetorial de dimensao gr(f) sobre o corpe

: ; ri{f)-1 . .
K. Precisamente, {1 ,x, .., ,xg (£) ;. constitui uma hase

para tal espago cvetoriai.

Demonstrecso: Seja n - gr(f), digamos, f = anx“ oo tagX o+ a, » com
a, # 0. (Podemos supor gue a = 1, mas isto é irrele-

vante), Por hipdtese, anxn-+... tayjx+a_ = 0, logo tem-se que



M = -2 a’t-aal x- -a a 1 o1
o°n 1%n e n-1 “n *
: ~ - n n+r
Disso segue-se que, de fato, nao so x , mas x para tode n= 0,
-1
escreve-se na forma G -1 + G;'x+.., +0.n_1'xn para certos aiE K.

Mostramos, assim, que

-1
Klx] = {o +o;x+...+0 x"7 e, € K]

n-1
. =1
Ora, seja G_+0;Xx+ ... +0.n_1xn # 0 e ponhamos h(X) = Ot O X+

e +un_1Xn_1. Tem-se gr(h) = n-1 < n = gr(f) e h(x) # 0. Logo,

h e f saAoc primos entre si, isto &, 1 & m.d.c. de £,h., Por propo
sigOes anteriores, sabemos que existem k,{ € K[X] tais que

1 = £{X)k(X) + h(X)L(X). Daqui que 1 = £f(x)k{x) + h{x)t{x), aplican
do o K-homomorfismo K[X] - L %al que X = x, Ora, f(x) = 0 por hi

potese, logo 1 = h(x}(x) = (a_+a;x+... +an_1xn_1)@(x), mostrando

que G, + O;X + s.. t anulxn_l admite inverso. O item (1) fica, as

sim, demonstrado.

s P s .
Passemos ao item (ii). Consideremos o K-homemorfismo
) n-ll

w: K[X] » L tal que ®(X) = x. Como K[x] = {uo-+n1x-+... +o g%

w, € K} pela demonstragao do {tem (i), resulta que a imagem de K[X]

1

por ® ¢ K[x]. Por outro lado, se g{X) & tal que g(x) =o(g(X))~=
¥.0, efetuamos a divisio de g por f: g = f*q +r, com r =0 ou
gr{r) < n. Aplicando w, vem 0 = g{x) = f(x)a(x) + r(x) = r(x). Se
r#0, gr{r) < n e r(x) =0, contradizendo a escolha de £(X). Ne-
céssariamente; r = 0, mostrando que © ntcleo de ¢ & o ideal gerado
por f(X).

Observacgio: Do item (i) e (ii) segue-se que K[XI/{f(X)) &, em ver-

dade, um corpo. Logo, f{X) & irredutivel. Na verdade,

isto pode ser verificado. diretamente. Em todo caso, um po-
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lindmio f de menor grau possivel tal que f£(x) = 0, & automaticamen

. £ - . s
te irredutivel. Tal £ e unicamente determinade a menos de uma cong

- - P | S
tante # 0 e e conhecido como o polinomio minimo de x.

Enfim, o ftem (iii). A estrutura de X(x), como espago ve-
torial sobre o corpo K, esti explicado a pag. 90 . Vé-se, entdo, que

-1
os elementos 1 ,x, ... ,xn pelo menos geram K(x) sobre K. Por

outro lado, se houvesse uma relagEo de dependéncia linear u01-+u1x +
+ ...+ un_lxn_l = 0, com algum &, # O, teriamos uma contradigao do
fato que £ ¢ de menor grau poss{vel tal que f{x) = 0. C.Q.D,

Uma extensao L|K & dita simples se for gerada por um Uni
co elemento. Em outras palavras, se L = K{(x), para algum x € L., Vi
mos que as extensOes simples sao exatamente aquelas que se podem ob-
ter como anéis quocienteﬁ de K[Xi. £ claro que toda extensao do ti-
o K(xl s e ,xn) pode ser obtida como uma sequénéia finita de ex-
tensdes simples, a saber, K(xq 4 oss ,xn) = K(xl(xz)...(xn). Poderia-
mos tentar algo mais atrevido: sera que toda extensao do tipo

K(xl ) eee ,xn) & simples ?

Exemplo: Seja K =@ e L = @(i,/2) c C. £ fdcil vez;ificar que L
é um espago vetorial sobre K admitindo {II,i A2, W?2)

como base. Consideremos o subcorpo @(i+y2) de @(i,4/2). Calculan

do as potdncias (i+y2)2 e (i+v2)?, escrevemos sem dificuldade

um polinsmio f£(X) € qQLX] tal que £(i++2) = 0, a saber, f(X) =

= x? _ 2x® + 9, Para mostrar que f & irredutivel, basta verificar

que £ nao admite fatores g{(X) € QLX] de grau 2 {uma vez que as

rafzes de f(X) em € sdo z(i+42) e *(i-42), nenhuma delas

pertencende a §). Ora, supondo x¥-oxZ4+9 = (xz-ralx-+ao)(x2-+b

157
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1 o]

aobo = 9, Da primeira e segunda equaqses, tem-se al(bo-—ao) =0, 1o

+ bo), resulta a, = Tb » Ay +a;by+b = -2, a b +ab =0 e

go a; = 0 ou bo =a, . No primeiro caso, somos levados a procurar

solugOes raclonais do sistema ao+b0 =2, aobo = 0, que sao inexis
. ~ 2

tentes como se verifica. No segundo caso, obtemos a equagao ay = 8,

-, ~ . ~ .
que tambem nao admite solugao racional.

Logo, £ = X4-2X2-+9 & irredutivel sobre Q. Pela proposi

gho 3 pag. 105, §{i ++/2) & um subespago vetorial de @Q{i,+/2) cuja
dimensao & 4. Consequentemente, tem-se Q(i/Z) = 0(i+/3), isto &,

Q(i,4/2) &, em Ultima instdncia, gerada por um s elemento.
O exemplo acima nao é acidental. Na verdade:

Proposiggo - Seja L um subcorpo de C tal que L +tenha dimensao
finita como espago vetorial sobre €. Entao, L =0(x)

para algum x € L,

Demonstraqao: Como L ¢ de dimensao finita sobre ‘®, certamente tem-
se L = Q(xl s one ,xn) para certos Ky v oon s X € L

{leitor; por que?) Por indugao sobre n~1, basta supor que L=qQ(x,y),

onde colocamos y = Xy s+ X = Xp. Sejam f e g os polinSmios mini-

mogs de x e y uobre @, respectivamente. Se m = gr(f) e

n = grig}, f admite m rafzes diustintas a; = X, a2',... -

admite n rafzes distintas by =¥, by, .0y b (por que?). Para ca

n
da 1 . e+se,m e para cada j = 2, ..., D, a equagao ay +Abj =
=ay ;T x Ay admite uma Unica solugzo em €, a saber,

@
A= ylb . Asgue-se que & possivel escolher ¥ € @ tal que ai-+ybj 7
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It

X+ vy para todo i =1,...,m e para todo J 2, ... ,n. Ponha

mes ¢ = x + yy. Propomo-nos a mostrar que Q(x,y) = Q{c).

De qualquer maneira, tem-se, evidentemente §Q(c) c Qlx,y).
Seja h(X) = f(c-¥X) € Q(c)[X] (precisamente, f(c-¥X) & a imagem
de f(X) pelo Q(c)-isomorfismo de @(ec)[X] em si mesmo tal dque
X e¢-yX), Ora, h(y) = f(ec-vy) = £(x) = 0. Logo, X~y divide h(X)
exatamente no anel @(e){(y)[X] (isto &, o quociente tem coeficiente
em Q(c)(y)). Analogamente, tem-sc g(y) = 0 por hipdtese, logo
X~y divide g(X) exatamente em Q(y)(XJ, logo, em Q(e)(y)[X] por
maior razdo. Afirmamos que X-y = m.d.c. (h(X), g(X)) em Qle) (y)IX].
Na verdade, h(bj) = f(e —ybj) #0 para j=2,...,n pela escolha
de y. Também, (X-y)2 nao divide g(X) porque y tem multiplicida
de 1 como raiz de g(X); logo (X-y)2 nEq divide m.d.c. (h,g). Por
tanto, X-y = m.d.c. (h,g) em ©(c}y)[X]. Neste caso, h e g nao.
podem ser primos entre si em Q(c).X] (por causa da relagao 1 =h'k +
+ g4 em Q(ec)[X), que & uma relagio ainda valida em Qle)(y)[x3).
Necessariamente, X~y = m.d.c. {h,g} em ©(c) Xl também. Em particu
lar, X-y € Q(c)IX], isto &, ¥ ¢ %(e), Como x = ¢ - vy, resulta
x € @(c). Logo, Q(x,y) < @(c). C.3.D.
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APENDICE

Nogoes correntes do Curso

- Lol ~ - = - a e -
Os seguintes termos sao "nogces primitivas", isto e, serao
empregados, sem definigdo, como bloecos fundamentais para a construgao

do ediffcio matematico.

termo sinonimia simbolo
ORBJETO a,b,... A,B,...
IDENTICO 4,

IGUAL A a=b, A=1H
0 MESMO QUE

CONJUNTO CLASSE, COLEGAO A,B,... , X,Y,Z
ELEMENTO DE PERTENCE A €
(ELEMENTO MEMBRO a,b,.e. )

PAR ORDENADO . {a,b)

Intuitivamente, um par ordenado {a,b) & uma correspondéﬂ
cia que associa ao conjunto {a,bl, primeire o objete a, em seguida
o objeto b. ’

As seguintes sfo definigdes a partir dos termnos primitivos
aéima.

O produto cartesiano de dois conjuntos E e F ¢ o con-

junto EXF = {(a,b) | a € E, b€ F}. Por exemplo, se R & o conjun=-

y . - . . * .
to dos reais, RXR e o plano usual da geometria analitica classieca.
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Dados dois conjuntos E yF, diz~se que E & um subcon jun-
ig de F, ou que E pesta contido em F (Notagio: E C F) se todo
elemento de E for elemento de F. Dizemos que E=F se ECF o
F c E.

O conjunto vazio é denctado o. Propriedade fundamental:
¢ © E para todo conjunto E, Dados subconjuntos E,F de G, a reu-
nigo EUF, a intersegao ENF e o complementar G\ E definem-se

da maneira usual,

Dados dois conjuntos E ,F, uma fungao (ou aplicacho ou
transformagao) de E em F ¢ um subeconjunto do Produto cartesiano
EXF tal que, se (x,y) € F e (x,z) € f entdo y = z. 0 conjunto
D(f) = {x € F| (x,y) € £ para algum y € F} & chamado o dominio de

definicao (ou, simplesmemte, o dominio) da fungao f.

Intuitivamente (e na pratica), uma fungio de E em F o
uma correspondencia que asscocia a cada elemento de um certo subconjun
to de E, um Unico elemento de F.

Notagao: f: E + F, Na pratica, podemos considerar uma fungao

fc EXF como fungao de D(f) em F. Por isso, quase sempre‘quando
dissermos que f & uma fungao de E em F, estaremos pressupondo
que E jé é o domfnio de definigao de f. DPox exemplo, o conjunto
f={{x,y) ERxR |y = %} ¢ uma fungic de B em R, O dominio de de
finigdo de f &, contudo R\ {0}. Na Tinguagem corrente, dizemos que

f estd "definida fora da origem".

O conjunto F ¢ chamado o contradominio da fungao f. Um
elemento y € F tal que existe x € E satisfazendo (x,y) € £, &

chamado uma imagem, mais precisamente, a imagem de x por meio de
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f. Um mesmo y € F pode ser imagem de mais de um elemento de E. No

tagao: y = f(xJ).

Nogfo mais geral do que a de uma fungac de um conjunto E
. . Id ~ ~ . -
em si mesmo, € a de relagao: uma relayao num conjunte E e um sub-
conjunte R do produto cartesianc E» E. Uma relagao RCEXE é

- . -~ = + ’ .
chamada uma relacao de equivalencia (em E) se satisfizer as seguin-

tes condigOes:

({E.1) R & reflexiva, isto &, (x,x) © R para todo x £ E

(E.2) R & siméetrica, isto &, se (x,y) € R entao (y,x) ¢ R
(E.3) R & transitiva, isto &, se ({(x,y} € R e (y,z) ¢ R entac

{x,z) € R.

. - . ’ ~
Se (x,y) € R, na pratica corrente escrevemos xRy. Outras notagoes

para uma relagﬁo de equivalencia: ~ , r , P , etc.

Dada uma relagao de equivaléncia R em E, para cada

x € E o conjunto ;R = {y € E|xRy: € chamado a classe de equiva-

1
H

léncia de x determinada por R, Quando R estiver subentendida, a
notagie X & bastante. G conjumnzo E/B = {ER | x € E}, cujos elemen

tos sao subconjuntos de F, é ohamadc o conjunto gquociente de E pe

- - . . o~ X ,
la relacgao K. E claro que E/R e ume particao de E, isto e, uma co
- . ) ) e A

legao de subgonjuntos ¥ @ de F  cuja reuniac e o E  todo e tais
- i - a o~ 2 - 4
aue dois tais sUDeontunTow tem interser2o vazia. Desta maneira, obtem-—

B2 I4caunnenie unas CoTl

L r . 4 [ag .
nondencia biunivoca' entre relacoes de equi

valéncia em E & partigdoes de E.

poonyante o & EX (E/R} definido por: (x,§R) € wp

se e S0 58 x - ;R (isto &, ;R = §R), & uma aplicaghao de E em E/R,
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chdmada aplicacho (quociente) candnica. Na pratica, wplx) = iR' Dois

se x

=19

elehentos x,¥y £ E tem mesma imagem*por meio de mR se e s

N . . -,
e y pertencem a mesma classe de equivalencia.

Outra relagac importante é a de ordem: uma tal relagﬁo sa-
tisfaz as condigbes E.1 e E.2 de uma relagio de equivaléncia e a con
digao de:

Antisimetria: se (x,y) € R e (y,x) € R, entdo x = y.

Dado um conjunto E, uma ogeragﬁo em E ¢& uma funggo de
‘¢
EXE em E. Sempre que poss{vel, usaremos ¢ simbolo ¢+ para uma ope
g rl
ragac e, em lugar de escrever *{a,b), que e desajeitado e pedante,
- N ol s

escreveremos simplesmente a* b  (ou mesmo ab, guando a operagac e
subentendida).

Uma operagao ' em E &:
1) Associativa se (a*b)'c = a*(b'c), para todos a,b,e € E
2) Comutativa se a‘b = b*a para todos a,b € E
3) Cancelativa se a*b = a*e¢ implicar b = ¢, para todos a,b,c€E.

- s - ”~
Ur: conjunto munido de uma ou mais operagSes e chamado uma

estrutura alggbrica. Se <{E,*} designa uma estrutura algébrica a uma

operagao, dizemos que (E,*)> (ou E, ou *) tem a propriedade do:

4) Elemento neutro se a‘e = e"a —a para algum e € E e para todo

a €k

5) Inverso se para todo a € E existir a' € E tal que' a*a'=a'ra =

= a,
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~ . - .
Observacao: elementos neutros e inversos sao Unicos (no caso de inver

- . Lo
s0s, deve-se SUpPOT gue a operagao e assaciativa).

, .
Assim, um grupo G e uma estrutura algebrica e uma opera-

950 associativa com as propriedades do elemento neutro e do inverso.

Algo mais sobre fungoes

Uma fungdo f: E + F (atengao: E = daominio de £) & inje-
tora (ou uma injecdo) se f(x) = f(y) acarretar x =y, para todos
X,y € E; £ é sobre jetora (ou uma sobrejegao) se todo elemento
vyEF for imagem de algum x € E; f é bijetora (ou uma bijegﬁo) se
f for injetora e sobrejetora. Sinonimo para bijetora é biunivoca.

Se f: E-+ F ¢ uma bije¢io, a aplicagao £71: F+ E definida por:

£1(y) = x se e sb se f(x) =y, é chamada a fungao inversa de f.

Se IE ’ IF designam as aplicagoes identidade de E , F respectiva-

mente (Iﬁ(x) = x, IF(Y) =y para todos x € E, y € F), entao tem-se
1 -

evidentemente; f o f = = IF e f 1 o f = IE , onde ¢ designa a com-

posighao usual de fungoes. Reciprocamente:

Exercicio! Seja f: E-+ F uma funggo. Se existem fungSes g: F - E
e h: F+ E tais que
g>~f = IE foh = IF ,

entao f é bijetora e tem-se g =h = f .
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eExercfcIos

1. Mostre que os seguintes subconjuntos de R X R ( R = reais) sio
fungoes de R em R e, em cada caso, determine o dominio de de-

finigao correspondente:

_ sen x
{(x,y) € RxR |y = 22310
{(x,7) € RxR !y = log(x2+1))
[(x,7y) € RxR | x = y}
Verifique se as fungOes acima sao injetoras em seus respectivos do

. : P
minios de definigao.

2, Seja ¢° o conjunto das fungbes reais no intervalo [0,1] que
sho contifnuas neste intervalo. Seja C(0,1) o conjunto de ‘todas
as fungSes reais definidas em [0,1]. Considere a fungao

w: ¢ -+ £(0,1) definida pela condigao:
X
(% (£))(x) ﬂj £(t)dt.
0 .

-, 1 3 ] ' b
Mostre que ¢ e injetora e descreva a imagem de w, isto e, o con

junto {g € C(0,1) | existe £ € ¢ tal que u(f) = g}.
3. Seja f: E - F uma sobrejegao. Mostre que
Ry = {(x,v) € ExE | £(x) = £(y)]}

r ~ = . -~ x r
& uma relagao de equivalencia em E. Descreva as classes de equi-
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valencia de R;. Mostre que existe uma Unica bije¢io g E/R; + F
tal que g-p =f, onde ¢ éaaplicagdo quociente E - E/R;. Aplique
no caso em que E = {habitantes da terra com nomes em letras lati-

nas}, F = {alfabeto latino}, f = {(habitante , inicial do name)]}.

Seja N o conjunto dos naturais munido da operagac + e da rela
¢d0 &, conforme a axiomatica dada no §1.1. Se m,n € N séo tais
Qque MXEnN e m# n, escrevemos m < n  como é usual.

(a) Se 0 € o menor elemento de N, prove que n = n+0 para to
do n € N,

{b) Se 1 & o menor elemento de Ny (0}, prove que - n < n+l para
todo n € N,

(e¢) (Principio de indugio finita). Sejam m&€ N e N'={r¢ |
r2 m}, Seja S um subconjunto de N' +tal que m € 5 e tal
que para todo n € 5, tem-we n+l € S, Prove que S = N°'.

(Sugestao: por indugéo ao absurdo suponha S # N' e tome um menor

elemento, a, do complementar N'\ S. Use (b} para dedu

zir que a=-l € S onde a-1 designa a diferenga entre a e

1).

{(c') (Caso particular de (c). Seja S um subconjunto de N tal
que 0 € S5 e tal que, para tode n € S tem-se n+l € S. Pro

ve que S = N.
i

(d) Deduza de (b) e (c) que N = (0,1 ,1+1,1+1+1, ... }. (A né
tagdo 2 = 1+l, 3 = 1+1+1, 4 = 1+1+1+1 etc. é também usual?.).

Isto prova que N & infinito ? Justifique.

(e) (Algoritmo euclideano de divisac). Dados inteiros a,b€ %,

com b > 0, existem q e T €% tais que
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a =b*q+Tr , com 00X r < b,

{Sugestdo: considere o conjunto € = {a-bx = 0 { x € Z}. Mostre que

. -

C#¢ e seja T = a-bq, para algum gq € E,hu'n_'l menor

elemento de C).

Como aplicagao, determine todos os subgrupos de %.

3. Seja n € N.

(i) Prove, por indugao, que

14+ 2+ use +n=-;-n(n+1).

-~ 14
(ii) Prove, por indugzo,que

3 3 3

(1+2+...+n)2 = 1v+92%+ ,,. +n

6. Sejam
u; = 7
g =4
ug = U, + 2“1
Uy T Wy t2u o % aee + (n-1uy

- ~ e . s f
Prove, por indugao, que u, e divisivel por 7. -

7. Prove, por indugBo, que se n € N, entho

2. 1
(i) E r®° = g n{n+l)(2n+l)
r=1

n
: 1 _ 1
(1i) rEI ey - Y

n r r+l = 1 1
(idi) £ (-1) (2rs1y(2r 3y (-1)? a(2n+3) ~ 12

r=1
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(iv) 52n__1 & divisivel por 24 se nz 1

n-1 n
(v) T x' = f;_f onde x & um nimero real qualquer.
r=0
n n n+l
(vi) I R {n+1)x ; nx onde x 6 um nimero real
r=1 (x-1)
qualquer.

’

8. Prove, por redugao ao absurdo, que se n € N, entao an-kB nao

A . r
é divisivel por 8.

- N k4 . - *
9, Prove, por redugao ao absurdo, que existe um numero infinito de nu

meros primos.

10. Se G & um grupo abeliano, com operagEo designada por - , tem-

se {a*b) = a™p" para todos a,b € G e para todo intelro n.

(Lembrete: por definigdo,

a...a (n vezes) , se n>20

11. Se G & um grupo (operagao -) tal que (a+1)2 = a2:b% para

todos a,b € G, entdo G ¢ abeliano.

12, Considere o conjunto G constitufdo pelas seguintes matrizes

1 0 0 1 -1 0 o -1
’ ] I .
0 1 -1 0 o -1 1 0

Verifique se G & um grupo mediante © produto usual de matrizes.

2 X 23



13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Verifique se 0s seguintes sao grupos:

a -b
G = {( ) | a,b € R}; adi¢do usual de matrizes
b a

H = [(a -b) | a,b€ R com a’+b # 0} ; préduto usual de matri
" : zes.
Seja G o conjunto das simetrias espaciais de um triéngulo equi
ldtero, munido da opéraqgo de composigdo de simetrias. .
(i)} Verifique que G & um grupo nao comutativo.
(1i1) Escreva 'a tabela de multiplicagiao de G.

(iii) Calcule a ordem de cada elemento de G.

Sejam @ e B dois elementos de #%. Seja H = {ra+sk |r,scZ}.
Mostre que (H,+) e um subgrupo de ({ Z,+). Mostre gue existem
elementos u,v € Z tais que uG+vf = Midximo Divisor Comum de &

e P. Assim, em particular, se ¢ e B s3o primos entre si,

existem u,v € Z tais que wa +v = 1.

Seja p um nimero inteiro 2 1. Seja Fp=={1,2,...;p—1]. Sobre
esse conjunto r, defina a multiplicagdo médule p, i.e. se
o,p E'Fp , G'F = resto da divisdao de P por p.

Mostre que (Fp,°) & um grupo abeliano se e 36 se p & primo.

Seja Z = ({o,1,...,n~1}, adigdo médule n). Mostre que zZ, &

-um grupo abelilano.

Sejam (Gl,n) e (GZ,O) dois grupos. Seja Gy X G, = [ (,y) |

x € Gl ;¥ € G2} o produto cartesiano dos conjuntos G1, e G2.
Defina sobre G, xG, a operagao seguinte:



19,

20.-

21,

22,

(i)
{(i1)
Seja

(1)
(i")

(i1)

Se ja

(1)

(ii)
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(x1:¥1) @ Grpyg) = (xyo%5, ¥1°¥5)

Mostre .que (GIXG2 ,o0) & um grupe (chamado produto direto

de Gl e Gz)’ que nds escreveremos simplesmente Glx Gz.

Mostre que (§1X62 ,0) é abeliano se e 56 se (Gl,°) e

Gy, ) sao abelianos.

v: G + H um homomorfisme de grupos. Seja g € G.

Mostre que ordem de (g} % ordem de g.

Mais precisamente, mostre que a ordem de w(g) & um divisor

da ordem de g.-

Se p & um isomorfismo, mostre que g e w®{g) tém ordens

iguais.

G um grupo abeliano.

Mostre que %: G + G definido por o(x) = x 1 & um automor
fismo de G.

Se existe em G um elemento x de ordem > 2, entio

Aut(G) & 4(G) = {Identidade} onde Aut{G) e JI(G) desig~
nam-respectivamente, 0 grupo dos automorfismos e o grupo dos

automorfismos internos de G.

» N ~ -
= (a1 +ss &a_) e um r-ciclo em S, » entao s tem ordem

Mostre que as transposigSes (12), (13}, ..., (1n) geram S, -

23. Mostre que em 53 todo elemento & um ciclo.



24,

23.

26,

27.

28,
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Mostre que, para todo ciclo s € S4 e péra todo r = 0, sT & un

i ~ . . ” .
ciclo ou uma permutagao cujos ciclos tem todos a mesma ordem.

= {a PPN an), calcule o

rirsl

8e s; = (ala2 e ar) € Sy e s,

produto 311°s;1-31-52.

Considere.a fungdo f = Xy Xg + XX, 8 quatro varidveis. Para ca
da permutacao

\
1 2 3 4

s = € S4 ,
a; a, 3 a,

definimos s{f) = X, X, t x, x, . Mostre que o subconjunto S(f)
2 3 4

de S4 cﬁjos elementOSIdeixah f dinvariante, isto é, tais que
s(f) = £, constitul um suﬁgrupo de S5,. Exibir os elementos de
5(f) explicitamente. '
(Sugestao: pelo menos os ;eguintes elementos pertencem a

s(£): 1, (12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(1423) , (1324)),. 4

Seja B = XX, + XgXye Determine o subconjunto de S4 cujos ele
mentos deixam g invariante. Mostre que tal subconjunto é um sub
grupo com quatro elementos e escreva sua tabela de multiplicagao.

- ~ . .
Observacgao:! uma fungao f em n variaveis Xpress X e chama

n
da simétrica se o subconjunto de Sn cujos elementos

deixam £ invariante coineidir com o préprio Sn‘

Escreva a tabela de multiplicaggo do grupo S3. Procure todos os
subgrupos de S3. Quais deles sio normails em S3 ? Qual é o cen-

tro de Sg ? Mostre que J(S3) = 5,. Mostre que Aut(S3) = J(Sa).

3



29.

30.

31.

32.

33.

34.
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]
(1) ‘Mostre que S, e Zg nao sao isomorfos.

P ~ . o,
(ii) Mostre que S3 e ZZG sao, a menos de lsomorfismos, os uni

cos grupos de ordem 6.

Mostre que Z4 e 22)(32 580, a menos de isomorfismos, os ani-

cos grupos de ordem 4.

Mostre que se {a) é um grupo efclico finito de ordem n entao,
para todo divisor positivo r de n, {a) admite exatamente um

subgrupo com r elementos e tal subgrupo é eiclico.

Verifique (e justifique) se existe algum inteiro n = 1 tal que
as raizes complexas da equagﬁo x"+1 = 0 constituam um subgrupo

do grupo multiplicativo dos complexos # 0.

Considere as permutagoes s = (1234)(5678), t=(1638)(5274) de

A

SS' Pede-se:

(i) Mostrar que s e t comutam {isto &, s't = t's) e deter

minar explicitamente o subgrupo de S8 gerado por s e t.

(ii) Verificar se o subgrupo (s,t) de Sg é ou nao ciclico.

Seja G um grupo com B elementos, abeliano, nao ciclico, satisfa

zendo a condigﬁé de que existe um elemento a € G . tal que {a’

fem ordem 4. Mostre que:

(i) G admite um elemento b tal que b ¢ {a) e tal que (b}
tem ordem 2.

{ii) G é isomorfo ao grupo Ly XZig-

35, Escreva a tabela de multiplicagao do grupo diedrico D4. Procure

todos os subgrupos de D4. Quais deles s30 normais em D4 ? Qual
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3 ? o g7
e o centro de D4 ? Mostre que J(D4) ZZYZZZ .
Considere as matrizes
1
A= e B = .
0 -1 20 m
sen 1; CcOy ==

Mostre que A e B sao ortogonais e que o subgrupe G = (A,B§

de ©(2, R) & isomorfo ao grupo diédrico Dn'

Procure a ordem de cada um dos elementos seguintes de S4 , € de

. ~ ~ 4
cida se sao permutagoes pares ©u impares

. 12 34 . L 1234 . . 1234
(i) (2 I a 3) ;o (i) (3 14 2) ;o (iii) (4 5 3 1).
Sejam a = (; g 2 %) b = (i g g i). Determine(i) ab; (ii) ba;

(iii) aZb; (iv) (a2 ; (v) aba®.

Escreva as permuta¢des seguintes como produtos de transposig¢Oes,

. ~ ¢
e determine se elas sao pares ou lmpares:

1 (323

Giy (323310
iy (52319
G 423439

Ld . - P e :
Mostre que o grupos dos humeros racionais com a adigao nao admite

um conjunto finito de geradores.
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s . . ~ o,
41, Determine se o0s seguintes sao subanéis:

I

(i) A ={m+n/5 | myn €z}, de ( R,+,:)

(i1) A ={m+1n %2 | mn €z}, de ( R,+,+)

(iii) A = {m+ni |m,n €z, i% = 21}, de (C,+,+)

It

(iv) A ={m/ne Q|n 70 mod 7}, de (@,+,+).

42, S& A € um anel, mostre que o subconjunto U{A) & A constitui-
do pelos elementos que admitem inverso multiplicativo & um grupo
(abeliano), Em cada um dos aneis seguintes, descreva U(A): 7 ;

Z/m%Z (m € Z); KIX] (K um corpo); ZZ[%] = {m/2" | m,n ¢ &,

n2 0}; M (K) = {matrizes nxn com coeficientes num corpo K,

com a soma e o produto usual de matrizes).

43. Sejam A ,B anéis (comutativos com identidade).
(1) Introduza no produto cartesiano AXB uma estrutura natural
de anel tal gque as aplicagOes "proje¢oes" AXB -+ A e
AXB + B, definidas por (a,b) +a e (a,b) 2 b, respectiva-
mente, sejam homomorfismos.
(ii) Se p,q € Z sao primos, mostre que os andis Z/(pql%Z e
E/pZ)Yx (Z/qZ) (vide (1)) sdo isomorfos.
44. (i) Se K & um corﬁo finito, tem-se [] a = =-1.

acK*
Sugestao: K* & um grupo.

(1i) (Teorema de Wilson) Se p € Z & um primo, tem-se (p-2)!=

]

1 (mod p).

45. Mostre que o subconjunto Z(X) = {& aixl.E olx] |ai €Z} & um
subanel de ®[X].

(i) Deterrlnine U{Z[x])} (vide Ex. 42}.
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(i1) Mostre que o ideal (p,X) de Z[X] & miximo onde p é
um primo, e que o ideal (X) ¢ primo, mas nio miximo.
(iii) Determine um subanel de Q@ 1isomorfo ao anel quociente

ZLx]/(3x+1).

Seja G o conjunto das fungdes de € em € da forma

z -+ %ﬁ{%g » com &a,b,e,d€ B e ad-be ¥ 0. (i) Mostre que G,

munido da composigido de fungdes, & um grupo: (ii) Caleule os elg

mentos de ordem 2 de G; (iii) Quais, dentre os elementos encon-

trados em (ii), pertencem ao subgrupo das transformagdes lineares

fracionarias (vide Proposi¢io & pag, 56) ?

Seja G o conjunto das fungoes fa,b: x = ax+b (a # 0), d? R

em R.

(i) Mostre que G ¢é um grupo com respeito a composigao de fungdes

(ii) Mostre que o subconjunto de G constituido pelas fungoes
fl,b é um subgrupo .normal de G. Deduza que G nEo'pqde

ser gerado por um conjunto finito de elementos.

L3 san i 5 = ' = 2,2
Considere a expressao polinomial 1 f(Xl, X, ’XB ,X4) 2X1X2 +
2,2 2.2 2,2 2,2 2.2 _
+ 2X1X3 + 2X1X4 + 2X2X3 + 2X2X4 + 2X3X4 + X1X2X3X4 5. Determine

-~ ¢ ~ . .
todas as permutagoes de 4 simbolos que mantem f dinvariante.

Mostre que as permutagGes de 3 simbolos que mantém invariante o
LA _ w2 _ 2 2 _ 2 2 2 _
po{lnomlo £ X1X2 X1X2 + X1X3 X1X3 + X2X3 + X2X3 + 3X1X2X3
- 5 formam um subgrupo de ordem 2 de 53.
Seja G um subgrupo finito do grupo multiplicativo dos nﬁmeros

complexos # 0. Mostre que todo elemento de G tem norma 1

(N.B. A norma de um complexo z = x+iy & |z) =4 JxZry2y,
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a '] 0] - > . .
Se m,n sao inteiros, determine o numero de homomorfismos distin

tos (Z/mZ,+) + {Z/n%,+) em termos de m e n.

Determine o grupo U(Z/mZ) dos elementos inversiveis do anel

Z/M%, m € Z. Deduza o teorema de Euler: se p{m) é o nimero dos

inteiros positivos menores que m e primos com m, entao

{m) _ . . . .

a =1 modm para todo inteiro a primo com m,. (0 caso par
’ n 4 a

ticular do teorema de Euler em que m e prime e conhecido como

pequeno teorema de Fermat).

Mostre que. a fungac f: 2 - U(Z/172%Z), definida por f(n) = clas
se de 3% mod 17, induz um isomorfismo de ( Z/16 % , +? sobre

U(‘ Z/17T Z).

Mostre que a ordem de um elemento @ € Sn ¢ o minimo miltiple co
mum das ordens dos ciclos de o (vide Proposiggo a pag. 138 )

(Sugestdo: ciclos disjuntos comutam). -

- -

8e o0 € 5, e eserita como produto de ciclos e se T € 5, deter
. -1 R

mine uma receita para escrever TOT como produto de ciclos

stao: s = \ .. S T{A,)?).
(Sugestao: se O "'()il Mg v A’iki) , 0 que & ( i,]) )

Mostre que o conjunto das matrizes

0 w O w2 o] 0 1 0 W 0 w)

’ 1 1 L ]

1 0 W

onde w° =1, w#1 {(w€C) & um grupo com respeito a multipli
cagao usual de matrizes. Mostre que tal grupo ¢ isomorfo ao grupo

das simetrias espaciais do tridngulo equilatero.
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Se G é um grupo finito tal gque todo elemento de G, exceto o
neutro, tem ordem 2, euntao G ¢ isomorfo a um produto direto
F/OT XE/2F X .. XZ/2Z (vide exercicio 18 para a defin'ig:ao

de produto direto).

: Iy L -~
A menos de isomorfismos, os unicos grupos de ordem 6 sao o grupo
r - . . PR . :
ciclico de ordem 6 e o das simetrias espaciais do triangulo equi
- ~ [
latero (Sugestao: use o exercicio 57 e calcule com elementos do

grupo)
Existe um grupo G de ordem 8 definido por dois geradores a,b
satisfazendo as relagdes

at=e¢ , a%2=1b2 , ba =a.

(Sugestao: considere o subgrupo de GL(n,f) gerado pelas matri-

40 i
zZes i 0

tabela deste grupo.

(f; 3 ) , onde iZ = -1). Escreva a

Mostre que U(Z/21R) ~R/6% XZL/2Z.






