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Prefacio

Este livro descreve em precisos termos matematicos os conceitos e
as propriedades béasicas da Mecanica Quantica. Para o entendimento
do texto nao serd necessario nenhum conhecimento prévio de Fisica.

A Mecéanica Quantica é a teoria que descreve as leis fisicas que
regem as particulas de massa muito pequena. O seu entendimento
foi sem duvida um dos grandes feitos cientificos do século XX.

Nosso objetivo ao escrever este texto foi permitir que os estu-
dantes (e colegas) dos nossos cursos de Matemdtica possam entender
e apreciar a beleza desta teoria. Foi planejado para ser uma primeira
leitura sobre este tépico. O texto foi escrito por e para pessoas que
sao principiantes neste tépico.

Nossa intengao foi produzir um texto em portugués que descreva a
Mecanica Quantica de forma que seja matematicamente inteligivel, e,
ao mesmo tempo, que nao se prenda a detalhes de formalizacao exces-
siva. Numa primeira leitura, este excesso a que me refiro, pode com-
prometer o entendimento das idéias fundamentais. Tentamos manter
a redagao dentro de um equilibrio entre estes dois extremos. A teoria
é ilustrada com muitos exemplos.

A Mecanica Quantica é daquelas teorias em que se precisa com-
preender certa quantidade razoavel de resultados para que o ”todo” faga
sentido. Assim, nossa sugestao é que o leitor tente entender a cada
passo o que vai sendo exposto, mas sem se prender demais a aspec-
tos que, eventualmente, nao ficaram de todo claro. Muitas vezes, um
pouco mais adiante no texto, aquilo que nao foi de todo compreendido
se esclarece quando olhado de um panorama mais amplo.

Nao iremos discutir no texto os aspectos mais diretamente lig-
ados a interpretacao fisica dos fenomenos discutidos. Existem na
teoria varios paradoxos e até mesmo conflitos de interpretacao entre
os eminentes fisicos que trabalham nesta area.

O presente livro, em termos aproximados, é um resumo da primeira
parte do texto disponivel on line

http://mat.ufrgs.br/~alopes/hom/livroquantum.pdf

Ao comeco do texto do Coléquio apresentamos uma segdo com
alguns pré-requisitos matematicos.

Acreditamos que com o conhecimento bésico adquirido ao longo
do texto o leitor podera no futuro ler e entender alguns topicos mais



avangados deste assunto. Os mencionados topicos mais avangados da
Mecanica Quéntica tem intersegao com distintas areas da Matematica
entre elas Analise Funcional, Andlise Harmonica, Equacgoes Difer-
enciais Parciais, Probabilidade, Geometria Diferencial, Topolologia
Algébrica, Sistemas Dindmicos, Teoria dos Numeros, Teoria da In-
formacao, Algebra, enfim quase todas as areas da Matemadtica. O
livro traz um extensa bibliografia remetendo a distintos tépicos de
pesquisa, entre estes os relativos a Teoria da Informagao Quéntica e o
estudo de redes de spins quanticos; tdpicos estes que serao certamente
lteis no futuro em funcao da ”esperada’ entrada em funcionamento
do computador quantico (que ainda nao é efetivamente operacional).

Uma apresentagao pelo Prof. A. Baraviera de parte do texto - em
varios capitulos - pode ser encontrada no Youtube.

Desejo agradecer a varios colegas com quem tive o prazer de dis-
cutir questoes relativas ao presente texto: Ph. Thieullen, A. Bar-
aviera, S. Prado, M. Terra Cunha, M. Disconzi, M. Sebastiani, C.
F. Lardizabal, J. Mengue, J. Mohr, R. Souza, R. Bissacot, L. Ciol-
leti, R. Exel, Agradeco sobremaneira aos estudantes que assistiram
a tres edi¢oes do curso de Mecanica Quantica que ministrei no Inst.
Mat. da UFRGS: Carlos Scarinci, Gilles Castro, Vilarbo Junior, Al-
varo Kruger Ramos, Douglas dos Santos, Eduardo Fischer, Fagner
Rodrigues, Mirian Telichevesky, Otavio Menezes, Patricia Klaser,
Rangel Baldasso, Thomas Bartlett, Felipe Guarnieri, Jader Brasil,
Josué Knorst, Luisa Borsato e Newton Loebens. Eles participaram
da elaboracao de diversas partes do presente texto. As eventuais
incorregoes, naturalmente, devem ser atribuidas ao autor. Alguns
textos que recomendamos como leitura béasica suplementar e que, de
alguma forma, influenciaram a redagao do presente livro sao:

1. S. Gustafson and I. Sigal, Mathematical concepts of Quantum
Mechanics, Springer Verlag

2. K. Hannabuss, An introduction to Quantum Theory, Oxford
Press.

Artur O. Lopes
UFRGS

Porto Alegre, 7 de maio de 2017.
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Capitulo 1

Alguns pré-requisitos

Vamos inicialmente considerar alguns resultados e propriedades
bésicas dos espagos vetoriais de dimensao infinita (sobre o corpo dos
nimeros complexos) com produto interno. O caso em que o espago
vetorial tem dimensao finita é tratado com bastante detalhe na secao
21 de [178].

Referimos o leitor a [244] ou [219] para um aprofundamento dos
diversos resultados e conceitos que vez por outra serao usados nesta

secao.

Um elemento genérico em C é expresso como z = a + bi, onde,
i’2=—-1lea,beR.
Se u=a+bi e v=c+ di entao

uv = (a+bi) (c+di) = actadi+bci+bdi? = (ac—bd)+ (ad+bc) .
Todo ntimero complexo a + bi se escreve como
a+bi=ae’ =a (cos(8) + isen(B)),

onde a >0 e 0 < f < 27 sdo reais. Se chama a = |z| de norma (ou,
amplitude) de a + bi e 8 de fase de a + bi. Acima = arc tang g e

a = +va? + b2,

Note que, dado 8 € [0, 27), entdao e A% 4 ¢ (BF+™ i =,

1
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Z = (a — bi) denota o complexo conjugado de z = a + bi.

Note que se Z = z, entdao a — bi = a + bi, logo, b = 0. Assim,
z€eR.

Ainda, vale que Z =z e 2z =a? + b> = |z

Observe que z1 + 22 =21 + 23 € 21 22 = 21 22-

2.

Vamos considerar aqui prioritariamente espagos vetoriais F sobre
o corpo dos escalares complexos (ver segio 21 em [178] para definigao
exata). Assim, se v1,v2 € F, e ag, s € C, entdo estd bem definido
a1V + agve € F.

Se E é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, entao
um produto interno <, > sobre E é uma funcao de £ x E — C,
tal que, para qualquer u,v,v’ € E, e A em C, vale o seguinte:

1) <u,v>=<0v,u>;

) <u4v,v>=<uv> + <u,v>;

3) <Au,v>= X <wu,v>;

4) <u,u>> 0,seu#0.

Para mais detalhes recomendamos o leitor para a se¢ao 21 em
[178].

Fizemos a escolha < Au,v > = A < u,v > enao < u,Av > =
A < u,v >, 0 que seria tambem possivel assumir como definicao.

Note que segue do que foi dito acima que < u,Av > = \ <
u,v > . Ainda, < u,v+v' >=<u,v> + <u,v >.

Ainda, para todo v € E vale que < v,v > é real e nao negativo.
Além disso, < v,v >= 0, se e s6 se, v = 0.

Dado um produto interno <, > sobre um espaco vetorial E pode-
mos definir a norma associada através de

[v] = V< wv,0>.

Uma norma | | sobre E possui as propriedades: a) [0| =0, b) |v| >
0,c)lv] >0sewv #0,d) |u+v| < |ul+ |v|, para qualquer u,v, e

finalmente, e) [\v| = |A| Jv], para qualquer escalar A € C e qualquer
ve L.

A propriedade |u + v| < |u| + |v| é denominada de desigualdade
triangular.

Assim, dado um espaco vetorial £ com produto interno existe
uma maneira natural de se obter uma norma em F.



Uma propriedade importante é a desigualdade de Cauchy-Schwarz
(ver prova em [178] ou [179]) que diz que dados v1,v2 € E, entdo

| <wvi,v2 > | <|v1]|val,

Dada uma sequéncia de vetores v,, € H, diremos que a sequéncia
v, converge ao vetor w € H, se para qualquer € > 0, existe um N > 0,
tal que para todo n > N, vale |w — v,| < €. Este fato serd denotado
por

lim v, = w.
n—oo

A expressao v, converge a w quando n — oo também é bastante
usada.

Dada uma sequéncia de vetores v,, € H, diremos que a sequéncia
vp, € de Cauchy se para qualquer € > 0, existe um N > 0, tal que
para todo m,n > N, vale |v,, —v,| <e.

E facil ver que toda sequéncia convergente é de Cauchy (isto segue
da desigualdade triangular). Para espagos vetoriais de dimenséo
finita a reciproca é verdadeira. Para espagos de dimensao infinita
nem sempre vale a reciproca.

Um espago normado é dito completo quando toda sequéncia de
Cauchy converge.

Dizemos que a série Y ° @y, onde x,, estd num espaco normado
com norma | |, converge a z se limy_,c0 Zﬁzo T, = x. Denotamos
Yo o%n = x. Se o espaco normado ¢ completo vale a seguinte
propriedade fundamental: se Y |z,| < 0o, entdo existe z tal que

S o Tn = .

Definigao 1.1. Um espago vetorial H sobre o corpo dos complexos
com produto interno <, >, e a correspondente norma

[v] = /< wv,0 >,

para cada vetor em H, serd chamado de espago de Hilbert se ele for
completo para tal norma (ver [157] [57] [281] para mais detalhes).

O exemplo mais simples de espaco de Hilbert é o conjunto dos
nimeros complexos C com o produto interno < u,v >= u7v, onde Z
denota o complexo conjugado de z. Mais exatamente, se u = a+bi e
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v =c+di, entdo, uT = (a+ bi) (c—di). Neste caso, |z| = /2% + 32,
sez=a+yt.

E=C"=C xC x ... x C é um espaco vetorial sobre o corpo dos
—_—

n vezes
complexos C.

Dados u = (u1, U2, ..., un) € 2 = (21, 22, ..., 2n) €m C", o produto
interno de u e z é, por definigao,
<U, 2> = UL Z] T U222 + ... +Up 2.

Note que para A\, u,v € C, vale

<uAv>= A< u,v>

<Au,v>= A< u,v>.

O espago vetorial complexo E acima é de Hilbert e tem dimensao
finita. Os espacos vetoriais de Hilbert que vamos prioritariamente
considerar no texto tem dimensao infinita.

Algumas vezes usamos também a notagdo < z|y > em vez da
expressao < T,y > .
Note que < u,v > = <ulv > = <vju> = <o, u >.

As vezes se diz que < ulv > é o "braket”do vetor u com o vetor

Definicao 1.2. Dizemos que um conjunto v,, n € N é um conjunto
enumeravel ortonormal completo em H se,

1) || =1, Vn €N,

2) < Yp, Y >= 0,Vm #n,

3) para qualquer 1 existe uma escolha «,, € C, n € N, tal que

k
= i U
¥=Jim ) oy



Acima queremos dizer que se vy = Zﬁ:o an ¥n € H, entao esta
sequéncia v converge ao vetor ¢ quando k — oo.

Alguns textos requerem que na Definigao 1.1 se exija que o espago
de Hilbert possua um conjunto enumerével denso (chamado de espago
de Hilbert separdvel). Todos os espagos que vamos considerar aqui,
entre eles o espago das fungoes de quadrado integravel em R”™, (ver
definicdo a seguir) satisfazem tal propriedade.

O limite acima serd descrito pela expressao formal

Y= Z O Y-
n=0

E facil ver que neste caso vale ¢ = Y < Y,|th > 1y, ou seja,
temos que o, =< 1, |1 >. Além disto,

9] = ¢Z a2 = \/D <ule> 2

E importante nao confundir o conceito de conjunto ortonormal
completo com o conceito de base de um espago vetorial (que considera
apenas somas finita).

Os exemplos de espacos de Hilbert que consideraremos usualmente
sao
1) H = L&(R™)(dz) é o conjunto dos ¢ : R™ — C tais que,

/// |¢|2(:c)dac:/|¢(x1,x2,..,xn)|2dac1 dxy ... dx, < oo,

onde dx = dz1 dxs ... dx, é a medida de Lebesgue usual. Uma funcao
¢ do tipo acima é chamada de funcao de quadrado integravel.

Para ¢ : R" — C, e ¢ : R — C, tais que, [ |¢|*(z)dz < oo,
J [¥)?(z)dz < oo, definimos o produto interno

< ¢ >= /aﬁ(x)wdw-

Neste caso, |¢| = 4/ [ |¢(z)?dz = /< ¢, ¢ > define uma norma

que o torna um espago de Hilbert. Note que uma funcao 1 neste
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espago esta definida a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
zero [96]. Dizer que duas fungoes ¢, ¥ estao e préximas significa que

\//|q§ x)]2dz < e.

Referimos o leitor a [21] para maiores detalhes sobre o assunto.
Observamos que nao necessitaremos no texto de um entendimento
maior sobre a medida de Lebesgue em R™; apenas saber que a classe
das fungoes integraveis a Lebesgue é maior do que aquelas integraveis
no sentido usual de Riemann e ainda que a norma |¢| = /< ¢, ¢ >
torna as fungdes de quadrado integrével (considerando a integral de
Lebesgue) um espaco normado completo.

Este espago vetorial tem dimensao infinita. Para maiores detalhes
sobre o espago £? referimos o leitor a [21].

2) Seja A um retangulo finito em R™, ou seja,

A= [Cl,dl] X [CQ,dQ] X ... X [Cn,dn].

Entéo consideraremos o espago vetorial complexo H = LZ(A)(dx),
onde dx é a medida de Lebesgue em A, epara¢p: A — C,ep: A —
C, tais que, fA|q§| z)dr < oo, [, |1p| Ydxr < oo, nés definimos

< ¢, >= [, d(z) ¥(x) dv. Neste caso |¢| = |/ [, |¢(2)|? da.

Este espago tambem é de Hilbert e tem dimensao infinita.

3) Seja M uma variedade diferencigvel de dimenséo n e uma forma
volume dz (ver [181] ou [169] para defini¢do e propriedades). Denote
também por dxr sua extensao a uma medida de Lebesgue em M.
Entéo consideraremos H = LZ(M)(dx). Para¢: M — C,e v : M —
C, tais que, fM|gzﬁ|2 z)dz < oo, [, [¥|*(x)dr < oo, nds definimos

< G >= fM ¢(x) 1h(z) dz. Neste caso |¢| = fM |p()|? d.

Um caso parucularmente interessante é o toro de dimensao n que
pode ser descrito por [0,27)" C R™ onde os pontos da fronteira
sao identificados da forma usual. Neste caso, se toma dx como a
medida usual de Lebesgue em [0,2 7)™ C R™ (algumas vezes dividida
por (27)"™ para ser normalizada). Por exemplo, o circulo S! serd
identificado com [0, 2 ).

Note que para A € C, and, ¢, € L&(R™)(dz), vale

<A P> = A<y >



<OANY>= N< D> .

Observagao: Se para vy, vs fixos, vale que para todo v
< V1,0 > = < VU2,V >,
ou, de forma equivalente se vale que
<wvy —wg,v> =0,

entao vy = vsy.
De fato, tome v = v; — v9, € entdo, se v; — vy # 0, temos con-
tradigao (porque < v,v >=0, se e s6 se, v = 0).

Uma funcao L : Hi1 — Hs € linear se para qualquer a1,as € C e
v1,v2 € Hy, vale

L(a1 V1 + a9 ’Ug) =1 L(’Ul) + OéQL('UQ).

Dados dois espacos de Hilbert complexos H; e Ho, uma fungao
linear L : H1 — Ho, é denominado de Operador Linear.

Dados dois operadores lineares Ly : H1 — Ha, e Lo : Ho — Hs,
fica bem definida a composta L = Lo o Ly, onde L : Hy — Hs. Note
que L também é linear. As vezes se escreve Lo L para representar
LQ e} Ll.

Note que nem sempre Ls o L1 = Lq o Ly, mesmo quando H; =
Ho = Hs.

O operador indentidade I : H — H é aquele que para cada z € H
temos que I(z) = .

Note que para qualquer operador linear A : H — H vale que
Al =A=1TA.

Dado L : H — H, e n > 0, temos que L™ : H — H denota a
composicio de L consigo mesmo n vezes. Note que L™ o L™ = L"t™,
De forma consistente com esta propriedade denotamos L% = I.

Dado o operador linear L : Hi — Ho, dizemos que o operador
linear G : Hy — Hi1, é o inverso de L se GoL = I = Lo G. De
forma um pouco mais precisa: G o L = I} onde I; é o operador
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identidade em H;y, e Lo G = Is onde I é o operador identidade em
Ho.

O operador inverso de L é denotado por L™!. Se L tem inverso
dizemos que ele é inversivel. A composta de operadores inversiveis é
inversfvel. Mais exatamente, neste caso (A B)~! = B~ A~L

Dado o operador linear L : Hy — H2 o nicleo de L é o conjunto
dos v € H; tais que L(v) = 0. O operador L é injetivo se e s6 se o
nucleo de L é s6 o vetor 0.

A imagem de L : H; — Ha é o conjunto dos vetores da forma
L(v) € Ha quando v varia em todo dominio H;. Dizemos que L é
sobrejetivo se a imagem de L é todo Hs.

L tem inversa se e s6 se L é injetivo e sobrejetivo.

Vamos considerar abaixo dois espagos de Hilbert H; e Ho, com os
respectivos produtos internos <, >1 e <, >9, e as respectivas normas
[ liel |2

Note que segue da ultima observacao acima que se dois operadores
lineares L1 : H1 — Ha, e Lo : H1 — Ha, forem tais que, para todo
v1 € Hi,v9 € Ha vale

< Ll(’l)l),’UQ > =< LQ('Ul),UQ >,

entao L1 = LQ.
De fato, para cada vy fixo, aplique o resultado acima para todos
o0s vy possiveis. Segue que Lq(v1) = La(vy).

Definicao 1.3. O operador linear L : H; — H é dito limitado (ou,
continuo) se

L
NG
v#£0 |U|1

Denominamos de B(H1, Hz) o espago vetorial dos Operadores Li-
neares limitados de 1 em Hz. Ainda, B(?) denota os Operadores
Lineares limitados de H em H.

Denotamos por L£(H1,Hz2) o espago vetorial complexo de todos os
operadores lineares de H1 para Ho.

Em dimensao infinita, nem sempre um operador linear é uma
funcao continua (usando as normas correspondentes).



Definigao 1.4. Seja L : Hi — Ha. O valor sup, |L‘§}v|3‘2

por |L| e é chamado de norma do operador L em B(H1, Hz2).

¢é denotado

No espacgo vetorial B(Hi,H2) o sentido de convergencia de ele-
mentos A,, € B(H1,Hza) — A € B(H1,H2) pode ter varios sentidos,
mas aqui dizemos que lim,_, ., A, = A no sentido da convergencia
na norma se lim, o |4, — A| =0.

Um fato importante é que B(H1,H2) munido desta norma de
operadores é um espago completo [241]. Assim, dada uma sequéncia
de operadores L, € B(H1,Hsz) tal que > " |Ln| < oo, entdo o
somatério " L, = L para um tnico L € B(H1, H2).

Note que para todo L € B(H) vale que |L"| < |L|™.

Segue disto que todo operador limitado é continuo, isto é, se x,, —
x quando n — oo, entdo, L(x,) — L(x) quando n — oo.

A composta de operadores limitados é um operador limitado.

Finalmente, H* denota o conjunto dos operadores lineares limi-
tados L : H — C. Para cada L € H* existe um tnico u € H, tal que
para todo v € H, vale L(v) =< v,u > (ver Theorem 4.12 in [245] ou
[248]).

Definicao 1.5. Dado L € B(H1,Hz2) existe um tnico operador L* €
B(Ha,H1) tal que para qualquer u € Ha, v € H; vale

< L(w),u > = <wv,L"(u) >1.

O operador L* existe pelo paragrafo anterior e é denominado de ad-
junto de L.

Segue da definicao que se A, B € B(H1,H2), entdao (A + B)* =
A* + B*.

Note ainda que se A, B € B(H1,H1), entdo (AB)* = B* A*.

Seja (a4 bi) matriz um por um, que age em C. Entao, (a+bi)* =
(a — bi).

Ainda, ((a+bi)A)* = (a —bi) A*.

Pode-se mostrar que a igualdade |L| = |L*| vale para operadores

limitados (use a desigualdade de Cauchy-Schwartz para o produto
interno < v, L L*(v) > e o fato que |LL*| < |L||L*|). Assim,
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|Ly — L] = |L1 — Lo|. Portanto a fun¢do L — L* é continua quando
restrita ao operadores limitados (e usando a norma de operadores).

Dado um subespaco linear fechado M de H denominamos de M=,
o conjunto dos vetores v de H, tal que, para todo u em M vale que
<u,v>=0.

Todo v € H pode ser escrito de maneira tinica como v = uj + us,
onde u; € M e uz € M+. Podemos definir Py;(v) = uy. Isto define
um operador limitado com norma 1 que é denominado a projecao
ortogonal de v sobre M. Note que P]%4 = Py o Py = Pyy. Ainda,
vale que Py; = Pyy.

Um operador P que satisfaz P2 = P é chamado de operador
projecao.

Defini¢ao 1.6. Um operador P em B(H) que satisfaz P? = Po P =
P* e P = P* é denominado genericamente de operador de projegao
ortogonal.

Pode se mostrar que dado tal P existe M subespago linear fechado
tal que P = Pyy.

Exemplo 1.1. Dado A € R, considere o operador Py : £2(R)(dz) —

L2(R)(dx), tal que para ¢ € L*(R)(dz), temos que por definicao

P(¢) = I(—oo,n) @, 0nde, I y) ¢ oindicador do intervalo (—oo, A).
E facil ver que Py é um operador de projegao ortogonal.

Defini¢ao 1.7. Um operador L em B(H) é dito autoadjunto se L =
L*.

Também é usual a nomenclatura operador Hermitiano (estamos
considerando no texto espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos)

A soma de operadores autoadjuntos é autoadjunto. A com-
posicao de operadores autoadjuntos nao é autoadjunto. Isto
é valido somente se os operadores comutam. Se L é autoadjunto e
é real, entao, 8 L é autoadjunto.

Definicao 1.8. Um operador U em B(#) ¢é dito unitério se ele sat-
isfaz U*oU=1=UoU".

Sendo assim U ¢é inversivel e U~! = U*. Note que se U ¢ unitdrio,
entao, para todo v € H, vale que |[v| = |U(v)].



11

De fato,
> = <v,o> = <I(v),v> =
<(U*oU)(v),v> = <U),Uw) > = |[U()*
A composigao de operadores unitdrios é unitario. Se U é unitario

e B € C tem norma 1, entdo, S U é unitario.

Definigao 1.9. Dado um operador L : H — H, dizemos que A € C
é autovalor se existe v # 0, v € H, tal que, L(v) = Av. Neste caso
dizemos que v é autovetor associada ao autovalor .

A multiplicidade de um autovalor é a dimensao do espaco vetorial
dos autovetores associados a este autovalor.

Exemplo 1.2. Suponha que H = C2.
A matriz
A
AR
é unitaria.

Seus autovalores e autovetores sao

V2

7(1 — 1), com autovetor (—1,1)
2
\/7_(1 + 1), com autovetor (1,1)

Num certo sentido, como veremos mais tarde, os operadores li-
neares auto-adjuntos correspondem aos nimeros reais e os unitarios
aos numeros complexos de norma 1.

Um operador autoadjunto limitado L : H — H num espago de
Hilbert de dimensao infinita pode nao possuir autovalores.

Defini¢ao 1.10. Chamamos de espectro de L : H — H, o conjunto
o(L) = {X € C tais que (L — AI) ndo tem inversa em B(H)}.

Um autovalor A estd sempre no espectro (o nicleo de (L — A1)
nao é so o vetor 0).
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Algumas vezes X estd no espectro porque (L— A I) ndo tem inversa;
algumas vezes A estd no espectro porque (L — AI) tem inversa mas
(L —XI)~! nio é um operador limitado.

Dizemos que o autovalor é isolado se existe um intervalo aberto
que o contem que nao possui outros elementos do espectro. Se H
tem dimensao finita o espectro sao apenas os autovalores e todos sao
isolados (um autovalor pode nao ter multiplicidade um é claro).

Definicao 1.11. O conjunto dos autovalores de L que sao isolados do
espectro e de multiplicidade finita é denominado de espectro pontual
de L e denotado por o,(L).

No caso em que H = LZ(R™)(dz) o autovetor é chamado de aut-
ofungao.

Seja o espago de Hilbert complexo H = L2([0,27])(dz) e L o
operador tal que para uma v : [0,27] — C temos L(¢)) = ¢, onde

o(x) = @ 0(5) \ais precisamente, se ¥(x) = a(x)+14b(x), temos que

dx?

L) (z) = % +i %. Este operador L nao estd definido para
todo 1 em L2([0, 27])(dz), mas apenas para as fungoes 1 que sdo duas
vezes diferencidveis (e a segunda derivada estd em £2([0, 27])(dx)). O
conjunto de tais fungoes define um conjunto denso em £Z([0, 27])(dz).
E usual na teoria, como veremos, que os operadores mais importantes
estao definidos num dominio denso no espaco de Hilbert.

Para um n € Z fixo tome ¥, (x) = €'"% = cos(nz) + isen(n ).
E facil ver que L(t,) = —n2¢,. Assim, cada 1, é uma autofuncio
para L. Observe que os 9, n € Z, definem os elementos em que se
expressa a Série de Fourier na sua forma complexa (ver [39] ou [265]).

O autovalor —n? tem multiplicidade (complexa) igual a 2.

Outro exemplo: seja o espago de Hilbert real H = L3([0, 27])(dz)
e L o operador tal que para uma 1 : [0,27] — R temos L(¢) = ¢,

onde ¢(z) = — %. Observe que para cada n € N fixo temos que
L(cos(nx)) = n?cos(nz). Ainda, L(sen(nz)) = n?sen(nz). Note,
neste caso, que uma fungdo qualquer ¢ em £3([0,27])(dz) pode ser
expressa em Série de Fourier na sua forma real (em fungio de seno e
coseno) conforme [39] ou [265].

O autovalor n?, n > 1, tem multiplicidade (real) igual a 2.
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Se pode escrever qualquer ¢ : [0,27) — C que esteja no espago
L?([0,1],C) na forma

n=N
o= E ape'"® = lim E ane'"”.
N—o00

nez n=—N

onde «, € C.
O conjunto das fungoes €' *, n € Z, formam um conjunto ortonor-
mal completo no espago de Hilbert L?([0, 1], C).

inx

E claro que para tal operador L temos que o,(L) C o(L) pois, se
A € 0,(L), entdo (L — A1) ndo tem inversa.

Definigao 1.12. Os elementos do espectro que nao fazem parte do
espectro pontual constituem o que se denomina espectro continuo.

Definigao 1.13. O complemento do espectro é chamado de resol-
vente e denotado por p(L).

Para todo A no resolvente temos que (L — AI)~1 € B(H).

Referimos o leitor a segdo 4 em [14] ou cap. 2 em [57] para mais
detalhes sobre os tépicos acima. Estes conceitos serao considerados
mais tarde para operadores L nao limitados.

Se L é autoadjunto entao os autovalores A de L sao reais. De fato,
note que se L(v) = v, deduzimos que

<L(w),v> = <Av,v> = v

e
<L(w),v> = < L*(v),(v) > = <v,L{v) > = <v,Av> = A~

O Teorema Espectral no caso de dimensao finita (ver [178]) afirma
o seguinte: se L : C" — C™ é autoadjunto, entao existem n vetores
V1, V2, ..., U, € C™, e valores reais A1, s, ..., \p, tais que L(v;) =
)\j Vj, j = 1, 2, ey N

Ainda, v1,v2, ..., v, geram C". Além disso, < v;,v; > = 0, para
J# k.

Existem versoes deste teorema para operadores autoadjuntos em
espagos de Hilbert de dimenséao infinita (ver [241]). Na secao 2.1 de
[189] este resultado desempenha um papel fundamental.
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Se U é unitario entao os autovalores A\ de U sao numeros com-
plexos de norma igual a 1. De fato, note que se U(v) = Av, para
v # 0, entao

> = <v,o>=<UoU®),v>=<U),Uw)>=
<Av, > = A2 = AR

Uma versao do Teorema Espectral é véalido para os operadores
unitdrios (ver [178] no caso de dimensao finita).

Note que para um operador auto-adjunto os autovetores associ-
ados a autovalores distintos sao ortogonais. De fato, suponha que
L(v1) = Av1 e L(va) = Agvg, entdo como os autovalores sdo reais

()\1 7)\2) < V1,2 > =

<)\1’U1,’U2> — <’U1,)\2’U2> =
< L(’Ul),’UQ > — < ’Ul,L(Ug) > =
< L(v1),v2 > — < L(v1),v2 >=0.

Assim, se Ay # A9, entdao, < wy,ve > = 0. Os operadores
unitarios e auto-adjuntos desempenham um papel importantissimo
na Mecanica Quantica. Vamos precisar em breve de um conceito um
pouco mais geral do que o de auto-adjunto.

Definigao 1.14. Dizemos que um operador A em L£(H1,Hsz) é com-
pacto se ele leva conjuntos limitados contidos em H; em conjuntos
cujo fecho é compacto em Hy. O conjunto dos operadores compactos
é denotado por C(H1,Hs)-

O teorema fundamental para os operadores autoadjuntos com-
pactos, ou seja, L € C(H) (ver [141] cap II1.3 ou Theorem 4.22 in
[64]) ou [219] [220] [157], [281] [57] [241] afirma que existe um con-
junto enumeravel de autovetores 1, n € N, associadas a autovalores
An € R, dois a dois ortogonais, tais que para qualquer ¥ em H existem
an € C, n € N, tais que

= Z @
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Este conceito nao deve ser confundido com o conceito de base de
um espago vetorial (que é sempre relativo a somas finitas).

O complemento do Kernel do operador compacto L € C(H) é
constituido por um nimero finito de autofungdes ortogonais v;, ou
entdo o conjunto dos infinitos autovalores J\;, j € N, se acumula em
0.

Acima utilizamos no limite, é claro, a convergéncia na norma do
espago de Hilbert.

Pode se assumir que < 9,1, > = 1 para todo n. Neste caso,
dizemos que os ¥, n € N, formam um conjunto ortonormal enu-
meravel completo de autovetores de L. No caso em que H é o
espago vetorial complexo LZ(R")(dz) diremos que o0s 9, n € N for-
mam um conjunto ortonormal enumeravel completo de auto-
funcoes (ou autovetores) de L.

Os operadores autoadjuntos e unitarios agindo em C¢ possuem
ambos um conjunto ortonormal (finito) completo de autovetores (Teo-
rema da decomposigio espectral conforme [178])

Infelizmente, os operadores naturais na Mecanica Quantica sao
diferencidveis (ver a préxima segdo) e nao sdo compactos. Mas em
muitos casos o inverso G (a direita) deste operador é compacto (ver
[141]). Assim, se pode obter para cada autovalor 3, # 0 do operador
compacto G obtido acima que seu inverso 3,1 = \,, n € N, é auto-
valor do operador diferencidvel em andlise. A autofuncao ¥,, n € N,
(associada a f3,,) do operador compacto serd também autofuncao (as-
sociada a \,, = B, 1) do operador diferencidvel. Referimos o leitor ao
cap IV de [141], ou se¢ao 8.1.3 in [50], ou [269], ou [64] para maiores
detalhes sobre estas consideracoes.

Observagao: Nem sempre os operadores autoadjuntos que ire-
mos considerar possuem um conjunto orthonormal completo enu-
meravel. O espectro, em geral, nao precisa ser constituido s6 de
autovalores e pode ser um conjunto nao enumeravel. Em alguns ca-
sos o operador pode até nao possuir autovalor algum. Um resultado
importante que iremos utilizar mais tarde se chama o Teorema Es-
pectral para operadores auto-adjuntos nao-limitados.

Voltando ao caso que menciondvamos antes, em que existe um
conjunto ortonormal enumeravel completo de autovetores de L, pode-
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mos considerar também a expressao
n
1 = lim E <, ;> ;.
n—oo
Jj=0
Disto vai seguir que (se L é uma funcdo continua)

L(v) ( lim Zaﬂ/)j = hm L( Zaﬂ/)j

’I’IHOO

lim Z aj Aj;, onde oy = <,y >

n—oo -

Desta forma a agao de L num vetor qualquer tem uma forma
muito simples de ser calculada.
Usaremos, para simplificar a notacao, expressoes do tipo

LY aji) =Y a; Ay,
§=0 j=0

para descrever a passagem dos limites acima.

Note o seguinte fato extremamente importante: dado 1 , ele pode
ser escrito como Z o Qn ¥p, onde o, € C. Os ¢y, n € N, associados
aos A, sao dois a d01s ortogonais, assim, se pode mostrar que

<L) >=<LO aj), > ajihy > =
=0 =0

<Zaj n1/1j,204]1/1j>f Z )\04]04]72 Ajlaj)? € R.

7=0

Ou seja, se L é autoadjunto, entdo < L(¢),9 > € R para
qualquer .
Podemos mostrar isto de outra forma: se L é autoadjunto

<L), > =<9, L(Y) > = < L(¥), ¢y >.
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Note que no exemplo mencionado antes em que H = £2([0, 27])(dz)
2
e L o operador tal que L(¢)(x) = %ﬁ,z), as autofuncoes v, n € Z,
associadas ao autovalores n?, sdo tais que qualquer ¢ € £2([0, 27])(dx)

pode ser expressa em Série de Fourier

AN
¢ Zanhp ngnoon:Z_N an mv

nez n n

apn, € C (ver [39]). Note que < ¢, ¥, >= 0 para n # m. Este ex-
emplo ilustra o caso em que existe um conjunto ortonormal completo
para um certo operador L.

Lembre que fixado um subespaco fechado F' do Espaco de Hilbert
‘H, a projecao ortogonal Pr de H sobre F foi definida da seguinte
forma: seja o subespaco vetorial F+ = {v € H tais que < v, f >= 0,
para todo f € F'}. Entdo, H é soma direta de F e F*. Assim todo
vetor u € ‘H pode ser escrito de maneira tnica como v = v+ f, onde,
veE Fte feF. Por definicio, Pr(u) = f € F.

Note também que |Pr(u)| = |f] < |u|. Assim, se F # 0, entdo Pr
é sempre limitado e tem norma igual a 1.

Note que P% = Pg.

Os operadores projegao ortogonal desempenham um papel muito
importante na teoria.

Seja ug =vi + freuy =vo+ fo, v; € Fre fi € F,i=1,2,
como acima. Ora, < Pp(ui),us > = < f1,va+ fa > =< f1,fa > =
< + f1, fa > = < w1, Pr(u2) >, sendo assim concluimos que P é
autoadjunto.

Fixado um elemento v de norma 1 no espago de Hilbert H, entao
Py denota a projecao no espaco vetorial unidimensional )
gerado por ).

Fizemos a escolha < Au,v > = A <u,v> e nao < u,\v >
=\ <u,v>,eassim Py(¢) =< 9|y > v =9 < gl >.

De fato na decomposicao de ¢ = u+v, onde v € Y+ (o subespaco
ortogonal ao gerado por ) tome u =< ¢[1p > 1) e assim vai decorrer
que v € Y*. De fato, v = ¢— < ¢[1) > 9 e desta forma

<v, Y, >=<¢— <Pl >, >=
<P, >— << P>, >=
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<G> =< PP ><P Y >=< g, > — <Pl >=0

Uma notacao muito 1til é a seguinte: denotamos vetores v no
espaco de Hilbert H por < v|. Assim, segundo esta convengao, um
operador linear A aplicado a < v| resultard (agindo a esquerda) no
vetor < A(v)| =< v| A.

A projecao Py, sobre o vetor ¢ pode ser expressa na notacao de
Dirac como

Py =y >< |
agindo em vetores < ¢| a esquerda: < ¢| — < | (| > <|)
De fato, < ¢| Py = < Pty > < | =< || > < ¢|.
Por exemplo, neste formalismo se pode escrever de maneira nat-
ural

< Py(9), 0> =<< ol > 1,0 > =
=< P >< PO > =< P| [P ><Y| |0 >=<Y|0 >< Y >.

Se denomina < 9| de "bra’e |¢p > de "ket”. Note que o "bra-
ket” < t|ip > é um escalar em C e o "ket-bra” |y >< 1| é um oper-
ador.

Esta notacao, conhecida como de Dirac, é muito apropriada nos
célculos envolvendo operadores e vetores.

Suponhamos que o operador autoadjunto A é tal que existem ,,
n € N, que formam um conjunto ortonormal completo enumeréavel.
Denote por A, os autovalores associados. Entao, se pode escrever de
maneira sintética

A:Z /\an,bn :Z >\n|1/}n >< "/)n|

Neste formalismo obtemos

<A =<d|A=)" A <9 Py, =

DA <ol >< | = D An < Sl >< thnl.

Ainda,
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v=) <vlyn > <l

Desta forma temos uma maneira alternativa de descrever a agao
o operador identidade agindo (a esquerda) no vetor v =< v| através
da expresao
> ln >< | =1.
n
O fato acima ocorre quando existe um conjunto ortonormal enu-
meréavel completo de autofungoes de L

Defini¢ao 1.15. Dado um operador linear A em B(H), onde H é
um espago de Hilbert (sobre os complexos como sempre), entao estd
bem definido
— 1
€A = E A",
n=0

Chama-se e de exponencial do operador A.
Isto segue do fato que |A™| < |A|™, para todo n, que B(H)

completo e, ainda que, toda série absolutamente convergente em B(H
é convergente.

)

Note que
— A" —AIm = !4l
g n!|A|§§ n!|A| = el
n=0 n=0

Observe que e = I (o operador identidade).
Se AB = BA, entao eAt8 = eAeB (ver [57],[75]). Se AB # BA,
pode acontecer que nao seja verdadeira a relacio eAT5 = e4 B,

Note que A (—A) = (—A) A, e assim

B e B

A

A)fl — e A

e portanto para qualquer A temos que e** é inversivel e (e

Seja A em B(H). Sabe-se [241] [57] que se considerarmos a norma
de operadores para considerar o limite na defini¢ao de derivada, entao

detA
dt

= Aetd =t A YVt e R.
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Assim, para v fixo em H temos que

det4(v)

_ 4 tA
o = A (v)Vt eR.

Sendo assim, em dimensao finita, isto é quando o operador linear
A é descrito pela acao de uma matriz, a solucao da equacao diferencial
linear

2'(t) = Az(t), com a condigao inicial z(0) = v,

6 x(t) = et4(v).

Outro fato relevante na teoria é que se L é autoadjunto, e, se
estiver bem definido e’> = 77 /L (i L)", teremos que este tltimo
operador é unitario. De fato note que (¢L)* = —i L*, e assim,

oo

Zn' (=i L") Zni—zL ek,

Como i L comuta com —i L, temos que [75]

(eiL)* eiL — (efiL)eiL — efiLJriL — 60 i g eiL(eiL)*.

Logo, ¢! é unitério se L é autoadjunto. Da mesma forma, dado ¢
real temos que e?? é unitério se L é autoadjunto. Desta forma para
qualquer vetor w temos que | e *L(w) | = |w| para qualquer > 0.

Observe que em dimensao finita, isto é quando o operador linear L
é descrito pela acao de uma matriz, a solugao da equagao diferencial
linear

' =i Lx, com a condigao inicial x(0) = v,

é x(t) = et 4(v).

Assim, se a condigao inicial v satisfaz |v| = 1, temos que para todo
t >0 vale |e!?4(v)| = 1. Este fato descreve em termos simplificados
a ideia bésica por trds da equagao de Schrodinger que apresentaremos
na proxima segao.

Observe que usamos na demonstracao acima o fato que a fungao
A — A* é continua.
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Uma espécie de reciproca do resultado acima e que relaciona op-
eradores autoadjuntos e unitarios é o Teorema de Stone que pode ser
encontrado em [33].

Observagao 1. Para A autoadjunto nao limitado podemos definir
o seguinte operador limitado:

Ay = %AQ[(A + AT (A=), A > 0.

Entao, tomando Ay — A, quando A — oo, e usando o fato que Ay é
limitado, podemos definir e4* — e4 via limite (para maiores detalhes
ver secao 2.20 proposigao 2.52 de [189)).

A solugédo de 2’ = A(z), quando A néo é limitado, também pode
ser obtida via a expressido x(t) = e*4(x), onde o exponencial foi
definido (via limite em ) da forma acima.

Se A é da forma A = Y A, Py,, onde ¢,,n € N, define um
conjunto ortonormal completo, entdo é facil ver que A2 = >~ A2 Py, .
Mais geralmente, A* =3 Ak Py, .

Dada um fun¢do f em série de potencias f(z) = Y., ax z¥, com
raio de convergéncia R, se o operador A é limitado e tem norma
menor que R, entdo estd bem definido f(A) =", apAF. Isto segue
da propriedade |A*| < |Al¥, para todo k, e do fato que num espaco
normado completo, no caso B(H), toda série absolutamente conver-
gente é convergente [145] [75].

Suponha que A tenha decomposicao espectral da forma
A =3 A\ Py, Segue também que se f(z) é uma funcgao
que pode ser escrita em série de potencias, entao, f(A) =
> f(An) Py, contanto que todos |\, | < R.

Assim, o cédlculo da exponencial de uma matriz fica mais facil:

oA — Z e Py, .
n
Sera necessario considerar em breve operadores lineares A : H —
H definidos num subespago denso do espago de Hilbert H. Denotare-
mos por D(A) C H o correspondente dominio de definigdo. Se nada
for dito ao contrario D(A) = {v tais que A(v) € H}. Neste caso,
usaremos indistintamente a notagdo A : H — H, ou, A: D(A) — H.
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Definicao 1.16. A : D(A) — H operador no espaco de Hilbert H é
limitado se existe C' > 0 tal que A(v) < C|v|,Yv € D(A), onde D(A)
é um dominio denso em H.

O seguinte resultado serd de grande utilidade (demonstragio na
proposigao 2.50 segdo 2.20 em [189]).

Lema 1.1. : Seja A: H — H, operador linear no espago de Hilbert
H definido em D(A). Se existe C > 0 tal que para qualquer ¢ em
D(A) (denso em H) vale |A(¢)] < C'|d|, entdo, a agdo de A pode ser
extendida a H, também denotada por A, que torna A : H — H um
operador limitado definido em todo H com morma menor ou igual a

C.

Este lema segue do fato que dados espagos métricos completos
M,N,se S C M é denso em M, e f : S — N é uniformemente
continua, entdo f se estende a uma fungao continua em M (ver [179)
para mais detalhes).

Apresentamos uma prova de tal resultado na tltima segao de [189].

Definicao 1.17. Seja A : D(A) C H — H, operador linear no
espago de Hilbert H definido em D(A), o adjunto de A é o operador
A* tal que (A*Y, ¢) = (¥, A), para toda ¢ € D(A), e, para toda
b € D(AY) = {6 € H|(4,46) < cyllé], para toda ¢ € D(4)}.
Assumimos que D(A*) é denso em H.

Dado A o operador A* definido em D(A*) fica definido de maneira
Unica.

Definicao 1.18. Seja A: D(A) — H e D(A) = D(A*). A é autoad-
junto se A = A* em D(A).
Definigao 1.19. A é simétrico, se (A, ¢) = (1, Ap) ,Vip, ¢ € D(A).

Note que A autoadjunto = A simétrico, e, A autoadjunto < A
simétrico e D(A) = D(A*)

Vamos apresentar a seguir alguns exemplos de operadores que
serao considerados nas préximas segoes.
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1) A identidade: I :H — H, isto é I(¢)) = 1, para todo . Neste
caso, o dominio D(I) = H, e I é autoadjunto e limitado.

2) Multiplicagao por coordenada:

1/} — xﬂ/’(@ = SCj’l/)(ZL'l, Z2,T3, "'7':6"’1)7

j€{1,2,3,..,n},onde A: D(A) C L2(R")(dx) — L*(R")(dx). Us-
aremos a notagio X; : £L2(R")(dx) — L*(R")(dx), j € {1,2,3,...,n}.

De outra forma: fixado j, dado %, se dizemos que X;(¢0) = ¢,
entdo é porque para todo x = (21, x2, ..., 2, ) vale que

SD(-TI)‘TQa 3:1"77/) = ‘T] ¢($1;$2a ,.Tn)

Neste caso, D(X;) = {+ | tais que x; ¥ (21, 22, T3, ..., T,,) S€ja uma
fungao em L£%(R™)(dz)}.
Por exemplo, para n = 3, temos que dado v, tal que,

(21,22, 23) = (21, T2, 73) = sen(zy + To + w3) e+ FITTEHTI)°

entdo, Xo(¢) = ¢, onde

2 2 2,6
d(x1, T2, x3) = xosen(zy + 22 + 3) e~ 4 (@itaytag)”

Note que como z; é sempre um numero real, para qualquer j €
{1,2,3,...,n}

< Xj, ¢ >= /xjw(ﬂﬁhm,x?” s Tn) (X1, T2, T35 0y Tn) d =< P, Xjp > .

Logo X; é autoadjunto. Claramente X; nao é limitado. O espectro
de X; ndo é enumerdvel. De fato, todo valor real A estd no espectro,
pois, dado ¢, a funcdo (X; — AI)(¢), necessariamente se anula em
xj = A Assim, (X; — AI) ndo pode ser sobrejetiva.

3) Multiplicacao por coordenada: ¢ — z;9(z) = z;9(x1, x2, 23, ...,
Tn),7 € {1,2,3,...,n}, onde A : L2([0,27)")(dx) — L2([0,27)")(dx).
Usaremos também a notagio X; : £2([0,2m)")(dz) — L£2([0, 27)")(dz),
j€{1,2,3,...,n}. Neste caso, é usual considerar

D(A) = {¢ € £2([0,2m)")(dx)
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tais que 1 tem uma extensdo continua a [0, 27]"}.

O espago (0,27)™ quando se identificam de forma periédica os
pontos da fronteira é chamado de toro de dimensao n e denotado por
™.

Como z; é sempre um ndimero real, para qualquer j € {1,2,3,...,n}

< X, ¢ >:/

0,27)

z (w1, 72,23, ..., Tn) P(T1, T2, T3, ..., Tn) de =< 9, Xjo > .
Logo & ¢ autoadjunto. Claramente X; neste caso é limitado.

4) Multiplicagido por uma fungdo V : R™ — R continua, ou seja,
P —= V.

O operador ser4 denotado por V, onde V : D(V) C L2(R")(dx) —
L2(R™)(dx).

De outra forma: dado v, se dizemos que V() = ¢, entéo é porque
para todo x = (x1, 22, ..., ) vale que

o1, T2, .y ) =V (21,22, ..., p) (1, T2, ..., Tny)-
Neste caso, D(V) = {¢| tais que
V(x1, 22,23, ..., Tn) V(X1, T2, T3, ..., Tp)

seja uma funcio em L£2(R™)(dx)}.
Por exemplo, para n = 3, se V (21,12, x3) = 27 + 3, entdo

V(sen(z, 4 zo + x3) ™4 (@i+ai+a3)° )=

(2% + 23) sen(zy + 29 + 23) e+ @TFEIHD)"

Note que serdo necessarias vdrias restrigoes a V para que D(V)
seja denso. Vamos sempre assumir implicitamente que isto ocorre.
Note que como V(z) é sempre um numero real

<Vi,p >= /V(xl, ey T) V(X1 ey X)) P(X1 ooy T ) d =< D, VD > .

Logo, V é autoadjunto. Claramente )V é limitado se V é limitada.
Se V nao é constante, entao o espectro de ¥V nao é enumeravel. De
fato, todo valor real A na imagem de V estd no espectro, pois, dado
¢, a fungao ¥ = (V — AI)(¢), necessariamente se anula em x tal que
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V(z) = A Isto, é ¢(z) = 0se V(x) = A. Assim, (V — AT) néo pode
ser sobrejetiva para tal A.

E facil ver que se A é um numero real que estd a um distancia
positiva da imagem de V', entdao (V — A I)(¢) é injetivo e sobrejetivo.

Suponha que V; denote o operador multiplicagao pela funcao V; e
V5 denote o operador multiplicacao pela funcao V5. A composta Vo Vi
é dada pela multiplicagao pela fungao V5 Vi. Assim, X7 X5 denota a
mutiplicacdo por x; z2. O operador multiplicacdo por x1 23+ 3 pode
ser descrito pelo operador X; X3 + X3.

No mundo classico os observaveis sao descritos por fungoes V :
R™ — R e os valores que podem ser observados estao na imagem de
V. No mundo quantico os observaveis sao descritos por operadores
autoadjuntos e os valores observados sao os elementos do espectro
(ver segoes 1.1 e 2.2 de [189]). O exemplo particular acima (onde
consideramos o operador V associado a V) mostra que neste caso
esta analogia se encaixa perfeitamente.

5) Multiplicacao por V : [0,27]™ — R continua e periédica em
[0,27]™, ou seja, v — V 1b. O operador serd denotado por V, onde
V: L£2([0,27]™)(dx) — L£2([0,27])(dz).

Neste caso, D(V) = L2([0, 27]")(dz).
Claramente V ¢ limitado e autoadjunto.
Note que para todo 1 # 0 vale

V| <V, V>
W\ <vw>
V n 2 IS Rad 12 2d
Joampn V(@1 s 20) 2 [ (21, oo 20)| < sup {|V(2)|}.

f[0727r]n |’l/)(1'1,...,1'n>|2 dz z€[0,2m]"

Vai haver uma dramatica diferenga entre a analise dos autovalores
dos operadores autoadjuntos agindo em £2([0,27)")(dz) e agindo em
L2(R™)(dx) (ver [241])
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O valor real i ~ 6.626069... 10734 @, é denominado de con-
stante de Planck e desempenha um fundamental na teoria.

5) o operador momento: fixado j € {1,2,3,...,n}, considere ¢ —
fz'ha—w Note que ¥(z) = a(x) + i b(x) toma valores em C, e, assim,

gij = +z ’% - também.

Neste caso, como veremos, o espectro é nao enumeravel.

Definicao 1.20. O j-ésimo operador momento serd denotado por P;,
j€{1,2,3,..,n}, onde P; : D(P;) C L*(R™)(dx) — L*(R™)(dx),

0

Pi(y) = —Zha—z] (¥).

De outra forma: fixado j, dado %, se dizemos que P;(¢)) = ¢,
entdo é porque para todo x = (x1, 2, ..., Z,) vale que

T1,L2, ... Ty) = —ih— (1, T2, ..,Tp).
<P( 1,22 n) &T] ( 1,22 n)
Por exemplo, para n = 3 temos que
2 2 2 a 2 2 2
P. :CQ e*(ml+mz+13) = —h — 2 *( 1ts+as) ) —
2(03 ) = —ih 5 —(afe )

—ih [23p e~ @IHTIEY) _ 9 g8 o~ (witeitad))

Dizemos que 1 é diferencidvel com suporte compacto se é diferen-
cidvel de classe O, e, ainda quando existe uma bola compacta B(R)
de raio R tal que v seja nula fora desta bola.

Neste caso, D(P;) = {¢| tais que ¢ é de classe C' com suporte
compacto (assim, —ih w] é uma funcio em £2(R")(dz) )}. Pode se

mostrar que D(P;) ¢ denso em L£2(R™)(dz).

Note que esta nao é a tunica escolha de dominio que se vai fixar.
Cada escolha de possivel dominio vai definir um operador P; agindo
num espaco de Hilbert H (o fecho) diferente.

Vamos mostrar que P; é simétrico no caso n = 1. Assim, j = 1.
Como 1 tem suporte compacto, existe R tal que, (z) = 0, se |z| > R.

Resulta da integragdo em [—R, R] e de

Op(z)¢(x1)] (1) —— 9¢(x1)
i = Ton d(xr) + (1)
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que, para todo ¢, € D(Py) vale

R R
<P, ¢ >= /_R fz‘h%;ll) o(z1) dr =

R -
:/ w(xl)—ihM dr =<, P1¢p > .
R 8561

Logo, Py é simétrico. Da mesma forma se mostra que P; é autoad-
junto (ndo vamos entrar aqui em questoes técnicas, mas é preciso
escolher o dominio denso de forma apropriada). O operador P; nao
é limitado. O espectro de P;, como veremos, nao é enumeravel.

Definigao 1.21. O operador

é chamado de operador momento. Neste caso, D(P) = N7_, D(P;).

6) O operador j-momento ao quadrado: fixado j € {1,2,3,...,n},
2
considere Pj o P; = ’PJ?. Neste caso, ¢ — — h? 6629?]‘ = 7)]21/1.

Definigao 1.22. O j-ésimo operador momento ao quadrado serd de-
notado por P, j € {1,2,3,...,n}, onde P7 : D(P7) C L*(R™)(dx) —
L2(R")(dx),

82

2 2
Pi=—"h %,

(¥).
D(P?) = {1 ¢é de classe C? e existe uma bola compacta B(R) de raio
R tal que 9 é nula fora desta bola}.

De outra forma: fixado j, dado v, se dizemos que Pf(w) = o,
entdo é porque para todo = = (x1,xa, ..., T, ) vale que
2
2

o(r1, 22,y @) = — R pErs (a1, X2, ..\ Tn).

77]2, j€{1,2,3,...,n}, é autoadjunto pois é a composta de oper-
adores autoadjuntos que comutam. O operador Pf, je{1,2,3,..,n},
nao ¢ limitado.
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7)
O operador A tal que f — A(f) = 82—;f + ..+ a?—;f, quando
f:R™ — R é duas vezes diferencidvel é denominado de Laplaciano.

Definicao 1.23. O operador momento ao quadrado em R"™: denote

P2 o operador
2 _ 2
PP= > P
je{1,2,3,...,n}

P?:n;D(P?) C L*(R™)(dx) — L*(R™)(dx). Este operador é autoad-
junto por ser a soma de operadores autoadjuntos. Note que

P2 = —h* A,
onde A é o operador Laplaciano.

O espectro de P? nio é enumerdvel. Uma questdo de notacio:
observe que P2 ndo é P oP. O dominio do operador Laplaciano
agindo no espago de Hilbert £2(R")(dx) é o conjunto das funcdes
que possuem a segunda derivada em £2(R™)(dz).

8) O operador momento ao quadrado em [0,27)™ = T™: denote
P? o operador 2 je(1.2,3,..n) P?, assim

P?:N;D(P?) C L£2([0,2m)")(dx) — L3([0,27)")(dx),

onde,

D(’P?) = {¢ tem derivada parcial de ordem dois em relagao a j
e é continua em (0,27)", e, ainda, ¢ tem uma extensao duas vezes
diferencidvel a [0, 27]"}.

Este operador é autoadjunto por ser a soma de operadores au-
toadjuntos. O espectro de P? é enumeravel.

No caso n = 1 as fungoes do tipo ¢, (7) = "% n € Z, sio tais que
P2¢, = h2n2¢,. Os ¢p(z) = e"'® n € Z, (os elementos da Série de
Fourier) formam um conjunto ortonormal completo de autofungoes

de P2.

9) O operador momento ao quadrado em uma variedade difer-
encidvel Riemanniana compacta M: denote P? o operador —h2 A,
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onde o Laplaciano é derivado a partir da estrutura Riemanniana (see
[66]).

Y. P =P?:D(P?) C LA(M)(dz) — L*(M)(du),

jEf1,2,3,...,n}

onde, dz é a extensao a medida de Lebesgue de alguma foma volume
em M, e, D(P?) = {y éde classe C? em M, : M — C }.

O caso anterior é um caso particular deste.

O espectro de P? é enumerdvel. No caso de superficies compactas
de curvatura negativa existem questoes interessantes que relacionam
os autovalores de —h? A (ou, A) com o espectro de comprimentos
das geodésicas periddicas via fungdes Zeta (ver [261]). A andlise do
limite semicldssico é um tépico muito estudado neste caso (ver [35],
[12] e [131]).

O fluxo geodésico descreve o sistema cldssico associado (ver [184]).

Agora apresentamos nosso ultimo exemplo.

10)

Definigao 1.24. Um operador integral K : £2(R")(dx) — £2(R")(dy)
é aquele que pode se expresso por

K:¢y— /K(:I:, J(x)de,

onde K (z,y) é uma fungdo continua.
Mais precisamente, dizemos que K(v) = ¢, quando vale que

o(y) = K(W)(y) = [ K(z,y)y(x)dz.

Observe que tal K descreve uma transformacao linear.

Se K for uma fungao limitada entao K é operador limitado. Neste
caso, D(K) = L*(R")(dx). Referimos o leitor a [14] para resultados
gerais sobre operadores integrais.

K (x,y) é chamado de nticleo (ou, kernel) integral do operador K.

Se K é tal que K(z,y) = K(y,x), e toma valores reais, entao, K
é autoadjunto.

De fato, isto segue de
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<Kty >= / / K (2, 1) (x) 3 da dy =

//1/) K(y,)o(y)dedy =< ¢, Ko > .

Da expressdo acima segue que bastaria a igualdade K(z,y) =
K(y,z) para K ser autoadjunto.
Finalmente:

Teorema 1.2. Supondo K limitada, se [ [ |K(z,y)|?dxdy < oo,
entdo o operador KC € compacto.

Assim, pelo Teorema da decomposicao espectral vai possuir um
conjunto ortonormal completo enumerével de autovetores (se¢ao X.2

[281]).

Proposicao 1.3. Se K1 e Ko sdo operadores integrais (com nicleos
K1 e Ky respectivamente), entao o nicleo integral de K = K1Kq €

K(z,y) = - Ki(z,2)Ka(z,y)dz. (1.1)

De fato, dado 1 note que

K1 Ko () () = / Ky(z,2) [ () (2)] dz =

/Klzz/ngy y)dy] dz =
1] Kato.) Koy do) o) .

Observe que a acao de um operador integral é uma extensao
natural da idéia de descrever uma transformagao linear pela agao
de uma matriz. De fato, se em vez de z,y € R considerassemos
i, € {1,2,..,d}, entdo K(x,y) corresponde a matriz A;;, i,j €
{1,2,..,d}. A matriz A agindo num vetor (v1,ve,..,v4) resulta num
vetor (w1, ug, .., Uq).
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Assim ¢(y) = K()(y) = [ K(x,y)¢(z)dz, corresponde a u; =
d
2 i1 Aijvi.

Nesta associacao seria natural pensar que o trago da matriz A,
ou seja, 2?21 A;,; corresponde a [ K (z,z)dx. O trago do operador
K resulta num conceito extremamente importante na teoria como
veremos. Como veremos na secao 9 esta analogia de fato nao é apenas

uma mera formalidade para certas classes de operadores integrais (ver
[14]).

Definigao 1.25. Um operador autoadjunto A é positivo (denotamos
tal fato por A > 0), se (¢, Ap) > 0, Vi € D(A). Um oper-
ador autoadjunto A é estritamente positivo se (¢, AY) > 0, Vi €
D(A), v # 0.

Um operador autoadjunto positivo tem apenas autovalores nao-
negativos. De fato, 0 < <1, A(¢) >=< Y, A\ >= X<, > .

Exemplo 1.3. Suponha que H = C2.

A matriz ) )
11+ —%l
2\ Hi -5
2

é autoadjunta é positiva. Seus autovalores sao positivos e somam 1.

Vamos mostrar que, por exemplo, ’PJ?, Jj€{1,2,3,...,n}, é posi-
tivo. A prova sera feita para o caso n = 1. Assim abaixo z; = x.
Note que por integragdo por partes (para a%l [%fﬁ) P(x1)])

< PR, >= /_F; -~V G - /R pp 28] 00 g,

> 0.
02x1 R Or; Oz

Note que como ¥ tem suporte compacto, se g—;ﬁ = 0, para todo

x1, entao, ¥ = 0.

Segue do demonstrado acima que P? é também estritamente pos-
itivo.

De maneira mais geral, se A é autoadjunto, entdo A% é sempre
positivo. De fato

< AW) Y >=< A(¥), A" () >=< A(y), A(y) > > 0.
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Assim, o resultado mencionado anteriormente segue de tomar A =
P; e usar o raciocinio acima.

Segue da mesma forma que todo operador projecao Pg é positivo
porque Pr = P3.

Na &lgebra dos operadores A : H — H, os operadores autoadjun-
tos desempenham o papel dos nidmeros reais (dentro da algebra dos
complexos C). Os da forma A? desempenham o papel dos niimeros
reais nao negativos. Os unitarios desempenham o papel dos nimeros
complexos de norma 1. Se A é autoadjunto e positivo, existe B tal
que B2 = A [245] [281]. Ou seja, que A possui "raiz quadrada”. E
facil deduzir este fato se A é da forma A =) A, Py, . Basta tomar
B=Y, vV Py,

Denotamos por Vi) = V1, a expressao

N(x) W) (=)
Ox1 = Oxs 7 Oz,

Vip(z) = ( ).



Capitulo 2

Estados e a equacao de
Schrodinger

Para o leitor apreciar a diferenga do setting Classico e Quéantico
saiba que:

1) M = massa do Sol = 1,99103°Kg e D= distancia Terra-Sol:
149.597.891 km

Razdo M/D = 10*2g/m.

2) m = massa do ntcleo do Hidrogénio = 1,67 102K g e d =raio
da primeira érbita do elétron = 0,53 10~ 0m

Razdo m/d = 10"1g/m.

E este quociente de escalas de unidade de medida que vai deter-
minar a natureza do problema. No segundo caso nao teremos mais
uma descrigdo deterministica mas sim estatistica. As ”forgas” (o que
existe na verdade seria ”em termos” menos o gradiente do potencial)
que agem ao nivel quantico sao de intensidade bem distinta das que
agem ao nivel cldssica (interagao gravitacional do Sistema Terra-Lua,
por exemplo).

Se o sistema fisico a ser analisado for governado pelo Hamiltoni-

ano,

) = v

_ pi+p3+pi

2m + V@),

33
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z,p € R3, mas para uma massa m muito pequena, entio nio valem
mais as leis da Mecanica Classica, e sim as leis da Mecanica Quantica.
Vamos elaborar um pouco sobre esta afirmagao.

2 2 2
No setting classico 27222 6 o termo de energia cinética e V(z)
o termo de energia potencial. Assim o Hamiltoniano H (z,p) é a soma
destas duas energias. Desta forma H descreve a energia total.

A particula é descrita na Mecanica Classica de forma determinis-
tica pela trajetéria (z(t), p(t)) que satisfaz a equagdo de Hamilton

’ _ aH(m,p) / _ _aH(.T,p)

com condigao inicial (z(to),p(to)) = (x0,po) (ver [7], [184], [290] ou
[2]).

Suponha que a forga F(z) satisfaga a equacao 76‘3_?) = F(x)
para todo x. Neste caso dizemos que a forca deriva do potencial V.

Note que a expressao da equagao diferencial acima apenas afirma
que p(t) = ma'(t) e que p/(t) = F(x(t)). Ou seja, afirma que ma’ (t) =
F(x(t)), expressao esta que descreve a conhecida Lei de Newton.

Dizemos que = descreve a posicao da particula e que p descreve o
momento da particula. Note que o momento, neste caso, é a massa
vezes a velocidade da particula.

Em resumo, na Mecéanica Cléassica se a particula no tempo tg esta
em (zg,po) € RS, ela entdo estard, de forma deterministica, no tempo
t em (z(t),p(t)) € RS, seguindo o caminho (z(t),p(t)) que satisfaz a
equagao de Hamilton (uma equacao diferencial ordinéria de primeira
ordem em RY)

’ je {15233}5

oV (x)
69@

z;(t):pj(t) e p;'(t)=— , 7€{1,2,3}.

No caso em que H(z,p) : R? - R e H(z,p) = % + V(z), onde
V :R — R, entao a equagao de Hamilton é

dV(x)

2'(t) =plt) © p'(t) = -7

Por exemplo, no caso unidimensional quando H(x,p) = % + %2
temos que (z(t),p(t)) = R (cost,—sent), R > 0, descreve distintas
solucoes da equacao de Hamilton.
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Na Mecanica Cléssica os valores da energia varrem um continuo de
possibilidades, ou seja, os valores de H(z,p) = % + V(). Uma pro-
priedade importante é a conservagao de energia total: se (x(t),p(t))
satisfaz a equacao de Hamilton para um dado Hamiltoniano H, entao,
H(xz(t),p(t)) é constante (isto é, ndo depende de t).

Na Mecanica Hamiltoniana as variaveis = e p estao em igualdade
de condigdes (coisa que nao acontece com x e v = z’ na Mecanica
Lagrangiana). Esta desvinculagdo de z e p estd, de certa forma,
dentro do espirito dos fundamentos da Mecéanica Quantica.

Na Mecanica Quantica s6 vamos considerar, inicialmente, a posi¢cao
x da particula. Esta vai ser descrita via a probabilidade de encontra-
la numa certa regiao do espaco num certo determinado tempo.

A descrigao no sentido quantico de uma densidade associada ao
momento p serd analisada mais tarde.

Considere H = L%(R3)(dz) (onde dz é a integragdo usual em R?)
que é o conjunto das fungdes 1) : R® — C, tais que [ |[¢(z)|*dz =
f |t(x1, 22, x3) |2 dry dxrs dxs < oo. Neste espago consideramos o
produto interno definido por (¢, 1)) = [s ¢( x)dz [57] [245].

Uma funcdo ¢ : R? — C em LC(R3)(d$) tal que || = 1 serd
chamado de estado (ou, funcdo de onda). Ele é uma entidade
matematica que vai descrever a aleatoriedade de uma entidade fisica
que ¢é a particula quantica.

A distribuicdo da posigao espacial x = (x1, 22, 23) da particula
quantica vai ser descrita pela densidade |¢(z1, 22, 73)|2.

Considere uma familia 1; : R®> — C, indexada pelo tempo ¢, em
L£2(R3)(dz) tal que

/ e (e, 2, 23) 2dey des ds = / e(@)2dz = 1,
R3 R3

para todo t.

Gostarfamos que a probabilidade de encontrar a posicao x =
(x1,x9, x3) da particula em (a1,b1) X (ag,b2) X (as,bs), no tempo
t, fosse expressa por

P(X, € (ar,b1)x (a9, by) x (a5, bs)) = / (o) 2da

(a17b1)><(a2,b2) X (a31b3)
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A familia ¢(z), t > 0, vai descrever a evolucao temporal da
particula, ou seja, para cada tempo t, vamos obter a densidade que
descreve a posigao espacial da particula.

Isto de fato é possivel, mas a questao é como determinar tal ;.
Note que desejamos encontrar 1, que descreve o fenémeno fisico
observado na natureza ao longo do tempo deterministico t.

Definigao 2.1. Um elemento genérico em ¢ em H = L2(R?)(dx),
tal que [ |¢(z)|*dz = 1, serd denominado de estado, ou, funcdo de
onda. Assim, ¢, t > 0, é o estado no tempo t.

Destacamos o fato fundamental de que, embora o objetivo seja
descrever a probabilidade (da posigao espacial) da particula no tempo
t estar em (al,bl) X (GQ,b2> X (a37b3>, via

/ (o),
(a1,b1) X (asz,b2) X (as3,b3)

todo o procedimento que serd descrito abaixo envolve a ; e nao a
|v¢|2. Vamos dizer de qualquer forma, de maneira vaga, que 1 (t) de-
screve a probabilidade da posicao x da particula no tempo t. Observe
que ¥(t) e Y(t) e a € R, irdo descrever a mesma probabilidade
(quando tomarmos o médulo e elevarmos ao quadrado).

Ou seja, existe uma ambiguidade no estado 1 ~ 1) e* com 6 real.

No texto V' é sempre uma fungao real.

Suponha que a particula em analise esta sob a influéncia de um
potencial V(z). Como determinar ¢, t > 07 A equagdo fundamental
da t:(x) = ¥(t,z) na Mecanica Quéntica é dada pela equacdo de
Schrodinger:

2
iﬁ%—qf(t, x) = —;L—m Dpp(t, x) + V(x)p(t, x). (2.1)
Ou seja, () é tal que para todo z € R? e todo t > 0 vale

iha—w(t, x) =

0% Y(t,x)  O*p(t,z)  0*p(t,x)
2m ( ox? + Ox2 + Ox2
1 2 3

Y+ V() (L, x).

O aparecimento do nimero complexo i na equagao acima poderia
parecer neste momento meio misterioso, mas em um instante vai se
mostrar bastante natural.
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Acima h ~ 6.626069...1073% é uma constante conhecida com
a constante de Planck. Nao é uma constante matemdtica. FEsta
constante é obtida para uma certa escolha de unidades de medida
(Joule.segundos).

Por exemplo, se uma particula de massa muito pequena estivesse
sujeita a acao de um potencial V da forma V (z1,z2,23) = 23 + 3,
entao a correspondente equagao de Schrodinger seria tal que para
todo & = (x1,x2,23) e todo t > 0, temos que

o h2 o 0%Y(t, x) +62w(t, ) +62w(t, )

ihgp (o) =—5 - ( 0?2 03 03

ot “om )+ (z3+a3)(t, x).

Qualquer ¥ (t, z) que resolva a equagao acima vai descrever uma
possivel evolucao temporal desta particula. Vérios exemplos interes-
santes sao calculados explicitamente em [119], [76] e [33].

Um estudo detalhado desta equagao aparece em [29] e [212].

A condicao inicial seria dada por uma certa densidade inicialmente
fixada vy, € LZ(R?)(dz) que tem sua norma neste espago de Hilbert
igual a 1, ou seja, tal que |¢,| = 1. A densidade |¢)4,(x)|* descreve
a estatistica da posig¢ao espacial x da particula no tempo incial ¢g.
Para simplificar vamos supor que tg = 0. A evolugao de v, ao longo
do tempo t > 0, ficard determinada de forma tnica a partir desta g
inicial.

Um ponto importante a destacar é que quando consideramos a
densidade acima, nao estamos falando de um feixe de particulas, mas
a descri¢ao de uma tnica particula cujo comportamento a principio
ignoramos, mas que sera descrita por esta funcao.

No caso em que x é unidimensional a equagao de Schrodinger seria
dada por

ihaa—:/:(t, x) =

1?0t @)

Assim, fixada uma condigdo inicial ¢ : R — C em L4(R)(dx),
entao a probabilidade de encontrar a particula no tempo ¢ no inter-
valo [a, b] seria dada por f: [¢¢(x)|? d, onde 9y (x) satisfaz a equagao
acima. Na figura 2.1 o valor da area achuriada descreve esta proba-
bilidade.
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Nao vamos falar neste texto de questoes que envolvem conjunta-
mente a Teoria da Relatividade. Isto é necessério apenas quando se
trabalha com particulas que tem altissima velocidade. Por exemplo,
o entendimento do comportamento dos eletrons emitidos pelos fila-
mentos incandescentes dentro de um tubo catédico nao requer uma
descrigdo nos moldes da Mecanica Quantica Relativistica. A teoria a
ser descrita aqui basta, em principio, para a sua comprensao.

W)

G qmmmm oo

Figura 2.1:

Note que, aparentemente, nada se afirma sobre o momento p na
equagao acima (este apareceu na equagao classica de Hamilton). O
momento inicial também serd descrito por uma outra funcao den-
sidade, via um elemento em LZ(R?)(dp), onde dp é a medida de
Lebesgue em R3. Na verdade, uma vez fixada a distribuicao da
posicao z, dada pela condicao inicial v,, esta nova distribuigao es-
pacial do momento p € R? ficard determinada de maneira tnica a
partir de 1, como veremos em breve.

Na Mecanica Quéantica vamos associar ao Hamiltoniano inicial-

mente considerado H(z,p) = % + V(z), um operador H agindo em
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certas funcgoes ¢ em £%(R3)(dz), de tal forma que H(¢)) = ¢, onde
¢ é dado para todo & = (z1, 22, x3) por

6(2) =~ D) + V(ahb(a) =
R PP)  O*P(x) | 0%(z)
2m ( 0z + dz3 + 023 )+ V@) ¥(@).

A associagao de H(z,p) com o Operador Hamiltoniano

2 2
H= 2" A +V= i +V
2m 2m
é chamado de quantizagao do sistema classico definido pelo Hamilto-
niano H.

Note que, em primeiro lugar, uma 1 em E(% (R?)(dx) nio neces-
sariamente é duas vezes diferencidvel. No entanto, o conjunto das
fungoes de classe C? é denso em L2(R?)(dz), e, para uma 1) geral a
agao do operador H vai ser descrito por uma procedimento limite (na
norma do espago de Hilbert £Z(R?)(dz)) a partir da expressao acima
(que formalmente s6 faz sentido para uma fungdo duas vezes difer-
enciavel). Este processo envolve muitas tecnicalidades e no momento
s6 vamos ressaltar que vale esta propriedade.

Observe também que na ausencia de potencial o operador H é
basicamente menos o operador Laplaciano. Neste caso vamos denotar
tal H por Hy. O sistema classico associado considera particulas livres
que andam em linha reta, ou seja, seguindo geodésicas para a métrica
Euclidiana. Vamos voltar a analisar este caso no cenario quantico
mais tarde.

De forma sintética a equacao de Schrodinger afirma que para a
desejada 1); vale a expressao

H(¢) = ihy/, (2.2)
ou seja, para todo t > 0 e todo z, a ¥(t, z) satisfaz

dy 1 1R

=) = SHEW) = (5 AV @0),  (23)

ih 2m
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onde ¥(0) = ¢y € LZ(R3?)(dzx), ¢ : R* — C, foi fixada como condigao
inicial.

Referimos o leitor a [51] para resultados gerais envolvendo a equagio
de Schrodinger. Notas historicas sobre o desenvolvimento da Mecanica
Quaéntica aparecem em [72].

Vamos agora considerar um exemplo: seja V = %mX 2, entdo
neste caso,
P21
H=_— +-ma?
2m = 2

Neste caso estamos quantizando o Hamiltoniano cldssico H(x, p) =

2
P+ % mxz? que descreve o oscilador harmoénico.

Lembre que para qualquer constante a

tat __ d . _ . .
7 = (cos(at) + isen(at) ) = a( —sen(at) + i cos(at) ) =

ai(cos(at) +isen(at)) = iae't.

Ora,
1 m z? i1 1 _ma?
(@) = () ReT e = ()R B (cos(— ) Hisen(—51))
é tal que L o(t,z) = (%)%e*mﬁ (—i %)eﬂ'%t.
Note que
ddipt,e) m 1 _me? 1, om  mPa?
& dr CGRe T eyt

Vamos agora calcular % H (¢), que resulta em

1 B 42 11
(¢ —_Z 2h(t, ) =
7 om azg V) g gmatu(t )
e 1.
(Rle ¥ (igedh

Observamos entao que vale a equacao % Hy(tz) = % (t,x).
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Assim, concluimos que neste caso (t,z) = (&)ie” zn e '2' ¢

solucao da equagao de Schrodinger para V = &+ X 2, Tal evolucdo tem-
poral ¢, t > 0, corresponde a condigao inicial ¢(0, z) = (%)ie_ zh
A densidade da distribuicao de probabilidade da posicao z da

2

particula no tempo ¢t > 0 é dada por |1)(t, 7)|? = (%)56_% (que
por acaso nao depende de t).

Retornando ao caso geral, afirmamos que a solucao que descreve
a posicao espacial da particula serd entao descrita por uma curva
¥(t) = 1y parametrizada por ¢ > 0 no espago de Hilbert £ (R?)(dx).
Na verdade a evolugao ao longo do tempo deveria estar sempre na
esfera unitéria de £Z(R3?)(dz), ou seja, B(1) = {¢ € LL(R3)(dz), tal
que || = 1}. Isto de fato ocorre pela prépria estrutura da equagéo
de Schrodinger como vamos ver a seguir.

A equacao acima, se nao fosse pelo termo %, lembraria a equacao
da difusao.

A solugdo vy = ¥(t) que satisfaz ¢/ = L H(¢), e a condigao
inicial 19 no tempo ¢ = 0, pode ser descrita, em principio, de forma
simples [241] para ¢ > 0 através de

Y(t) =e's

Sk

H (1hg).

Note que . .

e H (o) = e 7 H (ghy).

A fungdo de onda no tempo t > 0, obtida através da acdo do
exponencial do Hamiltoniano H, denominada )¢, é determinada pela
condicdo inicial 1p. A expressio |1, (x)|? vai descrever no tempo t a
probabilidade de encontrar a particula em uma certa regiao A atraves
do valor [, [¢¢(z)|* da.

O valor médio da posicao da particula no tempo ¢ seria

/ x| (2)|? d.

Note que como H é auto-adjunto entdo o operador de evolugao
temporal et #H ¢ > 0, é tal que para cada t fixo ele é unitério.
Desta forma, como (¢p,%9) = 1 e H é autoadjunto, entao vale que
(e By, e Htyhg) = 1. Assim, para todo ¢ > 0 temos que |ty |?
descreve a densidade de uma probabilidade em R3.
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Apébs o explicado acima, acreditamos que ficou mais claro agora
o papel do i na equacao de Schrodinger H(v)) = —ih%—lf. De forma
explicita: se H fosse limitado, entao para todo z e t > 0 temos que

oo

) = o) = 3 () vl

n!

Em geral o operador H que devemos considerar aqui nao é limi-
tado, e, é necessario expressar o que dissemos acima de outra forma
(ver segao 2.20 de [189]), mas, entendemos que, neste momento, nossa
liberdade poética é justificavel por razoes didaticas.

Considere um sistema com massa muito pequena que se encontra
no regime quantico. Suponha que o potencial classico associado fosse
V(x1,m2,23) = 23 + 7x3. Seu Hamiltoniano quantizado associado
seria o operador autoadjunto H = % +X2+TXS = =PoP+X0
Xl + 7X2 e] XQ o XQ.

Fixada uma condicao inicial 1y, a sua evolugao temporal t > 0, é
dada por

—it (P2 2 3
Yy =e (2m+X1+7X2)r¢)O.

Se o potencial fosse V (z1, 22, 23) = 1 23 terfamos de enfrentar o

problema de escolher entre o Hamiltoniano % + X X3 e % + X3 A
Lembre que em geral os operadores podem nao comutar. Questoes
como estas sao o objeto da préxima se¢ao. No presente caso nao
haveria problema pois é facil ver que A3 X7 = X; X3. Na préxima
secao vamos abordar questoes relacionadas a este assunto.

Observamos que se 1; satisfaz a equacéo de Schrodinger, entao ¢y
satisfaz a equacao de Schrodinger com tempo invertido

H(y) = ﬂ'ha.

.

E importante separar aquelas propriedades basicas que provém
do fenémeno fisico (observadas, direta ou indiretamente, na natureza
através de experimentos) daquelas que podem ser deduzidas matem-
aticamente destas.
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Vamos enunciar ao longo do texto sete postulados (que devem ser
entendidos como as propriedades ” Matematicas” que devemos assumir
a partir da ”Fisica” do problema) que irdo aparecer na medida da sua
conveniéncia.

Destacamos aqui o fato que nao existe consenso entre os fisicos so-
bre um conjunto minimo e consistente de postulados para a Mecanica
Quantica. Alguns destes Postulados nao sao sujeitos a comprovagao
através de experimentos. Eles apenas estabelecem as fundagoes de
uma teoria cujas consequencias tem sido comprovadas em sua maior
parte através de diversos experimentos realizados ao longo de vérias
décadas. O sentido da palavra Postulado no presente texto é apenas
aquele de enunciar uma afirmacao que nao é derivavel matematica-
mente, mas que é necessario assumir para que o modelo matematico
a ser estabelecido descreva o fendémeno fisico observado (através de
experiéncias). A fomulagdo matemadtica precisa capturar estas pecu-
liaridades.

O autor gostaria de esclarecer que os postulados apresentados
aqui podem nem mesmo ser um conjunto minimal de postulados. Por
exemplo, como se pode comprovar no texto [189], alguns postulados
formulados no presente texto poderao ser deduzidos de um postulado
mais fundamental (enunciado por exemplo via o Teorema Espectral).

Nosso objetivo é tao somente permitir o entendimento da for-
mulagao matematica dos fendomenos descritos pela Mécanica Quéantica.
Uma certa intuicao do que acontece no fenomeno fisico é sem davida
muito 1til e importante. Mas, este nao é o foco principal do presente
texto.

POSTULADO 1. Suponha que uma certa particula (que é
regida pelas Leis da Mecdnica Qudntica) é descrita no tempo t = 0

pela densidade |1 (z)|?, onde 1 = || = ,/fM [to(z)]2 dz.
Entao eziste uma familia vy indexada por t > 0, com || = 1,
denominada estado (ou funcdio de onda) no tempo t, ¥y : R® — C,

tal que probabilidade de encontrar a particula num conjunto C C R3
no tempo t é dada por

| w@pds = [ oo
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Se a particula esta sob a agdo de um potencial V' (independente de t),
entao (t,x) satisfaz a equagao de Schrodinger correspondente (2.1)
com a condi¢cao inicial Yg.

Note que 9 (t, z) e 1(t, z) e(*) descrevem a mesma probabilidade
(quando para um t fixo tomamos o médulo ao quadrado |1 (z)[?). Se
para um dado t vale que ¥ (x) = ae’¢ dizemos que c é a fase associada
e a a amplitude da onda. Como veremos em breve a fase desempenha
um papel fundamental na interferencia entre distintos estados.

Podemos considerar em um certo tipo de problema que, inicial-
mente, no tempo 0, a particula estava colocada num certo ponto xg €
R3. Desta forma a condicdo inicial na equacdo de Schrédinger seria
Yo = 0., OU seja, a delta Dirac em xo (uma idealizagdo matemética
que definimos precisamente na se¢ao 13). A condigao inicial ndo se-
ria mais um elemento em £2(R?)(dz) mas sim uma distribuicao, ou,
também chamada de fungdo generalizada (na segdo 13 vamos elab-
orar sobre este conceito). A §,, representa um ”densidade” que néo
possui dispersao.

Desta forma a evolugao temporal seria dada por v, t > 0, que
satisfaz no sentido de distribuigao

() = ~HGW), $(0) = by
ih

Neste caso, a densidade probabilistica do momento p no tempo
0, ficaria sem sentido como veremos. Este fato estd associado ao
Principio da Incerteza.

Na verdade na Mecanica Quéantica uma ”particula”localizada no
ponto xp é descrita, mais precisamente, pelo que se vai chamar de
pacote de ondas (vamos preferir, em geral, considerar um caso par-
ticular, que é o assim chamado pacote Gaussiano centrado em ),
este sim, um elemento em L%(R3)(dz), e que serd apresentado na
secao 8. A esta ”particula” vamos poder associar o conceito de posi¢ao
”"média”’e momento "médio”. Este estado possui certas particulari-
dades notaveis. Oservamos que o conceito de velocidade vai aparecer
mais tarde no texto (mas de uma forma um pouco distinta do esper-

ado).
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O leitor pode encarar a questao da interpretagao do sentido da
densidade do estado da seguinte forma: se colocarmos a particula
no ponto xg, varias vezes seguidas sob a ag¢ao do mesmo sistema
descrito por H, ela podera evoluir ao longo do tempo de distintas
maneiras. Assim, num tempo fixado ¢t ndo poderemos dizer de forma
deterministica onde ela esta. Mas se colocarmos, digamos, mil vezes a
particula na mesma posicao xg, e a seguir observarmos a sua posi¢cao
no tempo t, o niimero de vezes n; que ela estd em (ay,b1) X (az, ba) X
(as, bs) serd tal que aproximadamente

Tt

1000 \/(a17b1)><(a27b2)><(a31b3)

[r () |*dz.

Na Mecéanica Quantica, de forma completamente diferente da Me-
canica Classica, nao vai se determinar o comportamento individual
de uma particula, mas sim, a estatistica do conjunto de solugoes.

Em experiéncias em laboratdrio se consegue liberar através de
um aparelho uma particula por vez. A maneira como o aparelho
estd preparado determina o estado (digamos v). Se liberamos vérias
vezes a particula sob a acdo do mesmo aparelho, a estatistica da sua
colisdo com um objeto fixado (uma placa sensivel), serd descrita pela
densidade |(x)|%.

A necessidade da descricao probabilistica da posicao da particula
segue da nossa ignorancia ”deterministica” (para tentar prever o seu
comportamento). No entanto, a teoria afirma que ndo existe ig-
norancia ”estatistica”.

A estrutura conceitual da Mecanica Quantica é intrinsicamente
aleatéria. Atoémos radioativos, mesmo que preparados da mesma
forma em laboratorio, decaem aleatoriamente no tempo precisamente
de acordo com as previsoes probabilisticas da Mecanica Quantica
(13)).

Um dos primeiros experimentos em laboratério onde foram obti-
dos resultados que estao em concordancia com a Teoria da Mecanica
Quantica foi o experimento de Stern—Gerlach. Uma sintética ex-
posi¢ao do assunto pode ser encontrada na segéo 5.13 de [11].

Seria natural pensar que, numa certa determinada vez em que
colocamos a particula em uma posicao g, a sua evolugao temporal
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seria descrita por um caminho continuo em R2. Algo semelhante a
uma trajetéria amostral de um movimento Browniano. Afirmamos
que do ponto de vista da Fisica esta concepgao nao estd correta.
Fixado um tempo t, se faz uma medicao da particula neste instante,
e, ela tem uma certa estatistica. Isto é tudo.

Quando a condigao inicial ¥y nao é J,, mas sim uma funcdo em
L2 (R3)(dx), entdo estaremos analisando um caso em que a prépria po-
si¢ao inicial da particula nao é deterministica. Ou seja, ela tem uma
certa distribuigao de posigao inicial descrita pela densidade |t/ (z)|?,

onde 1= [tho| =/ [y [¥o(2)]* dz.

O formalismo acima se estende de forma natural a £Z(R")(dz).
Este elemento ¢ : R® — C é o que chamamos uma fungao de onda
em R™, ou, um estado em R™. Dizemos que estd normalizada se
tem norma neste espago de Hilbert igual a 1.

Um dos objetivos das préximas segoes é esclarecer o que corre-
sponde na Mecénica Quéntica & posi¢do x = (a1, 2,23, ..,2,) (que
usualmente se considera na Mecénica Cldssica). O operador X,
j € {1,2,3,...,n}, vai desempenhar o papel da coordenada z; da
posicao = da particula classica.

Vamos analisar também em breve o que corresponde na Mecanica
Quéantica ao momento p = (p1, p2, Ps, -, Pn) da Mecénica Classica. O
operador Pj, j € {1,2,3,...,n}, onde P;(¢) = fihgT’l; vai desempen-
har o papel da coordenada p; do momento classico p.

Definigao 2.2. E usual chamar U(t) = et 7 H de propagador, ou,
operador de evolugao, associado ao gerador infinitesimal — ¢ % H.

E facil ver que U (t) satisfaz a propriedade de semigrupo (ver se¢ao
4.3 in [14]): dados s,t > 0, temos que

U U(s) = Ut +s).

Dados dois estados ¢ e ¢ (com norma igual a 1) é natural na
Mecanica Quantica entender que < ¢, > é um ndmero complexo
mas seu médulo | < ¢, > | descreve num certo sentido o quanto
um ¢é similar ao outro. Se eles sdo ortogonais | < ¢, ¢ > | = 0, mas,
se por acaso eles sdo iguais | < ¢, > | = 1. Se | < ¢, > | é
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proximo de 1 dizemos que os estados ¢ e ¢ sao coerentes. Ainda,
se | < ¢, > | é préximo de 0 dizemos que eles ndo sdo coerentes
(ou, que sdo descoerentes). Um fendmeno bastante investigado é o
estudo de diversos processos que levam a que dois estados ¢, ¢ que
eram inicialmente coerentes se tornam descoerentes. Por exemplo,
em certos casos ¢ e ¢ sao coerentes mas, eventualmente, a evolugao
dindmica de ¢, segundo o Hamiltoniano H, faz com que e~ ** B Hip)e
¢ se tornem mais e mais descorentes a medida que t — oo. Referimos
o leitor a [63] onde um certo caso é tratado e relacionado com o
Teorema Ergddico Quéantico de Von Neumann (ver [278] e [193]).

Destacamos aqui o fato que a equacdo de Schrodinger (que é
uma equagao diferencial parcial de segunda ordem linear) conduz de
maneira natural a um estudo de autovalores e autovetores de H. De
fato, suponha que (¢, z) que é uma solugao de

iha—w(t,x) = Hy(t, x),
ot
seja escrita, via separagao de varidveis, como ¥(t,x) = c(t) ¥ (z).

Obtemos assim, substituindo a expressao na equagao de Schrodinger,

e, a seguir, derivando em ¢

ihe'(t)(x) = c(t) H(y) ().
Logo existe uma constante A tal que

_ihe/(t) _ H(@)()
0 vl

Desta forma obtemos que c(t) = e At para to t > 0, e, ainda
que H(y)) = A\, para todo x.

Assim, tal ¢(t,z) = e *1)(x), onde 1) é autovetor de H asso-
ciado ao autovalor A, descreve uma classe ”especial”de solugoes da
equagao de Schrodinger com condigao inicial 1. v

Se 1y nao é autofuncao de H, de qualquer forma, ¢, = e;wao
descreve a evolugao temporal do estado inicial ¥y ao longo do tempo
t>0.

Um estudo matematicamente aprofundado e rigoroso da equagao
H(y) = f% A+ V() = Mp é apresentado ao final de [176] (ver
também [51]).
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O conjunto dos autovalores A de H, e mais geralmente o espectro
deste operador, desempenha um papel muito importante na Teoria
(ver se¢ao 11 em [176] para um estudo detalhado do espectro deste
operador). Referimos o leitor a segdo 9.4 em [39] para o cédlculo de
autovalores e autofuncoes em diferentes exemplos.

Vamos mostrar mais tarde na segdo 2.1 de [189] que (sob certas
hipéteses) o conjunto dos valores do espectro do operador autoad-
junto H estd contido na imagem do Hamiltoniano cldssico H(q,p)
associado. Em particular os pontos de espectro pontual e continuo
de H sao sempre reais (ver secdo 2.1 de [189]).

Note que o operador Hamiltoniano P?1) = —Ah? ddew (o caso em
que V =0em=1), agindo em LZ([0,27])(dx), é tal que para cada
n natural, vale que 1(z) = €'"* é autofungao em LZ([0,2n])(dx)
associada ao autovalor A% n?. A fungdo cos(nz) também é autofuncao
associada ao autovallor A2 n?.

Definicao 2.3. Um estado inicial ¥ é dito estacionério para H se
U(t)(v) = 9, é tal que para todo ¢ > 0, e, para todo x, vale

[p@)I* = [ ().

Ou seja, se ¢y determina a mesma densidade que ¥ para todo ¢t > 0.

Por exemplo, se ¥V = 2 X2, sabemos que

2 .
1 m a _ily

bit,a) = (Z5)ten B e

satisfaz a equacao de Schrodinger. Note que neste caso

m 1 m a2

Y(0,2) = (Zo)te%

define um estado inicial estacionério. )

2 m \ L _Lﬂ . . . . o~
Note que [¢(0,z)]* = (%)2e = determina uma distribuicao
de probabilidade Gaussiana fixa que tem média zero e variancia %

Observe que se a massa m for grande entao a variancia sera pequena.
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Voltando ao caso geral quando H(p,) = A\, pn, n € N, note que
para n fixo, independente de t, temos que ¢y = e® *t ¢, deter-
mina a mesma distribuicao de probabilidade que ¢,. Ou seja, como
caso particular, as fungoes [¢5.1(z)]? = |¢p7.2(2)]* definem a mesma
densidade de probabilidade. Concluimos assim que para n fixo, se
H(pn) = A\p @, entdo ¢, define um estado inicial estacionério para
a evolugao temporal da equagao de Schrodinger.

Sendo assim, dado H, para encontrar estados estacionarios, deve-
mos entao buscar ¢ : R — C e A € R tais que H(y)) = A

Suponha que H seja da forma
H=)> M\P,,

onde 0s ¢, (de norma 1) formam um conjunto completo enumerdvel
(note que nem sempre isto ocorre) e os A, sdo reais. Por convengao
sempre indexamos os autovalores em ordem crescente

<A< LA, <

Estes autovalores vao corresponder a niveis de energia do Hamil-
toniano quantico. Ou seja, no presente caso, a medi¢ao da energia
de um estado s6 podera dar como resultado um destes autovalores
do operador Hamiltoniano H. Isto serd mais bem explicado na segao
1.3. No caso do operador H ter espectro continuo a situacao é mais
complexa e uma medicao vai resultar num elemento do espectro de

H (detalhes na segao 2.1 de [189]).
Sendo assim, obtemos a forma geral da funcao de onda

Y(t,z) =D ane™ Mg, (2),
n=0

onde ¢, é o autovetor associado a A\, e a,, € C. A condicao inicial
Yo = D07 Qn n, determina os valores oy, n € N.

Assim, Yy(z) = Y00 janeT Ml (), t > 0, fica determinado
(sabemos quem s@o os ay, n € N, a partir da expansdo do estado
incial 1)g).
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Observe que estamos assumindo neste momento que V é tal que
qualquer elemento no espago de Hilbert possa ser expresso como uma
soma Y p -

Uma expressao mais geral - como a descrita acima - nao é esta-
cionaria.

—i

Note que 9(t, ) = 307 a, e® i, (z) estd normalizada. Isto

porque para todo ¢ temos || = /> o |an|?.

Desta forma para qualquer ¢ vale que

[ 1@ =1

Se o Hamiltoniano H definido acima esta agindo no toro de di-
mensao n, ou, em uma variedade diferenciavel compacta M, entao,
de fato, pode-se mostrar que (sob conidi¢oes razodveis sobre V') existe
um conjunto orthonormal completo de autofuncoes.

Note que estamos sendo um pouco imprecisos aqui. O estado dado
por 3 aneT Mtp, poderia ser um elemento em £2(R3)(dz) que nio
tem norma 1. E usual falar do estado definido por um genérico ¢
como aquela obtido a partir de ﬁqﬁ, ou seja, apos ser normalizado.
Isto serd feito no texto em varias situagoes sem ser mencionado.

Um dos resultados importantes que mostraremos mais tarde (segao
2.1 de [189]) é o seguinte:

Teorema 2.1. Seja V () uma fungio continua em RY satisfazendo
V(z) >0,eV(z) = oo com |z] - co. Entéo

1. H= f% A +V é auto-adjunto

o0

2. o (H) consiste de autovalores isolados {\,},~,

quando n — co.

com A, — 00,

Ou seja, H € da forma

H=> \P,,

n

onde 0s @, formam wum conjunto ortonormal completo enu-
merdvel.
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Este Teorema permite exibir uma grande classe de exemplos em
que o espectro é constituido apenas por autovalores e estes sao em
quantidade enumerdvel. Isto acontece por exemplo para o oscilador
harmonico.

Os autovalores A\, n € N. descrevem os possiveis valores de ener-
gia deste Hamiltoniano que podem ser obtidos via medi¢ao (ver segido
3). A palavra” Quanta”tem o sentido de quantidades discretas. Neste
€aso 0s A\, n € N, seriam os possiveis niveis de energia \,, que pode-
riam resultar de uma medigao (conforme segao 3). Medigdes sdo
feitas através de aparelhos em laboratérios. Por exemplo, se pode
medir a energia de uma particula quantica.

= p2

O Hamiltoniano H(z,p) = 3— + %2, que corresponde a V(z) =

%2, se enquadra nas hipoteses do dltimo Teorema acima. Conforme
veremos na sec¢ao 1.6 os autovalores do correspondente operador quan-
tizado H = % + XTZ sao A, = (n + %)h%ﬂ, n=20,1,2,...,n,.., €
assim apenas estes valores podem surgir de medi¢cao da energia de
um estado. Note que A\p,y1 — Ay =h ﬁ

Observamos que a medida que a massa m cresce o espagamento
entre os niveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclassico
seria considerar m — oo e desta forma o espacamento tenderia a zero.
Isto faz muito sentido em funcao do fato que na Mecanica Cléassica
(em principio o limite da Mecanica Quantica quando a massa é muito
grande) existe um continuo de possiveis niveis de energia.

Definigao 2.4. Caso exista o menor autovalor, a autofuncao asso-
ciada a este autovalor é denominada de ”ground state” (ou, estado
fundamental).

As outras autofuncoes - estados - sdo consideradas mais excitadas.

No cenério classico os valores da energia varrem um continuo de
possibilidades, ou seja, os valores de H(x,p) = % + V(z). Note
que estes valores estao sempre acima do minimo de V. No caso do
Teorema acima os valores de energia seriam os possiveis autovalores
An (contido nos valores da imagem de H como veremos).
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Dado um potencial V : R — R de classe C'*° e o correspondente H
suponha que A seja um autovalor e ¢ : R — R a associada autofuncao.
Isto é para todo x

7% ddﬁf) + V(@)p(z) = Ap(z).
Assim,
h dp(x)
P TEE) _ (va) N pla).

Pode-se mostrar que tal ¢ é C°°. Resultados andlogos sao também
verdadeiros no setting em que V : S' — R é de classe C*°, ou seja, é
verdade que ¢ : ST = R é C™.

2
Se existir um ponto z onde o L&)

S s = 0, entao a menos que

o(x) =0 teremos que A estd na imagem de V : R — R.
Desta forma, neste caso, os valores da energia estao dentro da
imagem de V. Assim, valores de V e autovalores do operador de
Schrodinger estao relacionados. Este fato serd descrito de forma mais

elaborada e com muitos detalhes na se¢ao 2.2 de [189).

No setting em que V : S — R, como ¢ ¢é diferencidvel e periédica
vao existir pontos onde ¢’ é nula. Haverdo tambem pontos onde
¢ =0.

Dado um potencial V' : [a,b] — R periddico, ou seja (V(a) =
V (b)), e de classe C*, entdo existe um conjunto ortonormal com-
pleto de autofungoes periddicas ¢, : [a,b] = R, n € N para o oper-
ador H. Uma maneira de se obter isto é a seguinte: o operador H
tem inverso compacto G e assim se pode utilizar aqui o Teorema Es-
pectral para o operador compacto G a fim de indiretamente obter o
conjunto orthonormal enumerdvel completo ¢,,n € N (e correspon-
dentes autovalores A, para o operador Hamiltoniano H (ver segéo 8.3
e Theorem 2.105 pagina 204 em [82] ou [64]).

O espectro de H quando V periddico é analisado por exemplo na
se¢do 1.4.1 em [175].

Neste caso os autovalores de H podem assumir valores que nao
estao entre o maximo e o minimo de V.

O conjunto enumerével dos autovalores (,, do operador compacto
G se acumula em zero quando n — oo. Desta forma existe um
ndmero infinito de autovalores A\, = ﬂi para H e eles convergem a

n
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infinito. Este problem ¢é tratado via fungdo de Green no Coroléario
2 pdgina 116 do Cap. IV em [141]. Observamos que em [141] as
condigdes de fronteira para as autofungoes @, : [a,b] — R s@o gerais
(por exemplo da forma ¢,(a) = 0 = ¢, (b)) mas nao exatamente
periddicas da forma ¢, (a) = ¢, (b)). De qualquer forma os mesmos
principios gerais podem ser aplicados no caso periédico. Em [201] na
expressao (1.3.2) da sec¢do 1.3 as condigdes periddicas de fronteira sdo
contempladas como caso particular.

O mesmo ocorre para o operador Hamiltoniano H correspondente
aV : M — R quando M é variedade Riemanniana compacta (sem
bordo).

Estas questoes unidimensionais estao relacionadas ao Problema
de Sturm Liouvile (num intervalo [a,b]) e sdo descritas com muitos
detalhes em [141] e também por J. Bellissard na se¢do 1.5 pagina 555
de [286]. Por exemplo, as autofungoes tomam valores reais (ver 2.5 na
pégina 102 de [141]) e os autovalores formam um conjunto enumeravel
(ver 2.6 pagina 103 e Cor. 4 pagina 117 em [141]). Referimos também
o leitor a [64] para outros detalhes sobre estas consideragoes.

A autofuncao g associada menor autovalor Ay do operador H
(ver segao 11.5 em [176]) satisfaz é claro a equagao

2

H(po) = —;L—m Apo) +V(po) = Xowo-

Assim, ¢; = e 20ty descreve a evolugao desta condicio inicial que
é estacionaria.

Denote por ¢f* a solugdo para cada m distinto de H(pf") =
[~ A+ VIeE) = dow

No caso unidimensional a autofuncao associada ao menor auto-
valor é inica e estritamente positiva. No item 3) da segdo 1.6 onde ap-
resentamos varios exemplos o caso especifico de potencial V' periédico
e as autofuncgoes de H serd analisado com mais detalhe. O leitor inter-
essado em mais detalhes pode encontra-los na proposition 2.9 chapter
8 in [269] ou em [176].

Questoes interessantes que relacionam a possivel descoberta de
um certo Hamiltoniano especial (tal que seus autovalores satisfagam
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certas propriedades determinadas) e a Hipdtese de Riemman apare-
cem em [30], [54] and [26]

Note que para obter a densidade da posicao do estado v, t fixo,
nos basta [1;|?. O papel e a necessidade de se tratar o estado v, t
fixo, como uma fungéo que toma valores complexos, no entanto, esta
associado ao seu carater de onda e sua sucetibilidade a interferéncia.
Vamos elaborar sobre isto.

Suponha que
H= Z A Py

Se por acaso o estado inicial fosse 1y = asp2 + arpz., entao,

Az A7t

=t t =t
Yy =azeT w2 +arer o7

vai definir a distribuicao de probabilidade em z, via |¢;(7)|?, que vai
variar dependendo de ¢. Assim, nao seria um estado estacionéario.

Suponha ainda que t esta fixo, e, que seja possivel construir um
aparato de tal forma que a particula sob a acao do Hamiltoniano
H selecione no tempo ¢ um estado fixo (com norma 1), digamos,
e A2t 2. Entao, a densidade na varidvel x observada seria dada
por

o2 (@)

Suponha que t estd fixo, e, que agora construimos um novo aparato,
similar ao anterior, mas de tal forma que a particula sob a acao do
Hamiltoniano H selecione o estado (com norma 1) e *7t 7. Entéo,
a densidade na variavel x observada seria dada por

oz ()]

Um fato surprendente na Mecanica Quantica é que as distintas
possibilidades de probabilidade se interferem entre si! Esta inter-
feréncia poderia se dar de muitas formas distintas, mas a que
realmente ocorre na Natureza é aquela que é a mais natural
em termos da estrutura subjacente de espacgo vetorial. Mais
exatamente, suponha que contruissemos um terceiro aparato que se
utiliza dos outros dois anteriores, que nao privilegia em excesso nen-
hum dos dois, mas que permite a selecao de particulas sob as duas
situacgoes.
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Pode ocorrer uma combinacao do dois estados. Obteriamos assim
um estado mixto. Suponha que ag,a7; € C sao tais que a fungao
resultante tenha norma em £2(R3) igual a 1, ou seja, que

Aot =Lt
oatare® o | =1.

=i

lage™

Ao se fazer uma medicdo deste novo estado, a densidade em x

observada no tempo t no fenémeno fisico em consideracao, é dada
por

—1 —1

| [age™ 2 po(x)] + [are™ Mipr(x)] 7 (%).
O carater da soma

=gt

[aze™ Art

p2(2)] + [are™ Mlor(a)]  (#0),

é exatamente como aquela obtida através da soma de duas fungoes
de ondas,

Aot A7t

=i =i
[aze™ w2(x)] e [aze™ or(z)] (%% %),
que se superpoem. Note como podem ser distintos os possiveis valores
da norma da soma ao variarmos apenas t. Se num certo tempo t e
num certo ponto x as parcelas estivessem positivamente alinhadas,

por exemplo, v
[a2 e% Azt (‘02(1.)] _ 56—0.31"

[a7€% A7t ()07(1,)] — Qe 0.3

a soma das parcelas seria maxima. Desta forma a probabilidade de
encontrar a particula perto deste ponto x no tempo ¢ seria grande.

Se, por outro lado, no tempo t e neste mesmo ponto x as parcelas
nao estivessem alinhadas, por exemplo, uma igual a 5e~%3" e a outra
igual a 8 ¢ (70-3¥™) entao a soma seria bem menor.

Uma expressao do tipo (*) e que é oriunda de (**) determina
muitas vezes um distribuigdo com muitas pequenas oscilagdes (grande
variagdo da derivada). Isto ocorre mesmo que |p2(2)|? e |¢7(z)]? ndo
possuam muitas oscilagbes. Uma descricao geométrica do que esta-
mos dizendo: imagine que na figura 2.3 temos que (a) descreve o
gréafico de |ag p2(x)|? e (b) descreve o gréifico de |a7 p7(z)|?. Entao
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poderia eventualmente ocorrer em uma dada situacao que (d) de-
screve ”aproximadamente”o gréfico de (*).

Observe que sob as condigoes acima quando se fizer uma medicao
da energia vamos obter ou Ay ou A\;. Quando se faz uma medigao
existe um colapso da indeterminagao (oriunda da prévia aleatoriedade
entre os possiveis eventos A2 ou A7) e se obtém apenas uma das duas
possibilidades. Ao se fazer uma nova medicao nas mesmas condigoes
do aparato experimental se poderia obter de novo a mesma energia
ou entao a outra.

Em resumo: as distintas probabilidades individuais (em
separado) se interferem quando consideramos o coletivo de-
las. Esta interferéncia se da de uma forma analoga a interfer-
encia de ondas num meio liquido. Note que a probabilidade
é uma fungao matematica e nao é um objeto de natureza
fisica como, por exemplo, uma onda eletromagnética. A
introducao da estrutura complexa na questao em analise é
que permite neste momento expressar esta interferéncia de
forma matematicamente simples e elegante.

Para ilustrar o problema em consideracao no mundo real, ap-
resentaremos o seguinte experimento: de um lado, temos uma fonte
emissora S de particulas (elétrons, por exemplo). Cada particula deve
passar por um anteparo, que possui duas fendas, e atingir um detec-
tor D no outro lado (figura 2.2). Faremos a medi¢ao da posigao da
particula quantica ao colidir com o detector sempre no mesmo
tempo t apos cada particula ser emitida no tempo ¢t = 0. Desta forma
repetindo o experimento varias vezes podemos obter uma distribuicao
de probabilidade da posicao destas colisoes (sempre no mesmo tempo
t apés ser emitida a particula). Referimos o leitor para a segdo 1.1
em [153] para uma formulagdo mais precisa em termos do fenémeno
fisico em consideracgao.

Se fecharmos a fenda 2 e liberando varias particulas podemos cal-
cular a distribuicao de probabilidade P;(z) de o detector ser acionado
por um elétron que passou pela fenda 1 conforme figura 2.3 (a) e co-
lidiu no ponto x € D no tempo t. A varidvel z descreve a posicao
na placa detectora. Se 1 descreve o estado da particula (sob tais
condigoes) no tempo t entao |1 (z)|? = Py (x).
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Num outro experimento - liberando varias particulas - podemos
fechar a fenda 1 conforme figura 2.3 (b)) e calcular a distribuicao de
probabilidade Py(z) de o detector ser acionado por um elétron que
passou pela fenda 2.

Vamos agora realizar outro experimento em que deixamos as
duas fendas abertas e - liberando varia particulas - fazendo varias
medigoes teremos que algumas particulas irao passar pela fenda 1
e outras pela fenda 2. Nesta situagao faremos uma estatistica das
varias colisoes na placa determinado a probabildade de que o choque
ocorreu em algum lugar da placa detectora.

Pareceria natural que a média as duas distribuicoes anteriores
nos forneceria a probabilidade de o detector ser acionado por um
elétron que passou pela fenda 1 ou pela fenda 2 (ver figura 2.3 (c)) e
colidiu no ponto  em D. De outra forma: do ponto de vista classico
a probabilidade de que uma particula atinja o detector no tempo t é

1
)

onde P; e P, sao respectivamente as probabilidades de a particula
atingir o detector passando pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

P(z) = 5 (Pi(x) + P2 (2))

Figura 2.2: S é a fonte de elétrons e D é um detector para as
particulas emitidas.

A distribuigao de probabilidade (pensando classicamente) deveria
ser uma curva gerada pela superposi¢ao das probabilidades via fenda
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1 e 2 (ver figura 2.3). Mas néo é isto que acontece no experimento.
Os dados das medicGes fisicas nos mostram que nao resulta uma den-
sidade de probabilidade da forma 2.3 (¢) mas sim de acoérdo com 2.3
d).

No caso das duas fendas abertas, a distribuicao que descreve as
particulas que colidem no ponto genérico z do detector no tempo
t terd - a partir dos dados reais coletados - o aspecto aproximado
de uma senéide com amplitude decrescente a medida que nos aproxi-
mamos dos extremos do anteparo (figura 2.3 (d)). Desta forma, obte-
mos os padroes de interferéncia entre possiveis caminhos alternativos.
Observa-se uma difragao na distribuigao probabilistica dos dados o
que revela o cardter ondulatério de particulas como elétrons (para
mais detalhes sobre os dados experimentais ver [285]). Para uma in-
teressante discussao sobre o fenémeno da tripla fenda recomendamos
o leitor a [258].

As distribuicGes de probabilidade (objetos matemdticos) in-
dividualizadas (ou seja, P; e P3) se interferem quando colocadas em
conjunto. Este experimento ilustra em termos fisicos o que descreve-
mos antes: o carater oscilatério da distribuicao da dupla fenda esta
em consonancia com expressoes do tipo (*) (**) e (***). Em ter-
mos mateméticos a estrutura de espaco vetorial (soma de ntimeros
complexos) captura a esséncia de como corre a interferéncia.

Na Mecéanica Quantica, os modelos nao sao observados sem que
causemos nele algum tipo de interferéncia. Ainda, o fato de observar
simultanemente dois eventos pode resultar em algo bem mais com-
plexo que examinar cada caso em separado.

Note o fato intrigante que a simples existencia da possibilidade
da observacao por duas fendas altera, instantaneamente, o compor-
tamento estatistico da particula a ser emitida.

Uma discussao sobre o interferometro de Ramsey e o fendmeno
de interferencia aparece na segéo 6.2 em [8].

A terminologia estados coerentes estd associada a descri¢cdo do
fato que estados quénticos se interferem. A medida que se considera
massas maiores num determinado sistema acontece o fenomeno de-
nominado decoerencia que significa que as interferencias comecam a
ficar mais fracas. Outros fenémenos também podem produzir deco-
erencia e isto é muito importante na Teoria da Informacao Quantica.
Na dissertagao [144] é apresentada um discussdo interessante sobre
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Figura 2.3: (a) Pi(z). (b) Pa(z). (c) Pi(z) + P2(z) (previsio classica). (d) A
distribui¢do que é realmente observada no caso da dupla fenda.

este topico.

Na medida em que o sistema descrito por H(z,p) é considerado
com uma massa maior e maior, e se as distancias forem muito grandes
(e ainda uma certa proporcao entre elas) nos afastamos mais e mais
da Mecanica Quéantica (ver [205], [249] e [5]). Observa-se no fenémeno
fisico que diminui mais e mais a votatilidade da particula. Este
tépico esta descrito aqui nas segoes que consideram o chamado limite
semiclassico que, num certo sentido, significa assumir que a massa e
as distdncias envolvidas estdo ficando maiores e maiores (chegando
ao nivel dos objetos macroscépicos). Observamos aqui que na ver-
dade esta questao envolve uma analise mais complexa do que supor
apenas isto. Este t6pico serd abordado na segao 2.14 de [189]. Nestas
consideragoes estamos supondo sempre que estd mantida a forma do
Hamiltoniano, ou seja, o potencial V' nao muda.

No trabalho [156] o autor destaca e explica porque quando se toma
na ”Mecénica Quéantica”o limite em /% indo a zero (questdo rodeada
de polémica cientifica) ndo se determina o mundo da ”Mecanica
Classica”. Referimos o leitor para [202], [133], [69], [97], [177], [110] e
[284] para consideragoes e resultados matematicamente interessantes
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sobre o assim chamado limite semiclassico da Mecanica Quantica. No
texto vamos tocar neste tépico em alguns momentos (por exemplo,
antes da definigéo 1.28).

Um pouco antes da definicao 1.4 mostramos um exemplo onde
ao tomar o limite da massa m — oo obtemos um resultado que faz
sentido do ponto de vista classico. Note que neste caso este limite
semicléssico ird considerar apenas estados estacionarios.

Em [263] o autor (que é um matematico expert no assunto de
limite semicldssico) explica que no caso de um eletron a equagao

. oY €2 0%p(t,x)
ie—(t,x) = —— ————= + V(x)Y(t, )
ot 2m 0z

é aquela obtida reescalando todos os parametros fisicos da equagao
de Schrodinger (massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.).
Este ¢ é uma constante ”dimensionless”, ou seja, uma constante
matematica sem atributos de grandezas como metros, segundos, etc...
Assim, o comportamento cldssico ”deveria”’ emergir quando € vai a
zero assumindo a premissa béasica que a Mecanica Classica descreve
sistemas que possuem escalas de energia-tempo muito maiores que A.

Mais precisamente, para t fixo, a distribuigdo de probabilidade
de [1(z)|? - onde v satisfaz a equagdo de Schorodinger acima com
€ varidvel - deveria descrever, de alguma forma, quando ¢ — 0, um
sistema mecanico classico.

Mas uma anélise completa da questao, segundo o autor, ainda nao
estd totalmente contemplada em termos matemdticos (ver [98] para
maiores detalhes).

Para um certo tempo fixado t, a probabilidade espacial ¢; vai des-
crever no limite semicldassico um comportamento coletivo de solugoes
[15]. Estamos sendo um pouco ambiguo aqui porque na equagao de
Hamilton se necessita fixar uma posicao e um momento inicial, mas
isto pode ser corretamente equacionado de outra forma (via pacote de
ondas Gaussiano). Observamos que s6 quando a massa cresce e fica
a nivel macroscépico, que volta a ter sentido o conceito de velocidade
(como a conhecemos na Mecéanica Cldssica).

Observagao: No caso de um potencial V periddico a andlise do
limite semicldssico quando m — oo afirma que a probabilidade de-
scrita pela densidade |p5'|?(z)dz vai se concentrar nos minimos do
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potencial V. Esta afirmagao estd matematicamente fundamentada
em vérios casos e referimos o leitor a [135] [253] [254], [105], [154],
[155], [108] e [138] para a prova destes resultados. Observe que do
ponto de vista fisico faz sentido que o limite do estado quantico de
minima energia, quando m — oo, va determinar solugoes no menor
nivel de energia para o Hamiltoniano classico. Observamos que em-
bora em [138] (e em outras das referencias acima mencionadas) os
autores falem em i — 0, ou € — 0, o resultado também pode ser 14
enunciado alternativamente como m — co.

Considere fixado um Hamiltoniano

p|?

2m
mas de massa m varidvel. Quando a massa é pequena o carater on-
dulatério do estado se faz presente, no entanto, quando consideramos
uma massa maior e maior, nos aproximamos da Mecanica Cléssica,
onde nao se percebe a manifestacao de tal fenomeno. A decoerencia
é (aproximadamente) total. Como se interpreta a passagem de uma
teoria a outra? Mais tarde quando tratarmos do limite semiclassico
vamos abordar tal questao. Na verdade, vai ser o método da fase
estaciondria [210] que vai dar a justificativa matemadtica a tal fato.
Quando a massa fica grande as oscilacoes ficam muito intensas e se
cancelam conforme segao 2.14 de [189]. Mas entdo vamos necessitar
assumir certas hipéteses sobre em qual sentido estamos fazendo isto.

Na Mecanica Classica a adicao de uma constante Vj ao potencial
nao altera as equacoes de Hamilton, e, assim o mesmo acontece com
a evolucao temporal do sistema.

Na Mecanica Quéantica por sua vez a adicao de uma constante
ao potencial cldssico, e sua consequente quantizagao, leva ao aparec-
imento (multiplicativo) de uma fase da forma e7 0! na funcio de
onda ;. Ou seja, ¥¢,t > 0, muda. Naturalmente, isto nao causa
alteragao nas probabilidades de encontrar a particula em um dada
regiao.

Note também que a adicao de uma constante Vj ao potencial
cldssico, e sua consequente quantizagao, nao altera o conjunto das
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autofungoes do operador Hamiltoniano associado, mas, os correspon-
dentes autovalores sao transladados por V4.

Copmo j& observamos antes que ¢(z) = a(z)e’“® e ¢(x) =
a(z)et*®) onde a(x) > 0 e b(z), c(z) sdo niimeros reais, descrevem a
mesma distribuicao de probabilidade da particula porque para todo
z vale [¢(2)* = a(x)? = |¢(z)[*.

Segundo alguns autores, no entanto, o ¢(x) (que descreve uma
fase na onda 1) tem relevancia do ponto de medigao probabilistica e
isto estd relacionado com o que se chama de Berry phase. Nao vamos
elaborar sobre isto (ver [37]).

A teoria descrita nesta secdo pode ser extendida em sua maior
parte a Hamiltonianos que possuem um potencial que depende do

tempo, ou seja, da forma H(x,p,t) = % + V(z,t). Para simpli-
ficar o desenvolvimento da teoria vamos considerar no texto apenas
Hamiltonianos auténomos.

A titulo de ilustragao, informamos que no site

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html

é possivel encontrar uma sintética exposi¢ao da Mecanica Quantica
acompanhada de alguns programas de computador que permitem
ao leitor perceber através de figuras e simulacoes algumas da pro-
priedades bésicas que serao descritas de forma teorica aqui.

Exposicoes matematicamente rigorosas e bem mais sofisticadas
do que a descrita no presente texto podem ser encontradas em [289),
[72], [287], [12], [126] ou [227].

No interessante artigo ” Gap Labelling Theorems for Schrédinger
operators”de J. Bellissard em [286], ao lado de diversas consideragoes
histéricas, o autor discute na segao 1.3 pagina 548 a questao de con-
siderar operadores limitados ou nao no setting de C*-Algebras. Neste
trabalho também é discutida a questao: é natural considerar os prob-
lemas de Mecanica Quantica no setting de Geometria nao Comuta-
tiva (ver secao 2) 7 Em [189] o ponto de vista de C*-Algebras (em
Mecéanica Quéntica e Mecanica Estatistica Quéantica) é discutido com
algum detalhe.

Um topico mais avancado é por exemplo a relacao da Mecanica
Quéntica com spectral triplets (uma boa exposi¢ao pode ser encon-
trada por exemplo em [164] e [275]).

Em [72] o autor descreve com detalhes e de forma rigorosa alguns
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modelos importantes do ponto de vista da Fisica como os relacionados
com o atomo de Hidrogenio, Potenciais Coulomb, dtomos de Hélio,
etc... Estes tépicos sdo também tratados com rigor em [12] e [117].

Questoes que envolvem as desigualdades de Bell e hidden variables
permitem mostrar que nao se pode tratar as questoes da Mecanica
Quantica com o formalismo classico da Teoria dos Processso Es-
tocasticos. Uma bela exposicdo ao mesmo tempo curta e simples
de tais t6picos aparece em [11] na se¢@o 5.2.2 (ver também [12]).

Para uma descricao geral de distintas formalizagoes da Mecanica
Quaéntica referimos o leitor a [63].

Em [95] sdo apresentados vérios exemplos interessantes que po-
dem ser ilustrados e, eventualmente, melhor entendidos via simulagao
em computador usando o software Mathematica.



Capitulo 3

O Comutador na
Mecanica Quantica

Os observaveis classicos sao fungoes e os observaveis quanticos
serdo operadores autoadjuntos. O produto de fungoes (que é co-
mutativo) serd substituido no cendrio quéantico pela composicio de
operadores.

Vamos analisar algumas propriedades bésicas da composicao de
alguns dos operadores que desempenham um papel fundamental na
teoria.

Definigao 3.1. O comutador de dois operadores A e B é definido
como

[A,B] = AB — BA.

Assim, se A e B comutam o seu comutador é o operador zero.
Note que para qualquer operador A vale [A, A] = 0.

Uma motivagao para estudar tal questao é saber, por exemplo, se
Xl PQ - 7)2 Xl.

Vamos mostrar no Teorema 4.2 que se dois operadores comutam
entdo eles sdo simultaniamente diagonalizdveis (usando um mesmo
conunto ortnormal completo).

Lema 3.1. Dados os operadores A, B, e C, entdo:
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1) [A,B]=-[B,A]

2)[14530]:3[5 ] [Aa ]
3) [A, [B,Cl]+[B, [C,A]] +[C, [AaB]]:O'
Demonstragao:
Vamos demonstrar apenas 3).
Ora,
[A, [B,C]]=[A,BC]—[A,CB] =
B[A,C|+[A,B|C — C[A,B] — [A,C)B
B[A,C] - [A,C)B + [A,B]C — C[A, B] = [B,[A, (]
- [Bv [Cv A]] - [Cv [Av B]]
Lema 3.2. Para quaisquer j, k € {1,2..,n}
D)[Xe, Xj] = [Pr, P;] =0

e, ainda, para qualquer j € {1,2..,n}
)
2)5 Py, X;] = Id.
Finalmente, para j #k € {1,2..,n}

7
3)ﬁ[Pj’ Xk] =0.

Demonstracgao:
1) Para uma dada 1 temos

(X, Xj](¥) = [XXj — X; Xp] () =

T i P(21, X2, X3, 0 ) — Tj T Y(T1, T2, T3, ...

Para uma dada v de classe C? temos

[P, Pil(¢) = [PxP; — PjPrl(¢) =

65

+[[A4,B],C] =

,Tp) = 0.
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o O 0
Dz 0x; Dz ;0xy, ’

porque as derivadas parciais mistas comutam.

2) Para uma dada v temos

[Py, X1 (¢) = [P X; — X;Pl(v) =

fz‘h{a%m (@1, 02,23, ) — xja%wm,m,ms, )} =

o
—ih{[z; %1/’(1173327137 o n) + Y(x1, T2, T3, ..., T) ] —
j

xj%w(l'17$271}37 ,Z‘n)} =

—’ih’lﬂ(wl,l‘g,lg, ceey acn)

3) Suponha k # j. Para uma dada 1) temos

[P, X](¥) = [PiXi — X Pjl(¥) =

0 0
—ih{— (zp Y(21,72,23, ..., Tn)) — T =— Y(T1,%2,23,...,2n) } =
8m]~ 8m]~

0
—ih{zy . W(x1, 22,23, ..., Tn) — Tk . Y(x1, 22,23, ...s2n) } = 0.
J j

O lema acima requer algum cuidado com os dominios dos oper-
adores envolvidos, mas nao vamos aqui entrar em detalhes técnicos.

Suponha que dois operadores autoadjuntos A e B co-
mutem e que o estado tenha sido preparado em v € LZ(R")(dz).
Entao os dois observaveis A e B podem ser medidos para
”certos estados”y simultaneamente com infinita precisao.
Nao é possivel preparar o estado {» num laboratério de tal
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forma que se possa medir X e o momento P, simultane-
amente com infinita precisdo. Isto porque [X2,P2] # 0. O
sentido matematicamente exato do que estamos afirmando
sera explicado de forma mais apropriada na segao 8.

Se dois operadores autoadjuntos A e B satisfazem [A, B] =
0 entao é porque as medigoes correspondentes tem inde-
pendencia - medigoes de um nao alteram a estatistica das
medicoes do outro - (ver consideracoes interessantes na segao

5.12 de [11]).
Assim, nao surprende que [X], X2] = 0. O fato que [Xa, Ps] #
0 faz sentido. De fato, classicamente ps(t) = muxs’(t) se

p(t) = (p1(t),p2(t),p3(t)), e portanto a componente 2 da ve-
locidade z'(t) = (x1'(t),22/(t), x3'(t)), ou seja x5, depende da
posicao xs.

Lema 3.3. Para qualquer j € {1,2..,n}, e, qualquer

CH 20 = 2 0= ),

m 0zx;

Demonstracgao:
Note que para todo j temos que

Azjp)(x) = w2 A (x) + 2V ;9 (x),

onde V 1 = (9671@.

Ora,
H(e; ) (2) = — g Alag9)(@) +2; V() b(r) =
g () + 2V @)] -y V() ().

Desta forma, para um dado ¥ temos

[H, &5](¢)(2) = (HA; ) () (x) — (X H)(¢)(z) =

(=5, [z 89(2) +2Vj9(2)] +2; V() (z) |-
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12 n?
v [ D)) + V(@) ()] = = V().
Portanto, £[H, X;] = —£v; = Lp;.

De forma similar se pode mostrar que:
Lema 3.4. Para qualquer j € {1,2..,n}, e, qualquer

i oV
FHPI0) = 50,

Faremos agora um breve paralelo com o mundo da Mecanica
Classica. Considere o Hamiltoniano H(z,p), a equacado de Hamil-
ton e suponha que (z(t),p(t)) descreva uma solugao cléssica.

Vamos mostrar que o comutador [A, B] dos operadores A e B
corresponde na Mecénica Classica ao colchete de Poisson [184].

Definicao 3.2. Se f,g : R?™ — R, definimos o seu colchete de

Poisson
"\ [ df Og af 0g
(=35 (22005 oy
; Opj dxj  dx;j Ip;

Ondea f(.%',p) = f(wla ey Ty P1y "apn)) g(ZC,p) = g(xla ces Ty P1y apn)

Pode se mostrar ([184] Ex 5 secdo 3.2) que para cada k,j €
{1,2..,n} vale {px,p;} = {ak,z;} =0, {zk, p;} = ;.

Isto corresponde, na Mecanica Quantica, a [Xk, X;] = [Py, P;] =
0, [P;, X;] = Id, e, ainda, para j # k, [P;, Xx] = 0.

Se H(z,p) : R® x R — R é o Hamiltoniano no sistema classico,
entao a dinamica classica pode ser descrita pelas equacoes de Hamil-
ton

J'Ck:{H,:L'k}, pk:{Hapk}v k€{1527n}

De fato, por exemplo, para cada k € {1,2..,n}
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", (OH oz OH oz OH

= 8pj 896]- 896]- 8pj N a—]?k
A expressao P& = 2 = {H,x;} ¢é semelhante a que foi obtida
acima
1 )
— P = —[H, X
m* ﬁ[ g
Ainda, p), = {H,pr} = ngVk, corresponde a afirmacdo: para
qualquer
i ov
YH, P ) = — 2.,
L PU() = o0

Desta forma se percebe que a quantizagao do colchete de Poisson
corresponde ao comutador de operadores.
2 ~
Note que os operadores f—m e V nao comutam.
PPV o oV

Desta forma, nao se pode afirmar que ezm 2m e’
. 2 ~ ’ .
Observe ainda que o operador f—m + X5 P2 nao é autodjunto.

Referimos o leitor a [136] para algumas consideragoes interessantes
relacionadas com os topicos descritos acima.

Ao final da segdo 2.16 de [189] vamos abordar a relagdo entre
{.,-} e[.,.] no limite semi-cldssico i — 0.



Capitulo 4

Observaveis, valor
esperado e o operador
momento

No caso de uma certa particula ser descrita de forma probabilistica
por uma densidade [¢(x)|?, ou seja, a probabilidade de encontra-la
numa regiao A é dada por

IRCRS
A
observamos que as regides onde [1)(z)|? é grande sdao aquelas que
temos mais chance de encontrd-la. Mesmo assim, é claro que se for
muito muito pequeno o volume de uma regiao B em que os valores
|1 (2)|* sdo grandes, a integral [ [¢(2)|? da poderé ter valor pequeno,
ou seja serd pequena probabilidade de encontrar a particula em B.
Na andlise que de qualquer fenémeno de natureza aleatoria é na-
tural tentar descobrir o comportamento médio associado. Por exem-
plo, suponha que a posicao espacial de uma particula sob a acao da
equagao de Schrodinger seja descrita por (1, z2,x3) no tempo t via
Py € L2(R3)(dx).

Podemos estar interessados em saber o comportamento médio da

70
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sua coordenada 2 no tempo t. A expressao

/$2H¢t($1a$2,9€3)||2 dxy dzo dxs,

descreve de forma analitica esta informacao.

Este valor serd denominado posteriormente de valor esperado no
tempo t da varidvel cldssica zo para a densidade ||v;(z1, 22, 23)]|?.
Observe que

/$2||1/)t($1,$2,$3>|‘2d$1 dzs d.ng =< X ’l/), ’L/) > .

Se, por exemplo, o valor de ||1);(21, T2, x3)|* é muito grande perto
do ponto (4.3, 7.1, 2) € R em comparacio com os outros pontos de
R3, ou seja a densidade esta muito concentrada em (4.3, 7.1, 2), entao
a integral acima vai ficar perto do valor 7.1.

Definigao 4.1. Um operador autoadjunto A agindo no espago de
Hilbert H serd chamando de observéavel. Vamos denotar de valor
médio (ou valor esperado) da particula descrita por » € H sob o
observavel A a expressao

E(A)y =< A>y=<, A >.

No caso geral, o observavel A pode ter o espectro constituido por
parte continua e pontual (autovalores).

Como A é autoadjunto, este valor < ¢, Ay > serd sempre um
nimero real como ja vimos na primeira sec¢ao.

Note que o o valor esperado de um A geral estd sempre atrelado
a uma distribuigao espacial oriunda do estado 1 fixado.

Por exemplo, se H = L?(R3)(dx), e, A = X», entdo, para uma
dada fixada 1,

<A >y,=< Py, o) >= /552”7/}15(5517552;1'3)”2(1551 dxo ds .

Uma pergunta natural é: quais sao as propriedades da funcao de
vériavel ¢, dada por < A >y,, que se pode obter a partir do fato que
i, satisfaz a equagao de Schrodinger?
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Na Mecénica Clédssica os observéveis sao fungées f(z,p). Por e-
xemplo, podemos estar interessados na evolugao da coordenada xo
do sistema mecanico governado por um certo Hamiltoniano classico
H(xz,p). Neste caso, f(z,p) = x2. Podemos estar eventualmente
interessados na evolucao da coordenada ps deste sistema cldssico;
assim, seria natural considerar f(z,p) = p>. Se considerarmos o
observavel cldssico f(x,p) = p+p3+p3, entao estarfamos observando
o médulo ao quadrado do vetor momento. E assim, por diante. Mais
exatamente, se

(@(), p(t)) = (x1(2), 22(t), 23(1), p1(t), p2(t), p3(t))

satisfaz a equacao de Hamilton com condicdo inicial (xq,pg) € RS,
entdo, por exemplo, se f(x,p) = x2, teremos que x5(t), descreve
ao longo do tempo a evolugao dinamica da segunda coordenada da
particula. Ainda, se f(z,p) = p? + p3 + p3, entao p?(t) + p3(t) +
p3(t), descreve ao longo do tempo a evolugio dindmica do médulo ao
quadrado do momento da particula.

Na Mecanica Quantica vamos trabalhar com a densidade da prob-
abilidade da posicao espacial z (ou do momento) da particula. Nao
sera possivel dizer de forma deterministica que no tempo ¢ a particula
estard num determinado ponto. Se a particula no tempo ¢ tem dis-
tribuicao caracterizada por 1; entao seu valor médio de momento Ps
serd descrito por

< Py >y, =< Py, P () >=

.0
/ (21, 22, 23) [—ih a—m"/)t(xlvx% x3)] dx1 dze dxs .

O valor acima serd um numero real. Destacamos aqui o fato que
foi (de certa forma) inevitdvel, como vimos, o uso dos nimeros com-
plexos na formulagao da equacao de Schrédinger. Mas quando vamos
calcular o valor esperado de um observavel obtemos sempre niimeros
reais que é o que se esperaria. Ou seja, ao calcular médias voltamos
ao "nosso bom mundo real”. Num certo sentido, mais préximo, ao
"nosso conhecido mundo cléssico”.

A introducao dos numeros complexos na teoria se deve princi-
palmente a necessidade de se produzir uma apropriada e elegante
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descrigdo do fenémeno da interferencia (como foi descrito na segéo
2). Na verdade, existem formulages que dispensam a estrutura com-
plexa e os mesmos resultados sao obtidos mas por outros principios
(ver segao 12 no presente texto e ainda 2.18 de [189]).

O oscilador harmoénico corresponde ao Hamiltoniano H(x,p) =
2 2,2
P mw”x
om T2 )
O correspondente operador H sera

FL2 d2 2.2
O(r) = —5— <= 6(2) + 9lx) T

Os autovalores sdo os nimeros da forma A\, = (n + %) hw, n =
0,1,2,...
Vamos mostrar em breve que o ground state (associado ao auto-
2
valor \g = % hw) do oscilador harménico serd da forma ¢g = Ae o,
onde o = 2 Escolhemos a constante A de tal forma que |¢o| = 1

O valor esperado do Hamiltoniano H em ¢g é a energia total do
estado ¢p.

Assim, ¢g sob a acao de tal Hamiltoniano tem energia total

7)2
< o4, + <V >4, =

2m
K2 9 22 d? 9 a2 mw? 2
fﬁA /e a d$2(e )dz+A/e 5 dx =
K2 muwla 1
+ = —hw
2ma 8 2

Se nosso objetivo fosse observar o momento ao quadrado de ¢g =

2
- ~ 7 . .
Ae o, entdo os possiveis resultados (ver Postulado 2 a seguir) pode-
riam atingir qualquer niimero nao negativo (o espectro de P? é a reta
real ndo negativa). O valor médio das observagoes seria

h2
2
<P >4,= o

Como vimos antes, o espectro do operador X;, j € {1,2,.,n}
contém toda a reta real. &; nao possui autovalores.
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Assim o operador autoadjunto X’; nao possui um conjunto ortonor-
mal completo enumeravel de autofungoes.

Em qualquer caso, mesmo que o espectro nao seja apenas pon-
tual, o espectro do operador H vai desempenhar um papel muito
importante na Mecanica Quantica.

No caso unidimensional, se o observavel for X, entao estaremos
analisando a posicao espacial do estado.

A algebra dos observaveis deve ser encarada como uma versao
nio comutativa da algebra das fungdes. A funcdo real z — z3 vai
corresponder a X7, as fungdes reais aos operadores autoadjuntos, o
Hamiltoniano classico H a H, etc...

Uma questao fundamental na teoria é o que se pode obter de uma
medigao fisica de um sistema quéantico. O préximo postulado trata
disto.

POSTULADO 2. Os observdveis em Mecanica Quantica sao
descritos por operadores autoadjuntos A. Uma medi¢do do observdvel
A sobre um estado Y vai dar como resultado um autovalor, ou mais
geralmente, um elemento do espectro de A.

Suponha que medi¢io seja descrita por A = Y A\, P, , onde
08 Y, formam um conjunto ortonormal enumerdvel completo, e, os
autovalores correspondentes sao denotados A\, € R. Neste caso o
espectro € constiuido pelo conjunto dos autovalores. Assuma que o
estado 1 seja descrito por v =" By, Bx € C. Preparando o apar-
elho que fard a observacao da mesma forma e em se fazendo vdrias
medigoes a frequencia do aparecimento um determinado autovalor Ay
¢ descrita pela probabilidade |By|?.

A palavra medicdo acima tem um sentido de algo que é medido
por uma aparato fisico. Nao é uma terminologia matematica.

Por exemplo se A for o Hamiltoniano H, entdo este observavel,
ao ser medido sobre uma particula que estd no estado v, vai resultar
em algum autovalor de H, o que vai corresponder a um certo nivel de
energia. Existem diversos aparelhos que em laboratérios de pesquisa
conseguem medir a energia de um certo estado. Se repetirmos a
medicao, sob as mesmas condicoes, podera ocorrer um outro resultado
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(que serd talvez um outro autovalor de H). No exemplo do oscilador
harménico apenas os valores A, = (n + %) hw,n=0,1,2,..., podem
resultar de uma medigao de energia. Neste caso apenas um conjunto
enumeravel de autovalores \,, poderiam resultar da medicao. Fixado
o estado ¥ e o observavel A entdo a correncia de cada A, tem uma
certa probabilidade (ver observagao 1 abaixo).

Se repetirmos varias vezes estas medigoes o valor médio delas
serd E(H)y =< v, H(y) > (vamos elaborar sobre isto em seguida
na observagao 1).

Como dissemos antes vamos mostrar na se¢ao 2 que os conjunto
dos valores do espectro do operador autoadjunto H estd contido na
imagem do Hamiltoniano cldssico H(q, p) associado. Assim, o postu-
lado acima nao é assim tao surprendente.

Note que o observével posicao X (caso unidimensional por exem-
plo) ndo possui autovalores. Uma versdo mais ampla do postulado
acima afirma que apenas valores do espectro podem ser obtidos como
fruto de uma medigao (ver segao 2.1 e 2.2 de [189], vamos elabo-
rar um pouco mais sobre este ponto). Neste caso, como qualquer
namero real estda no espectro, temos que uma medi¢ao quantica da
posigao pode eventualmente atingir qualquer nimero real. Note que
no experimento da fenda dupla (que mencionamos anteriormente) os
valores atingidos na placa detectora (medigdo de posi¢do x) podem
estar em qualquer lugar (qualquer ponto da reta real associada ao
detector).

Quando a particula num tempo t colide no ponto xz com a placa
detectora conforme descrito no exemplo da figura 2.2, em funcao do
seu impacto, se pode "medir’a sua energia (autovalor do Hamilto-
niano H). Os possiveis valores assim obtidos (sob certas hipGteses)
estariam apenas entre um certo conjunto enumeravel de possibildades
(os autovalores do observavel H).

Ao passar um foton por um cristal, este ao sair, determina um
estado que é uma combinacao de dois estados cada um com um spin.
Isto nao caracteriza a acao de um operador autoadjunto. Apos esta
passagem, se pode medir a sua colisao com uma placa e ai teremos
uma medigao (que serd descrito por operador autoadjunto).

A acdo de um operador unitdrio sobre um estado resulta como
output um outro estado. Sendo assim nao descreve uma medicao.
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Vamos descrever de outra forma o valor < A >, para uma certa
¥ em L2(R")(dz). Suponha que para o operador autoadjunto A,
definido num espago de Hilbert H, vale o seguinte: existem autove-
tores ¢,, n € N, de multiplicidade finita, com autovalores A, € R,
que definem um conjunto ortonormal enumeréavel completo. Em geral
sempre se ordena os autovalores em ordem crescente

N <A <A< <Ay <o

Ora, 1) pode ser escrito como 1 = Y7 1 au, .
Assim,

<P A@W) >=< Y on o, A anpn) >=
n=0 n=0

%) oo %) oo
< Z Qn ©n, Z Qo )\n Pn >= Z )\nana_n = Z )\n|an|2-
n=0 n=0 n=0 n=0

Se |¢| = 1, entdo vale
0o S) 0o 0o
1=< Z (079} (pnvz Qg P >= Z Qp Oy = Z |an|2-
n=0 k=0 n=0 n=0

Observagao 1: a expressao acima deve ser entendida da
seguinte forma. Fixado v, cada valor |a,|?, n € N, descreve a
probabilidade de que a particula descrita pelo estado i) (com
densidade de probabilidade |i(z)|?), sob a agao do observavel
A, e apés uma medigao, resulte no valor real )\,. Esta
afirmagao complementa o postulado acima e serd explici-
tado no Postulado 5. Mais detalhes e consideracoes sobre
este ponto aparecem apds o Postulado 8 na segao 2.1 de [189].
Podemos considerar entao que é inerente ao problema a ex-
istencia de uma medida de probabilidade P com pesos |, |2,
n € N. Desta forma podemos descrever o valor esperado do
autovalor através da expressao Y .- An|a,|>. Este sentido
de valor esperado descrito agora é, em principio, conceitual-
mente diferente do anteriormente introduzido < 1, A(y)) >.
Resulta ao fim serem os mesmos valores.
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Note que como > |ay|? < oo, os valores |a,,|? tendem a zero
quando n — oco. Assim, os niveis correspondentes aos autovalores
maiores tem a tendencia de terem menor probabilidade.

Estamos afirmando (no presente caso) que os inicos possiveis re-
sultados da observacao A seriam os autovalores \,. Esta afirmagao
requer um explicagao mais cuidadosa do seu sentido preciso, e, serd
objeto do Postulado 4, e, das consideracgoes subsequentes ao Postu-
lado 6 (segao 2.1 de [189]).

Observe que quando é feita uma medigao existe um co-
lapso da indeterminacao (oriunda esta da prévia aleatoriedade
descrita pelo estado) e a medicao resulta num dos possiveis
autovalores do operador observavel em consideragcao. O
aparato que faz a medigao no laboratério pode ser descrito
de forma matematica via um certo operador autoadjunto L.
O colapso do estado é um postulado que nao é governado
pela equagao de Schrodinger.

Uma questao interessante é perguntar o que se pode dizer do ”sis-
tema quantico” (que ao ser observado colapsa num autovalor digamos)
”antes”de uma medigdo. Referimos o leitor a [24] para a descrigdo
de certos experimentos feitos em laboratério que tentam entender o
mencionado problema.

E importante destacar a diferenca entre modelar matematica-
mente a realidade e a realidade fisica em si mesma. Se L é um
observével (um operador autoadjunto) e 1 um estado, néo existe
uma interpretagao fisica direta para L(). Por exemplo, ndo existe
sentido fisico para —Aw. Observe entretanto que < v, L(v) > nos
da o valor esperado; ainda, que os autovalores de L determinam os
possiveis eventos obtidos via medi¢cao. Embora um certo operador
autoadjunto L (observdvel) fixado permita entender o que se pode
prever no mundo real, ndo é qualquer expressao matematica inerente
ao modelo que possui uma corresponente interpretagao fisica.

No entanto, faz sentido do ponto de vista da realidade fisica
aplicar um operador unitdrio a um estado 1 e o resultado é um outro
estado ¢.

Existem outros operadores cujo input é um estado v e cujo output
é outro estado ¢ e que tem relevancia fisica. Por exemplo, certas
experincias em laboratério sao descritas por um operador projecao P,
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onde estd fixado um estado ¢. Um operador projecao nao é unitario
(ndo é inversivel).

Como dissemos antes a palavra ”quanta”tem o sentido de quanti-
dade discreta. Na Mecénica Cldssica uma fungdo (observével) pode
assumir um continuo de possiveis valores. Na Mecéanica Quantica,
por sua vez, um observavel A (que satisfaz a hip6tese acima, ou seja,
seu espectro é constituido apenas por um conjunto enumeravel de au-
tovalores), medido para uma particula no estado v, s6 poderd apre-
sentar um certo conjunto enumeravel de resultados (seus autovalores

An)-

Observagao 2: de forma heuristica, podemos dizer que a
medida que a massa m do sistema em consideragao cresce
temos que o espagamento entre os autovalores (a energia)
do Hamiltoniano diminui, de tal forma que quando a massa
fica ”grande”temos a ilusao de que todos os valores reais sao
possiveis para a energia (num continuo de possibilidades do
observavel cldssico). A formalizagdo matemadtica rigorosa
de tal afirmacao (no entendimento do autor) nao esta ainda
no momento disponivel. No entanto, na secao de exemplos
(no caso do oscilador harmonico) vamos mostrar que esta
afirmacao faz todo sentido.

Num atomo existem possiveis niveis de energia para os eletrons
em torno do nicleo. Estes seriam descritos pelos autovalores de um
certo H = —% A + V. Se uma particula tem um certo nivel de
energia determinada, digamos A, entao, sua densidade de posicao
espacial serd dada pela correspondente densidade |2 (z)|?.

Inicialmente se pode pensar que o eletron estaria no estado de
nivel de energia mais baixo, ou seja, com energia g, e, descrito pela
densidade de posigao |¢o(z)|?. Este é denominado de ground state.

Se fornecermos energia ao sistema ele poderd saltar a um nivel de
energia mais alto, digamos \A;, e assim seria descrito pela densidade
de posicao |1 (z)]?.

Estamos assim colocando o estado num numa certa particular
escolha. Existem outras maneiras de se preparar o sistema num lab-
oratorio para se obter um determinado estado ).

Considere fixado em operador Hamiltoniano H que sera encarado
como um observdvel. Uma dada particula quantica (um estado) pode
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exibir um comportamento misto: ter um pouco de energia A\; e um
pouco de energia A3, mas suponha que apenas estes. Assim, a 1 que
descreve tal particula teria a forma ¥ = aj 1 + a3 @3, onde 1 e @3
designam as autofugoes de H associadas respectivamente a A e As.
Desta maneira, |a;]? + |ag|? = 1. Apés fixar o 9, que foi preparado
para estar nesta forma, é que iremos fazer a medicao via o observavel
A = H. Quando medimos vérias vezes (estamos com um observavel
A fixo) a sua energia, digamos 1000 vezes, e, calcularmos o nimero
aipo0 de vezes que ”observamos”’o valor de energia \;, obtemos o

valor aproximado
@1000

1000
Um descrigao interessante sobre a diferenca entre medicoes repeti-
das e medigoes sucessivas aparece na pagina 53 na segao 4.3a em [113].

~ lon]?

O desenvolvimento a seguir vai ilustrar o papel dos observéaveis
na Mecanica Quéntica

Seja (1i(x), z2tt(z)) = [ @a|jthe(z)||*dz, entdo, usando a equagao
de Schrodinger e o Lemma 3.3 temos que

&) = <%wt,xzwt>+<¢t,xziwt>
= <%H¢t,$2¢t> <1/)t,$2 H"/’t>
= (¢, iH(ml/ft)) - <¢t,$2ﬁH¢t>

= <7/)t7 [H X))

‘9“/’6 (4.1)

= <1/}ta 71718 o

De forma semelhante se mostra que para qualquer j € {1,2,3,...,n}

vale
31/&

a$j>

d
E@/’t@ﬂ/’ﬁ <"/)t7

Segue disto que

d L O
TI’LE < Xj >, =< —Zh% >op, =< ,Pj >y -
J
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Recuperamos assim, via valor esperado, uma expressao semel-
hante a correspondente classica, ou seja, é verdadeiro para qualquer
j€41,2,3,....,n} que

mz;(t) = m%xj(t) = p;(t).

Da mesma forma, se pode mostrar também que para qualquer
j€{1,2,3,...,n} vale

d d oV
E@j)da = E@Ptﬂ’j(lﬂt» = <_a—xj>'¢t'

Assim recuperamos, via valor médio, também a expressao classica
: /o 1 _ _ oV
em termos de colchete de Poisson p); = {H,p;} = 527
Reunindo as duas expressoes, para todo t, temos que para qual-

quer j € {1,2,3,...,n} vale

d d oV
Mmooy <& >4, =<Pj > e 2 (Pily = (-a—xjm-

Desta forma recuperamos (num certo sentido) as Leis de
Newton (e a equagiao de Hamilton) ao tomarmos os valores
médios dos observaveis envolvidos.

Assim, o que representaria a versao quantica da velocidade cldssica
seria o operador % P.

Vamos generalizar as expressoes acima para um operador autod-
junto A qualquer.

Lema 4.1. Seja A autoadjunto, e, 1, satisfazendo a equacdo de
Schréodinger, entdo, para todo t

d .
7 (W Ab) = (. 1 [H, Ay)).
Ou, de forma equivalente,

d 7
E<A>"/)t = <ﬁ[H’A]>wt‘

Este resultado € conhecido como Teorema de Ehrenfest.
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Demonstracgao:

d d d
S AW)) = (e AR + (A 00)
1

= (S H), A) + (e AGHG))
= (r, ;?H(A(wt)» - <wtaA(ﬁH("/1t))>
= (o, 7 A0,
|

Vamos elaborar mais sobre o resultado acima na secao 1.13 de
[189].

Fazendo aqui um paralelo com a Mecanica Classica do resultado
acima lembramos que se pode mostrar ([184] Ex 6 se¢do 3.2) que dado
F(x,p), F : R?*™ — R, e sua evolucdo ao longo de uma solugao da
equagdo de Hamilton (x(t), p(t)), entao vale que

& R G(t),p(0) = (F, H)(a(0) (1)),

onde {, } denota o colchete de Poisson.

Uma integral primeira para equagéo de Hamilton (para um Hamil-
toniano H) é uma funcao F' que é constante ao longo da evolugio tem-
poral (z(t),p(t)), ou seja, tal que 4% F(x(t),p(t)) = 0; uma condigio
suficiente para isto é que {F, H} = 0.

De forma andloga, se desejamos obter um observavel A tal que o
valor esperado ao longo da evolugao temporal descrita pela equagao
de Schrodinger (associada ao Hamiltonian H) seja constante, entao
segue do Lema acima que basta obter A tal que [H, A] = 0. Note que
como [H, H] = 0 entdo o valor esperado de H ndo muda ao longo da
evolucao temporal do estado pela dindmica de Schrodinger.

Como dissemos antes, o sentido fisico de um determinado ob-
servavel A estd associado a uma medigao obtida via algum aparelho.
Dada uma particula que se encontra num estado v, podemos medir
a energia, o momento, e outras grandezas pertinentes.
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Definigao 4.2. A energia média de uma particula no estado 1 sob
a acao de H é

2
Ey(H) =<, HY >=< 1), [f—m + V(%) >.

Se 1 é autofuncao normalizada de H associada ao autovalor A,
entdo, B, (H) = \.

O operador observével I corresponde a ndo observar (nao medir
nada).

Note primeiro que estes observéaveis quanticos A envolvem con-
ceitos que em geral possuem anélogos classicos. Quando a massa m é
muito pequena devemos proceder de maneira diferente (da cléssica), e
assim, surge o cenario quantico. Em segundo lugar note que para cal-
cular uma probabilidade associada ao observavel A se faz necessario
um estado ¢ (que por sua vez envolve a posi¢ao x da particula). Dito
isto, podemos prosseguir.

Observaveis no Setting Classico: suponha que uma densi-
dade f(z), onde temos que f : R® — R, descreve a probabilidade
da posi¢ao x, mais exatamente, a probabilidade de encontrar z no
conjunto C seria [ f(z)dx > 0.

A média da posi¢ao z seria T = [z f(z)dx.

Um observével cldssico, dependente da posigao x, seria uma fungao
continua g(z), onde g : R® — R.

Definigcao 4.3. O valor esperado, ou média, do observavel cldssico
g seria

Ey(g9) =95 = /g(z) f(z)dx.

Vamos supor que o observavel classico g esta fixo, e, consideramos
varias possiveis densidades f. Uma possibilidade de densidade f
seria, por exemplo, um ||? oriundo do mundo quantico.

POSTULADO 3. Para cada observdvel cldssico g(x), g : R™ —
R (ndo necessariamente continuo), corresponde um operador autoad-
junto A com dominio denso em L*(R™)(dz), tal que, para todo 1) em
D(A) vale
§|¢|2 =< 1, Ai/} >
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Se B ¢ autoadjunto e D(A) C D(B) e, para todo 1 € D(A)

§|1/;|2 =< 1/)7 B’l/} >,

entao B = A.

Dado o observéavel cldssico g, o associado A serd denotado por Q9.
Assim, para qualquer tal ¢ € D(A) vale

/g(m) () ]? do = /w(x) QI() () dx.

Por exemplo, dado g(z) = 22, temos que Q° = X2. Serd im-
portante considerar tal expressao para fungoes que nao sao analiticas
nem mesmo continuas, como por exemplo g(z) = I(_so ¢)(z), onde ¢
é um nuamero real. A associagdo para o caso de obervaveis da forma
g(z) serd abordada num exemplo na se¢ao 2.1 de [189] apds a apre-
sentacao do Teorema Espectral.

Observaveis cldssicos da forma g(z,p) também podem ser quan-
tizados. A associacao ao operador quantizado O},’V g a um dado ob-
servavel cldssico da forma g(x, p) serd feita via a quantizagdo de Weyl
na segao 2.16 de [189].

Vamos ilustrar num exemplo simples (ver [202] and [94]) o pro-
cedimento de quantizacdo de observaveis cldssicos da forma g(z,p),
onde = € [0,27] (ou, o circulo unitario S*).

Vamos associar a fungéo real g(z,p) um operador autoadjunto L
agindo em £2.

Dada uma fungao perédica u : [0,2 7] — C em £2(dz, [0, 1]), pode-
mos escreve-la em termos de série de Fourier (ver por exemplo [39])

o0

u(z) = Z a(k)e ke,

n=—oo

onde 4(k) s@o coeficientes de Fourier de w.
A série de Fourier da derivada de u pode ser obtida através dos
coeficientes de Fourier @(k), k € Z, via

oo

= > (—ik)a(k)e "k,

n=—oo

du(x)
dx
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Disto segue que

dQU(x) - ~ —ikx
By Z Ea(k)e ke,
Identificamos z em S com [0,27) via z = e™¢% = cos(—z) +

isen(—z), onde z € [0,2 ).
Assim, temos que

n=—oo

Seja g : S' x R — C dada, entdo para h > 0, e u : S! — C em
L?(S*,C) denotamos

Opn(g) (w)(2) =Y g(z hk)a(k) =*.

keZ

Assim, dado v obtemos uma nova fungao Opx(g) (u) na varidvel
z. Isto define um operador Opp(g), denominado a quantizagdo do
observével cldssico g(x, p):

Opr(g) : LQ(Sl,(C) — L2(Sl,(C .

)
Quando g é constante e igual a 1, entdo, Opy(g) é a identidade.
Se g(z,p) = V(2), V : S = R, entdo, Opp(g) é a multiplicacio
por V', ou seja o operador V.
Se g(z,p) = p, entdao Opp(g) (u)
Se g(z,p) = %, entao Opy(g) (u) = — Lpdu
2

Sendo assim, se g(z,p) = £= + V(z), entao

Opn(9) (u)(2) = = 5—h" == (2) + V(2)u(2),

que ¢é o operador de Schrodinger.
O desenvolvimento acima mostra que é natural a associagcao de g
ao operador L = Opy(g).

Existem observaveis que sao naturais na teoria mas que nao sao
obtidos via a associagdo com uma g(z,p).
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POSTULADO 4. Fizado o estado v, suponha que medi¢cao
seja descrita por A = Y A\, P, , onde os @, formam um conjunto
ortonormal enumerdvel completo, e, os autovalores correspondentes
sdo denotados A,. Se o resultado obtido for um determinado \g
que tem multiplicidade 1, entdo o estado v, imediatamente apos a
medigao, passa a ser gy (colapsa).

Consideragoes interessantes sobre este ” colapso” aparecem na se¢ao
5.12 de [11].

No caso em que o espago de Hilbert tem dimensao finita o fendmeno
descrito acima é descrito com detalhes em [8]. Uma interessante dis-
cussao sobre a distingao entre ”agir novamente no mesmo sistema e
realizar o mesmo experimento” pode ser encontrada na secao 6.1.2
do mencionado texto.

Alguns dos operadores A = Y\, P,,, que aparecem nos prob-
lemas reais fisicos sao tais que eventuamente um autovalor pode nao
ter multiplicidade 1. Neste caso o postulado correspondente é mais
complexo e nao vamos elaborar sobre o assunto.

Note que antes de se fazer uma observacao o estado tem o po-
tencial de, ao ser subsequentemente medido, produzir como resposta
qualquer um dos autovalores do operador. Temos assim, prévio a
observacao, uma grande indeterminacao. O estado estd em ”estado
latente”. Apds a observacao, ao se produzir um determinado auto-
valor, a nossa ignorancia do resultado desapareceu. Este postulado
ficard bastante natural quando analisarmos o conceito de dispersao
do estado e sua relagao com autovalores na secao 8.

O estado da particula 1 ¢ um elemento de £2(R™)(dz). Ele é uma
”potencialidade” de possiveis eventos. E somente ao ser observado

que ele produz uma ”resultado”. E, este, depende de qual observavel
A estd "medindo” .

Nao é tao simples ilustrar a afirmagao acima de que o estado ¥,
imediatamente colapsa apds uma medicao. O colapso de 1, passando
instantaneamente a ser ¢g, ao se obter a medicao Ay tem aplicagoes
interessantes em teleporte na Teoria da Informacao Quéantica. Isto
é brevemente descrito no apéndice da secao 2.7 de [189] e permite
entender melhor o sentido do Postulado acima.
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Fixado um estado v, sob a observagao de A, serd natu-
ral para o seu entendimento estatistico, expressar i através
do conjunto ortonormal completo dos autovetores de A. Se
observarmos o mesmo v através de um outro observavel B,
sera natural, para o seu entendimento estatistico, expressar
1 através do conjunto ortonormal completo dos autovetores
de B.

Se A e B comutam, entao, como ja dissemos antes, certos
estados ¢ (os autovetores comuns) podem ser preparados de
forma que se possa medir simultaneamente A e B com in-
finita precisao. O Teorema 1.7 ird ajudar a entender melhor
tal afirmagao. Em geral dados dois observaveis A e B eles
nao comutam (ver consideragées interessantes na se¢ao 5.12

de [11]).

O postulado acima possui uma versao mais geral que contempla
qualquer operador autoadjunto mas nao vamos aqui tratar deste as-
sunto (ver [99] ou 5.1.2 em [11]).

Fixada uma condigdo inicial g, a expressdo acima (:, A(¢t))
pode também ser escrita como

(e, A(tr)) = (e F H (o), A(e™t F B (yg))) =

(o, e T A et 5 H ().

Se denotarmos » _
Aty =e' B At n B

teremos que
<A >y =< A(t) >y, -

Note que A(t) é autoadjunto porque e’ # H ¢é unitdrio e A é au-
toadjunto.

E usual denominar o ponto de vista de considerar a evolucao tem-
poral da condicdo inicial via o estado ¢, em L£2(R")(dz), e, depois
estimar o valor esperado de A de ponto de vista de Schrédinger
(lado esquerdo). Neste caso a evolugao temporal é do estado e o

operador A esté fixo.
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Por outro lado, é usual denominar o ponto de vista de considerar a
evolugao temporal A(t) do observdvel de ponto de vista de Heisen-
berg (lado direito). De forma mais precisa, considere a evolugdo do
observdvel A(t), para uma dada condicao inicial A(0) = A, sujeita a
equacao

d
—ih—A(t) = [H, A(t)].
SA(t) = [H, A1)

Esta equagao corresponde a de Schrédinger mas agora no contexto
da evolugao temporal de observéveis (operadores).

A solugdo A(t) da tultima equagdo pode ser expressao da forma

explicita - ponto de vista da evolucao temporal de Heisenberg - através
de

Aty = et FH A tHH,

O ponto de vista de Heisenberg trata de operadores (e sua
evolucgdo temporal) enquanto o ponto de vista de Schrédinger
considera estados no espaco de Hilbert (e sua evolugdo temporal).

Suponha agora que A = > A\, P, e B = Y [P, sao
dois operadores autoadjuntos que nao comutam. Qual o sentido de
observar A e depois B?

Dado o estado v, pelo Postulado 4, a medigao por A resulta em
um certo ¢n,. A medicdo sob B feita apds esta medi¢do vai ter
probabilidade |c;,|? de resultar em S, se pn, = Y., Cm®Prm.-

No caso em que o espaco de Hilbert tem dimensao finita o fenémeno
descrito acima é descrito com detalhes em na se¢do 6.1.3 [8].

Dado um certo estado 1 = a (0,1) + b (1,0) € C?, a,b € C pode-
mos modificd-lo via o uso de aparelhos em laboratdrio. Desta forma
podemos preparar em laboratério um estado de um certa forma dese-
jada. Isto é descrito de forma matematica via a acao de um operador
unitario U e assim se pode obter um novo estado U(t). Nao esta-
mos fazendo com isto uma medigao. Uma medigao seria descrito pela
acao de um operador autoadjunto A = Z?Zl AjPy;. Ao medir por A
o sistema no estado 1 se obtém como resultado um autovalor de A,
digamos Ay . O estado ¥ entao colapsa no autovetor associado ¢s. O
uso de portas légicas descritas por operadores unitérios como acima
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é util em Informacao Quéantica. Uma breve descricao deste tépico
aparecerd no apéndice ao fim da segdo 2.7 de [189].

Da mesma forma, dado o estado ¢ € L2(dz), podemos aplicar
a ele um operador unitdrio U e assim obter U(). Pode-se assim
preparar o sistema quantico de acordo com conveniénica e obter um
U(v) que eventualmente é 1til para alguma agao subsequente.

Na Algebra Comutativa (usando o produto usual) das fungoes
(observéveis classicos) que tomam valores complexos isto néo ocorre,

ou seja, vale sempre que f(z)g(x) = g(z) f(z).

A? nao representa observar A, e depois, ao que foi obtido, observar
A de novo.
Se a particula estivesse no estado 1, entao,

E(A%), =< 0, AX() >= / (o) ) @) de.

Podemos considerar também fungoes arbitrarias envolvendo o op-
erador observavel A. Isto serd de grande importancia na segao 2.1 e
2.3 de [189].

O préximo postulado é uma espécie de generalizagao do anterior.

Um exemplo pictdrico, mas interessante é o seguinte: fixado um
Hamiltoniano H considere um estado ¢ = > y Ajpj, onde os ¢; sao
autovetores com os distintos niveis de energia de H e A; os corre-
spondentes autovalores. Considere agora um operador projecao que
val representar um aparato (uma espécie de filtro) que deixard passar
apenas os que tem energia An, Apt1, ..., A\x (associados respectiva-
mente aos autovetores @, Pni1, ..., Pk). vamos descrever o que de
fato ocorre no cenario quantico através do seguinte postulado que
sintetiza muitas das nossas consideragoes anteriores:

POSTULADO 5. Suponha que ¥ seja da forma i = Z;’il Aj ;.
Suponha que se possa aplicar no estado inicial 1, um filtro” descrito
por um "aparato”que deixa passar apenas Zf:n Ajpj, ou seja a parte
que corresponde aos estados que tem autovalor Ap, Ap41, ooy M-



89

Se a medicdo resultar em um certo \j, j =n,n+1,..,k, o estado
passa a ser ;. A probabilidade da ocorrencia de \; € igual a

Uma discussao interessantes sobre certos aspectos relacionados
com o Postulado acima aparecem em 5.1.2 em [11].

Um foton ao passar por certos tipos de cristal se transforma
em uma combinagdo linear de duas autofungdes (aqui apareceu a
projecdo) em que cada uma delas corresponde a um tipo de spin.
Esta nao é uma medicao. Um outro anteparo subsequente vai poder
depois fazer uma medicao em que as duas possibilidades poderao re-
sultar como output.

O que ocorre em termos de medigao quando dois operadores au-
toadjuntos A e B comutam? Uma discussao interessante sobre o
assunto aparece em 5.1.2 em [11]. O préximo resultado vai auxiliar
neste entendimento.

Teorema 4.2. Suponhamos que os operadores compactos autoadjun-
tos A e B comutem. Entdo existe um conjunto enumerdvel ortonor-
mal completo v,, n € N, comum aos dois operadores.

Ou seja, € possivel escrever A e B da forma

A:ZC"P%
B=> d,P,,.

Ou seja, € possivel usar um sistema comum de projetores.

Demonstracgao:

Denote por |a;, > e |8, >, n € N, respectivamente, os dois con-
juntos enumeraveis ortonormais completos associados a A e B. Seus
respectivos autovalores sdo denotados por a,, e b,, n € N.
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Ora, para n fixo, denote por N = N,, o nticleo de (A—a,, I). Note
que este espago pode nao ser unidimensional.

Note que como AB = B A, temos que, para cada n, o operador
B deixa N,, invariante. De fato, seja v € N,

A(B(v)) = an I(B(v)) = B(A(v)) — an B(I(v)) =

B(A(v)) - an I(v))] = 0.

Observe agora que a restricao de B a IV,, define também um oper-
ador autoadjunto. Via o Teorema espectral aplicado a B|y, podemos
entao encontrar um conjunto ortonormal completo de autovetores
para By, .

O resultado segue de aplicar o raciocinio acima para cada N,
n € N.

|

Assim, se os operadores comutam eles podem ser simultaneamente
digonalizados. Os seus respectivos autovetores sao comuns.

Suponha que A e B comutam e estejam sob as hipdteses do re-
sultado acima. Fixado um estado 1 podemos tomar um conjunto
ortonormal completo de autofunc¢ées comum ¢,,,n € N e realizar a
medigao de ¢ = ) cppn primeiro via A e depois via B. Para um
determindo n fixado a probabilidade do resultado ¢, (obtido via a
medicao A) é a mesma do resultado d,, (obtido via medigao B).

A sequencia de medigoes primeiro A e depois B vai resultar na
mesma estatistica que se fosse feito primeiro B e depois A. Para mais
detalhes sobre o assunto referimos o leitor a segao 6.1.3 em [8] onde
a nogao de testes compativeis e incompativeis é apresentada.

POSTULADO 6. Uma fung¢do de um observdvel quantico é um
observavel quantico. Assim, se A € o operador observdvel associado
ao cldssico g : R3 — R (ndo necessariamente continuo), sequndo o
Postulado 3, entdo, A™ € o correspondente a g" = g X g X ... X g.

S

n
Desta forma, tomando como exemplo um observavel classico da
forma g(z), e seu operador associado A, entao para qualquer tal ¢ €
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D(A) vale

/g(oc)2 [ (z)|* do = /w(:c) A2()(z) dx.

Denotamos por Q9 o operador autoadjunto associado ao observavel
cldssico g (uma fungéo real).
Assim, se considerarmos uma fungao analitica f(A), vale

[ o) v iz = [ v FQI@ d.

O observavel B vai agir sobre um certo estado 1. Suponha que
escolhamos um certo 1 especifico. Num experimento real, é preciso
prepard-lo para se obter tal ¢). Questoes interessantes envolvendo
este tépico podem ser obtidas em [15]. Uma estratégia natural seria
encontrar um potencial V' que tivesse como ground state tal 1. Assim,
ao observarmos via o correspondente H = —% A+Y um ¢ qualquer,
pelo Postulado 4 obterfamos com alta probabilidade o almejado .
Apoés isto, entdao aplicamos o operador observavel B ao resultado
obtido (aplicar antes H).



Capitulo 5

Transformada de
Fourier

Sera necessario para a apropriada descricao do momento na Mecanica
Quantica o entendimento de algumas propriedades basicas da Trans-
formada de Fourier.

A transformada de Fourier F vai agir em fungoes 1 em £2(R")(dz).

Y:R" 5 C L J:R"—>C.

Usaremos a notagao F (i) = 1&

Uma excelente referencia para os assuntos apresentados breve-
mente aqui é section 3 do chapter 3 de[269] (ver também [241], [242]
ou [265]). O tdpico é descrito de maneira mais elementar (mas sufi-
ciente boa para o que precisamos aqui) em [39)].

Vamos assumir que ¥ age numa variavel denotada por x € R", e,
1[) age numa variavel denotada por p € R”

Definicao 5.1. Dado 9 : R® — C, uma fungao na variavel x, deno-
tamos para cada p € R™

—i(p,x)
h

O(p) = (2nh)~* / =2 )

Fica definida assim a funcao ¢ : R™ — C, na variavel p, que se

92
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denomina a Transformada de Fourier de ¢ (mais detalhes em [242]
39] [157)).

A transformada de Fourier F agindo em L£2(R")(dz) preserva a
norma do espago de Hilbert. Ou seja, se [ |¢(z)[?dz = 1, entao
também vale que [ |¢)(x)|?dz = 1. Note a existéncia de /i na expressao

acima.

Teorema 5.1. Teorema de Plancherel [242] [57] [245] [39]: F ¢
um operador linear unitdrio em L2(dx), i.e., preserva a morma em

L2(dx).

Se 1 é uma fungao real par, ou seja, se para todo x real vale
Y(x) = YP(—x), entdo, sua transformada de Fourier é uma fungio
real. Isto segue de fazer a mudanga de coordenadas y — —x abaixo

b(p) = (27h)~% /eup,

Um fato importante é o seguinte ([39] [242]): se Re (a?) > 0.

y)

W(y) dy = ¥ (p).

F (a2 n _ a2p|?

2
—_z_ n
e 2a2 ERARN ﬁ)z e 2n2 .
Sabe-se que para g e a fixos, temos que
1 —(z—z0)?
Do) = — = 2
a V2w

é tal que [ ¢(z)dx = 1.

Tal ¢ é denominada de distribuigido (ou densidade) Gaussiana de
média zg e variancia a.

Ainda, vale que

/¢(z) wdr = o

/¢>(z) (z — x0)* da = /gb(x) (z — [/ o(z) zdx] )* dz = o’

Para x = 0 vale independente de a que existe um valor fixo para
a integral da ¢ acima em

a

o(x) de = 0.682...

—a
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Esta funcao ¢ é conhecida com a densidade Gaussiana de média
zero e variancia a > 0. Quanto mais pequeno for a, mais concentrada
em torno do zero esta a densidade. Quanto maior for o a entdo mais
”esparramada’” vai ficar a densidade 1.

Ainda, quando n = 1, e fixado a, segue da expressdo acima
que a transformada de Fourier da densidade Gaussiana de média
zero e varidncia (¢ > 0) é densidade Gaussiana de média zero e
variancia % Assim, a Transformada de Fourier leva Gaussianas con-
centradas em torno de zero em Gaussianas esparramadas, e, vice
versa. Esta é a primeira manifestagao matematica do Principio da
Incerteza que serd considerado em breve. Destacamos que, mais
geralmente, vale que funcoes muito concentradas ”concentradas em
torno de zero” (pouca dispersdo) sao levadas pela transformada de
Fourier em fungées ”muito esparramadas em torno do zero” (grande
dispersao), e, vice versa. Isto serd cuidadosamente analisado em
breve.

Estaremos interessados, entre outras, na fungao de onda

que é tal que [ |1 (x)|?dx = 1. Assim, |¢(x)|? é a densidade Gaussiana
de média xg e varidncia (ou, dispersdo) a > 0. Propriedades similares
ao caso anterior também ocorrem.

A delta de Dirac no ponto zg pode ser entendida como o ”lim-
ite” de uma distribuicao Gaussiana com média x e variancia a, quando
a— 0.

Se A é uma matriz simétrica positiva definida n x n

e~ (@A @) Fy (B)% (detA)2 e3P AD)
Sen=3eb>0
eVl ,
- p)y~1
2% |:C| - (|p| + )
Ainda, para a > 0 fixo, temos que F(l(_, ) (2))(p) = ¢ w,
onde ¢ é constante (ver [39]).
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Definicao 5.2. A adjunta de F, que denotaremos por F* = F~1, é
dada por

F* oo (a) = (2mh)~ / "5 (p)dp.

Denominamos de transformada de Fourier inversa tal funcao F*. Ou
seja, 1 é a transformada de Fourier inversa de 1.
Assim,

i(s,z) <

£6) = mn)# [ o
Note o chapéu invertido na expressao acima.

Isto significa que F* (1/;) = 1). De outra forma, para qualquer 1
em L2(R")(dz) vale que (F* o F) () = = (F o F*) (¢).
A diferenga entre F e F* estd no sinal que multiplica i no termo

i(=,p) .
e~ & da integral.

Se pode considerar mais geralmente a transformada de Fourier
de uma fungéo generalizada (também chamada de distribuicao) con-
forme sera descrito na secao 13.

3

Note que para p fixo, a fun¢do ¢(z) = e~ % <P*> & solucao de

Hy(¢) = —% () = Ap = ‘2’" ¢. A fungao ¢ nao é autofungao
de Hy pois nao estd em L£*(R™)(dz) ([ |¢(x)|*dx ndo é finito). No
entanto, uma combinagao (mtegrada) de dlstmtas d(x) = e~ h P>,
em principio, poderia. _

Queremos dizer com isto que ¢(z) = [ g(p)e~# <P*> dp, para
algum certa g, pode ser um elemento em L2 (R")(dx) Em resumo,
a transformada de Fourier inversa pode ser pensada como um pro-
cedimento para combinar de forma ponderada distintas ” quase auto-
fungoes” de Hp.

Note também que se tomarmos como g a delta Dirac em pg, entao,
F*(6po(p)) = (27h)~% en <Po:®>_ De outra forma, no sentido de

distribuigoes (mais detalhes na segdo 1.14) temos que

F (k)% ek <0072 = 6y, (p).
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Algumas propriedades da transformada de Fourier sao:

-
o~

1) —ih g (p) = p; $(p)

Demonstragao: Vamos mostrar o resultado para n = 1. Suponha
que 1 tenha suporte compacto e seja diferenciavel. Entao, via inte-
gracao por partes, dado h e p, vale

() cos( (p) /) By = / W' () cos( (px) /1 )da — p/h / W(z)sen( (p)/h) dz.

Uma férmula similar vale para v (z)sen((pz)/h). Como e* =
cos(z) + isen(z), quando z é real, entdao a férmula desejada segue do
descrito acima. . R

No caso n = 1, para 1(x) vale —ihi ¢/ (p) = p ¥ (p).

No caso n dimensional temos a expressao equivalente: para todo

P (%) (p) = iﬁg—Z(p) = p; ¥(p)

2) Aplicando duas vezes o resultado acima, temos, no caso n = 1,
que para (x) € Cg°(R) vale

—B29" (p) = p* D (p)
3) F(y(x)e?®) = ¥(p — hai).

Demonstragao: Vamos demonstrar no caso n = 1.
O resultado segue de

—ipax

no(x) ePdr =

0) = 2n)? [

(2mh)~% /eii(pzﬁihai)i/)(:c) dx.



97

As seguintes expressoes seguem de mudanga de varidvel e inte-

gragao por partes [39]
5) w0(p) = iNV.0)

6) F(tb(x —a)) = e <07> (p).

Outra expressdo equivalente a esta é F(¢(z) e 70 %) = t)(po — p).

Como a transformada de Fourier leva densidades Gaussianas em
densidades Gaussianas, aplicando a expressao acima obtemos para
a, po fixados que

—a2? . 2
eﬁ e~ ipo T —(p— po)

I(W) —ce ‘a

A relevancia deste resultado vai aparecer quando analisarmos o
pacote de ondas Gaussiano [53] [250].

A partir de 6) e do conhecimento de F(I(_4.q)(2))(p) se pode
calcular facilmente F (I q)(7))(p) para qualquer intervalo real (c, d).

Definigao 5.3. A funcdo em z dada por ( fRn
y)dy é denominada de convolucao de f e g

) ¢ = (2nh) 2 g &

Demonstragao: Note que de 3) segue que para um fixo x, a trans-
formada na variavel ¢ satisfaz ¢(z — €) = F(¢(p) en P). Disto segue

—ipx

F(pw)(z) = (@mh)~} / (6(p) ¥ (p))e =% dp =

/ §])dp =
[t / () 7 dp])de =
(27h) ”/2/¢ ) d¢ = (2rh) ™2 ¢ * ¢.
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8) g+ = (27h)% (6 - )

A demonstracao deste fato é similar ao caso anterior.

9) Para qualquer ¢, € £2(R")(dz) vale

-~

(6, 9) = (6, 1).

Demonstragao:
Isto segue do fato que o operador linear F é uma isometria em
L?(R™)(dz) e da identidade da polarizagio [241]

<t.p>= (0 +oP 16— v —ilo+igl +ilo—ivP)

Propriedades andlogas as descritas acima para a tranformada de
Fourier valem para a Transformada inversa de Fourier. Por exemplo

10) F*(¢9)(x) = (2mh) ™" [F*(¢) * F*(9)].

Para concluir observamos que a Transformada de Fourier é uma
ferramenta de fundamental utilidade e importancia na analise de es-
tados sobre R™, mas, que, infelizmente, nao se dispoe de analogos
simples que possam fazer seu papel em uma variedade diferencidvel
compacta qualquer.



Capitulo 6

O Momento via
Transformada de
Fourier

Afirmamos antes (no comego da segao 1.3) que

< Pj >y, =<, Pj(¢Py) >=

0
/wt T1, T2, T3, ey T )[8 —i A1, 02, T3, ..o, )] ATy ... dTy,
Ty

descreve a média do operador momento P; ao longo do tempo.
Uma outra expressao similar pode ser obtida (usando a propriedade
1) da ultima secao) da seguinte maneira:

/\

(W, Py} = (5,75 (8)) = (8, p;9) = /pjmpwp,

ou, unidimensional: (¢, Py) = (1h, P(¢)) = (¢, pih) = J pli(p)

De forma consistente com isto, se soubermos qual é exatamente a
onda que descreve a posicao espacial via ¢ : R — C, podemos, tomar
sua Transformada de Fourier ¢ : R — C, e assim, obter a densidade
do vetor momento p que seria dada por | (p)|%.
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Neste sentido, no caso n-dimensional se sabemos qual é exata-
mente a distribuigao da posigao ¢, podemos, tomar sua Transfor-
mada de Fourier 1y, e assim, obter a distribui¢ao da j-ésima compo-
nente do vetor momento p no tempo t, ou seja, de P;(p) no tempo
t.

O momento da particula é uma grandeza que pode ser medida
através de experimentos fisicos (Compton scattering).

POSTULADO 7. A probabilidade de que o momento p da
particula no tempo t esteja no conjunto C € dada por

/ ¥ (t,p)|? dp,
C

onde Y(t,x) = P(x) denota o estado que descreve a probabilidade
(via |[v¢(x)|?) de posicio de x no tempo t.

Lembre que ¢ (p) = (27h)~ s fe 51) x)dx.

Afirmamos que se uma particula quantica tem sua posicao x de-
scrita pela probabilidade associada a onda ¥ : R — C, entao, sua
transformada de Fourier ’L/AJ : R — C descreve a probabilidade do
seu momento. Ou seja, a informagao do momento p esta contida na
informacao da posicao espacial x.

Dado o operador Hamiltoniano H e uma condigao incial g se
obtem via equacdo de Schrodinger a evolucdo 9y = e~ ¢ wH Up.

Considere agora 7,/;0 a Transformada de Fourier de 1y. Esta define
via |¢ho(p)|? a densidade do momento p no instante ¢ = 0.

Observe o seguinte fato fundamental: vamos considerar
-~ _n —i(p,z)
o) = 2t [ THp(o)ds

para uma funcao ¢ tal que [ || dz = 1. Nao vamos consid-
erar a integral (277)~% [e = () 2dw

Se supusermos que a particula quantica esta posicionada no ponto
o e que nao tem dispersao, entao, devemos considerar que sua ”den-
sidade”é a delta Dirac em zy. Como é explicado com detalhes na
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tltima se¢ao, no sentido de distribuigoes, a transformada de Fourier
da delta Dirac em xg é a funcao p — e~ 7" . Esta funcao nao estd
em L?(dp). Desta forma, o momento nio tem uma densidade bem
definida. Mas, heuristicamente, se pode pensar que o0 momento asso-
ciado ao "estado”delta de Dirac em xg é descrito por p — e ¢ RP 20,

Note que |ei%P%0[2 = 1 ¢ isto ”poderia” ser entendido como a
descricao estatistica mais ”esparramada’ possivel do momento p.
Esta manifestagao radical do momento esta associada - via trans-
formada de Fourier no sentido de distribuigao - a mais concentrada
das possiveis descrigoes da posigao (a delta Dirac em xp). Esta é uma
versao extrema do principio da incerteza (ver secdo 1.8).

Na secao 1.13 mostramos também que no sentido de distribuicao
a transformada de Fourier de z — e~ # %P0 ¢ a delta Dirac em pg. As-
sim, para o "estado” dado por z — e~¢ #PO T obtemos que o momento
associado é descrito pela delta Dirac em pyg.

Suponha que [ z|f(z)>dz = 0= [ p?|f(p)|? dp, ou seja, a média
da posi¢ao e do momento da particula descrita pelo estado f é zero.
A seguinte relagdo entre uma fungdo f : R — R e sua transformada
de Fourier f é uma manifestacao do assim chamado Principio da
Incerteza de Heisenberg que sera abordado na secao 1.8:

2l P [ PP > 2[R,
/ / i/

Vamos ver agora que via a Transformada de Fourier podemos
quantizar distintas fungdes cldssicas g(p), g : R™ — R.

Por exemplo, qual operador A vai corresponder em Mecanica

Quéntica a g(p) = g(p1,p2,p3) = % + 3p3p3? Isto serd util se

quisermos considerar, por exemplo, a versao quantica de um Hamil-
toniano da forma, H(x,p) = % + 3p3 p3 + V(w).
Em outras palavras, dado g(p) = g(p1,p2, ..., Pn), gostarfamos de
obter de uma forma bem estruturada e coerente g(Pi, Pa, ..., Pp).
De uma forma ingénua poderfamos associar a g(p1, p2, p3) = 3p3 p3
o operador 3 P3P3. Mas cabe a pergunta: porque nao: 3 PaP3Ps.
Bem, neste caso isto nao se torna um problema porque P2 e P3
comutam (lembre que [Pz, Ps] = 0).
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—

Figura 6.1: Um estado ¢ tal que é quase |¢)(x)]* = cos(ax). No
tom mais escuro as regioes de maior probabilidade de encontrar a
particula na posi¢ao = (Wikipedia).

| 2

Problemas poderiam ocorrer se desejdssemos quantizar g(x,p) =
x%pg = x3psrs, isto porque, X3 e P3 nao comutam. Mais tarde
iremos tratar deste assunto quando analisarmos a quantizagao de
Weyl na segéo 2.16. de [189]. Fica transparente aqui uma diferenca
fundamental entre o cenario classico e quantico. O produto de fungoes
é comutativo mas o produto (composta) de operadores nao.

Via transformada de Fourier vamos poder introduzir uma quan-
tizagao que descreve de forma apropriada o fenébmeno observado na
Natureza. Dado g(p) = g(p1,p2, .-, Pn) em L2(R™)(dp) (satisfazendo
certas condigbes técnicas) e ¢ desejamos definir

g(P) = g(PhPQa 7Pn)(1/})

Note que para isto basta dizer quem é a fungao

—

‘F(g(PhPQa 773”)(1/})) = g(P)a
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pois,
FAF (9(Pr, Poy o, Pu)(¥)) ) = g(Pr, P2y e, P) ().

Definimos

-~

9(P) (@) (p) = 9(p) D(p).

Note que este procedimento é consistente com o fato que dado
9(p) = g(p1,p2,p3) = p2, temos que Pa(1)) satisfaz

Pa(0)(p) = path(p).

Ainﬁf partir do descrito acima, se g(p) = g(p1,p2,p3) = p3,
entdio PZ (1) = p3 b (p).

Logo, P3() (w1, 22, w3) = F*(p31h(p1, pa, ps)) (w1, @2, 73),

Em resumo, para determinar g(P) devemos descrever sua agio
sobre cada 1. Ora, dado 1, se soubermos quem é gm), obtemos
g(P)(y) = F* (%) Vamos nos valer da expressao gm) (p) =

I~

9(p) ¥(p)-

Nosso objetivo final sera encontrar uma expressao inte-
gral para o operador e in (—#58) .

Antes disso vamos considerar um caso particular importante. E
facil ver que dado qualquer polindmio quadratico g(p) nas varidveis
D1,D2, -, Pn, 0 operador g(P) é obtido mediante a substituicao de p;
por P;, na expressao analitica de g. Da mesma forma, por limite,
uma série de poténcias em p?, p3, p3, ..., p2 pode ser aplicado a P e o
resultado é obtido apenas substituindo os p?, p3, p3, ..., p2, respecti-
vamente por, por PZ, P37, P3, ..., P2.

Vamos considerar agora um caso particular importante. E f4cil ver
que dado qualquer polinémio quadratico g(p) nas variaveis p1, pa, .., Pn,
o operador g(P) é obtido mediante a substitui¢do de p; por P;, na
expressao analitica de g. Da mesma forma, por limite, uma série de
poténcias em p?, p3, p3, ..., p2 pode ser aplicado a P e o resultado é
obtido apenas substituindo os p?, p3,p3, ..., p2, respectivamente por,
por P, P3, P2, ..., P2.

Note entao que

—

P2() = —h% AW) = (02 + . +P2) .
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Finalmente, observamos que se ¢g(p) for uma funcao que toma apenas
valores reais, entao ¢g(P) é autoadjunto.
De fato,

< g(P)(¥), ¢ >=< g(P)(), d >=
< gp)@), b >=glp) <, >=g(p) < ¥, > .

De forma anéloga, temos

<, 9(P)(¢) >=g(p) <v,¢>=g(p) <, 0> .

O fato nao trivial é que se pode considerar acima funcoes g nao
analiticas. No caso de p unidimensional, por exemplo, g(p) = I(4)(p),
onde (a,b) é um intervalo.

Assim, I(q.p)(P)(¥)(x) = F* (La,n)(P) ¥(P))-

Desta forma, via transformada de Fourier, podemos quantizar
qualquer Hamiltoniano da forma H(z,p) = g(p)+V(x), V : R" = R,
onde g pode ser bastante geral (nem precisa ser diferencidvel).

Desejamos descrever agora a evolugao temporal da equagao de
Schrodinger via uma um operador integral no caso do potencial
nulo. Mais exatamente, vamos mostrar que dada uma condicao inicial
1) entao para qualquer t > 0

-t K2 , h im|o—y|?
i) = (e~ 1 ) gy () = (2T g2 / e ) dy.

m

Primeiro no que foi descrito acima considere

_a 2 (p%+m+p%)
2

g(p) =e ,

onde a parte real do niimero a € C é maior que zero.
Neste caso, como P? = —h? A, temos

— ah? (p3+...+p2) ~

gP)W)(p) =" = ¥(p)

Ainda, como P? = —h% A, obtemos e*” (1)), e assim podemos
aplicar F* dos dois lados da expressao acima para obter

_lz—y?

(eaﬁ;Ay)) (z) = (2mah?)~™/? /6 2an? P(y) dy.
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Acima usamos o fato que F*(¢1 ¢o)(x) = (27h) /2 [F*(¢2) *
F*(¢1)] e que temos conhecimento da transformada de Fourier (e
sua inversa) da densidade Gaussiana.

2
Assim a associagao ¢ — (e° o 1) pode ser obtida via integracao.
2
Destacamos aqui o fato que e“%Aw s6 faria sentido para v que

fosse diferencidvel. No entanto, a expressao integral que envolve o

kernel acima pode ser aplicado em fungoes mais gerais e que estao
em [,2 (Rn)@.

No caso em que Re a = 0 se pode fazer uma estimativa similar
tomando um procedimento limite via a propriedade obtida para Re
a> 0.

Considerando acima a = nll—th se obtem que

2 27 ht L imle—yl?

ele) = (e Th I ) () = BTy ny2 / e+ T () dy.

m

Observe que acima usamos o fato que v/i = (1 + i) g

Como [ [¢¢|*dz < oo decorre da férmula acima que para qualquer
paralelepipedo K = [a1, b1] X [a2, ba] X ... X [an, bn], aj, b5, § = 1,2, ..., n,
finitos fixados em R"™, temos que

. 2 .
tiy [ () Pz =

Isto esta de acordo com nossa intuigao: a particula quantica tem,
a longo prazo, probabilidade nula de ser encontrada numa parte finita
do R™.
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—

‘_,\/UJ\/\_,_

Figura 6.2: A transformada de Fourier ﬂ(p) de um estado v tal
que aproximadamente vale [1)(x)|> = cos(ax). A regido mais escura
descreve a drea de maior probabilidade de encontrar o momento p do
estado ¢ (Wikipedia)

Se considerarmos o kernel

2 3 ht im |x— 2
Ki(w,y) = (F=2) 72 e ot

t > 0, podemos definir o operador integral associado

Ko()() = / K, 9)(y) dy.

O kernel acima, embora tome valores complexos, lembra o kernel
da equacao do calor.
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Dado Hamiltoniano cldssico H(z,p) = e, sua quantizacao

P
R 2m?’
Hy = —;—WA, e uma condicao inicial vy, a equacao de evolugao
satisfaz, para todo ¢t > 0,

Ye(z) = ' 5 Ho(3h) = Ke(to).

Assim, obtivemos uma expressao via Operador Integral (usando
K+) que permite descrever a evolugao temporal do Sistema Quéantico
quando néo existe forga externa (V = 0, ou, constante).

Operadores integrais sao sempre mais faceis de lidar do que opera-
dores que envolvem a derivada, ou seja, os operadores diferenciais. O
kernel K; é uma espécie de versao quantica da distribuicao Gaussiana.

Suponhamos que a posigao inicial da particula seja em xg, ou seja,

Yo = Oy
A evolucao entao seria dada por
1 2mi ht imlo—ag|?
el) = e T (Yo) (2) = (o) T2 em TR
m

Neste caso, para cada t fixo, [1(z)|? é constante, e, ndo define
assim um elemento em £2?(R")(dp). Isto é esperado em fungao do
Principio da Incerteza como veremos em breve na secao 1.7.

Se a posicao estiver muito localizada o momento fica, estatistica-

mente falando, muito indefinido.

Existem expressoes parecidas (mas ndo iguais) as descritas acima
para a equagdo do calor (ver [39]). Mais tarde na secao 2.11 de [189]
vamos fazer um paralelo da Mecédnica Quéantica com o Movimento
Browniano e difusoes.

,

Note que formalmente, para pg fixo, a fungao x — P
autofuncao para o operador Hy = f;—mA. Esta fungao se chama de
onda plana associada a pg. O problema é que nao estd em £2(R™)(dx).
Como a transformada de Fourier de z — e~ 7% , onde pg esta fixo,

no sentido de distribuigoes, é a delta Dirac em pq (conforme a ultima,
se¢do), podemos pensar que esta fungéo (distribuigao) e~ = e

screve um estado na varidvel z em que nao hé dispersdo do momento
p. A formalizagao da afirmacao acima requer o uso da Teoria das Dis-
tribuicoes; isto serd analisado de forma mais precisa em uma futura
secao ao fim do texto.




108 [CAP. 6: O MOMENTO VIA TRANSFORMADA DE FOURIER

Note que V é um operador integral (no sentido degenerado de
tal forma que seu kernel integral é K(x,y) = V(z)d,(dz)). Como,
infelizmente, ¥V e P2 ndo comutam, nio se obtem diretamente um
resultado desta natureza para o exponencial de H. Lembre que, con-
forme secao 0, a composicao de operadores integrais é um operador
integral.

Como veremos na secao 2.9 de [189], muitas vezes, também o
operador e’ w H pode ser expresso via operador integral.

Suponha que e’ wH para todo t fixo, tenha um kernel integral
da forma K(t,x,y), t > 0,2,y € R". O K(z,y) é denominado de
nucleo propagador (que leva  no tempo ¢t = 0 a y no tempo t). Sob
estas condigoes temos:

Defini¢ao 6.1. Dado Hamiltoniano cldssico H (z,p) = V(x
sua quantizagao H, a equacao de evolugao satisfaz, para todo t

i) = et T (o) = Ky(tho).

), e
>0,

Nem sempre é possivel encontrar tal K (¢, y)

Fazendo uma analogia da acio do propagador et 7 H com a Teoria

dos Processos Estocésticos (conforme [159] e [160]) podemos dizer
que Kq(z,y) é tal que |K.(z,y)|? faz o papel da probabilidade de
passagem da particula que esta na posi¢ao x no tempo 0 até a posicao
y 1o tempo t (ver segdo 2.11 de [189]).

Via integrais de caminhos se pode mostrar (veja secao 2.10 em
[189]) que, no caso do oscilador harménico, H(z,p) = % + %29”2,
o propagador que leva o ponto z (no tempo ¢ = 0) ao ponto y no
tempo t é dado por

1/2

mw imw 2,,2

K S sty (27 +y?) cos(wt) —2zy]
«(@y) <27ri hsen(wt)) c



Capitulo 7

Exemplos

Referimos o leitor a [22] para uma série de exemplos e simulagoes
computacionais envolvendo os topicos aqui analisados.

1) Considere o Hamiltoniano H(x,p) = % + %ZIZ do oscilador
harmonico.

A equacdo para 1(x) na equagao de Schrédinger para os autoval-
ores da quantizacao H de tal H se torna

FL2 d2 2 ,.2
—5 (@) + T w(x) = Mb(a).

Estamos considerando aqui o operador H = —% j—; +V definido
no espago de Hilbert H = L2(R)(dx), que é o fecho do conjunto
D(H) = {¢ : (—00,00) — C de classe C? } C L*(R)(dx).

Via separagao de variaveis obtemos que a solugao da equacao de
autovalor determina A\, = (n + %) Aw, n € N, e ainda que (ver
exemplo 4 secdo 3.6 em [39]) a autofungdo correspondente é

WLu7m2
Hn(q/ﬂ;—;:}:c)e_ 2h

onde H,, é o n-ésimo polinébmio de Hermite.
Por exemplo, vale que Hy(z) =1 and H;(z) = cx, onde ¢ é uma
constante.

S
3
&
|
3
>
el
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O ground state 1, estado de energia minima Fy = %hw, é de-

scrito por
MW, 1 _ mwa?
2h

T) = ie

o(@) = ()

Assim, [¢hg|? vai determinar uma densidade Gaussiana com variancia
_ h

a= 2muw”

Esta colecao de ¢,, n € N, determina um conjunto ortonormal
completo para o operador

P 1
H=— +-muw? X%
2m + 2
Note que para o caso do Hamiltoniano cldssico H(z,p) = % +

%QIZ todos os valores reais nao negativos podem ser atingidos como
possiveis niveis de energia. No caso quéantico somente os valores da
forma A\, = (n + %) wh, n € N, podem ser atingidos como possiveis
valores de energia.

Note também que para qualquer n e para qualquer intervalo (a, b),
temos que

b
/ |on (2)|? dz > 0.

Assim, existe probabilidade positiva de encontrar a particula no
estado ,, em qualquer parte da reta real. A projecdo em x de cada
nivel de energia de tal H é sempre um intervalo limitado. Desta
forma o comportamento da particula quéantica no nivel de energia
An € bastante distinto da sua andloga classica. Este fenomeno é
denominado de tunelamento.

Nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6 mostramos do lado esquerdo a autofungao
e do lado direito a autofungao ao quadrado, no caso correspondente
an =20 n=1 en = 2. Ou seja, o grafico das primeiras trés
autofuncgoes do oscilador harmoénico quantico.

Note que no oscilador harmoénico o ground state é da forma ¢g =

2
—w . P
Ae o, onde a = Ti—zj Assim, quando a massa tende a infinito

temos que a variancia (que é da ordem de y/a) vai a zero e assim a
distribuicao probabilistica da particula (via fungdo de onda) converge
a delta Dirac centrada em 0. Esta é uma descricao bem sucedida da
passagem do mundo quantico ao classico.
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Regido classica

Figura 7.1: Na Mecénica Cléssica num certo nivel de energia fixo E os valores
possiveis de x estdo somente na regiao classica exibida pela figura. Na Mecéanica
Quantica existe probabilidade positiva de encontrar a particula fora da regiao
classica (tunelamento)

Tomando w tal que w? = + no Hamiltoniano H(z,p) = £ +
2. 2 . . 2 2
U obtemos o Hamiltoniano H (x,p) = 4— + 5-.

~ . . 2
Neste caso a massa nao interfere no potencial V(z) = %-. Isto nos
parece mais razoavel do ponto de vista do fendmeno fisico.

Neste caso os autovalores sao A, = (n+3) i \/—% Note que A1 —

An=nh ﬁ

Observamos que a medida que a massa m cresce o espagamento
entre os niveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclassico
seria considerar m — oo e desta forma o espagamento tenderia a zero.

O que queremos dizer com isto é o seguinte: fixe (x0,po) e para

cada massa m considere o correspondente Hamiltoniano H(z,p) =

2
7+ %2; considere ainda n € N e o nivel de energia cldssico que
passa por (zo,po) com energia Ey = H(xo,po) = An = (n+3) 1 \/—%
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O espagamento entre estes niveis de energia tende a zero com m — oo
e assim no cendrio classico se tem a ilusao de que os niveis de energia
variam num continuo.

O tempo de ocupagao assintotica da particula classica num nivel
de energia E (préxima a um ponto de minimo quadrético do poten-
cial V', que supomos aqui ser o ponto 0 na reta real) é definido da
seguinte forma (para mais detalhes referimos a segdo 3.7 em [184]):
vamos supor que (x,p) estd em R? para simplicar a descricao. Fixada
uma condicao inicial (xg,pg), considere (z(t), p(t)) a correspondente
trajetoria do campo de vetores Hamiltoniano definido pela equagao
de Hamilton para H(z,p). Pelo teorema de conservacao de energia
existe E tal que H(z(t),p(t)) = E para todo t.

f(x)

— /
v X

Regido Classica

Figura 7.2: densidade f(z) do tempo de ocupagao assintético.

Fixada uma trajetéria periédica (z(t),p(t)) de periodo Tg > 0,
seja v a 6rbita do campo Hamiltoniano, ou seja, v é o conjunto dos
pontos percorridos pela trajetéria (x(t), p(t)).
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Fixado o nivel de energia E existe um intervalo [ag,bg| que é a
projecao de v = yg na coordenada x, ou seja,

lag, bp] = {xz(t) [t € R, (2(t),p(t)) € B}

Fixado um intervalo [a,b] contido em ag,bg e um tempo 7', con-
sidere

G[T,a,b] = {t e R, T >t >0, tais quex(t) € [a,b] (z(t),p(t)) € v&}.

O conjunto G[T,a,b] é uma unido de intervalos disjuntos cuja
soma total de comprimentos serd denotada por I(T,a,b).

Definigao 7.1. Se g é uma O6rbita periédica de periodo Ty > 0
do campo Hamiltoniano H, obtida a partir de uma condicao inicial
(0, p0), dizemos que

(T, a,b) 1

o([a,b]) = lim

T—o0

é o tempo de ocupagio assintético do intervalo [a, b].

Assim, o tempo de ocupagao 6([a,b]) do intervalo [a,b] é sempre
um numero real entre 0 e 1. Ele fornece o tempo médio que a projegao
da trajetéria (z(t), p(t)) permanece em [a,b]. Em principio este valor
deveria depender de (xg,pg), mas no caso do presente exemplo, tal
ndo acontece [184].

Pode-se mostrar que 6 define uma probabilidade sobre o inter-
valo [ag,bg|. Usando coordenadas agao-angulo se pode obter uma
densidade f = fg, tal que, para todo intervalo [a, b] vale

5(]a,b]) = / f(@)da.

Observe que é natural que o tempo médio de estadia nas regioes
extremas da regiao cldssica (perto de onde a velocidade é zero) é mais
alto.

Denominamos f : [ag, bg] — R a densidade do tempo de ocupagdo
assintdtica do nivel de energia E.
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Limites classicos

Figura 7.3: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupagao
assintética da particula no nivel de energia E segundo a Mecéanica
Cléssica. A linha cheia descreve a densidade [1|? associada a um
estado ¢ que se encontra neste mesmo nivel de energia E = Fyy =
(20 + 1/2) w h. Note que existe uma probabilidade positiva de se en-
contrar a particula fora da regiao classica. Isto descreve o fenémeno
do tunelamento.

Vamos agora retornar ao cendrio quantico.
Denotamos por ag a constante (%)1/2 e esta pode ser encar-
ada como uma unidade de medi¢ao normalizada. Vamos fazer uma
mudanga de escala e denotar s = x/ayp.

No caso do nivel de energia E,, = A\, = (n+ 1/2) wh a densidade
do tempo de ocupagao asintética em s estd confinada a regiao classica
[—(2n+ 1)Y/2 (2n +1)1/2].

De fato, se

D muw?x
£ 0 1/2
2m+ 2 (n+1/2)wh,
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os extremos ocorrem para p = 0. Assim, segue a afirmacao acima.
Ainda, se pode calcular a densidade associada

1
aV2n+1—s2

Referimos o leitor ao exercicio 1 da segao 3.7 [184] para a idefa da
prova desta afirmacao.

Seria natural, para um certa massa m fixada, comparar a pro-
babilidade da funcao de onda estaciondria associada a um nivel de
energia F,, = \, = (n + %) w h do oscilador harmonico quantico e a
correspondente densidade do tempo de ocupagéo assintético (cldssico)
neste nivel de energia. A figura 7.3 ilustra tal comparacao. A curva
pontilhada descreve a densidade do tempo de ocupacao e a curva
cheia o grafico da densidade do estado no mesmo nivel de energia

Fixado o nivel de energia FE, existe uma probabilidade positiva
de se encontrar a particula fora da regiao classica. Isto descreve o
fenémeno do assim chamado tunelamento.

Referimos o leitor a segao 4.2.2 do capitulo 4 de

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html
para uma descricao com muitas ilustragoes e figuras do que consider-
amos acima.

fls) =

2) O segundo exemplo considera uma particula que pode se mover
livremente no intervalo [0, a], a > 0.

Sendo assim, como nao existem forcas externas podemos supor
que V é constante igual a zero.

A equagdo para 1(x) que é autofuncao de H se torna

_h @
2m dx?

P(x) = A(x).

Como a particula quintica deve estar confinada ao intervalo [0, a
é ”natural” (pelo menos para quem nao estd familiarizado com o
cendrio quéntico) considerar apenas ¢ tais que ¥(0) = 0 = ¢ (a).
Na verdade estamos pensando que no sistema classico associado a
particula colide com os extremos e é jogada de volta para dentro do
intervalo.
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E importante destacar que estamos considerando aqui o operador
j—; definido no espago de Hilbert H que é o fecho em £2([0, a])(dx)
de {¢ : (0,a) — C de classe C? tal que (0) = 0 = 9(a)}.

A funcdo 9 constante igual a zero néo nos interessa.

Uma vez encontrada a 1 entao, a solugao ao longo do tempo seria
V() = e~ inr g (x).

A solucao geral da equacgao diferencial de segunda ordem acima é

Acosh(\/2m|/\|%) + Bsinh(\/2m|)\|%), se A< 0

A+ Bz, se A =0,

Acos(\/Qm/\%) + Bsen( 2m/\%),

onde A, B sao constantes reais.

A condigao 1(0) = 0 for¢a A a ser nulo. Se A < 0, entdo B tem
que se anular, porque f(a) = 0.

Se A > 0, obtemos ¢ = Bsen(v2mAf). As condigbes de fronteira
fazem com que A deve ser necessariamente da forma vV2mAz = nm,
para algum n natural.

Desta maneira obtemos que os autovalores sao da forma

232 2
M= T eN

2ma?’

se A >0,

As autofuncgoes ¢, n € N, correspondentes, ji normalizadas, sdo

sen(v2mA, §) B sen(v2mA, §) B sen(v2mA, §)

o) = (IO rah 2
2/2m Ay,
Note que esta colegao define um conjunto ortonormal completo
no espago de Hilbert H em consideragao.
Os A, correspondem aos possiveis niveis de energia do sistema
Desta forma se o estado se encontra no nivel de energia Az, a

probabilidade de encontra-la na posicao z entre [¢,d] C [0, a] é dada

por
d d /9 )\ng 2
/ |803(z)|2d:c:/ [sen ”/12 )l dz.
c c a
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Na figura 8.1 mostramos o grafico das trés primeiras autofungoes
ao quadrado no caso de presente exemplo.
O valor esperado de X serd

B@) = [ alealo) do

A solugao geral da equagao de Schrodinger serd

o0

PR - —it < 1
T) = ape ", (x) = ape T rsen(v/2mA, — ,
o) = Y ) = 3 VI
onde a,, n € N, sd0 nimeros complexos.
Por exemplo,
P(x) = (T+30) e_i%”\Zsen(\/Qm)\Q%)—i— (2—3i)e "7 5 sen( 2m)\5%)

é uma solucao. Este estado vai permitir observar a particula em niveis
de energia Ao e As.

No caso geral, seja V : [0,a] — R continuo e considere o espago
de Hilbert £2([0,al,dz) em que assumimos que ¥(0) = 0 = ¥ (a).
O estudo dos autovalores e autofungoes associados a equagao

h ()

2m  d%z

H(p) = + V(@)p(r) = Ap(x)

faz parte do assim chamado problema de Sturm-Liouville. Referi-
mos o leitor a [141] ou [175] para o estudo do espectro do operador
Hamiltoniano H neste caso.

3) O terceiro exemplo considera uma particula que pode se mover
livremente no circulo S, ou seja, em [0, 27), onde identificamos 0 e
2.

Este problema é conceitualmente distinto do anterior. Aqui a par-
ticula (que digamos se encontra um pouco a esquerda de 27) poderia
”passar”via o ponto 2w, de forma continua para os pontos um pouco
maiores que 0 (estamos no circulo). O caso anterior descreve uma
particula que ao chegar ao extremo direito a, ”colide” e volta de forma
continua para dentro do intervalo [0, a], e, em pontos préximos a a.



118 [CAP. 7: EXEMPLOS

Néo vamos assumir que (0) = 0 = 1)(27) mas apenas que ¥(0) =
P(2m).

Sendo assim, como nao existem forgas externas podemos supor
que V é constante igual a zero.

A equagdo para ¥ (z) a autofuncdo se torna

a

© 2m da?

(2) = A(a).

Como a particula quantica deve estar confinada em S' é "natu-
ral” considerar apenas os ¢ tais que ¢(0) = ¢ (27).

Estamos considerando aqui o operador j—; definido no espaco de
Hilbert H que é o fecho em L2([0,27])(dz) de {v : [0,27] — C de
classe C? tal que 1(0) = ¥ (27)}.

Da mesma maneira como procedemos no exemplo anterior obte-
mos que os autovalores, neste caso, sao da forma

2 72
M= e
m2

As autofungoes ¢, ¢, n € N, correspondentes, ja normalizadas,
sao
sen(v/2mA,

#)

o) h
(1) |sen(vZmA,t (1)) ]2’

(o) cos(v2mA, ¥)

" Jecos(VZmant ()2

Note que esta colegao define um conjunto ortonormal completo
no espaco de Hilbert H em consideracao.
Desta forma a solugao geral da equagao de Schrodinger sera

Vi) = Y ane T T, () + ) Bre T T (),
n=0 n=0

onde ay,, Bn, n € N, s@o nimeros complexos.

Conforme mencionamos (de acordo com a pagina 206 e Theorem
2.105 de [82] por exemplo) antes dado um potencial V em S*, ou seja,
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V :[0,1] — R periddico (isto é: V(0) = V (1)), e de classe C*°, entao
existe um conjunto ortonormal completo de autofungoes periédicas
diferencidveis ¢, : [0,1] = R, n € N para H. As ¢,, sdo ortogonais
em relacdo ao produto interno em £?(dz), ou seja [ ¢, prdz = 0,
quando n # k. Uma prova deste resultado aparece em [276].

Nio vamos assumir no espago de Hilbert £2(dz) que 1(0) = 0 =
(1) mas apenas que ¥(0) = (1).

O caso descrito acima é apenas um caso particular deste caso em
que V é periédica mas qualquer.

Embora V seja um fungao limitada e os autovalores de H atingem
valores ilimitados.

Note ainda que ¢,, satisfaz a equacao diferencial ordinaria de se-
gunda ordem

_ N Eena)

o a2 TV (@)en(2) = Anon(2),

onde V é de classe C'°°. Assim, qualquer autofuncao é de classe C*°.

Observe que s6 existe uma autofuncao ,, que é estritamente pos-
itiva. De fato se existissem duas autofungoes positivas ¢, e ¢, entao
[ ¢norda #0, 0 que seria contradicao.

Caberia ainda a possibilidade de haver mais de uma autofuncao
associado ao menor autovalor. Vamos elucidar tal questao.

Seja Ag 0 menor autovalor. Na secdo 2.3 de [189] se mostra que
para qualquer autofuncao ground state ¢y minimiza

n? d
fo= [ Gl @F +VEE@P d.
entre os diversos ¥ de norma 1.

O espago natural para tratar tal problema é o das fungoes ¥ de
quadrado integravel tais que [ |%d(z) |dr < oo. Este espaco é
conhecido como o espago de Sobolev Hp 1 (mais detalhes em [269] ou
34]).

Observe que qualquer autofungao ¢, nao pode em um dado ponto
y satisfazer simultaneamente ¢, (y) = 0 e ¢, (y) = 0. Isto iria con-
trariar o teorema de existencia e unicidade pois a fungao constante
igual a zero satisfaz a equacao diferencial de segunda ordem e as duas
condigoes.
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Se houver alguma autofuncéo ¢y que assume valores negativos e
positivos entéo || também sera minimizante da integral acima e as-
sim a autofuncao |g| atinge o valor 0 em algum ponto y. Como |pg| é
diferencidvel entao |po|'(y) = 0. Isto como vimos no desenvolvimento
acima isto nao é possivel.

Assim a autofuncao que é estritamente positiva corresponde ao
ground state.

Suponha que existam duas autofuncoes reais distintas f1 e fo
associadas ao menor autovalor \g. Como [(fZ(z) — f3(z))dx = 0,
entdo existe ponto zg tal que f2(xo) — f2(z0) = 0. Disto segue que
f = fi — fo é autofuncgao associado ao autovalor Ay e além disso
f(xo) = 0. Como isto nao é possivel concluimos que a multiplicidade
do menor autovalor é 1.

O estudo do limite semiclassico do ground state em superficies
aparece por exemplo em [138].
A equacao

_ b ()
2m d%x

H(p) = + V(z)p(z) = Ap(x).

e sua relagdo com a formula de Feymnan-Kac aparece em [212]
[252] e no capitulo 15 em em [160].

=0

(N

Figura 7.4: Seja 1y o ground state do oscilador harmoénico. A es-
querda seu grafico e a direita o grafico de |1)g|?
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4) Seja A(z) = (aix(x)), i,k =1,2,..,n, x = (21,22, ..,Tpn), Ma-
triz simétrica real positiva definida indexada por x € B C R™, que
determina desta forma uma métrica Riemanniana no aberto B do
plano R™, isto é, |v|, =< v, A(x)v >, onde v € R™ é um vetor tan-
gente com ponto base x € B, e, <,> é o produto interno canénico
(ver segao 2 em [184]).

Isto é < u,v >,= uA(z)v € R, u,v € R", onde u é visto como
vetor linha e v como vetor coluna.

As solugoes da equagao de Euler Lagrange para o Lagrangeano
L(z,v) = 2 |v]2 s@o geodésicas da métrica Riemianna. Neste caso o
o potencial V' é nulo.

No caso de um Lagrangeano L geral a equagao de Euler-Lagrange
é dado pelo sistema de e.d.o. de segunda ordem

0u L (o(1), (1)) — 04, L(a(t), ' (£) = 0,

1=1,2,...,n.
O correspondente operador Laplaciano é

) 9 F(x)

= detlA(x) Z ax-( det A(:C) aki(ZE)
\% k,i=1 B

Referencias gerais sobre tépicos em Geometria Riemanniana po-
dem ser encontrados em [44] e na se¢do 7 em [50]. O texto [165] cobre
na segao II. 3 alguns aspectos gerais da quantizacao em variedades
Riemannianas.

Se pode considerar mais geralmente uma métrica Riemanniana
numa variedade diferenciavel M que define em cada ponto x € M
para cada vetor tangente v a M no ponto x um valor |v|? (ver [44]). A
solugoes da equagao de Euler-Lagrange sao as geodésicas da variedade
Riemanniana (ver segdo 2 em [184]). Existe uma maneira geral de
definir o operador Laplaciano A a partir da métrica Riemanniana
(ver [269]).

Dada uma fungao V : M — R diferenciavel se pode considerar o
operador Hamiltoniano H

AF(x1,29,..,Zn) ).

awk

h?
f—=H(f) = —%Af—i—Vf.
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Assim, para 1 : R x M — C obtemos a correspondente equagao
de Schrodinger
dy , 1
W — w0 = LEEW)
No caso da métrica hiperbdlica (ver segdo 5 chapter 8 in [269],
section 2 em [184] ou [44]) temos que B = {(z,y)|y > 0} é o semi-
plano superior contido em R?, e, para (z,y) € R?

& F(z,y) N 9* F(z,y)
0%x 0%y

—AF(z,y) = =y ( )
descreve o operador de Schrodinger quando nao existe energia poten-
cial (ou seja, V =0).

No caso de se considerar apenas a energia cinética estaremos bus-
cado autovalores A do operador de Schrodinger (que sdo expressos
usualmente como A = —s (s — 1), onde s é da forma s = 1/2 + ip,
p €R).

Sendo assim uma autofuncao deve satisfazer

o 0P (x,y) | 0P(x,y)
v ( 0%z + 0%y

) = —s(s = 1)(z,y).

n=1

<~

Figura 7.5: Seja 11 a segunda autofuncdo do oscilador harmonico. A
esquerda seu grafico e a direita o grafico de [t)1]?
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O s-Helgason kernel é definido como

(—%—)°
(@—t)+y?"
onde ¢ é um parametro real.
Fixada qualquer distribuigdo f na reta real (ver segao 1.13, mas
poderia ser também um fungéo integravel f : R — R), entao

/f o) = v

determina uma autofuncao de

0? 0?
(8T + aT)
associada ao autovalor real s (s — 1) [132], [35] ou [187].

No caso de se considerar um superficie compacta obtida como
quociente de B pela agao de um grupo hiperbdlico existirao restrigoes
sobre a distribuicao f para que a autofuncao seja automorfa [35] [187].

Referimos o leitor para [161] para resultados gerais sobre o espec-
tro do operador de Schrodinger em variedades Riemannianas.

5) No caso do sistema estar sob a acdo de uma campo eletro-
magnético externo devemos considerar uma fun¢do A(z) (o termo
correspondente a parte elétrica) e V(z) (o termo correspondente a
parte magnética).

O correspondente Hamiltoniano quantizado sera

1hde

2m

onde e é a carga da particula.

A evolugao temporal da funcao de onda 1, sera descrita pela
equagao de Schrodinger deste potencial. Referimos o leitor para a
secdo 3.1 em [9] para um discussdo sobre o operador Hamiltoniano
associado a este problema.

O Hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional com termo
magnético e massam =1 é

1

o d 2., 2 2
2[(_Zhdx+bx) + w” 7],
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onde b = —%.

Obtemos assim o operador

2

d d d
[—h?——p—bahi —<pfhiﬁ(bch)+(b2:c2+w2z2)ga].

1
H(o) = = 4
v = H() 2 dx? dx

Neste caso
6—(’UJ2+ bi) z2 z—lﬁ

é autofuncao associada ao autovalor A = %w h.
Um interessante estudo da equacao

_ h dPe(x) a(x)dw(w)
2m d%x dx

H(p) = + V(z)p(x) = Ap(2)

e sua relagao com difusoes e a formula de Feymnan-Kac aparece
em [269], [212] e também em (5.39) na pagina 225 do capitulo 15 em
[160]. Sobre o espectro ver segao 13 capitulo 15 em [160]. O termo
a(x) dfl—(f) é denominado drift (ver Teorema 4.1 na pagina 124 de [106]
e expressao (4.1) pagina 139 em [106]).

A anadlise do limite semiclassico do ground state associado ao caso
da equagdo acima aparece em [138].

n=1
1_

VATTANGRWAY VAN

Figura 7.6: Seja 19 a terceira autofuncao do oscilador harmoénico. A
esquerda seu grifico e a direita o grafico de [¢g|?



Capitulo 8

Principio da Incerteza e
o Pacote de Onda
G aussiano

Uma das questoes que vamos analisar nesta se¢cao é a eventual
relagao entre fazer medigoes simultaneas da posicao e do momento
de uma particula que se encontra num determinado estado.

Definigao 8.1. Suponhamos que 1 em H nao esteja normalizada.
Seja A : H — H um observavel, o valor esperado de A é dado por

(v, Ay)
19112

Em Estatistica se estd muitas vezes interessado em como estao
dispersos os valores em torno da média. Por exemplo, suponha que
esteja fixado @ > 0 e consideremos a densidade Gaussiana ¢, de
média espacial xg, e, variancia a. Desta forma, o valor esperado da
posicao X é

Ey(A) =

E(X)= / 2o (x)dr = xg.
Como a norma em L2?(R)(dx) de ¢, ¢ igual a 1, a expressao

125
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2 . 0 0

0 / OUU
0 0 0

Figura 8.1: Exibimos acima o gréafico das trés primeiras autofungoes
ao quadrado no caso do exemplo 2)

analoga a quantica descrita anteriormente seria

Es, (X) = /\/gba(:c) Vo () x dx = xg.

Vimos anteriormente que quanto menor o valor de a mais esta
concentrada a densidade em térno do ponto zg.

No limite, quando ¢ — 0, a densidade ¢, vai convergir a Delta
Dirac no ponto g, Neste caso limite, a posigao espacial x da particula
vai estar ”concentrada”totalmente em xy e nao vai haver dispersao
alguma.

A medida de dispersao dos dados z em torno de xy podem ser
medidos através da expressao normalizada

\//(z2 —13) pu(z) da = \//z2 do(z)dx — 22.

Neste caso, o valor acima é igual a a.
As expressoes acima fazem sentido para uma densidade qualquer
$>0,¢:R—R (tal que [ ¢(z)dz =1).
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Figura 8.2: Densidade f(x) com dados que possuem forte concen-
tracao em torno da média.

Assim, a média da posicao espacial seria

Ey(X) = /xd)(:c)d:c

e, a dispersdo em torno da média Ey(X) seria dada pela expressao

\//ac2 d(x)de — Eg(X)2.

Quanto maior for este valor mais dispersos estao os valores de x
em torno da média.

As figuras 8.2 e 8.3 descrevem dois casos distintos: o primeiro
mostra o grafico de uma densidade f que possui pouca dispersao e
segundo com muita dispersao em torno da média.

Estes conceitos tem andlogos relevantes também na Mecanica
Quantica.
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Lembre que dado um operador autoadjunto B e um estado v

temos que Ey(B) =< By, >= [ B(¢)(z) ¢(x) dz.

Definicao 8.2. A dispersao de um observdvel A (autoadjunto por-
tanto) em um estado v é dado por

[

Ayp(A) = [By(A?) — By(A)P]2 = Byl (A - Ey(A)1)?]

W=

[< (A—Ey(A)1)?@), v >]
[< (A=Ey(A) D)(®), (A=Ey(A)I) () >]7 = | (A—Ey(A) )(¥)].

Note que

Ey(A%) = Ey(A)? =<4, A%(¥) > — <4, A(y) >*=

<AW), A[W) > = <, A(y) >?= [ A[W) P~ <, A(p) >

Ainda, < ¥, A(y) >2 < |2 |AW)]? = |A()|?. Logo, Ey(A?%) —
Ey(A)? > 0.

Suponha que preparassemos a particula num estado ¢, e, fossemos
medir o observavel A, entao, se a dispersao fosse muito pequena, isto
significa que realizando repetidamente muitas vezes o experimento,
observariamos pouca variabilidade no resultado obtido.

Considere uma particula quantica descrita pelo estado ¥. Suponha
que ao observar a posicao z;, j € {1,2,..,n}, o valor esperado para
o operador X fosse z¢o € R, e, sua dispersao fosse muito pequena,
entao, com alta probabilidade a particula no estado v estaria préxima
de zg.

Vamos calcular o valor médio e a dispersao para o momento P
2

: _ 2 x , ~
quando consideramos ¢,, = 4/ = sen(nmZ) (que é uma funcao de onda
real diferencidvel) no caso do exemplo 2) da secao anterior.

Ora, para qualquer ¢ € H diferenciavel

Ey(P) =< [Py >= —hi /0 " (@ (@)dr = —hit [h(a)—6(0)%] = 0

Ainda,
Dy (P)? = By(P?) = 0= Ey(P?).
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a

Note que P?(p,) = hQ\/g nr® sen(nm?), assim

2 n?g? ¢ x
By (P =< onlPpn) >= 1 - =5 /0 sen(nar)* de =
52 2 n’n? @ _ g n’n?
a a?> 2 a?

Proposicao 8.1. Ay(A) =0 <= ¢ € autofungdo de A.

Demonstracgao:

Seja a autovalor de A, entdo Ay = ayb, sendo assim Ey(A) =

(hratp) _
W —

Desta forma

A(Y) = Ey(A) .

Ou seja, o autovalor é Ey(A).

Suponha que |¢| = 1.

Temos que por defini¢io Ey[(A — Ey(A)I)?] = Ay (A)2.
Ora, pela expressao equivalente descrita na definicao

Ap(A)? = [(A = Ey(A) D)) | = | A(Y) — Ey(A)y |*

Portanto, Ay(A)? =0 < A(Y) = Ey(4) .

Dado um operador A se diz que o estado ¥ pode ser
medido com infinita precisao se Ay(A)? = 0. Assim, se o
estado ¢ for preparado como uma autofungao de A teremos
que ele pode ser medido través do observavel A com precisao
infinita. Como vimos antes se A e B comutam eles podem
ser simultaneamente diagonalizaveis. Desta forma, se ¢, é
um autovetor comum a A e B entao ele pode ser medido

com precisao infinita simultaneamente pelos observaveis A
e B.
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Figura 8.3: Densidade f(x) com dados que possuem grande dispersao
em torno da média. Alta probabilidade de encontrar valores bem
distantes da média xg.

Lembre que pelo Postulado 4 as observacoes obtidas de um ob-
servdvel A s6 podem tomar valores nos autovalores de A (ou, no
espectro).

Desta forma se formos observar A e colocarmos o estado exata-
mente numa autofuncdo ¢ de A, entao, os valores obtidos serdo ape-
nas Ey(A).

O resultado acima justifica de certo modo o sentido do Postu-
lado 4. As autofungoes sao estados sem dispersao, ou seja, estados
do qual nao existe ignorancia estatistica. Existe, prévio a uma ob-
servagao, uma grande indeterminacao ou ignorancia estatistica. Apos
a observagao, ao se produzir um determinado autovalor, a nossa ig-
norancia do resultado desapareceu.

Seja i um estado, vamos analisar os valores esperados e dispersao
dos observéveis X;, Pj, j € {1,2,...,n}.
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Denotemos por (X;)y e (Pj)y os valores esperados de, respecti-
vamente, X, P;. Entao a dispersao destes operadores pode ser dada
pelas seguintes férmulas:

(DpX)? = (DX )2 =( (X — (X)) T)? )y

(8yP)? = (AP )2 = ( (Pj— Py 1)? )y
Note que

(Ay(Py))? =< P;(1), Ps(vh) > — <1, Pj(¢p) >*=

<Pi(W), Pi(¥) > — < 4, Pj() >*=
<Pt pith > — < pjib,ap 2,

que é também a dispersao da varidvel cléssica p; no estado 1.

Teorema 8.2. (Principio da incerteza de Heisenberg)
Para todo estado ¢ € D(X;) N D(P;) vale que

AX;AP; > g

Demonstragao: Lembre que £[P;, Xx] = d;; I. Vamos supor, sem
perda de generalidade que (X;)y = (P;)y = 0.
Isto pode ser feito porque se < ¥, X;(¢) >=a; e < ¥, P;(¢p) >=

bj, poderfamos considerar X; = (X; — a; 1) e P; = (P; — b; I).
Considerando agora ?E'j e 75j, o desenvolvimento a seguir poderia ser
adaptado a este novo par de operadores.

Assim, (AX;)? = [X;(1)? e (AP;)? = [P;(4)[>.

Note que para dois operadores autoadjuntos A, B temos que

(i[A, Bl)y = —2Im(Ay, BY).

De fato,

= i((Ay, B) — (A, BY)) = —2Im(A¢, By).
Desta forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz
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' 2 2
L= () = (b, 5P ) = — Im(Pyh, X)) < S (Pyoh, Xp0)]| <
2 P Xy = 2 A AX
Pl Xl = = (AP;)(AX;).
Logo, AX;AP; > %
]

Como se sabe, X; e P; ndo comutam. Assim, fixado um estado
1, ao observar a posi¢do x; e o momento p; temos interferéncia na
observacdo. A expressao acima AX;AP; > % nos fornece uma esti-
mativa numérica do produto das respectivas dispersoes.

Vamos elaborar sobre isto. Se fosse preparado um aparato que
colocasse a particula no estado 1, e, se desejdssemos medir simultane-
amente a posicao x; e o momento p;, entao seria valida a expressao
AX;AP; > % Desta forma, se conseguissemos colocar a particula
num estado 1, de tal forma que a posicao x; esteja muito bem con-
centrada em torno de xg, entao a medi¢ao do momento p; para tal
é tal que a dispersao nao pode ser muito pequena.

Por exemplo, se a posigao x; fosse descrita por 1 que é a densidade
Gaussiana de media 0 e varidncia (dispersao) a, entéo a distribuicao
da sua transformada de Fourier seria a densidade Gaussiana de media
0 e variancia (dispersao) h% Note que se a é pequeno , entao, h% é
grande. Este resultado se torna muito natural aos olhos do Principio
da Incerteza.

A expressio F((2mh)~ % en<Po#>) = §, (p) (no sentido de distri-
buigdes) indica que podemos pensar, de forma heuristica, em

T — (2#5)_%e%<”°’z>

como, o "estado” (infelizmente, ndo estd em £2(R™)(dx)) que descreve
uma particula como momento pg (e, com dispersdao de P igual a zero)
e tal que a média de X é igual a zero. A dispersdo de X seria,
num certo sentido, a maxima possivel. Estas afirmacoes pictoricas
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corroboram o principio da incerteza: AX grande implica em AP
pequeno, e, vice-versa.

A anilise do pacote Gaussiano é um pouco diferente do descrito
acima.

Definigao 8.3. O estado

1 —le—=g|?

i<po x>
- 4 a2 h El
(27Ta2)n/4 (& a & .

P(z) =

onde a ¢ real positivo, e, xg, pg € R, é chamado de pacote de ondas
gaussiano. Algumas vezes se usa a terminologia: este estado esta
micro-localizado em (z,po). Em funcdo das unidades dimensionais
da constante de Plank é natural tomar a = /h/m.

Referimos o leitor a [119] para uma andlise bastante detalhada e
com muitos exemplos dos topicos em consideracao.

O pacote de ondas gaussiano satisfaz as seguintes propriedades:
A(X) = a, E(X) = z9, E(P) = po (ver (6.9) Chapter 6 page 182
[250]).

Note que

1 lz—zgl? 1 —lz—=g|?

2 5 _ m
[(@)|” = (2ma2)n/2 e = (27 h/m)"/? ¢

é a densidade Gaussiana de média x¢ e variancia (dispersao) a =
v/h/m. Assim, quando a massa é grande a dispersao é pequena.

Tal estado é chamado de pacote de onda (ou, pacote Gaussiano)
situado em xp com dispersdo a = /h/m. Estes estados minimizam
a relacao de incerteza de Heisenberg. Como veremos em breve vale a
relagao

Sendo assim, atinge o que melhor se pode esperar (devido ao Principio
da Incerteza) em termos de boa localizagdo simultaneamente para x
em torno se xg e ainda para p em torno de pg.

O pacote de onda Gaussiano, paraxg=0en =1 ¢
1 _@E=20?  imus 1 z2 ipx

g € 4a? e Rk = -——— ¢ 4 g h
(2ma?)1/4 (2ma?)1/4

Yo(r) =
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descreve o que se entende em Mecanica Quéantica por uma
particula centrada em xp, com momento p = mv, e , com
dispersao Ay, (X) = a. Como vimos acima o parametro a = /h/m
descreve a dispersao em torno de 0. Note que |¢ho()|? determina um
distribuicao gaussiana de varidncia (dispersao) a = y/h/m.

Se o pacote Gaussiano tem pequena dispersao a vamos entender
isto como a descricao de uma particula ” quase” classica.

Existem outros pacotes de onda importantes. Uma discussao in-
teressante e abrangente aparece em [53].

Vamos analisar a evolucao temporal do pacote Gaussiano sob a
acao do Hamiltoniano Hg, ou seja, com potencial nulo.

Usando a expressao integral 1:(x) = K¢(1o)(z), obtida anterior-
mente, podemos calcular (por exemplo via cdlculo de residuos [58])

2,2
. 2 2 (z—vt)*a
imax

]) 1/26 2ht em 2imtha?—h2t2

1

W(aQ[l—f—

iht

2 ma?

Yi(w) =

Segue entao que

(z—v t)2
FL2 t2 - 2, _h21t2
o)) e e,
m=a

@ = Z=2 (e +

Uma conta facil mostra que

p
Ewt(X) =vt= mt.

Assim, concluimos que o valor médio da posicao da particula
quantica acompanha o que acontece com a particula classica.

A partir da expressdo para |1 (z)|? acima obtida, conclufmos que
otermo a (1 +h2mt2—2a4 )12 = Ay, (X) representa a dispersio do estado
1 ao longo do tempo, e, que vai a infinito como t. Desta forma o
comportamento da densidade vy ao longo do tempo ¢, quando ¢ fica
muito grande, apresenta uma certa similaridade com o Movimento
Browniano [159]. Na se¢éo 2.11 de [189] vamos fazer um paralelo da
Mecanica Quantica com o Movimento Browniano e difusoes.

Note que segue do descrito acima que Ay, (X) = a = \/h/m.

Para t fixo o ponto de maior probabilidade de encontrar a particula
quantica é x = vt. Isto porque o valor da densidade | (x)[? é
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méaxima em x = vt. Obtemos assim uma certa analogia como o sis-
tema classico associado. De fato, note que se o potencial no sistema
Hamiltoniano cléssico for nulo, entao a evolugao temporal classica da
posigao, a partir de uma condigao inicial colocada em = = 0, e, com
velocidade v, depois de um tempo t, serd = vt.

—a2 . po —a? (p—pq) .
Lembre que F(e42 e ''n ¥) = %e nZ_ | e, assim, o mo-

mento do estado pacote de onda Gaussiano com média espacial 0,
momento pg e dispersao a, no tempo t = 0, é descrito no espago dos
momentos pelo estado

— a2 (p—pg)

blp) =ce i

onde ¢ é uma constante de normalizagao.
—2 a2 (p—pg)

Assim, |p(p)|? = 2e™ 2
Desta forma, se a localizagao do pacote em torno do z = 0 é
muito intensa (pequena dispersao a), seu momento, por outro lado

tem grande dispers@o em torno de py (se obtém o valor %) Assim,

Awo (P) = %'

Desta forma, a partir das contas feitas acima, temos precisamente
que Ay (X) Dy, (P) = % Ou seja, o pacote Gaussianao determina o
valor minimo possivel dntro do requerido pelo Principio da Incerteza.

Note que a = \/h/m e na se¢ao 2.16 de [189] vamos considerar o
limite semiclassico de um pacote Gaussiano e tal questao serd rele-
vante ao tomar m — oo com A fixo..

Se considerassemos a familia ¢, indexada por ¢t dada por
_—(z—vt)® +iko(xz—uvt
¢t (‘T) =e€ ( ) o )a
onde ko, v estao fixos, e, t é variavel, descreveriamos a evolucao de

um pacote de ondas ndo dispersivo. Ou, seja A(¢:) constante, e
E(¢:) = vt. O pacote de onda se desloca com velocidade v.

Vamos agora calcular a energia do pacote de ondas Gaussiano no
caso unidimensional. O pacote Gaussiano para g = 0 é da forma

1/}0(55) _ AexpiszzQ/(Qa)
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onde A =

o =2a2.

Sabemos que

m, é a constante de normalizacao, e ainda k = % e

* — 22/ 1 22/
Yo (2)ho(z) = |A|26Xp /o= ——— exp /o

V2ma

Neste calculo, precisamos dos valores explicitos das seguintes in-
tegrais

/OO exp(—2?/o)dz =27 a

— 00

/ exp(—2? /o)x?dr = g o3/?

Ora,
Ho ¢(z) = —(h?/2m)(d*/dz®)y(x)

= —(n*/2m)[(ik — x/0)* — 1/op(x)
= (B%/2m)[k* — 2% /o? + 2ikx /o + 1/0](x).
Sendo assim,
<Hy >y,= (B2/2m)[k*— < 2% >y, [0° + 2ik < x >y, [0+ 1/0]
= (h?/2m)[(k* — (1/20) + 1/0]
= (W /2m)[k* +1/(20)] = (h*/2m)| (%)2 +1/(4a%)]



Capitulo 9

Operador densidade

Existe um espécie de dicionario em que os objetos classicos tem
seus correpondentes quanticos. Os pontos no cenario classico sao com
deltas Dirac enquanto que no quéantico sao estados (a descrigao formal
da aleatoriedade da particula), as funcgoes (observaveis reais) corre-
spondem a operadores autoadjuntos e finalmente as probabilidades
vao corresponder aos operadores densidade.

Note que se ¢, for autofuncao normalizada do operador Hamilto-
niano H, entdo ¢, e'*, a € R, também o serd. Ainda, as densidades
associadas a |p,|? e a |, €®|? sdo as mesmas. Assim, existe uma
certa ambiguidade na obtencao da densidade a partir da ¢, no caso
da particula estar no nivel de energia \,.

Os operadores densidade, que sao uma generalizacao dos estados
(elementos no espago de Hilbert H), permitem descrever de forma
mais apropriada e elegante os conceitos que foram anteriormente anal-
isados [211].

Nesta secao vamos supor que os operadores considerados possuam
um conjunto ortonormal completo.

Seja um operador p : H — H que é autoadjunto, e, que possui um
conjunto ortonormal completo enumeravel denotado por ¢,, n € N.
Vamos assumir que exista um autovalor minimo. O trago, quando
existir, é por definicdo, a soma de todos os seus autovalores A,. Os
autovalores sao sempre tomados com a indexacao em n de tal forma

137
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que A, seja nao decrescente. Estamos assumindo que esta soma
o0
>
n=0

seja finita (o0 que poderia no caso geral nao acontecer). Denotamos
por Tr (p) (quando existe) o trago do operador p. Os operadores
"trace class” (ver secao 2 cap IX [57] ou secao 3.5 em [14]) serdo o
objeto da préxima secao e darao a classe de exemplos de operadores
para os quais se consegue calcular o traco.

Observe que se A é autoadjunto, possui traco e se escreve como

A= i An Py,
n=0

entao o somatorio acima é absolutamente convergente, isto €, vale a
propriedade Y7 o [An Py, | < oo (lembre que uma operador proje¢ao
tem norma 1).

Fica assim descrito de maneira esquematica o que é o traco.

A defini¢do abaixo é mais apropriada para futuras generalizagoes.

Definicao 9.1. Suponha que o operador p : H — H autoadjunto
possua um conjunto ortonormal completo enumeravel de autovetores
©n, n € N, entao o trago é dado por

> < enipen>.
n

Mais geralmente, dado um operador A (ndo necessariamente au-
toadjunto) por definigao o trago de A é dado por

Z < Pn, P Pn >
n

(quando existe) onde ¢, n € N é um conjunto ortonormal completo.
O fato de que esta bem definido o trago (independente do conjunto
ortonormal completo) serd objeto do desenvolvimento subsequente

Se p1 e p2 sao autoadjuntos, entao fixado um conjunto ortonormal
completo qualquer ¢,, n € N, o trago de p; o ps é por definigao

> < s (prop2) dn >

n
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O fato que estd bem definido o trago de p; o p2, e independe da
escolha de ¢, n € N, estd assegurado pelo préximo resultado.

Antes disto observe o seguinte formalismo que é muito util e que
sera utilizado a seguir.

O operador projegao sobre o vetor unitdrio v =< v| € H pode ser
expresso na notagao de Dirac como P, = |v >< v|.

Lembre que mostramos na secao de pre-requisitos que

Y lbn><on =1

e também que
< Py(9), 0> =<<olp> ¢,0>=

=< g, >< Pl > =< P| [ ><Y| |0 >=<[0 >< P, > (%).

Teorema 9.1. Suponha que A e B sao autoadjuntos e os tracos de
A, B, AB e BA estejam bem definidos. Entao

1) O trago de A, definido via a expressao Y, < ¢n,Ap, >, ndo
depende da escolha do conjunto ortonormal completo (mesmo que nao
seja constituido por autovetores).

2) Tr (AB) = Tr (BA).

Demonstragao:
Seja B = > amPy,., €, ¢p, n € N, um conjunto ortonormal
completo (assim, dado o operador A podemos escrever < A(¢)| =

Yom <A@ [Ym > < Pml).

Note que o somtodrio para B é absolutamente convergente.

Note que D, [V > < | = 1.
Assim, se ¢, n € N é outro conjunto ortonormal completo temos
(usando (*) acima) que

Z<¢n ((AB)(¢n) > Z<A¢n |B(6n) >=

Z < A(¢n), I(B(¢n)) >
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52 <AG [ 19m > < vl | (B(6n) >=
SN <A [m > < m| |B(n) >=
< Y| B(dn) > < A(dn)|[tom >=
< B(thm)lbn > < dul Althm) > =
S < Bl (160 > < 6u]) |A@W) > =

>
> < B (D ldn >< bl ) |A(hm) >=

(]

B(m)| I(A(m)) >=>_ < B(thn)|A(n) >=

m m

D < Uml(BA) (W) >

Acima usamos o fato que >, |¢n > < ¢p| = 1.

Note que se dois somatérios sao tais que cada um é absoluta-
mente convergente, entao se pode permutar os termos nos somatérios
quando se faz o produto. Esta propriedade foi usada acima.

Isto prova 2). O item 1) segue de considerar A = I no raciocinio
acima.

O descrito acima justifica o sentido da ultima definigao.
[ |

Note que se p; e p2 sao autoadjuntos entao

Z < ¢na(p1 Op2)¢n >

n

¢ um numero real.

Observamos que estamos sendo um pouco informais no trata-
mento do trago no caso de dimensao infinita. Como destaca [67]
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(ver tambem [62]) na se¢ao Precautions 2.2.2 tudo funciona de forma
mais simples no caso de dimensao finita mas cuidados maiores sao
necessarios em dimensao infinita.

Definig¢ao 9.2. Um operador p : H — H é dito um operador densi-
dade se ele é autoadjunto, se possui um conjunto ortonormal completo
enumeravel de autovetores, se é positivo, e, ainda, se tem trago igual
al.

Neste caso todos os autovalores sao nimeros reais nao negativos
e menores ou iguais a 1.

Os operadores densidade correpondem na Mecanica Quéantica as
probabilidades classicas.

E natural associar o estado 1 - um elemento no espaco de Hilbert
- a0 operador densidade Py = [ >< 9 |.

Note que 1 e ¥ e'®, com a real, definem o mesmo Py. Em out-
ras palavras temos que | >< ¥ | = [P e'® >< Pei?|. Ou seja, a
ambiguidade do estado i desaparece quando olhamos o problema do
ponto de vista de operador densidade.

Existem operadores densidade que nao sao projecoes. Um oper-
ador densidade é uma projecdo, se e s6 se, p> = p.

A matriz . )
11+ —%l
2 %i 1— L
2 V2

define um operador densidade agindo em H = C2.

Suponha que H possua um conjunto ortonormal completo enu-
merével ¢,, n € N. Seja ¢, > 0, n € N, sequencia tal que ), ¢, = 1.
Entao é facil ver que p = 3", ¢, P, define um operador densidade.
Note que p? = 3" 2 P, . e, assim, em geral, nao é igual a p. Ob-
serve também que a composta de operadores densidade pode nao ser
um operador densidade.

Note que se A,, n € N, forem operadores densidade, e, ¢, sao
numeros nao negativos tais que Zn ¢n = 1, entdo > ¢, A, é um
operador densidade. Assim, o espago dos operadores densidade é um
convexo.

E importante ndo confundir o vetor 3 ¢, ¢, no espago de Hilbert
com o operador densidade p =3 ¢, P,,,.
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Observagao Dado um operador densidade p (que pode ser ex-
presso como p = ». cn P, pelo teorema espectral), entdo, se p?
for também operador densidade, deve ter traco igual a 1, logo, con-
cluimos que todos os ¢,, menos um deles, tem que ser zero. Assim,
p € um operador projecao.

Os operadores densidade generalizam o conceito de estado e se
encaixam de forma mais natural no ponto de vista de Heisenberg.

Note que se p é um operador densidade entao

plt) = ' #H pet i H

é autoadjunto, é positivo e tem trago 1 (demonstragao ao fim desta
$e¢ao).

Assim, p(t), t > 0, descreveria a evolugao de um operador densi-
dade inicial através do fluxo descrito pela formulagao de Heisenberg.

Em Mecéanica Estatistica Quantica, como veremos nas sec¢oes 1.10
e 2.12 de [189], estaremos interessados, prioritariamente, em oper-
adores densidade. L& vai ser muito 1til o fato que o operador H,
e a incégnita do problema (um operador densidade), sejam ambos
operadores.

Os operadores densidade desempenham na Mecéanica Quantica
o papel das probabilidades na Teoria da Probabilidade. No nosso
contexto, eles permitem capturar as interferéncias entre as distintas
possibilidades. Se o espaco de Hilbert H fosse o C3, por exemplo,
entao, o operador autoadjunto geral é descrito por uma matriz A,
trés por trés, com entradas complexas tal que a matriz transposta
conjugada de A é igual a A (ver[178]). Um operador densidade é
uma matriz positiva tal que a soma dos autovalores da o valor 1.
Sistemas desta forma aparecem de maneira natural em Computagao
Quaéntica (ver [217] [27] [25]).

Por exemplo, a matriz

pt 0 O
P = 0 p2 0 ],
0 0 pP3

onde p1, p2, p3 sao reais nao negativos, e, somam 1 é um exemplo de
operador densidade
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O mundo da Probabilidade, ou, da Mecéanica Estatistica, num
certo sentido, estd "mergulhado’no cenario Quantico, através das
matrizes diagonais.

Muitas vezes os estados que somos levados a considerar sao um
mistura de estados ¢,, que sao autofuncoes do operador Hamiltoniano
H.

Por exemplo, em algumas situagoes podemos ser levados a con-
siderar dois operadores projecao Pr, e Pr,, F1,Fy € H, que atuam
simultaneamente em estados 1 e que produzem novos estados Pr, (¢)
e Pr,(¢). Suponha que por alguma razao eles sdo produzidos com
probabilidade 1/3 de sofrerem um processo de medigao via Pg, (¢),
e, 2/3 de sofrerem um processo de medicao via Pp,(¢)). Por alguma
razao de natureza fisica eles vao estar sujeitos a uma observagao sub-
sequente A (sobre os outputs produzidos Pr, () e Pr,(1)). Fixado v,
temos que 1/3 Pp, (¢) +2/3 Pr,(1¢) é de fato uma funcao de onda que
pode ser normalizada (e resultar num novo estado), mas isto nao tem
nada a ver com a questao em andlise. No problema descrito acima
existe uma ignorancia de qual output vai agir o observavel A. Esta
situacao nao pode ser caracterizada pelo ponto de vista anterior em
que apenas considerdvamos estados (ou seja, elementos no espago de
Hilbert H de norma 1). O ponto sutil é: o operador 1/3 Pp, +2/3 Pp,
descreve esta ignorancia (ou, incerteza).

Note também que 1/3 Pp, + 2/3 Pp, é, conceitualmente falando,
distinto de ¢ = 1/3 Fy +2/3 F», ou, mesmo de Py /3 p, 42/3 F, -

Como dissemos antes um operador densidade deve ser encarado
como a generalizacdo natural ao sistema quéntico (a nivel de oper-
adores) do conceito de probabilidade.

Definicao 9.3. Dado um observéavel (operador autoadjunto) A, por
definigao, Tr(p A) é o valor esperado de A quando o sistema quantico
é descrito pelo operador densidade p. E usual denotar tal valor por
< A>,ouE,(A).

Os operadores autoadjuntos desempenham na Mecanica Quantica
o papel das fungoes na Teoria da Probabilidade. Assim, E,(A) cor-
responde a ”integrar”a ”fungao” A em relagao a ”probabilidade” p.

Lembre que Tr(Ap) = Tr(pA). Ainda, note que se p e A co-
mutassem (assim seriam simultaneamente diagonalizaveis), na forma

p=2 P, e A=3" c, P, ,entao, Tr (pA) =3 cndn.



144 [CAP. 9: OPERADOR DENSIDADE

Se p = Py, para um estado 9, entdo Tr(Py A) =< Ay |y >.
Assim, o conceito de valor esperado para operador é uma extensao
daquele para estados.

De fato,

< (PpA)v]v>=< (< Av |y ><y|)|v>=

<< Ay ><Y|lv>=<,v><Av|yY >.

Considere ¢,, tal que I = ) P, . Entao, supondo que ¢ =
> Antn, temos que

Te(Py A) =Y < (PyA) bn |6 >= Y < b >< Ay | >=

> an < Ay [ >=< A an¢n |V >=< A@W), ¥ >= Ey(A).

Desta forma a extensao do conceito estd justificada.

Vamos apresentar uma interpretacao do significado da agao de um
operador densidade p sobre um observavel A.

A uma densidade p = > j pj Py, podemos associar as probabili-
dades das medicoes \; a serem obtidas quando aplicamos o observavel
A =", P, \; da seguinte maneira: suponha v¢; = >, ¢;;v; onde {v;}
é a base ortonormal de autovetores de A.

Entao podemos dizer que o observavel A associa a p a probabili-
dade 3, pjlcji|* da medigao \; ser obtida.

Note que a interpretacao acima é justificada pelo fato de que

Tr(Ap) = T?“(A(ijpwj)) —
ZPjTT(Aij)) =
ij Z |Cji|2)\i = Z(ij|0ji|2))\i.

i
5 J— L2y e |2 ; 4
Olhando as expressoes ; = >, ¢j;v; e )_; pj|cji|” seria razodvel
pensar que |c;;|? descreve a probabilidade de v; passar a v;.
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Observagao: O desenvolvimento acima mostra que se p é oper-
ador densidade e A é operador positivo, entao Tr(Ap) = E,(A) é um
nimero positivo.

Um exemplo para esclarecer o leitor sobre o assunto: para um
sistema quantico que se encontra em equilibrio termodinamico com
um reservatorio de calor, se sabe que este ocupa niveis de energia
(e assim, determina diferentes estados no espago de Hilbert H) de
acordo com uma certa distribui¢do de probabilidade (nestes niveis)
de acordo com a assim chamada Lei de Boltzmann. Vamos elaborar
sobre isto mais tarde na secio 1.10 e 2.12 de [189]. E natural assim
tratar com operadores densidade e nao com estados.

Considere o exemplo em que H = C3, e que o operador densidade
é diagonal

pt 0 O
P=10 p 0
0 0 ps

Um observavel B é uma matriz autoadjunta. Assuma que B é
diagonal:

by 0 0
B=|0 b 0
0 0 bs,

onde b1, ba, b3 sao reais.

Note agora que traco (B A)= p1 b1 + p2 ba + p3 bs. Esta expressao
pode ser entendida como a integral da fungdo b : {1,2,3} — R, tal
que b(i) = b;, i = 1,2,3, em relacdo a probabilidade P em {1,2, 3},
associada ao valores pi, p2, p3. Assim, a expressao Tr(Bp) = E,(B),
que descreve a integracao do observavel B em relagao ao operador
densidade p, é uma generalizagao natural do cenario probabilistico.

Fica claro entdao que o cendrio probabilistico se encontra dentro
do cenario quantico via as matrizes diagonais. As matrizes complexas
nao diagonais permitem descrever as interferéncias (componente fun-
damental na Mecanica Quéantica).

O conjunto dos operadores densidade é um conjunto convexo. De
fato, suponha que p; e p2 sejam operadores densidade e

p=ap1+(1—a)ps,
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onde a € [0,1]. Entao, p* = apf + (1 —a) p5 = ap1 + (1 —a) p2 0 que
implica que p é autoadjunto.

Ainda, < p(v),v >=< (ap1 + (1 — a) p2)(v),v >=a < p1(v),v >
+(1—a) < pa(v),v>>0.

Definicao 9.4. Um operador densidade p é dito ser um estado puro
se ele nao pode ser escrito como combinagao convexa nao trivial de
outros operadores densidade. Ou seja, se p nao pode ser escrito como

p=aM;+ (1 —a) Mo,
onde 0 < a <1, e My e M> sao operadores densidade.

Teorema 9.2. O conjunto dos operadores densidades que sGo estados
puros € o conjunto dos operadores projecao.

Demonstragao:
Primeiro vamos mostrar que operadores proje¢ao sao estados puros.
Seja 1 no espago de Hilbert H e suponha que consideremos a
combinacao convexa

Pw:aMl—i—(l—a)Mg,

onde, 0 < a < 1.

Seja F' o subespago unidimensional gerado por ).

Considere a decomposicao H = F + F*.

Seja p € F*. Entdo como M; e M, sdo operadores positivos,
temos que

a < Mi(p), o ><a < Mi(p),p>+(1—a) < Map),p >=

< Py(p),p >=0.
Assim, para todo o € F*, temos que < M; (), >= 0.

Afirmamos que um operador positivo A satisfaz a relacdo: Vi, ¢
| <A(p), 0> P << A(p), 9 >< A), ¢ >

Vamos demonstrar esta afirmagao ao fim da prova do Teorema.
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Assim, tomando acima A = M; e ¢ = A(p), obtemos que M
é constante igual a zero em F-+. Como M; é autoadjunto, ele deixa
também invariante o subespago vetorial F' (o orthogonal a F'* con-
forme referencia [178]). Como o trago de M; é igual a 1 concluimos
que M;(¢) = Py. Logo a combinagao convexa deve ser trivial.

Seja agora um operador densidade p que é um estado puro. Seja
P = >0 M Pp, sua decomposigao espectral. Como ele é positivo
e seu trago ¢ igual a 1, temos que A, > 0, e > A, = 1. Suponha
que existam A; e Aj ndo nulos. Assim, p = APy, + -, An Py, =
APy, + (1 —N) [1_;/\1 > nzi A Pp,]. Como p é puro temos con-
tradicao.

Vamos mostrar agora que operador positivo A satisfaz a relagao:

Vo, ¢
| <A(p), 0> << Alp), o >< A(9), ¢ > .

Para um valor real s qualquer temos que
< A(p +59), (¢ + s¢) >> 0.

Para um t qualquer tome s =t < A(p), ¢ > .
Neste caso,

0< <Alp+59),(p+s¢) >=1*| < Alp) o > > < A(¢) , ¢ > +

26| < A(p), 0> P+ < Alp), 9> .

Note que < A(p + s¢), (¢ + s¢) > é real, bem como [ A(p)pdx
e [ A(¢) ¢ du.

Isto forga com que o polindmio acima tenha apenas coeficientes
reais.

Sendo assim o discriminante do polinémio de grau dois em ¢ é
negativo

A< A(p), o> ' = 4| < Alp).d > P < A(d), ¢ > < A(p), 0 >< 0.

Disto segue a afirmagao desejada.
|
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Um operador densidade pode sempre ser expresso na forma
p=2 P,
n

onde ¢, é um conjunto ortonormal completo enumeravel. Os A,
devem ser encarados como probabilidades e somam 1. Assim p pode
ser expresso como combinagao de estados puros.

Assim, se pode escrever de maneira mais apropriada

P:ZPnPgana
n

onde, Y pn = 1.

Fixado um operador Hamiltoniano H, nesta formulagao mais geral,
consideramos um operador densidade inicial py no tempo t = 0, e,
desejamos descrever a evolucao temporal do operador p; que satisfaz
a equacao

d
h—p; = [H .
? dtpt [ 7Pt]

A derivacao em t acima usa a estrutura de espago de Banach dos
operadores limitados com a norma de operadores.

Esta equagao generaliza ifiy)'(t) = H(y(t)).

A solucao de forma explicita é

pr= e tHH ot h

Note que se pg é um operador densidade, entao, o p; dado pela
expressao acima também é um operador densidade.

A formulacdo acima é consistente com a anterior. De fato, se
po = Py,, onde 9y € H é um estado, entao, se 1); satisfaz a equagao
de Schrédinger como condigao inicial ¥y, temos que

B(t) = et H(ghy) = e HH ().

Vamos mostrar que para todo t > 0 vale p; = Py, .
Ora, Py = |¢(t) >< ¥(t)], satisfaz para qualquer ¢, n

<Py (@) >=<n|v(t) > < p(t)|¢ > .
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Note que

P%\et%qu >= o >< olet FHG >= |1 >< e~ i Hypg|p >= [1ho >< (L), d > .

Por outro lado como e~ # H|ypg >= et n Hypy >

<ple tFH Py et T (g) S=<nli(t) >< Y(t)]o > .

Como as duas expressoes sao as mesmas para todo ¥ e n con-
cluimos que para todo t vale Py ) = p;.

Desta forma fica mais uma vez natural pensar que a evolucao tem-
poral de operadores (formulacao de Heisenberg) generaliza a evolugao
temporal de estados (formulagao de Schrédinger).



Capitulo 10

Operadores Trace Class

Uma étima referencia para os assuntos desta se¢ao e da préxima
é [14].

Todo operador autoadjunto positivo A possui uma raiz quadrada
B, isto é, existe um operador B tal que B2 = A (ver final da segdo
de pre-requisitos).

Dado um operador p : H — H no espaco de Hilbert H sempre
temos que o operador p*p é positivo.

Assim, como p p* é um operador autoadjunto positivo ele possui
raiz quadrada (p p*)Y/2. Isto é ((pp*)/2)2 = (V/pp*)? = pp*.

Notagao: |p| = v/p*p

Desta forma

(0" pg, ¢) = (pd, pg) > 0,V € H.

No caso em que p : H — H é limitado podemos definir alternati-
vamente o operador positivo |p| = /p*p via série de poténcias [57]
[241].

Definicao 10.1. Um operador limitado p : H — H é dito trace class
operator se para qualquer base ortonormal {¢;} de H vale que

> 1@, lplwy) | < oo
i

150
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Neste caso podemos definir, dada a base {1;}, o trago do operador
p como sendo

trp=">_ (W, ps)-
i

Esta definicao nao depende da escolha do conjunto ortonormal
completo escolhido em H (ver defini¢ao 3.4.2 em [14]).

Exemplo 10.1. Seja A : H — H um operador com espectro pura-
mente pontual, o (4) = o, (4). Sejam ¥, e E,, os autovetores de A
e seu respectivos autovalores. Se F, > 0 entao A é trace class se e s
se

J

> (s |Al) < 0o > (1| Ejlih) < 0o Y Ej < oo
j 5

Os operadores trace class formam um espaco de Banach com a
norma

ol = tripl

que satisfaz as propriedades:
1. tr (A + BB) = atrA + BtrB, Vo, 8 € C e VA, B trace class;

2. se p é trace class e A é um operador limitado entdo pA e Ap
sao trace class e trpA = trAp.

Seja A : ' H — H um operador limitado, auto-adjunto, com espec-
tro puramente pontual. Sejam também Ey < F; < ... os autovalores
de A e ¥, n = 0,1, ..., os respectivos autovetores que formam um
conjunto ortonormal completo. Se f : R — C é uma fungao analitica
temos

Proposicao 10.1. f (A) € trace class e

trf(4) =1 (E)

se a série converge absolutamente.
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Demonstragao: Supondo que a série ), f (£;) é absolutamente
convergente temos

DG 1F (A)Jg) = Y (g IF (By) y) Zu )| < o0
J J
de modo que f (A) é trace class e portanto podemos calcular o trago

trf (A) = (¥, f( Zf

J

Proposicao 10.2. Seja K : [a, b]2 — C uma fungdo continua tal que
K(x,y) = K(y,z). O operador K : L? ([a,b]) — L?([a,b]) definido

por \
:/KWMfM@

€ autoadjunto, e, € trace class. Ainda, vale

b
trk = / K (z,z)dx
Demostracao:

O operador K é compacto (ver secao X.2 [281] e Teorema 3.4.4
m [14]).
Seja ¢y, n € N, conjunto enumeravel completo de autovetores
para K. Sejam ainda, A,, n € N, os respectivos autovalores.
Seja B(z,y) =32, An on(2) on(y)-
Considere o operador B tal que

b
(65)(@) = [ Bl f )iy
Ora, para cada k fixo

(Bew) ( /anwn )on () o ( dy—zkneon /eon()m(y)dy—

a
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> A on(z) TPm Pk > = A i)

Como os @i, k € N, geram o espago de Hilbert, entao, K = B.

Logo, podemos assumir que K = B.
Ora,

b b
/ K(z,z)dr = / Z)\n pn(x) on(z)de = Z)\n < Yn,pn >= Z)\n = trk.
a a n n n

O

Referimos o leitor a se¢do 9.2.2 em [66] para um discussdao mais
profunda sobre os topicos que estamos superficialmente abordando.

Proposicao 10.3. Seja K : R? — C uma funcdo continua tal que
K(z,y) = K(y,z). Suponha que [ [ |K(z,y)[*dzdy < co. O oper-
ador K : L? (R) — L? (R) definido por

(1) @) = [ K (@9) f @)y
€ autoadjunto, e, € trace class. Ainda, vale
trk = /K(ac,ac) dx.
A demonstracao é semelhante ao caso anterior.

Sendo assim, se um certo operador pode ser descrito via um op-
erador integral obteremos automaticamente uma forma simples de
calcular seu trago.

Definigao 10.2. Um operador integral limitado K é dito de Hilbert-
Schmidt se K*IC é trace class.

Proposicao 10.4. Um operador integral K em L? (Rd) com nicleo

K € L? (R x R?) ¢ de Hilbert-Schmidt, e

trk K = |K (z,y) |*dzdy.
R4 x R4
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Referimos o leitor a [14] para maiores detalhes sobre operadores
do tipo Hilbert-Schimdst.

O wvalor ), .y < ek, A(ex) >, denotado por 7(A) é chamado neste
caso de trago A.

Um espago de Hilbert é separavel se ele admite uma conjunto
ortonomal completo (enumerdvel).

Definicao 10.3. Um operador autoadjunto A agindo num espaco de
Hilbert separdvel H é chamado Hilbert-Schmidt (ver [14]), se a soma

pIRY

keN

converge.

Teorema 10.5. Um operador A definido num espaco de Hilbert
separavel H é Hilbert-Schmidt, se e sé se, A* A € trace class.

Teorema 10.6. Suponha que {e1,ea,...} € um conjunto ortonormal
em H.Se

AQ) =D e > M <exl. >,
k

onde A\, > 0, tr(A) < oo, e Ag € um operador limitado, entao Ay A
€ trace class.

Considere V' o conjunto dos operadores trace class no espago de
Hilbert £2(M,C) com norma |u|; = trace vu*u = tr(y/u*u). Fica
assim definido um espago vetorial completo (ver [38]). Note que
mesmo que u nao seja positivo, temos que uu* estd bem definido,
é positivo e tem raiz quadrada. Denote por K o conjunto dos oper-
adores trace class. Note que se u € K, entéo tr(u) = |ul;. Lembre
que tr(A B) = tr(B A). Sabemos que se u € K entéo ele é operador
densidade no caso em que tr(u) = 1.

Note que tr : V. — R é um operator linear.

Seja ‘H um espago de Hilbert e V' o conjunto dos operadores tipo
Hilbert-Schmitd com a norma |A|y = /tr(A* A).

Defina < A, B >= tr(A* B) para A, B € V. Sao vélidas quase
todas a propriedades para que <, > seja produto interno. (ver segao
6 em [114])
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E natural considerar a seguinte analogia: os operadores trace
class (com a norma |.|;) correpondem ao espago L£! e os operadores
Hilbert-Schmitd (com a norma |.|2) ao espago £2.

Lembramos que um conjunto C' num espago vetorial é um cone se
cada elemento x € C é tal que toda vez que o escalar A > 0, entao
Ax estd tambem em C.

O conjunto K de operadores positivos é um cone (ver [38]).

Proposicao 10.7. [66] Todo operador trace-class num espago de
Hilbert € tipo Hilbert-Schmidt.



Capitulo 11

Mecanica Estatistica
Quantica

Existe um generalizacao natural da Mecanica Estatistica ao cenario
dos sistemas quénticos (ver por exemplo [38] [123] [127] [211] [218]).
As medidas de Gibbs vao corresponder aos estados KMS.

Primeiro, para motivar o problema no cendrio quantico apre-
sentaremos o modelo mais simples que ocorre na Mecanica Estatistica.
Considere um sistema fisico com estados {1, ...,n}, e sejam Uy, ... U,
as energias desses estados, respectivamente. Suponha que colocamos
o sistema em contato com uma fonte de calor muito maior, que esta
a uma temperatura 7. Sendo assim, a energia ird transitar entre o
sistema original e a fonte de calor, e a temperatura 7' permanecera
constante, pois a fonte tem ordem de grandeza muito maior que o
nosso sistema. O problema fisico que estamos considerando nao é
deterministico, e nés podemos apenas falar da probabilidade de um
certo estado fixo, digamos j, ocorrer, onde j € {1,2,..,n}. Apos
esperar que o sistema se encontre em equilibrio, se realizarmos uma
sequéncia de observagoes, notaremos que o estado j ird ocorrer numa
determinda proporcao de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observagoes e em 112 delas aparece
o estado 2, diremos que existe evidéncia de que 2 tem probabilidade
Py = {32,

156
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Entao o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa pro-
porg¢ao quando o numero de observagoes vai a infinito. E um fato con-
hecido da Mecénica Estatistica (a partir de observagdes do fenémeno
fisico) que a probabilidade P; de que o estado j ocorra é dado pela
distribuicao de Gibbs:

onde B = & e k é uma constante, chamada constante de Boltz-

kT
mann.

Uma formulagao variacional do que foi dito acima pode ser feita
da seguinte maneira. Seja

F(p1,...,pa) = =Y _pilogp; — Y _piBU;
i=1 i=1

definida no simplexo em R" dado por

A = {(plv" 7pn) Ny 2 Z 0;7' S {177n}azpz = 1}
i=1

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o maximo
de F' no simplexo A é obtido em

Pi=—7———jec{l,...,n},
J Z’;L:le_BUi.j { n}

ou seja, de acordo com o valor P; dado acima.

A fungao
n
S(p1s-- - pn) = — Zpilogpi
i=1
é a entropia da distribuigao (ps, ...., pn). Defina

U(ph --",pn) = - ZpiUi
i=1

como sendo a energia média. Entao podemos dizer que a dis-
tribui¢do de Gibbs maximiza o valor

S(p1y.-esDn) + BU(P1, ooy Pn)
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Nesse contexto, a expressao S+ BU é o que chamaremos de energia
livre. Logo, podemos dizer que a natureza maximiza a energia livre.
Quando fazemos a temperatura T tender a 400, isto é, se B tender a
0, vamos nos aproximar de um problema em que apenas se maximiza
a entropia.

Alternativamente, podemos também dizer que o estado de Gibbs
minimiza —(S + BU).

Na segao 2.12 de [189] vamos descrever um exemplo interessante
em que a teoria acima é descrita com bastante detalhes.

Apébs a andlise do sistema mais simples como o descrito acima,
vamos considerar sua generalizacdo ao caso quantico. A teoria que
trata deste assunto se chama Mecénica Estatistica Quantica [38].

Definicao 11.1. Dado um operador densidade p = Y~ pn P,, defin-
imos a entropia de von Neumann de p como

S(p) = =Tr (p logp),

onde log p é o operador
logp =Y (logpn) Py,

Podemos escrever de forma alternativa

S(p) == pnlogpn.

A entropia de um estado puro (um operador projecao) é sempre
nula, ou seja, a menor possivel.

No caso bidmensional um p da forma p = 1/2 Py, +1/2P,,, onde
Py, e Py, sao operadores projecao, ¢ tal que sua entropia log2 é
maxima.

Outros conceitos de entropia sdo descritos na literatura (por ex-
emplo em [218] e [19]).

Vamos supor que o sistema quéantico em consideracao esta sob a
acao de um Hamiltoniano H.

Desta forma, dado um operador densidade p, o seu valor esperado
¢ denotado por E(p) = Tr (Hp) =< H >,,.
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Definigao 11.2. Fixada uma temperatura 7', a energia livre de
Helmholtz do estado p é por defini¢ao

Fr(p) = E(p) = TS(p).

O operador de equilibrio & temperatura 7' para H seria o p que
minimiza tal Fr(p) entre todos os possiveis operadores densidade.

Pode-se mostrar (ver prova ao fim desta se¢ao) que o pr que mi-
nimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

onde, Z(T) = Tr (e~ %H). Naturalmente, se exige que o este traco
esteja bem definido. Como veremos (mais abaixo nesta segdo) no
caso do oscilador harmoénico, isto de fato acontece.

Referencias abrangentes sobre estes assuntos sao [38] e [217].

Definigao 11.3. A expressao % ~7H ¢ denominada de estado
(operador) KMS (ou de Glbbs) & temperatura T para o operador

Hamiltoniano H. Note que Z(T) ~7H ¢ ym operador densidade.

E usual a notacao = % e assim considerar o operador e~ #H

normalizado pelo seu traco.

Assim, o operador de equilibrio & temperatura 1" para H é o estado
de Gibbs a temperatura T' para H.
Note que se H fosse diagonal da forma

(U 0
=5 0)
onde Uy, U, sao reais, entao ﬁ e” %H, descreve a probabildade com
pesos

p 67%U1 P 67%U2
1= e %U1+e*%U2’ 2= e ~Uy -‘1-67%[]2’
através de
1y
e T-1 0
T = 1 e~ TH _ e~ TULyeTU2 .
—Lu,
Z(T) 0 e
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A entropia deste operador é dada por —P; log P — P> log Ps.

Na Mecanica Quantica as inferéncias desempenham papel funda-
mental. Como vemos, o cendrio da Mecanica Estatistica Classica esta
contido neste através das matrizes diagonais.

Vamos elaborar mais sobre este topico na segoes 2.7 e 2.12 de
[189].

Vamos apresentar um exemplo interessante agora.

Considere o operador Hamiltoniano H = % + mw? X? obtido
da quantizagao do oscilador harmonico.

Sabemos que H tem autovalores da forma (n 4+ 1/2) hw. Os au-
tovalores de e~ #H sio da forma e~ (#+1/2) 8w,

Assim,

e—(1/2) Bhw

o0
— €

n=0
é finito se B > 0.
Desta forma fica bem definido

e~ PH

- traco e~ FH’
que tem trago 1 e é positivo.

O resultado acima exibe um exemplo de grande importancia na
teoria da Mecénica Estatistica Quantica.

Vamos mostrar agora que dado o Hamiltoniano H, o operador
densidade que minimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

P Z(T)

Seja p uma matriz densidade fixada, entao sua entropia de von
Neumann é dada por

0 < h(p) = —tr(plogp).

Vamos mostrar que fixado um operador autoadjunto B agindo em
C™ entao a funcao F' dada por

X = F(X) = tr(XB) + h(X)
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7 . . B
¢ maximizada por Xy = W?T@

X é chamado de operador densidade KMS associado ao operador
B.

A partir do Lemma 4 section 3 in [129] (ou, Theorem 11.9 em
[232]) obtemos: se f(z) é analitica na varidvel z, entdo se A e B sao
autoadjuntas agindo em C" temos

%trf(A +tB)|i=t, = tr(B f (A +toB)).

Fixado um operador autoadjunto B considere uma matriz densi-
dade variavel X e a funcao F' dada por

X — F(X)=tr(XB)+ h(X) €R.

Na notacao anterior teremos que este B vai corresponder a B =
-G H.

Qual o valor méximo de F(X) quando X varia nas matrizes den-
sidade? Este valor maximo é denominado de pressao de B.

Como o conjunto dos operadores densidade é compacto existe o
supremo. Poderiam ocorrer autovalores nulos para tal maximizante?
Vamos mostrar que o maximo é realizado por uma matriz densidade
X com autovalores estritamente positivos.

De fato, considere Py, Ps, ..., P, operadores projecao tais que

n

> pi=1

j=1
Dados 0 < A;, 7 = 1,2,...,n, tais que, 2?21 A; =1, entao temos

que 2?21 A; P;j descreve um operador densidade geral.
Note que

FQY AP =) Atr(PyB) =) A log(X).
j=1 j=1 j=1

Portanto, temos para um ¢ fixado que

n=0 = (Tr(P; B) — 1) — log(\;)

=0 = 0O.

a n
FMF(; Aj Pj)
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Desta forma nao podemos ter \; =0, i =1,2,...,n, para o oper-
ador densidade maximizante.

Assim, por argumentos de compacidade existe tal Xy com auto-
valores todos positivos.

Como caracterizar X7

Considere variacoes de Xy dada por Xy + tZ, onde Z é autoad-
junta com trago zero e t € R é pequeno. Note que como Xy tem
todos autovalores positivos entao para t pequeno Xg+ tZ é operador
densidade.

Na derivagao de

%F(XO +tZ) = %tr((XO +tZ)B)+ h(Xo+t2)
o primeiro termo é facil de controlar. De fato, tr((Xo + tZ) B) =
tr(Xo B) +t tr(Z B), e assim <tr((Xo +tZ) B) = tr (Zb).

Para o outro termo note que f(z) = z log(z) tem derivada 1 +
log(z).

Em funcao da maximizagao de Xy e pelo resultado mencionado
acima, para um Z com trago zero qualquer, temos que

0= %F(Xo +tZ)|t=0 = tr(Z B) —tr(Z (I +log(Xy)) =

tr(Z B) — tr(Z log(Xo)).

Fica assim caraterizada a matriz Xg

Isto implica que B — log Xy = cI, para algum c real. De fato,
considere a decomposicao espectral de C' = B — log Xy. Se hou-
vessem dois autovalores distintos de C, digamos A; e Aj, considere
Z (com mesma decomposicao em autovetores) e tal que é igual a
multiplica¢do por 1 e —1 nos correspondentes autovetores (i e j) que
sao associados ao dois autovalores distintos A; e A;. Assuma que Z
é tal que tem autovalores zero associados aos outros autovetores de
B — log X, (distintos de i e j). Neste caso Z tem trago zero, mas
tr(Z C) = X\ — \; # 0. Contradi¢do. Logo, B —log Xy = cl.

echI EB
Portanto, Xg =

tr(eB—cT) — r(eB)"
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Uma generalizacao da
Teoria de
Hamilton-Jacobi

Seja ¥y : R? — C, que satisfaz a equacdo de Schrodinger i.e,

oY K2
h— =HyY=——-A \% .
th—, P 5 P+ V(x)p
Vamos considerar o sistema indexado pela massa m > 0 e também
por h.

Vamos escrever 9(t, ) = ¢, x(t, ) na forma polar
P(t,x) = a(t,x) eh Ste) — am,k(t, T) eh S”’””(t’x),

onde a = a5 € S = Sy, tomam apenas valores reais e m > 0. No
tempo t o termo |a, r|? descreve a densidade da particula quantica
de massa m e o termo Sy, a fase da particula quéntica.

dS(t, dS(t,

Dado S(t,x) denotamos VS(t,z) = (;Tf), - ;Tf))
Teorema 12.1. ¢, = aet S = qen St satisfaz a equacdo de Schron-
dinger, se e S0 se,

aS |VS|? V= h? Aa
ot 2m 2m a’

(12.1)
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d(a?) _a’VS .

Demonstragao:
Para demonstrar o resultado desejado, note primeiro que

8 10a i09S

ot (a ot +ﬁ5)w’

o 9P
Disto segue que
QA .
A= (2% ipas 4 oin SYEYS > SIVSE) v
a

Substituindo estas expressoes na equagao de Schrodinger obtemos

oY ithda 0S

drn ot =5 a ot E)w N
1 R2A
- (P2 ihas 42 =YE VI > ggpy Ly
2m a a

Apés dividir as duas expressoes acima por v, e, ao igualar a parte
real e imaginaria de cada um dos lados obtemos

VS, B° Aa

815 + 2m T 2m a’
e
ml@:ﬂh—As 2hL7< Ve, V5 >
a Ot 2m a

Multiplicando a tultima expressao por %, obtemos

o(* .., a’VS
5t = —div ( — ).

Desta forma fica demonstrada a afirmagao acima.
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Este par de equagoes que mencionamos acima pode ser obtido via
um problema variacional e alguns entendem que tal procedimento
esta dentro da linha da assim chamada Mecénica de Bohm (ver [270]).
Na segao 2.18 de [189] vamos considerar tal questao.

Este ponto de vista da Mecanica Quantica algumas vezes é denom-
inado de interpretagao hidrodindmica (ver [128]). Estd relacionado
com a interpretagao estocastica de E. Nelson (ver [216] and [277])

Para determinar uma solucao S(z,t), a(x,t) é necessario - a0 menos

- fixar uma condigao inicial S(0,z), a(0,z) onde [ a(0,z)*dz = 1.

Note que vai seguir do resultado acima que se assumirmos que ),
é estaciondria, ou seja, estd na forma

Yy (x) = a(z>e% [S(z)-Et] _ am(z>e% [Sm(@)=E1],

onde E é constante, entao vy satisfaz a equacao de Schrédinger, se e
86 se, para todo x vale

VS(z)? h? Aa(x
—-E+ V5@ 2571” + V(@) =5 a(;)),
© 2
div (EVS@)
m
A dltima expreséao indica que a densidade a(z)? nao depende de
t.

Observamos que a hipétese de estacionaridade implica assumir
que a(z)er ) seja um autovetor de H associado ao autovalor E.

Mais detalhes sobre a equagao de Hamilton-Jacobi em Mecanica
Quéntica podem ser encontrados em [72].

Exemplo: No caso unidimensional podemos tomar acima S = 0,
e, entdo basta encontrar a fungdo real a(z) tal que
h? Aa(x)

Esta equagao é equivalente a equagao linear de segunda ordem

d? 2m

ax)—ﬁ(

= ( V(z) — E)a(z) =0.
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Como exigimos que f a(z)?dz = 1, temos que a vai a zero quando
2 val a mais infinito e a menos infinito.

A equagao acima tem sempre solugéo a(z) sob hipoteses razodveis
sobre V. A condigdo de que a vai a zero quando x vai a mais infinito
e a menos infinito fixa condigoes de fronteira que determinam os pos-
siveis valores de F.

Assim, no caso unidimensional, este procedimento mostra como
calcular autofungoes de H. Na se¢ao 1.6 ao fim do exemplo 3 anal-
isamos tal caso com detalhes.

Vamos analisar agora com mais cuidado no caso geral a expressao

Oalt)?) | o alha) (P52, . 250)
p + div( - ) =
da®) .. a’VS
51 + div( = ) =0.

Em dinamica de fluidos esta equagao descreve a evolugao de uma
massa fluida com densidade de massa a? e que vai se mover no ponto
2 na dire¢ao do vetor tangente V.S (z).

A conservagao de densidade de massa nos dé a expressao

2
div(a VS

)= 0.

Faremos aqui um paralelo com cenario quantico. Lembre que na
Mecanica Quantica a(t,x)? = as(x)? vai descrever a probabilidade de
encontrar em z a particula no tempo t numa certa regiao espacial
dada. Assim esta densidade vai evoluir ao longo do tempo seguindo
a direcao do gradiente de S (no tempo t) que é a parte ondulatéria
da funcao de onda.

Assim, a evolucao da distribuicao de massa na Mecanica de Fluidos
possui um paralelo com a evolucao da probabilidade de encontrar a
particula numa certa regiao na Mecanica Quantica. Vamos elaborar
um pouco mais sobre isto.

Teorema 12.2. Seja uma familia de difeomorfismos Ty : R — R,
teR, onde Ty =1, e, vi(x), que satisfaz
Codt

v (T3 ()
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x € R, t € R. Seja, uma densidade inicial f(x), e, p: a evolugcdo
temporal desta densidade ao longo do flurzo definido pela familia de
difeomorfismos T, isto €, para qualquer funcao diferenciavel com su-
porte compacto ¢ e qualquer t, temos que

/‘P(iﬁ)l)t(iﬂ) dx Z/@(Tt(x))f(x)dx.

Note que po(z) = f(x) para todo x.
Entao vale a equacdao do transporte

d

d
7" (vpe) =0.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade (basta tomar limites apds obtido o
resultado desejado) se pode assumir que ¢ tem suporte compacto.
Note que para todo x

(0o = e @) TAD — (L (1 @) (i (a).

T

Assim, como podemos passar a derivada para dentro da integral

[e@gotrin =5 [e@ane) =5 [o@@) s@

/[%@(Tt(z)) Joe(Ti(x)) f(x) dox = /[%gﬁ(z) Jve(z) pe(2) da =

_/@%[Ut(iﬂ)pt(x)]dx.

Na ultima passagem usamos integracao por partes, e, ainda, o
fato  tem suporte compacto.

Como a afirmacao vale para todo ¢ temos finalmente que

Sov == (o)
at’t T T P
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Acima v = VS na equagao do transporte anteriormente obtida.

A prova do resultado acima vale também para uma familia de
difeomorfismos T; : R™ — R™. Suponha que v : R® — R” seja um
campo de vetores autonomo e considere o fluxo ®;, t € R, associado
a equagao diferencial ©’ = v(z) (ver [75]). Neste caso as hipoteses
acima estao satisfeitas e, fixada uma densidade inicial py, entao a
evolugao temporal desta densidade pelo fluxo é dada pela equagao de
transporte para p;, t € R.

No caso da equacdo dada por (12.1) e (12.2) para as funcoes a
e S podemos entao interpretar, no caso unidimensional, a relacao
de S(t,x) com p; = a? (que aparecem na expressao da fungdo de
onda) da seguinte forma: se f(z) = a3(w) é a condigdo inicial, e,
T; é o fluxo que vai definir a correspondente evolugao temporal da
densidade a? = p;, via a equagdo de Schrédinger, entao

d(a?) d GQd%

LTy,
ot dx ( m )
d
significa que %Tt(x) = v(x) = %(tw)
Ou seja, no caso n-dimensional %(M) aponta na direcdo da

variagao da densidade de probabilidade a? no ponto .

Definicao 12.1. A equacao diferencial

25 | |V
ot 2m

+V(z) =0, (12.3)

é conhecida em Mecéanica Cléassica como a equacao de Hamilton-
Jacobi para a a¢ao S(t, ).

Esta equagdo nao envolve o termo a(t, x).

E natural supor que S(z,t) é da forma S(z,t) = —Et + S(z) e
isto simplifica equacao acima: obtemos assim a equagao de Hamilton-
Jacobi estacionaria

VS(@)[?

W + V(ac) =F, (12.4)

Esta equagdo nao envolve o termo a(x).
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Em geral nao existe uma funcao diferencidavel S que solucione
tal equagdo (12.4). Referimos o leitor a [7], [2] e a se¢@o 3 em [184]
para resultados gerais sobre esta equagao e sua relagao com Mecanica
Classica.

Comentarios sobre a equagao de Hamilton-Jacobi na Mecanica
Classica: para determinar a solucao S(z,t) é necessario fixar uma
condigéo inicial Sp(x) = S(0,2). Mesmo supondo Sp(z) de classe C*
em z, a propriedade que, para um dado sistema mecanico classico, se
tenha uma evolugao S(t, z), onde S; esta definida e diferencidvel em
todo R™ e para todo ¢, é em geral forte demais. Além disso a equacao
diferencial associada a v; = V.S; nao é muitas vezes autonoma. O
aparecimento de pontos de cdustica - em algum ponto ¢ > 0 - (ver
[249], [5], [2], [205] ou segao 3 em [184]) impde restrigdes ao problema.

A existencia de uma fungdo Lipchitz S : R” — R solucionando
(12.3) (que tem derivada em quase todo ponto) e nos pontos = onde

tem derivada vale

7|V“;$>|2 +V(z) = E,

se chama do ”cell problem”. A existéncia de tal solucao S é descrita
em [183] e [87].

E natural estudar a existencia de solugoes S definidas em ”quase
todo espago” relaxando a hipétese (de ter derivada em todos os pon-
tos) para apenas assumir que a derivada V.S existe (e satisfaz a
equagado acima) fora de um conjunto de medida de Lebesgue zero.
Resultados nesta direcao estao descritos na assim chamada Teoria
KAM fraca (ver [93], [56] e [32]) [9], [84], [190], [116]).

Vamos continuar a analisar a expressao geral

05(ta) | ((FHEEP + o4 (5EY)
ot 2m N
s |VS|? B
Fn m +V(z) =

8%a(t,x 8%a(t,x
R ona w2 (THET e ()

2m a  2m a(t, x)
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Alguns autores consideram a condi¢ao i — 0 como a aproximagao
da Mecanica Quantica ao cendrio da Mecénica Cldssica (ver [122]).
Mais precisamente, para t fixo, a distribuigdo de probabilidade de
|v¢(x)|? - onde v, satisfaz a equagao de Schrodinger com A varidvel -
deveria descrever, de alguma forma, um sistema mecanico cléssico.

Nao ha de nossa parte nenhum reparo a este formalismo do ponto
de vista matematico. Mas, na nossa opiniao, nao faz muito sentido
do ponto de vista da Fisica, pois em um momento i é uma con-
stante fundamental da teoria e em outro é uma varidvel. No nosso
modesto entendimento, este ponto de vista nao é corroborado por
algum principio fisico convincente conforme discussao em [156]. Na
verdade uma constante ¢ ”dimensionless”, como explicado por C.
Sparber em [263], é que corresponde ao formalismo matematico cor-
reto fazendo € — 0 no limite semiclassico na equacao

0 e 0%Y(t,x
i ea—qtp(t,x) =5 % + V(z) (¢, z).

Excelentes textos matemédticos tratam do assunto (ver [122], [162],
[72] e [284]). Abordamos o assunto em algumas segdes (por exemplo
nas secoes 2.10 e 2.14 de [189]).

De qualquer forma no caso estaciondrio nos pareceria fazer mais
sentido considerar um estado quantico como dependente da massa e
fazer o limite (semi-cldssico) quando a massa e a enegia (auto-valor
grande) vao a infinito com A fixo.

Por exemplo, na excelente exposigao [138] and [139] observamos
que o tal limite assintdtico pode ser entendido como supondo que a
massa vai a infinito. Neste trabalho é analisado a medida assintética
no limite semicléssico do ground state para um potencial diferencidvel
numa variedade Riemanniana.

O assim chamado cell problem esta naturalmente relacionado com
questoes de Limite semi-classico. Referencias em que se analisam tais
questoes do ponto de vista da Teoria de Aubry-Mather (ver [93]) sao
[9], [84], [190], [116].

Em algumas segoes de [189] (como por exemplo quando consid-
eramos a integral de Feymann) vamos analisar entdo o limite & — 0
do ponto de vista estritamente matematico. Observamos que a, 5 €
Sm.n sao solugoes de uma equacao diferencial que depende conjunta-
mente dos parametros m, A.
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Desta forma, néo se pode afirmar sem maiores cuidados (de forma
simplista) que quando k — 0, temos que as solugoes da equagao

8_S+|VS|2 V_ h? Aa
ot 2m 2m a

vao ter como limite as solugoes da equagao (12.3) acima. A expressao

B

2m  am,n

(t,2),

quando i — 0, pode nao ir a zero se nao for possivel controlar o
crescimento de @, 5 € Sy p com h. Nao estamos afirmando que nao
é possivel controlar a,,; € Sm,k, apenas alertamos que é necessario
algum tipo de cuidado nas hipdteses sobre como variam (ou, nao) m,
R, etc... (ver sec@o 3.2 e cap 4 em [9] ou [72], [86], [84], [122], [284] e
[116]).

Uma classe de problemas associado a este limite assintdtico é al-
gumas vezes tratado pelo método WKB e das expansoes asintéticas
(ver segao 6.6 em [50], ou [26], ou [130] and [162]).

O limite semicldssico considerando um intervalo de tempo [0, 7]
fixado é abordado de outra forma na se¢do 2.15 de [189] (em partic-
ular, fazemos algumas consideracoes pertinentes no ultimo paragrafo
desta mencionada segao).

Faremos a seguir algums consideracoes heuristicas seguindo este
ponto de vista. Assim, a expressao

aSm h |VSm h|2 FL2 Aam h
s ’ V _ 0
ot + 2m + 2m amp

indica que que quando h — 0, a solugao Sy, i (t, z) fica ”parecida” com
a agao cldssica S (t, x) (que é solugao da equagao (12.3)).

No limite semicldssico obterfamos (otimisticamente) entdao o par
de equacoes em oo € Seo

0S |VSOO|2 _
ot T am VY
e
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Seja S, a acao cldssica para o Hamiltoniano auténomo classico
2
H(xz,p) = % + V. Se assumirmos, via separacdo de varidveis, que

Soo(x,t) = W(z) — Et, obtemos a equagdo de Hamilton-Jacobi na
forma

(VW ()2

2m

+V(z)=FE,
e a equacao de transporte

2
(=)

Note que foi essencial aqui supor que o Hamiltoniano é auténomo.

No caso em que o potencial é nulo obtemos a equagao da eikonal
[184]: fixado E, determine W tal que

VW (z)]*
2m N

E.

O nivel de energia E é o conjunto de pontos (z,p) tais que vale

Il
2m

+V(z) =E.

A z-projecao do nivel de energia F é o conjunto dos x tais que
existe p tal que % + V(z) = E. Na figura 7.1 pode se observar no
caso unidimensional os possiveis valores x que podem ser atingidos
quando esta fixo um certo nivel de energia E. Fixado um nivel de
energia F sejam ¥ < xf os extremos deste intervalo.

E facil ver, pelo Teorema de Conservacao da Energia total, que

W) = [ VERTE- VG dy

satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi

7|VV2VT(5>|2 +V(z) = E.

Note que W(z) = — [ \/2m[E — V(y) ] dy também satisfaz a

equacao.
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No limite semiclédssico, quando i — 0, seria natural esperar que a
S" associada a cada h, v4 convergir a esta W.

Nos pontos z, e zp a fungao W deixa de ser diferencidvel. Algumas
vezes se chama tais pontos de pontos de dobra. A fungdo W néo esta
assim (ao menos de maneira natural) definida de forma diferencidvel
em toda a reta real. As solucbes KAM fracas descrevem uma maneira
alternativa de tratar com tais patologias [56].

W é chamada de solugao KAM fraca da equacao de Hamilton-
Jacobi se W ¢é diferenciavel fora de um conjunto de medida de Lebesgue
0 na z-projecao do nivel de energia F, e, vale W +V(z)=F
(onde definido) [92] [56]. Neste caso, sempre existe solucio KAM
fraca da equagdo de Hamilton-Jacobi (sob algumas condigoes bem
gerais sobre V).

A sigla KAM se refere a Kolomogorov, Arnold and Moser que
deram contribuigdes muito importantes na formalizagao desta Teoria.

Fixado m e o correspondente a,, (obtido da equagao de Schrodinger)

r2 Aapm(z)

considere um novo potencial V,,(z) = V(z) — 50 = DR

Definicao 12.2. f% A@’Z—S) é chamado de potencial quantico asso-
S

. i
ciado a H e ao estado ¢ = aen ”.

A seguir vamos considerar um novo Hamiltoniano H,, (z, p), definido
para (z,p) em R™ x R™ dado por

h_2 Ady, (x)

_ el -
2m  apm(x)

Haep) = 2 Vo) = 2y v

].

E fécil ver que a equacao de Hamilton-Jacobi em .S, para o Hamil-
toniano H,, é a equagao
9Sm  |VSm|? LV — h_2 Aam.
ot 2m 2m apm

Vamos fazer agora algumas digressoes sobre o ponto de vista de
encarar um dado sistema descrito pela Mecanica Quéantica como um
sistema oriundo da Mecanica Classica ao qual adicionamos o poten-
cial quantico ao potencial classico.

Em outras palavras, podemos pensar na existéncia de um novo
potencial V,,, 5 (diferente de V' ao adicionar o potencial quantico),
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e que este, de certa forma, descreve sob o ponto de vista classico o
cenario quantico.

A acdo cldssica S(t,x) é descrita da seguinte forma: fixe um
ponto ' € R™, e, considere uma solu¢ao da equacao de Hamilton
(x(s),p(s)), s €[0,1], tal que,

1) z(0) = 2/

2) z(t) = x.

Note que o caminho (z(s),p(s)) € R™ x R™ depende de x e 2/,
e, que poderia ndo ser unico (mas, fizemos acima a escolha de uma
determinada solugao da equacao de Hamilton). Naturalmente
serd necessario que r e 7’ estejam na projecao de um mesmo nivel de
energia.

A seguir defina (ver se¢éo 3.8 em [184])

S(t.) = [ (< (o). Fale) > = Ha(o).p(s) s

Vamos supor que tal funcao estd bem definida para x préximo
de z/, para t em uma vizinhanga de t = t' fixado, e ainda que S é
diferenciavel em t e x. Observamos que se pode encontrar tal S num
certo dominio de definigdo [184]. O problema que atrapalha para se
obter uma S globalmente definida sao os assim chamados pontos con-
jugados (que aparecem também em Geometria Diferencial) também
chamados de pontos de cdustica (vamos considerar tais questoes nas
secoes 2.13, 2.14 e 2.15 de [189]). Referimos o leitor ao exemplo 2.3.1

e também a se¢do 3 de [184] para maiores discussoes sobre o assunto.
. . 2 2,2
No caso do oscilador harmonico, H(z,p) = 2— 4 M- fixado

T e os pontos inicial z e final y a agao ligando

S(z,y, T [(2? 4+ y?) cos(wT) — 2 zy).

w
)= 2sen(wT)

Para cada «’ fixo, tal fungdo acao S(t,x),r = S(t,z, ') satisfaz a
equagao de Hamilton-Jacobi para o Hamiltoniano H fixado (ver segao
3.9 in [184]). Assim, é natural identificar S(¢,z,z") = S (¢, z, 2’).

Note que sen(w T') pode se anular quando w T for miltiplo inteiro
de 7. Nestes pontos temos que S(z,y,T) = .

Pode-se demonstrar da mesma forma, que o S, (satisfazendo a
equagao cldssica de Hamilton-Jacobi) acima descrito também pode
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ser obtido via criticalidade de
¢ d
Snlt.) = [ 1< pls), Gols) > — Hola(s),p(s) ds,
0

para (f,x) em uma vizinhanga de z’ e ¢’ (supondo estarem satis-
feitas as hipétese mencionadas acima) onde H,, incorpora o potencial
quéantico.

Note que o termo H,, contém a,,. Assim, a afirmacao precisa
é: uma vez que ”tivéssemos”encontrado a,, (que assumimos satisfaz
a equagdo de Shrodinger), entdo S, satisfaz a relagdo acima. No
caso quantico, como necessitamos resolver simultaneamente um par
de equagoes em a,, € Sy,, a relacao acima nao é muito efetiva para
se encontrar solugoes explicitas.

Vamos estender um conceito que ja foi descrito anteriormente: fi-
xados z, o', t e t', entdao S(¢,t', z, ") serd definido da seguinte forma:
escolha uma solugdo da equagao de Hamilton (z(s),p(s)), s € [¢, '],
tal que,

1) a(t) ==

2) z(t') =a'.

O caminho (z(s), p(s)) € R™ x R™ depende de t,t',z e 2/, e, pode-
ria ndo ser unico (mas, fizemos acima uma escolha). Naturalmente
serd necessario que r e ' estejam na projecao de um mesmo nivel de
energia.

A seguir defina a integral da agao (ver se¢ao 3.8 em [184])

Stz 1) = /t [<p(s), disz(s) > — H(x(s),p(s)) ]ds.

Vamos supor que tal fungao estd bem definida para y proximo
de z, ainda, 3’ préximo de z’, para r em uma vizinhanca de t, e, r’
numa vizinhanga de t’. Suponha ainda que S é diferencidvel em ¢,
e z,x’. Observamos que se pode encontrar tal S num certo dominio
de definigao [184].

Uma ilustragio pictérica da interpretacao de S(t,t',x,2’) é a
seguinte: um jogador de ténis recebe a bolinha no tempo ¢ na posicao
x (do seu lado da quadra de ténis) e deseja bater na raquete (isto re-
quer a escolha de um vetor p no tempo %, e, que vai determinar a
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trajetéria (q(s),p(s)) e colocar assim a bolinha de volta na outra
parte da quadra de ténis na posicao =’ e no tempo t'.

Assim, S(t,t', z,2’) descreveria a integral da ”agao” desta escolha
de trajetéria da bolinha determinada pelo tenista.

Fixando «/, ', temos que a funcao S(¢, ', z, ') satisfaz a equagéo
de Hamilton-Jacobi, logo, é natural identificar S = So.

Uma outra expressao interessante que envolve Sy, € a € a seguinte:
se
%S
Ox Ox’ )

entao, vale a equacao de continuidade

a? = det (

a2, . a?
5t +div (VSw E) = 0.

Vamos considerar (para simplificar) o caso em que z unidimen-
sional e explicar o sentido da afirmagao acima.

Teorema 12.3. (Van Vieck) Considere Soo(t,t',y,y’) como definido
acima. Se definirmos a® de tal forma que para x' e t' fizos temos que
para quaisquer x,t

0?Sx(t,y,t', ')

2
t = det z,t’,x')>
aoo( ,.Z') € ( ayay/ )|(t1 it

entdo, a® satisfaz a equacdo de continuidade, ou seja, para qualquer

(t, )

daZ,(t,x) 0 (8Soo(t7:c7t/,y/) a2(t,x)) I
ot Ox ox m ’
Demonstracao: De fato, note que
azsoo ry, /1 ’
9aZ,(r,y) ( 6(,7481“;} 5 ))
Tkr:t,m,t/,m’) = T”(T:t,m,t/,z/) =

B 9%( 98 oo (1,y,t",y") )

or )| —
T T ogay | r=teten) =
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GQ[L(W)QJFV(Q)]

2m Y =
N Oyoy’ Nir=t.w1ar) =
B o (i aSm(T,y,t/,y/) 82500(7’,y7t/73//))| P—
dy 'm Oy dy'dy =ttt
19 ,08x(r,yt,y
g () 2

Se considerdssemos

Sultot' ') = [ 1< p(s). fals) > = Holals).p(s) )i,

obteriamos a relacao dada pela equagao de continuidade, ou seja,
para qualquer (¢, )

a2, (t,x) 9 (8Sm(t,:c,t’,y’) a2 (t,z)
ot ox ox m

) =0.

Note que no caso do oscilador harmonico

0?80 (,y,t) - w
Oz Oy ~ sen(wt)’
Assim, se t for pequeno, mas nao nulo, entao ﬁ fica finito.

A segdo 2.18 [189] trata do assunto considerado acima de um
ponto de vista diferente.



Capitulo 13

Distribuicoes e
Transformada de
Fourier

Nesta se¢do vamos abordar brevemente (e de forma informal) al-
guns aspectos da Teoria das Distribuigoes sem entrar em muitos de-
talhes técnicos. Uma boa referéncia no assunto é a se¢éo 3.4 em [64]
(ou, [34], [42]).

O conceito de distribuicao, ou, funcao generalizada em R, é uma
generalizacao do conceito de fungao, e, é preliminarmente descrito
como um funcional linear continuo que age no espaco das fungoes
CPR) = {9 : R » R, com derivadas de todas as ordens, e tal
que existe um intervalo [a,b] tal que g se anula fora de [a, b]}. Para
falar em continuidade precisamos de alguma topologia no conjunto
C§°(R) e isto serd tratado mais tarde no texto. O conjunto C§°(R™)
é definido de maneira analoga.

Primeiramente, vejamos como uma funcao pode ser vista como
distribuicdo (ou fungdo generalizada): dada f € C(R) limitada,
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definimos o funcional associado a f por
Ly CR)—=R
£1t9) = [ F@gle)da.
R

Assim, estamos substituindo o conceito usual de fungao, que seria
uma lei que associa um valor a cada ponto do dominio, por outro, que
envolve a sua agao ao ser integrada contra fungoes teste g em C5°(R).
Vamos ver que para uma certa classe de funcoes os dois conceitos se
correspondem bijetivamente e de forma natural.

Denotamos por T' a aplicacao que a cada f associa Lf. Obser-
vamos que T é uma aplicacao injetiva quando consideramos as f
continuas. De fato, sejam f; e fy distintas fungoes continuas. Entao
existe um intervalo [a, b] no qual f; # fo, digamos que fi(z) > fa(x),
para todo = € [a, b] (ou vice-versa). Assim, tomando g uma funcao em
C°(R) (continua por tanto) ndo negativa, nio identicamente nula,
mas nula fora do intervalo [a, b], tem-se que

(T(f) = T(f2) (9) = /R(fl(w) = fa(x))g(x)dx > 0.

Portanto T' é injetiva.

Definigao 13.1. O conjunto das distribuigoes, é descrito como
G ={L:C°(R) — R|L ¢ linear ¢ continuo}.

Para ser mais rigoroso, ressaltamos que para falar em continuidade
(como acima), é preciso especificar um sentido de convergéncia de se-
quéncia g, — g, em C§°(R). Basicamente, isto deveria significar que
as derivadas de todas as ordens k de g, convergem uniformemente
para as correspondentes para g quando n — oco. Nao vamos elabo-
rar mais aqui sobre isto e referimos o leitor (interessado na rigorosa
formalizagdo matemdtica do assunto) para a secdo IV pardgrafo 5
[57].

Os espagos de Sobolev descrevem a formulagao matematica
precisa para o estudo das fungoes generalizadas.

Considere a aplicacio 8, : C°(R) = R, 8,,(g) = g(z0). E facil
ver que ela define uma distribuigao.
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Denominamos tal funcdo generalizada d,, de delta de Dirac no
ponto xg.

Pode-se mostrar que néo existe uma funcao f, tal que T = 0.
Portanto a aplicagao T nao é sobrejetiva. Observe ainda que se exis-
tisse tal fungao, ela deveria valer infinito no ponto g e zero em todos
os outros pontos. Fisicamente falando, tal ”fun¢ao” d,, representa,
num certo sentido natural, a distribuicao de calor de uma barra de
ferro no instante exato em que cai um pingo de solda em um ponto
o desta barra. Portanto, poderia ser uma condigao inicial para a
equacao do calor. As distribui¢oes foram criadas, justamente com
o intuito de ampliar o conjunto das fungoes, permitindo considerar
matematicamente situagoes como a descrita acima. d,, descreve uma
"fungao” em que nao existe dispersao em torno da média xg

Para ¢ fixo a funcio p — 1(p) = e & = ndo estd em L£2(dx),
mas podemos considerar um funcional linear (distribui¢do) associado
agindo em funcoes teste ¢ da forma

—ipaxg

Ly(p)(p) = /w(p)e o dp.

Podemos definir a derivada de uma distribuicao, de maneira co-
erente com o conceito usual de derivada de fungdao. De fato, note
que

Lr(g) = / F(@)g(@)de = — / f(@)g (@)dx = —Ly(g),

0 que motiva a seguinte definicao de derivada de uma distribuicao L.
A derivada de L serd denotada pela distribuicao L’. Assim, para cada
L € G, temos que dizer qual a acao da sua derivada L’ em fungoes
teste g. Desta forma é natural dizer que dada uma g teste, entao

L'(g) = —L(g").

Por exemplo, seja a funcao f(x) tal que f(x) = 0, se x < xg, €,
tem o valor 1 no outro caso, onde xy € R estd fixado. Esta fungao
nao é diferencidvel em x = zy. No sentido de ditribuigao sua derivada
é a delta Dirac em z(. De fato, seja uma fungao teste g de classe C*°
que se anula fora de um intervalo, digamos [a, b]. Vamos denotar por
L a funcao f agindo em fungoes teste g com distribuigao.
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Assim, suponha primeiro que g € [a, b]. Entao

b b
L(g)=— / § (@) f(2)dz = — / o' (@)de = —[g(b) — g(x0)] = g(x0) = bry (9)-

o

No caso em xy ndo estd em [a,b] obtemos o mesmo resultado.
Desta forma, a afirmacao esta justificada.

Para concluir, queremos definir a transformada de Fourier de uma
distribuicao. Este conceito deve generalizar o anteriormente intro-
duzido para as funcées usuais. Referimos o leitor para [42] para uma
exposicao detalhada no assunto.

Definicao 13.2. Dada uma distribuicao descrita pelo funcional L,
para cada p € R" defina

“ips )
Acima L é uma distribuicdo que age em fungoes teste p(z) na
variavel x. v
A associacio p — L((2rh)~'/2e=7") (que é uma funcio ou uma
funcdo generalizada) é a transformada de Fourier da distribui¢do L.
Note que L age na variavel p.

L(p) = L((2rh) e

A presente ”definigao” necessita de alguns reparos. De
qualquer modo, a definicao é consistente com o descrito anterior-
mente. De fato, dada ¢ : R — C com integral finita, a ela associamos
a distrbuigao Ly. A transformada de Fourier de ¢ é

9p) = (2mh) V2 [ T pla)dn = Ly((2eh) 2T = L)
A propriedade que afirma que para qualquer dado p a integral acima
é finita segue do Teorema de Plancherel que foi apresentado na segao
1.4.

Considere agora L a distribui¢do delta Dirac em xg, denotada
0z, (dz). Vamos mostrar ao fim desta se¢@o que neste caso L(p) =
¢(@0).

Neste caso a sua transformada de Fourier seria a fungao

—ipaxg

P 5o (p) = ()2 b () = (o) 2
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Outro exemplo, associado a ¥(z) = (27rh)_1/267i1;i02 podemos

considerar a distribuicao

—ispg

Ly(g)(s) = / ols)e ™+ ds,

e sua transformada de Fourier seria dada por

p%Lw((Qﬂh)ilmeiigs) :/ (27Tﬁ)71/267iffs eiiios ds.

Se pg = 0 temos

p%L¢((27rﬁ)71/2672p8):/ (27‘(7”2)71/267?3 ds.

Em qualquer dos dois casos observamos que desta associacao nao
obtemos uma funcao de fato; podemos no entanto considerar a dis-
tribuicao associada e perguntar quem é?

Pode se mostrar também que a transformada de Fourier de x —

ixp

e~ —r ,onde pg esta fixo, no sentido de distribuicoes, é a delta Dirac
em pog.

De fato, seja f de classe C'™° com suporte compacto. Vamos
mostrar a afirmacao para pp = 0. Ou seja, a delta Diracem x =0 é a
distribuicao (funcional linear) f — [ f(p) ( [ e~ #P*ds)dp. De fato,
esta tltima distribuicao satisfaz

B .
f() — lim f(s)(/ e~ nPSds )dp.

A,B*}OO A

[ s [ etreap-
/ i dp [ 1@ treds = @mny [ iﬂp)dp,

onde f ¢é a transformada de Fourier de f. R
Assim, se f é uma funcao teste temos que f — ffooo f(p)dp onde

Mas

3

f é a transformada de Fourier de f. Lembre que a tranformada de
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Fourier inversa da transformada de Fourier é a identidade agindo em

fungoes.
Assim temos que
_ 1 1/2 ipsp
£6) = () [ 7 Ty
Logo,

/ fwydp = @7 h)Y2£(0).

Resulta entao

B
lim /f(s)ds/ e~ 5P dp = f(0).
A,B—o0 _A

No sentido de distribui¢ao temos que [ f(s) do(ds) = f(0). Assim,
mostramos a propriedade no caso pg = 0.

Vamos elaborar um pouco a seguir porque [ f(s) do(ds) = f(0).

Antes, disso observamos apenas que no caso geral de py qualquer
é decorrencia da propriedade 3) descrita na segao 1.4

As figura 1.4 e 1.5 ilustram de certa forma o que estamos de-
screvendo analiticamente acima.

Agora vamos dar um sentido mais formal a afirmacgédo de que vale
[ £(s) do(ds) = £(0).

Vamos descrever a acdo da delta Dirac g via um procedimento
limite.

Esse processo de tomar o limite requer um novo olhar sobre a
definicao de distribuicdo. Para o bom entendimento necessitamos
antes de mais nada de apresentar algumas tecnicalidades bem sim-
ples. Uma maneira equivalente a feita acima para essa definigao é a
seguinte: dizemos que a sequéncia de fungodes {f,} C C*° (R) con-
verge fracamente se para toda funcdo g € C§°(R), existe o limite

lim [ fn(z)g(x)dx.

n—00

Uma distribui¢ao L é o conceito matemdtico associado a uma
sequéncia fracamente convergente de {f,}, de modo que faz sentido
falar em

L(g) :== lim [ fu(z)g(x)dz
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Observagoes:

1. Sequéncias distintas {f,} podem definir o mesmo funcional lin-
ear L. Essas sequéncias sao chamadas sequéncias equivalentes
e definem a mesma distribuicao.

2. Uma sequéncia fracamente convergente pode ou nao ser pontual-
mente convergente, uniformemente convergente, etc.

3. Como na primeira definicao de distribuicao, fica bem definida
a derivada, e isto estd coerente com o fato de generalizarmos
o conceito de funcao desta forma. Entao, seja L = Ly para
alguma fungéo usual ¢. A definicdo de derivada de uma dis-
tribuigao é consistente. De fato, comprovamos isto via as ex-
pressoes

[ ¢ @utain = i [ piais -
i~ [ £ @e =~ [ 619/ (2

n—o0

Pode-se mostrar que essa segunda definigao de distribuicao via este
procedimento é equivalente a primeira. Mas ela ainda nao esté sufi-
cientemente boa para definir a transformada de Fourier de uma dis-
tribuicao. Para que possamos fazer isso, serd necessario restringir o
conjunto no qual as fungoes f,, podem variar.

E possivel dar um sentido geral ao conceito de convergéncia no
espago das distribuigoes e isto conduz ao conceito de espago de Sobolev
(ver segao 3.1 em [14]).

Dizemos que uma funcao é de Schwartz, se

dm
zll}rjrtloox”(h—mf(x) =0Vn,m €N,

Uma distribuicao cuja transformada de Fourier estd bem definida é
uma aplicacao obtida como limite fraco de uma sequéncia de fung¢oes
de Schwartz. No presente texto nao vamos apresentar a formulacao
completa deste tépico que é bem complexo.

Finalmente, apds este preliminares, podemos apresentar uma boa
definicao de transformada de Fourier para distribuigoes. Dada uma
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distribuigao ¢ associada a sequéncia de fungoes de Schwartz f;,, defin-
imos a transformada de Fourier de ¢, denotada por qAﬁ, como a dis-
tribuicao limite associada a sequéncia de fungoes de Schwartz fn
Observa-se que a transformada de Fourier de uma fungao de Schwartz
é de Schwartz e o mesmo ocorre com a inversa da transformada. Além
disso, se uma sequéncia de fungoes de Schwartz converge fracamente,
a sequéncia de suas transformadas também converge fracamente.

A distribuicao 6, vai ser obtida via um procedimento limite en-
volvendo funcoes f,.

Como ilustragao do que desejamos estabelecer vamos considerar
o que seria a transformada de Fourier da distribuic¢do d,,. Tomando

2

fn(z> - _einz(zizo) >

devemos mostrar que f, converge fracamente a J,, no sentido acima,
ou seja, que para qualquer g com suporte compacto
—n?(x—m0)?

. n
lim —e
n—oo e

g(x)dz = g(xo).
Como [ fn(x)dz = 1, temos que isto equivale a

. n
lim —e
n—oo e

e [g(x) — glao)] do = 0.

Assim, podemos supor que g(zo) = 0. Por mudanga de varidvel
podemos supor que g = 0.

Resta assim provar que

n 2.2
li —=e T dz =0
i [ e o)

para qualquer g com suporte compacto satisfazendo g(zo) = 0.

Como assumimos que g € C{°(R), temos que g’ é continua e
limitada. Logo, existe C' > 0 tal que para qualquer x vale |g(x)| <
C'|x|. Portanto

oo C o0
[ e gdel < SE [ e pafas -
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Cn [*

g O c
VT Jo

e |z| dz =
Assim,
. < n 2,2
nl;rr;o| / ﬁeﬂl T g(x)dx| =0
— 00
0 que prova o resultado desejado.

Sendo assim, no sentido de distribuigoes é licito dizer que a trans-
. . ’ ~ _ip=zg
formada de Fourier da delta Dirac em x( é a fungao p — m e

Esta fungao néao estd em £2(dp).
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