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Prefácio

Este livro descreve em precisos termos matemáticos os conceitos e
as propriedades básicas da Mecânica Quântica. Para o entendimento
do texto não será necessário nenhum conhecimento prévio de F́ısica.

A Mecânica Quântica é a teoria que descreve as leis f́ısicas que
regem as part́ıculas de massa muito pequena. O seu entendimento
foi sem dúvida um dos grandes feitos cient́ıficos do século XX.

Nosso objetivo ao escrever este texto foi permitir que os estu-
dantes (e colegas) dos nossos cursos de Matemática possam entender
e apreciar a beleza desta teoria. Foi planejado para ser uma primeira
leitura sobre este tópico. O texto foi escrito por e para pessoas que
são principiantes neste tópico.

Nossa intenção foi produzir um texto em português que descreva a
Mecânica Quântica de forma que seja matematicamente inteliǵıvel, e,
ao mesmo tempo, que não se prenda a detalhes de formalização exces-
siva. Numa primeira leitura, este excesso a que me refiro, pode com-
prometer o entendimento das idéias fundamentais. Tentamos manter
a redação dentro de um equiĺıbrio entre estes dois extremos. A teoria
é ilustrada com muitos exemplos.

A Mecânica Quântica é daquelas teorias em que se precisa com-
preender certa quantidade razoável de resultados para que o ”todo”faça
sentido. Assim, nossa sugestão é que o leitor tente entender a cada
passo o que vai sendo exposto, mas sem se prender demais a aspec-
tos que, eventualmente, não ficaram de todo claro. Muitas vezes, um
pouco mais adiante no texto, aquilo que não foi de todo compreendido
se esclarece quando olhado de um panorama mais amplo.

Não iremos discutir no texto os aspectos mais diretamente lig-
ados a interpretação f́ısica dos fenômenos discutidos. Existem na
teoria vários paradoxos e até mesmo conflitos de interpretação entre
os eminentes f́ısicos que trabalham nesta área.

O presente livro, em termos aproximados, é um resumo da primeira
parte do texto dispońıvel on line

http://mat.ufrgs.br/∼alopes/hom/livroquantum.pdf
Ao começo do texto do Colóquio apresentamos uma seção com

alguns pré-requisitos matemáticos.
Acreditamos que com o conhecimento básico adquirido ao longo

do texto o leitor poderá no futuro ler e entender alguns tópicos mais



avançados deste assunto. Os mencionados tópicos mais avançados da
Mecânica Quântica tem interseção com distintas áreas da Matemática
entre elas Análise Funcional, Análise Harmônica, Equações Difer-
enciais Parciais, Probabilidade, Geometria Diferencial, Topolologia
Algébrica, Sistemas Dinâmicos, Teoria dos Números, Teoria da In-
formação, Álgebra, enfim quase todas as áreas da Matemática. O
livro traz um extensa bibliografia remetendo a distintos tópicos de
pesquisa, entre estes os relativos a Teoria da Informação Quântica e o
estudo de redes de spins quânticos; tópicos estes que serão certamente
úteis no futuro em função da ”esperada’ entrada em funcionamento
do computador quântico (que ainda não é efetivamente operacional).

Uma apresentação pelo Prof. A. Baraviera de parte do texto - em
vários caṕıtulos - pode ser encontrada no Youtube.

Desejo agradecer a vários colegas com quem tive o prazer de dis-
cutir questões relativas ao presente texto: Ph. Thieullen, A. Bar-
aviera, S. Prado, M. Terra Cunha, M. Disconzi, M. Sebastiani, C.
F. Lardizabal, J. Mengue, J. Mohr, R. Souza, R. Bissacot, L. Ciol-
leti, R. Exel, Agradeço sobremaneira aos estudantes que assistiram
a tres edições do curso de Mecânica Quântica que ministrei no Inst.
Mat. da UFRGS: Carlos Scarinci, Gilles Castro, Vilarbo Junior, Al-
varo Kruger Ramos, Douglas dos Santos, Eduardo Fischer, Fagner
Rodrigues, Mirian Telichevesky, Otavio Menezes, Patricia Klaser,
Rangel Baldasso, Thomas Bartlett, Felipe Guarnieri, Jader Brasil,
Josué Knorst, Lúısa Borsato e Newton Loebens. Eles participaram
da elaboração de diversas partes do presente texto. As eventuais
incorreções, naturalmente, devem ser atribúıdas ao autor. Alguns
textos que recomendamos como leitura básica suplementar e que, de
alguma forma, influenciaram a redação do presente livro são:

1. S. Gustafson and I. Sigal, Mathematical concepts of Quantum
Mechanics, Springer Verlag

2. K. Hannabuss, An introduction to Quantum Theory, Oxford
Press.

Artur O. Lopes
UFRGS

Porto Alegre, 7 de maio de 2017.
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Caṕıtulo 1

Alguns pré-requisitos

Vamos inicialmente considerar alguns resultados e propriedades
básicas dos espaços vetoriais de dimensão infinita (sobre o corpo dos
números complexos) com produto interno. O caso em que o espaço
vetorial tem dimensão finita é tratado com bastante detalhe na seção
21 de [178].

Referimos o leitor a [244] ou [219] para um aprofundamento dos
diversos resultados e conceitos que vez por outra serão usados nesta
seção.

Um elemento genérico em C é expresso como z = a + b i, onde,
i 2 = −1 e a, b ∈ R.

Se u = a+ bi e v = c+ di então

u v = (a+b i) (c+d i) = a c+a di+bci+b d i 2 = (ac−bd)+(ad+bc) i.

Todo número complexo a+ bi se escreve como

a + b i = α eβ i = α (cos(β) + i sen(β)),

onde α ≥ 0 e 0 ≤ β < 2 π são reais. Se chama α = |z| de norma (ou,
amplitude) de a + bi e β de fase de a + bi. Acima β= arc tang b

a e

α =
√
a2 + b2.

Note que, dado β ∈ [0, 2π), então e β i + e (β+π) i = 0.

1
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z = (a − b i) denota o complexo conjugado de z = a+ b i.
Note que se z = z, então a − b i = a + b i, logo, b = 0. Assim,

z ∈ R.
Ainda, vale que z = z e z z = a2 + b2 = |z|2.
Observe que z1 + z2 = z1 + z2 e z1 z2 = z1 z2.

Vamos considerar aqui prioritariamente espaços vetoriais E sobre
o corpo dos escalares complexos (ver seção 21 em [178] para definição
exata). Assim, se v1, v2 ∈ E, e α1, α2 ∈ C, então está bem definido
α1 v1 + α2 v2 ∈ E.

Se E é um espaço vetorial sobre o corpo dos complexos C, então
um produto interno < , > sobre E é uma função de E × E → C,
tal que, para qualquer u, v, v′ ∈ E, e λ em C, vale o seguinte:

1) < u, v > = < v, u >;
2) < u+ u′, v > = < u, v > + < u′, v > ;
3) < λu, v > = λ < u, v >;
4) < u, u > > 0, se u 6= 0.

Para mais detalhes recomendamos o leitor para a seção 21 em
[178].

Fizemos a escolha < λu, v > = λ < u, v > e não < u, λ v > =
λ < u, v > , o que seria tambem possivel assumir como definição.

Note que segue do que foi dito acima que < u, λ v > = λ <
u, v > . Ainda, < u, v + v′ >=< u, v > + < u, v′ > .

Ainda, para todo v ∈ E vale que < v, v > é real e não negativo.
Além disso, < v, v >= 0, se e só se, v = 0.

Dado um produto interno < , > sobre um espaço vetorial E pode-
mos definir a norma associada através de

|v| = √
< v, v >.

Uma norma | | sobre E possui as propriedades: a) |0| = 0, b) |v| ≥
0, c) |v| > 0 se v 6= 0, d) |u + v| ≤ |u| + |v|, para qualquer u, v, e
finalmente, e) |λv| = |λ| |v|, para qualquer escalar λ ∈ C e qualquer
v ∈ E.

A propriedade |u + v| ≤ |u| + |v| é denominada de desigualdade
triangular.

Assim, dado um espaço vetorial E com produto interno existe
uma maneira natural de se obter uma norma em E.
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Uma propriedade importante é a desigualdade de Cauchy-Schwarz
(ver prova em [178] ou [179]) que diz que dados v1, v2 ∈ E, então

| < v1, v2 > | ≤ |v1| |v2|,

Dada uma sequência de vetores vn ∈ H, diremos que a sequência
vn converge ao vetor w ∈ H, se para qualquer ε > 0, existe um N > 0,
tal que para todo n > N , vale |w − vn| < ε. Este fato será denotado
por

lim
n→∞

vn = w.

A expressão vn converge a w quando n → ∞ também é bastante
usada.

Dada uma sequência de vetores vn ∈ H, diremos que a sequência
vn é de Cauchy se para qualquer ε > 0, existe um N > 0, tal que
para todo m,n > N , vale |vm − vn| < ε.

É fácil ver que toda sequência convergente é de Cauchy (isto segue
da desigualdade triangular). Para espaços vetoriais de dimensão
finita a rećıproca é verdadeira. Para espaços de dimensão infinita
nem sempre vale a rećıproca.

Um espaço normado é dito completo quando toda sequência de
Cauchy converge.

Dizemos que a série
∑∞

n=0 xn, onde xn está num espaço normado

com norma | |, converge a x se limk→∞
∑k

n=0 xn = x. Denotamos∑∞
n=0 xn = x. Se o espaço normado é completo vale a seguinte

propriedade fundamental: se
∑∞

n=0 |xn| < ∞, então existe x tal que∑∞
n=0 xn = x.

Definição 1.1. Um espaço vetorial H sobre o corpo dos complexos
com produto interno < , >, e a correspondente norma

|v| = √
< v, v >,

para cada vetor em H, será chamado de espaço de Hilbert se ele for
completo para tal norma (ver [157] [57] [281] para mais detalhes).

O exemplo mais simples de espaço de Hilbert é o conjunto dos
números complexos C com o produto interno < u, v >= u v, onde z
denota o complexo conjugado de z. Mais exatamente, se u = a+ bi e
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v = c+ di, então, u v = (a+ bi) (c− di). Neste caso, |z| =
√
x2 + y2,

se z = x+ y i.

E = Cn = C× C× ...× C︸ ︷︷ ︸
n vezes

é um espaço vetorial sobre o corpo dos

complexos C.

Dados u = (u1, u2, ..., un) e z = (z1, z2, ..., zn) em Cn, o produto
interno de u e z é, por definição,

< u, z > = u1 z1 + u2 z2 + ...+ un zn.

Note que para λ, u, v ∈ C, vale

< u, λ v > = λ < u, v >

e

< λu, v > = λ < u, v > .

O espaço vetorial complexo E acima é de Hilbert e tem dimensão
finita. Os espaços vetoriais de Hilbert que vamos prioritariamente
considerar no texto tem dimensão infinita.

Algumas vezes usamos também a notação < x|y > em vez da
expressão < x, y > .

Note que < u, v > = < u|v > = < v|u > = < v, u >.

As vezes se diz que < u|v > é o ”braket”do vetor u com o vetor
v.

Definição 1.2. Dizemos que um conjunto ψn, n ∈ N é um conjunto
enumerável ortonormal completo em H se,

1) |ψn| = 1, ∀n ∈ N,
2) < ψn, ψm >= 0, ∀m 6= n,
3) para qualquer ψ existe uma escolha αn ∈ C, n ∈ N, tal que

ψ = lim
k→∞

k∑

n=0

αn ψn.



5

Acima queremos dizer que se vk =
∑k

n=0 αn ψn ∈ H, então esta
sequência vk converge ao vetor ψ quando k → ∞.

Alguns textos requerem que na Definição 1.1 se exija que o espaço
de Hilbert possua um conjunto enumerável denso (chamado de espaço
de Hilbert separável). Todos os espaços que vamos considerar aqui,
entre eles o espaço das funções de quadrado integrável em Rn, (ver
definição a seguir) satisfazem tal propriedade.

O limite acima será descrito pela expressão formal

ψ =

∞∑

n=0

αn ψn.

É fácil ver que neste caso vale ψ =
∑

n < ψn|ψ > ψn, ou seja,
temos que αn =< ψn|ψ >. Além disto,

|ψ| =
√∑

n

|αn|2 =

√∑

n

| < ψn|ψ > |2.

É importante não confundir o conceito de conjunto ortonormal
completo com o conceito de base de um espaço vetorial (que considera
apenas somas finita).

Os exemplos de espaços de Hilbert que consideraremos usualmente
são

1) H = L2
C
(Rn)(dx) é o conjunto dos φ : Rn → C tais que,

∫ ∫
...

∫
|φ|2(x)dx =

∫
|φ(x1, x2, .., xn)|2 dx1 dx2 ... dxn <∞,

onde dx = dx1 dx2 ... dxn é a medida de Lebesgue usual. Uma função
φ do tipo acima é chamada de função de quadrado integrável.

Para φ : Rn → C, e ψ : Rn → C, tais que,
∫
|φ|2(x)dx < ∞,∫

|ψ|2(x)dx <∞, definimos o produto interno

< φ,ψ >=

∫
φ(x)ψ(x) dx.

Neste caso, |φ| =
√∫

|φ(x)|2 dx =
√
< φ, φ > define uma norma

que o torna um espaço de Hilbert. Note que uma função ψ neste
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espaço esta definida a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
zero [96]. Dizer que duas funções φ, ψ estão ε próximas significa que

√∫
|φ(x) − ψ(x)|2 dx < ε.

Referimos o leitor a [21] para maiores detalhes sobre o assunto.
Observamos que não necessitaremos no texto de um entendimento
maior sobre a medida de Lebesgue em Rn; apenas saber que a classe
das funções integráveis à Lebesgue é maior do que aquelas integráveis
no sentido usual de Riemann e ainda que a norma |φ| =

√
< φ, φ >

torna as funções de quadrado integrável (considerando a integral de
Lebesgue) um espaço normado completo.

Este espaço vetorial tem dimensão infinita. Para maiores detalhes
sobre o espaço L2 referimos o leitor a [21].

2) Seja A um retângulo finito em Rn, ou seja,

A = [c1, d1]× [c2, d2]× ...× [cn, dn].

Então consideraremos o espaço vetorial complexo H = L2
C
(A)(dx),

onde dx é a medida de Lebesgue em A, e para φ : A→ C, e ψ : A→
C, tais que,

∫
A
|φ|2(x)dx < ∞,

∫
A
|ψ|2(x)dx < ∞, nós definimos

< φ,ψ >=
∫
A
φ(x)ψ(x) dx. Neste caso |φ| =

√∫
A
|φ(x)|2 dx.

Este espaço também é de Hilbert e tem dimensão infinita.
3) SejaM uma variedade diferenciável de dimensão n e uma forma

volume dx (ver [181] ou [169] para definição e propriedades). Denote
também por dx sua extensão a uma medida de Lebesgue em M .
Então consideraremosH = L2

C
(M)(dx). Para φ :M → C, e ψ :M →

C, tais que,
∫
M |φ|2(x)dx < ∞,

∫
M |ψ|2(x)dx < ∞, nós definimos

< φ,ψ >=
∫
M
φ(x)ψ(x) dx. Neste caso |φ| =

√∫
M

|φ(x)|2 dx.
Um caso particularmente interessante é o toro de dimensão n que

pode ser descrito por [0, 2 π)n ⊂ Rn onde os pontos da fronteira
são identificados da forma usual. Neste caso, se toma dx como a
medida usual de Lebesgue em [0, 2 π)n ⊂ Rn (algumas vezes dividida
por (2π)n para ser normalizada). Por exemplo, o ćırculo S1 será
identificado com [0, 2 π).

Note que para λ ∈ C, and, φ, ψ ∈ L2
C
(Rn)(dx), vale

< λφ, ψ > = λ < φ, ψ >
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e

< φ, λψ > = λ < φ, ψ > .

Observação: Se para v1, v2 fixos, vale que para todo v

< v1, v > = < v2, v >,

ou, de forma equivalente se vale que

< v1 − v2, v > = 0,

então v1 = v2.
De fato, tome v = v1 − v2, e então, se v1 − v2 6= 0, temos con-

tradição (porque < v, v >= 0, se e só se, v = 0).

Uma função L : H1 → H2 é linear se para qualquer α1, α2 ∈ C e
v1, v2 ∈ H1, vale

L(α1 v1 + α2 v2) = α1 L(v1) + α2L(v2).

Dados dois espaços de Hilbert complexos H1 e H2, uma função
linear L : H1 → H2, é denominado de Operador Linear.

Dados dois operadores lineares L1 : H1 → H2, e L2 : H2 → H3,
fica bem definida a composta L = L2 ◦ L1, onde L : H1 → H3. Note
que L também é linear. As vezes se escreve L2 L1 para representar
L2 ◦ L1.

Note que nem sempre L2 ◦ L1 = L1 ◦ L2, mesmo quando H1 =
H2 = H3.

O operador indentidade I : H → H é aquele que para cada x ∈ H
temos que I(x) = x.

Note que para qualquer operador linear A : H → H vale que
AI = A = IA.

Dado L : H → H, e n > 0, temos que Ln : H → H denota a
composição de L consigo mesmo n vezes. Note que Ln ◦Lm = Ln+m.
De forma consistente com esta propriedade denotamos L0 = I.

Dado o operador linear L : H1 → H2, dizemos que o operador
linear G : H2 → H1, é o inverso de L se G ◦ L = I = L ◦ G. De
forma um pouco mais precisa: G ◦ L = I1 onde I1 é o operador
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identidade em H1, e L ◦G = I2 onde I2 é o operador identidade em
H2.

O operador inverso de L é denotado por L−1. Se L tem inverso
dizemos que ele é inverśıvel. A composta de operadores inverśıveis é
inverśıvel. Mais exatamente, neste caso (AB)−1 = B−1A−1.

Dado o operador linear L : H1 → H2 o núcleo de L é o conjunto
dos v ∈ H1 tais que L(v) = 0. O operador L é injetivo se e só se o
núcleo de L é só o vetor 0.

A imagem de L : H1 → H2 é o conjunto dos vetores da forma
L(v) ∈ H2 quando v varia em todo domı́nio H1. Dizemos que L é
sobrejetivo se a imagem de L é todo H2.

L tem inversa se e só se L é injetivo e sobrejetivo.

Vamos considerar abaixo dois espaços de Hilbert H1 e H2, com os
respectivos produtos internos< , >1 e < , >2, e as respectivas normas
| |1 e | |2.

Note que segue da última observação acima que se dois operadores
lineares L1 : H1 → H2, e L2 : H1 → H2, forem tais que, para todo
v1 ∈ H1, v2 ∈ H2 vale

< L1(v1), v2 > = < L2(v1), v2 >,

então L1 = L2.

De fato, para cada v1 fixo, aplique o resultado acima para todos
os v2 posśıveis. Segue que L1(v1) = L2(v1).

Definição 1.3. O operador linear L : H1 → H2 é dito limitado (ou,
continuo) se

sup
v 6=0

|L(v)|2
|v|1

<∞.

Denominamos de B(H1,H2) o espaço vetorial dos Operadores Li-
neares limitados de H1 em H2. Ainda, B(H) denota os Operadores
Lineares limitados de H em H.

Denotamos por L(H1,H2) o espaço vetorial complexo de todos os
operadores lineares de H1 para H2.

Em dimensão infinita, nem sempre um operador linear é uma
função continua (usando as normas correspondentes).
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Definição 1.4. Seja L : H1 → H2. O valor supv 6=0
|L(v)|2
|v|1 é denotado

por |L| e é chamado de norma do operador L em B(H1,H2).

No espaço vetorial B(H1,H2) o sentido de convergencia de ele-
mentos An ∈ B(H1,H2) → A ∈ B(H1,H2) pode ter varios sentidos,
mas aqui dizemos que limn→∞ An = A no sentido da convergencia
na norma se limn→∞ |An −A | = 0.

Um fato importante é que B(H1,H2) munido desta norma de
operadores é um espaço completo [241]. Assim, dada uma sequência
de operadores Ln ∈ B(H1,H2) tal que

∑∞
n=0 |Ln| < ∞, então o

somatório
∑∞

n=0 Ln = L para um único L ∈ B(H1,H2).
Note que para todo L ∈ B(H) vale que |Ln| ≤ |L|n.
Segue disto que todo operador limitado é cont́ınuo, isto é, se xn →

x quando n→ ∞, então, L(xn) → L(x) quando n→ ∞.
A composta de operadores limitados é um operador limitado.

Finalmente, H∗ denota o conjunto dos operadores lineares limi-
tados L : H → C. Para cada L ∈ H∗ existe um único u ∈ H, tal que
para todo v ∈ H, vale L(v) =< v, u > (ver Theorem 4.12 in [245] ou
[248]).

Definição 1.5. Dado L ∈ B(H1,H2) existe um único operador L∗ ∈
B(H2,H1) tal que para qualquer u ∈ H2, v ∈ H1 vale

< L(v), u >2 = < v,L∗(u) >1 .

O operador L∗ existe pelo parágrafo anterior e é denominado de ad-
junto de L.

Segue da definição que se A,B ∈ B(H1,H2), então (A + B)∗ =
A∗ +B∗.

Note ainda que se A,B ∈ B(H1,H1), então (AB)∗ = B∗A∗.
Seja (a+ bi) matriz um por um, que age em C. Então, (a+ bi)∗ =

(a− bi).
Ainda, ( (a+ b i)A )∗ = (a− b i)A∗.

Pode-se mostrar que a igualdade |L| = |L∗| vale para operadores
limitados (use a desigualdade de Cauchy-Schwartz para o produto
interno < v,LL∗(v) > e o fato que |LL∗ | ≤ |L | |L∗ |). Assim,
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|L∗
1 −L∗

2| = |L1 −L2|. Portanto a função L→ L∗ é cont́ınua quando
restrita ao operadores limitados (e usando a norma de operadores).

Dado um subespaço linear fechadoM de H denominamos deM⊥,
o conjunto dos vetores v de H, tal que, para todo u em M vale que
< u, v >= 0.

Todo v ∈ H pode ser escrito de maneira única como v = u1 + u2,
onde u1 ∈ M e u2 ∈ M⊥. Podemos definir PM (v) = u1. Isto define
um operador limitado com norma 1 que é denominado a projeção
ortogonal de v sobre M . Note que P 2

M = PM ◦ PM = PM . Ainda,
vale que P ∗

M = PM .
Um operador P que satisfaz P 2 = P é chamado de operador

projeção.

Definição 1.6. Um operador P em B(H) que satisfaz P 2 = P ◦P =
P ∗ e P = P ∗ é denominado genericamente de operador de projeção
ortogonal.

Pode se mostrar que dado tal P existeM subespaço linear fechado
tal que P = PM .

Exemplo 1.1. Dado λ ∈ R, considere o operador Pλ : L2(R)(dx) →
L2(R)(dx), tal que para ψ ∈ L2(R)(dx), temos que por definição
Pλ(ψ) = I(−∞,λ) ϕ, onde, I(−∞,λ) é o indicador do intervalo (−∞, λ).

É fácil ver que Pλ é um operador de projeção ortogonal.

Definição 1.7. Um operador L em B(H) é dito autoadjunto se L =
L∗.

Também é usual a nomenclatura operador Hermitiano (estamos
considerando no texto espaços vetoriais sobre o corpo dos complexos)

A soma de operadores autoadjuntos é autoadjunto. A com-
posição de operadores autoadjuntos nao é autoadjunto. Isto
é valido somente se os operadores comutam. Se L é autoadjunto e β
é real, então, β L é autoadjunto.

Definição 1.8. Um operador U em B(H) é dito unitário se ele sat-
isfaz U∗ ◦ U = I = U ◦ U∗.

Sendo assim U é inverśıvel e U−1 = U∗. Note que se U é unitário,
então, para todo v ∈ H, vale que |v| = |U(v)|.



11

De fato,

|v|2 = < v, v > = < I(v), v > =

< (U∗ ◦ U) (v), v > = < U(v), U(v) > = |U(v)|2.

A composição de operadores unitários é unitário. Se U é unitário
e β ∈ C tem norma 1, então, β U é unitário.

Definição 1.9. Dado um operador L : H → H, dizemos que λ ∈ C

é autovalor se existe v 6= 0, v ∈ H, tal que, L(v) = λ v. Neste caso
dizemos que v é autovetor associada ao autovalor λ.

A multiplicidade de um autovalor é a dimensão do espaço vetorial
dos autovetores associados a este autovalor.

Exemplo 1.2. Suponha que H = C2.
A matriz

1√
2

(
1 i
i 1

)

é unitaria.
Seus autovalores e autovetores são

√
2

2
(1− i), com autovetor (−1, 1)

√
2

2
(1 + i), com autovetor (1, 1)

Num certo sentido, como veremos mais tarde, os operadores li-
neares auto-adjuntos correspondem aos números reais e os unitários
aos números complexos de norma 1.

Um operador autoadjunto limitado L : H → H num espaço de
Hilbert de dimensão infinita pode não possuir autovalores.

Definição 1.10. Chamamos de espectro de L : H → H, o conjunto

σ(L) = {λ ∈ C tais que (L− λ I) não tem inversa em B(H)}.

Um autovalor λ está sempre no espectro (o núcleo de (L − λ I)
não é so o vetor 0).
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Algumas vezes λ está no espectro porque (L−λ I) não tem inversa;
algumas vezes λ está no espectro porque (L − λ I) tem inversa mas
(L − λ I)−1 não é um operador limitado.

Dizemos que o autovalor é isolado se existe um intervalo aberto
que o contem que não possui outros elementos do espectro. Se H
tem dimensão finita o espectro são apenas os autovalores e todos são
isolados (um autovalor pode não ter multiplicidade um é claro).

Definição 1.11. O conjunto dos autovalores de L que são isolados do
espectro e de multiplicidade finita é denominado de espectro pontual
de L e denotado por σp(L).

No caso em que H = L2
C
(Rn)(dx) o autovetor é chamado de aut-

ofunção.

Seja o espaço de Hilbert complexo H = L2
C
([0, 2π])(dx) e L o

operador tal que para uma ψ : [0, 2π] → C temos L(ψ) = φ, onde

φ(x) = d2 ψ(x)
dx2 . Mais precisamente, se ψ(x) = a(x)+ i b(x), temos que

L(ψ)(x) = d2 a(x)
dx2 + i d

2 b(x)
dx2 . Este operador L não está definido para

todo ψ em L2
C
([0, 2π])(dx), mas apenas para as funções ψ que são duas

vezes diferenciáveis (e a segunda derivada está em L2
C
([0, 2π])(dx)). O

conjunto de tais funções define um conjunto denso em L2
C
([0, 2π])(dx).

É usual na teoria, como veremos, que os operadores mais importantes
estão definidos num domı́nio denso no espaço de Hilbert.

Para um n ∈ Z fixo tome ψn(x) = ei n x = cos(nx) + isen(nx).
É fácil ver que L(ψn) = −n2 ψn. Assim, cada ψn é uma autofunção
para L. Observe que os ψn, n ∈ Z, definem os elementos em que se
expressa a Série de Fourier na sua forma complexa (ver [39] ou [265]).

O autovalor −n2 tem multiplicidade (complexa) igual a 2.

Outro exemplo: seja o espaço de Hilbert real H = L2
R
([0, 2π])(dx)

e L o operador tal que para uma ψ : [0, 2π] → R temos L(ψ) = φ,

onde φ(x) = − d2 ψ(x)
dx2 . Observe que para cada n ∈ N fixo temos que

L(cos(nx)) = n2 cos(nx). Ainda, L(sen(nx)) = n2sen(nx). Note,
neste caso, que uma função qualquer φ em L2

R
([0, 2π])(dx) pode ser

expressa em Série de Fourier na sua forma real (em função de seno e
coseno) conforme [39] ou [265].

O autovalor n2, n ≥ 1, tem multiplicidade (real) igual a 2.
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Se pode escrever qualquer φ : [0, 2π) → C que esteja no espaço
L2([0, 1],C) na forma

φ =
∑

n∈Z

αne
i n x = lim

N→∞

n=N∑

n=−N
αne

i n x.

onde αn ∈ C.
O conjunto das funções ei n x, n ∈ Z, formam um conjunto ortonor-

mal completo no espaço de Hilbert L2([0, 1],C).

É claro que para tal operador L temos que σp(L) ⊂ σ(L) pois, se
λ ∈ σp(L), então (L− λ I) não tem inversa.

Definição 1.12. Os elementos do espectro que não fazem parte do
espectro pontual constituem o que se denomina espectro cont́ınuo.

Definição 1.13. O complemento do espectro é chamado de resol-
vente e denotado por ρ(L).

Para todo λ no resolvente temos que (L− λ I)−1 ∈ B(H).
Referimos o leitor a seção 4 em [14] ou cap. 2 em [57] para mais

detalhes sobre os tópicos acima. Estes conceitos serão considerados
mais tarde para operadores L não limitados.

Se L é autoadjunto então os autovalores λ de L são reais. De fato,
note que se L(v) = λv, deduzimos que

< L(v), v > = < λv, v > = λ |v|2,
e

< L(v), v > = < L∗(v), (v) > = < v,L(v) > = < v, λ v > = λ |v|2.

O Teorema Espectral no caso de dimensão finita (ver [178]) afirma
o seguinte: se L : Cn → Cn é autoadjunto, então existem n vetores
v1, v2, ..., vn ∈ Cn, e valores reais λ1, λ2, ..., λn, tais que L(vj) =
λj vj , j = 1, 2, ..., n.

Ainda, v1, v2, ..., vn geram Cn. Além disso, < vj , vk > = 0, para
j 6= k.

Existem versões deste teorema para operadores autoadjuntos em
espaços de Hilbert de dimensão infinita (ver [241]). Na seção 2.1 de
[189] este resultado desempenha um papel fundamental.
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Se U é unitário então os autovalores λ de U são números com-
plexos de norma igual a 1. De fato, note que se U(v) = λv, para
v 6= 0, então

|v|2 = < v, v > = < U∗ ◦ U(v), v > = < U(v), U(v) > =

< λv, λv > = λ λ|v|2 = |λ|2 |v|2.
Uma versão do Teorema Espectral é válido para os operadores

unitários (ver [178] no caso de dimensão finita).
Note que para um operador auto-adjunto os autovetores associ-

ados a autovalores distintos são ortogonais. De fato, suponha que
L(v1) = λ1v1 e L(v2) = λ2v2, então como os autovalores são reais

(λ1 − λ2) < v1, v2 > =

< λ1 v1, v2 > − < v1, λ2 v2 > =

< L(v1), v2 > − < v1, L(v2) > =

< L(v1), v2 > − < L(v1), v2 >= 0.

Assim, se λ1 6= λ2, então, < v1, v2 > = 0. Os operadores
unitários e auto-adjuntos desempenham um papel important́ıssimo
na Mecânica Quântica. Vamos precisar em breve de um conceito um
pouco mais geral do que o de auto-adjunto.

Definição 1.14. Dizemos que um operador A em L(H1,H2) é com-
pacto se ele leva conjuntos limitados contidos em H1 em conjuntos
cujo fecho é compacto em H2. O conjunto dos operadores compactos
é denotado por C(H1,H2).

O teorema fundamental para os operadores autoadjuntos com-
pactos, ou seja, L ∈ C(H) (ver [141] cap III.3 ou Theorem 4.22 in
[64]) ou [219] [220] [157], [281] [57] [241] afirma que existe um con-
junto enumerável de autovetores ψn, n ∈ N, associadas a autovalores
λn ∈ R, dois a dois ortogonais, tais que para qualquer ψ emH existem
αn ∈ C, n ∈ N, tais que

ψ = lim
n→∞

n∑

j=0

αj ψj .
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Este conceito não deve ser confundido com o conceito de base de
um espaço vetorial (que é sempre relativo a somas finitas).

O complemento do Kernel do operador compacto L ∈ C(H) é
constituido por um número finito de autofunções ortogonais ψj , ou
então o conjunto dos infinitos autovalores λj , j ∈ N, se acumula em
0.

Acima utilizamos no limite, é claro, a convergência na norma do
espaço de Hilbert.

Pode se assumir que < ψn, ψn > = 1 para todo n. Neste caso,
dizemos que os ψn, n ∈ N, formam um conjunto ortonormal enu-
merável completo de autovetores de L. No caso em que H é o
espaço vetorial complexo L2

C
(Rn)(dx) diremos que os ψn, n ∈ N for-

mam um conjunto ortonormal enumerável completo de auto-
funções (ou autovetores) de L.

Os operadores autoadjuntos e unitarios agindo em Cd possuem
ambos um conjunto ortonormal (finito) completo de autovetores (Teo-
rema da decomposição espectral conforme [178])

Infelizmente, os operadores naturais na Mecânica Quântica são
diferenciáveis (ver a próxima seção) e não são compactos. Mas em
muitos casos o inverso G (a direita) deste operador é compacto (ver
[141]). Assim, se pode obter para cada autovalor βn 6= 0 do operador
compacto G obtido acima que seu inverso β−1

n = λn, n ∈ N, é auto-
valor do operador diferenciável em análise. A autofunção ψn, n ∈ N,
(associada a βn) do operador compacto será também autofunção (as-
sociada a λn = β−1

n ) do operador diferenciável. Referimos o leitor ao
cap IV de [141], ou seção 8.1.3 in [50], ou [269], ou [64] para maiores
detalhes sobre estas considerações.

Observação: Nem sempre os operadores autoadjuntos que ire-
mos considerar possuem um conjunto orthonormal completo enu-
merável. O espectro, em geral, não precisa ser constitúıdo só de
autovalores e pode ser um conjunto não enumerável. Em alguns ca-
sos o operador pode até não possuir autovalor algum. Um resultado
importante que iremos utilizar mais tarde se chama o Teorema Es-
pectral para operadores auto-adjuntos não-limitados.

Voltando ao caso que mencionávamos antes, em que existe um
conjunto ortonormal enumerável completo de autovetores de L, pode-
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mos considerar também a expressão

ψ = lim
n→∞

n∑

j=0

< ψ,ψj > ψj .

Disto vai seguir que (se L é uma função cont́ınua)

L(ψ) = L( lim
n→∞

n∑

j=0

αj ψj) = lim
n→∞

L(

n∑

j=0

αj ψj )

lim
n→∞

n∑

j=0

αj λj ψj , onde αj = < ψ,ψj >

Desta forma a ação de L num vetor qualquer tem uma forma
muito simples de ser calculada.

Usaremos, para simplificar a notação, expressões do tipo

L(

∞∑

j=0

αj ψj) =

∞∑

j=0

αj λj ψj ,

para descrever a passagem dos limites acima.

Note o seguinte fato extremamente importante: dado ψ , ele pode
ser escrito como

∑∞
j=0 αn ψn, onde αn ∈ C. Os ψn, n ∈ N, associados

aos λn são dois a dois ortogonais, assim, se pode mostrar que

< L(ψ), ψ > = < L(

∞∑

j=0

αj ψj),

∞∑

j=0

αj ψj > =

<
∞∑

j=0

αj λn ψj ,
∞∑

j=0

αj ψj > =
∞∑

j=0

λjαj αj =
∞∑

j=0

λj |αj |2 ∈ R.

Ou seja, se L é autoadjunto, então < L(ψ), ψ > ∈ R para
qualquer ψ.

Podemos mostrar isto de outra forma: se L é autoadjunto

< L(ψ), ψ > = < ψ,L(ψ) > = < L(ψ), ψ > .
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Note que no exemplo mencionado antes em queH = L2([0, 2π])(dx)

e L o operador tal que L(ψ)(x) = d2 ψ(x)
dx2 , as autofunções ψn, n ∈ Z,

associadas ao autovalores n2, são tais que qualquer φ ∈ L2([0, 2π])(dx)
pode ser expressa em Série de Fourier

φ =
∑

n∈Z

an
ψn
|ψn|

= lim
N→∞

N∑

n=−N
an

ψn
|ψn|

,

an ∈ C (ver [39]). Note que < ψn, ψm >= 0 para n 6= m. Este ex-
emplo ilustra o caso em que existe um conjunto ortonormal completo
para um certo operador L.

Lembre que fixado um subespaço fechado F do Espaço de Hilbert
H, a projeção ortogonal PF de H sobre F foi definida da seguinte
forma: seja o subespaço vetorial F⊥ = {v ∈ H tais que < v, f >= 0,
para todo f ∈ F}. Então, H é soma direta de F e F⊥. Assim todo
vetor u ∈ H pode ser escrito de maneira única como u = v+ f , onde,
v ∈ F⊥ e f ∈ F . Por definição, PF (u) = f ∈ F .

Note também que |PF (u)| = |f | ≤ |u|. Assim, se F 6= 0, então PF
é sempre limitado e tem norma igual a 1.

Note que P 2
F = PF .

Os operadores projeção ortogonal desempenham um papel muito
importante na teoria.

Seja u1 = v1 + f1 e u2 = v2 + f2, vi ∈ F⊥ e fi ∈ F , i = 1, 2,
como acima. Ora, < PF (u1), u2 > = < f1, v2 + f2 > = < f1, f2 > =
< v1 + f1, f2 > = < u1, PF (u2) >, sendo assim conclúımos que PF é
autoadjunto.

Fixado um elemento ψ de norma 1 no espaço de Hilbert H, então
Pψ denota a projeção no espaço vetorial unidimensional Y
gerado por ψ.

Fizemos a escolha < λu, v > = λ < u, v > e não < u, λ v >
= λ < u, v > , e assim Pψ(φ) =< φ|ψ > ψ = ψ < φ|ψ > .

De fato na decomposição de φ = u+v, onde v ∈ Y⊥ (o subespaço
ortogonal ao gerado por ψ) tome u =< φ|ψ > ψ e assim vai decorrer
que v ∈ Y⊥. De fato, v = φ− < φ|ψ > ψ e desta forma

< v , ψ , >=< φ− < φ|ψ > ψ ,ψ >=

< φ ,ψ > − << φ|ψ > ψ ,ψ >=
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< φ,ψ > − < φ|ψ >< ψ,ψ >=< φ,ψ > − < φ|ψ >= 0

Uma notação muito útil é a seguinte: denotamos vetores v no
espaço de Hilbert H por < v|. Assim, segundo esta convenção, um
operador linear A aplicado a < v| resultará (agindo a esquerda) no
vetor < A(v)| =< v|A.

A projeção Pψ , sobre o vetor ψ pode ser expressa na notação de
Dirac como

Pψ = |ψ >< ψ|
agindo em vetores < φ| a esquerda: < φ| → < φ| ( |ψ > < ψ| )

De fato, < φ| Pψ = < φ|ψ > < ψ| =< φ| |ψ > < ψ|.
Por exemplo, neste formalismo se pode escrever de maneira nat-

ural

< Pψ(φ) , θ > = << φ|ψ > ψ, θ > =

=< φ,ψ >< ψ|θ > = < φ| |ψ >< ψ| |θ >=< ψ|θ >< φ, ψ > .

Se denomina < ψ| de ”bra”e |ψ > de ”ket”. Note que o ”bra-
ket”< ψ|ψ > é um escalar em C e o ”ket-bra”|ψ >< ψ| é um oper-
ador.

Esta notação, conhecida como de Dirac, é muito apropriada nos
cálculos envolvendo operadores e vetores.

Suponhamos que o operador autoadjunto A é tal que existem ψn,
n ∈ N, que formam um conjunto ortonormal completo enumerável.
Denote por λn os autovalores associados. Então, se pode escrever de
maneira sintética

A =
∑

n

λn Pψn =
∑

n

λn|ψn >< ψn|.

Neste formalismo obtemos

< A(φ ) | = < φ |A =
∑

n

λn < φ|Pψn =

∑

n

λn < φ| |ψn >< ψn| =
∑

n

λn < φ |ψn >< ψn|.

Ainda,
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v =
∑

n

< v |ψn >< ψn|.

Desta forma temos uma maneira alternativa de descrever a ação
o operador identidade agindo (a esquerda) no vetor v =< v| através
da expresão ∑

n

|ψn >< ψn| = I.

O fato acima ocorre quando existe um conjunto ortonormal enu-
merável completo de autofunções de L

Definição 1.15. Dado um operador linear A em B(H), onde H é
um espaço de Hilbert (sobre os complexos como sempre), então está
bem definido

eA =
∞∑

n=0

1

n!
An.

Chama-se eA de exponencial do operador A.

Isto segue do fato que |An| ≤ |A|n, para todo n, que B(H) é
completo e, ainda que, toda série absolutamente convergente em B(H)
é convergente.

Note que
∞∑

n=0

1

n!
|An| ≤

∞∑

n=0

1

n!
|A|n = e|A|.

Observe que e0 = I (o operador identidade).
Se AB = BA, então eA+B = eA eB (ver [57],[75]). Se AB 6= BA,

pode acontecer que não seja verdadeira a relação eA+B = eA eB.

Note que A (−A) = (−A)A, e assim

eA e−A = eA−A = e0 = I = e−A eA,

e portanto para qualquer A temos que eA é inverśıvel e (eA)−1 = e−A.

Seja A em B(H). Sabe-se [241] [57] que se considerarmos a norma
de operadores para considerar o limite na definição de derivada, então

d etA

dt
= AetA = etAA, ∀t ∈ R.
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Assim, para v fixo em H temos que

d et A(v)

dt
= A etA(v)∀t ∈ R.

Sendo assim, em dimensão finita, isto é quando o operador linear
A é descrito pela ação de uma matriz, a solução da equação diferencial
linear

x′(t) = Ax(t), com a condição inicial x(0) = v,

é x(t) = etA(v).

Outro fato relevante na teoria é que se L é autoadjunto, e, se
estiver bem definido ei L =

∑∞
n=0

1
n! (i L)

n, teremos que este último
operador é unitário. De fato note que (iL)∗ = −i L∗, e assim,

(ei L)∗ =
∞∑

n=0

1

n!
(− i L∗)n =

∞∑

n=0

1

n!
(− i L)n = e−iL.

Como i L comuta com −i L, temos que [75]

(ei L)∗ ei L = (e−i L) ei L = e−i L+i L = e0 = I = ei L (ei L)∗.

Logo, ei L é unitário se L é autoadjunto. Da mesma forma, dado t
real temos que et i L é unitário se L é autoadjunto. Desta forma para
qualquer vetor w temos que | et i L(w) | = |w| para qualquer ≥ 0.

Observe que em dimensão finita, isto é quando o operador linear L
é descrito pela ação de uma matriz, a solução da equação diferencial
linear

x′ = i L x, com a condição inicial x(0) = v,

é x(t) = et i A(v).
Assim, se a condição inicial v satisfaz |v| = 1, temos que para todo

t ≥ 0 vale | et iA(v) | = 1. Este fato descreve em termos simplificados
a ideia básica por trás da equação de Schrodinger que apresentaremos
na próxima seção.

Observe que usamos na demonstração acima o fato que a função
A→ A∗ é cont́ınua.
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Uma espécie de rećıproca do resultado acima e que relaciona op-
eradores autoadjuntos e unitários é o Teorema de Stone que pode ser
encontrado em [33].

Observação 1. ParaA autoadjunto não limitado podemos definir
o seguinte operador limitado:

Aλ =
1

2
λ2[(A+ iλI)−1 + (A− iλI)−1], λ > 0.

Então, tomando Aλ → A, quando λ→ ∞, e usando o fato que Aλ é
limitado, podemos definir eAλ → eA via limite (para maiores detalhes
ver seção 2.20 proposição 2.52 de [189]).

A solução de x′ = A(x), quando A não é limitado, também pode
ser obtida via a expressão x(t) = etA(x0), onde o exponencial foi
definido (via limite em λ) da forma acima.

Se A é da forma A =
∑

n λn Pψn , onde ψn, n ∈ N, define um
conjunto ortonormal completo, então é fácil ver que A2 =

∑
n λ

2
n Pψn .

Mais geralmente, Ak =
∑

n λ
k
n Pψn .

Dada um função f em série de potencias f(z) =
∑

k ak z
k, com

raio de convergência R, se o operador A é limitado e tem norma
menor que R, então está bem definido f(A) =

∑
k akA

k. Isto segue
da propriedade |Ak| ≤ |A|k, para todo k, e do fato que num espaço
normado completo, no caso B(H), toda série absolutamente conver-
gente é convergente [145] [75].

Suponha que A tenha decomposição espectral da forma
A =

∑
n λn Pψn . Segue também que se f(z) é uma função

que pode ser escrita em série de potencias, então, f(A) =∑
n f(λn)Pψn , contanto que todos |λn| < R.

Assim, o cálculo da exponencial de uma matriz fica mais fácil:

eiA =
∑

n

ei λn Pψn .

Será necessário considerar em breve operadores lineares A : H →
H definidos num subespaço denso do espaço de Hilbert H. Denotare-
mos por D(A) ⊂ H o correspondente domı́nio de definição. Se nada
for dito ao contrário D(A) = {v tais que A(v) ∈ H}. Neste caso,
usaremos indistintamente a notação A : H → H, ou, A : D(A) → H.
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Definição 1.16. A : D(A) → H operador no espaço de Hilbert H é
limitado se existe C > 0 tal que A(v) < C|v|, ∀v ∈ D(A), onde D(A)
é um domı́nio denso em H.

O seguinte resultado será de grande utilidade (demonstração na
proposição 2.50 seção 2.20 em [189]).

Lema 1.1. : Seja A : H → H, operador linear no espaço de Hilbert
H definido em D(A). Se existe C > 0 tal que para qualquer φ em
D(A) (denso em H) vale |A(φ)| ≤ C |φ|, então, a ação de A pode ser
extendida a H, também denotada por A, que torna A : H → H um
operador limitado definido em todo H com norma menor ou igual a
C.

Este lema segue do fato que dados espaços métricos completos
M,N , se S ⊂ M é denso em M , e f : S → N é uniformemente
cont́ınua, então f se estende a uma função cont́ınua em M (ver [179]
para mais detalhes).

Apresentamos uma prova de tal resultado na última seção de [189].

Definição 1.17. Seja A : D(A) ⊂ H → H, operador linear no
espaço de Hilbert H definido em D(A), o adjunto de A é o operador
A∗ tal que 〈A∗ψ, φ〉 = 〈ψ,Aφ〉, para toda φ ∈ D(A), e, para toda
ψ ∈ D(A∗) = {ψ ∈ H| 〈ψ,Aφ〉 ≤ cψ‖φ‖, para toda φ ∈ D(A)}.
Assumimos que D(A∗) é denso em H.

Dado A o operadorA∗ definido emD(A∗) fica definido de maneira
única.

Definição 1.18. Seja A : D(A) → H e D(A) = D(A∗). A é autoad-
junto se A = A∗ em D(A).

Definição 1.19. A é simétrico, se 〈Aψ, φ〉 = 〈ψ,Aφ〉 , ∀ψ, φ ∈ D(A).

Note que A autoadjunto ⇒ A simétrico, e, A autoadjunto ⇔ A
simétrico e D(A) = D(A∗)

Vamos apresentar a seguir alguns exemplos de operadores que
serão considerados nas próximas seções.
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1) A identidade: I : H → H, isto é I(ψ) = ψ, para todo ψ. Neste
caso, o domı́nio D(I) = H, e I é autoadjunto e limitado.

2) Multiplicação por coordenada:

ψ → xjψ(x) = xjψ(x1, x2, x3, ..., xn),

j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde A : D(A) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx). Us-
aremos a notação Xj : L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx), j ∈ {1, 2, 3, ..., n}.

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que Xj(ψ) = ϕ,
então é porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = xj ψ(x1, x2, .., xn).

Neste caso, D(Xj) = {ψ | tais que xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn) seja uma
função em L2(Rn)(dx)}.

Por exemplo, para n = 3, temos que dado ψ, tal que,

(x1, x2, x3) → ψ(x1, x2, x3) = sen(x1 + x2 + x3) e
−4 (x2

1+x
2
2+x

2
3)

6

,

então, X2(ψ) = φ, onde

φ(x1, x2, x3) = x2 sen(x1 + x2 + x3) e
−4 (x2

1+x
2
2+x

2
3)

6

.

Note que como xj é sempre um número real, para qualquer j ∈
{1, 2, 3, ..., n}

< Xjψ, φ >=

∫
xjψ(x1, x2, x3, ..., xn)φ(x1, x2, x3, ..., xn) dx =< ψ,Xjφ > .

Logo Xj é autoadjunto. Claramente Xj não é limitado. O espectro
de Xj não é enumerável. De fato, todo valor real λ está no espectro,
pois, dado φ, a função (Xj − λ I)(φ), necessariamente se anula em
xj = λ. Assim, (Xj − λ I) não pode ser sobrejetiva.

3) Multiplicação por coordenada: ψ → xjψ(x) = xjψ(x1, x2, x3, ...,
xn), j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde A : L2([0, 2π)n)(dx) → L2([0, 2π)n)(dx).
Usaremos também a notaçãoXj : L2([0, 2π)n)(dx) → L2([0, 2π)n)(dx),
j ∈ {1, 2, 3, ..., n}. Neste caso, é usual considerar

D(A) = {ψ ∈ L2([0, 2π)n)(dx)
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tais que ψ tem uma extensão cont́ınua a [0, 2π]n}.
O espaço (0, 2π)n quando se identificam de forma periódica os

pontos da fronteira é chamado de toro de dimensão n e denotado por
Tn.

Como xj é sempre um número real, para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n}

< Xjψ, φ >=

∫
[0,2π)n

xjψ(x1, x2, x3, ..., xn)φ(x1, x2, x3, ..., xn) dx =< ψ,Xjφ > .

Logo Xj é autoadjunto. Claramente Xj neste caso é limitado.

4) Multiplicação por uma função V : Rn → R cont́ınua, ou seja,
ψ → V ψ.

O operador será denotado por V , onde V : D(V) ⊂ L2(Rn)(dx) →
L2(Rn)(dx).

De outra forma: dado ψ, se dizemos que V(ψ) = ϕ, então é porque
para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = V (x1, x2, ..., xn)ψ(x1, x2, ..., xn).

Neste caso, D(V) = {ψ | tais que

V (x1, x2, x3, ..., xn) ψ(x1, x2, x3, ..., xn)

seja uma função em L2(Rn)(dx)}.
Por exemplo, para n = 3, se V (x1, x2, x3) = x21 + x42, então

V( sen(x1 + x2 + x3) e
−4 (x2

1+x
2
2+x

2
3)

6

) =

(x21 + x42) sen(x1 + x2 + x3) e
−4 (x2

1+x
2
2+x

2
3)

6

.

Note que serão necessárias várias restrições a V para que D(V)
seja denso. Vamos sempre assumir implicitamente que isto ocorre.

Note que como V (x) é sempre um número real

< Vψ, φ >=
∫
V (x1, ..., xn)ψ(x1, ..., xn)φ(x1, ..., xn) dx =< ψ,Vφ > .

Logo, V é autoadjunto. Claramente V é limitado se V é limitada.
Se V não é constante, então o espectro de V não é enumerável. De
fato, todo valor real λ na imagem de V está no espectro, pois, dado
φ, a função ψ = (V − λ I)(φ), necessariamente se anula em x tal que
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V (x) = λ. Isto, é ψ(x) = 0 se V (x) = λ. Assim, (V − λ I) não pode
ser sobrejetiva para tal λ.

É fácil ver que se λ é um número real que está a um distância
positiva da imagem de V , então (V − λ I)(φ) é injetivo e sobrejetivo.

Suponha que V1 denote o operador multiplicação pela função V1 e
V2 denote o operador multiplicação pela função V2. A composta V2 V1

é dada pela multiplicação pela funçao V2 V1. Assim, X1 X2 denota a
mutiplicação por x1 x2. O operador multiplicação por x1 x3+x

2
2 pode

ser descrito pelo operador X1 X3 + X 2
2 .

No mundo clássico os observáveis são descritos por funções V :
Rn → R e os valores que podem ser observados estão na imagem de
V . No mundo quantico os observáveis são descritos por operadores
autoadjuntos e os valores observados são os elementos do espectro
(ver seções 1.1 e 2.2 de [189]). O exemplo particular acima (onde
consideramos o operador V associado a V ) mostra que neste caso
esta analogia se encaixa perfeitamente.

5) Multiplicação por V : [0, 2π]n → R cont́ınua e periódica em
[0, 2π]n, ou seja, ψ → V ψ. O operador será denotado por V , onde

V : L2([0, 2π]n)(dx) → L2([0, 2π]n)(dx).

Neste caso, D(V) = L2([0, 2π]n)(dx).
Claramente V é limitado e autoadjunto.
Note que para todo ψ 6= 0 vale

|Vψ|
|ψ| =

√
< Vψ,Vψ >
< ψ,ψ >

=

√√√√
∫
[0,2π]n |V (x1, ..., xn)|2 |ψ(x1, ..., xn)|2 dx∫

[0,2π]n
|ψ(x1, ..., xn)|2 dx

≤ sup
x∈[0,2π]n

{|V (x)|}.

Vai haver uma dramática diferença entre a análise dos autovalores
dos operadores autoadjuntos agindo em L2([0, 2π)n)(dx) e agindo em
L2(Rn)(dx) (ver [241])
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O valor real ~ ∼ 6.626069... 10−34 m2kg
s , é denominado de con-

stante de Planck e desempenha um fundamental na teoria.
5) o operador momento: fixado j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, considere ψ →

−i~ ∂ψ
∂xj

. Note que ψ(x) = a(x) + i b(x) toma valores em C, e, assim,
∂ψ
∂xj

= ∂a
∂xj

+ i ∂b
∂xj

também.

Neste caso, como veremos, o espectro é não enumerável.

Definição 1.20. O j-ésimo operador momento será denotado por Pj ,
j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde Pj : D(Pj) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx),

Pj(ψ) = −i~ ∂

∂xj
(ψ).

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que Pj(ψ) = ϕ,
então é porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = − i ~
∂

∂xj
ψ(x1, x2, .., xn).

Por exemplo, para n = 3 temos que

P2(x
2
2 e

−(x2
1+x

2
2+x

2
3) ) = −i~ ∂

∂x2
(x22 e

−(x2
1+x

2
2+x

2
3) ) =

−i~ [2 x2 e
−(x2

1+x
2
2+x

2
3) − 2 x32 e

−(x2
1+x

2
2+x

2
3)].

Dizemos que ψ é diferenciável com suporte compacto se é diferen-
ciável de classe C1, e, ainda quando existe uma bola compacta B(R)
de raio R tal que ψ seja nula fora desta bola.

Neste caso, D(Pj) = {ψ | tais que ψ é de classe C1 com suporte

compacto (assim, −i~ ∂ψ∂xj
é uma função em L2(Rn)(dx) )}. Pode se

mostrar que D(Pj) é denso em L2(Rn)(dx).
Note que esta não é a única escolha de domı́nio que se vai fixar.

Cada escolha de posśıvel domı́nio vai definir um operador Pj agindo
num espaço de Hilbert H (o fecho) diferente.

Vamos mostrar que Pj é simétrico no caso n = 1. Assim, j = 1.
Como ψ tem suporte compacto, existe R tal que, ψ(x) = 0, se |x| > R.

Resulta da integração em [−R,R] e de

∂[ψ(x1)φ(x1)]

∂x1
=
∂ψ(x1)

∂x1
φ(x1) + ψ(x1)

∂φ(x1)

∂x1
,



27

que, para todo φ, ψ ∈ D(P1) vale

< P1ψ, φ >=

∫ R

−R
− i~

∂ψ(x1)

∂x1
φ(x1) dx =

=

∫ R

−R
ψ(x1)− i~

∂φ(x1)

∂x1
dx =< ψ,P1φ > .

Logo, P1 é simétrico. Da mesma forma se mostra que Pj é autoad-
junto (não vamos entrar aqui em questões técnicas, mas é preciso
escolher o domı́nio denso de forma apropriada). O operador Pj não
é limitado. O espectro de Pj , como veremos, não é enumerável.

Definição 1.21. O operador

P =

n∑

j=1

Pj

é chamado de operador momento. Neste caso, D(P) = ∩nj=1D(Pj).

6) O operador j-momento ao quadrado: fixado j ∈ {1, 2, 3, ..., n},
considere Pj ◦ Pj = P2

j . Neste caso, ψ → − ~2
∂2ψ
∂2xj

= P2
j ψ.

Definição 1.22. O j-ésimo operador momento ao quadrado será de-
notado por P2

j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde P2
j : D(P2

j ) ⊂ L2(Rn)(dx) →
L2(Rn)(dx),

P2
j ψ = − ~2

∂2

∂2xj
(ψ).

D(P2
j ) = {ψ é de classe C2 e existe uma bola compacta B(R) de raio

R tal que ψ é nula fora desta bola}.

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que P2
j (ψ) = ϕ,

então é porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = − ~2
∂2

∂2xj
ψ(x1, x2, .., xn).

P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, é autoadjunto pois é a composta de oper-

adores autoadjuntos que comutam. O operador P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n},

não é limitado.
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7)

O operador 4 tal que f → 4(f) = ∂2

∂2x1
f + .. + ∂2

∂2xn
f , quando

f : Rn → R é duas vezes diferenciável é denominado de Laplaciano.

Definição 1.23. O operador momento ao quadrado em Rn: denote
P2 o operador

P2 =
∑

j∈{1,2,3,...,n}
P2
j ,

P2 : ∩jD(P2
j ) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx). Este operador é autoad-

junto por ser a soma de operadores autoadjuntos. Note que

P2ψ = −~2 4ψ,

onde 4 é o operador Laplaciano.

O espectro de P2 não é enumerável. Uma questão de notação:
observe que P2 não é P ◦ P . O domı́nio do operador Laplaciano
agindo no espaço de Hilbert L2(Rn)(dx) é o conjunto das funções
que possuem a segunda derivada em L2(Rn)(dx).

8) O operador momento ao quadrado em [0, 2π)n = Tn: denote
P2 o operador

∑
j∈{1,2,3,...,n} P2

j , assim

P2 : ∩jD(P2
j ) ⊂ L2([0, 2π)n)(dx) → L2([0, 2π)n)(dx),

onde,
D(P2

j ) = {ψ tem derivada parcial de ordem dois em relação a j
e é cont́ınua em (0, 2π)n, e, ainda, ψ tem uma extensão duas vezes
diferenciável a [0, 2π]n}.

Este operador é autoadjunto por ser a soma de operadores au-
toadjuntos. O espectro de P2 é enumerável.

No caso n = 1 as funções do tipo φn(x) = en i x, n ∈ Z, são tais que
P2φn = ~2 n2φn. Os φn(x) = en i x, n ∈ Z, (os elementos da Série de
Fourier) formam um conjunto ortonormal completo de autofunções
de P2.

9) O operador momento ao quadrado em uma variedade difer-
enciável Riemanniana compacta M : denote P2 o operador −~2 4,
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onde o Laplaciano é derivado a partir da estrutura Riemanniana (see
[66]).

∑

j∈{1,2,3,...,n}
P2
j = P2 : D(P2) ⊂ L2(M)(dx) → L2(M)(dx),

onde, dx é a extensão a medida de Lebesgue de alguma foma volume
em M , e, D(P2) = {ψ é de classe C2 em M , ψ :M → C }.

O caso anterior é um caso particular deste.
O espectro de P2 é enumerável. No caso de superf́ıcies compactas

de curvatura negativa existem questões interessantes que relacionam
os autovalores de −~2 4 (ou, 4) com o espectro de comprimentos
das geodésicas periódicas via funções Zeta (ver [261]). A análise do
limite semiclássico é um tópico muito estudado neste caso (ver [35],
[12] e [131]).

O fluxo geodésico descreve o sistema clássico associado (ver [184]).

Agora apresentamos nosso último exemplo.
10)

Definição 1.24. Um operador integralK : L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dy)
é aquele que pode se expresso por

K : ψ →
∫
K(x, ·)ψ(x)dx,

onde K(x, y) é uma função cont́ınua.
Mais precisamente, dizemos que K(ψ) = φ, quando vale que

φ(y) = K(ψ)(y) =
∫
K(x, y)ψ(x)dx.

Observe que tal K descreve uma transformação linear.
Se K for uma função limitada então K é operador limitado. Neste

caso, D(K) = L2(Rn)(dx). Referimos o leitor a [14] para resultados
gerais sobre operadores integrais.

K(x, y) é chamado de núcleo (ou, kernel) integral do operador K.
Se K é tal que K(x, y) = K(y, x), e toma valores reais, então, K

é autoadjunto.
De fato, isto segue de
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< Kψ, φ >=
∫ ∫

K(x, y)ψ(x)φ(y)dx dy =

∫ ∫
ψ(x)K(y, x)φ(y)dx dy =< ψ,Kφ > .

Da expressão acima segue que bastaria a igualdade K(x, y) =
K(y, x) para K ser autoadjunto.

Finalmente:

Teorema 1.2. Supondo K limitada, se
∫ ∫

|K(x, y)|2dx dy < ∞,
então o operador K é compacto.

Assim, pelo Teorema da decomposição espectral vai possuir um
conjunto ortonormal completo enumerável de autovetores (seção X.2
[281]).

Proposição 1.3. Se K1 e K2 são operadores integrais (com núcleos
K1 e K2 respectivamente), então o núcleo integral de K = K1K2 é

K(x, y) =

∫

Rn

K1(x, z)K2(z, y)dz. (1.1)

De fato, dado ψ note que

K1K2(ψ)(x) =

∫
K1(x, z) [K2(ψ)(z)] dz =

∫
K1(x, z) [

∫
K2(z, y)ψ(y) dy] dz =

∫
[

∫
K1(x, z)K2(z, y) dz]ψ(y) dy.

Observe que a ação de um operador integral é uma extensão
natural da idéia de descrever uma transformação linear pela ação
de uma matriz. De fato, se em vez de x, y ∈ R considerassemos
i, j ∈ {1, 2, .., d}, então K(x, y) corresponde a matriz Ai,j , i, j ∈
{1, 2, .., d}. A matriz A agindo num vetor (v1, v2, .., vd) resulta num
vetor (u1, u2, .., ud).
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Assim φ(y) = K(ψ)(y) =
∫
K(x, y)ψ(x)dx, corresponde a uj =∑d

i=1 Ai,jvi.
Nesta associação seria natural pensar que o traço da matriz A,

ou seja,
∑d
i=1 Ai,i corresponde a

∫
K(x, x)dx. O traço do operador

K resulta num conceito extremamente importante na teoria como
veremos. Como veremos na seção 9 esta analogia de fato não é apenas
uma mera formalidade para certas classes de operadores integrais (ver
[14]).

Definição 1.25. Um operador autoadjunto A é positivo (denotamos
tal fato por A ≥ 0), se 〈ψ,Aψ〉 ≥ 0, ∀ψ ∈ D(A). Um oper-
ador autoadjunto A é estritamente positivo se 〈ψ,Aψ〉 > 0, ∀ψ ∈
D(A), ψ 6= 0.

Um operador autoadjunto positivo tem apenas autovalores não-
negativos. De fato, 0 ≤ < ψ,A(ψ) >=< ψ, λψ >= λ < ψ, ψ > .

Exemplo 1.3. Suponha que H = C2.
A matriz

1

2

(
1 + 1√

2
− 1√

2
i

1√
2
i 1− 1√

2

)

é autoadjunta é positiva. Seus autovalores são positivos e somam 1.

Vamos mostrar que, por exemplo, P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, é posi-

tivo. A prova sera feita para o caso n = 1. Assim abaixo x1 = x.

Note que por integração por partes (para ∂
∂x1

[∂ψ(x1)
∂x1

ψ(x1)])

< P2
1ψ, ψ >=

∫ R

−R

− ~2
∂2ψ(x1)

∂2x1
ψ(x1) dx =

∫ R

−R

~2
∂ψ(x1)

∂x1

∂ψ(x1)

∂x1
dx > 0.

Note que como ψ tem suporte compacto, se ∂ψ
∂x1

= 0, para todo
x1, então, ψ = 0.

Segue do demonstrado acima que P2 é também estritamente pos-
itivo.

De maneira mais geral, se A é autoadjunto, então A2 é sempre
positivo. De fato

< A2(ψ)ψ >=< A(ψ), A∗(ψ) >=< A(ψ), A(ψ) > ≥ 0.
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Assim, o resultado mencionado anteriormente segue de tomar A =
Pj e usar o racioćınio acima.

Segue da mesma forma que todo operador projeção PF é positivo
porque PF = P 2

F .
Na álgebra dos operadores A : H → H, os operadores autoadjun-

tos desempenham o papel dos números reais (dentro da algebra dos
complexos C). Os da forma A2 desempenham o papel dos números
reais não negativos. Os unitários desempenham o papel dos números
complexos de norma 1. Se A é autoadjunto e positivo, existe B tal
que B2 = A [245] [281]. Ou seja, que A possui ”raiz quadrada”. É
fácil deduzir este fato se A é da forma A =

∑
n λn Pψn . Basta tomar

B =
∑

n

√
λn Pψn .

Denotamos por ∇ψ = ∇xψ, a expressão

∇ψ(x) = (
∂ψ(x)

∂x1
,
∂ψ(x)

∂x2
, ...,

∂ψ(x)

∂xn
).



Caṕıtulo 2

Estados e a equação de

Schrödinger

Para o leitor apreciar a diferença do setting Clássico e Quântico
saiba que:

1) M = massa do Sol = 1, 99 1030Kg e D= distancia Terra-Sol:
149.597.891 km

Razão M/D = 1022g/m.

2) m = massa do núcleo do Hidrogênio = 1, 67 10−27Kg e d =raio
da primeira órbita do elétron = 0, 53 10−10m

Razão m/d = 10−14g/m.

É este quociente de escalas de unidade de medida que vai deter-
minar a natureza do problema. No segundo caso não teremos mais
uma descrição determińıstica mas sim estat́ıstica. As ”forças”(o que
existe na verdade seria ”em termos”menos o gradiente do potencial)
que agem ao ńıvel quântico são de intensidade bem distinta das que
agem ao nivel clássica (interação gravitacional do Sistema Terra-Lua,
por exemplo).

Se o sistema f́ısico a ser analisado for governado pelo Hamiltoni-
ano,

H(x, p) =
|p|2
2m

+ V (x) =
p21 + p22 + p23

2m
+ V (x),

33
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x, p ∈ R3, mas para uma massa m muito pequena, então não valem
mais as leis da Mecânica Clássica, e sim as leis da Mecânica Quântica.
Vamos elaborar um pouco sobre esta afirmação.

No setting clássico
p21+p

2
2+p

2
3

2m é o termo de energia cinética e V (x)
o termo de energia potencial. Assim o HamiltonianoH(x, p) é a soma
destas duas energias. Desta forma H descreve a energia total.

A particula é descrita na Mecânica Clássica de forma determinis-
tica pela trajetória (x(t), p(t)) que satisfaz a equação de Hamilton

x′j(t) =
∂H(x, p)

∂pj
, p′j(t) = −∂H(x, p)

∂xj
, j ∈ {1, 2, 3},

com condição inicial (x(t0), p(t0)) = (x0, p0) (ver [7], [184], [290] ou
[2]).

Suponha que a força F (x) satisfaça a equação −∂V (x)
∂x = F (x)

para todo x. Neste caso dizemos que a força deriva do potencial V .
Note que a expressão da equação diferencial acima apenas afirma

que p(t) = mx′(t) e que p′(t) = F (x(t)). Ou seja, afirma quemx′′(t) =
F (x(t)), expressão esta que descreve a conhecida Lei de Newton.

Dizemos que x descreve a posição da part́ıcula e que p descreve o
momento da part́ıcula. Note que o momento, neste caso, é a massa
vezes a velocidade da part́ıcula.

Em resumo, na Mecânica Clássica se a part́ıcula no tempo t0 esta
em (x0, p0) ∈ R6, ela então estará, de forma determińıstica, no tempo
t em (x(t), p(t)) ∈ R6, seguindo o caminho (x(t), p(t)) que satisfaz a
equação de Hamilton (uma equação diferencial ordinária de primeira
ordem em R6)

x ′
j(t) = pj(t) e pj

′(t) = −∂V (x)

∂xj
, j ∈ {1, 2, 3}.

No caso em que H(x, p) : R2 → R e H(x, p) = p2

2m + V (x), onde
V : R → R, então a equação de Hamilton é

x ′(t) = p(t) e p ′(t) = −d V (x)

d x
.

Por exemplo, no caso unidimensional quando H(x, p) = p2

2 + x2

2
temos que (x(t), p(t)) = R (cos t,−sent), R > 0, descreve distintas
soluções da equação de Hamilton.
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Na Mecânica Clássica os valores da energia varrem um cont́ınuo de

possibilidades, ou seja, os valores de H(x, p) = p2

2m +V (x). Uma pro-
priedade importante é a conservação de energia total: se (x(t), p(t))
satisfaz a equação de Hamilton para um dado HamiltonianoH , então,
H(x(t), p(t)) é constante (isto é, não depende de t).

Na Mecânica Hamiltoniana as variáveis x e p estão em igualdade
de condições (coisa que não acontece com x e v = x′ na Mecânica
Lagrangiana). Esta desvinculação de x e p está, de certa forma,
dentro do esṕırito dos fundamentos da Mecânica Quântica.

Na Mecânica Quântica só vamos considerar, inicialmente, a posição
x da part́ıcula. Esta vai ser descrita via a probabilidade de encontrá-
la numa certa região do espaço num certo determinado tempo.

A descrição no sentido quântico de uma densidade associada ao
momento p será analisada mais tarde.

Considere H = L2
C
(R3)(dx) (onde dx é a integração usual em R3)

que é o conjunto das funções ψ : R3 → C, tais que
∫
|ψ(x)|2 dx =∫

|ψ(x1, x2, x3)|2 dx1 dx2 dx3 < ∞. Neste espaço consideramos o
produto interno definido por 〈φ, ψ〉 =

∫
R3 φ(x)ψ̄(x)dx [57] [245].

Uma função ψ : R3 → C em L2
C
(R3)(dx) tal que |ψ| = 1 será

chamado de estado (ou, função de onda). Ele é uma entidade
matemática que vai descrever a aleatoriedade de uma entidade f́ısica
que é a part́ıcula quântica.

A distribuição da posição espacial x = (x1, x2, x3) da part́ıcula
quântica vai ser descrita pela densidade |ψ(x1, x2, x3)|2.

Considere uma familia ψt : R
3 → C, indexada pelo tempo t, em

L2(R3)(dx) tal que

∫

R3

|ψt(x1, x2, x3)|2dx1 dx2 dx3 =

∫

R3

|ψt(x)|2dx = 1,

para todo t.
Gostaŕıamos que a probabilidade de encontrar a posição x =

(x1, x2, x3) da part́ıcula em (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3), no tempo
t, fosse expressa por

P (Xt ∈ (a1, b1)×(a2, b2)×(a3, b3)) =

∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)

|ψt(x)|2dx.
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A familia ψt(x), t ≥ 0, vai descrever a evolução temporal da
particula, ou seja, para cada tempo t, vamos obter a densidade que
descreve a posição espacial da part́ıcula.

Isto de fato é posśıvel, mas a questão é como determinar tal ψt.
Note que desejamos encontrar ψt que descreve o fenômeno f́ısico
observado na natureza ao longo do tempo determińıstico t.

Definição 2.1. Um elemento genérico em ψ em H = L2
C
(R3)(dx),

tal que
∫
|ψ(x)|2dx = 1, será denominado de estado, ou, função de

onda. Assim, ψt, t ≥ 0, é o estado no tempo t.

Destacamos o fato fundamental de que, embora o objetivo seja
descrever a probabilidade (da posição espacial) da part́ıcula no tempo
t estar em (a1, b1)× (a2, b2)× (a3, b3), via

∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)

|ψt(x)|2dx,

todo o procedimento que será descrito abaixo envolve a ψt e não a
|ψt|2. Vamos dizer de qualquer forma, de maneira vaga, que ψ(t) de-
screve a probabilidade da posição x da part́ıcula no tempo t. Observe
que ψ(t) e ψ(t) eiαt, α ∈ R, irão descrever a mesma probabilidade
(quando tomarmos o módulo e elevarmos ao quadrado).

Ou seja, existe uma ambiguidade no estado ψ ∼ ψ eiθ com θ real.
No texto V é sempre uma função real.
Suponha que a part́ıcula em análise está sob a influência de um

potencial V (x). Como determinar ψt, t ≥ 0? A equação fundamental
da ψt(x) = ψ(t, x) na Mecânica Quântica é dada pela equação de
Schrödinger:

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
4xψ(t, x) + V (x)ψ(t, x). (2.1)

Ou seja, ψt(x) é tal que para todo x ∈ R3 e todo t ≥ 0 vale

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
(
∂2ψ(t, x)

∂x21
+
∂2ψ(t, x)

∂x22
+
∂2ψ(t, x)

∂x23
)+V (x)ψ(t, x).

O aparecimento do número complexo i na equação acima poderia
parecer neste momento meio misterioso, mas em um instante vai se
mostrar bastante natural.
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Acima ~ ∼ 6.626069... 10−34 é uma constante conhecida com
a constante de Planck. Não é uma constante matemática. Esta
constante é obtida para uma certa escolha de unidades de medida
(Joule.segundos).

Por exemplo, se uma part́ıcula de massa muito pequena estivesse
sujeita a ação de um potencial V da forma V (x1, x2, x3) = x21 + x22,
então a correspondente equação de Schrodinger seria tal que para
todo x = (x1, x2, x3) e todo t ≥ 0, temos que

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
(
∂2ψ(t, x)

∂x21
+
∂2ψ(t, x)

∂x22
+
∂2ψ(t, x)

∂x23
)+ (x21+x

2
2)ψ(t, x).

Qualquer ψ(t, x) que resolva a equação acima vai descrever uma
posśıvel evolução temporal desta part́ıcula. Vários exemplos interes-
santes são calculados explicitamente em [119], [76] e [33].

Um estudo detalhado desta equação aparece em [29] e [212].

A condição inicial seria dada por uma certa densidade inicialmente
fixada ψt0 ∈ L2

C
(R3)(dx) que tem sua norma neste espaço de Hilbert

igual a 1, ou seja, tal que |ψt0 | = 1. A densidade |ψt0(x)|2 descreve
a estat́ıstica da posição espacial x da part́ıcula no tempo incial t0.
Para simplificar vamos supor que t0 = 0. A evolução de ψt, ao longo
do tempo t ≥ 0, ficará determinada de forma única a partir desta ψ0

inicial.

Um ponto importante a destacar é que quando consideramos a
densidade acima, não estamos falando de um feixe de part́ıculas, mas
a descrição de uma única part́ıcula cujo comportamento a prinćıpio
ignoramos, mas que será descrita por esta função.

No caso em que x é unidimensional a equação de Schrödinger seria
dada por

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x).

Assim, fixada uma condição inicial ψ0 : R → C em L2
C
(R)(dx),

então a probabilidade de encontrar a part́ıcula no tempo t no inter-

valo [a, b] seria dada por
∫ b
a |ψt(x)|2 dx, onde ψt(x) satisfaz a equação

acima. Na figura 2.1 o valor da área achuriada descreve esta proba-
bilidade.
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Não vamos falar neste texto de questões que envolvem conjunta-
mente a Teoria da Relatividade. Isto é necessário apenas quando se
trabalha com part́ıculas que tem alt́ıssima velocidade. Por exemplo,
o entendimento do comportamento dos eletrons emitidos pelos fila-
mentos incandescentes dentro de um tubo catódico não requer uma
descrição nos moldes da Mecânica Quântica Relativ́ıstica. A teoria a
ser descrita aqui basta, em prinćıpio, para a sua comprensão.

a b
x

Figura 2.1:

Note que, aparentemente, nada se afirma sobre o momento p na
equação acima (este apareceu na equação clássica de Hamilton). O
momento inicial também será descrito por uma outra função den-
sidade, via um elemento em L2

C
(R3)(dp), onde dp é a medida de

Lebesgue em R3. Na verdade, uma vez fixada a distribuição da
posição x, dada pela condição inicial ψt0 , esta nova distribuição es-
pacial do momento p ∈ R3 ficará determinada de maneira única a
partir de ψt0 como veremos em breve.

Na Mecânica Quântica vamos associar ao Hamiltoniano inicial-

mente considerado H(x, p) = p2

2m + V (x), um operador H agindo em
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certas funções ψ em L2(R3)(dx), de tal forma que H(ψ) = φ, onde
φ é dado para todo x = (x1, x2, x3) por

φ (x) = − ~2

2m
4xψ(x) + V (x)ψ(x) =

− ~2

2m
(
∂2ψ(x)

∂x21
+
∂2ψ(x)

∂x22
+
∂2ψ(x)

∂x23
) + V (x)ψ(x).

A associação de H(x, p) com o Operador Hamiltoniano

H = − ~2

2m
4+ V =

P2

2m
+ V

é chamado de quantização do sistema clássico definido pelo Hamilto-
niano H .

Note que, em primeiro lugar, uma ψ em L2
C
(R3)(dx) não neces-

sariamente é duas vezes diferenciável. No entanto, o conjunto das
funções de classe C2 é denso em L2

C
(R3)(dx), e, para uma ψ geral a

ação do operadorH vai ser descrito por uma procedimento limite (na
norma do espaço de Hilbert L2

C
(R3)(dx)) a partir da expressão acima

(que formalmente só faz sentido para uma função duas vezes difer-
enciável). Este processo envolve muitas tecnicalidades e no momento
só vamos ressaltar que vale esta propriedade.

Observe também que na ausencia de potencial o operador H é
basicamente menos o operador Laplaciano. Neste caso vamos denotar
tal H porH0. O sistema clássico associado considera part́ıculas livres
que andam em linha reta, ou seja, seguindo geodésicas para a métrica
Euclidiana. Vamos voltar a analisar este caso no cenário quântico
mais tarde.

De forma sintética a equação de Schrödinger afirma que para a
desejada ψt vale a expressão

H(ψ) = i~ψ′, (2.2)

ou seja, para todo t ≥ 0 e todo x, a ψ(t, x) satisfaz

dψ

dt
= ψ′(t) =

1

i~
H(ψ(t)) =

1

i~
(− ~2

2m
4+ V) (ψ(t)), (2.3)
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onde ψ(0) = ψ0 ∈ L2
C
(R3)(dx), ψ0 : R3 → C, foi fixada como condição

inicial.
Referimos o leitor a [51] para resultados gerais envolvendo a equação

de Schrodinger. Notas históricas sobre o desenvolvimento da Mecânica
Quântica aparecem em [72].

Vamos agora considerar um exemplo: seja V = 1
2 mX 2, então

neste caso,

H =
P2

2m
+

1

2
mX 2.

Neste caso estamos quantizando o Hamiltoniano clássicoH(x, p) =
p2

2m + 1
2 mx2 que descreve o oscilador harmônico.

Lembre que para qualquer constante α

d

dt
ei α t =

d

dt
( cos(αt) + i sen(αt) ) = α (−sen(αt) + i cos(αt) ) =

α i( cos(αt) + i sen(αt) ) = iα ei t.

Ora,

ψ(t, x) = (
m

π~
)

1
4 e−

m x2

2~ e−i
1
2 t = (

m

π~
)

1
4 e−

mx2

2 ~ ( cos(−1

2
t)+i sen(−1

2
t) )

é tal que d
dt ψ(t, x) = ( mπ ~

)
1
4 e−

m x2

2~ (−i 1
2 ) e

−i 1
2 t.

Note que

d

dx

d ψ(t, x)

dx
= (

m

π ~
)

1
4 e−

m x2

2~ e−i
1
2 t [−m

~
+
m2 x2

~2
].

Vamos agora calcular 1
~ i H (ψ), que resulta em

1

i~
(− ~2

2m

d 2

d 2 x
ψ(t, x) ) +

1

i~

1

2
mx2 ψ(t, x) =

(
m

π ~
)

1
4 e−

m x2

2~ (−i 1
2
) e−i

1
2 t.

Observamos então que vale a equação 1
~ i H ψ(t, x) = d

dtψ(t, x).
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Assim, conclúımos que neste caso ψ(t, x) = ( mπ ~
)

1
4 e−

m x2

2~ e−i
1
2 t é

solução da equação de Schrödinger para V = m
2 X 2. Tal evolução tem-

poral ψt, t ≥ 0, corresponde a condição inicial ψ(0, x) = ( mπ ~
)

1
4 e−

m x2

2 ~ .
A densidade da distribuição de probabilidade da posição x da

part́ıcula no tempo t ≥ 0 é dada por |ψ(t, x)|2 = ( mπ ~
)

1
2 e−

m x2

~ (que
por acaso não depende de t).

Retornando ao caso geral, afirmamos que a solução que descreve
a posição espacial da part́ıcula será então descrita por uma curva
ψ(t) = ψt parametrizada por t ≥ 0 no espaço de Hilbert L2

C
(R3)(dx).

Na verdade a evolução ao longo do tempo deveria estar sempre na
esfera unitária de L2

C
(R3)(dx), ou seja, B(1) = {ψ ∈ L2

C
(R3)(dx), tal

que |ψ| = 1}. Isto de fato ocorre pela própria estrutura da equação
de Schrödinger como vamos ver a seguir.

A equação acima, se não fosse pelo termo 1
i~ , lembraria a equação

da difusão.
A solução ψt = ψ(t) que satisfaz ψ′ = 1

i~ H(ψ), e a condição
inicial ψ0 no tempo t = 0, pode ser descrita, em prinćıpio, de forma
simples [241] para t ≥ 0 através de

ψ(t) = et
1
i~ H(ψ0).

Note que
et

1
i~ H(ψ0) = e−t i

1
~
H(ψ0).

A função de onda no tempo t ≥ 0, obtida através da ação do
exponencial do Hamiltoniano H, denominada ψt, é determinada pela
condição inicial ψ0. A expressão |ψt(x)|2 vai descrever no tempo t a
probabilidade de encontrar a part́ıcula em uma certa região A atraves
do valor

∫
A |ψt(x)|2 dx.

O valor médio da posição da part́ıcula no tempo t seria
∫

x|ψt(x)|2dx.

Note que como H é auto-adjunto então o operador de evolução
temporal e−t

i
~
H, t ≥ 0, é tal que para cada t fixo ele é unitário.

Desta forma, como 〈ψ0, ψ0〉 = 1 e H é autoadjunto, então vale que

〈e−i
~

Htψ0, e
−i
~

Htψ0〉 = 1. Assim, para todo t ≥ 0 temos que |ψt|2
descreve a densidade de uma probabilidade em R3.
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Após o explicado acima, acreditamos que ficou mais claro agora
o papel do i na equação de Schrödinger H(ψ) = −i~∂ψ∂t . De forma
expĺıcita: se H fosse limitado, então para todo x e t ≥ 0 temos que

ψt(x) = e
−t i
~

Hψ0(x) =

∞∑

0

1

n!
[

(−iH t

~

)n
ψ0](x).

Em geral o operador H que devemos considerar aqui não é limi-
tado, e, é necessário expressar o que dissemos acima de outra forma
(ver seção 2.20 de [189]), mas, entendemos que, neste momento, nossa
liberdade poética é justificavel por razões didáticas.

Considere um sistema com massa muito pequena que se encontra
no regime quântico. Suponha que o potencial clássico associado fosse
V (x1, x2, x3) = x21 + 7x32. Seu Hamiltoniano quantizado associado

seria o operador autoadjunto H = P2

2m +X 2
1 +7X 3

2 = 1
2m P ◦P+X1 ◦

X1 + 7X2 ◦ X2 ◦ X2.

Fixada uma condição inicial ψ0, a sua evolução temporal t ≥ 0, é
dada por

ψt = e
−i t
~

( P2

2m+X 2
1 +7X 3

2 )ψ0.

Se o potencial fosse V (x1, x2, x3) = x1 x3 teŕıamos de enfrentar o

problema de escolher entre o Hamiltoniano P2

2m+X1 X3 e
P2

2m+X3X1.
Lembre que em geral os operadores podem não comutar. Questões
como estas são o objeto da próxima seção. No presente caso não
haveria problema pois é fácil ver que X3 X1 = X1 X3. Na próxima
seção vamos abordar questões relacionadas a este assunto.

Observamos que se ψt satisfaz a equação de Schrödinger, entao ψt
satisfaz a equaçao de Schrödinger com tempo invertido

H(ψ) = −i~∂ψ
∂t
.

É importante separar aquelas propriedades básicas que provêm
do fenômeno f́ısico (observadas, direta ou indiretamente, na natureza
através de experimentos) daquelas que podem ser deduzidas matem-
aticamente destas.
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Vamos enunciar ao longo do texto sete postulados (que devem ser
entendidos como as propriedades ”Matemáticas”que devemos assumir
a partir da ”F́ısica”do problema) que irão aparecer na medida da sua
conveniência.

Destacamos aqui o fato que não existe consenso entre os f́ısicos so-
bre um conjunto mı́nimo e consistente de postulados para a Mecânica
Quântica. Alguns destes Postulados não são sujeitos a comprovação
através de experimentos. Eles apenas estabelecem as fundações de
uma teoria cujas consequencias tem sido comprovadas em sua maior
parte através de diversos experimentos realizados ao longo de várias
décadas. O sentido da palavra Postulado no presente texto é apenas
aquele de enunciar uma afirmação que não é derivável matematica-
mente, mas que é necessário assumir para que o modelo matemático
a ser estabelecido descreva o fenômeno f́ısico observado (através de
experiências). A fomulação matemática precisa capturar estas pecu-
liaridades.

O autor gostaria de esclarecer que os postulados apresentados
aqui podem nem mesmo ser um conjunto minimal de postulados. Por
exemplo, como se pode comprovar no texto [189], alguns postulados
formulados no presente texto poderão ser deduzidos de um postulado
mais fundamental (enunciado por exemplo via o Teorema Espectral).

Nosso objetivo é tão somente permitir o entendimento da for-
mulação matemática dos fenômenos descritos pela Mêcânica Quântica.
Uma certa intuição do que acontece no fenômeno f́ısico é sem dúvida
muito útil e importante. Mas, este não é o foco principal do presente
texto.

POSTULADO 1. Suponha que uma certa part́ıcula (que é
regida pelas Leis da Mecânica Quântica) é descrita no tempo t = 0

pela densidade |ψ0(x)|2, onde 1 = |ψ0| =
√∫

M
|ψ0(x)|2 dx.

Então existe uma famı́lia ψt indexada por t ≥ 0, com |ψt| = 1,
denominada estado (ou função de onda) no tempo t, ψt : R

3 → C,
tal que probabilidade de encontrar a part́ıcula num conjunto C ⊂ R3

no tempo t é dada por

∫

C

|ψt(x)|2dx =

∫

C

|ψ(t, x)|2dx.
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Se a part́ıcula esta sob a ação de um potencial V (independente de t),
então ψ(t, x) satisfaz a equação de Schrödinger correspondente (2.1)
com a condição inicial ψ0.

Note que ψ(t, x) e ψ(t, x) eic(t,x) descrevem a mesma probabilidade
(quando para um t fixo tomamos o módulo ao quadrado |ψ(x)|2). Se
para um dado t vale que ψt(x) = aei c dizemos que c é a fase associada
e a a amplitude da onda. Como veremos em breve a fase desempenha
um papel fundamental na interferencia entre distintos estados.

Podemos considerar em um certo tipo de problema que, inicial-
mente, no tempo 0, a part́ıcula estava colocada num certo ponto x0 ∈
R3. Desta forma a condição inicial na equação de Schrödinger seria
ψ0 = δx0 , ou seja, a delta Dirac em x0 (uma idealização matemática
que definimos precisamente na seção 13). A condição inicial não se-
ria mais um elemento em L2

C
(R3)(dx) mas sim uma distribuição, ou,

também chamada de função generalizada (na seção 13 vamos elab-
orar sobre este conceito). A δx0 representa um ”densidade”que não
possui dispersão.

Desta forma a evolução temporal seria dada por ψt, t > 0, que
satisfaz no sentido de distribuição

ψ′(t) =
1

i~
H(ψ(t)), ψ(0) = δx0 .

Neste caso, a densidade probabilistica do momento p no tempo
0, ficaria sem sentido como veremos. Este fato está associado ao
Prinćıpio da Incerteza.

Na verdade na Mecânica Quântica uma ”part́ıcula”localizada no
ponto x0 é descrita, mais precisamente, pelo que se vai chamar de
pacote de ondas (vamos preferir, em geral, considerar um caso par-
ticular, que é o assim chamado pacote Gaussiano centrado em x0),
este sim, um elemento em L2

C
(R3)(dx), e que será apresentado na

seção 8. A esta ”part́ıcula”vamos poder associar o conceito de posição
”média”e momento ”médio”. Este estado possui certas particulari-
dades notáveis. Oservamos que o conceito de velocidade vai aparecer
mais tarde no texto (mas de uma forma um pouco distinta do esper-
ado).
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O leitor pode encarar a questão da interpretação do sentido da
densidade do estado da seguinte forma: se colocarmos a part́ıcula
no ponto x0, várias vezes seguidas sob a ação do mesmo sistema
descrito por H, ela poderá evoluir ao longo do tempo de distintas
maneiras. Assim, num tempo fixado t não poderemos dizer de forma
determińıstica onde ela está. Mas se colocarmos, digamos, mil vezes a
part́ıcula na mesma posição x0, e a seguir observarmos a sua posição
no tempo t, o número de vezes nt que ela está em (a1, b1)× (a2, b2)×
(a3, b3) será tal que aproximadamente

nt
1000

∼
∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)

|ψt(x)|2dx.

Na Mecânica Quântica, de forma completamente diferente da Me-
cânica Clássica, não vai se determinar o comportamento individual
de uma part́ıcula, mas sim, a estat́ıstica do conjunto de soluções.

Em experiências em laboratório se consegue liberar através de
um aparelho uma part́ıcula por vez. A maneira como o aparelho
está preparado determina o estado (digamos ψ). Se liberamos várias
vezes a part́ıcula sob a ação do mesmo aparelho, a estat́ıstica da sua
colisão com um objeto fixado (uma placa senśıvel), será descrita pela
densidade |ψ(x)|2.

A necessidade da descrição probabiĺıstica da posição da part́ıcula
segue da nossa ignorância ”determińıstica”(para tentar prever o seu
comportamento). No entanto, a teoria afirma que não existe ig-
norância ”estat́ıstica”.

A estrutura conceitual da Mecânica Quântica é intrinsicamente
aleatória. Atómos radioativos, mesmo que preparados da mesma
forma em laboratório, decaem aleatoriamente no tempo precisamente
de acordo com as previsões probabiĺısticas da Mecânica Quântica
([13]).

Um dos primeiros experimentos em laboratório onde foram obti-
dos resultados que estão em concordancia com a Teoria da Mecanica
Quantica foi o experimento de Stern–Gerlach. Uma sintética ex-
posição do assunto pode ser encontrada na seção 5.13 de [11].

Seria natural pensar que, numa certa determinada vez em que
colocamos a part́ıcula em uma posição x0, a sua evolução temporal
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seria descrita por um caminho continuo em R3. Algo semelhante a
uma trajetória amostral de um movimento Browniano. Afirmamos
que do ponto de vista da F́ısica esta concepção não está correta.
Fixado um tempo t, se faz uma medição da part́ıcula neste instante,
e, ela tem uma certa estat́ıstica. Isto é tudo.

Quando a condição inicial ψ0 não é δx0 , mas sim uma função em
L2(R3)(dx), então estaremos analisando um caso em que a própria po-
sição inicial da part́ıcula não é determińıstica. Ou seja, ela tem uma
certa distribuição de posição inicial descrita pela densidade |ψ0(x)|2,
onde 1 = |ψ0| =

√∫
M |ψ0(x)|2 dx.

O formalismo acima se estende de forma natural a L2
C
(Rn)(dx).

Este elemento ψ : Rn → C é o que chamamos uma função de onda
em Rn, ou, um estado em Rn. Dizemos que está normalizada se ψ
tem norma neste espaço de Hilbert igual a 1.

Um dos objetivos das próximas seções é esclarecer o que corre-
sponde na Mecânica Quântica à posição x = (x1, x2, x3, .., xn) (que
usualmente se considera na Mecânica Clássica). O operador Xj ,
j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, vai desempenhar o papel da coordenada xj da
posição x da part́ıcula clássica.

Vamos analisar também em breve o que corresponde na Mecânica
Quântica ao momento p = (p1, p2, p3, .., pn) da Mecânica Clássica. O
operador Pj , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde Pj(ψ) = −i~ ∂ψ∂xj

vai desempen-

har o papel da coordenada pj do momento clássico p.

Definição 2.2. É usual chamar U(t) = e−t i
1
~
H de propagador, ou,

operador de evolução, associado ao gerador infinitesimal − i 1
~
H.

É fácil ver que U(t) satisfaz a propriedade de semigrupo (ver seção
4.3 in [14]): dados s, t ≥ 0, temos que

U(t)U(s) = U(t+ s).

Dados dois estados φ e ϕ (com norma igual a 1) é natural na
Mecânica Quântica entender que < φ,ϕ > é um número complexo
mas seu módulo | < φ,ϕ > | descreve num certo sentido o quanto
um é similar ao outro. Se eles são ortogonais | < φ,ϕ > | = 0, mas,
se por acaso eles são iguais | < φ,ϕ > | = 1. Se | < φ,ϕ > | é
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próximo de 1 dizemos que os estados φ e ϕ são coerentes. Ainda,
se | < φ,ϕ > | é próximo de 0 dizemos que eles não são coerentes
(ou, que são descoerentes). Um fenômeno bastante investigado é o
estudo de diversos processos que levam a que dois estados φ, ϕ que
eram inicialmente coerentes se tornam descoerentes. Por exemplo,
em certos casos φ e ϕ são coerentes mas, eventualmente, a evolução
dinâmica de ϕ, segundo o Hamiltoniano H, faz com que e−t i

1
~
H(ϕ) e

φ se tornem mais e mais descorentes a medida que t→ ∞. Referimos
o leitor a [63] onde um certo caso é tratado e relacionado com o
Teorema Ergódico Quântico de Von Neumann (ver [278] e [193]).

Destacamos aqui o fato que a equação de Schrödinger (que é
uma equação diferencial parcial de segunda ordem linear) conduz de
maneira natural a um estudo de autovalores e autovetores de H. De
fato, suponha que ψ(t, x) que é uma solução de

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = Hψ(t, x),

seja escrita, via separação de variáveis, como ψ(t, x) = c(t)ψ(x).
Obtemos assim, substituindo a expressão na equação de Schrödinger,

e, a seguir, derivando em t

i~ c ′(t)ψ(x) = c(t)H(ψ)(x).

Logo existe uma constante λ tal que

λ =
i~ c ′(t)

c(t)
=

H(ψ)(x)

ψ(x)
.

Desta forma obtemos que c(t) = e
−i
~
λ t, para to t ≥ 0, e, ainda

que H(ψ) = λψ, para todo x.

Assim, tal ψ(t, x) = e
−i
~
λ t ψ(x), onde ψ é autovetor de H asso-

ciado ao autovalor λ, descreve uma classe ”especial”de soluções da
equação de Schrödinger com condição inicial ψ.

Se ψ0 não é autofunção de H, de qualquer forma, ψt = e
−t i
~

Hψ0

descreve a evolução temporal do estado inicial ψ0 ao longo do tempo
t ≥ 0.

Um estudo matematicamente aprofundado e rigoroso da equação

H(ψ) = − ~
2

2m 4 + V(ψ) = λψ é apresentado ao final de [176] (ver
também [51]).
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O conjunto dos autovalores λ de H, e mais geralmente o espectro
deste operador, desempenha um papel muito importante na Teoria
(ver seção 11 em [176] para um estudo detalhado do espectro deste
operador). Referimos o leitor a seção 9.4 em [39] para o cálculo de
autovalores e autofunções em diferentes exemplos.

Vamos mostrar mais tarde na seção 2.1 de [189] que (sob certas
hipóteses) o conjunto dos valores do espectro do operador autoad-
junto H está contido na imagem do Hamiltoniano clássico H(q, p)
associado. Em particular os pontos de espectro pontual e cont́ınuo
de H são sempre reais (ver seção 2.1 de [189]).

Note que o operador Hamiltoniano P2ψ = −~2 d2

d2xψ (o caso em
que V = 0 e m = 1), agindo em L2

C
([0, 2 π])(dx), é tal que para cada

n natural, vale que ψ(x) = ei n x é autofunção em L2
C
([0, 2 π])(dx)

associada ao autovalor ~2 n2. A função cos(nx) também é autofunção
associada ao autovallor ~2 n2.

Definição 2.3. Um estado inicial ψ é dito estacionário para H se
U(t)(ψ) = ψt, é tal que para todo t ≥ 0, e, para todo x, vale

|ψ(x)|2 = |ψt(x)|2.

Ou seja, se ψt determina a mesma densidade que ψ para todo t ≥ 0.

Por exemplo, se V = m
2 X 2, sabemos que

ψ(t, x) = (
m

π ~
)

1
4 e−

m x2

2~ e−i
1
2 t

satisfaz a equação de Schrödinger. Note que neste caso

ψ(0, x) = (
m

π ~
)

1
4 e−

m x2

2~

define um estado inicial estacionário.

Note que |ψ(0, x)|2 = ( mπ ~
)

1
2 e

− x2

~

m determina uma distribuição

de probabilidade Gaussiana fixa que tem média zero e variância ~

2m .
Observe que se a massa m for grande então a variância será pequena.
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Voltando ao caso geral quando H(ϕn) = λn ϕn, n ∈ N, note que

para n fixo, independente de t, temos que ψt = e
−i
~
λn t ϕn deter-

mina a mesma distribuição de probabilidade que ϕn. Ou seja, como
caso particular, as funções |ψ3.1(x)|2 = |ψ7.2(x)|2 definem a mesma
densidade de probabilidade. Conclúımos assim que para n fixo, se
H(ϕn) = λn ϕn, então ϕn define um estado inicial estacionário para
a evolução temporal da equação de Schrödinger.

Sendo assim, dado H, para encontrar estados estacionários, deve-
mos então buscar ψ : Rn → C e λ ∈ R tais que H(ψ) = λψ

Suponha que H seja da forma

H =
∑

n

λn Pϕn ,

onde os ϕn (de norma 1) formam um conjunto completo enumerável
(note que nem sempre isto ocorre) e os λn são reais. Por convenção
sempre indexamos os autovalores em ordem crescente

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn < ...

Estes autovalores vão corresponder a ńıveis de energia do Hamil-
toniano quântico. Ou seja, no presente caso, a medição da energia
de um estado só poderá dar como resultado um destes autovalores
do operador Hamiltoniano H. Isto será mais bem explicado na seção
1.3. No caso do operador H ter espectro cont́ınuo a situação é mais
complexa e uma medição vai resultar num elemento do espectro de
H (detalhes na seção 2.1 de [189]).

Sendo assim, obtemos a forma geral da função de onda

ψ(t, x) =

∞∑

n=0

αn e
−i
~
λn t ϕn(x),

onde ϕn é o autovetor associado a λn e αn ∈ C. A condição inicial
ψ0 =

∑∞
n=0 αn ϕn, determina os valores αn, n ∈ N.

Assim, ψt(x) =
∑∞
n=0 αn e

−i
~
λn t ϕn(x), t ≥ 0, fica determinado

(sabemos quem são os αn, n ∈ N, a partir da expansão do estado
incial ψ0).
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Observe que estamos assumindo neste momento que V é tal que
qualquer elemento no espaço de Hilbert possa ser expresso como uma
soma

∑
αnϕn.

Uma expressão mais geral - como a descrita acima - não é esta-
cionária.

Note que ψ(t, x) =
∑∞

n=0 αn e
−i
~
λn t ϕn(x) está normalizada. Isto

porque para todo t temos |ψt| =
√∑∞

n=0 |αn|2.
Desta forma para qualquer t vale que

∫
|ψt(x)|2dx = 1.

Se o Hamiltoniano H definido acima esta agindo no toro de di-
mensão n, ou, em uma variedade diferenciável compacta M , então,
de fato, pode-se mostrar que (sob conidições razoáveis sobre V ) existe
um conjunto orthonormal completo de autofunções.

Note que estamos sendo um pouco imprecisos aqui. O estado dado

por
∑

αne
−i
~
λntϕn poderia ser um elemento em L2(R3)(dx) que não

tem norma 1. É usual falar do estado definido por um genérico φ
como aquela obtido a partir de 1

|φ|φ, ou seja, após ser normalizado.

Isto será feito no texto em várias situações sem ser mencionado.

Um dos resultados importantes que mostraremosmais tarde (seção
2.1 de [189]) é o seguinte:

Teorema 2.1. Seja V (x) uma função cont́ınua em Rd satisfazendo
V (x) ≥ 0, e V (x) → ∞ com |x| → ∞. Então

1. H = − ~
2

2m 4+ V é auto-adjunto

2. σ (H) consiste de autovalores isolados {λn}∞n=0, com λn → ∞,
quando n→ ∞.

Ou seja, H é da forma

H =
∑

n

λn Pϕn ,

onde os ϕn formam um conjunto ortonormal completo enu-
merável.



51

Este Teorema permite exibir uma grande classe de exemplos em
que o espectro é constitúıdo apenas por autovalores e estes são em
quantidade enumerável. Isto acontece por exemplo para o oscilador
harmônico.

Os autovalores λn, n ∈ N. descrevem os possiveis valores de ener-
gia deste Hamiltoniano que podem ser obtidos via medição (ver seção
3). A palavra ”Quanta”tem o sentido de quantidades discretas. Neste
caso os λn, n ∈ N, seriam os posśıveis ńıveis de energia λn que pode-
riam resultar de uma medição (conforme seção 3). Medições são
feitas através de aparelhos em laboratórios. Por exemplo, se pode
medir a energia de uma part́ıcula quântica.

O Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + x2

2 , que corresponde a V (x) =
x2

2 , se enquadra nas hipóteses do último Teorema acima. Conforme
veremos na seção 1.6 os autovalores do correspondente operador quan-

tizado H = P2

2m + X 2

2 são λn = (n + 1
2 ) ~

1√
m
, n = 0, 1, 2, ..., n, ..., e

assim apenas estes valores podem surgir de medição da energia de
um estado. Note que λn+1 − λn = ~ 1√

m
.

Observamos que a medida que a massa m cresce o espaçamento
entre os ńıveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclássico
seria considerarm→ ∞ e desta forma o espaçamento tenderia a zero.
Isto faz muito sentido em função do fato que na Mecânica Clássica
(em prinćıpio o limite da Mecânica Quântica quando a massa é muito
grande) existe um continuo de possiveis ńıveis de energia.

Definição 2.4. Caso exista o menor autovalor, a autofunção asso-
ciada a este autovalor é denominada de ”ground state”(ou, estado
fundamental).

As outras autofunções - estados - são consideradas mais excitadas.

No cenário clássico os valores da energia varrem um cont́ınuo de

possibilidades, ou seja, os valores de H(x, p) = p2

2m + V (x). Note
que estes valores estão sempre acima do mı́nimo de V . No caso do
Teorema acima os valores de energia seriam os possiveis autovalores
λn (contido nos valores da imagem de H como veremos).
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Dado um potencial V : R → R de classe C∞ e o correspondenteH
suponha que λ seja um autovalor e ϕ : R → R a associada autofunção.
Isto é para todo x

− ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x).

Assim,
~

2m

d2ϕ(x)

d2x
= (V (x) − λ)ϕ(x).

Pode-se mostrar que tal ϕ é C∞. Resultados análogos são também
verdadeiros no setting em que V : S1 → R é de classe C∞, ou seja, é
verdade que ϕ : S1 → R é C∞.

Se existir um ponto x onde ~

2m
d2ϕ(x)
d2x = 0, então a menos que

ϕ(x) = 0 teremos que λ está na imagem de V : R → R.
Desta forma, neste caso, os valores da energia estão dentro da

imagem de V . Assim, valores de V e autovalores do operador de
Schrödinger estão relacionados. Este fato será descrito de forma mais
elaborada e com muitos detalhes na seção 2.2 de [189].

No setting em que V : S1 → R, como ϕ é diferenciável e periódica
vão existir pontos onde ϕ′ é nula. Haverão tambem pontos onde
ϕ′′ = 0.

Dado um potencial V : [a, b] → R periódico, ou seja (V (a) =
V (b)), e de classe C∞, então existe um conjunto ortonormal com-
pleto de autofunções periódicas ϕn : [a, b] → R, n ∈ N para o oper-
ador H. Uma maneira de se obter isto é a seguinte: o operador H
tem inverso compacto G e assim se pode utilizar aqui o Teorema Es-
pectral para o operador compacto G a fim de indiretamente obter o
conjunto orthonormal enumerável completo ϕn, n ∈ N (e correspon-
dentes autovalores λn para o operador Hamiltoniano H (ver seção 8.3
e Theorem 2.105 pagina 204 em [82] ou [64]).

O espectro de H quando V periódico é analisado por exemplo na
seção 1.4.1 em [175].

Neste caso os autovalores de H podem assumir valores que não
estão entre o máximo e o mı́nimo de V .

O conjunto enumerável dos autovalores βn do operador compacto
G se acumula em zero quando n → ∞. Desta forma existe um
número infinito de autovalores λn = 1

βn
para H e eles convergem a
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infinito. Este problem é tratado via função de Green no Corolário
2 página 116 do Cap. IV em [141]. Observamos que em [141] as
condições de fronteira para as autofunções ϕn : [a, b] → R são gerais
(por exemplo da forma ϕn(a) = 0 = ϕn(b)) mas não exatamente
periódicas da forma ϕn(a) = ϕn(b)). De qualquer forma os mesmos
prinćıpios gerais podem ser aplicados no caso periódico. Em [201] na
expressão (1.3.2) da seção 1.3 as condições periódicas de fronteira são
contempladas como caso particular.

O mesmo ocorre para o operador Hamiltoniano H correspondente
a V : M → R quando M é variedade Riemanniana compacta (sem
bordo).

Estas questões unidimensionais estão relacionadas ao Problema
de Sturm Liouvile (num intervalo [a, b]) e são descritas com muitos
detalhes em [141] e também por J. Bellissard na seção 1.5 pagina 555
de [286]. Por exemplo, as autofunções tomam valores reais (ver 2.5 na
página 102 de [141]) e os autovalores formam um conjunto enumerável
(ver 2.6 página 103 e Cor. 4 página 117 em [141]). Referimos também
o leitor a [64] para outros detalhes sobre estas considerações.

A autofunção ϕ0 associada menor autovalor λ0 do operador H
(ver seção 11.5 em [176]) satisfaz é claro a equação

H(ϕ0) = − ~2

2m
4(ϕ0) + V(ϕ0) = λ0ϕ0.

Assim, ϕt = e
−i
~
λ0 tϕ0 descreve a evolução desta condição inicial que

é estacionaria.
Denote por ϕm0 a solução para cada m distinto de H(ϕm0 ) =

[− ~
2

2m 4+ V ](ϕm0 ) = λ0ϕ
m
0

No caso unidimensional a autofunção associada ao menor auto-
valor é única e estritamente positiva. No item 3) da seção 1.6 onde ap-
resentamos vários exemplos o caso espećıfico de potencial V periódico
e as autofunções deH será analisado com mais detalhe. O leitor inter-
essado em mais detalhes pode encontrá-los na proposition 2.9 chapter
8 in [269] ou em [176].

Questões interessantes que relacionam a posśıvel descoberta de
um certo Hamiltoniano especial (tal que seus autovalores satisfaçam
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certas propriedades determinadas) e a Hipótese de Riemman apare-
cem em [30], [54] and [26]

Note que para obter a densidade da posição do estado ψt, t fixo,
nos basta |ψt|2. O papel e a necessidade de se tratar o estado ψt, t
fixo, como uma função que toma valores complexos, no entanto, está
associado ao seu caráter de onda e sua sucetibilidade à interferência.
Vamos elaborar sobre isto.

Suponha que

H =
∑

n

λn Pϕn .

Se por acaso o estado inicial fosse ψ0 = a2ϕ2 + a7ϕ7., então,

ψt = a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2 + a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7

vai definir a distribuição de probabilidade em x, via |φt(x)|2, que vai
variar dependendo de t. Assim, não seria um estado estacionário.

Suponha ainda que t está fixo, e, que seja posśıvel construir um
aparato de tal forma que a part́ıcula sob a ação do Hamiltoniano
H selecione no tempo t um estado fixo (com norma 1), digamos,

e
−i
~
λ2 t ϕ2. Então, a densidade na variável x observada seria dada

por
|ϕ2(x)|2.

Suponha que t está fixo, e, que agora construimos um novo aparato,
similar ao anterior, mas de tal forma que a part́ıcula sob a ação do

Hamiltoniano H selecione o estado (com norma 1) e
−i
~
λ7 t ϕ7. Então,

a densidade na variável x observada seria dada por

|ϕ7(x)|2.
Um fato surprendente na Mecânica Quântica é que as distintas

possibilidades de probabilidade se interferem entre si! Esta inter-
ferência poderia se dar de muitas formas distintas, mas a que
realmente ocorre na Natureza é aquela que é a mais natural
em termos da estrutura subjacente de espaço vetorial. Mais
exatamente, suponha que contrúıssemos um terceiro aparato que se
utiliza dos outros dois anteriores, que não privilegia em excesso nen-
hum dos dois, mas que permite a seleção de part́ıculas sob as duas
situações.
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Pode ocorrer uma combinação do dois estados. Obteŕıamos assim
um estado mixto. Suponha que a2, a7 ∈ C são tais que a função
resultante tenha norma em L2(R3) igual a 1, ou seja, que

|a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2 + a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7 | = 1.

Ao se fazer uma medição deste novo estado, a densidade em x
observada no tempo t no fenômeno f́ısico em consideração, é dada
por

| [ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] + [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] |2 (∗).

O caráter da soma

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] + [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] (∗∗),

é exatamente como aquela obtida através da soma de duas funções
de ondas,

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] e [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] (∗ ∗ ∗),

que se superpõem. Note como podem ser distintos os possiveis valores
da norma da soma ao variarmos apenas t. Se num certo tempo t e
num certo ponto x as parcelas estivessem positivamente alinhadas,
por exemplo,

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] = 5 e−0.3i,

e
[ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] = 8 e−0.3i

a soma das parcelas seria máxima. Desta forma a probabilidade de
encontrar a part́ıcula perto deste ponto x no tempo t seria grande.

Se, por outro lado, no tempo t e neste mesmo ponto x as parcelas
não estivessem alinhadas, por exemplo, uma igual a 5 e−0.3i e a outra
igual a 8 e (−0.3+π)i, então a soma seria bem menor.

Uma expressão do tipo (*) e que é oriunda de (**) determina
muitas vezes um distribuição com muitas pequenas oscilações (grande
variação da derivada). Isto ocorre mesmo que |ϕ2(x)|2 e |ϕ7(x)|2 não
possuam muitas oscilações. Uma descrição geométrica do que esta-
mos dizendo: imagine que na figura 2.3 temos que (a) descreve o
gráfico de |a2 ϕ2(x)|2 e (b) descreve o gráfico de |a7 ϕ7(x)|2. Então
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poderia eventualmente ocorrer em uma dada situação que (d) de-
screve ”aproximadamente”o gráfico de (*).

Observe que sob as condições acima quando se fizer uma medição
da energia vamos obter ou λ2 ou λ7. Quando se faz uma medição
existe um colapso da indeterminação (oriunda da prévia aleatoriedade
entre os posśıveis eventos λ2 ou λ7) e se obtém apenas uma das duas
possibilidades. Ao se fazer uma nova medição nas mesmas condições
do aparato experimental se poderia obter de novo a mesma energia
ou então a outra.

Em resumo: as distintas probabilidades individuais (em
separado) se interferem quando consideramos o coletivo de-
las. Esta interferência se dá de uma forma análoga à interfer-
encia de ondas num meio ĺıquido. Note que a probabilidade
é uma função matemática e não é um objeto de natureza
f́ısica como, por exemplo, uma onda eletromagnética. A
introdução da estrutura complexa na questão em análise é
que permite neste momento expressar esta interferência de
forma matematicamente simples e elegante.

Para ilustrar o problema em consideração no mundo real, ap-
resentaremos o seguinte experimento: de um lado, temos uma fonte
emissora S de part́ıculas (elétrons, por exemplo). Cada part́ıcula deve
passar por um anteparo, que possui duas fendas, e atingir um detec-
tor D no outro lado (figura 2.2). Faremos a medição da posição da
part́ıcula quântica ao colidir com o detector sempre no mesmo
tempo t após cada part́ıcula ser emitida no tempo t = 0. Desta forma
repetindo o experimento várias vezes podemos obter uma distribuição
de probabilidade da posição destas colisões (sempre no mesmo tempo
t após ser emitida a part́ıcula). Referimos o leitor para a seção 1.1
em [153] para uma formulação mais precisa em termos do fenômeno
f́ısico em consideração.

Se fecharmos a fenda 2 e liberando várias part́ıculas podemos cal-
cular a distribuição de probabilidade P1(x) de o detector ser acionado
por um elétron que passou pela fenda 1 conforme figura 2.3 (a) e co-
lidiu no ponto x ∈ D no tempo t. A variável x descreve a posição
na placa detectora. Se ψt descreve o estado da part́ıcula (sob tais
condições) no tempo t então |ψt(x)|2 = P1(x).
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Num outro experimento - liberando várias part́ıculas - podemos
fechar a fenda 1 conforme figura 2.3 (b)) e calcular a distribuição de
probabilidade P2(x) de o detector ser acionado por um elétron que
passou pela fenda 2.

Vamos agora realizar outro experimento em que deixamos as
duas fendas abertas e - liberando vária part́ıculas - fazendo varias
medições teremos que algumas particulas irão passar pela fenda 1
e outras pela fenda 2. Nesta situação faremos uma estatistica das
várias colisões na placa determinado a probabildade de que o choque
ocorreu em algum lugar da placa detectora.

Pareceria natural que a média as duas distribuições anteriores
nos forneceria a probabilidade de o detector ser acionado por um
elétron que passou pela fenda 1 ou pela fenda 2 (ver figura 2.3 (c)) e
colidiu no ponto x em D. De outra forma: do ponto de vista clássico
a probabilidade de que uma part́ıcula atinja o detector no tempo t é

P (x) =
1

2
(P1(x) + P2(x))

onde P1 e P2 são respectivamente as probabilidades de a part́ıcula
atingir o detector passando pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

Figura 2.2: S é a fonte de elétrons e D é um detector para as
part́ıculas emitidas.

A distribuição de probabilidade (pensando classicamente) deveria
ser uma curva gerada pela superposição das probabilidades via fenda
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1 e 2 (ver figura 2.3). Mas não é isto que acontece no experimento.
Os dados das medições f́ısicas nos mostram que não resulta uma den-
sidade de probabilidade da forma 2.3 (c) mas sim de acôrdo com 2.3
d).

No caso das duas fendas abertas, a distribuição que descreve as
part́ıculas que colidem no ponto genérico x do detector no tempo
t terá - a partir dos dados reais coletados - o aspecto aproximado
de uma senóide com amplitude decrescente à medida que nos aproxi-
mamos dos extremos do anteparo (figura 2.3 (d)). Desta forma, obte-
mos os padrões de interferência entre posśıveis caminhos alternativos.
Observa-se uma difração na distribuição probabiĺıstica dos dados o
que revela o caráter ondulatório de part́ıculas como elétrons (para
mais detalhes sobre os dados experimentais ver [285]). Para uma in-
teressante discussão sobre o fenômeno da tripla fenda recomendamos
o leitor a [258].

As distribuições de probabilidade (objetos matemáticos) in-
dividualizadas (ou seja, P1 e P2) se interferem quando colocadas em
conjunto. Este experimento ilustra em termos f́ısicos o que descreve-
mos antes: o carater oscilatório da distribuição da dupla fenda está
em consonância com expressões do tipo (*) (**) e (***). Em ter-
mos matemáticos a estrutura de espaço vetorial (soma de números
complexos) captura a essência de como corre a interferência.

Na Mecânica Quântica, os modelos não são observados sem que
causemos nele algum tipo de interferência. Ainda, o fato de observar
simultanemente dois eventos pode resultar em algo bem mais com-
plexo que examinar cada caso em separado.

Note o fato intrigante que a simples existencia da possibilidade
da observação por duas fendas altera, instantaneamente, o compor-
tamento estat́ıstico da part́ıcula a ser emitida.

Uma discussão sobre o interferômetro de Ramsey e o fenômeno
de interferencia aparece na seção 6.2 em [8].

A terminologia estados coerentes está associada a descrição do
fato que estados quânticos se interferem. A medida que se considera
massas maiores num determinado sistema acontece o fenômeno de-
nominado decoerencia que significa que as interferencias começam a
ficar mais fracas. Outros fenômenos também podem produzir deco-
erencia e isto é muito importante na Teoria da Informação Quântica.
Na dissertação [144] é apresentada um discussão interessante sobre
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Figura 2.3: (a) P1(x). (b) P2(x). (c) P1(x) + P2(x) (previsão clássica). (d) A
distribuição que é realmente observada no caso da dupla fenda.

este tópico.

Na medida em que o sistema descrito por H(x, p) é considerado
com uma massa maior e maior, e se as distâncias forem muito grandes
(e ainda uma certa proporção entre elas) nos afastamos mais e mais
da Mecânica Quântica (ver [205], [249] e [5]). Observa-se no fenômeno
f́ısico que diminui mais e mais a votatilidade da part́ıcula. Este
tópico esta descrito aqui nas seções que consideram o chamado limite
semiclássico que, num certo sentido, significa assumir que a massa e
as distâncias envolvidas estão ficando maiores e maiores (chegando
ao ńıvel dos objetos macroscópicos). Observamos aqui que na ver-
dade esta questão envolve uma análise mais complexa do que supor
apenas isto. Este tópico será abordado na seção 2.14 de [189]. Nestas
considerações estamos supondo sempre que está mantida a forma do
Hamiltoniano, ou seja, o potencial V não muda.

No trabalho [156] o autor destaca e explica porque quando se toma
na ”Mecânica Quântica”o limite em ~ indo a zero (questão rodeada
de polêmica cient́ıfica) não se determina o mundo da ”Mecânica
Clássica”. Referimos o leitor para [202], [133], [69], [97], [177], [110] e
[284] para considerações e resultados matematicamente interessantes
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sobre o assim chamado limite semiclássico da Mecânica Quântica. No
texto vamos tocar neste tópico em alguns momentos (por exemplo,
antes da definição 1.28).

Um pouco antes da definição 1.4 mostramos um exemplo onde
ao tomar o limite da massa m → ∞ obtemos um resultado que faz
sentido do ponto de vista clássico. Note que neste caso este limite
semiclássico irá considerar apenas estados estacionários.

Em [263] o autor (que é um matematico expert no assunto de
limite semiclássico) explica que no caso de um eletron a equação

i ε
∂ψ

∂t
(t, x) = − ε2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x)

é aquela obtida reescalando todos os parametros f́ısicos da equação
de Schrodinger (massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.).
Este ε é uma constante ”dimensionless”, ou seja, uma constante
matemática sem atributos de grandezas como metros, segundos, etc...
Assim, o comportamento clássico ”deveria”emergir quando ε vai a
zero assumindo a premissa básica que a Mecânica Clássica descreve
sistemas que possuem escalas de energia-tempo muito maiores que ~.

Mais precisamente, para t fixo, a distribuição de probabilidade
de |ψt(x)|2 - onde ψt satisfaz a equação de Schorodinger acima com
ε variável - deveria descrever, de alguma forma, quando ε → 0, um
sistema mecânico clássico.

Mas uma análise completa da questão, segundo o autor, ainda não
está totalmente contemplada em termos matemáticos (ver [98] para
maiores detalhes).

Para um certo tempo fixado t, a probabilidade espacial ψt vai des-
crever no limite semiclássico um comportamento coletivo de soluções
[15]. Estamos sendo um pouco amb́ıguo aqui porque na equação de
Hamilton se necessita fixar uma posição e um momento inicial, mas
isto pode ser corretamente equacionado de outra forma (via pacote de
ondas Gaussiano). Observamos que só quando a massa cresce e fica
a ńıvel macroscópico, que volta a ter sentido o conceito de velocidade
(como a conhecemos na Mecânica Clássica).

Observação: No caso de um potencial V periódico a análise do
limite semiclássico quando m → ∞ afirma que a probabilidade de-
scrita pela densidade |ϕm0 |2(x)dx vai se concentrar nos mı́nimos do



61

potencial V . Esta afirmação está matematicamente fundamentada
em vários casos e referimos o leitor a [135] [253] [254], [105], [154],
[155], [108] e [138] para a prova destes resultados. Observe que do
ponto de vista f́ısico faz sentido que o limite do estado quantico de
mı́nima energia, quando m → ∞, vá determinar soluções no menor
ńıvel de energia para o Hamiltoniano clássico. Observamos que em-
bora em [138] (e em outras das referencias acima mencionadas) os
autores falem em ~ → 0, ou ε → 0, o resultado também pode ser lá
enunciado alternativamente como m→ ∞.

Considere fixado um Hamiltoniano

H(x, p) =
|p|2
2m

+ V (x),

mas de massa m variável. Quando a massa é pequena o caráter on-
dulatório do estado se faz presente, no entanto, quando consideramos
uma massa maior e maior, nos aproximamos da Mecânica Clássica,
onde não se percebe a manifestação de tal fenômeno. A decoerencia
é (aproximadamente) total. Como se interpreta a passagem de uma
teoria a outra? Mais tarde quando tratarmos do limite semiclássico
vamos abordar tal questão. Na verdade, vai ser o método da fase
estacionária [210] que vai dar a justificativa matemática a tal fato.
Quando a massa fica grande as oscilações ficam muito intensas e se
cancelam conforme seção 2.14 de [189]. Mas então vamos necessitar
assumir certas hipóteses sobre em qual sentido estamos fazendo isto.

Na Mecânica Clássica a adição de uma constante V0 ao potencial
não altera as equações de Hamilton, e, assim o mesmo acontece com
a evolução temporal do sistema.

Na Mecânica Quântica por sua vez a adição de uma constante
ao potencial clássico, e sua consequente quantização, leva ao aparec-

imento (multiplicativo) de uma fase da forma e
−i
~
V0 t na função de

onda ψt. Ou seja, ψt, t ≥ 0, muda. Naturalmente, isto não causa
alteração nas probabilidades de encontrar a part́ıcula em um dada
região.

Note também que a adição de uma constante V0 ao potencial
clássico, e sua consequente quantização, não altera o conjunto das
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autofunções do operador Hamiltoniano associado, mas, os correspon-
dentes autovalores sao transladados por V0.

Copmo já observamos antes que ψ(x) = a(x)ei c(x) e φ(x) =
a(x)ei b(x), onde a(x) > 0 e b(x), c(x) são números reais, descrevem a
mesma distribuição de probabilidade da part́ıcula porque para todo
x vale |ψ(x)|2 = a(x)2 = |φ(x)|2.

Segundo alguns autores, no entanto, o c(x) (que descreve uma
fase na onda ψ) tem relevância do ponto de medição probabiĺıstica e
isto está relacionado com o que se chama de Berry phase. Não vamos
elaborar sobre isto (ver [37]).

A teoria descrita nesta seção pode ser extendida em sua maior
parte a Hamiltonianos que possuem um potencial que depende do

tempo, ou seja, da forma H(x, p, t) = |p|2
2m + V (x, t). Para simpli-

ficar o desenvolvimento da teoria vamos considerar no texto apenas
Hamiltonianos autônomos.

A t́ıtulo de ilustração, informamos que no site

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html

é possivel encontrar uma sintética exposição da Mecânica Quântica
acompanhada de alguns programas de computador que permitem
ao leitor perceber através de figuras e simulações algumas da pro-
priedades básicas que serão descritas de forma teorica aqui.

Exposições matematicamente rigorosas e bem mais sofisticadas
do que a descrita no presente texto podem ser encontradas em [289],
[72], [287], [12], [126] ou [227].

No interessante artigo ”Gap Labelling Theorems for Schrödinger
operators”de J. Bellissard em [286], ao lado de diversas considerações
históricas, o autor discute na seção 1.3 pagina 548 a questão de con-
siderar operadores limitados ou não no setting de C∗-Algebras. Neste
trabalho também é discutida a questão: é natural considerar os prob-
lemas de Mecânica Quântica no setting de Geometria não Comuta-
tiva (ver seção 2) ? Em [189] o ponto de vista de C∗-Algebras (em
Mecânica Quântica e Mecânica Estat́ıstica Quântica) é discutido com
algum detalhe.

Um topico mais avançado é por exemplo a relação da Mecânica
Quântica com spectral triplets (uma boa exposição pode ser encon-
trada por exemplo em [164] e [275]).

Em [72] o autor descreve com detalhes e de forma rigorosa alguns
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modelos importantes do ponto de vista da F́ısica como os relacionados
com o átomo de Hidrogenio, Potenciais Coulomb, átomos de Hélio,
etc... Estes tópicos são também tratados com rigor em [12] e [117].

Questões que envolvem as desigualdades de Bell e hidden variables
permitem mostrar que não se pode tratar as questões da Mecânica
Quântica com o formalismo clássico da Teoria dos Processso Es-
tocásticos. Uma bela exposição ao mesmo tempo curta e simples
de tais tópicos aparece em [11] na seção 5.2.2 (ver também [12]).

Para uma descrição geral de distintas formalizações da Mecânica
Quântica referimos o leitor a [63].

Em [95] são apresentados vários exemplos interessantes que po-
dem ser ilustrados e, eventualmente, melhor entendidos via simulação
em computador usando o software Mathematica.



Caṕıtulo 3

O Comutador na

Mecânica Quântica

Os observáveis clássicos são funções e os observáveis quânticos
serão operadores autoadjuntos. O produto de funções (que é co-
mutativo) será substitúıdo no cenário quântico pela composição de
operadores.

Vamos analisar algumas propriedades básicas da composição de
alguns dos operadores que desempenham um papel fundamental na
teoria.

Definição 3.1. O comutador de dois operadores A e B é definido
como

[A,B] = AB −BA.

Assim, se A e B comutam o seu comutador é o operador zero.
Note que para qualquer operador A vale [A,A] = 0.

Uma motivação para estudar tal questão é saber, por exemplo, se
X1 P2 = P2 X1.

Vamos mostrar no Teorema 4.2 que se dois operadores comutam
então eles são simultaniamente diagonalizáveis (usando um mesmo
conunto ortnormal completo).

Lema 3.1. Dados os operadores A,B, e C, então:

64
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1) [A,B]= - [B,A]
2) [A,B C] = B [A,C] + [A,B]C.
3) [A, [B,C] ] + [B, [C,A] ] + [C, [A,B] ] = 0.

Demonstração:
Vamos demonstrar apenas 3).
Ora,

[A, [B,C] ] = [A,BC]− [A,CB] =

B[A,C] + [A,B]C − C[A,B]− [A,C]B =

B[A,C]− [A,C]B + [A,B]C − C[A,B] = [B, [A,C]] + [[A,B], C] =

− [B, [C,A]]− [C, [A,B]].

�

Lema 3.2. Para quaisquer j, k ∈ {1, 2.., n}

1)[Xk,Xj ] = [Pk,Pj ] = 0

e, ainda, para qualquer j ∈ {1, 2.., n}

2)
i

~
[Pj ,Xj ] = Id.

Finalmente, para j 6= k ∈ {1, 2.., n}

3)
i

~
[Pj,Xk] = 0.

Demonstração:
1) Para uma dada ψ temos

[Xk,Xj ](ψ) = [XkXj −XjXk](ψ) =
xk xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn)− xj xk ψ(x1, x2, x3, ..., xn) = 0.

Para uma dada ψ de classe C2 temos

[Pk,Pj ](ψ) = [PkPj − PjPk](ψ) =
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~2
∂2ψ

∂xk∂xj
− ~2

∂2ψ

∂xj∂xk
= 0,

porque as derivadas parciais mistas comutam.

2) Para uma dada ψ temos

[Pj ,Xj ](ψ) = [PjXj −XjPj ](ψ) =

−i~{
∂

∂xj
(xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn)) − xj

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn)} =

−i~{[xj
∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) + ψ(x1, x2, x3, ..., xn)]−

xj
∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } =

−i~ψ(x1, x2, x3, ..., xn)

3) Suponha k 6= j. Para uma dada ψ temos

[Pj ,Xk](ψ) = [PjXk −XkPj](ψ) =

−i~{
∂

∂xj
(xk ψ(x1, x2, x3, ..., xn)) − xk

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } =

−i~{xk
∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) − xk

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } = 0.

�

O lema acima requer algum cuidado com os domı́nios dos oper-
adores envolvidos, mas não vamos aqui entrar em detalhes técnicos.

Suponha que dois operadores autoadjuntos A e B co-
mutem e que o estado tenha sido preparado em ψ ∈ L2

C
(Rn)(dx).

Então os dois observáveis A e B podem ser medidos para
”certos estados”ψ simultaneamente com infinita precisão.
Não é posśıvel preparar o estado ψ num laboratório de tal
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forma que se possa medir X2 e o momento P2 simultane-
amente com infinita precisão. Isto porque [X2,P2] 6= 0. O
sentido matematicamente exato do que estamos afirmando
será explicado de forma mais apropriada na seção 8.

Se dois operadores autoadjuntos A e B satisfazem [A,B] =
0 então é porque as medições correspondentes tem inde-
pendencia - medições de um não alteram a estat́ıstica das
medições do outro - (ver considerações interessantes na seção
5.12 de [11]).

Assim, não surprende que [X1,X2] = 0. O fato que [X2,P2] 6=
0 faz sentido. De fato, classicamente p2(t) = mx2

′ (t) se
p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)), e portanto a componente 2 da ve-
locidade x ′(t) = (x1

′(t), x2 ′(t), x3 ′(t)), ou seja x′2, depende da
posição x2.

Lema 3.3. Para qualquer j ∈ {1, 2.., n}, e, qualquer ψ

i

~
[H,Xj ](ψ) = − i~

m

∂

∂xj
ψ =

1

m
Pj (ψ).

Demonstração:
Note que para todo j temos que

4(xjψ)(x) = xj4ψ(x) + 2∇jψ(x),

onde ∇jψ = ∂ψ
∂xj

.

Ora,

H(xj ψ) (x) = − ~2

2m
4(xjψ)(x) + xj V (x)ψ(x) =

− ~2

2m
[xj4ψ(x) + 2∇jψ(x)] + xj V (x)ψ(x).

Desta forma, para um dado ψ temos

[H,Xj ](ψ)(x) = (HXj )(ψ)(x) − (Xj H )(ψ)(x) =

[− ~2

2m
[xj4ψ(x) + 2∇jψ(x)] + xj V (x)ψ(x) ]−
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xj [−
~2

2m
4(ψ)(x) + V (x)ψ(x) ] = −~2

m
∇jψ(x).

Portanto, i
~
[H,Xj ] = − i~

m∇j =
1
mPj .

�

De forma similar se pode mostrar que:

Lema 3.4. Para qualquer j ∈ {1, 2.., n}, e, qualquer ψ

i

~
[H,Pj](ψ) = − ∂V

∂xj
ψ.

Faremos agora um breve paralelo com o mundo da Mecânica
Clássica. Considere o Hamiltoniano H(x, p), a equação de Hamil-
ton e suponha que (x(t), p(t)) descreva uma solução clássica.

Vamos mostrar que o comutador [A,B] dos operadores A e B
corresponde na Mecânica Clássica ao colchete de Poisson [184].

Definição 3.2. Se f, g : R2n → R, definimos o seu colchete de
Poisson

{f, g} =
n∑

j=1

(
∂f

∂pj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂pj

)
,

onde, f(x, p) = f(x1, ..., xn, p1, .., pn), g(x, p) = g(x1, ..., xn, p1, .., pn).

Pode se mostrar ([184] Ex 5 seção 3.2) que para cada k, j ∈
{1, 2.., n} vale {pk, pj} = {xk, xj} = 0, {xk, pj} = δkj .

Isto corresponde, na Mecânica Quântica, a [Xk,Xj ] = [Pk,Pj ] =
0, i

~
[Pj ,Xj ] = Id, e, ainda, para j 6= k, i

~
[Pj ,Xk] = 0.

Se H(x, p) : Rn × Rn → R é o Hamiltoniano no sistema clássico,
então a dinâmica clássica pode ser descrita pelas equações de Hamil-
ton

ẋk = {H,xk}, ṗk = {H, pk}, k ∈ {1, 2.., n}.

De fato, por exemplo, para cada k ∈ {1, 2.., n}
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x′k = {H,xk} =

n∑

j=1

(
∂H

∂pj

∂xk
∂xj

− ∂H

∂xj

∂xk
∂pj

)
=
∂H

∂pk
.

A expressão pk
m = x′k = {H,xk} é semelhante a que foi obtida

acima

1

m
Pk =

i

~
[H,Xk] .

Ainda, p′k = {H, pk} = − ∂V
∂xk

, corresponde a afirmação: para
qualquer ψ

i

~
[H,Pk](ψ) = − ∂V

∂xk
ψ.

Desta forma se percebe que a quantização do colchete de Poisson
corresponde ao comutador de operadores.

Note que os operadores P2

2m e V não comutam.

Desta forma, não se pode afirmar que e
P2

2m +V = e
P2

2m eV .

Observe ainda que o operador P2

2m + X2 P2 não é autodjunto.
Referimos o leitor a [136] para algumas considerações interessantes

relacionadas com os tópicos descritos acima.
Ao final da seção 2.16 de [189] vamos abordar a relação entre

{ ., . } e [ ., . ] no limite semi-clássico ~ → 0.



Caṕıtulo 4

Observáveis, valor

esperado e o operador

momento

No caso de uma certa part́ıcula ser descrita de forma probabiĺıstica
por uma densidade |ψ(x)|2, ou seja, a probabilidade de encontrá-la
numa região A é dada por

∫

A

|ψ(x)|2 dx,

observamos que as regiões onde |ψ(x)|2 é grande são aquelas que
temos mais chance de encontrá-la. Mesmo assim, é claro que se for
muito muito pequeno o volume de uma região B em que os valores
|ψ(x)|2 são grandes, a integral

∫
B
|ψ(x)|2 dx poderá ter valor pequeno,

ou seja será pequena probabilidade de encontrar a part́ıcula em B.

Na análise que de qualquer fenômeno de natureza aleatória é na-
tural tentar descobrir o comportamento médio associado. Por exem-
plo, suponha que a posição espacial de uma part́ıcula sob a ação da
equação de Schrödinger seja descrita por (x1, x2, x3) no tempo t via
ψt ∈ L2(R3)(dx).

Podemos estar interessados em saber o comportamento médio da

70
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sua coordenada x2 no tempo t. A expressão

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3,

descreve de forma anaĺıtica esta informação.
Este valor será denominado posteriormente de valor esperado no

tempo t da variável clássica x2 para a densidade ‖ψt(x1, x2, x3)‖2.
Observe que

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3 =< X2 ψ, ψ > .

Se, por exemplo, o valor de ‖ψt(x1, x2, x3)‖2 é muito grande perto
do ponto (4.3, 7.1, 2) ∈ R3 em comparação com os outros pontos de
R3, ou seja a densidade está muito concentrada em (4.3, 7.1, 2), então
a integral acima vai ficar perto do valor 7.1.

Definição 4.1. Um operador autoadjunto A agindo no espaço de
Hilbert H será chamando de observável. Vamos denotar de valor
médio (ou valor esperado) da part́ıcula descrita por ψ ∈ H sob o
observável A a expressão

E(A)ψ =< A >ψ=< ψ,Aψ > .

No caso geral, o observável A pode ter o espectro constitúıdo por
parte cont́ınua e pontual (autovalores).

Como A é autoadjunto, este valor < ψ,Aψ > será sempre um
número real como já vimos na primeira seção.

Note que o o valor esperado de um A geral está sempre atrelado
a uma distribuição espacial oriunda do estado ψ fixado.

Por exemplo, se H = L2(R3)(dx), e, A = X2, então, para uma
dada fixada ψt

< X2 >ψt=< ψt, X2(ψt) >=

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3 .

Uma pergunta natural é: quais são as propriedades da função de
váriavel t, dada por < X2 >ψt , que se pode obter a partir do fato que
ψt satisfaz a equação de Schrodinger?
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Na Mecânica Clássica os observáveis são funções f(x, p). Por e-
xemplo, podemos estar interessados na evolução da coordenada x2
do sistema mecânico governado por um certo Hamiltoniano clássico
H(x, p). Neste caso, f(x, p) = x2. Podemos estar eventualmente
interessados na evolução da coordenada p3 deste sistema clássico;
assim, seria natural considerar f(x, p) = p3. Se considerarmos o
observável clássico f(x, p) = p21+p

2
2+p

2
3, então estaŕıamos observando

o módulo ao quadrado do vetor momento. E assim, por diante. Mais
exatamente, se

(x(t), p(t)) = (x1(t), x2(t), x3(t), p1(t), p2(t), p3(t))

satisfaz a equação de Hamilton com condição inicial (x0, p0) ∈ R6,
então, por exemplo, se f(x, p) = x2, teremos que x2(t), descreve
ao longo do tempo a evolução dinâmica da segunda coordenada da
part́ıcula. Ainda, se f(x, p) = p21 + p22 + p23, então p

2
1(t) + p22(t) +

p23(t), descreve ao longo do tempo a evolução dinâmica do módulo ao
quadrado do momento da part́ıcula.

Na Mecânica Quântica vamos trabalhar com a densidade da prob-
abilidade da posição espacial x (ou do momento) da part́ıcula. Não
será possivel dizer de forma determińıstica que no tempo t a part́ıcula
estará num determinado ponto. Se a part́ıcula no tempo t tem dis-
tribuição caracterizada por ψt então seu valor médio de momento P3

será descrito por

< P3 >ψt=< ψt, P3 (ψt) >=

∫
ψt(x1, x2, x3) [−i~

∂

∂x3
ψt(x1, x2, x3)] dx1 dx2 dx3 .

O valor acima será um número real. Destacamos aqui o fato que
foi (de certa forma) inevitável, como vimos, o uso dos números com-
plexos na formulação da equação de Schrödinger. Mas quando vamos
calcular o valor esperado de um observável obtemos sempre números
reais que é o que se esperaria. Ou seja, ao calcular médias voltamos
ao ”nosso bom mundo real”. Num certo sentido, mais próximo, ao
”nosso conhecido mundo clássico”.

A introdução dos números complexos na teoria se deve princi-
palmente a necessidade de se produzir uma apropriada e elegante



73

descrição do fenômeno da interferencia (como foi descrito na seção
2). Na verdade, existem formulações que dispensam a estrutura com-
plexa e os mesmos resultados são obtidos mas por outros prinćıpios
(ver seção 12 no presente texto e ainda 2.18 de [189]).

O oscilador harmônico corresponde ao Hamiltoniano H(x, p) =
p2

2m + mw2 x2

2 .
O correspondente operador H será

φ(x) → − ~2

2m

d2

dx2
φ(x) + φ(x)

mw2 x2

2
.

Os autovalores são os números da forma λn = (n + 1
2 ) ~w, n =

0, 1, 2, ...
Vamos mostrar em breve que o ground state (associado ao auto-

valor λ0 = 1
2 ~w) do oscilador harmônico será da forma φ0 = Ae

−x2

α ,

onde α = 2 ~

mw . Escolhemos a constante A de tal forma que |φ0| = 1
O valor esperado do Hamiltoniano H em φ0 é a energia total do

estado φ0.
Assim, φ0 sob a ação de tal Hamiltoniano tem energia total

<
P2

2m
>φ0 + < V >φ0=

− ~2

2m
A2

∫
e−

x2

α
d2

dx2
(e−

x2

α )dx + A2

∫
e−2 x2

α
mw2 x2

2
dx =

~2

2mα
+
mw2α

8
=

1

2
~w.

Se nosso objetivo fosse observar o momento ao quadrado de φ0 =

Ae
−x2

α , então os posśıveis resultados (ver Postulado 2 a seguir) pode-
riam atingir qualquer número não negativo (o espectro de P2 é a reta
real não negativa). O valor médio das observações seria

< P2 >φ0=
~2

α
.

Como vimos antes, o espectro do operador Xj , j ∈ {1, 2, ., n}
contém toda a reta real. Xj não possui autovalores.
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Assim o operador autoadjuntoXj não possui um conjunto ortonor-
mal completo enumerável de autofunções.

Em qualquer caso, mesmo que o espectro não seja apenas pon-
tual, o espectro do operador H vai desempenhar um papel muito
importante na Mecânica Quântica.

No caso unidimensional, se o observável for X , então estaremos
analisando a posição espacial do estado.

A álgebra dos observáveis deve ser encarada como uma versão
não comutativa da álgebra das funções. A função real x → x23 vai
corresponder a X 2

3 , as funções reais aos operadores autoadjuntos, o
Hamiltoniano clássico H a H, etc...

Uma questão fundamental na teoria é o que se pode obter de uma
medição f́ısica de um sistema quântico. O próximo postulado trata
disto.

POSTULADO 2. Os observáveis em Mecânica Quântica são
descritos por operadores autoadjuntos A. Uma medição do observável
A sobre um estado ψ vai dar como resultado um autovalor, ou mais
geralmente, um elemento do espectro de A.

Suponha que medição seja descrita por A =
∑
n λn Pϕn , onde

os ϕn formam um conjunto ortonormal enumerável completo, e, os
autovalores correspondentes são denotados λn ∈ R. Neste caso o
espectro é constiúıdo pelo conjunto dos autovalores. Assuma que o
estado ψ seja descrito por ψ =

∑
βkϕk, βk ∈ C. Preparando o apar-

elho que fará a observação da mesma forma e em se fazendo várias
medições a frequencia do aparecimento um determinado autovalor λk
é descrita pela probabilidade |βk|2.

A palavra medição acima tem um sentido de algo que é medido
por uma aparato f́ısico. Nao é uma terminologia matemática.

Por exemplo se A for o Hamiltoniano H, então este observável,
ao ser medido sobre uma part́ıcula que está no estado ψ, vai resultar
em algum autovalor de H, o que vai corresponder a um certo ńıvel de
energia. Existem diversos aparelhos que em laboratórios de pesquisa
conseguem medir a energia de um certo estado. Se repetirmos a
medição, sob as mesmas condições, poderá ocorrer um outro resultado
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(que será talvez um outro autovalor de H). No exemplo do oscilador
harmônico apenas os valores λn = (n+ 1

2 ) ~w, n = 0, 1, 2, ..., podem
resultar de uma medição de energia. Neste caso apenas um conjunto
enumerável de autovalores λn poderiam resultar da medição. Fixado
o estado ψ e o observável A então a correncia de cada λn tem uma
certa probabilidade (ver observação 1 abaixo).

Se repetirmos várias vezes estas medições o valor médio delas
será E(H)ψ =< ψ, H(ψ) > (vamos elaborar sobre isto em seguida
na observação 1).

Como dissemos antes vamos mostrar na seção 2 que os conjunto
dos valores do espectro do operador autoadjunto H está contido na
imagem do Hamiltoniano clássico H(q, p) associado. Assim, o postu-
lado acima não é assim tão surprendente.

Note que o observável posição X (caso unidimensional por exem-
plo) não possui autovalores. Uma versão mais ampla do postulado
acima afirma que apenas valores do espectro podem ser obtidos como
fruto de uma medição (ver seção 2.1 e 2.2 de [189], vamos elabo-
rar um pouco mais sobre este ponto). Neste caso, como qualquer
número real está no espectro, temos que uma medição quântica da
posição pode eventualmente atingir qualquer número real. Note que
no experimento da fenda dupla (que mencionamos anteriormente) os
valores atingidos na placa detectora (medição de posição x) podem
estar em qualquer lugar (qualquer ponto da reta real associada ao
detector).

Quando a part́ıcula num tempo t colide no ponto x com a placa
detectora conforme descrito no exemplo da figura 2.2, em função do
seu impacto, se pode ”medir”a sua energia (autovalor do Hamilto-
niano H). Os possiveis valores assim obtidos (sob certas hipóteses)
estariam apenas entre um certo conjunto enumerável de possibildades
(os autovalores do observável H).

Ao passar um foton por um cristal, este ao sair, determina um
estado que é uma combinação de dois estados cada um com um spin.
Isto não caracteriza a ação de um operador autoadjunto. Após esta
passagem, se pode medir a sua colisão com uma placa e áı teremos
uma medição (que será descrito por operador autoadjunto).

A ação de um operador unitário sobre um estado resulta como
output um outro estado. Sendo assim não descreve uma medição.
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Vamos descrever de outra forma o valor < A >ψ para uma certa
ψ em L2(Rn)(dx). Suponha que para o operador autoadjunto A,
definido num espaço de Hilbert H, vale o seguinte: existem autove-
tores ϕn, n ∈ N, de multiplicidade finita, com autovalores λn ∈ R,
que definem um conjunto ortonormal enumerável completo. Em geral
sempre se ordena os autovalores em ordem crescente

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ...

Ora, ψ pode ser escrito como ψ =
∑∞
n=0 αn ϕn.

Assim,

< ψ,A(ψ) >=<

∞∑

n=0

αn ϕn, A(

∞∑

n=0

αn ϕn) >=

<

∞∑

n=0

αn ϕn,

∞∑

n=0

αn λn ϕn >=

∞∑

n=0

λnαn αn =

∞∑

n=0

λn|αn|2.

Se |ψ| = 1, então vale

1 =<

∞∑

n=0

αn ϕn,

∞∑

k=0

αk ϕk >=

∞∑

n=0

αn αn =

∞∑

n=0

|αn|2.

Observação 1: a expressão acima deve ser entendida da
seguinte forma. Fixado ψ, cada valor |αn|2, n ∈ N, descreve a
probabilidade de que a part́ıcula descrita pelo estado ψ (com
densidade de probabilidade |ψ(x)|2), sob a ação do observável
A, e após uma medição, resulte no valor real λn. Esta
afirmação complementa o postulado acima e será explici-
tado no Postulado 5. Mais detalhes e considerações sobre
este ponto aparecem após o Postulado 8 na seção 2.1 de [189].
Podemos considerar então que é inerente ao problema a ex-
istencia de uma medida de probabilidade P com pesos |αn|2,
n ∈ N. Desta forma podemos descrever o valor esperado do
autovalor através da expressão

∑∞
n=0 λn|αn|2. Este sentido

de valor esperado descrito agora é, em prinćıpio, conceitual-
mente diferente do anteriormente introduzido < ψ,A(ψ) >.
Resulta ao fim serem os mesmos valores.
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Note que como
∑∞

n=0 |αn|2 <∞, os valores |αn|2 tendem a zero
quando n → ∞. Assim, os ńıveis correspondentes aos autovalores
maiores tem a tendencia de terem menor probabilidade.

Estamos afirmando (no presente caso) que os únicos possiveis re-
sultados da observação A seriam os autovalores λn. Esta afirmação
requer um explicação mais cuidadosa do seu sentido preciso, e, será
objeto do Postulado 4, e, das considerações subsequentes ao Postu-
lado 6 (seção 2.1 de [189]).

Observe que quando é feita uma medição existe um co-
lapso da indeterminação (oriunda esta da prévia aleatoriedade
descrita pelo estado) e a medição resulta num dos posśıveis
autovalores do operador observável em consideração. O
aparato que faz a medição no laboratório pode ser descrito
de forma matemática via um certo operador autoadjunto L.
O colapso do estado é um postulado que não é governado
pela equação de Schrodinger.

Uma questão interessante é perguntar o que se pode dizer do ”sis-
tema quântico”(que ao ser observado colapsa num autovalor digamos)
”antes”de uma medição. Referimos o leitor a [24] para a descrição
de certos experimentos feitos em laboratório que tentam entender o
mencionado problema.

É importante destacar a diferença entre modelar matematica-
mente a realidade e a realidade f́ısica em si mesma. Se L é um
observável (um operador autoadjunto) e ψ um estado, não existe
uma interpretação f́ısica direta para L(ψ). Por exemplo, não existe
sentido f́ısico para −∆ψ. Observe entretanto que < ψ,L(ψ) > nos
dá o valor esperado; ainda, que os autovalores de L determinam os
posśıveis eventos obtidos via medição. Embora um certo operador
autoadjunto L (observável) fixado permita entender o que se pode
prever no mundo real, não é qualquer expressão matemática inerente
ao modelo que possui uma corresponente interpretação f́ısica.

No entanto, faz sentido do ponto de vista da realidade f́ısica
aplicar um operador unitário a um estado ψ e o resultado é um outro
estado φ.

Existem outros operadores cujo input é um estado ψ e cujo output
é outro estado φ e que tem relevância f́ısica. Por exemplo, certas
experincias em laboratório são descritas por um operador projeção Pϕ
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onde está fixado um estado ϕ. Um operador projeção não é unitário
(não é inverśıvel).

Como dissemos antes a palavra ”quanta”tem o sentido de quanti-
dade discreta. Na Mecânica Clássica uma função (observável) pode
assumir um continuo de posśıveis valores. Na Mecânica Quântica,
por sua vez, um observável A (que satisfaz a hipótese acima, ou seja,
seu espectro é constitúıdo apenas por um conjunto enumerável de au-
tovalores), medido para uma part́ıcula no estado ψ, só poderá apre-
sentar um certo conjunto enumerável de resultados (seus autovalores
λn).

Observação 2: de forma heuŕıstica, podemos dizer que a
medida que a massa m do sistema em consideração cresce
temos que o espaçamento entre os autovalores (a energia)
do Hamiltoniano diminui, de tal forma que quando a massa
fica ”grande”temos a ilusão de que todos os valores reais são
possiveis para a energia (num cont́ınuo de possibilidades do
observável clássico). A formalização matemática rigorosa
de tal afirmação (no entendimento do autor) não está ainda
no momento dispońıvel. No entanto, na seção de exemplos
(no caso do oscilador harmonico) vamos mostrar que esta
afirmação faz todo sentido.

Num átomo existem posśıveis ńıveis de energia para os eletrons
em torno do núcleo. Estes seriam descritos pelos autovalores de um

certo H = − ~
2

2m 4 + V . Se uma part́ıcula tem um certo ńıvel de
energia determinada, digamos λ2, então, sua densidade de posição
espacial será dada pela correspondente densidade |ϕ2(x)|2.

Inicialmente se pode pensar que o eletron estaria no estado de
ńıvel de energia mais baixo, ou seja, com energia λ0, e, descrito pela
densidade de posição |ϕ0(x)|2. Este é denominado de ground state.

Se fornecermos energia ao sistema ele poderá saltar a um ńıvel de
energia mais alto, digamos λ1, e assim seria descrito pela densidade
de posição |ϕ1(x)|2.

Estamos assim colocando o estado num numa certa particular
escolha. Existem outras maneiras de se preparar o sistema num lab-
oratório para se obter um determinado estado ψ.

Considere fixado em operador Hamiltoniano H que será encarado
como um observável. Uma dada part́ıcula quântica (um estado) pode
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exibir um comportamento misto: ter um pouco de energia λ1 e um
pouco de energia λ3, mas suponha que apenas estes. Assim, a ψ que
descreve tal part́ıcula teria a forma ψ = α1 ϕ1 + α3 ϕ3, onde ϕ1 e ϕ3

designam as autofuções de H associadas respectivamente a λ1 e λ3.
Desta maneira, |α1|2 + |α3|2 = 1. Após fixar o ψ, que foi preparado
para estar nesta forma, é que iremos fazer a medição via o observável
A = H. Quando medimos várias vezes (estamos com um observável
A fixo) a sua energia, digamos 1000 vezes, e, calcularmos o número
a1000 de vezes que ”observamos”o valor de energia λ1, obtemos o
valor aproximado

a1000
1000

∼ |α1|2.

Um descrição interessante sobre a diferença entre medições repeti-
das e medições sucessivas aparece na pagina 53 na seção 4.3a em [113].

O desenvolvimento a seguir vai ilustrar o papel dos observáveis
na Mecânica Quântica.

Seja 〈ψt(x), x2ψt(x)〉 =
∫
x2‖ψt(x)‖2dx, então, usando a equação

de Schrödinger e o Lemma 3.3 temos que

d

dt
〈ψt, x2ψt〉 = 〈 d

dt
ψt, x2ψt〉+ 〈ψt, x2

d

dt
ψt〉

= 〈 1
i~

Hψt, x2ψt〉+ 〈ψt, x2
1

i~
Hψt〉

= 〈ψt,
i

~
H(x2ψt)〉 − 〈ψt, x2

i

~
Hψt〉

= 〈ψt,
i

~
[H,X2]ψt)〉

=
1

m
〈ψt,−i~

∂ψt
∂x2

〉 (4.1)

De forma semelhante se mostra que para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n}
vale

d

dt
〈ψt, xjψt〉 =

1

m
〈ψt,−i~

∂ψt
∂xj

〉.

Segue disto que

m
d

dt
< Xj >ψt=< −i~ ∂ψ

∂xj
>ψt=< Pj >ψt .
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Recuperamos assim, via valor esperado, uma expressão semel-
hante à correspondente clássica, ou seja, é verdadeiro para qualquer
j ∈ {1, 2, 3, ..., n} que

mx′j(t) = m
d

dt
xj(t) = pj(t).

Da mesma forma, se pode mostrar também que para qualquer
j ∈ {1, 2, 3, ..., n} vale

d

dt
〈Pj〉ψt =

d

dt
〈ψt,Pj(ψt)〉 = 〈− ∂V

∂xj
〉ψt .

Assim recuperamos, via valor médio, também a expressão clássica
em termos de colchete de Poisson p′j = {H, pj} = − ∂V

∂xj
.

Reunindo as duas expressões, para todo t, temos que para qual-
quer j ∈ {1, 2, 3, ..., n} vale

m
d

dt
< Xj >ψt =< Pj >ψt , e

d

dt
〈Pj〉ψt = 〈− ∂V

∂xj
〉ψt .

Desta forma recuperamos (num certo sentido) as Leis de
Newton (e a equação de Hamilton) ao tomarmos os valores
médios dos observáveis envolvidos.

Assim, o que representaria a versão quantica da velocidade clássica
seria o operador 1

m P .
Vamos generalizar as expressões acima para um operador autod-

junto A qualquer.

Lema 4.1. Seja A autoadjunto, e, ψt satisfazendo a equação de
Schrödinger, então, para todo t

d

dt
〈ψt, Aψt〉 = 〈ψt,

i

~
[H, A]ψt)〉.

Ou, de forma equivalente,

d

dt
〈A〉ψt = 〈 i

~
[H, A]〉ψt .

Este resultado é conhecido como Teorema de Ehrenfest.
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Demonstração:

d

dt
〈ψt, A(ψt)〉 = 〈 d

dt
ψt, A(ψt)〉+ 〈ψt, A(

d

dt
ψt)〉

= 〈 1
i~

H(ψt), A(ψt)〉+ 〈ψt, A(
1

i~
H(ψt))〉

= 〈ψt,
i

~
H(A(ψt))〉 − 〈ψt, A(

i

~
H(ψt))〉

= 〈ψt,
i

~
[H, A](ψt)〉.

�

Vamos elaborar mais sobre o resultado acima na seção 1.13 de
[189].

Fazendo aqui um paralelo com a Mecânica Clássica do resultado
acima lembramos que se pode mostrar ([184] Ex 6 seção 3.2) que dado
F (x, p), F : R2n → R, e sua evolução ao longo de uma solução da
equação de Hamilton (x(t), p(t)), entao vale que

d

dt
F (x(t), p(t)) = {F,H}(x(t), p(t)),

onde {, } denota o colchete de Poisson.
Uma integral primeira para equação de Hamilton (para um Hamil-

tonianoH) é uma função F que é constante ao longo da evolução tem-
poral (x(t), p(t)), ou seja, tal que d

dt F (x(t), p(t)) = 0; uma condição
suficiente para isto é que {F,H} = 0.

De forma análoga, se desejamos obter um observável A tal que o
valor esperado ao longo da evolução temporal descrita pela equação
de Schrodinger (associada ao Hamiltonian H) seja constante, então
segue do Lema acima que basta obter A tal que [H, A] = 0. Note que
como [H,H] = 0 então o valor esperado de H não muda ao longo da
evolução temporal do estado pela dinâmica de Schrodinger.

Como dissemos antes, o sentido f́ısico de um determinado ob-
servável A está associado a uma medição obtida via algum aparelho.
Dada uma part́ıcula que se encontra num estado ψ, podemos medir
a energia, o momento, e outras grandezas pertinentes.
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Definição 4.2. A energia média de uma part́ıcula no estado ψ sob
a ação de H é

Eψ(H) =< ψ,Hψ >=< ψ, [
P2

2m
+ V ](ψ) > .

Se ψ é autofunção normalizada de H associada ao autovalor λ,
então, Eψ(H) = λ.

O operador observável I corresponde a não observar (não medir
nada).

Note primeiro que estes observáveis quânticos A envolvem con-
ceitos que em geral possuem análogos clássicos. Quando a massa m é
muito pequena devemos proceder de maneira diferente (da clássica), e
assim, surge o cenário quântico. Em segundo lugar note que para cal-
cular uma probabilidade associada ao observável A se faz necessário
um estado ψ (que por sua vez envolve a posição x da part́ıcula). Dito
isto, podemos prosseguir.

Observáveis no Setting Clássico: suponha que uma densi-
dade f(x), onde temos que f : Rn → R, descreve a probabilidade
da posição x, mais exatamente, a probabilidade de encontrar x no
conjunto C seria

∫
C
f(x) dx ≥ 0.

A média da posição x seria x =
∫
x f(x)dx.

Um observável clássico, dependente da posição x, seria uma função
cont́ınua g(x), onde g : Rn → R.

Definição 4.3. O valor esperado, ou média, do observável clássico
g seria

Ef (g) = gf =

∫
g(x) f(x)dx.

Vamos supor que o observável clássico g está fixo, e, consideramos
várias posśıveis densidades f . Uma possibilidade de densidade f
seria, por exemplo, um |ψ|2 oriundo do mundo quântico.

POSTULADO 3. Para cada observável clássico g(x), g : Rn →
R (não necessariamente cont́ınuo), corresponde um operador autoad-
junto A com domı́nio denso em L2(Rn)(dx), tal que, para todo ψ em
D(A) vale

g|ψ|2 =< ψ, Aψ > .
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Se B é autoadjunto e D(A) ⊂ D(B) e, para todo ψ ∈ D(A)

g|ψ|2 =< ψ, B ψ >,

então B = A.

Dado o observável clássico g, o associado A será denotado por Qg.
Assim, para qualquer tal ψ ∈ D(A) vale

∫
g(x) |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x)Qg(ψ)(x) dx.

Por exemplo, dado g(x) = x2, temos que Qx
2

= X 2. Será im-
portante considerar tal expressão para funções que não são anaĺıticas
nem mesmo continuas, como por exemplo g(x) = I(−∞,c)(x), onde c
é um número real. A associação para o caso de oberváveis da forma
g(x) será abordada num exemplo na seção 2.1 de [189] após a apre-
sentação do Teorema Espectral.

Observáveis clássicos da forma g(x, p) também podem ser quan-
tizados. A associação ao operador quantizado OW

p g a um dado ob-
servável clássico da forma g(x, p) será feita via a quantização de Weyl
na seção 2.16 de [189].

Vamos ilustrar num exemplo simples (ver [202] and [94]) o pro-
cedimento de quantização de observáveis clássicos da forma g(x, p),
onde x ∈ [0, 2 π] (ou, o ćırculo unitário S1).

Vamos associar a função real g(x, p) um operador autoadjunto L
agindo em L2.

Dada uma função peródica u : [0, 2 π] → C em L2(dx, [0, 1]), pode-
mos escreve-la em termos de série de Fourier (ver por exemplo [39])

u(x) =
∞∑

n=−∞
û(k)e−i kx,

onde û(k) são coeficientes de Fourier de u.
A série de Fourier da derivada de u pode ser obtida através dos

coeficientes de Fourier û(k), k ∈ Z, via

du(x)

dx
=

∞∑

n=−∞
(−i k)û(k)e−i kx.



84 [CAP. 4: OBSERVÁVEIS, VALOR ESPERADO E O OPERADOR MOMENTO

Disto segue que

d2u(x)

d2x
= −

∞∑

n=−∞
k2û(k)e−i kx.

Identificamos z em S1 com [0, 2 π) via z = e−i x = cos(−x) +
isen(−x), onde x ∈ [0, 2 π).

Assim, temos que

u(z) =

∞∑

n=−∞
û(k) zk.

Seja g : S1 × R → C dada, então para ~ > 0, e u : S1 → C em
L2(S1,C) denotamos

Op~(g) (u)(z) =
∑

k∈Z

g(z, ~ k)û(k) zk.

Assim, dado u obtemos uma nova função Op~(g) (u) na variável
z. Isto define um operador Op~(g), denominado a quantização do
observável clássico g(x, p):

Op~(g) : L
2(S1,C) → L2(S1,C).

Quando g é constante e igual a 1, então, Op~(g) é a identidade.
Se g(z, p) = V (z), V : S1 → R, então, Op~(g) é a multiplicação

por V , ou seja o operador V .
Se g(z, p) = p, então Op~(g) (u) = i ~d udz .

Se g(z, p) = p2

2m , então Op~(g) (u) = − 1
2m~2 d

2 u
d2z .

Sendo assim, se g(z, p) = p2

2m + V (z), então

Op~(g) (u)(z) = − 1

2m
~2
d2 u

d2u
(z) + V (z)u(z),

que é o operador de Schrodinger.
O desenvolvimento acima mostra que é natural a associação de g

ao operador L = Op~(g).

Existem observáveis que são naturais na teoria mas que não são
obtidos via a associação com uma g(x, p).
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POSTULADO 4. Fixado o estado ψ, suponha que medição
seja descrita por A =

∑
n λn Pϕn , onde os ϕn formam um conjunto

ortonormal enumerável completo, e, os autovalores correspondentes
são denotados λn. Se o resultado obtido for um determinado λk
que tem multiplicidade 1, então o estado ψ, imediatamente após a
medição, passa a ser ϕk (colapsa).

Considerações interessantes sobre este ”colapso”aparecemna seção
5.12 de [11].

No caso em que o espaço de Hilbert tem dimensão finita o fenômeno
descrito acima é descrito com detalhes em [8]. Uma interessante dis-
cussão sobre a distinção entre ”agir novamente no mesmo sistema e
realizar o mesmo experimento” pode ser encontrada na seção 6.1.2
do mencionado texto.

Alguns dos operadores A =
∑

n λn Pϕn , que aparecem nos prob-
lemas reais f́ısicos são tais que eventuamente um autovalor pode não
ter multiplicidade 1. Neste caso o postulado correspondente é mais
complexo e não vamos elaborar sobre o assunto.

Note que antes de se fazer uma observação o estado tem o po-
tencial de, ao ser subsequentemente medido, produzir como resposta
qualquer um dos autovalores do operador. Temos assim, prévio a
observação, uma grande indeterminação. O estado está em ”estado
latente”. Após a observação, ao se produzir um determinado auto-
valor, a nossa ignorância do resultado desapareceu. Este postulado
ficará bastante natural quando analisarmos o conceito de dispersão
do estado e sua relação com autovalores na seção 8.

O estado da part́ıcula ψ é um elemento de L2(Rn)(dx). Ele é uma
”potencialidade”de posśıveis eventos. É somente ao ser observado
que ele produz uma ”resultado”. E, este, depende de qual observável
A está ”medindo”ψ.

Não é tão simples ilustrar a afirmação acima de que o estado ψ,
imediatamente colapsa após uma medição. O colapso de ψ, passando
instantaneamente a ser ϕk, ao se obter a medição λk tem aplicações
interessantes em teleporte na Teoria da Informação Quântica. Isto
é brevemente descrito no apêndice da seção 2.7 de [189] e permite
entender melhor o sentido do Postulado acima.
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Fixado um estado ψ, sob a observação de A, será natu-
ral para o seu entendimento estat́ıstico, expressar ψ através
do conjunto ortonormal completo dos autovetores de A. Se
observarmos o mesmo ψ através de um outro observável B,
será natural, para o seu entendimento estat́ıstico, expressar
ψ através do conjunto ortonormal completo dos autovetores
de B.

Se A e B comutam, então, como já dissemos antes, certos
estados ψ (os autovetores comuns) podem ser preparados de
forma que se possa medir simultaneamente A e B com in-
finita precisão. O Teorema 1.7 irá ajudar a entender melhor
tal afirmação. Em geral dados dois observáveis A e B eles
não comutam (ver considerações interessantes na seção 5.12
de [11]).

O postulado acima possui uma versão mais geral que contempla
qualquer operador autoadjunto mas não vamos aqui tratar deste as-
sunto (ver [99] ou 5.1.2 em [11]).

Fixada uma condição inicial ψ0, a expressão acima 〈ψt, A(ψt)〉
pode também ser escrita como

〈ψt, A(ψt)〉 = 〈e−t i
~
H(ψ0), A(e

−t i
~
H(ψ0))〉 =

〈ψ0, e
t i

~
HAe−t

i
~
H(ψ0)〉.

Se denotarmos

A(t) = et
i
~
H Ae−t

i
~
H,

teremos que

< A >ψt=< A(t) >ψ0 .

Note que A(t) é autoadjunto porque et
i
~
H é unitário e A é au-

toadjunto.
É usual denominar o ponto de vista de considerar a evolução tem-

poral da condição inicial via o estado ψt em L2(Rn)(dx), e, depois
estimar o valor esperado de A de ponto de vista de Schrödinger
(lado esquerdo). Neste caso a evolução temporal é do estado e o
operador A está fixo.
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Por outro lado, é usual denominar o ponto de vista de considerar a
evolução temporalA(t) do observável de ponto de vista de Heisen-
berg (lado direito). De forma mais precisa, considere a evolução do
observável A(t), para uma dada condição inicial A(0) = A, sujeita a
equação

− i~
d

dt
A(t) = [H, A(t)].

Esta equação corresponde a de Schrödinger mas agora no contexto
da evolução temporal de observáveis (operadores).

A solução A(t) da última equação pode ser expressao da forma
expĺıcita - ponto de vista da evolução temporal de Heisenberg - através
de

A(t) = et
i
~
HAe−t

i
~
H.

O ponto de vista de Heisenberg trata de operadores (e sua
evolução temporal) enquanto o ponto de vista de Schrödinger
considera estados no espaço de Hilbert (e sua evolução temporal).

Suponha agora que A =
∑
n λn Pϕn e B =

∑
m βm Pφm são

dois operadores autoadjuntos que não comutam. Qual o sentido de
observar A e depois B?

Dado o estado ψ, pelo Postulado 4, a medição por A resulta em
um certo ϕn0 . A medição sob B feita após esta medição vai ter
probabilidade |cm|2 de resultar em βm se ϕn0 =

∑
m cmφm.

No caso em que o espaço de Hilbert tem dimensão finita o fenômeno
descrito acima é descrito com detalhes em na seção 6.1.3 [8].

Dado um certo estado ψ = a (0, 1) + b (1, 0) ∈ C2, a, b ∈ C pode-
mos modificá-lo via o uso de aparelhos em laboratório. Desta forma
podemos preparar em laboratório um estado de um certa forma dese-
jada. Isto é descrito de forma matemática via a ação de um operador
unitário U e assim se pode obter um novo estado U(ψ). Não esta-
mos fazendo com isto uma medição. Uma medição seria descrito pela
ação de um operador autoadjunto A =

∑2
j=1 λjPφj . Ao medir por A

o sistema no estado ψ se obtém como resultado um autovalor de A,
digamos λ2 . O estado ψ então colapsa no autovetor associado φ2. O
uso de portas lógicas descritas por operadores unitários como acima
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é util em Informação Quântica. Uma breve descrição deste tópico
aparecerá no apêndice ao fim da seção 2.7 de [189].

Da mesma forma, dado o estado ψ ∈ L2(dx), podemos aplicar
a ele um operador unitário U e assim obter U(ψ). Pode-se assim
preparar o sistema quântico de acordo com conveniênica e obter um
U(ψ) que eventualmente é útil para alguma ação subsequente.

Na Algebra Comutativa (usando o produto usual) das funções
(observáveis clássicos) que tomam valores complexos isto não ocorre,
ou seja, vale sempre que f(x)g(x) = g(x)f(x).

A2 não representa observarA, e depois, ao que foi obtido, observar
A de novo.

Se a part́ıcula estivesse no estado ψ, então,

E(A2)ψ =< ψ,A2(ψ) >=

∫
ψ(x)A2(ψ)(x)dx.

Podemos considerar também funções arbitrárias envolvendo o op-
erador observável A. Isto será de grande importância na seção 2.1 e
2.3 de [189].

O próximo postulado é uma espécie de generalização do anterior.

Um exemplo pictórico, mas interessante é o seguinte: fixado um
Hamiltoniano H considere um estado ψ =

∑
j λjϕj , onde os ϕj são

autovetores com os distintos ńıveis de energia de H e λj os corre-
spondentes autovalores. Considere agora um operador projeção que
vai representar um aparato (uma espécie de filtro) que deixará passar
apenas os que tem energia λn, λn+1, ..., λk (associados respectiva-
mente aos autovetores ϕn, ϕn+1, ..., ϕk). Vamos descrever o que de
fato ocorre no cenário quântico através do seguinte postulado que
sintetiza muitas das nossas considerações anteriores:

POSTULADO 5. Suponha que ψ seja da forma ψ =
∑∞

j=1 λj ϕj .
Suponha que se possa aplicar no estado inicial ψ, um ”filtro”descrito
por um ”aparato”que deixa passar apenas

∑k
j=n λjϕj, ou seja a parte

que corresponde aos estados que tem autovalor λn, λn+1, ..., λk.
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Se a medição resultar em um certo λj, j = n, n+1, .., k, o estado
passa a ser ϕj . A probabilidade da ocorrencia de λj é igual a

|cj |2
|cn|2 + |cn+1|2 + ...+ |ck|2

.

Uma discussão interessantes sobre certos aspectos relacionados
com o Postulado acima aparecem em 5.1.2 em [11].

Um foton ao passar por certos tipos de cristal se transforma
em uma combinação linear de duas autofunções (aqui apareceu a
projeção) em que cada uma delas corresponde a um tipo de spin.
Esta não é uma medição. Um outro anteparo subsequente vai poder
depois fazer uma medição em que as duas possibilidades poderão re-
sultar como output.

O que ocorre em termos de medição quando dois operadores au-
toadjuntos A e B comutam? Uma discussão interessante sobre o
assunto aparece em 5.1.2 em [11]. O próximo resultado vai auxiliar
neste entendimento.

Teorema 4.2. Suponhamos que os operadores compactos autoadjun-
tos A e B comutem. Então existe um conjunto enumerável ortonor-
mal completo ϕn, n ∈ N, comum aos dois operadores.

Ou seja, é posśıvel escrever A e B da forma

A =
∑

n

cnPϕn

e
B =

∑

n

dnPϕn .

Ou seja, é posśıvel usar um sistema comum de projetores.

Demonstração:
Denote por |αn > e |βn >, n ∈ N, respectivamente, os dois con-

juntos enumeráveis ortonormais completos associados a A e B. Seus
respectivos autovalores são denotados por an e bn, n ∈ N.
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Ora, para n fixo, denote por N = Nn o núcleo de (A−an I). Note
que este espaço pode não ser unidimensional.

Note que como AB = BA, temos que, para cada n, o operador
B deixa Nn invariante. De fato, seja v ∈ Nn,

A(B(v)) − an I(B(v)) = B(A(v)) − anB(I(v)) =

B [(A(v)) − an I(v))] = 0.

Observe agora que a restrição de B a Nn define também um oper-
ador autoadjunto. Via o Teorema espectral aplicado a B|Nn podemos
então encontrar um conjunto ortonormal completo de autovetores
para B|Nn .

O resultado segue de aplicar o racioćınio acima para cada Nn,
n ∈ N.

�

Assim, se os operadores comutam eles podem ser simultaneamente
digonalizados. Os seus respectivos autovetores são comuns.

Suponha que A e B comutam e estejam sob as hipóteses do re-
sultado acima. Fixado um estado ψ podemos tomar um conjunto
ortonormal completo de autofunções comum ϕn, n ∈ N e realizar a
medição de ψ =

∑
n cnϕn primeiro via A e depois via B. Para um

determindo n fixado a probabilidade do resultado cn (obtido via a
medição A) é a mesma do resultado dn (obtido via medição B).

A sequencia de medições primeiro A e depois B vai resultar na
mesma estat́ıstica que se fosse feito primeiro B e depois A. Para mais
detalhes sobre o assunto referimos o leitor a seção 6.1.3 em [8] onde
a noção de testes compat́ıveis e incompat́ıveis é apresentada.

POSTULADO 6. Uma função de um observável quântico é um
observável quântico. Assim, se A é o operador observável associado
ao clássico g : R3 → R (não necessariamente cont́ınuo), segundo o
Postulado 3, então, An é o correspondente a gn = g × g × ...× g︸ ︷︷ ︸

n

.

Desta forma, tomando como exemplo um observável clássico da
forma g(x), e seu operador associado A, então para qualquer tal ψ ∈
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D(A) vale

∫
g(x)2 |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x)A2(ψ)(x) dx.

Denotamos porQg o operador autoadjunto associado ao observável
clássico g (uma função real).

Assim, se considerarmos uma função anaĺıtica f(λ), vale

∫
f(g(x)) |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x) f(Qg)(ψ)(x) dx.

O observável B vai agir sobre um certo estado ψ. Suponha que
escolhamos um certo ψ espećıfico. Num experimento real, é preciso
prepará-lo para se obter tal ψ. Questões interessantes envolvendo
este tópico podem ser obtidas em [15]. Uma estratégia natural seria
encontrar um potencial V que tivesse como ground state tal ψ. Assim,

ao observarmos via o correspondenteH = − ~
2

2m 4+V um φ qualquer,
pelo Postulado 4 obteŕıamos com alta probabilidade o almejado ψ.
Após isto, então aplicamos o operador observável B ao resultado
obtido (aplicar antes H).



Caṕıtulo 5

Transformada de

Fourier

Será necessário para a apropriada descrição do momento na Mecânica
Quântica o entendimento de algumas propriedades básicas da Trans-
formada de Fourier.

A transformada de Fourier F vai agir em funções ψ em L2(Rn)(dx).

ψ : Rn → C
F−→ ψ̂ : Rn → C.

Usaremos a notação F(ψ) = ψ̂.
Uma excelente referencia para os assuntos apresentados breve-

mente aqui é section 3 do chapter 3 de[269] (ver também [241], [242]
ou [265]). O tópico é descrito de maneira mais elementar (mas sufi-
ciente boa para o que precisamos aqui) em [39].

Vamos assumir que ψ age numa variável denotada por x ∈ Rn, e,
ψ̂ age numa variável denotada por p ∈ Rn

Definição 5.1. Dado ψ : Rn → C, uma função na variável x, deno-
tamos para cada p ∈ Rn

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx.

Fica definida assim a função ψ̂ : Rn → C, na variável p, que se
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denomina a Transformada de Fourier de ψ (mais detalhes em [242]
[39] [157]).

A transformada de Fourier F agindo em L2(Rn)(dx) preserva a
norma do espaço de Hilbert. Ou seja, se

∫
|ψ(x)|2dx = 1, então

também vale que
∫
|ψ̂(x)|2dx = 1. Note a existência de ~ na expressão

acima.

Teorema 5.1. Teorema de Plancherel [242] [57] [245] [39]: F é
um operador linear unitário em L2(dx), i.e., preserva a norma em
L2(dx).

Se ψ é uma função real par, ou seja, se para todo x real vale
ψ(x) = ψ(−x), então, sua transformada de Fourier é uma função
real. Isto segue de fazer a mudança de coordenadas y → −x abaixo

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

i〈p,y〉
~ ψ(y) dy = ψ̂(p).

Um fato importante é o seguinte ([39] [242]): se Re (a2) > 0.

e−
x2

2a2
F−→ (

a2

~2
)

n
2 e−

a2|p|2

2 ~2 .

Sabe-se que para x0 e a fixos, temos que

φ(x) =
1

a
√
2π

e
−(x−x0)2

2a2

é tal que
∫
φ(x)dx = 1.

Tal φ é denominada de distribuição (ou densidade) Gaussiana de
média x0 e variância a.

Ainda, vale que ∫
φ(x)x dx = x0

e ∫
φ(x) (x − x0)

2 dx =

∫
φ(x) (x − [

∫
φ(x)x dx] )2 dx = a2.

Para x = 0 vale independente de a que existe um valor fixo para
a integral da φ acima em

∫ a

−a
φ(x) dx = 0.682...
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Esta função φ é conhecida com a densidade Gaussiana de média
zero e variância a > 0. Quanto mais pequeno for a, mais concentrada
em torno do zero esta a densidade. Quanto maior for o a então mais
”esparramada”vai ficar a densidade ψ.

Ainda, quando n = 1, e fixado a, segue da expressão acima
que a transformada de Fourier da densidade Gaussiana de média
zero e variância (a > 0) é densidade Gaussiana de média zero e
variância h

a . Assim, a Transformada de Fourier leva Gaussianas con-
centradas em torno de zero em Gaussianas esparramadas, e, vice
versa. Esta é a primeira manifestação matemática do Prinćıpio da
Incerteza que será considerado em breve. Destacamos que, mais
geralmente, vale que funções muito concentradas ”concentradas em
torno de zero”(pouca dispersão) são levadas pela transformada de
Fourier em funções ”muito esparramadas em torno do zero”(grande
dispersão), e, vice versa. Isto será cuidadosamente analisado em
breve.

Estaremos interessados, entre outras, na função de onda

ψ(x) =

√
1

a
√
2π

e
− (x−x0)2

4 a2 ,

que é tal que
∫
|ψ(x)|2dx = 1. Assim, |ψ(x)|2 é a densidade Gaussiana

de média x0 e variância (ou, dispersão) a > 0. Propriedades similares
ao caso anterior também ocorrem.

A delta de Dirac no ponto x0 pode ser entendida como o ”lim-
ite”de uma distribuição Gaussiana commédia x0 e variância a, quando
a→ 0.

Se A é uma matriz simétrica positiva definida n× n

e−
1
2~ 〈x,A−1(x)〉 F−→ (~)

n
2 (detA)

1
2 e−

1
2 〈p,Ap〉

Se n = 3 e b > 0

√
π

2~

e−
√
b/~2|x|

|x|
F−→ (|p|2 + b)−1

Ainda, para a > 0 fixo, temos que F(I(−a,a)(x))(p) = c sen(a p/~)
p/~ ,

onde c é constante (ver [39]).



95

Definição 5.2. A adjunta de F , que denotaremos por F∗ = F−1, é
dada por

F∗ : ψ → ψ̌(x) = (2π~)−
n
2

∫
e

i〈x,p〉
~ ψ(p)dp.

Denominamos de transformada de Fourier inversa tal função F∗. Ou
seja, ψ̌ é a transformada de Fourier inversa de ψ.

Assim,

f(s) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈s,x〉
~ f̌(x)dx.

Note o chapéu invertido na expressão acima.

Isto significa que F∗(ψ̂) = ψ. De outra forma, para qualquer ψ
em L2(Rn)(dx) vale que (F∗ ◦ F) (ψ) = ψ = (F ◦ F∗) (ψ).

A diferença entre F e F∗ está no sinal que multiplica i no termo

e
i〈x,p〉

~ da integral.

Se pode considerar mais geralmente a transformada de Fourier
de uma função generalizada (também chamada de distribuição) con-
forme será descrito na seção 13.

Note que para p fixo, a função φ(x) = e−
i
~
<p,x> é solução de

H0(φ) = − ~
2

2m 4(φ) = λφ = |p|2
2m φ. A função φ não é autofunção

de H0 pois não está em L2(Rn)(dx) (
∫
|φ(x)|2dx não é finito). No

entanto, uma combinação (integrada) de distintas φ(x) = e−
i
~
<p,x>,

em prinćıpio, poderia.
Queremos dizer com isto que ψ(x) =

∫
g(p) e−

i
~
<p,x> dp, para

algum certa g, pode ser um elemento em L2(Rn)(dx). Em resumo,
a transformada de Fourier inversa pode ser pensada como um pro-
cedimento para combinar de forma ponderada distintas ”quase auto-
funções”de H0.

Note também que se tomarmos como g a delta Dirac em p0, então,
F∗ (δp0(p)) = (2π~)−

n
2 e

i
~
<p0,x>. De outra forma, no sentido de

distribuições (mais detalhes na seção 1.14) temos que

F ( (2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x> ) = δp0(p).
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Algumas propriedades da transformada de Fourier são:

1) ̂−i~ ∂ψ
∂xj

(p) = pj ψ̂(p)

Demonstração: Vamos mostrar o resultado para n = 1. Suponha
que ψ tenha suporte compacto e seja diferenciável. Então, via inte-
gração por partes, dado ~ e p, vale

ψ(x) cos( (p x)/~ )|R
−R =

∫
ψ′(x) cos( (p x)/~ )dx − p/~

∫
ψ(x)sen( (p x)/~ ) dx.

Uma fórmula similar vale para ψ(x)sen( (p x)/~ ). Como ezi =
cos(z) + isen(z), quando z é real, então a fórmula desejada segue do
descrito acima.

No caso n = 1, para ψ(x) vale −i~ ψ̂ ′(p) = p ψ̂(p).
No caso n dimensional temos a expressão equivalente: para todo

j

P̂j(ψ) (p) =
̂

−i~ ∂ψ
∂xj

(p) = pj ψ̂(p)

�

2) Aplicando duas vezes o resultado acima, temos, no caso n = 1,
que para ψ(x) ∈ C∞

0 (R) vale

−~2ψ̂′′(p) = p2 ψ̂(p)

3) F(ψ(x) ea x) = ψ̂(p− ~ a i).

Demonstração: Vamos demonstrar no caso n = 1.
O resultado segue de

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i p x
~ ψ(x) eaxdx =

(2π~)−
n
2

∫
e

−i(px−~ ai)
~ ψ(x) dx.

�
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As seguintes expressões seguem de mudança de variável e inte-
gração por partes [39].

5) x̂ψ(p) = i~∇xψ̂(p)

6) F(ψ(x− a) ) = e
−i
~
<a , p> ψ̂(p).

Outra expressão equivalente a esta é F(ψ(x) e−i p0 x) = ψ̂(p0−p).
Como a transformada de Fourier leva densidades Gaussianas em

densidades Gaussianas, aplicando a expressão acima obtemos para
a, p0 fixados que

F(
e

−x2

2a2 e−ip0 x√
2π a

) = c e

−(p−p0)2

2 1
a2 .

A relevância deste resultado vai aparecer quando analisarmos o
pacote de ondas Gaussiano [53] [250].

A partir de 6) e do conhecimento de F(I(−a,a)(x))(p) se pode
calcular facilmente F(I(c,d)(x))(p) para qualquer intervalo real (c, d).

Definição 5.3. A função em x dada por (f ∗ g)(x) =
∫
Rn f(y)g(x−

y)dy é denominada de convolução de f e g.

7) φ̂ ψ = (2π~)−n/2 ψ̂ ∗ φ̂

Demonstração: Note que de 3) segue que para um fixo x, a trans-

formada na variável ξ satisfaz φ̂(x− ξ) = F(φ(p) e
i ξ
~
p). Disto segue

F(φψ)(x) = (2π~)−
n
2

∫
(φ(p)ψ(p))e

−i p x
~ dp =

∫
(φ(p) e

−i p x
~ [

∫
e

i p ξ
~ ψ̂(ξ) dξ ] ) dp =

∫
ψ̂(ξ) [

∫
e

i p ξ
~ φ(p) e

−i p x
~ dp ] ) dξ =

(2π~)−n/2
∫
ψ̂(ξ) φ̂(x − ξ) dξ = (2π~)−n/2 ψ̂ ∗ φ̂.

�
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8) φ̂ ∗ ψ = (2π~)
n
2 (φ̂ · ψ̂)

A demonstração deste fato é similar ao caso anterior.

9) Para qualquer φ, ψ ∈ L2(Rn)(dx) vale

〈φ, ψ〉 = 〈φ̂, ψ̂〉.

Demonstração:
Isto segue do fato que o operador linear F é uma isometria em

L2(Rn)(dx) e da identidade da polarização [241]

< ψ, φ >=
1

4
( |ψ + φ|2 − |φ− ψ|2 − i |φ+ i ψ|2 + i |φ− i ψ|2 ).

�

Propriedades análogas as descritas acima para a tranformada de
Fourier valem para a Transformada inversa de Fourier. Por exemplo

10) F∗(φψ)(x) = (2π~)−n [F∗(ψ) ∗ F∗(φ)].

Para concluir observamos que a Transformada de Fourier é uma
ferramenta de fundamental utilidade e importância na análise de es-
tados sobre Rn, mas, que, infelizmente, não se dispõe de análogos
simples que possam fazer seu papel em uma variedade diferenciável
compacta qualquer.



Caṕıtulo 6

O Momento via

Transformada de

Fourier

Afirmamos antes (no começo da seçao 1.3) que

< Pj >ψt=< ψt, Pj (ψt) >=
∫

ψt(x1, x2, x3, ..., xn) [
∂

∂xj
−i ~ψt(x1, x2, x3, ..., xn)] dx1 ... dxn,

descreve a média do operador momento Pj ao longo do tempo.
Uma outra expressão similar pode ser obtida (usando a propriedade

1) da ultima seção) da seguinte maneira:

〈ψ,Pjψ〉 = 〈ψ̂, P̂j(ψ)〉 = 〈ψ̂, pjψ̂〉 =
∫
pj |ψ̂(p)|2dp,

ou, unidimensional: 〈ψ,Pψ〉 = 〈ψ̂, P̂(ψ)〉 = 〈ψ̂, pψ̂〉 =
∫
p|ψ̂(p)|2dp.

De forma consistente com isto, se soubermos qual é exatamente a
onda que descreve a posição espacial via ψ : R → C, podemos, tomar
sua Transformada de Fourier ψ̂ : R → C, e assim, obter a densidade
do vetor momento p que seria dada por |ψ̂(p)|2.
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Neste sentido, no caso n-dimensional se sabemos qual é exata-
mente a distribuição da posição ψt, podemos, tomar sua Transfor-
mada de Fourier ψ̂t, e assim, obter a distribuição da j-ésima compo-
nente do vetor momento p no tempo t, ou seja, de Pj(p) no tempo
t.

O momento da part́ıcula é uma grandeza que pode ser medida
através de experimentos f́ısicos (Compton scattering).

POSTULADO 7. A probabilidade de que o momento p da
part́ıcula no tempo t esteja no conjunto C é dada por

∫

C

|ψ̂ (t, p)|2 dp,

onde ψ(t, x) = ψt(x) denota o estado que descreve a probabilidade
(via |ψt(x)|2) de posição de x no tempo t.

Lembre que ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx.

Afirmamos que se uma part́ıcula quântica tem sua posição x de-
scrita pela probabilidade associada a onda ψ : R → C, então, sua
transformada de Fourier ψ̂ : R → C descreve a probabilidade do
seu momento. Ou seja, a informação do momento p está contida na
informação da posição espacial x.

Dado o operador Hamiltoniano H e uma condição incial ψ0 se
obtem via equação de Schrödinger a evolução ψt = e−t i

1
~
H ψ0.

Considere agora ψ̂0 a Transformada de Fourier de ψ0. Esta define
via |ψ̂0(p)|2 a densidade do momento p no instante t = 0.

Observe o seguinte fato fundamental: vamos considerar

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx

para uma função ψ tal que
∫
|ψ|2 dx = 1. Não vamos consid-

erar a integral (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ |ψ(x)|2dx

Se supusermos que a part́ıcula quântica está posicionada no ponto
x0 e que não tem dispersão, então, devemos considerar que sua ”den-
sidade”é a delta Dirac em x0. Como é explicado com detalhes na
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última seção, no sentido de distribuições, a transformada de Fourier

da delta Dirac em x0 é a função p → e−
ipx0

~ . Esta função não está
em L2(dp). Desta forma, o momento não tem uma densidade bem
definida. Mas, heuristicamente, se pode pensar que o momento asso-
ciado ao ”estado”delta de Dirac em x0 é descrito por p→ e−i

1
~
p x0 .

Note que |e−i 1
~
p x0 |2 = 1 e isto ”poderia” ser entendido como a

descrição estat́ıstica mais ”esparramada” posśıvel do momento p.
Esta manifestação radical do momento está associada - via trans-
formada de Fourier no sentido de distribuição - a mais concentrada
das posśıveis descrições da posição (a delta Dirac em x0). Esta é uma
versão extrema do prinćıpio da incerteza (ver seção 1.8).

Na seção 1.13 mostramos também que no sentido de distribuição
a transformada de Fourier de x→ e−i

1
~
p0 x é a delta Dirac em p0. As-

sim, para o ”estado” dado por x→ e−i
1
~
p0 x obtemos que o momento

associado é descrito pela delta Dirac em p0.

Suponha que
∫
x|f(x)|2 dx = 0 =

∫
p2|f̂(p)|2 dp, ou seja, a média

da posição e do momento da part́ıcula descrita pelo estado f é zero.
A seguinte relação entre uma função f : R → R e sua transformada
de Fourier f̂ é uma manifestação do assim chamado Prinćıpio da
Incerteza de Heisenberg que será abordado na seção 1.8:

∫
x2|f(x)|2 dx

∫
p2|f̂(p)|2 dp ≥ ~

4
(

∫
|f(x)|2dx)2.

Vamos ver agora que via a Transformada de Fourier podemos
quantizar distintas funções clássicas g(p), g : Rn → R.

Por exemplo, qual operador A vai corresponder em Mecânica

Quântica a g(p) = g(p1, p2, p3) = ‖p‖2

2m + 3p22 p3? Isto será útil se
quisermos considerar, por exemplo, a versão quântica de um Hamil-

toniano da forma, H(x, p) = ‖p‖2

2m + 3p22 p3 + V (x).
Em outras palavras, dado g(p) = g(p1, p2, ..., pn), gostaŕıamos de

obter de uma forma bem estruturada e coerente g(P1,P2, ...,Pn).
De uma forma ingênua podeŕıamos associar a g(p1, p2, p3) = 3p22 p3

o operador 3P2
2P3. Mas cabe a pergunta: porque não: 3P2P3P2.

Bem, neste caso isto não se torna um problema porque P2 e P3

comutam (lembre que [P2,P3] = 0).
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Figura 6.1: Um estado ψ tal que é quase |ψ(x)|2 = cos(αx). No
tom mais escuro as regiões de maior probabilidade de encontrar a
part́ıcula na posição x (Wikipedia).

Problemas poderiam ocorrer se desejássemos quantizar g(x, p) =
x23p3 = x3p3x3, isto porque, X3 e P3 não comutam. Mais tarde
iremos tratar deste assunto quando analisarmos a quantização de
Weyl na seção 2.16. de [189]. Fica transparente aqui uma diferença
fundamental entre o cenário clássico e quântico. O produto de funções
é comutativo mas o produto (composta) de operadores não.

Via transformada de Fourier vamos poder introduzir uma quan-
tização que descreve de forma apropriada o fenômeno observado na
Natureza. Dado g(p) = g(p1, p2, ..., pn) em L2(Rn)(dp) (satisfazendo
certas condições técnicas) e ψ desejamos definir

g(P) = g(P1,P2, ...,Pn)(ψ).

Note que para isto basta dizer quem é a função

F (g(P1,P2, ...,Pn)(ψ) ) = ĝ(P),
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pois,

F∗ (F (g(P1,P2, ...,Pn)(ψ)) ) = g(P1,P2, ...,Pn)(ψ).

Definimos
̂g(P)(ψ) (p) = g(p) ψ̂(p).

Note que este procedimento é consistente com o fato que dado
g(p) = g(p1, p2, p3) = p2, temos que P2(ψ) satisfaz

P̂2(ψ)(p) = p2ψ̂(p).

Ainda, a partir do descrito acima, se g(p) = g(p1, p2, p3) = p23,

então P̂2
3 (ψ) = p23 ψ̂(p).

Logo, P2
3 (ψ)(x1, x2, x3) = F∗(p23 ψ̂(p1, p2, p3))(x1, x2, x3).

Em resumo, para determinar g(P) devemos descrever sua ação

sobre cada ψ. Ora, dado ψ, se soubermos quem é ̂g(P)(ψ), obtemos

g(P)(ψ) = F∗(P̂(ψ)). Vamos nos valer da expressão ̂g(P)(ψ) (p) =

g(p) ψ̂(p).
Nosso objetivo final será encontrar uma expressão inte-

gral para o operador e− i t
h (− ~

2

2m4) .
Antes disso vamos considerar um caso particular importante. É

fácil ver que dado qualquer polinômio quadrático g(p) nas variáveis
p1, p2, .., pn, o operador g(P) é obtido mediante a substituição de pi
por Pi, na expressão anaĺıtica de g. Da mesma forma, por limite,
uma série de potências em p21, p

2
2, p

2
3, ..., p

2
n pode ser aplicado a P e o

resultado é obtido apenas substituindo os p21, p
2
2, p

2
3, ..., p

2
n, respecti-

vamente por, por P2
1 ,P2

2 ,P2
3 , ...,P2

n.
Vamos considerar agora um caso particular importante. É fácil ver

que dado qualquer polinômio quadrático g(p) nas variáveis p1, p2, .., pn,
o operador g(P) é obtido mediante a substituição de pi por Pi, na
expressão anaĺıtica de g. Da mesma forma, por limite, uma série de
potências em p21, p

2
2, p

2
3, ..., p

2
n pode ser aplicado a P e o resultado é

obtido apenas substituindo os p21, p
2
2, p

2
3, ..., p

2
n, respectivamente por,

por P2
1 ,P2

2 ,P2
3 , ...,P2

n.
Note então que

P̂2(ψ) = −~2 4̂(ψ) = (p21 + ...+ p2n) ψ̂.
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Finalmente, observamos que se g(p) for uma função que toma apenas
valores reais, então g(P) é autoadjunto.

De fato,

< g(P)(ψ), φ >=< ̂g(P)(ψ), φ̂ >=

< g(p)(ψ̂), φ̂ >= g(p) < ψ̂, φ̂ >= g(p) < ψ, φ > .

De forma análoga, temos

< ψ, g(P)(φ) >= g(p) < ψ, φ >= g(p) < ψ, φ > .

O fato não trivial é que se pode considerar acima funções g não
anaĺıticas. No caso de p unidimensional, por exemplo, g(p) = I(a,b)(p),
onde (a, b) é um intervalo.

Assim, I(a,b)(P)(ψ)(x) = F∗(I(a,b)(p) ψ̂(p)).
Desta forma, via transformada de Fourier, podemos quantizar

qualquer Hamiltoniano da forma H(x, p) = g(p)+V (x), V : Rn → R,
onde g pode ser bastante geral (nem precisa ser diferenciável).

Desejamos descrever agora a evolução temporal da equação de
Schrodinger via uma um operador integral no caso do potencial
nulo. Mais exatamente, vamos mostrar que dada uma condição inicial
ψ então para qualquer t ≥ 0

ψt(x) = (e− i t
h (− ~

2

2m4) ψ) (x) = (
2 π i ~ t

m
)−n/2

∫
e

im |x−y|2

2 ~ t ψ(y) dy.

Primeiro no que foi descrito acima considere

g(p) = e−
a ~

2 (p21+...+p2n)

2 ,

onde a parte real do número a ∈ C é maior que zero.
Neste caso, como P2 = −~2 4, temos

̂g(P)(ψ) (p) = e−
a ~

2 (p21+...+p2n)

2 ψ̂ (p).

Ainda, como P2 = −~2 4, obtemos eaP(ψ), e assim podemos
aplicar F∗ dos dois lados da expressão acima para obter

(ea
~
2

2 4 ψ) (x) = (2 πa ~2)−n/2
∫
e−

|x−y|2

2 a ~2 ψ(y) dy.
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Acima usamos o fato que F∗(φ1 φ2)(x) = (2π~)−n/2 [F∗(φ2) ∗
F∗(φ1)] e que temos conhecimento da transformada de Fourier (e
sua inversa) da densidade Gaussiana.

Assim a associação ψ → (ea
~
2

2 4 ψ) pode ser obtida via integração.

Destacamos aqui o fato que ea
~
2

2 4 ψ só faria sentido para ψ que
fosse diferenciável. No entanto, a expressão integral que envolve o
kernel acima pode ser aplicado em funções mais gerais e que estão
em L2(Rn)C.

No caso em que Re a = 0 se pode fazer uma estimativa similar
tomando um procedimento limite via a propriedade obtida para Re
a > 0.

Considerando acima a = i t
m ~

se obtem que

ψt(x) = (e− i t
h (− ~

2

2m4) ψ) (x) = (
2 π i ~ t

m
)−n/2

∫
e+

i m |x−y|2

2 ~ t ψ(y) dy.

Observe que acima usamos o fato que
√
i = (1 + i)

√
2
2 .

Como
∫
|ψt|2dx <∞ decorre da fórmula acima que para qualquer

paralelepipedoK = [a1, b1]×[a2, b2]×...×[an, bn], aj , bj, j = 1, 2, ..., n,
finitos fixados em Rn, temos que

lim
t→0

∫

K

|ψt(x)|2dx = 0.

Isto está de acordo com nossa intuição: a part́ıcula quântica tem,
a longo prazo, probabilidade nula de ser encontrada numa parte finita
do Rn.
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Figura 6.2: A transformada de Fourier ψ̂(p) de um estado ψ tal
que aproximadamente vale |ψ(x)|2 = cos(αx). A região mais escura
descreve a área de maior probabilidade de encontrar o momento p do
estado ψ (Wikipedia)

Se considerarmos o kernel

Kt(x, y) = (
2 π i ~ t

m
)−n/2 e

im |x−y|2

2 ~ t ,

t ≥ 0, podemos definir o operador integral associado

Kt(ψ)(x) =
∫
Kt(x, y)ψ(y) dy.

O kernel acima, embora tome valores complexos, lembra o kernel
da equação do calor.
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Dado Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m , e, sua quantização

H0 = − ~
2

2m4, e uma condição inicial ψ0, a equação de evolução
satisfaz, para todo t ≥ 0,

ψt(x) = et
1
i~ H

0(ψ0) = Kt(ψ0).

Assim, obtivemos uma expressão via Operador Integral (usando
Kt) que permite descrever a evolução temporal do Sistema Quântico
quando não existe força externa (V = 0, ou, constante).

Operadores integrais são sempre mais fáceis de lidar do que opera-
dores que envolvem a derivada, ou seja, os operadores diferenciais. O
kernelKt é uma espécie de versão quântica da distribuição Gaussiana.

Suponhamos que a posição inicial da part́ıcula seja em x0, ou seja,
ψ0 = δx0 .

A evolução então seria dada por

ψt(x) = et
1
i~ H0(ψ0)(x) = (

2 π i ~ t

m
)−n/2 e−

i m |x−x0|2

2 ~ t .

Neste caso, para cada t fixo, |ψt(x)|2 é constante, e, não define
assim um elemento em L2(Rn)(dp). Isto é esperado em função do
Prinćıpio da Incerteza como veremos em breve na seção 1.7.

Se a posição estiver muito localizada o momento fica, estatistica-
mente falando, muito indefinido.

Existem expressões parecidas (mas não iguais) as descritas acima
para a equação do calor (ver [39]). Mais tarde na seção 2.11 de [189]
vamos fazer um paralelo da Mecânica Quântica com o Movimento
Browniano e difusões.

Note que formalmente, para p0 fixo, a função x → e−
i<x ,p0>

~ é

autofunção para o operador H0 = − ~
2

2m4. Esta função se chama de
onda plana associada a p0. O problema é que não está em L2(Rn)(dx).

Como a transformada de Fourier de x→ e−
i<x ,p0>

~ , onde p0 esta fixo,
no sentido de distribuições, é a delta Dirac em p0 (conforme a última

seção), podemos pensar que esta função (distribuiçao) e−
i<x ,p0>

~ de-
screve um estado na variável x em que não há dispersão do momento
p. A formalização da afirmação acima requer o uso da Teoria das Dis-
tribuições; isto será analisado de forma mais precisa em uma futura
seção ao fim do texto.
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Note que V é um operador integral (no sentido degenerado de
tal forma que seu kernel integral é K(x, y) = V (x)δy(dx)). Como,
infelizmente, V e P2 não comutam, não se obtem diretamente um
resultado desta natureza para o exponencial de H. Lembre que, con-
forme seção 0, a composição de operadores integrais é um operador
integral.

Como veremos na seção 2.9 de [189], muitas vezes, também o

operador et
1
i~ H pode ser expresso via operador integral.

Suponha que et
1
i~ H, para todo t fixo, tenha um kernel integral

da forma K(t, x, y), t ≥ 0, x, y ∈ Rn. O Kt(x, y) é denominado de
nucleo propagador (que leva x no tempo t = 0 a y no tempo t). Sob
estas condições temos:

Definição 6.1. Dado Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m+V (x), e,
sua quantização H, a equação de evolução satisfaz, para todo t ≥ 0,

ψt(x) = et
1
i~ H(ψ0) = Kt(ψ0).

Nem sempre é posśıvel encontrar tal K(t, x, y).

Fazendo uma analogia da ação do propagador et
1
i~ H com a Teoria

dos Processos Estocásticos (conforme [159] e [160]) podemos dizer
que Kt(x, y) é tal que |Kt(x, y)|2 faz o papel da probabilidade de
passagem da part́ıcula que esta na posição x no tempo 0 até a posição
y no tempo t (ver seção 2.11 de [189]).

Via integrais de caminhos se pode mostrar (veja seção 2.10 em

[189]) que, no caso do oscilador harmônico, H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2 ,
o propagador que leva o ponto x (no tempo t = 0) ao ponto y no
tempo t é dado por

Kt(x, y) =

(
mω

2π i ~sen(ωt)

)1/2

e
imω

2~sen(ωt) [(x
2+y2) cos(ωt)−2xy].



Caṕıtulo 7

Exemplos

Referimos o leitor a [22] para uma série de exemplos e simulações
computacionais envolvendo os tópicos aqui analisados.

1) Considere o Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2 do oscilador
harmônico.

A equação para ψ(x) na equação de Schrödinger para os autoval-
ores da quantização H de tal H se torna

− ~2

2m

d2

dx2
ψ(x) +

mw2 x2

2
ψ(x) = λψ(x).

Estamos considerando aqui o operadorH = − ~

2m
d2

dx2 +V definido
no espaço de Hilbert H = L2(R)(dx), que é o fecho do conjunto
D(H) = {ψ : (−∞,∞) → C de classe C2 } ⊂ L2(R)(dx).

Via separação de variáveis obtemos que a solução da equação de
autovalor determina λn = (n + 1

2 ) ~w, n ∈ N, e ainda que (ver
exemplo 4 seção 3.6 em [39]) a autofunção correspondente é

ϕn(x) = (
mw

π ~
)

1
4 Hn(

√
mw

2 ~
x) e−

mw x2

2 ~ ,

onde Hn é o n-ésimo polinômio de Hermite.
Por exemplo, vale que H0(x) = 1 and H1(x) = c x, onde c é uma

constante.

109
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O ground state ψ0, estado de energia mı́nima E0 = 1
2 ~w, é de-

scrito por

ψ0(x) = (
mw

π ~
)

1
4 e−

mw x2

2 ~ .

Assim, |ψ0|2 vai determinar uma densidade Gaussiana com variância

a =
√

h
2mw .

Esta coleção de ϕn, n ∈ N, determina um conjunto ortonormal
completo para o operador

H =
P
2m

+
1

2
mw2 X 2.

Note que para o caso do Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m +
mw2 x2

2 todos os valores reais nao negativos podem ser atingidos como
posśıveis niveis de energia. No caso quântico somente os valores da
forma λn = (n + 1

2 )w ~, n ∈ N, podem ser atingidos como posśıveis
valores de energia.

Note também que para qualquer n e para qualquer intervalo (a, b),
temos que ∫ b

a

|ϕn(x)|2 dx > 0.

Assim, existe probabilidade positiva de encontrar a part́ıcula no
estado ϕn em qualquer parte da reta real. A projeção em x de cada
ńıvel de energia de tal H é sempre um intervalo limitado. Desta
forma o comportamento da part́ıcula quântica no ńıvel de energia
λn é bastante distinto da sua análoga clássica. Este fenômeno é
denominado de tunelamento.

Nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6 mostramos do lado esquerdo a autofunção
e do lado direito a autofunção ao quadrado, no caso correspondente
a n = 0, n = 1, e n = 2. Ou seja, o gráfico das primeiras três
autofunções do oscilador harmônico quântico.

Note que no oscilador harmônico o ground state é da forma φ0 =

Ae
−x2

α , onde α = 2 ~

mw . Assim, quando a massa tende a infinito
temos que a variância (que é da ordem de

√
α) vai a zero e assim a

distribuição probabiĺıstica da part́ıcula (via função de onda) converge
a delta Dirac centrada em 0. Esta é uma descrição bem sucedida da
passagem do mundo quântico ao clássico.
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Figura 7.1: Na Mecânica Clássica num certo ńıvel de energia fixo E os valores
posśıveis de x estão somente na região clássica exibida pela figura. Na Mecânica
Quântica existe probabilidade positiva de encontrar a part́ıcula fora da região
clássica (tunelamento)

Tomando w tal que w2 = 1
m no Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m +
mw2 x2

2 obtemos o Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + x2

2 .

Neste caso a massa não interfere no potencial V (x) = x2

2 . Isto nos
parece mais razoável do ponto de vista do fenômeno f́ısico.

Neste caso os autovalores são λn = (n+ 1
2 ) ~

1√
m
. Note que λn+1−

λn = ~ 1√
m
.

Observamos que a medida que a massa m cresce o espaçamento
entre os ńıveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclássico
seria considerarm→ ∞ e desta forma o espaçamento tenderia a zero.

O que queremos dizer com isto é o seguinte: fixe (x0, p0) e para
cada massa m considere o correspondente Hamiltoniano H(x, p) =
p2

2m + x2

2 ; considere ainda n ∈ N e o ńıvel de energia clássico que
passa por (x0, p0) com energia E0 = H(x0, p0) = λn = (n+ 1

2 ) ~
1√
m
.
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O espaçamento entre estes ńıveis de energia tende a zero comm→ ∞
e assim no cenário clássico se tem a ilusão de que os ńıveis de energia
variam num cont́ınuo.

O tempo de ocupação assintótica da part́ıcula clássica num ńıvel
de energia E (próxima a um ponto de mı́nimo quadrático do poten-
cial V , que supomos aqui ser o ponto 0 na reta real) é definido da
seguinte forma (para mais detalhes referimos a seção 3.7 em [184]):
vamos supor que (x, p) está em R2 para simplicar a descrição. Fixada
uma condição inicial (x0, p0), considere (x(t), p(t)) a correspondente
trajetória do campo de vetores Hamiltoniano definido pela equação
de Hamilton para H(x, p). Pelo teorema de conservação de energia
existe E tal que H(x(t), p(t)) = E para todo t.

x

f(x)

Região Clássica

Figura 7.2: densidade f(x) do tempo de ocupação assintótico.

Fixada uma trajetória periódica (x(t), p(t)) de peŕıodo TE > 0,
seja γ a órbita do campo Hamiltoniano, ou seja, γ é o conjunto dos
pontos percorridos pela trajetória (x(t), p(t)).
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Fixado o ńıvel de energia E existe um intervalo [aE , bE ] que é a
projeção de γ = γE na coordenada x, ou seja,

[aE , bE] = {x(t) | t ∈ R, (x(t), p(t)) ∈ γE}.
Fixado um intervalo [a, b] contido em aE , bE e um tempo T , con-

sidere

G[T, a, b] = {t ∈ R, T ≥ t ≥ 0, tais quex(t) ∈ [a, b] (x(t), p(t)) ∈ γE}.

O conjunto G[T, a, b] é uma união de intervalos disjuntos cuja
soma total de comprimentos será denotada por l(T, a, b).

Definição 7.1. Se γE é uma órbita periódica de peŕıodo TE > 0
do campo Hamiltoniano H, obtida a partir de uma condição inicial
(x0, p0), dizemos que

ô([a, b]) = lim
T→∞

l(T, a, b)

T
≤ 1

é o tempo de ocupação assintótico do intervalo [a, b].

Assim, o tempo de ocupação ô([a, b]) do intervalo [a, b] é sempre
um número real entre 0 e 1. Ele fornece o tempo médio que a projeção
da trajetória (x(t), p(t)) permanece em [a, b]. Em prinćıpio este valor
deveria depender de (x0, p0), mas no caso do presente exemplo, tal
não acontece [184].

Pode-se mostrar que ô define uma probabilidade sobre o inter-
valo [aE , bE]. Usando coordenadas ação-ângulo se pode obter uma
densidade f = fE , tal que, para todo intervalo [a, b] vale

ô([a, b]) =

∫ b

a

f(x)dx.

Observe que é natural que o tempo médio de estadia nas regiões
extremas da região clássica (perto de onde a velocidade é zero) é mais
alto.

Denominamos f : [aE , bE ] → R a densidade do tempo de ocupação
assintótica do ńıvel de energia E.
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Figura 7.3: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupação
assintótica da part́ıcula no ńıvel de energia E segundo a Mecânica
Clássica. A linha cheia descreve a densidade |ψ|2 associada a um
estado ψ que se encontra neste mesmo ńıvel de energia E = E20 =
(20 + 1/2)w ~. Note que existe uma probabilidade positiva de se en-
contrar a part́ıcula fora da região clássica. Isto descreve o fenômeno
do tunelamento.

Vamos agora retornar ao cenário quântico.

Denotamos por α0 a constante ( ~

mw )
1/2 e esta pode ser encar-

ada como uma unidade de medição normalizada. Vamos fazer uma
mudança de escala e denotar s = x/α0.

No caso do ńıvel de energia En = λn = (n+ 1/2)w ~ a densidade
do tempo de ocupação asintótica em s está confinada a região clássica
[−(2n+ 1)1/2 , (2n+ 1)1/2 ].

De fato, se

p2

2m
+
mw2 x2

2
= (n+ 1/2)w ~,
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os extremos ocorrem para p = 0. Assim, segue a afirmação acima.
Ainda, se pode calcular a densidade associada

f(s) =
1

π
√
2n+ 1− s2

.

Referimos o leitor ao exerćıcio 1 da seção 3.7 [184] para a idéıa da
prova desta afirmação.

Seria natural, para um certa massa m fixada, comparar a pro-
babilidade da função de onda estacionária associada a um ńıvel de
energia En = λn = (n + 1

2 )w ~ do oscilador harmônico quântico e a
correspondente densidade do tempo de ocupação assintótico (clássico)
neste ńıvel de energia. A figura 7.3 ilustra tal comparação. A curva
pontilhada descreve a densidade do tempo de ocupação e a curva
cheia o gráfico da densidade do estado no mesmo ńıvel de energia
E20 = (20 + 1/2)w ~.

Fixado o ńıvel de energia E, existe uma probabilidade positiva
de se encontrar a part́ıcula fora da região clássica. Isto descreve o
fenômeno do assim chamado tunelamento.

Referimos o leitor a seção 4.2.2 do capitulo 4 de
http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html

para uma descrição com muitas ilustrações e figuras do que consider-
amos acima.

2) O segundo exemplo considera uma part́ıcula que pode se mover
livremente no intervalo [0, a], a > 0.

Sendo assim, como não existem forças externas podemos supor
que V é constante igual a zero.

A equação para ψ(x) que é autofunção de H se torna

− ~

2m

d2

dx2
ψ(x) = λψ(x).

Como a part́ıcula quântica deve estar confinada ao intervalo [0, a]
é ”natural”(pelo menos para quem não está familiarizado com o
cenário quântico) considerar apenas ψ tais que ψ(0) = 0 = ψ(a).
Na verdade estamos pensando que no sistema clássico associado a
part́ıcula colide com os extremos e é jogada de volta para dentro do
intervalo.
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É importante destacar que estamos considerando aqui o operador
d2

dx2 definido no espaço de Hilbert H que é o fecho em L2([0, a])(dx)
de {ψ : (0, a) → C de classe C2 tal que ψ(0) = 0 = ψ(a)}.

A função ψ constante igual a zero não nos interessa.
Uma vez encontrada a ψ então, a solução ao longo do tempo seria

ψt(x) = e−i
t
~
λ ψ(x).

A solução geral da equação diferencial de segunda ordem acima é

A cosh(
√
2m|λ|x

~
) +B sinh(

√
2m|λ|x

~
), se λ < 0

A+Bx, se λ = 0,

e

A cos(
√
2mλ

x

~
) +Bsen(

√
2mλ

x

~
), se λ > 0,

onde A,B são constantes reais.
A condição ψ(0) = 0 força A a ser nulo. Se λ ≤ 0, então B tem

que se anular, porque f(a) = 0.
Se λ > 0, obtemos ψ = B sen(

√
2mλx

~
). As condições de fronteira

fazem com que λ deve ser necessariamente da forma
√
2mλa

~
= nπ,

para algum n natural.
Desta maneira obtemos que os autovalores são da forma

λn =
n2 ~2 π2

2ma2
, n ∈ N

As autofunções ϕn, n ∈ N, correspondentes, já normalizadas, são

ϕn(x) =
sen(

√
2mλn

x
~
)

| sen(
√
2mλn

1
~
(.)) |2

=
sen(

√
2mλn

x
~
)√

π n~

2
√
2mλn

=
sen(

√
2mλn

x
~
)√

a/2
.

Note que esta coleção define um conjunto ortonormal completo
no espaço de Hilbert H em consideração.

Os λn correspondem aos posśıveis ńıveis de energia do sistema
Desta forma se o estado se encontra no ńıvel de energia λ3, a

probabilidade de encontrá-la na posição x entre [c, d] ⊂ [0, a] é dada
por ∫ d

c

|ϕ3(x)|2 dx =

∫ d

c

|sen(
√
2mλn

x
~
)|2√

a/2
dx.
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Na figura 8.1 mostramos o gráfico das três primeiras autofunções
ao quadrado no caso de presente exemplo.

O valor esperado de X será

E(X ) =

∫ a

0

x|ϕ3(x)|2 dx.

A solução geral da equação de Schrödinger será

ψt(x) =

∞∑

n=0

αne
−i t

~
λnϕn(x) =

∞∑

n=0

αne
−i t

~
λnsen(

√
2mλn

x

~
)

1√
a/2

,

onde αn, n ∈ N, são números complexos.
Por exemplo,

ψt(x) = (7+3i) e−i
t
~
λ2sen(

√
2mλ2

x

~
)+ (2−3i)e−i

t
~
λ5sen(

√
2mλ5

x

~
)

é uma solução. Este estado vai permitir observar a part́ıcula em ńıveis
de energia λ2 e λ5.

No caso geral, seja V : [0, a] → R cont́ınuo e considere o espaço
de Hilbert L2([0, a], dx) em que assumimos que ψ(0) = 0 = ψ(a).

O estudo dos autovalores e autofunções associados a equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x)

faz parte do assim chamado problema de Sturm-Liouville. Referi-
mos o leitor a [141] ou [175] para o estudo do espectro do operador
Hamiltoniano H neste caso.

3) O terceiro exemplo considera uma part́ıcula que pode se mover
livremente no ćırculo S1, ou seja, em [0, 2π), onde identificamos 0 e
2π.

Este problema é conceitualmente distinto do anterior. Aqui a par-
t́ıcula (que digamos se encontra um pouco a esquerda de 2π) poderia
”passar”via o ponto 2 π, de forma cont́ınua para os pontos um pouco
maiores que 0 (estamos no ćırculo). O caso anterior descreve uma
part́ıcula que ao chegar ao extremo direito a, ”colide”e volta de forma
cont́ınua para dentro do intervalo [0, a], e, em pontos próximos a a.
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Não vamos assumir que ψ(0) = 0 = ψ(2π) mas apenas que ψ(0) =
ψ(2π).

Sendo assim, como não existem forças externas podemos supor
que V é constante igual a zero.

A equação para ψ(x) a autofunção se torna

− ~

2m

d2

dx2
ψ(x) = λψ(x).

Como a part́ıcula quântica deve estar confinada em S1 é ”natu-
ral”considerar apenas os ψ tais que ψ(0) = ψ(2π).

Estamos considerando aqui o operador d2

dx2 definido no espaço de
Hilbert H que é o fecho em L2([0, 2π])(dx) de {ψ : [0, 2π] → C de
classe C2 tal que ψ(0) = ψ(2 π)}.

Da mesma maneira como procedemos no exemplo anterior obte-
mos que os autovalores, neste caso, são da forma

λn =
n2 ~2

m 2
, n ∈ N.

As autofunções ϕn, φn, n ∈ N, correspondentes, já normalizadas,
são

ϕn(x) =
sen(

√
2mλn

x
~
)

| sen(
√
2mλn

1
~
(.)) |2

,

e

φn(x) =
cos(

√
2mλn

x
~
)

| cos(
√
2mλn

1
~
(.)) |2

.

Note que esta coleção define um conjunto ortonormal completo
no espaço de Hilbert H em consideração.

Desta forma a solução geral da equação de Schrödinger será

ψt(x) =
∞∑

n=0

αne
−i t

~
λnϕn(x) +

∞∑

n=0

βne
−i t

~
λnφn(x),

onde αn, βn, n ∈ N, são números complexos.

Conforme mencionamos (de acordo com a pagina 206 e Theorem
2.105 de [82] por exemplo) antes dado um potencial V em S1, ou seja,
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V : [0, 1] → R periódico (isto é: V (0) = V (1)), e de classe C∞, então
existe um conjunto ortonormal completo de autofunções periódicas
diferenciáveis ϕn : [0, 1] → R, n ∈ N para H. As ϕn são ortogonais
em relação ao produto interno em L2(dx), ou seja

∫
ϕn ϕkdx = 0,

quando n 6= k. Uma prova deste resultado aparece em [276].
Não vamos assumir no espaço de Hilbert L2(dx) que ψ(0) = 0 =

ψ(1) mas apenas que ψ(0) = ψ(1).
O caso descrito acima é apenas um caso particular deste caso em

que V é periódica mas qualquer.
Embora V seja um função limitada e os autovalores de H atingem

valores ilimitados.
Note ainda que ϕn satisfaz a equação diferencial ordinária de se-

gunda ordem

− ~

2m

d2ϕn(x)

d2x
+ V (x)ϕn(x) = λnϕn(x),

onde V é de classe C∞. Assim, qualquer autofunção é de classe C∞.
Observe que só existe uma autofunção ϕn que é estritamente pos-

itiva. De fato se existissem duas autofunções positivas ϕn e ϕk, então∫
ϕn ϕk d x 6= 0, o que seria contradição.
Caberia ainda a possibilidade de haver mais de uma autofunção

associado ao menor autovalor. Vamos elucidar tal questão.
Seja λ0 o menor autovalor. Na seção 2.3 de [189] se mostra que

para qualquer autofunção ground state ϕ0 minimiza

λ0 =

∫
~2

2m
|dψ
dx

(x) |2 + V (x)|ψ(x)|2 dx,

entre os diversos ψ de norma 1.
O espaço natural para tratar tal problema é o das funções ψ de

quadrado integrável tais que
∫
|dψdx d (x) |2 dx < ∞. Este espaço é

conhecido como o espaço de Sobolev H0,1 (mais detalhes em [269] ou
[34]).

Observe que qualquer autofunção ϕn não pode em um dado ponto
y satisfazer simultaneamente ϕn(y) = 0 e ϕ′

n(y) = 0. Isto iria con-
trariar o teorema de existencia e unicidade pois a função constante
igual a zero satisfaz a equação diferencial de segunda ordem e as duas
condições.



120 [CAP. 7: EXEMPLOS

Se houver alguma autofunção ϕ0 que assume valores negativos e
positivos então |ϕ0| também sera minimizante da integral acima e as-
sim a autofunção |ϕ0| atinge o valor 0 em algum ponto y. Como |ϕ0| é
diferenciável então |ϕ0|′(y) = 0. Isto como vimos no desenvolvimento
acima isto não é posśıvel.

Assim a autofunção que é estritamente positiva corresponde ao
ground state.

Suponha que existam duas autofunções reais distintas f1 e f2
associadas ao menor autovalor λ0. Como

∫
(f2

1 (x) − f2
2 (x)) dx = 0,

então existe ponto x0 tal que f2
1 (x0) − f2

2 (x0) = 0. Disto segue que
f = f1 − f2 é autofunção associado ao autovalor λ0 e além disso
f(x0) = 0. Como isto não é posśıvel conclúımos que a multiplicidade
do menor autovalor é 1.

O estudo do limite semiclássico do ground state em superf́ıcies
aparece por exemplo em [138].

A equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x).

e sua relação com a formula de Feymnan-Kac aparece em [212]
[252] e no caṕıtulo 15 em em [160].

n = 0

1

Figura 7.4: Seja ψ0 o ground state do oscilador harmônico. A es-
querda seu gráfico e a direita o gráfico de |ψ0|2



121

4) Seja A(x) = (aik(x)), i, k = 1, 2, ..., n, x = (x1, x2, .., xn), ma-
triz simétrica real positiva definida indexada por x ∈ B ⊂ Rn, que
determina desta forma uma métrica Riemanniana no aberto B do
plano Rn, isto é, |v|x =< v,A(x)v >, onde v ∈ Rn é um vetor tan-
gente com ponto base x ∈ B, e, <,> é o produto interno canônico
(ver seção 2 em [184]).

Isto é < u, v >x= uA(x)v ∈ R, u, v ∈ Rn, onde u é visto como
vetor linha e v como vetor coluna.

As soluções da equação de Euler Lagrange para o Lagrangeano
L(x, v) = m

2 |v|2x são geodésicas da métrica Riemianna. Neste caso o
o potencial V é nulo.

No caso de um Lagrangeano L geral a equação de Euler-Lagrange
é dado pelo sistema de e.d.o. de segunda ordem

∂xiL (x(t), x′(t)) − d

dt
∂viL(x(t), x

′(t)) = 0,

i = 1, 2, ..., n.
O correspondente operador Laplaciano é

∆F (x1, x2, .., xn) =
1√

det A(x)

n∑

k,i=1

∂

∂xi
(
√
det A(x) aki(x)

∂ F (x)

∂xk
).

Referencias gerais sobre tópicos em Geometria Riemanniana po-
dem ser encontrados em [44] e na seção 7 em [50]. O texto [165] cobre
na seção II. 3 alguns aspectos gerais da quantização em variedades
Riemannianas.

Se pode considerar mais geralmente uma métrica Riemanniana
numa variedade diferenciável M que define em cada ponto x ∈ M
para cada vetor tangente v aM no ponto x um valor |v|2 (ver [44]). A
soluções da equação de Euler-Lagrange são as geodésicas da variedade
Riemanniana (ver seção 2 em [184]). Existe uma maneira geral de
definir o operador Laplaciano ∆ a partir da métrica Riemanniana
(ver [269]).

Dada uma função V : M → R diferenciável se pode considerar o
operador Hamiltoniano H

f → H(f) = − ~2

2m
∆f + V f.



122 [CAP. 7: EXEMPLOS

Assim, para ψ : R ×M → C obtemos a correspondente equação
de Schrodinger

dψ

dt
= ψ′(t) =

1

i~
H(ψ(t)).

No caso da métrica hiperbólica (ver seção 5 chapter 8 in [269],
section 2 em [184] ou [44]) temos que B = {(x, y)| y ≥ 0} é o semi-
plano superior contido em R2, e, para (x, y) ∈ R2

−∆F (x, y) = − y2 (
∂2 F (x, y)

∂2x
+
∂2 F (x, y)

∂2y
)

descreve o operador de Schrodinger quando não existe energia poten-
cial (ou seja, V = 0).

No caso de se considerar apenas a energia cinética estaremos bus-
cado autovalores λ do operador de Schrodinger (que são expressos
usualmente como λ = −s (s − 1), onde s é da forma s = 1/2 + iρ,
ρ ∈ R).

Sendo assim uma autofunção deve satisfazer

−y2 (∂
2 ψ(x, y)

∂2x
+
∂2 ψ(x, y)

∂2y
) = −s (s− 1)ψ(x, y).

n = 1

1

Figura 7.5: Seja ψ1 a segunda autofunção do oscilador harmônico. A
esquerda seu gráfico e a direita o gráfico de |ψ1|2
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O s-Helgason kernel é definido como

(
y

(x− t)2 + y2
)s,

onde t é um parâmetro real.
Fixada qualquer distribuição f na reta real (ver seção 1.13, mas

poderia ser também um função integrável f : R → R), então
∫

f(t) (
y

(x− t)2 + y2
)s dt = ψ(x, y)

determina uma autofunção de

y2 (
∂2

∂2x
+
∂2

∂2y
),

associada ao autovalor real s (s− 1) [132], [35] ou [187].
No caso de se considerar um superf́ıcie compacta obtida como

quociente de B pela ação de um grupo hiperbólico existirão restrições
sobre a distribuição f para que a autofunção seja automorfa [35] [187].

Referimos o leitor para [161] para resultados gerais sobre o espec-
tro do operador de Schrodinger em variedades Riemannianas.

5) No caso do sistema estar sob a ação de uma campo eletro-
magnético externo devemos considerar uma função A(x) (o termo
correspondente a parte elétrica) e V (x) (o termo correspondente a
parte magnética).

O correspondente Hamiltoniano quantizado será

H =
1

2m
(
~

i

d

dx
− e

c
A)2 + eV ,

onde e é a carga da part́ıcula.
A evolução temporal da função de onda ψt será descrita pela

equação de Schrödinger deste potencial. Referimos o leitor para a
seção 3.1 em [9] para um discussão sobre o operador Hamiltoniano
associado a este problema.

O Hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional com termo
magnético e massa m = 1 é

1

2
[ (−i ~ d

dx
+ b x)2 + w2 x2],
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onde b = − e
c .

Obtemos assim o operador

ϕ→ H(ϕ) =
1

2
[−~2

d2

dx2
ϕ− b x~i

d

dx
ϕ−~i

d

dx
(b xϕ)+(b2x2+w2x2)ϕ ].

Neste caso
e−(w2+ b i) x2 1

2~

é autofunçao associada ao autovalor λ = 1
2w ~.

Um interessante estudo da equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ a(x)

dϕ(x)

dx
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x)

e sua relação com difusões e a formula de Feymnan-Kac aparece
em [269], [212] e também em (5.39) na pagina 225 do caṕıtulo 15 em
[160]. Sobre o espectro ver seção 13 caṕıtulo 15 em [160]. O termo

a(x)dϕ(x)dx é denominado drift (ver Teorema 4.1 na pagina 124 de [106]
e expressão (4.1) página 139 em [106]).

A análise do limite semiclássico do ground state associado ao caso
da equação acima aparece em [138].

n = 2

1

Figura 7.6: Seja ψ2 a terceira autofunção do oscilador harmônico. A
esquerda seu gráfico e a direita o gráfico de |ψ2|2



Caṕıtulo 8

Prinćıpio da Incerteza e

o Pacote de Onda

Gaussiano

Uma das questões que vamos analisar nesta seção é a eventual
relação entre fazer medições simultâneas da posição e do momento
de uma part́ıcula que se encontra num determinado estado.

Definição 8.1. Suponhamos que ψ em H não esteja normalizada.
Seja A : H → H um observável, o valor esperado de A é dado por

Eψ(A) =
〈ψ,Aψ〉
‖ψ‖2

Em Estat́ıstica se está muitas vezes interessado em como estão
dispersos os valores em torno da média. Por exemplo, suponha que
esteja fixado a > 0 e consideremos a densidade Gaussiana φa de
média espacial x0, e, variância a. Desta forma, o valor esperado da
posição X é

E(X) =

∫
xφa(x)dx = x0.

Como a norma em L2(R)(dx) de φa é igual a 1, a expressão

125
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2/a 2/a 2/a

0 0
0 0 0

0 a
Figura 8.1: Exibimos acima o gráfico das três primeiras autofunções
ao quadrado no caso do exemplo 2)

análoga à quântica descrita anteriormente seria

Eφa(X) =

∫ √
φa(x)

√
φa(x) x dx = x0.

Vimos anteriormente que quanto menor o valor de a mais está
concentrada a densidade em tôrno do ponto x0.

No limite, quando a → 0, a densidade φa vai convergir a Delta
Dirac no ponto x0, Neste caso limite, a posição espacial x da part́ıcula
vai estar ”concentrada”totalmente em x0 e não vai haver dispersão
alguma.

A medida de dispersão dos dados x em torno de x0 podem ser
medidos através da expressão normalizada

√∫
(x2 − x20)φa(x) dx =

√∫
x2 φa(x) dx − x20.

Neste caso, o valor acima é igual a a.
As expressões acima fazem sentido para uma densidade qualquer

φ ≥ 0, φ : R → R (tal que
∫
φ(x)dx = 1).
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f(x)

Figura 8.2: Densidade f(x) com dados que possuem forte concen-
tração em torno da média.

Assim, a média da posição espacial seria

Eφ(X) =

∫
xφ(x)dx.

e, a dispersão em torno da média Eφ(X) seria dada pela expressão

√∫
x2 φ(x) dx − Eφ(X)2.

Quanto maior for este valor mais dispersos estão os valores de x
em torno da média.

As figuras 8.2 e 8.3 descrevem dois casos distintos: o primeiro
mostra o gráfico de uma densidade f que possui pouca dispersão e
segundo com muita dispersão em torno da média.

Estes conceitos tem análogos relevantes também na Mecânica
Quântica.
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Lembre que dado um operador autoadjunto B e um estado ψ
temos que Eψ(B) =< Bψ,ψ >=

∫
B(ψ)(x)ψ(x) dx.

Definição 8.2. A dispersão de um observável A (autoadjunto por-
tanto) em um estado ψ é dado por

4ψ(A) = [Eψ(A
2)− Eψ(A)

2]
1
2 = Eψ [ (A− Eψ(A) I)

2 ]
1
2 =

[< (A− Eψ(A) I)
2 (ψ) , ψ >]

1
2 =

[< (A−Eψ(A) I)(ψ) , (A−Eψ(A) I) (ψ) > ]
1
2 = | (A−Eψ(A) I)(ψ) |.

Note que

Eψ(A
2)− Eψ(A)

2 =< ψ,A2(ψ) > − < ψ,A(ψ) >2=

< A(ψ), A(ψ) > − < ψ,A(ψ) >2= |A(ψ) |2− < ψ,A(ψ) >2 .

Ainda, < ψ,A(ψ) >2 ≤ |ψ|2 |A(ψ)|2 = |A(ψ)|2. Logo, Eψ(A2)−
Eψ(A)

2 ≥ 0.

Suponha que preparássemos a part́ıcula num estado ψ, e, fossemos
medir o observável A, então, se a dispersão fosse muito pequena, isto
significa que realizando repetidamente muitas vezes o experimento,
observaŕıamos pouca variabilidade no resultado obtido.

Considere uma part́ıcula quântica descrita pelo estado ψ. Suponha
que ao observar a posição xj , j ∈ {1, 2, .., n}, o valor esperado para
o operador Xj fosse x0 ∈ R, e, sua dispersão fosse muito pequena,
então, com alta probabilidade a part́ıcula no estado ψ estaria próxima
de x0.

Vamos calcular o valor médio e a dispersão para o momento P
quando consideramos ϕn =

√
2
a sen(nπ

x
a ) (que é uma função de onda

real diferenciável) no caso do exemplo 2) da seção anterior.
Ora, para qualquer ψ ∈ H diferenciável

Eψ(P) =< ψ|Pψ >= −~i

∫ a

0

ψ(x)ψ′(x)dx = −~i
1

2
[ψ(a)2−ψ(0)2] = 0

Ainda,
4ψ(P)2 = Eψ(P2)− 0 = Eψ(P2).
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Note que P2(ϕn) = ~2
√

2
a
n2π2

a2 sen(nπ xa ), assim

4ϕn(P)2 =< ϕn|P2(ϕn) >= ~2
2

a

n2π2

a2

∫ a

0

sen(nπ
x

a
)2 dx =

~2
2

a

n2π2

a2
a

2
= ~2

n2π2

a2
.

Proposição 8.1. 4ψ(A) = 0 ⇐⇒ ψ é autofunção de A.

Demonstração:
Seja α autovalor de A, então Aψ = αψ, sendo assim Eψ(A) =

〈ψ,αψ〉
‖ψ‖2 = α.

Desta forma
A(ψ) = Eψ(A)ψ.

Ou seja, o autovalor é Eψ(A).
Suponha que |ψ| = 1.
Temos que por definição Eψ[(A− Eψ(A)I)

2] = 4ψ(A)
2.

Ora, pela expressão equivalente descrita na definição

4ψ(A)
2 = | (A− Eψ(A) I)(ψ) |2 = |A(ψ)− Eψ(A)ψ |2

Portanto, 4ψ(A)
2 = 0 ⇐⇒ A(ψ) = Eψ(A)ψ.

�

Dado um operador A se diz que o estado ψ pode ser
medido com infinita precisão se 4ψ(A)

2 = 0. Assim, se o
estado ψ for preparado como uma autofunção de A teremos
que ele pode ser medido través do observável A com precisão
infinita. Como vimos antes se A e B comutam eles podem
ser simultaneamente diagonalizáveis. Desta forma, se ϕn é
um autovetor comum a A e B então ele pode ser medido
com precisão infinita simultaneamente pelos observáveis A
e B.
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f(x)

Figura 8.3: Densidade f(x) com dados que possuem grande dispersão
em torno da média. Alta probabilidade de encontrar valores bem
distantes da média x0.

Lembre que pelo Postulado 4 as observações obtidas de um ob-
servável A só podem tomar valores nos autovalores de A (ou, no
espectro).

Desta forma se formos observar A e colocarmos o estado exata-
mente numa autofunção ψ de A, então, os valores obtidos serão ape-
nas Eψ(A).

O resultado acima justifica de certo modo o sentido do Postu-
lado 4. As autofunções são estados sem dispersão, ou seja, estados
do qual não existe ignorância estat́ıstica. Existe, prévio a uma ob-
servação, uma grande indeterminação ou ignorância estat́ıstica. Após
a observação, ao se produzir um determinado autovalor, a nossa ig-
norância do resultado desapareceu.

Seja ψ um estado, vamos analisar os valores esperados e dispersão
dos observáveis Xj , Pj , j ∈ {1, 2, ..., n}.
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Denotemos por 〈Xj〉ψ e 〈Pj〉ψ os valores esperados de, respecti-
vamente, Xj ,Pj . Então a dispersão destes operadores pode ser dada
pelas seguintes fórmulas:

(4ψXj)2 = ( 4Xj )2 = 〈 ( Xj − 〈Xj〉ψ I )2 〉ψ
e

(4ψPj)2 = ( 4Pj )2 = 〈 ( Pj − 〈Pj〉ψ I)2 〉ψ.

Note que

(∆ψ(Pj))2 =< Pj(ψ),Pj(ψ) > − < ψ,Pj(ψ) >2=

< P̂j(ψ), P̂j(ψ) > − < ψ̂, P̂j(ψ) >2=

< pjψ̂, pjψ̂ > − < pjψ̂, ψ̂ >
2,

que é também a dispersão da variável clássica pj no estado ψ̂.

Teorema 8.2. (Prinćıpio da incerteza de Heisenberg)
Para todo estado ψ ∈ D(Xj) ∩D(Pj) vale que

4Xj4Pj ≥
~

2

Demonstração: Lembre que i
~
[Pj ,Xk] = δjk I. Vamos supor, sem

perda de generalidade que 〈Xj〉ψ = 〈Pj〉ψ = 0.
Isto pode ser feito porque se < ψ,Xj(ψ) >= aj e < ψ,Pj(ψ) >=

bj, podeŕıamos considerar X̃j = (Xj − aj I) e P̃j = (Pj − bj I).

Considerando agora X̃j e P̃j , o desenvolvimento a seguir poderia ser
adaptado a este novo par de operadores.

Assim, (4Xj)2 = |Xj(ψ)|2 e (4Pj)2 = |Pj(ψ)|2.
Note que para dois operadores autoadjuntos A,B temos que
〈i[A,B]〉ψ = −2Im〈Aψ,Bψ〉.
De fato,
〈i[A,B]〉ψ = i〈ψ,ABψ〉 − i〈ψ,BAψ〉 = i〈Aψ,Bψ〉 − i〈Bψ,Aψ〉 =
= i(〈Aψ,Bψ〉 − 〈Aψ,Bψ〉) = −2Im〈Aψ,Bψ〉.
Desta forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz
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1 = 〈ψ, ψ〉 = 〈ψ, i
~
[Pj ,Xj ]ψ〉 = − 2

~
Im〈Pjψ,Xjψ〉 ≤

2

~
|〈Pjψ,Xjψ〉| ≤

2

~
‖Pjψ‖‖Xjψ‖ =

2

~
(4Pj)(4Xj).

Logo, 4Xj4Pj ≥ ~

2 .
�

Como se sabe, Xj e Pj não comutam. Assim, fixado um estado
ψ, ao observar a posição xj e o momento pj temos interferência na
observação. A expressão acima 4Xj4Pj ≥ ~

2 nos fornece uma esti-
mativa numérica do produto das respectivas dispersões.

Vamos elaborar sobre isto. Se fosse preparado um aparato que
colocasse a part́ıcula no estado ψ, e, se desejássemos medir simultane-
amente a posição xj e o momento pj , então seria válida a expressão
4Xj4Pj ≥ ~

2 . Desta forma, se consegúıssemos colocar a part́ıcula
num estado ψ, de tal forma que a posição xj esteja muito bem con-
centrada em torno de x0, então a medição do momento pj para tal ψ
é tal que a dispersão não pode ser muito pequena.

Por exemplo, se a posição xj fosse descrita por ψ que é a densidade
Gaussiana de media 0 e variância (dispersão) a, então a distribuição
da sua transformada de Fourier seria a densidade Gaussiana de media
0 e variância (dispersão) ~ 1

a . Note que se a é pequeno , então, ~ 1
a é

grande. Este resultado se torna muito natural aos olhos do Prinćıpio
da Incerteza.

A expressão F((2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x>) = δp0(p) (no sentido de distri-

buições) indica que podemos pensar, de forma heuŕıstica, em

x → (2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x>

como, o ”estado”(infelizmente, não está em L2(Rn)(dx)) que descreve
uma part́ıcula como momento p0 (e, com dispersão de P igual a zero)
e tal que a média de X é igual a zero. A dispersão de X seria,
num certo sentido, a máxima posśıvel. Estas afirmações pictóricas
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corroboram o prinćıpio da incerteza: 4X grande implica em 4P
pequeno, e, vice-versa.

A análise do pacote Gaussiano é um pouco diferente do descrito
acima.

Definição 8.3. O estado

ψ(x) =
1

(2πa2)n/4
e

−|x−x0|
2

4 a2 e
i
~
<p0 ,x>.

onde a é real positivo, e, x0, p0 ∈ Rn, é chamado de pacote de ondas
gaussiano. Algumas vezes se usa a terminologia: este estado esta
micro-localizado em (x0, p0). Em função das unidades dimensionais
da constante de Plank é natural tomar a =

√
h/m.

Referimos o leitor a [119] para uma análise bastante detalhada e
com muitos exemplos dos tópicos em consideração.

O pacote de ondas gaussiano satisfaz as seguintes propriedades:
4(X ) = a, E(X ) = x0, E(P) = p0 (ver (6.9) Chapter 6 page 182
[250]).

Note que

|ψ(x)|2 =
1

(2πa2)n/2
e

−|x−x0|2

2 a2 =
1

(2π h/m)n/2
em

−|x−x0|2

2h

é a densidade Gaussiana de média x0 e variância (dispersão) a =√
h/m. Assim, quando a massa é grande a dispersão é pequena.
Tal estado é chamado de pacote de onda (ou, pacote Gaussiano)

situado em x0 com dispersão a =
√
h/m. Estes estados minimizam

a relação de incerteza de Heisenberg. Como veremos em breve vale a
relação

4(X )4(P) =
~

2
.

Sendo assim, atinge o que melhor se pode esperar (devido ao Prinćıpio
da Incerteza) em termos de boa localização simultaneamente para x
em torno se x0 e ainda para p em torno de p0.

O pacote de onda Gaussiano, para x0 = 0 e n = 1 é

ψ0(x) =
1

(2πa2)1/4
e−

(x−x0)2

4 a2 e
im v x

~ =
1

(2πa2)1/4
e−

x2

4 a2 e
i p x
~ ,
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descreve o que se entende em Mecânica Quântica por uma
part́ıcula centrada em x0, com momento p = mv, e , com
dispersão 4ψ0(X ) = a. Como vimos acima o parâmetro a =

√
~/m

descreve a dispersão em torno de 0. Note que |ψ0(x)|2 determina um
distribuição gaussiana de variância (dispersão) a =

√
~/m.

Se o pacote Gaussiano tem pequena dispersão a vamos entender
isto como a descrição de uma part́ıcula ”quase”clássica.

Existem outros pacotes de onda importantes. Uma discussão in-
teressante e abrangente aparece em [53].

Vamos analisar a evolução temporal do pacote Gaussiano sob a
ação do Hamiltoniano H0, ou seja, com potencial nulo.

Usando a expressão integral ψt(x) = Kt(ψ0)(x), obtida anterior-
mente, podemos calcular (por exemplo via cálculo de reśıduos [58])

ψt(x) =
1

(2 π)1/4
( a2[1 +

i ~ t

2ma2
])−1/2e

imx2

2~ t e
m2 (x−v t)2 a2

2 i m t~ a2−~2 t2 .

Segue então que

|ψt(x)|2 =
1√
π
(2 (a2 +

~2 t2

4m2a2
))−1/2 e

− (x−v t)2

2 (a2+ ~2 t2

4m2a2 ) .

Uma conta fácil mostra que

Eψt(X ) = v t =
p

m
t.

Assim, conclúımos que o valor médio da posição da part́ıcula
quântica acompanha o que acontece com a part́ıcula clássica.

A partir da expressão para |ψt(x)|2 acima obtida, conclúımos que

otermo a (1 +~2 t2

m2a4 )
1/2 = 4ψt(X ) representa a dispersão do estado

ψt ao longo do tempo, e, que vai a infinito como t. Desta forma o
comportamento da densidade ψt ao longo do tempo t, quando t fica
muito grande, apresenta uma certa similaridade com o Movimento
Browniano [159]. Na seção 2.11 de [189] vamos fazer um paralelo da
Mecânica Quântica com o Movimento Browniano e difusões.

Note que segue do descrito acima que 4ψ0(X ) = a =
√
~/m.

Para t fixo o ponto de maior probabilidade de encontrar a part́ıcula
quântica é x = v t. Isto porque o valor da densidade |ψt(x)|2 é
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máxima em x = v t. Obtemos assim uma certa analogia como o sis-
tema clássico associado. De fato, note que se o potencial no sistema
Hamiltoniano clássico for nulo, então a evolução temporal clássica da
posição, a partir de uma condição inicial colocada em x = 0, e, com
velocidade v, depois de um tempo t, será x = v t.

Lembre que F(e
−x2

4a2 e−i
p0
~
x) =

√
2 a
~
e

− a2 (p−p0)

~2 , e, assim, o mo-
mento do estado pacote de onda Gaussiano com média espacial 0,
momento p0 e dispersão a, no tempo t = 0, é descrito no espaço dos
momentos pelo estado

φ(p) = c e
−a2 (p−p0)

~2 ,

onde c é uma constante de normalização.

Assim, |φ(p)|2 = c2 e
−2 a2 (p−p0)

~2 .
Desta forma, se a localização do pacote em torno do x = 0 é

muito intensa (pequena dispersão a), seu momento, por outro lado
tem grande dispersão em torno de p0 (se obtém o valor ~

2 a ). Assim,

4ψ0(P) = ~

2 a .
Desta forma, a partir das contas feitas acima, temos precisamente

que 4ψ0(X )4ψ0(P) = ~

2 . Ou seja, o pacote Gaussianao determina o
valor mı́nimo posśıvel dntro do requerido pelo Prinćıpio da Incerteza.

Note que a =
√
h/m e na seção 2.16 de [189] vamos considerar o

limite semiclássico de um pacote Gaussiano e tal questão será rele-
vante ao tomar m→ ∞ com ~ fixo..

Se considerássemos a famı́lia φt indexada por t dada por

φt(x) = e−(x−vt)2 + i k0(x−vt),

onde k0, v estão fixos, e, t é variável, descreveŕıamos a evolução de
um pacote de ondas não dispersivo. Ou, seja 4(φt) constante, e
E(φt) = vt. O pacote de onda se desloca com velocidade v.

Vamos agora calcular a energia do pacote de ondas Gaussiano no
caso unidimensional. O pacote Gaussiano para x0 = 0 é da forma

ψ0(x) = A expikx−x
2/(2σ)
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onde A = 1
(2πa2)1/4

, é a constante de normalização, e ainda k = p
h e

σ = 2 a2.
Sabemos que

ψ∗
0(x)ψ0(x) = |A|2 exp−x2/σ =

1√
2 π a

exp−x
2/σ .

Neste cálculo, precisamos dos valores expĺıcitos das seguintes in-
tegrais ∫ ∞

−∞
exp(−x2/σ)dx =

√
2 π a

∫ ∞

−∞
exp(−x2/σ)x2dx =

√
π

2
σ3/2

Ora,
H0 ψ(x) = −(~2/2m)(d2/dx2)ψ(x)

= −(~2/2m)[(ik − x/σ)2 − 1/σ]ψ(x)

= (~2/2m)[k2 − x2/σ2 + 2ikx/σ + 1/σ]ψ(x).

Sendo assim,

< H0 >ψ0= (~2/2m)[k2− < x2 >ψ0 /σ
2 + 2ik < x >ψ0 /σ + 1/σ]

= (~2/2m)[(k2 − (1/2σ) + 1/σ]

= (~2/2m)[k2 + 1/(2σ)] = (~2/2m)[ (
p

~
)2 + 1/(4 a2)]



Caṕıtulo 9

Operador densidade

Existe um espécie de dicionário em que os objetos clássicos tem
seus correpondentes quânticos. Os pontos no cenário clássico são com
deltas Dirac enquanto que no quântico são estados (a descrição formal
da aleatoriedade da part́ıcula), as funções (observáveis reais) corre-
spondem a operadores autoadjuntos e finalmente as probabilidades
vão corresponder aos operadores densidade.

Note que se ϕn for autofunção normalizada do operador Hamilto-
niano H, então ϕn e

ia, a ∈ R, também o será. Ainda, as densidades
associadas a |ϕn|2 e a |ϕn eia|2 são as mesmas. Assim, existe uma
certa ambiguidade na obtenção da densidade a partir da ϕn no caso
da part́ıcula estar no ńıvel de energia λn.

Os operadores densidade, que são uma generalização dos estados
(elementos no espaço de Hilbert H), permitem descrever de forma
mais apropriada e elegante os conceitos que foram anteriormente anal-
isados [211].

Nesta seção vamos supor que os operadores considerados possuam
um conjunto ortonormal completo.

Seja um operador ρ : H → H que é autoadjunto, e, que possui um
conjunto ortonormal completo enumerável denotado por ϕn, n ∈ N.
Vamos assumir que exista um autovalor mı́nimo. O traço, quando
existir, é por definição, a soma de todos os seus autovalores λn. Os
autovalores são sempre tomados com a indexação em n de tal forma

137
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que λn seja não decrescente. Estamos assumindo que esta soma

∞∑

n=0

λn

seja finita (o que poderia no caso geral não acontecer). Denotamos
por Tr (ρ) (quando existe) o traço do operador ρ. Os operadores
”trace class”(ver seção 2 cap IX [57] ou seção 3.5 em [14]) serão o
objeto da próxima seção e darão a classe de exemplos de operadores
para os quais se consegue calcular o traço.

Observe que se A é autoadjunto, possui traço e se escreve como

A =

∞∑

n=0

λn Pϕn ,

então o somatório acima é absolutamente convergente, isto é, vale a
propriedade

∑∞
n=0 |λn Pϕn | <∞ (lembre que uma operador projeção

tem norma 1).
Fica assim descrito de maneira esquemática o que é o traço.
A definição abaixo é mais apropriada para futuras generalizações.

Definição 9.1. Suponha que o operador ρ : H → H autoadjunto
possua um conjunto ortonormal completo enumerável de autovetores
ϕn, n ∈ N, então o traço é dado por

∑

n

< ϕn, ρ ϕn > .

Mais geralmente, dado um operador A (não necessariamente au-
toadjunto) por definição o traço de A é dado por

∑

n

< ϕn, ρ ϕn >

(quando existe) onde ϕn, n ∈ N é um conjunto ortonormal completo.
O fato de que esta bem definido o traço (independente do conjunto
ortonormal completo) será objeto do desenvolvimento subsequente

Se ρ1 e ρ2 são autoadjuntos, então fixado um conjunto ortonormal
completo qualquer φn, n ∈ N, o traço de ρ1 ◦ ρ2 é por definição

∑

n

< φn, (ρ1 ◦ ρ2)φn > .
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O fato que está bem definido o traço de ρ1 ◦ ρ2, e independe da
escolha de φn, n ∈ N, está assegurado pelo próximo resultado.

Antes disto observe o seguinte formalismo que é muito útil e que
sera utilizado a seguir.

O operador projeção sobre o vetor unitário v =< v| ∈ H pode ser
expresso na notação de Dirac como Pv = | v >< v |.

Lembre que mostramos na seção de pre-requisitos que

∑

n

|φn >< φn| = I

e também que

< Pψ(φ) , θ > = << φ|ψ > ψ, θ > =

=< φ,ψ >< ψ|θ > = < φ| |ψ >< ψ| |θ >=< ψ|θ >< φ, ψ > (∗).

Teorema 9.1. Suponha que A e B são autoadjuntos e os traços de
A, B, AB e BA estejam bem definidos. Então

1) O traço de A, definido via a expressão
∑

n < ϕn, Aϕn >, não
depende da escolha do conjunto ortonormal completo (mesmo que não
seja constitúıdo por autovetores).

2) Tr (AB) = Tr (BA).

Demonstração:
Seja B =

∑
m amPψm , e, ψn, n ∈ N, um conjunto ortonormal

completo (assim, dado o operador A podemos escrever < A(φ)| =∑
m < A(φ)| |ψm >< ψm|).
Note que o somtório para B é absolutamente convergente.
Note que

∑
m |ψm >< ψm| = I.

Assim, se φn, n ∈ N é outro conjunto ortonormal completo temos
(usando (*) acima) que

∑

n

< φn|(AB)(φn) >=
∑

n

< A(φn)|B(φn) >=

∑

n

< A(φn), I(B(φn)) >
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∑

n

< A(φn)| [
∑

m

|ψm >< ψm| ] (B(φn)) >=

∑

n

∑

m

< A(φn)| |ψm >< ψm| |B(φn) >=

∑

n

∑

m

< ψm|B(φn) >< A(φn)|ψm >=

∑

n

∑

m

< B(ψm)|φn >< φn|A(ψm) >=

∑

n

∑

m

< B(ψm)| ( |φn >< φn| ) |A(ψm) >=

∑

m

< B(ψm)| (
∑

n

|φn >< φn| ) |A(ψm) >=

∑

m

< B(ψm)| I(A(ψm) ) >=
∑

m

< B(ψm)|A(ψm) >=

∑

m

< ψm|(B A)(ψm) > .

Acima usamos o fato que
∑

n |φn >< φn| = I.
Note que se dois somatórios são tais que cada um é absoluta-

mente convergente, então se pode permutar os termos nos somatórios
quando se faz o produto. Esta propriedade foi usada acima.

Isto prova 2). O item 1) segue de considerar A = I no racioćınio
acima.

O descrito acima justifica o sentido da última definição.
�

Note que se ρ1 e ρ2 são autoadjuntos então

∑

n

< φn, (ρ1 ◦ ρ2)φn >

é um número real.

Observamos que estamos sendo um pouco informais no trata-
mento do traço no caso de dimensão infinita. Como destaca [67]
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(ver tambem [62]) na seção Precautions 2.2.2 tudo funciona de forma
mais simples no caso de dimensão finita mas cuidados maiores são
necessarios em dimensão infinita.

Definição 9.2. Um operador ρ : H → H é dito um operador densi-
dade se ele é autoadjunto, se possui um conjunto ortonormal completo
enumerável de autovetores, se é positivo, e, ainda, se tem traço igual
a 1.

Neste caso todos os autovalores são números reais não negativos
e menores ou iguais a 1.

Os operadores densidade correpondem na Mecânica Quântica as
probabilidades clássicas.

É natural associar o estado ψ - um elemento no espaço de Hilbert
- ao operador densidade Pψ = |ψ >< ψ |.

Note que ψ e ψ ei a, com a real, definem o mesmo Pψ. Em out-
ras palavras temos que |ψ >< ψ | = |ψ ei a >< ψ ei a |. Ou seja, a
ambiguidade do estado ψ desaparece quando olhamos o problema do
ponto de vista de operador densidade.

Existem operadores densidade que não são projeções. Um oper-
ador densidade é uma projeção, se e só se, ρ2 = ρ.

A matriz
1

2

(
1 + 1√

2
− 1√

2
i

1√
2
i 1− 1√

2

)

define um operador densidade agindo em H = C2.
Suponha que H possua um conjunto ortonormal completo enu-

merável ϕn, n ∈ N. Seja cn ≥ 0, n ∈ N, sequencia tal que
∑

n cn = 1.
Então é fácil ver que ρ =

∑
n cn Pϕn define um operador densidade.

Note que ρ2 =
∑

n c
2
n Pϕn , e, assim, em geral, não é igual a ρ. Ob-

serve também que a composta de operadores densidade pode não ser
um operador densidade.

Note que se An, n ∈ N, forem operadores densidade, e, cn são
numeros não negativos tais que

∑
n cn = 1, então

∑
cnAn é um

operador densidade. Assim, o espaço dos operadores densidade é um
convexo.

É importante não confundir o vetor
∑

cn ϕn no espaço de Hilbert
com o operador densidade ρ =

∑
n cn Pϕn .
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Observação Dado um operador densidade ρ (que pode ser ex-
presso como ρ =

∑
n cn Pϕn pelo teorema espectral), então, se ρ2

for também operador densidade, deve ter traço igual a 1, logo, con-
clúımos que todos os cn, menos um deles, tem que ser zero. Assim,
ρ é um operador projeção.

Os operadores densidade generalizam o conceito de estado e se
encaixam de forma mais natural no ponto de vista de Heisenberg.

Note que se ρ é um operador densidade então

ρ(t) = et
i
~
H ρ e−t

i
~
H

é autoadjunto, é positivo e tem traço 1 (demonstração ao fim desta
seção).

Assim, ρ(t), t ≥ 0, descreveria a evolução de um operador densi-
dade inicial através do fluxo descrito pela formulação de Heisenberg.

Em Mecânica Estat́ıstica Quântica, como veremos nas seções 1.10
e 2.12 de [189], estaremos interessados, prioritariamente, em oper-
adores densidade. Lá vai ser muito útil o fato que o operador H,
e a incógnita do problema (um operador densidade), sejam ambos
operadores.

Os operadores densidade desempenham na Mecânica Quântica
o papel das probabilidades na Teoria da Probabilidade. No nosso
contexto, eles permitem capturar as interferências entre as distintas
possibilidades. Se o espaço de Hilbert H fosse o C3, por exemplo,
então, o operador autoadjunto geral é descrito por uma matriz A,
três por três, com entradas complexas tal que a matriz transposta
conjugada de A é igual a A (ver[178]). Um operador densidade é
uma matriz positiva tal que a soma dos autovalores dá o valor 1.
Sistemas desta forma aparecem de maneira natural em Computação
Quântica (ver [217] [27] [25]).

Por exemplo, a matriz

P =




p1 0 0
0 p2 0
0 0 p3


 ,

onde p1, p2, p3 são reais não negativos, e, somam 1 é um exemplo de
operador densidade
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O mundo da Probabilidade, ou, da Mecânica Estat́ıstica, num
certo sentido, está ”mergulhado”no cenário Quântico, através das
matrizes diagonais.

Muitas vezes os estados que somos levados a considerar são um
mistura de estados ϕn que são autofunções do operador Hamiltoniano
H.

Por exemplo, em algumas situações podemos ser levados a con-
siderar dois operadores projeção PF1 e PF2 , F1, F2 ∈ H, que atuam
simultaneamente em estados ψ e que produzem novos estados PF1(ψ)
e PF2(ψ). Suponha que por alguma razão eles são produzidos com
probabilidade 1/3 de sofrerem um processo de medição via PF1(ψ),
e, 2/3 de sofrerem um processo de medição via PF2(ψ). Por alguma
razão de natureza f́ısica eles vão estar sujeitos a uma observação sub-
sequente A (sobre os outputs produzidos PF1(ψ) e PF2(ψ)). Fixado ψ,
temos que 1/3PF1(ψ)+2/3PF2(ψ) é de fato uma função de onda que
pode ser normalizada (e resultar num novo estado), mas isto não tem
nada a ver com a questão em análise. No problema descrito acima
existe uma ignorância de qual output vai agir o observável A. Esta
situação não pode ser caracterizada pelo ponto de vista anterior em
que apenas considerávamos estados (ou seja, elementos no espaço de
Hilbert H de norma 1). O ponto sutil é: o operador 1/3PF1+2/3PF2

descreve esta ignorância (ou, incerteza).
Note também que 1/3PF1 + 2/3PF2 é, conceitualmente falando,

distinto de ψ = 1/3F1 + 2/3F2, ou, mesmo de P1/3F1+2/3F2
.

Como dissemos antes um operador densidade deve ser encarado
como a generalização natural ao sistema quântico (a ńıvel de oper-
adores) do conceito de probabilidade.

Definição 9.3. Dado um observável (operador autoadjunto) A, por
definição, Tr(ρA) é o valor esperado de A quando o sistema quântico
é descrito pelo operador densidade ρ. É usual denotar tal valor por
< A >ρ ou Eρ(A).

Os operadores autoadjuntos desempenham na Mecânica Quântica
o papel das funções na Teoria da Probabilidade. Assim, Eρ(A) cor-
responde a ”integrar”a ”função”A em relação a ”probabilidade”ρ.

Lembre que Tr(Aρ) = Tr(ρA). Ainda, note que se ρ e A co-
mutassem (assim seriam simultaneamente diagonalizáveis), na forma
ρ =

∑
n λn Pϕn e A =

∑
n cn Pϕn , então, Tr (ρA) =

∑
n cnλn.
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Se ρ = Pψ , para um estado ψ, então Tr(Pψ A) =< Aψ |ψ >.
Assim, o conceito de valor esperado para operador é uma extensão
daquele para estados.

De fato,

< (Pψ A) v | v >=< (< Av |ψ >< ψ| ) |v >=

<< Av |ψ >< ψ| |v >=< ψ , v >< Av |ψ > .

Considere φn tal que I =
∑

n Pφn . Então, supondo que ψ =∑
n anφn, temos que

Tr(Pψ A) =
∑

n

< (PφA)φn |φn >=
∑

n

< ψ |φn >< Aφn |ψ >=

∑

n

an < Aφn |ψ >=< A
∑

n

an φn |ψ >=< A(ψ), ψ >= Eψ(A).

Desta forma a extensão do conceito está justificada.

Vamos apresentar uma interpretação do significado da ação de um
operador densidade ρ sobre um observável A.

A uma densidade ρ =
∑
j pjPψj podemos associar as probabili-

dades das medições λi a serem obtidas quando aplicamos o observável
A =

∑
i Pviλi da seguinte maneira: suponha ψj =

∑
i cjivi onde {vi}

é a base ortonormal de autovetores de A.
Então podemos dizer que o observável A associa a ρ a probabili-

dade
∑
j pj |cji|2 da medição λi ser obtida.

Note que a interpretação acima é justificada pelo fato de que

Tr(Aρ) = Tr(A(
∑

j

pjρψj )) =

∑

j

pjTr(Aρψj )) =

∑

j

pj
∑

i

|cji|2λi =
∑

i

(
∑

j

pj |cji|2)λi.

Olhando as expressões ψj =
∑

i cjivi e
∑

j pj |cji|2 seria razoável

pensar que |cji|2 descreve a probabilidade de ψj passar a vi.
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Observação: O desenvolvimento acima mostra que se ρ é oper-
ador densidade e A é operador positivo, então Tr(Aρ) = Eρ(A) é um
número positivo.

Um exemplo para esclarecer o leitor sobre o assunto: para um
sistema quântico que se encontra em equiĺıbrio termodinâmico com
um reservatório de calor, se sabe que este ocupa ńıveis de energia
(e assim, determina diferentes estados no espaço de Hilbert H) de
acordo com uma certa distribuição de probabilidade (nestes ńıveis)
de acordo com a assim chamada Lei de Boltzmann. Vamos elaborar
sobre isto mais tarde na seção 1.10 e 2.12 de [189]. É natural assim
tratar com operadores densidade e não com estados.

Considere o exemplo em que H = C3, e que o operador densidade
é diagonal

P =




p1 0 0
0 p2 0
0 0 p3


 .

Um observável B é uma matriz autoadjunta. Assuma que B é
diagonal:

B =




b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3,


 .

onde b1, b2, b3 são reais.
Note agora que traço (BA)= p1 b1 + p2 b2 + p3 b3. Esta expressão

pode ser entendida como a integral da função b : {1, 2, 3} → R, tal
que b(i) = bi, i = 1, 2, 3, em relação a probabilidade P em {1, 2, 3},
associada ao valores p1, p2, p3. Assim, a expressão Tr(Bρ) = Eρ(B),
que descreve a integração do observável B em relação ao operador
densidade ρ, é uma generalização natural do cenário probabiĺıstico.

Fica claro então que o cenário probabiĺıstico se encontra dentro
do cenário quântico via as matrizes diagonais. As matrizes complexas
não diagonais permitem descrever as interferências (componente fun-
damental na Mecânica Quântica).

O conjunto dos operadores densidade é um conjunto convexo. De
fato, suponha que ρ1 e ρ2 sejam operadores densidade e

ρ = aρ1 + (1− a) ρ2,
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onde a ∈ [0, 1]. Então, ρ∗ = aρ∗1 + (1− a) ρ∗2 = aρ1 + (1− a) ρ2 o que
implica que ρ é autoadjunto.

Ainda, < ρ(v), v >=< (aρ1 + (1− a) ρ2)(v), v >= a < ρ1(v), v >
+(1− a) < ρ2(v), v >≥ 0.

Definição 9.4. Um operador densidade ρ é dito ser um estado puro
se ele não pode ser escrito como combinação convexa não trivial de
outros operadores densidade. Ou seja, se ρ nao pode ser escrito como

ρ = aM1 + (1− a)M2,

onde 0 < a < 1, e M1 e M2 são operadores densidade.

Teorema 9.2. O conjunto dos operadores densidades que são estados
puros é o conjunto dos operadores projeção.

Demonstração:
Primeiro vamos mostrar que operadores projeção são estados puros.
Seja ψ no espaço de Hilbert H e suponha que consideremos a

combinação convexa

Pψ = aM1 + (1− a)M2,

onde, 0 ≤ a < 1.
Seja F o subespaço unidimensional gerado por ψ.
Considere a decomposiçao H = F + F⊥.
Seja ϕ ∈ F⊥. Então como M1 e M2 são operadores positivos,

temos que

a < M1(ϕ), ϕ >≤ a < M1(ϕ), ϕ > +(1− a) < M2(ϕ), ϕ >=

< Pψ(ϕ), ϕ >= 0.

Assim, para todo ϕ ∈ F⊥, temos que < M1(ϕ), ϕ >= 0.

Afirmamos que um operador positivo A satisfaz a relação: ∀ϕ, φ

| < A(ϕ), φ > |2 ≤< A(ϕ), ϕ >< A(φ), φ > .

Vamos demonstrar esta afirmação ao fim da prova do Teorema.
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Assim, tomando acima A = M1 e φ = A(ϕ), obtemos que M1

é constante igual a zero em F⊥. Como M1 é autoadjunto, ele deixa
também invariante o subespaço vetorial F (o orthogonal a F⊥ con-
forme referencia [178]). Como o traço de M1 é igual a 1 conclúımos
que M1(ψ) = Pψ . Logo a combinação convexa deve ser trivial.

Seja agora um operador densidade ρ que é um estado puro. Seja
ρ =

∑
n≥0 λn Pϕn sua decomposição espectral. Como ele é positivo

e seu traço é igual a 1, temos que λn ≥ 0, e
∑
n λn = 1. Suponha

que existam λi e λj não nulos. Assim, ρ = λiPϕi +
∑
n6=i λn Pϕn =

λiPϕi + (1 − λi) [
1

1−λi

∑
n6=i λn Pϕn ]. Como ρ é puro temos con-

tradição.

Vamos mostrar agora que operador positivo A satisfaz a relação:
∀ϕ, φ

| < A(ϕ), φ > |2 ≤< A(ϕ), ϕ >< A(φ), φ > .

Para um valor real s qualquer temos que

< A(ϕ+ sφ) , (ϕ+ sφ) >≥ 0.

Para um t qualquer tome s = t < A(ϕ) , φ > .
Neste caso,

0 ≤ < A(ϕ+ sφ) , (ϕ + sφ) >= t2 | < A(ϕ)φ > |2 < A(φ) , φ > +

2 t | < A(ϕ) , φ > |2 + < A(ϕ) , ϕ > .

Note que < A(ϕ+ sφ) , (ϕ+ sφ) > é real, bem como
∫
A(ϕ)ϕ dx

e
∫
A(φ)φ dx.
Isto força com que o polinômio acima tenha apenas coeficientes

reais.
Sendo assim o discriminante do polinômio de grau dois em t é

negativo

4 | < A(ϕ), φ > |4 − 4 | < A(ϕ), φ > |2 < A(φ), φ >< A(ϕ), ϕ >≤ 0.

Disto segue a afirmação desejada.
�
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Um operador densidade pode sempre ser expresso na forma

ρ =
∑

n

λn Pϕn ,

onde ϕn é um conjunto ortonormal completo enumerável. Os λn
devem ser encarados como probabilidades e somam 1. Assim ρ pode
ser expresso como combinação de estados puros.

Assim, se pode escrever de maneira mais apropriada

ρ =
∑

n

pn Pϕn ,

onde,
∑
n pn = 1.

Fixado um operador HamiltonianoH, nesta formulação mais geral,
consideramos um operador densidade inicial ρ0 no tempo t = 0, e,
desejamos descrever a evolução temporal do operador ρt que satisfaz
a equação

i~
d

dt
ρt = [H, ρt].

A derivação em t acima usa a estrutura de espaço de Banach dos
operadores limitados com a norma de operadores.

Esta equação generaliza i~ψ′(t) = H(ψ(t)).
A solução de forma expĺıcita é

ρt = e−t
i
~
H ρ0 e

t i
~
H.

Note que se ρ0 é um operador densidade, então, o ρt dado pela
expressão acima também é um operador densidade.

A formulação acima é consistente com a anterior. De fato, se
ρ0 = Pψ0 , onde ψ0 ∈ H é um estado, então, se ψt satisfaz a equação
de Schrödinger como condição inicial ψ0, temos que

ψ(t) = et
1
i~ H(ψ0) = e−t i

1
~
H(ψ0).

Vamos mostrar que para todo t ≥ 0 vale ρt = Pψt .
Ora, Pψ(t) = |ψ(t) >< ψ(t)|, satisfaz para qualquer φ, η

< η|Pψ(t)(φ) >=< η|ψ(t) > < ψ(t)|φ > .
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Note que

Pψ0
|et

i
~
Hφ >= |ψ0 >< ψ0|e

t i
~
Hφ >= |ψ0 >< e−t

i
~
Hψ0|φ >= |ψ0 >< ψ(t), φ > .

Por outro lado como e−t
i
~
H|ψ0 >= |e−t i

~
H ψ0 >

< η|e−t i
~
H Pψ0 e

t i
~
H(φ) >=< η|ψ(t) >< ψ(t)|φ > .

Como as duas expressões são as mesmas para todo ψ e η con-
clúımos que para todo t vale Pψ(t) = ρt.

Desta forma fica mais uma vez natural pensar que a evolução tem-
poral de operadores (formulação de Heisenberg) generaliza a evolução
temporal de estados (formulação de Schrödinger).
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Operadores Trace Class

Uma ótima referencia para os assuntos desta seção e da próxima
é [14].

Todo operador autoadjunto positivo A possui uma raiz quadrada
B, isto é, existe um operador B tal que B2 = A (ver final da seção
de pre-requisitos).

Dado um operador ρ : H → H no espaço de Hilbert H sempre
temos que o operador ρ∗ρ é positivo.

Assim, como ρ ρ∗ é um operador autoadjunto positivo ele possui
raiz quadrada (ρ ρ∗)1/2. Isto é ( (ρ ρ∗)1/2 )2 = (

√
ρ ρ∗)2 = ρ ρ∗.

Notação: |ρ| = √
ρ∗ρ

Desta forma

〈ρ∗ρφ, φ〉 = 〈ρφ, ρφ〉 ≥ 0, ∀φ ∈ H.

No caso em que ρ : H → H é limitado podemos definir alternati-
vamente o operador positivo |ρ| = √

ρ∗ρ via série de potências [57]
[241].

Definição 10.1. Um operador limitado ρ : H → H é dito trace class
operator se para qualquer base ortonormal {ψj} de H vale que

∑

j

| 〈ψj , |ρ|ψj〉 | <∞.

150
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Neste caso podemos definir, dada a base {ψj}, o traço do operador
ρ como sendo

trρ =
∑

j

〈ψj , ρψj〉 .

Esta definição não depende da escolha do conjunto ortonormal
completo escolhido em H (ver definição 3.4.2 em [14]).

Exemplo 10.1. Seja A : H → H um operador com espectro pura-
mente pontual, σ (A) = σp (A). Sejam ψn e En os autovetores de A
e seu respectivos autovalores. Se En ≥ 0 então A é trace class se e só
se

∑

j

〈ψj , |A|ψj〉 <∞ ⇔
∑

j

〈ψj , |Ej |ψj〉 <∞ ⇔
∑

j

Ej <∞.

Os operadores trace class formam um espaço de Banach com a
norma

‖ρ‖1 = tr|ρ|

que satisfaz as propriedades:

1. tr (αA+ βB) = αtrA + βtrB, ∀α, β ∈ C e ∀A,B trace class;

2. se ρ é trace class e A é um operador limitado então ρA e Aρ
são trace class e trρA = trAρ.

Seja A : H → H um operador limitado, auto-adjunto, com espec-
tro puramente pontual. Sejam também E0 ≤ E1 ≤ ... os autovalores
de A e ψn, n = 0, 1, ..., os respectivos autovetores que formam um
conjunto ortonormal completo. Se f : R → C é uma função anaĺıtica
temos

Proposição 10.1. f (A) é trace class e

trf (A) =
∑

j

f (Ej)

se a série converge absolutamente.
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Demonstração: Supondo que a série
∑
j f (Ej) é absolutamente

convergente temos

∑

j

〈ψj , |f (A) |ψj〉 =
∑

j

〈ψj , |f (Ej) |ψj〉 =
∑

j

|f (Ej) | <∞

de modo que f (A) é trace class e portanto podemos calcular o traço

trf (A) =
∑

j

〈ψj , f (A)ψj〉 =
∑

j

f (Ej) .

�

Proposição 10.2. Seja K : [a, b]2 → C uma função cont́ınua tal que
K(x, y) = K(y, x). O operador K : L2 ([a, b]) → L2 ([a, b]) definido
por

(Kf) (x) =
∫ b

a

K (x, y) f (y) dy

é autoadjunto, e, é trace class. Ainda, vale

trK =

∫ b

a

K (x, x) dx.

Demostração:
O operador K é compacto (ver seção X.2 [281] e Teorema 3.4.4

em [14]).
Seja ϕn, n ∈ N, conjunto enumerável completo de autovetores

para K. Sejam ainda, λn, n ∈ N, os respectivos autovalores.
Seja B(x, y) =

∑
n λn ϕn(x)ϕn(y).

Considere o operador B tal que

(Bf) (x) =
∫ b

a

B (x, y) f (y) dy.

Ora, para cada k fixo

(Bϕk) (x) =

∫ b

a

∑
n

λn ϕn(x)ϕn(y)ϕk (y) dy =
∑
n

λn ϕn(x)

∫ b

a

ϕn(y)ϕk (y) dy =
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∑

n

λn ϕn(x) < ϕn, ϕk > = λk ϕk(x)

Como os ϕk, k ∈ N, geram o espaço de Hilbert, então, K = B.
Logo, podemos assumir que K = B.

Ora,∫ b

a

K(x, x)dx =

∫ b

a

∑
n

λn ϕn(x)ϕn(x)dx =
∑
n

λn < ϕn, ϕn >=
∑
n

λn = trK.

�

Referimos o leitor a seção 9.2.2 em [66] para um discussão mais
profunda sobre os tópicos que estamos superficialmente abordando.

Proposição 10.3. Seja K : R2 → C uma função cont́ınua tal que
K(x, y) = K(y, x). Suponha que

∫ ∫
|K(x, y)|2dx dy < ∞. O oper-

ador K : L2 (R) → L2 (R) definido por

(Kf) (x) =
∫
K (x, y) f (y) dy

é autoadjunto, e, é trace class. Ainda, vale

trK =

∫
K (x, x) dx.

A demonstração é semelhante ao caso anterior.

Sendo assim, se um certo operador pode ser descrito via um op-
erador integral obteremos automaticamente uma forma simples de
calcular seu traço.

Definição 10.2. Um operador integral limitado K é dito de Hilbert-
Schmidt se K∗K é trace class.

Proposição 10.4. Um operador integral K em L2
(
Rd
)
com núcleo

K ∈ L2
(
Rd × Rd

)
é de Hilbert-Schmidt, e

trK∗K =

∫

Rd×Rd

|K (x, y) |2dxdy.
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Referimos o leitor a [14] para maiores detalhes sobre operadores
do tipo Hilbert-Schimdt.

O valor
∑
k∈N

< ek, A(ek) >, denotado por τ(A) é chamado neste
caso de traço A.

Um espaço de Hilbert é separável se ele admite uma conjunto
ortonomal completo (enumerável).

Definição 10.3. Um operador autoadjunto A agindo num espaco de
Hilbert separável H é chamado Hilbert-Schmidt (ver [14]), se a soma

∑

k∈N

λ2k

converge.

Teorema 10.5. Um operador A definido num espaço de Hilbert
separável H é Hilbert-Schmidt, se e só se, A∗A é trace class.

Teorema 10.6. Suponha que {e1, e2, ...} é um conjunto ortonormal
em H.Se

A(.) =
∑

k

|ek > λk < ek| . >,

onde λk ≥ 0, tr(A) < ∞, e A0 é um operador limitado, então A0A
é trace class.

Considere V o conjunto dos operadores trace class no espaço de
Hilbert L2(M,C) com norma |u|1 = trace

√
u∗ u = tr(

√
u∗ u). Fica

assim definido um espaço vetorial completo (ver [38]). Note que
mesmo que u não seja positivo, temos que u u∗ está bem definido,
é positivo e tem raiz quadrada. Denote por K o conjunto dos oper-
adores trace class. Note que se u ∈ K, então tr(u) = |u|1. Lembre
que tr(AB) = tr(B A). Sabemos que se u ∈ K então ele é operador
densidade no caso em que tr(u) = 1.

Note que tr : V → R é um operator linear.
Seja H um espaço de Hilbert e V o conjunto dos operadores tipo

Hilbert-Schmitd com a norma |A|2 =
√
tr(A∗ A).

Defina < A,B >= tr(A∗ B) para A,B ∈ V . São válidas quase
todas a propriedades para que <,> seja produto interno. (ver seção
6 em [114])
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É natural considerar a seguinte analogia: os operadores trace
class (com a norma | . |1) correpondem ao espaço L1 e os operadores
Hilbert-Schmitd (com a norma | . |2) ao espaço L2.

Lembramos que um conjunto C num espaço vetorial é um cone se
cada elemento x ∈ C é tal que toda vez que o escalar λ > 0, então
λx está tambem em C.

O conjunto K de operadores positivos é um cone (ver [38]).

Proposição 10.7. [66] Todo operador trace-class num espaço de
Hilbert é tipo Hilbert-Schmidt.
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Mecânica Estat́ıstica

Quântica

Existe um generalização natural da Mecânica Estat́ıstica ao cenário
dos sistemas quânticos (ver por exemplo [38] [123] [127] [211] [218]).
As medidas de Gibbs vão corresponder aos estados KMS.

Primeiro, para motivar o problema no cenário quantico apre-
sentaremos o modelo mais simples que ocorre na Mecânica Estat́ıstica.
Considere um sistema f́ısico com estados {1, . . . , n}, e sejam U1, . . . Un
as energias desses estados, respectivamente. Suponha que colocamos
o sistema em contato com uma fonte de calor muito maior, que está
a uma temperatura T . Sendo assim, a energia irá transitar entre o
sistema original e a fonte de calor, e a temperatura T permanecerá
constante, pois a fonte tem ordem de grandeza muito maior que o
nosso sistema. O problema f́ısico que estamos considerando não é
determińıstico, e nós podemos apenas falar da probabilidade de um
certo estado fixo, digamos j, ocorrer, onde j ∈ {1, 2, .., n}. Apos
esperar que o sistema se encontre em equilibrio, se realizarmos uma
sequência de observações, notaremos que o estado j irá ocorrer numa
determinda proporção de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observações e em 112 delas aparece
o estado 2, diremos que existe evidência de que 2 tem probabilidade
P2 = 112

1000 .

156
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Então o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa pro-
porção quando o número de observações vai a infinito. É um fato con-
hecido da Mecânica Estat́ıstica (a partir de observações do fenômeno
f́ısico) que a probabilidade Pj de que o estado j ocorra é dado pela
distribuição de Gibbs:

Pj =
e−BUj

∑n
i=1 e

−BUi
j ∈ {1, ...., n},

onde B = 1
kT e k é uma constante, chamada constante de Boltz-

mann.
Uma formulação variacional do que foi dito acima pode ser feita

da seguinte maneira. Seja

F (p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi log pi −
n∑

i=1

piBUi

definida no simplexo em Rn dado por

Λ =

{
(p1, . . . , pn) : pi ≥ 0, i ∈ {1, ..., n},

n∑

i=1

pi = 1

}

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o máximo
de F no simplexo Λ é obtido em

Pj =
e−BUj

∑n
i=1 e

−BUi
j ∈ {1, . . . , n},

ou seja, de acordo com o valor Pj dado acima.
A função

S(p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi log pi

é a entropia da distribuição (p1, ...., pn). Defina

U(p1, ...., pn) = −
n∑

i=1

piUi

como sendo a energia média. Então podemos dizer que a dis-
tribuição de Gibbs maximiza o valor

S(p1, ..., pn) +BU(p1, ...., pn)
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Nesse contexto, a expressão S+BU é o que chamaremos de energia
livre. Logo, podemos dizer que a natureza maximiza a energia livre.
Quando fazemos a temperatura T tender a +∞, isto é, se B tender a
0, vamos nos aproximar de um problema em que apenas se maximiza
a entropia.

Alternativamente, podemos também dizer que o estado de Gibbs
minimiza −(S +BU).

Na seção 2.12 de [189] vamos descrever um exemplo interessante
em que a teoria acima é descrita com bastante detalhes.

Após a análise do sistema mais simples como o descrito acima,
vamos considerar sua generalização ao caso quântico. A teoria que
trata deste assunto se chama Mecânica Estat́ıstica Quântica [38].

Definição 11.1. Dado um operador densidade ρ =
∑

n pn Pϕn defin-
imos a entropia de von Neumann de ρ como

S(ρ) = −Tr (ρ log ρ),

onde log ρ é o operador

log ρ =
∑

n

(log pn)Pϕn .

Podemos escrever de forma alternativa

S(ρ) = −
∑

n

pn log pn.

A entropia de um estado puro (um operador projeção) é sempre
nula, ou seja, a menor possivel.

No caso bidmensional um ρ da forma ρ = 1/2Pψ1 +1/2Pψ2, onde
Pψ1 e Pψ2 são operadores projeção, é tal que sua entropia log 2 é
máxima.

Outros conceitos de entropia são descritos na literatura (por ex-
emplo em [218] e [19]).

Vamos supor que o sistema quântico em consideração esta sob a
ação de um Hamiltoniano H.

Desta forma, dado um operador densidade ρ, o seu valor esperado
é denotado por E(ρ) = Tr (Hρ) =< H >ρ.
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Definição 11.2. Fixada uma temperatura T , a energia livre de
Helmholtz do estado ρ é por definição

FT (ρ) = E(ρ)− TS(ρ).

O operador de equiĺıbrio à temperatura T para H seria o ρ que
minimiza tal FT (ρ) entre todos os posśıveis operadores densidade.

Pode-se mostrar (ver prova ao fim desta seção) que o ρT que mi-
nimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

ρT =
1

Z(T )
e−

1
T H,

onde, Z(T ) = Tr (e−
1
T H). Naturalmente, se exige que o este traço

esteja bem definido. Como veremos (mais abaixo nesta seção) no
caso do oscilador harmônico, isto de fato acontece.

Referencias abrangentes sobre estes assuntos são [38] e [217].

Definição 11.3. A expressao 1
Z(T ) e

− 1
T H é denominada de estado

(operador) KMS (ou de Gibbs) à temperatura T para o operador

Hamiltoniano H. Note que 1
Z(T ) e

− 1
T H é um operador densidade.

É usual a notação β = 1
T e assim considerar o operador e−βH

normalizado pelo seu traço.

Assim, o operador de equiĺıbrio à temperatura T paraH é o estado
de Gibbs à temperatura T para H.

Note que se H fosse diagonal da forma

H =

(
U1 0
0 U2

)
,

onde U1, U2 são reais, então
1

Z(T ) e
− 1

T H, descreve a probabildade com
pesos

P1 =
e−

1
T U1

e−
1
T U1 + e−

1
T U2

, P2 =
e−

1
T U2

e−
1
T U1 + e−

1
T U2

,

através de

ρT =
1

Z(T )
e−

1
T H =




e−
1
T

U1

e−
1
T

U1+e−
1
T

U2
0

0 e−
1
T

U2

e−
1
T

U1+e−
1
T

U2



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A entropia deste operador é dada por −P1 logP1 − P2 logP2.
Na Mecânica Quântica as inferências desempenham papel funda-

mental. Como vemos, o cenário da Mecânica Estat́ıstica Clássica esta
contido neste através das matrizes diagonais.

Vamos elaborar mais sobre este tópico na seções 2.7 e 2.12 de
[189].

Vamos apresentar um exemplo interessante agora.

Considere o operador Hamiltoniano H = P2

2m + 1
2mw2 X 2 obtido

da quantização do oscilador harmônico.
Sabemos que H tem autovalores da forma (n + 1/2) ~w. Os au-

tovalores de e−βH são da forma e− (n+1/2) β ~w.
Assim,

traço e−βH =

∞∑

n=0

e−β (n+1/2) ~w =
e−(1/2)β ~w

1− e−β ~w

é finito se β > 0.
Desta forma fica bem definido

C =
e−βH

traço e−βH
,

que tem traço 1 e é positivo.
O resultado acima exibe um exemplo de grande importância na

teoria da Mecânica Estat́ıstica Quântica.

Vamos mostrar agora que dado o Hamiltoniano H, o operador
densidade que minimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

ρT =
1

Z(T )
e−

1
T H.

Seja ρ uma matriz densidade fixada, então sua entropia de von
Neumann é dada por

0 ≤ h(ρ) = −tr(ρ log ρ).

Vamos mostrar que fixado um operador autoadjunto B agindo em
Cn então a função F dada por

X → F (X) = tr(XB) + h(X)
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é maximizada por X0 = eB

tr(eB) .

X0 é chamado de operador densidade KMS associado ao operador
B.

A partir do Lemma 4 section 3 in [129] (ou, Theorem 11.9 em
[232]) obtemos: se f(z) é anaĺıtica na variável z, então se A e B são
autoadjuntas agindo em Cn temos

d

dt
trf(A + tB)|t=t0 = tr(B f ′(A+ t0B)).

Fixado um operador autoadjunto B considere uma matriz densi-
dade variável X e a função F dada por

X → F (X) = tr(XB) + h(X) ∈ R.

Na notação anterior teremos que este B vai corresponder a B =
−βH.

Qual o valor máximo de F (X) quando X varia nas matrizes den-
sidade? Este valor máximo é denominado de pressão de B.

Como o conjunto dos operadores densidade é compacto existe o
supremo. Poderiam ocorrer autovalores nulos para tal maximizante?
Vamos mostrar que o maximo é realizado por uma matriz densidade
X0 com autovalores estritamente positivos.

De fato, considere P1, P2, ..., Pn operadores projeção tais que

n∑

j=1

Pj = I.

Dados 0 ≤ λj , j = 1, 2, ..., n, tais que,
∑n
j=1 λj = 1, então temos

que
∑n

j=1 λj Pj descreve um operador densidade geral.
Note que

F (

n∑

j=1

λj Pj) =

n∑

j=1

λj tr(Pj B)−
n∑

j=1

λj log(λj).

Portanto, temos para um i fixado que

∂

∂λi
F (

n∑

j=1

λj Pj) |λi=0 = (Tr(PiB)− 1) − log(λi) |λi=0 = ∞.
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Desta forma não podemos ter λi = 0, i = 1, 2, ..., n, para o oper-
ador densidade maximizante.

Assim, por argumentos de compacidade existe tal X0 com auto-
valores todos positivos.

Como caracterizar X0?
Considere variações de X0 dada por X0 + tZ, onde Z é autoad-

junta com traço zero e t ∈ R é pequeno. Note que como X0 tem
todos autovalores positivos então para t pequeno X0+ tZ é operador
densidade.

Na derivação de

d

dt
F (X0 + tZ) =

d

dt
tr((X0 + tZ)B) + h(X0 + tZ)

o primeiro termo é fácil de controlar. De fato, tr((X0 + tZ)B) =
tr(X0 B) + t tr (Z B), e assim d

dttr((X0 + tZ)B) = tr (Z b).
Para o outro termo note que f(z) = z log(z) tem derivada 1 +

log(z).
Em função da maximização de X0 e pelo resultado mencionado

acima, para um Z com traço zero qualquer, temos que

0 =
d

dt
F (X0 + tZ)|t=0 = tr(Z B) − tr(Z (I + log(X0)) =

tr(Z B) − tr(Z log(X0)).

Fica assim caraterizada a matriz X0

Isto implica que B − logX0 = cI, para algum c real. De fato,
considere a decomposição espectral de C = B − logX0. Se hou-
vessem dois autovalores distintos de C, digamos λi e λj , considere
Z (com mesma decomposiçao em autovetores) e tal que é igual a
multiplicação por 1 e −1 nos correspondentes autovetores (i e j) que
são associados ao dois autovalores distintos λi e λj . Assuma que Z
é tal que tem autovalores zero associados aos outros autovetores de
B − logX0 (distintos de i e j). Neste caso Z tem traço zero, mas
tr(Z C) = λi − λj 6= 0. Contradição. Logo, B − logX0 = cI.

Portanto, X0 = eB−c I

tr(eB−c I ) =
eB

tr(eB) .



Caṕıtulo 12

Uma generalização da

Teoria de

Hamilton-Jacobi

Seja ψt : R
3 → C, que satisfaz a equação de Schrödinger i.e,

i ~
∂ψ

∂t
= Hψ = − ~2

2m
4ψ +V(x)ψ.

Vamos considerar o sistema indexado pela massam > 0 e também
por ~.

Vamos escrever ψ(t, x) = ψm,~(t, x) na forma polar

ψ(t, x) = a(t, x) e
i
~
S(t,x) = am,~(t, x) e

i
~
Sm,~(t,x),

onde a = am,~ e S = Sm,~ tomam apenas valores reais e m > 0. No
tempo t o termo |am,~|2 descreve a densidade da part́ıcula quântica
de massa m e o termo Sm,~ a fase da part́ıcula quântica.

Dado S(t, x) denotamos ∇S(t, x) = (∂S(t,x)∂x1
, ..., ∂S(t,x)∂xn

)

Teorema 12.1. ψt = ae
i
~
S = ate

i
~
St , satisfaz a equação de Schrön-

dinger, se e só se,

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
, (12.1)
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e
∂(a2)

∂t
+ div (

a2∇S
m

) = 0. (12.2)

Demonstração:
Para demonstrar o resultado desejado, note primeiro que

∂ψ

∂t
= (

1

a

∂a

∂t
+
i

~

∂S

∂t
)ψ,

e

(
∂ψ

∂x1
, ...,

∂ψ

∂xn
) = ∇ψ = (

∇a
a

+
i

~
∇S)ψ.

Disto segue que

4ψ = (
~2 4a
a

+ i ~4S + 2i ~
< ∇a,∇S >

a
− i

~2
|∇S|2 )ψ.

Substituindo estas expressões na equação de Schrödinger obtemos

i ~
∂ψ

∂t
= (

i ~

a

∂a

∂t
− ∂S

∂t
)ψ =

[− 1

2m
(
~24a
a

+ i~4S + 2i~
< ∇a,∇S >

a
− |∇S|2 ) + V ]ψ.

Após dividir as duas expressões acima por ψ, e, ao igualar a parte
real e imaginária de cada um dos lados obtemos

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
,

e

i ~
1

a

∂a

∂t
= −i~ 1

2m
4S − 2i~

1

2m

< ∇a,∇S >
a

.

Multiplicando a última expressão por 2 a2

i~ , obtemos

∂(a2)

∂t
= −div (

a2∇S
m

).

Desta forma fica demonstrada a afirmação acima.
�
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Este par de equações que mencionamos acima pode ser obtido via
um problema variacional e alguns entendem que tal procedimento
esta dentro da linha da assim chamada Mecânica de Bohm (ver [270]).
Na seção 2.18 de [189] vamos considerar tal questão.

Este ponto de vista da Mecânica Quântica algumas vezes é denom-
inado de interpretação hidrodinâmica (ver [128]). Está relacionado
com a interpretação estocástica de E. Nelson (ver [216] and [277])

Para determinar uma solução S(x, t), a(x, t) é necessario - ao menos
- fixar uma condição inicial S(0, x), a(0, x) onde

∫
a(0, x)2 dx = 1.

Note que vai seguir do resultado acima que se assumirmos que ψt
é estacionária, ou seja, está na forma

ψt(x) = a(x)e
i
~
[ S(x)−E t ] = am(x)e

i
~
[Sm(x)−E t ],

onde E é constante, então ψt satisfaz a equação de Schrödinger, se e
só se, para todo x vale

−E +
|∇S(x)|2

2m
+ V (x) =

~2

2m

4a(x)
a(x)

,

e

div (
a2(x)∇S(x)

m
) = 0.

A última expresão indica que a densidade a(x)2 não depende de
t.

Observamos que a hipótese de estacionaridade implica assumir
que a(x)e

i
~
S(x) seja um autovetor de H associado ao autovalor E.

Mais detalhes sobre a equação de Hamilton-Jacobi em Mecânica
Quântica podem ser encontrados em [72].

Exemplo: No caso unidimensional podemos tomar acima S = 0,
e, então basta encontrar a função real a(x) tal que

−E + V (x) =
~2

2m

4a(x)
a(x)

.

Esta equação é equivalente a equação linear de segunda ordem

d 2

dx2
a(x)− 2m

~2
(V (x)− E) a(x) = 0.
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Como exigimos que
∫
a(x)2dx = 1, temos que a vai a zero quando

x vai a mais infinito e a menos infinito.
A equação acima tem sempre solução a(x) sob hipoteses razoáveis

sobre V . A condição de que a vai a zero quando x vai a mais infinito
e a menos infinito fixa condições de fronteira que determinam os pos-
siveis valores de E.

Assim, no caso unidimensional, este procedimento mostra como
calcular autofunções de H. Na seção 1.6 ao fim do exemplo 3 anal-
isamos tal caso com detalhes.

Vamos analisar agora com mais cuidado no caso geral a expressão

∂(a(t, x)2)

∂t
+ div(

a(t, x)2(∂S(t,x)∂x1
, ..., ∂S(t,x)∂xn

)

m
) =

∂(a2)

∂t
+ div(

a2∇S
m

) = 0.

Em dinâmica de flúıdos esta equação descreve a evolução de uma
massa flúıda com densidade de massa a2 e que vai se mover no ponto
x na direção do vetor tangente ∇S(x).

A conservação de densidade de massa nos dá a expressão

div (
a2∇S
m

) = 0.

Faremos aqui um paralelo com cenário quântico. Lembre que na
Mecânica Quântica a(t, x)2 = at(x)

2 vai descrever a probabilidade de
encontrar em x a part́ıcula no tempo t numa certa região espacial
dada. Assim esta densidade vai evoluir ao longo do tempo seguindo
a direção do gradiente de S (no tempo t) que é a parte ondulatória
da função de onda.

Assim, a evolução da distribuição de massa na Mecânica de Flúıdos
possui um paralelo com a evolução da probabilidade de encontrar a
part́ıcula numa certa região na Mecânica Quântica. Vamos elaborar
um pouco mais sobre isto.

Teorema 12.2. Seja uma famı́lia de difeomorfismos Tt : R → R,
t ∈ R, onde T0 = I, e, vt(x), que satisfaz

vt(Tt(x)) =
d Tt(x)

dt
,
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x ∈ R, t ∈ R. Seja, uma densidade inicial f(x), e, ρt a evolução
temporal desta densidade ao longo do fluxo definido pela familia de
difeomorfismos Tt, isto é, para qualquer função diferenciavel com su-
porte compacto ϕ e qualquer t, temos que

∫
ϕ(x) ρt(x) dx =

∫
ϕ(Tt(x)) f(x) dx.

Note que ρ0(x) = f(x) para todo x.
Então vale a equação do transporte

d

dt
ρt +

d

dx
(v ρt) = 0.

Demonstração:
Sem perda de generalidade (basta tomar limites após obtido o

resultado desejado) se pode assumir que ϕ tem suporte compacto.
Note que para todo x

d

dt
(ϕ ◦ Tt) = [

d

dx
ϕ(Tt(x))]

dTt(x)

dt
= [

d

dx
ϕ(Tt(x))] vt(Tt(x)).

Assim, como podemos passar a derivada para dentro da integral

∫
ϕ(x)

d

dt
ρt(x) dx =

d

dt

∫
ϕ(x) ρt(x) =

d

dt

∫
ϕ(Tt(x)) f(x) dx =

∫
[
d

dx
ϕ(Tt(x)) ] vt(Tt(x))f(x) dx =

∫
[
d

dx
ϕ(x) ] vt(x) ρt(x) dx =

−
∫
ϕ
d

dx
[ vt(x) ρt(x) ] dx.

Na ultima passagem usamos integração por partes, e, ainda, o
fato ϕ tem suporte compacto.

Como a afirmação vale para todo ϕ temos finalmente que

d

dt
ρt = − d

dx
( ρt v ).

�
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Acima v = ∇S na equação do transporte anteriormente obtida.
A prova do resultado acima vale também para uma famı́lia de

difeomorfismos Tt : R
n → Rn. Suponha que v : Rn → Rn seja um

campo de vetores autônomo e considere o fluxo Φt, t ∈ R, associado
a equação diferencial x ′ = v(x) (ver [75]). Neste caso as hipoteses
acima estão satisfeitas e, fixada uma densidade inicial ρ0, então a
evolução temporal desta densidade pelo fluxo é dada pela equação de
transporte para ρt, t ∈ R.

No caso da equação dada por (12.1) e (12.2) para as funções a
e S podemos então interpretar, no caso unidimensional, a relação
de S(t, x) com ρt = a2t (que aparecem na expressão da função de
onda) da seguinte forma: se f(x) = a20(x) é a condição inicial, e,
Tt é o fluxo que vai definir a correspondente evolução temporal da
densidade a2t = ρt, via a equação de Schrödinger, então

∂(a2)

∂t
+

d

dx
(
a2 d

dx S

m
) = 0,

significa que d
dtTt(x) = vt(x) =

d
dx S(t,x)

m .

Ou seja, no caso n-dimensional ∇xS(t,x)
m aponta na direção da

variação da densidade de probabilidade a2t no ponto x.

Definição 12.1. A equação diferencial

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V (x) = 0, (12.3)

é conhecida em Mecânica Clássica como a equação de Hamilton-
Jacobi para a ação S(t, x).

Esta equação não envolve o termo a(t, x).

É natural supor que S(x, t) é da forma S(x, t) = −E t + S(x) e
isto simplifica equação acima: obtemos assim a equação de Hamilton-
Jacobi estacionária

|∇S(x)|2
2m

+ V (x) = E, (12.4)

Esta equação não envolve o termo a(x).
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Em geral não existe uma função diferenciável S que solucione
tal equação (12.4). Referimos o leitor a [7], [2] e a seção 3 em [184]
para resultados gerais sobre esta equação e sua relação com Mecânica
Clássica.

Comentários sobre a equação de Hamilton-Jacobi na Mecânica
Clássica: para determinar a solução S(x, t) é necessario fixar uma
condição inicial S0(x) = S(0, x). Mesmo supondo S0(x) de classe C

∞

em x, a propriedade que, para um dado sistema mecânico clássico, se
tenha uma evolução S(t, x), onde St esta definida e diferenciável em
todo Rn e para todo t, é em geral forte demais. Além disso a equação
diferencial associada a vt = ∇St não é muitas vezes autonoma. O
aparecimento de pontos de cáustica - em algum ponto t > 0 - (ver
[249], [5], [2], [205] ou seção 3 em [184]) impõe restrições ao problema.

A existencia de uma função Lipchitz S : Rn → R solucionando
(12.3) (que tem derivada em quase todo ponto) e nos pontos x onde
tem derivada vale

|∇S(x)|2
2m

+ V (x) = E,

se chama do ”cell problem”. A existência de tal solução S é descrita
em [183] e [87].

É natural estudar a existencia de soluções S definidas em ”quase
todo espaço” relaxando a hipótese (de ter derivada em todos os pon-
tos) para apenas assumir que a derivada ∇S existe (e satisfaz a
equação acima) fora de um conjunto de medida de Lebesgue zero.
Resultados nesta direção estão descritos na assim chamada Teoria
KAM fraca (ver [93], [56] e [32]) [9], [84], [190], [116]).

Vamos continuar a analisar a expressão geral

∂S(t, x)

∂t
+

( (∂S(t,x)∂x1
)2 + ...+ (∂S(t,x)∂xn

)2 )

2m
+ V (x) =

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V (x) =

~2

2m

4a
a

=
~2

2m

(∂
2a(t,x)
∂x2

1
+ ...+ (∂

2a(t,x)
∂x2

n
) )

a(t, x)
.
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Alguns autores consideram a condição ~ → 0 como a aproximação
da Mecânica Quântica ao cenário da Mecânica Clássica (ver [122]).
Mais precisamente, para t fixo, a distribuição de probabilidade de
|ψt(x)|2 - onde ψt satisfaz a equação de Schrodinger com ~ variável -
deveria descrever, de alguma forma, um sistema mecânico clássico.

Não há de nossa parte nenhum reparo a este formalismo do ponto
de vista matemático. Mas, na nossa opinião, não faz muito sentido
do ponto de vista da F́ısica, pois em um momento ~ é uma con-
stante fundamental da teoria e em outro é uma variável. No nosso
modesto entendimento, este ponto de vista não é corroborado por
algum prinćıpio f́ısico convincente conforme discussão em [156]. Na
verdade uma constante ε ”dimensionless”, como explicado por C.
Sparber em [263], é que corresponde ao formalismo matematico cor-
reto fazendo ε→ 0 no limite semiclassico na equação

i ε
∂ψ

∂t
(t, x) = − ε2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x).

Excelentes textos matemáticos tratam do assunto (ver [122], [162],
[72] e [284]). Abordamos o assunto em algumas seções (por exemplo
nas seções 2.10 e 2.14 de [189]).

De qualquer forma no caso estacionário nos pareceria fazer mais
sentido considerar um estado quantico como dependente da massa e
fazer o limite (semi-clássico) quando a massa e a enegia (auto-valor
grande) vão a infinito com ~ fixo.

Por exemplo, na excelente exposição [138] and [139] observamos
que o tal limite assintótico pode ser entendido como supondo que a
massa vai a infinito. Neste trabalho é analisado a medida assintótica
no limite semiclássico do ground state para um potencial diferenciável
numa variedade Riemanniana.

O assim chamado cell problem esta naturalmente relacionado com
questões de Limite semi-clássico. Referencias em que se analisam tais
questões do ponto de vista da Teoria de Aubry-Mather (ver [93]) são
[9], [84], [190], [116].

Em algumas seções de [189] (como por exemplo quando consid-
eramos a integral de Feymann) vamos analisar então o limite ~ → 0
do ponto de vista estritamente matemático. Observamos que am,~ e
Sm,~ são soluções de uma equação diferencial que depende conjunta-
mente dos parâmetros m, ~.
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Desta forma, não se pode afirmar sem maiores cuidados (de forma
simplista) que quando ~ → 0, temos que as soluções da equação

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
,

vão ter como limite as soluções da equação (12.3) acima. A expressão

~2

2m

4am,~
am,~

(t, x),

quando ~ → 0, pode não ir a zero se não for possivel controlar o
crescimento de am,~ e Sm,~ com ~. Não estamos afirmando que não
é posśıvel controlar am,~ e Sm,~, apenas alertamos que é necessário
algum tipo de cuidado nas hipóteses sobre como variam (ou, não) m,
~, etc... (ver seção 3.2 e cap 4 em [9] ou [72], [86], [84], [122], [284] e
[116]).

Uma classe de problemas associado a este limite assintótico é al-
gumas vezes tratado pelo método WKB e das expansões asintóticas
(ver seção 6.6 em [50], ou [26], ou [130] and [162]).

O limite semiclássico considerando um intervalo de tempo [0, T ]
fixado é abordado de outra forma na seção 2.15 de [189] (em partic-
ular, fazemos algumas considerações pertinentes no último parágrafo
desta mencionada seção).

Faremos a seguir algums considerações heuŕısticas seguindo este
ponto de vista. Assim, a expressão

∂Sm,~
∂t

+
|∇Sm,~|2

2m
+ V =

~2

2m

4am,~
am,~

,

indica que que quando h→ 0, a solução Sm,~(t, x) fica ”parecida”com
a ação clássica S∞(t, x) (que é solução da equação (12.3)).

No limite semiclássico obteŕıamos (otimisticamente) então o par
de equações em a∞ e S∞

∂S∞
∂t

+
|∇S∞|2
2m

+ V = 0,

e
∂(a2∞)

∂t
+ div (

a2∞∇S∞
m

) = 0.
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Seja S∞ a ação clássica para o Hamiltoniano autônomo clássico

H(x, p) = |p|2
2m + V . Se assumirmos, via separação de variáveis, que

S∞(x, t) = W (x) − E t, obtemos a equação de Hamilton-Jacobi na
forma

|∇W (x)|2
2m

+ V (x) = E,

e a equação de transporte

div (
a2∞∇W
m

) = 0.

Note que foi essencial aqui supor que o Hamiltoniano é autônomo.

No caso em que o potencial é nulo obtemos a equação da eikonal
[184]: fixado E, determine W tal que

|∇W (x)|2
2m

= E.

O ńıvel de energia E é o conjunto de pontos (x, p) tais que vale

|p|2
2m

+ V (x) = E.

A x-projeção do ńıvel de energia E é o conjunto dos x tais que

existe p tal que |p|2
2m + V (x) = E. Na figura 7.1 pode se observar no

caso unidimensional os posśıveis valores x que podem ser atingidos
quando esta fixo um certo ńıvel de energia E. Fixado um ńıvel de
energia E sejam xEa < xEb os extremos deste intervalo.

É fácil ver, pelo Teorema de Conservação da Energia total, que

W (x) =

∫ x

xa

√
2m [E − V (y) ] dy

satisfaz a equação de Hamilton-Jacobi

|∇W (x)|2
2m

+ V (x) = E.

Note que W (x) = −
∫ x
xa

√
2m [E − V (y) ] dy também satisfaz a

equação.
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No limite semiclássico, quando ~ → 0, seria natural esperar que a
S~, associada a cada ~, vá convergir a esta W .

Nos pontos xa e xb a funçãoW deixa de ser diferenciável. Algumas
vezes se chama tais pontos de pontos de dobra. A função W não está
assim (ao menos de maneira natural) definida de forma diferenciável
em toda a reta real. As soluções KAM fracas descrevem uma maneira
alternativa de tratar com tais patologias [56].

W é chamada de solução KAM fraca da equação de Hamilton-
Jacobi seW é diferenciável fora de um conjunto de medida de Lebesgue

0 na x-projeção do ńıvel de energia E, e, vale |∇W (x)|2
2m + V (x) = E

(onde definido) [92] [56]. Neste caso, sempre existe solução KAM
fraca da equação de Hamilton-Jacobi (sob algumas condições bem
gerais sobre V ).

A sigla KAM se refere a Kolomogorov, Arnold and Moser que
deram contribuições muito importantes na formalizaçao desta Teoria.

Fixadom e o correspondente am (obtido da equação de Schrödinger)

considere um novo potencial Vm(x) = V (x)− ~
2

2m
4am(x)
am(x) .

Definição 12.2. − ~
2

2m
4a(x)
a(x) é chamado de potencial quântico asso-

ciado a H e ao estado ψ = a e
i
~
S .

A seguir vamos considerar um novo HamiltonianoHm(x, p), definido
para (x, p) em Rn × Rn dado por

Hm(x, p) =
|p|2
2m

+ Vm(x) =
|p|2
2m

+ [V (x) − ~2

2m

4am(x)

am(x)
].

É fácil ver que a equação de Hamilton-Jacobi em Sm para o Hamil-
toniano Hm é a equação

∂Sm
∂t

+
|∇Sm|2
2m

+ V =
~2

2m

4am
am

.

Vamos fazer agora algumas digressões sobre o ponto de vista de
encarar um dado sistema descrito pela Mecânica Quântica como um
sistema oriundo da Mecânica Clássica ao qual adicionamos o poten-
cial quântico ao potencial clássico.

Em outras palavras, podemos pensar na existência de um novo
potencial Vm,~ (diferente de V ao adicionar o potencial quântico),
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e que este, de certa forma, descreve sob o ponto de vista clássico o
cenário quântico.

A ação clássica S(t, x) é descrita da seguinte forma: fixe um
ponto x′ ∈ Rn, e, considere uma solução da equação de Hamilton
(x(s), p(s)), s ∈ [0, t], tal que,

1) x(0) = x′

2) x(t) = x.
Note que o caminho (x(s), p(s)) ∈ Rn × Rn depende de x e x′,

e, que poderia não ser único (mas, fizemos acima a escolha de uma
determinada solução da equação de Hamilton). Naturalmente
será necessário que x e x′ estejam na projeção de um mesmo ńıvel de
energia.

A seguir defina (ver seção 3.8 em [184])

S(t, x) =

∫ t

0

[< p(s) ,
d

ds
x(s) > −H(x(s), p(s)) ]ds.

Vamos supor que tal função está bem definida para x próximo
de x′, para t em uma vizinhança de t = t′ fixado, e ainda que S é
diferenciável em t e x. Observamos que se pode encontrar tal S num
certo domı́nio de definição [184]. O problema que atrapalha para se
obter uma S globalmente definida são os assim chamados pontos con-
jugados (que aparecem também em Geometria Diferencial) também
chamados de pontos de cáustica (vamos considerar tais questões nas
seções 2.13, 2.14 e 2.15 de [189]). Referimos o leitor ao exemplo 2.3.1
e também a seção 3 de [184] para maiores discussões sobre o assunto.

No caso do oscilador harmonico, H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2 , fixado
T e os pontos inicial x e final y a ação ligando

S(x, y, T ) =
w

2sen(w T )
[(x2 + y2) cos(w T )− 2 xy].

Para cada x′ fixo, tal função ação S(t, x)x′ = S(t, x, x′) satisfaz a
equação de Hamilton-Jacobi para o HamiltonianoH fixado (ver seção
3.9 in [184]). Assim, é natural identificar S(t, x, x′) = S∞(t, x, x′).

Note que sen(w T ) pode se anular quando w T for múltiplo inteiro
de π. Nestes pontos temos que S(x, y, T ) = ∞.

Pode-se demonstrar da mesma forma, que o Sm (satisfazendo a
equação clássica de Hamilton-Jacobi) acima descrito também pode
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ser obtido via criticalidade de

Sm(t, x) =

∫ t

0

[< p(s) ,
d

ds
x(s) > −Hm(x(s), p(s)) ]ds,

para (t, x) em uma vizinhança de x′ e t′ (supondo estarem satis-
feitas as hipótese mencionadas acima) onde Hm incorpora o potencial
quântico.

Note que o termo Hm contém am. Assim, a afirmação precisa
é: uma vez que ”tivéssemos”encontrado am (que assumimos satisfaz
a equação de Shrodinger), então Sm satisfaz a relação acima. No
caso quântico, como necessitamos resolver simultaneamente um par
de equações em am e Sm, a relação acima não é muito efetiva para
se encontrar soluções expĺıcitas.

Vamos estender um conceito que já foi descrito anteriormente: fi-
xados x, x′, t e t′, então S(t, t′, x, x′) será definido da seguinte forma:
escolha uma solução da equação de Hamilton (x(s), p(s)), s ∈ [t, t′],
tal que,

1) x(t) = x
2) x(t′) = x′.
O caminho (x(s), p(s)) ∈ Rn×Rn depende de t, t′, x e x′, e, pode-

ria não ser único (mas, fizemos acima uma escolha). Naturalmente
será necessário que x e x′ estejam na projeção de um mesmo ńıvel de
energia.

A seguir defina a integral da ação (ver seção 3.8 em [184])

S(t, t′, x, x′) =

∫ t′

t

[< p(s) ,
d

ds
x(s) > −H(x(s), p(s)) ]ds.

Vamos supor que tal função está bem definida para y próximo
de x, ainda, y′ próximo de x′, para r em uma vizinhança de t, e, r′

numa vizinhança de t′. Suponha ainda que S é diferenciável em t, t′

e x, x′. Observamos que se pode encontrar tal S num certo domı́nio
de definição [184].

Uma ilustração pictórica da interpretação de S(t, t′, x, x′) é a
seguinte: um jogador de tênis recebe a bolinha no tempo t na posição
x (do seu lado da quadra de tênis) e deseja bater na raquete (isto re-
quer a escolha de um vetor p no tempo t, e, que vai determinar a
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trajetória (q(s), p(s)) e colocar assim a bolinha de volta na outra
parte da quadra de tênis na posição x′ e no tempo t′.

Assim, S(t, t′, x, x′) descreveria a integral da ”ação”desta escolha
de trajetória da bolinha determinada pelo tenista.

Fixando x′, t′, temos que a função S(t, t′, x, x′) satisfaz a equação
de Hamilton-Jacobi, logo, é natural identificar S = S∞.

Uma outra expressão interessante que envolve S∞ e a∞ é a seguinte:
se

a2∞ = det (
∂2S∞
∂x ∂x′

),

então, vale a equação de continuidade

∂a2∞
∂t

+ div (∇S∞
a2

m
) = 0.

Vamos considerar (para simplificar) o caso em que x unidimen-
sional e explicar o sentido da afirmação acima.

Teorema 12.3. (Van Vleck) Considere S∞(t, t′, y, y′) como definido
acima. Se definirmos a2 de tal forma que para x′ e t′ fixos temos que
para quaisquer x, t

a2∞(t, x) = det (
∂2S∞(t, y, t′, x′)

∂y∂y′
)|(t,x,t′,x′),

então, a2 satisfaz a equação de continuidade, ou seja, para qualquer
(t, x)

∂a2∞(t, x)

∂t
+

∂

∂x
(
∂S∞(t, x, t′, y′)

∂x

a2(t, x)

m
) = 0.

Demonstração: De fato, note que

∂a2∞(r, y)

∂r
|(r=t,x,t′,x′) =

∂(∂
2S∞(r,y,t′,y′)

∂y∂y′ )

∂r
)|(r=t,x,t′,x′) =

=
∂2(∂S∞(r,y,t′,y′)

∂r )

∂y∂y′
)|(r=t,x,t′,x′) =
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−
∂2[ 1

2m (∂S∞(r,y,t′,y′)
∂y )2 + V (y)]

∂y∂y′
)|(r=t,x,t′,x′) =

− ∂

∂y
(
1

m

∂S∞(r, y, t′, y′)

∂y

∂2S∞(r, y, t′, y′)

∂y′∂y
)|(r=t,x,t′,x′) =

− 1

m

∂

∂y
(
∂S∞(r, y, t′, y′)

∂y
a2(r, y))|(r=t,x,t′,x′).

�

Se considerássemos

Sm(t, t′, x, x′) =

∫ t′

t

[< p(s) ,
d

ds
x(s) > −Hm(x(s), p(s)) ]ds,

obteŕıamos a relação dada pela equação de continuidade, ou seja,
para qualquer (t, x)

∂a2m(t, x)

∂t
+

∂

∂x
(
∂Sm(t, x, t′, y′)

∂x

a2m(t, x)

m
) = 0.

Note que no caso do oscilador harmonico

∂2S∞(x, y, t)

∂x ∂y
=

−w
sen(w t)

.

Assim, se t for pequeno, mas não nulo, então −w
sen(w t) fica finito.

A seção 2.18 [189] trata do assunto considerado acima de um
ponto de vista diferente.



Caṕıtulo 13

Distribuições e

Transformada de

Fourier

Nesta seção vamos abordar brevemente (e de forma informal) al-
guns aspectos da Teoria das Distribuições sem entrar em muitos de-
talhes técnicos. Uma boa referência no assunto é a seção 3.4 em [64]
(ou, [34], [42]).

O conceito de distribuição, ou, função generalizada em R, é uma
generalização do conceito de função, e, é preliminarmente descrito
como um funcional linear cont́ınuo que age no espaço das funções
C∞

0 (R) = {g : R → R, com derivadas de todas as ordens, e tal
que existe um intervalo [a, b] tal que g se anula fora de [a, b]}. Para
falar em continuidade precisamos de alguma topologia no conjunto
C∞

0 (R) e isto será tratado mais tarde no texto. O conjunto C∞
0 (Rn)

é definido de maneira análoga.

Primeiramente, vejamos como uma função pode ser vista como
distribuição (ou função generalizada): dada f ∈ C (R) limitada,
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definimos o funcional associado a f por

Lf : C∞
0 (R) → R

Lf (g) =
∫

R

f(x)g(x)dx.

Assim, estamos substituindo o conceito usual de função, que seria
uma lei que associa um valor a cada ponto do domı́nio, por outro, que
envolve a sua ação ao ser integrada contra funções teste g em C∞

0 (R).
Vamos ver que para uma certa classe de funções os dois conceitos se
correspondem bijetivamente e de forma natural.

Denotamos por T a aplicação que a cada f associa Lf . Obser-
vamos que T é uma aplicação injetiva quando consideramos as f
cont́ınuas. De fato, sejam f1 e f2 distintas funções continuas. Então
existe um intervalo [a, b] no qual f1 6= f2, digamos que f1(x) > f2(x),
para todo x ∈ [a, b] (ou vice-versa). Assim, tomando g uma função em
C∞

0 (R) (cont́ınua por tanto) não negativa, não identicamente nula,
mas nula fora do intervalo [a, b], tem-se que

(T (f1)− T (f2)) (g) =

∫

R

(f1(x) − f2(x))g(x)dx > 0.

Portanto T é injetiva.

Definição 13.1. O conjunto das distribuições, é descrito como

G = {L : C∞
0 (R) → R

∣∣L é linear e cont́ınuo}.

Para ser mais rigoroso, ressaltamos que para falar em continuidade
(como acima), é preciso especificar um sentido de convergência de se-
quência gn → g, em C∞

0 (R). Basicamente, isto deveria significar que
as derivadas de todas as ordens k de gn convergem uniformemente
para as correspondentes para g quando n → ∞. Não vamos elabo-
rar mais aqui sobre isto e referimos o leitor (interessado na rigorosa
formalização matemática do assunto) para a seção IV parágrafo 5
[57].

Os espaços de Sobolev descrevem a formulação matemática
precisa para o estudo das funções generalizadas.

Considere a aplicação δx0 : C∞
0 (R) → R, δx0(g) = g(x0). É fácil

ver que ela define uma distribuição.
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Denominamos tal função generalizada δx0 de delta de Dirac no
ponto x0.

Pode-se mostrar que não existe uma função f, tal que Tf = δx0 .
Portanto a aplicação T não é sobrejetiva. Observe ainda que se exis-
tisse tal função, ela deveria valer infinito no ponto x0 e zero em todos
os outros pontos. Fisicamente falando, tal ”função” δx0 representa,
num certo sentido natural, a distribuição de calor de uma barra de
ferro no instante exato em que cai um pingo de solda em um ponto
x0 desta barra. Portanto, poderia ser uma condição inicial para a
equação do calor. As distribuições foram criadas, justamente com
o intuito de ampliar o conjunto das funções, permitindo considerar
matematicamente situações como a descrita acima. δx0 descreve uma
”função” em que não existe dispersão em torno da média x0

Para x0 fixo a função p → ψ(p) = e
−ip x0

} não está em L2(dx),
mas podemos considerar um funcional linear (distribuição) associado
agindo em funções teste ϕ da forma

Lψ(ϕ)(p) =

∫
ϕ(p)e

−ip x0
} d p.

Podemos definir a derivada de uma distribuição, de maneira co-
erente com o conceito usual de derivada de função. De fato, note
que

Lf ′(g) =

∫

R

f ′(x)g(x)dx = −
∫

R

f(x)g′(x)dx = −Lf (g′),

o que motiva a seguinte definição de derivada de uma distribuição L.
A derivada de L será denotada pela distribuição L′. Assim, para cada
L ∈ G, temos que dizer qual a ação da sua derivada L′ em funções
teste g. Desta forma é natural dizer que dada uma g teste, então

L′(g) = −L(g′).

Por exemplo, seja a função f(x) tal que f(x) = 0, se x ≤ x0, e,
tem o valor 1 no outro caso, onde x0 ∈ R está fixado. Esta função
nao é diferenciável em x = x0. No sentido de ditribuição sua derivada
é a delta Dirac em x0. De fato, seja uma função teste g de classe C∞

que se anula fora de um intervalo, digamos [a, b]. Vamos denotar por
L a função f agindo em funções teste g com distribuição.
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Assim, suponha primeiro que x0 ∈ [a, b]. Então

L′(g) = −

∫ b

a

g′(x)f(x)dx = −

∫ b

x0

g′(x)dx = −[g(b)− g(x0)] = g(x0) = δx0(g).

No caso em x0 não está em [a, b] obtemos o mesmo resultado.
Desta forma, a afirmação está justificada.

Para concluir, queremos definir a transformada de Fourier de uma
distribuição. Este conceito deve generalizar o anteriormente intro-
duzido para as funções usuais. Referimos o leitor para [42] para uma
exposição detalhada no assunto.

Definição 13.2. Dada uma distribuição descrita pelo funcional L,
para cada p ∈ Rn defina

L̂(p) = L((2π})−1/2e
−ipx

} ).

Acima L é uma distribuição que age em funções teste ϕ(x) na
variável x.

A associação p → L((2π})−1/2e
−ipx

} ) (que é uma função ou uma
função generalizada) é a transformada de Fourier da distribuição L.
Note que L̂ age na variavel p.

A presente ”definição” necessita de alguns reparos. De
qualquer modo, a definição é consistente com o descrito anterior-
mente. De fato, dada ψ : R → C com integral finita, a ela associamos
a distrbuição Lψ. A transformada de Fourier de ψ é

ψ̂(p) = (2π})−1/2

∫ ∞

−∞
e

−ipx
} ψ(x)dx = Lψ((2π})

−1/2e
−ipx

} ) = L̂(p).

A propriedade que afirma que para qualquer dado p a integral acima
é finita segue do Teorema de Plancherel que foi apresentado na seção
1.4.

Considere agora L a distribuição delta Dirac em x0, denotada
δx0(dx). Vamos mostrar ao fim desta seção que neste caso L(ϕ) =
ϕ(x0).

Neste caso a sua transformada de Fourier seria a função

p→ δ̂x0(p) =

∫
((2π})−1/2e

−ipx
} ) δx0(dx) = (2π})−1/2e

−ip x0
} .
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Outro exemplo, associado a ψ(x) = (2π})−1/2e
−ip0 x

} podemos
considerar a distribuição

Lψ(ϕ)(s) =

∫
ϕ(s)e

−i s p0
} d s,

e sua transformada de Fourier seria dada por

p→ Lψ((2π})
−1/2e

−ip s
} ) =

∫
(2π})−1/2e

−ip s
} e

−ip0 s
} d s.

Se p0 = 0 temos

p→ Lψ((2π})
−1/2e

−ip s
} ) =

∫
(2π})−1/2e

−ip s
} d s.

Em qualquer dos dois casos observamos que desta associação não
obtemos uma função de fato; podemos no entanto considerar a dis-
tribuição associada e perguntar quem é?

Pode se mostrar também que a transformada de Fourier de x →
e−

i x p0
~ , onde p0 esta fixo, no sentido de distribuições, é a delta Dirac

em p0.
De fato, seja f de classe C∞ com suporte compacto. Vamos

mostrar a afirmação para p0 = 0. Ou seja, a delta Dirac em x = 0 é a
distribuição (funcional linear) f →

∫
f(p) (

∫
e−

i
~
p sds ) dp. De fato,

esta última distribuição satisfaz

f(.) → lim
A,B→∞

∫
f(s) (

∫ B

−A
e−

i
~
p s ds )dp .

Mas, ∫
f(s) ds

∫ B

−A
e

i
~
p s dp =

∫ B

−A
dp

∫
f(s)e−

i
~
p s ds = (2 π ~)1/2

∫ B

−A
f̂(p)dp,

onde f̂ é a transformada de Fourier de f .
Assim, se f é uma função teste temos que f →

∫∞
−∞ f̂(p)dp onde

f̂ é a transformada de Fourier de f . Lembre que a tranformada de



183

Fourier inversa da transformada de Fourier é a identidade agindo em
funções.

Assim temos que

f(s) = (
1

2 π ~
)1/2

∫
e

i
~
p sf̂(p)dp.

Logo, ∫
f̂(p)dp = (2 π ~)1/2f(0).

Resulta então

lim
A,B→∞

∫
f(s) ds

∫ B

−A
e−

i
~
p s dp = f(0).

No sentido de distribuição temos que
∫
f(s) δ0(ds) = f(0). Assim,

mostramos a propriedade no caso p0 = 0.
Vamos elaborar um pouco a seguir porque

∫
f(s) δ0(ds) = f(0).

Antes, disso observamos apenas que no caso geral de p0 qualquer
é decorrencia da propriedade 3) descrita na seção 1.4

As figura 1.4 e 1.5 ilustram de certa forma o que estamos de-
screvendo analiticamente acima.

Agora vamos dar um sentido mais formal a afirmação de que vale∫
f(s) δ0(ds) = f(0).
Vamos descrever a ação da delta Dirac δ0 via um procedimento

limite.
Esse processo de tomar o limite requer um novo olhar sobre a

definição de distribuição. Para o bom entendimento necessitamos
antes de mais nada de apresentar algumas tecnicalidades bem sim-
ples. Uma maneira equivalente a feita acima para essa definição é a
seguinte: dizemos que a sequência de funções {fn} ⊂ C∞ (R) con-
verge fracamente se para toda função g ∈ C∞

0 (R), existe o limite

lim
n→∞

∫
fn(x)g(x)dx.

Uma distribuição L é o conceito matemático associado a uma
sequência fracamente convergente de {fn}, de modo que faz sentido
falar em

L(g) := lim
n→∞

∫
fn(x)g(x)dx
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Observações:

1. Sequências distintas {fn} podem definir o mesmo funcional lin-
ear L. Essas sequências são chamadas sequências equivalentes
e definem a mesma distribuição.

2. Uma sequência fracamente convergente pode ou não ser pontual-
mente convergente, uniformemente convergente, etc.

3. Como na primeira definição de distribuição, fica bem definida
a derivada, e isto está coerente com o fato de generalizarmos
o conceito de função desta forma. Então, seja L = Lφ para
alguma função usual φ. A definição de derivada de uma dis-
tribuição é consistente. De fato, comprovamos isto via as ex-
pressões

∫
φ′(x)g(x)dx := lim

n→∞

∫
f ′
n(x)g(x)dx =

lim
n→∞

−
∫
fn(x)g

′(x)dx = −
∫
φ(x)g′(x)dx.

Pode-se mostrar que essa segunda definição de distribuição via este
procedimento é equivalente a primeira. Mas ela ainda não está sufi-
cientemente boa para definir a transformada de Fourier de uma dis-
tribuição. Para que possamos fazer isso, será necessário restringir o
conjunto no qual as funções fn podem variar.

É posśıvel dar um sentido geral ao conceito de convergência no
espaço das distribuições e isto conduz ao conceito de espaço de Sobolev
(ver seção 3.1 em [14]).

Dizemos que uma função é de Schwartz, se

lim
x→±∞

xn
dm

dxm
f(x) = 0 ∀n,m ∈ N.

Uma distribuição cuja transformada de Fourier está bem definida é
uma aplicação obtida como limite fraco de uma sequência de funções
de Schwartz. No presente texto não vamos apresentar a formulação
completa deste tópico que é bem complexo.

Finalmente, após este preliminares, podemos apresentar uma boa
definição de transformada de Fourier para distribuições. Dada uma
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distribuição φ associada a sequência de funções de Schwartz fn, defin-
imos a transformada de Fourier de φ, denotada por φ̂, como a dis-
tribuição limite associada a sequência de funções de Schwartz f̂n.
Observa-se que a transformada de Fourier de uma função de Schwartz
é de Schwartz e o mesmo ocorre com a inversa da transformada. Além
disso, se uma sequência de funções de Schwartz converge fracamente,
a sequência de suas transformadas também converge fracamente.

A distribuição δx0 vai ser obtida via um procedimento limite en-
volvendo funções fn.

Como ilustração do que desejamos estabelecer vamos considerar
o que seria a transformada de Fourier da distribuição δx0 . Tomando

fn(x) =
n√
π
e−n

2(x−x0)
2

,

devemos mostrar que fn converge fracamente a δx0 no sentido acima,
ou seja, que para qualquer g com suporte compacto

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2(x−x0)
2

g(x) dx = g(x0).

Como
∫
fn(x)dx = 1, temos que isto equivale a

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2(x−x0)
2

[g(x)− g(x0)] dx = 0.

Assim, podemos supor que g(x0) = 0. Por mudança de variável
podemos supor que x0 = 0.

Resta assim provar que

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2x2

g(x) dx = 0

para qualquer g com suporte compacto satisfazendo g(x0) = 0.
Como assumimos que g ∈ C∞

0 (R), temos que g′ é cont́ınua e
limitada. Logo, existe C > 0 tal que para qualquer x vale |g(x)| ≤
C |x|. Portanto

|
∫ ∞

−∞

n√
π
e−n

2x2

g(x) dx | ≤ C n√
π

∫ ∞

−∞
e−n

2x2 |x| dx =
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2
C n√
π

∫ ∞

0

e−n
2x2 |x| dx =

C

n
√
π
.

Assim,

lim
n→∞

|
∫ ∞

−∞

n√
π
e−n

2x2

g(x) dx | = 0

o que prova o resultado desejado.

Sendo assim, no sentido de distribuições é ĺıcito dizer que a trans-

formada de Fourier da delta Dirac em x0 é a função p → 1
(2 π~)1/2

e−
i p x0

~ .

Esta função não está em L2(dp).
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[65] S. De Bièvre, Quantum chaos: a brief visit, Contemp. Math.,
289, pp 161-218, (2001)

[66] M. de Gosson, Sympletic Geometry and Quantum Mechanics.
Ed. Birkhauser, 2006

[67] M. de Gosson, Quantum Harmonic Analysis of the Density Ma-
trix: Basics, Arxiv (2017)

[68] M. de Gosson, A Geometric Picture of the Wave Function:
Fermi’s Trick, Arxiv (2012)

[69] Y. C. de Verdiere, Methods semi-classiques et Theorie Spectrale,
Inst. Fourier, https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/∼ycolver/All-
Articles/93b.pdf

[70] L. de la Pena, A. M. Cetto, A. Valdes-Hernandez, The Emerging
Quantum. The Physics Behind Quantum Mechanics, Springer
(2015)

[71] E. de Farias and W. de Melo, Mathematical aspects of Quantum
Field Theory, Pub. MAt. - IMPA

[72] G. DellAntonio, Lectures on the Mathematics of Quantum Me-
chanics I, Atlantis Press (2015)

[73] G. DellAntonio, Lectures on the Mathematics of Quantum Me-
chanics II, Atlantis Press (2016)

[74] J. Dimock, Quantum Mechanics and Quantum Field Theory,
Cambridge Theory. Commun. in Math. Phys., 244, 311-334, 2004



194 BIBLIOGRAFIA

[75] C. Doering and A. O. Lopes, Equações Diferenciais Ordinárias,
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[178] E. L. Lima, Álgebra Linear, Col. Mat. Univ., IMPA, (2006)
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formação Quântica, V Escola do CBPF - Rio de Janeiro. (2004)

[222] M. Ohya and D. Petz, Quantum entropy and its use, Texts and
monographs in physics. Springer-Verlag, Berlin. 1993.

[223] F. Olver, Asymptotics and Special Functions, Academic Press
(1974)

[224] K. Osterwalder and R. Schrader, Feynman-Kac formula for Eu-
clidean Fermi and Bose Fields, Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 1423



BIBLIOGRAFIA 205

[225] K. Osterwalder and R. Schrader, Euclidean Fermi Fields and
a Feynman-Kac formula for boson-fermion models, Helv. Phys.
Acta 46, 277, (1973).

[226] J. B. Parkinson and D. Farnell, An Introduction to Quantum
Spin Systems, Springer Verlag, 2010.

[227] F. Paugam, Les mathematiques de la physique moderne (2009)
notas Institut de Mathématiques de Jussieu.
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