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Introducao

Neste curso abordaremos alguns topicos matematicos em dinamica
de fluidos geofisicos. Primeiramente, vamos esclarecer o que é a di-
namica de fluidos geofisicos. Rotulamos por fluidos geofisicos tanto
os invélucros fluidos de planetas, tais como a atmosfera e o oceano
na Terra, como também o fluido ionizado que compde o ntcleo ex-
terno da Terra, embora este tltimo também seja classificado como
um plasma, ou seja, um fluido cuja dindmica também estd forte-
mente acoplada com efeitos eletromagnéticos. Com isso, além dos
fluidos geofisicos serem governados pelas leis da hidrodindmica, que
partem do principio basico da hipdtese do continuo e descrevem a di-
namica de uma parcela elementar deste meio continuo com base nas
leis de conservacdao de momento, massa e energia, um aspecto peculiar
dos fluidos geofisicos é que sua dindmica sofre grande influéncia dos
efeitos da rotacao do planeta. De fato, como veremos mais adiante,
principalmente para os movimentos cujas escalas tipicas de compri-
mento sdo comparaveis a propria dimensao do planeta, o efeito da
rotagdo do referencial (i.e., a rotagdo do planeta), manifestado prin-
cipalmente pela forca de Coriolis, é predominante na dindmica desses
movimentos do fluido.

Neste sentido, a matematica estd, obviamente, fortemente pre-
sente na construcdo dos modelos que descrevem esses movimentos,
tais como os modelos atmosféricos de previsao de tempo e clima.
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Isto porque uma das etapas do processo de modelagem consiste em
expressar as leis fisicas que governam a dindmica dos movimentos
do fluido em termos de equacboes matematicas, neste caso represen-
tadas basicamente por equagoes diferenciais parciais. A matemética
também estd presente na busca por solugdes dessas equagdes, que
no caso das equacoes completas s é possivel através de métodos de
aproximacgao numérica, dada a complexidade do sistema de equagoes
de derivadas parciais (EDPs) que descreve a dindmica dos fluidos em
geral. De fato, as chamadas equagbes de Navier-Stokes que gover-
nam a dindmica dos fluidos (fluidos newtonianos) constituem talvez
o principal desafio matematico do milénio, que consiste em demons-
trar a existéncia de uma solucédo forte dessas equagoes. Neste curso,
abordaremos a construcao dos modelos matemaéticos da dindmica de
fluidos geofisicos utilizando trés diferentes formulagoes: a formulagao
Fuleriana, a formulacao Lagrangeana e a formulagdo Hamiltoniana.
A partir do sistema de equagdes de Navier-Stokes (incluindo o efeito
da forca de Coriolis associada com a rotagao do planeta), derivaremos
também diversos modelos bastante utilizados em estudos relaciona-
dos & atmosfera e ao oceano através de aproximagoes tanto de cunho
fisico quanto de cunho matematico. A solucao dessas equagbes por
métodos numéricos estd fora do escopo deste curso.

Além da importancia da matemaética na construgdo dos modelos
da dindmica dos fluidos geofisicos e na solugdo numérica das equagoes
governantes desses modelos, a matematica também esta fortemente
presente numa forma de andalise dessas equagoes que consiste na apli-
cacao de métodos assintéticos, que visem obter equagoes simplifica-
das que descrevam certos mecanismos fisicos, que estao presentes nas
equagoOes completas, mas de forma isolada. Tais equacbes matemati-
cas simplificadas sdo comumente referidas como “toy models”. Estes
“toy models” obviamente sao incapazes de descrever a dindmica dos
movimentos do fluido em questao da forma mais completa possivel e,
consequentemente, nao sao utilizados com o intuito de fazer previsdes
do comportamento do fluido. No entanto, esses modelos simplificados
obtidos através de aproximacdes assintéticas tém uma importancia
crucial em proporcionar um maior entendimento dos processos fisicos
que ocorrem nos modelos completos, mas que dada a complexidade
destes modelos ndo podem ser claramente distinguiveis nas equagoes



completas. Logo, a funcdo béasica desses modelos simplificados é elu-
cidar mecanismos ou processos fisicos que néo sdo claramente eluci-
dados na dindmica completa.

Os “toy models” descritos acima, por serem mais simples, propor-
cionam um tratamento mais analitico de suas equagdes governantes
e, em alguns casos, até solugdes analiticas sdo possiveis. Inclusive,
os “toy models” sdo comumente utilizados na validagdo de modelos
numéricos, para que estes possam posteriormente ser utilizados tanto
na previsao do tempo e clima quanto na simulacéo de certos fendme-
nos atmosféricos ou ocednicos. Neste procedimento de validacao dos
modelos numéricos das equagoes completas da dindmica atmosférica
ou ocednica, os parametros dos modelos numéricos sao configurados
de modo que o modelo opere exatamente ou muito préoximo do regime
em que as equagoes do “toy model” sdo vélidas. Com isso, a solu-
¢ao analitica do modelo simplificado pode ser usada como referéncia
para andlise das saidas do modelo numérico das equacoes comple-
tas. Um exemplo de métodos matematicos assintéticos empregados
para obter solugbes simplificadas das equacgbdes completas é a teoria
ondulatéria (ou seja, a busca dos chamados modos normais de um
sistema fisico), tanto a teoria linear quanto a fracamente nao linear,
que serao abordadas neste curso. A teoria ondulatéria, como veremos
mais adiante, consiste em analisar a dindmica do sistema num regime
particular valido nas proximidades de certas solugoes de equilibrio do
sistema. Neste caso, as pequenas amplitudes dessas perturbacoes
permitem que estes distturbios sejam descritos, numa primeira apro-
ximacao, pela versdo linearizada das equacbes governantes. Como
EDPs e sistemas de EDPs lineares tém sido estudados durante varios
séculos, solugoes analiticas sdo possiveis via métodos de separacao de
variaveis, somados a expansoes em séries de poténcias, expansiao em
séries de funcoes ortogonais, etc. Neste caso, as chamadas ondas séo
determinadas como solugoes caracteristicas das equacgoes lienarizadas.

Além da destacada importancia da teoria ondulatéria em consti-
tuir um “toy model” na elucidacdo de mecanismos fisicos, a relevan-
cia da teoria ondulatéria reside também no fato de que as equagoes
governantes dos modelos da dinamica de fluidos geofisicos tém natu-
reza hiperbdlica, permitindo, portanto, que qualquer distiirbio inicial
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se propague. Ademais, outro aspecto que reforga a importancia da
teoria de ondas como ferramenta poderosa no entendimento dos pro-
cessos dindmicos nos modelos de dindmica de fluidos geofisicos é a
observacao na atmosfera e no oceano de fen6menos que envolvem
propagacao coerente de distirbios. Um exemplo disso é a propaga-
¢ao dos sistemas convectivos de meso-escala responsaveis por causar
tempestades em diferentes regides em intervalos de tempo de algu-
mas horas a um dia. Outro exemplo é a propagacao dos disturbios
de grande-escala na atmosfera de latitudes médias e subtropicais, que
causam o deslocamento de sequéncias alternadas de ciclones e antici-
clones em periodos de tempo da ordem de alguns dias a uma semana,
que apresentam um grau relativamente alto de coeréncia espacial.
Outra manifestacdo evidente de distirbios ondulatorios na atmosfera
é a estrutura coerente de disposicdo das nuvens altas em situagoes
de estabilidade da atmosfera, que reflete a atividade das ondas de
gravidade.

Além dessas manifestacoes evidentes da atividade de ondas que per-
mitem até sua identificacao visual, evidéncias na atmosfera de distur-
bios ondulatodrios descritos de forma tedrica tém sido obtidas através
de métodos de analise de sinais, que contempla a eliminacao de ruidos
e a extragdo de espectros de fundo de forma a isolar picos espectrais
altamente significativos do ponto de vista estatistico e que possuem
surpreendente coincidéncia com a relagao de dispersao de alguns tipos
de ondas permitidas pelas equagoes governantes de modelos atmos-
féricos. Assim, a teoria ondulatéria serd bastante explorada neste
curso, tanto do ponto de vista linear quanto fracamente nao linear.

Os capitulos posteriores sao organizados como segue. Primeira-
mente, no Capitulo 2, abordaremos a mecanica de sistemas fisicos
mais simples que os fluidos, tais como o péndulo eldstico e um sis-
tema discreto de particulas, de modo a apresentar de forma mais
simplificada as diferentes formulagoes da mecéanica classica a serem
posteriormente aplicadas na descricdo da dindmica de fluidos. No
Capitulo 3 utilizaremos essas diferentes formulagoes para obter as
equagoOes governantes da dindmica dos fluidos geofisicos. No Capi-
tulo 4 derivaremos, a partir das equagoes obtidas no Capitulo 3, al-
guns modelos simplificados da dindmica de fluidos geofisicos através
de aproximagoes, tanto aproximacoes fisicas quanto aproximagoes as-



sintéticas. No Capitulo 5 abordaremos a teoria de ondas no regime
linear para o caso das ondas imersas num estado de referéncia esta-
ciondrio em repouso e homogéneo, no qual as ondas sdo estaveis e
neutras. No Capitulo 6 estenderemos a anélise das ondas iniciada no
Capitulo 5 para o regime fracamente nao linear, no qual as solugoes
caracteristicas do problema linear ainda descrevem os efeitos domi-
nantes da dindmica do sistema, porém a nao linearidade promove
corregoes relevantes numa escala de tempo mais longa em compa-
ragdo com os periodos caracteristicos das mesmas. Finalmente, no
Capitulo 7 abordaremos a formulacdo hamiltoniana da dindmica dos
fluidos, onde aplicamos esta formulagao para o estudo da estabilidade
de escoamentos estaciondrios, além da aplicacdo da formulagdo para
a determinacado das quantidades conservadas do sistema.



2

Mecanica de um
sistema de particulas

2.1 Mecanica Newtoniana

Consideremos um sistema de N particulas descritas por suas posi¢oes
ql(t) € RS, i1=1,..,N.

Definigao: A trajetéria de uma particula indexada por i na po-
sigio ¢;(t) € R? é uma curva y(t) : R3 — R.

Definicao: A velocidade v; de uma particula indexada por i na
posicdo ¢;(t) € R? e tempo t = tg é um vetor tangente & trajetéria
desta particula, dada por:

@ Ot = QO (2.1)

vi(to) = a

Definigao: A aceleracao a; de uma particula indexada por ¢ na
posicio ¢;(t) € R3 e velocidade v;, no tempo t = to, é um vetor que
mede a taxa de variacdo da velocidade neste dado tempo:
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d ..
a;(to) = avih:to = Gi(t)]¢=t, (2.2)

Suporemos aqui vilida a segunda lei de Newton: sob a acdo
de uma dada for¢a F(x,t) uma particula de massa m é acelerada de
acordo com mg; = F(q, q). Note que restringimos a fungdo forga as
dependéncias apenas nas posigoes e velocidades.

Definicao:
e A energia cinética é definida por T' = Zi\; m;|vi|?
e O momento da particula indexada por i é dado por p;, = 9T/dd;

e Uma forca F(x) dependente apenas das posigoes é dita conser-
vativa se existe U(x) : R* — R tal que F(x) = —VU. Neste
caso U é chamada energia potencial.

2.2 Mecanica Lagrangeana

Uma abordagem distinta da mecénica devido a Lagrange e Hamilton
é baseada na minimizacdo do funcional agdo

A= 7£dt (2.3)

t1

Lema (Teorema fundamental do célculo das variagoes): Seja f
uma funcéo continua definida no intervalo real [to, t1] a valores em R.
Se a relagao

A= /f(t)h(t)dt =0 (2.4)

é vélida para toda fungéo continua h : [tg,t1] — R, entdo f é identi-
camente nula em [tg, 1]
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Demonstragdo: Suponhamos que exista um ponto ¢ tal que f(¢) >
0. Como f é continua, existem € > 0 e C > 0 tal que f(¢) > C para
t € [t —2¢,t+2¢]. Escolhemos entdo uma fungdo h(t) tal que h(t) =1
parat € [t —e,t+¢€| e h(t) = 0 para t € [tg, ¢ —2€] U [t + 2¢,t1]. Temos
entao:

Z-‘re

A= /f(t)h(t)dt > / FORH)dt > 2eC >0 (2.5)

A relagdo acima contradiz a hipotese de a integral ser nula no inter-
valo [t(), tl].

Principio de Hamilton:

Se tomarmos variagées nas posicoes e velocidades, representada
por dq e 0q, respectivamente, um extremal (maximo, minimo ou
ponto de inflexdo) do funcional agdo satisfaz & equagdo de Euler-
Lagrange: .

0 d
a; _%(62) =0

Para mostrarmos este fato calculemos a variagao de A:

to

to to
5A:5/£dt5 /ﬁ(q+6q,q+5q,t) —/E(q,q,t)dt (2.7)
t1 t1

t1

Podemos entao expandir a lagrangeana £ em série de Taylor nas
variaveis q e q:
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oL oL
L 0q,.q+oq.t) =L 1,1 —) — 00 2.8
(a+dq,q+dq,t) = L(q,q, )+aq q+8q q, (2.8)
de onde tiramos
For oL
SA= | =6q+ 2=sqdt 2,
9 q+aq q (2.9)

ty
Efetuamos entdao uma integral por partes no termo que multiplica
4. Como nos restringimos a variagoes que se anulam nos extremos

t =11 e t =t3, 0s termos de bordo da integral por partes se anulam.
Assim, segue que

ta
oL d oL
/(aqi _dt<8q'i)>5th_0 (2.10)

ty

Pelo teorema fundamental do calculo das variagdes, como dq é
uma funcdo arbitraria, vale a equagdo de Euler-Lagrange. Tomemos
agora L =T —U, onde T ¢é a energia cinética e U a energia potencial.
Pela definicdo de momento,

d 0L dp
—( =) =—-—= 2.11
dt (8q’i) dt ( )
e pela definicdo de energia potencial, segue que
oL =F (2.12)

0q; ’
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de onde recuperamos a segunda lei de Newton F = p = ma.
Equacgoes de Hamilton

Definimos a funcdo hamiltoniana por:

N
H=Y aqp;— L(a,4,1) (2.13)
=1

A partir da relagdo, calculemos as derivadas parciais da hamilto-
niana

gZ. =i (2.14)
gfj:_qu :‘%(gi):—?i (2.15)
?92 b g; =0 (2.16)
%ij - *%f’ (2.17)
de onde obtemos as equacoes de Hamilton:
G = ZZ (2.18)
pi = —gZ (2.19)

Proposigao Suponha que a hamiltoniana H nao dependa expli-
citamente do tempo, ou seja, H = H(p,q). Entdo, H é constante ao
longo das orbitas.
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Demonstracao

dH OH OH
— =i+ P =¢p—q¢p=0 2.20
T +apip @GP — 4ip (2.20)

2.3 Sistemas com vinculos

Suponha que estamos interessados em um sistema mecéanico descrito
por suas coordenadas generalizadas (q1,...,qn,¢1, ..., 4n). Contudo,
suponha que as 2n coordenadas nao sejam independentes, mas que
exista uma relagao entre elas.

Definigao: Uma relacdo entre as coordenadas generalizadas de
um sistema mecénico do tipo ®(q,q), onde ® é uma fungio diferen-
ciavel, é dito um vinculo do sistema.

Defini¢ao: Um vinculo é chamado holonémico se ele nao realiza
trabalho.

O caso mais simples e ao qual nos restringiremos é o caso ho-
lonémico cujo vinculo é uma relacdo de dependéncia apenas entre as
coordenadas de posi¢do (g1, ..., ¢n). Queremos entdo achar o ponto
extremal do funcional agdo, A, sujeito ao vinculo ®(q,...,¢,) = 0.
Para tanto, utilizamos o teorema dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema: Seja I, ® : B — R duas fungoes suaves definidas num
espaco de Banach, sendo 0 um valor regular de ®, B e C = ®~1(0)
a pré imagem de x = 0. Entdo x¢ é extremo de F restrita a C se e
somente se I\g tal que (zg, \g) é ponto critico de F(x,\) = F(x)—\®.

Seguindo os mesmos passos da derivagdo da equagdo de Euler
Lagrange, obtemos a equacao de Euler-Lagrange sujeita a um vinculo
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holonémico ®(qy, ..., ¢,) = 0, dada por:

oL d(@L) 0P (2.21)

0q;  dt\og;) " 9q
A generalizagdo para M vinculos, ®1(g1, ..., ¢n) = 0, ..., Pas(q1, vy @) =

0, é imediata:
OL  d OL\ <~ 0%;
50~ di\ag) ~ Moy (2.22)

j=1

2.4 O Péndulo Elastico

Como exemplo das diferentes formulagoes da mecanica classica estu-
daremos o modelo do péndulo eldstico. Apesar da relativa simplici-
dade, quando comparado com as equagoes da atmosfera, este é um
modelo que apresenta forte analogia com o fenémeno de interagoes
triddicas entre ondas de Rossby atmosféricas, conforme demonstrado
por [Holm(2008)] e [Lynch(2009)]. O sistema em questdo é composto
por um péndulo no qual a corda ou a haste que prende uma particula
de massa m ao ponto de fixacdo é elastica, ou ainda que, ao invés de
uma corda, a particula seja sustentada por uma mola. A abordagem
Newtoniana, baseada na segunda lei de Newton, consiste em analisar
as forgas agindo sobre o sistema com o intuito de escrever a equagao
diferencial mg = F. Neste sistema ha duas forcas agindo: a forca da
gravidade, que puxa a particula para baixo na direcao vertical, e a
forga de restauracao da mola, que tenta a puxar/empurrar a particula
de forma a restaurar o tamanho natural da mola (o tamanho da mola
sem que nenhuma forga esteja sendo aplicada sobre a mesma). As-
sumiremos que esta forca de restauragao seja linear com a amplitude
da deformacao da mola. Neste contexto, escrevemos:

d=F=-mgz+ K(l —q), (2.23)
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sendo K a constante elastica da mola e 1 o comprimento da mesma.
Na abordagem lagrangeana, temos que escrever a funcao lagrangeana
em termos das energias cinética e potencial £L =T — V. Aqui, temos
que T = m\(’]|2. A energia potencial, por sua vez, tem duas contri-

buigoes: a energia potencial gravitacional, V, = —mgZz.q, e a energia
potencial elastica da mola, dada por V,,, = %(r —1p)?. Portanto,
.12 ~ K 2
L=T-V=ml4]" —mgz.q - —(~ldl) (2.24)

onde r = /22 + y2 + (2 — )2 é 0 comprimento da mola num dado
instante e [y o comprimento da mesma no estado de equilibrio. Es-
crevamos entdo a equacao de Euler-Lagrange para o sistema:

— =F=—-mgz+ K(r — ) (2.25)

= =p=mq (2.26)

Igualando os dois termos da equacao recuperamos a lei de Newton:

d’x

X
d?y y
Eﬁ—z-—w%un—m); (2.28)
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d?z z
2 —w(r — o) —9 (2:29)

Fazendo uma mudanga de variaveis da posicdo vertical para a
perturbacao da posi¢do vertical com relagdo a posicao de repouso
Z = z — 1, além da expansao da raiz quadrada em série de Taylor e
computando até a ordem cubica, obtemos

2

~ Z z?Z

Substituindo a aproximagdo em (2.24), obtemos uma lagrangeana
aproximada:

2
L= T+ +2) = Th(a +97) +wh2?) - TE (2 + )2
(2.31)

dnde wrp = /g/l é a frequéncia do péndulo simples e wgr =

v/ K/m a frequéncia da mola.
Utilizando as equagdes de Euler-Lagrange, chegamos as equagoes

do péndulo elastico para pequenas oscilagoes:

d2 2
de = —wgrx + OJTE:UZ (2.32)
d2 2
Y ory+ YEyz (2.33)

dt? l
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d>Z w?
— = —wnZ+ 2—’1‘3( 2 +y?) (2.34)

Chamaremos estas equagoes de equacoes fracamente ndo lineares,
pelo motivo de que expandimos os termos nao lineares em série de
Taylor e truncamos a expansao em uma dada ordem. Este procedi-
mento serd o mesmo a ser seguido no estudo da interagdo nao linear
entre ondas no Capitulo 6. Linearizando as equagoes acima ao redor
do equilibrio (z,y, z) = (0,0,0), os termos nédo lineares sdo descarta-
dos:

d*z
d?y
d*Z
o —wgZ (2.37)

As solucoes das equacoes linearizadas do péndulo eldstico sao da-
das da seguinte formas:

x(t) = zoe'wrt (2.38)

y(t) = yoe'™ ™! (2.39)
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Z(t) = Zye'w et (2.40)

com a condigao inicial sendo dada por (z(0),y(0), Z(0)) = (o, Yo, Zo)-

Notamos que ha dois tipos de oscilacdo, uma devido a forga restau-
radora da gravidade que faz o péndulo oscilar horizontalmente com
frequéncia wg e uma oscilagao vertical devido a forga eldstica da mola
com frequéncia wr. No regime linear, ndo ha troca de energia entre
estes dois modos de oscilagdo. Em contrapartida, mantendo os ter-
mos nao lineares (por exemplo, nas equagoes fracamente ndo lineares
do péndulo eldstico) haverd troca de energia entre os dois modos,
especialmente em casos em que hé ressonancia (por exemplo quando
wg = 2wg). Este fendmeno de transferéncia de energia entre os mo-
dos de oscilagao tem analogo na interagao nao linear entre ondas, que
veremos no Capitulo 6.

O método de miultiplas escalas: No modelo do péndulo elds-
tico nota-se que no regime de pequenas amplitudes a amplitude dos
movimentos eldstico e rotacional variam muito mais lentamente do
que a fase da oscilagdo, que varia com as frequéncias lineares de osci-
lacdo. Assim, é de interesse derivar uma equagao para a modulagao
dos movimentos na escala de tempo lenta. Para tanto, utilizaremos
aqui o método de multiplas escalas, que também sera utilizado no
capitulo 6 no estudo da interacao nao linear de ondas.

Seja f(t,T,e) uma funcdo que varia em duas escalas distintas: na
escala rapida t e na escala lenta T = et, onde assumimos que f é
analitica no pardmetro e << 1. A derivada temporal de f neste caso
é dada por:

df(t,T) _9f oTdf d = 8

Assim, como supomos que f(t,T,€) é analitica no pardmetro e:,
podemos expandi-la em série de poténcias em termos desse pardme-
tro:
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f(thv 6) = fO(th) + e.fl (t’T) + €2f2(t7T) + ... (242)

O método das multiplas escalas para uma equacao diferencial con-
siste em inserir a expansao da funcao f acima na equacao diferencial e
coletar os termos de mesma ordem em €, obtendo assim uma equagao
diferencial para os coeficientes de cada poténcia de e. Apliquemos este
procedimento para as equagoes do péndulo elastico com f = z,y, Z.
Primeiramente, multiplicaremos os termos nao lineares pelo para-
metro €, que pode ser justificado por um processo de adimensiona-
lizacdo nas equagdes, aliado ao fato de supormos oscilagoes de pe-
quena amplitude. Nos restringiremos ao caso ressonante wg = 2wg,
onde as fungodes serao assumidas na forma z(¢,T) = X(T)exp(wgt),
y(t,T) =Y (T)exp(wrt), z(t,T) = V(T)exp(2wrt). Neste caso, a ex-
pansdo é feita nas amplitudes X (T') = Xo(T)+eX1(T)+e2Xo(T)+...,
exz;(t,T) = X;(T)exp(wrt), para j = 0,1,2.... Assim, substituimos
estas relagdes nas equagoes (2.32)-(2.34), com os termos nao lineares
multiplicados por €, e agrupamos os termos associados as mesmas
poténcias de e. Agrupando os termos de ordem €°, obtemos:

%Xy
%Y,
= —wrY (2.44)
0%V,
o = —hwnle (2.45)

Agrupando agora os termos de ordem €!, segue que:
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0%X, 32X0
92 + wgr 6t(‘)T + A XV (246)
o’y 0%Y,
o2 4+ wrY1 = _28t6‘T + A XoVo (2.47)
0%V, 82‘/0 A
4 X2 +Y, 2.4
Bre) +4dwrVy = ataT ( 5+ Y5 (2.48)

onde nas equagoes acima introduzimos o parémetro A =w./l. Te

mos para a ordem e uma equacao diferencial ordinaria linear nao
homogénea, onde o termo ndo homogéneo é fungao das variaveis de
ordem 0. Como as varidveis de ordem zero sdo conhecidas, pelo me-
nos em relacdo a dependéncia na escala rapida de tempo, o termo
nao homogéneo constitui uma forcante harmonica para as variaveis
do problema de O(e). No caso ressonante, esta forcante fard com que
a solugdo do sistema de equagdes (2.46)-(2.48) acima apresente um
crescimento linear (ilimitado) no tempo, sendo estas solugdes cha-
madas de solugdes seculares. Por outro lado, para que a expansao
assintética seja uniformemente valida, deve-se garantir que a solu-
¢ao de ordem 0 (ou seja, a solucdo de (2.43) - (2.45)) represente, de
fato, os efeitos dominantes. Para tanto, as solu¢ées de ordens mai-
ores devem permanecer limitadas. Consequentemente, para garantir
a validade da expansao assintética, é necessario eliminar as solugoes
seculares. A eliminacdo das solucbes seculares, por sua vez, requer
que os termos nao homogéneos (forcantes) no lado direito das equa-
¢Oes acima sejam nulos, e esta condi¢do de solubilidade nos leva ao
seguinte sistema de equacdes:

dXo A

el AR '¢ 2.4
AT~ 2wg oVo (2.49)
dYy A

=2 XV (2.50)
WR
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dVe A )
-0 - 2 (x2+Y 2.51
dT 40.)3( 0 +Y5) (2.51)

As equagoes acima descrevem a modulagdao da amplitude das os-
cilacdes na escala de tempo lenta T'. Fazendo a seguinte mudanca de
variaveis

A= _M (2.52)
2
Xo — 1Y,
p=-20""0 (2.53)
2
C=-W (2.54)
chega-se finalmente as equacoes:
dA A
— =_—0 2.
dT ZwR C ( 55)
dB A
— =_—A"B 2.
dT 2wR ( 56)
d
¢_ LAB (2.57)

ﬁ_z.d]g
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Estas equagbes sdo exatamente as mesmas equagoes que descre-
vem a evolucdo das amplitudes de ondas em interacdo fracamente
nao linear a partir de um termo nao linear quadratico, as chamadas
equagoes dos tripletos, que estudaremos no Capitulo 6.

2.5 Sistemas em rotacao

Suponhamos que descrevemos um sistema mecanico originalmente em
um sistema de coordenadas S. Tomemos outro sistema de coorde-
nadas S’ que se move com relagdo & S, sendo r o vetor posicao do
sistema S’ descrito nas coordenadas S. Se o movimento de um sis-
tema de coordenadas for acelerado com relagdo ao outro, surgird uma
forca, chamada forga inercial, devido a aceleragdo de um sistema de
coordenadas com relagdo ao outro, F = —m¥. Este é o caso de siste-
mas de coordenadas em rotagdo, que sdo convenientes, por exemplo,
quando estudamos movimentos no planeta Terra.

Primeiramente notemos que toda matriz anti-simétrica M no es-
paco euclidiano R? pode ser representada como um vetor no seguinte
sentido: 3!'Q € R3 tal que Mv = Q x v Mu = Vv € R3. De fato,
o conjunto das matrizes anti-simétricas em R® constitui um espaco
vetorial de dimensdo 3. A operagdo produto escalar 2x é linear
e anti-simétrica, e tem dimensdo 3. Podemos, de fato, apresentar
explicitamente essa representacdo: consideremos uma matriz anti-
simétrica M

0 —W3 w2
M= w3 0 —Ww1 (258)
—W2 w1 0

Entdo, Vv € R? vale Mv = w x v, onde

w1
w = |wsq (2.59)
w3

Teorema: Seja M; uma rotacdo de um sistema de coordenadas
S’ com relagdo a um sistema de coordenadas fixo S. Considere uma
particula com posigdo X (¢) no sistema em rotacao (e, portanto, com
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posigdo M;X(t) no sistema fixo), sendo Q a velocidade angular do
sistema de coordenadas em rotacdo. Entao, se no sistema S age
sobre a particula uma forca f(x, %) = mX, no sistema de coordenadas
em rotacao a forga atuando sobre a particula serd dada por:

F(x,x) =mX =F —F.e — F., — Fp (2.60)

onde F ¢é a forca original f, escrita no sistema de coordenadas em
rotagdo M, F(x, %) = f(M;x, M¢x). Os demais termos séo:

e Forga de Poincaré. F,. = m x X
e Forca de Coriolis. Fi, = mf) x X

e Forga centrifuga. Fp = mQ x (2 x X)

Prova: MX = M(22xX) = (M) x (MX). O vetor posigio x =
MX, e a velocidade é dada por x = MX + MX = M (X + (€ x X)).
Diferenciando esta expressao, obtemos:

x=MX+@xX)+MX+Q@xX)+(QxX)) (261)

=M(Qx X+ @xX))+X+(O2xX)+(2xX)) (2.62)

=MEX+ (2 xX)+2(Q xX)+Qx (Qx X)) (2.63)
O

2.6 Sugestoes de leitura

Ha uma vasta literatura em mecanica basica, um livro classico com
tratamento elementar, sem fazer uso da linguagem da geometria dife-
rencial sugerimos |Lanczos(1949)]. Para uma introdugdo mais ma-
teméatica, ja fazendo uso da linguagem de formas diferenciais e e
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geometria simplética sugerimos [Arnold(1989)]. Para uma introdu-

¢ao também fazendo uso da liguagem da geometria diferencial e com
uma anélise detalhada do exemplo do péndulo eldstico hd o livro
[Holm(2008)]. Como referéncia bastante completa da abordagem geo-

métrica & mecanica hé o livro [Abraham(1980)|. Para uma introdugéo
aos métodos de teoria de perturbagoes sugerimos [Ablowitz(2011)].
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Equacoes do movimento

Um fluido é um corpo cujo formato pode ser alterado quando uma
forca lhe é aplicada, mais especificamente, fluidos néo resistem a for-
cas de cisalhamento. Consideremos um fluido como um continuo
de massa que no tempo t = 0 ocupa uma regiao simplesmente co-
nexa de R?, Qp, onde cada ponto com posi¢io inicial a = x(0) =
(2(0),9(0),2(0))e Qp evolui temporalmente de forma a ocupar no
tempo ¢ a posigdo x(t) = (z(t),y(t), 2(t)). O dominio 2y é mape-
ado no tempo t no dominio ;. Chamaremos de ¢; : R®> — R3 a
transformacao que leva o dominio €y, em ¢t = 0, a £; no tempo ¢, ou
seja,

¢i(a) = x(t) = (x(t),y(t), 2(t)) (3.1)

qbt(Qo) - Qt (32)
Neste contexto, faremos algumas suposi¢oes sobre a transforma-
GAo ¢y
e ¢, é bijetora Vt.

23
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o ¢, ¢ de classe C° em todo ponto x(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € O,
V.

e a familia de transformacoes ¢; é suave (de classe C*) em t.

Obs: Tais suposi¢oes vem de imposigoes fisicas de que particulas
materiais do fluido ndo podem se fundir, e de que as trajetérias das
particulas em um fluido sdo suaves. Esta ultima suposi¢do pode ser
eventualmente violada, e neste caso as equagdoes de movimento do
fluido tem que ser consideradas em sua forma integral. Este caso é
particularmente relevante nos fendomenos chamados de choque, que
nao serao considerados neste texto.

Definigao: A velocidade u(t) = (u(0),v(0),w(0)) € R3 da par-

ticula inicialmente no ponto x(0) = (x(0),y(0),2(0)) é dada pela

equacao diferencial

Opy(a)
ot

u(a,t) = (3.3)

Note que podemos descrever de duas formas o campo de velocida-
des. A primeira descreve, a cada tempo t, a velocidade da particula
inicialmente na posicdo a. Ja a segunda forma, dada uma posi¢do
x = (1,5, z) € R3, consiste em descrever a cada tempo t a velocidade
da particula que passa neste ponto. A primeira abordagem é conhe-
cida como descricao lagrangeana, enquanto a segunda abordagem é
chamada de descrigdo euleriana de um fluido.

Descricao Lagrangeana: Dada a posigao inicial de uma parti-
cula x(0) = a, encontrar a trajetéria desta particula.

Descricao Euleriana:Consiste em proporcionar, a cada momento,
o campo de velocidades do fluido.

Assim, a trajetéria de uma particula pode ser determinada resol-
vendo o seguinte problema de valores iniciais:
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{?t( u(x?) (3.4)

Frequentemente, quando descrevemos o movimento do fluido em
uma dessas duas formas, utilizaremos as expressoes "em coordenadas
lagrangeanas” e "em coordenadas euleriana” para especificar a des-
crigdo utilizada. Consideramos agora uma funcao arbitraria g(a,t),
definida em coordenadas lagrangeanas, expressa em coordenadas eu-
lerianas pela expressao

g(a,t) = h(¢:(a,1)) (3.5)

Proposicao: A derivada temporal de g(a,t) é dada por

dg(at)  Oh
o = g TwVh (3.6)

Demonstragao: Pela regra da cadeia

dg(a, t) qﬁf a,t)) oh 333, Oh _ Oh
a1 Z o, ot T~ o TuVh (B7)

Definigao: A derivada material de uma funcao diferenciavel h(x,t)

é definida por

Dh oh

Agora demonstraremos um lema bastante utilizado neste capi-
tulo, que se refere a derivada do determinante de uma matriz cujos
elementos sao fungées do tempo.

Lema: Seja M (t) uma matriz quadrada e inversivel cujos elemen-
tos sdo fungoes diferenciaveis do tempo, entao
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%det(M(t)) = det(M(t)).Tr( ML) (3.9)

dt

Demonstragdo: Consideremos uma matriz X (¢) = I a matriz
identidade para dado t. O determinante é uma fung¢do multi-linear
dos vetores linha da matriz X (¢), denotados por x1(t), z(2), ...z, (t).
Chamemos de D(myq(t), ma(t), ..., m,(t)) esta fungdo. Pela regra do
produto da derivagao, vale

%D(l‘l(t),$2(t), (b)) =
D(iy (£), 22(8), ooor 20 (8)) + D1 (t), i (t), oy () + ... (310)
+D(l‘1(t>,x2(t), ,l’n(t))
Para este valor t em particular, vale:
d
aD(xl(t),xg(t), xp(t)) =
(3.11)

= D(&1(t),ea,...,en) + D(er, @a(t), ..., en) + ...
+D<61, €9, ,.’Iﬁn(t»

onde os vetores e; sdo os versores na direcdo j. Vale entdo para este
t:

d B dX(¢)
ﬁdet(X(t)) =Tr( o

) (3.12)

Tomamos agora X (t) = M(t)"*M(t + h). Entdo, detX(t) =
detM (t)~tdetM (t + h) e, consequentemente:

d d B dM(t)
GpdetMEh)| = Zdet(M (1)) = det(M(0) Tr(=,= M7 (1)

(3.13)
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0

A seguir enunciaremos um resultado fundamental da mecéanica do
continuo: o Teorema do Transporte de Reynolds.

Teorema: Sejam f(x,t) e u(x,t) funcdes de classe C!, para
x € Q; no tempo t. Entéo, vale:

d of [ of
pr f(x t)dx /Qt (a +div(fu))dx = N ad X+ o, fu.ndS
(3.14)

onde 0€); é o bordo da regido 2; com vetor normal unitario n.

Demonstragao: Note que o dominio sobre o qual a integral esta
sendo efetuada nao é constante com o tempo. Portando, nao po-
demos simplesmente comutar a derivagdo com a integragdo sobre o
dominio ;. O que faremos é uma mudanca de varidveis dependente
do tempo de forma que o dominio fique fixo e possamos passar a
derivada para dentro do sinal de integracao e, em seguida, aplica-
remos a transformacao inversa para voltarmos ao dominio inicial de
integracao. Lembremos que a funcao ¢; é uma bijecdo para cada t e
(o) = Q4. Logo, (¢:)"1(Q0) = Qo, e entdo ¢; pode ser utilizada
para tanto.

d d

fx, t)dx

dt Jg, = a f(¢t(a t),t).J(t)da (3.15)

onde,

J(t) = det 2120 W i (3.16)
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Agora, com o dominio fixo, podemos finalmente passar a derivada
para dentro do sinal de integragao:

/QO %(f(@(a,t),t)..](t))da: AO[%.J@) +f%J(t)]da (3.17)

Aplicando agora o lema (3.9)

d)

e voltando para o dominio original €2, temos:

/ 0 Br-T0)+ £ T (da = [ | (2L + raivm)ax =

(3.19)
of | .
/Qt (E + div(fu))dx

O

O teorema do transporte de Reynolds serd utilizado como base
para derivar leis de conservagao e balango em um meio continuo em
movimento.

Conservaciao de Massa: A massa de um fluido é uma propri-
edade de um conjunto de particulas do mesmo. Faremos a hipdtese
que existe uma medida de massa u; que é carregada pela aplicacao
¢+. Assumiremos ainda que esta medida é regular (com relacdo &
medida de Lebesgue), de forma que exista uma densidade associada
a medida (Teorema de Radon-Nikodym).
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dp = p(z, t)dx (3.20)

Hipdtese: Para qualquer tempo ¢, vale:

dpe = p((6:) ' (2,0))dx (3.21)

Definigdo: A massa total do sistema é dada pela integral

m = dpy z/ plx, t)dx (3.22)
[N oH

Analogamente, podemos definir a massa de algum subconjunto
de V C ; como a integral acima sobre V (consideraremos apenas
conjuntos mensuriveis).

Teorema: Considerando um sistema sob as hipdteses acima, vale
para todo tempo t:

ap

9 + div(pu) =0 (3.23)

Demonstragao: Pelas hipéteses acima, m é carregada pela apli-
cacao ¢. Portanto

d

0=—
dt Jg,

dus = i/ p(x,t)dx (3.24)
dt Jq,

Pelo Teorema 1, concluimos que vale:
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/Qt (% + div(pu))dx =0 (3.25)

Como este raciocinio vale para qualquer subconjunto aberto de
Q,, entdao deve também valer localmente

o _
B + div(pu) =0 (3.26)

0

A equagao acima é chamada equacdo de Liouville. Esta equagao
define como medidas sdo transportadas por grupos de transformacoes
a um parametro.

Defini¢ao: Dado um campo de velocidades u, dizemos que este
campo é incompressivel se vale

div(u) =0 (3.27)

Neste caso, a equacao de Liouville pode ser escrita como

dp B
N +u-V(p)=0 (3.28)

Observagao: Se considerarmos p como uma densidade de medida
qualquer definida num espago de fase de uma equagao diferencial, o
Teorema 2 diz como esta medida é transportada pelo fluxo da equa-
¢ao diferencial e, ainda, que se o campo vetorial for conservativo, a
medida é conservada pelo sistema.
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Defini¢ao: O volume especifico « é definido por:

P (3.29)

a=—J(t) (3.30)

Teorema &: Para qualquer fungdo diferencidvel de p , H(p ), vale:

9H (p)
ot
Demonstragao: Pela regra da cadeia, vale

+ div(H(p)u) = 0 (3.31)

9H (p)
ot

+ div(H(p)u) = H'(p) (% + div(pu)) —0 (3.32)

O
Corolario: A seguinte equagao é véalida para o volume especifico

Do .
D = adiv(u) (3.33)

Balango de Momento: A conservagdo de momento, ou mais
precisamente o balanco de momento em um fluido, decorre da segunda
lei de Newton aplicada ao fluido. A segunda lei de Newton afirma
que

A taza de variagdo de momento numa por¢ao do fluido € igual d
soma das forcas a ele aplicadas.
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Em outras palavras, é valida a chamada equacgao balango de
momento:

d
— dx =F .34
dt/ﬁﬁpux (3.34)

Suponhamos que F(x,t) seja um campo de forgas suave de forma
que exista uma densidade do campo de forgas

fdx =F (3.35)

Neste caso, a equagao balangco de momento na forma local
pode ser escrita como:

0
% +u-V(pu) + pudiv(u) =

D(pu)

i =f .
i + pudiv(u) (3.36)

Usando a equacao de conservagao de massa, podemos reescrever
a equacao acima como:

Du
— =1 3.37
P D (3.37)

As forcas que atuam em um fluido podem ser de dois tipos. As
forcas de stress sao internas e decorrem da interagdo de porgoes
distintas do fluido, como por exemplo dois volumes adjacentes no
fluido que interagem. Neste caso, a forga de interagdo entre eles
atuam na superficie que separa estes volumes adjacentes. As forcas
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externas, por outro lado, sdo devidas a um agente externo ao fluido,
por exemplo a forga gravitacional, ou a forca magnética no caso de

fluidos magnetizados. Estas duas forcas atuam sobre volumes do
fluido.

Definicao: Um fluido ideal é aquele no qual para qualquer mo-
vimento existe uma fungdo p(x,t), chamada pressao, tal que, sendo
o uma superficie material do fluido com normal n, entdo a forca por
unidade de area exercida nesta superficie no ponto x e no tempo ¢ é
dada por p(x,t)n.

A forca de stress F;,, exercida numa regido €2; do fluido, é dada
por:

F;, = —/ p(x,6)ndS = — [ Vp(x,t)dx (3.38)
o0 Q,

onde a ultima igualdade decorre do teorema da divergéncia de
Gauss. Por outro lado, forgas externas F., geradas por um campo
externo b sdo dadas, por unidade de massa, da seguinte forma

Fe. :/ p(x, t)bdx (3.39)
Q

Tomando a forca total atuando sobre uma regido do fluido como
F=F. +F., temos:

D
/ p—udx:/ p(x,t)bdx — [ Vp(x,t)dx (3.40)
(N Q, (N

Como o raciocinio acima vale para qualquer subconjunto aberto de
Q;, vale a seguinte equagdo também na forma local:

Equacao de Euler
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D
Py = Px, )b = Vp(x, ) (3.41)

3.1 Derivacao via principio de Hamilton

Fluido barotrépico: Consideremos um funcional a¢do dado por:

to
A= // L(x,y,z,t)dadt (3.42)
t1 v
descrito em coordenadas lagrangeanas, onde a densidade lagrangeana
L(z,y,z,t) é dada da seguinte forma:
‘c(xayazat) = T(%y,%t) +V(x,y,z,t) (343)
Em (3.43) acima, a densidade de energia cinética T'(x,y, z,t) é dada

por

1
T(z,y,z,t) = Zuu (3.44)

enquanto a densidade de energia potencial T'(x,y, z,t) é dada por

V(z,y,z,t) = Ein(a) + P(x) (3.45)

Em (3.45), o é o volume especifico. No caso de um fluido ba-
rotrépico aqui considerado, a densidade de energia interna Fy,(«)
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depende apenas da compressdo do fluido. O principio de Hamilton
da agdo extremal afirma que a trajetéria percorrida pelo sistema A
é estaciondria para variagdes arbitrarias em x(a, b, ¢, 7). Calculemos
entao JA:

to 12
00x 0x dE 0
t1 t1
(3.46)

Calculemos entdo §J. Denotemos por J as variagdes infinitesimais
de volume do tempo inicial t = 0 até um tempo t qualquer:

oo % &%

oz, y,z a  gb g

aab0) T3 BB (3.47)
da b e

Assim, considerando uma fungao diferenciavel arbitraria denotada
por G, vale:

B Iz, y,z) O(x,0y,z) O(x,y,02)
/V—G‘”'da‘/vG( O i s L

Mudando para coordenadas Eulerianas, obtemos

d(oz,y,2) | 9z, dy,2) , 9(z,y,62) _ x)dx
/VG(WM Ty 0wy 2) )d"‘/va ;j 19)

Integrando por partes, segue que:
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/ GV (5x)dx = / ~VGéxdx + | Gox.ndS (3.50)
|4 \% ov

Definimos entao a pressao por:

dE

- 51
p = (3.51)

Como no ponto estaciondrio a integral se anula para dx arbitrario
vale:

9%x _ Du

1
— = — =—-Vp—-Vo .52
or? Dt P p (3.52)

3.2 Circulacao e vorticidade

Seja C'(0) uma curva no tempo inicial ¢ = 0. Suporemos que esta
curva seja suave e fechada e que esteja imersa no fluido. Suporemos
ainda que a curva seja material, isto é, que seja carregada pelo fluxo
¢y do campo de velocidades do fluido v. Dessa forma, denotamos a
imagem da curva C'(0) pelo fluxo como C(t) = ¢+(C(0)).

Definigao: A circulacdo de um campo de velocidades v ao longo
da curva C(t) é definida por:

j{ v-ds (3.53)
()

Teorema: A derivada temporal da circulacao é dada por:

i?{ v-ds = &-ds (3.54)
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Demonstragdo: Consideremos uma parametrizagdo da curva
C(0) dada por x(s), com 0 < s < 1. Tomaremos naturalmente
a parametrizagdo da curva C(t) no tempo ¢ pela imagem do fluxo
¢¢(x(s)). Neste caso, a derivada da circulagio é dada por:

d d ! 9
v'dl:% | v(de(2(8)),t). 5= (2(s))ds

% C(t) 0s

2

I'D ) 9
/0 [EV(qﬁt(x(s)Lt)-%cbt(m(s)) + V(¢t(x(s)),t)-ﬁ@(w(s))]ds =

/0 [Ftv(qst(x(g)),t)—sqﬁt(x(s)) + ff8|v‘2]d5 —

P 20
Dv ..
(3.55)

Consideremos agora um fluido ideal (conservativo) sem aplicagao
de forcas externas, com a dindmica regida pela equacéo:

DV = —-Vp (3.56)

Teorema da circulacao de Kelvin: Sob as condic¢ées acima, a
circulagao do escoamento de um fluido ao longo de uma curva material
¢é constante ao longo do tempo.

Demonstragao:

Dv

il
L o via=¢ Za=——¢ vp-di=0 (357
dt Jow cw Dt cw

j& que o campo Vp é conservativo e a curva C(t) fechada.
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Corolario: Seja S(t) uma superficie material com bordo C(t).
Vale, entao:

d
— w-ds=0 (3.58)

onde w = rotv é a chamada vorticidade associada ao campo de
velocidades. A demonstracao deste corolario é imediata aplicando-se
o teorema de Stokes ao teorema da circulagdo de Kelvin. A equa-
¢ao de evolugao para a vorticidade pode ser deduzida tomando-se o
rotacional da equacdo de balan¢o de momento:

Dv  Dw

3.3 Forma local de um escoamento incom-
pressivel
Dado um campo de velocidades suave v(x,t), podemos expandi-lo

em série de Taylor ao redor de um ponto xg € R3 do dominio:

v(xo + h,tg) = v(xo,t0) + Vv(xo,to)h + O(\h|2) (3.60)

onde

(3.61)
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com i,j = 1,2,3. Suponhamos ainda que o campo de velocidades
¢é incompressivel, o que corresponde a:

_ v, vy + % =Tr[Vv;] =0 (3.62)

divv = 87‘%1 871'2 8x3

Por outro lado, qualquer matriz quadrada M pode ser decomposta
em sua parte simétrica e antissimétrica, dadas respectivamente por:

M+ MT
g— MM (3.63)
2
e
M—-MT
A= ———-— (3.64)
2
Se tomarmos M = Vv, temos:
1 8’Ui 8’[}]‘
S =35 =t 3xi) (3.65)
1 8vi 8vj
=322 o

Com isto, temos que campo de velocidades pode ser escrito local-
mente como:
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V(XO + h, to) = V(Xo, to) + Sh + Ah + O(‘h|2) =

1 ) (3.67)
V(XO + h,to) = V(Xg,to) + Sh + Ew xh+ O(|h‘ )

Como a matriz S é simétrica, ela é diagonalizivel por uma trans-

formagao ortogonal O, podendo dessa forma ser expressa por S =
ODO™!, com a matriz diagonal D dada por

A0 0
D=1]0 X 0 (3.68)
0 0 A

Lembrando que o trago da matriz é invariante por transformacoes
de similaridade. Assim, temos que TrD = 0 e, portanto, Ay + Ay =
—As3. Logo, se a agdo do campo de velocidades é de distorcer um vo-
lume inicial, esticando-o em duas dire¢oes, necessariamente o volume
terd que ser comprimido na outra direcdo de forma a compensar este
efeito para preservar o volume. Ja que A é uma matriz de rotacgdo, o
vetor w é dado por:

(81)3 3’02 801 a’l}g 31)2 51}1

Da expressao acima notamos que um campo de velocidades pode
ser localmente escrito como a soma de uma translagio v(xg, tp), uma
rotacdo devido a matriz A, e a uma deformacdo devido a matriz S.

3.4 Escoamentos 2D

Consideremos um escoamento bi-dimensional incompressivel. No caso
bi-dimensional, a equacgao da vorticidade é dada por:
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—w=0 (3.70)

ja que neste caso o termo de estiramento da vorticidade se anula,
ou seja, w - Vv = 0, pois a vorticidade é ortogonal ao campo de
velocidades. Devido a incompressibilidade do campo de velocidades,
divv = 0, existe uma fungdo escalar 1 (x,t) : R? x R — R, chamada
funcao de corrente, tal que:

v=Vty (3.71)

Assim, o campo de vorticidade neste caso é dado por:

w=rotV+tiyp = -V (3.72)

Assim, podemos entéo reescrever a equagao da vorticidade (3.70)como:

Oow
o TIW.w) =0 (3.73)

onde J representa o determinante da matriz jacobiana de ¢ e w:

£8e

s = E] (370

%‘%‘Qj
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3.5 Equacoes de Maxwell e a forca mag-
nética
O nicleo externo terrestre é constituido por uma liga formada basica-
mente por ferro no estado liquido devido as altas temperaturas. Este
fluido é bom condutor de correntes elétricas e por este motivo é afe-
tado pelos campos magnéticos presentes no nticleo terrestre. Recipro-
camente, o préprio movimento do fluido presente no nicleo externo
terrestre altera o campo magnético da Terra. Derivaremos aqui a
equagao de evolugdo para um campo magnético num fluido condutor.

Equacgoes de Maxwell

Partindo das equagoes de Maxwell que descrevem a evolugao de cam-
pos magnéticos:

divB = 0 (3.75)

Nao existéncia de dipolo magnético

divE = 2 (3.76)

Lei de Gauss

0B

Lei da inducao de Faraday
1 0E
C—QE + ,u,().] = rotB (378)

Lei de Ampére-Mazwell

onde as incognitas sdo os seguintes campos: E; o campo elétrico,
B, o campo magnético e J, a densidade de corrente. J4 os seguintes
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parametros sdo dados: p, a densidade de carga elétrica, ¢y, a capa-
cidade do vacuo, ¢ = 1/@ a velocidade da luz, e pg, a per-
meabilidade magnética do vacuo. Para os propdsitos desta segao,
desconsideraremos o termo 1/c2(0E/t), que por estar multiplicado
por um coeficiente muito pequeno (a velocidade da luz no vicuo no
denominador é ¢ = 299.792.458m/s), este termo se torna pequeno
comparado aos demais. A lei de Ampeére-Maxwell, sem o termo da
derivada temporal do campo elétrico, é chamada Lei de Ampére. Te-
mos ainda uma equagdo para a densidade de corrente em um meio
condutor:

J=0(E+vxB) (3.79)
Lei de Ohm

onde v é velocidade do meio condutor e o a condutividade elétrica
do meio. Um material é dito condutor perfeito se ¢ — oco.

Equagao de indugao magnética

Introduziremos a equagdo da lei de Ohm para J na lei de Ampere:

E=-vxB+nrotB (3.80)
Lei de Ohm
onde
1
= — 3.81
=g (3.81)

é a chamada difusividade magnética do meio. Para um condutor
perfeito, a difusividade magnética do meio tende a 0. Agora, toma-
mos o rotacional da equagao acima e, utilizando a lei de indugao de
Faraday, obtemos:
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%—]? = —rot(v x B — nrotB) (3.82)

Utilizando a seguinte identidade de cdlculo vetorial, V x (V x A) =

V(divA) — AA, valida para qualquer campo de classe C? em R3
(demonstre esta identidade!), onde em coordenadas cartesianas

AA

0?°A  0?PA DA
= + +

Ox Oy 0z (3.83)

é o operador laplaciano, obtemos a equacao de indugao magnética:

%—? = —rot(v x B) + nAB). (3.84)

Provemos agora um importante resultado em magnetohidrodina-
mica: a propriedade chamada de fluro congelado das linhas de um
campo magnético em um fluido condutor perfeito.

Teorema:(Fluxo congelado) Suponha que um fluido é condutor
perfeito(c = 0). Entdo, para qualquer superficie material S(t) com-
pacta no fluido e delimitada por uma curva fechada e suave C(t),
vale:

d
Z [ Bds=0 (3.85)

Demonstragdo: Primeiramente notemos que se S(¢) e S’(t) sdo
duas superficies orientadas com mesmo bordo C(t), o Teorema de
Stokes garante que o fluxo do campo magnético através e S(t) e atra-
vés de S'(t) sdo iguais:
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4 Bds = 4 Adr (3.86)

dt S(t) dt C(t)

onde A ¢ o potencial vetor do campo magnético, ou seja, rotA =
B. Portanto, o fluxo é uma propriedade da curva que delimita a su-
perficie S(t). Por suposicao, o bordo da superficie material também
é carregado pelo fluido e, portanto, é uma curva material. Conside-
remos uma parametrizacao de C(0) com pardmetro s(a,b,c) € [0,1]
que depende apenas da posigdo inicial (a,b,c) € C(0) e consideremos
que C(t) seja parametrizado pelo mesmo s. Portanto, o fluxo que
passa pela curva no instante ¢, F[C(t)] pode ser calculado como:

FlO()] = 1 %Ads (3.87)

A variacdo do fluxo é dada, entéo, por:

—F[C(t)] = ——Ads= | —A+_———ds (3.88)

d /1d6xA+8xd You,  OxdA
dt o dtOs Os dt o Os Os dt

Mas pela equacao de indugdo magnética:

aa—? =—V¢—uxrotA (3.89)

onde ¢ : R? — R é uma funcdo diferencidvel arbitraria. Agora,
inserindo a derivada do potencial vetor na integral, temos:
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/ —A —|— — (= V¢ —uxrotA)ds (3.90)

d L' ou dp  OA 1o
Grew = [ A (- v %ﬁi—/éjuA—@%
(3.91)

Integrando a expressao acima, obtém-se:

d 1 _
ZFIC)] = (wA—g)[5=0 (3.92)

ja que a curva é fechada. Assim, concluimos a demonstracéo.

3.6 Sugestoes de leitura

Uma referéncia basica para a derivagio das equagoes da dindmica dos

fluidos é [Marsden(1993)]. Para a mecénica do continuo em geral ha

ainda as referéncias |Temam(1993)], que inclui tratamento de meca-

nica dos sélidos, elasticidade e magnetohidrodindmica e |Backus(1997)|
que inclui um tratamento bastante cuidadoso de calculo tensorial.

Este livro esta disponivel gratuitamente na internet.
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Modelos da Dinamica
de Fluidos Geofisicos

O movimento dos fluidos geofisicos (ou seja, dos invélucros fluidos do
planeta Terra, bem como de outros planetas e estrelas, etc ...) é des-
crita pela equacao de Navier-Stokes, porém com a inclusdo das forcas
devido a aceleragdo da gravidade e a rotacdo do referencial (planeta).
A rotagdo do referencial gera dois efeitos: a forga centrifuga e a forca
de Coriolis. A primeira pode ser escrita como o gradiente de um po-
tencial e, portanto, pode ser incorporada a for¢a da gravidade. Neste
caso, a forca externa atuando no fluido é dada por:

Fop =20 xu—g (4.1)

onde o primeiro termo representa a forca de Coriolis e o segundo
a forca efetiva da gravidade, incluindo a priori a corregao devido ao
efeito da forga centrifuga. O vetor velocidade angular de rotacio
do referencial pode ser decomposto em suas componentes vertical e
horizontal @ = (0,4, ,). Da mesma forma, o campo de velocida-
des, como descrito anteriormente, é dado por u = (u,v,w). Assim, as
equagoes do movimento podem ser escritas em termos das componen-

47
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tes u, v e w. Somando essas equagdes a equacio do balango de massa,
temos as equagdes governantes da dinamica de fluidos geofisicos:

% —2Q,v + 2Qpw = _,1025 (4.2)
%7; +2Q,u = f%gfz (4.3)
DY o= -2 (4.4)
% + div(pu) =0 (4.5)

Para os escoamentos de fluidos geofisicos, no caso de movimentos
de grande-escala, ou seja, aqueles movimentos cuja escala de com-
primento horizontal é comparavel a prépria dimensao do planeta,
observa-se que movimentos horizontais sdo muito mais significativos
que os verticais. Por isso, faremos aproximagoes bi-dimennsionais
destas equagbes ao longo do texto. Algumas aproximacoes que fare-
mos, baseadas na comparacao das ordens de grandeza dos termos en-
volvidos nas equagoes para esses movimentos ditos de grande-escala,
séo:

e Descartar os termos correspondentes a componente horizontal
da rotagao €2, na forca de Coriolis.

e Desprezar as variagoes horizontais do gradiente vertical de pres-
sd0, ou seja, 05(0,p) = 0 e 9y(0.p) ~ 0.

4.1 Aproximacao do plano beta

Suponhamos que estamos em um dado ponto na superficie da Terra
descrito por suas coordenadas latidude e longitude (8, ¢), e queremos
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escrever as equagoes de movimento validas num sistema de coorde-
nadas cartesianas local ao redor deste ponto. Uma estratégia comum
no estudo das equacoes do oceano e da atmosfera é a de expandir em
série de Taylor o termo da velocidade angular de rotacao da Terra 2.
Definimos o parametro de Coriolis por f = 22, onde (2, é a projecao
na coordenada vertical local de :

Q, = Qsend (4.6)

Expandindo senf em série de Taylor em torno de uma latitude de
referéncia 6y, temos:

f = 2Qsend = 2Qsen(6y + 0") ~ 2Qsenby + 29 cos 00’ (4.7)

Adicionalmente, sendo R o raio médio da Terra e denotando pela
coordenada meridional y os pequenos deslocamentos latitudionais em
torno da latitude de referéncia , ou seja, considerando y = R, po-
demos escrever o pardmetro de Coriolis como:

J=1ro+By (4.8)

onde fo = 2Qsenfy e 8 = w.
Se utilizarmos apenas o termo constante da expansdo em série de
Taylor, fo, as equagdes sao ditas "no plano f
. Em contrapartida, caso utilizemos o termo constante e o termo
linear da expanséo, as equagoes sao ditas escritas "mo plano beta
As equagdes no plano beta sdo capazes de reproduzir muitos
aspectos da dindmica na esfera, contudo mantendo a simplicidade
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de se trabalhar em coordenadas cartesianas. Note que, trabalhando
na regido equatorial, temos que fo = 0 e, consequentemente, sobra
apenas o termo linear da expansao da forga de Coriolis. Neste caso,
as equagoes sao ditas no "mo plano beta equatorial

4.2 Aproximacao hidrostatica

Consideremos a equagao do balango de momento na direcdo vertical:

Analisando a ordem de grandeza de cada termo desta equacéo
para movimentos de grande-escala (ou seja, considerando valores ti-
picos das varidveis na atmosfera e nos oceanos e estimando com isso
a ordem de grandeza dos termos da equacdo em situagoes tipicas
para esses movimentos), é possivel verificar que os termos dominan-
tes desta equagao sdo: o termo do gradiente vertical de pressao e o
termo da forga da gravidade. Com isso, é comum simplificar esta
equagdo por uma versao aproximada:

10p
- =0 4.10
5o. Y (4.10)

Esta é a chamada aproximacgdo hidrostdtica da equagdo do movi-
mento vertical.
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4.3 Aproximacao geostroéfica

Similarmente & aproximacao hidrostatica da equagao vertical do ba-
lanco de momento, podemos buscar uma solugao aproximada das
equagodes do momento horizontal que seja estacionaria, ou seja, nao
varie no tempo. Assim, reescrevendo as equagoes do balango ho-
rizontal de momento, ja descartando os termos correspondentes a
componente horizontal da rotacdo € na forga de Coriolis, temos:

Du _1op
o T (4.11)
Dv 190p

Inclusive, é importante notar que, fazendo a aproximacao hidros-
tatica na equagao do balanco de momento na vertical, torna-se neces-
srio também desprezar o termo 2Q,w em (4.2) de modo a manter a
consisténcia fisica do modelo, no qual a forca de Coriolis deve sempre
permanecer ortogonal ao campo de velocidades. Nas equagoes (4.11)
e (4.12) acima, é possivel mostrar que os termos dominantes para os
movimentos de grande escala dos oceanos e da atmosfera sdo aqueles
relacionados as forcas de Coriolis e do gradiente de pressao. Assim,
mantendo apenas estes termos, tem-se:

_1op

10p
Uu=—-———= 4.14
fu=—=F (414)

ou na forma vetorial:
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_Viap

fut =
p

(4.15)

onde Vj, = (0,,0,) e ut = (—v,u). Estas sdo as equagdes da
aproximagdo geostrofica ou balango geostréfico. Note que, juntando
as equagoes do balanco hidrostatico e do balanco geostrofico, temos
um estado estaciondrio, ou seja, um estado que nao varia com o
tempo, constituindo portanto um ponto de equilibrio das equagoes
da dindmica de fluidos geofisicos. Em outras palavras, o estado do
sistema caracterizado pelos balancos geostroéfico e hidrostatico é dito
constituir uma solugdo das equagdes governantes (sem forgantes e
dissipagao), tais que:

Du

— =0 4.16

Dr (4.16)
No ultimo capitulo forneceremos técnicas para analisar a estabili-

dade destes estados de equilibrio das equagoes da atmosfera e oceanos.

4.4 Equacoes de Boussinesq

E observado que variacdes de densidade na atmosfera e nos oceanos
sdo pequenas em relacdo ao seu valor médio de referéncia, o que sugere
separarmos a densidade em um valor médio somado a um desvio em
torno do valor médio:

p(x,y,2,t) (4.17a)
= pp +p(2) (4.17b)

+

p(x’yv Z7t) = pO(Z)
po(z

~—

onde p, = const. Assumiremos daqui em diante que a flutuacao p’
é pequena se comparada ao estado béasico pp(z). Com isso, podemos
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escrever a equacao da continuidade como:

aop' d
a—i +u-Vp' + podiv(u) + p'div(u) = —w% (4.18)

Agora, usamos a hipdtese que |p|” << |po|, 0 que sugere que des-
cartar o ultimo termo do lado esquerdo de (4.18) ja seria uma boa
aproximagao. Porém, é possivel observar ainda que, para os movi-
mentos de grande-escala da atmosfera e dos oceanos, os efeitos de
compressibilidade podem ser considerados secundéarios para a diné-
mica desses movimentos, de tal maneira que, em primeira aproxima-
¢éo, podemos utilizar a condigdo de incompressibilidade (3.27) para o
campo de velocidades para representar a equacao de conservagao da
massa. Neste caso, usando (3.27) e a hip6tese |p'| << |po|, podemos
reescrever a equagao da flutuacao do campo da densidade da seguinte
forma:

' /
. = — 4.1
5 +u-Vp w— (4.19)

Analisemos agora como fica a componente vertical da equacdo
do balango de momento no contexto da hipdtese (4.17a). Conforme
destacado na Secao 4.2, o balango hidrostatico representa os efeitos
dominantes na equacao do momento vertical. Assim, considerando
novamente a equac¢ao do balanco de momento na direcao vertical, ja
com os termos correspondentes & componente horizontal da veloci-
dade angular de rotacgao 2, na forga de Coriolis descartados,

Dw 19p
= __£_ 4.2
Dt p 0z g (420)

separamos também o campo da pressdo em uma componente hi-
drostética, po(z), dependente apenas da coordenada vertical, somada
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a uma flutuagdo p'(z,y, z,t) em torno da solugdo hidrostética:

p=po(z) +1'(x,y,2,t) (4.21a)
dpo
2 4.21b
7 pog ( )

Substituindo (4.17) e (4.21) em (4.20), é possivel escrever a equa-
¢ao de balanco de momento vertical da seguinte forma:

Duw 19p o
=== _ L 4.22
Dt 000z po’ (4.22)

’
Na equagao acima, usamos a hipotese % << 1 para justificar o

truncamento da expansao binomial de modo a considerar apenas os
primeiros dois termos, ou seja, (1 + 5—;)_1 ~1-— Z—;. Dessa forma,
chegamos as:

Equacgoes de Boussinesq: As chamadas equagoes de Boussi-

nesq sdo compostas pelas seguintes EDPs:

Equagoes de balango de momento horizontal:

-7 _ =z 4.2
Dt fv po Ox (4.23)
Dv 1 0p

- =_—_— = 4.
Di + fu o0 Dy (4.24)

Dw 10p p
zw__ P 425
Dt~ oz p’ (4.25)
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Condicao de incompressibilidade na equagdo da continuidade:
div(u) =0 (4.26)

Equacao da continuidade para as perturbacgoes de densidade:

7]
+u.Vp’:—wﬂ

/
8—’; i (4.27)

No caso do oceano, a variacdo de densidade com a coordenada
vertical é pequena quando comparada com o valor absoluto da den-
sidade, ou seja, |Apgl = |po(z2) — po(z2)] << |po|- Isto justifica
considerar a densidade como constante, ou seja, pg =~ pp. No caso da
atmosfera, por outro lado, o ar é um fluido mais compressivel e, por
isso, sua densidade varia consideravelmente com a altura (a densidade
do ar na alta troposfera é cerca da metade da densidade do ar na su-
perficie da Terra). Por esta razao, é comum para a atmosfera utilizar
a aproximagao aneldstica como uma forma aproximada da equagao
da contuniidade, ao invés da aproximacao de incompressibilidade,
de modo a descrever a dindmica dos movimentos de grande-escala
na troposfera. Contudo, através de uma mudanca de coordenadas,
¢é possivel transformar as equacodes da atmosfera para o mesmo for-
mato das equagoes do oceano. Isto serd feito na proxima se¢ao. Antes
disso, porém, derivaremos um importante resultado para as equacoes
de Boussinesq (com densidade de referéncia constante): o Teorema
de Ertel.

Teorema de Ertel: A vorticidade absoluta w = rotu + f.e3 =
& + Q satisfaz:

D(w-Vp)

= 4.2
far 0 (4.28)
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Demonstracao:
Tomemos o gradiente da equacao de continuidade:

Dp DVp T
th 0 o T (Vu)* Vp (4.29)
onde
8’&2‘
p— 4.
Vu oz, (4.30)

sendo que T denota a transposta da matriz e (&1, &9, 23) = (u,v,w).
Para calcularmos a derivada material da vorticidade absoluta, toma-
mos o rotacional da equagao do balanco de momento:

rot— =0= — — (Vu)( (4.31)

sendo ¢ = rotu a vorticidade relativa. Para o termo de Coriolis,
temos:

rot(Q xu) =0=(V-u)Q — (Vu){2 (4.32)

Logo, a equagdo para a vorticidade absoluta é obtida juntando-se
os termos calculados:

Dw g1
—_— = 4.
v D + (Vu)w + prHp (4.33)
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com

Vip=| 22 (4.34)

Juntando as equagoes (4.29) e (4.33), temos:

D(w.Vp)

—Vp(Vu) - w—LVp Vhp+ (Vu)TVp-w=0 (4.35)
Dt Pb

Na equagio acima, tem-se que Vp- V4 p = 0. Adicionalmente, os
temos envolvendo o gradiente do campo de deformacdes sdo iguais, ja
que constituem uma forma quadrética e (Vu)T é a adjunta de (Vu),
de onde concluimos que:

D(w-Vp)

5 =0 (4.36)

e terminamos a prova do teorema.

4.5 Coordenadas de pressao

Assumir que o fluido é incompressivel ndo é uma boa aproximagcao
para a atmosfera, ji que a densidade do ar varia consideravelmente
com a altitude. Ha, contudo, uma forma de contornar este fato escre-
vendo as equacoes da dindmica atmosférica em coordenadas de pres-
sdo ao invés de coordenadas de altura. Como a pressao é uma funcéo
monotonica da altura, o teorema da funcao implicita permite que fa-
gamos uma mudanca de coordenadas (z,y,2) — (z,y,p). Queremos
entdo escrever as equagoes nestas novas coordenadas. Primeiramente,
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definimos o geopotencial como ¢ = gz, onde g é a aceleracdo efetiva
da gravidade. Com isto, escrevemos:

dp 8p%_ 10p 0o

— === 4.37
Jdxr 0¢pOxr ¢g0z0x ( )
Usando entao a equacgao hidrostatica, temos
dp  Op d¢p 0¢
T 77 4.
ox 060z oz (4.38)
Analogamente para y:
op o¢
— =—p— 4.39
o~ "oy (4.39)

Com isto, as equacoes do balango de momento horizontal podem
ser escritas em func¢ao do geopotencial como:

Du 09
Dv 09

Nas equacoes acima, a derivada material % é definida da seguinte
forma para uma funcdo arbitraria F':

DF _ DyF  9F Dp

- = 4.42
Dt~ Dt op Dt (4.42)
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DyF _ 9F , ,0F | , OF 50 aci ;
onde =5~ = G- +uf +v oy Da equagdo acima, definimos a

velocidade vertical em coordenadas de pressao como:

_Dbp

=2 (4.43)

w

A equacdo hidrostética é naturalmente escrita nas novas coorde-
nadas da seguinte forma:

oo

op

onde « é a densidade especifica, dada pela jacobiana da transfor-
magcao de coordenadas lagrangeana para euleriana:

—a (4.44)

_ 9y, 2)
o= Aarb o) (4.45)

Fazendo a mudanca de coordenadas

a(x7yvz) _ 6($ayaz) 8(1372/717) _ 0z 3(%%?) —o a(l'a%l’)

d(a,b,c)  d(x,y,p) d(a,b,c)  p da,b,c) g d(a,b,c)
(4.46)
segue que

d(a,b,c)

0(z,y,p) (4.47)

Tomando a derivada temporal em coordenadas lagrangenas desta
Jacobiana, mostramos no capitulo anterior que esta derivada tempo-
ral resulta no divergente do campo de velocidades:

d d(z,y,p) . _Ou  Ov  Ow
deu*aerﬁer@p

= 5 dabd = (4.48)

com o qual escrevemos as equagdes na forma incompressivel nas
coordenadas de pressao.
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4.6 Equacoes da agua rasa

4.6.1 Derivacao

Partiremos do sistema composto pelas equagoes (4.2)-(4.5), descar-
tando as componentes da for¢a de Coriolis devido & componente ho-
rizontal da velocidade angular de rotacdo do planeta. Além disso,
na equacao do balango de momento vertical assumiremos o balanco
hidrostatico, além de assumirmos a incompressibilidade do fluido.
Além dessas hipéteses, suporemos aqui que as variacoes horizontais
do gradiente vertical de pressdo sdo despreziveis, ou seja, 0,.(9,p) ~ 0
e 0,(0,p) =~ 0. Esta tltima hip6tese é similar & hipdtese de homoge-
neidade do fluido, e resulta que, se o campo de velocidades horizontal
nao depender da altura inicialmente, este continuard sem depender
de z para todo t. Assim, com as hipéteses descritas acima, segue que:

Du N 1
— = —— 4.49
or T Ju pVhp (4.49)

10p
- == 4.50
59. 9 (4.50)
ow

di — =0 4.51
ivu + % (4.51)
onde u = (u,v) é o campo de velocidades horizontal, ut =

(—v,u), w é a componente vertical do campo de velocidades, p é
a pressao e p a densidade do fluido, suposta constante; f = fo + By
é o parametro de Coriolis, com a aproximagdo do plano-£.

No modelo de dgua-rasa pretendemos obter uma aproximagcao bi-
dimensional das equagbes dindmicas (4.2)-(4.5) que seja vélida para
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movimentos de grande-escala na atmosfera e nos oceanos. Supomos
entao que o fluido ocupa um dominio com fundo z = b e topo z = b+h
e integramos a equacao da continuidade na coordenada vertical:

b+h
/ divudz = hdivu + [w] " (4.52)
b

Utilizando as seguintes condic¢oes de contorno

w(b+h) = W (4.53)
e
w(b) = % =u-Vb (4.54)
obtemos:
w(b+h) = %;L = —hdivu (4.55)
w(b) = %lt) =u- Vb= —bdivu (4.56)
Portanto, subtraindo (4.55) e (4.56), obtemos:
%‘ — —hdivu (4.57)

Integrando a equacdo do balanco hidrostatico entre a superficie
livre e uma altura arbitraria z, temos:
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p = pglh(z,y,t) — 2)] (4.58)

Introduzindo esta equagao na equagao do balango horizontal de
momento (4.49), temos:

Du
ot fut = —gVih (4.59)

4.6.2 Derivagao via principio de Hamilton

Faremos aqui uma derivacdo alternativa das equagoes da agua rasa
via principio variacional. Esta derivacao traz algum insight sobre a
natureza fisica das equagdes em questdo. Suponhamos que um fluido
seja incompressivel. Neste caso, o fluido pode ser descrito como tendo
um volume especifico constante:

) = o = cste (4.60)

Suponhamos ainda que este fluido mova-se em colunas, ou seja,
suas coordenadas horizontais ndo dependem da posigao vertical inicial
do fluido, o que nos leva a:

x=z(a,b,T) (4.61)

y=1y(a,b,T) (4.62)
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Substituindo estas expressdes na jacobiana, temos:

o))

(z,y) 0z _
(a,b) Oc

@ (4.63)

o))

Integrando na coordenada vertical ¢, obtemos:

ac (4.64)

Tomamos agora a coordenada lagrangeana ¢ como ¢ = 0 no fundo
da camada de fluido e ¢ = Hy no topo. Assim, a altura da camada
de fluido € escrita entdo como segue:

~ O(a,b)
h = FER) aHy (4.65)
Logo:
c

Considerando apenas a energia cinética devido aos movimentos
horizontais, podemos escrever a Lagrangeana como:

3 [{G 4 () - orfaanr aaer

Tomando variagoes arbitrarias com extremos tg, t; fixos na acao

t1
A= | cat (4.68)

to
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obtemos:

Du
— = —gVh 4.69
Dt g (4.69)

A derivada temporal da defini¢do de h leva a:

Dh
— = hdi 4.
i hdiva (4.70)

Para escrever a equacao num sistema de coordenadas em rotagao,
introduzimos duas fungdes R(z,y) e P(x,y), tais que o pardmetro de
Coriolis f(z,y) é dado por:

OR 0P
=— 4+ — 4.71
f(x,y) a9y + o (4.71)
Portanto, a Lagrangeana se torna
1 0 0
Ezf/ (u—R)i—F(v—&—P)—y—gh dadb (4.72)
2 or or
e recuperamos a equacdo de momento da dgua rasa em rotagio:

Du
ot fut = —gV,h (4.73)

4.6.3 Conservagao da vorticidade potencial

No modelo de dgua-rasa governado pelas equagbes (4.70) e (4.73),
definimos a vorticidade relativa como o rotacional (neste caso, o ro-
tacional bi-dimencional) do campo de velocidades horizontal

(=rotu=Vx (u,v,0) - 2= — — — (4.74)

Assim, para derivar uma equagado para a vorticidade, tomamos o
rotacional da equacao de evolugao do campo de velocidades horizontal
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do modelo de 4dgua rasa. Assim, calculando o rotacional termo a
termo:

Du D¢ )
rotﬁ =D + (divu (4.75)
L , , , Df
rot(fu™) = div(fu) = fdivu+u-Vf = fdivu + Dt (4.76)
af _ Df

onde usamos o fato que f = f(y) e, portanto, u-Vf = V3 = Dr

Somando os termos nos quais calculamos o rotacional acima, e usando
o fato que rotVh = 0, temos:

% 4 (f + Odivu = 0 (4.77)

Multiplicando esta equagao por h:

h% 4 h(f + O)diva = 0 (4.78)

e a equagao (4.70) para h por (f + (), obtém-se
Dh .
¢+ f)ﬁ + (¢ + f)hdivu =0 (4.79)
Fazendo a subtracio das duas tltimas equacoes e dividindo por A2,

temos:

L 22Uy (4.80)

Usando a regra para derivagdo de um quociente obtemos:
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D [f+¢
i <h> =0 (4.81)

A quantidade

f+¢
<h> (4.82)

é chamada vorticidade potencial. O que este resultado diz é que a
vorticidade potencial é conservada ao longo das trajetérias do sistema.
Daremos uma interpretacao fisica para ilustrar a importancia deste
teorema. Suponhamos que a trajetéria de movimento do fluido se
dé sobre uma curva com f = cste. Uma situacédo fisica em que isto
ocorre é a de jatos zonais, bastante comuns na atmosfera e oceanos.
Neste caso, apenas h e ( podem variar na vorticidade potencial, mas
sabemos que a vorticidade potencial tem que ser conservada. Logo,
se a espessura da camada de fluido diminui ao longo da trajetéria,
a vorticidade relativa ¢ é forcada a aumentar de forma a manter a
vorticidade potencial constante, mudando a rotacdo do fluido. Neste
caso, se a vorticidade relativa for nula inicialmente, o fluido passara
a girar no sentido anti-horario. Analisamos agora o outro caso, em
que o movimento se d4 em uma situacdo na qual a espessura da
camada de fluido é constante, mas o pardmetro de Coriolis f varia.
Isto acontece, por exemplo, em movimentos meridionais nos oceanos
e na atmosfera com fundo plano (por exemplo, sem montanhas).

Neste caso, se movimentarmos o fluido na dire¢do norte, f au-
mentara e, para conservar a vorticidade potencial, uma vez que a
altura da coluna de vértice nao varia, se a vorticidade for nula na
posicao original a parcela de fluido passard a "girar'no sentido hora-
rio. Por outro lado, movendo o fluido na diregdo sul o parametro f
diminuira, logo a vorticidade do fluido deve aumentar para compen-
sar este efeito. Se inicialmente o fluido nao tivesse rotagdo passaria a
"girar'no sentido anti-horario.
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4.7 Modelo quase-geostrofico

Um dos mais importantes modelos no estudo da dindmica de fluidos
geofisicos é o modelo quase-geostrofico. Este modelo descreve bem
a dindmica dos movimentos de grande escala no oceano e na atmos-
fera em médias latitudes. A vantagem desse modelo em relacdo ao
sistema de equagoes da dgua-rasa, por exemplo, é que a aproximagcao
quase-geostrofica filtra do sistema as chamadas ondas de gravidade,
que sdo solugdes das equagdes da dgua rasa (ver no préximo capi-
tulo) que tém a caracteristica de serem dominantes energeticamente
nas pequenas escalas e altas frequéncias do espectro dos movimentos
atmosféricos e oceanicos. Por outro lado, os movimentos de grande-
escala do oceano e da atmosféra, em médias latitudes, sdao dominados
pelas chamadas ondas de Rossby, que sao solucoes tanto das equa-
¢oOes quase geostroficas quanto das equagoes da dgua rasa num plano
beta. Este modelo foi introduzido pelo meteorologista americano Jule
Charney [Charney(1949)], e também foi uma das primeiras equagdes
a serem resolvidas numericamente num computador, numa tentativa
de Charney conjuntamente com o matematico hingaro Jon Von Neu-
mann e o meteorologista noruegués Ragnar Fjortoft de realizar uma
previsdo de tempo |Charney(1950)]. Para derivar as equagbes quase-
geostroficas, é mais conveniente trabalhar com as equagoes na forma
adimensional (ou seja, dividindo cada uma das varidveis por sua di-
mensdo caracteristica). Nao faremos a adimensionalizacio da equa-
¢oOes aqui, mas apresentaremos diretamente as equagoes em sua forma
adimensional, onde definiremos os niimeros adimensionais associados
e faremos algumas suposicoes a respeito das ordens de grandeza desses
niumeros adimensionais necessarias para a validade do modelo quase-
geostréfico. Assim, em sua forma adimensional, as equagoes da dgua
rasa podem ser escritas como:

Du + Ro'ut = —Fr7'v,h (4.83)
Dt
Dh . h o ho ..
—_- — 14+60h— — = 4.84
D S V(HO)+@ (1+0 Ho)dwu 0 (4.84)
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Da mesma maneira, o principio da conservacao da vorticidade
potencial pode ser escrito na forma adimensional como segue:

D _1+RC ) _ (4.85)
Dt\ 1+ 6h— 4 '

Nas equacgoes acima:

Ro = Ll é o chamado nimero de Rossby, que mede a impor-
tancia relativa da aceleracdo do movimento em relagao a forca
de Coriolis, sendo U e L, respectivamente, as escalas caracteris-
ticas de velocidade e de comprimento associadas aos distturbios;
0 = %g representa a medida adimensional da amplitude das
perturbacoes da altura do fluido em relagao ao valor referente
ao estado nao perturbado representado por Hy. Nesta adimen-
sionalizacao das equagoes, supomos também que variacoes de
topografia sdo da mesma ordem de grandeza das variacoes da
altura, logo © também representa uma medida adimensional
das variagGes topograficas;

Fr= \/UT é o chamado nimero de Froude, que mede a razao
giio

entre a velocidade caracteristica dos disturbios e a velocidade
das ondas de gravidade puras, ¢, = +/gHo;

Para garantir a consisténcia do ponto de vista energético das equacoes
quase geostréficas, assumiremos as seguintes relagoes:

O namero de Rossby é um pardmetro pequeno, ou seja, Ro <<
1.

H&4 um balango aproximado entre as forgas de Coriolis e do
gradiente de pressdo, expresso por:
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OFr '~ Ro™! (4.86)

e As perturbagoes na altura de fundo (topografia) h, sdo da
mesma ordem que as perturbacoes na altura h.

e A escala caracteristica de comprimento das perturbagoes aqui
consideradas é da mesma ordem de grandeza do raio de de-
formagdo de Rossby local, que representa a escala de compri-
mento que distingue a escala espacial dos movimentos na at-
mosfera e no oceano que sofrem significativa influéncia da forga

de Coriolis. Matematicamente, supde-se que (LL(1> = F', onde

F=0(1),sendo Ly = ?HO o raio de deformagao de Rossby.

Por facilidade de notagao, facamos Ro = € << 1. Entéo, seguindo
as suposicoes acima, reescrevemos nosso sistema como:

Du

Dt +etut = —etVLh (4.87)
Dh

1+eF(h—hy)) = 4+u-Vhy) + e tdivu=0 4.88
Dt

D 1+e¢ B
Dt (1 +eF(h— hb)> =0 (489)
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Prosseguiremos fazendo uma expansao assintética no parametro
€, OU Seja, suporemos que para cada € existe uma solugao das equagoes
acima:

Ue = 11(.73, Y, ¢, 6) (490)
he = h(zay7ta€) (491)
Ce = C($,y,t,€) (492)

Suporemos ainda que cada funcdo acima seja analitica em ¢, de
forma a podermos expandi-las em séries de poténcias de e:

u. = ug + eu; + uy + ... (4.93)
he = ho + €hy + €2hay + ... (4.94)
Ce=Co+eCi + €26+ ... (4.95)

Substituindo as expansdes em série acima nas equagdes (4.87),
(4.88) e (4.89) e coletando primeiramente os termos multiplicados
por coeficientes ¢!, obtemos:
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uy = V*hg (4.96)

d’iUU(] =0 (497)

Este é o sistema geostréfico descrito nas se¢bes anteriores. Na
préxima ordem da expansdo, agrupando os termos multiplicados por
¥ =1, temos:

<§t +u - V) (o= F(ho—hy)) =0 (4.98)

Uy = VL}LQ (499)

o = V?ho (4.100)

Este é o sistéma quase-geostréfico. Como veremos no proximo
capitulo, a importancia das equagoes quase-gesostréficas acima é que
elas descrevem a evolucao das ondas de Rossby, que dominam as gran-
des escalas dos moviemntos nos oceanos e na atmosfera, ao mesmo
tempo que elas filtram as ondas de gravidade que também sdo solu-
¢oOes das equagoes completas e das equagoes da agua rasa. Contudo,
¢ computacionalmente custoso resolver simultaneamente a evolugao
temporal das ondas de gravidade e das ondas de Rossby, ja que as
ondas de gravidade evoluem numa escala de tempo muito mais rapida
que as ondas de Rossby, requerendo portanto um passo de tempo me-
nor. A interagao entre ondas de Rossby e ondas de gravidade ainda é
tema de pesquisa, contudo hé resultados rigorosos |Majda(2003)] ga-
rantindo que no limite assintético de rdpidas rotagdes (Ro = € — 07),
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a evolucdo das ondas de Rossby independe das ondas de gravidade,
num processo chamado ajuste geostrofico.

4.8 Modelo quase-geostroéfico estratificado

Assim como derivamos a equacao quase-geostréfica, na secao anterior,
a partir das equagbes da agua-rasa, podemos também derivar uma
equagdo analoga a partir das equagdes de Boussinesq: as chama-
das equagoes quase-geostrdficas continuamente estratificadas. Para
tanto, partiremos das equagoes de Boussinesq na forma adimensio-
nal:

DHUH 8uH 1.1
i +w % + Ro ‘uy =—EVpgp (4.101)

Dpyw ow op’

T _—_pgpX _X 4.102
Dt +w82 0z P (4.102)
div(u) =0 (4.103)

D
Fi = X 1Fr 2y (4.104)

Tomando o divergente da equacao de balango de momento, obtemos

uma equagao eliptica para a pressao:

3

81)1- ov;
Vit Y oot = i + fuw, (4.105)
j i

7,j=1

Nas equagtes acima temos os seguintes nimeros admensionais: Ro =
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U/Lf é o nimero de Rossby, que mede a razdo (importéncia relativa)
entre as forgas inerciais e de Coriolis, (U é valor tipico da velocidade
horizontal e L uma escala espacial caracteristica do fendmeno de in-
teresse), Fr = U/\/gL é o chamado nimero de Froude, que mede a
importancia da estratificacio no movimento, E = p/p,U? é o ntimero
de Euler, que mede a razao entre a pressao e as forgas inerciais, e o
ntimero adimensional X = gL/U%mede a razdo entre a energia po-
tencial e a energia cinética devido a movimentos verticais. Faremos
entdao as seguintes hipéteses: Ro = ¢ << 1, Fr = Fe, para uma
constante F =0(1), E=¢"1e X = (Fe)~ L.

Neste contexto, podemos ainda reescrever as equagoes de Boussi-
nesq como:

DHuH 8uH _
i w—” +elug = —e1Vyp (4.106)
Dyw ow  _,/0p 1
— — - _F 4.1
Dt +w82 ¢ (82 p) (4.107)
div(u) =0 (4.108)
D
F/t) =l 1y (4.109)

Podemos, ainda, escrever na forma adimensional a equagdo de
Ertel para a vorticidade:

D dp dp
Dt{w” —Fo eF(wH.Verwvaz)} (4.110)
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além da equacao e Poisson para a pressao:

V2p = eTr(Vu,Vui) —w, + F_y

dp
0z

(4.111)

Fazemos entdo a expansao assintética, substituindo as varidveis por

familias de varidaveis andliticas no parametro e:

ue(w,y, 2, t) = up(x,y, z,t) + eur (z,y, 2, t) + ...

we(z,y,2,t) = wo(z,y, 2, t) + ewy (x,y,2,t) + ...

pe(x,y, 2,t) = po(x,y, 2,t) + epr(x,y, 2, ) + ...

Pe(ﬂf,y,zﬂf) = po(x,y,z,t) + epl(x,y,z,t) + .

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

Coletando os termos de ordem 0 na equacao (ou seja, multiplica-

dos por €”), temos as equagdes quase-geostréficas:
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ugp(x,y,2,t) = —VyP (4.116)
dp  p
%" F (4.117)
w=0 (4.118)
Dy 282}) _
T {wv — oL =0 (4.119)

4.9 Outros modelos

4.9.1 Modelo QG de duas camadas

O modelo quase-geostroéfico (QG) de duas camadas, ou de forma mais
geral de multiplas camadas, pode ser visto como um modelo interme-
didrio entre as equagoes quase-geostroficas de uma camada (também
chamadas barotrdpicas) e as equagdes quase-geostréficas continua-
mente estratificadas descritas na secao anterior. Este modelo é capaz
de descrever alguns aspectos da estratificacio (também chamados
efeitos baroclinicos), sem contudo resolver a estrutura vertical do
modelo continuamente estratificado. Este modelo pode ser derivado
das equagdes continuamente estratificadas via truncamento de Gar-
lekin, retendo apenas dois modos verticais (ou, de forma mais geral,
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N modos num modelo de N camadas). Assim, as equagoes do modelo
quase-geostrofico de duas camadas sdo dadas por:

0
%%J(M,ql) =0 (4.120)
%+J(w )=0 (4.121)
ot 2,42) = .
onde
q1 = V21 + [+ Fi(v2 — 1) (4.122)
g2 = Vo + f + Fi(¢1 — o) (4.123)
F; = / (4.124)

Nas equacoes acima, H; é a espessura da camada i = 1,2, e a
chamada gravidade reduzida é dada por

g/: g(ﬂ??pl) (4'125)
P2

onde p; é a densidade da i-ésima camada.
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4.9.2 Modelo quase-geostréfico de 1 e 1/2 cama-
das

E comum em muitas aplicagbes o caso em que a camada inferior é
muito mais espessa que a camada superior. Este é o caso, por exem-
plo, da dindmica de Jupiter, onde ha uma camada superior fina cuja
dindmica pode ser observada diretamente, e abaixo desta camada h&
uma camada mais espessa que nao pode ser observada diretamente
(ou cuja observagao é mais dificil) e, portando, tem um comporta-
mento pouco conhecido. Nestes casos, é comum usar uma simplifica-
¢ao do modelo quase-geostrofico de duas camadas: o modelo quase
geostrofico de uma camada e meia, obtido tomando o limite em que
H; — o0o. Neste caso, a dinamica da camada inferior se torna inde-
pendente da camada superior. A camada superior, por outro lado,
continuard dependendo da camada inferior. As equacoes do modelo
quase-geostrofico de uma camada e meia sdo:

0
%‘FJ(T/)M% + Fig2) =0 (4.126)
992 .
T J(2,42) =0 (4.127)
onde
1=V + f— Fiyy (4.128)

g2 = Vo + f — Forhs (4.129)
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4.9.3 Modelo de agua rasa MHD

Uma importante regiao na dindmica solar é a chamada tacoclina, que
constitui uma regido transicional entre a zona radioativa (que gira
como um corpo s6lido) e a zona convectiva, que como o préprio nome
diz é caracterizada pela conveccao do plasma aquecido por baixo. A
tacoclina é situada em aproximadamente 0.7 R, sendo R o raio solar,
dado aproximadamente por R=695700 no equador. Em comparacao
com o raio solar, a tacoclina é relativamente fina, tendo uma espes-
sura de aproximadamente 0.04 R. Isto sugere que sua dindmica pode
ser modelada de forma semelhante ao modelo de agua rasa para o
oceano e atmosfera, porém incluindo os efeitos do campo magnético.
O modelo de dgua rasa magnetohidrodindmico foi primeiramente in-
troduzido em |Gilman(2000)], enquanto a derivagdo das solugdes da
versao linearizada destas equagoes é encontrada em [Zeitlin(2013)].
J4 as solugoes fracamente néo lineares dessas equagdes foram estuda-
das em [Raphaldini(2015)].

Dv

— + fvt = —¢/Vh+bVb (4.130)
Dt
oh .
e + div(bh) =0 (4.131)
@ +vV(hb) = —(hb)V(v (4.132)

4.9.4 Modelo quase-geostrofico magnetohidrodina-
mico
Assim como no caso hidrodindmico, no caso magnetohidrodindmico é

possivel também derivar um modelo que elimina as "ondas rapidas'de
gravidade, descrevendo apenas a dindmica de ondas de Rossby mag-
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netohidrodindmicas. Este é o modelo quase-geostréfico magnetohi-
drodindmico:

O 4 In,0) = J(A,) (1.13)
9j

I = (4.134)

div(hb) = 0 (4.135)

onde (hb) = V1A, A é o chamado potencial vetor, j = V2A é a
corrente, h a espessura da camada e ¢ = V29 + f — F é a vorticidade
potencial.

4.10 Sugestoes de leitura

Para uma introducdo a dindmica dos fluidos geofisicos em nivel ele-
mentar temos o livro [Cushman-Roisin(2010)|, em nivel mais avan-
cado hd o livro |Pedlosky(1987)]. Um também mais avangado que
inclui abordagens lagrangeana(variacional) e hamiltoniana em dina-
mica de fluidos geofisicos é [Salmon(1998)], para uma introducdo mais
matematica ao assunto incluindo demosntragoes rigorosas de conver-
gencia da dindmica de dgua rasa e Boussinesq para a quase geostréfica
no limite de rdpidas rotagdes ha o livro [Majda(2003)).
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Teoria Linear de Ondas

Neste capitulo iniciaremos a abordagem da teoria ondulatéria no con-
texto da dindmica de fluidos geofisicos analisando a teoria linear, onde
as perturbagoes com estrutura de onda serdo assumidas possuirem
amplitudes infinitesimais. Neste contexto, os termos de ordem qua-
drética e, eventualmente, de ordem ainda mais alta em termos das
perturbagoes em torno de um estado estacionario de referéncia, serao
desprezados, e somente os termos lineares em relacdo a essas pertur-
bagoes serdo mantidos. Consequentemente, o estudo das ondas neste
capitulo serd feito analisando versoes linearizadas de alguns modelos
deduzidos no Capitulo 4. Além disso, neste capitulo restringiremos a
andlise para ondas imersas num estado de referéncia estacionario (da-
qui a diante referido como estado basico ou estado nao perturbado)
no qual os campos vetoriais que o caracterizam sao homogéneos. Mais
especificamente, mas sem grande perda de generalidade, considera-
remos um estado basico em repouso, isto é, um estado de referén-
cia no qual o campo de velocidade é identicamente nulo, e também
caracterizado por campos nos quais o perfil resultante dos parame-
tros que medem a estabilidade estatica sdao homogéneos e positivos.
Em tal contexto, as solugoes caracteristicas das equagoes linearizadas
para as perturbagoes representam ondas neutras, isto é, ondas cujas
oscilagbes apresentam amplitudes constantes no tempo. Em outras
palavras, analisaremos neste capitulo perturbacoes estaveis. Analisa-
remos primeiro as soluges do tipo onda no modelo quase-geostroéfico

80



5.1. ONDAS NO MODELO QUASE-GEOSTROFICO 81

da dgua-rasa obtido na Segdo (4.7) do capitulo anterior. Neste caso,
o modelo é governado por uma tinica EDP, dada pela conservagao da
vorticidade potencial quase-geostrofica (i.e., uma versao simplificada
da conservagao da vorticidade potencial (4.81)). Consequentemente,
somente um tipo de onda é permitido. Em seguida, abordaremos as
solugoes do tipo onda no modelo de dgua-rasa descrito pelas equacoes
(4.70) e (4.73). Neste caso, trata-se de um exemplo de um sistema
de EDPs, no qual a relacdo de dispersao possui mais de um ramo,
ou seja, mais de um tipo de onda é permitido. Por fim, analisaremos
as solugoes das equacoes da dindmica atmosférica estratificada em
coordenadas isobdricas (4.40), (4.41), (4.44) e (4.48) via separagdo
de varidveis, onde mostraremos que tanto o modelo quase-geostréfico
da agua-rasa quanto a prépria versao linearizada das equagodes da
agua-rasa representam a evolugdo temporal da estrutura horizontal
correspondente a um particular modo vertical dessas equacoes.

5.1 Ondas no modelo quase-geostréfico

Consideraremos aqui o modelo quase-geostrofico deduzido na Secéo
(4.7) como limite assintético das equagdes da dgua-rasa no regime
de forte rotagdo, ou seja, para Ro << 1. Por simplicidade, vamos
considerar o caso sem topografia, ou seja, hy(z,y) = 0. No entanto,
consideraremos aqui a variagdo meridional do parametro de Coriolis
explicitamente, com a chamada aproximacao do plano [ de latitudes
médias, onde o parametro de Coriolis é dado por f = fy + Sy, sendo
fo = f(y = yo) o parAmetro de Coriolis calculado numa latitude de
referéncia e y representa neste caso os desvios da posi¢cao meridional
da parcela de fluido em relagdo & posicao referéncia yg; 8 = ZQZ%
é o chamado parametro de Rossby, sendo 2 a velocidade angular de
rotacdo da Terra e ar =~ 107m o raio médio da mesma.

Como veremos mais adiante, esta representacao explicita da variacao
latitudinal do efeito da forga de Coriolis é importante para o nosso
objetivo nesta secao, pois é exatamente esta variacdo meridional do
pardmetro de Coriolis (i.e., o efeito 3) que constitui o mecanismo res-
taurador que causa as ondas planetarias na atmosfera e no oceano:
as chamadas ondas de Rossby.

Nas circunstancias discutidas acima, a forma dimensional das equa-
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¢oes quase-geostroficas (4.96), (4.97) e (4.98) podem ser escritas da
seguinte forma:

g+ J(¥,q) =0 (5.1)

onde ¢ = . 42 ¢ a funcao corrente, sendo h a perturbacao da altura da
superfl(ne livre do fluido em relacdo ao valor referente ao estado néo
perturbado Hy; J(%,q) é o determinante da matriz jacobiana entre
1 e q, ou seja,

Oz 0 1/1]
J(,q) = det Y 5.2
() = dec [ 370 6:2)
e q é a vorticidade potencial quase-geostrofica, dada por
_ 2 Y
q=fo+By+V 12 (5.3)
d

sendo Ly = ~ ?OHO o raio de deformagao de Rossby e V? = 92 + 9
refere-se ao operador laplaciano.

Para obter as equagoes linearizadas para as perturbag¢des em torno
de um estado béasico em repouso, consideramos

H
o =970 4 sy (5.4)
o
com § << 1. Note que o estado bésico g = gg” é uma solugao

exata de ((5.1)) e a vorticidade potencial quase-geostréfica neste caso
é dada por

— 2/_f7(?
q=PBy+d(V= P

) (55)

Assim, substituindo (5.4) e (5.5) em (5.1) e retendo somente os
termos O(d), obtemos:

o(V2! fo S0y s =0 (5.6)
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A equagao acima corresponde & versao linearizada de e go-
verna, em primeira aproximacao, a evolugdo de pequenas perturba-
¢oes em torno de um estado béasico em repouso e homogéneo. A
homogeneidade do estado basico se reflete nos coeficientes constantes
da equagao , 0 que permite o uso da transformada de Fourier
para analisar solugoes de ondas nesta EDP. Alternativamente, para o
caso particular de um dominio limitado e/ou de solugdes periddicas,
podemos utilizar o método da série de Fourier para determinar a so-
lucdo de (5.6). No entanto, como se trata de uma EDP linear e com
coeficientes constantes, vale o principio da superposi¢ao, onde cada
harmonico que deve compor a solucao geral de devera evoluir de
forma independente dos demais. Logo, sem perda de generalidade,
vamos considerar o seguinte ansatz de ondas planas:

O (2, y,1) = Aethrtitymit (5.7)

onde A é uma constante arbitraria, k = (k,l) é o vetor niumero
de onda e w é a frequéncia temporal de oscilacdo do modo k. Subs-

tituindo ([5.7]) em (5.6) segue que (5.7]) é uma solugdo exata de (5.6
desde que w e k satisfacam
— Bk

)=
2 J
k2 +

w(k (5.8)

A equacao acima, que relaciona a frequéncia temporal de oscila-
¢ao com o vetor nimero de onda, é chamada relagao de dispersao, e
a onda em questao é chamada de onda de Rossby. Sao estas ondas
responsaveis pela propagacao dos sistemas de tempo de grande-escala
em médias latitudes, por exemplo. Logo, tais ondas desempenham
um papel fundamental na evolucdo da atmosfera numa escala de al-
guns dias a uma semana. Para periodos mais longos, tais ondas ainda
sdo importantes, porém outros efeitos devem ser incluidos em ,
como por exemplo os termos de segunda ordem (ndo lineares) em
termos das perturbagoes, como veremos no Capitulo 6.

A equacéo mostra que, no regime linear, a frequéncia de os-
cilacdo dos harmoénicos que compdéem a onda em questdao independe
da amplitude de oscilagao, e cada harmdnico evolui sem depender de
outro harmonico, ou seja, os harmonicos evoluem no tempo de forma
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desacoplada. Além disso, uma onda é dita dispersiva se o hessiano de
w(k) for diferente de zero exceto para um conjunto de medida nula
em k. Esta propriedade pode ser facilmente verificada computando o
determinante da matriz hessiana de w(k) a partir de . Deixamos
para o leitor este exercicio.

Vamos, contudo, computar a velocidade de grupo das ondas de
Rossby para mostrar como essas ondas podem explicar os aspectos
essenciais relacionados a evolugao dos sistemas de tempo. Dos cursos
bésicos de ondulatéria sabemos que a velocidade de grupo refere-se
a velocidade na qual a energia de um pacote ou um grupo de ondas
se propaga a partir de uma fonte localizada, sendo matematicamente
dada por Cg = V,w. Para o caso das ondas de Rossby, a partir de

(5.8) obtém-se:

Cg = (ng’CQy) (5.9&)
2 2, £
gz 2 N
(k|2 + )2
Cy, = Zﬁklfzi (5.9¢)
(Ik[* + 75-)?

A relacao mostra que a velocidade de grupo zonal é nega-
tiva (positiva) para k? < 12+ nggO (k* > 12+ 9];320 ), enquanto o médulo
da velocidade de grupo meridional é maior quanto maior o nimero
de onda zonal. Logo, para uma fonte de energia localizada, as ondas
mais longas dispersardo a energia pata oeste da fonte, enquanto as
ondas mais curtas dispersardo a energia para leste da fonte. Além
disso, no setor leste da fonte onde as ondas mais curtas agem na dis-
persao da energia, a propagacao da energia na direcdo norte-sul serd
mais intensa do que no setor oeste.

Este carater bastante nao isotrépico da dispersao da energia pelas
ondas de Rossby constitui um aspecto bastante caracteristico dessas
ondas de grande-escala. Inclusive, para estados basicos mais realistas,
como por exemplo caracterizado por um escoamento zonal geostrd-
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fico, a propagacao meridional da energia somente ocorre nas latitu-
des em que on vento é de oeste. Assim, para uma fonte localizada
em latitudes médias, onde o vento é predominantemente de oeste, a
energia propaga na dire¢ao norte-sul em diregdo ao equador até ser
absorvida na latitude onde inicia o regime de leste nos trépicos. A
propagacao de ondas de Rossby em meios ndo homogéneos tem sido
estudada em diversos trabalhos (ver, por exemplo, [Hoskins(1981)];
|Hoskins(1993)]).

5.2 Ondas no modelo de agua-rasa

Abordaremos agora a teoria linear de ondas num meio homogéneo no
modelo de dgua-rasa obtido na Secdo 4.6 do capitulo anterior. Por
simplicidade, vamos considerar agora a aproximacao do plano-f, onde
o pardmetro de Coriolis é suposto constante (f = fp). Isto significa
desprezar o termo Sy na expansao em Taylor do pardmetro de Corilois
f(y) em torno da latitude de referéncia y = yo. Faremos isso porque
o efeito 3 nédo é essencial para o tipo de onda que enfatizaremos nesta
secao, as ondas de gravidade-inerciais ou ondas de Poincaré.

Neste contexto, assumindo pequenas perturbagoes em torno de
um estado basico em repouso, ou seja,

u=0u
v=20v (5.10)
h = Hy+on

com 0 < ¢ << 1, substituindo (5.10)) em (4.70) e (4.73) e retendo
somente os termos O(¢), obtemos a versdo linearizada das equagoes
da dgua-rasa com rotacao:

Owu — fov + gOyzh =0 (5.11a)
O + fou+ goyh =0 (5.11b)
Oth + Hy(0yu + Oyv) =0 (5.11c¢)
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Nas equagoes acima, o sobre-indice "’ "das varidveis u, v e h foi
omitido por simplicidade. De forma alternativa, podemos escrever as

equagoes (5.11) na forma vetorial:

du+Lu=0 (5.12)

Em (5.12), u = (u,v,h) representa o vetor estado do modelo,
0 = (0,0,0) representa o vetor nulo e £ é o operador diferencial
linear do modelo, dado por

0 _fO gaw
L=\ f 0 g, (5.13)
Hods Hod, 0O

Como pode ser notado nas equagoes acima, os coeficientes do sis-
tema de EDPs sao constantes. Logo, as solucbes de ondas
se propagando neste meio homogéneo podem ser analisadas usando
a transformada de Fourier, no caso geral, ou a série de Fourier, no
caso de solugoes periddicas e/ou de um dominio limitado. Alternati-
vamente, como fizemos na se¢do anterior, podemos ainda, de forma
mais simples, supor um ansatz de ondas planas, que, dada a indepen-
déncia entre os os modos nesse regime linear, nao implica em perda
de generalidade. Vamos, assim, supor que:

u(z,y,t) = ARethatily—ivt (5.14)

onde A é uma constante arbitraria e k = (k,1) é o vetor niumero
de onda. Substituindo o ansatz ([5.14]) em (5.12)) resulta no seguinte
problema de autovalor/autovetor para determinar w e R

[—iwl + M]R =0 (5.15)

onde I é a matriz identidade e M = L;x é a matriz dada pelo
simbolo do operador £, obtida substituindo d, por ik e 9, por il.
Assim, os autovalores w sdo determinados como raizes da equagao
caracteristica:

det[—iwl + M] =0 (5.16)
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ou, mais especificamente, calculando o determinante, temos:

w(w? = f§ — [k[?gHo) = 0 (5.17)

Assim, para cada harmonico k = (k,[), a relagdo de dispersdo
das equagoOes da dgua-rasa com rotagdo possui trés ramos, que sdo
definidos pelas trés raizes da equagdao algébrica (5.17)). Tais raizes
sao:

w® =0 (5.18a)

wED = 4./ f2 4+ gHy|k|? (5.18b)

O ramo w(® representa o modo geostréfico, posto que, como pode

ser notado a partir de , os campos de velocidade e de altura
estdo em balango geostréfico exato, em consequéncia da frequéncia
temporal nula. Da mesma forma, como o pardmetro de Coriolis é
suposto constante, a geostrofia implica na nao divergéncia do campo
do vento horizontal, o que também pode ser facilmente verificado em
(5.15)) para este modo. Consequentemente, o campo de velocidade
horizontal para este modo é puramente rotacional, com o vetor velo-
cidade sendo sempre tangente as isolinhas do campo de altura. Por
esta razao, este modo é também muitas vezes rotulado como modo
vortical.
O modo vortical constitui a chamada variedade lenta da dinimica
atmosférica e ocednica e é este modo que tem um papel mais dire-
tamente relevante para a previsdo numérica de tempo. Com efeito,
se relaxassemos a hipdtese do parametro de Coriolis constante e con-
siderdssemos o efeito 8 (i.e., f = fo + By), os modos geostroficos
seriam substituidos pelas ondas de Rossby discutidas na secao ante-
rior. Neste caso, ao invés da frequéncia temporal nula, esses modos
teriam frequéncia temporal pequena, de forma aos campos de velo-
cidade e altura estarem num balango geostréfico aproximado, sendo
governados pela dindmica quase-geostrofica.

J4 os ramos w1 referem-se as ondas de gravidade-inerciais ou as
ondas de Poincaré. A frequéncia negativa representa a onda com pro-
pagacdo para oeste, enquanto a frequéncia positiva refere-se a onda
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com propagacao para leste. E interessante notar que a menor frequén-
cia dessas ondas refere-se a frequéncia inercial, que ocorre para k = 0,
onde [wEV| = | fo|. Para @y = 45°, tem-se que |w*V)| = /2Q, sendo
Q) a velocidade angular de rotagao da Terra. Logo, a menor frequéncia
das ondas de Poincaré é, ainda assim, maior que a frequéncia diurna.
Dessa forma, notamos que as ondas de Poincaré tém frequéncia tem-
poral rédpida, sendo portanto relevantes para fenémenos atmosféricos
que ocorrem dentro da escala de tempo de um dia, tais como fend-
menos de mesoescala e com escala de nuvens cumulus isoladas.

Como consequéncia da alta frequéncia de oscilagdo desses modos,

as ondas de Poincaré tém uma estrutura completamente ageostrofica,
com uma consideravel e expressiva divergéncia horizontal associada
ao campo de velocidade dessas ondas. Por esta razao, essas ondas es-
tao diretamente relacionadas com a convecgao profunda e a formagao
e propagacao de tempestades.
As ondas de Poincaré também desempenham um papel importante
no chamado ajuste geostréfico. Neste processo, uma perturbacgao ini-
cial com estrutura ageostréfica (como por exemplo, uma fonte de
calor impulsiva devido a um conjunto de células convectivas) pro-
jeta grande parte de sua energia nesses modos de gravidade-inerciais.
Esta energia projetada nos modos de Poincaré, por sua vez, é ra-
pidamente dispersada para longe da regido da fonte, de modo que
ap6s um determinado tempo prevalece sobre a regido da fonte e sua
vizinhanga a estrutura quase-geostrofica resultante da atividade dos
modos lentos (geostréficos). Este problema do ajuste geostréfico serd
novamente discutido no préximo capitulo, onde mostraremos que no
regime fracamente ndo linear os modos geostréficos nao séao afetados
pelas ondas de gravidade-inerciais.

Os autovetores a direita correspondentes aos autovalores definidos

por (5.18)) sdo dados por:
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R; ;= | ikg (5.19a)
fo
kwED il f,
RV = [ 1wE) — ik, (5.19b)
k[ H

Os autovetores definidos acima formam uma base ortogonal no
espaco vetorial C? em relacdo ao produto interno

(f,8)cs = figr + fog2 + f393 (5.20)

onde f = (f1, fo, f3) e g = (91, g2, g3) representam dois elementos
quaisquer do espaco vetorial C? e a barra sobre as componentes indi-
cam o complexo conjugado. Fica como exercicio para o leitor verificar
a ortogonalidade mutua entre os autovetores.

Dado que os autovetores (5.19) constituem uma base ortogonal
em C? e as fungdes e**+i¥ formam uma base ortogonal em L%(T?)
(espago das fungoes de quadrado integrével no toro bi-dimensional),
a solucao geral de pode ser escrita como

1
. . . (a)
u= Y 3 AR et (5.21)
kez? a=—1

onde A,(Cal) é uma constante que depende da projecao do dado
inicial nos modos:

A = R u(t = 0)es (5.22)

onde

ug,(t=0) = // u(z,y,t = 0)e **=gzdy (5.23)
’1'[‘2
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5.3 Dinamica atmosférica estratificada

Até agora temos estudado os modos normais de modelos da diné-
mica de fluidos geofisicos de uma tnica camada, representados pelas
equagoOes da agua-rasa bem como pelo limite dessas equag¢bes num
regime de forte rotacdo, representado pelo modelo quase-geostroéfico
de 4dgua-rasa. Vamos agora analisar os modos normais de modelos
com estratificacao vertical. Como exemplo, abordaremos o modelo
hidrostéatico da atmosfera que usa a pressdo atmosférica como coor-
denada vertical, representado pelas equagoes (4.40), (4.41), (4.44) e
(4.48). Escrevendo novamente essa equagdes, temos:

Oru + u0yu + vOyu + wipu — fv + 0,0 =0 (5.24a)
00 + u0,v + v0yv + wOpv + fu + Oy = 0 (5.24b)
Opp = —av (5.24¢)

Oy + 0yv + Opw =0 (5.24d)

sendo a = = o volume especifico. As equagoes —5.24b ,
(5.24c) e (5.24d)) referem-se, respectivamente, as equagoes do mo-

mento horizontal, do momento vertical (aproximada pelo balango
hidrostético) e a equagdo da continuidade (conservagido de massa).
Para fechar o sistema, é necessario ainda incluir a equagao de con-
servacao da energia termodinamica, além da equacao do estado para
um gas ideal. Assim, a equacao do estado para o ar seco e a primeira
lei da termodinamica podem ser escritas como segue:

pa = RT (5.25)
DT Da
—_— — T -2
Cy D1 +th (5.26)

onde C, é a capacidade térmica do ar seco a volume constante e
R a constante dos gases para o ar seco; Q refere-se a uma forgante
diabatica, que tipicamente representa os processos de aquecimento
e/ou resfriamento na atmosfera por: (i) calor latente associado com
a condensacao do vapor d’agua nas nuvens e a consequente precipi-
tagdo, (ii) calor sensivel associado com o fluxo de calor da superficie
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para a atmosfera pelos turbilhdes na camada limite planetéria e (iii)
transferéncia radiativa. Lembrando que na equagdo (5.26)),

D
Di = O¢ + u0y + v0y + wo, (5.27)

D . . . , .
sendo w = ﬁ’t’ a velocidade vertical em coordenadas isobéaricas

(w =~ —pgw). Combinando ((5.25) e (5.26), podemos reescrever a

primeira lei da termodinamica como:

DT
Ch— —aw = 5.28
Para obter os modos normais do sistema de EDPs formado pelas
equagoes (5.24)), (5.25)) e (5.26]), vamos analisar o caso sem forcante,
ou seja, adiabético (Q = 0) e linearizar as equagdes em torno de
um estado basico em repouso. Neste contexto, vamos considerar o

seguinte ansatz:

u = 0u'(z,y,p,t) (5.29a)

v=30'"(z,y,p,1t) (5.29Db)

w=ow'(z,y,p,t) (5.29¢)

a = Qg (p) + (50/(£E, Y, D, t) (5296)

T = Ty(p) + 0" (2,y,p,1) (5.291)

com 0 < § << 1eTo(p), po(p) e ap(p) satistazendo

% =—ay (5.30a)

pay = RTO (530]3)

Dessa forma, substituindo o ansatz (5.29) em (5.24) e (5.28),
usando ([5.30)), e retendo os termos O(J) segue que:
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Ou— fo+0,0=0 (5.31a)
Bv + fu+ 8,6 =0 (5.31b)
Opd = —«v (5.31c)

Optt + Oyv + Opw = 0 (5.31d)
T — Spw=0 (5.31e)

onde S, = 2 — % ¢é o parametro de estabilidade estatica, i.e.,
P

Sp > 0 para uma atmosfera com estratificagdo estavel. Nas equa-
¢oOes acima, novamente omitimos o sobre-indice "’ "por simplicidade.

Combinando (5.31¢c) e (5.31€e) podemos reescrever a equacio da ter-

modindmica linearizada ( ) em termos da espessura diferencial:

0t0pp + opw =0 (5.32)

R_E(&_@

onde o9 = Sp 0 = 3 o 7p) também mede a estabilidade
estdtica da atmosfera. Podemos ainda eliminar w em (5.32)) usando
a equacao da continuidade (5.31d)):

9:10p(05 1 0p9) — (Opu + 9yv) =0 (5.33)

Assim, (5.31a]), (5.31b) e (5.33) constituem um sistema de trés
EDPs a trés incognitas u, v e ¢. Supondo a seguinte separacdo de
variaveis

u(z,y,p,t) a(z,y,t)
v(z,y,pt) | =G(p) | 0(,y,1) (5.34)
¢(w7yapat) ¢($,y,t)

segue que a estrutura vertical da solucao satisfaz a seguinte EDO

d, _,dG. 1

enquanto a estrutura horizontal é governada pelo sistema de equa-
¢oOes da 4dgua-rasa linearizado:
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Ot — [+ 0y =0 (5.36a)
D0+ fa+ 8,6 =0 (5.36D)
0:d + (9,1 + D) = 0 (5.36¢)

onde ¢? é a constante de separacdo, que é determinada em termos
dos autovalores do problema da estrutura vertical, como veremos a
seguir. Para analisar melhor a estrutura vertical da solu¢ao, vamos
supor como condigoes de fronteira na vertical w = 0 em p = 0 e em
p = pg, onde py ~ 1000hPa corresponde ao valor padrao da pres-
sdo atmosférica na superficie da Terra. Fisicamente, essas condi¢bes
significam que o fluxo vertical de massa deve ser nulo na superficie
da Terra e no topo da atmosfera. De segue que tais condi¢es
implicam que

% =0emp=0 (5.37a)
dG
W =0em p=pg (5.37b)

A equacéo , juntamente com as condi¢oes de fronteira
e , constitui um problema de Sturm-Liouville, com autova-
lor A = c% e autofungdes G(p). Logo, este problema ndo é unica-
mente determinado, havendo um conjunto enumeréavel de autovalo-
res \, = C% que constitui uma sequéncia crescente e ilimitada para
n = 0, 1,2?3 ..... Além disso, as autofuncdes correspondentes a es-
tes autovalores sdo mutuamente ortogonais, constituindo uma base
no espago das fungoes de quadrado integrével no intervalo [0, pg]
(L?[0,po]). Logo, qualquer funcio f(p) tal que S)O f(p)2dp < oo
pode ser escrita como uma série de Fourier generalizada do tipo

F) = caGulp), (5.38)
n=0

com

o f(p)Gn(p)dp
Opo Gn(p)?dp

(5.39)

n —
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Para determinar os autovalores A, e as correspondentes autofun-
¢oes G, (p), vamos supor que o pardmetro de estabilidade estética
oo(p) seja constante. Esta suposi¢do tem como intuito simplificar a
analise matematica. Neste caso, para oy =const, podemos reescrever

a equagao ([5.35)) como:

de (o))
Jr -
dp? = ¢2

A solugao geral de (5.40) é dada por

G=0 (5.40)

G(p) = Acos Ap + Bsin \p (5.41)

com A\ = ‘/;?0 Substituindo lj na condicdo de fronteira

(5.37a)) segue que B = 0. Da mesma forma, substituindo ((5.41)) na
condicdo de fronteira (5.37b|) tem-se que
nm

Ap=—,n=0,1,2,3 ... (5.42)
Po

e as correspondentes autofungoes sdo dadas por
Gn(p) = cos Ep, n=20,1,2,3.. (5.43)
Po

Consequentemente, a constante de separacdo ¢, que aparece como
velocidade caracteristica das ondas lineares nas equagoes da dgua-rasa
, que governam a evolugao temporal da estrutura horizontal dos
modos, é dada por

cp = Y20 — VI0Po (5.44)
An nmw
paran =0, 1, 2, 3 ... . Para n = 0, tem-se que Gy(p) = 1.

Logo, este modo apresenta uma estrutura vertical para os campos
de velocidade e geopotencial constantes ao longo de toda a coluna
atmosférica. Por esta razao, este modo vertical é denominado modo
barotrépico. Da equacao acima, segue que ¢y — oo para este modo.
Consequentemente, de (5.36¢|) segue que 0t + 0,09 = 0, i.e., a di-
vergéncia horizontal do campo de velocidade associada a este modo
vertical deve ser nula. Consequentemente, as equagoes para
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este modo barotrépico nao permitem ondas de gravidade como solu-
¢Oes caracteristicas, existindo portanto somente o modo geostroéfico,
no caso da aproximacao do plano-f, ou as ondas de Rossby, no caso
da inclusao do efeito-3 (f = fo + By). Logo, a estrutura horizontal
dos campos de vento e geopotencial para este modo é governada pelas
equagoes

Aytig — fo + Bpdhp = 0 (5.45a)
Dyt + fio + Bydo =0 (5.45Db)
Opllg + 82/00 =0 (5450)

Alternativamente, tomando o rotacional das equagoes acima, po-
demos reescrever as equagoes de evolugao da estrutura horizontal do
modo barotrépico como:

OCo + oo =0 (5.46)

com (o = 0,09 — OyUo. Usando a funcdo corrente :

Do = Opt) (5.47b)

podemos reescrever ((5.46|) como

0,V + O, =0 (5.48)

Note que pode ser obtida a partir da equacio quase-geostréfica
para Hy — co. A equacgio é a versao linearizada do cha-
mado modelo barotrépico ndo divergente. As solucbes caracteristicas
de correspondem as ondas de Rossby barotrépicas nao diver-
gentes. A relagdo de dispersao dessas ondas é dada de acordo com

(5.8) para Hy — oo, ou seja,

_ Bk

w(k) = W (5.49)

As ondas de Rossby barotrépicas nao divergentes dadas por (5.49))
sdo responsaveis pelos chamados padroes de teleconexdes existentes
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na atmosfera. Sao essas ondas que fazem com que forgantes na atmos-
fera associadas com anomalias de d4guas quentes no Pacifico equatorial
causem perturbacoes na atmosfera responsaveis por anomalias clima-
ticas em médias e altas latitudes dos Estados Unidos, por exemplo.

Os modos verticais com n > 1 sdo chamados modos baroclinicos
ou modos internos da atmosfera. Esses modos apresentam uma es-
trutura oscilatoria na vertical. O modo n = 1 é denominado primeiro
modo baroclinico, n = 2 o segundo modo baroclinico e assim por
diante. A estrutura horizontal dos modos baroclinicos é governada
pelo sistema de equacoes da agua-rasa , com altura equivalente
dada por

2
oop,

HY = 2o

0 gm2n?

=1,2,3, .. (5.50)

Para valores tipicos do parametro de estabilidade estatica na at-
mosfera e da pressdo atmosférica na superficie da Terra, oy ~ 2 X
107%m*s2Kg=2 e py ~ 1000hPa, tem-se que Hél) ~ 200m, H(()2) ~
50m, H(gg) ~ 20m, Hé4) ~ 12m, e assim por diante.

Dessa forma, as solugbes caracteristicas das equagoes da dindmica
atmosférica estratificada, representada pelas equagdes (5.31)), sdo da-
das pelas ondas de Rossby barotrépicas nao divergentes somadas as
solugdes caracteristicas das equagoes da adgua-rasa representadas por
referente a cada modo baroclinico.

5.4 Sugestoes de leitura

Referéncia cldssica para o estudo dos modos normais na atmosfera é
o livro de |Pedlosky(1987)]. Uum tratamento mais matemético pode
ser encontrado em [Majda(2003)], incluindo um importante tema aqui
omitido, o dos modos normais para a dindmica equatorial.



6

Teoria Nao Linear de
Ondas

No capitulo anterior abordamos a teoria de ondas em alguns modelos
da dindmica de fluidos geofisicos obtidos no Capitulo 4 no regime no
qual as perturbagoes com estrutura de onda em torno de um estado
de referéncia estacionario possuem amplitudes infinitesimais, de tal
forma que somente os termos de primeira ordem em relacdo a am-
plitude das perturbagoes sao considerados nas equagdes governantes.
Neste caso, as ondas sao obtidas como solugoes caracteristicas da ver-
sao linearizada do modelo em questao. Neste capitulo estenderemos
essa analise para o regime fracamente néo linear. Neste regime, a am-
plitude das ondas ainda é considerada pequena o suficiente de modo
as solucgodes caracteristicas do problema linear ainda estarem presentes
e representarem os efeitos dominantes na dinamica do sistema. Po-
rém, ao contrario do regime linear, neste regime dito fracamente nao
linear os efeitos de ordem mais alta até entao desconsiderados, repre-
sentados pelos termos advectivos nédo lineares das equagdes governan-
tes, constituem correcoes significativas nas solugoes caracteristicas do
problema linear, especialmente quando olhamos para a evolugao do
modelo em escalas mais longas de tempo comparadas com os perio-
dos caracteristicos das ondas lineares. Vamos neste capitulo restringir
nossa analise para o caso das ondas imersas num estado basico em

97
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repouso e homogéneo. Neste caso, as corregées acima mencionadas
na dindmica das ondas devido aos efeitos nao lineares levam as ampli-
tudes das ondas a variarem no tempo numa escala longa comparada
com o periodo caracteristico das mesmas. Neste contexto, a indepen-
déncia entre os diferentes modos é quebrada, levando os mesmos a
trocarem energia entre si.

Na Segao [6.1] analisaremos a dindmica fracamente nao linear das
ondas no modelo quase-geostréfico da dgua-rasa. J& na Secdo [6.2]
abordaremos a teoria fracamente nao linear de ondas no modelo de
adgua-rasa com rotagdo. No caso das equagOes da dindmica atmos-
férica com estratificacdo cuja teoria linear foi explorada na Secdo
[-3] do capitulo anterior, a teoria fracamente nao linear de ondas foi
analisada por ([Raupp(2006)]) para o caso da geometria do plano
equatorial.

6.1 Ondas nao lineares: modelo QG

Vamos considerar novamente o modelo quase-geostréfico (QG) de
adgua-rasa representado pelas equagoes —. A partir dessas
equagoes vamos novamente obter as equagdes que governam a evo-
lucdo temporal das perturbagdes em torno de um estado basico em
repouso e homogéneo. Porém, ao contrario da Secao do capitulo
anterior, vamos agora restaurar os termos nao lineares de segunda
ordem em termos das perturbacdes. Para tanto, vamos considerar
novamente perturbagoes de pequena amplitude em torno de um es-

tado basico em repouso e homogéneo caracterizado por ¥y = %.
Assim, consideramos:
H
b = —gfoo +yf (6.1a)
,l/)/
q=pBy+ V3 — 7 (6.1b)

com |[¢] << gf% e |V — %| << |By|. Inserindo 1} em l}
d

e retendo agora também os termos se segunda ordem em termos de
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1)’ temos:
8 2,00 Tﬂ 6 / / 2.0 7/ _
t(v L2)+6 xw +J(¢7V LQ)_O (6'2)
d d
onde Lg = ~ 90 ¢ 6 raio de deformacao de Rossby. Para analisar

a solucao de q no regime fracamente nao linear, é conveniente
escrever esta equagao na forma adimensional, pois neste caso fica mais
clara a ordem de magnitude de cada termo da equagao acima. Assim,
usando o raio de deformagdo de Rossby L, = gfgo como escala de
comprimento, o inverso do termo dominante do parametro de Coriolis
fo ! como escala temporal e considerando U como sendo a escala
caracteristica das perturbacdes do campo de velocidade (i.e., ¢ =

LqaU), podemos reescrever (6.2)) na forma adimensional como segue:

B (V2 — ) + POy + eJ(1h, VZ1h — p) = 0 (6.3)

Em acima, B = % = O(1) refere-se ao pardmetro de Ros-
U
gHo
de Froude. Para movimentos de grande-escala na atmosfera, temos
que U =~ 10ms~—! e Hy ~ 10Km (altura tipica da troposfera), resul-
tando em Fr ~ 3 x 1072. Da mesma maneira, para movimentos de
meso-escala na camada ativa do oceano, U ~ Ims~' e Hy ~ 100m,
resultando no mesmo valor tipico do nimero de Froude.

sby na escala adimensional, enquanto ¢ = Fr = é o numero

Logo, tanto para os movimentos de grande-escala na troposfera
quanto para os movimentos de meso-escala na camada ativa do oce-
ano, os termos nao lineares tem magnitude pequena em comparacao
com os termos lineares. Logo, para analisar a solugdo de no
regime fracamente ndo linear, vamos utilizar o método assintético
de multiplas escalas temporais introduzido na anélise da solugao da
equacao do péndulo elastico abordada no Capitulo 2. Assim, no li-
mite ¢ — 0" vamos buscar solucoes de da seguinte forma:

V=0 @,y b et) + eV (a,y, b, et) + O() (6.4)
Substituindo o ansatz (6.4) em (6.3) e agrupando os termos de

mesma poténcia de €, segue que os termos de ordem dominante (i.e.,
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os termos de O(1)) resultam na versao linearizada de (6.3):

3 (V20 — () 4 39,4 =0 (6.5)

Como vimos na Segdo [5.1] do capitulo anterior, as solugdes carac-
teristicas de (6.5)) sdo dadas pelas ondas de Rossby, e a solugao geral
é como uma superposicao dessas ondas, i.e.,

VO (z,y,t,et) = Z Ay (et)etkzrity=iwlt 4 ¢ o (6.6)
kez?

onde "c.c."representa o complexo conjugado do termo precedente,
k = (k,1) é o vetor nimero de onda e w(k) é a frequéncia temporal
de oscilacdo, que satisfaz a seguinte relacdo de dispersao:

A

—Bk
= kP

Em 7 a amplitude de cada modo, ao invés de constante como
no regime linear, é permitida evoluir na escala longa de tempo. A
evolucdo temporal das amplitudes harmonicas Ay serd determinada
a partir da condicdo de solubilidade do problema de O(e). De fato,
agrupando os termos de O(e), obtém-se:

(6.7)

(V2 =) +50,0 0 = —0p (V2O =) —J (1, V2 —y )
(6.8)
onde T' = et representa a escala longa de tempo. Antes de discutir
a solugdo da equagdo acima, um fato importante acerca do nosso
ansatz (6.4) é que, para que tal expansdo assintética seja 1til para
nosso propésito, é necessario que a solucio 1(?) represente de fato
os efeitos de ordem dominante. Para que isto aconteca no limite
e — 01, é necessério que o coeficiente (1) da expansio assintética
cresga sub-linearmente na escala rdpida de tempo ¢ (Majda 2003), ou
seja,

™)
im 2 (6.9)

t—00 |t|

De fato, se o coeficiente 1)) da expansio assintética crescer li-
nearmente em t, i.e., se () ~ [|t|, para t suficientemente grande, o
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termo (D) da série (6.4) seria dado por e ~ €|t| ~ |T|. Logo,
para t suficientemente grande, o termo e)(!) teria mesma ordem de

magnitude do termo 1(?). Consequentemente, a condig é de
5.4).

fato necessaria para a validade da expansao assintética (

Uma vez que ¥(©) em é conhecido, representado por ,
a equacao constitui um problema linear ndo homogéneo para
M. Além disso, a solucdo homogénea de é idéntica a solucao
de ordem dominante 1) em sua dependéncia espacial e na escala
rapida de tempo t. Com isso, o termo nao homogéneo no lado direito
de constitui uma forcante harménica para (1), Se a frequéncia
dessa forcante harmonica coincidir com alguma frequéncia natural do
sistema, ocorre o fendémeno conhecido como ressondancia. Essa resso-
nancia associada ao casamento da frequéncia da forcante com uma das
frequéncias naturais do sistema dadas por leva ao crescimento
linear com o tempo da amplitude do modo ressonante com a forcante.
As componentes da solucdo (V) que crescem linearmente com a es-
cala rapida de tempo em funcdo da ressonancia com a forgante sdo
conhecidas como solugbes seculares. Tais solugdes seculares fazem
com que a expansao assintdtica colapse, pois levam o termo
ey a possuir a mesma ordem de magnitude do termo (9 para
t suficientemente grande, conforme discutido anteriormente. Logo,
para garantir a validade de é necessario eliminar essas solucoes
seculares, ou seja, é necessario garantir que essas solugbes secula-
res sejam nulas. Para tanto, o termo forcante deve ser ortogonal ao
modo ressonante, e tal condi¢cdo é conhecida como alternativa de
Fredholm. Assim, substituindo em e aplicando a alterna-
tiva de Fredholm para todos os modos ressonantes com o termo nao
homogéneo de leva a seguinte equacao de evolucao da amplitude
de um dado harmonico k = (k,1) devido & interagdo desse harménico
com todos os possiveis modos ressonantes:

dA
(kP + D) = 37 3 iAol (610)
ki €72 ko €72

para todo k € Z2. Em li acima, 011:1k2 é o coeficiente de
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interagao ou de acoplamento entre os modos k, k; e ks, dado por:

o™ =kt ka(lke? +1) —ke' - ka(fkaf? +1) (6.11)

O coeficiente de interagdo representa uma medida do grau de aco-
plamento intrinseco entre esses trés modos e descreve o quanto a
adveccao de vorticidade potencial de um modo devido ao campo de
velocidade de outro modo do tripleto projeta no terceiro modo k. As-
sim, toda a informagdo da néo linearidade do modelo original
estd contida nesses coeficientes. Assim, a equagio acima go-
verna a evolugdo na escala lenta da amplitude do harménico k devido
a todos os harménicos cujos nimeros de onda e frequéncias caracte-

risticas satisfazem as seguintes relagoes de ressonancia com o modo
k:

k = k1 + k2 (612&)
wk) = wky) + w(ka) (6.12b)

Os harmoénicos cujos nimeros de onda e frequéncias temporais
satisfazem as condigoes constituem um chamado tripleto res-
sonante. No regime fracamente nao linear aqui analisado, somente os
tripletos ressonantes contribuem para a nao linearidade do sistema.
A natureza triddica dessas interagoes nao lineares entre os modos
resulta do fato de os termos nao lineares das equagdes governantes
do modelo quase-geostréfico serem quadraticos, representados pelos
termos de advecgao de vorticidade potencial. Na dindmica de fluidos
geofisicos, os modelos possuem nao linearidades quadraticas, pelo
menos na mais baixa ordem, devido aos termos advectivos. Um as-
pecto interessante, caracteristico do modelo quase-geostréfico, é que
um tnico harmoénico k, ou seja, uma tnica onda de Rossby monocro-
matica, constitui uma solugdo exata do modelo nao linear completo
representado por , uma vez que um unico harmoénico k anula o
jacobiano, como pode ser notado através de . Logo, para se ter
uma dindmica nao linear no modelo quase-geostrofico é preciso que o
dado inicial contenha, pelo menos, dois modos. Neste caso, a intera-
¢a0 nao linear entre os dois harmonicos ird excitar um ou mais modos
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que constituem tripletos ressonantes com esses dois modos iniciais.

Dessa forma, a solugdo de (6.3) no limite ¢ — 07 é dada por:

U@,y t,et) = Re[ Y Aw(et)e™ =001 1 O(e) (6.13)
keZ?

com w(k) satisfazendo (6.7)) e as amplitudes harménicas variando
lentamente no tempo de acordo com ([6.10]).

Logo, vimos até aqui que o papel da nao linearidade na dindmica

das ondas de Rossby é quebrar a independéncia entre os harmonicos,
permitindo que suas amplitudes variem no tempo numa escala longa
comparada com seus periodos caracteristicos, em fun¢ao do acopla-
mento triddico ressonante com outros harménicos. Em funcao da néo
linearidade se manifestar somente numa escala de tempo longa com-
parada aos periodos caracteristicos dos modos, no regime fracamente
nao linear as ondas preservam suas caracteristicas de propagacao du-
rante um periodo tipico de interacao nao linear.
Para entender um pouco melhor a dindmica nao linear dessa inte-
ragdo entre os harmonicos descrita por 7 vamos a seguir rever
as leis de conservacao do modelo nao linear representado por e
analisar como essas quantidades conservadas restringem as interagoes
nao lineares onda-onda.

6.1.1 Quantidades conservadas e vinculos energé-
ticos das ondas de Rossby

Nesta subse¢ao analisaremos as consequéncias de alguns vinculos in-
tegrais para a dindmica dos tripletos ressonantes de ondas de Rossby,
seguindo o formalismo de |Ripa(1981)]. As quantidades conservadas
relevantes para a dindmica das interagoes ndo lineares entre ondas
sao aquelas que possuem uma dependéncia quadratica em relagao as
perturbacoes. Tais quantidades sdo a pseudoenergia e o pseudomo-
mento. Essas quantidades referem-se a energia e ao momento linear,
respetivamente, dos distirbios, ou seja, a energia e o momento li-
near totais calculados em termos dos desvios em relagdo a um estado
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estaciondrio de referéncia. No caso do modelo quse-geostréfico aqui
abordado, o pseudo-momento também é frequentemente denominado
enstrofia potencial. Em geral, a pseudoenergia e o pseudomomento
sdo determinadas usando o formalismo hamiltoniano nao canénico
das equagoes da dindmica de fluidos, no qual a pseudo-energia e o
pseudo-momento sdo obtidos combinando a Hamiltoniana e o mo-
mento linear zonal, respetivamente, com os invariantes Casimirs (ver,
por exemplo, [Shepherd(1990)]). Uma descrigdo deste formalismo ha-
miltoniano ndo candnico e suas aplicagbes para a analise de establi-
dade de sistemas sera dada no Capitulo 7. No entanto, como ja menci-
onado, o estado de referéncia estacionario aqui adotado refere-se a um
estado basico em repouso e homogéneo representado por ¥y = gf%
e qo = Py. Assim, a pseudo-energia e a enstrofia totais podem tam-
bém ser facilmente obtidas diretamente a partir da equacao para as
perturbagdes dada por (6.3), como faremos aqui. Com isso, multipli-
cando por 1 e integrando ao longo do toro bi-dimensional T?,
obtemos a conservagao da pseudoenergia:

E= %/11‘2 /[(Vw)Q + ?]drdy = const (6.14)

Agora, se multiplicarmos (6.3)) por (V21 — ) e integrarmos ao
longo de T2, obtemos a conservacao da enstrofia potencial:

_1 20 12 _
P= 5 /11‘2 /[V 1 — Y]°dxdy = const (6.15)

Substituindo (6.13])) em (6.14)obtemos a identidade de Parseval
para o modelo quase-geostréfico de dgua-rasa:

E= )" ElAx (6.16)

kez?

com Ey = |k|? + 1. Analogamente, substituindo (6.13]) em (6.15)

obtém-se:

P =" PilAxf (6.17)

kez?

onde Py = (|k|>+1)? = E. Logo, a enstrofia potencial associada
a um dado harmoénico é proporcional a sua prépria energia. Mul-
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tiplicando (6.10) por Ay (onde '()'indica o complexo conjugado) e
multiplicando a equacio anéloga & (6.10) para Ay por Ay e somando
o resultado, obtém-se a equagdo para a energia de cada harmonico:

d| Ay ?
drT

Ex = Z Z allzlsze(flkAklAkz) (6.18)

k1 €72 ko €72

Da mesma forma, a evolucao temporal da enstrofia potencial de
um modo k é dada por:

d| Ay |?

P
kTar

= > ) o ExRe(AcAy, Ax,) (6.19)

k1 €72 ko€Z2

Consequentemente, tomando a derivada temporal de (6.16) e (6.17))

e usando (6.18]) e (6.19) segue que:

dE d|A
@:Zk: A S S S ok Re(Ai i, Av) =

k ki ko
(6.20a)
d|A
Z 5 | k| ZZnglszkRe AkAklAkz)
k k1 k2
(6.20D)

Dessa forma, para que E e P sejam conservados, para cada tripleto
de modos k, k; e ko que satisfazem as condigoes (|6 , os coeficientes

de interacao 0k1k2 11:k2 e akkl devem satisfazer as segumtes relagoes:
klkg kk2 kkl
om0 P ot =0 (6.21a)
kiko kko kkiy __
Exoy t™® — Ex, 007 — Ex,00, ' = (6.21b)

Para entendermos melhor o que os vinculos — sig-
nificam, vamos analisar a dindmica reduzida de um tnico tripleto
ressonante. Logo, truncando a expansao de modo a considerar
um unico tripleto de modos ki, ks e k3 satisfazendo k; = ks + ks e
w(ky) = w(ks)+w(ks), a equagio reduz-se ao seguinte sistema:
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A
]Elb == 023A2A3 (622&)
ar — !
dA .
]E2TT'2 == 0'%3141143 (622b>
dA .
EBT; == U§2A1A2 (6220)

Nas equagoes acima, por simplicidade utilizamos os indices "1",
"2"e "3"para representar os modos ki, ko e ks, respetivamente. O
sistema acima é conhecido como problema de trés ondas ressonantes
ou equagoes dos tripletos. Para os coeficientes de interacdo reais e
satisfazendo a condigcao , o sistema é integréavel e a so-
lugdo analitica é dada em termos das fungoes elipticas de Jacobi (ver,
por exemplo, |Craik(1985)] e referéncias 14 contidas).

As equacoes também podem ser escritas em termos das ener-
gias dos modos:

dlA® . a3, 3
El? = 20’1 RB(A1A2A3) (623&)
d| Az |? - -
EQ |d;| :20'%3R6(A1A2A3) (623b)
2
E3d|;4;| = 2032 Re(A1 Ay As) (6.23¢)

Da equagao acima é facil verificar que o vinculo implica
que 4 (Ei|A;|? + Eo|A2|* 4+ E3|A3]%*) = 0. Além disso, as equagdes
acima mostram que o modo 1 necessariamente recebe energia
dos modos 2 e 3 ou cede energia para esses modos. Além disso,
a condigao implica que o modo 1 necessariamente possui o
modulo do nimero de onda total intermedidrio, ou seja,

o1 > 023 < |ka(g)| < [ki1| < [ks(z)l (6.24)

As relagoes ou constituem o chamado teorema de
Fjortoft ([Fjortoft(1953)]). Estes vinculos implicam em restri¢des
fortes para as trocas de energia entre os modos de Rossby. Por exem-
plo, uma cascata direta de energia em direcdo aos modos de menor
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escala espacial nao é permitida, pois se um harmoénico cede ener-
gia para um modo com |k| maior (onda mais curta), este harménico
necessariamente devera também transferir energia para outro modo
ressonante cujo |k| é menor (onda mais longa).

A relagdo de dispersdo das ondas de Rossby permite uma abun-
dancia de tripletos ressonantes. O problema algébrico de encontrar
os harmonicos satisfazendo as condigoes , com as frequéncias
dadas por (6.7), tem sido explorado por alguns trabalhos de pesquisa
(ver, por exemplo, [Higgins(1967); [Lynch(2003)|; |Bustamante(2013)]).
Para uma leitura mais avancada sobre ressonédncias triddicas entre on-
das em geral, incluindo metodologias para determinar tripletos res-
sonantes bem como o estudo da dindmica de sistemas de tripletos
acoplados, sugerimos ao leitor a referéncia ([Kartashova(2010)]).

Conforme discutido na Secao do capitulo anterior, as ondas
de Rossby tipicamente possuem periodos caracteristicos da ordem de
alguns dias a uma semana. Com isso, as modulagdes de amplitude
(energia) devido as interages fracamente nao lineares tipicamente
ocorrem em escalas de tempo da ordem de um més, ou na chamada
escala de tempo intrasazonal (|Kartashova(2007)]).

6.2 Ondas nao lineares: Agua-rasa

Nesta secao deste capitulo vamos analisar as interacoes fracamente
nao lineares nas equagoes da agua-rasa com rotacdo, cuja teoria li-
near foi explorada na Secao . Trata-se de um exemplo do estudo
de ondas fracamente néo lineares em um sistema de EDPs, onde a
relagdo de dispersao possui mais de um ramo, ou seja, mais de um
tipo de onda é permitido. Consequentemente, além da interacdo entre
diferentes harmonicos de um mesmo ramo da relacdo de disperséao, a
priori, podemos ter também harmonicos pertencentes a ramos dife-
rentes do espectro interagindo entre si. Com isso, de modo a estender
a teoria linear das equacoes da agua-rasa com rotacao abordada na
secao do capitulo anterior para o caso fracamente nao linear,
vamos novamente considerar nas equagoes (4.70) e (4.73) perturba-
¢Oes em torno de um estado bésico caracterizado por ug = vg = 0
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e hpey = Ho = const. Porém, ao contrario da abordagem da Segao
(5.2), vamos restaurar os termos néo lineares envolvendo as pertur-
bagoes. Neste contexto, supondo

u=1u'
v="1 (6.25)
h=Ho+ 1,

e substituindo as relagdes acima em (4.70) e (4.73), segue que as
equagoes da dgua-rasa com rotacdo agora lé-em-se:

O + udyu + voyu — fov + g0,h =0 (6.26a)
O0¢v 4+ udyv + vy + fou + goyh =0 (6.26b)
Oth + Ho(Ozu + 0yv) + 0z (hu) + 0y(hv) =0 (6.26¢)

non

Nas equacgoes acima, omitimos o sobre-indice "’ "para referir-mos
as perturbagoes por simplicidade, além de adotarmos a aproximagao
do plano -f (f ~ fo = const). Na forma vetorial, as equagoes ([6.26)
sao escritas como segue:

ou+ Lu+ B(u,u) =0 (6.27)

Em (6.27)) acima, u = (u, v, h) refere-se ao vetor estado do modelo,
L é o operador linear dado por (5.13)) e B(u,u) é o operador bi-linear
que representa os termos nao lineares de (6.26)), ou seja,

U0y u + voyu
B(u,u) = uOzv + v0yv (6.28)
Oy (hu) + 0y (hv)

Conforme demonstrado na se¢ao anterior utilizando o método as-
sintético de multiplas escalas temporais para analisar as ondas de
Rossby nao lineares, a solu¢do de ordem dominante no regime fra-
camente nao linear é ainda dada por uma expansao em termos das
solugoes caracteristicas do problema linear, mas com as amplitudes
dos modos variando lentamente em comparacdo com os periodos ca-
racteristicos dos mesmos. Neste caso, o efeito da nao linearidade é
permitir o acoplamento e a consequente troca de energia entre os
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modos em tripletos ressonantes. Consequentemente, para analisar a
dindmica fracamente nao linear das ondas no sistema acima,
vamos "chutar'"uma solugao de na forma de uma expansao em
termos das solugoes caracteristicas do problema linear, mas com as
amplitudes dos modos sendo permitidas a variarem no tempo. Assim,
vamos considerar o seguinte ansatz:

-y Z AW ()R gikeity—iet (6.29)

k a=-1
No ansatz acima, k = (k,1) é o vetor niimero de onda. Para cada
ndmero de onda (k,1), as auto-frequéncias wl((a) sdo dadas por
e indicam trés tipos ondas: o modo geostrofico e o par de ondas de
gravidade-inerciais, uma propagando para oeste e a outra para leste.
Os correspondentes autovetores Rl(:’) sao dados por e consti-
tuem uma base ortogonal em C3. Substituindo o ansatz (6.29) em

(6.27) segue que (6.29) é uma solucao de (6.27) desde que as ampli-

tudes dos modos satisfacam o seguinte sistema de EDOs acopladas:

El(c) dlt‘ — Z Z A( 1)A( 2) (llzlol)l)(kz 2) o0t (6.30)
k1, ko €72 a1, a2

para todo k € Z? tal que k+k; + ks = 0 e para todo a1 =—1,0,1.
Na equagdo acima, El((a) = ||Rl((a)H2 refere-se & energia intrinseca

do modo (k,«), dada pelo quadrado da norma do correspondente

autovetor; & = w( ) + wl(( o) + w( o2) representa a defasagem entre os

modos dos tripletos Para um trlpleto ressonante, tem-se que 6 = 0.

Em | ’ 511:1,;?1)(1(2,@2) é o coeficiente de interacdo entre os modos
dos tripletos, dado por

ol = R BB R es (631
onde Bk é o simbolo do operador bl—hnear B, obtido a partir da

troca de d, por ik e 0, por il em .

Como mostrado na secao anterior, no regime fracamente nao linear

onde os modos preservam suas caracteristicas dispersivas ao longo

de um periodo de interagdo nao linear com outros modos, somente
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os tripletos ressonantes contribuem significativamente para a diné-
mica nao linear do sistema, ocorrendo neste caso a maxima troca de
energia nos tripletos. Logo, vamos dar énfase novamente aos tripletos
ressonantes para os quais § = 0 em :6.30 . Neste contexto, as possibi-
lidades de tripletos ressonantes em @ sdo: (i)trés modos vorticais
(geostroficos) interagindo; (ii) trés ondas de gravidade-inerciais inte-
ragindo e (iii) tripletos constituidos por duas ondas de gravidade e
um modo vortical, sendo que neste ltimo caso as duas ondas de Poin-
caré devem se propagar em sentidos opostos. Os tripletos ressonantes
no caso (i) constituem exatamente a classe de tripletos analisada na
secao anterior, pois estes modos vorticais obedecem a dindmica quase-
geostréfica. J& com relagdo a classe (ii), a relagdo de dispersao das
ondas de Poincaré nao permite a existéncia de tripletos que satis-
fazem as condigdes de ressondncia triddica (Majda, 2003; Capitulo
8). Logo, no limite fracamente ndo linear no qual somente tripletos
ressonantes interagem, nao existe troca de energia envolvendo trés
ondas de Poincaré.

Vamos entao analisar mais a fundo a dindmica dos tripletos res-
sonantes envolvendo duas ondas de Poincaré e um modo geostré-
fico. Para tanto, vamos considerar a dindmica reduzida de trés mo-
dos ressonantes para um tripleto constituido de um modo geostréfico
com ntmero de onda kg, uma onda de gravidade-inercial para oeste
com numero de onda ko e frequéncia temporal wl(;l) e uma onda
de gravidade-inercial para leste com ntmero de onda ki e frequén-

. f s 1 . N ~
cla caracteristica wl((l). Neste caso, os mdos satisfazem as relacoes

ki+ka+kz=0e wl((ll) = —wl(;l), e o sistema dinamico 1) agora
lé-se:

(1) dAfcl) (k 1)(ks,0) 1(—1) (O
1 2, 3,
e = e ATV A (6.32a)
A"
1) k1,1)(ks,0) 7(1) 7(0)
|t = o DA A (6.32b)
(0) dAf(O) gk D (kz,=1) 1(1) 1(=1)
_ 1, 2,
) AL AL (6.32¢)

No entanto, para o tipo de interacgao triadica ressonante represen-
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tada pelo sistema acima, é possivel mostrar que o coeficiente de inte-
ragao referente ao modo geostroéfico é nulo, ou seja, Ugt;:é))(kz’fl) =0
Esta propriedade decorre da simetria do operador bi-linear B(u,u)
decorrente da conservacao da vorticidade potencial. Da mesma ma-
neira, é possivel mostrar que para o tripleto ressonante representado
acima, tem-se que U((llzfzf)l)(ks’o) = —aéllz;l_)l(;(s’o)

(6.32) pode ser reescrito da seguinte forma:

. Assim, o sistema

d2AW o (kz,*l)(ka,o)‘
ki _ I (k1,1) ‘A(O)| A(l) (6.33a)
2 1 1 :
dt El(q)Ekz )
dQAl((_l) | ((11:27;1 (k3,0 )‘2
2 - 1) A0 2AL (6.33b)
2 - (1) (=1 k :
dt By Ek2 ) 2
AY(#) = A (t = 0) = const (6.33¢)

Assim, as equagoes mostram que numa interagao triadica
ressonante envolvendo dois modos de Poincaré e um modo geostroéfico,
a amplitude do modo geostréfico ndo se altera no tempo, enquanto
as amplitudes dos dois modos de Poincaré oscilam com uma frequén-
cia proporcional & amplitude do modo geostréfico. Logo, o papel
do modo geostréfico neste caso é agir como um catalisador para as
trocas de energia entre os dois modos de Poincaré, no sentido de
que a presenca do modo geostrofico permite a interagao e a troca de
energia entre os dois modos de Poincaré. Além disso, a amplitude
do modo geostréfico controla o periodo da interacdo entre os dois
modos rapidos, ou seja, quanto maior a amplitude do modo geos-
tréfico, mais réapida serd a troca de energia entre os dois modos de
Poincaré. Isto sugere a importancia da dindmica quase-geostréfica
para a estatistica das ondas de gravidade-inerciais na atmosfera e no
oceano. Além disso, o fato da amplitude do modo geostréfico nao
se alterar pela presenga dos modos rapidos tem consequéncias im-
portantes para o processo de ajuste geostréfico, pois faz com que a
dindmica quase-geostroéfica evolua no tempo de forma independente
da presenca das ondas de gravidade. Consequentemente, tomando-se
uma média temporal para os campos do vento e pressao na atmosfera
para um periodo de um ou mais dias, filtra-se as ondas de gravidade
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e os campos do vento e pressao ficam em balango geostréfico. Para
uma descri¢do mais completa deste mecanismo de ajuste geostroéfico
para um dado inicial ndo geostroficamente balanceado, sugerimos ao
leitor os Capitulos 4 e 8 de Majda (2003).

6.3 Sugestoes de leitura

Em |Craik(1985)] a teoria de interacdo néo linear de ondas é discu-
tida com extensa lista de referéncias a trabalhos anteriores. Para um
tratamento matemaético a interacdo nao linear de ondas sugerimos a
leitura de |Majda(2003)]. Ainda sugerimos como leitura complemen-
tar |Kartashova(2010)).
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Formulacao
Hamiltoniana e
estabilidade

A formulac¢do hamiltoniana da mecéanica é baseada no fluxo gerado
pelos campos de vetores associados a quantidades conservada pela di-
namica, em especial a energia, que geralmente é usada como a func¢ao
hamiltoniana do sistéma. Neste contexto torna-se natural a associ-
acao de simetrias do sistema com quantidades conservadas. A for-
mulacdo hamiltoniana da mecanica dos fluidos na descri¢do euleriana
difere da formulacao candnica, por exemplo da mecanica de sistemas
de particulas, ja que o fato de ndo importar a posicdo das particu-
las na descricdo euleriana implicard numa simetria, chamada "reno-
meamento das particulas "do inglés "particle relabeling", que estara
associada a novas quantidades conservadas chamadas de Casimirs.
A din&dmica serd ndo candnica, como serd visto a seguir. Primeira-
mente lembremo-nos da formulagdo hamiltoniana para um sistema
de particulas. As equagoes candnicas de Hamilton séo escritas como:

dz
7 JV (7.1)

113
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onde

J = [0[ é} (7.3)

¢ a chamada matriz simplética. Nestas coordenadas o chamado
colchete de Poisson entre duas fungoes suaves F(p,q) e G(p,q) é
definido por:

N
OF 0G  OF 0G
(hah=2 (3611‘ opi  Opi 8qi) (7.4)

i=1

O colchete de Poisson ainda pode ser escrito como:

{F,G} = VFJVG (7.5)

Pelo formato da matriz J notamos que ela atua como uma rotagao
nos vetores e de fato JVG perpendicular ao graditente de G, o que
o colchete mede portanto é a variagao de F' na direcdo em que G é
constante. As equagbes candnicas podem ser escritas em fungdo do
colchete de Poisson como:
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dp;
o i, ) (76)
dg;
i {q¢i, H} (7.7)

Pela regra da cadeia, vale portando, para qualquer fungao suave
F(p,q) vale:

dF
= = {F.H) (7.8)

Valem, também, as seguintes propriedades do Colchete de Pois-
son:

e (i) Para quaisquer fungdes suaves F' e G e independentes (a cada
ponto VF e VG sao linearmente independentes) o colchete de
Poisson é nao degenerado, ou seja dado um aberto A o colchete
{F, G} nao se anula uniformemente em A.

e (ii)O colchete é antisimétrico: {F,G} = —{G, F}

e (iii) Vale a identidade de Jacobi {F,{G,H}} + {H,{F,G}} +
{G.{H, F}} =0

A demonstracao destes fatos é deixada como exercicio para o lei-
tor, as demonstragoes sao diretas. Mostraremos apenas a identidade
de Jacobi para o caso de a fun¢do Hamiltoniana ser uma funcao ar-
bitraria H, com funcoes F,G, todas sem dependéncia explicita do
tempo:
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A F, G}
dt

Porém, como um produto a derivagao do colchete de Poisson segue

={H,{F,G}} (7.9)

a regra de Leibniz para derivagao:

d{F,G}y | dF dG

—ar _{E’G}—i_{F’E} (7.10)
Usando que:

dF dG

e utilizando a regra da antissimetria do colchete chegamos ao resul-
tado.

7.1 Sistemas hamiltonianos nao canoni-
cos

A dindmica de fluidos é mais usualmente usada em coordenadas eu-
lerianas, pelo simples fato de que na maioria das aplicagbes nao é
importante saber onde cada particula se encontra a cada instante de
tempo, e sim apenas saber como o campo de velocidade e outras va-
ridveis dindmicas evoluem no tempo. Existe uma simetria que leva em
conta a invaridncia das equagoes da dindmica de fluidos com relacao
a transformagbes nas posicoes lagrangeanas das particulas. Esta é a
chamada simetria "relabeling das particulas’, devido a esta simetria
€ possivel reduzir a dimensionalidade das equagoes. Contudo paga-
se um prego, a dindmica deixa de ser candnica, ou seja os colchetes
de Poisson deizam de obedecer a propriedade (i) e passam a ser de-
generados. Também associados a esta simetria surgem quantidades
conservadas chamadas casimirs que terdo importante papel no estudo
de estabilidade a seguir.
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Comecemos pela equagio de Hamilton para um campo:

ou OH
o =5 (7.12)

onde J € o operador cosimplético, um operador anti-simétrico e
em geral singular. Dado um funcional qualquer das varidveis dind-
micas F(u), sua evolugdo € dada em termos do colchete de Poisson
nao canoénico:

OF

O colchete de Poisson mao candénico apresenta as mesmas proprie-

dades do colchete de Poisson candénico da se¢do anterior exceto pelo
fato de ser singular. Ou seja, eventualmente existem funcionais C;
tais que:

{C;,Gt=0 (7.14)

para quaisquer funcionais G diferencidveis. De fato a singularidade

do colchete de Poisson advem de o nicleo do operador cosimplético
J ser ndo vazio. A expressio do colchete de Poisson em fung¢io do
operador cosimplético J é:

{F.6} = <ngi> (7.15)

7.1.1 Exemplos

(1)Modelo Barotrépico ndo divergente
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A hamiltoniana do modelo quase-geostréfico nao divergente é dada
por:

1
H= 5/|v¢|2dgc (7.16)

Calculemos a variagdo de H.:

§H = / Vs Vipda (7.17)

Integrando por partes temos:

H

5= (7.18)

O operador co-simplético J é dado por:

_0f9g 0fdg

J(f’g):[f’g]_aﬁiy_ﬁiy£ (7.19)

Para quaisquer fungoes suaves f e g. Para obter os casimirs basta
encontrar funcionais F tais que J(q,0F/dq) = 0, de onde concluimos
que o0s casimirs deste modelo sdo dados por:

C= /C’(q)dxdy (7.20)

onde C' € uma funcdo suave. Com tais funcées temos que 0s ca-
simir sao preservados pela dindamica:

c

& 21
o =0 (7.21)
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(2)Modelo quase geostrdfico de duas camadas

119

O modelo quase-geostrofico de duas camadas tem como hamilto-

niana:

H = / % (Dl‘V’(/J1|2 + D2|v¢2|2 + D1F1(¢1 — ’(/)2)2)dl‘dy

As derivadas varicionais da hamiltoniana sdo:

OH 0H
Sor = = —Daipy
T

—D11; 7

O operador co-simplético J do modelo é dado por:

7= [_Dlltgqh’] —g[qz,ﬂ

onde, [f,g] = % gi - %%' Os casimirs sio da forma

¢ = [ 5(Crlan) + Catan) dady

para duas fungoes suaves Cp e Cs.

(3)Modelo da dgua rasa

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)
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A hamiltoniana do modelo da dgua rasa € dada por:

1
M= /h\u|2 + glhPdwdy (7.26)

e operador co-simplético dado por:

0 q —8@
J=|-¢ 0o - (7.27)
_9 _9 0
ox ox

onde q é a vorticidade poténcial, ¢ = (f+&)/h, £ a vorticidade, como
definida anteriormente. Calculémos a variacio de H:

H = /(|u|2 + gh)Sh + hududx (7.28)

de onde obtemos as derivadas funcionais de H.:

oH 1 OH

Aplicando o operado J ao vetor §H/dv, onde v = (uy,uq, h), temos:

0 q -2 hu
oH 9 !
Mg o -2 hus (7.30)
dv B P Y Liu? + gh
“o: “ox O 1LY
De onde seque que
ouq ou Oh
e S L B 31
or T Yy T 90 (7:31)
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81@ ou Oh

— =qhu; —u.— — g— 7.32
A it o (7.32)
h
% = div(hu) (7.33)
e, portanto, recuperamos as equagoes da dgua rasa.
Consideremos agora uma classe de funcoes:
C— / hC(q)dz (7.34)

para alguma C : R — R, funcdo suave. As derivadas funcionais de

C sdo dadas por(deizamos para o leitor verificar):

oc _ A, H w94 H w04
5= C(q) — qC'(q); S = C"(q) 9 S (Q)ax
(7.35)

Aplicando o operador co-simplético J no vetor w = (6C/éuq,C/
dug,0C/h), concluimos que w € KerJ. Logo, os funcionais C desta
forma, C = [hC(q)dz, constituem casimirs das equagoes da dgua
rasa, e sao quantidades conservadas pela dindmica.

(4)Modelo da dgua rasa magnetohidrodindmico: Similar-
mente consideremos a generalizacdo magnetohidrodinamica das equa-
¢oes da dgua rasa. Como mostrado em [Dellar(2002)], as equa-
coes de dgua rasa magnetohidrodinamicas assumem uma forma par-
ticularmente simples ao introduzirmos um potencial para o campo
magnético: da condi¢io div(hB) = 0 existe uma fun¢io A tal que
hB = V*+A. Desta forma reduzimos as duas varidveis do campo
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magnético horizontal d wma varidvel e o problema de cinco para qua-
tro varidveis:

v= (7.36)

Nestas varidveis o problema € escrito na forma hamiltoniana com
hamiltoniana:

1 1
M= /(h|u\2 + IVAP + gh?)ddy (7.37)

e operador co-simplético:

0 q *% —Bs
- -9 B
j=|"2 O 5 B (7.38)
— % B 0 0
By, —Bj 0 0
as equagoes sao dadas por:
dv oH
— =J— 7.39
dt ov ( )

onde as componentes da derivada variacional sdéo dadas por:

0H

— = A
u hu (7.40)
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§H OB, 0B

SA T By ox

OH 1, 5 9
= gh+ 5 (ul ~ |BP)

de onde recuperamos as equagoes:

oh ‘
i —div(hu)

du

5 +uVu+2Q x u=—gVh+ BVB

0A
—_— VA=
o + u 0
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(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)

(7.45)

Para recuperarmos as equacoes em termos de B, basta tomar o
operador V* na equacio para A. As quantidades conservadas (casi-

mirs) para estas equagdes sao da forma:
¢ = [ W@+ hag())dady

Para quaisquer fungoes suaves f,g.

(7.46)
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7.2 Invariancia por translacoes

Um dos principais resultados da mecanica cldssica é o chamado te-
orema de Noether. Este teorema afirma que a cada invariancia por
um grupo a um parameto da hamiltoniana hd associada uma lei de
conservagao associada. Mais precisamente, se a ac¢do de um grupo
de transformacgoes a um parametro deiza a hamiltoniana invariante
entdo a este grupo existe associada uma quantidade conservada. O
primeiro exemplo deste teorema € a invariancia da hamiltoniana pelo
fluxo hamiltoniano, que como jd vimos leva a conservacao de energia
do sistema:

{H,H} =0 (7.47)

Aqui mostraremos outro exemplo importante deste teorema que é
a tnvariancia por translagoes. Consideremos uma hamiltoniana H
invariante por translacoes, restrigiremo-nos a invariancia na coor-
denada x, mas o resultado é completamente andlogo para as demais
direcoes:

H(u(z,y, z,t)) = H(uw(x + oz, y, 2,t)),Voxr € R (7.48)

Calculemos a variagio de H associada d 0, = (x + dx,y, z,t) —
(2,9, 2,t)

61—{
ou

OH Ou 5
<5:E<6u7 8x> + O(6u)

0=0,H="H(u+d,u) —H(u) = < ,(5u>—|—0((5u2) =

(7.49)

Vox. Logo vale:
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oH Ou
<5u’ax> =0 (7.50)

Com isto provaremos esta versdo particular do teorema de No-
ether:

Teorema:Suponha que para algum funcional F vale:

0F  Ou

i

(7.51)

Entao, se a hamiltoniana H € invariante por transla¢ées na coor-
denada x, F é uma quantidade conservada pelo fluxo de H

Demonstracao:

£
dt

oH 5}'> (752)

= {F.H} = —(H.F} = <5U,JM

Usando a hipotese do teorema:

§H Ou
<6u’8aj> =0 (7.53)

Exemplo: No modelo de dgua rasa a invariancia por translacoes
na coordenada x estd associada a conservacao do momento zonal:

M= /h(u — fy)dxdy (7.54)
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7.3 Estabilidade

7.3.1 Conceitos de estabilidade

Na atmosfera e oceanos o estudo das estabilidades e instabilidades
é de grande importancia, em particular o instabilidade baroclinica
constitui um importante mecanismo de geracdo de vortices em grande
escala (por exemplo ciclones atmosféricos) via conversao de energia
potencial em cinética. Hd outras instabilidades importantes como a
barotrépica que explica a formagao de vortices de grande escala a
partir do escoamento médio. A instabilidade simétrica que € um im-
portante processo na formagao de nuvens e chuva (ou seja em menor
escala espacial). Intuitivamente, a estabilidade de um sistéma deve
traduzir a propriedade de que para dada uma solu¢io conhecida do
sistema, uma pequena perturbacdo nas condicoes iniciais do sistema
deve perduzir uma solugdo que permanece proxima & solugdo original.

Existem diversas defini¢oes de estabilidade diferentes entre si, a
escolha de se usar uma defini¢do particular de estabilidade depende,
em geral, da situagdo fisica. Assumamos que a evolucio de um sis-
téma fisico de interesse seja dado por uma equacdo diferencial de
forma genérica:

du
i F(u) (7.55)

onde F € um campo de vetores suave definido em um espago de
Banach B conveniente com uma distincia definida por sua norma
d(f,g) = ||f — gl|. Dizemos que u. é um equilibrio desta equagio se
F(u.) = 0. Daremos uma defini¢io de estabilidade pra o equilibrio
U

Definigao: Dizemos que um equilibrio u. € estdvel, se dado € > 0
existe 6 > 0 tal que se para uma condigio inicial u(0) vale ||u(0) —
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u|| < & implica que para todo tempo t a solugio u(t) com condigdo
inicial w(0) satisfaz ||u(t) — u.|| <e.

No estudo dos disturbios atmosféricos e oceanicos, a abordagem
mais comum para o estudo de instabilidades € a de analisar a dind-
mica linearizada ao invés da dindmica completa, pela facilidade de se
estudar equagoes diferenciais lineares. Consderemos a linearizagdo
do campo de vetores F no equilibrio u,:

dv
e F(u.)v (7.56)

Isto nos leva a outro conceito de estabilidade:

Definigao: Um sistema € dito linearmente estdvel se ele é estdvel
sequndo a dinamica linear.

Suponha que podemos decompor o espaco B em autovetores de
F(u,). Entdo se v; é um autovetor com autovalor \; entio a solugio
v;(t) com condigdo inicial v; é dada por:

v; (t) = €>\it1)i (757)

Logo, perturbagées do sistema na direcéo v; crescem erponenci-
almente se Re(X\;) > 0, o que leva a outro conceito de estabilidade
baseado no espectro do operador (matriz) F'(u,).

Definigao: Um sistema € dito espectralmente estdvel se todos
autovalores \; de F'(u.) tem parte real ndio positiva.

Claramente a estabilidade ndo linear implica em estabilidade es-
pectral, mas o inverso € falso, como ilustraremos a sequir:

Exemplo: Considere o sequinte sistema mecanico descrito em
coordenadas polares (r,0):
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=131 —r?) (7.58)

0 =1 (7.59)

de onde notamos que o sitema tem a origem como ponto de equilibrio,

e existe ainda uwma orbita periddica atratora em r = 1. Portanto con-
digoes iniciais na vizinhanca da origem vao, com o passar do tempo,
tender assintoticamente a esta orbita periodica. Logo o sistéma é
instavel na origem. Facamos agora uma mudanca de coordenadas de
polares para cartesianas © = rcos() e y = rsen(f), o que nos leva a:

o =a@® +y?)(1 -2 —y?) —y (7.60)

p— y(a:2 + y2)(1 — - y2) +x (7.61)

Cuja linearizacao é:

il 2

e de onde concluimos que os autovalores da matriz do sistema linea-
rizado sao +i e o sistema € espectralmente estdvel.

7.3.2 Estabilidade de sistemas hamiltonianos

No caso em que a dindmica é hamiltoniana e canonica:

dz
2 _ vH :
= (7.63)
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Com operador J ndao singular, vale em um ponto de equilibrio z.

dz _JaH(ze)
dt - N 0z

=0 (7.64)

Se reduz a estudar as propriedades da funcdo H prozimo ao equi-
librio. Como o operador J é ndo singular vale que:

OH (2e) OH (2e)
J =0 < =0 7.65
0z 0z ( )
Portando para garantir a estabilidade basta que a matriz hessiana:
0’H
— 7.66

seja positivo definida. Contudo, se a dindamica ndo € candnica,
um ponto de equilibrio nao corresponde necessariamente a um ponto
extremal da hamiltoniana, jd que o operador J € singular. De fato,
se C € tal que VC € Ker(J) entao podemos definir

I(z) = H(z) + C(2) (7.67)
e I ¢ tal que:
di(z)|
i =0 (7.68)

Suponhamos que a perturbacao na condiciao inicial do sistéma na
vizinhanca do equilibrio, seja z = z.+Az, definimos a pseudo-energia
associada ¢ z por Al(z) = I(z)—I(z.). Mostraremos que se a fungdao
I(z), for '"definido positiva'na vizinhanca de um equilibrio z. entdo
este equilibrio € estavel. Mas antes daremos uma definicdo precisa
para um funcional ser localmente positivo definifo. Aqui usaremos
a norma L?, contudo a principio outras de espaco de Banach podem
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ser usadas e que ndo levam necessariamente ao mesmo resultado. Em
particular pode ser que a dindmica seja estdvel sequndo uma norma
e instavel sequndo outra norma.

Defini¢ao: Seja F : B — R um funcional de um espago do
Hilbert:L? na reta real, dizemos que F € localmente positivo definido
na vizinhanca de um ponto z., se existem constantes reais R > 0 e
c > 1 tais que:

c_1|\z—ze|\§F(z—ze)§c\|z—ze\| (7.69)

para todo z € B tal que ||z — ze|| < R. Agora mostraremos que
se F' é um funcional preservado pela dinamica localmente, positivo
definido na vizinhanca de um equilibrio z. entdo este € um equilibrio
estdvel.

Teorema: Seja F' um funcional conservado pela dinamica, ou
seja:

dF(2(t) — ze)

= B .
= 0,V2(0) € (7.70)

onde z(t) é a solugio com condigio inicial z(0). Entdo z. é um
ponto de equilibrio estdvel.

Demonstragao: Escolhamos R = % de forma que a trajetoria
com condi¢io inicial z(0) satisfaca ||02(0)|] < R, onde dz(t) = z(t) —
Ze. E tomamos R de forma que o desvio do equilibrio no tempo t,
0z(t) = z(t) — ze, ndo saia bola de raio Ry até o instante T>0.
Obtemos entdo

IS0 < F(82(1)) = F(52(0)) < cl[62(0)] (7.71)
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de onde concluimos que

=)l < 2 (1.72)

Logo, o equilibrio z. é estdvel. Entdo, na prdtica devemos ter que
encontrar um funcional F que seja conservado pela dindmica e que
seja localmente positivo definido. Mas lembremo-nos que o funcionag
pseu-energia 1 € preservado pela dindmica, contudo muitas vezes na
definicao de I temos a liberdade de escolher a fungdo C que define o
Casimir.

Exemplo - Modelo quase-geostroéfico: O estido bdsico dado
pela climatologia da atmosféra é predominantemente zonal (paralelo
as linhas de latitude constante), portanto é de interesse verificar a
estabilidade de certos escoamentos zonais. Faremos isto no modelo
mais simples que representa Tazoavelmente a fisica da atmosfera em
escalas de tempo longas (por exemplo escala mensal), o modelo quase-
geostrdfico. Vamos supor que o estado bdsico é dado por uma fun¢do
de corrente que dependende apenas da coordenada meridional 1o (y).
Com isto temos que o campo de velocidades do estado bdsico € pura-
mente zonal:

V(y) = {_?] (7.73)

e com vorticidade potencial associada dada por:

_ &

Neste caso temos que o funcional definido por:

+=—0Q+p (7.74)
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€ conservado pela dindmica, este funcional recebe o nome de pseudo-
energia, podemos reescrever F' como:

1 Q+5q
F:/<V5¢|2+V\IJV&/)+/ xp(s)ds>dxdy+0(5¢3) (7.76)
2 Q

onde definimos W = §C/dq . Integrando por partes e retendo o0s

termos quadrdticos apenas:

1 0
F:/<2|V51/J|2+\115w+/0 \I!(Q+s)ds>dxdy (7.77)

de onde obtemos:

dq
F:/<;V6¢|2+/O \I/(Q+s)—\1/(Q)ds)dxdy (7.78)

de onde notamos que o primeiro termo € positivo e que o sequndo

termo € posivito dado que existe ¢ > 0 tal que ¢~ < W' (Q) < ¢, com
isto garantimos que:

[16(8)]] < 2[|oy(0)] (7.79)
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onde definimos a morma como:

|0 (t)]|* = / <;|V6w|2+céw2> dzdy (7.80)

portando o escoamento € estavel sob as condicées acima nesta
norma.

7.4 Sugestoes de leitura

A formulagcdo hamiltoniana da dindmica de fluidos geofisicos € intro-
duzida em [Salmon(1998)], hd ainda as referéncias bdsicas no assunto
[Shepherd(1990)] e [Shepherd(1994)], que também apresentam aspec-
tos sobre a estabilidade ndo linear de escoamentos em dindmica de
fluidos geofisicos. O capitulo 4 de introduz a teoria de
estabilidade de escoamentos em dindmica de fluidos geofisicos sem fa-
zer uso da formulacdo hamiltoniana. Por fim uma referéncia bastante

completa da teoria de estabilidade em fluidos é [Holm(1985)].







8

Apéndice

8.1 Derivadas funcionais

Sejam X eY espagos de Banach, respectivamente com normas ||.||x,
[I.lly, U C X aberto e T : X =Y uma transformagdo.

Defini¢ao 1: Seja x € U, dizemos que a transformagdo T é
Fréchet diferencidvel no ponto x se existe uma transformacao linear
A: X €Y tal que:

oy (@ +h) —T(x) - Lhlly
(= I[R]] x

=0 (8.1)

Caso o limite exista a transformacdo L € denominada diferencial
de Frechét da aplicagio T mo ponto x.

Defini¢ao 2: Seja x € U, dizemos que a transformagio T é
Gateauz diferencidvel no ponto x se existe uma transformagdo linear
L: X €Y tal que para todo h € X :

135
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im T(x +eh) —T(x)

e—0 €

= Lh (8.2)

Caso o limite exista a transformaciao L € denominada diferencial
de Gateaux da aplica¢io T no ponto x.

Claramente toda aplicacao diferencidvel no sentido de Fréchet é
diferencidvel no sentido de Gdteauz, mas o contrdrio € falso. Basta
lembrarmos de um exemplo de cdlculo de vdrias varidveis cujas deri-
vadas direcional existem, sem contudo ser diferencidvel, por exemplo,
basta tomar f : R? € R, definida por f(x,y) = (z?y)Y/3. Verifique
como exercicio que esta fungdo possui derivadas direcionais em todas
diregcoes na origem, sem contudo ser diferencidvel. Ao longo do texto
utilizamos derivadas variacionais (derivadas no sentido de Gateausz),
restrita ao caso de funcionais (ou seja’Y =R ou'Y = C). Sua ex-
pressao pode ser obtiva explicitamente tomando o limite da definicdo
2.
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