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Apresentacao

Este texto contém o material de apoio ao curso introdutério “In-
troducao aos Escoamentos Compressiveis”, ministrado durante o 31°
Coloquio Brasileiro de Matematica, realizado no IMPA de 30 de ju-
lho a 5 de agosto de 2017. O texto esta dividido em seis capitulos,
que compreendem, inicialmente, uma revisao das equagoes bésicas da
Mecéanica dos Fluidos.

O texto aborda a seguir os escoamentos quase unidmensionais iso-
entropicos, incluindo a equagao de ondas actusticas fracas e o calculo
da velocidade do som no ar. Aborda a seguir os escoamentos quase
unidimensionais com adi¢ao de calor (linha de Rayleigh) e os esco-
amentos sob efeitos viscosos entre as paredes de um duto e o fluido
(linha de Fanno). Aborda ainda o fenémeno de choque normal.

O capitulo seguinte (Cap. 3) apresenta a dedugao da equagao que
rege o potencial associado a escoamentos irrotacionais, compressiveis
e tridimensionais, e discute alguns casos particulares de aplicacao da
mesma, incluindo a generalizagao da equagao de ondas acusticas para
trés dimensoes.

O capitulo seguinte estuda a formacao de choques obliquos e esco-
amentos supersonicos sobre cunhas e diedros, assim como a constru-
¢ao de um problema de Riemann. A resolu¢do numérica da equagao
de ondas actsticas nos dominios da frequéncia e do tempo, em uma
e em duas dimensdes é tratada a seguir. O texto aborda por fim, a
resolucao numérica de problemas hiperboélicos nao lineares e a propa-
gacao de ondas fortes.

Os caps. 1, 3 e parte do Cap. 2 compreendem material ja publicado
no livro “Fenémenos de Transferéncia com Aplicagoes as Ciéncias
Fisicas e & Engenharia” (SBM 2016, ISBN 978-85-8337-107-6), de

nossa autoria [13]. O material é aqui reproduzido com autorizagao

iii
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Capitulo 1

Equacoes Basicas dos
Escoamentos
Compressiveis

1.1 Introducao

Este capitulo apresenta as equacoes fundamentais da mecéanica dos
fluidos, que se originam da aplicagao a meios continuos, do principio
de conservagao da massa, das leis de Newton a respeito da quantidade
de movimento de um corpo, e do principio de conservagao da energia.

1.2 Equagao da Continuidade

Consideremos um volume de controle V', fixo no espacgo, simplesmente
conexo, através do qual um fluido com massa especifica p escoa, sendo
v o campo de velocidades do escoamento. Sejam S a superficie ex-
terna que delimita o volume e n o vetor unitario (de comprimento
igual a 1), perpendicular a superficie em cada ponto da mesma e
orientado para fora, conforme mostrado na Fig. 1.1. O principio de

1
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conservacao da massa estabelece que:

Taxa de acumulagao de

massa dentro do volume,

isto é, a quantidade de Fluxo liquido de massa
massa acumulada dentro | (para fora do volume ) ’
do volume por unidade de

tempo

(1.1)

Expressemos de forma matemética a igualdade acima. A taxa de
acumulagao de massa dentro do volume V pode ser expressa como
a integral sobre todo o volume, da variacao da quantidade de massa
em cada ponto do mesmo:
0
— dm.
| a

Por outro lado, a quantidade infinitesimal de massa dm pode ser
expressa como dm = pdV. Substituindo essa tltima expressdo na
integral acima e observando que os volumes dV nao variam com o
tempo, temos:

9. [0 adv ap

Para darmos forma ma-

n tematica ao fluxo liquido

de massa para fora do

‘A‘ volume V, consideramos
. inicialmente uma pequena

A% parte da superficie S con-

forme mostrado na Fig. 1.2.

Seja AV um elemento de

volume do fluido que cruza

Figura 1.1: Volume de controle ao qualse & superficie em um inter-

aplica o principio de conservac¢ao da massa. valo de tempo At. Sejam
n é o vetor de comprimento unitario per- 1 0 vetor unitario perpen-
pendicular & superficie, e v, a velocidade dicular & superficie, e v, a
no elemento de superficie considerado. velocidade do elemento de

fluido considerado. Essa
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velocidade pode ser decomposta em duas componentes, uma delas
paralela a n, que denominamos v,,, e outra perpendicular a n, que
denominamos v,.

A contribuicao do elemento de fluido para o fluxo de massa que cruza
a superficie é dada por p AV/At. O elemento de volume AV pode
ser escrito como o produto de seu comprimento Ax por sua area
transversal AA, que consideramos paralela a superficie S. Assim,
AV = AxzAA e podemos reescrever o fluxo de massa que cruza a

superficie como:
AV Ax

Par — A
O termo Ax/At é precisamente a componente da velocidade do ele-
mento de fluido paralelo a n. Apenas essa componente contribui para
o fluxo de massa que cruza a superficie. Essa componente pode ser
escrita como v,, = v -n. Dessa forma, a contribuicao do elemento dV'
para o fluxo de massa toma a formas:

AA.

P AV = pv-nAA.

At
Se a componente v, tiver
o mesmo sentido da nor-
mal n, isto é, se o ele-
mento de volume dV es-
tiver cruzando a superficie
para fora da mesma, o pro-
duto v - n sera positivo, e
se a componente v, tiver
sentido oposto a n o pro-
duto escalar sera negativo.
Ao integrarmos a expressao
acima ao longo de toda a
superficie S fazemos auto-
maticamente o balanco do
fluxo de massa que sai, me-
nos o que entra no volume V. Assim, o fluxo liquido para fora do
volume é:

Figura 1.2: Volume de fluido cruzando um
elemento da superficie de controle S. v, e
vp S840, respectivamente, as componentes
de velocidade perpendicular e paralela &
superficie S.

j{gpv -ndA. (1.3)
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Substituindo as eqs. 1.2, e 1.3 no balango de massa (Eq. 1.1) obtemos
a forma integral da equagao de conservagao da massa [9, 8, 4, 3, 14,

7, 16, 5]: 5
/ Lav = —fpv-ndA. (1.4)
S

Essa equagao relaciona a taxa de acumulagao de massa em um vo-
lume finito com o balango dos fluxos de massa que cruzam a superficie.
Trata-se de uma equagao integral. Procuramos agora uma expressao
local, isto é, uma equacao diferencial que traduza o principio de con-
servacao da massa. Lembrando que, de acordo com o teorema de

Gauss:
/diquV = j{q-ndA
%4 S

/dinVdV = ]{ pv-ndA,
v s

utilizamos esse teorema para reescrever a eq. 1.4:

/apdV = /divpvdV
1%
/V(gf +divpv> dV =

Como essa equagao deve ser valida para quaisquer volumes de con-
trole, devemos ter, para um volume infinitesimal:

ou

ou

ap
= 1.
B + div pv 0, (1.5)

que é a equagao da continuidade [9, 8, 4, 3, 14, 7, 16]. Em coordenadas
cartesianas:

dp 0

0 0
Frins 6*(P vg) + a*y(ﬂ”y) + &(pvz) = 0. (1.6)

Em coordenadas cilindricas:

17 10 10
ST o (orun) + 5 25 (ove) +

)
at " ror r 00 gzlevs) = 0 (L)

0z
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Em coordenadas esféricas:

dp 1 0, o 1 0 ) 1
- = 5 (er Ur)*'m%(lwe sen ) +

r senf 8—¢(pv¢) =0
(1.8)

ot ' r2 or

Figura 1.3: Sistemas de coordenadas cilindricas (a) e esféricas (b). A
definicdo das coordenadas curvilineas acima mostrada é a usada em todo
esse trabalho.

Podemos reescrever a equagio da continuidade (coordenadas car-
tesianas) como segue:

9 0 )
o %(va) + o

0

ap op op op Ov,  Ovy,  Ov,

“r il il : =0
ot —H}Iﬁx —H)yé)y

ou
dp
ot
Essa equagao pode também ser escrita como:

+v-gradp+ pdivv = 0.

(a+v~grad)p+pdivv =0
ot
ou D

Ff—l—pdivv = 0. (1.9)
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Na notacao dos tensores cartesianos, a equacao da continuidade
toma a forma:
ap 0

Em resumo, a equacao da continuidade pode ser escrita em qualquer
das formas abaixo:

Tabela 1.1: Formas da equagido da continuidade.

Forma vetorial Forma tensorial cartesiana
ap ap 0
di =0 — 4+ —(pv;) = 0
ot vy ot + Oz (pv;)
ap ap ap 0v;
d di =0 -2 =9
g; TV rgradp+ pdivy ot " Viox, T Paa,
Dp Dp 8vj
d = =
Dr + pdivv 0 p(‘)x 0
1 Dp 1 Dp v,
2P g =0 = =9
p Dt vy p Dt Oz,

A nao linearidade inerente aos fendémenos que ocorrem em fluidos
ja se manifesta na equagao da continuidade, onde o termo div pv é nao
linear pois contém o produto de duas incognitas: a massa especifica
e a propria velocidade. Em alguns casos, no entanto, a equacao da
continuidade torna-se linear:

1. 9p/0t = 0 e grad p =0, que é o caso de fluidos incompressiveis.
Nesse caso, a equagao da continuidade reduz-se a:
an

divv = 0 ou a—mjzo

2. Escoamento estratificado, isto é, em camadas de fluidos imis-
civeis. Nesse caso, Op/0t = 0 e gradp L v. A equacao da
continuidade toma a forma:

Dp

— = 0.
Dt
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3. Acustica: Trata-se do caso em que a massa especifica do fluido
esta sujeita a variagoes pequenas em torno de um valor médio,
po. Escrevemos p = pg+p’, onde py ndo depende nem do tempo
nem da posicio no espago. A equacdo da continuidade toma a
forma:

0 .

57 (po+ ) +v - grad (po + o) + (po + p) divy = 0.
Essa equagao simplifica-se se considerarmos que pg nao depende
nem do tempo nem da posi¢ao, que (po + p’) ~ po e que v K
0p' /0t. A equagdo da continuidade reduz-se a:

/

87’; + podivv = 0,

que é uma equagao linear.

1.3 Acumulacao e Transporte de um Esca-
lar

As integrais dadas pelas egs. 1.2 e 1.3 representam, respectivamente,
a taxa de acumulacao em um volume de controle, da quantidade es-
calar massa, e o fluxo da mesma grandeza através das fronteiras. A
quantidade do escalar contida em cada elemento do volume de con-
trole é obtida pelo produto da densidade local- no caso, da massa
especifica do fluido transportado, pelo volume do elemento. A den-
sidade do escalar tem, nesse caso, a dimensao de massa por unidade
de volume do meio.

Quanto ao fluxo do escalar através das fronteiras do volume de
controle, é obtido integrando-se, ao longo da superficie que delimita
o volume, o produto da densidade local do escalar pela vazao volu-
métrica que cruza a superficie. As integrais dadas pelas eqs. 1.2 ¢ 1.3
podem entao ser generalizadas para caracterizar nao apenas a taxa
de acumulagéo, e o fluxo de massa através da superficie que delimita
um volume, mas também, de uma grandeza escalar genérica 6, cuja
dimenséo fisica é a de um escalar (massa, componente da quantidade
de movimento em uma dire¢ao, energia interna, energia cinética, en-
tropia etc.). Representamos por ¢ a densidade de 0. Se 0 referir-se a
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componente da quantidade de movimento em uma direcao genérica,
associada & massa contida no volume, e a4 massa cruzando a fronteira
do mesmo, a densidade ¢ sera dada por ¢ = pv;. Se referir-se a energia
cinética ¢ sard dada por ¢ = pv;v;/2. Se o actmulo de € for igual &
taxa liquida de transferéncia de 6 para dentro do volume, o principio
de consrvacao da gandeza traduz-se, na forma integral, por:

Jdc }{
—dV = — ¢ cv;n;dA.
\/‘/6‘6 7%

Utilizando o teorema de Gauss obtém-se a equacao de conservagao
de 6 em forma diferencial:

% n Ocvj
(9t 8.’)3j

=0 (1.11)

O principio de conservagao acima é utilizado a seguir para a obten-
¢ao da equagao da quantidade de movimento de um meio continuo
compressivel.

1.4 Equacao da Quantidade de Movimento

Seja um volume fixo no campo de velocidades de um meio continuo.
A taxa de variagdo da quantidade de movimento desse volume deve
incluir, além da resultante das forcas aplicadas, o balango do fluxo
de quantidade de movimento através das fronteiras do volume [9, 8,
4, 3, 14, 7, 16]. Esquematicamente (ver Fig. 1.4):

Taxa de acumulagao de

quantidade de movimento

dentro do volume de con- Fluxo liquido de quan-
trole, isto é, variagao da = — (tidade de movimento) +
quantidade de movimento para fora do volume
dentro do volume por uni-

dade tempo

<Resultante das forcas aph—) . (Resultante das forgas) (11

cadas & superficie de con-
de volume

trole

Expressemos cada uma das parcelas acima em forma matemaética.
A taxa de acumulacdo no volume de controle, da componente da
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quantidade de movimento na diregao genérica do vetor unitario e;, é

dada por:

Vimos, na Sec. 1.2, que
o fluxo de massa através
de um elemento de &rea
dA da superficie de con-
trole ¢ dado por pv;n; dA.
Se o multiplicarmos pela
componente na direcao ge-
nérica ¢ da quantidade de
movimento por unidade de
massa, isto é, pela compo-
nente do vetor velocidade
nessa dire¢ao, temos uma
expressao para o fluxo da-
quela componente da quan-
tidade de movimento que
cruza o elemento de &rea:
pvivin;dA. Integrando

0
| st av

n _, dF

ca

Figura 1.4: Volume de controle ao qual
se aplicam as leis da quantidade de movi-
mento. n é o vetor de comprimento unité-
rio perpendicular & superficie no elemento
de area considerado, v, a velocidade do
fluido nesse ponto e dF, a forca de super-
ficie agindo no mesmo.

esse termo ao longo de toda a superficie de controle, temos o fluxo
liquido dessa componente da quantidade de movimento para fora da

superficie de controle:

j{ pvivin;dA.
S

No que se refere as forgas que atuam na superficie do elemento,
fazemos as seguintes hipoteses:

1. Admitimos que possam ser expressas como uma combinagao
linear das componentes do vetor n normal ao elemento da su-
perficie considerado. Sejam ni, no e ng as componentes do vetor
n. Sendo a forca dF', que age no elemento de area, proporcional
a uma combinagao linear das componentes de n, dF nao tem,
de forma geral, a diregao do vetor normal;

2. O fator de proporcionalidade acima mencionado é a area do ele-
mento de superficie & qual a forga é aplicada, isto é, admitimos
que a magnitude da forca é proporcional & area do elemento.
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Com base nas hipdteses acima, representamos a forga atuando sobre
o elemento de area por:

dF = ondA.

Como dF e n nao tém, de forma geral, a mesma direcdo, é necessario
que o seja uma matriz 3 x 3, de modo que, aplicado ao vetor n, resulte
em um vetor com outra direcao.

Sendo a area um objeto vetorial, os elementos de area da superficie
de controle podem ser projetados nas dire¢oes dos eixos de coorde-
nadas. Assim, a forca que age na direcdo x de um elemento de area
expressa-se como:

dF, = (0ggNg + Oy Ny + 0z, n,)dA, (1.13)

onde nydA, nydA, n,dA sdo as projecoes da area elementar na diregao
de cada um dos eixos. Na direcao genérica, do eixo x;:

dFi = 045 ’I’LjdA, (1.14)
onde o pode ser representado, em um dado referencial, por:

Ozxx Oxy Ogxz
o = Oye Oyy Oyz |- (1.15)
Ozx Ozy Ozz

As egs. 1.13 e 1.14 estdo baseadas na hipdtese de que a forga agindo
sobre o elemento de area expressam-se como uma combinacgao linear
das projecoes do vetor unitario n. E, sendo esse vetor multiplicado
por uma matriz, o vetor forga resultante nao tem necessariamente
a direcao normal a superficie, o que ocorre efetivamente quando a
particula do meio esta sujeita a tensoes de cisalhamento.

A resultante das forcas que atuam sobre a superficie de controle
é obtida pela integracao da Eq. 1.13 ao longo daquela:

Fi = %O’ijnjdA. (116)
S

Por fim, a resultante das forcas de volume é dada por:

/ pgidV.
v
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Reagrupando os quatro termos, obtemos a forma integral da equacao
de conservacao da quantidade de movimento:

/ %(pvi) v = —j{pvivjnjdA—l—}{aij njdA—i—/ pg:dV. (1.17)
% s s %

Em notagao vetorial:

/g(pv)dv = —fpv(v'n)dA—ﬁ-?{JndA—}—/ pgdV. (1.18)
v ot s s v

O passo seguinte consiste em transformar as integrais de superficie
em integrais de volume por intermédio do teorema de Gauss, de forma
que possamos obter a equacao de conservagao da quantidade de movi-
mento na forma diferencial. Observamos que o termo pv;v; representa
o elemento geral de um tensor de segunda ordem. O divergente desse
tensor é obtido da mesma forma que o do tensor de tensoes. Rees-
crevendo a Eq. 1.17 com todos os termos na forma de integrais de
volume, temos para a taxa de variagao da quantidade de movimento
na diregao x; dentro do volume de controle:

0 0
/Va(pvi)dV = —/Vamj(pvivj)dV—i-/v

Essa equacao deve ser valida para volumes de controle de qualquer
dimensao, inclusive para volumes infinitesimais. Considerando um
volume infinitesimal e dividindo a equagao resultante por dV, encon-
tramos:

9o, ;
UJdV+/ pgi dV.

0 - 0 o 80’1']' )
&(Pvz) = %(Pﬂﬂh)‘f' oy, P9

j J

Reagrupando os termos:

0 0 o 60'ij
&(P%)‘f’%j(m}z%) = oz, +r9i- (1.19)

Na forma vetorial:

0
a(pv) +div (pvv) = dive + pg.



12 [CAP: 1. EQUAGCOES BASICAS DOS ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS

O membro esquerdo da Eq. 1.19 simplifica-se conforme abaixo:

0 0 dv; ap dv; dpv;

g\ ¥ gy, (Puivs) = Py ey g duig s =

O 0 DNy (O OPui)
P \ot ™ Yo, )T\ ot T o, ) T

A expressao que se encontra dentro do ultimo par de parénteses acima
é igual a zero em virtude da equagdo da continuidade (Eq. 1.10). A
Eq. 1.19 toma portanto a forma:

DUL' - 1(90’2‘]‘ )
Dt p Oz Ji-

(1.20)

Na forma vetorial:
Dv

Dt

1
—dive + g.
p

1.5 Propriedades do Tensor de Tensoes

1.5.1 Simetria do tensor de tensoes

Fluidos nos quais os torques internos resultam do momento de for-
cas aplicadas externamente ao fluido apenas denominam-se fluidos
apolares. As particulas de um fluido polar sao capazes de transmi-
tir e de resistir a torques. Enquadram-se nessa classe alguns fluidos
poliatémicos e alguns fluidos ndo newtonianos.

Para o caso de fluidos apolares ou fazemos a hipdtese de que as
particulas do meio nao resistem a torque, o que resulta na simetria
do tensor de tensoes, ou admitimos a simetria do tensor e conclui-
mos que as particulas do fluido nao resistem a torque. Admitimos
aqui a primeira hipétese e mostramos que o é simétrico. O trata-
mento apresentado nessa sec¢ao segue, em linhas gerais, o proposto
por Aris (1990) [2].

Em virtude da hipo6tese de serem os torques aplicados ao fluido
resultantes apenas das forgas externas, temos que a taxa de acaimulo
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de quantidade de movimento angular em um volume V', delimitado
por uma superficie S, é dada por:

/B(pxxv)dv = fxxandA—i—/pxxng.
v Dt s v

Em notagao tensorial cartesiana:

D
/E(eijkpxjvk)dv = %eijkzjakpnpdAJr/ PEijkTigr dV.
v s v

(1.21)
Desenvolvemos o integrando do membro esquerdo da Eq. 1.21:
D Dpvy,
Di (€ijkprijvR) = €ijk— Dt ka + €ijkTj—m— Dt
ka ka
€ijkVj PUK +€ijk$jp?t = eijkxjpﬁ. (122)

O desenvolvimento acima leva em conta que v X v = 0 e que, pela
equagao da continuidade:

Dpv  Dv

pt Dt
O termo contendo a integral de superficie pode ser transformado em
uma integral de volume, resultando em:

0
f €ikTj0kpNyp dA = / 57 (eijkmjakp) dV.
s v OTp

Desenvolvendo o integrando do membro direito da equagao acima:

0 o0x; doy,

j P
9y \CiikTiTkp) = €ijlg = Ohkp T €ijrj—5 = = €ijkdjpOhp +
P P P
80‘],c do Okp 80’;@
P P
eijkxja— = €0k + €ijrTj oz, = eijkij — €ikjOkj-(1.23)
Tp Tp

Inserindo os resultados dados pelas egs. 1.22 e 1.23 na Eq. 1.21, rear-
ranjando os termos e aplicando essa equagao a um elemento de fluido,
obtemos:

l)v;C 80’;.317
Cigkti\ P oy — o — POk | = TCikjOkj-
p
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A expressao entre parénteses ¢ igual a zero o que implica que €;;0%;
seja o elemento geral de um vetor nulo. Os elementos desse vetor sao
093 — 032 = 0, 031 — 013 = 0 e 012 — 021 = 0, 0 que mostra que o
tensor o é simétrico.

1.6 Decomposicao do Tensor de Tensoes:
Pressao e Tensor Desviatorio

Decompomos o tensor de tensoes o na soma de dois outros, o primeiro
representado por uma matriz cujos elementos da diagonal principal
s@o idénticos, de valor tro/3 e cujos elementos fora da diagonal prin-
cipal sao iguais a zero. Representamos os elementos do segundo tensor
da decomposicao por 7;;:

1
Uij = gokk&j—&—nj (124)

Em notagao vetorial:

1
= —trol ,
o 3 rol+T7

onde 1 é o tensor identidade. O tensor (tro/3)1 tem as seguintes
propriedades:

1. tro/3 é o valor médio das tensbes normais agindo nas faces
perpendiculares as trés diregoes do referencial utilizado;

2. Como o tensor 1, aplicado ao vetor n (e a qualquer outro vetor),
resulta no mesmo vetor sobre o qual atua, a forga:

1
dF = —ondA
3
tem a mesma diregao que n, isto é, é perpendicular ao elemento

de area;

3. Sendo o trago um invariante de o, e o tensor identidade re-
presentado pela mesma matriz em qualquer referencial, a forca
gerada por tro1/3 tem o mesmo valor algébrico em qualquer
direcao e é sempre perpendicular & superficie do elemento.
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Definimos entéo o escalar pressao como:

lt
= ——tro,
p 3

e o tensor de segunda ordem pressao como o de componentes:
1
Pij = —g tI‘O’(Sij = péij.

Sendo o tensor de componentes d;; representado pela mesma ma-
triz identidade em qualquer sistema de coordenadas, a forca gerada
pela pressao tem a mesma magnitude em qualquer direcao, é per-
pendicular & superficie e de sentido contrario ao do vetor normal n.
Cabe notar que a pressao assim definida coincide com a pressao ter-
modindmica no caso de fluidos em repouso, sem efeitos elasticos e
gravitacionais e para gases monoatomicos.
Decorre da definicao de pressao que:

0ij = —Pdij + Tij,

e que o tensor 7 é simétrico. Seus invariantes sao dados por:

I~ o (1.25)
1 1

I, = gmjmij = 6[(01—02)2+(02—03)2+(03—01)2 (1.26)
1

ur, = 3 Tij Tik Thi- (1.27)

O tensor 7 recebe o nome de desviatério por abrir a possibilidade da
existéncia de tensdes normais & superficie de valores diferentes em
diferentes dire¢oes e por permitir que a forca que atua na superficie
do elemento tenha dire¢ao diferente da normal, isto é, que contenha
componentes de cisalhamento. No caso de fluidos, esse tensor contém
as componentes das tensoes viscosas.

Introduzindo as defini¢oes de pressao e do tensor desviatério na
Eq. 1.19, obtemos:

Du; 10 1 07y,
L= —— —(pbi;) + ==L + g;. 1.28
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Em notagao vetorial:

D 1 1
?: =~ divp1) + divr +g (1.29)
. 0
Desenvolvemos a seguir o termo —— (pd;;):
(91']‘
0 0 0 0
—(pds;) = —(pd; — (po; — (pdi3).
6$J (p /.7) 6.’1/'1 (p Zl) + 61'2 (p 2) + 8$3 (p 13)
Como 0;; = 0 se ¢ # j, apenas o termo em que j toma o valor

particular atribuido a i é diferente de zero, o que faz com que a soma,
acima se reduza a:
0 dp

Dy P = Ba;

Mas dp/0z; é uma das componentes de gradp, o que nos permite
escrever, em notacao vetorial:

(1.30)

—div(pl) = —gradp.
Levando o resultados obtido com a Eq. 1.30 & Eq. 1.28 obtemos:

Dv; — 10p +18nj
Dt pox; p Ox;

+ gi- (1.31)

Em notagao vetorial:

Dv

1 1
i = 7;gradp+;div7'+g- (1.32)

1.7 Equagao de Euler

No caso de fluido com coeficiente de viscosidade nulo, a Eq. 1.32
reduz-se a:

1
(2—:+v~gradv = f;graderg (1.33)

ou

ov; ov; 1 0p

—_— — = - ; 1.34
ot +v]an p@xl +gl ( 3 )
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Tabela 1.2: Formas da equagio conservagao da quantidade de movimento.

Forma vetorial Forma tensorial cartesiana

ov . ad ov; . ov;

— +v-grad v = — + v =

at & 015 J 8xj

1 1 10 107;;

——gradp+ —divr+ g 2P T i

P P pOx; pOz;
— = ——gra —divr = —= - i
Dt pg p P & Dt pox; pOx; g

que é a equagao de Euler (1775).
A equacgao de Euler pode ser reescrita sem a pressao, utilizando-se
a seguinte identidade vetorial:

2
v-grad v = grad % — v X rotv (1.35)

onde v?/2 = v - v/2. Combinando a egs. 1.32 e 1.35 obtemos:

ov v?
E—i_ grad?—vx rotv = —gradp+g.

Tomamos agora o rotacional da equagdo acima. Os termos que con-
tém o operador gradiente se anulam, pois rot grad f = 0. O termo
g também se anula ao calcularmos o rotacional, pois as derivadas de
uma constante sao iguais a zero. Temos entao:

%(rot v) = rot (v X rotv). (1.36)

1.8 Equacao de Bernoulli

Sabe-se do calculo vetorial, que:

v-gradv = grad% — v xXrotv.
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Substituindo o termo v - grad v da equagao de Euler pela expressao
acima, obtemos:

av
ot

Consideramos o caso de um escoamento incompressivel e estacionério
(0v /0t = 0) e escrevemos v - v/2 = v?/2. Obtemos:

vV 1
+grad77vxrotv = ——gradp+g.
P

2
grad (p+1;2> —g = vXrotv.
p

O termo g pode ser incorporado ao que contém o gradiente multiplicando-
o por z, pois grad gz = —g, onde g = |g|. Obtemos:

p, v
grad ’ + 5 +gz) = vxrotv (1.37)

que é a equacao de

Bernoulli [8]. Essa
grad(p/p+ v?/2 + gz) equagao mostra a
importancia dos es-
coamentos irrotacio-
nais: Se o campo
de velocidades ti-
ver essa caracterfs-
tica grad (p/p+v?/2+
gz) =0, isto é, p/p+
v?/2 + gz = C* em
Figura 1.5: A equagédo de Bernoulli: se o campo todo o campo. Se
for irrotacional, (p/p + v?/2 + gz) & constante a0 rot v £ 0 entdo v x
longo da superficie cujo plano tangente € definido, yotv ¢ perpendicu-
em cada ponto do espago, pelos vetores v e rot v.
Observar que o angulo entre esses dois vetores
pode ser diferente de 7 /2.

lar ao vetor veloci-
dade. Consequente-
mente, grad (p/p +
v?/2 + gz) é perpen-
dicular a superficie cujo plano tangente é definido, em cada ponto do
espago, pelos vetores v e rotv. Ao longo dessa superficie, tem-se a
forma mais conhecida da equacdo de Bernoulli:
2
£+1+gz = (e, (1.38)
p 2
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que é valida no campo todo se o escoamento for irrotacional. Nessa
forma, a constante da equagao é medida em unidades de [v?/2]. Ou-
tras formas possiveis sao:

1
P+ 5P v’ +pgz = C* [N/m?|] (Aerodinamica)(1.39)
p v -
g + % +z = H [m] (Hidraulica) (1.40)

A equacédo de Bernoulli é usada em tubos de corrente, nos escoamen-
tos unidimensionais permanentes.

1.9 Fluidos de Stokes e Fluidos Newtoni-
anos

Para incluirmos o tensor desviatorio e as novas variaveis que esse ob-
jeto matemaético introduz nas equagoes de evolugao ja obtidas, neces-
sitamos de hipoteses adicionais, além dos principios de conservagao.
Fazem-se tais hipoteses especificando-se o meio, suas propriedades
fisicas, e as relacionando aos elementos do tensor desviatério. Além
da dependéncia de propriedades fisicas do meio, o tensor desviatorio
depende também do estado de deformagao e do campo de velocida-
des. As equagoes adicionais, que resultam da especificacdo do meio
e dos campos de deformacao e velocidades, denominam-se equagoes
constitutivas.

No presente caso, excluimos a dependéncia do estado de deforma-
¢ao do meio, o que implica nao considerar efeitos de elasticidade, e
fazemos a hipdtese de que as componentes de 7 dependem da distri-
buigao de velocidades apenas nas proximidades do elemento de fluido,
isto &, de Ov;/0x;. A hipotese é valida para agua, ar, sangue, acima
de certo valor do cisalhamento entre camadas adjacentes, mas nao se
aplica a muitos casos onde o meio constitui-se de fluido com cadeia
molecular longa.

Definimos, entao, nas se¢des que se seguem, o que entendemos
por fluido de Stokes e obtemos a equagao constitutiva aplicavel ao
caso particular de fluido newtoniano, que se constitui de um fluido
de Stokes linear.



20 [CAP: 1. EQUAGOES BASICAS DOS ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS

1.9.1 Fluidos de Stokes

Fluidos de Stokes sao, por defini¢ao, os que atendem aos seguintes
requisitos (Aris 1990 [2]):

1. O tensor de tensoes, de componentes o;;, é funcao continua do
gradiente de velocidades e do estado termodindmico local, mas
independente de outras grandezas cineméticas. Essa hipotese
implica que a relagao entre tensao e deformacao é local. Nessa
etapa, admitimos que o;; dependa nao apenas da taxa de de-
formacao, mas também da parcela antissimétrica do gradiente
da velocidade;

2. O fluido é homogéneo, isto ¢ a relacdo entre o;; e Jv;/0z; € a
mesma em todos os pontos do meio;

3. O fluido é isotropico, isto é, nao existem diregoes preferenciais
que alterem a relacdo tensao-gradiente de velocidades. A hipo6-
tese é valida para fluidos como agua, ar, varios 6leos, mas nao
para certo fluidos com cadeia molecular longa, para os quais
um mesmo valor da taxa de deformagao da origem a tensoes
diferentes, segundo a orientacao da deformagao.

4. Na auséncia de deformagoes (e;; = 0), as tensdes sdo apenas
hidrostaticas (o;; = —pdi;).

Mostramos na segao seguinte que as direcoes principais dos tensores
oij € Ov;/dz; coincidem.

1.9.2 Fluidos newtonianos

O desenvolvimento apresentado nessa se¢ao segue raciocinio proposto
por Drakos, Moss e Angelidis (2004) [6].
Fluidos newtonianos sao fluidos de Stokes em que a relacao entre
Ti; € Ov;/0x; ¢ linear, isto é:
0’Uk

Feo= T ,

i ijkl 893[
onde Tj;i; deve satisfazer as hipoteses de homogeneidade e de iso-
tropia do meio. Facamos o produto interno do tensor 7' com quatro
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vetores A, B, C e D, de modo a obter o escalar S, como segue:
S = TijklAiBjCle-

Esse escalar depende linearmente da magnitude de cada um dos ve-
tores. No entanto, sendo T isotrépico, o valor de S ndo depende da
direcao absoluta dos vetores, mas apenas da orientagao de cada um
com relagao aos demais. S depende, portanto, da magnitude e do
angulo entre os vetores ou, de forma equivalente, do produto escalar
entre os mesmos. Portanto:

S TijrAiB;jCyDy

a(A-B)(C-D)+5(A-C)(B-D)+7(A-D)(C-BAIL)

Outros produtos como (A x B) - (C x D) nao acrescentam mais in-
formagao a ja contida na equagao acima. Reescrevendo essa equagao
em notacao tensorial cartesiana:

TijklAiBjCle = ozAl-BiCij + ﬁAlCZBJD] + ’}/AlDZCJBJ
= (aéijékl + ﬂé,;kéjl + 'yéuéjk) AiBjCle.

Como essa equacao deve ser satisfeita independentemente dos quatro
vetores, tem-se que:

Tijii = 063501, + Béirdj + v0udjn, (1.42)

que é a forma mais geral dos componentes de um tensor isotrépico
de quarta ordem. Como cada delta de Kronecker é invariante sob
acao de uma transformagao de coordenadas ortogonal, T é também
invariante sob essa transformacdo. Adicionalmente, em virtude da
simetria do tensor de tensoes, temos:

3Uk avk
Tij = Tijrim— = Tj = Tjikliaml-

61‘1
Impondo essa condicao & Eq. 1.42 obtemos:
Boirdji +v0udsn = Pjrdi + 6510k,

o que implica:

(B=7)6ibj = (B—")badjk
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e  =7. Os elementos do tensor de quarta ordem T sdo portanto:
Tijit = 03565 + B (61651 + 0:1651) -

Levando em conta a pressao escrevemos o tensor de tensoes na forma:

ov ov
oij = —pij + Tijui 8:5]: —pdij + [adijonr + B (0irbji + 6udjn)] 67;;
_ 8vk (%i 8vj
= —pb;j + ad;j e + 8 <a$] + 8l‘l> .

Usando os simbolos usuais 4 em vez de S e A em vez de 7y, obtemos:

ov; ov; Ovg,
oy = p6”+'u<agj] 61‘Jl> +/\51]87xk = fpéij+2/¢eij+)\5ijekk.
(1.43)

O tensor de tensoes depende somente da pressao e da parcela simé-
trica do gradiente de velocidades e nao da antissimétrica, que repre-
senta a vorticidade.

Liquidos cuja estrutura molecular é relativamente simples obede-
cem em geral a essa relacao. As tensoes de cisalhamento agindo em
liquidos com estrutura molecular mais complexa, em particular os de
cadeia molecular muito longa, em certas emulsdes e em misturas, as-
sim como em liquidos com comportamento elastico, nao sao descritas
pela relagdo acima. Em alguns casos, como o do sangue, o fluido
comporta-se como nao newtoniano abaixo de certo valor da taxa de
deformacgao, e como newtoniano acima desse valor. Tais fluidos sao
encontrados com certa frequéncia em problemas de engenharia qui-
mica e de solidificagado de materiais fundidos. Tratamos aqui somente
de fluidos newtonianos.

Observamos, por fim, que as diregdes principais dos tensores de
tensao e de taxa de deformacao sao as mesmas, no caso de fluidos
newtonianos. Como ao longo das diregoes principais do tensor de
tensoes nao ha tensoes de cisalhamento, e para haver deformagao de
cisalhamento em fluidos newtonianos é necessério haver tensao, essas
ultimas nao existem ao longo das diregoes principais do tensor de
tensoes. As direcOes principais de ambos os tensores coincidem.
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1.10 Equacao de Navier-Stokes

A equacao de Navier-Stokes é obtida substituindo-se o tensor de ten-
soes 7 da equagdo do movimento, (Eq. 1.29), pela equacao constitu-
tiva dos fluidos newtonianos. Consideramos apenas o caso de fluido
incompressivel, em que se pode escrever o divergente do tensor de
tensoes 7 como:

187}‘]‘ . iﬁ ov;  0vj ok 9%v; 8211]- _
P2y 4 0 0% _ B,
pvvz+8xi8xj = vaz,

pois, pela equacao da continuidade dv;/0z; = 0. O coeficiente p/p
é denominado como coeficiente de viscosidade cinematica do fluido,
v (ou viscosidade cinematica, de forma abreviada). A Tab. 1.3 apre-
senta o valor da viscosidade cinemética de alguns fluidos a 20°C.

Tabela 1.3: Viscosidade cinemética e dinAmica de alguns fluidos a 20°C.

Fluido Viscosidade dindmica  Viscosidade cinematica
w—kg/sm v—m?/s
Agua 1,0 x 1073 1,0 x 106
Ar 1,8 x 107° 1,5 x107°
Alcool 1,1 x 1073 1.34 x 106
Azeite de oliva 8,4 x 1072 1,0 x 1074
Glicerina 1,42 x 1071 3,68 x 107*
Merctrio 1,70 x 1072 1,25 x 1076

Substituindo a defini¢do da viscosidade cinematica e levando em
conta que 0vj/0x; = 0 na Eq. 1.31 obtemos a equacao de Navier-
Stokes para fluidos incompressiveis:

ov; ov; B 1 0p

ot Yon, ~ pom

A equacgdo de Navier-Stokes, aplicavel a fluidos incompressiveis, pode
ser escrita de uma das seguintes formas, em coordenadas cartesianas:

+ v V20 + g;. (1.44)

Tabela 1.4: Formas da equagao de Navier-Stokes aplicavel a fluidos in-
compressiveis.



24 [CAP: 1. EQUAGCOES BASICAS DOS ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS

Forma vetorial Forma tensorial cartesiana

v +v-grad v v + Ovi

—_— —_— —_— ’l} =

ot & ot Oz

1 1 0 0°v;

—~—gradp+vViv+g P +v vi + g;
p p Oz O0z;0x
Dv 1 Du; 1 Op 0%v;
= + g

— =——gradp+vVivitg
P

Dt Dt p ox; v O0x;0x;

1.11  Os Numeros de Reynolds e de Froude

Frequentemente, trabalham-se com as variaveis da mecénica dos flui-
dos na forma adimensional. Surgem entao alguns grupos adimensio-
nais, como os numeros de Reynolds e de Froude, conforme mostrado
abaixo.

Consideremos o escoamento de um fluido sobre um corpo de com-
primento d, e sejam py e Uy a pressao e a velocidade do escoamento
longe do mesmo. A equacao de Navier-Stokes toma a forma:

ov 1
+v.gradv = ——gradp+v Vv +g.
ot P
Sejam:
v =Upv* v, = x7d
t = t*d/Up p = p*pUg,

onde as variaveis adimensionais identificam-se pelo asterisco. Substi-
tuindo as expressoes acima na equagao de Navier-Stokes encontramos:

2 * 2
%(%Z* —|—v*-gradv*> = —%grad —|—Z vViv* + g

Multiplicando essa equagio por d/UZ, obtemos:

ov* gd g
* dv* = d 2. %
o +v*-grad v gradp® + ———— d/ Vv + 2= 7
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O grupo adimensional Re = Uyd/v denomina-se nimero de Reynolds
do problema. Depende das propriedades fisicas do fluido e de ca-
racteristicas geométricas do corpo sobre o qual o fluido escoa. O
numero de Reynolds existe quando o problema tem uma velocidade
(ou velocidade angular) imposta como parametro.

O grupo adimensional Fr = (UZ/gd)'/? chama-se ntmero de
Froude. Usando a definicao dos numeros de Reynolds e de Froude
e representando as varidveis adimensionais sem os asteriscos reescre-
vemos a equagao de Navier-Stokes na forma adimensional:

av

ot

1 g

=. 1.45
Fr2g ( )

1
+v-grad v = —gradp—&—R—VQv—i—
e

A adimensionaliza¢do dessa equacdo e a introduc¢ao do conceito de
numero de Reynolds permitem identificar a importancia relativa de
alguns termos. O termo (1/Re)V?v representa os efeitos viscosos do
escoamento. Vé-se que tais efeitos sao menos importantes quando
o namero de Reynolds do escoamento é elevado, como é o caso dos
escoamentos compressiveis. Tomando como exemplo um escoamento
em torno de um corpo no ar, com velocidade de 100m/s, e sendo a
dimensao carcteristica do ar igual a 5m, e a viscosidde do ar, v =
107°m? /s, temos um ntimero de Reynolds Re = 5x 107 e um ntimero
de Froude tal que Fr? = 204,. Esse resultado mostra que, em muito
casos, os efeitos gravirtacionais e os viscosos podem ser desprezados
em escoamentos de alta velocidade.

1.12 Equacgao da Vorticidade

A equagao de Navier-Stokes pode ser escrita sem a pressao, seguindo-
se 0 mesmo procedimento que usamos na dedugao da Eq. 1.36. Ob-
temos:

%(rot v) = rot (v x rotv) + v VZrot v. (1.46)

O rotacional da velocidade recebe o nome de wvorticidade. A equagao
acima também pode ser escrita sob a forma:

Dw

D =Y gradv + v VZw, (1.47)
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onde w = rotv. Demonstramos essa tltima, que é conhecida como
equagdo da vorticidade [12]. Aplicando o operador rotacional a equa-
¢ao de Navier-Stokes com o termo v - gradv escrito, em notagao
tensorial, na forma gradv?/2 + rotv x v obtemos:

o O (O O vy )
oz \ ot " oz, 2 TR T
o (10 o

< O s +gk),

ijkr— | —— 5 — t VvV
Cigk Oz p Oz, 0z p0zy

onde w, ¢ a componente geral de rotv. O rotacional de um gradi-
ente e o de uma constante sao iguais a zero. Em consequéncia, os
termos contendo o gradiente de v?/2, da pressdo, e o termo contendo
a aceleragao da gravidade anulam-se. Adicionalmente, trocamos a
ordem de derivagao de alguns termos e obtemos:

9, (9w, Oup o Ovg\ _ 0 [ Ou
otk Oz; ChijChpa ”qamj wpﬁxj ~ Ox,07y e”kaxj '

O primeiro termo do lado esquerdo e o do lado direito da equagao
acima sdo, respectivamente, os elementos gerais de dw /0t e de vV3w.
Fazendo essa substituigdo e a de €g;jeppg = 0ipdjq — diq0jp Obtemos:

Ow; Owp ovg\ 9
ot + (0ipdiq — 0igdip) (vq oz, +wp8xj) = vV-iw;.

Desenvolvendo o segundo termo do lado esquerdo da equagao anterior
obtemos:

Ow. v,
(Gipdjq — diqbjp) (Uqaxj + Wpaxj) =
o Qi 0w O Ov o Owi O
"oz, Ox; 'Oz, TOx; 0z, T Ox;

Reagrupando os termos chega-se a:

ﬁJrv 9 w; = wlavi + vV,
ot 9x,) " oy v

o que completa a demonstragao da Eq. 1.47.
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Observamos que, no caso de escoamentos bidimensionais, a vor-
ticidade é perpendicular ao vetor velocidade. As linhas do tensor
grad v contém o gradiente de cada componente da velocidade e sao
perpendiculares & vorticidade. Consequentemente, w - gradv = 0.
A Eq. 1.47 reduz-se a:

Dw
Dt

Cabe também mencionar a relacao existente entre vorticidade e

efeitos viscosos. Utilizamos a identidade vetorial:

rot (rotv) = grad(divv)— Vv.

= vVw.

Levando em conta que divv = 0 para fluidos incompressiveis, tem-se
que:

rot (rotv) = —V?v = ——divr.
Essa equagao pode ser reescrita na forma:
1
rotw = ——divr. (1.48)
1

O resultado acima mostra que, havendo desbalanceamento das forgas
viscosas, o rotacional naquele ponto sera diferente de zero. Escoamen-
tos incompressiveis e isentropicos nos quais a vorticidade é diferente
de zero estao, ou estiveram no passado, sob agao de efeitos viscosos.
Como regra geral, efeitos viscosos produzem vorticidade.

Os resultados dessa se¢ao aplicam-se ao caso de fluidos incompres-
siveis. Efeitos de compressibilidade ou variagoes de entropia sao ou-
tros fatores de producao de vorticidade, como sera visto na Sec. 1.13.

1.13 Equagao da Circulagao

Nesta secao identificamos os mecanismos que dao origem a wvortici-
dade, isto é, ao movimento de rotagao de massas de um fluido. Con-
sideremos uma superficie A do espago, delimitada por uma curva C
conforme Fig. 1.6, e seja dl um elemento de arco desta curva. O fluzo
I" do vetor vorticidade através da superficie A é definido como:

T :/rotVondA = ?{v~dl.
A c
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Esse fluxo é igual
a circulagao do vetor
velocidade ao longo
da curva que deli-
mita a regiao con-
siderada, de acordo
com o teorema de
Stokes. A existén-
cia de uma circu-
lacao indica que a
velocidade média ao
Figura 1.6: Circulagdo em torno de uma massa longo da curva é di-
de fluido que desloca. ferente de zero, e

o teorema de Stokes
assegura que nesse caso o valor médio do rotacional na regiao interna
a curva também ¢é diferente de zero. Identifiquemos os fatores que
influem na evolugao da circulagdo ao longo de uma curva que se des-
loca de forma solidaria a uma massa de fluido, isto é, determinemos
DT'/Dt. Podemos escrever:

DF def Du; Dux;
eijt dl*y{Dv,dxz f dz; + fvith

ou entao
Dr D, D, 1
- = “d; i dv; = “dz; = dv?,
Dt CthJrfg”” CDtx+j€2U

onde v? = v-v. A tltima integral representa a soma das variacoes de
uma fungao ao longo de uma curva fechada. Como o ponto final da
integracao coincide com o inicial, o valor da fun¢ao nos dois pontos
é 0 mesmo, e a integral acima é igual a zero. Temos entao:

Dr Du;

[ da;
Dt ~ Dt

Levando em conta que, pela equacao da quantidade de movimento:

Du _ _10p 10w,
Dt pdxi pOx;
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Dor —f lapdxﬁf L0% 4,
Dt c pOox; c p 0x;

Dpr 107,
2L _jf @Jr% 19T . (1.49)
Dt c P JopOz;

Sabe-se da termodinamica que:

temos:

ou ainda

Tds = d —d—p,
p

donde obtém-se que:

d
_P _ Tds—dh.

p

Substituindo o resultado acima na primeira integral do membro di-
reito da Eq. 1.49 obtemos:

— @:?{Tds—y{dh.
c P C C

A segunda integral do membro direito da igualdade acima representa
a soma de variagoes de uma fun¢ao ao longo de uma curva fechada.
A integral é igual a zero, conforme discutido acima. Portanto:

dp

:}{Tds.
c P c

A Eq. 1.49 pode, portanto, ser escrita na forma:

oro_ ]f Tds+ f LT

Dt c c p Oz;
Como a temperatura é um nimero sempre positivo, a primeira in-
tegral do membro direito da equacao acima se anula nos processos
isoentrépicos, e em alguns casos onde haja variacoes para mais e para
menos na entropia do fluido ao longo da curva sobre a qual a circula-
¢ao é calculada. A circulagao é, em geral, diferente de zero quando a
entropia varia ao longo da curva, quer devido a processos reversiveis,
como o de aquecimento, quer devido a irreversibilidades que ocorrem,
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por exemplo, na mistura de massas de ar de temperaturas diferentes,
ou de massas de d4gua do mar com salinidades diferentes. A segunda
integral da Eq. 1.49 caracteriza variagoes da circulagao em virtude
da agao de efeitos viscosos.

A Eq. 1.49 apresenta um resultado completamente geral, que da
origem a dois teoremas sobre a formacgao de vortices. O primeiro é o
Teorema de Bjerknes, que afirma que, na auséncia de efeitos viscosos:

DT d
bl S (1.50)
Dt c P
Esse resultado mostra que, de forma geral, as irreversibilidades ter-
modindmicas geram circulagao.

O segundo resultado é conhecido como Teorema de Kelvin, que

afirma que, na auséncia de variagoes de entropia e de efeitos viscosos:
Dr
Dt

Esse tultimo resultado ressalta a importancia dos escoamentos ir-
rotacionais, pois mostra que, quando os efeitos viscosos e de variagao
de entropia sao despreziveis, e o campo é irrotacional, em um dado
ponto, o escoamento serd sempre irrotacional. Por outro lado, se
uma determinada massa de fluido apresenta circulacao diferente de
zero em um dado instante, essa circulagao conserva-se & medida que
a massa se desloca.

Um mecanismo de geragao de vorticidade nos sistemas naturais
provém, portanto, das irreversibilidades viscosas ou de misturas de
massas de fluido com caracteristicas distintas. Se, em um instante
inicial, a vorticidade contiver um modo da forma:

= 0. (1.51)

vy = exp(ikT) + . ..
o termo nao linear da equagao de Navier dara origem, progressiva-
mente, a modos com vetores de onda maiores, pois:
vy Ovg

o e T

—exp(ikx)ik exp(ike) + . ..
= —ikexp(2ikz)+ ...,

isto é, os vortices quebram-se progressivamente, até que atinjam na-
meros de Reynolds suficientemente baixos para que os efeitos dissipa-
tivos manifestem-se e o vortice desfaga-se por efeito da viscosidade.
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1.14 Equacao da Energia Total (e + v?/2)

A equacgao da energia total é obtida através de procedimento seme-
lhante ao adotado quando deduzimos as equagoes da continuidade e
da quantidade de movimento: considera-se um volume de controle
fixo no espago e iguala-se a taxa de variacao da energia dentro do
mesmo com o balanco dos diversos fatores que contribuem para que
a energia total contida dentro do volume varie. Obtém-se a forma
integral da equagao de energia. Com o auxilio do teorema de Gauss
passa-se & forma diferencial.

Consideremos um volume fixo no espago. A taxa de variagdo da
energia total por unidadede masssa (e + v?/2) dentro desse volume
deve incluir o balanco do fluxo de energia através das paredes do
volume, o trabalho das forgas de superficie e de volume, o balango do
fluxo de calor através da superficie de controle e o calor eventualmente
gerado dentro do volume por reagoes quimicas, efeito Joule, ou de
outra forma [4, 5].

Esquematicamente:

Taxa de acumulacio de (e + v?/2) dentro do volume
de controle, isto é, variagdo de (e + v?/2) dentro do
volume por unidade de tempo

Trabalho das forcas apli-
Fluxo liquido de (e+v?/2) cadas & superficie de
- + .
para fora do volume controle por unidade de
tempo
+

Trabalho das forgas de Fluxo liquido de calor
volume por unidade de | —
para fora do volume

tempo
+

(Taxa de geragao de calor dentro do volume)

Essa equacao exclui algumas formas de transferéncia de energia en-
tre o meio e o volume de controle, como, por exemplo, o trabalho
fornecido ao volume de controle através de um eixo, que é o caso de
motores, geradores ou turbinas. Esse caso é tratado na Sec. 1.16.
Expressemos cada uma das parcelas acima em forma matematica. A



32 [CAP: 1. EQUAGOES BASICAS DOS ESCOAMENTOS COMPRESSIVEIS

taxa de acumulacio de (e + v?/2) dentro do volume de controle &

dada por:
0 v?
— — | dV.
fare (” 2)

Para calcularmos o fluxo liquido de (e + v?/2) para fora do volume,
lembramos que o fluxo de massa através de um elemento de érea dA
da superficie de controle é dado por pv;n; dA. Se o multiplicarmos
pela energia total por unidade de massa, isto &, por (e+v2/2), teremos
uma expressao para o fluxo de energia total que cruza o elemento de
area: p (e +v%/2)vjn; dA. Integrando esse termo ao longo de toda a
superficie de controle teremos o fluxo liquido de energia para fora da
superficie de controle:

v2
]ip (e + 2) v;n; dA.

O trabalho por unidade de tempo das forgas de superficie é dado pelo
produto escalar da forga pela velocidade local. O elemento de forca
de superficie ¢, por sua vez, dado por o;;n; dA, conforme visto no
capitulo anterior. O trabalho elementar por unidade de tempo das
forgas de superficie ¢ entao dado por v;o5n; dA.

O trabalho elementar por unidade de tempo das forgas de volume é
dado pelo produto escalar das forcas de volume, que no caso presente
é a forca gravitacional, com o vetor velocidade: pv;g; dV.

Integrando o termo referente ao trabalho das forgas de superficie
ao longo de toda a superficie de controle e o das forgas de volume em
todo o volume, obtemos:

j{viaijnj dA+/ PU;g; dV.
S 14

O fluxo de calor para fora do volume de controle através de um ele-
mento de area dA da superficie é dado por g;n; dA.

O calor gerado em um elemento de volume por unidade de tempo
é dado por QdV.

Integrando o primeiro termo ao longo de toda a superficie de
controle e o segundo em todo o volume obtemos:

S \%
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Cabe notar que a primeira integral acima, com o sinal negativo a
frente, calcula a taxa liquida de transferéncia de calor para dentro do
volume de controle. Reagrupando todos os termos obtemos a equagao
da energia total na forma integral:

0 v? v?
_ R - R ‘n. dA
/Vatp<e+2>dv jép(e—&—2>v]njd +
S 14 S |4

Os termos que multiplicam o fator ndA nas integrais de superficie
sao grandezas vetoriais. O teorema de Gauss aplica-se, portanto, e
essas integrais podem ser transformadas em integrais de volume. A
forma integral da equacdo da energia total pode entao ser reescrita

como:
0 v? 0 v?

8’”0” dV+/ pvigidV—/ %dVJF/ Qadv.
v Oz; 1% v 0x; A%

A equagao acima deve se aplicar para volumes de qualquer tamanho,
particularmente, para volumes infinitesimais dV. Considerando esse
iltimo caso, suprimindo o sinal de integragao, e dividindo a equagao
resultante por dV e passando o primeiro termo do lado direito da
equagao acima para o esquerdo, obtemos:

0 v? 0 v? Qo dq; .
o’ (H ) oz, <e+ 2) U= gy, TPVIST g T@
(1.53)
Os dois termos do membro esquerdo da equagao acima se simplificam

da seguinte forma:

0 e+v2 0 e+v—2 v = o e+i +

o’ "o, 2 Y 2

Pioe; \© 3 ¢ ot " ox; ) ~ PDe\“ T2 )

pois dp/0t + 0(pv;)/0x; = 0 (equaco da continuidade).
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Reescrevemos o termo de 0 (v;0y;) /0x; e —0g;/0x; da Eq. 1.53,
lembrando que 0;; = —pd;; + 7i; (Eq. 1.24):
0v;o;; 0 0v;pdi;  OviTij ovip  0v;Ty;
zz:7i_5i. ) = — iP04j ilij 7 11].
&vj 89cjv ( Poi +T'7) ij + a(t]’ 89:1 + aCCj
O fluxo de calor é substituido por sua expressao, dada pela lei de
Fourier:

oT
= —K——. 1.54
4q; K‘axj ( )
Em notagao vetorial:
q = —kgradT. (1.55)

Essa equacao é dada, em coordenadas cilindricas e esféricas, respec-

tivamente, por:
8‘17‘ 1 (94]7, 6(1
—K < er + eg+ — ez>

4= o T 0 T oz
B 9g; 1 9g; L 9gs
4= K(@rer+r80e9+rsen08¢e¢ '
Obtemos para o divergente do fluxo de calor:
0q; 0 oT 02 9
axj 8xj ( ﬁax]’ ) ﬁaxi Y

Reagrupando os termos e dividindo por p, obtemos a equagao da
energia total:

D V2 1 0pv; 1 Ovimyy K o Q

= =] =-= = Wi+~ V2T + <. (1.56
Dt<e+2> p Ox; p Ozj +Ug+p +p (1.56)
Na forma vetorial:

D 2 1 1 '

— <e+U> = —*diVVp-f—*diVV‘T+V‘g+EV2T+Q. (1.57)
Dt 2 p p p p

1.15 Equacao da Entalpia de Estagnacao
(ho =h + 1}2/2)

A equagado da entalpia de estagnacdo é obtida a partir da equacao
da energia total, que surge ao transformarmos essa tltima, da forma
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integral para a forma diferencial, empregando o teorema de Gauss
[9]. Substituindo as egs. 1.24 e 1.54 na Eq. 1.53 obtemos:

O (o)
ot 2 ) =

9 e—i—U—Q UA_@vjp_’_@vﬂU_’_ . 9T +0
'p 2 J 8:L'j (3' P Y 8Ij8$]‘ '

Agrupando os dois primeiros termos do membro direito da equagao
acima e passando-os para o membro esquerdo, resulta:

8 +U2 0 e+£+i vj = %—F v;9; +
at’ t o, ° p " 2) T Ty TPV

o*T .
Hal‘jafﬂj + Q

Somando o termo dp/dt aos dois membros da ultima equagao:

at o’ 2 ) "o, P\ T T2 ) T

2
oz,0m; T 9

Op  OviTyj
ot * Ox;

+puigi + R

O termo dp/0t do membro esquerdo da equagdo acima pode ser in-
corporado a d(e + v?/2)/0t, resultando em:

0 2 0 2
8t (e++>6 <e+ +2>J=

Op  OviTyj 2 n Q

ot t os, 0,0z,

+pvigi + Ky——F—

Como hg = e+ p/p + v?/2 por defini¢io, temos:

0 0 Op 0 9 :
— ph —ph P = = —U; T4 idi T .
8tp 0+6‘ij 0Vj at—f—axjvm—&—pvg +rVT+Q
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Desenvolvendo os termos do membro esquerdo dessa tultima equacgao,
obtemos:

9 9 Ohy  Ohy ap  pv;
9 pho+ 2 phov; = p20 h -
at P T ag, MMt T Py TP, T 0<8t+8
Oh , Oh _ Di
ot "M%, — "Dt

pois Op/0t+ Opv;/0z; = 0 (equagao da continuidade). A equagao da
entalpia de estagnacao toma, portanto, a forma:

Dhy 18;0 181}17” Q

= vigi VQT 1.58
Dt p ot p Oz tugit * p ( )
Na forma vetorial:
Dhyg 19p 1 o Q
— = di veT 1.59
Di p8t+ ivv-T4v- g—l—p —|—p ( )

No caso de um escoamento permanente sem efeitos viscosos, sem fon-
tes internas de calor e desprezando efeitos gravitacionais, a equagao
da entalpia de estagnacao torna-se:

% _F v2T

- 7

Dt p
0 que mostra que a adigao de calor através da superficie da particula
de fluido faz aumentar a entalpia de estagnacao da mesma.

Pode-se incorporar o termo v;g;, da Eq. 1.58, ao membro esquerdo
dessa equagao, o que resulta adicionar a entalpia de estagnagao um
termo referente & energia potencial. De fato, considerando um refe-
rencial com o eixo z na direcao vertical e orientado para cima, tem-se

que:
Dhy

Dho g = (2 40,2 Y o +
Dt Vigi = ot U]a 0 pPU2G-

Pode-se escrever também, que:

D P Vo = P o P - P2,
ot " ox; )97 T Yot T 0s, T gy, T e T
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pois:
0: _ 0 .
Ot Oty g '
Portanto:
Dhy D bt v? n
Ty " Vigi = > Z
Dt "9 T Dy 2 Y

e a Eq. 1.58 pode ser reescrita como:

. .
D ( ) _lop 150272J+EV2T+% (1.60)

h+v + +
— z
9 p Ot p Oz p

2

Dt

1.16 Nota sobre a Forma Integral das Equa-
coes da Entalpia

A forma integral da equacao da energia total simplifica-se no caso
em que algumas hipéteses podem ser feitas. Consideramos o campo
de velocidades em que os termos viscosos possam ser desprezados e
na condicdo em que nao ha geracio de calor, Q, dentro do volume
de controle. Nao havendo efeitos viscosos, o trabalho das forgas de
superficie reduz-se ao das forgas de pressao. Substituindo a Eq. 1.24
em 1.52 e levando em conta as hipoteses acima, obtemos:

0 v? v?
/Vatp<e+2>dv = —?gp<6+2>vjnjdz4—

%pvjnj dA+/ PY;; dV—%anj dA.
s v 5

O integrando do segundo termo do membro esquerdo da equagao,
pujn; dA, representa o trabalho por unidade de tempo da forca de
pressdo (pn; dA) multiplicada escalarmente pela velocidade do esco-
amento naquele ponto, isto é, o trabalho realizado por unidade de
tempo para que um elemento de volume dx dA entre (ou saia) do
volume de controle. Esse termo pode ser incorporado ao primeiro,
resultando em:

0 v? p 2
/Vatp<e+2)dv = —j(ép(e—s—p—i—Q)vjnjdA—i—

/ pg;v; AV — j{ g;nj dA. (1.61)
14 S
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Considerando um referencial com o eixo z na dire¢ao vertical e ori-
entado para cima, reescrevemos o segundo termo do membro direito
dessa equacao, na forma:

/pgjvj dV = /pvJ dgz dV = /pvja dV =
v dz 9]
Opv;gz / Opv;
— av + | gz dv. 1.62
v al'j v 8xj ( )

Substituindo a Eq. 1.62 na Eq. 1.61 e somando

opgz
v Ot

av

aos dois membros da equagao resultante, obtemos:
dpgz 0 v?

dv — | adV =
y ot T / o’ ( )

2
z p Opvjgz

— e+ =+ — v-n-dA—/idV—k
sp< p 2) 7 v Ox;

dpgz / Opv; j{
av + [ gz dVv — ¢ gjn; dA.
v ot v O s

O terceiro e o quarto termo do membro direito da ultima equagao
anulam-se, em virtude da equagao da continuidade. Agrupamos os
dois termos do membro esquerdo, reescrevemos o penultimo termo
do membro direito na forma de uma integral de superficie usando o
teorema de Gauss, e 0 agrupamos ao primeiro termo desse membro.

Obtemos:
K] 2
/8t <e+2+gz)dv—
p v
—¢plet=+—+gz|vyn;dA— ¢ gn;dA.
s p 2 S

O volume de controle pode produzir ou receber trabalho mecénico por
unidade de tempo, que nao é devido a forgas viscosas, nem de pressao
ou ao peso. E o caso de maquinas rotatérias em geral, como bom-
bas, turbinas, ventiladores etc., que recebem ou produzem trabalho
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através de um eixo. Acrescentando o termo W, que representa esse
trabalho por unidade de tempo, produzido pelo sistema, obtemos:

/9 v dv——jf h+f+ my dA —
Vatp e 5 gz = Sp 5 gz | vjn;

7{ gnjdA —W. (1.63)
S

Essa equacao reduz-se a formas semelhantes as da primeira lei da
termodinamica, normalmente apresentadas nos livros introdutoérios
da disciplina. Por exemplo, no caso de sistemas fechados, que nao
trocam massa com o meio:

/g e—i—vj—l- z|dV = —j{ n;dA — W
vt 2 7Y A ‘

No caso de sistemas abertos, que nao produzem trabalho, como o de
trocadores de calor, obtém-se:

/g e+ﬁ+ z|dV = 7% h+vj+ z | vjn; dA —
Vatﬂ 5 7Y = SP 5 T 9% ) Uiy

% anj dA.
S
Em regime permanente:

2
j{anjdA = —%p<h+v+gz>vjnjdA.
s s 2

Essa equacao mostra que a taxa de transferéncia de calor para fora
do volume de controle é igual ao fluxo liquido de entalpia total para
dentro do mesmo.

No caso de sistemas abertos, em regime permanente, que nao
trocam calor com o meio, como é o caso de bombas e de turbinas:

. 2
W = —fp<h+02+gz>vjnjd/1.
s

Essa equagao mostra que o trabalho produzido é igual & diferenca
entre o fluxo de entalpia total que entra e o que sai do volume de
controle.






Capitulo 2

Escoamentos
Compressiveis
Quase-Unidimensionais

2.1 Introducao

Este capitulo trata do escoamento quase-unidimensional, de um fluido
compressivel [9]. A Sec. 2.2 aborda o escoamento isoentrépico em bo-
cais de area transversal variavel. Define-se o ntimero de Mach, obtém-
se a relagao area-velocidade e as equagoes que relacionam tempera-
tura, pressao e massa especifica em um ponto do bocal ao ntimero de
Mach do escoamento no mesmo ponto. Estuda-se a propagagao isoen-
tropica de ondas de pequena intensidade, isto é, do som (Sec. 2.3) e de
ondas fortes, incluindo compressao por choque, fendémeno que ocorre
com produgao de entropia (Sec. 2.4). Estuda-se por fim a analogia
entre o escoamento isoentrépico em bocais convergentes-divergente,
e discute-se a analogia com o escoamento de liquidos com superficie
livre em canais de area transversal variavel.

41
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2.2 Escoamento Quase-unidimensional Iso-
entropico

Consideremos o escoamento quase-unidimensional, permanente, de
um gas perfeito, através de um bocal convergente-divergente con-
forme Fig. 2.1. Por quase-unidimensional entendemos o escoamento
em que a componente de velocidade u é muito maior do que as com-
ponentes v e w, e estas ultimas podem ser desprezadas. Nesse caso
redefinimos a velocidade v como a relagao entre a vazao volumétrica
Q e a area A da secfo transversal do bocal (u = Q/A).

Desprezando-se os efeitos gravitacionais, o balango dos fluxos da
componente x da quantidade de movimento entrando e saindo em
uma se¢ao de espessura dx, perpendicular ao escoamento, é obtido
a partir da equagdo de Euler (Eq. 1.33). Desprezando efeitos gra-
vitacionais e viscosos, e consideramos o escoamento em um duto de
area transversal variavel. A equacdo da componente da velocidade
perpendicular a secgao transversal do duto reduz-se a:

du  1dp

u%— p dx

A velocidade u, utilizada na equacao acima pode ser considerada
como a relagao entre vazao volumétrica e area transversal do duto,
desde que a velocidade seja uniforme ao longo da secgao, que é o caso
considerado.

Multiplicando essa

L// equagao por dz obte-
mos:

A/A*% :

P d
) /’K R dp

A

Essa relagao mos-
tra que, na ausén-
cia de efeitos visco-
sos e gravitacionais,
a pressao sempre diminui quando a velocidade aumenta. Além de
desprezar os efeitos viscosos, consideramos que nao haja transferén-
cia de calor entre as particulas do fluido nem geracao interna de calor.

Figura 2.1: Esquema de um bocal convergente-
divergente.
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Consequentemente, a equagao da entropia,

D 1 '
T2~ fT:gradv+EV2T+Q,
Dt p p p

simplifica-se e toma a forma:
Ds
Dt
isto é, o escoamento é isoentropico. Em cada ponto do campo temos
que:

=0,

p = plps)

_ (o 9 _ (9
W= <8p)sdp+(58>pds B <5p)sdp’

pois ds = 0. Nos casos em que os efeitos viscosos ndo sdo despreziveis,
em que haja transferéncia de calor ou, de forma geral, em processos
onde a entropia varie, p = p(p, s). Nesses casos a equagao de Eu-
ler passa a conter um termo em que a variagao de entropia, ds/0x,
aparece explicitamente:

o a28p+(3p> ds

0s

paa:

ox ox

No caso isoentrépico, a equagao de Euler escreve-se como:

wdu = 1 (8]3) dp.
p\9p/,

O termo (Op/dp)s tem dimensdes de uma velocidade ao quadrado.
De fato:

&) - 7] - )] - 5]

Denominemos essa velocidade por a, isto é, (9p/dp)s = a?. Veremos
adiante que a & a velocidade do som. Substituindo (9p/dp)s por a?,
na equagao da quantidade de movimento, obtemos:

udy = —GQQ. (2.1)

P
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Essa relacdo mostra que a massa especifica sempre cai quando a ve-
locidade aumenta, pois a? é positivo. Além disso, vemos que quanto
maior for a velocidade, maior sera a queda da massa especifica. Acima
de um determinado valor da velocidade, a queda da massa especifica
é tao acentuada que se torna necessario que a se¢ao transversal do
bocal aumente para que a velocidade aumente. A variacdo da massa
especifica com a velocidade é responsavel pela diferenca qualitativa
entre os escoamentos compressiveis e incompressiveis.

Expressemos a em fungao das demais variaveis do escoamento.
Para um processo isoentrépico, temos que p/p? = C* onde v é a
relagao entre os calores especificos a pressao e a volume constante do
gés, respectivamente C), e C,. Portanto:

p = C*p

(4),

Como p/p = RT

p -1 _ P
5P = 7
P P

Cte’yp771 —

5p) 2 _ P
= Q = - = RT. 2.2
(ap ) 7, = (2.2)

O termo dp/p da Eq. 2.1 pode ser substituido utilizando-se a equagao
da continuidade, pAu = C*, de modo a obtermos uma relacio entre

a velocidade do escoamento e a area da secao transversal do bocal.
A equagao da continuidade também pode ser escrita como:

d dA d
!
p A U
pois integrando-se esta dltima obtém-se:
logp+log A +logu = C*

ou pAu = C*. Substituindo-se:
dp dA  du
ria ( A u>

4 du
A u )

na Eq. 2.1 obtemos:

udu = a2<
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Remanejando os termos, obtemos:

gy e _dA
2T w T A

Definimos o ntmero de Mach, como sendo:

U

M = —. 2.3

) (23)

Trata-se da relagao entre a velocidade do escoamento e a velocidade

do som no ponto considerado. Utilizando essa definicao e pondo

em evidéncia o termo du/u do membro esquerdo da equagdo acima,
obtemos finalmente:

(M?—1) du_ dA (2.4)

U A
Varias conclusoes depreendem-se da Eq. 2.4: em primeiro lugar, a
equagao indica que, para nimeros de Mach menores do que 1, o co-
eficiente do termo du/u é negativo. Em consequéncia, a velocidade
aumenta quando a area transversal do bocal diminui. Para nimeros
de Mach menores do que 1, o comportamento do escoamento é por-
tanto, qualitativamente o mesmo dos escoamentos incompressiveis.
Entretanto, quando o nimero de Mach é maior do que 1 o coefici-
ente de du/u é positivo, indicando que a area da sec¢do transversal
deve aumentar para que a velocidade aumente. M = 1 é o valor
além do qual a massa especifica passa a cair mais depressa do que
a velocidade aumenta, alterando qualitativamente o comportamento
do escoamento. Velocidades maiores do que essa s6 sao obtidas se
a area transversal do bocal também aumentar. Por fim, a Eq. 2.4
indica que o escoamento isoentrépico s6 atinge a velocidade sbnica
(M =1) em locais do canal, onde a area da segao transversal nao va-
ria (dA/A = 0), como, por exemplo em uma garganta. Nesse ponto,
tanto o escoamento pode se acelerar (du > 0), quanto desacelerar
(du < 0).

Portanto, para que um escoamento isoentropico alcance veloci-
dade supersodnica, é necessario que o mesmo se faca através de um
bocal convergente-divergente e que atinja M = 1 na garganta. Para
que o escoamento passe ao regime supersonico na parte divergente do
bocal, ha condigoes de pressao a serem satisfeitas, que estudamos a
seguir.
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Cabe por fim notar que a passagem do regime subsonico ao su-
personico pode ser feita sem bocal convergente-divergente, como é o
caso de explosoes, em que a condigao de escoamento isoentréopico nao
é satisfeita.

Relacionamos agora a temperatura, pressao e massa especifica
com o numero de Mach em um ponto do escoamento. Para isso,
utilizaremos a equagao da entalpia de estagnagao, hg, sendo hy =
h+u?/2:

Dh 1op 1 0 K '

0o 2%y = v+ vigi + — VT + 9

Dt p Ot  p Oxj p p

Na auséncia de efeitos viscosos, gravitacionais, sem transferéncia de

calor e em condicoes de regime permanente, essa equagao toma a
forma:

Dhyg

Dt

isto &, hg = C*¢. Temos entdo que:

207

2
ho = h+%:cte.

Como a entalpia de um géas perfeito é dada por h = C,T, podemos

escrever:
2

u
CoTo = GT+ 5 = cre, (2.5)
onde Tj é a temperatura de estagnacao, isto €, a temperatura absoluta
do fluido em condigoes de velocidade nula.
Eliminamos os calores especificos da equagao acima, lembrando
que

Cp—C, =R
Cp R R
C, o 7
Por outro lado:
2 2
@ =R = S —  or = 4 - @

R/C, -1
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Podemos entao reescrever a Eq. 2.5 na forma:

2 2 2
ag a u te
-1 771_‘_2 ’ (2:6)

onde ag e a sao os valores da velocidade do som nas temperaturas de
estagnacao e local, respectivamente, Ty e T'. Multiplicando a equagao
acima por (y — 1)/a?, obtemos:
2 2

a —1lu

a 2 a
Mas a3/a® = yRTy/YRT = To/T e u®/a*> = M?. Obtemos uma
equagao que relaciona a temperatura de estagnacao do escoamento
com a temperatura local e o correspondente ntiumero de Mach:

TO ’)/—1 2
— = 1+ —M" 2.7

Usando as relagoes:

obtemos:

% - (1+721M2>1/(“) (2.8)
e

%" - (1+721M2)7M_1). (2.9)

Diz-se que no ponto em que o namero de Mach é igual a 1, o esco-
amento encontra-se em condigoes criticas e representa-se as propri-
edades do mesmo, nessas condigdes, com um asterisco (p*, p*, T*
etc.). A velocidade do som na temperatura 7™ é representada por a*.
Determinamos a relagao entre a temperatura critica e a temperatura
de estagnagao, massa especifica critica e a massa especifica de estag-

nacao e entre a pressao critica e a pressao de estagnagao para o caso
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do ar (y = 1,4), utilizando as egs. 2.7, 2.8, ¢ 2.9

T* —1\ !

= = <1+72) — 0,833

0
* -1 —1/(v-1)

% <1+ 72) — 0,634
0
* _1 —v/(v=1)

% - <1+72> — 0,528
0

Exprimamos agora a relagao entre a area de uma segao qualquer onde
o nimero de Mach é M e a area critica do bocal em funcao de M,
isto &, procuraremos uma relagdo da forma A/A* = f(M). Para
isso utilizaremos a equacao da continuidade em regime permanente,
pAu = C*. Em particular:

pAu = p*A*u*.
Essa equagao pode ser reescrita como:

A _pa el

A pou po p M+’

onde M™* é o nimero de Mach obtido dividindo-se a velocidade local
do escoamento pelo valor da velocidade do som onde u = a.
As relagoes p*/po e po/p podem ser obtidas da Eq. 2.8:

i B (1+7_1>—1/(W—1)_(,y_i_l)—l/(v—l)_( 9 >1/(v—1)
P20 2 2 vy+1

1/(v=1)
-1
po - _ (1+ g ,”2> .
p 2

Portanto:

" _ 1/(y—1)
Pro { 2 <1+v 1)M2}
po P v+1 2

A 2 ')/—1 9 1/(y-1) 1
) = 1 M . 2.1
(A*> [7+1< 2 )] M (210)
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Expressemos 1/M*? = f(M). Utilizando a Eq. 2.6, podemos escre-

ver:
a% B a2 +U72 B a*2 +a*2
y—1 ~—1 2  ~y—=1 2’

ou
a U y+1 a2

y=1"2  2(y-1)

Dividindo essa tltima equacao por u2, obtemos:

1 1 +1 o+l 1
M2y—1 2  2(y—1)M*2’
Portanto:
1 1 1 1\ 2(v=1) 2 v—1
M*2 M2~v—1 2] ~+1 M2(y+1)  ~v+1
-1
24 -pM? 1T
- + M2 ytlye
(y+1) 1M
Conclui-se dessa ultima que:
1 2 VR BN |
= 1 M= | —. 2.11
M*2 'y+1( + 2 >M2 (2.11)

Levando esse resultado a Eq. 2.10, encontramos:

(2) -

9 -1 2/0-D o -1 1
) )

Portanto:

A 2 _ i 2 1+771M2 (v+1)/(v=1)
A ) M2 |y +1 2 '

Essa equacao relaciona a area da secao em que o nimero de Mach
do escoamento é M, com a area da garganta na condigao de que
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o numero de Mach na mesma seja igual a 1. A Fig. 2.2 mostra
os perfis do nimero de Mach, da relagao p/py e de T/Ty ao longo
de um bocal quando o escoamento na regiao divergente encontra-se,
respectivamente, em regime subsonico e supersonico.

Cabe observar que, para que o escoamento seja isoentropico e
supersonico na regiao divergente, é necessario que a pressao na saida
do mesmo tenha um valor bem determinado, que é sensivelmente
menor do que a pressao de saida no regime subsénico, com M = 1 na
garganta.

(@ () (c)

Figura 2.2: Representagdo esquematica da distribui¢do do numero de
Mach, de pressoes e de temperaturas em um bocal convergente-divergente,
nos regimes subsonico (a) e supersdnico (b), com o escoamento isoentropico
em todo o bocal, em ambos os casos. Numero de Mach, distribui¢ao de
pressoes e de temperaturas em (¢) com uma onda de choque estacionaria
na parte divergente (diagramas fora de escala).

Caso especifique-se um valor intermediario entre os dois acima
para a pressao na saida do bocal, nao ha solucao totalmente iso-
entrépica para o escoamento. Uma onda de choque estacionaria
estabelece-se na parte divergente, conforme mostrado na Fig. 2.2 (c).
O escoamento volta ao regime subsonico e isoentropico apds a onda
de choque; a velocidade diminui a partir desse ponto, e a pressao au-
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menta até o valor imposto na saida do bocal. O choque é um processo
irreversivel, com produgao de entropia (ver Sec. 2.4.3).

2.3 Ondas Fracas: Velocidade do Som

Vimos, na secao anterior, que a velocidade do som em um gés perfeito
— a — é dada por:

dp
2 _ (9P _ 1/2
a (8/}) ) (yRT)™=.

Justificamos agora a afirmativa acima. As hipoteses para o desenvol-
vimento que se segue sao:

1. A perturbagdo que se propaga ¢ fraca;
2. A propagacao se faz em uma tnica diregao;

3. O processo é adiabatico e reversivel, isto é, isoentropico. Con-
sequentemente os efeitos viscosos sao despreziveis;

4. O meio onde a perturbag@o propaga-se é um gas perfeito;
5. Os efeitos gravitacionais sao despreziveis.

Com base nas hipoteses acima, as equagoes da continuidade e de
Euler simplificadas escrevem-se:

dp  Opu
5‘t + or 0

+ ou ap
Pot TPz T T ox

Como o processo ¢ adiabéatico e reversivel, podemos escrever:

@ (8])) Op _ RT@ = f@

or ap s oz = "™ar T % ar
As equagobes da continuidade e de Euler tornam-se entao:
dp  Opu
—+—=— =0 2.12
ot + Ox ( )

ou 8p

D
Por VP = TV or (2.13)
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Passemos a linearizagao das duas equagoes. Consideramos que a pro-
pagacao da perturbacdo faz-se em um meio cuja massa especifica é
po em todos os pontos. Sobre esse valor superpomos uma pequena
perturbacao, p’, dependente do tempo e da posi¢cdo. Supomos tam-
bém que, na auséncia da perturbagao, o campo de velocidades seja
identicamente nulo. Assim sendo temos que:

p = po+p
u = ug+u,

onde uj, = 0. Levando as expressoes acima a Eq. 2.12 temos:

dp  Opu O ) N Op ou D
TR 8t(po+p) 8x(ﬂ0+ﬂ) 5 TPa T o (p'u') =0.

O termo 9(p'u’)/0z contém o produto de duas variaveis com valores
pequenos, sendo portanto desprezivel diante dos demais. A equagao
da continuidade resulta entao:

0 ou’

AN

ot Oz
Substituindo as expressoes da velocidade e da massa especifica per-
turbadas na Eq. 2.13 temos:

! ,ou’ 5 0

du /

(po+ ') y (PO‘FP)U% = —a5-(po+ 7).

O fator pg + p’ que multiplica os dois termos do lado esquerdo dessa
equagao pode ser substituido por pg, pois po + p’ ~ pg. Lembrando
também que py é constante, temos:

8u’+ ,ou’ 28p
Pogr TP By T oz

Espera-se que as derivadas da equagao acima sejam todas da mesma
ordem de grandeza. Nesse caso, o segundo termo do membro esquerdo
é muito menor do que os demais, pois estd multiplicado pela pertur-
bagao de velocidade u’, que é pequena por hipotese. Desprezando
esse termo chegamos entao a equacgao linearizada da quantidade de
movimento:

ou’ 6,0

poﬁ - &r
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Temos entao o seguinte sistema de equagoes:

op ou’

E‘FPO% =0 (2.14)
ou’ op’
poﬁ—kaQ@—Z = 0. (2.15)

Trata-se de um sistema de duas equagoes a duas incégnitas. Podemos
eliminar uma das incégnitas de modo a obtermos uma tnica equagao.
Para eliminarmos a perturbacao de velocidade u’, observamos que, se
derivarmos a primeira equagao em relacao a t e a segunda em relagao
a x, ambas as equagoes conterdo o termo 9?p’/(9t0z):

a2p/ oy’
o P50, = 0
aQul 9 62p/

Subtraindo a segunda equagao da primeira, temos:

82p/ e aZpl _
ot? Ox?
ou
82[)/ a2p/

que é a equacao de propagacao de ondas fracas.

A equagao de evolugao de u’ é obtida de forma semelhante: Partindo-
se das eqs. 2.14 e 2.15 procura-se fazer com que o termo que contém
p’ seja o mesmo em ambas as equagoes. Subtraindo-se entao uma da
outra, obtém-se a equacao procurada:

0%/ o 0%/

As egs. 2.16 e 2.17 sao satisfeitas por qualquer funcao suficientemente
regular de x — at, ou de z +at, isto é, qualquer fungao cujas derivadas
presentes na Eq. 2.17 existam. Justifiquemos essa afirmagao: seja por
exemplo v’ = fi(x—at). Definimos £ = x—at. Nesse caso, 0¢/0r = 1
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e 0¢/0t = —a. Utilizando esse resultado e definindo df,/d¢ = f]
temos que:

oo g% —
Sk - fcanl = e
a2% = dﬁ{% a* fi
T - LB g

o que mostra que f(z — at) é de fato solugao da Eq. 2.17. O tipo de
argumento de f; é caracteristico dos fenémenos de propagagao: fi
permanece invariante para substituicoes de x por x — at, ou x + at,
isto é, para valores crescentes ou decrescentes de x, respectivamente,
pois o tempo sempre aumenta. Em outras palavras, v’ propaga-se
sem atenuacao e com velocidade a, que é portanto a velocidade de

propagagao das pequenas perturbacoes ou do som.

2.4 Ondas Fortes: Compressao por Cho-
que

2.4.1 Equagoes basicas

Esta secao aborda
o problema da com-
pressao de um gas

A B perfeito ao passar
D D por uma onda de
Pas Par Va P> P VB choque estacionaria.

Mostramos que o
processo é irreversi-
vel, com a entropia
do escoamento sendo
maior ap6s o choque
do que antes, o que define a direcao em que o processo ocorre.

Figura 2.3: Escoamento através de uma onda de
choque com secdo transversal constante.
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Consideremos uma onda de choque estacionaria, unidimensional,
em um gas perfeito cuja constante é R (ver Fig. 2.3). Ao passar pela
onda, a velocidade do escoamento reduz-se de u; para us, a0 passo que
a massa especifica e a pressao aumentam, de p; para ps e de p; para
P2, respectivamente. Como a espessura da onda de choque é muito
pequena em relacao & dimensao caracteristica do canal ou do corpo
onde ocorre, a area transversal da se¢ao imediatamente ap6s a onda é
praticamente igual & da se¢ao imediatamente antes da mesma. Nessas
condigoes, as equagoes de conservagao da massa, da quantidade de
movimento e de conservacao da energia na forma integral (egs. 1.4,
1.17 e 1.63), aplicadas a um volume de controle de segdo transversal
constante que envolve a onda de choque, e desprezando os efeitos
gravitacionais e as forgas viscosas, escrevem-se na formas:

pP1U1 = pP2u2 (218)

p1+piui = po+ poud (2.19)
2 2

m+f§ - hr+%, (2.20)

2.4.2 A relagao de Rankine-Hugoniot

A entalpia de um gas perfeito pode ser escrita sob a forma:
h =e+p::@T+p=<Lp—N)=p<awq>
p p pR  p p\R
p_C P v
p Cp—C, py—1
Levando esse resultado & Eq. 2.20 obtemos:

2 2
LR 2 ) G R (2.21)
y—1p 2 y—1p2 2

que pode ser reescrita como:

2 u? 2 u2
'YP71+P117 ’YIQ+P22.

Yy=1p  m Yy=1p2  p2

Rearranjando os termos:

2y 2
v 1P2 + pauj.

2
p2[ g pl‘*’ﬂluﬂ =
ply—1
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Dividindo os dois membros da equacao acima por p;, obtemos:

2 u? 2 u?
A I BTN
ply—1 P1 Yy—1p D1
Da Eq. 2.19:
prui _ pz oppuwy pui _ 4 _ P2 pruf
b1 b1 b1 b1 b1 b1

Substituindo os resultados acima na Eq. 2.22, encontramos:

L4

pz{% P2 P2U%} 2y P2 _p2
Yy=1p m 1

42y 2%
prv—1 D1 D1

Rearranjando novamente os termos:

p2 [v+1 p2]  y+1pe pau3 | prui
N I N L e
pply—1 m vy—1p p1P1 D1

Observando que, pela Eq. 2.18, p3u? = pu?. Por isso, os dois tlti-

mos termos da equagao acima se cancelam e obtém-se a relagao de
Rankine-Hugoniot, que descreve o processo de compressao de um gas
perfeito, ao passar por uma onda de choque:

1
) y L—i_lﬁ—Fl
2 1 Y- 1 D2
e = - 1 - 2.23
P1 U 7+1 D1 ( )
7+7
vy—1 Do

Essa equagao pode ser reescrita como a relagao entre as temperaturas
imediatamente depois e antes do choque, levando em conta a lei dos
gases perfeitos. Obtém-se:

Y+1 | p2
7_’_7

L _poy-1 pm (2.24)
Ty p11+L+112
vY—1p2

A diferenga entre a compressao irreversivel, que se tem na passagem
através de uma onda de choque, e a compressao isoentropica entre os
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mesmos valores inicial e final de pressao, é mostrada na Fig. 2.4. Veé-
se que, quando a relagao entre as pressoes depois e antes do choque
sao inferiores a 2, a variacao de massa especifica segue aproximada-
mente o comportamento da compressao isoentropica. Para valores
maiores da relagao de pressoes, como no caso de detonagoes, o com-
portamento da massa especifica e, consequentemente, da entropia,
afastam-se do isoentrépico. Esse ponto é mais discutido na Sec. 2.4.3.

2.4.3 Irreversibi-
lidade das ondas
de choque I

Da Eq. 2.19, obtemos: %

PlU% - P2Ug = P2 —P1-

Levando em conta que 1 10 100 1000
p1u1 = paus, obtemos, /Py
da equagao acima:
Do 1 Figura 2.4: Comparagio entre o aumento da
Ug—U1 = ———. massa especifica em uma compressao isoentro-
pauz - 1y pica (curva N°. 1) e em uma onda de choque
Eq 2.2 (curva N°. 2), conforme Eq. 2.23.

Como, pela

p/p=a*/y:
2 2
up—uy = —2 A (2.25)
Yuz  yw

A Eq. 2.21 pode ser reescrita, levando em conta a Eq. 2.2 e a definicao
de a*, na forma:

U a u a? 1v+1
71_;'_ 1 _ 72_’_ 2 _ 77 (l*,
2 v—1 2 -1 2~y -1

de onde tem-se que:

y+1a*? a} 2 y+1a*? a3 2
U = ————— e Uy = ——— 2"
y—lu wy-1 y—lug uzy-—1
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Subtraindo a segunda equagao acima, da primeira, e multiplicando o
resultado por v, encontramos:

y y(y—1) U U y—1

Uy — Uy Y+l  ous—wu 2 (a% a%)
= a .
yur  yus

Levando em conta a Eq. 2.25, reescrevemos:

y+1  oux—ur Uy — U 2
= - - (ur — uz)
Ty =1 wue gl 71
_ o+l (us — 1)
vy —1) ’
de onde conclui-se que:
uguy = a*? (relac@o de Prandtl-Meyer). (2.26)
Da Eq. 2.11, obtemos:
+1)M?
2 = DM 2.27
24+ (y—1)M? (2.27)

A relacao entre as velocidades a montante e a jusante da onda de
choque podem ser escritas, utilizando-se a relacao de Prandtl-Meyer:

w_d _w g
I - *2 1
Ug U1 U a
Da relacao de Prandtl-Meyer, obtém-se:
U U2
——==M{M; =1, 2.28
L2 g (2.28)

o que mostra que, se M| > 1, tém-se, necessariamente, que Mj < 1
e vice-versa. Cabe notar que M7 > 1 implica que M; > 1 e que
M5 < 1 implica My < 1. Portanto, se de um lado da onda de choque
0 escoamento for supersonico, ele seré subsoénico do outro.

Obtém-se a relacao entre os numeros de Mach dois dois lados
substituindo-se a expressdao de M;?2 e de M;2, obtidas da Eq. 2.11 na
Eq. 2.28:

(y+1)M7? (v +1) M3

24+ (y—1)MZ 2+ (y—1) M3
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Dessa equagao obtém-se:
(v+1)° MPM5 = [24 (v — 1) M7] [2+ (v — 1) M3]
e a expressao para o numero de Mach apo6s o choque:

s _ 2+ (-1 M

— 2.29
2 2yM}E — v+ 1 (2:29)

A relagao entre as massas especificas depois e antes da onda de choque
é obtida da relagao entre velocidades, levando em conta a equagao da
continuidade (Eq. 2.18):
wo_opp (DM (2.30)
Uz p1 2+ (y—1)M?
A relagdo entre as pressoes é obtida partindo-se das equagoes da
continuidade e da quantidade de movimento (egs. 2.18 e 2.19):

b2 —p1 = PlU% - P2U§ = prug (u1 —ug).

A intensidade do choque é obtida reescrevendo-se a equacgao acima
na forma adimensional:
p2—p1 _ Ap _ piu} ( u2)

1-— =
U1

Y4 P p1

Lembrando que a? = yp;/p; e utilizando a Eq. 2.30 obtemos:

Ap u? y—1)ME+2 27
S PGP e ] (M2-1), (231)
D1 aj (v + 1)Mj v+1
de onde se obtém:
P2 2y 2
— =14 —= (M7 -1). 2.32

A relagao entre as temperaturas dos dois lados do choque pode ser
obtida observando-se que T2 /Ty = (p2/p1) (p1/p2). Obtém-se:

T 2(y—1) yM? +1 9
= =1+ M?—1 2.33
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A variagado de entropia através da onda de choque pode ser expressa
em funcao das variagoes de pressao e da massa especifica. A variagao
de entropia de um gas perfeito é dada por:

S2— 51 _ I (m)l/(vl) <p2>v/(vl)
R p1 P1 .

Substituindo as eqs. 2.32 e 2.30 na equagdo acima, obtemos:

S2 — 81

R

ln{ [1 + 72—7 (M7 — 1)} v {WH)M{Z} 7/(7(12).}5)

= (2.34)

+1 2+ (v — 1) M?

Definindo: M? — 1 = m, reescrevemos a tltima equacio:

S2 — 81
R

1/(v=1) v/(y=1)

2 _ _ -1

(1 + ,ym) (1+m)/07D (7m + 1) .
v+1 v+1

In

Pode-se simplificar essa equagao para o caso em que M7 = 1, observando-
se que os termos dentro dos trés pares de parénteses sao da forma
1+ be, com ¢ < 1. Lembrando que In(1+¢) =& —¢&2/2+e3/3+...,
identificamos os termos em ¢, €2, €3 etc. O coeficiente dos termos em

€ e em €2 anulam-se, o que conduz a:

3

— 2
52 = 51 _ ® +71)2 m? + termos de ordem mais alta.

Pode-se escrever essa equacao na forma:

3
S92 — 81 - 2’y (M12 — ].)
R (v+1)2 3 '

Como a entropia nao pode decrescer no processo adiabatico da passa-
gem pela onda choque, é necessério que M; > 1, isto é, a a passagem
no choque faz-se do regime supersonico para o subsonico. Outra con-
clusao importante é que a producgao de entropia é de terceira ordem,
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sendo portanto pequena se o nimero de Mach do escoamento a mon-
tante do choque nao for muito maior do que 1.

Pode-se expressar a variagao de entropia em termos da variagao
de pressao no choque, utilizando-se a Eq. 2.32. Obtém-se:

s2—81 _y+1 & 3
R T 1292 \p )

Portanto uma pequena variacao de pressao no choque, que resulta
em variagoes da mesma ordem de grandeza de velocidade e de massa
especifica, resulta em variagbes de entropia de terceira ordem. Os
choques fracos sao, portanto, quase isoentropicos.

2.5 As Linhas de Rayleigh e de Fanno

Esta secao aborda os escoamentos unidimensionais, compressiveis,
de gases ideais, em dutos de segao transversal constante, em duas
condigoes:

1. Com adi¢ao ou remocao de calor, e sem considerar os efeitos vis-
cosos entre o escoamento e as paredes do duto. A adigao de calor
tem, nesse caso, efeitos contrarios sobre a velocidade, conforme
0 escoamento se encontre inicialmente em regime subsonico, ou
em regime supersonico. A quantidade p + pu? se conserva, en-
quanto a quantidade C, + u?/2 se altera em virtude da adigao
ou remogao de calor. Por isso, denominamos a quantidade por
entalpia total, e nao, por entalpia de estagnagao. Da mesma
forma, a quantidade p + pu?/2 nio se conserva mais, e recebe o
nome de pressdo total. O processo termodindmico que o escoa-
mento descreve ao ser aquecido ou resfriado é descrito por uma
curva no plano (h,s), parametrizada pelo ntumero de Mach, e
denominda Linha de Rayleigh.

2. Sem adigao de calor, o que resulta em entalpia total constante,
mas considerando-se a perda da quantidade p+ pu?. Seguindo-
se 0 mesmo procedimento, O processo termodinamico é descrito
por uma curva no plano (h,s), por uma curva parametrizada
pelo nimero de Mach, e denominada Linha de Fanno.
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As duas subsegoes abaixo abordam a construgdo das curvas de Ray-
leigh e de Fanno. O material abaixo apresentado baseia-se nas refe-
réncias [1, 9, 10].

2.5.1 Linha de Rayleigh

Escoamentos com adi¢ao de calor e nao sujeitos a efeitos viscosos entre
o gés e as paredes do duto de segao constante que o contém obedecem
as equagoes da quantidade de movimento e da continuidade, sob a
forma:

p1+pul = p2+pru; (2.36)
piur = pP2uz. (2.37)
A adigao de uma quantidade de calor ) por unidade de massa do gas
em escoamento resulta em um aumento da temperatura total, de Ty
para Tgpo, tal que:
Q = Cp(Toz —To1).
Obtemos a seguir as relagoes entre as propriedades do escoamento

entre os pontos em que os nimeros de Mach sao, respectivamente,
My e M. A expressdo pu? pode ser rescrita como:

pu? = pa’M? = p@M2 = ypM?2.
p
Levando esse resultado a Eq. 2.36 obtemos:

p2—p1 = prui — pauj = Yp1M7 — ypa M3,

de onde resulta:
p2 _ 1+yM?
D1 L+yM5
Para um gas perfeito, e usando-se a Eq. 2.37, tém-se que:

Ty _ p2py _ prua _ p2Maay _ paMz<T2)”z

(2.38)

T

T D1 P2 p1 U1 p1 Miay p1 M,
Substituindo-se a expressao de ps/p1, dada pela Eq. 2.38, na equagao

acima, obtemos:
T _ (LeaMP\* (M) (2.39)
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Como p2/p1 = (p2/p1) (T1/T2), obtemos, usando as eqs. 2.38 e 2.39:

p2 _ L+nM3 (Mi\’ (2.40)
p1 T4+yME\ M)~ '

A relacdo entre as pressoes totais é obtida com as egs. 2.9 e 2.38:
v/ (v=1)
@ B 1 + ,YM12 1 + 72 M2

= 2.41
Po1 1+ M3 1+771M2 (2.41)
2

A relagao entre as temperaturas totais é obtida a partir das eqs. 2.7
e 2.38:

771 2
T, _ 1t 5 M (1+7N@>2<Ab)2 (2.42)
2

Por uma questao de conveniéncia adota-se M; = 1 e representa-se
p1 = P*, p1 = p* Ty = T*, etc. Usando-se o estado critico como
referéncia, tém-se as seguintes relagoes entre as propriedades desse
estado e as de outro, em que o valor do namero de Mach é M:

T+~

p

—_ = — 2.43

p* 1+ ~yM? ( )

T 1+~ 2 9

— = — | M 2.44

T+ <1+7M2> ( )

P 1ML (2.45)

p* 1+~ M? '
-1

po _ 14y {2+(W—1)M22r/(7 ) (2.46)

p* 1+ M2 I+ '

Ty (14~) M? 2

O comportamento do gés sob efeito da adigao de calor é mostrado
no diagrama da Fig. 2.5 em que plota-se a relagao (s — s*) /RxT/T™,
tendo como pardmetro o niimero de Mach correspondente a cada valor
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do par daquelas variaveis. A curva apresenta dois ramos, sendo o
escoamento no ramo inferior supersénico, o no superior, subsonico.
A entropia do escoamento tem um valor maximo, em que M = 1.
Como a entropia aumenta de forma monotonica com o fornecimento
de calor, ha um limite & quantidade de calor que pode ser fornecida ao
gas, que conduz o nimero de Mach do escoamento ao valor M = 1.
Algumas caracteristicas do escoaemnto com fornecimento de calor
sao [1]:

Em regime supersonico, com adi¢ao de calor:

1. O namero de Mach diminui;

2. A pressdo aumenta;

3. A temperatura aumenta;

4. A temperatura total aumenta;

5. A pressao total diminui;

6. A velocidade diminui.
Em regime subsénico, com adi¢ao de calor:

1. O namero de Mach aumenta;

2. A pressdo diminui;

3. A temperatura aumenta para M < v~ /2 e diminui para M >
—1/2.
Y ;

4. A temperatura total aumenta;
5. A pressao total diminui;
6. A velocidade aumenta.

No caso de extracao de calor, os efeitos acima se invertem. A adicao
de calor conduz o escoamento & condigao limite M = 1. Nessa condi-
¢do, diz-se que o escoamento esta obstruido (“chocked”). Nenhuma
adicao de calor é possivel sem drastica alteracao das condigbes a
montante. Em regime supersénico, caso o regime seja obtido pela
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/T*

Lo
L i
0.0— ‘ ‘ ‘
-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0

Figura 2.5: Linha de Rayleigh. O eixo vertical contém a entalpia es-
pecifica normalizda, h = T/T* e o horizontal, a entropia especifica nor-
malizada, definida como (s — s*) /R, onde s e s* sdo, respectivamente, a
entropia especifica do escoamento em um ponto da curva, e no ponto onde
M = 1. Adota-se s* = 0 como referéncia. R é a constante de gases perfeitos
do ar. O escoamento és subsonico no ramo superior da curva, e subsénico
no superior. A adigdo de calor no ramo subsoénico acelera o escoamento
até fazé-lo atingir M = 1 e o desacelera até o mesmo nimero de Mach, no
regime supersdnico. O fornecimento de calor depois de atingida a condicao
critica M = 1 implica em mudanga nas propriedades do escoamento na
entrada do duto de secgdo constante.

expansao em um bocal convergente divergente, uma onda de cho-
que estabelece-se no difusor, trazendo o escoamento para o regime
subsénico.

No ramo do regime subsonico, o acréscimo de calor ao escoamento
resulta na propagacgao de ondas de pressao para montante, e em uma
redugao da nimero de Mach na entrada do duto, de modo que M =1
seja atingido com a nova quantidade total de calor fornecida ao géas.

Cabe notar que é possivel desacelerar um gas escoando em um
duto de secgao constante, do regime supersénico para o regime subso-
nico, adicionando-se inicialmente calor até leva-lo a condicao de M =
1, e retirando-se calor a partir desse ponto. O procedimento inverso
permite acelerar um gas do regime subsdnico ao supersonico.

Por fim, cabe notar que o fornecimento de calor, quer em regime
subsonico, quer em supersonico, conduz sempre a uma redugao da
pressao total.
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2.5.2 Linha de Fanno

O escoamento unidimensional de um gés perfeito, sob efeito de atrito
viscoso com as paredes de um duto de secgao transversal constante,
D, e isolado termicamente, caracteriza-se pelo estado do fluido, defi-
nido pelo nimero de Mach, e por duas propriedades termodinamicas,
convenientemente escolhidas. Usa-se em geral como propriedades a
entalpia h e a entropia s do gas. A curva descrita pelo estado do
géas no plano (h,s) denomina-se Linha de Fanno. Considera-se que
o efeito do atrito viscoso entre o escoamento e as paredes do duto é
carcterizado pelo fator de atrito de Fanning, f, considerado constante.

Obtemos a seguir

- F, uma equacao relaci-

A B onando o0s niimeros

| I ——=ng de Mach em duas
_— _—

seccoes do duto, se-
paradas por uma dis-

tancia L. O esco-
I&I amento obedece as
equacoes da conti-
nuidade, quantidade
Figura 2.6: Balanco de forcas e de fluxos de de movimento, da
quantidade de movimento em uma sec¢ao de duto entalpia total, que se
com area transversal constante onde escoa um gas conserva, e a equa-
perfeito. cdo da continuidade.
Seja uma elemento de fluido, de comprimento dz, confinado no duto,
conforme Fig. 2.6. O balango de quantidades de movimento e de for-
gas de pressao e de atrito, F4, atuando no elemento de fluido, resulta
na seguinte equacao:

PasPas Uy Ps »PB> Ug

wD?
4

(—=pB — pu% +pa — pu?) = F, (2.48)

onde D é o diametro do duto. A forga de atrito viscoso exercida pelas
paredes sobre o elemento de fluido é dada por:

1
Fa = _TxTTrDA-T = —ipuzfﬂ'DA.’L‘ (249)
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Substituindo-se a expressao de F,, dada pela Eq. 2.49 na Eq. 2.48 e
passando ao limite Ax — dx, obtemos:
1 4f
dp+d(pu?) = —=pu®-—=dz.
D+ (pu ) 2pu D X
Observando que o produto pu é constante, a equacao acima toma a
forma:

1 4
dp+ pudu = —ipu25fda:
o d d Af
p | pudu
— = ——du. 2.
pu/2  pu?/2 DY (2.:50)
A equagdo da entalpia total se escreve como:
u?
Cyly = CpT + >
Na forma diferencial:
1
CpdT + §du2 = 0.
Fazendo a substituigdo C, = vR/(y — 1) encontramos:
YR 1., a® dT 1,
——dT + =du* = — 4+ —du® =0
e B A S ’
De onde se obtém:
dTr -1 ,du®
el Ay /e (2.51)

T 2 u?
Da definicao de numero de Mach, escrevemos:
u? = a®*M>.
Na forma diferencial:
du® = a*dM? 4 M?*da®.
Dividindo a altima equacdo por u?, obtemos

ﬁ_dM2+@_dM2+d£ (252)
w2 M2 a2 M2 T '
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A equacdo da continuidade pode ser escrita como:

d
dp du _
P U
ou entao: g 2
D u
— 4+ — = 0. 2.53
P (2.53)

Para um gas perfeito, tém-se que:
dp = pRdAT + RTdp

e também: p T d
P 4
— = =+ —. 2.54
) T, (2.54)

Das eqs. 2.51 e 2.54 obtemos:
dp dp ~vy—1_ ,du?
- —+—M"— = 0. 2.55
PP T u? (2.55)
Utilizando a Eq. 2.53 substituimos o termo dp/p da Eq. 2.55, e en-

contramos:
dp du® ~v—1_,du?

p tawt M =0
ou ainda: p ( ) A2 du?
p 1+(y—-1 U
- T = = . 2.
er[ 2 }uQ 0 (2.56)

O termo (pu2) /2 pode ser reescrito como:

1 2 1 2 v 2
— — [' M —pM=.

Substituindo esse tultimo resultado na Eq. 2.50 encontramos:

2 dp du?
£+l = fﬁdaj.
~vM? p 2 D

Substituimos o termo dp/p da equagdo acima pela expressao obtida
da Eq. 2.55 obtemos:

2 [Le(-)MP e de? _ 4f
Ve 3 x.

w2 2 D
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Reagrupando os termos:

1 _ 2 2
MO =DM de o 4Af
~yM?2 u? D
e ainda: A2 2 s
—1du 4
—_—— = ——dzx. 2.57
yM?2  u? D v ( )

Substituindo a expressao de dT'/T, obtida da Eq. 2.51, na Eq. 2.52
obtemos:
it AV

2 u? M2 2’

de onde se obtém a equagdo para du?/u?:

du? v—1 L dnm?
— = (1+1—Mm? .
u? < + 2 ) M?

Substituindo-se a expressdo de du?/u® dada pela equacdo acima na
Eq. 2.57 obtemos uma equacao que, integrada, relaciona os niimeros
de Mach entre dois trechos de um duto de comprimento L:

1— M2 y=1_ L\ tdMm?  4f
_TE (1+ 5 M) = (2.58)

Em termos de dM/M:

1— M2 -1 “tdaMm 4
Ve <1+72M2> ar_ Ay, (2.59)

2
M D

Procedemos a integragao da Eq. 2.58:

M3 1— M2 L
dM? = 4f=. 2.60
/MIZ YMA[1+ M2 (y—1) /2] D (260)

Somamos e subtraimos uma expressao ao numerador do integrando
da equagao acima, obtendo:

—1 ~1
1— M2 = 1—M2+<1—72M2)—(1—72M2)
~1 1
— 1+LM2_iM2_
2 2
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Substituindo a expressio de 1 — M? acima no integrando da Eq. 2.60

obtemos:
M3 a2
/ 1 : 2\4 dM? =
mz YMA[L+M? (v —1) /2]
M3 dM2 M2 1
/ . —/ S—— dM2. (2.61)
a2z VM mz 2yMP[1+ M?(y—1) /2]
Definindo:
YT Iy M (=) /2
temos:
dM? 1+ M2 (y=1)/2
dy _ -~ o + (’Y )/ 2d]w’?
L+M2(y=1)/2 [14+M2(y-1)/2
B dM?
[+ M2 (y—1) /2]
e

dy dM?

—= = . 2.62

y LRG3 (262
Usando a expressao de dy/y, dada pela Eq. 2.62, e a decomposigao
dada pela Eq. 2.61, da integral indicada na Eq. 2.60 obtemos suces-

sivamente:

1M AM? oy 1 [P dy

v Sz M? 2y Jy Y

1 ( 1 1 ) ’}/+11 Y1
= — —_— = — _—— n—’
vy \M? M3 2y oy

L
4f=
fD

1/ 1 1 y+1, ME1+M;(y—1)/2
- ——In|— .
v\ M2 ME 2y M3 14+ M7 (y—1)/2

O comprimento critico do duto, L*, ao fim do qual, tendo partido

de um namero de Mach M o escoamento atinge o nimero de Mach
M =1, é dado por:

L* 1-M? ~+1
4f=— =
5 +

L
4f— =
fD

(o n M
vy M? 2 24 (y—1)M?%

(2.63)
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Obtemos a seguir, as relagoes entre as propriedades entre os pontos
em que os nimeros de Mach sao M7 e Ms, respectivamente. A relagao
entre as temperaturas nos dois pontos é obtida a partir da Eq. 2.7:

L _ DT _ —2+(7_1)M12 (2.64)
Ty To Ty 24 (v—1) Mz~ .
A relagdo entre as pressoes é obtida a partir da equagdo da continui-
dade, piu; = paus e da defini¢ao de ntimero de Mach. Obtém-se:

o ape

2 7
ay az

A partir dessa equagado obtemos para a reacao de pressoes:

p2 _ Miay M1<Tz)”2
D1 M ay My

N i

Usando a expressao da relacao de temperaturas entre dois pontos,
dada pela Eq. 2.64, obtemos:
1/2
P2 _ My {“(W—UM%] / (2.65)
P1 My |24 (v —1) M3
A relagao entre as massas especificas é obtida notando-se que:

P2 _ p2Th

p1 pTo

Substituindo-se a expressao das relagoes de pressao e de temepratura
encontramos:

(2.66)

p2 M [2+(7—1)M§]1/2
P1 M, '

My |2+ (v —1) M2

A relagao entre as pressoes totais é obtida a partir das eqs. 2.9 e 2.65.
Obtém-se:

1)/2(y—1

por My 24 (y— 1) M}
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As relagoes entre as propriedades em qualquer ponto e as do ponto
em que M = 1 sao dadas abaixo:

T v+1

T 24 (y—1)M?
po_ L[ ol

p* M [2+ (y—1)M?]
p 1 [24(y—1)M?]
p* M| v+1

po 1 [24(y—1)M]
5 M| y+1

11/2

1/2

(v+1)/2(v-1)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

As curvas de Rayleigh e de Fanno sao mostradas na Fig. 2.7. Os eixos
contém as mesmas variaveis usadas na Fig. 2.5. Nas duas curvas, o
ramo superior corresponde a escoamento subsoénico, e o inferior, a
supersonico. Os pontos de intersecao das duas curvas satisfazem as
condigbes de choque normal. O choque se faz com a passagem do
escoamento supersonico para o subsdnico, de modo a respeitar as
condigoes postas pela segunda lei da termodinamica.

Algumas caracteristicas de escoaemntos compressiveis sob efeito
de atrito viscoso com as paredes do duto sao [1]:

Em regime supersonico:

1.

Ll

5.

O nimero de Mach diminui;
A pressao aumenta;

A temperatura aumenta;

A pressao total diminui;

A velocidade diminui.

Em regime subsonico:

1.
2.

3.

O nimero de Mach aumenta;
A pressao diminui;

A temperatura diminui;
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4. A pressao total diminui;

5. A velocidade aumenta.

1.2
,\\ Fanno B
&10 —_—
T
~ I s ]
/ / Rayleigh
0.8

04 -03 -02 -01 0.0 0.1

Figura 2.7: Linhas de Rayleigh e de Fanno. O eixo vertical contém a en-
talpia especifica normalizda, h = T'/T™* e o horizontal, a entropia especifica
normalizada, definida como (s — s*) /R, onde s e s* sao, respectivamente,
a entropia especifica do escoamento em um ponto da curva, e no ponto
onde M = 1. Adota-se s* = 0 como referéncia para a linha de Rayleigh, e
s* = —0,1 para a de Fanno. R é a constante de gases perfeitos do ar. O
ramo superior de cada curva corresponde ao regime subsonico, e o inferior,
ao supersonico. O atrito viscoso, assim como o fornecimento de calor, de-
sacelera escoamentos inicialmente supersdnicos e acelera os subsonicos até
o ponto critico, em que M = 1. Os pontos de intersecao das duas curvas
satisfazem as condigbes de choque normal. O choque se faz com a passa-
gem do escoamento supersonico para o subsodnico, de modo a respeitar as
condigbes postas pela segunda lei da termodindmica.

O atrito viscoso, assim como o fornecimento de calor desacelera
escoamentos inicialmente supersdnicos e acelera os subsénicos até o
ponto critico, em que M = 1, depois de percorrida uma distancia
critica L*, dada pela Eq. 2.63. Em regime supersonico, tém-se uma
situagao semelhante & do fornecimento adicional de calor, depois de
atingida a condicao critica: caso o regime seja obtido pela expansao
em um bocal convergente divergente, uma onda de choque estabelece-
se no difusor, trazendo o escoamento para o regime subsonico. Caso o
regime seja subsonico, o acrescimo de um comprimento do duto além
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do valor critico resulta em diminui¢ao do nimero de Mach e da vazao
de entrada.

Cabe observar que, ao contrario do que ocorre em escoamentos
com adi¢ao de calor, nao é possivel desacelerar um escoamento su-
personico até M = 1 e prosseguir desacelerando-o até um regime
subsonico, sob efeito de atrito com as paredes do duto.

2.6 Analogia com a Hidraulica de Canal
Aberto

Esta secao aborda a analogia entre o escoamento compressivel quase-
unidimensional estudado nas secs. 2.2 e 2.3 e o escoamento per-
manente, sem viscosidade, de fluidos incompressiveis com superficie
livre, em canais de pequena profundidade e largura variavel, con-
forme Fig. 2.8.

A hipotese de que
o escoamento faz-
se com superficie li-
vre é utilizada ao
admitirmos que a
pressao na superfi-
cie é constante e in-
dependente da es-
pessura h, da la-
mina de fluido. De-
finimos como sendo
igual a zero, a pres-
Figura 2.8: Escoamento em um canal de largura sao na superficie li-
variavel, com superficie livre. vre. Como estamos
considerando o escoamento quase-unidimensional, desprezamos as
componentes v, e v,. De fato, definimos a velocidade do escoa-
mento u = /A, onde Q é a vazdo volumétrica e A, a area da segdo
transversal do canal. Nessas condi¢oes, a componente da equagao da
quantidade de movimento na diregao y escreve-se como dp = —pg dy.
Essa equagao, integrada, fornece a distribuicao vertical de pressoes
na forma p = pg(h —y). A constante de integracao ¢ determinada de
modo a que a pressao anule-se na superficie livre, onde y = h.
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Seja um volume de controle de comprimento Az, perpendicular &
direcao do escoamento, e sejam [ e h a largura do canal e a espessura
da lamina de fluido na se¢ao considerada, respectivamente. A equagao
da continuidade em regime permanente escreve-se Q = C*¢ ou uhl =
C*. Da mesma forma que no caso de escoamentos compressiveis,
essa ultima equacao pode ser escrita na forma diferencial, como:

d£+@+@_0
u l h
ot dh du  dl
u
dh _ du dl 9.72
h U l (2.72)

A taxa de variagao da quantidade de movimento dentro do volume
de controle elementar escreve-se:

Taxa de acumulagao Fluxo liquido de
de quantidade de mo- _ | quantidade de movi-
vimento dentro do vo- N mento para fora do
lume de controle volume de controle
Resultante das forgas
<aplicadas ) ’

Aplicamos esse principio a8 componente da quantidade de movimento
na dire¢ao do eixo do canal. Como o escoamento faz-se em regime per-
manente, a taxa de acumulacao de quantidade de movimento dentro
do volume de controle é igual a zero. O fluxo da componente axial da
quantidade de movimento para dentro do volume de controle é dado
por:

h
/ pulldy = pu’lh = f(z).
0

O fluxo de quantidade de movimento que sai do volume de controle
em = + Ax é dado por:

—fle+Azx) = — [f(x) + CCZZJ;AQC} = — [quZh + %(quZh)A:E

O fluxo liquido de quantidade de movimento para dentro do volume
de controle é dado pela diferenca entre os fluxos entrando e saindo
da secao:

d

Cda

(pu’lh)Aw.
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Como a massa especifica é constante e como pela equagdo da conti-
nuidade uhl também o é, podemos passé-los para fora do operador
de derivacao da expressao acima, que se torna:

d 9 du

——(pu“lh)Ax = —pulh—Azx.

dz (p ) PO g
As forgas que atuam sobre o volume de controle sao devidas & pressao
que atua sobre cada lado do mesmo. A forga F(x), que atua na segio
considerada, é dada pela integral da pressao em cada cota, pg(h —y),
multiplicada pelo elemento de area [ dy:

h h2

h 2
F(z) = / pg(h —y)ldy = pgl (hy—y2> = pgli
0

0

A forga atuando em z+Ax é dada por F(z+Azx) = — [F(z) + dF/dx Ax]
e a resultante é portanto:

di (x)Ar = —pgdd (lh>

O balango de quantidades de movimento torna-se portanto:

2
0 = —pulhd—qu—,ogi h Az
dx dx

ou

2 2 2 2
ulhj—u _ d (lh> _ ld h h* dl lhdh h= dl
x

Y da ar2 2 de T T Y2 A

Multiplicando essa tltima equagdo por dx/(glh?), obtemos:

ou



[SEC: 2.7. PROBLEMAS 7T

Pondo em evidéncia o termo du/u do membro esquerdo, obtemos:

u? 1 du  1dl

gh w21
O termo u?/gh é o niimero de Froude ao quadrado, Fr2. Utilizando
essa defini¢ao, temos:

2_qydu _ 1d
(Fr 1)u =57 (2.73)

Comparando essa equagao com a Eq. 2.4 vé-se a analogia entre o
comportamento dos escoamentos de liquidos em canais abertos e os
escoamentos compressiveis: a largura [ do canal desempenha o mesmo
papel da area A, da secao transversal do duto, enquanto a espessura
[ da lamina de fluido tem seu equivalente na massa especifica p do
gas. O numero de Froude é o equivalente do ntimero de Mach. Para
nimeros de Froude inferiores a 1 (escoamentos subcriticos), o alarga-
mento do canal resulta em diminuicao da velocidade e em aumento
da espessura da lamina de liquido. Para nimeros de Froude maio-
res do que 1 (escoamentos supercriticos), a velocidade aumenta e a
espessura da lamina de fluido diminui com o alargamento do canal.
Escoamentos criticos, em que F'r = 1, somente ocorrem em sec¢oes
onde dl/dx = 0, analogamente ao que ocorre com os escoamentos
compressiveis, em que a velocidade sonica s6 ocorre onde dA/dx = 0.

2.7 Problemas

1. Mostrar que, para um gas perfeito:

U —1/u\?
A{:P_v()]
Qg 2 Qg

e que essa equacao reduz-se, no caso de baixos numeros de

Mach, a:
U —1/u\?
A1P7<)].
ao 2 ap

—1/2
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. Mostrar que a relagao entre a temperatura local em um escoa-

mento compressivel e a temperatura de referéncia (escoamento
nao perturbado), é dada por:

T -1
7:1—LM§O
T 2

. Mostrar que a velocidade méxima que o escoamento de um gas

perfeito oriundo de um reservatério pode atingir é dada por:

2

2
= 2hy = .
u 0 W_lao

max

Quais sao os valores correspondentes da temperatura e do nu-
mero de Mach? Interpretar o resultado.

A _
. Mostrar que, para um choque normal fraco (p S < 1):

p p1
Ap Au 1Ap
P1 u1 Y P1
1A
M = 1+ y+1ap (exata)
2y m
1A
M =~ 2t P
2y m
Apy v +1 <Ap>3
Po 1292 \ ;1 )

. O campo eletromagnético obedece as equagoes da Maxwell, que

sdo:
dvE = 2 rotE - -8B

€ ot 9E

divB = 0 rotB = puoE+ pue—

ot’

onde E e B sao, respectivamente, os campos elétrico e magné-
tico, p é densidade local de cargas elétricas, o, a condutividade
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elétrica do meio, u e ¢, a permeabilidade magnética e a per-
missividade elétrica do meio, respectivamente. Mostrar que os
campos elétrico e magnético satisfazem as equagoes de ondas

na forma:
0’E OE 9 )
Mo + po - = V*E — grad (divE)
0’B 0B 9
g2 22 B
Mz T 1Ty v

e que as expressoes dos campos elétrico e magnético, dadas por:

E(r,t) = Epexpli(k -r—wt)]+cc
Boexpli(k - r—wt)] + cc,

oe)

—~

=

~+

~
|

satisfazem as equagoes de onda para meios sem cargas elétricas.
Nas equagoes acima, Eqg e By sao duas constantes, K e w sao
o vetor de onda e a frequéncia da perturbagao eletromagnética
que se propaga, r é o vetor de posi¢cao no campo, e cc indica o
complexo conjugado de um nimero comlexo.






Capitulo 3

Escoamentos Potenciails

3.1 Introdugao

Este capitulo trata de escoamentos irrotacionais, aos quais pode-se
associar um potencial de velocidades. Nessa classe de escoamento,
os efeitos viscosos sao sempre desprezados. Inicia-se pela obtencao
da equagao do potencial tridimensional, compressivel e dependente
do tempo (Sec. 3.2). Dessa equagdo decorrem as do potencial asso-
ciado a varios casos particulares como o de ondas fracas, o associado
ao campo tridimesional compressivel de corpos esbeltos alinhados ou
quase alinhados ao escoamento e, ainda, a equagao de Laplace, do
potencial de escoamentos permanentes sob M <« 1. A Sec. 3.3 dis-
cute a classificacao das equacoes diferenciais a derivadas parciais em
elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.

Outra classe de fendomenos ocorre no escoamento de fluidos pouco
viscosos como o ar ou a agua, em torno de corpos de qualquer forma.
No caso de corpos esbeltos, os efeitos viscosos confinam-se em uma
fina camada que se forma em torno do corpo (camada limite) e na
esteira deixada a jusante do corpo, para onde a vorticidade gerada na
camada limite é transportada. Fora da camada limite e da esteira, o
escoamento nao esta sujeito a efeitos viscosos nem, em muitos casos, a
efeitos termodindmicos. Adicionalmente, é comum que o escoamento
que incide sobre o corpo seja uniforme, isto é, rot v = 0 no escoa-
mento incidente nao perturbado. Fora da camada limite e da esteira,

81
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o teorema de Kelvin (Eq. 1.51) aplica-se: a circulagdo sobre qualquer
curva tragada sobre o escoamento incidente se conserva. Sendo nula,
0 escoamento incidente é irrotacional e assim permance em toda a
regiao, onde se aplica o teorema de Kelvin. Obtém-se o mesmo re-
sultado a partir da equagéo da vorticidade (Eq. 1.47) sem o termo

viscoso. A equacao toma a forma:

Dw

Dr = w - gradv.

Essa equagao mostra que, sendo a vorticidade nula Dw/Dt = 0, isto
é, sendo o campo inicialmente irrotacional, assim permanece.
Em escoamentos irrotacionais o campo de velocidades admite um
potencial ¢, tal que:
v = grad ¢.

Adicionalmente, a equagao de Bernoulli, na forma dada pela Eq. 1.38,
aplica-se no campo todo, no caso de escoamentos incompressiveis.

3.2 Escoamentos Potenciais Compressiveis

Escoamentos irrotacionais caracterizam-se pela existéncia de um po-
tencial ¢, cujo gradiente é o campo de velocidades v. De forma geral,
o potencial é fungao do tempo e da posigao, isto é, ¢ = ¢(x,t). Ob-
temos a seguir uma equacao de evolugao para o potencial ¢.

A equagao de Euler pode ser escrita na forma:

2

W\ grad” X rot ! orad
—_— rad — —V rocv = ——gra
o +erad S S gradp,

onde v? = v - v. No caso de um campo irrotacional de velocidades,
esta equacao torna-se:

i 0 1op

ot dx; 2 pox;
Exprimindo a componente de velocidade em funcao do potencial, v; =
009 10p 0 1172
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Integrando essa tltima equagao obtém-se:

0 d¢ 1 0p 0 v? 8¢ dp v? B
/&axzd ’*/ »d”’ﬁ/axl gl = gt Sty = P

A funcéo F(t) pode ser incorporada ao potencial, o que resulta em:

o v?
6t+ ?—F?—O.

Derivando-se essa tltima equacao com relacao ao tempo, obtém-se:

0% 0 [dp 1060

O termo que contém a integral na equagdo acima pode ser reescrito
como:

0 _ - dp_ 28 _a*9p
ot *875/ 8t ettt T L

onde a? = (dp/dp)s é a velocidade do som. Substituindo o termo
acima na Eq. 3.1 obtém-se:

Po  a*dp 1w

wtoatra (3.2)

Multiplicando a equagao de Euler por v; e lembrando que v;0v; /0t =
1/2 0v?/0t, obtém-se:

1 Ov? n ov; v Op
- V; U5 -
2 Ot 7 O p Ox;
ou:
1 0v? N v; a®> dp
S T = ——vin—,
2 0t 70z p  Ox;

uma vez que dp/dx; = a?0dp/dx;, nas condigdes vistas na Sec. 2.3.
Utilizando a equagao da continuidade, substituimos o termo v;0p/0x;
da equagao acima por:

Op 6p+ ov;
Yow, —  \ot ' Pou
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e obtemos:

2 T, T

ot o,

1 0v? ov; a? <8p ov; )

Utilizando a Eq. 3.2, substituimos o termo (a?/p)(0p/0t) na equagao
acima:

1 9v? dv; L, 0y %¢ 100>

20t Vor, T “om o7 20t
Substituindo 1/2 dv?/dt = v;0v; /Ot obtemos:

v Qv L0u; D¢

20, 20 4, 21 _ |
Vot TV or, T “on o

Substituindo v; = d¢/dx; temos:

9% ¢ L 99 9¢ ¢ 0% ¢

2 O, 010w, dx; Ox; dx;0x; —  Ox Ot

e, finalmente:

Po _ 1 (0000 Fo 06 Po Fo\ o
ox? a2 \ Ox; Ozj Ow,;0x; Oz; Ox;0t  Ot? )~ ’
Em notagao vetorial:
25 _ L . OVe | P9
Vi = p Vo@Vep:VVo+2Ve 5 + 9z ) (3.4)

A equagdo potencial dos escoamentos compressiveis é representada
nas formas tensorial cartesiana e vetorial pelas egs. 3.3 e 3.4. A
equagao é valida em regioes onde nao haja producao de entropia,
desde que o escoamento incidente sobre a regiao considerada seja
também irrotacional.

Condigoes de contorno para o potencial ¢:

1. Sobre soélidos estacionarios:
9% _
on
onde n é a coordenada ao longo da diregao n, perpendicular a
superficie do s6lido. A condigao é equivalente a grad ¢ -n = 0.

0,
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2. Sobre solidos em movimento permanente com velocidade U:

O¢
—~ =n-U,

on

Essa condi¢ao também pode ser escrita como n - (v — U) = 0,
onde v é a velocidade local.

Consideremos agora alguns casos limite da equagao potencial dos es-
coamentos compressiveis.

Notagao: indicamos a operagao de derivagao por um indice contendo
a variavel em relagdo a qual o potencial ¢ é derivado: d¢/0t = ¢,

0%¢/02% = ¢y etc.

1. Escoamento bidimensional permanente:

(02 — 0°) o + (07 — a°)Pyy + 2020y ey = 0 (3.5)

ou
(v2 = a*) o + (”5 - a2)¢yy + 2020y Pzy = 0.

2. Escoamento tridimensional permanente, vy >> vy, vy > v, (cor-
pos esbeltos sob baixo dngulo de ataque, fora da regiao transo-
nica):

Nesse caso, a presenca de um corpo esbelto, alinhado ou quase
alinhado ao escoamento, gera pequenas componentes de veloci-
dade nas diregoes perpendiculares ao campo uniforme incidente,
introduzindo ao mesmo tempo pequenas perturbacoes na dire-
¢ao da velocidade incidente.

3. Escoamento tridimensional permanente, com todas as compo-
nentes de velocidade pequenas em relacao a velocidade do som.
Nesse caso, 1/a? — 0 e obtemos:

¢mz + Qbyy + ¢zz = 0.

Essa tltima, conhecida como equagao de Laplace, pode ser ob-
tida a partir da equagdao da continuidade para fluidos incom-
pressiveis e usando a condicao de que escoamentos irrotacionais
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admitem um potencial tal que v; = 9¢/dx;. Substituindo essa
equagao na da continuidade temos:
dv; 0 09

= V?¢=0. (3.6)

Cabe mencionar que a hipétese de escoamento incompressivel é
equivalente a de velocidade do som infinita. O membro direito
da Eq. 3.3 anula-se. Portanto, a Eq. 3.6 aplica-se a qualquer es-
coamento potencial incompressivel e ndo apenas para o caso em
Uy 3> vy € Uy > v,. Problemas aos quais essa equacao se aplica
constituem-se de uma classe consideravelmente mais simples do
que os nao potenciais. Tem-se na realidade uma tnica incog-
nita, o potencial ¢, que satisfaz & equagdo de Laplace. Uma vez
conhecido, as componentes da velocidade sao obtidas através do
gradiente do potencial. O gradiente de pressoes é determinado
a partir da equagao de Navier-Stokes.

Outro aspecto importante da Eq. 3.6 é sua linearidade. Em
consequéncia dessa linearidade, a soma de duas solu¢oes para o
potencial ¢ é solucdo da mesma. As solugoes para cada compo-
nente do campo de velocidades satisfaz & equagado de Laplace,
assim como a soma de dois campos de velocidade potenciais. O
principio de superposicao aplica-se.

. Escoamento unidimensional nao permanente:

¢aca: = % (¢i¢ww + ¢tt + 2¢m¢tm)

ou 1
(bww = a72 (’Ui(bww + (btt + 21}w¢tw) .

. Escoamento unidimensional ndo permanente, v2 < a?, v,0v, /0t <

a2:

1
d’a:x = 2 d)tt-
a

Tem-se neste caso, a equagdo de ondas fracas, caracterizadas
como pequenas perturbagbes que se propagam no meio (ver
também a Sec. 2.3).
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3.3 Uma Classificacao das Equacoes a De-
rivadas Parciais

Seja o caso de um campo potencial bidimensional. Suponhamos que
sejam dados ¢ e grad ¢ sobre uma curva 3. Reescrevemos a Eq. 3.5
sob a forma:

Az + B¢my + C¢yy +D =0,

com varidveis independentes x e y, variavel dependente ¢ e os coefi-
cientes A, B, C e D, funcoes de a, z, y, ¢, ¢, € ¢,. Suponhamos que
x=x(c) ey =y(c). Adotamos a notagao:

b = ¢a: r o= ¢a;x
Tem-se entao:
Ar+ Bs+Ct = —D
dp Ao dx dy
-— = = —r+ -5

do do do do
dg _ o, _de_dy
do =~ do  do do

Reescrevendo o sistema de equagoes acima, sob a forma matricial:

A B C -D
do dy | ([ dy
do do s = do

o doody |\t dy

do do do

Identifiquemos as condicbes para que as derivadas da velocidade se-
jam descontinuas e, consequentemente, para que as derivadas de or-
dem mais alta ¢., Puy € @yy divirjam. Seja o o parametro de uma
curva caracteristica ao longo da qual as derivadas de ordem mais alta,
isto é, as derivadas da velocidade, sao descontinuas. Impoe-se a con-
dicao de descontinuidade exigindo-se que o determinante da matriz
de coeficientes do sistema acima se anule. Essa condigao traduz-se

por:
dy 2 dx dy dz\ > B
ACw)‘B(@)(w)+C(w> -0
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ou dividindo a tltima equacao por (dz/do)?:

dy 2 dy B
A(BY 5(#) i

dy B++B? - 4AC
dr 24
As derivadas do campo de velocidades serao continuas se as raizes da
equagao forem imaginarias, e descontinuas se forem reais. A Eq. 3.5

pode ser classificada em trés grupos, dependendo de seus parametros:

1. Parabolica, se B?> — 4AC = 0;

donde se obtém:

2. Hiperbélica, se B? — 4AC > 0;

3. Eliptica, se B2 —4AC < 0 (ndo ha caracteristicas no campo, ao
longo das quais as derivadas da velocidade sdo descontinuas);

Alguns exemplos:
1. A equagdo de Laplace:

26 9% _

o2 "oz =

nao tem caracteristicas reais. Todas as derivadas sdo continuas.
Campos regidos pela equacao de Laplace sao uniformes.

2. A equagdo da temperatura em regime nao permanente e unidi-

mensional,

oT 0T

ot 0x?’
apresenta uma familia de caracteristicas. Trata-se de uma equa-
¢ao parabolica.

3. A equacao de ondas:
¢ 20%¢
e .y
ot? Ox?
apresenta duas familias de caracteristicas ao longo das retas

dx/dt = +a. Essa equagdo sempre apresenta uma regiao de
descontinuidade. Trata-se de uma equacao hiperbdélica.
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4. No caso da Eq. 3.5, reescrita sob a forma:
(u® — a?) uo + 2uvdyy + (v° — a®) ¢y, = 0,
onde u = ¢g, v = ¢y, A = (u2—a2),B:2uveC: (v2—a2),
tem-se que:
B? —4AC = a*[(v* +2%) —d?].

Se |v|? = (u2 +v2) < a2, isto é, se o regime do escoamento
for subsodnico, a equacao é eliptica e nao ha descontinuidades nas
derivadas da velocidade.

Se |v|*> = (u2 +v2) > a?, isto & se o regime for supersonico,
B2 —4AC > 0, a equacao é hiperbélica. Nesse caso:

v oa

dy uv £ /a2 (u2 +v? — a?) aiﬁ M2 —1

= = = = = tan(a+6),
1=

onde:

Vu? +v? v a 1

M= — tana =

a U Vuz+e02 M
Se v =0 a Eq. 3.7 reduz-se a:

dy 1
—~ = tan(40) = +———=
. an (+0) ——T

onde 6 é o angulo que as caracteristicas formam com a velocidade de
um ponto que se desloca no campo. Tem-se também que:

1 M? -1
senf = _

a — . 0 —

Y- e: cosf = i

Veé-se, da Fig. 3.1 (¢), que, ao fim de um intervalo de tempo igual a 1,
uma perturbacao emitida por um ponto que se desloca com velocidade
u tera percorrido uma distdncia numericamente igual a a, enquanto
a distancia que o ponto percorreu serd numericamente igual a u. Da
mesma figura conclui-se que senf = a/u=1/M.
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Para um ponto que se desloca com v = w, as caracteristicas ao
longo das quais as derivadas da velocidade sao descontinuas e as re-
gioes que recebem sinal de pequenas perturbagoes emitidas pelo ponto
encontram-se ilustradas na Fig. 3.1. A regido interna as caracteris-
ticas, que recebem sinais das perturbacgoes emitidas pelo ponto em
deslocamento, denomina-se cone de Mach.

(a) (b)

Figura 3.1: Caracteristicas de um escoamento bidimensional, permanente,
compressivel. (a): O ponto que se desloca com velocidade subsonica emite
pequenas perturbagoes que se propagam acima de sua velocidade; nao ha
descontinuidades nas derivadas da velocidade. A equagdo potencial do
escoamento ¢ eliptica. (b): O ponto desloca-se com a velocidade do som. Ha
uma familia de caracteristicas ao longo da qual as derivadas da velocidade
sdo descontinuas. A regido a frente (& esquerda) da caracteristica encontra-
se na zona de siléncio e nao recebe sinais de perturbagdao emitidos pelo
ponto. A equac@o potencial do escoamento é parabélica. (c): O ponto
desloca-se com velocidade acima da velocidade do som. O campo tem duas
familias de caracteristicas, ao longo das quais as derivadas da velocidade
sao descontinuas. Pontos a frente das caracteristicas encontram-se na zona
de siléncio. A equacdo potencial é hiperbélica. Uma pequena perturbagao
localizada inicialmente no ponto O encontra-se sobre a caracteristica que
delimita o Cone de Mach e avanga na direcdo perpendicular & mesma,
enquanto a particula que a gerou avanga sempre sobre o vértice do cone.



Capitulo 4

Escoamentos
Supersonicos

4.1 Introducao

Este capitulo aborda a questao do escoamento supersonico estaciona-
rio e bidimensional sobre corpos em forma de cunhas. Adota-se um
referencial fixo em relagdo & cunha. As perturbagoes do escoamento
que ocorrem nas proximidades do corpo sao transmitidas a outras
regides do mesmo através de ondas. Sendo o escoamento supersdnico
nenhuma onda pode se propagar para montante da cunha e o sistema
de ondas que se forma desloca-se com o corpo de forma estacionéria.
Estudamos entao as condigoes em que um sistema de ondas forma-se
e identificamos a geometria do corpo adjacente as ondas. A influéncia
limitada do corpo permite a analise do campo aerodindmico com o
uso de metodologia que nao se aplica ao caso subsonico. Finalmente é
apresentada a técnica de construgao de problemas de Riemann para
a Equagao de Euler, que descrevem o escoamento em um tubo de
choque.
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4.2 Ondas de Choque Obliquo

Consideramos inicialmente, as condigoes para a formacao de um cho-
que obliquo em relacao a diregao do escoamento incidente. Essa confi-
guragao pode ser tratada de forma semelhante & de um choque normal
(Sec. 2.4) acrescentando-se ao escoamento uma componente de velo-
cidade paralela ao choque. Seja o escoamento através de uma onda

2
u; 2 Wi

Uz

chbque choque

Figura 4.1: Escoamento através de uma onda de choque obliquo. A es-
querda: Onda de choque com superposi¢do de uma componente de veloci-
dade v, paralela ao choque. A existéncia de uma componente de velocidade
paralela ao choque pode ser atribuida & adogdo de um referencial que se
move com velocidade v, paralela ao choque, e em sentido contrario ao de
v, conforme indicado no diagrama & esquerda. A direita: choque obliquo.

de choque, cuja velocidade w; incide sobre a mesma formando um
angulo 3, como mostrado na Fig. 4.1. Pode-se decompor a veloci-
dade em uma componente normal ao choque, w1, e outra paralela, v.
O angulo de incidéncia é dado por 8 = tan~!wu;/v. A componente
paralela ao choque passa pela onda sem ser afetada, enquanto a com-
ponente perpendicular reduz-se abruptamtne ao valor us ao passaara
pela onda. em consequéncia, o escoamento é de um éngulo 6, que faz
sempre o escoamento defletir-se em direcao a onda de choque.

As relacoes entre as propriedades do escoamento dos dois lados do
choque podem entao ser facilemnte identificadas, pois a superposi¢ao
da componente v ao escoamento perpendicular ao choque nao altera
altera a pressao estatica e demais paradmetros estaticos dos dois la-
dos. O namero de Mach é definido por M; = wy/a; e a componente
u; que se altera ao passar pelo choque, é dada por u; = wj sen f3.
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As relacdes entre as propriedades do escoamento entre os dois lados
do choque sao entao obtidas a partir das eqgs. 2.30, 2.31, 2.33 e 2.34,
substituindo-se uy/a; por My sen 8. Obtém-se:

P2 (v + 1)M? sen?p

= . 4.1
o 24 (- )MIsen?d 1)
P2 — P1 2y 2.2
= M -1 4.2
P 7+1( rsen®f—1), (42)
T, 2(y—1) yMEsen?B+1 , o
— =1 M -1 4.3
T + (ry+1)2 M?sen?p3 ( L sen”f ) (4.3)
2+ (y—1) M#sen?p
MZsen? (B —6) = 1 4.4
s (5 —0) = S Ul @)
~ ) /1)
28 ln{{1+27_:1 (Mlzsenzﬁl)] x
(v +1)M?Z sen?p —/0=h (45)
24 (y—1)M?Zsen?p ’ '

As equagbes acima mostram que a relagdo entre propriedades antes e
depois do choque dependem apenas da componente pependicular ao
choque, da velocidade incidente. Essa componente deve ser superso-
nica, isso é Mysenf8 > 1, o que define uma inclinagdo minima do
escoamnto incidente, com relacao ao choque. A inclinagao maxima é
/2. O angulo de inclinagao de um escoamento que incide sobre uma
onda de choque deve portanto, situar-se dentro da faixa:

1
sen_lﬁ1 <pB< g (4.6)
O numero de Mach M, ap6s o choque pode ser obtido notando-se
My = wa/az, e que uz/az = Masen (8 —6). Substituindo-se essas
relagoes nas Eq. 2.29 obtemos:
2+ (y—1) M?sen?p
2yMZsen28 —~v+1°

MZsen?(3—0) = (4.7
Para cada valor do angulo de incidéncia 8 corresponde um angulo de
defleccao 6. A relagao entre 5 e 6 pode ser obtida observando-se que:

tanf = “ e tan (8 —0) = 22
v v
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Eliminando-se v e usando as equagoes da continuidade e 4.1 obtemos:

tan (B—60) _ us _ p2 _ (y—1) M#sen?j3 + 2 (4.8)
tan  wu;  pr (y+1) MZsen2p '

Remanejando os termos:

M?Zsen?8 —1
M2 (y+cos2B) +2°

tanf = 2cotf (4.9)

A tltima expressdo anula-se para 3 = 7/2 e para 3 = sen”'1/Mj,
que sao os limites para a faixa admissivel de valores de 3, conforme
definido pela Eq. 4.6. Dentro dessa faixa 6 é positivo e deve portanto
atingir um valor maximo.

Para valores de 0 < 60,,,: € do nimero de Mach M; ha duas
solugbes possiveis, com diferentes valores de 5. O maior valor de beta
caracteriza um choque forte. Nele, o escoamento é subsonico apds o
choque. O menor valor de § caracteriza um choque fraco, ap6s o qual
0 escoamento é supersodnico, exceto em uma pequena faixa de valores
de 0 ligeiramente inferiores a 6,4 -

A relagao entre (3 e 6 pode ser reescrita em outra forma igualmente
util rearranjando-se a Eq. 4.8. Divide-se ao numerador e o denomi-
nador da expressido do membro direito da equagiao por M?Zsen?j3 de
forma a se obter:

1 y+1ltan(B—6) ~v—1

M}sen23 2 tan 3 2

e ainda:

v+1_ senfsenf
2 leos(B-6)

Esta equagao pode ser reescrita, de forma aproximada, para pequenos

valores de 6, como:

M?sen?f -1 =

(4.10)

1
MZ?sen28—1 = <%2LM12 tanﬁ) 0. (4.11)

Para valores elevados de M7, tém-se que 8 < 1, mas M5 > 1. A
Eq. 4.11 reduz-se a:
~2FL

29.

B
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[ee]
(@]

-B(graus)
3

N
o

Angulo do choque

[\
[e]

20 30 40 50

Angulo de deflexéo do escoamento-0 (graus)

Figura 4.2: Angulo 8 da onda de choque obliquo, que se forma quando
um escoamento supersoénico com numero de Mach M; é defletido de um
angulo 0 e emerge do choque com ntumero de Mach M. O angulo g é
medido em relagdo & direcdo do escoamento incidente. [ é fungdo de M;
e de 0. Pode-se interpretar os fenémenos que ocorrem em torno do cho-
que como os do escoamento supersoénico sobre um diedro de angulo 6, em
cujo vértice forma-se um choque obliquo. Escoamentos supersonicos que
incidem com nimero de Mach M; sobre diedros cujo dngulo 6 é maior do
que o valor de 0,4, associado ao correspondente M; desenvolvem choques
curvos, destacados do vértice do diedro, como mostrado na Fig. 4.3. As
linhas tracejadas referem-se a choques fortes, em que o angulo de deflexao
do escoamento é menor do que 0,4z € 0 escoamento que emerge do choque
é subsonico. As linhas cheias referem-se a choques fracos, em que o an-
gulo de deflexdo da cunha é igualmente inferior a 0,4, € 0 escoamento que
emerge do choque é supersonico, exceto em uma pequena regiao delimitada
pelas curvas de 0 = 00, € Mo = 1.

O angulo 8 da onda de choque obliquo, que se forma quando um
escoamento superséonico com nimero de Mach M; é defletido de um
angulo 6 e emerge do choque com nimero de Mach M5 é representado
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graficamente na Fig. 4.2.

4.3 Escoamento Supersdnico sobre Diedros
e Cunhas

No caso de escoamentos nao viscosos, qualquer linha de corrente pode
ser substituida por uma parede so6lida. O escoamento através de um
choque obliquo, descrito na Sec. 4.2 é entao, uma solucao para o es-
coamento supersonico sobre um diedro, como mostrado na Fig. 4.3.
Para um dado angulo de deflexao 6 do diedro os dois valores pos-

Figura 4.3: Escoamento supersonico sobre um diedro, sobre uma cunha
com angulo de ataque nulo, e com angulo de ataque nao nulo. Os campos
de velocidade acima e abaixo da linha de corrente que encontra o vér-
tice da cunha sdo independentes entre si. Se 6 > 0,,4, ndo ha solugado
para o escoamento supersoénico sobre uma cunha, com um choque obliquo
exendendo-se a partir do vértice. Forma-se um choque destacado da cunha,
como esquematizado em (d).
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siveis do angulo 8 do choque com relagao & direcao do escoamento
incidente, e de My ficam determinados. Consideramos apenas o caso
de choque fraco, em que My > 1. Essa restricao impoe que 0 < 6,,4-
O escoamento supersoénco que incide sobre a uma cunha cujas faces
formam um angulo 23 é obtido por simetria. Os campos aerodiné-
micos que se formam acima e abaixo da linha de simetria da cunha
sao independentes entre si. Configuragdes em que a linha de simetria
da cunha forma um angulo de ataque nao nulo com o escoamento
incidente sao igualmente possiveis, como mostrado na Fig. 4.3.

4.4 Problemas de Riemann para a Equa-
cao de Euler

O objetivo desta secao é apresentar a construgao do chamado Pro-
blema de Riemann para a equacao de Euler. O problema de Riemann
¢é o problema de valor inicial para lei de conservagao, quando os dados
iniciais consistem em dois estados constantes Uy, e Ug separados por
uma descontinuidade de salto em x = 0.

O problema de Riemann para as equagoes de Euler em uma di-
mensao constitui o problema do tubo de choque, em que densidade
e pressao sao inicialmente uniformes e constantes em cada um dos
lados do tubo separados por uma membrana. Quando a membrana
se rompe, ondas se propagam para as duas dire¢oes ao longo do tubo
de choque, e a solucao do problema de Riemann determina exata-
mente como serao essas ondas. O problema de Riemann é utilizado
na construgao de solugdes mais gerais para leis de conservagao, as-
sim como para construgao de métodos numéricos para simulagao de
escoamentos compressiveis.

Ondas simples fornecem a solugao do problema de Riemann em
regioes onde as ondas sao expansivas, produzindo as chamadas ondas
de rarefa¢do. Porem quando as solugoes sao compressivas, dao origem
a ondas de choque.

Vamos considerar o problema de Riemann para as equacoes de
Euler em uma dimensao, que podem ser escritas como

ou  OF
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O vetor de variadveis conservativas U e o vetor de fluxos F sao
dados por

1 1 0
U=puyp, F=puiuyp+pil (4.13)
e e u

Para o problema de valor inicial de Riemann temos

_ | Ur,para z <0,
Uo(z) = {UR,para x>0, (4.14)

Para a equagdo de ondas (Cap. 3) foi mostrado que existem duas
familias de caracteristicas ao longo das retas A\ = dz/dt = +c. As
equagoes de Euler compressiveis possuem trés campos carateristicos
[11]:

AM=u—c¢, M=u, \g=u-+c

Para demonstrar este fato, as equagoes de Euler podem ser re-
escritas como
[4Y ou
+A—=0 U(z,00=0 4.15
onde A;; = 0U;/0U; Este sistema pode ser diagonalizado multipli-
cando pela esquerda por L, que é a matriz dos autovetores & esquerda
de A

ou ou
L—+LA— = 4.1
ot T or (4.16)
ou ou
L— +AL— = 4.1
ot + ox 0 (4.17)
onde
A O 0
A=]0 X 0], (4.18)
0 0 A3

Pode-se verificar que V = LU satisfaz

ov OV
S A = (4.19)
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ou seja V é constante sobre as curvas caracteristicas, e ¢ denominado
invariante de Riemann.

Os campos A1 e A3 s@o genuinamente nao lineares, e possuem
ondas nao lineares (choque/rarefa¢do) enquanto que o campo A\ é
linearmente degenerado e possui apenas uma onda de contato.

Choques

Nos choques valem as relagoes:

+1/p
P — Do =:|:p000\/1+72 (—1)(u—u0) (4.20)
Yy Do
atl p
ﬁ:l—i_“/*lpo (421)
y+l . p :
ro y—1 +P0

Estas relagoes podem ser obtidas diretamente das relagoes de
Rankine-Hugoniot. A velocidade do choque é dada por:

vs—uoico\/1+7zﬂ(p—1>. (4.22)

Y Po

Rarefagoes

Nas rarefagoes valem as relagoes :

u =+

c=ug =t

o e (4.23)

v—1 1-(®/po) (u
27 1= (p/po) T
Estas equagoes sao obtidas a partir das relagoes isoentropicas e
o invariante de Riemann u + »y2_01 = constante. A equagdo 4.24 de-
fine uma curva no espago (p,u) que é denominada curva de Poisson.
Através da onda de rarefacdo, u e ¢ variam linearmente, e p e p sao

dadas por

P —po = £poco — ug), (4.24)

c 3
D =DPo—
Co



100 [CAP: 4. ESCOAMENTOS SUPERSONICOS

P
P = Po—
Po
1
R cauda
W
Wi
frente W,
W,
X

Figura 4.4: Construgao de um problema de Riemann: um tubo de choque.
Choque A3 Ss; contato Cs, e rarefagao A1 (R1).

A construgdo de um problema de Riemann pode ser feita seguindo
uma sequéncia de passos. Por exemplo, se for desejado construir um
problema cuja solugao é um escoamento com um choque se transla-
dando para a direita, uma onda de contato seguindo para a direita,
e uma onda de rarefacdo se trasladando para a esquerda (veja Fig.
4.4), pode ser construida da seguinte forma:

1. Especificar o estado do lado direito Wg = [pr, ur, g’
2. Especificar p* (> pgr), e determinar u* pela equagao 4.20, ou

seja

p* — PR

(4.25)
pRcR\/lJr7+1 (E — )

u* =up +

2y PRr

e determinar p} por 4.21, ou seja

Y41 p*

x 1+’7_1PR
PR= PRAFT p*
-1 PR

(4.26)
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3. Especificar pj. A velocidade e a pressao nao se alteram através

*

do contato: u}, = up =u* e p} = pp = p*.

4. Especificar pr (> p*), e determinar py, por

2=

pL

PL = Pzp*

e a velocidade por 4.24

2y 1 (p*/pr)™=
(y—=1prer 1—(p*/pr)

ur, = u* + (p* —pr), (4.27)

O problema de Riemann fica desta forma construido.
Para o problema de Riemann assim criado, a velocidade do choque
¢ dada por

1 £
VS3:uR+cR\/1—|—7+ (p—1> (4.28)

2y \Pr
e a velocidade do contato por
Voo = u* (4.29)
e as velocidades da cauda e da frente da rarefacdo por
Vguda — g ¢t (4.30)
VI = up — ey, (4.31)

Estas velocidades de onda podem ser tuteis quando escolhemos
quantidades como p* de forma a criar um problema com uma ve-
locidade de choque desejada, por exemplo. Para calcular a solugao
dentro da onda de rarefagdo, inicialmente calculamos a velocidade,
que varia linearmente, e depois calculamos as outras grandezas:

u(§) = (1 —&§ur + &u” (4.32)
c(§) = (1= &ecr + & (4.33)

p(€) =pL (6(5)> (4.34)

cL
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1
:
o(€) = i (p(g)) (435)
pPL

onde 5 = (I - IFrente)/(zCauda - xFrente)~

Observa-se que é possivel construir diversos tipos de problemas de
Riemann. E possivel, por exemplo, apos determinar W, especificar
W = W} e definir um problema de Riemann com um tnico choque,
ou se pj, = pg, entao nado ocorrem ondas de contato. Solugdes exatas
para problemas de Riemann sao utilizadas nos capitulos 5 e 6 como
exemplos para demonstragao dos métodos computacionais. A Figura
4.5 ilustra a solugao exata do problema de Riemann associado a um
tubo de choque, construido com Wr = [pgr,ugr, pr]’ = [0.125,0,0.1]¢,
e Wr = [pr,ur,pr]t = [1,0,1]" Observa-se que a solugao é similar,
de forma que W(z,t) = W(n), onde n = z/t.

Figura 4.5: Solucao exata do problema de Riemann associado a um tubo
de choque, construido com Wr = [pr,ur, pr]’ = [0.125,0,0.1]*, e W =
[pr,ur,pr]’ = [1,0,1]" Sdo plotados p, u, p, e—u?/2, e 1/(y—1)log(p/p"),
em t = 1.5 (linha sélida) e em t = 1.7 (linha pontilhada).



Capitulo 5

Solucao numérica das
equacoes de ondas
acusticas

5.1 Introducao

Neste capitulo serd mostrada a solugao numérica para o problema
de propagagao de ondas de pressdo de pequena amplitude. Serd
mostrada a implementacao da metodologia para problemas unidi-
mensionais e bidimensionais no dominio da freqiiéncia e no dominio
do tempo, utilizando o método de diferencas finitas e o método de
elementos finitos lineares. Sao abordados os problemas de ressonin-
cia, assim como de resposta forcada. A imposicao das condigoes de
contorno é descrita de forma detalhada, incluindo as condigoes de
contorno sem reflexdo. Sdo apresentados resultados de testes com-
putacionais, incluindo resultados de alguns testes de validacao da
metodologia.
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5.2 Formulacao no dominio da freqiiéncia

No capitulo anterior foi mostrado que, para materiais isotropicos li-
neares com propriedades constantes podemos escrever as equagoes de
onda como

—==V? (5.1)

onde p ¢ a corregao da pressao, e a constante

Co = @
V. ro
No caso de estarmos interessados em solugoes harmonicas, pe-
riédicas no tempo, o problema pode ser formulado no dominio da
freqiiéncia, como descrito a seguir.
Assumimos implicitamente que a solugao pode ser descrita como
a superposicdo de modos harménicos: p = p e/“!, onde p é o campo
escalar de pressao no dominio do tempo, p no dominio da frequencia,
ej=+—1
Para realizagao de anélises de resposta de sistemas sujeitos a uma
excitagao periodica no tempo, é interessante considerar solugoes as-
sociadas a uma freqiiéncia determinada. Substituindo o ansatz acima,
e dividindo por e/“? resulta em uma expressao idéntica a eq. 1.1 onde
as derivadas no tempo sao substituidas por por jw, logo obtemos

1
f—2w2p =V (5.2)
i)
K+ Vi =0; (5.3)
onde ? = Sw? é o namero de onda ao quadrado. Para ondas
0

acusticas adiabaticas propagando em ar a 0°C proximo ao nivel do
mar, v = 1.4, po = 1,29 [kg/m?], e Py = 1,01 x 10°[n/m?], que
resulta em ¢o = 330[m/s].
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5.3 Formulacao do problema de autovalor
real em 1D

No caso unidimensional, a equacao se reduz a:

K’p+D%*p =0
onde D = %

Na proximas segoes iremos discutir a implementagao da discreti-
zagao baseada na formulagao em uma dimensao usando a forma forte
e o método de diferengas finitas, assim como usando a forma fraca e
o método de elementos finitos.

Vamos considerar o caso em que temos uma cavidade fechada em
um extremo e aberta no outro, e pretendemos encontrar a freqiiéncia
de ressonincia (proxima a uma freqiiéncia de interesse wg = 27 fo)
e 0 modo ou modos associados. Temos que, na forma dimensional,
k* = 2n f§ ondef = fio é a frequéncia de ressonancia adimensional.
Eliminando os * e abusando da notagao, o problema de autovalor-
autofuncao é dado por:

D*p = —w?p (5.4)
Os autovalores w = % representam as frequéncias (angulares) de
ressonincia adimensionais da cavidade. As auto-fungbes correspon-
dem aos modos naturais do operador Laplaciano em uma dimensao
na cavidade, que estao associadas a ondas estacionarias da solugao
transiente.
Sobre uma superficie rigida, com dire¢ao normal n as condigoes
de contorno podem ser expressas em notagao vetorial como:

n-Vp=0 (5.5)
No caso 1d, como no caso de um extremo de um tubo fechado em
x = 0 as condigoes de contorno se reduzem a

op

ox

Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos
considerar

(x=0)=0

p(L) =0
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5.3.1 Formulagao discreta do problema de auto-
valor real 1D por diferencas finitas

A discretizacao do problema de autovalor real por diferencas finitas se
obtém pela substituicao da derivada espacial por uma aproximagao
consistente por diferencas finitas. Considerando pontos igualmente
espagados, uma aproximacao para a segunda derivada no ponto z; =
o+ Azx*i,1=0,1,2,...,n,; & dada por

*p  pi—1 — 2pi + Pis
it g O(Az2 5.6

dz? Ax? + O ) (5.6)
Substituindo a aproximagao acima para a segunda derivada, obtém-se
o seguinte sistema linear, expresso na forma matricial:

Aph = —k2Mph

onde as matrizes A e M, que possuem elementos nao nulos dados
por:

. 1
A(Z,@_l) = @;
. 2
A(’L,Z) = —R7
. 1
A(Z,Z+1) = @,
M(i,i) = —1;

sdo matrizes associadas a rigidez e de massa, respectivamente e p”
representa a pressao nos ndés computacionais. Primeiramente é ne-
cessario definir a malha computacional, constituida de noés, incluindo
informagoes sobre as condigoes de contorno e as propriedades dos
materiais.

Testes de validagao: Ressonancia em um tubo

A metodologia descrita acima foi validada calculando os autovalores
e autofungoes associadas a uma onda estacionéria em um tubo, mos-
trando a corregao do método. O resultado da simulagao, mostrando
varios modos, esta representado na Fig. 5.2.
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% pre-processamento: Definicao do dominio
clear;clc; Xmin=0; Xmax=1;
% geracao dos nos (coordenadas)
nnodes=100; % numero de nos
dx=(Xmax-Xmin)/ (nnodes-1) ;
x=Xmin:dx:Xmax;
% condicoes de contorno, nos Dirichlet
iccd=[1 nnodes]; uccd=[0 0];
%nos Neumann
icen=[]; ucecn=[];
% montagem das matrizes
for i=2:nnodes-1

A(i,i-1)=1/dx;

A(i,i)=-2/dx;

A(i,i+1)=1/dx;

M(i,i)=-1;
end
% aplicag8o das condigdes de contorno Dirichlet
A(1,1)=1;
M(1,1)=0;

A(nnodes,nnodes)=1;

M(nnodes,nnodes)=0;

% aplicag8o das condigdes de contorno Neumann
A(nnodes,nnodes)=1;

A(nnodes,nnodes-1)=-1;

M(nnodes,nnodes)=0;

% solug8o do problema de autovalor

[V,D] = eigs(A,M,6,’sm’)

% apresentagdo das autofuncoes
plot(x,v(:,1)’,x,V(:,2)?,x,V(:,3)?,x,V(:,4)%);

Figura 5.1: Algoritmo, em Octave, para definicao da malha computacio-
nal, montagem das matrizes, incluindo a defini¢cao das condig¢ées de con-
torno nos pontos de fronteira, e solu¢ao do problema de autovalor associado
aeq. 54.

5.3.2 Formulacao discreta do problema de autova-
lor por Elementos Finitos em 1D

A formulagao de Galerkin da forma (DG) do problema de autovalor
consiste em escolher as fungoes de base e de ponderacdo em espa-
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Figura 5.2: Autofungées associadas a uma onda estaciondria em um tubo
aberto a esquerda e fechado a direita, mostrando a correcao do método. Re-
sultado da simulagao, mostrando varios modos, mostra que as autofunc¢oes
sao modos de Fourier que satisfazem as condi¢ées de contorno Dirichlet
homogéneas no contorno a esquerda e de Neumann & direita.

cos de dimensdo finita P* e W*. O problema discretizado se torna:
Encontrar p" € P" e w € R tal que para todo w” € W"

(Dp", Dw") = (wp", ww")

Utilizando bases canoénicas de Elementos Finitos em coordenadas
cartesianas para os espagos acima, obtem-se o seguinte sistema linear,
expresso na forma matricial:

APM = —w2M P
onde

A= —(Duwh, Dw;-‘);

M= (wfvw;t)
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% Processamento: montagem das matrizes
M=zeros (nnodes,nnodes) ;
K=M;
F=zeros(nnodes, 1) ;
j=sqrt(-1);
k=[1 -1;-1 11/2;
m=[2 1; 1 2]/3;
for e=1:nele
J=(x(ien(e,2))-x(ien(e,1)))/2;
for a=1:2
A=ien(e,a);
for b=1:2
B=ien(e,b);
K(A,B)=K(A,B)+k(a,b)/J;
M(A,B)=M(A,B)+kappa*m(a,b)*J;
end
end
end

Figura 5.3: Algoritmo, em Octave, para aplicacao das condi¢oes de con-
torno nos pontos de fronteira. O vetor idbcd contém os indices dos nés de
fronteira de Dirichlet.

sdo matrizes associadas a rigidez e de massa, respectivamente e P"
representa a pressao nos nés computacionais. Primeiramente é neces-
sario definir a malha computacional, constituida de nés, elementos,
incluindo informagoes sobre as condigoes de contorno e as proprieda-
des dos materiais.

Para o problema se tornar um problema de autovalor-autovetor
generalizado, com autovalor w? e autovetor P", é necesséario comple-
tar a definicdo do problema aplicando as condi¢oes de contorno na
forma discreta, como descrito abaixo.

Condicoes de contorno discretas em 1D

Condigoes de contorno de Dirichlet devem ser impostas diretamente
na formulagao de Elementos Finitos, sendo por isso chamadas de
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% pre-processamento: Definicao do dominio
clear;clc;
kappa=1; Xmin=0; Xmax=1;
% geracao dos nos (coordenadas)
nnodes=100; % numero de nos
dx=(Xmax-Xmin) /(nnodes-1) ;
x=Xmin:dx:Xmax;
x1=Xmin;
x2=Xmax;
% elementos
nele=nnodes-1;
% matriz de conectividade
ien=zeros(nele,?2);
for e=1:nele

ien(e,1)=e;

ien(e,2)=e+1;
end
% condicoes de contorno, nos Dirichlet
iccd=[1 nnodes];
uccd=[0 0];
%nos Neumann
iccn=[];
ucen=[];
% graus de liberdade
nccd=size(iccd,2);
nccn=size(iccn,2);

Figura 5.4: Algoritmo, em Octave, para defini¢ao da malha computacio-
nal, incluindo a defini¢do das condi¢ées de contorno nos pontos de fronteira.
O vetor icced contém os indices dos nés de fronteira de Dirichlet.

essenciais. Em primeiro lugar é necessario identificar todos os nos 4
que se encontram sobre a fronteira. No caso 1d, correspondem aos
noés extremos do dominio: i =1 e i = nnodes.

Para um ponto ¢ de contorno temos

e Aplicar a condigdo de componente nula: P(i) = 0, fazendo:



[SEC: 5.3. FORMULAGAO DO PROBLEMA DE AUTOVALOR REAL EM 1D 111

% Processamento: montagem das matrizes
M=zeros (nnodes,nnodes) ;
K=M;
F=zeros(nnodes, 1) ;
j=sqrt(-1);
k=[1 -1;-1 11/2;
m=[2 1; 1 2]/3;
for e=1:nele
J=(x(ien(e,2))-x(ien(e,1)))/2;
for a=1:2
A=ien(e,a);
for b=1:2
B=ien(e,b);
K(A,B)=K(A,B)+k(a,b)/J;
M(A,B)=M(A,B)+kappa*m(a,b)*J;
end
end
end

Figura 5.5: Algoritmo, em Octave, para aplicacao das condi¢oes de con-
torno nos pontos de fronteira. O vetor idbcd contém os indices dos nés de
fronteira de Dirichlet.

Zeramos a linha i em A e M, e forgamos que o valor nodal seja
nulo fazendo : A(4,4) = 1.

Condigoes de contorno de derivada nula sao consideradas implici-
tamente na formulacao de Elementos Finitos, sendo por isso chama-
das de condigoes naturais.

Aplicagao das condigoes de contorno em A, M

O seguinte trecho de programa em Octave ilustra a implementacao

do método para aplicagao das condigoes de contorno nas matrizes K,
M.

for i=1:nccd
K(iccd(i),:)=0;
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M(iccd(i),:)=0;
K(iccd(i),iccd(i))=1;
F(iccd(i))=uccd(i);
end;
neigs=5;
[V,d] = eigs(K,M,neigs,1);
sqrt(d/4/pi/pi);

hold off

for i=1:neigs
plot(x,real (V(:,i)),x,imag(V(:,1)));
hold on

end

5.3.3 Testes de validagao

Ressonancia no espago dentro de um tubo com extremidades
abertas

A metodologia descrita acima foi validada calculando os autovalores
e autofungoes associadas a uma onda estacionaria dentro de um tubo
com extremidades abertas (p = 0) mostrando a correcao do método.
O resultado da simulacao, mostrando varios modos, esta representado
na Fig. 5.6.

5.4 Formulagao do problema de autovalor
real em 2D

Vamos considerar o caso em que temos uma cavidade fechada e pre-
tendemos encontrar a freqiiéncia de ressonancia (proxima a uma freqiién-
cia de interesse wy = 27 fy) e 0 modo ou modos associados. Temos
que, na forma dimensional, k* = 27 f; ondef; = % ¢é a frequéncia de
ressonéncia adimensional. Eliminando os * e abusando da notagao, o
problema de autovalor-autofungao é dado por:

Vip=—u’p

Os autovalores w = k representam as frequéncias (angulares) de
ressondncia adimensionais da cavidade. As auto-funcbes correspon-
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Figura 5.6: Autofungoes associadas a uma onda estacionaria dentro de
um tubo com extremidades abertas (p = 0), mostrando a corre¢ao do
método. Resultado da simula¢ao, mostrando véarios modos, mostra que as
autofungées sdo modos de Fourier que satisfazem as condigées de contorno
Dirichlet homogéneas no contorno.

dem aos modos naturais do operador Laplaciano vetorial na cavidade,

que estao associadas a ondas estacionarias da solucao transiente.
Sobre uma superficie impermeavel, com dire¢ao normal n as con-

digoes de contorno podem ser expressas em notagao vetorial como:

n-Vp=0 (5.7)

5.4.1 Formulacao discreta do problema de autova-
lor por Elementos Finitos em 2D

A formulagao de Galerkin da forma 2D do problema de autovalor
consiste em escolher as fungoes de base e de ponderacao em espa-
cos de dimensdo finita P* e W, O problema discretizado se torna:
Encontrar p" € P" e w € R tal que para todo W), € W

(Vp", VIW") = —(rp", kW")
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Utilizando bases canonicas de Elementos Finitos em coordenadas
cartesianas para os espagos acima, obtem-se o seguinte sistema linear,
expresso na forma matricial:

AP = —k’MP

onde

A e M sao matrizes associadas a rigidez e de massa, respectiva-
mente e P
representa os valore de p nos noés computacionais. Para o problema
se tornar um problema de autovalor-autovetor generalizado, com au-
tovalor k2 e autovetor P, é necessario completar a definicdo do pro-
blema aplicando as condigoes de contorno. No caso de uma cavidade
fechada, as condi¢oes de contorno sao as condigoes de parede imper-
meével, que sao naturalmente satisfeitas pela formulacao variacional
no contorno.

Implementacao computacional

Abaixo seguem os codigos em Octave do programa principal e das
fungoes que implementam o método descrito acima.

Yhth = - = = = - - - Main - - - = = = = = = = - - - - - - YANA
%hth = = = = = = = - Parametros da malha - - - - -

Ly=1; %h% vertical size

Lx=2; %%% horizontal size

Nx=41; Ny=41;

X=zeros (Nx*Ny,1); Y=zeros(Nx*Ny,1);

dx=1/(Nx-1)*Lx; dy=1/(Ny-1)*Ly;

% hthh - - - - - - - Geracao da malha - - - - - - - - - - - -
[TRI,X,Y] = meshing(Nx,Ny,dx,dy,X,Y,1);

% hthh - - - - - - - Montagem das Matrizes - - - - - - - - - -
[Ak,Mk,Dx,Dy] = assemblingmatrices(TRI,X,Y);
% hthh - - - - - - - Solucao do problema de autovalor/autovetor - -

nmodes=20;
% hhth - - - = = - - Plotagem de autovalor/autovetor - -
[V,D]= eigs(Ak,Mk,nmodes,’sm’) ;
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for imode=2:nmodes

subplot(1,2,1); trisurf(TRI,X,Y,V(:,imode)); shading interp
title([’\omega=’ num2str(D(imode,imode))]);

=-Mk\ (Dx*V(: ,imode)) ; v=-Mk\ (Dy*V(:,imode)) ;

subplot(1,2,2) ;quiver(X,Y,u,v);

title([’\omega=’ num2str(D(imode,imode))]) ;drawnow

end

function [TRI,X,Y] = meshing(Nx,Ny,dx,dy,X,Y)
for i=1:Nx
for j=1:Ny
kk=i+(j-1)*Nx;
X(kk)=(i-1)*dx;
Y (kk)=(j-1)*dy;
end
end
for i=1:(NxxNy)
end
TRI=zeros ((Nx-1)*(Ny-1)*2,3);
nel=0;
for i=1:Nx-1;
for j=1:Ny-1;
kk=i+(j-1)*Nx;
nel=nel+1;
TRI(nel,:)=[kk kk+Nx+1 kk+Nx];
nel=nel+1;
TRI(nel, :)=[kk kk+1 kk+Nx+1];
end
end
end

function [Ak,Mk,Dx,Dy] = assemblingmatrices(TRI,X,Y)

Whh = = = = = - - Montagem das matrizes - - - - - - - - - Dot
Whth - - - Rigidez, massa, e derivadas em x e y - = =%hh
numel=size(TRI,1);

numnode=size(X,1);

Ak=zeros (numnode ,numnode) ;
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Mk=zeros (numnode ,numnode) ; Dx=Ak ; Dy=Ak;
%%% Matriz de massa do elemento
Mele = [211; 12 1; 11 2];
MeleL = [4 0 0; 0 4 0; O O 4];
%hh%h Matrizes de rigidez, massa e derivada em x e y
for ie=1:numel
v1=TRI(ie,1); %%/% indice 1 do elemento
v2=TRI(ie,2); %%% indice 2 do elemento
v3=TRI(ie,3); %%% indice 3 do elemento
vv=[vl; v2; v3];
area=0.5* ((X(v2)-X(v1))*(Y(v3)-Y(v1))-(X(v3)-X(v1))...
*(Y(v2)-Y(v1))); %h)% area do elemento
Bt=[Y(v2)-Y(v3) X(v3)-X(v2); Y(v3)-Y(v1)...
X(v1)-X(v3); Y(v1)-Y(v2) Xw2)-X(v1)];
Aele=Bt*Bt’;
Dxe=1/6x[1; 1; 1]1*(Bt(:,1))’;
Dye=1/6x[1; 1; 11*(Bt(:,2))’;
for i=1:3
for j=1:3
Ak (vv(i),vv(j))=Ak(vv(i),vv(j))-Aele(i,])/area/4;
Mk (vv (i) ,vv(j))=Mk(vv(i),vv(j))+Mele(i,j)*area/12;
Dx(vv(i),vv(j))=Dx(vv(i),vv(j))+Dxe(i,j);
Dy(vv(i),vv(j))=Dy(vv(i),vv(j))+Dye(i,j);
end
end
end
end

5.4.2 Testes de validacao

Cavidade retangular

O método implementado pode ser testado em uma cavidade de segao
retangular. O dominio retangular possui lados de comprimento adi-
mensional L, =2, e L, =1 de forma que a cavidade possui, teorica-
mente, modos com frequéncia de ressonancia adimensional f = 0,1/2
associadas a um modo modos, e f = 1,2, 3 associadas aos modos uni-
dimensionais, com dois modos para cada freqiiéncia, além dos modos
bidimensionais f = \/(f2 + 7).

Os resultados apresentam convergéncia satisfatoria para a solugao
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Figura 5.7: Resultados numéricos em malha com apenas 21 x 11 noés
computacionais, mostrando dois modos unidimensionais e um modo bidi-
mensional. Esquerda: campo de pressao, direita: campo de velocidade.

analitica.
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Tabela 5.1: Resultados do teste com cavidade de segao retangular
L,=2L,=1

Ny Ny f1 fo I3 fa I5

11 6 0.2510 0.5080 0.5081 0.5738 0.7398
21 11 0.2503 0.5020 0.5020 0.5628 0.7157
41 21 0.2501 0.5005 0.5005 0.5600 0.709320
81 41 0.2500 0.5001 0.5001 0.5593 0.7077
161 81 0.2500 0.5000 0.5000 0.5591 0.7072
00 0 0.25 0.5 0.5 0.5590 0.7071

5.5 Solugao com forgagem

Apresentamos aqui a implementagao do método para o problema com
forcagem. Este problema corresponde & resposta no dominio das
freqiiéncias de um sistema para uma frequéncia determinada pelas
condicoes de contorno. Considera-se que uma regiao da fronteira
do dominio se encontra excitada por uma forgagem peridédica com
amplitude e frequéncia determinadas.

K p+Vip =0
2
onde k2 = %2 é o numero de onda ao quadrado. Neste caso w é

0
conhecido e determinado pelas condigdes no contorno forcado I'y,
que no dominio do tempo se expressa:

ﬁ(Ffa t) = pOejwt~

Na proximas segoes iremos discutir os resultados da implementa-
¢ao da discretizacao de Elementos Finitos em uma e duas dimensoes
do problema forgado.

5.5.1 Formulacao do problema forgado 1D

Vamos considerar o caso em que temos uma cavidade fechada, salvo
por uma regiao onde ocorre a forgagem com freqiiéncia fixa, wy =
27 fo. No caso unidimensional, a equagao se reduz a:
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(k*+D*p =0

com condigao de contorno (forgagem)

p(0) =1

5.6 Formulacao discreta do problema no
dominio da freqiiéncia forcado por Ele-
mentos Finitos em 1D

A formulagdo de Galerkin da forma (DG) do problema forgado con-

siste em escolher as fungoes de base e de ponderacao em espagos de

dimensdo finita €" ¢ W". O problema discretizado se torna: Encon-
trar P" € P* e w € R tal que para todo W, € Wh

(DP", DW") = —(kP", kW)

Utilizando bases canonicas de Elementos Finitos em coordenadas
cartesianas para os espagos acima, obtem-se o seguinte sistema linear,
expresso na forma matricial:

AP =—-M,P

onde

A= (DP" DW");

M = (kP", kW)

sdo matrizes associadas a rigidez e de massa, respectivamente e p*
representa a pressao nos nés computacionais. Observa-se que k é em
geral complexo e varia de elemento para elemento. Para o sistema
linear acima ter solugao tnica, é necessario completar a definicao do
problema aplicando as condigoes de contorno na forma discreta, como
descrito abaixo.
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Condigoes de contorno nao reflexivas

No caso de um contorno nao reflexiva deseja-se que as ondas se propa-
guem apenas na dire¢ao da normal externa, de forma que nao ocorra
reflexao de ondas para o interior do dominio.
Esta condigao pode ser expressa como:
@ +en-Vp=20
ot
Para o caso da solugao no dominio das freqiiéncia, essa condigao
pode ser expressa como

jwp+en-Vp=0

onde ¢ representa a velocidade de propagacgao da onda no meio. Pode-
se generalizar esta condicao de contorno para o caso de uma parede
parcialmente reflexiva. Neste caso teremos:

joawp+cn-Vp=0

Para @ = 1 obtemos a condigao de fronteira nao reflexiva, e no caso
de a = 0 temos uma fronteira totalmente reflexiva (parede rigida).
Valores intermediarios de « correspondem a fronteiras parcialmente
reflexivas (ou parcialmente absorventes). Esta condigdo de contorno
corresponde a uma condigdo mista (tipo Robin). A implementagao
computacional em Octave, no caso 2D de uma parede com normal na
direcao = é mostrada abaixo:

A seguir é ilustrado o resultado da simula¢ao numa cavidade com
forcagem e fronteira parcialmente reflexiva em duas geometrias em
funcdo da freqiiéncia de excitacdo. A primeira geometria é um ca-
nal retangular com Lz = 1 e Ly = 0.1, de modo que a resposta é
essencialmente idéntica ao caso unidimensional. A segunda geome-
tria corresponde a um canal com largura variavel, produzido por um
mapeamento descrito por: Y =Y. * (1 + 0.5 % sin(X * 2 * pi)).

Observa-se que na cavidade retangular as freqliéncias de resso-
nancia sdo igualmente espacadas, se encontram em f = 0.25, 0.75,
1.25. Os méaximos das respostas para todas as freqiiéncias de resso-
nancia é Ppar = %, onde P, é a intensidade da forcagem. Ja no caso
da cavidade mapeada, observa-se o deslocamento das frequéncias de
ressonancia, assim como a variagao dos valores dos méximos.
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b=zeros (Nx*Ny,1) ;

b(bnl)=1;

MM=- (Ak+omega2+*Mk) ;

for ii=1:size(bnl)
i=bn1(ii);

MM(i,:)=0;

MM(i,i)=1;

end

for ii=1:size(bn2,1)
i=bn2(ii);

MM(i,:)=Dx(i,:)+ Mk(i,:)*alpha*sqrt(-1)*omega;

end

P=MM\b;

end

Figura 5.8: Algoritmo, em Octave, para aplicacao das condigoes de con-
torno nos pontos de fronteira tipo parede nao reflexiva. O vetor bnl contém
os indices dos nés da fronteira for¢ada e o vetor bn2 contém os indices dos
nés de fronteira nao reflexiva.

5.7 Solugao no dominio do tempo

A solucdo no dominio do tempo pode ser obtida seja discretizando
diretamente as equagoes de onda no dominio do tempo, ou por su-
perposicao de solugoes obtidas no dominio das freqiiéncias.

Por motivos didaticos, para permitir posteriormente a compara-
¢ao com o método solucao das equagoes de Euler, vamos apresentar a
solugao do problema no dominio do tempo como a solucao do sistema:

0

8722 + 3V - (pu) =0
oo (5.8)
ﬁ + Vp =0

Para o caso unidimensional, podemos escrever este sistema como:

ouU OF
E + % =0 em () X [O,Tmaw] (59)
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Figura 5.9: Geometrias e malhas utilizadas nos testes com forgagem. A
primeira geometria é um canal retangular com Lx = 1 e Ly = 0.1, de
modo que a resposta é essencialmente idéntica ao caso unidimensional. A
segunda geometria corresponde a um canal com largura varidvel, produzido
por um mapeamento descrito por: Y =Y. x (1 + 0.5 * sin(X * 2 * pi)).

onde Q C R et € [0, Thaz]. O vetor de variaveis conservativas U e o
vetor de fluxos F sao dados por

U:{ﬁ},F:{ﬁT} (5.10)

No caso 1d, como no caso de um extremo de um tubo fechado em
z = 0 as condigoes de contorno se reduzem a

dp

a(m:O):O

Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos
considerar

p(L) =0
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b)

10
amax

Figura 5.10: Resposta em freqiiéncia para cavidades for¢adas, com for-
cagem na fronteira da esquerda e uma fronteira semi-reflexiva a direita.
Resultados numéricos em malha com apenas 21 X 6 nés computacionais.
A esquerda (a), resultado com geometria retangular. A direita (b), geo-
metria modificada. As curvas tragadas com linha sélida, linha tracejada e
trago-ponto representam resultados para uma fronteira semi-reflexiva com
a =0.125, 0.250 e 0.5 respectivamente.

5.7.1  Solugao no dominio do tempo por diferen-
cas finitas de sistemas de equagoes de con-
servacgao hiperboélicos lineares em 1d

Nesta segao iremos esbocar o método de solugao das equagoes de
onda lineares no dominio do tempo como um sistema de equagoes de
conservagao hiperbélico linear e apresentar um exemplo computaci-
onal utilizando o método de MacCormack com adigao do termo de
viscosidade artificial de Lapidus. Este mesmo método sera utilizado
no Cap. 6 para a soluco das equacoes de Euler.

Método de MacCormack

O método de MacCormack é um método de segunda ordem, de dois
passos, que pode ser descrito da seguinte forma:

— At
U?H =U} - Az ( ?+1 - F?) (5-11)

. 1 =T A 7T et T
ot = (U +UFT) - At (FrHT - i) (5.12)
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Estes dois passos definem o método de MacCormack. Usualmente,
um termo de viscosidade artificial é adicionado como um passo fraci-
onério adicional, conforme proposto por Lapidus:

3 At - :
Ut = O 2 (A AT (5.13)

onde A'U? =U? — U™,
Um cédigo para implementacao do método é apresentado a seguir:

nx=101;Lx=1;dx=Lx/(nx-1);
CFL=0.8;nuA=1;tend=0.15;
gamma=1.4;p0=1;rho0=1;

cO=sqrt (gamma*pO0./rho0) ; dt=CFL*dx/cO;

X=0:dx:Lx;

rho=ones (nx,1); rhou=zeros(nx,1);
p=ones(nx,1) ;p(fix(nx/2) :end,1)=0.999;
rhoe=p/(gamma-1)+1/2*rhou.*rhou./rho;
rhon=rho ;rhoun=rhou;rhoen=rhoe;pn=p;

Dxp=zeros (nx,nx) ; Dxr=zeros(nx,nx);

for i=2:nx-1
Dxp(i,i+1)=1/dx;
Dxp(i,i)=-1/dx;
Dxr(i,i)=1/dx;
Dxr(i,i-1)=-1/dx;

end

kk=0;t=0;

while t<tend
pnl=p-dt* (Dxp*rhou*xc0~2) ;
rhounl=rhou-dt* (Dxp*(p)) ;
pn=(p+pn1)/2-dt/2* (Dxr*rhounl*c0~2) ;
rhoun=(rhou+rhounl) /2-dt/2* (Dxr* (pnl)) ;
pn=pn-dt*dx*dx*nul* (-Dxr* (abs (Dxp*pn) . * (Dxp*pn))) ;
rhoun=rhoun-dt*dx*dx*nul* (-Dxr* (abs (Dxp*rhoun) . * (Dxp*rhoun))) ;
t=t+dt; kk=kk+1; rhou=rhoun; p=pn;
rho=gamma*p/c0~2; rhoe=p/(gamma-1) ;

end
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A metodologia descrita acima foi validada calculando solucao do
problema de um tubo de choque linear, usando o método de Mac-
Cormack em uma malha regular de 50 pontos e de 1000 pontos e
comparando com a solugao exata, o que mostra a corregao do mé-
todo. O resultado da simulagao, mostrando a solugao em t = 0.15,
esta representado na Fig. 5.11.

0 0z 04 05 08 1 o 0z 04 05 08 1 o o0z 04 08 08 1 o 02 04 08 08 1

Figura 5.11: Solugao do problema de um tubo de choque linear, usando
o método de MacCormack em uma malha regular de 50 pontos (esquerda)
e de 1000 pontos (direita). Linha sélida: solugdo numérica. Linha pon-
tilhada: solugdo exata (Cap. 4). Para cada caso, sao plotados p, u, p,
e—u?/2, e 1/(y = D)log(p/p").

5.8 Conclusoes

Foram implementados e testados métodos para determinacao das
freqliéncias e modos de ressondncia de cavidades em 1D e 2D, as-
sim como para resposta for¢gada, por diferencas finitas e elementos
finitos. Os resultados mostram que os dois métodos produzem re-
sultados similares e consistentes com os previstos pela teoria. Foi
apresentado o método de MacCormack para a solugao da equagao de
onda em 1d no dominio do tempo, por diferencas finitas.






Capitulo 6

Dinamica dos fluidos
computacional

6.1 Introdugao

A solugdo numérica de escoamentos compressiveis pode apresentar os-
cilagoes, especialmente perto de regioes de choque. Resultados mais
precisos e estaveis podem ser obtidas utilizando formulagoes estabili-
zadas, tanto lineares como nao lineares. Este capitulo aborda a mo-
delarem computacional de escoamentos compressiveis. E apresentada
a formulacao de variaveis conservativas, que apresenta vantagens na
implementacao numérica. Exemplos de implementacao computacio-
nal em 1 e 2 dimensoes sao apresentados, com resultados da solucao
de problemas "benchmark"cléssicos.

6.2 Formulacao de variaveis primitivas con-
servativas

As equagoes de Euler em varidveis conservativas podem ser escritas
como

U | OF; _
ot 8372 o

0 em Qx [0, Tl (6.1)

127
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onde Q C R? et € [0, Thnaz]. O vetor de variaveis conservativas U e
o vetor de fluxos F; sdo dados por

1 1 0
Uy U1 014
U= P U2 5 Fi = PU; § U2 +p 521' (62)
u3 u3 03
e e U;
onde p é a densidade, u = [uy, us,u3]’ é o vetor velocidade, e é a

densidade de energia interna total, p ¢ a pressao, e d;;¢ o delta de
Kronecker. A equagao de estado para um gas ideal

1
p=(v=1)(pe - 5pv*) (6.3)
permite calcular a pressao a partir das variaveis conservativas.
Adicionalmente
p
= /= (6.4)
p

Na proximas segoes iremos discutir os resultados da implementa-
¢ao da discretizacao em uma dimensao e duas dimensoes usando a
forma forte e o método de diferengas finitas.

6.3 Formulagao do problema em 1d

Para o caso de um problema unidimensional, as equagoes de Euler se
restringem a

ou  OF

ot Tor
onde Q C R et €[0,Thaz]- O vetor de variaveis conservativas U e o
vetor de fluxos F sao dados por

0 em QX [0,Thax (6.5)

1 1 0
U=purp, F=puy<u p+p 1 (6.6)
e e U

No caso 1d, como no caso de um extremo de um tubo fechado em
z = 0 as condig¢oes de contorno se reduzem a
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Op
—(x=0)=0
ox

Para um extremo aberto em x = L para a atmosfera podemos
considerar

p(L) =0

6.4 Solucao por diferencas finitas de sis-
temas de equacoes de conservacao hi-
perboélicos nao-lineares em 1d

Diversos métodos foram desenvolvidos para a solugao de sistemas
de equacoes do tipo descrito por eq. 6.10. Uma excelente revisao
é encontrada em Sod [15], que discute a solugdo pelos métodos de
Godunv, Hyman, Lax-Wendroff (2 passos), MacCormack, Rusanov,
Upwind, o método hibrido de Harten and Zwas, o método antidifusao
de Boris e Book, o método de compressibilidade artificial de Harten,
e o método de Glimm. Nesta segao iremos esbogar o método de
solugao e apresentar um exemplo computacional utilizando o método
de MacCormack com adi¢do do termo de viscosidade artificial de
Lapidus.

6.4.1 Meétodo de MacCormack

O método de MacCormack é um método de segunda ordem, de dois
passos, que pode ser descrito da seguinte forma:

At

Ul = ur — Az (Fi — F7) (6.7)
= (o) 2L () oo

Estes dois passos definem o método de MacCormack. Usualmente,
um termo de viscosidade artificial é adicionado como um passo fraci-
onario adicional, conforme proposto por Lapidus:

vAt A

Un+1 — f]r_t-i-l
’ it 2Ax

(laore At (6.9)
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onde A’U? = U? — U? |

Implementacao computacional

Primeiramente é necessario definir a malha computacional, consti-
tuida de nés, incluindo informagoes sobre as condi¢oes de contorno e
os parametros da simulagao.

nx=101;

Lx=1;
dx=Lx/(nx-1);
CFL=0.90;
nul=1;
tend=0.15;
gamma=1.4;

X=0:dx:Lx;

rho=ones(nx,1); rho(fix(nx/2):end,1)=0.125;
rhou=zeros (nx,1);

p=ones(nx,1) ;p(fix(nx/2) :end,1)=0.1;
rhoe=p/(gamma-1)+1/2*rhou.*rhou;

rhon=rho ;rhoun=rhou;rhoen=rhoe;pn=p;

Dxp=zeros (nx,nx) ;
for i=2:nx-1
Dxp(i,i+1)=1/dx;
Dxp(i,i)=-1/dx;
end

Dxr=zeros (nx,nx) ;

for i=2:nx-1
Dxr(i,i)=1/dx;
Dxr(i,i-1)=-1/dx;

end

Figura 6.1: Algoritmo, em Octave, para definigao da malha computacio-
nal, montagem das matrizes.
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kk=0;t=0;

while t<tend
c=sqrt (gamma*p./rho) ;
dt=CFL*min (dx/max (abs (rhou./rho)+c));

rhonl=rho-dt* (Dxp*rhou) ;
rhouni=rhou-dt* (Dxp* (rhou.*rhou./rho+p));
rhoenl=rhoe-dt* (Dxp* (rhou./rho.*(rhoe+p)));
pnl=(gamma-1)*(rhoenl-1/2*rhounl.*rhounl./rhonl);

rhon=(rho+rhon1) /2-dt/2*(Dxr*rhounl) ;
rhoun=(rhou+rhoun1) /2-dt/2* (Dxr* (rhounl. *rhounl./rhoni+pnl)) ;
rhoen=(rhoe+rhoenl) /2-dt/2* (Dxr* (rhounl. /rhonl.*(rhoenl+pnl)));

rhon=rhon-dt*dx*dx*nul* (-Dxr* (abs (Dxp*rhon) . * (Dxp*rhon))) ;
rhoun=rhoun-dt*dx*dx*nul* (-Dxr* (abs (Dxp*rhoun) . * (Dxp*rhoun))) ;
rhoen=rhoen-dt*dx*dx*nul* (-Dxr* (abs (Dxp*rhoen) . * (Dxp*rhoen))) ;
pn=(gamma-1)* (rhoen-1/2*rhoun. *rhoun./rhon) ;

t=t+dt; kk=kk+1
rho=rhon;rhou=rhoun; rhoe=rhoen; p=pn;

if mod(kk,2)==0
subplot(1,5,1) ;plot(X,rho); subplot(1,5,2);plot(X,rhou./rho);
subplot(1,5,3);plot(X,p); subplot(1,5,4);plot(X,p./rho." (gamma))
subplot(1,5,5); plot(X,rhoe./rho-(rhou./rho).~2/2);
drawnow;
end
end

Figura 6.2: Algoritmo, em Octave, para implementacao do método de
MacCormack com viscosidade artificial de Lapidus [15].

Solugao numeérica do problema do tubo de choque

A metodologia descrita acima foi validada calculando solugao do pro-
blema de um tubo de choque (problema de Riemann) cuja construgio
foi apresentada no capitulo 4, usando o método de MacCormack em
uma malha regular de 101 pontos e de 1001 pontos, mostrando a cor-
regao do método. O resultado da simulagao, mostrando a solugao em
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t = 1.5, esté representado na Fig. 6.3.

Figura 6.3: Solugdo do problema de um tubo de choque, usando o método
de MacCormack em uma malha regular de 101 pontos (esquerda) e de
1001 pontos (direita). Linha sélida: solugao numérica. Linha pontilhada:
solugdo exata (Cap. 4). Para cada caso, sao plotados p, u, p, e — u?/2, e

1/(y = Dlog(p/p™)-

6.5 Formulacao do problema em 2d

Para o caso de um problema biidimensional, as equacoes de Euler se
restringem a

ou oOF 0G
E + % + aiy =0 em () X [O,Tmaz] (610)

onde Q C R? e t € [0, Tynaz]- O vetor de variaveis conservativas U e
o vetor de fluxos F e G sao dados por
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1 1 0 1 0
U o U1 F - o U1 + 1 G — ou U1 + 0
- p u2 9 - p 1 u2 p 0 - p 2 UQ p 1
e e U1 e U2

A defini¢ao do problema é completada pela defini¢ao das condi¢oes
iniciais e de contorno adequadas.

6.6 Solugao por diferengas finitas de sis-
temas de equacoes de conservacao hi-
perbdélicos nao-lineares em 2D

Nesta segao iremos esbogar o método de solucao e apresentar um

exemplo computacional 2D utilizando o método de MacCormack com
adicao do termo de viscosidade artificial de Lapidus.

6.6.1 Meétodo de MacCormack

O método de MacCormack, no caso 2d pode ser descrito da seguinte
forma:

e AN o A N
Uit =03 - 1 (Fi — F) - Ay (G, —GI)  (6.12)

. 1 N e
O+t = S (U U ) - o (R FE)
At n+1 n+1
“5a; (i -G,) (613)

Estes dois passos definem o método de MacCormack. Usualmente,
um termo de viscosidade artificial é adicionado como um passo fraci-
onario adicional, conforme proposto por Lapidus:
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n+l1l _ yin+1l VAt rtn+1 rTn+1
Uij - Uij + 2AxA;c (HA;cUz‘H JH ’ A/zUi-H j)
vAt rTn rn
+ 5ay (12, T84 - 4, 0551) - (6.14)

ITTn TN rn I TN rn
onde A; U} = U, — e AU = U} —

i—1j ij—1

Implementacao computacional

Primeiramente é necessario definir a malha computacional, consti-
tuida de nés, incluindo informagoes sobre as condi¢oes de contorno e
os parametros da simulagao, que dependem do problema a ser anali-
sado.

6.6.2 Testes de validacao
Choque oblicuo

A metodologia descrita acima foi validada calculando a solugao do
problema de um choque oblicuo, usando o método de MacCormack,
mostrando o comportamento do método. Usando a equagao de con-
tinuidade e o fato de que a componente de velocidade tangencial nao
muda ao longo do choque, relagoes trigonométricas levam eventual-
mente & equagao 0 — § — M que permite calcular § como uma fungao
de M1, B e ~.

M?sin? 8 — 1
M2(y + cos 28) + 2

tan @ = 2 cot 3 (6.15)

O resultado da simulacao esta representado na Fig. 6.6. Observa-
se que para Mach=2 em uma malha regular de 61 x 61 pontos, a
solugdo é bastante satisfatéria, mas para Mach=3, a solugao apre-
senta oscilagoes espturias, mesmo com v = 4 em uma malha regular
de 161 x 161 pontos.

As condigoes iniciais e de contorno utilizadas na simulagao com-
putacionais sao as seguintes.
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initial_conditions
angle=10;
UU=Mach*cos (angle/360*2*pi)*c0O;
VV=-Mach*sin(angle/360*2xpi)*c0;
rho=ones (nx,ny) ;
rhou=UU*ones (nx,ny) ;
rhov=VV*ones (nx,ny) ;
rhov(:,1)=0;
p=pO*ones (nx,ny) ;%*0.17857;
rhoe=p/ (gamma-1)+1/2* (rhou.*rhou+rhov.*rhov) ./rho;

boundary_conditions

rho(1,:)=1;

rho(:,end)=1;
rho(2:end,1)=rho(2:end,2);
rhou(:,end)=UU;

rhou(1, :)=UU;

rhou(:,1)=rhou(:,2);

rhov(1,:)=VV;

rhov(:,end)=VV;

rhov(l:end,1)=0;
rhoe(:,end)=p0/(gamma-1)+1/2%(UU~2) *rhoO0;
rhoe (1, :)=p0/ (gamma-1)+1/2% (UU~2) *rho0;
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nx=61;ny=61;

Lx=1;Ly=1;
gamma=1.4;Mach=2;
rho0=1;p0=1;

cO=sqrt (gamma*p0/rho0) ;

dx=Lx/(nx-1) ;dy=Ly/(ny-1);
nul=1;
tend=5;CFL=0.7;

x=0:dx:Lx; y=0:dy:Ly;

X=zeros(nx,ny) ; Y=X;

for j=1:ny
X(:,3)=x;

end

for i=1:nx
Y(i,:)=y;

end

Dxr=zeros (nx,nx) ;

for i=2:nx
Dxr(i,i)=1/dx;
Dxr(i,i-1)=-1/dx;

end

Dxp=zeros(nx,nx) ;

for i=1:nx-1
Dxp(i,i)=-1/dx;
Dxp(i,i+1)=1/dx;

end

Dyr=zeros(ny,ny) ;

for j=2:ny
Dyr(j,j)=1/dy;
Dyr(j,j-1)=-1/dy;

end

Dyp=zeros (ny,ny) ;

for j=1:ny-1
Dyp(j,j)=-1/dy;
Dyp(j,j+1)=1/dy;

end

Figura 6.4: Algoritmo, em Octave, para definigao da malha computacional
e montagem das matrizes.
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initial_conditions;
while t<tend

end

c=sqrt (gamma*p./rho) ;
dt=CFL*min (dx/max (max (sqrt ((rhou./rho) . 2+(rhov./rho) .~2)+c)));

rhonl=rho-dt* (Dxp* (rhou)+(rhov)*Dyp’) ;

rhouni=rhou-dt* (Dxp* (rhou.*rhou./rho+p)+(rhou. *rhov./rho) *Dyp’) ;
rhovnl=rhov-dt* (Dxp* (rhou.*rhov./rho)+(rhov.*rhov./rho+p)*Dyp’) ;
rhoenl=rhoe-dt* (Dxp* ((rhoe+p) . *rhou./rho)+(rhov./rho.*(rhoe+p) ) *Dyp’
pnl=(gamma-1)*(rhoenl-1/2*(rhounl.*rhounl+rhovnl.*rhovnl) ./rhonl) ;

rhon=(rho+rhonl) /2-dt/2* (Dxr* (rhounl)+(rhovnl) #*Dyr’) ;
rhoun=(rhou+rhounl)/2-dt/2x*. ..
(Dxr*(rhounl.*rhounl./rhoni+pnl)+(rhouni.*rhovnl./rhonl)*Dyr’);
rhovn=(rhov+rhovnl)/2-dt/2*. ..
(Dxr*(rhounl.*rhovnl./rhonl)+(rhovnl.*rhovnl./rhonl+pni)*Dyr’) ;
rhoen=(rhoe+rhoenl)/2-dt/2*. ..
(Dxr*(rhounl./rhonl.*(rhoenl+pnl))+(rhovnl./rhonl.*(rhoenl+pnl) ) *Dyr

rhon=rhon+dt*dx*dx*nul* (Dxr* (abs (Dxp*rhon) . * (Dxp*rhon) ))
+dt*dy*dy*nul* ((abs (rhon*Dyp’) . * (rhon*Dyp’) ) *Dyr’) ;
rhoun=rhoun+dt*dx*dx*nul* (Dxr* (abs (Dxp*rhoun) . * (Dxp*rhoun))) ...
+dt*dy*dy*nul* ((abs (rhoun*Dyp’) . * (rhoun*Dyp’) ) *Dyr’) ;
rhovn=rhovn+dt*dx*dx*nul* (Dxr* (abs (Dxp*rhovn) . * (Dxp*rhovn))) ...
+dt*dy*dy*nul* ((abs (rhovn*Dyp’) . * (rhovn*Dyp’) ) *Dyr’) ;
rhoen=rhoen+dt*dx*dx*nul* (Dxr* (abs (Dxp*rhoen) . * (Dxp*rhoen))) ...
+dt*dy*dy*nul* ((abs (rhoen*Dyp’) . * (rhoen*Dyp’) ) *Dyr’) ;
pn=(gamma-1)*(rhoen-1/2* (rhoun. *rhoun+rhovn. *rhovn) . /rhon) ;

t=t+dt; kk=kk+1;
rho=rhon;rhou=rhoun;rhov=rhovn;rhoe=rhoen; p=pn;
boundary_conditions;

Figura 6.5: Algoritmo, em Octave, para implementagao do método de
MacCormack com viscosidade artificial de Lapidus em 2D [15].
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T g /, ot // $A/“’\f. .
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= 4 o~
= e
o o1

0z 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6.6: Curvas de nivel de pressao no choque obliquo, obtidas pelo
cédigo de diferengas finitas (método de MacCormack com viscosidade ar-
tificial) descrito no texto. Esquerda: Mach=2, usando uma malha de 61 X
61 pontos. Direita: Mach=3, usando uma malha de 161 x 161 pontos.
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