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Resumo.

Esse livro cobre alguns tópicos da teoria de superf́ıcies de curvatura
média constante H em variedades homogêneas de dimensão 3; es-
sas superf́ıcies são chamadas de H-superf́ıcies. A primeira parte do
material desse livro diz respeito ao trabalho em conjunto do primeiro
autor com Giuseppe Tinaglia, o qual inclui a existência de estimativas
uniformes de raio e de curvatura para (H > 0)-discos mergulhados
em R3, com um dos resultados principais sendo que uma (H > 0)-
superf́ıcie completa e simplesmente conexa, mergulhada em R3 é uma
esfera redonda. A segunda parte do livro é sobre o trabalho do pri-
meiro autor com Pablo Mira, Joaqúın Pérez e Antonio Ros sobre a
classificação de H-esferas em um espaço homogêneo M de dimensão
3, com um dos resultados principais sendo que duas H-esferas em
M com a mesma curvatura constante H diferem apenas por uma
isometria de M .
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Caṕıtulo 1

Introdução.

Os principais tópicos desse livro são a existência, representação, clas-
sificação e geometria das superf́ıcies de curvatura média constante
imersas em uma variedade Riemanniana homogênea de dimensão 3.
Por simplicidade, vamos chamar uma superf́ıcie de curvatura média
constante H, orientada e imersa em uma variedade Riemanniana de
dimensão 3 uma H-superf́ıcie. Uma H-superf́ıcie será chamada um
H-disco se for homeomorfa a um disco fechado do plano euclideano e
será chamada uma H-esfera se for homeomorfa à esfera de dimensão
dois, S2. No Caṕıtulo 3, nós apresentamos a classificação e a geome-
tria de variedades Riemannianas simplesmente conexas, homogêneas
e de dimensão 3 que será necessária para os demais caṕıtulos. In-
clúımos, também no Caṕıtulo 3, a teoria básica das H-superf́ıcies
nesses espaços.

Hopf [20] em 1951 e Alexandrov [4] em 1956 apresentaram as
seguintes caracterizações para a esfera redonda.

Teorema 1.1 (Hopf, [20]). Uma H-esfera imersa em R3 é uma esfera
redonda.

Teorema 1.2 (Alexandrov, [4]). Uma H-superf́ıcie, compacta e mer-
gulhada em R3 é uma esfera redonda.

Observe as diferentes hipóteses nos dois teoremas acima; enquanto
no Teorema 1.1 não se assume que a superf́ıcie seja mergulhada, se

5
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6 [CAP. 1: INTRODUÇÃO.

tem uma restrição na topologia da superf́ıcie. Por outro lado, o Te-
orema 1.2 assume que a H-superf́ıcie é fechada e mergulhada para
obter a caracterização de esfera redonda.

Um dos objetivos do Caṕıtulo 4 é provar que as conclusões dos
teoremas acima permanecem válidas diante da nova hipótese de que a
H-superf́ıcie é completa, simplesmente conexa e mergulhada em R3,
com curvatura média positiva.

Teorema 1.3 (Meeks-Tinaglia, [40]). Superf́ıcies completas, simples-
mente conexas, mergulhadas em R3 com curvatura média constante
não nula são compactas, e portanto são esferas redondas.

A demonstração do Teorema 1.3 depende da obtenção de estima-
tivas de raio e de curvatura para discos mergulhados com curvatura
média constante não nula. Essas estimativas estão enunciadas nos
Teoremas 1.4 e 1.5 abaixo.

Teorema 1.4 (Estimativas de Curvatura, Meeks-Tinaglia [40]). Da-
dos δ, H > 0, existe uma constante K(δ,H) ≥

√
2H tal que qualquer

H-disco Σ mergulhado em R3 com H ≥ H satisfaz

sup
{p∈Σ | dΣ(p,∂Σ)≥δ}

|AΣ|(p) ≤ K(δ,H),

onde |AΣ| é a norma da segunda forma fundamental e dΣ é a função
distância intŕınseca de Σ.

Gostaŕıamos de enfatizar que as estimativas de curvatura para H-
discos mergulhados dadas no Teorema 1.4 dependem unicamente em
uma limitação inferior positivaH para as suas curvaturas média, e em
seguida explicaremos uma simples, porém importante consequência
dessa observação. Lembre que o raio de uma superf́ıcie Riemanniana
compacta com bordo é a distância intŕınseca máxima entre pontos
da superf́ıcie até o bordo; nós afirmamos que o raio de um 1-disco
mergulhado em R3 deve ser menor do que K(1, 1), onde K(1, 1) é a
constante dada no teorema acima com δ = 1,H = 1. Para ver isso,
seja Σ um 1-disco mergulhado e seja Σ̂ = 1

K(1,1) ·Σ a superf́ıcie dada

por uma homotetia na métrica de Σ pelo fator de 1
K(1,1) . Note que a

curvatura média de Σ̂ é exatamente K(1, 1), que, pelo Teorema 1.4
satisfaz K(1, 1) ≥

√
2, pois H = 1. Portanto, a desigualdade clássica
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tr(A) ≤
√

2 |A|, que vale para qualquer matriz simétrica A, 2 × 2 e
com entradas reais, nos dá que

inf
p∈Σ̂
|AΣ̂|(p) ≥

√
2 ·K(1, 1) > K(1, 1). (1.1)

Isso nos dá que o raio de Σ̂ deve ser menor que 1 pois, de outra forma
teŕıamos {p ∈ Σ̂ | dΣ̂(p, ∂Σ̂) ≥ 1} 6= ∅, e então o Teorema 1.4 com
δ = 1,H = 1 implicaria que

sup
{p∈Σ̂ | dΣ̂(p,∂Σ̂)≥1}

|AΣ̂|(p) ≤ K(1, 1),

contradizendo (1.1). Essa contradição implica no fato que o raio

de Σ = K(1, 1) · Σ̂ é menor que a constante K(1, 1), o que prova
a nossa afirmação. Com tais considerações em mente, talvez não
seja demasiado surpreendente que a demonstração das estimativas de
curvatura do Teorema 1.4 está interligada com a prova do próximo
resultado, que nos dá a existência de estimativas de raio para (H >
0)-discos.

Observe que o próximo teorema também implica que não existe
(H > 0)-planos completos mergulhados em R3, pois tal plano conteria
discos topológicos compactos com raio arbitrariamente grande, e isso
demonstra o Teorema 1.3.

Teorema 1.5 (Estimativas de Raio, Meeks-Tinaglia [40]). Existe
uma constante R ≥ π tal que qualquer H-disco mergulhado em R3

com H > 0 tem raio menor do que R/H.

As estimativas acima, de raio e de curvatura para discos mer-
gulhados com curvatura média constante não nula, são o assunto do
Caṕıtulo 4. Em uma pesquisa em andamento, Meeks e Tinaglia foram
capazes de generalizar as estimativas de curvatura do Teorema 1.4
para o caso onde o espaço ambiente é uma variedade homogênea de
dimensão 3; isso pode ser visto, juntamente com algumas aplicações,
no final do Caṕıtulo 4. No Caṕıtulo 5, como uma aplicação dos Te-
oremas 1.4 e 1.5, nós provamos a validade da seguinte estimativa de
área.
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Teorema 1.6 (Estimativas de Área, Meeks-Tinaglia [36]). Seja N
um toro flat1 de dimensão três e seja M uma superf́ıcie mergulhada
em N , possivelmente desconexa, fechada, de gênero g e com curvatura
média constante H ∈ [a, b], para dados b > a > 0. Então, existe uma
constante A(N, a, b, g) tal que

Área(M) ≤ A(N, a, b, g).

No que segue dessa introdução, M denotará uma variedade Rie-
manniana homogênea e de dimensão três, X denotará o seu recobri-
mento universal Riemanniano e Ch(X) denota a constante de Chee-
ger de X (veja (3.14)). Por uma esfera em M , queremos dizer uma
imersão f : S2 →M da esfera de dimensão dois S2 em M , juntamente
com um campo de vetores unitários normal à imersão. Em particular,
estamos assumindo que esferas estão sempre orientadas, quando M
estiver orientado. No Caṕıtulo 6, explicaremos a prova do seguinte
resultado (veja o Teorema 6.1), que dá a classificação de esferas de
curvatura média constante em variedades homogêneas de dimensão
três.

Teorema 1.7 (Meeks-Mira-Pérez-Ros). Quaisquer duas esferas em
M com a mesma curvatura média constante, em valor absoluto, di-
ferem, como conjuntos, por uma isometria de M . Além disso:

(1) Se X não é difeomorfo a R3, então, para todo H ∈ R, existe uma
esfera de curvatura média constante H em M .

(2) Se X é difeomorfo a R3, então os valores H ∈ R para os quais
existe uma esfera de curvatura média constante H em M são
exatamente aqueles que |H| > Ch(X)/2.

Esse teorema e sua demonstração são motivadas por trabalhos
anteriores de Hopf [20], Abresch e Rosenberg [1, 2], Daniel e Mira [15]
e Meeks [26]. Abresch e Rosenberg provaram que esferas de curvatura
média constante em variedades homogêneas de dimensão três que
possuem um grupo de isometrias com dimensão quatro são esferas
de revolução, de onde pode se mostrar que Teorema 1.7 vale nesse

1Uma variedade Riemanniana é dita flat se sua curvatura seccional for identi-
camente nula
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contexto; a prova por eles apresentada requer a construção de uma
diferencial holomorfa que vem para generalizar a diferencial de Hopf
de [20]. Quando X é isométrico ao grupo de Lie solúvel Sol3 com uma
de suas métricas invariantes à esquerda que admita planos de simetria
reflexiva, então (2) segue dos resultados combinados de Daniel e Mira
e de Meeks, demonstrando que o Teorema 1.7 é válido nesse caso.

O Caṕıtulo 6 está dedicado aos 10 passos da demonstração de um
resultado mais geral, Teorema 6.1, que inclui algumas propriedades
adicionais sobre H-esferas listadas como Teorema 1.8 abaixo. Esse
perfil da prova do Teorema 6.1 é bastante completo, com a exceção
do Passo 7, onde são obtidas estimativas de área para H-esferas de
ı́ndice 1 (veja o enunciado desse passo para o sentido preciso de esti-
mativas de área). No Caṕıtulo 7, discutimos alguns resultados chave
para provar as estimativas de área do Passo 7. Tal resultado chave
descreve a geometria de certos limites S∞ de uma sequência de Hn-
esferas Sn em X, quando as áreas dessas esferas divergem ao infinito
e os valores |Hn| estão uniformemente limitados; veja o Teorema 7.2
para essa análise de limites. Em especial, o Caṕıtulo 7 é onde nós
esboçamos a demonstração da Proposição 7.1, que diz que quando
X for difeomorfo a S3, então o conjunto das áreas de todas as es-
feras de curvatura média constante é um intervalo semi-aberto da
forma (0, A]. Dáı obtemos que o Teorema 6.1 vale nesse caso espe-
cial quando X é difeomorfo a S3; nós referimos o leitor a [27] para a
existência de estimativas de área quando X não é difeomorfo a S3.

Teorema 1.8. Seja S uma H-esfera em M e seja S̃ um levantamento
de S em X. Então:

1. Se X é um produto S2(κ) × R, onde S2(κ) é uma esfera de
curvatura constante κ > 0 e H = 0, então

(a) S é totalmente geodésica, estável e o seu operador de Ja-
cobi tem nulidade 1.

(b) S representa um elemento não trivial no segundo grupo de
homologia de M .

2. Caso contrário, S tem ı́ndice 1 e nulidade 3 para o seu operador
de Jacobi e a imersão de S em X se estende como a fronteira de
uma imersão isométrica F : B → X de uma bola Riemanniana
de dimensão três B, que é convexa em média.
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3. Existe um ponto pS ∈M tal que toda isometria de M que deixa
pS fixo deixa S invariante.
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Caṕıtulo 2

Preliminares.

Nesse caṕıtulo, vamos apresentar resultados preliminares que serão
necessários para alguns dos resultados principais do livro. Começaremos
dando aplicações para a fórmula da segunda variação do funcional
área com respeito a variações que preservam o volume, o que acaba
gerando os conceitos de superf́ıcies com curvatura média constante,
operador de Jacobi e ı́ndice de estabilidade.

2.1 A segunda variação da área.

Seja ψ : Σ → N uma imersão isométrica de uma superf́ıcie em uma
variedade Riemanniana N de dimensão três. Assuma que ψ(Σ) é
de dois lados, i.e., que existe um campo unitário normal η sobre Σ,
globalmente definido. Dado um domı́nio compacto e suave (possi-
velmente com fronteira) Ω ⊂ Σ, consideraremos variações de Ω com
respeito a aplicações diferenciáveis Ψ: (−ε, ε) × Ω → N , ε > 0, tais
que

Ψ(0, p) = ψ(p) e Ψ(t, p) = ψ(p) para p ∈ ∂Ω e |t| < ε.

O campo variacional sobre Ω é ∂Ψ
∂t

∣∣
t=0

e a norma com sinal da sua

componente normal é u = 〈 ∂Ψ
∂t

∣∣
t=0

, η〉. Note que, para t suficiente-
mente pequeno, a aplicação ψt = Ψ|t×Ω é uma imersão. Portanto,

11
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pode-se associar a Ψ o funcional área Area(t) = Area(ψt) e o funci-
onal volume Vol(t) dado por

Vol(t) =

∫
[0,t]×Ω

Jac(Ψ) dV,

onde dV é o elemento de volume em N . A função Vol(t) mede o
volume (com sinal) da região limitada entre ψ0 = ψ e ψt.

As fórmulas da primeira variação de volume e de área são

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Area(t) = −2

∫
Σ

HudA,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Vol(t) = −
∫

Σ

u dA,

(2.1)
onde dA é o elemento de área em Σ com a métrica induzida por ψ e
H é a função curvatura média de Σ com respeito a η, ou seja, para
um ponto p ∈ Σ, H(p) é a soma das curvaturas principais de Σ em
p, dividido por 2. As equações em (2.1) implicam que Σ é um ponto
cŕıtico do funcional Area− 2cVol para uma dada constante c ∈ R se,
e somente se, Σ tem curvatura média constante H = c. Nesse caso,
podemos considerar o operador de Jacobi em Σ,

L = ∆ + |AΣ|2 + Ric(η), (2.2)

onde Ric(η) é a curvatura de Ricci de N na direção do vetor unitário
η da imersão. Quando Σ é uma H-superf́ıcie, a fórmula da segunda
variação do funcional Area−2H Vol é dada por (veja, por exemplo [5,
47])

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

[Area(t)− 2H Vol(t)] = −
∫

Σ

uLudA

=

∫
Σ

[
|∇u|2 − (|AΣ|2 + Ric(η))u2

]
dA.

(2.3)
A fórmula (2.3) pode ser interpretada como uma forma quadrática
Q(u, u) associada ao operador linear eĺıptico L2-autoadjunto dado
pelo operador de Jacobi L definido em (2.2).

Observação 2.1. Para uma variação normal ψt de uma superf́ıcie
ψ : Σ → N com campo variacional associado uη, L(u)(p) é igual a
−2H ′(t)|t=0 em p, onde H(t)(p) é a curvatura média da superf́ıcie
imersa ψt(Σ) em ψt(p).
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Definição 2.2. Uma função u : Σ → R, de classe C2 e satisfazendo
Lu = 0 em Σ é chamada de função de Jacobi. Nós denotaremos o
espaço linear das funções de Jacobi em Σ por J (Σ).

A teoria clássica de operadores eĺıpticos implica que para um certo
subdomı́nio Ω ⊂ Σ com fecho compacto, o problema de Dirichlet
para o operador de Jacobi em Ω possui um espectro discreto e in-
finito {λk}k∈N∪{0} de autovalores com λk ↗ +∞ quando k tende
ao infinito, e cada autoespaço é um subespaço de dimensão finita de
C∞(Ω)∩H1

0 (Ω), onde H1
0 (Ω) denota o espaço de Sobolev das funções

de classe L2 cujas derivadas parciais fracas são também de classe L2

e que valem zero na fronteira no sentido do traço.

Definição 2.3. Seja Ω ⊂ Σ um subdomı́nio de Σ com fecho com-
pacto. O ı́ndice de estabilidade de Ω é a quantidade de autovalores
negativos para o problema de Dirichlet associado a L em Ω. A nu-
lidade de Ω é a dimensão de J (Ω) ∩ H1

0 (Ω). Ω é dito estável se o
seu ı́ndice de estabilidade é zero e estritamente estável se ambos seu
ı́ndice de estabilidade e nulidade são zero.

Quando N = R3, (2.2) se reduz a L = ∆− 2K, onde K denota a
curvatura Gaussiana. Neste caso, como a aplicação de Gauss de um
H-gráfico definida em um domı́nio de um plano Π tem sua imagem
contido em um hemisfério aberto, a função produto interno do vetor
normal unitário à superf́ıcie com o vetor normal do plano Π produz
uma função de Jacobi positiva, de onde se conclúı que qualquer H-
gráfico é estável.

Voltando ao caso geral de uma H-superf́ıcie de dois lados ψ : Σ→
N em uma variedade Riemanniana N de dimensão três, a estabilidade
também faz sentido no caso não compacto de Σ, como explicaremos
a seguir.

Definição 2.4. Uma H-superf́ıcie ψ : Σ→ N em uma variedade Ri-
emanniana N de dimensão três é dita estável se qualquer subdomı́nio
Ω ⊂ Σ com fecho compacto for estável segundo a Definição 2.3. Esta-
bilidade é equivalente a existência de uma função de Jacobi positiva
em Σ (veja, por exemplo, Fischer-Colbrie [17, Proposition 1]). Dize-
mos que Σ possui ı́ndice finito se fora de um subconjunto compacto
Σ for estável. O ı́ndice de estabilidade de Σ é o supremo dos ı́ndices
de estabilidade de subdomı́nios de Σ com fecho compacto.
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ParaH-superf́ıcies, é natural considerarmos uma versão mais fraca
de estabilidade, associada ao problema isoperimétrico.

Definição 2.5. Dizemos que uma H-superf́ıcie ψ : Σ → N em uma
variedade Riemanniana N de dimensão três é fracamente estável se∫

M

[
|∇u|2 − (|AΣ|2 + Ric(η))u2

]
dA ≥ 0,

para toda u ∈ C∞0 (Σ) com
∫

Σ
u dA = 0.

Exemplo 2.6. Seja Σ uma H-superf́ıcie de dois lados imersa em
uma variedade Riemanniana N de dimensão três e seja F um campo
de Killing em N . Se η denota um campo unitário orientando Σ,
podemos definir a função u : Σ→ R como u = 〈η, F 〉. Então, se L é
o operador de Jacobi de Σ dado por (2.2), L(u) = 0. Em particular,
se Σ é transversal ao campo F , u não muda de sinal, e podemos
escolher η de modo que u > 0. Isso nos dá que u é uma função de
Jacobi positiva para Σ, o que mostra que Σ é estável.

Por definição, superf́ıcies estáveis têm ı́ndice zero. O próximo
teorema nos mostra o quão restritiva é essa propriedade para H-
superf́ıcies completas de R3. No caso H = 0, a primeira afirmação
nele foi provada independentemente por Fischer-Colbrie e Schoen [18],
do Carmo e Peng [16] e Pogorelov [50] para o caso orientável. Após
esses resultados, Ros [52] provou que uma superf́ıcie mı́nima (ou seja,
uma 0-superf́ıcie) completa e não orientável em R3 não pode ser
estável. A segunda afirmação do teorema a seguir possui aplicações
importantes para o estudo de propriedades de regularidade de H-
laminações em R3 que possuem um ponto puncionado na origem.

Teorema 2.7. Se Σ ⊂ R3 é uma H-superf́ıcie completa, imersa e
estável, então Σ é um plano. Mais geralmente, se Σ ⊂ R3 \ {~0} é
uma H-superf́ıcie estável que é completa fora da origem do R3 (no
sentido que cada caminho divergente em Σ com comprimento finito
possui a origem como ponto limite), então Σ é um plano.

Uma prova curta e elementar do Teorema 2.7 pode ser vista
em [32, Lemma 6.4]. O caso H = 0 da segunda afirmação do te-
orema também foi obtida por Colding e Minicozzi [10, Lemma A.26].

Para a discussão que se segue, precisaremos da definição da função
raio de injetividade de uma variedade Riemanniana.
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Definição 2.8 (Função raio de injetividade). Seja N uma variedade
Riemanniana. A função raio de injetividade deN é a função IN : N →
(0,∞] dada, em cada ponto p ∈ N , por

IN (p) = sup{r > 0 | expp
∣∣
B(0,r)

é um difeomorfismo}.

Além disso, definimos o raio de injetividade de N como

Inj(N) = inf
N
IN ∈ [0, ∞].

Um importante resultado na teoria das H-superf́ıcies é que H-
superf́ıcies estáveis, com bordo, imersas em variedades homogenea-
mente regulares (veja Definição 2.9 abaixo) de dimensão três possuem
estimativas de curvatura até a sua fronteira. Tais estimativas foram
primeiramente obtidas por Schoen para 0-superf́ıcies de dois lados e,
em seguida melhoradas para o caso de 0-superf́ıcies de um lado, e são
uma simples consequência do Teorema 2.7, após um argumento de
reescala.

Definição 2.9. Uma variedade Riemanniana de dimensão três N é
homogeneamente regular se existe um ε ∈ (0, Inj(N)), tal que ε-bolas
em N são uniformemente próximas de ε-bolas em R3 na norma C2.

Segue da definição que qualquer variedade homogeneamente re-
gular possui raio de injetividade positivo e curvatura seccional limi-
tada. Observe que um espaço de recobrimento de qualquer variedade
Riemanniana fechada de dimensão três é sempre homogeneamente
regular.

Teorema 2.10 (Schoen [54], Ros [52]). Seja N uma variedade Ri-
emanniana homogeneamente regular de dimensão três. Então existe
uma constante universal c > 0 tal que qualquer H-superf́ıcie estável
Σ imersa em N satisfaz

|AΣ(p)| dN (p, ∂Σ)2 ≤ c para todo p ∈ Σ,

onde dN denota a distância em N e ∂Σ é a fronteira de Σ.

Também observamos que Rosenberg, Souam e Toubiana [53] ob-
tiveram a seguinte versão do Teorema 2.10, válida para H-superf́ıcies
de dois lados imersas em um espaço ambiente de dimensão três com
uma limitação na sua curvatura seccional.
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Teorema 2.11 (Rosenberg, Souam e Toubiana [53]). Seja N uma
variedade Riemanniana de dimensão três cujo valor absoluto de sua
curvatura seccional esteja limitado por uma dada constante k0. Existe
uma constante universal c > 0, dependendo de k0, tal que qualquer
H-superf́ıcie estável Σ de dois lados e imersa em N satisfaz

|AΣ(p)| dN (p, ∂Σ)2 ≤ c para todo p ∈ Σ.

2.2 Limitações uniformes da norma da se-
gunda forma fundamental.

Seja N uma variedade Riemanniana de dimensão 3 e seja Σ uma
H-superf́ıcie imersa em N . Se η é um campo de vetores unitário
orientando Σ e H 6= 0, assumiremos que η aponta na direção do
vetor curvatura média de Σ, ~H, ou seja, que η é tal que H > 0.

Um resultado clássico sobre superf́ıcies imersas em variedades ho-
mogeneamente regulares de dimensão três é que uma limitação uni-
forme na norma da segunda forma fundamental da superf́ıcie nos dá
uma constante ε > 0 tal que bolas intŕınsecas de raio ε da superf́ıcie
são gráficos sobre o seu plano tangente no centro de tais bolas, com
função de gráfico tendo norma de seu gradiente no máximo 1 em
todos os pontos. Para uma demonstração desse resultado, nós suge-
rimos [48, Lemma 4.1.1].

Proposição 2.12 (Lema do gráfico uniforme). Seja M uma vari-
edade homogeneamente regular e seja C > 0 dado. Então existe
um ε > 0 tal que toda hipersuperf́ıcie Σ, completa e imersa em M
com norma de sua segunda forma fundamental |AΣ| ≤ C satisfaz:
para cada p ∈ Σ, a bola intŕınseca BΣ(p, ε) de centro p e raio ε
é um gráfico, em coordenadas exponenciais, sobre uma vizinhança
0 ∈ U ⊂ TpΣ, com função de gráfico tendo norma de seu gradiente
no máximo 1. Além disso, o raio de injetividade de Σ é no mı́nimo
ε.

Uma importante aplicação do resultado acima é a que segue:

Teorema 2.13. Seja M uma variedade homogeneamente regular
de dimensão três e seja {Σn}n∈N uma sequência de H-superf́ıcies
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imersas em M , com |AΣn | ≤ C para todo n ∈ N e alguma cons-
tante C > 0. Então, se existe uma sequência de pontos pn ∈ Σn,
pn → p ∈ M , após passarmos a uma subsequência, a sequência de
bolas intŕınsecas {BΣn(pn, n)}n∈N converge a uma H-superf́ıcie com-
pleta Σ, imersa em M .

Demonstração. A limitação uniforme na norma de segunda forma
fundamental de cada Σn nos dá a existência de vizinhanças Un ⊂ Σn,
pn ∈ Un, que são gráficos sobre TpnΣn, para funções de gradiente
uniformemente limitado. Como pn → p, uma subsequência dos planos
TpnΣn convergirá a um plano Π ⊂ TpM . Após passarmos a tal
subsequência, vamos assumir que TpnΣn → Π. Em particular, para
n suficientemente grande, todas as vizinhanças Un são gráficos sobre
a mesma vizinhança V ⊂ Π. Agora, um argumento padrão usando
a teoria das equações diferenciais parciais e o Teorema de Arzela-
Ascoli, nos diz que uma subsequência dos gráficos Un convergirá a
um gráfico U sobre V , com U tendo curvatura média constante H.

Para obtermos uma superf́ıcie limite completa e imersa, observa-
mos que a Proposição 2.12 nos diz que o tamanho da vizinhança V
é uniforme; dáı, podemos utilizar um argumento de diagonal para
obter que uma subsequência de {Σn}n∈N converge, em subconjun-
tos compactos, para uma superf́ıcie completa Σ de curvatura média
constante H que estende U .

Observação 2.14. Uma modificação do argumento acima nos per-
mite enfraquecer as suas hipóteses. Ao invés de fixarmos um espaço
ambiente M , podemos considerar uma sequência de variedades homo-
geneamente regulares {Mn}n∈N, convergindo a uma variedade homo-
geneamente regular M . Também, ao invés de assumirmos que toda
Σn possui a mesma curvatura média constante H, podemos pedir que
cada Σn tenha curvatura média constante Hn, com limn→∞Hn =
H ∈ R. Sobre essas circunstâncias, se toda Σn possuir a mesma
limitação para a norma da sua segunda forma fundamental e hou-
ver uma sequência pn ∈ Σn convergindo a um ponto p ∈ M , então,
após possivelmente substituir por uma subsequência, a sequência das
bolas intŕınsecas {BΣn(pn, n)}n∈N convergirá a uma H-superf́ıcie Σ,
completa e imersa em M .

Uma outra propriedade importante dada por uma limitação uni-
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forme na norma da segunda forma fundamental é a existência de uma
vizinhança regular no lado convexo em média1 de dadas (H > 0)-
superf́ıcies Σ imersas em uma variedade homogeneamente regular M .
Para precisarmos o enunciado deste resultado, primeiro precisamos
introduzir a noção de uma H-superf́ıcie fortemente mergulhada à Ale-
xandrov.

Definição 2.15 (Superf́ıcie mergulhada à Alexandrov). Seja N uma
variedade Riemanniana de dimensão três.

1. Dizemos que umaH-superf́ıcie compacta e imersa emN f : Σ→
N é mergulhada à Alexandrov se existir uma imersão F : W →
N de uma variedade Riemanniana compacta W de dimensão
três, convexa em média, com ∂W = Σ, tal que F |Σ = f .

2. Dizemos que uma H-superf́ıcie, propriamente imersa em N
f : Σ → N é fortemente mergulhada à Alexandrov se existir
uma imersão própria F : W → N de uma variedade Rieman-
niana completa W de dimensão três, convexa em média, com
∂W = Σ, tal que F é injetora no interior de W e F |Σ = f .

Um bom exemplo para se ter em mente é o seguinte, mostrado nas
figuras abaixo: sejaN um toro flat de dimensão três e seja π : R3 → N
a sua aplicação de recobrimento universal. Considere, para r > 0,
as esferas geodésicas de R3, ∂B(~0, r), e defina S(r) = π(∂B(~0, r)) a
projeção dessas esferas em N . Se r < Inj(N), a esfera S(r) é mer-
gulhada (figura da esquerda). Se r = Inj(N), então a esfera S(r)
não é mergulhada, mas é fortemente mergulhada à Alexandrov (cen-
tro). Finalmente, se r > Inj(N), a esfera S(r) é apenas mergulhada
à Alexandrov (direita). A região sombreada abaixo representa a bola
convexa em média imersa em N com fronteira S(r).

1Uma variedade Riemanniana M com fronteira não vazia ∂M é chamada de
convexa em média se a função curvatura média de ∂M for não negativa com
respeito ao vetor unitário normal apontando para dentro de M . Em particular,
a bola fechada unitária BR3 (~0, 1) do R3 é convexa em média.
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Também usaremos a seguinte notação no próximo resultado. Seja
N uma variedade Riemanniana de dimensão três e seja Σ uma su-
perf́ıcie fortemente mergulhada à Alexandrov em N . Para r > 0, seja
Nr(Σ) o subconjunto aberto do fibrado normal de Σ composto pelos
vetores normais a Σ de norma estritamente menor que r. Quando
H > 0, definimos ainda N+

r (Σ) ⊂ Nr(Σ) como o subconjunto de ve-
tores de Nr(Σ) cujo produto interno com o vetor curvatura média de
Σ é não negativo. Para uma ideia da demonstração do Teorema 2.16
abaixo, veja a Figura 2.1.

Teorema 2.16 (Vizinhança regular de um lado [43]). Seja N uma
variedade homogeneamente regular de dimensão três com curvatura
seccional limitada, em valor absoluto, por uma constante S0 > 0.
Seja Σ uma superf́ıcie fortemente mergulhada à Alexandrov com cur-
vatura média constante H0 > 0 e norma da sua segunda forma fun-
damental |AΣ| ≤ A0, para algum A0 > 0. Então, valem as seguintes
propriedades.

1. Existe uma constante positiva τ ∈ (0, π/S0), dependendo unica-
mente de A0, H0, S0, tal que a restrição da aplicação exponencial
exp: N+

τ (Σ)→ N é um mergulho suave no interior de N+
τ (Σ).

2. Existe C > 0, dependendo apenas das constantes A0, H0, S0, tal
que a área de Σ em bolas de raio 1 em N é sempre menor que C.

Observação 2.17. Seja Σ uma superf́ıcie fortemente mergulhada
à Alexandrov em uma variedade homogeneamente regular N de di-
mensão três. Sempre que exp |Nr(Σ) (respectivamente exp |Int(N+

r (Σ)))

for um mergulho, a imagem exp(Nr(Σ)) ⊂ N (resp. exp(N+
r (Σ)) ⊂

N) é chamada uma vizinhança regular de raio r de Σ (respectivamente
uma r-vizinhança regular de um lado de Σ).
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Figura 2.1: Seja Σ uma (H > 0)-superf́ıcie com norma da segunda
forma fundamental uniformemente limitada em uma variedade Rie-
manniana N de dimensão três, homogeneamente regular. As três fi-
guras acima descrevem as maneiras que dois pontos interiores p, q ∈ Σ
podem estar próximos extrinsecamente, enquanto longe intrinseca-
mente. As figuras da esquerda e do centro descrevem a situação de
quando Σ é mergulhada à Alexandrov, com a região sombreada no
seu lado convexo em média. Se os pontos p, q correspondem ao caso
da figura central, eles não podem chegar arbitrariamente próximos
um ao outro, o que implica a existência de uma vizinhança regular
de um lado. Note que a figura da direita não pode representar uma
superf́ıcie fortemente mergulhada à Alexandrov.
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Caṕıtulo 3

Variedades homogêneas
simplesmente conexas
de dimensão três.

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas propriedades de variedades
homogêneas1 simplesmente conexas de dimensão três. Como muitos
dos exemplos de variedades homogêneas são grupos de Lie munidos de
uma métrica invariante à esquerda (veja, por exemplo, o Teorema 3.2
abaixo), começaremos dando as seguintes definições.

Definição 3.1.

1. Um grupo de Lie Z é uma variedade diferenciável munida de
uma estrutura de grupo, e cuja operação de grupo ∗ : Z×Z → Z
satisfaz que (x, y) 7→ x−1 ∗ y é uma aplicação diferenciável da
variedade produto Z × Z em Z.

2. Dois grupos de Lie são isomorfos se existe um isomorfismo de
grupos suave entre eles.

1Uma variedade Riemanniana M é chamada homogênea se para cada par de
pontos p, q ∈M existe uma isometria ϕ : M →M tal que ϕ(p) = q.

21
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3. Seja y ∈ Z. Definimos, respectivamente, as translações à es-
querda e à direita por y, por

ly : Z → Z
x 7→ y ∗ x,

ry : Z → Z
x 7→ x ∗ y.

4. Uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie Z é dita invari-
ante à esquerda se as translações lx forem isometrias para todo
x ∈ Z. Um grupo de Lie munido de uma métrica invariante à
esquerda é chamado de grupo de Lie métrico.

5. Um campo de vetores E em um grupo de Lie Z é dito invariante
à esquerda se for invariante por translações à esquerda, i.e., se
d(lx)y(E(y)) = E(lx(y)) para todos x, y ∈ Z. Uma proprie-
dade bem conhecida de campos invariantes à esquerda é que se
E1, E2 são dois campos invariantes à esquerda em um grupo
de Lie Z, então o seu colchete [E1, E2] é também invariante à
esquerda.

6. O conjunto dos campos de vetores em Z invariantes à esquerda
é a chamada álgebra de Lie de Z. Como um campo invariante
à esquerda fica unicamente determinado pelo seu valor em um
dado ponto, existe uma identificação canônica entre a álgebra
de Lie de Z e TeZ, o espaço tangente a Z na sua identidade e.

7. Analogamente ao item 5 acima, dizemos que um campo F em
um grupo de Lie Z é invariante à direita se F for invariante por
translações à direita. Se denotamos por {ϕt}t∈R o subgrupo a
um parâmetro de difeomorfismos de Z que correspondem ao
fluxo de um campo invariante à direita F , temos que ϕt(x) =
rx(ϕt(e)) = lϕt(e)(x), ou seja, o fluxo de um campo invariante à
direita no grupo de Lie Z age em Z por translações à esquerda.
Em particular, se X = (Z, 〈 , 〉) for um grupo de Lie métrico,
qualquer campo invariante à direita é um campo de Killing.
Observe que podemos fazer a identificação de {ϕt}t∈R com o
subgrupo a um parâmetro de Z dado por Γ = {ϕt(e) | t ∈ R}.

Das definições acima, fica fácil ver que qualquer grupo de Lie
métrico X = (Z, 〈 , 〉) é uma variedade homogênea: se x, y ∈ X são
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dois dados elementos, a aplicação lyx−1 é uma isometria de X que
leva x em y.

Note que a esfera de dimensão dois S2(κ) com a sua métrica re-
donda de curvatura constante κ > 0 é homogênea. Agora, se S2(κ)
fosse isométrica a um grupo de Lie métrico, então qualquer vetor não
nulo tangente a S2(κ) daria origem a um campo invariante à esquerda,
globalmente definido e com norma não nula em todos os pontos da es-
fera de dimensão dois S2, contradizendo o teorema do ı́ndice de Hopf;
portanto S2(κ) não é isométrico a um grupo de Lie métrico. Além
disso, como o segundo grupo de homotopias de qualquer grupo de Lie
é trivial, a variedade homogênea de dimensão três dada pelo produto
Riemanniano S2(κ)×R não é isométrica a um grupo de Lie métrico.
De fato, pelo resultado apresentado no próximo teorema, as varie-
dades S2(κ) × R, para κ > 0, são as únicas variedades homogêneas
simplesmente conexas de dimensão três que não são isométricas a um
grupo de Lie métrico.

Teorema 3.2. Uma variedade homogênea Y , simplesmente conexa
e de dimensão três ou é isométrica ao produto S2(κ)×R, onde S2(κ)
é uma esfera de curvatura constante κ > 0, ou Y é isométrico a um
grupo de Lie métrico.

Ideia da demonstração. Seja Y uma variedade homogênea simples-
mente conexa de dimensão três e seja I(Y ) o seu grupo de isometrias.
Tome p ∈ Y e defina Ip(Y ) = {ϕ ∈ I(Y ) | ϕ(p) = p} como o grupo
de isotropias de p.

Como Ip(Y ) atua em TpY por isometrias que fixam a origem,
segue que Ip(Y ) é isomorfo a um subgrupo suave do grupo ortogonal
O(3). As dimensões posśıveis para subgrupos suaves de O(3) são
zero, um ou três, e dáı segue que a dimensão de I(Y ) é três, quatro
ou seis, e agora a prova é dividida nesses três casos.

Se I(Y ) tem dimensão seis, então Y possui curvatura seccional
constante e, após uma homotetia da métrica, Y é um dentre R3, S3

ou H3 com suas métricas canônicas, que são invariantes à esquerda
para certas estruturas de grupo, veja os Exemplos 3.5 e 3.6 abaixo.

Se I(Y ) tem dimensão quatro, então Y é isométrico a um fibrado
Riemanniano E(κ, τ) sobre uma superf́ıcie completa, simplesmente
conexa e de curvatura constante κ ∈ R, com curvatura de fibrado
τ ∈ R; veja, por exemplo, Abresch e Rosenberg [2] ou Daniel [14]
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para uma discussão sobre esses espaços. Cada um desses espaços
possui a estrutura de algum grupo de Lie métrico, com a exceção de
E(κ, 0), κ > 0, que é isométrico a S2(κ)× R.

Agora, assuma que a dimensão de I(Y ) é três e seja I0(Y ) a
componente conexa de I(Y ) contendo a identidade. Tome um ponto
base p0 ∈ Y e considere a aplicação φ : I0(Y ) → Y dada por φ(h) =
h(p0). Afirmamos que φ é um difeomorfismo. De fato, considere o
estabilizador de p0 em I0(Y ),

S = {h ∈ I0(Y ) | h(p0) = p0},

que é um subgrupo discreto de I0(Y ). O quociente I0(Y )/S é uma
variedade de dimensão três, recoberta por I0(Y ), e a aplicação φ se
fatora através de I0(Y )/S produzindo uma aplicação de recobrimento
I0(Y )/S → Y . Como Y é simplesmente conexo, então ambos as
aplicações de recobrimento I0(Y ) → I0(Y )/S e I0(Y )/S → Y são
triviais; em particular, S é o grupo trivial. Decorre que φ é um
difeomorfismo, e que Y pode ser munido com a estrutura de grupo de
Lie isomorfa a estrutura de I0(Y ). Como Y é homogênea, a métrica
original de Y é apenas a extensão invariante à esquerda do produto
interno no espaço tangente Tp0Y , e nessa estrutura de grupo o ponto
p0 têm o papel do elemento neutro.

Observação 3.3. Tomando o Teorema 3.2 como base, fixaremos a
notação a ser utilizada ao longe das próximas seções. Y denotará uma
variedade homogênea de dimensão três, e X denotará um grupo de
Lie métrico, simplesmente conexo e de dimensão três, cuja estrutura
de grupo será denotada por Z.

A seguir, vamos exibir alguns exemplos de grupos de Lie métricos.
Utilizaremos Mn(K) para denotar o espaço das matrizes n × n com
entradas em um corpo K = R ou C e denotaremos o subconjunto das
matrizes invert́ıveis de Mn(K) por Gl(n,K).

Exemplo 3.4 (Espaço Euclideano n dimensional). O conjunto de
números reais R com a sua métrica usual e operação de grupo + é
um grupo de Lie métrico. Mais geralmente, o espaço Euclideano n-
dimensional Rn com a sua métrica plana é um grupo de Lie métrico,
com estrutura de grupo dada pelo produto direto de n fatores R.
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Exemplo 3.5 (Espaço hiperbólico n dimensional). Para n ≥ 2, o
espaço hiperbólico de dimensão n Hn é naturalmente um grupo de
Lie métrico não comutativo: ele pode ser visto como o grupo de
similaridades de Rn−1, através do isomorfismo

(a, an) ∈ Hn 7→ φ(a,an) : Rn−1 → Rn−1

x 7→ anx + a,

onde nós utilizamos o modelo do semiespaço superior {(a, an) | a ∈
Rn−1, an > 0} para Hn. Pode-se mostrar que toda métrica inva-
riante à esquerda em Hn é de curvatura constante negativa. Nós
vamos voltar a tratar deste exemplo, como um produto semidireto
no Exemplo 3.9 na Seção 3.1.

Exemplo 3.6 (Grupo especial unitário). Esse é o grupo

SU(2) = {A ∈M2(C) | A−1 = At, detA = 1}

=

{(
z w
−w z

)
∈M2(C) | |z|2 + |w|2 = 1

}
,

com operação de grupo dada pela multiplicação de matrizes. SU(2)
é isomorfo ao grupo de quatérnios unitários {a + b i + c j + dk |
a2 + b2 + c2 +d2 = 1} (aqui a, b, c, d ∈ R), com isomorfismo de grupos(

a− di −b+ ci
b+ ci a+ di

)
∈ SU(2) 7→ a+ b i + c j + dk.

Portanto, SU(2) é difeomorfo a esfera unitária S3 de R4. Como a
multiplicação à esquerda por um quatérnio unitário é uma isometria
de R4 com sua métrica usual, a restrição da métrica de R4 a S3, que
é de curvatura constante 1, é uma métrica invariante à esquerda.

Exemplo 3.7 (Grupo especial ortogonal).

SO(3) = {A ∈ Gl(3,R) | A ·AT = I3, detA = 1},

onde I3 é a matriz identidade 3×3, é o grupo de rotações em torno de
eixos passando pela origem de R3, com a estrutura natural de mul-
tiplicação. SO(3) é isomorfo ao quociente de SU(2) pelo seu centro
{±I2}; em particular, SO(3) é difeomorfo ao espaço projetivo real de
dimensão três.
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Exemplo 3.8 (Grupo especial linear). O grupo especial linear SL(2,R)
é o grupo de matrizes reais 2 × 2 com determinante 1. O quoci-
ente SL(2,R)/{±I2} é isomorfo ao subgrupo das transformações de
Möbius que deixam invariante o semiplano superior do plano com-
plexo C, de acordo com o homomorfismo induzido por(

a b
c d

)
∈ SL(2,R) 7→

(
z ∈ C 7→ az + b

cz + d
∈ C

)
.

Denotamos SL(2,R)/{±I2} por PSL(2,R). Em particular, PSL(2,R)
pode ser identificado com o grupo de isometrias de H2 que preservam
a orientação que, por sua vez pode ser identificado de maneira natural
com o fibrado tangente unitário de H2, UH2, que é topologicamente o
fibrado trivial H2 × S1. Portanto, S̃L(2,R), o recobrimento universal
tanto de SL(2,R) quanto de PSL(2,R), é difeomorfo a R3. Mais
ainda, a identificação de PSL(2,R) com UH2 nos dá um R-fibrado

Π: S̃L(2,R)→ H2

de S̃L(2,R) sobre H2.

3.1 Produtos semidiretos métricos de di-
mensão três.

Essa seção usa algumas das construções e notações introduzidas pelo
primeiro autor do livro e J. Pérez [30] para produtos semidiretos de
R2 e R, uma abordagem que, de certa forma, unifica o estudo de
diversos grupos de Lie métricos simplesmente conexos de dimensão
três (veja o Teorema 3.13). Para mais detalhes sobre os resultados
aqui apresentados, nós sugerimos ao leitor [30].

Generalizando produtos diretos, um produto semidireto é uma
maneira de produzir um grupo a partir de dois subgrupos, um dos
quais é normal. No nosso caso, o subgrupo normal será R2 e o outro
fator será R. Como um conjunto, um produto semidireto não é nada
além do produto cartesiano de R2 por R, mas a operação de grupo
não é a de produto direto. Considere um homomorfismo de grupos
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ϕ : R→ Aut(R2) = Gl(2,R), o qual denotaremos por

ϕ(z) = ϕz : R2 → R2

p 7→ ϕz(p),

para cada z ∈ R. A operação ∗ do produto semidireto R2 oϕ R será
definida por

(p1, z1) ∗ (p2, z2) = (p1 + ϕz1(p2), z1 + z2). (3.1)

No que segue, vamos concentrar nossa atenção ao caso onde ϕ é
dada pela exponencial de uma certa matriz A ∈M2(R), i.e., ϕz(p) =
ezAp. O grupo correspondente será denotado por R2 oA R. Com
esta construção, é posśıvel obter todos grupos de Lie simplesmente
conexos de dimensão três, com as exceções de SU(2) (que não é difeo-

morfo a R3) e S̃L(2,R) (que não possui subgrupo normal de dimensão
dois).

Exemplo 3.9. Vamos enfatizar alguns casos particulares depen-
dendo da escolha da matriz A:

• A = 0 ∈ M2(R) nos dá o produto direto usual de grupos, que,
no nosso caso, é R3 = R2 × R.

• Tomando A = I2, onde I2 é a matriz identidade 2 × 2, então
ezA = ezI2 e se pode recuperar o grupo H3 de similaridades de
R2, conforme o Exemplo 3.5. Para uma dimensão a menos, essa
construção nos leva a H2 por simplesmente considerar A como
a matriz identidade 1×1, A = (1), e a operação não comutativa
∗ em H = H2 = Ro(1) R é

(x, y) ∗ (x′, y′) = (x+ eyx′, y + y′).

• Uma consequência simples desse modelo de produto semidireto
para H2 é que H2 × R pode ser visto como o produto (R o(1)

R)×R. Porém, o grupo formado pelo produto H2×R também
pode ser constrúıdo como o produto semidireto R2 oA R, onde

A =

(
1 0
0 0

)
. A relação entre esses dois modelos de H2×R é
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apenas uma permutação entre a segunda e terceira componen-
tes, ou seja, a aplicação

(x, y, z) ∈ R2 oA R 7→ (x, z, y) ∈ (Ro(1) R)× R

é um isomorfismo de grupos de Lie.

• Se A =

(
0 −1
1 0

)
, então ezA =

(
cos z − sin z
sin z cos z

)
e temos

que R2 oA R = Ẽ(2), é o recobrimento universal do grupo de
movimentos ŕıgidos do plano Euclideano que preservam a ori-
entação.

• Se A =

(
−1 0
0 1

)
, então ezA =

(
e−z 0
0 ez

)
e temos que

R2oAR = Sol3 é o grupo solúvel Sol3, também conhecido como
o grupo E(1, 1) de movimentos ŕıgidos do plano de Lorentz-
Minkowski que preservam a orientação.

• Se A =

(
0 1
0 0

)
, então ezA =

(
1 z
0 1

)
e temos que R2 oA

R = Nil3, é isomorfo ao grupo de Heisenberg de matrizes nil-

potentes da forma

 1 a c
0 1 b
0 0 1

.

Resumindo, as escolhas acima de A geram as estruturas de grupo
conforme a seguinte tabela:

R2 oA R R3 H3 H2 × R

A

(
0 0
0 0

) (
1 0
0 1

) (
1 0
0 0

)
R2 oA R Ẽ(2) Sol3 Nil3

A

(
0 −1
1 0

) (
−1 0
0 1

) (
0 1
0 0

)
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Por enquanto, nos referimos mais às estruturas de grupo do que às
métricas invariantes à esquerda que cada estrutura de grupo possui.
Uma métrica invariante à esquerda é determinada através da escolha
de uma base da álgebra de Lie para ser um conjunto ortonormal,
embora bases distintas possam gerar métricas isométricas. Nosso
próximo objetivo é determinar uma base canônica para o conjunto de
campos de vetores invariantes à esquerda (respectivamente à direita)
de um produto semidireto R2oAR, para qualquer matriz A ∈M2(R).

Colocando coordenadas (x, y) ∈ R2, z ∈ R, considere os campos
coordenados {∂x, ∂y, ∂z}. A métrica canônica de R2oAR é a métrica
invariante à esquerda na qual os vetores {∂x, ∂y, ∂z} formam uma
base ortonormal na origem (0, 0, 0) ∈ R2oAR. A extensão invariante
à esquerda dos campos coordenados é dada, em cada ponto (x, y, z) ∈
R2 oA R, por

E1(x, y, z) = a11(z)∂x + a21(z)∂y,

E2(x, y, z) = a12(z)∂x + a22(z)∂y,

E3(x, y, z) = ∂z,

onde denotamos a aplicação exponencial ezA =

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
.

Agora, se A estiver escrita como

A =

(
a b
c d

)
,

então o colchete de Lie de R2 oA R é dado pelas relações

[E1, E2] = 0, [E3, E1] = aE1 + cE2, [E3, E2] = bE1 + dE2. (3.2)

A mudança da base ortonormal {E1, E2, E3} para a base de cam-
pos coordenados {∂x, ∂y, ∂z} produz a seguinte expressão para a
métrica canônica de R2 oA R:

ds2 = Q11(z)dx2 +Q22(z)dy2 + dz2 +Q12(z)(dx⊗ dy + dy ⊗ dx),

onde os coeficientes Qij dependem unicamente da coordenada z e são
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definidos por (aqui, tr(A) denota o traço da matriz A)

Q11(z) = 〈∂x, ∂x〉 = e−2z tr(A)
[
a21(z)2 + a22(z)2

]
Q22(z) = 〈∂y, ∂y〉 = e−2z tr(A)

[
a11(z)2 + a12(z)2

]
Q12(z) = 〈∂x, ∂y〉 = −e−2z tr(A) [a11(z)a21(z) + a12(z)a22(z)] .

Em particular, a partir desta expressão da métrica de R2 oA R, po-
demos obter algumas propriedades sobre este grupo de Lie métrico
que apresentamos abaixo (e sugerimos [30] como referência para suas
demonstrações).

Proposição 3.10.

1. A conexão Riemanniana ∇ de R2 oA R satisfaz

∇E1E1 = aE3 ∇E1E2 = b+c
2 E3 ∇E1E3 = −aE1 − b+c

2 E2

∇E2E1 = b+c
2 E3 ∇E2E2 = dE3 ∇E2E3 = − b+c2 E1 − dE2

∇E3
E1 = c−b

2 E2 ∇E3
E2 = b−c

2 E1 ∇E3
E3 = 0.

(3.3)

2. Retas verticais {(x0, y0, z) ∈ R2 oA R | z ∈ R} são geodésicas.

3. A curvatura média de planos horizontais {(x, y, z0) ∈ R2oAR |
x, y ∈ R} com respeito ao campo normal E3 é constante H =
tr(A)/2. Além disso, cada plano horizontal possui curvatura
seccional identicamente zero, ou seja, é flat.

4. Dado (x0, y0) ∈ R2, a aplicação (x, y, z)
φ7→ (−x + 2x0,−y +

2y0, z) é uma isometria de (R2 oA R, 〈, 〉). Observe que φ é a
rotação de ângulo π em torno da linha γ = {(x0, y0, z) | z ∈ R},
e possui como conjunto de pontos fixos exatamente a geodésica
γ.

5. Para uma reta L em R2 oA {0}, defina PL como o plano ver-
tical {(x, y, z) | (x, y, 0) ∈ L, z ∈ R}. Então PL é regrado
por geodésicas verticais. Mais ainda, como rotações de ângulo
π por qualquer uma dessas geodésicas em PL é uma isome-
tria que leva PL nele mesmo, então a curvatura média de PL é
identicamente nula. Ou seja, planos verticais de R2 oA R são
superf́ıcies mı́nimas.
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Figura 3.1: Em produtos semidiretos R2 oA R, todo plano vertical é
uma superf́ıcie mı́nima (ou seja, uma 0-superf́ıcie). Planos horizontais
(quando orientados segundo E3) possuem curvatura média constante
H = tr(A)/2, e o plano R2 oA {0} (destacado na figura acima da
direita) é um subgrupo normal de R2 oA R.

6. Se A,B ∈ M2(R) são similares (i.e., B = P−1AP para uma
matriz invert́ıvel P ∈ Gl(2,R)), então, a aplicação ψ : R2 oA
R→ R2oBR definida por ψ(p, t) = (P−1p, t) é um isomorfismo
de grupos de Lie.

7. Se A,B ∈ M2(R) são congruentes (i.e., B = P−1AP para al-
guma matriz ortogonal P ∈ O(2)), então a aplicação ψ definida
acima é também uma isometria entre as métricas canônicas de
R2 oA R e R2 oB R.

A seguir, descreveremos brevemente quais são os posśıveis grupos
de Lie X simplesmente conexos de dimensão três. Quanto à estrutura
de grupo de X, existem duas possibilidades, ou X é unimodular ou
X é não unimodular.

3.2 Grupos de Lie métricos unimodula-
res.

Dentre todos grupos de Lie simplesmente conexos de dimensão três,
os casos SU(2), S̃L(2,R), Ẽ(2), Sol3, Nil3 e R3 compreendem os gru-
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pos unimodulares2. Como observado anteriormente, com as exceções
de SU(2) e S̃L(2,R), todas as outras estruturas de grupo unimodu-
lares podem ser obtidas através de um produto semidireto R2 oA R
para alguma matriz A ∈M2(R), veja o Exemplo 3.9.

Suponha que X é um grupo de Lie unimodular, simplesmente
conexo e de dimensão três, munido de uma métrica invariante à es-
querda 〈 , 〉. Sempre é posśıvel encontrar um referencial ortonormal
de campos invariantes à esquerda {E1, E2, E3} e tais que

[E2, E3] = c1E1, [E3, E1] = c2E2, [E1, E2] = c3E3, (3.4)

para certas constantes c1, c2, c3 ∈ R, entre as quais no máximo uma
é negativa. A tripla de números (c1, c2, c3) e de campos {E1, E2, E3}
são chamadas respectivamente de constantes estruturais e base canônica
(ou base unimodular) do grupo de Lie métrico X. As constantes as-
sociadas à tripla (c1, c2, c3) que apresentamos a seguir são úteis para
a descrição da geometria dos grupos de Lie métricos, simplesmente
conexos, unimodulares e de dimensão três:

µ1 =
1

2
(−c1 + c2 + c3), µ2 =

1

2
(c1− c2 + c3), µ3 =

1

2
(c1 + c2− c3).

(3.5)
Por exemplo, a conexão de Levi-Civita associada a 〈 , 〉 é dada por

∇EiEj = µiEi × Ej , i, j ∈ {1, 2, 3}, (3.6)

onde × denota o produto cruzado associado à métrica 〈 , 〉 e à ori-
entação deX definida quando declaramos que a base canônica {E1, E2, E3}
é positiva. A partir da equação (3.6), é direto checar que o tensor
de Ricci associado à 〈 , 〉 é diagonalizado na base {E1, E2, E3} com
autovalores (veja Milnor [46] para maiores detalhes)

Ric(E1) = 2µ2µ3, Ric(E2) = 2µ1µ3, Ric(E3) = 2µ1µ2. (3.7)

Dependendo dos sinais das constantes estruturais ci, obtemos seis
possibilidades distintas para as estruturas de grupo de Lie, que estão

2Mais geralmente, um grupo de Lie (conexo) G é chamado de unimodular se
para cada elemento x na sua álgebra de Lie g, o endomorfismo adx : g→ g dado
por adx(y) = [x, y] possui traço zero. Isso é equivalente à propriedade que a
medida de Haar invariante à esquerda de G é também invariante à direita.
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listadas na tabela abaixo, juntamente com as posśıveis dimensões
do grupo de isometrias I(X) para uma dada métrica invariante à
esquerda em X.

Sinais de
c1, c2, c3

dim I(X) = 3 dim I(X) = 4 dim I(X) = 6

+, +, + SU(2) S3
Berger= E(κ > 0, τ) S3(κ)

+, +, – S̃L(2,R) E(κ < 0, τ) ∅
+, +, 0 Ẽ(2) ∅ (Ẽ(2),flat)

+, –, 0 Sol3 ∅ ∅
+, 0, 0 ∅ Nil3 = E(0, τ) ∅
0, 0, 0 ∅ ∅ R3

Grupos de Lie métricos unimodulares simplesmente conexos de di-
mensão três. Cada linha horizontal na tabela acima corresponde a
uma única estrutura de grupo; quando todas as constantes estruturais
são diferentes, o grupo de isometrias de X é de dimensão três. Se duas
ou mais constantes coincidem, então o grupo de isometrias de X tem
dimensão quatro ou seis. Aqui, utilizamos a notação padrão E(κ, τ)
para o espaço total da submersão Riemanniana com curvatura de fi-
brado τ sobre uma superf́ıcie completa, simplesmente conexa, com
curvatura constante κ. Observamos que quando SU(2) está equipado
com uma métrica invariante à esquerda cujo grupo de isometrias tem
dimensão quatro, ele é chamado de uma esfera de Berger.

Fixando um grupo de Lie métrico unimodular X = (Z, 〈 , 〉), po-
demos tomar E1, E2, E3 a base canônica de X (com respeito a 〈 , 〉).
Agora, escolha valores λ1, λ2, λ3 > 0 e declare que o comprimento
de Ei é λi, mantendo a ortogonalidade de {E1, E2, E3}. Isso define
unicamente uma nova métrica invariante à esquerda 〈 , 〉′ em Z, e
qualquer métrica invariante à esquerda do grupo Z pode ser obtida
através deste procedimento (veja, por exemplo, a discussão que se-
gue o Corolário 4.4 de [46]). Os vetores E1, E2, E3 são autovetores do
tensor de Ricci para qualquer métrica 〈 , 〉′, embora os autovalores de
Ricci associados dependam das constantes λi e, portanto, da métrica
〈 , 〉′.
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A próxima proposição nos dá algumas propriedades sobre as cur-
vas integrais Γi de Ei, i = 1, 2, 3, que passam pelo elemento neutro
e ∈ Z. Cada Γi é um subgrupo a 1 parâmetro de Z que gera Ei pela
ação à direita de Γi em Z.

Proposição 3.11. Na situação acima, cada Γi é o conjunto de pon-
tos fixos de um isomorfismo de ordem dois φi : Z → Z, que preserva
a orientação de Z. Diremos que cada φi é uma π-rotação por Γi.
Além disso, valem as seguintes propriedades:

(1) φi deixa invariante cada uma das classes residuais à esquerda de
Γj, j = 1, 2, 3.

(2) Para cada métrica invariante à esquerda 〈 , 〉′ de Z, Γi é uma
geodésica e φi é uma isometria.

Demonstração. Na Proposição 2.21 de [30], fica provado que, nas
condições acima, existem isomorfismos de ordem dois φi : Z → Z, i =
1, 2, 3, que preservam a orientação e tais que (dφi)e((Ei)e) = (Ei)e,
para os quais a métrica dada pelo pull-back φ∗i 〈 , 〉′ é igual a 〈 , 〉′ para
qualquer métrica invariante à esquerda 〈 , 〉′ em Z. Agora, (3.6) im-
plica que a curva integral Γi de Ei é uma geodésica de (Z, 〈 , 〉′) (para
toda métrica invariante à esquerda 〈 , 〉′). Como (dφi)e((Ei)e) =
(Ei)e, conclúımos, da unicidade de geodésicas, que Γi consiste intei-
ramente de pontos fixos de φi. Além disso, como φi possui ordem
dois e preserva a orientação, então d(φi)e((Ej)e)) = ±(Ej)e, e dáı φi
deixa cada Γj invariante, o que demonstra a Proposição 3.11.

3.3 Grupos de Lie métricos não unimo-
dulares.

Os grupos de Lie métricos, simplesmente conexos de dimensão três
não unimodulares correspondem aos produtos semidiretosX = R2oA
R com tr(A) 6= 0, conforme explicaremos a seguir.

Lema 3.12 ([30, Lemma 2.11]). Um grupo de Lie simplesmente co-
nexo de dimensão três Z é não unimodular se e somente se ele é
isomorfo a um produto semidireto R2 oA R com tr(A) 6= 0.
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Demonstração. Seja z a álgebra de Lie de um grupo Z como acima.

Então, o núcleo u da aplicação linear x ∈ z
ϕ7→ tr(adx) ∈ R tem

dimensão igual a dois. Após escolher uma métrica invariante à es-
querda 〈 , 〉 em Z, tome uma base ortonormal {E1, E2, E3} de z tal
que {E1, E2} gere u. Tomando o traço na identidade de Jacobi

ad[x,y] = adx ◦ ady − ady ◦ adx, ∀x, y ∈ z,

segue que

[x, y] ∈ ker(ϕ) = u ∀x, y ∈ z, (3.8)

de onde obtemos que [E1, E3], [E2, E3] são ortogonais a E3. Decorre,
portanto, que

0 = tr(adE1
) = 〈[E1, E2], E2〉, 0 = tr(adE2

) = 〈[E2, E1], E1〉,

e dáı [E1, E2] = 0. Ainda mais, existem a, b, c, d ∈ R tais que

[E3, E1] = aE1 + cE2,
[E3, E2] = bE1 + dE2,

(3.9)

com tr(adE3
) = a+d 6= 0, pois E3 6∈ u. Para terminarmos a demons-

tração do lema, seja A =

(
a b
c d

)
∈ M2(R). Comparando (3.9)

e (3.2), obtemos que as álgebras de Lie de Z e de R2 oA R são
isomorfas. Como ambos os grupos Z e R2 oA R são simplesmente
conexos, isso implica que existe um isomorfismo entre as estruturas
de grupo de Z e de R2 oA R.

Pela explicação no ińıcio da Seção 3.2 e pelo Lema 3.12, temos o
seguinte resultado de classificação:

Teorema 3.13. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente co-
nexo e de dimensão três. Então, uma das seguintes afirmações vale:

1. X é compacto; então X é difeomorfo a S3 e é isométrico e iso-
morfo a SU(2) munido de uma métrica invariante à esquerda.
Em particular, X é unimodular.

2. X is não compacto; então X is difeomorfo a R3 e, além disso,
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(a) se X é unimodular, então ou X é isomorfo e isométrico a

S̃L(2,R), munido de uma métrica invariante à esquerda,
ou X é isomorfo e isométrico a um produto semidireto
métrico R2 oA R, com A ∈M2(R) tendo tr(A) = 0;

(b) se X é não unimodular, então X é isomorfo e isométrico a
um produto semidireto métrico R2 oA R, com A ∈M2(R)
tendo tr(A) 6= 0.

Quando X for um grupo de Lie métrico não unimodular, então
após uma homotetia da métrica de X, podemos assumir que tr(A) =
2. Essa normalização tr(A) = 2 no caso não unimodular será
assumida até o fim do livro. Após uma mudança ortogonal da
base invariante à esquerda, podemos expressar a matriz A de maneira
única por

A = A(a, b) =

(
1 + a −(1− a)b

(1 + a)b 1− a

)
, a, b ∈ [0,∞). (3.10)

A base canônica do grupo de Lie métrico X é, por definição, o
referencial ortonormal invariante à esquerda {E1, E2, E3} dado em
(3.4) pela matriz A de (3.10). Em outras palavras, todo grupo de Lie
métrico não unimodular, simplesmente conexo e de dimensão 3 é iso-
morfo e isométrico (após possivelmente uma homotetia da métrica)
a um produto semidireto R2 oA R com sua métrica canônica, e onde
A está escrita como em (3.10). Mais ainda, nesta métrica as direções
E1, E2, E3 são precisamente aquelas que diagonalizam o tensor de
Ricci associado à métrica canônica de R2 oAR, com curvaturas prin-
cipais de Ricci dadas por (veja [30, Section 2.5])

Ric(E1) = −2
(
1 + a(1 + b2)

)
Ric(E2) = −2

(
1− a(1 + b2)

)
Ric(E3) = −2

(
1 + a2(1 + b2)

)
.

(3.11)

Pelo Exemplo 3.9, se A = I2 for a matriz identidade 2 × 2 (ou
seja, se tomarmos a = 0, b = 0 em (3.10)), então a estrutura de
grupo de R2 oA R é aquela do espaço hiperbólico de dimensão três
H3. Ainda mais, a métrica canônica de R2oAR é aquela de curvatura
constante −1. Se tomarmos a = 1, b = 0, obtemos o espaço produto
H2(−4)× R, onde H2(−4) tem curvatura constante −4.
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Com as hipóteses da normalização de A segundo (3.10) e supondo
que A 6= I2, então o determinante de A determina unicamente a
estrutura de grupo de Lie (veja, por exemplo, [30, Section 2.5]). Esse
valor é o chamado invariante D de Milnor de X = R2 oA R:

D = (1− a2)(1 + b2) = det(A). (3.12)

É importante observar que, quando A 6= I2, então, embora o invari-
ante D determine unicamente a estrutura de grupo, sempre existe
uma famı́lia a um parâmetro de métricas não isométricas para a
mesma estrutura de grupo de Lie. Essa famı́lia aparece naturalmente
quando resolvemos a equação (3.12) para a em termos de b e um certo
D fixado, e definimos X = R2 oA R com A descrita por (3.10).

Todo grupo não unimodular X = R2 oAR admite uma π-rotação
sobre qualquer curva integral do campo ∂z = E3, com propriedades
similares àquelas das π-rotações apresentadas na Proposição 3.11 para
o caso unimodular. A demonstração da próxima proposição decorre
diretamente do item 4 da Proposição 3.10.

Proposição 3.14. Seja X = R2 oA R um produto semidireto não
unimodular munido de sua métrica canônica. Então, o eixo z {0}oA
R é uma geodésica e é o conjunto de pontos fixos da isometria φ : X →
X, φ(x, y, z) = (−x,−y, z), que é um isomorfismo de ordem dois que
preserva a orientação. Em particular, dado qualquer ponto p ∈ X, o
subgrupo das isometrias de X que preservam a orientação e fixam p
contém o subgrupo {1X , lp ◦ φ ◦ l−1

p } ∼= Z2.

3.4 Propriedades de grupos de Lie métricos,
simplesmente conexos, de dimensão
três.

Nesta seção, X denotará um grupo de Lie métrico, simplesmente
conexo, de dimensão três e e ∈ X denota o seu elemento neutro.
Denotamos por I(X) o grupo de isometrias de X e, para p ∈ X,
Ip(X) será o grupo de isotropia de X em p, i.e., os elementos ϕ ∈ I(X)
tais que ϕ(p) = p. Ainda mais, definimos I+

p (X) como o grupo de
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isometrias que preservam a orientação de X e que fixam p. A seguir,
apresentaremos algumas propriedades de X que serão utilizadas mais
adiante no texto. Começaremos com uma propriedade crucial de
Ie(X).

Proposição 3.15. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente
conexo de dimensão três cuja dimensão do grupo de isometrias é 3
ou 4. Então, existe um vetor unitário E ∈ TeX e uma isometria
ϕ ∈ I+

e (X) de ordem dois tal que dϕe(E) = E. Mais ainda, E pode
ser escolhido de modo que a diferencial em e de qualquer isometria
ϕ ∈ Ie(X) leva E em ±E.

Demonstração. Se I(X) tem dimensão quatro, então X é isométrico
a um dos espaços E(κ, τ), que pode ser descrito através de uma sub-
mersão Riemannianas Π: E(κ, τ)→ Q(κ) sobre uma superf́ıcies com-
pleta, simplesmente conexa Q(κ) de curvatura constante κ ∈ R e
torção τ ∈ R. Nesse caso, a proposição pode ser checada direta-
mente, onde E é escolhido como um dos dois vetores unitários de
TeE(κ, τ) tangentes à fibra Π−1({Π(e)}).

No restante da demonstração, assumiremos que a dimensão de
I(X) é três. Primeiramente, as Proposições 3.11 e 3.14 nos dão a
existência de uma isometria φ e um vetor E como afirmado; ou E é um
dos vetores da base {E1, E2, E3} que diagonaliza o tensor de Ricci,
quando X é unimodular, ou E = E3 é a direção do campo coordenado
∂z, quandoX é não unimodular e escrito como um produto semidireto
R2 oA R, munido de sua métrica canônica.

Para demonstrar a proposição, precisamos mostrar que qualquer
outra isometria que fixa o elemento neutro e também satisfaz que sua
diferencial ou deixa E invariante ou leva E em −E. Seja, portanto,
φ ∈ Ie(X) uma isometria de X que fixa e. Como E foi escolhido como
um autovetor do tensor de Ricci, temos que dφe(E) também será um
autovetor do tensor de Ricci, associado ao mesmo autovalor. Agora,
como a dimensão de I(X) é igual a 3, (3.11) (no caso não unimodular)
e (3.7) (no caso unimodular) nos dão que os três autovalores do tensor
de Ricci são distintos, portanto, como dφe(E) é unitário, dφe(E) = E
ou dφe(E) = −E, conforme afirmado.

Observação 3.16. Note que se E é dado pela Proposição 3.15 e
φ ∈ Ie(X), então o grupo a 1 parâmetro Γ gerado por E é invariante
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pela ação de φ.

Seja Y uma variedade homogênea, simplesmente conexa de di-
mensão três. Dada uma superf́ıcie compacta Σ imersa em Y , deno-
tamos por ‖H‖∞(Σ) o valor absoluto máximo da função curvatura
média de Σ, |H| : Σ→ R. Associado a Y , temos a seguinte constante
não negativa, denominada a curvatura média cŕıtica de Y :

H(Y ) = inf{‖H‖∞(Σ) | Σ é uma superf́ıcie compacta imersa em Y }.
(3.13)

Em seguida, ilustraremos essa noção de curvatura média cŕıtica
com alguns exemplos. Em R3, a curvatura média de qualquer es-
fera redonda de raio R é 1

R ↘ 0, e portanto H(R3) = 0. No
espaço hiperbólico de dimensão três H3, a curvatura média de es-
feras geodésicas de raio R é coth(R), que converge por cima a 1
quando R → ∞, portanto H(H3) ≤ 1. Por outro lado, se Σ for
uma superf́ıcie compacta imersa em H3, podemos tomar um ponto
base p ∈ H3 e considerar bolas geodésicas fechadas BH3(p, r) de raio
r > 0 e centro p; como Σ é compacta, existe um raio máximo r0 > 0
tal que Σ intersecta ∂BH3(p, r) em um ponto q ∈ Σ ∩ ∂BH3(p, r0).
O prinćıpio do máximo aplicado a Σ e ∂BH3(p, r0) em q dá que
HΣ(q) ≥ coth(r0) > 1. Em particular, ‖H‖∞(Σ) > 1, de onde segue
que H(H3) = 1.

Lembrando que toda variedade homogênea simplesmente conexa
de dimensão três Y ou é S2(κ) × R ou um grupo de Lie métrico
(Teorema 3.2), vamos analisar a curvatura média cŕıtica desses ca-
sos. Quando Y = S2(κ) × R, existem esferas mı́nimas imersas em
Y , portanto H(Y ) = 0. A existência de esferas mı́nimas também é
conhecida quando Y é um grupo de Lie métrico não difeomorfo a R3,
i.e., quando Y é isométrico a SU(2) munido de uma métrica inva-
riante à esquerda, portanto nesse caso H(Y ) é novamente zero. De
fato, Simon [55] demonstrou que para qualquer métrica Riemanniana
em S3, existe uma esfera mı́nima, mergulhada e de ı́ndice um nessa
variedade.

Se X for um grupo de Lie não unimodular, após uma reescala da
métrica de X, ele é isomorfo e isométrico a R2oAR para uma matriz
A ∈ M2(R) com tr(A) = 2; nesse caso, H(X) ≥ 1 pelo prinćıpio
da comparação da curvatura média aplicado às folhas da folheação
{R2 oA {z} | z ∈ R}, que possuem curvatura média constante 1. No
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Teorema 3.20 abaixo, vamos ver, entre outras propriedades, que nesse
caso vale de fato a igualdade H(X) = 1.

Definição 3.17. Seja Y uma variedade Riemanniana completa de
dimensão três e volume infinito. A constante de Cheeger de Y é
definida como

Ch(Y ) = inf

{
Área(∂Ω)

Volume(Ω)
| Ω ⊂ Y compacto, ∂Ω suave

}
. (3.14)

Exemplo 3.18 (Ch(S2×R)). Vamos calcular a constante de Cheeger
de S2×R, onde S2 é a esfera de dimensão dois e curvatura constante
1. Considere os domı́nios Ωn = S2 × [0, n], para n ∈ N. Como
∂Ωn =

(
S2 × {0}

)
∪
(
S2 × {n}

)
, temos que

Volume(Ωn) = n
Área(∂Ωn)

2
,

de onde obtemos que Ch(S2 × R) = 0.

Considere agora um produto semidireto R2 oA R para alguma
A ∈ M2(R). Um simples cálculo nos dá que o elemento de volume
dV para a métrica canônica de R2 oA R é

dV = e−z tr(A) dx ∧ dy ∧ dz, (3.15)

de onde decorre que o volume de R2oAR com sua métrica canônica é
infinito, e portanto a Definição 3.17 se aplica. O objetivo do próximo
resultado é calcular a constante de Cheeger para essa variedade Ri-
emanniana; ele é um caso particular de um resultado mais geral de
Peyerimhoff e Samiou [49], que demonstraram esse resultado para o
caso do ambiente ser um grupo de Lie simplesmente conexo e solúvel3.
Para uma prova do caso particular tratado abaixo, veja [30, Theo-
rem 3.22].

Teorema 3.19. Seja A ∈M2(R) uma matriz com tr(A) ≥ 0. Então

Ch(R2 oA R) = tr(A).

3Um grupo de Lie X é chamado de solúvel se existe uma série de subgrupos
{e} = X0 ≤ X1 ≤ · · · ≤ Xk = X tais que Xj−1 é normal em Xj e o quociente
Xj/Xj−1 for abeliano, para todo j = 1, . . . , k. Tomando X1 = R2oA{0} e k = 2,
segue que todo produto semidireto R2 oA R é um grupo solúvel.
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Conforme mostrado no próximo teorema por Meeks, Mira, Pérez
e Ros [29], a curvatura média cŕıtica de um grupo de Lie métrico
simplesmente conexo de dimensão três pode ser obtida em termos da
sua constante de Cheeger.

Teorema 3.20 ([29, Theorem 1.4]). Seja X um grupo de Lie métrico,
simplesmente conexo de dimensão três e com volume infinito. Então

H(X) =
1

2
Ch(X).

Em particular, se A ∈ M2(R) for uma matriz com tr(A) ≥ 0 e X =
R2 oA R, então

Ch(R2 oA R) = tr(A) = 2H(R2 oA R).

Observação 3.21. A estratégia da prova do Teorema 3.20 utilizada
em [29] é a seguinte. Seja X como no enunciado do teorema e seja
Vn ⊂ X uma sequência de domı́nios isoperimétricos de X com volume
tendendo ao infinito. Então, valem as seguintes propriedades para a
sequência {Vn}n∈N:

1. Para todo n ∈ N, a curvatura média constante Hn de ∂Vn é
maior que 1

2Ch(X).

2. lim
n→∞

Hn = 1
2Ch(X).

3. Os raios Rn de Vn satisfazem lim
n→∞

Rn =∞.

Em particular, itens 1 e 2 nos dão que H(X) ≤ 1
2Ch(X). Por

outro lado, o item 3 implica que podemos assumir que qualquer su-
perf́ıcie compacta Σ, imersa em X, está contida em Vn, para n sufi-
cientemente grande. Ainda mais, após uma translação de Σ, pode-
mos assumir também que Σ intersecta ∂Vn. Portanto, se ‖H‖∞(Σ)
for a curvatura média máxima de Σ, temos que o prinćıpio da com-
paração da curvatura média aplicado em um ponto de Σ∩∂Vn implica
que ‖H‖∞ ≥ Hn >

1
2Ch(X), onde a segunda desigualdade vale pelo

item 1. Isso tem como consequência que H(X) = 1
2Ch(X) e, além

disso, que não existe uma superf́ıcie compacta de curvatura média
constante H(X) em X.
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3.5 O Teorema de Representação

Ao longo desta seção, X denotará um grupo de Lie métrico simples-
mente conexo de dimensão três. O objetivo aqui será o de obter
uma representação anaĺıtica para toda superf́ıcie simplesmente co-
nexa imersa em X e com curvatura média constante H, para um
H fixado. Essa representação depende da aplicação de Gauss inva-
riante à esquerda da superf́ıcie e de invariantes de X que vêm de
sua álgebra de Lie métrica. Tais invariantes serão codificados por
funções R : C → C, onde estamos pensando em C como a projeção
estereográfica da esfera unitária S2 de TeX, pelo seu polo sul4 (veja
as Definições 3.23 e 3.24 abaixo).

Definição 3.22. Dada uma superf́ıcie imersa e orientada f : Σ→ X
com campo normal unitário N : Σ → TX (onde TX é o fibrado
tangente a X), definimos a aplicação de Gauss invariante à esquerda
da superf́ıcie imersa como a aplicação G : Σ→ S2 ⊂ TeX que associa
a cada p ∈ Σ o vetor unitário tangente a X no elemento neutro
e dado por (dlf(p))e(G(p)) = Np. Observamos que a aplicação de
Gauss invariante à esquerda de um subgrupo de dimensão dois de X
é constante.

Após projetar estereograficamente a aplicação de Gauss invariante
à esquerda G de uma H-superf́ıcie em X pelo polo sul da esfera
unitária S2 ⊂ TeX, a função resultante g : Σ→ C = C∪{∞} satisfaz
uma EDP eĺıptica conforme que pode ser expressa em termos do H-
potencial do espaço X, o qual definimos a seguir:

Definição 3.23. Seja X um grupo de Lie métrico não unimodular.
Reescale a métrica de X de modo que ele se torne isométrico e iso-
morfo a R2 oA R com sua métrica canônica, onde A ∈M2(R) é dada
por (3.10) para certas constantes a, b ≥ 0. Dado H ∈ R, definimos o
H-potencial de X como a aplicação R : C→ C dada por

R(q) = H
(
1 + |q|2

)2−(1−|q|4)−a
(
q2 − q2

)
−ib

(
2|q|2 − a

(
q2 + q2

))
,

(3.16)
onde q denota o complexo conjugado a q ∈ C.

4Definimos o polo sul de S2 em termos da base canônica {E1, E2, E3} de X.
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Definição 3.24. Seja X um grupo de Lie métrico unimodular com
constantes estruturais c1, c2, c3 definidas pela equação (3.4) e se-
jam µ1, µ2, µ3 ∈ R as constantes definidas em termos de c1, c2, c3
em (3.5). Dado H ∈ R, definimos o H-potencial de X como a
aplicação R : C→ C dada por

R(q) = H
(
1 + |q|2

)2 − i

2

(
µ2|1 + q2|2 + µ1|1− q2|2 + 4µ3|q|2

)
.

(3.17)

Note que R(q)/|q|4 possui um limite finito quando q → ∞ (em
particular, R(q) diverge quando q →∞). Diremos que o H-potencial
R de X tem um zero em q0 =∞ ∈ C se limq→∞R(q)/|q|4 = 0.

Uma análise dos zeros do H-potencial R em (3.16) e em (3.17)
nos dá o seguinte lema (observe que no caso não unimodular estamos
assumindo a normalização tr(A) = 2 que, pelos Teoremas 3.19 e 3.20
implicam que H(X) = 1).

Lema 3.25. Seja X um grupo de Lie métrico e seja H ∈ R dado.
Então, o H-potencial de X é uma função que não possui zeros em C
se e somente se

(1) X é isomorfo a SU(2), ou

(2) X não é isomorfo a SU(2), é unimodular e H 6= 0, ou

(3) X é não unimodular com D-invariante D ≤ 1 e |H| > 1, ou

(4) X é não unimodular com D-invariante D > 1 e |H| 6= 1.

A seguir, utilizaremos o Lema 3.25 para provar o próximo re-
sultado, que será utilizado no Caṕıtulo 6 na demonstração do seu
teorema principal.

Proposição 3.26. Se existe uma H-superf́ıcie compacta Σ em X,
então, o H-potencial de X não possui zeros em C.

Demonstração. SeX for não unimodular, os planos horizontais R2oA
{z0} ⊂ X = R2 oA R produzem uma folheação de X por folhas
de curvatura média constante 1, observando que a matriz A é dada
por (3.10). Aplicando o prinćıpio do máximo para Σ e as folhas
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desta folheação, obtemos que |H| > 1. Então, pelo Lema 3.25, o
H-potencial de X não possui zeros nesse caso.

Suponha agora que X é unimodular. Se X for isomorfo a SU(2),
então a proposição vale pelo Lema 3.25. Assim, para terminarmos
a demonstração, podemos assumir que X é difeomorfo a R3. Nesse
caso, o item 2 do Lema 3.25, nos diz que é suficiente provar queH 6= 0.
Por absurdo, suponha que Σ̂ é uma superf́ıcie mı́nima compacta em
X, e vamos obter uma contradição com o prinćıpio do máximo através
do próximo argumento.

Após uma translação à esquerda, podemos assumir que e ∈ Σ̂.
Escolha ε > 0 tal que a exponencial de grupo de Lie exp, quando
restrita à bola B(~0, ε) ⊂ TeX de raio ε centrada na origem ~0 ∈ TeX,
seja um difeomorfismo em B = exp(B(~0, ε)). Seja p um ponto em
(Σ̂ ∩ B) − {e} e seja Γ = exp(Rv) o subgrupo a 1-parâmetro de X
gerado pelo único v ∈ B(~0, ε)−{~0} tal que exp v = p. Como o arco Γ
é próprio e Σ̂ é compacta, existe um valor máximo t0 ∈ [1,∞) tal que
lΓ(t0)(Σ̂) ∩ Σ̂ 6= ∅, onde Γ(t) = exp(tv), t ∈ R. Aplicando o prinćıpio

do máximo para as superf́ıcies mı́nimas Σ̂ e lΓ(t0)(Σ̂), obtemos que

Σ̂ = lΓ(t0)(Σ̂). Agora, aplicando novamente a translação à esquerda

lΓ(t0), temos que Σ̂ = lΓ(2t0)(Σ̂), contradizendo a propriedade que
definia t0. Essa contradição implica que H 6= 0, que termina a prova
da Proposição 3.26.

Se z = x+ iy é uma variável complexa, denotamos suas derivadas
parciais por

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

No próximo teorema, chamado de Teorema da Representação, R de-
notará o H-potencial de um grupo de Lie métrico X, como dado pelas
Definições 3.23 e 3.24. A variável complexa de R será denotada por
q = x+ iy e suas derivadas serão denotadas por sub́ındices Rq, Rq.

Teorema 3.27 (Meeks, Mira, Pérez e Ros, [28]). Sejam Σ uma su-
perf́ıcie de Riemann com parâmetro conforme z, X um grupo de Lie
métrico, e H ∈ R.
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Seja g : Σ→ C uma solução da EDP eĺıptica complexa

gzz =
Rq
R

(g) gzgz +

(
Rq
R
− Rq

R

)
(g) |gz|2, (3.18)

tal que gz 6= 0 sempre5, e tal que o H-potencial R de X não se anula
em g(Σ) (por exemplo, isso ocorre se H satisfizer as condições do
Lema 3.25). Então, existe uma H-superf́ıcie imersa f : Σ → X, que
é única a menos de translações à esquerda, cuja aplicação de Gauss
é g.

Reciprocamente, se g : Σ → C for a aplicação de Gauss de uma
H-superf́ıcie imersa f : Σ → X em um grupo de Lie métrico X, e o
H-potencial R de X não se anula em g(Σ), então g satisfaz a equação
(3.18), e, além disso, gz 6= 0 sempre.

Uma aplicação do Teorema 3.27 é o próximo corolário, que será
utilizado no Caṕıtulo 6. Este corolário é o Corolário 3.8 de [28], e
sua prova, assim como a prova do Teorema 3.27, pode ser encontrada
em [28].

Corolário 3.28. Seja f : Σ → X uma H-superf́ıcie imersa em X
com aplicação de Gauss g : Σ → C. Assuma que o H-potencial de
X não se anula em g(Σ). Então a diferencial de g tem posto no
máximo 1 em toda Σ se e somente se f for invariante pelo fluxo de
um campo de vetores invariante à direita em X. Além disso, se f
for invariante pelo fluxo de um campo invariante à direita, então o
posto da diferencial de g é 1 em todos os pontos de Σ e a imagem da
aplicação de Gauss g(Σ) é uma curva regular em C.

Observação 3.29. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente
conexo, unimodular e não isomorfo a SU(2) e seja K um subgrupo
de dimensão dois. Se a curvatura média constante H de K fosse
diferente de zero, então o Lema 3.25, diz que o H-potencial de X
nunca se anula. Em particular, a aplicação de Gauss invariante à
esquerda g de K satisfaz gz 6= 0, uma contradição com o fato que g
é constante. Isso demonstra que todo subgrupo de dimensão dois de
X é mı́nimo.

5Observamos que gz 6= 0 sempre significa que gz(z0) 6= 0 se g(z0) ∈ C e que
limz→z0 (gz/g2)(z) 6= 0 se g(z0) =∞.
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Caṕıtulo 4

As estimativas de raio e
de curvatura de
Meeks-Tinaglia.

Um problema clássico na teoria de superf́ıcies é o de classificar H-
superf́ıcies simplesmente conexas mergulhadas em R3. Quando a su-
perf́ıcie é simplesmente conexa e compacta, essa classificação segue
ou pelo trabalho de Hopf [20] em 1951 ou de Alexandrov [4] em 1956,
que apresentaram provas distintas de que a esfera redonda é a única
possibilidade. Pelo próximo teorema, uma (H > 0)-superf́ıcie com-
pleta e simplesmente conexa é compacta.

Teorema 4.1 (Meeks-Tinaglia [40]). Uma (H > 0)-superf́ıcie com-
pleta e simplesmente conexa em R3 é compacta, e portanto é uma
esfera redonda.

Os dois ingredientes principais na prova do Teorema 4.1 (Teo-
rema 1.1 em [40]) são es estimativas de raio1 dadas pelo Teorema 1.5
e as estimativas de curvatura do Teorema 1.4 da Introdução. Por
conveniência, vamos re-enunciar tais resultados a seguir.

1O raio de uma superf́ıcie Riemanniana compacta com bordo é a distância
intŕınseca máxima de pontos da superf́ıcie até o seu bordo.

46
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Teorema 4.2 (Estimativas de Raio, Meeks-Tinaglia [40]). Existe
uma constante R ≥ π tal que qualquer H-disco mergulhado em R3

com H > 0 tem raio menor do que R/H.

Teorema 4.3 (Estimativas de Curvatura, Meeks-Tinaglia [40]). Da-
dos δ, H > 0, existe uma constante K(δ,H) ≥

√
2H tal que qualquer

H-disco Σ mergulhado em R3 com H ≥ H satisfaz

sup
{p∈Σ | dΣ(p,∂Σ)≥δ}

|AΣ| ≤ K(δ,H),

onde dΣ é a função distância intŕınseca de Σ.

Como cada ponto de uma H-superf́ıcie Σ em R3 de raio de inje-
tividade positivo r0 é o centro de um H-disco geodésico em Σ com
raio r0, as estimativas de curvatura do Teorema 4.3 têm como con-
sequência imediata o seguinte resultado.

Corolário 4.4. Seja Σ uma (H > 0)-superf́ıcie mergulhada em R3

com raio de injetividade positivo r0. Então

sup
Σ
|AΣ| ≤ K(r0, H).

Pelo Corolário 4.4, (H > 0)-superf́ıcies mergulhadas em R3 com
raio de injetividade positivo têm curvatura uniformemente limitada.
Pelo trabalho do primeiro autor com Rosenberg [35, Theorem 2.1],
segue que tais superf́ıcies são próprias.

Corolário 4.5. Uma (H > 0)-superf́ıcie mergulhada em R3 com raio
de injetividade positivo é propriamente mergulhada.

Observe que, pelo Lema do gráfico uniforme (Proposição 2.12),
existe um ε > 0 tal que para qualquer C > 0, toda superf́ıcie imersa
Σ em R3 com supΣ |AΣ| < C possui raio de injetividade maior que
ε/C. Então o Corolário 4.4 também demonstra que uma condição
necessária e suficiente para que uma (H > 0)-superf́ıcie em R3 tenha
curvatura limitada é que ela tenha raio de injetividade positivo.

Corolário 4.6. Uma (H > 0)-superf́ıcie completa de R3 tem raio de
injetividade positivo se e somente se tem curvatura limitada.
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Figura 4.1: Σ como nas hipóteses do Teorema 4.7. Em B(εR)∩{x3 >
0}, Σ tem curvatura uniformemente limitada.

Lembre que o Teorema 4.2 segue do Teorema 4.3, conforme ex-
plicado na Introdução deste livro. Portanto é suficiente demonstrar
as estimativas de curvatura do Teorema 4.3. Porém, a demonstração
completa deste resultado foge do escopo desse livro, e referimos o
leitor a [40].

Dois resultados chave utilizados na prova do Teorema 4.3 são as
estimativas de curvatura de um lado e as estimativas fracas de arco
de corda para H-superf́ıcies mergulhadas dadas pelos próximos dois
teoremas.

Teorema 4.7 (Estimativas de curvatura de um lado paraH-discos [42]).
Existem ε ∈ (0, 1

2 ) e C ≥ 2
√

2 tais que para qualquer R > 0, vale o
seguinte. Seja Σ ⊂ R3 um H-disco mergulhado em R3 tal que (veja
a Figura 4.1) Σ ∩ B(R) ∩ {x3 = 0} = ∅ e ∂Σ ∩ B(R) ∩ {x3 > 0} = ∅.
Então,

sup
x∈Σ∩B(εR)∩{x3>0}

|AΣ|(x) ≤ C

R
. (4.1)

Em particular, se Σ ∩ B(εR) ∩ {x3 > 0} 6= ∅, então H ≤ C
R .

Teorema 4.7 generaliza o enunciado e os argumentos do caso
H = 0 que foi tratado anteriormente por Colding e Minicozzi [8,
Theorem 0.2].
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Definição 4.8. Para um ponto p em uma superf́ıcie Σ ⊂ R3, deno-
tamos por Σ(p,R) o fecho da componente conexa de Σ ∩ BR3(p,R)
contendo p.

O próximo teorema generaliza a Proposição 1.1 de [9] para o con-
texto de H > 0.

Teorema 4.9 (Estimativa fraca de arco de corda [37]). Existe um
δ1 ∈ (0, 1

2 ) para o qual vale o seguinte. Dado um H-disco Σ mer-

gulhado em R3 e uma bola fechada intŕınseca BΣ(x,R) contida em
Σ− ∂Σ, temos que

1. Σ(x, δ1R) é um disco com ∂Σ(x, δ1R) ⊂ ∂B(δ1R).

2. Σ(x, δ1R) ⊂ BΣ(x, R2 ).

O Teorema 4.9 nos permite obter uma estimativa de curvatura de
um lado para H-superf́ıcies que generalizam o Teorema 4.7. No caso
H = 0, essa estimativa intŕınseca implica na estimativa de curvatura
de um lado de Colding e Minicozzi em [9, Corollary 0.8].

Em [40], Meeks e Tinaglia também obtiveram estimativas de cur-
vatura para (H > 0)-anéis. Porém, embora essas estimativas de cur-
vatura sejam análogas ao caso tratado no Teorema 4.3 para H-discos,
elas necessariamente dependem do comprimento do vetor fluxo do ge-
rador do primeiro grupo de homologia do anel dado, o qual definimos
a seguir (veja, por exemplo [22, 23, 58] para uma discussão mais apro-
fundada desse invariante, incluindo a propriedade fundamental que
ele é um invariante homológico).

Definição 4.10 (Fluxo CMC). Seja γ um 1-ciclo suave por partes
em uma H-superf́ıcie Σ ⊂ R3. O vetor fluxo de Σ ao longo de γ é

F (γ) =

∫
γ

(Hγ + η)× γ′, (4.2)

onde η é o vetor unitário normal a Σ e γ′ é o vetor velocidade de γ.
Se Σ é um anel e γ é um gerador do seu grupo fundamental,

utilizamos a notação:

F (Σ) = |F (γ)|.
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Teorema 4.11 (Estimativas de curvatura para H-anéis, [40]). Dados
ρ > 0 e δ ∈ (0, 1), existe uma constante positiva A0(ρ, δ) tal que se E
for um 1-anel mergulhado em R3 com F (E) ≥ ρ ou com F (E) = 0,
então

sup
{p∈E | dE(p,∂E)≥δ}

‖AE‖ ≤ A0(ρ, δ).

Uma consequência imediata destas estimativas de curvatura para
anéis com curvatura média constante 1 é o próximo Teorema 4.12,
que dá que (H > 0)-superf́ıcies de topologia finita completas e mer-
gulhadas em R3 são próprias. No contexto de superf́ıcies mı́nimas de
topologia finita, completas e mergulhadas em R3, esse resultado foi
demonstrado por Colding e Minicozzi [9].

Teorema 4.12 ([40]). Uma H-superf́ıcie de topologia finita, mer-
gulhada em R3 com bordo (possivelmente vazio) compacto e suave
possui curvatura limitada e é propriamente mergulhada.

Os argumentos no caso do R3 também produzem ferramentas es-
senciais para o entendimento da geometria dos (H > 0)-discos mer-
gulhados em uma variedade Riemanniana de dimensão três M , es-
pecialmente no caso quando M é completa e localmente homogênea.
Primeiramente, temos a seguinte generalização do Teorema 4.3.

Teorema 4.13 (Estimativas de curvatura, Meeks-Tinaglia [38]). Seja
Y uma variedade homogênea de dimensão três. Dados δ, H > 0,
existe uma constante K(δ,H, X) ≥

√
2H tal que qualquer H-disco Σ

mergulhado em Y com H ≥ H satisfaz

sup
{p∈Σ | dΣ(p,∂Σ)≥δ}

‖AΣ‖ ≤ K(δ,H, X).

Para o contexto de um ambiente homogeneamente regular, Meeks
e Tinaglia obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 4.14. Uma (H > 0)-superf́ıcie mergulhada em uma va-
riedade homogeneamente regular de dimensão três tem raio de inje-
tividade positivo se e somente se possuir norma da segunda forma
fundamental limitada. Mais geralmente, dado H0 > 0, então as esti-
mativas de curvatura são uniformes para qualquer H ≥ H0, fixado o
ambiente homogeneamente regular de dimensão três.
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Uma aplicação do Teorema 4.13, é a que segue.

Teorema 4.15 (Meeks-Tinaglia [39]). Seja H ≥ 1. Então, uma
H-superf́ıcie de topologia finita mergulhada em uma variedade hi-
perbólica de dimensão três é própria.

Conforme apresentado no próximo teorema, Teorema 4.15 é opti-
mal quando a variedade hiperbólica é o espaço hiperbólico H3:

Teorema 4.16 (Coskunuzer-Meeks-Tinaglia [13]). Para todo H ∈
[0, 1), existe uma H-superf́ıcie completa, simplesmente conexa, estável,
mergulhada em H3 que não é propriamente mergulhada.

Teorema 4.17 (Coskunuzer-Meeks-Tinaglia [12]). Para todo H ∈
(0, 1/2), existe uma H-superf́ıcie completa, simplesmente conexa, estável,
mergulhada em H2 × R que não é propriamente mergulhada.

Veja também Coskunuzer [11] e Rodŕıguez e Tinaglia [51] para
exemplos de superf́ıcies mı́nimas completas, simplesmente conexas,
mergulhadas mas não propriamente mergulhadas respectivamente em
H3 e H2 × R.
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Caṕıtulo 5

A prova do
Teorema 1.6:
estimativas de área para
H-superf́ıcies fechadas
em um toro flat de
dimensão três.

Neste caṕıtulo, apresentamos a prova do Teorema 1.6. Começaremos
lembrando algumas propriedades geométricas de H-superf́ıcies mer-
gulhadas em variedades Riemannianas flat de dimensão três que ne-
cessitaremos nas seções mais adiante. Daremos referências de onde
encontrar as demonstrações destes resultados para o leitor interes-
sado.

Teorema 5.1 (Meeks-Tinaglia [36, Theorem 3.1]). Seja N uma va-
riedade Riemanniana flat, completa, conexa e de dimensão três com
recobrimento universal Π: R3 → N e seja Σ uma (H > 0)-superf́ıcie
completa, mergulhada em N . Então, os seguintes resultados valem:

52
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1. Se Σ tem raio de injetividade positivo, então a norma da se-
gunda forma fundamental de Σ é limitada, Σ é propriamente
mergulhada em N e é a fronteira orientada de um subdomı́nio
GΣ, suave, convexo em média e possivelmente desconexo. O
domı́nio convexo em média GΣ possui raio no máximo 1/H, e
Σ = ∂GΣ possui uma ε-vizinhança regular de um lado em GΣ

para algum ε > 0.

2. Se Σ tem topologia finita, então Σ tem raio de injetividade po-
sitivo. Além disso, cada fim anular E de Σ é levantado por Π
para um anel Ẽ ⊂ R3, onde Ẽ é assintótico ao fim de um on-
dulóide (uma superf́ıcie de revolução de Delaunay mergulhada).

Nas próximas seis seções, N denotará um toro flat de dimensão
três. O Teorema 1.6 seguirá do Teorema 5.2 abaixo. Observe que
assumimos que a H-superf́ıcie M do próximo teorema é conexa, en-
quanto a superf́ıcie tratada no Teorema 1.6 pode ser desconexa. De
fato, o próximo teorema também é verdadeiro na situação mais geral
onde M é permitida ser desconexa. Isso segue do fato que o número
de componentes conexas de M pode ser limitado em termos do gênero
e da geometria de N ; veja a Seção 5.5.

Teorema 5.2. Seja N um toro flat de dimensão três. Dados a, b ∈
(0,∞), com a ≤ b, e g ∈ N ∪ {0}, existe uma constante A(N, a, b, g)
tal que se M é uma H-superf́ıcie fechada e conexa, mergulhada em
N e de gênero g com H ∈ [a, b], então

Área(M) ≤ A(N, a, b, g).

Demonstração. Por contradição, suponha que {Mn}n∈N seja uma
sequência de Hn-superf́ıcies conexas, com Hn ∈ [a, b], mergulhadas
em N de gênero g e tais que

Área(Mn) > n.

Agora, a demonstração do Teorema 5.2 se divide em dois passos com
a contradição final aparecendo no final da Seção 5.4.

Pelo item 1 do Teorema 5.1, cada Mn separa N em duas regiões,
com uma delas, denotada por GMn , convexa em média.
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Afirmação 5.3. Os raios de injetividade I(Mn) convergem a zero
quando n tende ao infinito.

Demonstração. Argumentando por contradição, suponha que exista
certo δ > 0 tal que, após passarmos a uma subsequência, I(Mn) >
δ para todo n. Então, pelo Teorema 1.4, o conjunto das funções
{|AMn

|}n fica limitado por cima por uma constante independente
de n. Como as superf́ıcies Mn são Hn-superf́ıcies com Hn ≥ a >
0, então Teorema 2.16 nos dá a existência de constantes ε,A0 >
0 tais que as superf́ıcies Mn possuem uma ε-vizinhança regular de
um lado N+

ε (Mn) ⊂ GMn
e a área de cada Mn é no máximo A0 ·

Volume(N+
ε (Mn)). Portanto,

Área(Mn) ≤ A0 Volume(N+
ε (Mn)) ≤ A0 Volume(N),

contradizendo o fato que as áreas das superf́ıcies Mn estão ficando
arbitrariamente grande.

Por causa da Afirmação 5.3, introduzimos as seguintes definições.

Definição 5.4. Seja U um aberto de N .

1. Dizemos que uma sequência de superf́ıcies Tn ⊂ U possui norma
da segunda forma fundamental localmente limitada em U se
para cada bola compacta B em U , as normas da segunda forma
fundamental das superf́ıcies Tn ∩ B estão uniformemente limi-
tadas.

2. Dizemos que uma sequência de superf́ıcies Tn ⊂ U possui raio
de injetividade localmente positivo em U se para cada bola com-
pacta B em U as funções raio de injetividade das superf́ıcies Tn
estão limitadas inferiormente em Tn ∩ U por uma constante
positiva.

O nosso próximo objetivo é provar que, após escolhermos uma
subsequência, existe um conjunto finito ∆ de pontos em N tal que
as superf́ıcies Mn possuem norma da segunda forma fundamental
localmente limitada em N −∆.

Suponha que as funções raio de injetividade In de Mn assumem
seus valores mı́nimos em pontos p1,n ∈ Mn. Pela Afirmação 5.3,
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podemos assumir que In(p1,n) < 1/n. Após escolhermos uma sub-
sequência e fazermos uma reindexação, obtemos uma sequência M1,n

tal que os pontos p1,n ∈M1,n convergem a um ponto q1 ∈ N . Supo-
nha que a sequência de superf́ıcies M1,n não tenha raio de injetividade
localmente positivo em N − {q1}. Seja q2 ∈ N − {q1} um ponto o
mais longe de q1 e que, após passarmos a uma subsequência M2,n,
exista uma sequência de pontos p2,n ∈ M2,n convergindo a q2 e com
limn→∞ In(p2,n) = 0.

Prosseguindo indutivamente e utilizando um processo diagonal,
obtemos, após uma nova reindexação, uma nova subsequência Mn

(denotada da mesma forma que a sequência original) e um conjunto
enumerável (possivelmente finito) não vazio ∆′ := {q1, q2, q3, . . . } ⊂
N tal que para todo k ∈ N, temos um inteiro N(k) tal que para n ≥
N(k), existem pontos p(n, qk) ∈Mn∩BN (qk, 1/n) onde IMn

(p(n, qk)) <
1/n. Seja ∆ o fecho de ∆′ em N . Decorre da construção de ∆ que
a sequência Mn possui raio de injetividade localmente positivo em
N −∆.

Definimos ∆ como o conjunto singular de convergência e q ∈ ∆
um ponto singular. Note que, pelo Teorema 1.4, Mn possui raio
de injetividade localmente positivo em N − ∆ se e somente se Mn

possuir norma da segunda forma fundamental localmente limitada em
N −∆. Nas seções que se seguem, vamos trocar a sequência Mn por
subsequências; uma propriedade chave que segue da nossa construção
de Mn é que ∆ continua sendo o conjunto singular de convergência
para essa nova subsequência.

5.1 A geometria local em torno de pontos
singulares.

Nesta seção vamos estudar a geometria de Mn em torno de pontos de
∆. Se q ∈ ∆, então, por construção, após possivelmente substituir as
superf́ıcies Mn por uma subsequência, existe uma sequência de pontos
pn ∈ Mn tal que dN (pn, q) < 1/n, onde dN é a função distância em
N , e ainda

1

nIn(pn)
> n.
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De fato, considere as funções cont́ınuas hn : Mn ∩BN (pn, 1/n)→
R dadas por

hn(x) =
dN (x, ∂BN (pn, 1/n))

IMn
(x)

.

Como hn se anula em Mn ∩ ∂BN (pn, 1/n) então existe um ponto
p′n ∈ Mn ∩ BN (pn, 1/n) no qual hn assume seu valor máximo. Tal
ponto é chamado de um ponto com raio de injetividade quase-mı́nimo.

Seja σn := dN (p′n, ∂BN (pn, 1/n)). Então

σn
IMn

(p′n)
= hn(p′n) ≥ hn(pn) =

1

nIMn
(pn)

> n. (5.1)

Seja M ′n a superf́ıcie compacta Mn ∩BN (p′n, σn/2). Observe que σn
tende a zero quando n tende ao infinito e que, como Mn é compacta
com curvatura média constante H ≤ b, então, para n suficientemente
grande, M ′n é uma superf́ıcie compacta com fronteira não vazia con-
tida em ∂BN (p′n, σn/2). Mais ainda, dado q ∈M ′n temos que

σn/2

IMn
(q)
≤ hn(q) ≤ hn(p′n) =

σn
IMn

(p′n)
,

portanto

IMn
(q) ≥ IMn(p′n)

2
. (5.2)

Seja I0 o raio de injetividade de N . Considerando coordenadas
exponenciais nas bolas de N , vamos identificar as bolas fechadas de
N , BN (p′n, r), r ≤ I0, com a bola fechada B(r) = BR3(~0, r) ⊂ R3

de R3 com raio r e centrada na origem. Colocando λn = 1
IMn (p′n) ,

definimos

M̃n := λnM
′
n ⊂ B(λn

σn
2

) ⊂ R3, ∂M̃n ⊂ ∂B(λn
σn
2

).

Então temos que I
M̃n

(~0) = 1. Como Hn ≤ b, a curvatura média cons-

tante de M̃n tende a zero quando n vai para o infinito. Então, pela
equação (5.1), decorre que λn

σn
2 também tende ao infinito quando

n → ∞. Pela equação (5.2), a sequência de superf́ıcies M̃n possui
raio de injetividade localmente positivo em R3; de fato, dado um
compacto B de R3, temos que, para n suficientemente grande, para
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qualquer q ∈ M̃n ∩ B nós temos I
M̃n

(q) ≥ 1/2. Porém, como a cur-

vatura média constante de M̃n está tendendo a zero quando n vai a
infinito, poderia ser falsa para M̃n a equivalência entre raio de inje-
tividade localmente positivo e norma da segunda forma fundamental
localmente limitada em R3.

Agora, temos dois casos a considerar. Ou a sequência M̃n pos-
sui norma da segunda forma fundamental localmente limitada em R3

ou, após passarmos a uma subsequência, podemos assumir que existe
um r > 0 e pontos pn ∈ M̃n todos com distância da origem menor
que r e tais que ‖A

M̃n
‖(pn) > n. Neste segundo caso, o Teorema 1.5

em [41] dá que, após passarmos novamente a uma subsequência, as su-

perf́ıcies M̃n vão convergir, em compactos de R3, para uma estrutura
de edif́ıcio-garagem mı́nima de R3 com duas colunas com orientações
opostas, veja a Figura 5.1 e, por exemplo, [31] para uma descrição
detalhada deste objeto.

Figura 5.1: Estrutura de edif́ıcio-garagem: nessa figura, a sequência
de superf́ıcies a esquerda convergem suavemente, fora da união de
duas retas horizontais S1 ∪ S2 ortogonais a folheação por planos ho-
rizontais descrita na figura da direita.

Agora, se M̃n possui norma da segunda forma fundamental local-
mente limitada em R3, então podemos aplicar o Teorema 1.3 de [41]

e, após substituirmos por uma subsequência, as superf́ıcies M̃n con-
vergem, com multiplicidade um ou dois em compactos de R3, para
uma superf́ıcie mı́nima M̃∞, propriamente mergulhada em R3, com a
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convergência sendo no sentido que qualquer vizinhança normal sufi-
cientemente pequena de qualquer domı́nio compacto Ω da superf́ıcie
limite deve intersectar M̃n em uma ou duas componentes que são
gráficos normais sobre Ω para n suficientemente grande. Ainda mais,
M̃∞ tem norma da segunda forma fundamental limitada, gênero no
máximo g e o seu raio de injetividade na origem é um. A superf́ıcie
M̃∞ ou possui gênero zero ou gênero positivo, limitado por g por
hipótese.

Se M̃∞ tiver gênero zero e um fim, então M̃∞ seria ou um plano
ou um helicóide, veja [34] e também [6]. Como I

M̃∞
(~0) = 1, essa

possibilidade fica exclúıda, e portanto se o gênero de M̃∞ for zero,
então ela deve ter mais de um fim e temos dois casos: ou M̃∞ é
um catenóide (no caso de topologia finita [24]), ou M̃∞ é um exem-
plo mı́nimo de Riemann (no caso de topologia infinita [33]); veja a
Figura 5.2 e, por exemplo [33] para uma descrição detalhada dessa
famı́lia de exemplos mı́nimos de Riemann.

Figura 5.2: Um exemplo mı́nimo de Riemann.

Em resumo, no limite podemos obter um dos exemplos listados
abaixo:

1. um catenóide ou um exemplo mı́nimo de Riemann;

2. uma estrutura de edif́ıcio-garagem com duas colunas com ori-
entações opostas;
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3. uma superf́ıcie mı́nima propriamente mergulhada com gênero
positivo e no máximo g.

Proposição 5.5. As superf́ıcies M̃n convergem, com multiplicidade
um ou dois em compactos de R3, a um catenóide ou a uma superf́ıcie
mı́nima propriamente mergulhada com gênero positivo no máximo g.

Demonstração. De acordo com a nossa discussão prévia, para pro-
var a proposição precisamos eliminar a ocorrência de um limite que
seja um exemplo mı́nimo de Riemann ou uma estrutura de edif́ıcio-
garagem mı́nima com duas colunas com orientações opostas. Pri-
meiro, vamos eliminar o caso do exemplo mı́nimo de Riemann, e uma
discussão análoga elimina a possibilidade da estrutura de edif́ıcio-
garagem; esse argumento pode ser visto em [36, Remark 5.2].

Suponha que um exemplo mı́nimo de Riemann (denotadoR) surja

como um limite da sequência M̃n. Após uma rotação,R é um domı́nio
planar1 mı́nimo propriamente mergulhado em R3 de topologia infi-
nita que é folheado por ćırculos e linhas em uma famı́lia de planos
paralelos.

Dado R > 0, seja Ω(R) := B(R)−R. Então, dado m ∈ N, existe
R > 0 tal que B(R) ∩ R possui ao menos 2m componentes conexas
em seu bordo ∂B(R) e tal que o seguinte vale. No mı́nimo m destas
componentes do bordo não limitam um disco deR no interior de Ω(R)
e cada par de curvas nessa subcoleção de componentes não limita um
anel de R com interior em Ω(R), veja a Figura 5.3.

Portanto, pela convergência das M̃n, uma situação geometrica-
mente similar a descrita acima para R vale para as superf́ıcies M̃n

para n suficientemente grande. A saber, seja M̃n(R) a componente

conexa de M̃n ∩B(R) contendo a origem. Então, dado m ∈ N, existe

um R > 0 tal que, para n suficientemente grande, ∂M̃n(R) contem
no mı́nimo m curvas simples e fechadas

{Γ1(n), . . . ,Γm(n)} (5.3)

1Um domı́nio planar é uma superf́ıcie conexa que pode ser mergulhada no
plano. Equivalentemente, se define um domı́nio planar como uma superf́ıcie não
compacta, conexa e com gênero zero. Os únicos domı́nios planares mı́nimos pro-
priamente mergulhados em R3 são o plano, o catenóide, o helicóide ou a famı́lia
a um parâmetro dos exemplos de Riemann, veja [33].
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Figura 5.3: Duas curvas homotopicamente não triviais que não limi-
tam um anel em R.

e o seguinte vale.

• Cada Γi(n), i = 1, . . . , m não limita um disco em R com inte-

rior contido em B(R)− M̃n(R).

• Cada par de curvas {Γi(n),Γj(n)}, i 6= j, não limita um anel

em R com interior contido em B(R)− M̃n(R).

Agora, considere {γ1(n), . . . , γm(n)} uma coleção de curvas em

Mn correspondendo às curvas {Γ1(n), . . . ,Γm(n)} em ∂M̃n(R).

Afirmação 5.6. Para n suficientemente grande, as curvas γi(n),
i = 1, . . . , m, não são homotopicamente triviais em Mn e cada par
de curvas {γi(n), γj(n)}, i 6= j, não limita um anel em Mn.

Demonstração. Lembre que a origem de R3 corresponde a pontos
p′n ∈ Mn e denote por B(ε) bolas de raio ε em N centradas em p′n.
Pelo item 1 do Teorema 5.1, Mn separa N em duas regiões fechadas,
das quais uma delas, denotada por GMn , é convexa em média. Pela
discussão anterior, existem números εn > 0 tais que para i = 1, . . .m,
γi(n) ⊂ ∂B(εn), γi(n) é homotopicamente não trivial em B(εn)∩GMn

e cada par de curvas {γi(n), γj(n)}, i 6= j, não limita um anel em
B(εn) ∩GMn

. Ainda mais, limn→∞ εn = 0.
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Suponha agora que γi(n) é homotopicamente trivial em Mn, ou
seja, que γi(n) é a fronteira de um disco em Mn. Então, pelos resul-
tados de [45], podemos resolver o problema de Plateau com fronteira
γi(n) em GMn

para produzir um disco mergulhado Dn ⊂ GMn
de

menor área e com fronteira ∂Dn = γi(n) ⊂ ∂B(εn). Por construção,
∂Dn é homotopicamente não trivial em B(εn) ∩ GMn , portanto Dn

não pode estar contido em B(εn)∩GMn . Isso nos dá que o disco Dn

é levantado para um disco mı́nimo em R3 que não está contido em
B(εn), mas com bordo contido em ∂B(εn). Isso é uma contradição
com o prinćıpio da envoltória convexa para superf́ıcies mı́nimas, que
demonstra que γi(n) é homotopicamente não trivial em Mn.

Para terminar a demonstração, suponhamos que exista um par de
curvas {γi(n), γj(n)}, com i 6= j, que limite um anel em Mn. Como
as curvas γi são homotopicamente não triviais, podemos resolver o
problema de Plateau em GMn

(veja o Lema de Dehn para domı́nios
planares em [44] e a sua versão adaptada para condições de fronteira
mais gerais em [45]) na classe de homologia do anel limitado por
{γi(n), γj(n)}, para encontrar um anel de área mı́nima An ⊂ GMn

,
mergulhado e com fronteira ∂An = γi(n) ∪ γj(n) ⊂ ∂B(εn).

Por construção, An não está contido em B(εn) ∩ GMn
. Seja

B(zk, εn) um levantamento de B(εn) em R3 e observe que, se k1 6= k2,
então dR3(zk1 , zk2) ≥ I0. Mas como εn < I0 e γi(n), γj(n) ⊂ ∂B(εn),
cada uma dessas curvas fechadas se levanta a uma curva fechada em
∂B(zk, εn). Por um abuso de notação, denote tal levantamento de
γi(n) para R3 por γi(n) ⊂ B(z1, εn).

Seja Ãn o anel dado pelo levantamento de An tendo γi(n) como

uma de suas componentes de fronteira; note que Ãn não está con-
tido em B(z1, εn). Suponha que a outra componente de fronteira

de Ãn está contida em uma certa B(zk, εn), onde zk 6= z1. Se esse

for o caso, a fronteira de Ãn consiste de duas componentes γi(n) e
γj(n) com γi(n) ⊂ B(z1, εn), γj(n) ⊂ B(zk, εn), dR3(z1, zk) ≥ I0 e
limn→∞ εn = 0. Agora, podemos tomar n suficientemente grande
para que possamos passar uma famı́lia de catenóides paralelos entre
as bolas B(z1, εn), B(zk, εn). Como Ãn é conexo, existiria um pri-

meiro ponto de contato entre um dos catenóides dessa famı́lia e Ãn,
tal ponto sendo interior a ambas e violando o prinćıpio do máximo.
Esse argumento nos mostra que a outra componente da fronteira de
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Ãn deve também estar contida em B(z1, εn). Nesse caso, o fato que

Ãn não está contida em B(z1, εn) é novamente uma contradição com
a propriedade da envoltória convexa para superf́ıcies mı́nimas, e essa
contradição completa a demonstração da afirmação.

Para finalizarmos a prova da proposição, é suficiente mostrar que
se um exemplo mı́nimo de Riemann ocorre, então existem duas curvas
γ′1(n) e γ′2(n) conforme descritas na Afirmação 5.6, limitando um anel
em Mn. Isso será uma consequência do próximo lema.

Lema 5.7. Seja Σ uma superf́ıcie fechada, possivelmente desconexa
e de gênero positivo g. Seja Γ uma coleção de curvas simples fechadas
em Σ que são homotopicamente não triviais e disjuntas duas a duas.
Se a quantidade de curvas em Γ for maior do que 3g− 2, então exite
um par de curvas em Γ que limita um anel em Σ.

Demonstração. Seja Γ := {γ1, . . . , γg, . . . , γg+k}, k > 2g − 2, uma
coleção de curvas fechadas, simples e duas a duas disjuntas em Σ,
todas homotopicamente não triviais. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que todas as componentes conexas de Σ contém
um elemento de Γ; em particular, podemos assumir que nenhuma
componente conexa de Σ tem a topologia de uma esfera. Se cada
componente conexa de Σ tem gênero 1, ou seja, se for um toro de
dimensão dois, então, como g + k > g, o número de curvas em Γ
é maior do que o número de componentes conexas. Portanto, no
mı́nimo uma dessas componentes irá conter dois elementos de Γ e
o lema fica demonstrado nesse caso. Uma argumentação similar à
feita anteriormente mostra que para demonstrar o lema, basta fazê-
lo supondo que nenhuma das componentes conexas de Σ que contem
apenas um elemento de Γ é um toro, pois, de outra forma, removemos
uma componente conexa de Σ (diminuindo seu gênero em um) e um
elemento da coleção.

Vamos denotar Σ − [
⋃g+k
i=1 γi] = Σ1 ∪ · · · ∪ Σn, onde cada Σi é

uma componente conexa de Σ− [
⋃g+k
i=1 γi]. Pela definição de gênero,

Σ − [
⋃g+k
i=1 γi] consiste de no mı́nimo k + 1 componentes conexas,

portanto n ≥ k+1. Suponha agora que nenhuma dessas componentes
é um anel. Então, para cada i = 1, . . . , n, χ(Σi) ≤ −1, onde χ denota
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a função caracteŕıstica de Euler. Portanto

2− 2g ≤ χ(Σ) = χ

(
n⋃
i=1

Σi

)
=

n∑
i=1

χ(Σi) ≤ −n.

Isso nos dá que n ≤ 2g−2, de onde segue que g+k ≤ g+n−1 ≤ 3g−3.
Como a quantidade de curvas em Γ é g+k, que, por hipótese é maior
que 3g− 2, obtemos uma contradição que mostra que ao menos uma
componente conexa de Σ−[

⋃
γ∈Γ γ] é um anel, e, pela nossa discussão

anterior, a fronteira de tal anel é formada por dois elementos distintos
de Γ, provando a afirmação.

Pelo Lema 5.7, se um exemplo mı́nimo de Riemann ocorrer, pode-
mos tomar n suficientemente grande para que a quantidade de curvas
na equação (5.3) seja maior que 3g−2. Agora, pela Afirmação 5.6 tais
curvas são homotopicamente não triviais em Mn e portanto, usando o
Lema 5.7, obtemos que no mı́nimo duas destas curvas limita um anel
em Mn, contradizendo a Afirmação 5.6 e finalizando a demonstração
da Proposição 5.5.

5.2 Propriedades globais geradas por pon-
tos singulares

Seja ∆, conforme definido anteriormente, o conjunto singular de con-
vergência da sequência Mn. Nesta seção, vamos estudar quais as
implicações da presença de pontos em ∆ na geometria global das
superf́ıcies Mn, em pontos próximos de um dado ponto em ∆.

Seja q ∈ ∆ um ponto singular. Pelos resultados obtidos na
Seção 5.1 (veja a discussão após a equação (5.2)) e após passarmos a
uma subsequência, existe uma sequência de pontos p′n ∈Mn conver-
gindo a q e sequências de valores δn, ρn, ambas convergindo a zero,
com limn→∞

ρn
δn

=∞, e tais que M̃n = 1
δn

[B(ρn)∩Mn] converge (com

multiplicidade um ou dois) em compactos de R3 para ou um catenóide
C ou uma superf́ıcie mı́nima, propriamente mergulhada em R3 e com
gênero positivo. Quando apenas a primeira situação descrita acima
ocorre, dizemos que q é um ponto singular do tipo catenoidal. Ob-
serve que como o gênero de superf́ıcies é aditivo e o gênero de Mn
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está limitado por g independentemente de n, após passarmos a uma
subsequência de Mn, o número de pontos singulares que não são do
tipo catenoidal é no máximo g. No que segue da seção, vamos nos
concentrar nos pontos singulares do tipo catenoidal e assumiremos
que existem no máximo g pontos singulares em ∆ que não são deste
tipo.

Seja q ∈ ∆ um ponto singular do tipo catenoidal e seja C o ca-
tenóide limite relacionado a q, com respectivos pontos p′n convergindo
a q conforme descrito acima. Seja lC a reta de R3 que forma o eixo de
rotação sob o qual C é invariante e seja ΠC o plano perpendicular a lC
que é um plano de simetria de C. Seja ainda γC a geodésica fechada
de C que é dada pelo ćırculo formado pela intersecção ΠC ∩ C e seja
cC o centro de tal ćırculo. Podemos associar a γC uma sequência de
curvas fechadas simples γn(q) ⊂ Mn que correspondem a curvas em

M̃n ∩ ΠC convergindo a γC (se a multiplicidade de convergência for

2, fazemos uma escolha de um dos quase-ćırculos em M̃n ∩ ΠC que
geram o limite C). Chamamos cada curva γn(q) um laço singular por
q e denotamos os pontos de N que correspondem a cC por cn(q), e
nos referimos a cada cn(q) como o centro de γn(q).

Lembre que, dado um catenóide C, o fluxo de γC é não nulo
(use (4.2) com H = 0). Portanto, pela convergência das curvas γn(q)
temos que para n suficientemente grande esse fluxo também é não
nulo. Como o fluxo é um invariante homológico, isso implica que
cada γn(q) é homotopicamente não trivial em Mn.

Suponha que q1, q2 ∈ ∆ são dois pontos singulares catenoidais
que são limites de sequências p′n(1), p′n(2) ∈ Mn, conforme descrito
acima. Sejam γn(q1), γn(q2) sequências de laços singulares em q1 e
q2. Adicionalmente, suponha que γn(q1)∪ γn(q2) é a fronteira de um

anel Ãn(q1, q2) em Mn. Como os comprimentos de γn(q1) e γn(q2)
estão convergindo a zero, esses laços singulares se levantam a curvas
fechadas em R3 e o anel Ãn(q1, q2) se levanta a um anel An(q1, q2)
em R3.

Por um abuso de notação, denotamos a fronteira de An(q1, q2)
por γn(q1)∪ γn(q2) e definimos cn(q1) e cn(q2) como os pontos de R3

correspondendo aos centros de γn(q1) e γn(q2), relativos aos levanta-
mentos escolhidos. Seja ln(q1, q2) a reta contendo cn(q1) e cn(q2) e
seja Cn(q1, q2, R) o cilindro de raio R ao redor de ln(q1, q2). Por cons-
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trução, para n suficientemente grande, γn(q1)∪γn(q2) ⊂ Cn(q1, q2, δn)
mas An(q1, q2) não está contido em Cn(q1, q2, δn). Agora, o prinćıpio
de comparação da curvatura média nos mostra que An(q1, q2) tam-
pouco está contido em Cn(q1, q2,

1
2Hn

).

Seja zn um ponto de An(q1, q2) o mais distante da reta ln(q1, q2).
Para simplificarmos a notação, após aplicarmos uma sequência de
translações de R3, vamos assumir que a origem ~0 ∈ ln(q1, q2) e que a
projeção de zn em ln(q1, q2) é a origem. Seja rzn o raio {s zn

|zn| | s > 0}
e, para t ∈ (0, |zn|], seja Π(zn)t o plano perpendicular a rzn pelo ponto
t zn|zn| .

Observe que o vetor curvatura média em zn é −Hn
zn
|zn| . Nova-

mente por um abuso de notação, considere An(q1, q2) a componente
conexa de An(q1, q2) − Π(zn)δn que contem zn e seja Hn o semi-
espaço de R3 que contem zn e possui como fronteira Π(zn)δn . Como
Hn é simplesmente conexo e ∂An(q1, q2) está contido em Π(zn)δn ,
An(q1, q2) separa Hn em duas componentes conexas. Uma destas é
limitada, e denotamos o seu fecho por GAn . Como o vetor curva-
tura média em zn é −Hn

zn
|zn| e zn é um ponto de An(q1, q2) o mais

longe posśıvel de Π(zn)δn , então GAn é convexo em média. Agora,
de acordo com o Teorema 5.1 e a sua demonstração, a componente
M ′n de Π−1(Mn) em R3 que contem An(q1, q2) separa R3 em duas
componentes conexas. Uma destas componentes é convexa em média
e denotamos o seu fecho por GM ′n . Seja Wn = GAn ∩GM ′n . Observe
que zn ∈ ∂Wn é um ponto de Wn com distância máxima de Π(zn)δn .

Aplicando o prinćıpio da reflexão de Alexandrov para a região
compacta e convexa em média Wn via a famı́lia de planos Π(zn)t, ob-
temos que a componente conexaA+

n (q1, q2) deAn(q1, q2)−Π(zn) δn+|zn|
2

que contem zn é um gráfico sobre a sua projeção em Π(zn) δn+|zn|
2

, e a

imagem refletida A−n (q1, q2) de A+
n (q1, q2) no plano Π(zn) δn+|zn|

2
inter-

secta M ′n apenas ao longo da fronteira de A+
n (q1, q2). Como os valores

δn convergem a zero quando n tende ao infinito e |zn| ≥ 1
2Hn

≥ 1
2b ,

então podemos assumir que

|zn| −
1

6b
>
δn + |zn|

2
, (5.4)

ou seja, que a distância de zn até o plano Π(zn) δn+|zn|
2

é no mı́nimo



i
i

“MeeksRamosColoquio05-09” — 2017/5/9 — 17:44 — page 66 — #66 i
i

i
i

i
i

66 [CAP. 5: ESTIMATIVAS DE ÁREA EM UM TORO FLAT

1
6b .

Seja A∗n(q1, q2) a componente conexa de A+
n (q1, q2)−Π(zn)|zn|− 1

12b

contendo zn. Por construção, um ponto de A∗n(q1, q2) é um ponto de
A+
n (q1, q2) com distância no mı́nimo 1

12b da fronteira de A+
n (q1, q2).

Portanto, aplicando as estimativas de curvatura uniformes de [53]
para gráficos orientados com curvatura média constante (observando
que gráficos são estáveis, com estimativas de curvatura longe da fron-
teira), temos que pontos de A∗n(q1, q2) satisfazem uma estimativa de
curvatura uniforme.

Além disso, a mesma aplicação do prinćıpio da reflexão de Ale-
xandrov implica no seguinte. Seja G(q1, q2) a região limitada de R3

contida entre A∗n(q1, q2) e a sua reflexão pelo plano Π(zn)|zn|− 1
12b

.

Então G(q1, q2) está contida no interior de Wn e existe ε1 > 0 tal
que Volume(G(q1, q2)) > ε1, independentemente de n (para n sufi-

cientemente grande). Em particular, se G̃(q1, q2) denota a imagem
de G(q1, q2) em N via a aplicação de recobrimento universal, então

G̃(q1, q2) está contido em GMn
, que é o fecho da componente conexa

convexa em média de T − Mn, e Volume(G̃(q1, q2)) > ε1. Ainda

mais, se G̃(q1, q2) e G̃(p1, p2) são regiões de N relacionadas a anéis
distintos, então essas regiões são disjuntas.

5.3 Limitando o número de pontos singu-
lares.

Nesta seção, vamos limitar o número de pontos de ∆. Como o número
de pontos singulares que não são do tipo catenoidal é no máximo g,
é suficiente obter uma limitação para o número de pontos singulares
catenoidais.

Seja {q1, . . . , qm} ∈ ∆ uma coleção de pontos singulares catenoi-
dais. É importante ressaltar que no que segue o inteiro n ∈ N é
escolhido grande o suficiente para que as estimativas das seções an-
teriores, tais quais aquelas que aparecem em (5.4), façam sentido em
cada um dos pontos em {q1, . . . , qm}. Por definição, e de acordo com
a argumentação das seções anteriores, a cada qi corresponde uma
sequência de laços singulares γn(qi) e cada um destes laços é ho-
motopicamente não trivial. Portanto, aplicando a Afirmação 5.7, se
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m > k(3g − 2) obtemos no mı́nimo k anéis A1, . . . , Ak com pares de
laços singulares como fronteira. Observe que se Ai ∩ Aj 6= ∅ então a
sua intersecção deve também ser um anel com um par de laços sin-
gulares como fronteira. Assim, após possivelmente substituirmos a
coleção de anéis A1, . . . , Ak, podemos assumir que tais anéis são dois
a dois disjuntos.

Para i = 1, . . . , k, seja G̃i ⊂ GMn a região de N relacionada
com Ai e obtida através do prinćıpio da reflexão de Alexandrov, con-
forme descrito no último parágrafo da seção anterior. Lembrando da
existência de ε1 > 0, independente de n e i tal que Volume(G̃i) ≥ ε1

e que G̃i ∩ G̃j = ∅ se i 6= j, temos a seguinte desigualdade:

kε1 ≤
k∑
i=1

Volume(G̃i) = Volume(

k⋃
i=1

G̃i) ≤ Volume(N).

Portanto

k ≤ Volume(N)

ε1

o que implica que

m ≤ Volume(N)

ε1
(3g − 2).

Agora, também utilizando a cota superior g para o número de
pontos singulares que não são catenoidais, a desigualdade anterior
nos dá que o número de pontos singulares está limitado por

Volume(N)

ε1
(3g − 2) + g.

Observação 5.8. Observe que na prova que o número de pontos sin-
gulares é limitado não foi utilizado o fato de que a área das superf́ıcies
Mn está se tornando arbitrariamente grande.

5.4 A contradição final.

Nesta seção vamos provar que a área de Mn está uniformemente li-
mitada por cima. Isso contradiz a suposição que Área(Mn) > n, o
que por sua vez termina a demonstração do Teorema 5.2.
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Seja ∆ := {q1, . . . , qm} o conjunto de pontos singulares. Então os
resultados demonstrados anteriormente nos dão que

m ≤ Volume(N)

ε1
(3g − 2) + g.

Observe que, como cada Mn separa N e a norma da segunda forma
fundamental de Mn está uniformemente limitada independentemente
de n em compactos de N − ∆, os argumentos na demonstração da
Afirmação 5.3 se generalizam para mostrar o que segue. Se p ∈ N−∆
e ε > 0 são tais que BN (p, ε) ∩ ∆ = ∅, então existe uma constante
T (ε) tal que Área(Mn ∩ BN (p, ε2 )) < T (ε). O Teorema 2.13 e Ob-
servação 2.14 por sua vez dão que existe uma superf́ıcie M∞ propria-
mente imersa em N − ∆ e tal que, passando a uma subsequência,
Mn − ∆ converge a M∞ em subconjuntos compactos de N − ∆.
A superf́ıcie M∞ tem curvatura média constante H, para um certo
H ∈ [a, b]. Como ∆ é finito, existe um r > 0 tal que para qual-
quer q ∈ ∆, BN (q, r) ∩∆ = q e BN (q, τ) ∩M∞ 6= ∅, para qualquer
τ ∈ (0, r].

Afirmação 5.9. A sequência Mn−∆ converge a M∞ com multipli-
cidade um e M∞ é fortemente mergulhada à Alexandrov em N −∆.

Demonstração. Lembre que cada Mn separa N em duas regiões, uma
delas, denotada por GMn

, convexa em média. Dado p ∈ M∞, então
existe um ε > 0 tal que a componente conexa de BN (p, ε)∩M∞ que
contem p, a qual denotamos por Ω(p), é um gráfico sobre o plano tan-
gente a M∞ em p, TpM∞, e é o limite de uma sequência de gráficos
Un(p) ⊂ Mn sobre TpM∞. Observe que Ω(p) possui um vetor cur-
vatura média bem definido, que é obtido como o limite dos vetores
curvatura média de Un(p). Se Mn contivesse mais que um gráfico so-
bre TpM∞ convergindo a Ω(p), como Mn separa N , então os vetores
curvatura média teriam orientações opostas em gráficos consecutivos
em Mn, e o vetor curvatura média de Ω(p) não estaria bem definido.
Isso prova que Mn −∆ converge a M∞ com multiplicidade um.

Pelo argumento anterior e pelo fato que as superf́ıcies Mn − ∆
convergem a M∞ com multiplicidade um, então as regiões abertas,
conexas de Int(GMn

)−∆ convergem a uma região aberta W em N−∆
com ∂W = M∞. Isso mostra que M∞ é fortemente mergulhada à
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Alexandrov em N −∆, o que termina a demonstração da afirmação.

Pela convergência com multiplicidade um, e como M∞ é propri-
amente imersa em N − ∆, para qualquer ε > 0 existe um K(ε) tal
que o limite das áreas de (Mn∩ [N −∪mi=1BN (qi, ε)]) quando n vai ao
infinito, que é igual a área de (M∞ ∩ [N − ∪mi=1BN (qi, ε)]), é menor
que K(ε).

Fixemos ε > 0 tal que 4e−εb ≥ 2, onde b é a cota superior para a
curvatura média de Mn, BN (qi, 2ε) é uma bola aberta em N e para
quaisquer i, j ∈ {1, . . . ,m} com i 6= j, vale BN (qi, 2ε)∩BN (qj , 2ε) =
∅. Então, pelo argumento apresentado acima, para cada i = 1, . . . , m
e n suficientemente grande,

Área

(
Mn ∩ [N −

m⋃
i=1

BN (qi, ε)]

)
< K(ε) + 1.

Lembre que Hn ≤ b. Pela fórmula da monotonicidade para Hn-
superf́ıcies, (veja, por exemplo [56]), segue que

Área(Mn ∩BN (qi, 2ε))

4ε2
≥ e−εHn

Área(Mn ∩BN (qi, ε))

ε2

≥ e−εb
Área(Mn ∩BN (qi, ε))

ε2
.

Isso nos dá que

Área(Mn ∩BN (qi, 2ε)) ≥ 4e−εbÁrea(Mn ∩BN (qi, ε))

≥ 2Área(Mn ∩BN (qi, ε)).

Portanto, para n suficientemente grande, temos

Área(Mn ∩BN (qi, ε)) ≤ Área(Mn ∩BN (qi, 2ε))− Área(Mn ∩BN (qi, ε))

= Área(Mn ∩ [BN (qi, 2ε)−BN (qi, ε)])

< K(ε) + 1.
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Finalmente, isso implica que para n grande,

Área(Mn) =Área(Mn ∩ [N −
m⋃
i=1

BN (qi, ε)]) +

m∑
i=1

Área(Mn ∩BN (qi, ε))

<(m+ 1)(K(ε) + 1).

Como ε está fixado independente de n, e m é no máximo

Volume(N)

ε1
(3g − 2) + g,

isso contradiz o fato que Área(Mn) > n. Tal contradição finaliza a
demonstração do Teorema 5.2.

5.5 A demonstração do Teorema 1.6 da
Introdução.

A seguir, explicaremos porque o Teorema 5.2 vale ao escolhermos
uma outra constante A′(N, a, b, g) quando M como no seu enunci-
ado não é necessariamente conexa, consequentemente demonstrando
o Teorema 1.6 da Introdução deste livro.

Se M é uma superf́ıcie desconexa de gênero g, observamos que o
Teorema 5.2 se aplica para cada uma de suas componentes conexas,
cada qual possuindo gênero menor ou igual a g. Sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir que as constantes A(N, a, b, g) dadas pelo
Teorema 5.2 são crescentes como uma função do gênero g, e dáı para
encontrar uma constante A′(N, a, b, g) acima, basta limitarmos uni-
formemente (em termos de a, b, g e N) a quantidade de componentes
conexas de uma H-superf́ıcie M de gênero g.

Observe que o número de componentes conexas de gênero positivo
de qualquer superf́ıcie M de gênero g é sempre menor ou igual a
g; portanto, para encontrarmos uma limitação uniforme do número
de componentes conexas de M basta limitarmos uniformemente a
quantidade de componentes esféricas (ou seja, de gênero zero), o que
faremos a seguir.

Considere uma coleção de H-esferas mergulhadas em N , duas a
duas disjuntas e com H ∈ [a, b]. Então essa famı́lia limita uma famı́lia
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de bolas duas a duas disjuntas em N , cada qual com volume no
mı́nimo 4

3π( 1
b )3, e a soma destes volumes é limitada por Volume(N).

Em particular, o número de H-esferas duas a duas disjuntas com
H ∈ [a, b] fica limitado por uma constante S(b).

Finalmente, se M é uma superf́ıcie possivelmente desconexa sa-
tisfazendo as hipóteses do Teorema 5.2, o número de componentes
conexas de M é no máximo S(b) + g, de onde decorre que a área de
M é no máximo

A′(N, a, b, g) = [S(b) + g] ·A(N, a, b, g),

o que prova o teorema.

Observação 5.10. Considere a superf́ıcie limita propriamente imersa
M∞ em N∆. Em [36] se mostra que o fecho M∞ ⊂ N é uma superf́ıcie
suave fortemente mergulhada à Alexandrov em N tal que os pontos
em ∆ estão contidos no conjunto de pontos onde a superf́ıcie não
é mergulhada, e nesses pontos M∞ possui densidade de área igual
a 2. Como superf́ıcies mı́nimas propriamente mergulhadas em R3

com gênero finito e positivo possuem densidade de área no infinito no
mı́nimo 3, segue da fórmula da monotonicidade que pontos singulares
de convergência em ∆ com gênero positivo possuem densidade de área
maior que 2. Portanto: Todos os pontos de ∆ são do tipo catenoidal.
Esses resultados estão resumidos no Teorema da Compacidade [36,
Theorem 1.2]. Usando as estimativas de curvatura mais gerais dadas
no Teorema 4.14, Meeks e Tinaglia demonstraram um resultado de
compacidade similar para sequências de Hn-superf́ıcies mergulhadas,
conexas e fechadas de um dado gênero fixado em qualquer variedade
Riemanniana fechada de dimensão três, quando as superf́ıcies sepa-
ram o espaço ambiente; esse resultado mais geral é ainda trabalho
em desenvolvimento.
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Caṕıtulo 6

O problema de Hopf em
variedades homogêneas
de dimensão três.

Seja M uma variedade Riemanniana homogênea de dimensão três,
seja X o seu recobrimento universal com a métrica de recobrimento,
e seja Ch(X) a constante de Cheeger de X, dada por (3.14). Deno-
taremos por esfera uma superf́ıcie fechada de gênero zero imersa em
M e equipada com um campo normal unitário.

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar o seguinte teorema, que
resolve completamente o problema da classificação de esferas de cur-
vatura média constante em variedades homogêneas de dimensão três.
Conforme discutido na Introdução, esse próximo resultado foi moti-
vado por trabalhos prévios de Hopf [20], Abresch e Rosenberg [1, 2],
Daniel e Mira [15] e Meeks [26].

Teorema 6.1 (Meeks-Mira-Pérez-Ros). Quaisquer duas esferas em
M com a mesma curvatura média constante, em valor absoluto, di-
ferem, como conjuntos, por uma isometria de M . Além disso:

(1) Se X não for difeomorfo a R3, então para cada H ∈ R, existe
uma esfera de curvatura média constante H em M .

72
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(2) Se X for difeomorfo a R3, então os valores H ∈ R para os quais
existe uma esfera de curvatura média constante H em M são
precisamente aqueles que |H| > Ch(X)/2.

(3) Seja S uma H-esfera em M e seja S̃ um levantamento de S em
X. Então:

(a) Se X é o produto S2(κ) × R, onde S2(κ) é uma esfera de
curvatura constante κ > 0, e H = 0, então

i. S é totalmente geodésica, estável e possui nulidade 1
para o seu operador de Jacobi.

ii. S representa um elemento não trivial no segundo grupo
de homologia de M .

(b) Caso contrário, S possui ı́ndice 1 e nulidade 3 para o seu
operador de Jacobi e a imersão de S em M se estende como
a fronteira de uma imersão isométrica F : B → M de uma
bola Riemanniana B de dimensão três, que é convexa em
média.

(c) Existe um ponto pS ∈ M tal que toda isometria de M que
deixa pS invariante, também deixa M invariante.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2, essa prova se divide em dois casos,
dependendo se X é isométrico a um grupo de Lie métrico ou a um
produto S2(κ)× R.

Caso 1 X é isométrico a um grupo de Lie métrico.

Demonstração do Caso 1. Nesse caso quando X é isométrico a um
grupo de Lie métrico, podemos fazer uma escolha da métrica neste
grupo de Lie ao qual X é isométrico.

Definição 6.2. DefinimosM(X) como o espaço, a menos de translações
à esquerda, de H-esferas imersas em X de ı́ndice 1. Por abuso de
notação, na demonstração do Teorema 6.1 vamos nos referir a ele-
mentos deM(X) como H-esferas em vez de tratá-los por suas classes
de equivalência.

Passo 1. Existe alguma Σ ∈M(X) que é mergulhada. Além disso, Σ
é a fronteira de uma bola convexa em média BΣ em X, e a curvatura
média constante de Σ pode ser escolhida arbitrariamente grande.
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Demonstração. Um fato bem conhecido é que para ε suficientemente
pequeno, a solução do problema isoperimétrico em X que limita um
volume de 4πε3/3 é uma bola quase redonda limitada por uma esfera
convexa em média Σ de curvatura média constante H, com H ∈
(1/2ε, 2/ε). Mais ainda, tal esfera Σ é fracamente estável, e portanto
tem ı́ndice 1, portanto Σ ∈M(X).

Passo 2. Σ possui nulidade igual a 3.

Demonstração. Seja F um campo invariante à direita não nulo em
X; afirmamos que F não é sempre tangente a Σ. De fato, se F
fosse sempre tangente a Σ, teŕıamos que Σ estaria admitindo um
campo de vetores tangente que não se anula em nenhum ponto, o
que não é posśıvel devido ao teorema do ı́ndice de Hopf. Seja η um
campo unitário orientando Σ. Então, como F é de Killing, a função
〈F, η〉 é uma função de Jacobi para Σ que não é identicamente nula
devido ao fato observado acima que F não pode ser sempre tangente
a Σ. Isso nos dá que a aplicação linear do espaço tridimensional de
campos invariantes à direita no espaço das funções de Jacobi em Σ é
injetora, o que prova que a nulidade de Σ é no mı́nimo três. Porém,
o Teorema 3.4 de Cheng [7] implica que a dimensão do núcleo de
qualquer operador do tipo Schrodinger em uma esfera Riemanniana
de dimensão dois de ı́ndice 1 não pode ser maior que 3, e isso prova
o Passo 2.

Passo 3. M(X) é uma variedade anaĺıtica de dimensão 1 localmente
parametrizada pelos valores da curvatura média de seus elementos.

Demonstração. Essa demonstração é uma aplicação padrão do Te-
orema da Função Impĺıcita; a ideia aqui é usar que a nulidade do
operador de Jacobi de Σ é igual a 3 e é gerada por movimentos do
ambiente. Para maiores detalhes, veja a demonstração do Passo 3
de [28, Theorem 4.1].

Passo 4. A aplicação de Gauss invariante à esquerda de qualquer
H-esfera de ı́ndice 1 em X é um difeomorfismo que preserva a ori-
entação.



i
i

“MeeksRamosColoquio05-09” — 2017/5/9 — 17:44 — page 75 — #75 i
i

i
i

i
i

75

Demonstração. Seja SH uma H-esfera de ı́ndice 1 em X, a qual va-
mos considerar como uma imersão conforme f : C → X, onde C é a
esfera de Riemann. Seja g : SH ≡ C → C a projeção estereográfica
da aplicação de Gauss invariante à esquerda de Σ. Observe que a
Proposição 3.26 nos dá que o H-potencial R para X não se anula.

Primeiramente, vamos provar que g é um difeomorfismo. Pela
teoria de espaços de recobrimento, basta demonstrar que g é um
difeomorfismo local. Agora, por contradição, vamos assumir que tal
condição falha em um ponto z0 ∈ SH , portanto dgz0 não é sobrejetora.
Pelo Teorema 3.27, temos que g não é antiholomorfa1 em nenhum
ponto, então dgz0 6= 0. Isso nos dá a existência de um sistema de
coordenadas conformes z = x + iy em uma vizinhança de z0 tal
que gx(z0) = 0 e gy(z0) 6= 0. Podemos assumir, a menos de uma
reparametrização conforme de SH , que z0 = 0.

Considere a EDO de segunda ordem dada por especificando (3.18)
para funções que dependem unicamente da variável real y, i.e.,

ĝyy =
Rq
R

(ĝ)(ĝy)2 +

(
Rq
R
− Rq

R

)
(ĝ)|ĝy|2. (6.1)

Seja ĝ = ĝ(y) a (única) solução de (6.1) com condições iniciais
ĝ(0) = g(0), ĝy(0) = gy(0). Pelo Teorema 3.27, existe uma H-

superf́ıcie f̂ conformalmente imersa em X com aplicação de Gauss
invariante à esquerda ĝ, e tal que f(0) = f̂(0). Pelo Corolário 3.28,

f̂ é invariante pelo fluxo de um campo de Killing invariante à direita
F em X. Em particular, a função û = 〈N̂ , F 〉 é identicamente nula,

onde N̂ é o vetor unitário normal a f̂ .
Agora, observe que as aplicações de Gauss invariantes à esquerda

g, ĝ de f, f̂ satisfazem g(0) = ĝ(0) e gz(0) = ĝz(0), gz(0) = ĝz(0).
Além disso, pelo Teorema 3.27 pode ser visto que a primeira e segunda
formas fundamentais de uma H-superf́ıcie conformalmente imersa em
X em um dado ponto qualquer ficam determinadas pelos valores de
g̃, g̃z e g̃z nesse ponto, onde g̃ é a aplicação de Gauss invariante à
esquerda da superf́ıcie em questão. Portanto, segue que f, f̂ possuem
um contato de no mı́nimo segunda ordem em z = 0. Denotando u =

1Dizemos que uma função complexa g é antiholomorfa em um ponto quando
ela preserva ângulos absolutos mas reverte a orientação. Isso é equivalente a
gz = 0.
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〈N,F 〉 : C→ R, conclúımos que u(0) = û(0) = 0 e uz(0) = ûz(0) = 0,
mas u não é identicamente zero em C ≡ SH (pois não existem campos
tangentes que não se anulam em uma esfera de dimensão dois).

Note que, como u é uma solução da EDP eĺıptica Lu = 0, um
argumento clássico devido a Bers (veja, por exemplo, Teorema 2.5
em Cheng [7]) demonstra que a condição u(0) = uz(0) = 0 implica
que o conjunto nodal u−1(0) de u em torno de 0 consiste em n ≥ 2
arcos anaĺıticos que se intersectam transversalmente em 0. Isso é
uma contradição com [7, Corollary 3.5], que diz que na nossa situação
em que a esfera SH possui ı́ndice 1, então u−1(0) é necessariamente
uma curva simples e anaĺıtica em SH . Essa contradição completa a
demonstração que a aplicação de Gauss invariante à esquerda de SH
é um difeomorfismo.

Como já foi observado, o Teorema 3.27 implica que a aplicação
g não é antiholomorfa em nenhum ponto. Porém, uma consequência
simples do teorema do ı́ndice de Hopf aplicado a campos de linhas na
esfera é que todo difeomorfismo F da esfera de Riemann nela mesmo
é que existe algum ponto onde F ou é holomorfo (quando F preserva
a orientação) ou antiholomorfo (quando F inverte a orientação). Isso
nos mostra que o difeomorfismo g preserva a orientação, o que com-
pleta a demonstração do Passo 4.

Passo 5. Seja H ∈ R dado e sejam S1, S2 duas H-esferas tais que
a aplicação de Gauss de S1 é um difeomorfismo. Então S2 é uma
translação à esquerda de S1. Em particular, se S é uma H-esfera
em X com ı́ndice 1, então ela é a única H-esfera em X a menos de
translações à esquerda.

Demonstração. Seja f1 : S1 → X uma H-esfera imersa cuja aplicação
de Gauss invariante à esquerda g1 : C → C é um difeomorfismo da
esfera de Riemann nela mesma. Seja L : C → C uma aplicação defi-
nida implicitamente em termos de g1 e do H-potencial R de X (que
não se anula, devido a Proposição 3.26) por

L(g1(z)) = − g1z

R(g1(z))g1z

.

Dada uma H-superf́ıcie f : Σ→ X conformalmente imersa em X
com aplicação de Gauss invariante à esquerda g, defina a diferencial
quadrática complexa
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QH(dz)2 =

(
L(g)g2

z +
1

R(g)
gzgz

)
(dz)2.

Pela equação da aplicação de Gauss invariante à esquerda (3.18)
e pelo fato que g1 é um difeomorfismo, pode-se provar (veja o Passo 2
de [28, Theorem 4.1] e também Daniel-Mira [15]) que:

(1) Se QH não é identicamente nula para f , então os zeros de QH
são isolados e de ı́ndice negativo (veja, por exemplo Alencar, do
Carmo e Tribuzy [3] ou Jost [21]).

(2) QH ≡ 0 para f se, e somente se, f for, a menos de translações à
esquerda, um subdomı́nio aberto de S1.

Os itens acima demonstram o Passo 5 como explicaremos a seguir.
Seja f2 : S2 → X uma outra H-esfera imersa em X e seja QH a
diferencial quadrática relacionada a f2. Como a caracteŕıstica de
Euler de S2 é zero, o item 1 não pode ocorrer, portanto QH ≡ 0 para
f2, e o item 2 implica que S2 é uma translação à esquerda de S1,
como afirmado.

Passo 6 (Estimativas de curvatura). Dado qualquer H1 > 0, existe
uma constante C = C(H1) tal que para qualquer H ∈ R com |H| ≤
H1 e para qualquer H-esfera Σ de ı́ndice 1, a norma da segunda forma
fundamental de Σ está uniformemente limitada por C.

Demonstração. Essa prova é por contradição, portanto fixamos H1 >
0 e assumimos que existe uma sequência de esferas {Σn}n∈N de ı́ndice
1, com cada Σn tendo curvatura média constante Hn ∈ [−H1, H1],
e admitindo pontos pn ∈ Σn tais que a norma da segunda forma
fundamental de Σn em pn é λn = ‖AΣn‖(pn) ≥ n. Como cada
Σn é compacta, nós assumimos que λn = supΣn ‖AΣn‖ e, após uma
translação à esquerda, que e = pn, ∀n ∈ N.

Agora, definimos Xn = λnX como a variedade homogênea dada
pela reescala da métrica de X por λn. Se denotarmos a reescala de
Σn por Sn = λnΣn, temos que Sn é uma (Hn/λn)-esfera imersa em
Xn de ı́ndice 1, e a norma da segunda forma fundamental de cada Sn
é tal que

‖ASn‖ ≤ 1, ‖ASn‖(e) = 1.
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Quando n → ∞, Xn converge para o espaço euclideano R3 com
sua métrica plana, e um argumento padrão (veja o Teorema 2.13 e
Observação 2.14) implica que, a menos de subsequência, vizinhanças
de um tamanho fixo das superf́ıcies Sn contendo e convergem a uma
superf́ıcie mı́nima S em R3, passando pela origem ~0, e cuja norma da
segunda forma fundamental satisfaz ‖AS‖ ≤ 1, ‖AS‖(~0) = 1. Como
a estrutura de grupo de Xn também converge para a estrutura de
grupo abeliana de R3, as respectivas aplicações de Gauss invariante
à esquerda Gn : Sn → S2, definidas pelas estruturas de grupo de Xn,
convergem para a aplicação de Gauss G : S → S2 da superf́ıcie limite
S (uma explicação detalhada dessa convergência pode ser encontrada
na prova do Passo 4 do Teorema 4.1 em [28]). Agora, observe que
S possui curvatura Gaussiana estritamente negativa em ~0, pois S é
uma superf́ıcie mı́nima não plana de R3. Isso implica que G reverte
a orientação de uma vizinhança de S contendo ~0. Porém, para todo
n ∈ N temos que Gn é um difeomorfismo que preserva a orientação,
conforme demonstrado no Passo 4, uma contradição que demonstra
o Passo 6.

Passo 7 (Estimativas de área).

(A) Se X for isomorfo a SU(2), então as áreas das esferas em
M(X) estão uniformemente limitadas.

(B) Se X não for isomorfo a SU(2), então para qualquer δ > 0 as
áreas de H-esferas emM(X) com |H| ∈ [Ch(X)/2+δ,∞) estão
uniformemente limitadas. Além disso, não existem H-esferas
em X com |H| = Ch(X)/2.

Observamos que a última afirmação do item (B) do Passo 7 se-
gue pela Observação 3.21. Porém, as outras propriedades necessitam
uma demonstração bastante técnica, cujos passos principais apresen-
taremos separadamente no Caṕıtulo 7.

Passo 8. Cada componente conexa C de M(X) fica parametrizada
pela curvatura média dos elementos de C, por um intervalo IC ⊂ R.
Além disso, IC = R se X for isomorfo a SU(2); caso contrário, temos
que IC ou é (H(X),∞) ou (−∞,−H(X)).
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Demonstração. Seja C uma componente conexa deM(X). Pelo Passo 3,
C fica parametrizada por um intervalo aberto IC , o qual podemos as-
sumir, sem perda de generalidade, que contem algum valor real posi-
tivo. Primeiro, vamos mostrar que IC não admite uma cota superior
mostrando que se o supremo Ĥ = sup IC fosse finito, então Ĥ ∈ IC ,
o que contradiz o fato que IC é aberto.

Considere uma sequência {Sn}n∈N de Hn-esferas em C com Hn ↗
Ĥ. As estimativas de área do Passo 7 e as estimativas de curvatura do
Passo 6 implicam que, a menos de passar a subsequência, Sn converge
(suavemente como imersões) para uma Ĥ-esfera imersa S.

A seguir, vamos mostrar que S tem ı́ndice 1, e portanto S ∈ C e
Ĥ ∈ IC , como afirmado. Observe que a mesma prova do Passo 2 im-
plica que S não pode ser estável, portanto o ı́ndice de S é no mı́nimo
1. Porém, a existência de duas autofunções distintas associado a
dois autovalores negativos distintos (note que o primeiro autoespaço
é sempre de dimensão um) para o operador de Jacobi de S implica
que, para n suficientemente grande, Sn possui dois autovalores negati-
vos distintos para o seu operador de Jacobi, o que é uma contradição.
Portanto, IC é ilimitado superiormente.

Para terminarmos a demonstração do Passo 8, seja H ′ o ı́nfimo
de IC e, por absurdo, suponha que H ′ > −∞, no caso quando X é
isomorfo a SU(2), e que H ′ > Ch(X)/2 na outra situação. Considere
uma sequência {Sn}n∈N de Hn-esferas em C com Hn ↘ H ′. Nossa
suposição sobre H ′ implica que as estimativas de área do Passo 7 e
as estimativas de curvatura do Passo 6 se aplicam para a sequência
{Sn}n∈N, e, pelos mesmos argumentos utilizados acima, segue que a
menos de passarmos a uma subsequência, Sn converge suavemente
para uma H ′-esfera em C; portanto H ′ ∈ IC , novamente contradi-
zendo o fato que IC é aberto.

Passo 9. Toda H-esfera de X está em M(X). Além disso:

1. Se X é isomorfo a SU(2), então M(X) é conexo e IM(X) = R.

2. Se X não for isomorfo a SU(2), então M(X) possui exata-
mente duas componentes conexas C1, C2, com IC1 = (H(X), ∞)
e IC2 = (−∞, −H(X)).

Em particular, itens (1) e (2) do Teorema 6.1 valem e a afirmação
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principal do Teorema 6.1 vale no caso quando M é simplesmente
conexo.

Demonstração. Observe que o Passo 1 nos dá que M(X) 6= ∅. Seja
Σ uma H-esfera em X. Primeiramente, vamos mostrar que Σ tem
ı́ndice 1, e portanto Σ ∈ M(X). Se X for isomorfo a SU(2), então
Passo 8 nos diz que existe uma H-esfera S em X de ı́ndice 1. Por
sua vez, o Passo 5 garante que Σ e S diferem por uma translação
à esquerda de X, então Σ ∈ M(X), como afirmamos. O caso de
quando X não é isomorfo a SU(2) segue analogamente, observando
que qualquer H-esfera em X necessariamente satisfaz |H| > H(X)
(veja a Observação 3.21).

Para demonstrar os itens remanescentes desse passo, primeira-
mente nós assumimos que X é isomorfo a SU(2) e demonstramos que
M(X) é conexo. Sejam, portanto, C1, C2 duas componentes conexas
de M(X), cada qual parametrizada pela curvatura média de seus
elementos IC1 = R = IC2 . Em particular, para um H ∈ R fixado,
existem H-esferas S1 ∈ C1, S2 ∈ C2. Como mostrado pelo Passo 5,
segue que S1 e S2 representam o mesmo elemento de M(X), por-
tanto as componentes C1 e C2 têm intersecção não vazia, e dáı segue
que C1 = C2. O segundo caso a ser tratado fica demonstrado por um
argumento análogo, demonstrando o Passo 9.

Nesse ponto da demonstração do Caso 1 quando X é um grupo
de Lie métrico e simplesmente conexo, faz sentido escolhermos um
representante canônico para cada classe de equivalência em M(X).
O Passo 4 implica que cada H-esfera S admite um único ponto qS no
qual o normal unitário a Σ é igual a E3. Após transladarmos tal S à
esquerda por q−1

S , obtemos uma nova esfera ΣH tal que o ponto qΣH

é a identidade de X; note que ΣH e S representam o mesmo elemento
emM(X) e que ΣH fica unicamente determinada por H. Seja M̂(X)
essa famı́lia a 1 parâmetro de esferas definidas dessa maneira. Passo 9
implica que qualquer H-esfera em X é uma translação à esquerda do
único elemento ΣH em M̂(X) com curvatura média constante H.

Passo 10. Cada H-esfera em M̂(X) é a fronteira de uma bola Ri-
emanniana de dimensão três FH : BH → X isometricamente imersa
em X, onde BH é convexa em média. Em particular, H-esferas são
mergulhadas à Alexandrov. Além disso, a famı́lia de imersões FH
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varia suavemente com respeito a H, para H em qualquer intervalo
que não contenha 0 como um ponto interior.

Demonstração. Primeiro, apresentaremos a demonstração no caso
quando X é isomorfo a SU(2).

Simon [55] provou que para qualquer métrica Riemanniana em S3

exite uma esfera mı́nima mergulhada. Em particular, a 0-esfera Σ0 ∈
M̂(X) é mergulhada e limita duas bolas convexas em média em X.
Portanto, para ε > 0 suficientemente pequeno e H ∈ [−ε, ε], H 6= 0,

a esfera ΣH ∈ M̂(X) também é mergulhada e limita uma única bola
convexa em média BH em X. Em particular, para H ∈ [0, ε], a
famı́lia de imersões FH : BH → X pode ser definida pelas aplicações
de inclusão.

Seja Λ o conjunto de todos os valores não negativos t ≥ 0 tais que
existe uma famı́lia de bolas imersas {FH : BH → X}H∈[0,t], convexas
em média, que estende suavemente {FH}H∈[0,ε] e com as restrições
das imersões FH |∂BH : ∂BH → X correspondendo às H-esferas ΣH ∈
M̂(X).

Observe que Λ é um subconjunto aberto de [0, ∞). Para ver isso,
escolha t0 ∈ Λ e t > t0. A famı́lia de esferas imersas {ΣH}H∈[0,t] ⊂
M̂(X) varia suavemente com H e estende {ΣH}H∈[0,t0]. Agora, como
Ft0 : Bt0 → X é uma bola imersa cuja fronteira possui curvatura
média constante positiva, para um δ > 0 suficientemente pequeno e
t ∈ (t0, t0 + δ), podemos deformar a imersão Ft0 suavemente a uma
imersão Ft : Bt → X com a fronteira desejada Σt.

Considere agora b > ε tal que [0, b) ⊂ Λ. A seguir, vamos demons-
trar que b ∈ Λ, e portanto Λ = [0,∞), o que prova o Passo 10 no

caso quando X é isomorfo a SU(2). Considere Σb ∈ M̂(X) e, para
H ∈ [ε, b), seja ηH o campo unitário normal apontando para fora
com respeito à imersão FH . Após escolhermos um δ > 0 pequeno,
podemos assumir que a aplicação exponencial normal de ΣH ,

NH : ∂BH × [−δ, δ] → X
(p, t) 7→ expFH(p)(tηH),

é uma submersão, para todo H ∈ [ε, b]. Agora, considere as bolas

B̂H = [BH ∪ (∂BH × [0, δ])] / ≡,
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onde ≡ é a relação de equivalência

p ∈ ∂BH ≡ (p, 0) ∈ (∂BH × [0, δ]) .

Defina também aplicações F̂H : B̂H → X por

F̂H(x) =

{
FH(x), se x ∈ BH
NH(p, t), se x = (p, t) ∈ ∂BH × [0, δ].

Como imersões, as esferas ΣH convergem a Σb quando H ↗ b,
portanto existe um τ > 0 tal que, para H ∈ [b − τ, b], todas as
esferas ΣH são gráficos normais em torno de Σb. Após possivelmente
escolhermos um valor menor para τ , podemos também assumir que
para quaisquer dois H1, H2 ∈ [b − τ, b], as esferas ΣH1

e ΣH2
são

gráficos normais uma sobre a outra, e com as funções que definem
tais gráficos tendo norma C1 menor que δ. Com essa escolha de τ ,
decorre que podemos levantar as esferas imersas ΣH , H ∈ [b − τ, b],
para uma famı́lia suave de H-esferas Σ̃H ⊂ B̂b−τ , que são todas

gráficos sobre Σ̃b−τ = ∂Bb−τ ⊂ B̂b−τ , veja a figura abaixo.

Bb−τ ⊂ B̂b−τ é a região mais escura acima, com ∂Bb−τ = Σ̃b−τ . Cada

Σ̃H , para H ∈ [b − τ, b], é um gráfico normal sobre Σ̃b−τ , limitando

uma bola B̃H ⊂ B̂b−τ .
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Como ∂Bb−τ× [−δ, δ] nos dá um sistema de coordenadas de B̂b−τ
em torno de Σ̃b−τ = ∂Bb−τ , segue que cada Σ̃H é mergulhada em

B̂b−τ , e portanto é a fronteira de uma bola B̃H ⊂ B̂b−τ .

Agora, como Bb−τ = B̃b−τ e F̂b−τ |B̃b−τ = Fb−τ , podemos definir

F̃H =

{
FH , if H ∈ [0, b− τ ],

F̂b−τ |B̃H , if H ∈ [b− τ, b],

e temos que a famı́lia {F̃H}H∈[0,b] estende {FH}H∈[0,ε] continua-

mente. Mais ainda, como os valores de fronteira das imersões F̃H
estão variando de maneira suave, segue que toda a famı́lia {F̃H}H∈[0,b]

varia suavemente com respeito a H, mostrando que b ∈ Λ e demons-
trando o Passo 10 quando X é isomorfo a SU(2).

Para demonstrar o caso quando X não é isomorfo a SU(2), após
uma mudança de orientação basta mostrar a afirmação para H >
H(X). Agora, pelo Passo 1, existe um H0 > H(X) e um mergulho
isométrico FH0

: BH0
→ X de uma bola Riemanniana que é convexa

em média. A seguir, podemos aplicar os mesmos argumentos de de-
formação do caso anterior para estender FH0 para uma famı́lia de
imersões isométricas {FH}H∈(H(X),∞), completando a demonstração
deste passo.

Lema 6.3. Dada uma H-esfera Σ em X, existe um único ponto pΣ ∈
X tal que toda isometria de X que deixa pΣ fixo deixa Σ invariante.
O ponto pΣ é o chamado centro de simetria de Σ. Além disso, se
duas esferas da mesma curvatura média constante possuem o mesmo
centro de simetria, elas coincidem.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar o lema no caso quando
X tem curvatura constante. No caso quando X tem curvatura cons-
tante não positiva, se Σ é uma H-esfera, então Σ é a fronteira de
uma única bola geodésica em X. Nesse caso, podemos tomar pΣ

como o centro de tal bola. Quando X é topologicamente S3, com
uma métrica de curvatura constante positiva, então Σ é a fronteira
de duas bolas geodésicas B1, B2, que se intersectam exatamente em
Σ. Se H 6= 0, então exatamente uma entre B1, B2 é convexa em
média, e podemos tomar pΣ como o centro desta bola. Finalmente,
se Σ é uma esfera mı́nima em S3 com o seu campo normal unitário
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apontando para dentro de B1 (uma das duas bolas geodésicas limita-
das por Σ) então escolhermos pΣ como o centro de B1. Em todos os
casos mencionados acima, observando que uma esfera é uma imersão
de S2 em X juntamente com um campo normal, é direta a verificação
que o ponto pΣ satisfaz as condições do Lema 6.3.

A seguir, assumimos que X não tem curvatura constante, e por-
tanto o grupo de isometrias de X tem dimensão 3 ou 4. Seja e a
identidade de X. Considere a isometria ϕ : X → X e o vetor unitário
E ∈ TeX dados pela Proposição 3.15, i.e., ϕ é uma isometria de or-
dem dois que preserva a orientação tal que ϕ(e) = e e dϕe(E) = E e
ainda vale que dφe(E) = ±E para qualquer φ ∈ Ie(X).

Seja Σ uma H-esfera em X. Como a aplicação de Gauss de Σ é um
difeomorfismo, conforme dado pelos Passos 9 e 4, podemos assumir,
após uma translação à esquerda, que e ∈ Σ e que a aplicação de Gauss
de Σ em e é E. Decorre, então, que Σ é invariante por ϕ. Seja agora
FH : BH → X a imersão dada pelo Passo 10, onde no caso mı́nimo
H = 0 escolhemos B0 de modo que o campo normal de Σ = ∂B0,
aponta para dentro (veja a demonstração do Passo 10 no caso mı́nimo,
onde é feita essa escolha para B0). Considere ϕ̃ : ∂BH → ∂BH como o
levantamento induzido por ϕ|Σ para ∂BH . Como BH é simplesmente
conexa e localmente homogênea, então um argumento de monodromia
prova que ϕ̃ se estende para uma isometria (denotada da mesma
forma) ϕ̃ : BH → BH e tal que FH ◦ ϕ̃ = ϕ ◦ FH .

Agora, pela teoria de Smith [57], o conjunto de pontos fixos de ϕ̃
é um arco γ com extremidades p, q ∈ ∂BH ; além disso, como uma
isometria ambiente deixa γ fixo, então esse arco é uma geodésica.
Podemos assumir, após uma mudança de notação, que FH(p) = e e
definir x = FH(q) ∈ Σ. A imagem de γ por FH está contida no sub-
grupo a um parâmetro Γ de X gerado por E (veja a Observação 3.16).
Como e é fixo e dϕe(E) = E, segue que a aplicação de Gauss de Σ
em x é −E. Isso mostra que x fica definido como o único ponto de
Σ cuja imagem da aplicação de Gauss é −E. Finalmente, definimos
pΣ como o ponto médio do arco determinado por e e x em Γ.

Agora, seja φ uma isometria de X que fixa pΣ. Novamente, a
Proposição 3.15 nos dá que dφpΣ

(E) = ±E, e portanto φ leva Γ em
si mesma, e decorre que ou φ(e) = e e φ(x) = x ou φ(e) = x e
φ(x) = e; em ambos os casos decorre de argumentos similares aos
utilizados na demonstração do Passo 9 que φ deixa Σ invariante,
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provando a primeira afirmação do Lema 6.3.
A seguir, vamos provar que se S1, S2 são duas esferas com o

mesmo centro de simetria p e a mesma curvatura média constante
não nula, então S1 = S2 como conjuntos e, além disso, os seus cam-
pos normais unitários coincidem. Os Passos 9 e 5 nos dão que existe
y ∈ X tal que S2 é a translação à esquerda de S1 por y, e a aplicação
de Gauss invariante à esquerda de S2 é a composição da aplicação
de Gauss de S1 com (ly)∗, a derivada translação ly. Seja agora p̃ o
centro de simetria de ly(S1), então, por definição de centro de sime-
tria, temos que p̃ = p. Agora, como translações à esquerda de S1

preservam o centro de simetria, p = ly(p), y = e e S1 = S2, com a
mesma aplicação de Gauss. Isso demonstra o lema no caso quando a
curvatura média de S1 é diferente de zero. A demonstração no caso
quando S1 e S2 são esferas mı́nimas é similar, apenas observando
que nesse caso necessariamente temos que X é isomorfo a SU(2) e
os centros de simetria de S1 e S2 estão na mesma bola mergulhada
B0 ⊂ X, para o qual os campos normais unitários de S1 e S2 estão
apontando.

Observação 6.4. No caso quando X é isomorfo a SU(2), então toda
esfera mı́nima (e só existe uma a menos de translações à esquerda,
pelo Passo 9) é invariante pela translação à esquerda por −I ∈ SU(2).
Para ver isso, observe que como −I está no centro de SU(2), basta

demonstrar que a esfera mı́nima S em M̂(X) é invariante por l−I .
Sejam B0, B

′
0 as duas bolas limitadas por S, onde B0 é a bola para

a qual o campo unitário normal a S aponta. Nesse caso, o campo
invariante à esquerda definido por E utilizado na demonstração do
Lema 6.3 pode ser tomado como o campo E3, onde E1, E2, E3 forma
a base unimodular de X. Note que E3 é gerado pela ação a direita
do subgrupo “circular”a um parâmetro Γ3 de SU(2), onde Γ3 é uma
curva integral de E3, além de ser uma geodésica. Seja pS ∈ Γ3 ⊂ B0

o centro de simetria de S e seja p′S ∈ Γ3 ⊂ B′0 o centro de simetria
de S com o campo normal unitário oposto; denotamos por S′ essa
esfera com o campo normal oposto. Como pS e p′S são pontos médios
dos dois arcos geodésicos Γ3 ∩ B0,Γ3 ∩ B′0, respectivamente, então
no grupo abeliano Γ3, onde utilizamos + para a operação de grupo,
temos que

pS + p′S = −I
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é o elemento−I de ordem dois em Γ3. Então, após fazermos translações
à esquerda de ambos os lados da equação acima por −I, obtemos que

−IpS − Ip′S = (−I)2 = e.

Portanto, considerando que e ∈ Γ3 é o elemento identidade 0, temos
que −I(pS) = p′S . Como os centros de simetria das esferas l−I(S) e
S′ são ambos iguais a p′S , segue do Lema 6.3 que l−I(S) = S′. Isso
demonstra que, como conjuntos, S = l−I(S), demonstrando que S é
invariante pela isometria l−I .

A seguir, aplicaremos o Lema 6.3 para demonstrar a afirmação
principal do Teorema 6.1 no Caso 1 de X ser isométrico a um grupo
de Lie métrico. Seja M uma variedade homogênea de dimensão três,
com recobrimento universal π : X → M , onde X não é difeomorfo
a S2 × R, e sejam Σ1, Σ2 duas esferas imersas em M com a mesma
curvatura média constante H, que, após uma mudança de orientação,
vamos considerar sendo não negativa.

Sejam Σ̃1, Σ̃2 os respectivos levantamentos de Σ1, Σ2 para X com
respectivos centros de simetria p1 = pΣ1 , p2 = pΣ2 determinados pelo
Lema 6.3. Sejam ainda q1, q2 as projeções de p1, p2 em M e seja
ϕ : M → M uma isometria de M que leva q1 em q2, preservando a
orientação. Seja ϕ̃ : X → X a isometria de X tal que π ◦ ϕ̃ = ϕ ◦ π,
com ϕ̃(p1) = p2. Então ϕ̃(Σ̃1) e Σ̃2 são duas esferas imersas com
a mesma curvatura média constante e o mesmo centro de simetria
em X, e, portanto, pelo Lema 6.3, elas coincidem. Em particular,
π(ϕ̃(Σ̃1)) = Σ2, o que nos dá que ϕ(Σ1) = Σ2, provando a afirmação
principal do Teorema 6.1 neste Caso 1.

Para terminarmos a prova do Caso 1, observe que os itens (1) e (2)
do teorema seguem diretamente do Passo 9. Portanto, vamos assumir
que S é uma H-esfera em M e vamos tomar S̃ um levantamento de
S para X, onde estamos assumindo que X é isométrico a um grupo
de Lie métrico. Vamos demonstrar a seguir os itens (b) e (c) de (3),
pois as nossas hipóteses eliminam diretamente o item (a) de (3).

Pelos Passos 2 e 9, temos que S̃ tem nulidade 3 e ı́ndice 1 para o
seu operador de Jacobi. Como os operadores de Jacobi de S e S̃ são
os mesmos, temos que a primeira afirmação de (b) vale, e a segunda

segue do Passo 10 aplicado para S̃ e depois projetado em M . Para
demonstrar o item (c), defina o ponto pS como a projeção de pS̃
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para M . A afirmação agora segue dos mesmos argumentos utilizados
na demonstração da afirmação principal, o que completa a prova do
Caso 1 do Teorema 6.1.

Caso 2 O recobrimento universal π : X → M de M é isométrico
a um produto Riemanniano S2 × R, onde S2 é a esfera de curvatura
constante K > 0.

Demonstração do Caso 2. Note que nesse caso, M é isométrico a
uma das variedades produto S2×R, S2×S1, P2×R ou P2×S1, onde
S1 é um ćırculo Riemanniano e P2 é o quociente de S2 pela aplicação
ant́ıpoda, ou M é isométrico a (S2×S1)/σ, onde σ : S2×S1 → S2×S1

é dada por σ(x, t) = (−x, t+ δ), onde δ ∈ S1 é o elemento de ordem
dois. Em todos os casos posśıveis para M , o grupo de isometrias de
M tem dimensão quatro, e M admite uma folheação por superf́ıcies
totalmente geodésicas, as quais chamamos de fatias.

Primeiro, vamos tratar do caso H = 0. Seja S uma esfera de
dimensão dois mı́nima em M e seja S̃ um levantamento de S para
X. Pelo prinćıpio do máximo, temos que S̃ = S2 × {t0}, para al-
gum t0 ∈ R e, portanto, S é uma superf́ıcie totalmente geodésica
de M , estável e com nulidade 1 para o operador de Jacobi. Ainda
mais, S representa um elemento não trivial em H2(M), o que prova o
item (a) de (3). Note que o item (c) agora segue quando escolhemos
pS como qualquer ponto de S. Além disso, a afirmação principal do
Teorema 6.1 também vale trivialmente no caso mı́nimo.

Para provar as demais afirmações do Teorema 6.1, após uma mu-
dança do campo unitário normal, novamente assumiremos que H > 0.
Vamos aplicar os resultados de correspondência de Daniel [14] para
utilizarmos as propriedades já demonstradas de H-esferas no grupo
de Lie métrico SU(2) munido de uma métrica invariante à esquerda
com grupo de isometrias tendo dimensão quatro. Um dos principais
resultados de Daniel é o que segue.

Teorema 6.5 (Daniel, [14]). Sejam E1 e E2 duas variedades ho-
mogêneas de dimensão três com grupo de isometrias com dimensão
4, com curvaturas da base κ1 e κ2 e curvatura de fibrado τ1 e τ2,
respectivamente, e tais que

κ1 − 4τ2
1 = κ2 − 4τ2

2 . (6.2)
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Sejam H1 e H2 dois números reais tais que

τ2
1 +H2

1 = τ2
2 +H2

2 . (6.3)

Então existe uma correspondência isométrica entre superf́ıcies sim-
plesmente conexas de curvatura média constante H1 em E1 e su-
perf́ıcies simplesmente conexas de curvatura média constante H2 em
E2. Essa correspondência é chamada de correspondência das su-
perf́ıcies irmãs.

Como explicaremos a seguir, vamos aplicar o Teorema 6.5 para
demonstrar o Caso 2 do Teorema 6.1. Seja X = E1 = S2 × R um
produto com curvatura base κ1 = K e curvatura de fibrado τ1 = 0.
Para demonstrar o item (1), após uma composição com π : X → M ,
é suficiente provar que para qualquer H > 0 existe uma esfera de
curvatura média constante H em X. Escolha κ2, τ2, H2 > 0 tais que
as equações abaixo se cumpram:

K = κ2 − 4τ2
2

H2 = τ2
2 +H2

2 .
(6.4)

Seja E2 = E(κ2, τ2) a variedade homogênea simplesmente conexa de
dimensão três com grupo de isometrias de dimensão 4 que se escreve
como um fibrado sobre a esfera S2 de curvatura constante κ2 e cur-
vatura de fibrado τ2. E2 é isométrica a um grupo de Lie métrico
isomorfo a SU(2). Portanto, pelo já demonstrado Caso 1, existe uma
H2-esfera SH2 em E2. Agora, o Teorema 6.5 garante a existência
de uma H-esfera em X que é isométrica a SH2 , o que completa a
demonstração do item (1) do Teorema 6.1.

Reciprocamente, se Σ1,Σ2 forem duas (H > 0)-esferas em M ,
então a correspondência acima gera duas (H2 > 0)-esferas em E2,
que são uma a translação à esquerda da outra; em particular, elas são
intrinsecamente isométricas. Como translações à esquerda preservam
as fibras em E2 e a orientação da base, segue de [14, Theorem 5.2] que
as imersões Σ1 e Σ2 diferem por uma isometria de M . Isso demonstra
a afirmação principal do Teorema 6.1 no Caso 2.

Falta demonstrar (b) e (c) do item (3) do Teorema 6.1. Suponha

que S é uma (H > 0)-esfera em M e que S̃ seja um levantamento
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de S para X. Novamente, sejam κ2, τ2, H2 > 0 constantes satis-
fazendo (6.4). Como discutido anteriormente, existe uma imersão
isométrica fH2

da esfera Riemanniana S no espaço relacionado E2

com curvatura média constante H2. Por [14, Proposition 5.12], o
operador de Jacobi da imersão fH2

coincide com o operador de Ja-
cobi de S. Portanto, pelos resultados do Caso 1, S tem ı́ndice 1 e
nulidade 3 para o operador de Jacobi.

A demonstração de que quando H > 0 a imersão se estende como
a fronteira de uma bola imersa F : B → M , convexa em média, se-
gue dos mesmos argumentos utilizados no Passo 10 do Caso 1, após
observado que as soluções para o problema isoperimétrico para volu-
mes pequenos dão origem a bolas mergulhadas com fronteira tendo
curvatura média constante positiva.

A parte final da demonstração do Teorema 6.1 é mostrar a existência
de um ponto pS como descrito pelo item (c) de (3). Assim como na
prova desse item no Caso 1, é suficiente considerar o caso em que
M = X, portanto tomamos uma (H > 0)-esfera S em S2×R. Agora,
trocando a identidade e por qualquer ponto dado de S2×R e E pelo
campo de Killing ∂t, a prova do Lema 6.3 pode ser reconstrúıda, ob-
servando que um resultado similar ao dado pela Proposição 3.15 vale
nesse contexto. Isso completa a prova do Caso 2.

Como demonstramos que o Teorema 6.1 vale nos dois Casos 1 e 2,
isso finaliza a sua demonstração.

Observação 6.6. Seja M uma variedade homogênea de dimensão
três com grupo de isometrias I(M) e considere Ip(M) o subgrupo
de I(M) que deixa fixo um ponto p ∈ M . O Lema 6.3 implica que
qualquer H-esfera Σ em M com centro de simetria p é invariante pela
ação de Ip(M). Em particular, se I(M) tem dimensão 4, Ip(M) tem
dimensão 1 e Σ é invariante por um subgrupo a um parâmetro do
grupo de isometrias; esse resultado foi demonstrado anteriormente
por Abresch e Rosenberg [1, 2].
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Caṕıtulo 7

Estimativas de área:
Prova da parte (A) do
Passo 7.

Neste caṕıtulo, X denota um grupo de Lie métrico simplesmente
conexo. Aqui, explicaremos a validade das estimativas de área da-
das pela parte (A) do Passo 7, na demonstração do Caso 1 do Teo-
rema 6.1.

Proposição 7.1. Se X é isomorfo a SU(2), então as áreas de esferas
em X de curvatura média constante e ı́ndice 1 formam um intervalo
semi aberto (0, A(X)].

Para demonstrar essa proposição, primeiro apresentaremos algu-
mas propriedades dos posśıveis limites não compactos de sequências
de esferas {Sn}n∈N emM(X), quando as suas respectivas áreas estão
divergindo para o infinito. Como esferas de ı́ndice 1 em M(X) com
curvatura média grande em X são esferas quase redondas de área pe-
quena, segue que o valor absoluto das curvaturas médias das esferas
{Sn}n∈N está limitado por cima e portanto as esferas na sequência
{Sn}n∈N possuem norma da segunda forma fundamental uniforme-
mente limitada, de acordo com o Passo 6. Consideraremos tais esferas
como imersões fn : Sn → X com ponto base (nós suprimiremos a

90
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notação dos pontos base dessas esferas) com imagens desses pontos
base sendo sempre o elemento identidade e. Nesse contexto (veja,
por exemplo, a demonstração do Passo 6) um argumento padrão de-
monstra que uma subsequência converge a uma imersão

F : Σ→ X

com curvatura média constante e passando por e, onde Σ é uma su-
perf́ıcie compacta, conexa de gênero zero, proveniente de subdomı́nios
compactos e suaves da sequência Sn.

O próximo resultado é o Corolário 5.4 de [28] e aqui apresenta-
remos um esboço de sua demonstração. Esse resultado também tem
um papel importante na demonstração das estimativas de área dadas
pela parte (B) do Passo 7, e portanto está enunciado no caso geral
de X sendo um grupo de Lie métrico. Salientamos que o H-potencial
de X dado pelas Definições 3.23 e 3.24 e que aparece no Teorema
da Representação, Teorema 3.27, nunca se anula para um dado H
descrito nas condições do Lema 3.25.

Teorema 7.2 ([28, Corollary 5.4]). Seja F : Σ → X uma imersão
limite com curvatura média constante H e constrúıda conforme des-
crito acima com imagem do ponto base sendo a identidade e. Seja
∆(F ) o conjunto de todas as imersões limites obtidas a partir de
translações à esquerda de F pelo inverso da imagem de sequências de
pontos em Σ que são intrinsecamente divergentes. Então ∆(F ) é não
vazio e cada imersão (f : S → X) ∈ ∆(F ) pode ser obtida como um
limite da sequência original {Sn}n∈N que produziu F . Além disso,
cada tal imersão f é estável e tem ponto base passando por e. Mais
ainda, se o H-potencial de X nunca se anula, então:

(1) Existe um campo de vetores não nulo invariante à direita Kf

em X que é tangente a f(S) e a imagem G(S) da aplicação de
Gauss G de S é uma curva completa mergulhada em S2 com valor
absoluto da curvatura geodésica limitada; o fecho G(S) ⊂ S2 é
uma laminação de S2.

(2) f(S) é topologicamente um plano, anel ou toro imerso em X.
Além disso, se X for isomorfo a SU(2), então f(S) é topologica-
mente a imersão de um anel ou toro.
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(3) S é difeomorfo a um plano ou a um anel.

Demonstração. Suponha que f : S → X é uma superf́ıcie limite de F
e a seguir demonstraremos que a afirmação principal do teorema vale.
Por construção, a superf́ıcie limite passa pela identidade e. A pro-
priedade que a superf́ıcie limite f é um limite da sequência original
de imersões fn segue diretamente da aplicação usual da desigualdade
triangular que demonstra que limites de pontos limite de um sub-
conjunto de um espaço métrico são pontos limite deste subconjunto.
Nesse caso ainda temos, por construção, que a imagem do ponto base
de f é e.

Se f não fosse estável, então existiria um domı́nio compacto, su-
ave D ⊂ S estritamente instável. Então, como f foi gerada por
translações de F por sequências intrinsecamente divergentes, existi-
riam ao menos dois domı́nios suaves, compactos e disjuntos D1, D2 ⊂
Σ, cada qual estritamente instável. Por sua vez, para n suficien-
temente grande, os domı́nios D1, D2 seriam aproximados por pois
domı́nios suaves, compactos e disjuntos D̂1(n), D̂2(n) ⊂ Sn estrita-
mente instáveis; isso contradiz o fato que Sn possui ı́ndice 1, e prova
que f é estável.

Vamos supor agora que o H-potencial de X não se anula e vamos
provar os itens (1), (2) e (3) do teorema. Sem perda de generalidade,
assuma que a sequência de imersões fn converge em subconjuntos
compactos de Sn, para a imersão F . Considere Gn : Sn → S2 e
G : S → S2 as aplicações de Gauss invariante à esquerda relaciona-
das. Observe que o Teorema de Representação, Teorema 3.27, sob
a condição de que o H-potencial de X não se anula, nos dá que o
posto da aplicação de Gauss é no mı́nimo 1 em todos os pontos de S.
Afirmamos que o posto da aplicação de Gauss G é no máximo 1 em
cada ponto de S, o que implica que ele de fato é igual a 1 em todos os
pontos de S; após essa demonstração, utilizaremos o Corolário 3.28
para demonstrar o item (1).

Por absurdo, vamos supor que existe um ponto p̂ ∈ S onde o
posto de G é exatamente 2. Por um argumento similar ao utilizado
na demonstração de que f é estável, por aproximação teŕıamos um
ε > 0 e uma sequência divergente {p̂n}n∈N ⊂ Σ tal que as bolas
intŕınsecas BΣ(p̂n, 1) ⊂ Σ aproximam arbitrariamente a geometria
das bolas BS(p̂, 1), são duas a duas disjuntas e as áreas das imagens
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Gn(B(p̂n, 1)) ⊂ S2 ⊂ TeX são maiores do que ε; tal ε > 0 existe, pois
em uma vizinhança suficientemente pequena de um ponto regular
para a aplicação de Gauss G da superf́ıcie limite f : S → X, a res-
trição de G nesta vizinhança é um difeomorfismo sobre sua imagem,
que é um subconjunto aberto de S2. Novamente por aproximação,
para qualquer k > 8π/ε e para n ∈ N suficientemente grande, existem
pontos relacionados

{q1(n), q2(n), . . . , qk(n)} ⊂ Sn

tais que os discos {BSn(q1, 1), . . . BSn(qk, 1)} são dois a dois disjuntos
e as áreas dos domı́nios Gn(B(qn, 1)) é maior do que ε/2. Então segue
do fato que Gn é um difeomorfismo que a área de S2 é maior do que
k ·ε/2 > 4π, uma contradição, sendo que a área de S2 é 4π. Isso prova
que o posto da aplicação de Gauss de f é exatamente 1 em todos os
pontos de S, e portanto sua imagem é uma curva imersa.

Agora, pelo Corolário 3.28, existe um campo de vetores invari-
ante à direita Kf que é sempre tangente a f(S). A prova que a
curva imersa é completa segue novamente tomando limites; de outra
forma, podeŕıamos criar uma imersão limite S′ de f : S → X com a
mesma curvatura média e com posto 0 no seu ponto base, o que é
um absurdo. Se a curva não fosse mergulhada, então ou ela iria se
autointersectar, o que não é posśıvel devido à unicidade da imersão
a menos de translações à esquerda dada pelo Teorema 3.27 (veja a
prova de [28, Corollary 5.4] para mais detalhes). Isso completa a
prova de (1).

Seja Γ o subgrupo a um parâmetro que gera Kf . Segue do item (1)
que S pode ser vista como um fibrado orientado sobre a curva com-
pleta, orientada e mergulhadaG(S) ⊂ S2 com fibra Γ, e essa aplicação
se fatora através da aplicação quociente Q : S → S/Γ, onde S/Γ é o
conjunto das órbitas da ação à esquerda de Γ em S (aqui, se usa a
orientação de S e de X para obter uma orientação da curva imagem,
uma vez definida uma orientação para Γ). Em particular, podemos
ver S como um Γ-fibrado trivial sobre um ćırculo ou uma reta, por-
tanto Γ é topologicamente o ćırculo S1 ou a reta R. Isso implica que
f(S) é a imersão de um plano, anel ou toro em X. Ainda mais, se X
for isomorfo a SU(2), então a única possibilidade para Γ é que seja
homeomorfa a S1, portanto f(S) é topologicamente um anel ou toro
imerso, provando (2).
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Para demonstrar (3), como já foi observado que f(S) é topologi-
camente um plano, anel ou toro imerso, o fato que S é não compacto
implica, pela teoria de espaços de recobrimento, que S é difeomorfo
ou a um plano ou a um anel, e isso demonstra (3) e termina a prova
do teorema.

A seguir, vamos fazer a demonstração da Proposição 7.1.

Demonstração da Proposição 7.1. Conforme explicado antes do enun-
ciado do Teorema 7.2, a não existência de estimativas de área como
na Proposição 7.1 produziria uma superf́ıcie imersa limite F : Σ→ X,
passando pela identidade e. Pelo item (1) do Teorema 7.2, existe um
campo de vetores não nulo invariante à direita Kf em X, tangente a
uma f(S), onde (f : S → X) ∈ ∆(F ).

Agora, pelo item (2) do Teorema 7.2, a imagem de f(S) ou é
um cilindro imerso ou um toro imerso. Como f é estável e f : S →
f(S) pode ser vista como um recobrimento regular sobre o anel ou
toro f(S), com fibra sendo trivial Z ou (Z × Z), conclúımos, pela
Proposição 2.5 de [32], que f(S) é uma H-superf́ıcie estável.

Se f(S) for um toro imerso, podemos considerar um campo de
vetores invariante à direita V em SU(2) tal que V (e) é tangente a
f em e e linearmente independente com KS(e). Como SU(2) não
possui subgrupos de dimensão dois e KS é sempre tangente a f(S),
segue que V não pode ser sempre tangente a f(S). Seja η um campo
normal unitário ao longo de f e considere a função u = 〈V, η〉. Temos
que u é uma função de Jacobi limitada no toro f(S), mas u troca de
sinal, e isso contradiz a estabilidade de f(S).

Suponha agora que f(S) é um anel imerso. Usando o fato que
f(S) tem norma da segunda forma fundamental limitada, e portanto
curvatura de Ricci limitada, e que é folheado pelas curvas integrais de
Kf , que possuem comprimento uniformemente limitado, pois SU(2)
é compacto, não é dif́ıcil mostrar que o crescimento de área de bolas
intŕınsecas de raio R no anel imerso f(S) está limitado por cR, para
uma constante universal c que depende apenas de f(S), veja a Seção 6
de [28] para a prova. Em particular, o anel imerso é parabólico (veja,
por exemplo Grigor’yan [19]).

Agora, podemos terminar a demonstração de maneira similar ao
caso de quando f(S) era um toro. Escolha um campo de vetores
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invariante à direita V de X que é tangente a f(S) em e mas não
sempre tangente a f(S). Seja u = 〈V, η〉 a função ângulo entre V e
um campo normal unitário a f(S), η. Então u é uma função de Jacobi

limitada em S̃ que muda de sinal, contradizendo o resultado principal
de Manzano, Pérez e Rodŕıguez [25]. Essa contradição prova que as
áreas de H-esferas em X estão limitadas uniformemente.

Finalmente, para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, as
soluções do problema isoperimétrico em X com volume ε têm como
fronteira esferas de curvatura média constante de área menor que ε.
Agora, o Passo 9 no Caṕıtulo 6 e o teorema do valor intermediário
implicam que o conjunto das áreas de H-esferas em X é um intervalo
semi aberto da forma (0, A(X)]. Isso completa a demonstração da
Proposição 7.1.
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[29] W. H. Meeks III, P. Mira, J. Pérez, and A. Ros. Isoperimetric do-
mains of large volume in homogeneous three-manifolds. Advan-
ces in Math., 264:546–592, 2014. MR3250293, Zbl 1296.53027.
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