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Resumo.

Esse livro cobre alguns topicos da teoria de superficies de curvatura
média constante H em variedades homogéneas de dimensao 3; es-
sas superficies sao chamadas de H-superficies. A primeira parte do
material desse livro diz respeito ao trabalho em conjunto do primeiro
autor com Giuseppe Tinaglia, o qual inclui a existéncia de estimativas
uniformes de raio e de curvatura para (H > 0)-discos mergulhados
em R3, com um dos resultados principais sendo que uma (H > 0)-
superficie completa e simplesmente conexa, mergulhada em R? é uma
esfera redonda. A segunda parte do livro é sobre o trabalho do pri-
meiro autor com Pablo Mira, Joaquin Pérez e Antonio Ros sobre a
classificagao de H-esferas em um espaco homogéneo M de dimensao
3, com um dos resultados principais sendo que duas H-esferas em
M com a mesma curvatura constante H diferem apenas por uma
isometria de M.
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Capitulo 1

Introducao.

Os principais tépicos desse livro sao a existéncia, representacao, clas-
sificacao e geometria das superficies de curvatura média constante
imersas em uma variedade Riemanniana homogénea de dimensao 3.
Por simplicidade, vamos chamar uma superficie de curvatura média
constante H, orientada e imersa em uma variedade Riemanniana de
dimensao 3 uma H -superficie. Uma H-superficie serd chamada um
H-disco se for homeomorfa a um disco fechado do plano euclideano e
serd chamada uma H-esfera se for homeomorfa a esfera de dimensao
dois, S2. No Capitulo 3, nés apresentamos a classificacio e a geome-
tria de variedades Riemannianas simplesmente conexas, homogéneas
e de dimensao 3 que serd necessaria para os demais capitulos. In-
cluimos, também no Capitulo 3, a teoria bésica das H-superficies
nesses espagos.

Hopf [20] em 1951 e Alexandrov [4] em 1956 apresentaram as
seguintes caracterizacoes para a esfera redonda.

Teorema 1.1 (Hopf, [20]). Uma H -esfera imersa em R® é uma esfera
redonda.

Teorema 1.2 (Alexandrov, [4]). Uma H-superficie, compacta e mer-
gulhada em R? é uma esfera redonda.

Observe as diferentes hip6teses nos dois teoremas acima; enquanto
no Teorema 1.1 nao se assume que a superficie seja mergulhada, se
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tem uma restricao na topologia da superficie. Por outro lado, o Te-
orema 1.2 assume que a H-superficie é fechada e mergulhada para
obter a caracterizacao de esfera redonda.

Um dos objetivos do Capitulo 4 é provar que as conclusées dos
teoremas acima permanecem validas diante da nova hipétese de que a
H-superficie é completa, simplesmente conexa e mergulhada em R?,
com curvatura média positiva.

Teorema 1.3 (Meeks-Tinaglia, [40]). Superficies completas, simples-
mente conexas, mergulhadas em R® com curvatura média constante
nao nula sGéo compactas, e portanto sao esferas redondas.

A demonstracao do Teorema 1.3 depende da obtencao de estima-
tivas de raio e de curvatura para discos mergulhados com curvatura
média constante nao nula. Essas estimativas estao enunciadas nos
Teoremas 1.4 e 1.5 abaixo.

Teorema 1.4 (Estimativas de Curvatura, Meeks-Tinaglia [40]). Da-
dos 6, H > 0, existe uma constante K (5,H) > /21 tal que qualquer
H-disco ¥ mergulhado em R3 com H > H satisfaz

sup |A2|(p) < K(6>H)>
{p€X | ds(p,08)>6}

onde |As| € a norma da sequnda forma fundamental e dy, é a fungdo
distancia intrinseca de X.

Gostarfamos de enfatizar que as estimativas de curvatura para H-
discos mergulhados dadas no Teorema 1.4 dependem unicamente em
uma limitacao inferior positiva H para as suas curvaturas média, e em
seguida explicaremos uma simples, porém importante consequéncia
dessa observagao. Lembre que o raio de uma superficie Riemanniana
compacta com bordo é a distancia intrinseca maxima entre pontos
da superficie até o bordo; nds afirmamos que o raio de um 1-disco
mergulhado em R3 deve ser menor do que K(1,1), onde K(1,1) é a
constante dada no teorema acima com 6 = 1, = 1. Para ver isso,

seja X um 1-disco mergulhado e seja Y= ﬁ -3 a superficie dada

por uma homotetia na métrica de X pelo fator de ﬁ Note que a

curvatura média de ¥ é exatamente K (1,1), que, pelo Teorema 1.4
satisfaz K(1,1) > V2, pois H = 1. Portanto, a desigualdade cléssica
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tr(A) < v/2 |A|, que vale para qualquer matriz simétrica A, 2 x 2 e
com entradas reais, nos da que

inf |Ag|(p) > V2- K(1,1) > K(1,1). (1.1)
peEY

Isso nos déd que o raio de 5 deve ser menor que 1 pois, de outra forma
terfamos {p € ¥ | dg(p,0%) > 1} # 0, e entdo o Teorema 1.4 com
0 =1,H = 1 implicaria que

_osup [Agl(p) < K(1,1),
{p€X | dg(p,08)>1}

contradizendo (1.1). Essa contradigdo implica no fato que o raio
de ¥ = K(1,1) - & é menor que a constante K(1,1), o que prova
a nossa afirmacao. Com tais consideragbes em mente, talvez nao
seja demasiado surpreendente que a demonstracao das estimativas de
curvatura do Teorema 1.4 esta interligada com a prova do préximo
resultado, que nos dé a existéncia de estimativas de raio para (H >
0)-discos.

Observe que o préximo teorema também implica que nao existe
(H > 0)-planos completos mergulhados em R?, pois tal plano conteria
discos topoldgicos compactos com raio arbitrariamente grande, e isso
demonstra o Teorema 1.3.

Teorema 1.5 (Estimativas de Raio, Meeks-Tinaglia [40]). Existe
uma constante R > 7 tal que qualquer H-disco mergulhado em R3
com H > 0 tem raio menor do que R/H.

As estimativas acima, de raio e de curvatura para discos mer-
gulhados com curvatura média constante nao nula, sao o assunto do
Capitulo 4. Em uma pesquisa em andamento, Meeks e Tinaglia foram
capazes de generalizar as estimativas de curvatura do Teorema 1.4
para o caso onde o espago ambiente é uma variedade homogénea de
dimensao 3; isso pode ser visto, juntamente com algumas aplicagoes,
no final do Capitulo 4. No Capitulo 5, como uma aplicacao dos Te-
oremas 1.4 e 1.5, nés provamos a validade da seguinte estimativa de
area.
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Teorema 1.6 (Estimativas de Area, Meeks-Tinaglia [36]). Seja N
um toro flat! de dimensdo trés e seja M uma superficie mergulhada
em N, possivelmente desconexa, fechada, de género g e com curvatura
média constante H € [a,b], para dados b > a > 0. Entdo, existe uma
constante A(N,a,b, g) tal que

Area(M) < A(N,a,b, g).

No que segue dessa introdugao, M denotard uma variedade Rie-
manniana homogénea e de dimensao trés, X denotard o seu recobri-
mento universal Riemanniano e Ch(X) denota a constante de Chee-
ger de X (veja (3.14)). Por uma esfera em M, queremos dizer uma
imersdo f: S — M da esfera de dimensdo dois S? em M, juntamente
com um campo de vetores unitarios normal a imersao. Em particular,
estamos assumindo que esferas estao sempre orientadas, quando M
estiver orientado. No Capitulo 6, explicaremos a prova do seguinte
resultado (veja o Teorema 6.1), que da a classificacao de esferas de
curvatura média constante em variedades homogéneas de dimensao
trés.

Teorema 1.7 (Meeks-Mira-Pérez-Ros). Quaisquer duas esferas em
M com a mesma curvatura média constante, em wvalor absoluto, di-
ferem, como conjuntos, por uma isometria de M. Além disso:

(1) Se X ndo é difeomorfo a R®, entdo, para todo H € R, existe uma
esfera de curvatura média constante H em M.

(2) Se X € difeomorfo a R3, entdo os valores H € R para os quais
existe uma esfera de curvatura média constante H em M sdo
exatamente aqueles que |H| > Ch(X)/2.

Esse teorema e sua demonstragao sao motivadas por trabalhos
anteriores de Hopf [20], Abresch e Rosenberg [1, 2], Daniel e Mira [15]
e Meeks [26]. Abresch e Rosenberg provaram que esferas de curvatura
média constante em variedades homogéneas de dimensao trés que
possuem um grupo de isometrias com dimensao quatro sao esferas
de revolugao, de onde pode se mostrar que Teorema 1.7 vale nesse

1Uma variedade Riemanniana é dita flat se sua curvatura seccional for identi-
camente nula



contexto; a prova por eles apresentada requer a construgao de uma
diferencial holomorfa que vem para generalizar a diferencial de Hopf
de [20]. Quando X é isométrico ao grupo de Lie soltivel Sols com uma
de suas métricas invariantes a esquerda que admita planos de simetria
reflexiva, entao (2) segue dos resultados combinados de Daniel e Mira
e de Meeks, demonstrando que o Teorema 1.7 é valido nesse caso.

O Capitulo 6 estd dedicado aos 10 passos da demonstracao de um
resultado mais geral, Teorema 6.1, que inclui algumas propriedades
adicionais sobre H-esferas listadas como Teorema 1.8 abaixo. Esse
perfil da prova do Teorema 6.1 é bastante completo, com a excecao
do Passo 7, onde sao obtidas estimativas de area para H-esferas de
indice 1 (veja o enunciado desse passo para o sentido preciso de esti-
mativas de drea). No Capitulo 7, discutimos alguns resultados chave
para provar as estimativas de area do Passo 7. Tal resultado chave
descreve a geometria de certos limites S, de uma sequéncia de H,-
esferas S, em X, quando as areas dessas esferas divergem ao infinito
e os valores |H,| estdo uniformemente limitados; veja o Teorema 7.2
para essa analise de limites. Em especial, o Capitulo 7 é onde nds
esbocamos a demonstragao da Proposicao 7.1, que diz que quando
X for difeomorfo a S?, entdo o conjunto das dreas de todas as es-
feras de curvatura média constante é um intervalo semi-aberto da
forma (0, A]. Dai obtemos que o Teorema 6.1 vale nesse caso espe-
cial quando X ¢é difeomorfo a S3; nés referimos o leitor a [27] para a
existéncia de estimativas de drea quando X néo é difeomorfo a S3.

Teorema 1.8. Seja S uma H-esfera em M e seja S um levantamento
de S em X. Entdo:

1. Se X ¢é um produto S*(k) x R, onde S?(k) é uma esfera de
curvatura constante k > 0 e H =0, entao

(a) S ¢ totalmente geodésica, estdvel e o seu operador de Ja-
cobi tem nulidade 1.

(b) S representa um elemento nao trivial no sequndo grupo de
homologia de M.

2. Caso contrdrio, S tem indice 1 e nulidade 3 para o seu operador
de Jacobi e a imersao de S em X se estende como a fronteira de
uma imersao isométrica F': B — X de uma bola Riemanniana
de dimensdo trés B, que € convexa em média.
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3. FExiste um ponto ps € M tal que toda isometria de M que deiza
ps fixo deiza S invariante.



Capitulo 2

Preliminares.

Nesse capitulo, vamos apresentar resultados preliminares que serao
necessarios para alguns dos resultados principais do livro. Comegaremos
dando aplicagoes para a férmula da segunda variagdo do funcional
area com respeito a variagbes que preservam o volume, o que acaba
gerando os conceitos de superficies com curvatura média constante,
operador de Jacobi e indice de estabilidade.

2.1 A segunda variagao da area.

Seja : ¥ — N uma imersao isométrica de uma superficie em uma
variedade Riemanniana N de dimensao trés. Assuma que ¢(X) é
de dois lados, i.e., que existe um campo unitario normal 1 sobre X,
globalmente definido. Dado um dominio compacto e suave (possi-
velmente com fronteira) Q C X, consideraremos variagées de €2 com
respeito a aplicagoes diferencidveis ¥: (—e,&) x Q@ — N, € > 0, tais
que

W(0,p) =1(p) e ¥(t,p) = ¥(p) parap € MNe [t| <e.
’t:O e a norma com sinal da sua
componente normal é u = (%—‘Ht:O ,m). Note que, para ¢ suficiente-
mente pequeno, a aplicagdo ¥y = V¥|;xq é uma imersdo. Portanto,

O campo variacional sobre €2 é %—%’

11
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pode-se associar a U o funcional drea Area(t) = Area(v:) e o funci-
onal volume Vol(t) dado por

Vol(t) = / Jac()dV
[0,¢]x

onde dV é o elemento de volume em N. A func@o Vol(f) mede o
volume (com sinal) da regido limitada entre g = ¥ e ;.
As féormulas da primeira variacao de volume e de area sao

d

d
7 Area(t) = _2/2Hu dA, —

dt

Vol(t) = —/ udA,
t=0 s

(2.1)
onde dA € o elemento de area em ¥ com a métrica induzida por ¥ e
H ¢é a funcao curvatura média de ¥ com respeito a 7, ou seja, para
um ponto p € X, H(p) é a soma das curvaturas principais de ¥ em
p, dividido por 2. As equagoes em (2.1) implicam que ¥ é um ponto
critico do funcional Area — 2¢ Vol para uma dada constante ¢ € R se,
e somente se, X tem curvatura média constante H = c¢. Nesse caso,
podemos considerar o operador de Jacobi em X,

t=0

L = A +|As]? + Ric(n), (2.2)

onde Ric(n) ¢é a curvatura de Ricci de N na diregdo do vetor unitdrio
7 da imersdo. Quando ¥ é uma H-superficie, a férmula da segunda
variacao do funcional Area—2H Vol é dada por (veja, por exemplo [5,
47))

d2
7| [Areatt) =20 Vol(1)] = - /E uLudA

/ [[Vul®> — (JAs|* + Ric(n))u?] dA.

b
(2.3)
A férmula (2.3) pode ser interpretada como uma forma quadritica
Q(u,u) associada ao operador linear eliptico L?-autoadjunto dado
pelo operador de Jacobi L definido em (2.2).

Observagao 2.1. Para uma variagao normal v¢; de uma superficie
¥: ¥ — N com campo variacional associado un, L(u)(p) é igual a
—2H'(t)|;=o em p, onde H(t)(p) é a curvatura média da superficie
imersa (%) em ¥ (p).
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Definigao 2.2. Uma funcio u: ¥ — R, de classe C? e satisfazendo
Lu = 0 em ¥ é chamada de funcao de Jacobi. Nés denotaremos o
espago linear das fungoes de Jacobi em ¥ por J(X).

A teoria cldssica de operadores elipticos implica que para um certo
subdominio 2 C ¥ com fecho compacto, o problema de Dirichlet
para o operador de Jacobi em ) possui um espectro discreto e in-
finito {Ax}renufoy de autovalores com A,  +oo quando k tende
ao infinito, e cada autoespago é um subespaco de dimensao finita de
C>(Q)NH (), onde H} () denota o espago de Sobolev das fungdes
de classe L? cujas derivadas parciais fracas sdo também de classe L?
e que valem zero na fronteira no sentido do traco.

Definigao 2.3. Seja 2 C ¥ um subdominio de ¥ com fecho com-
pacto. O 7ndice de estabilidade de §) é a quantidade de autovalores
negativos para o problema de Dirichlet associado a L em €. A nu-
lidade de © é a dimensdo de J(Q) N HZ(2). Q é dito estdvel se o
seu indice de estabilidade ¢é zero e estritamente estdvel se ambos seu
indice de estabilidade e nulidade sao zero.

Quando N = R3, (2.2) se reduz a L = A — 2K, onde K denota a
curvatura Gaussiana. Neste caso, como a aplicagao de Gauss de um
H-grafico definida em um dominio de um plano Il tem sua imagem
contido em um hemisfério aberto, a fungao produto interno do vetor
normal unitario a superficie com o vetor normal do plano II produz
uma fungao de Jacobi positiva, de onde se conclui que qualquer H-
grafico é estavel.

Voltando ao caso geral de uma H-superficie de dois lados ¥: ¥ —
N em uma variedade Riemanniana N de dimensao trés, a estabilidade
também faz sentido no caso nao compacto de ¥, como explicaremos
a seguir.

Definigao 2.4. Uma H-superficie ¢: ¥ — N em uma variedade Ri-
emanniana N de dimensao trés é dita estdvel se qualquer subdominio
Q) C ¥ com fecho compacto for estavel segundo a Definicao 2.3. Esta-
bilidade é equivalente a existéncia de uma fungao de Jacobi positiva
em ¥ (veja, por exemplo, Fischer-Colbrie [17, Proposition 1]). Dize-
mos que X possui indice finito se fora de um subconjunto compacto
3 for estavel. O indice de estabilidade de % é o supremo dos indices
de estabilidade de subdominios de ¥ com fecho compacto.
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Para H-superficies, é natural considerarmos uma versao mais fraca
de estabilidade, associada ao problema isoperimétrico.

Definicao 2.5. Dizemos que uma H-superficie ¢: ¥ — N em uma
variedade Riemanniana N de dimensao trés é fracamente estdvel se

[ I9uP = (145 + Rictm)a?] da = o,
M

para toda u € C§°(X) com [, udA = 0.

Exemplo 2.6. Seja ¥ uma H-superficie de dois lados imersa em
uma variedade Riemanniana N de dimensao trés e seja F' um campo
de Killing em N. Se n denota um campo unitario orientando 3,
podemos definir a fungao u: ¥ — R como u = (n, F). Entdo, se L é
o operador de Jacobi de ¥ dado por (2.2), L(u) = 0. Em particular,
se Y é transversal ao campo F, u nao muda de sinal, e podemos
escolher 7 de modo que u > 0. Isso nos dd que u é uma fungao de
Jacobi positiva para X, o que mostra que X é estavel.

Por definicao, superficies estdveis tém indice zero. O préximo
teorema nos mostra o quao restritiva é essa propriedade para H-
superficies completas de R3. No caso H = 0, a primeira afirmacao
nele foi provada independentemente por Fischer-Colbrie e Schoen [18],
do Carmo e Peng [16] e Pogorelov [50] para o caso orientdvel. Apds
esses resultados, Ros [52] provou que uma superficie minima (ou seja,
uma 0-superficie) completa e nao orientdvel em R3 nao pode ser
estdvel. A segunda afirmacio do teorema a seguir possui aplicagbes
importantes para o estudo de propriedades de regularidade de H-
laminactes em R3 que possuem um ponto puncionado na origem.
Teorema 2.7. Se ¥ C R? é uma H-superficie completa, imersa e
estdvel, entdo ¥ é um plano. Mais geralmente, se ¥ C R\ {6} é
uma H-superficie estdvel que é completa fora da origem do R3 (no
sentido que cada caminho divergente em X com comprimento finito
possui a origem como ponto limite), entao ¥ € um plano.

Uma prova curta e elementar do Teorema 2.7 pode ser vista
em [32, Lemma 6.4]. O caso H = 0 da segunda afirmagao do te-
orema também foi obtida por Colding e Minicozzi [10, Lemma A.26].

Para a discussao que se segue, precisaremos da definicao da funcao
raio de injetividade de uma variedade Riemanniana.
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Definicao 2.8 (Funcao raio de injetividade). Seja N uma variedade
Riemanniana. A funcéo raio de injetividade de N é a fungéo In: N —
(0, 00] dada, em cada ponto p € N, por

In(p) =sup{r >0 | epr’B(O " é um difeomorfismo}.

Além disso, definimos o raio de injetividade de N como
Inj(N) = i%fIN € [0, x].

Um importante resultado na teoria das H-superficies é que H-
superficies estdaveis, com bordo, imersas em variedades homogenea-
mente regulares (veja Definigao 2.9 abaixo) de dimenséo trés possuem
estimativas de curvatura até a sua fronteira. Tais estimativas foram
primeiramente obtidas por Schoen para 0-superficies de dois lados e,
em seguida melhoradas para o caso de 0-superficies de um lado, e sao
uma simples consequéncia do Teorema 2.7, apés um argumento de
reescala.

Definicao 2.9. Uma variedade Riemanniana de dimensao trés N é
homogeneamente reqular se existe um ¢ € (0, Inj(N)), tal que e-bolas
em N sdo uniformemente préximas de e-bolas em R? na norma C2.

Segue da definicao que qualquer variedade homogeneamente re-
gular possui raio de injetividade positivo e curvatura seccional limi-
tada. Observe que um espago de recobrimento de qualquer variedade
Riemanniana fechada de dimensao trés é sempre homogeneamente
regular.

Teorema 2.10 (Schoen [54], Ros [52]). Seja N uma variedade Ri-
emanniana homogeneamente regular de dimensdo trés. Entao existe
uma constante universal ¢ > 0 tal que qualquer H -superficie estdvel
Y. imersa em N satisfaz

|As(p)| dn(p,0X)* < ¢ para todo p € %,
onde dy denota a distancia em N e 0¥ é a fronteira de ..

Também observamos que Rosenberg, Souam e Toubiana [53] ob-
tiveram a seguinte versao do Teorema 2.10, valida para H-superficies
de dois lados imersas em um espago ambiente de dimensao trés com
uma limitagdo na sua curvatura seccional.
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Teorema 2.11 (Rosenberg, Souam e Toubiana [53]). Seja N uma
variedade Riemanniana de dimensao trés cujo valor absoluto de sua
curvatura seccional esteja limitado por uma dada constante ky. Existe
uma constante universal ¢ > 0, dependendo de ko, tal que qualquer
H -superficie estavel ¥ de dois lados e imersa em N satisfaz

|As(p)| dn(p,0%)* < ¢ para todo p € .

2.2 Limitacoes uniformes da norma da se-
gunda forma fundamental.

Seja N uma variedade Riemanniana de dimensao 3 e seja ¥ uma
H-superficie imersa em N. Se n é um campo de vetores unitario
orientando ¥ e H # 0, assumiremos que 7 aponta na direcdo do
vetor curvatura média de X, Hi ou seja, que 1 é tal que H > 0.

Um resultado classico sobre superficies imersas em variedades ho-
mogeneamente regulares de dimensao trés é que uma limitagao uni-
forme na norma da segunda forma fundamental da superficie nos da
uma constante € > 0 tal que bolas intrinsecas de raio € da superficie
sao graficos sobre o seu plano tangente no centro de tais bolas, com
funcao de grafico tendo norma de seu gradiente no maximo 1 em
todos os pontos. Para uma demonstracao desse resultado, nés suge-
rimos [48, Lemma 4.1.1].

Proposicao 2.12 (Lema do grafico uniforme). Seja M uma vari-
edade homogeneamente regular e seja C > 0 dado. Entdo existe
um € > 0 tal que toda hipersuperficie 3, completa e imersa em M
com norma de sua segunda forma fundamental |Ax| < C satisfaz:
para cada p € X, a bola intrinseca Bx(p,e) de centro p e raio &
€ um grdfico, em coordenadas erponenciais, sobre uma vizinhanca
0 €U CTy%, com fungdo de grdfico tendo norma de seu gradiente
no mdximo 1. Além disso, o raio de injetividade de ¥ € no minimo
€.

Uma importante aplicagao do resultado acima é a que segue:

Teorema 2.13. Seja M uma variedade homogeneamente regular
de dimensdo trés e seja {X,}nen uma sequéncia de H-superficies
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imersas em M, com |As, | < C para todo n € N e alguma cons-
tante C > 0. Entao, se existe uma sequéncia de pontos p, € %,
Pn — D € M, apds passarmos a uma subsequéncia, a sequéncia de
bolas intrinsecas { B, (Pn, 1) fnen converge a uma H -superficie com-
pleta X3, imersa em M.

Demonstracdo. A limitacdo uniforme na norma de segunda forma
fundamental de cada X,, nos d4 a existéncia de vizinhangas U,, C ¥,
pn € Uy, que sao graficos sobre T}, >,, para fungdes de gradiente
uniformemente limitado. Como p,, — p, uma subsequéncia dos planos
T, Xy convergird a um plano II C T,M. Apds passarmos a tal
subsequéncia, vamos assumir que 7T}, >, — II. Em particular, para
n suficientemente grande, todas as vizinhancas U,, sdo gréaficos sobre
a mesma vizinhanca V' C II. Agora, um argumento padrao usando
a teoria das equagoes diferenciais parciais e o Teorema de Arzela-
Ascoli, nos diz que uma subsequéncia dos graficos U,, convergird a
um grafico U sobre V', com U tendo curvatura média constante H.
Para obtermos uma superficie limite completa e imersa, observa-
mos que a Proposicao 2.12 nos diz que o tamanho da vizinhanca V
é uniforme; dai, podemos utilizar um argumento de diagonal para
obter que uma subsequéncia de {3, },cy converge, em subconjun-
tos compactos, para uma superficie completa ¥ de curvatura média
constante H que estende U. O

Observagao 2.14. Uma modificacdo do argumento acima nos per-
mite enfraquecer as suas hipéteses. Ao invés de fixarmos um espago
ambiente M, podemos considerar uma sequéncia de variedades homo-
geneamente regulares { M, } nen, convergindo a uma variedade homo-
geneamente regular M. Também, ao invés de assumirmos que toda
¥, possui a mesma curvatura média constante H, podemos pedir que
cada Y, tenha curvatura média constante H,,, com lim, .., H, =
H € R. Sobre essas circunstancias, se toda X, possuir a mesma
limitagao para a norma da sua segunda forma fundamental e hou-
ver uma sequéncia p, € X, convergindo a um ponto p € M, entao,
apds possivelmente substituir por uma subsequéncia, a sequéncia das
bolas intrinsecas {By., (pn, n)}nen convergird a uma H-superficie X,
completa e imersa em M.

Uma outra propriedade importante dada por uma limitacao uni-
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forme na norma da segunda forma fundamental é a existéncia de uma
vizinhanga regular no lado convexo em médial de dadas (H > 0)-
superficies ¥ imersas em uma variedade homogeneamente regular M.
Para precisarmos o enunciado deste resultado, primeiro precisamos
introduzir a nocao de uma H-superficie fortemente mergulhada o Ale-
zandrov.

Definicao 2.15 (Superficie mergulhada & Alexandrov). Seja N uma
variedade Riemanniana de dimensao treés.

1. Dizemos que uma H-superficie compacta e imersaem N f: ¥ —
N é mergulhada a Alexandrov se existir uma imersao F': W —
N de uma variedade Riemanniana compacta W de dimensao
trés, convexa em média, com OW = X, tal que F|s = f.

2. Dizemos que uma H-superficie, propriamente imersa em N
f:2X — N é fortemente mergulhada o Alexandrov se existir
uma imersao propria F': W — N de uma variedade Rieman-
niana completa W de dimensao trés, convexa em média, com
OW =X, tal que F' é injetora no interior de W e F|y = f.

Um bom exemplo para se ter em mente é o seguinte, mostrado nas
figuras abaixo: seja N um toro flat de dimenséo trés e sejam: R3 = N
a sua aplicagao de recobrimento universal. Considere, para r > 0,
as esferas geodésicas de R®, 9B(0,r), e defina S(r) = 7(dB(0,7)) a
projecao dessas esferas em N. Se r < Inj(N), a esfera S(r) é mer-
gulhada (figura da esquerda). Se r = Inj(NN), entdo a esfera S(r)
nao é mergulhada, mas é fortemente mergulhada & Alexandrov (cen-
tro). Finalmente, se r > Inj(N), a esfera S(r) é apenas mergulhada
a Alexandrov (direita). A regido sombreada abaixo representa a bola
convexa em média imersa em N com fronteira S(r).

1Uma variedade Riemanniana M com fronteira ndo vazia &M é chamada de
convexa em média se a fungdo curvatura média de OM for ndo negativa com

respeito ao vetor unitdrio normal apontando para dentro de M. Em particular,
a bola fechada unitédria Bys(0,1) do R3 é convexa em média.
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Também usaremos a seguinte notacao no proximo resultado. Seja
N uma variedade Riemanniana de dimensao trés e seja ¥ uma su-
perficie fortemente mergulhada a Alexandrov em N. Para r > 0, seja
N,(X) o subconjunto aberto do fibrado normal de ¥ composto pelos
vetores normais a ¥ de norma estritamente menor que r. Quando
H > 0, definimos ainda N,"(X) C N,(X) como o subconjunto de ve-
tores de N,.(X) cujo produto interno com o vetor curvatura média de
> é nao negativo. Para uma ideia da demonstragao do Teorema 2.16
abaixo, veja a Figura 2.1.

Teorema 2.16 (Vizinhanga regular de um lado [43]). Seja N uma
variedade homogeneamente reqular de dimensdo trés com curvatura
seccional limitada, em wvalor absoluto, por uma constante Sy > 0.
Seja o uma superficie fortemente mergulhada a Alexandrov com cur-
vatura média constante Hy > 0 e norma da sua sequnda forma fun-
damental |As| < Ao, para algum Ag > 0. Entao, valem as seguintes
propriedades.

1. Existe uma constante positiva T € (0,7/Sy), dependendo unica-
mente de Ay, Hy, So, tal que a restricao da aplicacdo exponencial
exp: NX(X) — N é um mergulho suave no interior de N1 (X).

2. Eziste C > 0, dependendo apenas das constantes Ay, Hy, Sy, tal
que a drea de X em bolas de raio 1 em N ¢é sempre menor que C.

Observagao 2.17. Seja ¥ uma superficie fortemente mergulhada
a Alexandrov em uma variedade homogeneamente regular N de di-
mensao trés. Sempre que exp |y, (x) (respectivamente exp |Im(N;r(E)))
for um mergulho, a imagem exp(N, (X)) C N (resp. exp(N,F (X)) C
N) é chamada uma vizinhanga regular de raio r de 3 (respectivamente
uma r-vizinhanga reqular de um lado de X).
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N BN
p \J/

v N
TN A

Figura 2.1: Seja ¥ uma (H > 0)-superficie com norma da segunda
forma fundamental uniformemente limitada em uma variedade Rie-
manniana N de dimensédo trés, homogeneamente regular. As trés fi-
guras acima descrevem as maneiras que dois pontos interiores p, ¢ € X
podem estar préximos extrinsecamente, enquanto longe intrinseca-
mente. As figuras da esquerda e do centro descrevem a situagao de
quando ¥ é mergulhada a Alexandrov, com a regiao sombreada no
seu lado convexo em média. Se os pontos p, ¢ correspondem ao caso
da figura central, eles nao podem chegar arbitrariamente proximos
um ao outro, o que implica a existéncia de uma vizinhanca regular

de um lado. Note que a figura da direita ndo pode representar uma
superficie fortemente mergulhada a Alexandrov.



Capitulo 3

Variedades homogéeneas
simplesmente conexas
de dimensao tres.

Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades de variedades
homogéneas! simplesmente conexas de dimensao trés. Como muitos
dos exemplos de variedades homogéneas sao grupos de Lie munidos de
uma métrica invariante & esquerda (veja, por exemplo, o Teorema 3.2
abaixo), comegaremos dando as seguintes definigoes.

Definigao 3.1.

1. Um grupo de Lie Z é uma variedade diferencidvel munida de
uma estrutura de grupo, e cuja operagao de grupo *: Zx2Z — Z
satisfaz que (x,y) — 7! % y é uma aplicacao diferencidvel da
variedade produto Z x Z em Z.

2. Dois grupos de Lie sao isomorfos se existe um isomorfismo de
grupos suave entre eles.

1Uma variedade Riemanniana M é chamada homogénea se para cada par de
pontos p, ¢ € M existe uma isometria ¢: M — M tal que ¢(p) = gq.

21
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3. Seja y € Z. Definimos, respectivamente, as translagoes a es-
querda e a direita por y, por

ly: 2 — Z ry:Z — Z
T = y*x, T = Ty

4. Uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie Z é dita invari-
ante a esquerda se as translagoes [, forem isometrias para todo
x € Z. Um grupo de Lie munido de uma métrica invariante a
esquerda é chamado de grupo de Lie métrico.

5. Um campo de vetores E em um grupo de Lie Z é dito invariante
a esquerda se for invariante por translagoes a esquerda, i.e., se
d(ly)y(E(y)) = E(l;(y)) para todos x, y € Z. Uma proprie-
dade bem conhecida de campos invariantes & esquerda é que se
FEq, E5 sao dois campos invariantes a esquerda em um grupo
de Lie Z, entao o seu colchete [F, Fs] é também invariante &
esquerda.

6. O conjunto dos campos de vetores em Z invariantes a esquerda
é a chamada dlgebra de Lie de Z. Como um campo invariante
a esquerda fica unicamente determinado pelo seu valor em um
dado ponto, existe uma identificagao canoénica entre a algebra
de Lie de Z e T.Z, o espago tangente a Z na sua identidade e.

7. Analogamente ao item 5 acima, dizemos que um campo F em
um grupo de Lie Z é invariante a direita se F' for invariante por
translagoes & direita. Se denotamos por {y;}ier 0 subgrupo a
um parametro de difeomorfismos de Z que correspondem ao
fluxo de um campo invariante a direita F', temos que ¢;(x) =
r2(pi(e)) = ly, ey (2), ou seja, o fluxo de um campo invariante &
direita no grupo de Lie Z age em Z por translagoes a esquerda.
Em particular, se X = (Z,(, )) for um grupo de Lie métrico,
qualquer campo invariante a direita é um campo de Killing.
Observe que podemos fazer a identificacdo de {¢:}ier com o
subgrupo a um parametro de Z dado por T' = {p;(e) | t € R}.

Das definigoes acima, fica facil ver que qualquer grupo de Lie
métrico X = (Z,(, )) é uma variedade homogénea: se z, y € X sdo
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dois dados elementos, a aplicagao I,,-1 é uma isometria de X que
leva z em y.

Note que a esfera de dimensao dois S?(x) com a sua métrica re-
donda de curvatura constante £ > 0 é homogénea. Agora, se S?(k)
fosse isométrica a um grupo de Lie métrico, entao qualquer vetor nao
nulo tangente a S? (k) daria origem a um campo invariante a esquerda,
globalmente definido e com norma nao nula em todos os pontos da es-
fera de dimensdo dois S2, contradizendo o teorema do indice de Hopf;
portanto S?(x) ndo é isométrico a um grupo de Lie métrico. Além
disso, como o segundo grupo de homotopias de qualquer grupo de Lie
é trivial, a variedade homogénea de dimensao trés dada pelo produto
Riemanniano S?(x) x R nédo é isométrica a um grupo de Lie métrico.
De fato, pelo resultado apresentado no préximo teorema, as varie-
dades S%(k) x R, para k > 0, sdo as tnicas variedades homogéneas
simplesmente conexas de dimensao trés que nao sao isométricas a um
grupo de Lie métrico.

Teorema 3.2. Uma variedade homogénea Y, simplesmente conexa
e de dimensdo trés ou € isométrica ao produto S*(k) x R, onde S?(k)
€ uma esfera de curvatura constante k > 0, ou'Y € isométrico a um
grupo de Lie métrico.

Ideia da demonstrag¢ao. Seja Y uma variedade homogénea simples-
mente conexa de dimenséo trés e seja I(Y) o seu grupo de isometrias.
Tome p € Y e defina I,(Y) = {¢ € I(Y) | ¢(p) = p} como o grupo
de isotropias de p.

Como I,(Y) atua em T,Y por isometrias que fixam a origem,
segue que I,(Y") é isomorfo a um subgrupo suave do grupo ortogonal
0(3). As dimensoes possiveis para subgrupos suaves de O(3) séo
zero, um ou trés, e daf segue que a dimensao de I(Y) é trés, quatro
ou seis, e agora a prova ¢ dividida nesses trés casos.

Se I(Y) tem dimensao seis, entdo Y possui curvatura seccional
constante e, apés uma homotetia da métrica, ¥ é um dentre R?, S3
ou H? com suas métricas canénicas, que sdo invariantes & esquerda
para certas estruturas de grupo, veja os Exemplos 3.5 e 3.6 abaixo.

Se I(Y) tem dimensao quatro, entdo Y é isométrico a um fibrado
Riemanniano E(k,7) sobre uma superficie completa, simplesmente
conexa e de curvatura constante xk € R, com curvatura de fibrado
7 € R; veja, por exemplo, Abresch e Rosenberg [2] ou Daniel [14]
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para uma discussao sobre esses espacos. Cada um desses espagos
possui a estrutura de algum grupo de Lie métrico, com a excegao de
E(k,0), & > 0, que é isométrico a S?(k) x R.

Agora, assuma que a dimensdo de I(Y) é trés e seja [p(Y) a
componente conexa de I(Y) contendo a identidade. Tome um ponto
base py € Y e considere a aplicacdo ¢: In(Y) — Y dada por ¢(h) =
h(po). Afirmamos que ¢ é um difeomorfismo. De fato, considere o
estabilizador de py em I(Y),

S ={hely(Y)|h(po) = po}

que é um subgrupo discreto de Iy(Y). O quociente Ip(Y)/S é uma
variedade de dimensdo trés, recoberta por Ip(Y), e a aplicagdo ¢ se
fatora através de Ip(Y)/S produzindo uma aplicac@o de recobrimento
Iy(Y)/S — Y. Como Y ¢ simplesmente conexo, entdo ambos as
aplicagbes de recobrimento Ip(Y) — In(Y)/S e Ip(Y)/S — Y séo
triviais; em particular, S é o grupo trivial. Decorre que ¢ é um
difeomorfismo, e que Y pode ser munido com a estrutura de grupo de
Lie isomorfa a estrutura de Io(Y). Como Y ¢é homogénea, a métrica
original de Y é apenas a extensao invariante a esquerda do produto
interno no espaco tangente 7,,Y’, e nessa estrutura de grupo o ponto
po tém o papel do elemento neutro. O

Observagao 3.3. Tomando o Teorema 3.2 como base, fixaremos a
notagao a ser utilizada ao longe das préximas segoes. Y denotarda uma
variedade homogénea de dimensao trés, e X denotard um grupo de
Lie métrico, simplesmente conexo e de dimensao trés, cuja estrutura
de grupo serd denotada por Z.

A seguir, vamos exibir alguns exemplos de grupos de Lie métricos.
Utilizaremos M,,(K) para denotar o espago das matrizes n X n com
entradas em um corpo K = R ou C e denotaremos o subconjunto das
matrizes invertiveis de M, (K) por Gl(n, K).

Exemplo 3.4 (Espago Euclideano n dimensional). O conjunto de
nameros reais R com a sua métrica usual e operacao de grupo + é
um grupo de Lie métrico. Mais geralmente, o espago Euclideano n-
dimensional R™ com a sua métrica plana é um grupo de Lie métrico,
com estrutura de grupo dada pelo produto direto de n fatores R.
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Exemplo 3.5 (Espago hiperbdlico n dimensional). Para n > 2, o
espaco hiperbdlico de dimensao n H"™ é naturalmente um grupo de
Lie métrico ndao comutativo: ele pode ser visto como o grupo de
similaridades de R, através do isomorfismo

(a,a,) €EH" = P(aq,): RV R
X — apX + a,

onde nés utilizamos o modelo do semiespago superior {(a,a,) | a €
R""! a, > 0} para H". Pode-se mostrar que toda métrica inva-
riante a esquerda em H™ é de curvatura constante negativa. Noés
vamos voltar a tratar deste exemplo, como um produto semidireto
no Exemplo 3.9 na Secao 3.1.

Exemplo 3.6 (Grupo especial unitdrio). Esse é o grupo

SU(2) = {Ac€My(C)|AT=A" detA=1}
- {( 5 ¥) em© | 1 =1f,

com operagao de grupo dada pela multiplicacdo de matrizes. SU(2)
é isomorfo ao grupo de quatérnios unitarios {a + bi + c¢j + dk |
a?+b%+c?+d* = 1} (aqui a,b,¢,d € R), com isomorfismo de grupos

(a—di —b+ci

btci atdi > €eSU@2)—a+bi+cj+dk.

Portanto, SU(2) é difeomorfo a esfera unitaria S* de R*. Como a
multiplicagao a esquerda por um quatérnio unitdrio é uma isometria
de R* com sua métrica usual, a restricdo da métrica de R* a S?, que
¢é de curvatura constante 1, ¢ uma métrica invariante a esquerda.

Exemplo 3.7 (Grupo especial ortogonal).
SO(3)={A€GI3,R) | A- AT =13, det A = 1},

onde I3 é a matriz identidade 3 x 3, é o grupo de rotacoes em torno de
eixos passando pela origem de R3, com a estrutura natural de mul-
tiplicagdo. SO(3) é isomorfo ao quociente de SU(2) pelo seu centro
{£I>}; em particular, SO(3) é difeomorfo ao espago projetivo real de
dimensao trés.
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Exemplo 3.8 (Grupo especial linear). O grupo especial linear SL(2, R)
é o grupo de matrizes reais 2 X 2 com determinante 1. O quoci-
ente SL(2,R)/{£I>} é isomorfo ao subgrupo das transformagoes de
Mobius que deixam invariante o semiplano superior do plano com-
plexo C, de acordo com o homomorfismo induzido por

a b az+b
(C d)eSL(2,R)n—>(zeC»—>CZ+de<C>.

Denotamos SL(2,R)/{£1>} por PSL(2,R). Em particular, PSL(2, R)
pode ser identificado com o grupo de isometrias de H? que preservam
a orientacgao que, por sua vez pode ser identificado de maneira natural
com o fibrado tangente unitério de l—lf, UH?, que é topologicamente o
fibrado trivial H? x S'. Portanto, SL(2,R), o recobrimento universal
tanto de SL(2,R) quanto de PSL(2,R), ¢ difeomorfo a R3. Mais
ainda, a identificacio de PSL(2,R) com UH? nos d4 um R-fibrado

II: SL(2,R) — H?

de SL(2,R) sobre H2.

3.1 Produtos semidiretos métricos de di-
mensao tres.

Essa segao usa algumas das construgoes e notagoes introduzidas pelo
primeiro autor do livro e J. Pérez [30] para produtos semidiretos de
R? e R, uma abordagem que, de certa forma, unifica o estudo de
diversos grupos de Lie métricos simplesmente conexos de dimensao
trés (veja o Teorema 3.13). Para mais detalhes sobre os resultados
aqui apresentados, nés sugerimos ao leitor [30].

Generalizando produtos diretos, um produto semidireto é uma
maneira de produzir um grupo a partir de dois subgrupos, um dos
quais é normal. No nosso caso, o subgrupo normal serd R? e o outro
fator serda R. Como um conjunto, um produto semidireto nao é nada
além do produto cartesiano de R? por R, mas a operacdo de grupo
nao é a de produto direto. Considere um homomorfismo de grupos
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¢: R — Aut(R?) = GI(2,R), o qual denotaremos por

o(z)=¢,: R? — R?
P = ¢:(p)

para cada z € R. A operacdo * do produto semidireto R? X, R serd
definida por

(P1,21) * (P2, 22) = (P1 + @2, (P2), 21 + 22). (3.1)

No que segue, vamos concentrar nossa atencao ao caso onde ¢ é
dada pela exponencial de uma certa matriz A € M3(R), i.e., p.(p) =
e*4p. O grupo correspondente serd denotado por R? x4 R. Com
esta construgao, é possivel obter todos grupos de Lie simplesmente
conexos de dimensao trés, com as excegoes de SU(2) (que néo ¢ difeo-
morfo a R3) e SAI:(2, R) (que ndo possui subgrupo normal de dimensao
dois).

Exemplo 3.9. Vamos enfatizar alguns casos particulares depen-
dendo da escolha da matriz A:

e A =0 € My(R) nos dé o produto direto usual de grupos, que,
10 1nosso caso, é R3 =R? x R.

e Tomando A = I, onde I é a matriz identidade 2 X 2, entéo
e*4 = e%I, e se pode recuperar o grupo H? de similaridades de
R?, conforme o Exemplo 3.5. Para uma dimensao a menos, essa
construcao nos leva a H? por simplesmente considerar A como
a matriz identidade 1 x 1, A = (1), e a operagao nao comutativa
*emHszsz(l)Ré

(z,y)* (2',y) = (x + ¥,y +3/).

e Uma consequéncia simples desse modelo de produto semidireto
para H? é que H? x R pode ser visto como o produto (R X (1)
R) x R. Porém, o grupo formado pelo produto H? x R também
pode ser construido como o produto semidireto R? x4 R, onde

A= < (1) 8 ) A relacdo entre esses dois modelos de H? x R é
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apenas uma permutacio entre a segunda e terceira componen-
tes, ou seja, a aplicagao

(2,9,2) ER* xa R (2,2,9) € R xq) R) xR

é um isomorfismo de grupos de Lie.

-1 R g
e Se A= 0 , entdo e*4 = cos SLZ ) 6 temos
1 0 sin 2z cos z
que R? x4 R = E(2), é o recobrimento universal do grupo de
movimentos rigidos do plano Euclideano que preservam a ori-
entacao.

(-1 0 ~ .4 _[€e* 0
OSeA—( 0 1>,entaoe —( 0 eZ)etemosque

R? x 4R = Sols é o grupo soltivel Solz, também conhecido como
o grupo E(1,1) de movimentos rigidos do plano de Lorentz-
Minkowski que preservam a orientacao.

(01 - a4 (1 z 9
oSeA(O 0),entaoe <O 1>etemosqueR XA

R = Nilg, é isomorfo ao grupo de Heisenberg de matrizes nil-

1 a c
potentes da forma | 0 1 b
0 0 1

Resumindo, as escolhas acima de A geram as estruturas de grupo
conforme a seguinte tabela:

R2 x4 R R3 H3 H2 x R
00 10 10

Al (se) (od) (on)
R2 x4 R E(2) Sols Nils
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Por enquanto, nos referimos mais as estruturas de grupo do que as
métricas invariantes a esquerda que cada estrutura de grupo possui.
Uma métrica invariante a esquerda é determinada através da escolha
de uma base da &lgebra de Lie para ser um conjunto ortonormal,
embora bases distintas possam gerar métricas isométricas. Nosso
proximo objetivo é determinar uma base candnica para o conjunto de
campos de vetores invariantes & esquerda (respectivamente & direita)
de um produto semidireto R? x 4R, para qualquer matriz A € Ms(R).

Colocando coordenadas (r,y) € R?, 2 € R, considere os campos
coordenados {0, 0y, 0. }. A métrica canénica de R2x 4R é a métrica
invariante & esquerda na qual os vetores {0, Jy, 0.} formam uma
base ortonormal na origem (0,0,0) € R? x4 R. A extensdo invariante
a esquerda dos campos coordenados é dada, em cada ponto (z,y, z) €
R? x4 R, por

El(xayvz) = all(z)ax +a21(z)8y,
Ey(w,y,2) = a12(2)0: + aza(2)0y,
Eg(LL" Y, Z) = 8,27

a11(z)  a12(z) )

onde denotamos a aplicacdo exponencial e*4 =
p § p ( agl(z) agg(z)

Agora, se A estiver escrita como
a b
=(0a)

entdo o colchete de Lie de R? x4 R é dado pelas relacoes

[E1, E2] =0, [Es, Ey] =aFy +cEy, [E3, By =bE) +dE;. (3.2)

A mudanca da base ortonormal {F1, F2, E3} para a base de cam-

pos coordenados {0, 0y, 0.} produz a seguinte expressdo para a
métrica candnica de R? x4 R:

ds® = Qu(z)d:v2 + Q22 (z)dy2 +d2? + Q12(2)(dz ® dy + dy ® dzx),

onde os coeficientes @);; dependem unicamente da coordenada z e sao
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definidos por (aqui, tr(A) denota o trago da matriz A)

Qi1(2) = (02, 0y) = e "D [ag(2)? + an(2)?]

Qa2(2) = (0, 0,) = e 2t [a11(2)? + a12(2)?]

Qu2(2) = (0, 0y) = —e "W lar(2)az (2) + a1a(2)aze(2)] .

Em particular, a partir desta expressdo da métrica de R? x4 R, po-
demos obter algumas propriedades sobre este grupo de Lie métrico
que apresentamos abaixo (e sugerimos [30] como referéncia para suas
demonstragoes).

Proposicao 3.10.

1. A conexdo Riemanniana V de R2? x4 R satisfaz
Ve By =aE; | Vg Ey=Y2E; | Vg E3=—aFE, — %< B,
Ve, By =Y E; | Vg, Eo=dE; | Vg,E3=—-"¢E —dE,
Ve,B1=%52Ey | Vp,Ey = %5 By | Vg, E3 = 0.

(3.3)
2. Retas verticais {(zo, ¥o, 2) € R? x4 R | z € R} sao geodésicas.

3. A curvatura média de planos horizontais {(z, y, z0) € R*x 4R |
x, y € R} com respeito ao campo normal F3 é constante H =
tr(A)/2. Além disso, cada plano horizontal possui curvatura
seccional identicamente zero, ou seja, é flat.

4. Dado (z0,y0) € R?, a aplicagao (z,v, 2) A (—x + 220, —y +
290, 2) é uma isometria de (R? x4 R, {,)). Observe que ¢ é a
rotagao de dngulo 7 em torno da linha v = {(xg, 0, 2) | 2 € R},
e possui como conjunto de pontos fixos exatamente a geodésica
7.

5. Para uma reta L em R? x4 {0}, defina P;, como o plano ver-
tical {(z,y,2) | (z,4,0) € L, z € R}. Entdo P é regrado
por geodésicas verticais. Mais ainda, como rotacoes de angulo
m por qualquer uma dessas geodésicas em Pp é uma isome-
tria que leva Pp, nele mesmo, entao a curvatura média de Pr, é
identicamente nula. Ou seja, planos verticais de R? x4 R sdo
superficies minimas.
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oy

Figura 3.1: Em produtos semidiretos R? x 4 R, todo plano vertical é
uma superficie minima (ou seja, uma 0-superficie). Planos horizontais
(quando orientados segundo F3) possuem curvatura média constante
H = tr(A)/2, e o plano R? x4 {0} (destacado na figura acima da
direita) é um subgrupo normal de R? x 4 R.

6. Se A,B € M(R) sao similares (i.e., B = P~'AP para uma
matriz invertivel P € GI(2,R)), entdo, a aplicagao 1: R? x4
R — R2?x R definida por ¢ (p,t) = (P~ !'p,t) é um isomorfismo
de grupos de Lie.

7. Se A, B € My(R) sdo congruentes (i.e., B = P"'AP para al-
guma matriz ortogonal P € O(2)), entdo a aplicacao ¢ definida
acima é também uma isometria entre as métricas canonicas de
]R2 NARGRQ NBR.

A seguir, descreveremos brevemente quais sdo os possiveis grupos
de Lie X simplesmente conexos de dimenséo trés. Quanto a estrutura
de grupo de X, existem duas possibilidades, ou X é unimodular ou
X é nao unimodular.

3.2 Grupos de Lie métricos unimodula-
res.

Dentre todos grupos de Lie simplesmente conexos de dimensao trés,

os casos SU(2), SL(2,R), E(2), Sols, Nils e R? compreendem os gru-
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pos unimodulares®. Como observado anteriormente, com as excegoes
de SU(2) e SL(2,R), todas as outras estruturas de grupo unimodu-
lares podem ser obtidas através de um produto semidireto R? x4 R
para alguma matriz A € M3(R), veja o Exemplo 3.9.

Suponha que X é um grupo de Lie unimodular, simplesmente
conexo e de dimensdo trés, munido de uma métrica invariante a es-
querda (, ). Sempre é possivel encontrar um referencial ortonormal
de campos invariantes & esquerda {Eq, Fa, E3} e tais que

[E9, B3] = c1E1, [Es,Er] =coEs, [Ey, Es] = c3Es, (3.4)

para certas constantes cj, ca,cs € R, entre as quais no maximo uma
é negativa. A tripla de nimeros (c1, c2,c3) e de campos {F1, Fy, E3}
sao chamadas respectivamente de constantes estruturais e base canénica
(ou base unimodular) do grupo de Lie métrico X. As constantes as-
sociadas & tripla (¢1, cg, ¢3) que apresentamos a seguir sdo uteis para
a descricao da geometria dos grupos de Lie métricos, simplesmente
conexos, unimodulares e de dimensao trés:

1 1 1
ﬂ1:§(—01+62+03)7 M2:§(01*62+C3), M315(01+C2*03)'

(3.5)
Por exemplo, a conexdo de Levi-Civita associada a (, ) é dada por

VE1E = M El X Ej, Zvj € {17233}7 (36)

onde x denota o produto cruzado associado & métrica (, ) e & ori-
entagao de X definida quando declaramos que a base canonica {E1, Fa, E3}
é positiva. A partir da equagdo (3.6), é direto checar que o tensor

de Ricci associado & (, ) é diagonalizado na base {E1, Ea, E5} com
autovalores (veja Milnor [46] para maiores detalhes)

RlC(El) = 2/1,2/1,3, RIC(EQ) = 2#1#3, RlC(Eg) = 2/11/142. (37)

Dependendo dos sinais das constantes estruturais ¢;, obtemos seis
possibilidades distintas para as estruturas de grupo de Lie, que estao

2Mais geralmente, um grupo de Lie (conexo) G é chamado de unimodular se
para cada elemento z na sua algebra de Lie g, o endomorfismo ad;: g — g dado
por adg(y) = [z,y] possui trago zero. Isso é equivalente & propriedade que a
medida de Haar invariante & esquerda de G é também invariante a direita.
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listadas na tabela abaixo, juntamente com as possiveis dimensoes
do grupo de isometrias I(X) para uma dada métrica invariante &
esquerda em X.

S i <3| )=+ ami s
+ + + SU(2) Sereir E(5 > 0,7) §%(x)
PR SL(2,R) E(n <0,7) 0
+, +, 0 E(2) ¢ (E(2), )
+,—-0 Sols 0 0
40,0 ] Nil = E(0, 7) 0
0,0,0 0 0 R®

Grupos de Lie métricos unimodulares simplesmente conexos de di-
mensdo trés. Cada linha horizontal na tabela acima corresponde a
uma Unica estrutura de grupo; quando todas as constantes estruturais
sao diferentes, o grupo de isometrias de X é de dimensao trés. Se duas
ou mais constantes coincidem, entao o grupo de isometrias de X tem
dimensao quatro ou seis. Aqui, utilizamos a notacao padrao E(k, T)
para o espago total da submersao Riemanniana com curvatura de fi-
brado 7 sobre uma superficie completa, simplesmente conexa, com
curvatura constante k. Observamos que quando SU(2) estd equipado
com uma métrica invariante a esquerda cujo grupo de isometrias tem
dimensao quatro, ele é chamado de uma esfera de Berger.

Fixando um grupo de Lie métrico unimodular X = (Z,(, )), po-
demos tomar F1, Eo, E3 a base canonica de X (com respeito a (, ).
Agora, escolha valores A1, A2, A3 > 0 e declare que o comprimento
de E; é \;, mantendo a ortogonalidade de {E1, E2, F3}. Isso define
unicamente uma nova métrica invariante & esquerda (, ) em Z, e
qualquer métrica invariante a esquerda do grupo Z pode ser obtida
através deste procedimento (veja, por exemplo, a discussdo que se-
gue o Corolério 4.4 de [46]). Os vetores E1, Eo, E3 sdo autovetores do
tensor de Ricci para qualquer métrica (, )’, embora os autovalores de
Ricci associados dependam das constantes A; e, portanto, da métrica

()
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A préxima proposicao nos da algumas propriedades sobre as cur-
vas integrais I'; de E;, i = 1,2, 3, que passam pelo elemento neutro
e € Z. Cada I'; é um subgrupo a 1 pardmetro de Z que gera FE; pela
acao a direita de I'; em Z.

Proposicao 3.11. Na situacdo acima, cada I'; € o conjunto de pon-
tos fixos de um isomorfismo de ordem dois ¢;: Z — Z, que preserva
a orientacao de Z. Diremos que cada ¢; € uma mw-rotagao por I;.
Além disso, valem as sequintes propriedades:

(1) ¢i deiza invariante cada uma das classes residuais a esquerda de
Iy, j=1,2,3.

(2) Para cada métrica invariante ¢ esquerda {,) de Z, T; é uma
geodésica e ¢; € uma isometria.

Demonstrag¢ao. Na Proposigdo 2.21 de [30], fica provado que, nas
condigoes acima, existem isomorfismos de ordem dois ¢;: Z — Z, i =
1,2, 3, que preservam a orientagao e tais que (do;)e((E;)e) = (Ei)e,
para os quais a métrica dada pelo pull-back ¢3(, )’ éigual a (, )’ para
qualquer métrica invariante & esquerda (, )’ em Z. Agora, (3.6) im-
plica que a curva integral T'; de E; é uma geodésica de (Z, (, )) (para
toda métrica invariante & esquerda (,)’). Como (d¢;)c((E;)e) =
(FE;)e, concluimos, da unicidade de geodésicas, que T'; consiste intei-
ramente de pontos fixos de ¢;. Além disso, como ¢; possui ordem
dois e preserva a orientacdo, entdo d(¢;)c((Ej)e)) = £(E;)e., e daf ¢;
deixa cada I'; invariante, o que demonstra a Proposicao 3.11. O

3.3 Grupos de Lie métricos nao unimo-
dulares.

Os grupos de Lie métricos, simplesmente conexos de dimensao trés
nao unimodulares correspondem aos produtos semidiretos X = R2x 4
R com tr(A) # 0, conforme explicaremos a seguir.

Lema 3.12 ([30, Lemma 2.11]). Um grupo de Lie simplesmente co-
nexo de dimensao trés Z € ndo unimodular se e somente se ele €
isomorfo a um produto semidireto R? x4 R com tr(A) # 0.
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Demonstracdo. Seja 3 a algebra de Lie de um grupo Z como acima.
Entdo, o niicleo u da aplicacio linear = € 3 % tr(ad,) € R tem
dimensao igual a dois. Apds escolher uma métrica invariante a es-
querda {, ) em Z, tome uma base ortonormal {FE;, Es, E3} de 3 tal
que {E1, E2} gere u. Tomando o trago na identidade de Jacobi

ad[z,, = adg oady —adyoad,, Vr,ye€sj3,

segue que
[z,y] € ker(¢) =u Vaz,y €3, (3.8)

de onde obtemos que [E1, E3), [E2, E3] sao ortogonais a E3. Decorre,
portanto, que

0= tr(adEl) = <[E17 EQ], E2>, 0= tl"(adE2) = <[E2, El], E1>7
e daf [Eq, E2] = 0. Ainda mais, existem a,b, c,d € R tais que

[E3,E1] = G,E1 + CEQ, (3 9)
[E37 EQ] = bEl + dEQa '

com tr(adg,) = a+d # 0, pois E5 ¢ u. Para terminarmos a demons-

tragdo do lema, seja A = a b ) € M>(R). Comparando (3.9)

d
e (3.2), obtemos que as dlgebras de Lie de Z e de R? x4 R sdo
isomorfas. Como ambos os grupos Z e R? x4 R sdo simplesmente

conexos, isso implica que existe um isomorfismo entre as estruturas
de grupo de Z e de R? x4 R. O

Pela explicagao no inicio da Segao 3.2 e pelo Lema 3.12, temos o
seguinte resultado de classificagao:

Teorema 3.13. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente co-
nexo e de dimensao trés. Entao, uma das sequintes afirmacoes vale:

1. X ¢é compacto; entio X € difeomorfo a S? e é isométrico e iso-
morfo a SU(2) munido de uma métrica invariante & esquerda.
Em particular, X € unimodular.

2. X is ndo compacto; entdo X is difeomorfo a R> e, além disso,
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(a) se X é unimodular, entdo ou X € isomorfo e isométrico a
SL(2,R), munido de uma métrica invariante & esquerda,

ou X € isomorfo e isométrico a um produto semidireto
métrico R? x4 R, com A € M(R) tendo tr(A) = 0;

(b) se X énao unimodular, entdo X € isomorfo e isométrico a
um produto semidireto métrico R? x4 R, com A € My(R)
tendo tr(A) # 0.

Quando X for um grupo de Lie métrico ndo unimodular, entao
ap6s uma homotetia da métrica de X, podemos assumir que tr(A) =
2. Essa normalizagao tr(A) = 2 no caso nao unimodular serd
assumida até o fim do livro. Apds uma mudancga ortogonal da
base invariante & esquerda, podemos expressar a matriz A de maneira
tnica por

A= Ala,b) = < (11j;‘)b _(f:;)b > a,be0,00). (3.10)

A base candnica do grupo de Lie métrico X é, por defini¢ao, o
referencial ortonormal invariante & esquerda {E, Es, F3} dado em
(3.4) pela matriz A de (3.10). Em outras palavras, todo grupo de Lie
métrico nao unimodular, simplesmente conexo e de dimensao 3 ¢ iso-
morfo e isométrico (ap6s possivelmente uma homotetia da métrica)
a um produto semidireto R? x4 R com sua métrica candnica, e onde
A estd escrita como em (3.10). Mais ainda, nesta métrica as diregoes
FE,, Es, E3 sao precisamente aquelas que diagonalizam o tensor de
Ricci associado & métrica canénica de R? x4 R, com curvaturas prin-
cipais de Ricci dadas por (veja [30, Section 2.5])

Ric(Ey) = —2(1+a(l+b?))
Ric(E2) = —2(1—a(1+b?)) (3.11)
Ric(E3) = —2(1+da*(1+0?)).

Pelo Exemplo 3.9, se A = I, for a matriz identidade 2 x 2 (ou
seja, se tomarmos a = 0, b = 0 em (3.10)), entdo a estrutura de
grupo de R? x4 R é aquela do espaco hiperbélico de dimensao trés
H3. Ainda mais, a métrica canonica de R? x 4R é aquela de curvatura
constante —1. Se tomarmos a = 1,b = 0, obtemos o espago produto
H?(—4) x R, onde H?(—4) tem curvatura constante —4.
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Com as hipdteses da normalizacao de A segundo (3.10) e supondo
que A # I, entdo o determinante de A determina unicamente a
estrutura de grupo de Lie (veja, por exemplo, [30, Section 2.5]). Esse
valor é o chamado invariante D de Milnor de X = R2 x4 R:

D = (1—-a*)(1+b*) = det(A). (3.12)

E importante observar que, quando A # I, entdo, embora o invari-
ante D determine unicamente a estrutura de grupo, sempre existe
uma familia a um parametro de métricas nao isométricas para a
mesma estrutura de grupo de Lie. Essa familia aparece naturalmente
quando resolvemos a equagao (3.12) para a em termos de b e um certo
D fixado, e definimos X = R? x4 R com A descrita por (3.10).

Todo grupo nao unimodular X = R? x4 R admite uma 7-rotacao
sobre qualquer curva integral do campo 0, = Fs, com propriedades
similares aquelas das w-rotagoes apresentadas na Proposicao 3.11 para
o caso unimodular. A demonstracao da préxima proposicao decorre
diretamente do item 4 da Proposicao 3.10.

Proposicao 3.14. Seja X = R? x4 R um produto semidireto nao
unimodular munido de sua métrica canénica. Entdo, o eixo z {0} x4
R € uma geodésica e € o conjunto de pontos fixos da isometria ¢: X —
X, ¢(x,y,2) = (—x,—y, 2), que € um isomorfismo de ordem dois que
preserva a orientacdo. Em particular, dado qualquer ponto p € X, o
subgrupo das isometrias de X que preservam a orientacdo e fixam p
contém o subgrupo {1x,l, 0 ¢o l;l} = Zo.

3.4 Propriedades de grupos de Lie métricos,
simplesmente conexos, de dimensao
trés.

Nesta secao, X denotard um grupo de Lie métrico, simplesmente
conexo, de dimensao trés e e € X denota o seu elemento neutro.
Denotamos por I(X) o grupo de isometrias de X e, para p € X,
I,(X) serd o grupo de isotropia de X em p, i.e., os elementos ¢ € I(X)
tais que ¢(p) = p. Ainda mais, definimos I;‘(X) como o grupo de
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isometrias que preservam a orientacao de X e que fixam p. A seguir,
apresentaremos algumas propriedades de X que serao utilizadas mais
adiante no texto. Comegaremos com uma propriedade crucial de
I.(X).

Proposigao 3.15. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente
conezo de dimensao trés cuja dimensao do grupo de isometrias é 3
ou 4. FEntao, existe um vetor unitirio E € T,X e uma tsometria
¢ € I1(X) de ordem dois tal que dp.(E) = E. Mais ainda, E pode
ser escolhido de modo que a diferencial em e de qualquer isometria

p € I.(X) leva E em £E.

Demonstragao. Se I(X) tem dimensao quatro, entdo X é isométrico
a um dos espagos E(k, 7), que pode ser descrito através de uma sub-
mersdo Riemannianas IT: E(x, 7) — Q(x) sobre uma superficies com-
pleta, simplesmente conexa Q(x) de curvatura constante k € R e
torgao 7 € R. Nesse caso, a proposicao pode ser checada direta-
mente, onde E é escolhido como um dos dois vetores unitarios de
T.E(k, ) tangentes & fibra [T~ ({II(e)}).

No restante da demonstracao, assumiremos que a dimensao de
I(X) é trés. Primeiramente, as Proposi¢oes 3.11 e 3.14 nos déo a
existéncia de uma isometria ¢ e um vetor F como afirmado; ou F é um
dos vetores da base {F1, F2, E3} que diagonaliza o tensor de Ricci,
quando X é unimodular, ou £ = FEj3 é a direcao do campo coordenado
0., quando X é ndo unimodular e escrito como um produto semidireto
R? x4 R, munido de sua métrica canénica.

Para demonstrar a proposigdo, precisamos mostrar que qualquer
outra isometria que fixa o elemento neutro e também satisfaz que sua
diferencial ou deixa FE invariante ou leva F em —FE. Seja, portanto,
¢ € I.(X) uma isometria de X que fixa e. Como E foi escolhido como
um autovetor do tensor de Ricci, temos que d¢.(FE) também serd um
autovetor do tensor de Ricci, associado ao mesmo autovalor. Agora,
como a dimensao de I(X) é igual a 3, (3.11) (no caso ndo unimodular)
e (3.7) (no caso unimodular) nos d&ao que os trés autovalores do tensor
de Ricci sdo distintos, portanto, como do¢.(FE) é unitario, dé.(E) = F
ou d¢.(E) = —FE, conforme afirmado. O

Observacao 3.16. Note que se F é dado pela Proposicao 3.15 e
¢ € I.(X), entao o grupo a 1 parametro I' gerado por E é invariante
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pela agao de ¢.

Seja Y uma variedade homogénea, simplesmente conexa de di-
mensao trés. Dada uma superficie compacta ¥ imersa em Y, deno-
tamos por ||H||(X) o valor absoluto maximo da funcdo curvatura
média de X, |H|: ¥ — R. Associado a Y, temos a seguinte constante
nao negativa, denominada a curvatura média critica de Y:

H(Y) =inf{||H||x(X) | ¥ é uma superficie compacta imersa em Y}.
(3.13)

Em seguida, ilustraremos essa nocao de curvatura média critica
com alguns exemplos. Em R3, a curvatura média de qualquer es-
fera redonda de raio R é % N\ 0, e portanto H(R?*) = 0. No
espaco hiperbélico de dimensao trés H?, a curvatura média de es-
feras geodésicas de raio R é coth(R), que converge por cima a 1
quando R — oo, portanto H(H?®) < 1. Por outro lado, se ¥ for
uma superficie compacta imersa em H?, podemos tomar um ponto
base p € H? e considerar bolas geodésicas fechadas Bys(p, r) de raio
r > 0 e centro p; como X é compacta, existe um raio maximo rqg > 0
tal que X intersecta 0Bpys(p, r) em um ponto g € X N dBys(p, 10).
O principio do méximo aplicado a ¥ e dBys(p, o) em ¢ dd que
Hyx(q) > coth(rg) > 1. Em particular, | H||«(X) > 1, de onde segue
que H(H?) = 1.

Lembrando que toda variedade homogénea simplesmente conexa
de dimensdo trés Y ou é S?(k) x R ou um grupo de Lie métrico
(Teorema 3.2), vamos analisar a curvatura média critica desses ca-
sos. Quando Y = S?(k) x R, existem esferas minimas imersas em
Y, portanto H(Y) = 0. A existéncia de esferas minimas também é
conhecida quando Y é um grupo de Lie métrico ndo difeomorfo a R?,
i.e.,, quando Y é isométrico a SU(2) munido de uma métrica inva-
riante & esquerda, portanto nesse caso H(Y') é novamente zero. De
fato, Simon [55] demonstrou que para qualquer métrica Riemanniana
em S?, existe uma esfera minima, mergulhada e de indice um nessa
variedade.

Se X for um grupo de Lie nao unimodular, apds uma reescala da
métrica de X, ele é isomorfo e isométrico a R? x 4 R para uma matriz
A € M3(R) com tr(A) = 2; nesse caso, H(X) > 1 pelo principio
da comparacao da curvatura média aplicado as folhas da folheacao
{R? x4 {2} | z € R}, que possuem curvatura média constante 1. No
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Teorema 3.20 abaixo, vamos ver, entre outras propriedades, que nesse
caso vale de fato a igualdade H(X) = 1.

Definicao 3.17. Seja Y uma variedade Riemanniana completa de
dimensao trés e volume infinito. A constante de Cheeger de Y é
definida como

. Area(0Q) | —
Ch(Y) = inf { Volume(Q) | @ CY compacto, 0N suave} . (3.14)

Exemplo 3.18 (Ch(S? xR)). Vamos calcular a constante de Cheeger
de S% X R, onde S? é a esfera de dimenséo dois e curvatura constante
1. Considere os dominios €, = S% x [0, n], para n € N. Como

O, = (S? x {0}) U (S* x {n}), temos que

Area(0Q
Volume(2,,) = n%,

de onde obtemos que Ch(S? x R) = 0.

Considere agora um produto semidireto R? x4 R para alguma
A € M3(R). Um simples célculo nos dd que o elemento de volume
dV para a métrica canonica de R? x4 R é

dV = e "W dp A dy A dz, (3.15)

de onde decorre que o volume de R? x 4R com sua métrica candnica é
infinito, e portanto a Definigao 3.17 se aplica. O objetivo do préximo
resultado € calcular a constante de Cheeger para essa variedade Ri-
emanniana; ele é um caso particular de um resultado mais geral de
Peyerimhoff e Samiou [49], que demonstraram esse resultado para o
caso do ambiente ser um grupo de Lie simplesmente conexo e solivel®.
Para uma prova do caso particular tratado abaixo, veja [30, Theo-
rem 3.22].

Teorema 3.19. Seja A € M3(R) uma matriz com tr(A) > 0. Entdo
Ch(R? x4 R) = tr(A).

3Um grupo de Lie X é chamado de solivel se existe uma série de subgrupos
{e} = X0 < X1 <+ < X} = X tais que X;_1 é normal em X; e o quociente
X;/X;—1 for abeliano, paratodo j = 1,..., k. Tomando X1 =R%?x 4 {0} ek = 2,
segue que todo produto semidireto RZ x4 R é um grupo soldvel.
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Conforme mostrado no préximo teorema por Meeks, Mira, Pérez
e Ros [29], a curvatura média critica de um grupo de Lie métrico
simplesmente conexo de dimensao trés pode ser obtida em termos da
sua constante de Cheeger.

Teorema 3.20 ([29, Theorem 1.4]). Seja X um grupo de Lie métrico,
simplesmente conexo de dimensdo trés e com volume infinito. Entdo

H(X) = %Ch(X).

Em particular, se A € M3(R) for uma matriz com tr(A) >0 e X =
R2 x4 R, entdo

Ch(R? x4 R) = tr(A) = 2H(R? x4 R).

Observagao 3.21. A estratégia da prova do Teorema 3.20 utilizada
em [29] é a seguinte. Seja X como no enunciado do teorema e seja
V,, C X uma sequéncia de dominios isoperimétricos de X com volume
tendendo ao infinito. Entao, valem as seguintes propriedades para a
sequéncia {V, }nen:

1. Para todo n € N, a curvatura média constante H,, de 9V, é
maior que 3Ch(X).
2. lim H, = %Ch(X).

n— oo

3. Os raios R,, de V,, satisfazem lim R,, = cc.
n— oo

Em particular, itens 1 e 2 nos dao que H(X) < 1Ch(X). Por
outro lado, o item 3 implica que podemos assumir que qualquer su-
perficie compacta X, imersa em X, estd contida em V,,, para n sufi-
cientemente grande. Ainda mais, apés uma translagao de X, pode-
mos assumir também que ¥ intersecta 0V,,. Portanto, se ||H oo (X)
for a curvatura média maxima de 3, temos que o principio da com-
paracdo da curvatura média aplicado em um ponto de ¥NJV,, implica
que ||H| o > H, > $Ch(X), onde a segunda desigualdade vale pelo
item 1. Isso tem como consequéncia que H(X) = 1Ch(X) e, além
disso, que ndo existe uma superficie compacta de curvatura média
constante H(X) em X.
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3.5 O Teorema de Representacao

Ao longo desta se¢do, X denotard um grupo de Lie métrico simples-
mente conexo de dimensao trés. O objetivo aqui serd o de obter
uma representacao analitica para toda superficie simplesmente co-
nexa imersa em X e com curvatura média constante H, para um
H fixado. Essa representacao depende da aplicagao de Gauss inva-
riante a esquerda da superficie e de invariantes de X que vém de
sua algebra de Lie métrica. Tais invariantes serao codificados por
funcdes R: C — C, onde estamos pensando em C como a projecio
estereogrifica da esfera unitéria S? de T,X, pelo seu polo sul* (veja
as Definigoes 3.23 e 3.24 abaixo).

Definicao 3.22. Dada uma superficie imersa e orientada f: ¥ — X
com campo normal unitdrio N: ¥ — TX (onde TX é o fibrado
tangente a X), definimos a aplicagcdo de Gauss invariante d esquerda
da superficie imersa como a aplicacdo G: ¥ — S? C T.X que associa
a cada p € X o vetor unitario tangente a X no elemento neutro
e dado por (dlf(y))e(G(p)) = Np. Observamos que a aplicacdo de
Gauss invariante & esquerda de um subgrupo de dimensao dois de X
é constante.

Apos projetar estereograficamente a aplicagao de Gauss invariante
a esquerda G de uma H-superficie em X pelo polo sul da esfera
unitéria S? C T, X, a funcgo resultante g: ¥ — C = CU{oo} satisfaz
uma EDP eliptica conforme que pode ser expressa em termos do H -
potencial do espago X, o qual definimos a seguir:

Definicao 3.23. Seja X um grupo de Lie métrico nao unimodular.
Reescale a métrica de X de modo que ele se torne isométrico e iso-
morfo a R? x4 R com sua métrica canonica, onde A € My(R) é dada
por (3.10) para certas constantes a,b > 0. Dado H € R, definimos o
H-potencial de X como a aplicacdo R: C — C dada por

2 oy . _
R(q) = H (1+q*)" —(1~[a[")~a (¢* =) =ib (2la]* = a (¢* +T°)),
B (3.16)
onde g denota o complexo conjugado a g € C.

4Definimos o polo sul de S? em termos da base canénica {E1, F2, E3} de X.
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Definigao 3.24. Seja X um grupo de Lie métrico unimodular com
constantes estruturais ¢, ce,c3 definidas pela equagao (3.4) e se-
jam p1, po, u3 € R as constantes definidas em termos de ¢y, co, c3
em (3.5). Dado H € R, definimos o H-potencial de X como a
aplicacdo R: C — C dada por

2 7
R(q) = H (1+1¢]*)" = 5 (o1 + ¢** + 1 = ¢*1* + dpsslal?) -
(3.17)

Note que R(q)/|q|* possui um limite finito quando ¢ — oo (em
particular, R(q) diverge quando ¢ — o). Diremos que o H-potencial
R de X tem um zero em gy = oo € C se lim,—,00 R(q)/|q|* = 0.

Uma anédlise dos zeros do H-potencial R em (3.16) e em (3.17)
nos dé o seguinte lema (observe que no caso nado unimodular estamos
assumindo a normalizagdo tr(A) = 2 que, pelos Teoremas 3.19 e 3.20
implicam que H(X) =1).

Lema 3.25. Seja X um grupo de Lie méirico e seja H € R dado.
Entao, o H-potencial de X é uma func¢do que nao possui zeros em C
se e somente se

(1) X € isomorfo a SU(2), ou

(2) X ndo é isomorfo a SU(2), € unimodular e H # 0, ou

(3) X € nao unimodular com D-invariante D <1 e |H| > 1, ou
(4) X é ndao unimodular com D-invariante D > 1 e |H| # 1.

A seguir, utilizaremos o Lema 3.25 para provar o proximo re-
sultado, que sera utilizado no Capitulo 6 na demonstracao do seu
teorema principal.

Proposigao 3.26. Se existe uma H-superficie compacta 3 em X,
entao, o H-potencial de X nao possui zeros em C.

Demonstracdo. Se X for nao unimodular, os planos horizontais R? x 4
{20} € X = R? x4 R produzem uma folheacao de X por folhas
de curvatura média constante 1, observando que a matriz A é dada
por (3.10). Aplicando o principio do mdximo para ¥ e as folhas
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desta folheagdo, obtemos que |H| > 1. Entdo, pelo Lema 3.25, o
H-potencial de X nao possui zeros nesse caso.

Suponha agora que X é unimodular. Se X for isomorfo a SU(2),
entao a proposicao vale pelo Lema 3.25. Assim, para terminarmos
a demonstracdo, podemos assumir que X é difeomorfo a R3. Nesse
caso, o item 2 do Lema 3.25, nos diz que € suficiente provar que H # 0.
Por absurdo, suponha que 3 é uma superficie minima compacta em
X, e vamos obter uma contradi¢ao com o principio do maximo através
do préximo argumento.

Apo6s uma translacao a esquerda, podemos assumir que e € 3.
Escolha € > 0 tal que a exponencial de grupo de Lie exp, quando
restrita a bola IB(O €) C T. X de raio ¢ centrada na origem 0eT.X,
seja um difeomorfismo em B = exp(IB%(O,E)). Seja p um ponto em
(5N B) — {e} e seja I' = exp(Rv) o subgrupo a 1-pardmetro de X
gerado pelo tnico v € IB%(6, g)— {6} tal que expv = p. Como o arco I'
é préprio e 3 é compacta, existe um valor méaximo to € [1,00) tal que
lp(to)(f)) N3 # 0, onde T'(t) = exp(tv), t € R. Aplicando o principio
do méximo para as superficies minimas 3 e lp(to)(i), obtemos que
S = lp(to)(f]). Agora, aplicando novamente a translagao a esquerda
Ir(t), temos que 3= lp(gto)(fi), contradizendo a propriedade que
definia ty. Essa contradigao implica que H # 0, que termina a prova
da Proposigao 3.26. O

Se z = x +1iy é uma varidvel complexa, denotamos suas derivadas
parciais por

0 _1(o 0\ o8 _1(0 .0

0z 2\0x 0Oy) 08z 2\ox oy)’
No préximo teorema, chamado de Teorema da Representagao, R de-
notard o H-potencial de um grupo de Lie métrico X, como dado pelas

Definigoes 3.23 e 3.24. A varidvel complexa de R serd denotada por
g = x + 1y e suas derivadas serao denotadas por subindices R,, Rj.

Teorema 3.27 (Mecks, Mira, Pérez e Ros, [28]). Sejam ¥ uma su-
perficie de Riemann com parametro conforme z, X um grupo de Lie
métrico, e H € R.
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Seja g: ¥ — C uma solu¢io da EDP eliptica complexa

Rq Rﬁ Rq 2
2z — 29z - = z| 1
0z = W@ g+ (- 32) @la (3.18)

tal que g, # 0 sempre®, e tal que o H-potencial R de X ndo se anula
em g(X) (por exemplo, isso ocorre se H satisfizer as condigoes do
Lema 3.25). Entao, existe uma H-superficie imersa f: ¥ — X, que
€ unica a menos de translagoes a esquerda, cuja aplicacao de Gauss
€g.

Reciprocamente, se g: ¥ — C for a aplicacio de Gauss de uma
H -superficie imersa f: ¥ — X em um grupo de Lie métrico X, e o
H-potencial R de X ndo se anula em g(X), entdo g satisfaz a equagdo
(3.18), e, além disso, g, # 0 sempre.

Uma aplicacao do Teorema 3.27 é o préximo corolario, que serd
utilizado no Capitulo 6. Este coroldrio é o Coroldrio 3.8 de [2§], e
sua prova, assim como a prova do Teorema 3.27, pode ser encontrada
em [28].

Corolario 3.28. Seja f: ¥ — X uma H-superficie imersa em X
com aplica¢io de Gauss g: ¥ — C. Assuma que o H-potencial de
X nao se anula em g(¥). Entdo a diferencial de g tem posto no
mazimo 1 em toda X se e somente se f for invariante pelo fluxo de
um campo de vetores invariante a direita em X. Além disso, se f
for invariante pelo fluxo de um campo invariante a direita, entao o
posto da diferencial de g € 1 em todos os pontos de 3 e a imagem da
aplicacdo de Gauss g(X) é uma curva regular em C.

Observagao 3.29. Seja X um grupo de Lie métrico, simplesmente
conexo, unimodular e ndo isomorfo a SU(2) e seja K um subgrupo
de dimensao dois. Se a curvatura média constante H de K fosse
diferente de zero, entao o Lema 3.25, diz que o H-potencial de X
nunca se anula. Em particular, a aplicacao de Gauss invariante a
esquerda g de K satisfaz g, # 0, uma contradicao com o fato que g
é constante. Isso demonstra que todo subgrupo de dimensao dois de
X é minimo.

50Observamos que g # 0 sempre significa que g:(z0) # 0 se g(z0) € C e que
lim 2, (92/9%)(2) # 0 se g(20) = oo.



Capitulo 4

As estimativas de raio e
de curvatura de
Meeks-Tinaglia.

Um problema classico na teoria de superficies é o de classificar H-
superficies simplesmente conexas mergulhadas em R3. Quando a su-
perficie é simplesmente conexa e compacta, essa classificacao segue
ou pelo trabalho de Hopf [20] em 1951 ou de Alexandrov [4] em 1956,
que apresentaram provas distintas de que a esfera redonda é a tnica
possibilidade. Pelo préximo teorema, uma (H > 0)-superficie com-
pleta e simplesmente conexa é compacta.

Teorema 4.1 (Meeks-Tinaglia [40]). Uma (H > 0)-superficie com-
pleta e simplesmente conexa em R® € compacta, e portanto é uma
esfera redonda.

Os dois ingredientes principais na prova do Teorema 4.1 (Teo-
rema 1.1 em [40]) sdo es estimativas de raio! dadas pelo Teorema 1.5
e as estimativas de curvatura do Teorema 1.4 da Introducao. Por
conveniéncia, vamos re-enunciar tais resultados a seguir.

1O raio de uma superficie Riemanniana compacta com bordo é a distancia
intrinseca méxima de pontos da superficie até o seu bordo.

46
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Teorema 4.2 (Estimativas de Raio, Meeks-Tinaglia [40]). Euxiste
uma constante R > 7 tal que qualquer H-disco mergulhado em R3
com H > 0 tem raio menor do que R/H.

Teorema 4.3 (Estimativas de Curvatura, Mecks-Tinaglia [40]). Da-
dos 6, H > 0, existe uma constante K (5,H) > /2H tal que qualquer
H-disco ¥ mergulhado em R3 com H > H satisfaz

sup |As| < K(6,H),
{peX | ds(p,0X)2>5}

onde dyx, € a funcdo distancia intrinseca de .

Como cada ponto de uma H-superficie ¥ em R3 de raio de inje-
tividade positivo rg é o centro de um H-disco geodésico em ¥ com
raio 7o, as estimativas de curvatura do Teorema 4.3 tém como con-
sequéncia imediata o seguinte resultado.

Corolario 4.4. Seja ¥ uma (H > 0)-superficie mergulhada em R3
com raio de injetividade positivo Toy. Entdo

sup |[Ax| < K(ro, H).
b

Pelo Coroldrio 4.4, (H > 0)-superficies mergulhadas em R® com
raio de injetividade positivo tém curvatura uniformemente limitada.
Pelo trabalho do primeiro autor com Rosenberg [35, Theorem 2.1],
segue que tais superficies sao proprias.

Corolario 4.5. Uma (H > 0)-superficie mergulhada em R com raio
de injetividade positivo € propriamente mergulhada.

Observe que, pelo Lema do gréfico uniforme (Proposigdo 2.12),
existe um € > 0 tal que para qualquer C' > 0, toda superficie imersa
¥ em R?® com supy, |Ax| < C possui raio de injetividade maior que
¢/C. Entao o Corolario 4.4 também demonstra que uma condigao
necessaria e suficiente para que uma (H > 0)-superficie em R? tenha
curvatura limitada é que ela tenha raio de injetividade positivo.

Corolario 4.6. Uma (H > 0)-superficie completa de R® tem raio de
ijetividade positivo se e somente se tem curvatura limitada.
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eR T3 =10

Figura 4.1: 3 como nas hipdteses do Teorema 4.7. Em B(eR)N{x3 >
0}, ¥ tem curvatura uniformemente limitada.

Lembre que o Teorema 4.2 segue do Teorema 4.3, conforme ex-
plicado na Introducao deste livro. Portanto é suficiente demonstrar
as estimativas de curvatura do Teorema 4.3. Porém, a demonstracao
completa deste resultado foge do escopo desse livro, e referimos o
leitor a [40].

Dois resultados chave utilizados na prova do Teorema 4.3 sao as
estimativas de curvatura de um lado e as estimativas fracas de arco
de corda para H-superficies mergulhadas dadas pelos préoximos dois
teoremas.

Teorema 4.7 (Estimativas de curvatura de um lado para H-discos [42]).
Ezistem ¢ € (0, %) e C' > 22 tais que para qualquer R > 0, vale o
sequinte. Seja ¥ C R® um H-disco mergulhado em R3 tal que (veja

a Figura 4.1) SNB(R)N{z3 =0} =0 e 9XNB(R) N {z3 > 0} = 0.
Entao,

C
sup |As|(z) < " (4.1)
ze€XNB(eR)N{z3>0}

Em particular, se ¥ NB(eR) N {x3 > 0} # 0, entdo H < &.

Teorema 4.7 generaliza o enunciado e os argumentos do caso
H = 0 que foi tratado anteriormente por Colding e Minicozzi [8,
Theorem 0.2].
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Definicao 4.8. Para um ponto p em uma superficie ¥ C R3, deno-
tamos por X(p, R) o fecho da componente conexa de ¥ N Bgs(p, R)
contendo p.

O préximo teorema generaliza a Proposigao 1.1 de [9] para o con-
texto de H > 0.

Teorema 4.9 (Estimativa fraca de arco de corda [37]). FEziste um
01 € (0, %) para o qual vale o sequinte. Dado um H-disco ¥ mer-
gulhado em R® e uma bola fechada intrinseca Bx(z,R) contida em
3 — 0%, temos que

1. X(z,61R) € um disco com 0% (z,51R) C OB(61R).
2. E(SL’,(SlR) C BE(SU, g)

O Teorema 4.9 nos permite obter uma estimativa de curvatura de
um lado para H-superficies que generalizam o Teorema 4.7. No caso
H =0, essa estimativa intrinseca implica na estimativa de curvatura
de um lado de Colding e Minicozzi em [9, Corollary 0.8].

Em [40], Meeks e Tinaglia também obtiveram estimativas de cur-
vatura para (H > 0)-anéis. Porém, embora essas estimativas de cur-
vatura sejam analogas ao caso tratado no Teorema 4.3 para H-discos,
elas necessariamente dependem do comprimento do vetor fluxo do ge-
rador do primeiro grupo de homologia do anel dado, o qual definimos
a seguir (veja, por exemplo [22, 23, 58] para uma discussio mais apro-
fundada desse invariante, incluindo a propriedade fundamental que
ele é um invariante homolégico).

Definicao 4.10 (Fluxo CMC). Seja v um 1-ciclo suave por partes
em uma H-superficie ¥ C R3. O vetor fluxo de ¥ ao longo de v é

F(y) = / (Hoy +1) %o, (4.2)

onde 7 é o vetor unitdrio normal a ¥ e 4/ é o vetor velocidade de 7.
Se ¥ é um anel e v é um gerador do seu grupo fundamental,
utilizamos a notagao:
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Teorema 4.11 (Estimativas de curvatura para H-anéis, [40]). Dados
p>0ed € (0,1), existe uma constante positiva Ag(p,d) tal que se E
for um 1-anel mergulhado em R3 com F(E) > p ou com F(E) = 0,
entao

sup [l 4g] < Aop.6).
{p€E | dp(p,0E)26}

Uma consequéncia imediata destas estimativas de curvatura para
anéis com curvatura média constante 1 é o proximo Teorema 4.12,
que dé que (H > 0)-superficies de topologia finita completas e mer-
gulhadas em R? sdo préprias. No contexto de superficies minimas de
topologia finita, completas e mergulhadas em R3, esse resultado foi
demonstrado por Colding e Minicozzi [9].

Teorema 4.12 ([40]). Uma H-superficie de topologia finita, mer-
gulhada em R® com bordo (possivelmente vazio) compacto e suave
possui curvatura limitada e € propriamente mergulhada.

Os argumentos no caso do R? também produzem ferramentas es-
senciais para o entendimento da geometria dos (H > 0)-discos mer-
gulhados em uma variedade Riemanniana de dimensao trés M, es-
pecialmente no caso quando M é completa e localmente homogénea.
Primeiramente, temos a seguinte generalizacao do Teorema 4.3.

Teorema 4.13 (Estimativas de curvatura, Meeks-Tinaglia [38]). Seja
Y uma variedade homogénea de dimensdo trés. Dados 6, H > 0,
existe uma constante K (6, H, X) > v/2H tal que qualquer H-disco %
mergulhado em Y com H > H satisfaz

sup As] < K(6,H,X).
{peX | ds(p,0X)>6}

Para o contexto de um ambiente homogeneamente regular, Meeks
e Tinaglia obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 4.14. Uma (H > 0)-superficie mergulhada em uma va-
riedade homogeneamente reqular de dimensao trés tem raio de inje-
tividade positivo se e somente se possuir norma da segunda forma
fundamental limitada. Mais geralmente, dado Hy > 0, entdo as esti-
mativas de curvatura sao uniformes para qualquer H > Hy, fizado o
ambiente homogeneamente regular de dimensdo trés.
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Uma aplicagao do Teorema 4.13, é a que segue.

Teorema 4.15 (Meeks-Tinaglia [39]). Seja H > 1. Entdo, uma
H -superficie de topologia finita mergulhada em wuma variedade hi-
perbdlica de dimensdo trés é prépria.

Conforme apresentado no préximo teorema, Teorema 4.15 é opti-
mal quando a variedade hiperbélica é o espaco hiperbélico H3:

Teorema 4.16 (Coskunuzer-Meeks-Tinaglia [13]). Para todo H €
[0,1), existe uma H -superficie completa, simplesmente conezxa, estdvel,
mergulhada em H? que ndo € propriamente mergulhada.

Teorema 4.17 (Coskunuzer-Meeks-Tinaglia [12]). Para todo H €
(0,1/2), existe uma H-superficie completa, simplesmente conezxa, estdvel,
mergulhada em H? x R que ndo é propriamente mergulhada.

Veja também Coskunuzer [11] e Rodriguez e Tinaglia [51] para
exemplos de superficies minimas completas, simplesmente conexas,

mergulhadas mas nao propriamente mergulhadas respectivamente em
H? e H? x R.



Capitulo 5

A prova do

Teorema 1.6:
estimativas de area para
H-superficies fechadas
em um toro flat de
dimensao treés.

Neste capitulo, apresentamos a prova do Teorema 1.6. Comecgaremos
lembrando algumas propriedades geométricas de H-superficies mer-
gulhadas em variedades Riemannianas flat de dimensao trés que ne-
cessitaremos nas segoes mais adiante. Daremos referéncias de onde
encontrar as demonstragoes destes resultados para o leitor interes-
sado.

Teorema 5.1 (Meeks-Tinaglia [36, Theorem 3.1]). Seja N uma va-
riedade Riemanniana flat, completa, conexa e de dimensao trés com
recobrimento universal IL: R® — N e seja ¥ uma (H > 0)-superficie
completa, mergulhada em N. Entdo, os sequintes resultados valem:
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1. Se X tem raio de injetividade positivo, entdo a norma da se-
gunda forma fundamental de 3 € limitada, > € propriamente
mergulhada em N e € a fronteira orientada de um subdominio
Gy, suave, convero em média e possivelmente desconexo. O
dominio convexo em média Gy possui raio no mdzimo 1/H, e
Y = 0Gy, possui uma e-vizinhanga reqular de um lado em Gy
para algum £ > 0.

2. Se X tem topologia finita, entdo % tem raio de injetividade po-
sitivo. Além disso, cada fim anular E de ¥ € levantado por 11
para um anel E C R3, onde E € assintdtico ao fim de um on-
duldide (uma superficie de revolugdo de Delaunay mergulhada).

Nas proximas seis segoes, N denotard um toro flat de dimensao
trés. O Teorema 1.6 seguird do Teorema 5.2 abaixo. Observe que
assumimos que a H-superficie M do préximo teorema é conexa, en-
quanto a superficie tratada no Teorema 1.6 pode ser desconexa. De
fato, o préximo teorema também é verdadeiro na situagao mais geral
onde M é permitida ser desconexa. Isso segue do fato que o nimero
de componentes conexas de M pode ser limitado em termos do género
e da geometria de N; veja a Secdo 5.5.

Teorema 5.2. Seja N um toro flat de dimensdo trés. Dados a,b €
(0,00), com a < b, e g € NU{0}, existe uma constante A(N,a,b,g)
tal que se M é uma H-superficie fechada e conexa, mergulhada em
N e de género g com H € [a,b], entdo

Area(M) < A(N,a,b,g).

Demonstragdo. Por contradigdo, suponha que {M,},en seja uma
sequéncia de H,-superficies conexas, com H,, € [a,b], mergulhadas
em N de género g e tais que

Area(M,) > n.

Agora, a demonstragao do Teorema 5.2 se divide em dois passos com
a contradicao final aparecendo no final da Segao 5.4.

Pelo item 1 do Teorema 5.1, cada M,, separa N em duas regioes,
com uma delas, denotada por Gy, , convexa em média.
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Afirmacgao 5.3. Os raios de injetividade I(M,) convergem a zero
quando n tende ao infinito.

Demonstra¢do. Argumentando por contradi¢io, suponha que exista
certo 0 > 0 tal que, apds passarmos a uma subsequéncia, I(M,) >
6 para todo n. Entao, pelo Teorema 1.4, o conjunto das fungoes
{|Ap, |} fica limitado por cima por uma constante independente
de n. Como as superficies M,, sao H,-superficies com H, > a >
0, entao Teorema 2.16 nos dé a existéncia de constantes e, Ay >
0 tais que as superficies M,, possuem uma e-vizinhanga regular de
um lado N (M,) C Gy, e a drea de cada M,, é no maximo Ay -
Volume(N (M,,)). Portanto,

Area(M,) < Ao Volume(NF(M,,)) < Ay Volume(N),

contradizendo o fato que as dreas das superficies M,, estao ficando
arbitrariamente grande. O

Por causa da Afirmacao 5.3, introduzimos as seguintes definigoes.
Definicao 5.4. Seja U um aberto de N.

1. Dizemos que uma sequéncia de superficies T,, C U possui norma
da segunda forma fundamental localmente limitada em U se
para cada bola compacta B em U, as normas da segunda forma
fundamental das superficies T, N B estao uniformemente limi-
tadas.

2. Dizemos que uma sequéncia de superficies T,, C U possui raio
de injetividade localmente positivo em U se para cada bola com-
pacta B em U as fungoes raio de injetividade das superficies T,
estao limitadas inferiormente em T,, N U por uma constante
positiva.

O nosso préximo objetivo é provar que, apds escolhermos uma
subsequéncia, existe um conjunto finito A de pontos em N tal que
as superficies M,, possuem norma da segunda forma fundamental
localmente limitada em N — A.

Suponha que as funcoes raio de injetividade I,, de M,, assumem
seus valores minimos em pontos p;, € M,. Pela Afirmacao 5.3,
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podemos assumir que I, (p1,,) < 1/n. Apds escolhermos uma sub-
sequéncia e fazermos uma reindexagao, obtemos uma sequéncia M;
tal que os pontos p1,, € My, convergem a um ponto g; € N. Supo-
nha que a sequéncia de superficies M ,, nao tenha raio de injetividade
localmente positivo em N — {q1}. Seja ¢o € N — {g1} um ponto o
mais longe de g1 e que, apds passarmos a uma subsequéncia My ,
exista uma sequéncia de pontos ps,, € M>, convergindo a g» e com
lim,, o0 In(p2,n) = 0.

Prosseguindo indutivamente e utilizando um processo diagonal,
obtemos, apés uma nova reindexagao, uma nova subsequéncia M,
(denotada da mesma forma que a sequéncia original) e um conjunto
enumerdvel (possivelmente finito) ndo vazio A’ := {q1,¢2,q3,... } C
N tal que para todo k € N, temos um inteiro N (k) tal que para n >
N(k), existem pontos p(n, qx) € Mp,NBn (g, 1/n) onde In, (p(n, qr)) <
1/n. Seja A o fecho de A’ em N. Decorre da construgao de A que
a sequéncia M, possui raio de injetividade localmente positivo em
N — A.

Definimos A como o conjunto singular de convergéncia e ¢ € A
um ponto singular. Note que, pelo Teorema 1.4, M, possui raio
de injetividade localmente positivo em N — A se e somente se M,
possuir norma da segunda forma fundamental localmente limitada em
N — A. Nas segbes que se seguem, vamos trocar a sequéncia M, por
subsequéncias; uma propriedade chave que segue da nossa construcao
de M, é que A continua sendo o conjunto singular de convergéncia
para essa nova subsequéncia.

5.1 A geometria local em torno de pontos
singulares.

Nesta se¢ao vamos estudar a geometria de M,, em torno de pontos de
A. Se q € A, entdo, por construcdo, apds possivelmente substituir as
superficies M, por uma subsequéncia, existe uma sequéncia de pontos
pn € M, tal que dy(pn,q) < 1/n, onde dy é a fungdo distancia em
N, e ainda

1

—_— > nN.
”In(pn)
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De fato, considere as fungdes continuas h,,: M,, N By (pn,1/n) —
R dadas por
dn(x,0Bn(pn,1/n))
Ing, (2)

Como h, se anula em M, N OBy (pn,1/n) entdo existe um ponto

pl, € M, N Bx(pn,1/n) no qual h, assume seu valor maximo. Tal

ponto é chamado de um ponto com raio de injetividade quase-minimo.
Seja oy, := dy (pl,, 0BN(pn,1/n)). Entao

() =

On

Int, (P},)

Seja M/, a superficie compacta M,, N By (pl,,0,/2). Observe que o,
tende a zero quando n tende ao infinito e que, como M,, é compacta
com curvatura média constante H < b, entdo, para n suficientemente
grande, M/ é uma superficie compacta com fronteira ndo vazia con-
tida em OBy (pl,, 0n/2). Mais ainda, dado ¢ € M/ temos que

On/2 i
e < ha) < halo}) =

On

In, (py,)’

portanto

In,(q) = (5.2)

In, (P7)
5
Seja Iy o raio de injetividade de N. Considerando coordenadas

exponenciais nas bolas de N, vamos identificar as bolas fechadas de

N, By(pl,,7), 7 < Iy, com a bola fechada B(r) = Bgs(0,r) C R3

de R?® com raio r e centrada na origem. Colocando \, = ﬁ@(),

definimos o

M, =\ M., C @(An%”) CR3, OM, C aB(An%").

Entao temos que I5; (6) = 1. Como H,, < b, a curvatura média cons-
tante de Mn tende a zero quando n vai para o infinito. Entao, pela
equacdo (5.1), decorre que \,%* também tende ao infinito quando

n — oo. Pela equagdo (5.2), a sequéncia de superficies M, possui
raio de injetividade localmente positivo em R?; de fato, dado um
compacto B de R3, temos que, para n suficientemente grande, para
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qualquer g € M, N B nés temos I3 (q) > 1/2. Porém, como a cur-

vatura média constante de M, estd tendendo a zero quando n vai a
infinito, poderia ser falsa para M, a equivaléncia entre raio de inje-
tividade localmente positivo e norma da segunda forma fundamental
localmente limitada em R3. .
Agora, temos dois casos a considerar. Ou a sequéncia M, pos-
sui norma da segunda forma fundamental localmente limitada em R3
ou, apds passarmos a uma subsequéncia, podemos assumir que existe
um r > 0 e pontos p, € M, todos com distancia da origem menor
que r e tais que ||Az; [|(pn) > n. Neste segundo caso, o Teorema 1.5
em [41] d4 que, apds passarmos novamente a uma subsequéncia, as su-

perficies M,, vao convergir, em compactos de R3, para uma estrutura
de edificio-garagem minima de R3 com duas colunas com orientacoes
opostas, veja a Figura 5.1 e, por exemplo, [31] para uma descrigio
detalhada deste objeto.

singular lines

Sy So

AW

1
|
T
1
t
i
|
T
1

limit foliation by planes

Figura 5.1: Estrutura de edificio-garagem: nessa figura, a sequéncia
de superficies a esquerda convergem suavemente, fora da uniao de
duas retas horizontais S7 U S ortogonais a folheagao por planos ho-
rizontais descrita na figura da direita.

Agora, se Mn possui norma da segunda forma fundamental local-
mente limitada em R3, entdo podemos aplicar o Teorema 1.3 de [41]
e, apds substituirmos por uma subsequéncia, as superficies ]\7n con-
vergem, com multiplicidade um ou dois em compactos de R3, para
uma superficie minima M., propriamente mergulhada em R3, com a
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convergéncia sendo no sentido que qualquer vizinhanga normal sufi-
cientemente pequena de qualquer dominio compacto €2 da superficie
limite deve intersectar M, em uma ou duas componentes que sao
graficos normais sobre (2 para n suficientemente grande. Ainda mais,
My tem norma da segunda forma fundamental limitada, género no
méximo g e o seu raio de injetividade na origem é um. A superficie
M, ou possui género zero ou género positivo, limitado por g por
hipétese. N

Se M, tiver género zero e um fim, entao M, seria ou um plano
ou um helicéide, veja [34] e também [6]. Como Ig; (0) = 1, essa
possibilidade fica excluida, e portanto se o género de Moo for zero,
entdo ela deve ter mais de um fim e temos dois casos: ou My, é
um catendide (no caso de topologia finita [24]), ou My, é um exem-
plo minimo de Riemann (no caso de topologia infinita [33]); veja a
Figura 5.2 e, por exemplo [33] para uma descrigdo detalhada dessa
familia de exemplos minimos de Riemann.

Figura 5.2: Um exemplo minimo de Riemann.

Em resumo, no limite podemos obter um dos exemplos listados
abaixo:

1. um catendide ou um exemplo minimo de Riemann;

2. uma estrutura de edificio-garagem com duas colunas com ori-
entacoes opostas;
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3. uma superficie minima propriamente mergulhada com género
positivo e no méaximo g.

Proposigao 5.5. As superficies M, convergem, com multiplicidade
um ou dois em compactos de R3, a um catendide ou a uma superficie
minima propriamente mergulhada com género positivo no mdximo g.

Demonstragdao. De acordo com a nossa discussao prévia, para pro-
var a proposigao precisamos eliminar a ocorréncia de um limite que
seja um exemplo minimo de Riemann ou uma estrutura de edificio-
garagem minima com duas colunas com orientacoes opostas. Pri-
meiro, vamos eliminar o caso do exemplo minimo de Riemann, e uma
discussao analoga elimina a possibilidade da estrutura de edificio-
garagem; esse argumento pode ser visto em [36, Remark 5.2].

Suponha que um exemplo minimo de Riemann (denotado R) surja
como um limite da sequéncia ]\7n Ap6és uma rotagao, R é um dominio
planar! minimo propriamente mergulhado em R? de topologia infi-
nita que é folheado por circulos e linhas em uma familia de planos
paralelos.

Dado R > 0, seja Q(R) := B(R) — R. Entao, dado m € N, existe
R > 0 tal que B(R) N'R possui ao menos 2m componentes conexas
em seu bordo OB(R) e tal que o seguinte vale. No minimo m destas
componentes do bordo néo limitam um disco de R no interior de Q(R)
e cada par de curvas nessa subcolecao de componentes nao limita um
anel de R com interior em Q(R), veja a Figura 5.3.

Portanto, pela convergéncia das Mm uma situagdo geometrica-
mente similar a descrita acima para R vale para as superficies M,
para n suficientemente grande. A saber, seja M, (R) a componente
conexa de M, NB(R) contendo a origem. Entao, dado m € N, existe

um R > 0 tal que, para n suficientemente grande, GJT/In (R) contem
no minimo m curvas simples e fechadas

{T'1(n),...,Tm(n)} (5.3)

1Um dominio planar é uma superficie conexa que pode ser mergulhada no
plano. Equivalentemente, se define um dominio planar como uma superficie nao
compacta, conexa e com género zero. Os Unicos dominios planares minimos pro-
priamente mergulhados em R3 sdo o plano, o catenéide, o helicéide ou a familia
a um pardmetro dos exemplos de Riemann, veja [33].
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Figura 5.3: Duas curvas homotopicamente nao triviais que nao limi-
tam um anel em R.

e o seguinte vale.

e CadaI';(n),i=1, ..., m ndo limita um disco em R com inte-
rior contido em B(R) — M, (R).

e Cada par de curvas {I';(n),T';(n)}, i # j, nao limita um anel
em R com interior contido em B(R) — M,,(R).

Agora, considere {v1(n),...,¥m(n)} uma colecado de curvas em
M,, correspondendo as curvas {I'1(n),...,I'yn(n)} em OM,(R).

Afirmagado 5.6. Para n suficientemente grande, as curvas ~v;(n),
i=1,..., m, nao sGdo homotopicamente triviais em M, e cada par
de curvas {v;(n),v;(n)}, i # j, nao limita um anel em M,

Demonstragdo. Lembre que a origem de R?® corresponde a pontos
pl, € M,, e denote por B(e) bolas de raio e em N centradas em pl,.
Pelo item 1 do Teorema 5.1, M,, separa N em duas regioes fechadas,
das quais uma delas, denotada por Gy, , € convexa em média. Pela
discussao anterior, existem numeros €,, > 0 tais que parai=1,...m,
vi(n) C 0B(en), vi(n) é homotopicamente nio trivial em B(e,)NG
e cada par de curvas {v;(n),7v;(n)}, i # j, nao limita um anel em

B(en) NGy, . Ainda mais, lim, o &, = 0.
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Suponha agora que v;(n) é homotopicamente trivial em M,,, ou
seja, que y;(n) é a fronteira de um disco em M,,. Entéao, pelos resul-
tados de [45], podemos resolver o problema de Plateau com fronteira
~vi(n) em Gy, para produzir um disco mergulhado D, C Gy, de
menor drea e com fronteira 0D,, = v;(n) C dB(e,). Por construgao,
0D,, é homotopicamente nao trivial em B(e,) N Gy, , portanto D,
nao pode estar contido em B(g,) NGy, . Isso nos dé que o disco D,
é levantado para um disco minimo em R? que ndo estd contido em
B(ey), mas com bordo contido em 9B(gy,). Isso é uma contradi¢do
com o principio da envoltéria convexa para superficies minimas, que
demonstra que v;(n) é homotopicamente nao trivial em M,,.

Para terminar a demonstracao, suponhamos que exista um par de
curvas {v;(n),v;(n)}, com ¢ # j, que limite um anel em M,,. Como
as curvas -; sao homotopicamente nao triviais, podemos resolver o
problema de Plateau em Gy, (veja o Lema de Dehn para dominios
planares em [44] e a sua versdo adaptada para condigoes de fronteira
mais gerais em [45]) na classe de homologia do anel limitado por
{7i(n),v;(n)}, para encontrar um anel de drea minima A, C G
mergulhado e com fronteira 0A,, = v;(n) U~;(n) C 0B(e,).

n’

Por construcdo, A, nado estd contido em B(e,) N Gp,. Seja
B(zx, €,) um levantamento de B(e,,) em R3 e observe que, se k1 # ko,
entdo dgs(2k,, 2k, ) > lo. Mas como €, < Iy e v;(n),v;(n) C 0B(e,),
cada uma dessas curvas fechadas se levanta a uma curva fechada em
OB(zk,€,). Por um abuso de notacgdo, denote tal levantamento de
7i(n) para R? por v;(n) C B(z1, &)

Seja ﬁn o anel dado pelo levantamento de A,, tendo 7;(n) como
uma de suas componentes de fronteira; note que ﬁn nao esta con-
tido em B(z1,e,). Suponha que a outra componente de fronteira
de ﬁn estd contida em uma certa B(zg,e,), onde 2z # z1. Se esse
for o caso, a fronteira de A,, consiste de duas componentes v;(n) e
v;(n) com v;(n) C B(z1,en), v;(n) C B(zk,en), drs(21,21) > Iy e
lim, .o e, = 0. Agora, podemos tomar n suficientemente grande
para que possamos passar uma familia de catendides paralelos entre
as bolas B(z1,¢e,), B(zk,e,). Como A, é conexo, existiria um pri-
meiro ponto de contato entre um dos catendides dessa familia e gn,
tal ponto sendo interior a ambas e violando o principio do maximo.
Esse argumento nos mostra que a outra componente da fronteira de
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En deve também estar contida em B(z1,¢,). Nesse caso, o fato que
En nao estd contida em B(z1,&,) é novamente uma contradigdo com
a propriedade da envoltéria convexa para superficies minimas, e essa
contradicao completa a demonstracao da afirmacao. O

Para finalizarmos a prova da proposicao, é suficiente mostrar que
se um exemplo minimo de Riemann ocorre, entao existem duas curvas
~v1(n) e v4(n) conforme descritas na Afirmagao 5.6, limitando um anel
em M,. Isso serd uma consequéncia do proximo lema.

Lema 5.7. Seja X uma superficie fechada, possivelmente desconexa
e de género positivo g. Seja ' uwma colecao de curvas simples fechadas
em Y que sao homotopicamente nao triviais e disjuntas duas a duas.
Se a quantidade de curvas em I' for maior do que 3g — 2, entao exite
um par de curvas em I' que limita um anel em X.

Demonstragdo. Seja T' := {v1,...,%gs---,Vg+k}, kK > 2g — 2, uma
colecdo de curvas fechadas, simples e duas a duas disjuntas em ¥,
todas homotopicamente nao triviais. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que todas as componentes conexas de X contém
um elemento de I'; em particular, podemos assumir que nenhuma
componente conexa de X tem a topologia de uma esfera. Se cada
componente conexa de ¥ tem género 1, ou seja, se for um toro de
dimensao dois, entao, como g + k > g, o nimero de curvas em I’
é maior do que o numero de componentes conexas. Portanto, no
minimo uma dessas componentes ird conter dois elementos de I' e
o lema fica demonstrado nesse caso. Uma argumentacao similar a
feita anteriormente mostra que para demonstrar o lema, basta fazé-
lo supondo que nenhuma das componentes conexas de ¥ que contem
apenas um elemento de I é um toro, pois, de outra forma, removemos
uma componente conexa de ¥ (diminuindo seu género em um) e um
elemento da colegao.

Vamos denotar ¥ — [Uf:lk vi] =21 U---UX,, onde cada ¥; é

9%% 1,]. Pela definicao de género,

uma componente conexa de ¥ — |
¥ — [Ufilk ~vi] consiste de no minimo k + 1 componentes conexas,
portanto n > k+1. Suponha agora que nenhuma dessas componentes

é um anel. Entdo, para cadai=1,...,n, x(%;) < —1, onde x denota
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a funcao caracteristica de Euler. Portanto

n

2-29<x(X)=x (U Zi> = ix(Zi) < —n.

i=1

Isso nos da que n < 2g—2, de onde segue que g+k < g+n—1 < 3g—3.
Como a quantidade de curvas em I' é g+ k, que, por hipétese é maior
que 3g — 2, obtemos uma contradicao que mostra que ao menos uma
componente conexa de X — [Uwer ~] é um anel, e, pela nossa discussao
anterior, a fronteira de tal anel é formada por dois elementos distintos
de T, provando a afirmagao. O

Pelo Lema 5.7, se um exemplo minimo de Riemann ocorrer, pode-
mos tomar n suficientemente grande para que a quantidade de curvas
na equagao (5.3) seja maior que 3g—2. Agora, pela Afirmagao 5.6 tais
curvas sao homotopicamente nao triviais em M, e portanto, usando o
Lema 5.7, obtemos que no minimo duas destas curvas limita um anel
em M, contradizendo a Afirmagcao 5.6 e finalizando a demonstracao
da Proposigao 5.5. O

5.2 Propriedades globais geradas por pon-
tos singulares

Seja A, conforme definido anteriormente, o conjunto singular de con-
vergéncia da sequéncia M,. Nesta secao, vamos estudar quais as
implicagoes da presenca de pontos em A na geometria global das
superficies M,,, em pontos proximos de um dado ponto em A.

Seja ¢ € A um ponto singular. Pelos resultados obtidos na
Secao 5.1 (veja a discussdo apds a equacao (5.2)) e apds passarmos a
uma subsequéncia, existe uma sequéncia de pontos p, € M,, conver-
gindo a g e sequéncias de valores 0, pn, ambas convergindo a zero,
com limy, o0 52 = 00, € tais que M,, = i[B(pn)ﬂMn] converge (com
multiplicidade um ou dois) em compactos de R? para ou um catenéide
C ou uma superficie minima, propriamente mergulhada em R? e com
género positivo. Quando apenas a primeira situacao descrita acima
ocorre, dizemos que q é um ponto singular do tipo catenoidal. Ob-
serve que como o género de superficies é aditivo e o género de M,
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estd limitado por g independentemente de n, apds passarmos a uma
subsequéncia de M,,, o nimero de pontos singulares que nao sao do
tipo catenoidal é no maximo g. No que segue da secao, vamos nos
concentrar nos pontos singulares do tipo catenoidal e assumiremos
que existem no maximo g pontos singulares em A que nao sao deste
tipo.

Seja ¢ € A um ponto singular do tipo catenoidal e seja C o ca-
tendide limite relacionado a ¢, com respectivos pontos p!, convergindo
a q conforme descrito acima. Seja ¢ a reta de R? que forma o eixo de
rotacao sob o qual C é invariante e seja Il o plano perpendicular a ¢
que é um plano de simetria de C. Seja ainda ¢ a geodésica fechada
de C que é dada pelo circulo formado pela intersecgao I1e N C e seja
cc o centro de tal circulo. Podemos associar a 7¢ uma sequéncia de
curvas fechadas simples v,(¢) C M,, que correspondem a curvas em
Mn N IIe convergindo a ¢ (se a multiplicidade de convergéncia for
2, fazemos uma escolha de um dos quase-circulos em Mn NIle que
geram o limite C). Chamamos cada curva v, (q) um lago singular por
q e denotamos os pontos de N que correspondem a c¢ por ¢,(q), e
nos referimos a cada ¢, (g) como o centro de v,(q).

Lembre que, dado um catendide C, o fluxo de ¢ é nao nulo
(use (4.2) com H = 0). Portanto, pela convergéncia das curvas 7, (q)
temos que para n suficientemente grande esse fluxo também é nao
nulo. Como o fluxo é um invariante homoldgico, isso implica que
cada 7, (g) é homotopicamente nao trivial em M,.

Suponha que ¢;,q2 € A sao dois pontos singulares catenoidais
que sdo limites de sequéncias p!,(1),p,(2) € M,, conforme descrito
acima. Sejam v, (q1),7n(g2) sequéncias de lagos singulares em ¢; e
g2. Adicionalmente, suponha que v,(q1) Uvn(g2) € a fronteira de um
anel gn(ql, g2) em M,. Como os comprimentos de v,(q1) € Yn(q2)
estao convergindo a zero, esses lagos singulares se levantam a curvas
fechadas em R e o anel A,(q1,q2) se levanta a um anel A, (q1,q2)
em R3.

Por um abuso de notagao, denotamos a fronteira de A, (q1,q2)
por ¥, (q1) U7n(g2) e definimos ¢, (q1) e ¢,(g2) como os pontos de R3
correspondendo aos centros de v, (q1) e vn(g2), relativos aos levanta-
mentos escolhidos. Seja 1,,(q1,¢2) a reta contendo ¢, (q1) e ¢ (g2) e
seja Cp(q1, g2, R) o cilindro de raio R ao redor de 1,,(¢1, g2). Por cons-
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trugao, para n suficientemente grande, v, (q1)Uvn(g2) C Crn(q1, g2, 0n)
mas A, (q1,q2) ndo esté contido em Cy,(q1,ge, dy,). Agora, o principio
de comparagdo da curvatura média nos mostra que A,(q1,g2) tam-
pouco estd contido em C),(q1, ¢, ﬁ)

Seja z, um ponto de A, (q1,g2) o mais distante da reta I,,(q1, ¢2)-
Para simplificarmos a notacdo, apds aplicarmos uma sequéncia de
translacoes de R?, vamos assumir que a origem 0c 1.(q1,92) e que a
projecao de z, em l,,(q1, q2) é a origem. Sejar, oraio {s B | s >0}
e, parat € (0, |z,|], seja II(2z,): 0 plano perpendicular a r, pelo ponto

Zn
‘Zn‘ '

Observe que o vetor curvatura média em z, é —H, é:‘.
mente por um abuso de notagao, considere A,(q1,¢2) a componente
conexa de A,(q1,q2) — II(zy)s, que contem z, e seja H, o semi-
espaco de R3 que contem z, e possui como fronteira I1(z,)s,. Como
H,, ¢é simplesmente conexo e 9A,(q1,q2) estd contido em II(z,)s,,,
A (q1,q2) separa H,, em duas componentes conexas. Uma destas é
limitada, e denotamos o seu fecho por G4,. Como o vetor curva-

tura média em z, é —Hnlz"l e z, é um ponto de A,(q1,q2) 0 mais

Nova-

longe possivel de TI(z,)s, , entdo G4, é convexo em média. Agora,
de acordo com o Teorema 5.1 e a sua demonstracao, a componente
M! de TI71(M,,) em R? que contem A, (q1,q2) separa R em duas
componentes conexas. Uma destas componentes é convexa em média
e denotamos o seu fecho por G/ . Seja Wy, = Ga, NGy Observe
que z,, € 0W,, é um ponto de W,, com distancia maxima de II(z,)s,, -

Aplicando o principio da reflexdo de Alexandrov para a regiao
compacta e convexa em média W, via a familia de planos II(z, )¢, ob-

temos que a componente conexa A} (g1, g2) de A, (q1, g2)—I1(2p,) sntiznl
2

que contem z,, é um gréfico sobre a sua projecao em II(2y,) sntiznl, € &
2

imagem refletida A, (q1,q2) de A} (g1, g2) no plano I1(2, ) sp+12n1 inter-
2

secta M), apenas ao longo da fronteira de A;' (q1,¢2). Como os valores

0, convergem a zero quando n tende ao infinito e |z,| > ﬁ > 2%),
entao podemos assumir que
1 6n+|2nl
Znl—— > — 5.4
fonl — o > Ol (54)

ou seja, que a distancia de z,, até o plano II(2,) sptizn1 € no minimo
2
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1

" Seja A (g1, g2) a componente conexa de A} (g1, q2) —I(23)|2, .
contendo z,. Por construgdo, um ponto de A*(q1,¢2) é um ponto de
Af(q1,q2) com distancia no minimo ﬁ da fronteira de A (q1,q2).
Portanto, aplicando as estimativas de curvatura uniformes de [53]
para graficos orientados com curvatura média constante (observando
que gréficos sdo estaveis, com estimativas de curvatura longe da fron-
teira), temos que pontos de A¥ (g1, ¢2) satisfazem uma estimativa de
curvatura uniforme.

Além disso, a mesma aplicacdo do principio da reflexdo de Ale-
xandrov implica no seguinte. Seja G(q1,q2) a regido limitada de R?

contida entre Af(q1,q2) e a sua reflexdo pelo plano II(z,)

Zn|— 155
Entao G(q1,q2) estd contida no interior de W,, e existe &; ‘>‘01§;ﬂ
que Volume(G(q1,¢q2)) > €1, independentemente de n (para n sufi-
cientemente grande). Em particular, se é(ql,qg) denota a imagem
de G(q1,¢2) em N via a aplicacdo de recobrimento universal, entao
G (q1,42) estd contido em Gy, , que é o fecho da componente conexa
convexa em média de T — M, e Volume(G(q1,q2)) > £1. Ainda
mais, se é(ql, q2) e é(pl,pg) sdo regioes de N relacionadas a anéis

distintos, entao essas regioes sao disjuntas.

5.3 Limitando o niimero de pontos singu-
lares.

Nesta se¢ao, vamos limitar o nimero de pontos de A. Como o niimero
de pontos singulares que nao sao do tipo catenoidal é no maximo g,
é suficiente obter uma limitagdo para o nimero de pontos singulares
catenoidais.

Seja {q1,...,q¢m} € A uma colegdo de pontos singulares catenoi-
dais. B importante ressaltar que no que segue o inteiro n € N é
escolhido grande o suficiente para que as estimativas das secoes an-
teriores, tais quais aquelas que aparecem em (5.4), fagam sentido em
cada um dos pontos em {qi,...,qm}. Por definigao, e de acordo com
a argumentacao das secoes anteriores, a cada g; corresponde uma
sequéncia de lagos singulares 7, (¢;) e cada um destes lagos é ho-
motopicamente nao trivial. Portanto, aplicando a Afirmagao 5.7, se
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m > k(3g — 2) obtemos no minimo k anéis Ay, ..., Ay com pares de
lagos singulares como fronteira. Observe que se A; N A; # () entao a
sua interseccao deve também ser um anel com um par de lagos sin-
gulares como fronteira. Assim, apds possivelmente substituirmos a

colegdo de anéis Ay, ..., A, podemos assumir que tais anéis sao dois
a dois disjuntos.
Para i = 1,...,k, seja G; C Gy, a regidao de N relacionada

com A; e obtida através do principio da reflexdo de Alexandrov, con-
forme descrito no tltimo pardgrafo da secao anterior. Lembrando da
existéncia de €1 > 0, independente de n e ¢ tal que Volume(G;) > ¢
e que éz N éj = () se i # j, temos a seguinte desigualdade:

k k
ke < Z Volume(G;) = Volume( U ) < Volume(N).
i=1 i=1
Portanto | N
k< Volume(N)
€1
o que implica que
1 N
m < Volume( )(39 _9).
€1

Agora, também utilizando a cota superior g para o numero de
pontos singulares que nao sao catenoidais, a desigualdade anterior

nos da que o nimero de pontos singulares estd limitado por
Volume(N)
T(?’g —-2)+g.

Observagao 5.8. Observe que na prova que o nimero de pontos sin-
gulares é limitado nao foi utilizado o fato de que a area das superficies
M, estéd se tornando arbitrariamente grande.

5.4 A contradicao final.

Nesta se¢ao vamos provar que a area de M, estd uniformemente li-
mitada por cima. Isso contradiz a suposigao que Area(M,,) > n, o
que por sua vez termina a demonstracao do Teorema 5.2.
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Seja A :={q1,...,qm} o conjunto de pontos singulares. Entéo os
resultados demonstrados anteriormente nos dao que

m < Volume(N) (39—2)+g.
€1

Observe que, como cada M, separa N e a norma da segunda forma
fundamental de M,, esta uniformemente limitada independentemente
de n em compactos de N — A, os argumentos na demonstragao da
Afirmacao 5.3 se generalizam para mostrar o que segue. Sep € N—A
e € > 0 sao tais que By(p,e) N A = (), entao existe uma constante
T(e) tal que Area(M, N By(p, 5)) < T(g). O Teorema 2.13 e Ob-
servacao 2.14 por sua vez dao que existe uma superficie M, propria-
mente imersa em N — A e tal que, passando a uma subsequéncia,
M, — A converge a M., em subconjuntos compactos de N — A.
A superficie M, tem curvatura média constante H, para um certo
H € [a,b]. Como A é finito, existe um r > 0 tal que para qual-
quer ¢ € A, By(q,7) N A =g e By(¢,7) N My, # 0, para qualquer
7€ (0,r].

Afirmacgao 5.9. A sequéncia M, — A converge a M, com multipli-
cidade um e My, € fortemente mergulhada a Alexandrov em N — A.

Demonstracdo. Lembre que cada M,, separa N em duas regioes, uma
delas, denotada por Gy, , convexa em média. Dado p € My, entao
existe um ¢ > 0 tal que a componente conexa de By (p,e) N My, que
contem p, a qual denotamos por 2(p), é um grafico sobre o plano tan-
gente a Mo, em p, T,M, e é o limite de uma sequéncia de gréficos
U,(p) C M, sobre T,M. Observe que £}(p) possui um vetor cur-
vatura média bem definido, que é obtido como o limite dos vetores
curvatura média de U, (p). Se M, contivesse mais que um gréfico so-
bre T, M, convergindo a (p), como M,, separa N, entdo os vetores
curvatura média teriam orientagoes opostas em graficos consecutivos
em M, e o vetor curvatura média de Q(p) nao estaria bem definido.
Isso prova que M,, — A converge a M., com multiplicidade um.
Pelo argumento anterior e pelo fato que as superficies M,, — A
convergem a M., com multiplicidade um, entao as regioes abertas,
conexas de Int (G, ) —A convergem a uma regido aberta Wem N—A
com OW = M. Isso mostra que M, é fortemente mergulhada a
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Alexandrov em N — A, o que termina a demonstragao da afirmagao.
O

Pela convergéncia com multiplicidade um, e como M, é propri-
amente imersa em N — A, para qualquer € > 0 existe um K(g) tal
que o limite das dreas de (M, N[N — U™, Bn(¢;,€)]) quando n vai ao
infinito, que é igual a drea de (Moo N[N — U™ Bn (g, €)]), é menor
que K (e).

Fixemos ¢ > 0 tal que 4e > 2, onde b é a cota superior para a
curvatura média de M,,, By (g;,2¢) é uma bola aberta em N e para
quaisquer ,j € {1,...,m} com i # j, vale Bn(g¢;,2¢) N Bn(gj,2¢) =
(). Entao, pelo argumento apresentado acima, paracadai =1, ..., m
e n suficientemente grande,

—eb

Area (Mn N[N — 0 BN(q,»,g)]) < K(e)+1.

=1

Lembre que H, < b. Pela férmula da monotonicidade para H,-
superficies, (veja, por exemplo [56]), segue que

Area(M, N By (q;,2¢)) - Area(M, N By (gi,¢))
4e2 - g2
ecb Area(M, N Bn(g;,¢))
g2 '

v

Isso nos da que

Area(M, N By(qi,2¢)) > 4e *Area(M, N By (g, <))

> 2Area(M, N By(gi,¢)).

Portanto, para n suficientemente grande, temos

Area(Mn N By (gi,e)) < Area(Mn N By (g;,2¢)) — Area(Mn N By (gi,€))
= Area(Mn N [Bn(qi,2e) — Bn(qi,€)])
< K(e)+1.
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Finalmente, isso implica que para n grande,

Area(M,) =Area(M, N[N — U By (gi,e)]) + ZArea(Mn N By (g €))
i=1 i=1
<(m+1)(K(e) +1).

Como ¢ esté fixado independente de n, e m é no maximo

Volume(N)

€1
isso contradiz o fato que Area(M,) > n. Tal contradicio finaliza a
demonstracao do Teorema 5.2. O

5.5 A demonstracao do Teorema 1.6 da
Introducao.

A seguir, explicaremos porque o Teorema 5.2 vale ao escolhermos
uma outra constante A’(N,a,b,g) quando M como no seu enunci-
ado nao é necessariamente conexa, consequentemente demonstrando
o Teorema 1.6 da Introducao deste livro.

Se M é uma superficie desconexa de género g, observamos que o
Teorema 5.2 se aplica para cada uma de suas componentes conexas,
cada qual possuindo género menor ou igual a g. Sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir que as constantes A(N,a, b, g) dadas pelo
Teorema 5.2 s@o crescentes como uma funcao do género g, e dai para
encontrar uma constante A’'(N,a,b, g) acima, basta limitarmos uni-
formemente (em termos de a, b, g e N) a quantidade de componentes
conexas de uma H-superficie M de género g.

Observe que o nimero de componentes conexas de género positivo
de qualquer superficie M de género g é sempre menor ou igual a
g; portanto, para encontrarmos uma limitacao uniforme do nidmero
de componentes conexas de M basta limitarmos uniformemente a
quantidade de componentes esféricas (ou seja, de género zero), o que
faremos a seguir.

Considere uma colegdo de H-esferas mergulhadas em N, duas a
duas disjuntas e com H € [a,b]. Entéo essa familia limita uma familia
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de bolas duas a duas disjuntas em N, cada qual com volume no
minimo 47 (4)?, e a soma destes volumes é limitada por Volume(N).
Em particular, o nimero de H-esferas duas a duas disjuntas com
H € [a,b] fica limitado por uma constante S(b).

Finalmente, se M é uma superficie possivelmente desconexa sa-
tisfazendo as hipéteses do Teorema 5.2, o niimero de componentes
conexas de M é no méximo S(b) + g, de onde decorre que a drea de

M é no maximo
A'(N,a,b,g) = [S(b) +g] - A(N,a,b,g),
0 que prova o teorema.

Observagao 5.10. Considere a superficie limita propriamente imersa
My em Na. Em [36] se mostra que o fecho M., C N éuma superficie
suave fortemente mergulhada a Alexandrov em N tal que os pontos
em A estdo contidos no conjunto de pontos onde a superficie nao
¢ mergulhada, e nesses pontos M., possui densidade de drea igual
a 2. Como superficies minimas propriamente mergulhadas em R3
com género finito e positivo possuem densidade de area no infinito no
minimo 3, segue da férmula da monotonicidade que pontos singulares
de convergéncia em A com género positivo possuem densidade de drea
maior que 2. Portanto: Todos os pontos de A sao do tipo catenoidal.
Esses resultados estdo resumidos no Teorema da Compacidade [36,
Theorem 1.2]. Usando as estimativas de curvatura mais gerais dadas
no Teorema 4.14, Meeks e Tinaglia demonstraram um resultado de
compacidade similar para sequéncias de H,-superficies mergulhadas,
conexas e fechadas de um dado género fixado em qualquer variedade
Riemanniana fechada de dimensao trés, quando as superficies sepa-
ram o espago ambiente; esse resultado mais geral é ainda trabalho
em desenvolvimento.



Capitulo 6

O problema de Hopf em
variedades homogéneas
de dimensao tres.

Seja M uma variedade Riemanniana homogénea de dimensao trés,
seja X o seu recobrimento universal com a métrica de recobrimento,
e seja Ch(X) a constante de Cheeger de X, dada por (3.14). Deno-
taremos por esfera uma superficie fechada de género zero imersa em
M e equipada com um campo normal unitdrio.

O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte teorema, que
resolve completamente o problema da classificacdo de esferas de cur-
vatura média constante em variedades homogéneas de dimensao trés.
Conforme discutido na Introducao, esse préximo resultado foi moti-
vado por trabalhos prévios de Hopf [20], Abresch e Rosenberg [1, 2],
Daniel e Mira [15] e Meeks [26].

Teorema 6.1 (Meeks-Mira-Pérez-Ros). Quaisquer duas esferas em
M com a mesma curvatura média constante, em wvalor absoluto, di-
ferem, como conguntos, por uma isometria de M. Além disso:

(1) Se X ndo for difeomorfo a R®, entio para cada H € R, existe
uma esfera de curvatura média constante H em M.
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(2) Se X for difeomorfo a R3, entdo os valores H € R para os quais
existe uma esfera de curvatura média constante H em M sao
precisamente aqueles que |H| > Ch(X)/2.

(8) Seja S uma H-esfera em M e seja S um levantamento de S em

X. Entao:

(a) Se X ¢ o produto S?(k) x R, onde S?(k) é uma esfera de
curvatura constante k > 0, e H =0, entao

i. S € totalmente geodésica, estdvel e possui nulidade 1
para o seu operador de Jacobi.

ii. S representa um elemento nao trivial no segundo grupo
de homologia de M.

(b) Caso contrdrio, S possui indice 1 e nulidade 3 para o seu
operador de Jacobi e a imersao de S em M se estende como
a fronteira de uma imersao isométrica F': B — M de uma
bola Riemanniana B de dimensao trés, que é convexa em
média.

(c) Existe um ponto ps € M tal que toda isometria de M que
deixa pg invariante, também deixa M invariante.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2, essa prova se divide em dois casos,
dependendo se X é isométrico a um grupo de Lie métrico ou a um
produto S?(k) x R.

Caso 1 X é isométrico a um grupo de Lie métrico.

Demonstra¢do do Caso 1. Nesse caso quando X é isométrico a um
grupo de Lie métrico, podemos fazer uma escolha da métrica neste
grupo de Lie ao qual X é isométrico.

Definic¢ao 6.2. Definimos M (X) como o espago, a menos de translagoes
a esquerda, de H-esferas imersas em X de indice 1. Por abuso de
notacao, na demonstracao do Teorema 6.1 vamos nos referir a ele-
mentos de M(X) como H-esferas em vez de tratd-los por suas classes
de equivaléncia.

Passo 1. Eziste alguma X € M(X) que € mergulhada. Além disso, %
€ a fronteira de uma bola convexa em média By, em X, e a curvatura
média constante de X pode ser escolhida arbitrariamente grande.
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Demonstracdao. Um fato bem conhecido é que para ¢ suficientemente
pequeno, a solugao do problema isoperimétrico em X que limita um
volume de 47e3 /3 é uma bola quase redonda limitada por uma esfera
convexa em média ¥ de curvatura média constante H, com H €
(1/2¢,2/¢). Mais ainda, tal esfera ¥ é fracamente estdvel, e portanto
tem indice 1, portanto ¥ € M(X). O

Passo 2. X possui nulidade igual a 3.

Demonstracdo. Seja F' um campo invariante a direita nao nulo em
X; afirmamos que F' nao é sempre tangente a Y. De fato, se F
fosse sempre tangente a ¥, teriamos que X estaria admitindo um
campo de vetores tangente que nao se anula em nenhum ponto, o
que nao é possivel devido ao teorema do indice de Hopf. Seja n um
campo unitario orientando . Entao, como F é de Killing, a funcao
(F, ) é uma fungao de Jacobi para ¥ que nao ¢é identicamente nula
devido ao fato observado acima que F' nao pode ser sempre tangente
a Y. Isso nos da que a aplicagao linear do espago tridimensional de
campos invariantes a direita no espago das fungdes de Jacobi em X é
injetora, o que prova que a nulidade de ¥ é no minimo trés. Porém,
o Teorema 3.4 de Cheng [7] implica que a dimensdo do nicleo de
qualquer operador do tipo Schrodinger em uma esfera Riemanniana
de dimensao dois de indice 1 nao pode ser maior que 3, e isso prova
o Passo 2. O

Passo 3. M(X) € uma variedade analitica de dimensao 1 localmente
parametrizada pelos valores da curvatura média de seus elementos.

Demonstragao. Essa demonstracao é uma aplicagao padrao do Te-
orema da Funcao Implicita; a ideia aqui é usar que a nulidade do
operador de Jacobi de X é igual a 3 e é gerada por movimentos do
ambiente. Para maiores detalhes, veja a demonstracao do Passo 3
de [28, Theorem 4.1]. O

Passo 4. A aplicagdo de Gauss invariante & esquerda de qualquer
H-esfera de indice 1 em X € um difeomorfismo que preserva a ori-
entagao.
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Demonstracdo. Seja Sy uma H-esfera de indice 1 em X, a qual va-
mos considerar como uma imersao conforme f: C — X, onde C é a
esfera de Riemann. Seja g: Sy = C — C a projecdo estereografica
da aplicagdo de Gauss invariante a esquerda de Y. Observe que a
Proposicao 3.26 nos d4 que o H-potencial R para X nao se anula.

Primeiramente, vamos provar que g é um difeomorfismo. Pela
teoria de espacos de recobrimento, basta demonstrar que g é um
difeomorfismo local. Agora, por contradi¢io, vamos assumir que tal
condigao falha em um ponto 2y € S, portanto dg,, nao é sobrejetora.
Pelo Teorema 3.27, temos que g nio é antiholomorfa! em nenhum
ponto, entdo dg,, # 0. Isso nos da a existéncia de um sistema de
coordenadas conformes z = x + iy em uma vizinhanga de zp tal
que g(20) = 0 e gy(20) # 0. Podemos assumir, a menos de uma
reparametrizagao conforme de Sy, que zg = 0.

Considere a EDO de segunda ordem dada por especificando (3.18)
para fungoes que dependem unicamente da varidvel real y, i.e.,

R Ry R,

i =R @@+ (F- ) @EE 6
Seja g = g(y) a (unica) solucdo de (6.1) com condigbes iniciais
g(0) = ¢(0), g,(0) = g,(0). Pelo Teorema 3.27, existe uma H-
superficie f conformalmente imersa em X com aplicagao de Gauss
invariante & esquerda g, e tal que f(0) = f(0). Pelo Corolario 3.28,
f ¢ invariante pelo fluxo de um campo de Killing invariante a direita
F em X. Em particular, a fungio u = (N F) é identicamente nula,

onde N é o vetor unitério normal a f
Agora, observe que as aplicagoes de Gauss invariantes a esquerda
9.5 de f, ] satisfazem g(0) = §(0) e g.(0) = g.(0), g=(0) = G=(0).
Além disso, pelo Teorema 3.27 pode ser visto que a primeira e segunda
formas fundamentais de uma H-superficie conformalmente imersa em
X em um dado ponto qualquer ficam determinadas pelos valores de
g, §= € gz nesse ponto, onde g é a aplicagao de Gauss invariante a
esquerda da superficie em questao. Portanto, segue que f, f possuem
um contato de no minimo segunda ordem em z = 0. Denotando u =

IDizemos que uma fungdo complexa g é antiholomorfa em um ponto quando
ela preserva angulos absolutos mas reverte a orientagdo. Isso é equivalente a
9z = 0.
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(N, F): C — R, concluimos que u(0) = u(0) = 0 e u,(0) = @,(0) = 0,
mas u ndo ¢é identicamente zero em C = Sy (pois nio existem campos
tangentes que nao se anulam em uma esfera de dimensao dois).

Note que, como u é uma solugao da EDP eliptica Lu = 0, um
argumento cldssico devido a Bers (veja, por exemplo, Teorema 2.5
em Cheng [7]) demonstra que a condigdo u(0) = u.(0) = 0 implica
que o conjunto nodal ©~1(0) de u em torno de 0 consiste em n > 2
arcos analiticos que se intersectam transversalmente em 0. Isso é
uma contradi¢do com [7, Corollary 3.5], que diz que na nossa situagao
em que a esfera Sy possui indice 1, entdo u=!(0) é necessariamente
uma curva simples e analitica em Sy. Essa contradicdo completa a
demonstracao que a aplicagao de Gauss invariante a esquerda de Sg
¢ um difeomorfismo.

Como ja foi observado, o Teorema 3.27 implica que a aplicacao
g nao é antiholomorfa em nenhum ponto. Porém, uma consequéncia
simples do teorema do indice de Hopf aplicado a campos de linhas na
esfera é que todo difeomorfismo F' da esfera de Riemann nela mesmo
é que existe algum ponto onde F' ou é holomorfo (quando F' preserva
a orientagdo) ou antiholomorfo (quando F' inverte a orientagao). Isso
nos mostra que o difeomorfismo g preserva a orientagdo, o que com-
pleta a demonstracao do Passo 4. O

Passo 5. Seja H € R dado e sejam Sy, So duas H-esferas tais que
a aplicagao de Gauss de Sy € um difeomorfismo. Entao Ss é uma
transla¢ao a esquerda de S1. Em particular, se S é uma H-esfera
em X com indice 1, entao ela € a Gnica H-esfera em X a menos de

translagoes a esquerda.

Demonstracdo. Seja fi:S7 — X uma H-esfera imersa cuja aplicagao
de Gauss invariante a esquerda g;: C — C é um difeomorfismo da
esfera de Riemann nela mesma. Seja L: C — C uma aplicacio defi-
nida implicitamente em termos de ¢g; e do H-potencial R de X (que
nao se anula, devido a Proposicao 3.26) por

L(g1(2)) = _W.

Dada uma H-superficie f: ¥ — X conformalmente imersa em X
com aplicacdo de Gauss invariante & esquerda g, defina a diferencial
quadrética complexa
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Qn(dz)? = (L<g>gz n R;g)gzgz) (dz)2.

Pela equagao da aplicagao de Gauss invariante & esquerda (3.18)
e pelo fato que g1 é um difeomorfismo, pode-se provar (veja o Passo 2
de [28, Theorem 4.1] e também Daniel-Mira [15]) que:

(1) Se Qg néo é identicamente nula para f, entdo os zeros de Qg
sao isolados e de indice negativo (veja, por exemplo Alencar, do
Carmo e Tribuzy [3] ou Jost [21]).

(2) Qg =0 para f se, e somente se, f for, a menos de translagoes &
esquerda, um subdominio aberto de S;.

Os itens acima demonstram o Passo 5 como explicaremos a seguir.
Seja fo: So — X uma outra H-esfera imersa em X e seja Qpy a
diferencial quadratica relacionada a f;. Como a caracteristica de
Euler de S5 é zero, o item 1 ndo pode ocorrer, portanto Qi = 0 para
f2, e o item 2 implica que Sy é uma translagdo a esquerda de S,
como afirmado. O

Passo 6 (Estimativas de curvatura). Dado qualquer Hy > 0, existe
uma constante C = C'(Hy) tal que para qualquer H € R com |H| <
H; e para qualquer H-esfera ¥ de indice 1, a norma da sequnda forma
fundamental de ¥ estd uniformemente limitada por C.

Demonstragao. Essa prova é por contradi¢ao, portanto fixamos Hy, >
0 e assumimos que existe uma sequéncia de esferas {3, } ,en de indice
1, com cada %, tendo curvatura média constante H, € [—Hi, H],
e admitindo pontos p, € 3, tais que a norma da segunda forma
fundamental de ¥, em p, é A\, = ||Ax, ||(pn) > n. Como cada
¥, é compacta, ndés assumimos que )\, = supy, |[|As, || e, apés uma
translacao a esquerda, que e = p,, Vn € N.

Agora, definimos X,, = A\, X como a variedade homogénea dada
pela reescala da métrica de X por A,. Se denotarmos a reescala de
Y, por S, = A2, temos que S, é uma (H,/\,)-esfera imersa em
X, de indice 1, e a norma da segunda forma fundamental de cada S,
é tal que

[4s, [l <1, [[As,[l(e) = 1.
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Quando n — oo, X,, converge para o espaco euclideano R? com
sua métrica plana, e um argumento padrao (veja o Teorema 2.13 e
Observagao 2.14) implica que, a menos de subsequéncia, vizinhangas
de um tamanho fixo das superficies .S,, contendo e convergem a uma
superficie minima S em R3, passando pela origem 0, e cuja norma da
segunda forma fundamental satisfaz ||As|| < 1, || As]|(0) = 1. Como
a estrutura de grupo de X,, também converge para a estrutura de
grupo abeliana de R3, as respectivas aplicacoes de Gauss invariante
a esquerda G,,: S,, — S?, definidas pelas estruturas de grupo de X,,,
convergem para a aplicacdo de Gauss G: S — S? da superficie limite
S (uma explicagao detalhada dessa convergéncia pode ser encontrada
na prova do Passo 4 do Teorema 4.1 em [28]). Agora, observe que
S possui curvatura Gaussiana estritamente negativa em 0, pois S é
uma superficie minima nao plana de R3. Isso implica que G reverte
a orientagdo de uma vizinhanga de S contendo 0. Porém, para todo
n € N temos que G,, é um difeomorfismo que preserva a orientacao,
conforme demonstrado no Passo 4, uma contradicao que demonstra
o Passo 6. O

Passo 7 (Estimativas de drea).

(A) Se X for isomorfo a SU(2), entio as dreas das esferas em
M(X) estao uniformemente limitadas.

(B) Se X ndao for isomorfo a SU(2), entdo para qualquer § > 0 as
dreas de H-esferas em M(X) com |H| € [Ch(X)/2+4, ) estao
uniformemente limitadas. Além disso, nao existem H -esferas
em X com |H| = Ch(X)/2.

Observamos que a dltima afirmacgao do item (B) do Passo 7 se-
gue pela Observagao 3.21. Porém, as outras propriedades necessitam
uma demonstracao bastante técnica, cujos passos principais apresen-
taremos separadamente no Capitulo 7.

Passo 8. Cada componente conexa C de M(X) fica parametrizada
pela curvatura média dos elementos de C, por um intervalo I C R.
Além disso, Ic = R se X for isomorfo a SU(2); caso contrdrio, temos
que Ic ou é (H(X),00) ou (—oo, —H(X)).
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Demonstragao. Seja C uma componente conexa de M(X). Pelo Passo 3,
C fica parametrizada por um intervalo aberto I¢, o qual podemos as-
sumir, sem perda de generalidade, que contem algum valor real posi-
tivo. Primeiro, vamos mostrar que I¢ nao admite uma cota superior
mostrando que se o supremo H = sup I fosse finito, entdao H € I¢,
o que contradiz o fato que I¢ é aberto.

Considere uma sequéncia {Sy, }nen de Hy,-esferas em C com H,, /
H. As estimativas de drea do Passo 7 e as estimativas de curvatura do
Passo 6 implicam que, a menos de passar a subsequéncia, S, converge
(suavemente como imersoes) para uma H-esfera imersa S.
A seguir, vamos mostrar que S tem indice 1, e portanto S € C e
H € Iz, como afirmado. Observe que a mesma prova do Passo 2 im-
plica que S nao pode ser estavel, portanto o indice de S é no minimo
1. Porém, a existéncia de duas autofuncoes distintas associado a
dois autovalores negativos distintos (note que o primeiro autoespago
é sempre de dimensdo um) para o operador de Jacobi de S implica
que, para n suficientemente grande, .S,, possui dois autovalores negati-
vos distintos para o seu operador de Jacobi, o que é uma contradigao.
Portanto, I¢ é ilimitado superiormente.

Para terminarmos a demonstracao do Passo 8, seja H' o infimo
de I¢ e, por absurdo, suponha que H' > —oo, no caso quando X é
isomorfo a SU(2), e que H' > Ch(X)/2 na outra situagao. Considere
uma sequéncia {5, }neny de Hp-esferas em C com H,, \, H'. Nossa
suposicao sobre H’ implica que as estimativas de drea do Passo 7 e
as estimativas de curvatura do Passo 6 se aplicam para a sequéncia
{Sn}nen, €, pelos mesmos argumentos utilizados acima, segue que a
menos de passarmos a uma subsequéncia, S, converge suavemente
para uma H'-esfera em C; portanto H' € Ic, novamente contradi-
zendo o fato que I¢ é aberto. O

Passo 9. Toda H-esfera de X estd em M(X). Além disso:
1. Se X ¢éisomorfo a SU(2), entdo M(X) ¢ conexo e Irx) = R.

2. Se X ndo for isomorfo a SU(2), entdo M(X) possui exata-
mente duas componentes conezas C1, Ca, com Ie, = (H(X), 00)
e le, = (—oo, —H(X)).

Em particular, itens (1) e (2) do Teorema 6.1 valem e a afirmagdo
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principal do Teorema 6.1 vale no caso quando M € simplesmente
conexo.

Demonstragdo. Observe que o Passo 1 nos dd que M(X) # 0. Seja
> uma H-esfera em X. Primeiramente, vamos mostrar que ¥ tem
indice 1, e portanto ¥ € M(X). Se X for isomorfo a SU(2), entdo
Passo 8 nos diz que existe uma H-esfera S em X de indice 1. Por
sua vez, o Passo 5 garante que ¥ e S diferem por uma translagao
a esquerda de X, entdo ¥ € M(X), como afirmamos. O caso de
quando X nao é isomorfo a SU(2) segue analogamente, observando
que qualquer H-esfera em X necessariamente satisfaz |H| > H(X)
(veja a Observagao 3.21).

Para demonstrar os itens remanescentes desse passo, primeira-
mente nés assumimos que X é isomorfo a SU(2) e demonstramos que
M(X) é conexo. Sejam, portanto, C1, Co duas componentes conexas
de M(X), cada qual parametrizada pela curvatura média de seus
elementos I¢, = R = I¢,. Em particular, para um H € R fixado,
existem H-esferas S7 € Ci, So € C5. Como mostrado pelo Passo 5,
segue que S; e Sy representam o mesmo elemento de M(X), por-
tanto as componentes C; e Co tém interseccao nao vazia, e dai segue
que C; = Cy. O segundo caso a ser tratado fica demonstrado por um
argumento analogo, demonstrando o Passo 9. O

Nesse ponto da demonstracao do Caso 1 quando X é um grupo
de Lie métrico e simplesmente conexo, faz sentido escolhermos um
representante candénico para cada classe de equivaléncia em M(X).
O Passo 4 implica que cada H-esfera S admite um tinico ponto gs no
qual o normal unitdrio a ¥ é igual a F3. Apds transladarmos tal S a
esquerda por qgl, obtemos uma nova esfera ¥y tal que o ponto gs,,
¢ a identidade de X; note que Y e S representam o mesmo elemento
em M(X) e que X fica unicamente determinada por H. Seja M(X)
essa familia a 1 parametro de esferas definidas dessa maneira. Passo 9
implica que qualquer H-esfera em X ¢ uma translagao a esquerda do
Unico elemento X5 em M(X) com curvatura média constante H.

Passo 10. Cada H-esfera em /T/l\(X) € a fronteira de uma bola Ri-
emanniana de dimensao trés Frg: Bg — X isometricamente imersa
em X, onde By € convexa em média. Em particular, H-esferas sdo
mergulhadas o Alexandrov. Além disso, a familia de imersées Fp



81

varia suavemente com respeito a H, para H em qualquer intervalo
que nao contenha O como um ponto interior.

Demonstra¢do. Primeiro, apresentaremos a demonstragao no caso
quando X ¢ isomorfo a SU(2).

Simon [55] provou que para qualquer métrica Riemanniana em S*
exite uma esfera minima mergulhada. Em particular, a 0-esfera ¥ €
M(X) é mergulhada e limita duas bolas convexas em média em X.
Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno e H € [—¢, €], H # 0,
a esfera Sy € M (X) também é mergulhada e limita uma tnica bola
convexa em média By em X. Em particular, para H € [0, ], a
familia de imersoes Fy: By — X pode ser definida pelas aplicagoes
de inclusao.

Seja A o conjunto de todos os valores nao negativos t > 0 tais que
existe uma familia de bolas imersas {Fy: By — X} Helo,t]> convexas
em média, que estende suavemente {F'y}pepo,] € com as restrigoes
das imersoes Fylgp, : 0By — X correspondendo as H-esferas Xy €
M(X).

Observe que A é um subconjunto aberto de [0, co). Para ver isso,
escolha tg € A e t > to. A familia de esferas imersas {Xg}pejo,y C
M\(X) varia suavemente com H e estende {¥p } grejo,,]- Agora, como
Fi,: By, — X é uma bola imersa cuja fronteira possui curvatura
média constante positiva, para um § > 0 suficientemente pequeno e
t € (to,to + 0), podemos deformar a imersao Fj, suavemente a uma
imersao F;: By — X com a fronteira desejada X;.

Considere agora b > ¢ tal que [0,b) C A. A seguir, vamos demons-
trar que b € A, e portanto A = [0,00), o que prova o Passo 10 no
caso quando X é isomorfo a SU(2). Considere ¥ € M\(X) e, para
H € [g,b), seja ng o campo unitdrio normal apontando para fora
com respeito & imersdo Fy. Apds escolhermos um § > 0 pequeno,
podemos assumir que a aplicagao exponencial normal de Y,

Ny 5BHX[—575] - X
(p,t) = eXPpy, () (),

é uma submersdo, para todo H € [e, b]. Agora, considere as bolas

EH = [BH U (aBH X [0,5])]/Ea
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onde = ¢ a relagao de equivaléncia
p € 0By = (p,O) S (8BH X [O,(S]) .

Defina também aplicacoes F\H: B 7 — X por

Fy(z), se x € By
Fy(z) = _
{ Ny (p,t), se x = (p,t) € OBy x [0,9].

Como imersoes, as esferas Yy convergem a X, quando H 7 b,
portanto existe um 7 > 0 tal que, para H € [b — 7,b], todas as
esferas Y s@o gréficos normais em torno de ¥j,. Apds possivelmente
escolhermos um valor menor para 7, podemos também assumir que
para quaisquer dois Hy, Hy € [b — 7,b], as esferas Xp, e Xp, sdo
graficos normais uma sobre a outra, e com as fungoes que definem
tais graficos tendo norma C' menor que 6. Com essa escolha de T,
decorre que podemos levantar as esferas imersas Yy, H € [b— 7,0,
para uma familia suave de H- esferas EH C Bb -, que sao todas
graficos sobre Eb_T =0B,_; C Bb_T, veja a figura abaixo.

Bb + C Bb - € aregido mais escura acima, com 9By, r = Zb -. Cada
¥ o, para H € [b 7,b], é um gréfico normal sobre Eb +, limitando
uma bola BH C Bb -



83

Como 9By x [—4, 6] nos dd um sistema de coordenadas de By—r
em torno de Eb - = OBp_,, segue que cada ¥ g € mergulhada em
Bb -, € portanto é a fronteira de uma bola BH - Eb ,

Agora, como By,_, = Bb_T e Fb—7|§b4 = F,_,, podemos definir

5o Fu it HE0,b—7],
7 Forlp, it He [b— 10,

e temos que a familia {ﬁH}He[O,b] estende {Fy}pep, continua-

mente. Mais ainda, como os valores de fronteira das imersoes l?'H
estao variando de maneira suave, segue que toda a familia { Fg } greo,5)
varia suavemente com respeito a H, mostrando que b € A e demons-
trando o Passo 10 quando X ¢ isomorfo a SU(2).

Para demonstrar o caso quando X néo é isomorfo a SU(2), apds
uma mudanca de orientagao basta mostrar a afirmacao para H >
H(X). Agora, pelo Passo 1, existe um Hy > H(X) e um mergulho
isométrico Fg,: Br, — X de uma bola Riemanniana que é convexa
em média. A seguir, podemos aplicar os mesmos argumentos de de-
formagao do caso anterior para estender Fp, para uma familia de
imersoes isométricas { F'y } e (m(x), o), completando a demonstragao
deste passo. O

Lema 6.3. Dada uma H-esfera X em X, existe um unico ponto py, €
X tal que toda isometria de X que deiza px;, fizo deiza X invariante.
O ponto ps, € o chamado centro de simetria de X. Além disso, se
duas esferas da mesma curvatura média constante possuem o mesmo
centro de simetria, elas coincidem.

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos mostrar o lema no caso quando
X tem curvatura constante. No caso quando X tem curvatura cons-
tante nao positiva, se ¥ é uma H-esfera, entdao ¥ é a fronteira de
uma tunica bola geodésica em X. Nesse caso, podemos tomar px
como o centro de tal bola. Quando X é topologicamente S3, com
uma métrica de curvatura constante positiva, entdo X é a fronteira
de duas bolas geodésicas By, Bs, que se intersectam exatamente em
3. Se H # 0, entdo exatamente uma entre B, By é convexa em
média, e podemos tomar ps; como o centro desta bola. Finalmente,
se ¥ é uma esfera minima em S3 com o seu campo normal unitério
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apontando para dentro de By (uma das duas bolas geodésicas limita-
das por X)) entdao escolhermos py; como o centro de B;. Em todos os
casos mencionados acima, observando que uma esfera é uma imersao
de S? em X juntamente com um campo normal, é direta a verificacdo
que o ponto py satisfaz as condig¢oes do Lema 6.3.

A seguir, assumimos que X ndo tem curvatura constante, e por-
tanto o grupo de isometrias de X tem dimensao 3 ou 4. Seja e a
identidade de X. Considere a isometria ¢: X — X e o vetor unitario
FE € T, X dados pela Proposigao 3.15, i.e., ¢ é uma isometria de or-
dem dois que preserva a orientagao tal que p(e) =e e dp.(E) =FE e
ainda vale que d¢.(E) = £ F para qualquer ¢ € I.(X).

Seja ¥ uma H-esfera em X. Como a aplicagao de Gauss de X é um
difeomorfismo, conforme dado pelos Passos 9 e 4, podemos assumir,
apoOs uma translacao a esquerda, que e € X e que a aplicagao de Gauss
de ¥ em e é E. Decorre, entao, que % é invariante por ¢. Seja agora
Fy: By — X a imersao dada pelo Passo 10, onde no caso minimo
H = 0 escolhemos By de modo que o campo normal de % = 9By,
aponta para dentro (veja a demonstracao do Passo 10 no caso minimo,
onde é feita essa escolha para By). Counsidere p: 0By — 0By como o
levantamento induzido por ¢|s para dBy. Como By é simplesmente
conexa e localmente homogénea, entao um argumento de monodromia
prova que @ se estende para uma isometria (denotada da mesma
forma) ¢: By — By e tal que Fyop = po Fpy.

Agora, pela teoria de Smith [57], o conjunto de pontos fixos de @
é um arco 7y com extremidades p, ¢ € dBpg; além disso, como uma
isometria ambiente deixa ~y fixo, entdo esse arco é uma geodésica.
Podemos assumir, apés uma mudanca de notacdo, que F(p) = e e
definir z = Fy(¢) € . A imagem de v por Fpy estd contida no sub-
grupo a um parametro I' de X gerado por F (veja a Observagao 3.16).
Como e ¢ fixo e dp.(E) = E, segue que a aplicagdo de Gauss de X
em x é —FE. Isso mostra que z fica definido como o tunico ponto de
Y cuja imagem da aplicagao de Gauss é —E. Finalmente, definimos
ps; como o ponto médio do arco determinado por e e x em T'.

Agora, seja ¢ uma isometria de X que fixa py,. Novamente, a
Proposigao 3.15 nos da que d¢,. (E) = £E, e portanto ¢ leva I' em
si mesma, e decorre que ou ¢(e) = e e ¢p(x) = x ou ¢(e) = x e
¢(x) = e; em ambos os casos decorre de argumentos similares aos
utilizados na demonstragao do Passo 9 que ¢ deixa X invariante,
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provando a primeira afirmacao do Lema 6.3.

A seguir, vamos provar que se Si, So sao duas esferas com o
mesmo centro de simetria p e a mesma curvatura média constante
nao nula, entao S; = So como conjuntos e, além disso, os seus cam-
pos normais unitarios coincidem. Os Passos 9 e 5 nos dao que existe
y € X tal que S3 é a translagao a esquerda de S por y, e a aplicacao
de Gauss invariante a esquerda de Sy é a composigao da aplicagao
de Gauss de S7 com (I,)*, a derivada translacdo l,. Seja agora p o
centro de simetria de [,(S1), entdo, por definico de centro de sime-
tria, temos que p = p. Agora, como translagoes a esquerda de Sp
preservam o centro de simetria, p = I, (p), y = e e S; = S, com a
mesma aplicacao de Gauss. Isso demonstra o lema no caso quando a
curvatura média de S; é diferente de zero. A demonstragao no caso
quando S7 e Sy sdo esferas minimas é similar, apenas observando
que nesse caso necessariamente temos que X ¢ isomorfo a SU(2) e
os centros de simetria de S; e S9 estdo na mesma bola mergulhada
By C X, para o qual os campos normais unitarios de S; e S estao
apontando. O

Observagao 6.4. No caso quando X ¢é isomorfo a SU(2), entdo toda
esfera minima (e s6 existe uma a menos de translagoes a esquerda,
pelo Passo 9) é invariante pela translacao & esquerda por —I € SU(2).
Para ver isso, observe que como —I estd no centro de SU(2), basta
demonstrar que a esfera minima S em M(X) é invariante por I_.
Sejam By, B, as duas bolas limitadas por S, onde By é a bola para
a qual o campo unitdrio normal a S aponta. Nesse caso, o campo
invariante & esquerda definido por E utilizado na demonstragao do
Lema 6.3 pode ser tomado como o campo E3, onde E1, Fs, E3 forma
a base unimodular de X. Note que E3 é gerado pela acao a direita
do subgrupo “circular”a um parametro I's de SU(2), onde I's é uma
curva integral de Fs5, além de ser uma geodésica. Seja ps € I's C By
o centro de simetria de S e seja p'y € I's C B o centro de simetria
de S com o campo normal unitdrio oposto; denotamos por S’ essa
esfera com o campo normal oposto. Como pg e py sdo pontos médios
dos dois arcos geodésicos I's N By, I's N B(), respectivamente, entao
no grupo abeliano ', onde utilizamos + para a operagao de grupo,
temos que

ps+ps=—1I
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é o elemento —1I de ordem dois em I's. Entao, apds fazermos translagoes
a esquerda de ambos os lados da equagao acima por —1I, obtemos que

—Ips — Ips = (-1)* = e.

Portanto, considerando que e € I'3 é o elemento identidade 0, temos
que —I(ps) = pls. Como os centros de simetria das esferas {_;(S) e
S’ sdo ambos iguais a p, segue do Lema 6.3 que I_;(S) = §'. Isso
demonstra que, como conjuntos, S = [{_;(S), demonstrando que S é
invariante pela isometria [_;.

A seguir, aplicaremos o Lema 6.3 para demonstrar a afirmagao
principal do Teorema 6.1 no Caso 1 de X ser isométrico a um grupo
de Lie métrico. Seja M uma variedade homogénea de dimensao trés,
com recobrimento universal w: X — M, onde X nao é difeomorfo
a S? x R, e sejam X1, ¥o duas esferas imersas em M com a mesma
curvatura média constante H, que, apds uma mudanca de orientagao,
vamos considerar sendo nao negativa.

Sejam X;, Yo os respectivos levantamentos de 31, 35 para X com
respectivos centros de simetria p; = px,, p2 = px, determinados pelo
Lema 6.3. Sejam ainda q1, g2 as projecoes de p1, po em M e seja
@p: M — M uma isometria de M que leva ¢; em g3, preservando a
orientacao. Seja ¢: X — X a isometria de X tal que Top = pom,
com @(p1) = p2. Entdo ¢(X;) e Xy sdo duas esferas imersas com
a mesma curvatura média constante e o mesmo centro de simetria
em X, e, portanto, pelo Lema 6.3, elas coincidem. Em particular,
m(¢(31)) = X3, 0 que nos dé que p(X;) = Xg, provando a afirmagio
principal do Teorema 6.1 neste Caso 1.

Para terminarmos a prova do Caso 1, observe que os itens (1) e (2)
do teorema seguem diretamente do Passo 9. Portanto, vamos assumir
que S é uma H-esfera em M e vamos tomar S um levantamento de
S para X, onde estamos assumindo que X é isométrico a um grupo
de Lie métrico. Vamos demonstrar a seguir os itens (b) e (c) de (3),
pois as nossas hipdteses eliminam diretamente o item (a) de (3).

Pelos Passos 2 e 9, temos que S tem nulidade 3 e fndice 1 para o
seu operador de Jacobi. Como os operadores de Jacobi de S e S sao
0s mesmos, temos que a primeira afirmacdo de (b) vale, e a segunda
segue do Passo 10 aplicado para Se depois projetado em M. Para
demonstrar o item (c), defina o ponto ps como a projecao de pg
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para M. A afirmacdo agora segue dos mesmos argumentos utilizados
na demonstracao da afirmacao principal, o que completa a prova do
Caso 1 do Teorema 6.1. O

Caso 2 O recobrimento universal 7: X — M de M é isométrico
a um produto Riemanniano S? x R, onde S? ¢ a esfera de curvatura
constante K > 0.

Demonstracao do Caso 2. Note que nesse caso, M ¢é isométrico a
uma das variedades produto S? x R, S? x St, P2 x R ou P? x S, onde
S' é um circulo Riemanniano e P2 é o quociente de S? pela aplicacdo
antipoda, ou M é isométrico a (S? xS')/o, onde o: S? xSt — S2 x S!
é dada por o(z,t) = (—z,t + §), onde § € S! é o elemento de ordem
dois. Em todos os casos possiveis para M, o grupo de isometrias de
M tem dimensao quatro, e M admite uma folheacao por superficies
totalmente geodésicas, as quais chamamos de fatias.

Primeiro, vamos tratar do caso H = 0. Seja S uma esfera de
dimensdo dois minima em M e seja S um levantamento de S para
X. Pelo principio do méximo, temos que S = S? x {tq}, para al-
gum ty € R e, portanto, S é uma superficie totalmente geodésica
de M, estavel e com nulidade 1 para o operador de Jacobi. Ainda
mais, S representa um elemento nao trivial em Ha(M), o que prova o
item (a) de (3). Note que o item (c) agora segue quando escolhemos
ps como qualquer ponto de S. Além disso, a afirmagdo principal do
Teorema 6.1 também vale trivialmente no caso minimo.

Para provar as demais afirmacoes do Teorema 6.1, apés uma mu-
danca do campo unitario normal, novamente assumiremos que H > 0.
Vamos aplicar os resultados de correspondéncia de Daniel [14] para
utilizarmos as propriedades ja demonstradas de H-esferas no grupo
de Lie métrico SU(2) munido de uma métrica invariante & esquerda
com grupo de isometrias tendo dimensao quatro. Um dos principais
resultados de Daniel é o que segue.

Teorema 6.5 (Daniel, [14]). Sejam E; e Ey duas variedades ho-
mogéneas de dimensao trés com grupo de isometrias com dimensao
4, com curvaturas da base k1 e Ko e curvatura de fibrado T e To,
respectivamente, e tais que

H1—4T12:Ii2—47'22. (62)
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Sejam Hy, e Hy dois mimeros reais tais que

7'12+H12 :7'22+H22. (6.3)

Entao existe uma correspondéncia isométrica entre superficies sim-
plesmente conexas de curvatura média constante Hi em Eqi e su-
perficies simplesmente conexas de curvatura média constante Ho em
Es.  Essa correspondéncia é chamada de correspondéncia das su-
perficies irmas.

Como explicaremos a seguir, vamos aplicar o Teorema 6.5 para
demonstrar o Caso 2 do Teorema 6.1. Seja X = E; = S? x R um
produto com curvatura base k1 = K e curvatura de fibrado 7 = 0.
Para demonstrar o item (1), apés uma composigdo com 7m: X — M,
é suficiente provar que para qualquer H > 0 existe uma esfera de
curvatura média constante H em X. Escolha ko, 79, Hy > 0 tais que
as equacgoes abaixo se cumpram:

_ 2
Ig = H§—4T§ (6.4)
H* = 715+ Hj.
Seja Eq = E(kg, 72) a variedade homogénea simplesmente conexa de
dimensao trés com grupo de isometrias de dimensao 4 que se escreve
como um fibrado sobre a esfera S? de curvatura constante ks e cur-
vatura de fibrado 7. E; € isométrica a um grupo de Lie métrico
isomorfo a SU(2). Portanto, pelo ji demonstrado Caso 1, existe uma
Hs-esfera Sp, em Eo. Agora, o Teorema 6.5 garante a existéncia
de uma H-esfera em X que é isométrica a Sm,, 0 que completa a
demonstragao do item (1) do Teorema 6.1.

Reciprocamente, se %1,%5 forem duas (H > 0)-esferas em M,
entdo a correspondéncia acima gera duas (Hs > 0)-esferas em Eo,
que sao uma a translacao a esquerda da outra; em particular, elas sao
intrinsecamente isométricas. Como translacoes a esquerda preservam
as fibras em E, e a orientagao da base, segue de [14, Theorem 5.2] que
as imersoes X1 e Yo diferem por uma isometria de M. Isso demonstra
a afirmagao principal do Teorema 6.1 no Caso 2.

Falta demonstrar (b) e (c) do item (3) do Teorema 6.1. Suponha

que S é uma (H > 0)-esfera em M e que S seja um levantamento
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de S para X. Novamente, sejam ko, 7o, Hy > 0 constantes satis-
fazendo (6.4). Como discutido anteriormente, existe uma imersao
isométrica fp, da esfera Riemanniana S no espago relacionado Eg
com curvatura média constante Hs. Por [14, Proposition 5.12], o
operador de Jacobi da imersdo fr, coincide com o operador de Ja-
cobi de S. Portanto, pelos resultados do Caso 1, S tem indice 1 e
nulidade 3 para o operador de Jacobi.

A demonstracao de que quando H > 0 a imersao se estende como
a fronteira de uma bola imersa F': B — M, convexa em média, se-
gue dos mesmos argumentos utilizados no Passo 10 do Caso 1, apds
observado que as solugoes para o problema isoperimétrico para volu-
mes pequenos dao origem a bolas mergulhadas com fronteira tendo
curvatura média constante positiva.

A parte final da demonstracao do Teorema 6.1 é mostrar a existéncia
de um ponto pg como descrito pelo item (c) de (3). Assim como na
prova desse item no Caso 1, é suficiente considerar o caso em que
M = X, portanto tomamos uma (H > 0)-esfera S em S? x R. Agora,
trocando a identidade e por qualquer ponto dado de S? x R e E pelo
campo de Killing 0y, a prova do Lema 6.3 pode ser reconstruida, ob-
servando que um resultado similar ao dado pela Proposicao 3.15 vale
nesse contexto. Isso completa a prova do Caso 2. O

Como demonstramos que o Teorema 6.1 vale nos dois Casos 1 e 2,
isso finaliza a sua demonstragao. O

Observagao 6.6. Seja M uma variedade homogénea de dimensao
trés com grupo de isometrias I(M) e considere I,(M) o subgrupo
de I(M) que deixa fixo um ponto p € M. O Lema 6.3 implica que
qualquer H-esfera Y em M com centro de simetria p é invariante pela
acdo de I,(M). Em particular, se I(M) tem dimenséo 4, I,(M) tem
dimensao 1 e ¥ ¢ invariante por um subgrupo a um parametro do
grupo de isometrias; esse resultado foi demonstrado anteriormente
por Abresch e Rosenberg [1, 2].



Capitulo 7

Estimativas de area:
Prova da parte (A) do
Passo 7.

Neste capitulo, X denota um grupo de Lie métrico simplesmente
conexo. Aqui, explicaremos a validade das estimativas de area da-
das pela parte (A) do Passo 7, na demonstracao do Caso 1 do Teo-
rema 6.1.

Proposicao 7.1. Se X é isomorfo a SU(2), entdo as dreas de esferas
em X de curvatura média constante e indice 1 formam um intervalo
semi aberto (0, A(X)].

Para demonstrar essa proposigao, primeiro apresentaremos algu-
mas propriedades dos possiveis limites nao compactos de sequéncias
de esferas { Sy, }neny em M(X), quando as suas respectivas dreas estao
divergindo para o infinito. Como esferas de indice 1 em M(X) com
curvatura média grande em X sao esferas quase redondas de area pe-
quena, segue que o valor absoluto das curvaturas médias das esferas
{Sn}nen estéd limitado por cima e portanto as esferas na sequéncia
{Sn}nen possuem norma da segunda forma fundamental uniforme-
mente limitada, de acordo com o Passo 6. Consideraremos tais esferas
como imersoes f,: S, — X com ponto base (nds suprimiremos a
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notagdo dos pontos base dessas esferas) com imagens desses pontos
base sendo sempre o elemento identidade e. Nesse contexto (veja,
por exemplo, a demonstragdo do Passo 6) um argumento padrao de-
monstra que uma subsequéncia converge a uma imersao

F:¥-X

com curvatura média constante e passando por e, onde X é uma su-
perficie compacta, conexa de género zero, proveniente de subdominios
compactos e suaves da sequéncia S,.

O préximo resultado é o Corolédrio 5.4 de [28] e aqui apresenta-
remos um esbogo de sua demonstracao. Esse resultado também tem
um papel importante na demonstragao das estimativas de area dadas
pela parte (B) do Passo 7, e portanto estd enunciado no caso geral
de X sendo um grupo de Lie métrico. Salientamos que o H-potencial
de X dado pelas Definigoes 3.23 e 3.24 e que aparece no Teorema
da Representacao, Teorema 3.27, nunca se anula para um dado H
descrito nas condigoes do Lema 3.25.

Teorema 7.2 ([28, Corollary 5.4]). Seja F: ¥ — X uma imersdo
limite com curvatura média constante H e construida conforme des-
crito acima com imagem do ponto base sendo a identidade e. Seja
A(F) o conjunto de todas as imersées limites obtidas a partir de
translacoes a esquerda de F' pelo inverso da imagem de sequéncias de
pontos em ¥ que sao intrinsecamente divergentes. Entio A(F') € nao
vazio e cada itmersao (f: S — X) € A(F) pode ser obtida como um
limite da sequéncia original {S,}nen que produziu F. Além disso,
cada tal imersao f € estavel e tem ponto base passando por e. Mais
ainda, se o H-potencial de X nunca se anula, entdo:

(1) Eziste um campo de vetores ndo nulo invariante a direita Ky
em X que € tangente a f(S) e a imagem G(S) da aplicagdo de
Gauss G de S é uma curva completa mergulhada em S? com valor

absoluto da curvatura geodésica limitada; o fecho G(S) C S? ¢é
uma laminacdo de S?.

(2) f(S) é topologicamente um plano, anel ou toro imerso em X.
Além disso, se X for isomorfo a SU(2), entdo f(S) € topologica-
mente a tmersao de um anel ou toro.
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(8) S € difeomorfo a um plano ou a um anel.

Demonstracdo. Suponha que f: S — X é uma superficie limite de F’
e a seguir demonstraremos que a afirmacao principal do teorema vale.
Por construcao, a superficie limite passa pela identidade e. A pro-
priedade que a superficie limite f é um limite da sequéncia original
de imersoes f, segue diretamente da aplicagao usual da desigualdade
triangular que demonstra que limites de pontos limite de um sub-
conjunto de um espago métrico sao pontos limite deste subconjunto.
Nesse caso ainda temos, por construcao, que a imagem do ponto base
de f ée.

Se f nao fosse estavel, entao existiria um dominio compacto, su-
ave D C S estritamente instavel. Entao, como f foi gerada por
translagoes de I’ por sequéncias intrinsecamente divergentes, existi-
riam ao menos dois dominios suaves, compactos e disjuntos D;, Dy C
Y, cada qual estritamente instavel. Por sua vez, para n suficien-
temente grande, os dominios Di, D2 seriam aproximados por pois
dominios suaves, compactos e disjuntos Dj(n), Da(n) C S, estrita-
mente instaveis; isso contradiz o fato que .S,, possui indice 1, e prova
que f é estavel.

Vamos supor agora que o H-potencial de X nao se anula e vamos
provar os itens (1), (2) e (3) do teorema. Sem perda de generalidade,
assuma que a sequéncia de imersoes f,, converge em subconjuntos
compactos de S,, para a imersdo F. Considere G,: S, — S? e
G: S — S? as aplicacoes de Gauss invariante & esquerda relaciona-
das. Observe que o Teorema de Representacao, Teorema 3.27, sob
a condicao de que o H-potencial de X nao se anula, nos da que o
posto da aplicagdo de Gauss é no minimo 1 em todos os pontos de S.
Afirmamos que o posto da aplicacao de Gauss G é no maximo 1 em
cada ponto de S, o que implica que ele de fato é igual a 1 em todos os
pontos de S; apds essa demonstragao, utilizaremos o Corolario 3.28
para demonstrar o item (1).

Por absurdo, vamos supor que existe um ponto p € S onde o
posto de G é exatamente 2. Por um argumento similar ao utilizado
na demonstracao de que f é estavel, por aproximacgao terfamos um
€ > 0 e uma sequéncia divergente {p,}n,en C 2 tal que as bolas
intrinsecas By (pp,1) C ¥ aproximam arbitrariamente a geometria
das bolas Bg(p, 1), s@o duas a duas disjuntas e as dreas das imagens
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Gn(B(pn,1)) C S? C T.X sao maiores do que ¢; tal € > 0 existe, pois
em uma vizinhanga suficientemente pequena de um ponto regular
para a aplicacao de Gauss G da superficie limite f: S — X, a res-
tricdo de G nesta vizinhanca é um difeomorfismo sobre sua imagem,
que é um subconjunto aberto de S2. Novamente por aproximacao,
para qualquer k > 87 /e e para n € N suficientemente grande, existem
pontos relacionados

{a1(n), ¢2(n), ..., gx(n)} C Sy

tais que os discos {Bg, (q1, 1), ... Bs, (qx, 1)} sdo dois a dois disjuntos
e as areas dos dominios G, (B(gp, 1)) é maior do que /2. Entao segue
do fato que G,, é um difeomorfismo que a area de S? é maior do que
k-e/2 > 4m, uma contradicio, sendo que a drea de S? é 47r. Isso prova
que o posto da aplicacao de Gauss de f é exatamente 1 em todos os
pontos de S, e portanto sua imagem é uma curva imersa.

Agora, pelo Corolario 3.28, existe um campo de vetores invari-
ante & direita Ky que é sempre tangente a f(S). A prova que a
curva imersa é completa segue novamente tomando limites; de outra
forma, poderfamos criar uma imersao limite S’ de f: S — X com a
mesma curvatura média e com posto 0 no seu ponto base, o que é
um absurdo. Se a curva nao fosse mergulhada, entdo ou ela iria se
autointersectar, o que nao é possivel devido a unicidade da imersao
a menos de translagoes & esquerda dada pelo Teorema 3.27 (veja a
prova de [28, Corollary 5.4] para mais detalhes). Isso completa a
prova de (1).

SejaI' 0 subgrupo a um parametro que gera K. Segue do item (1)
que S pode ser vista como um fibrado orientado sobre a curva com-
pleta, orientada e mergulhada G(S) C S? com fibra I', e essa aplicagao
se fatora através da aplicagdo quociente Q: S — S/T', onde S/T" é o
conjunto das érbitas da agdo a esquerda de T em S (aqui, se usa a
orientagao de S e de X para obter uma orientacao da curva imagem,
uma vez definida uma orientacdo para I'). Em particular, podemos
ver S como um I'-fibrado trivial sobre um circulo ou uma reta, por-
tanto I' é topologicamente o circulo S! ou a reta R. Isso implica que
f(S) é a imersao de um plano, anel ou toro em X. Ainda mais, se X
for isomorfo a SU(2), entdo a tnica possibilidade para I'" é que seja
homeomorfa a S!, portanto f(S) é topologicamente um anel ou toro
imerso, provando (2).
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Para demonstrar (3), como ja foi observado que f(S) é topologi-
camente um plano, anel ou toro imerso, o fato que S é nao compacto
implica, pela teoria de espagos de recobrimento, que S é difeomorfo
ou a um plano ou a um anel, e isso demonstra (3) e termina a prova
do teorema. O

A seguir, vamos fazer a demonstracdo da Proposicao 7.1.

Demonstra¢ao da Proposi¢cdo 7.1. Conforme explicado antes do enun-
ciado do Teorema 7.2, a nao existéncia de estimativas de area como
na Proposicao 7.1 produziria uma superficie imersa limite F': ¥ — X,
passando pela identidade e. Pelo item (1) do Teorema 7.2, existe um
campo de vetores nao nulo invariante & direita Ky em X, tangente a
uma f(5), onde (f: S — X) € A(F).

Agora, pelo item (2) do Teorema 7.2, a imagem de f(S) ou é
um cilindro imerso ou um toro imerso. Como f é estavel e f: § —
f(S) pode ser vista como um recobrimento regular sobre o anel ou
toro f(S), com fibra sendo trivial Z ou (Z x Z), concluimos, pela
Proposigéo 2.5 de [32], que f(S) é uma H-superficie estavel.

Se f(S) for um toro imerso, podemos considerar um campo de
vetores invariante & direita V' em SU(2) tal que V(e) é tangente a
f em e e linearmente independente com Kg(e). Como SU(2) nao
possui subgrupos de dimensado dois e Kg é sempre tangente a f(S),
segue que V nao pode ser sempre tangente a f(S). Seja 7 um campo
normal unitdrio ao longo de f e considere a fun¢ao u = (V,n). Temos
que u é uma funcao de Jacobi limitada no toro f(.S), mas u troca de
sinal, e isso contradiz a estabilidade de f(.5).

Suponha agora que f(S) é um anel imerso. Usando o fato que
f(S) tem norma da segunda forma fundamental limitada, e portanto
curvatura de Ricci limitada, e que é folheado pelas curvas integrais de
Ky, que possuem comprimento uniformemente limitado, pois SU(2)
é compacto, nao é dificil mostrar que o crescimento de area de bolas
intrinsecas de raio R no anel imerso f(S) estd limitado por cR, para
uma constante universal ¢ que depende apenas de f(.9), veja a Secao 6
de [28] para a prova. Em particular, o anel imerso é parabdlico (veja,
por exemplo Grigor’yan [19]).

Agora, podemos terminar a demonstracdo de maneira similar ao
caso de quando f(S) era um toro. Escolha um campo de vetores
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invariante & direita V de X que é tangente a f(S) em e mas nio
sempre tangente a f(S5). Seja u = (V, ) a fungao angulo entre V e
um campo normal unitdrio a f(.5), . Entao u é uma funcao de Jacobi
limitada em S que muda de sinal, contradizendo o resultado principal
de Manzano, Pérez e Rodriguez [25]. Essa contradi¢do prova que as
areas de H-esferas em X estdo limitadas uniformemente.

Finalmente, para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, as
solucoes do problema isoperimétrico em X com volume £ tém como
fronteira esferas de curvatura média constante de drea menor que &.
Agora, o Passo 9 no Capitulo 6 e o teorema do valor intermedidrio
implicam que o conjunto das areas de H-esferas em X é um intervalo
semi aberto da forma (0, A(X)]. Isso completa a demonstracao da
Proposigao 7.1. O






Indice

H-potencial, 40
Algebra de Lie, 20

Aplicagao de Gauss invariante
a esquerda, 40

Base unimodular, 30

Centro de simetria, 81

Conjunto singular de convergéncia,

53
Constante de Cheeger, 38
Constantes estruturais, 30
Curvatura média critica, 37

Dominio planar, 57

Esferas de Berger, 31
Espaco E(k,7), 31
Estabilidade, 11
indice de, 11
fraca, 12
Estimativas
de area, 6, 50, 76, 88
de curvatura, 4, 45, 48, 75
de um lado, 46
de raio, 5, 45
fraca de arco de corda, 47
Estrutura de edificio-garagem,
55

97

Fluxo CMC, 47
Fungao antiholomorfa, 73

Grupo de Lie, 19
métrico, 20
solavel, 38
unimodular, 30

Invariante D de Milnor, 35

Jacobi
funcao de, 11
operador de, 10

Laco singular, 62
Nulidade, 11

Ponto singular, 53
do tipo catenoidal, 61
Produto semidireto, 25

Raio de injetividade, 13
funcao, 13
localmente positivo, 52
quase-minimo, 54

Raio de uma superficie, 4, 44

Superficie
H-superficie, 3



98

estavel, 11

fracamente estavel, 12

minima, 12

mergulhada & Alexandrov,
16

Teorema
da representagao, 42

Variedade
convexa em média, 16
flat, 6
homogénea, 19
homogeneamente regular,

13

Vetor fluxo, 47

Vizinhanca regular, 17
de um lado, 17

iNDICE



Bibliografia

1]

U. Abresch and H. Rosenberg. A Hopf differential for cons-
tant mean curvature surfaces in S? x R and H? x R. Acta
Math., 193(2):141-174, 2004. MR2134864 (2006h:53003), Zbl
1078.53053.

U. Abresch and H. Rosenberg. Generalized Hopf differentials.
Mat. Contemp., 28:1-28, 2005. MR2195187, Zbl 1118.53036.

H. Alencar, M. do Carmo, and R. Tribuzy. A theorem of
Hopf and the Cauchy-Riemann inequality. Comm. Anal. Geom.,
15(2):283-298, 2007. MR2344324, Zbl 1134.53031.

A. D. Alexandrov. Uniqueness theorems for surfaces in the
large 1. Vestnik Leningrad Univ. Math., 11(19):5-17, 1956.
MRO0150706.

J. L. Barbosa, M. do Carmo, and J. Eschenburg. Stability of hy-
persurfaces with constant mean curvature in Riemannian mani-

folds. Math. Z., 197:123-138, 1988. MR0917854, Zbl 0653.53045.

J. Bernstein and C. Breiner. Helicoid-like minimal disks
and uniqueness. J. Reine Angew. Math., 655:129-146, 2011.
MR2806108, Zbl 1225.53008.

S.Y. Cheng. Eigenfunctions and nodal sets. Comment. Math.
Helv., 51(1):43-55, 1976. MR0397805, Zbl 0334.35022.

T. H. Colding and W. P. Minicozzi II. The space of embedded mi-
nimal surfaces of fixed genus in a 3-manifold IV; Locally simply-

99



100 BIBLIOGRAFIA

connected. Ann. of Math., 160:573-615, 2004. MR2123933, Zbl
1076.530609.

[9] T. H. Colding and W. P. Minicozzi II. The Calabi-Yau conjec-
tures for embedded surfaces. Ann. of Math., 167:211-243, 2008.
MR2373154, Zbl 1142.53012.

[10] T. H. Colding and W. P. Minicozzi II. The space of embedded
minimal surfaces of fixed genus in a 3-manifold V; Fixed genus.
Ann. of Math., 181(1):1-153, 2015. MR3272923, Zbl 06383661.

[11] B. Coskunuzer. Non-properly embedded minimal planes in hy-
perbolic 3-space. Comm. Contemp. Math., 13:727-739, 2011.
MR2847226, Zbl 1232.53010.

[12] B. Coskunuzer, W. H. Meeks III, and G. Tinaglia. Non-
properly embedded H-planes in H? x R. Preprint at
http://arxiv.org/pdf/1609.08568.

[13] B. Coskunuzer, W. H. Meeks III, and G. Tinaglia. Non-properly
embedded H-planes in H?. To appear in J. Differential Geometry.
Preprint at http://arxiv.org/pdf/1503.04641.pdf.

[14] B. Daniel. Isometric immersions into 3-dimensional homoge-
neous manifolds. Comment. Math. Helv., 82(1):87-131, 2007.
MR2296059, Zbl 1123.53029.

[15] B. Daniel and P. Mira. Existence and uniqueness of constant
mean curvature spheres in Sols. Crelle: J Reine Angew Math.,
685:1-32, 2013. MR3181562, Zbl 1305.53062.

[16] M. do Carmo and C. K. Peng. Stable complete minimal sur-
faces in R? are planes. Bulletin of the AMS, 1:903-906, 1979.
MR0546314, Zbl 442.53013.

[17] D. Fischer-Colbrie. On complete minimal surfaces with finite
Morse index in 3-manifolds. Invent. Math., 82:121-132, 1985.
MRO0808112, Zbl 0573.53038.

[18] D. Fischer-Colbrie and R. Schoen. The structure of complete
stable minimal surfaces in 3-manifolds of nonnegative scalar cur-
vature. Comm. on Pure and Appl. Math., 33:199-211, 1980.
MR0562550, Zbl 439.53060.



BIBLIOGRAFIA 101

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

A. Grigor’yan. Analytic and geometric background of recurrence
and non-explosion of Brownian motion on Riemannian mani-
folds. Bull. of A.M.S, 36(2):135-249, 1999. MR1659871, Zbl
0927.58019.

H. Hopf. Differential Geometry in the Large, volume 1000 of
Lecture Notes in Math. Springer-Verlag, 1989. MR1013786, Zbl
0669.53001.

J. Jost.  Two-dimensional geometric variational problems. J.
Wiley and Sons, Chichester, N.Y., 1991. MR1100926, Zbl
0729.49001.

N. Korevaar, R. Kusner, and B. Solomon. The structure of com-
plete embedded surfaces with constant mean curvature. J. Dif-
ferential Geom., 30:465-503, 1989. MR1010168, Zbl 0726.53007.

R. Kusner. Global geometry of extremal surfaces in three-
space. PhD thesis, University of California, Berkeley, 1988.
MR2636899.

F. J. Lépez and A. Ros. On embedded complete minimal sur-
faces of genus zero. J. Differential Geom., 33(1):293-300, 1991.
MR1085145, Zbl 719.53004.

M. Manzano, J. Pérez, and M. M. Rodriguez. Parabolic sta-
ble surfaces with constant mean curvature. Calc. Var. Par-
tial Differential Equations, 42:137-152, 2011. MR2819632, Zbl
1228.53009.

W. H. Meeks III. Constant mean curvature spheres in Sols.
American J. of Math., 135(3):763-775, 2013. MR3068401, Zbl
1277.53057.

W. H. Meeks I11, P. Mira, J. Pérez, and A. Ros. Constant mean
curvature spheres in homogeneous 3-manifolds. Work in pro-
gress.

W. H. Meeks III, P. Mira, J. Pérez, and A. Ros. Constant mean
curvature spheres in homogeneous three-spheres. Preprint at
http://arxiv.org/abs/1308.2612.



102 BIBLIOGRAFIA

[29] W. H. Meeks III, P. Mira, J. Pérez, and A. Ros. Isoperimetric do-
mains of large volume in homogeneous three-manifolds. Advan-
ces in Math., 264:546-592, 2014. MR3250293, Zbl 1296.53027.

[30] W. H. Meeks IIT and J. Pérez. Constant mean curvature sur-
faces in metric Lie groups. In Geometric Analysis, volume 570,
pages 25-110. Contemporary Mathematics, edited by J. Galvez,
J. Pérez, 2012. MR2963596, Zbl 1267.53006.

[31] W. H. Meeks II1I, J. Pérez, and A. Ros. The local picture theorem
on the scale of topology. To appear in J. Differential Geometry.
Preprint at https://arxiv.org/abs/1505.06761.

[32] W. H. Mecks ITI, J. Pérez, and A. Ros. Stable constant mean cur-
vature surfaces. In Handbook of Geometrical Analysis, volume 1,
pages 301-380. International Press, edited by Lizhen Ji, Peter
Li, Richard Schoen and Leon Simon, ISBN: 978-1-57146-130-8,
2008. MR2483369, Zbl 1154.530009.

[33] W. H. Meeks III, J. Pérez, and A. Ros. Properly embedded
minimal planar domains. Ann. of Math., 181(2):473-546, 2015.
MR3275845, Zbl 06399442.

[34] W. H. Meeks III and H. Rosenberg. The uniqueness of the
helicoid. Ann. of Math., 161:723-754, 2005. MR2153399, Zbl
1102.53005.

[35] W. H. Meeks IIT and H. Rosenberg. Maximum principles at
infinity. J. Differential Geom., 79(1):141-165, 2008. MR2401421,
Zbl 1158.53006.

[36] W. H. Meeks IIT and G. Tinaglia. Area estimates for triply-
periodic constant mean curvature surfaces. Work in progress.

37 W. H. Meeks III and G. Tinaglia. Chord arc pro-
g
perties for constant mean curvature disks. Preprint at
http://arxiv.org/pdf/1408.5578.pdf.

[38] W. H. Meeks III and G. Tinaglia. Constant mean curvature
surfaces in homogeneous three-manifolds. Work in progress.



BIBLIOGRAFIA 103

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

W. H. Meeks IIT and G. Tinaglia. Embedded Calabi-Yau pro-
blem in hyperbolic 3-manifolds. Work in progress.

W. H. Meeks IIT and G. Tinaglia. The geometry of cons-
tant mean curvature surfaces in R®. Preprint available at
http://arxiv.org/pdf/1609.08032v1.pdf.

W. H. Meeks III and G. Tinaglia. Limit lamination theorem
for H-surfaces. To appear in J. Reine Angew. Math. Preprint
available at http://arxiv.org/pdf/1510.07549.pdf.

W. H. Meeks III and G. Tinaglia. One-sided cur-
vature estimates for H-disks. Preprint available at
http://arxiv.org/pdf/1408.5233.pdf.

W. H. Meeks III and G. Tinaglia. Existence of regular neigh-
borhoods for H-surfaces. Illinois J. of Math., 55(3):835-844,
2011. MR3069286, Zbl 1269.53014.

W. H. Meeks IIT and S. T. Yau. The classical Plateau pro-
blem and the topology of three-dimensional manifolds. Topology,
21(4):409-442, 1982. MR0670745, Zbl 0489.57002.

W. H. Meeks IIT and S. T. Yau. The existence of embedded mini-
mal surfaces and the problem of uniqueness. Math. Z., 179:151—
168, 1982. MR0645492, Zbl 0479.49026.

J. W. Milnor. Curvatures of left invariant metrics on Lie groups.
Advances in Mathematics, 21:293-329, 1976. MR0425012, Zbl
0341.53030.

J. C. C. Nitsche. Lectures on Minimal Surfaces, volume 1. Cam-
bridge University Press, 1989. MR1015936, Zbl 0688.53001.

J. Pérez and A. Ros. Properly embedded minimal surfaces with
finite total curvature. In The Global Theory of Minimal Surfa-
ces in Flat Spaces, pages 15-66. Lecture Notes in Math 1775,
Springer-Verlag, 2002. G. P. Pirola, editor. MR1901613, Zbl
1028.53005.



104 BIBLIOGRAFIA

[49] N. Peyerimhoff and E. Samiou. The Cheeger constant of sim-
ply connected, solvable Lie groups. Proc. Amer. Math. Soc.,
132(5):1525-1529, 2004. MR2053361, Zbl 1045.53033.

[50] A. V. Pogorelov. On the stability of minimal surfaces. Soviet
Math. Dokl., 24:274-276, 1981. MR0630142, Zbl 0495.53005.

[51] M. M. Rodriguez and G. Tinaglia. Non-proper complete minimal
surfaces embedded in H? x R. Int Math Res Notices, 2015(12),
2015. Available at arXiv:1211.5692.

[52] A. Ros. One-sided complete stable minimal surfaces. J. Diffe-
rential Geom., 74:69-92, 2006. MR2260928, Zbl 1110.53009.

[63] H. Rosenberg, R. Souam, and E. Toubiana. General curvature
estimates for stable H-surfaces in 3-manifolds and applications.
J. Differential Geom., 84(3):623-648, 2010. MR2669367, Zbl
1198.53062.

[54] R. Schoen. Estimates for Stable Minimal Surfaces in Three Di-
mensional Manifolds, volume 103 of Ann. of Math. Studies. Prin-
ceton University Press, 1983. MR0795231, Zbl 532.53042.

[65] L. Simon. On the existence of embedded minimal 2-spheres in
the 3-sphere, endowed with an arbitrary metric. To appear.

[56] L. Simon. Lectures on geometric measure theory. In Proceedings
of the Center for Mathematical Analysis, volume 3, Canberra,
Australia, 1983. Australian National University. MR0756417,
Zbl 546.49019.

[67] P. A. Smith. Transformations of finite period II. Annals of Math.
Second Series, 40:690-711, 1992. MR0000177.

[58] B. Smyth and G. Tinaglia. The number of constant mean curva-
ture isometric immersions of a surface. Comment. Math. Helv.,
88(1):163-183, 2013. MR3008916, Zbl 1260.53023.



	Página em branco


 
 
    
   HistoryItem_V1
   Nup
        
     Create a new document
     Trim unused space from sheets: no
     Allow pages to be scaled: no
     Margins and crop marks: none
     Sheet size: 6.102 x 8.268 inches / 155.0 x 210.0 mm
     Sheet orientation: tall
     Layout: rows 1 down, columns 1 across
     Align: centre
      

        
     0.0000
     10.0000
     20.0000
     0
     Corners
     0.3000
     ToFit
     0
     0
     1
     1
     0.7000
     0
     0 
     1
     0.0000
     1
            
       D:20170510142020
       595.2756
       publicacoes matematicas
       Blank
       439.3701
          

     Tall
     695
     300
    
    
     0.0000
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     C
     0
            
       CurrentAVDoc
          

     0.0000
     0
     2
     0
     0
     0 
      

        
     QITE_QuiteImposing3
     Quite Imposing 3.0f
     Quite Imposing 3
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base



