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Introducao

Esta monografia consiste de uma introdugéo a nogao de solugao de viscosi-
dade, no contexto de equagdes de Hamilton-Jacobi. A definigao de solugéo de
viscosidade que vamos tratar ¢ uma elaboragéo da defini¢io introduzida por
M. Crandall e P.-L. Lions, [5], emn 1983 para equagdes de Hamilton-Jacobi e
posteriormente estendida a uma vasta classe de equacses diferenciais parciais
fortemente nao-lineares, particularmente de natureza eliptica ou parabdlica.
Esta é uma 4rea de pesquisa ativa e de importéncia crescente em equagoes
diferenciais parciais.

As equagtes de Hamilton-Jacobi sdo equagdes de primeira ordem do tipo
F(z,u, Vu) = 0, que aparecem naturalmente em mecinica cldssica, em teo-
ria de controle 6timo deterministica e em teoria dos jogos. A aplicagéo em
teoria de controle desempenhou um papel importante no desenvolvimento da
teoria, dando origem a algumas das idéias centrais e fornecendo uma classe
interessante de problemas modelo, veja [19]. Além de fornecer o ponto de
partida histérico para o desenvolvimento da teoria de solugoes de viscosi-
dade, as equagdes de Hamilton-Jacobi séo um contexto natural para uma in-
troducdo a esta teoria. As idéias bésicas estdo presentes de forma néo-trivial.
Além disso, em contraposi¢io a teoria geral de solugdes de viscosidade para
equacdes de segunda ordem, os aspectos técnicos ficam consideravelmente
simplificados.

Sob um pornto de vista mais amplo, esta monografia tem a intengéo de
introduzir alguns dos temas, preocupacdes e dificuldades fundamentais no
estudo de solugdes fracas de equactes diferenciais parciais nao-lineares. Um
dos desenvolvimentos centrais em equacoes diferenciais parciais neste século
foi a teoria de distribuicoes de L. Schwartz, que possibilitou o tratamento ri-
goroso de solugdes de equagdes diferenciais parciais com pouca regularidade,
ampliando o préprio conceito de derivada. Existem dificuldades quase in-



transponiveis em se estender para equages néo-lineares o sucesso alcancado
pela teoria de distribui¢des em equagdes lineares. O interesse pritico de
definir e trabalhar com solugoes “irregulares” de equagdes diferenciais par-
ciais ndo-lineares (ondas de choque, fenémenos turbulentos, meios materiais
de natureza irregular ou fractal, ruido aleatdrio, condigdes iniciais singulares,
entre outros) tem motivado um esforco continuado por desenvolver técnicas
capazes de dar sentido e de estudar propriedades destas solugdes. Entretanto,
a pesquisa nesta drea necessita em geral de ferramentas analfticas bastante
sofisticadas, utilizando idéias de teoria da medida, espacos de Sobolev, an4lise
harménica, operadores pseudo-diferenciais, entre outros.

A teoria de solugdes de viscosidade para equacbes de Hamilton-Jacobi é
uma excecao notével precisamente neste aspecto. Veremos que é possivel de-
senvolver uma teoria completa e poderosa fazendo uso de técnicas elementares
de analise real. Neste contexto especifico é possivel desenvolver uma teoria
sofisticada do ponto de vista de equagdes diferenciais parciais nao-lineares
sem depender de um pesado arcabougo analitico desenvolvido previamente
ou concorrentemente. Este texto pretende, em principio, ser acessivel a um
aluno de mestrado que tenha feito cursos de andlise em vérias varidveis,
de equagtes diferenciais ordindrias e que tenha sido exposto a integral de
Lebesgue em JR™. Um curso basico de equages diferenciais parciais, a nivel
de graduagao ou mestrado, torna as questdes tratadas aqui mais naturais.
O principal pré-requisito que este assunto exige é a maturidade matematica,
possibilitando a apreensdo de alguns conceitos pouco familiares e razoavel-
mente sofisticados. Nosso piblico alvo sio alunos de pos-graduacéo com in-
teresse em equacdes diferenciais parciais e especialistas na drea que desejem
uma introducao rapida as solugdes de viscosidade.

O material coberto nestas notas, no que diz respeito as solugbes de vis-
cosidade, apareceu entre os anos de 1983 e 1986. Os pioneiros desta teoria
foram M. Crandall, P.-L. Lions, L. C. Evans e H. Ishii. Os resultados so-
bre solugbes de viscosidade que apresentamos aqui sio devidos a estes au-
tores e as referéncias bdsicas que utilizamos na elaboracio deste material
sao: (3, 5, 6, 8, 12, 15, 19]. Para uma introducao ao estado da arte posterior,
veja [4]. Os autores também recomendam que o leitor interessado assista
o videotape de uma palestra de 80 minutos, proferida por M. Crandall em
1991, e editada pela A.M.S. [2]. Um assunto que teria lugar natural neste
texto sdo as técnicas de aproximagio numérica de solugdes de viscosidade.
A decis@io de omitir este material foi arbitréria; referimos contudo as leitoras



interessadas ao artigo [7] para uma introdugéo ao tema.

Vamos fazer uma observacdo sobre notagdc. No decorrer desta mono-
grafia, utilizamos diversas notagdes para derivadas. Derivadas parciais sdo
denotadas alternativamente 3/ds ou (-), e derivadas em uma varidvel por
d/ds ou (). Um abuso de notagio que cometeremos com alguma frequéncia
é denotar o gradiente de uma fun¢io H = H(p,z), com p, z € R"*, por
(OH/6p,0H/0x).

O conteindo desta monografia encontra-se dividido da seguinte maneira:
No Capitulo 1 fazemos uma introdugéo & teoria de controle étimo, que serve
de motivacio e fonte de exemplos para a teoria que se segue. No Capitulo
2, desenvolvemos a teoria de solugdes fracas para o caso de Hamiltoniana
auténoma e convexa. No Capitulo 3, introduzimos a nogio de solugdo de
viscosidade e provamos algumas de suas propriedadas béasicas. No Capitulo
4, demonstramos unicidade e dependéncia continua nos dados iniciais. No
Capitulo 5, demonstramos velocidade finita de propagacio de informacéo,
estabelecemos a conexao da teoria desenvolvida com o problema de contro-
le étimo e ampliamos a discussdo sobre a questdo de existéncia. Por fim,
incluimos alguns exercicios, que sao citados frequentemente no texto.

Esta monografia é uma ampliacfo das notas de um minicurso ministrado
pelos autores na UFPb - Jodo Pessoa em junho de 1995 e no 420. Semindrio
Brasileiro de Analise. Esta versdo das notas se encontra publicada nas atas do
420. SBA. A presente redacdo corresponde, aproximadamente, ao contetido
de um minicurso, em seis palestras de 90 minutos, ministrado no programa
de verao do Instituto de Matemética Pura e Aplicada, em fevereiro de 1996.

Os autores agradecem a L. Craig Evans, pela sua generosa permissio
para reelaborar, e em algumas insténcias, traduzir material contido em [8}.
Mais ainda, os autores tém uma profunda divida intelectual para com Prof.
Evans, pelo seu ponto de vista sobre solugbes de viscosidade e sobre equagoes
diferenciais parciais ndo-lineares em geral, que absorveram tanto por convivio
pessoal como por estudar e ensinar equagtes diferenciais através de [8]. Deve-
mos também agradecer a Hitoshi Ishii, por ter gentilmente atendido a nossas
duvidas. A exposi¢ao sobre o método de Perron contida na Segao 5.3 foi
baseada de perto em suas sugestoes.

Os autores também agradecem a Marcelo M. Santos e Rafael Iério Jr.
pelas oportunidades de apresentar este material em minicursos, ao Departa-
mento de Matematica da UFPb-J.Pessoa e ao IMPA pela acolhedora hospita-



lidade, & datilografia técnica do IMECC-UNICAMP, pelo excelente trabalho
el transcrever a versio anterior desta monografia a partir de um original
manuscrito e ao CNPq, pelos diversos financiamentos envolvidos na elabora-
cdo desta monografia.



Capitulo 1

Teoria de controle 6timo

Este capitulo é uma introdugdo suméria a teoria de controle &timo, dire-
cionada ao papel que equagdes de Hamilton-Jacobi desempenham nesta teo-
ria. Os objetivos centrais sdo de introduzir um contexto de aplicacbes para a
teoria de solugdes fracas que desenvolveremos nestas notas e ilustrar a origem
de algumas das idéias no desenvolvimento desta teoria.

As equagoes de Hamilton-Jacobi sfo equagbes diferenciais parciais de
primeira ordem cuja caracteristica predominante é encontrar-se derivadas
espaciais da fungdo incégnita inseridas na nio-linearidade. Vamos nos con-
centrar em um tipo especifico de problema de valor inicial, para equagdes
de Hamilton-Jacobi, com uma estrutura de equacgao de evolugdo, como de-
screvemos abaixo.

Sejam z = (zy,...,7,) € R", H : R* x R® — IR continua. O problema
de valor inicial para a equagdo de Hamilton-Jacobi no nosso contexto é:

{ u+ H(Vu,z) =0, em R"™ x (0,00) (1.1)
u(z,0) = g(x) em R™ x {t =0}, '

onde o dado inicial g : JR" — IR é uma fungéo continua. Chamamos a fungao
H de Hamiltoniana da equagao. Uma solugdo cléssica de (1.1) é uma funcio
u: IR™ x [0,00) — IR, de classe C*(IR™ x (0,00)) N C°(R™ x [0,00)) que
satisfaz o problema (1.1).

Antes de mais nada, vamos introduzir os conceitos bdsicos de controle
otimo e determinar em que sentido a solugio do problema acima € relevante
em teoria do controle étimo.
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1.1 Controle étimo

O problema de controle dtimo, formulado de maneira vaga, consiste de de-
terminar uma estratégia para guiar um sistema, de maneira a otimizar um
dado funcional custo ou valor. Este tipo de problema aparece naturalmente
quando se deseja gerenciar um sistema. de forma eficiente, por exemplo, na ex-
ploragao econdinica de recursos renovaveis, no gerenciamento de uma unidade
de producéo industrial ou na administragio de uma economia. Do ponto de
vista matemadtico, problemas de controle 6timo podem tomar diversas formas
e incorporar diversos niveis de complexidade, dependendo de quao realistico
seja o modelo em questao. Vamos nos utilizar de um problema modelo ide-
alizado, para introduzir as idéias que nos interessam da forma mais simples
possivel.

Vamos considerar o seguinte problema especifico de controle ¢timo.

Seja A C IR™ compacto e f: IR" x A — JR™ uma fungao continua, Lips-
chitz na primeira varidvel, uniformemente na segunda. Considere a equacéo
diferencial ordiniria com fluxe f:

{ (s) = f(z(s), a)

z(t) = z.

Esta equagéo é entendida como a equagéio que descreve a evolugéo do sis-
tema que se deseja controlar, através de um programa que varie o parametro
a de forma conveniente no tempo. A varidvel z representa um conjunto de
valores descrevendo o estado do sistema, de modo que esta equacio diferen-
cial ordindria é chamada de equacio de estado do problema de controle.

Para formular o nosso problema de controle 6timo primeiramente especi-
ficamos uma classe de controles admissiveis, que é interessante tomar a mais
abrangente possivel. Defina o conjunto de controle admissiveis:

A={a:[0,T] — A tal que a(-) é Lebesgue mensurével.}
A equagdo de estado passa a ter a forma:

{ ::g)) :i(m(s),a(s)) qtp para s € (t,T);a € A (1.2)

Para cada controle admissivel o € A o sistema possui uma tinica solugo
(-}, absolutamente continua, definida no intervalo [t,T] (Exercicio 2). Va-
mos chamar z(-) de resposta do sistema ao controle c.
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O objetivo do problema de controle étimo é determinar um controle o* €
A que guie o estado z(-) de modo a minimizar um dado funcional custo.
Introduzimoes um funcional custo da forma:

T
Cagla] = [ h(w(s),a(s))ds + g(x(T)).

Este é chamado um problema com horizonte de planejamento finito.

A funcao h : IR® x A — IR é chamada de custo operacional e a funcio
g : IR* — IR é chamada de custo terminal. Por razdes técnicas, vamos
assumir que elas satisfazem as seguintes propriedades:

h e CO(R™ x A), g € CO(R™)

[h{z,a)|, |g(x)| < C
|h(z,a} — h(y,a)|, l9(z) — ()] < Clz -9, z,y € R",a € A

As constantes acima sio independentes de a.

Dados um estado my € IR™ e tempo de partida £y < T queremos, se
possivel, encontrar o controle o que minimize o funcional custo entre todos
os controles admissiveis. Formulamos isto da seguinte maneira.

Problema:
Ache o* € A tal que:

N . 1.3
Cﬂ:o,to [Oz ] = infaca Crco,to [Ct] ( )

Nosso ponto de partida para o estudo deste problema é uma andilise in-
formal do ponto de vista do célculo de variagdes. Vamos tratar a equagio
de estado como um vinculo do problema, por uma técnica andloga & dos
multiplicadores de Lagrange. Introduzimos uma fungao incégnita adicional
p = p(s) no problema, que desempenhard o papel de multiplicador de La-
grange. A fun¢io p é chamada varidvel de co-estado em teoria do controle.
O funcional estendido tem a forma:

T
I(@,0,9) = [ h(z,0) =p- (& — f(z,0)) ds + g(a(T)).
v}
A anélise é informal porque vamos assumir suficiente suavidade das fungées
f, h e g, e das incognitas x, @ e p de modo que o funcional I esteja bem
definido e que a derivagio das equagdes de FEuler-Lagrange abaixo possa ser
realizada. Assume-se tambem que 2(tp) = 0.
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Considere z*, @ e p* um minimo de I e tome variagdes ¢; = ¢;(s), com
i = 1,2, 3, suaves, definidas no intervalo [tg, T, com ¢;(#) = 0. Defina z° =
T +Ed1, aF = a” ey, € pP° = p* + e¢3. Defina também i(e) = I(z%, of, pf).
Portanto,
di T ok
de to O

of , oOf

¢1+ ¢2 (Es—f)ﬁbs—PE(Gh" ¢1——¢2)d +8 (7)) 1 (T).
Integramos por partes o termo —pegﬁl. O termo de fronteira correspon-
dente a s = #y se anula pois assumimos que ¢, {to) = 0. O termo de fronteira
correspondente a s = 7" é incorporado ao termo do custo final, fora da inte-
gral. Coletamos os termos envolvendo cada uma das fungdes teste na integral
e fazemos € = 0. Como z*, o* e p* s80 um minimo, a expressio resultante se
anula, isto é:
di

0=—

e=0

T e OF N (R Of
[ (Geen o er ey oo (Gona) +0 i) +

i (0 + S, s+ D) (B2 -5 D)).

Tomando-se ¢; = ¢2 = 0 e ¢ arbitrario, recupera-se a equagio de estado:

A * *
" = f(z*, a™).
Fazendo-se agora ¢y = 0 e tomando-se ¢y arbitrario, obtém-se uma
relagao entre z*, o* e p* que é chamada condicdo de otimalidade:

@
da

Agora, com ¢; com ¢, (T) = 0 arbitrério, obtem-se a equacdo de co-estado:

5= 20, 0) L, o).

* * *@c_ * *y
(", 0"} +p aa(a: ,a*) =0,

Finalmente, tomando-se ¢; com ¢,(T") # 0 obtem-se uma instincia da
condi¢@o de transversalidade:

% (1))~ (T) = .
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Se a condicido de otimalidade puder ser utilizada para exprimir o* =
a*(z*, p*}, poderemos reorganizar estas relagoes em um sistema de equacgdes
diferenciais ordindrias, que assumira a forma:

( * = f(az*,a*(m*,p*))

- %

§om (e 0@ ) P e ) (L

. g, .
T*(to) =m0y p*(T) = ECHeS)
Defina a fungao H por:

H{p,z) = min {h(z,0) +p- f(z,a)}. (1.5)

\

Se supusermos que o minimo acima ¢é atingido em um 1inico ponto & ==
a(r,p), que depende suavemente de z e p, entdo o sistema (1.4} é Hamilto-
niano, com Hamiltoniana H. De fato, se a = a(z, p) € o ponto de minimo na
defini¢éo de H, derivamos a expressao h+p- f com respeito a o e concluimos
que:-

oh. of
—(z,a) = —p- =(x,a).
5 (#0) = —p- 5=(z,0)

Isto é precisamente a condigao de otimalidade, de modo que podemos concluir
que, para qualquer s € [tg, T), a(z*, p*) = o*(z*, p*).

Temos que:
=%+p-%.
Temos também que:
oD% fea)+p- L = f(a,0).

8p  0Oadp da p

Portanto, avaliando estas identidades em z*, p* segue-se que o sistema (1.4)
assume a forma:
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,1‘,.* _8_H( * 'T*)
e = 8p P,T

OH Kk

(1.6)

-k

Observamos que as situagdes onde esta analise informal pode ser tornada
rigorosa sio, de certa forma, as situacoes onde o problema de controle Stimo é
trivial. A solugdo do problema depende apenas de resolver o sistema (1.4), o
que em certas situagdes de interesse pode ser feito de maneira explicita. Sob
o ponto de vista de teoria do controle, nosso interesse é de obter resultados
em situagGes onde esta andlise ndo é vilida. Neste sentido, esta discussdo
informal servird tambem para motivar o tratamento rigoroso que se segue.

1.2 Programacgao dindmica

O método de programacéo dindmica consiste de estudar o problema, de con-
trole 6timo através da funcio valor:

u(z,t) = a(i.I)lgA Citf.

Primeiramente recordemos as hipéteses que fizemos na secao 1.1 sobre o
problema (1.3):

1. O conjunto A C JR™ é compacto, e consequentemente, os controles sao
Leo([t, T); A).

2. O fluxo f € C%R™ x A) é Lipschitz na primeira variavel, uniforme-
mente na segunda varidvel.

3. As fun¢des h e g sdo continuas, uniformemente limitadas e Lipschitz
na varidvel de estado, uniformemente no controle.

Com estas hipdteses, segue-se que a funcéo valor ¢ limitada inferiormente.
De fato, basta observar que a trajetéria z(-) ndo sai de um compacto, inde-
pendente do controle c, pelo Lema de Gronwall (Exercicio 4).

Uma propriedade fundamental da funcio valor é chamada principio de
programagao dindmica, que se traduz na idéia de que, para otimizar, é
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necessdrio otimizar a cada instante. Rigorosamente isto é expresso no Teo-
rema abaixo, devido a R. Bellman [1].

Teorema 1.1 Seja § > 0 tal que 6§ £ T — 1. Temos:

w(z,t) = inf {/:Hs h(z(s), a(s))ds + u(z(t + ), t + 5)} , (1.7)

atA

onde x(s) € a resposta do sistema (1.2) ao controle a(s).
Demonstracao: Escolha um controle a; € A e resolva a equacio diferencial
ordindria:

{ @1 = f(z(s),a1(s)) qtpparat<s<it-§
21(t) = z.

Escolha um outro controle a; € A tal que, dado & > 0,
T
w(es(t+8),t+8) +e 2 [ h(ra(s), anls))ds + glas(T)),
Je+

onde
ZTo = f(z2,2) gtpparat+é<s<T

Defina o controle
[ euls), t<s<t+6
os(s) = { as(s), t+6<s<T.

Seja
&3 = f($3,0£3) t<s<T
z3(t) = x.

Por unicidade,

()_ 2’51(3), fSSSt'f'a
TSN ols), t+6<s<T

Portanto, temos:

u(z,1) < Caglos] = [ hlas(s), as(s))ds + g(zs(T)) =
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-6 T
= [ hlmls) eals)ds + [ h(wa(s), cals))ds + glas(T)) <

< ./tt+5 h{x1(s), c1(s))ds + u(z,(t + 8), 1 + &) +&.

Logo, ja que @, é arbitrario,

t+6
u(z, ) < inf, {/ﬁ h(z(s), a(s))ds + u(z(t + 6),t + 6)} +e.

Fixando € novamente positivo, escolha a4 € A tal que

T
u(z,t)+e> /t R(x4(s), ca{s)}ds + g(z4(T)), onde

{ g4 = f(za(s),au(s)) t<s<T
2’.‘4(t) =z

Portanto, u(z4(t + 8),t + 6) < [l h(za(s), ca(s))ds + gla4(T)).
Consequentemente,

u(z,t) +e> irelfct {/:M h{z(s), a(s))ds + u(z(t + 6),1 + 6)} .

Da arbitrariedade de ¢, concluimos a demonstracio.

Vamos utilizar este resultado para deduzir informalmente a equacio de
programacao dindmica, também conhecida como equacio de Hamilton-Jacobi-
Bellman. Esta é uma equagdo de Hamilton-Jacobi, satisfeita pela fungdo
valor.

Fixe 6 > 0. Da relagio (1.7) segue-se que:

1/, 145
5 (;213 /; h(z, a)ds + u(z(t + 8),t + &) — u(x, f)) +
u(z, t+ ) — ul(z, £+ 6)

" 5

Reescrevemos a relagio acima da seguinte maneira:

=0.

b+ 8) —u(z, ¢
u(x +; u(z )+
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+ inf
at A

t+6 b+ 6).t+8) —ulz,t+ 6
Se u for suave, tomamos o limite quando é — 0 e obtemos:

U + '11612 {h(z,a) + Vu- f(z,a)} = 0.

Portanto, tomando precisamente a fungio H = H(p, z), definida em (1.5)
e que apareceu naturalmente na formulagio variacional do problema de con-
trole étimo, obtemos o seguinte problema de valor terminal para a fungéo
valor:

w+ H(Vu,z) =0 em R* x (t,T)
u(z, T) = g(z) em R" x {t =T},

A funcao valor incorpora uma parte importante da solugdo do problema
de controle 6timo: o menor custo possivel para guiar o sistema. De posse
da fungdo valor, resta apenas determinar uma estratégia que guie o sistema
de modo a atingir este custo minimo, exata ou aproximadamente. Esta se-
gunda etapa chama-se a sintese do controle 6timo. O estudo das propriedades
bésicas da funcdo valor se presta a um tratamento analitico no contexto de
uma teoria geral. Por contrapartida, o problema de sintetizar um controle
étimo é mais delicado, necessitando de uma analise detalhada do problema
de controle especifico sob consideracdo. Contudo, conhecimento prévio da
estrutura da funcéo valor também é 1til na resoluco deste problema. Ilus-
tramos isto com a construcio de controles por “feedback”, que apresentamos
informalmente a seguir. Para mais detalhes, veja [12].

Dados 0 < t < T e um estado inicial * € JR™ considere a equagio de

estado:
#*(s) = f(z*(s),e*(s)) atpt<s<T
{ T*(t) = =,

(1.8)

construida de forma que, a cada tempo s, o controle a*(s) é selecionado de
modo que:

F(2(s), () - Vaula* (s), 8) + hla™(s), 5) = H(Vu(a™(5), 5),2"(5)).

Em outras palavras, ajustamos a*(s) de modo a atingir o minimo na
defini¢ao da Hamiltoniana H, sabendo que o sistema estd em z*(s) no tempo
s. Chama-se o controle o* construido desta maneira de controle por feedback.
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E fécil provar que o controle por feedback gera uma trajetéria de custo
minimo, pelo menos em regides onde a fungdo valor u for suave (Exercicio 5).
£ claro que haverd problemas em interpretar a condigéo de feedback onde u
néo for suave.

1.3 O método de caracteristicas

Nesta segdo vamos estudar existéncia local para {1.1), o problema de valor
inicial para a equagio de Hamilton-Jacobi. Vamos assumir que a Hamiltoni-
ana H e o dado injcial g sejam suaves (pelo menos duas vezes diferencidveis).

Apesar de tratarmos apenas o problema de valor inicial para a equagio
de Hamilton-Jacobi, nossa andlise também se aplica a problemas de valor
terminal, tais como (1.8). De fato, se u = u(z, t) é solugao de u+H(Vu, z) =
0, com u(z, T) = g(z), entdo v(z,1t) = u(z, T —t) satisfaz v, + G(Vv,z) =0,
v(x,0) = g(z), com G = —H.

O método de caracteristicas, quando aplicado a equacdes diferenciais par-
ciais de primeira ordem, consiste de encontrar uma solugéo resolvendo-se uma
familia de equagdes diferenciais ordindrias. Seja u(z,#) uma solugdo clssica
de (1.1) que, por um momento, suporemos ser duas vezes diferencidvel.

Considere ¢(s) solugdo do sistema de equagdes diferenciais ordinérias:

i(5) = S (ulg(s), 5),4(6)

(](0) =mg € IR"™.

A curva (g(s), s) em R"™ x (0,00) é chamada caracteristica projetada de
(1.1). Vamos verificar que (1.1} escreve-se como uma familia de equagGes
diferenciais ordindrias sobre essas curvas. Defina p(s) = Vu(g(s), s). Entdo:

d%(u(Q(S), 5) = Vu(q(s), s) - 4(s) + us(a(s), 5)
o (1.9)
= p(s) - 5y P().9() = H(p(s), g(s)),

pois v é solugdo de (1.1).
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Diferenciando (1.1) em relagao a z; ver:

2
OH G )00 ) _OH G

(g, )2
(; 8p5, BT 0z, Og;
Logo,

(g(s), 8)d;(8) + (va)s =

2 (pu(s)) = lumla(s) ) = 3

=1

8'1"8

(Z Vs G — 3H(Vu T) Uy :1:,) - g?:(Vu, z)= —g—z(p(s), g(s)).

Concluimos que as fungdes g(-) e p(-) definidas acima satisfazem o sistema
fechado de 2n equacbes diferenciais ordindrias dado por:

Y
q(0) = o, p(0) = Vg(aq).

O sistema (1.10) é chamado de sistema de equagdes caracteristicas para
(1.1); suas solugdes sio as caracteristicas de (1.1). Denotaremos por ¢(zo; 1)
e p(xo;t) as solugdes do problema (1.10). Mais ainda, integrando a equagio
para u(g(s), s), podemos determinar os valores da solugdo ao longo da car-
acteristica projetada fazendo:

u(g(e),9) = u(wo) + [ 9(8) 5 (0(9),9(5)) ~ Ho(e), a@)ds. (111

Gostarfamos de utilizar (1.10) e (1.11) para resolver o problema (1.1).
Precisamos para isto demonstrar trés fatos:

1. Para ¢ suficientemente pequeno a aplicagio g — ¢(zg;%) é um difeo-
morfismo.
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2. Com wu(x,t) e p(x,t) definidos a partir de (1.10) e (1.11) e o difeomor-
fismo acima, temos que p(x, t) = Vu(z, t).

3. A fungdo u(x,t) é solugio da equagio diferencial parcial.

A demonstragio destes fatos estd codificada na demonstragio do seguinte
resultado.

Teorema 1.2 Dado 2y € JR™ x {t = 0} existe uma vizinhange U de g
em IR™ X (—00,+00) e uma solugdo cldssica u(z,t) de (1.1) satisfazendo
w(z,0) = g{z) em U N {t =0}.

Demonstragao: Seguiremos o esquema proposto acima.

1. Veja que a equagdo (1.10) define um fluxo suave, que em tempo ¢ =
0 é a identidade. Como o fluxo é continuo, temos que a aplicagéo
Ty > ¢(xo;t) tem derivada inversivel para ¢ suficientemente pequeno.
Pelo Teorema da Aplicagéo Inversa, z — g¢(z;t) é um difeomorfismo,
definido numa vizinhanca de zy. Dado # suficientemente pequeno, seja
@' = @'(z) definido numa vizinhanca de ¢{zo;%) de modo que x =
9(2(z);t).

2. Denote y = *(z). Defina 5(z, t) = ply;t) o
(e, 0) = 90 + [ 2(633) - G (p(055), a3 ) — Hlplas; ), s D)
Vamos mostrar que ﬁ(m, £) = Vu(z, £). Seja
r(s) = (U(Q(y, s),s)) — ZP; (v; 5) -(4(5; ).

Primeiro observe que:

0)) - ij (i 0)

L)~ > 555 =0.

r(Q
©)= yz ayz =1 Y

Em seguida, observe que:

0= 3 (p059) 25,00~ lpi) ) +
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+Z[ ~(p:9) i(qj) —pj(y;s)a% (g—g@,q))] _
=2 [%(?j)%(ﬂfl)] - aayl i p, q)aa (¢5) = 0,

=1

usando a regra da cadeia no segundo termo da ultima expressao.

Logo, 7 = 0. Por outro lado,.
> 03018 (0) = gyt ),5) = S 03), @)
=1 ayi ayt

Como esta igualdade vale para todo i e a transformagéo ®° é um difeo-

morfismo, a maftriz

3 (g; )] é inversivel, e portanto concluimos que
Yi i . y
pi(y; s} = s, (q(y; 5), s) para qualquer j e s, como desejdvamos.

3. Finalmente, precisamos mostrar que u{z,?) satisfaz a equagdo. A
formula (1.11) nos diz que, ao longo de uma caracteristica temos:

2 ul5:9),9) = plvi) - (0019, a5 9)) — H(ply o). (v )

=p-g,—H.
d ou
Por outro lado, E(u(q(y, s),8)) = Vu{g(y; s),s) - ¢s + E(q(y; s),s}. Con-
tudo, no item 2 acima, provamos que Vu{g(y; s), s) = 'p('y; s).

Com isto concluimos que

%%(q(y; s),8) = —H(p(y; 5), ¢(y; 5)),

ou seja, a equagao diferencial parcial é satisfeita identicamente ao longo
das caracteristicas.

Portanto demonstramos que o método de caracteristicas nos fornece uma
solugao de (1.1) numa vizinhanga do hiperplano { = 0}. O argumento usado
no Teorema, 1.2 deixa claro que o método funciona enquanto o difeomorfismo
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®* for localmente inversivel; a perda da inversibilidade local pode ser in-

terpretada como cruzamento das caracteristicas projetadas. Em principio o

método de caracteristicas nao nos diz nada sobre a solugio local para além

deste cruzamento. Vejamos um exemplo jlustrando este colapso do método.
Exemplo 1: Considere para n = 1, o problema

u 4+ (u)2/2 =10
u(z,0) = g().
Seja u(z,¢) uma solugdo cléssica, em C*(R x (0,7T)).
Defina v(z,t) = u.(z,t). Vamos obter uma equacdo para a evolugéo de
v(+). Diferenciamos a equacdo com respeito a 2 e obtemos a equagao de

Burgers:
v+ (v?/2), =0
v(e,0) = ¢'(x).
Esta equag@o é quaselinear, e portanto o sistema caracteristico se reduz
a uma Unica equagéo diferencial ordindria, que é:

T =v(z,1)
. d 2
Entéo, E}-(v(m(t), 8} = v+ v = vv + v = (12/2), + v, = 0.
Donde, v é constante ao longo das carateristicas, portanto as carac-
teristicas sdo linhas retas. A mudanga de coordenadas que resolve o problema

(andloga ao difeomorfismo & do teorema anterior) neste caso pode ser escrita
explicitamente:

z=y+¢ ),

onde y é o pé da caracterfstica que passa por = em tempo ¢. Portanto:

v(z, 1) = v(y, 0),

e esta transformacéo deixa de ser inversivel quando
d
@(y +9'(¥)t) = 0, o que ocorre em £ = —1/¢" ().

Portanto se existir um yo € /R onde ¢”(y) < 0 entdo existird um tempo
positivo em que duas caracteristicas “se encontram”. Observe que |v,(z, £)| —
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oo quando t — —1/g"(y) e portanto v(-) tende a ficar descontinua. Conse-
quentemente a soluciio u(z,t) da equagdo de Hamilton-Jacobi estd perdendo
suavidade e ficando, na melhor hipétese, Lipschitz continua. Evidentemente
cria-se uma dificuldade séria em interpretar em que sentido uma funcao Lip-
schitz continua satisfaria a equac¢io. Nesta monografia vamos repensar a
nogdo de solucio de modo a resolver esta dificuldade.



Capitulo 2

Hamiltoniana auténoma e
convexa

Neste capitulo vamos estudar um caso especial de problema de valor inicial
para a equagao de Hamilton-Jacobi, em que a Hamiltoniana é autdnoma, isto
¢, 56 depende de p, e é convexa. Veremos que isto corresponde a uma classe
de sistemas de controle em que a equagdo de estado se reduz a # = a, que
sa0 os sistemas controlados pela velocidade.

O resultado principal deste capitulo é um teorema de unicidade, devido
a E. Hopf [14], que diz que a fungéo valor, neste caso, é a tnica solugdo fraca
global da equagéo de Hamilton-Jacobi correspondente. O sentido de solugdo
fraca terd que ser cuidadosamente especificado. Q contetdido deste capitulo
estd intimamente relacionado com a teoria de solugéo fraca de P. Lax e O,
Oleinik para leis de conservago com fungdio de fluxo convexa, veja [8].

2.1 Sistemas controlados pela velocidade

Considere o problema. de controle com equacio de estado:

{ i(s)=a(s)t<s<T (2.1)

z(t) = .

O funcional custo é dado por uma fungéo de custo operacional L{a)
continua e convexa e uma fun¢do de custo terminal continua g = g{x), de

20
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modo que: T
Cuglal = [ L(@)ds + gla(T). (2.2)

BEsta é a formulacio como problema de controle dtime de um problema
de cdlculo de variagdes classico. No contexto de cdlculo de variagoes a funcao
L que introduzimos como custo operacional costuma ser chamada de La-
grangianc do problema. Esta é a terminologia que vamos utilizar no restante
deste capitulo.

No caso do problema (2.1,2.2} acima, o conjunto de controles admissiveis
que consideraremos serd A = C%[¢,T], JR"). Podemos eliminar o controle
o, simplesmente introduzindo um conjunto de trajetérias admissiveis A=
{ze CY[t,T]) : 2(t) =z e 2(T) = y}. Assim, a funcéo valor u = u(z, 1) se
escreve da seguinte maneira:

u(z,t) = inf inf {/T L(é)ds+g(y)}. (2.3)

yeit™ zc 4

Proposigdo 2.1 Para xz € IR™, t <T temos:
— _ y
uz,t) = inf {(T-0L(L=2) +9) -

Demonstracao: Para demonstrar isto, basta verificar que:

I=inf [ L(z)ds=(T f)L(y_m)
=inf | L{z)ds = N7 )

e utilizar esta informacéo em (2.3).
Primeiramente tome

z(s) =
e observe que z(-) € A. Portanto,

1</ L(#)ds = ( —f)L( _':)

A desigualdade no sentido oposto segue da convexidade do Lagrangiano
L. De fato, seja z € A. Pela desigualdade de Jensen (veja [20]) temos:

1 T _ . 1 T y——a:)
S > e = .
T—t/t L(Z)ds_L(T—tft st) L(T—t

(s—f)+:r
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Multiplicando por T ~ ¢ de ambos os lados e tomando o fnfimo sobre A,

temos o que queriamos.
|

Com esta férmula explicita para a funcio valor, o problema, de controle
otimo estd, em principio, resolvido. Nosso objetivo agora é estudar o prob-
lema de valor inicial para a equagio de Hamilton-Jacobi (1.1), no caso de
Hamiltoniana auténoma e convexa. :

Vimos no capftulo anterior que espera-se que a funcao valor satisfaga, em
algum sentido, o problema de valor terminal para a equagdo de Hamilton-
Jacobi-Bellman com Hamiltonjana definida em (1.5). No caso dos sistemas
controlados pela velocidade estudados acima (2.1,2.2) a expressdo para a
Hamiltoniana, fica:

H(p) = min{L(g)+p-q}. (2.4)

Como queremos estudar um problema de valor inicial definimos: iz, 1) =
u(z,T — t) e L{g) = L(—q) e observamos que 7 satisfaz, informalmente,
o problema de valor inicial para a equacio de Hamilton-Jacobi (1.1} com
Hamiltoniana

H(p) = max{p- q — L(q)}, (2.5)

qEiR™

e dado inicial @(z,0) = g(x). A partir deste momento abandonaremos a
notacao com “til”.

A férmula dada pela Proposicio 2.1 nos fornece o seguinte para a solucgao
com o tempo revertido:

u(z,t) = yiergn {tL (T—;—y) + g(y)} : (2.6)

Esta férmula, no contexto de equacdes de Hamiton-Jacobi, é conhecida
como formule de Hopf-Laz.

Se interpretarmos o principio de programagao dindmica, Teorema 1.1,
neste contexto, revertendo o tempo como acima, obtemos o resultado ex-
presso no coroldrio abaixo.

Coroldrio 2.1 Paraz € IR", 0 < s < t temos:

u(z,t) = 1}13111%}* {(f —s)L (T y) + u(y, s)}

t—s

|
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A demonstragio é deixada como exercicio {Exercicio 6).

Pode parecer que tenhamos encontradoe um candidato natural para solugao
do problema de valor inicial para a equagdo (1.1), possivelmente vilida para
todo o tempo. Entretanto, a situagio é bastante insatisfatdria. De fato, a
relacio entre o Lagrangiano L e a Hamiltoniana I nao estd estabelecida
rigorosamente. Mais ainda, esta relagio estd nos fornecendo a equagio difer-
encial parcial a partir da solugéo, dada em termos de L. A pergunta natural,
e que ainda ndo foi nem sequer informalmente respondida, é como encontrar
a solugdo dada a equagio diferencial parcial e os dados iniciais. Para respon-
der esta pergunta teremos que compreender a conexao enire o Lagrangiano
e a Hamiltoniana; este € o objetivo da préxima segao.

2.2 Dualidade convexa

Nesta sego vamos estabelecer a relagao precisa entre a Hamiltoniana H e o
Lagrangiano L, através da nogao de dualidade convexa.

Seja L : IR™ — IR, continua, convexa i.e. tal que, para quaisquer =,y €
Rre0<t<1, Ltz + (1 —t)y) < tL(z)+ (1 —t)L(y), e superlinear, isto é:

L) _

= 4-CO.
lgl—+eo  g]

Definicdo 2.1 Sejo p € IR™. A transformada de Legendre de L em p é:
L*(p) = sup{p-q— L(9)}-
gER"

Observe que este supremo acima é de fato assumido, devido & superlin-
earidade de L (Exercicio 7).
Exemplo: Seja « > 1. Se L(q) = {g|*, para g € R, entio

—
a—1

L) =(@=-1|%

O préximo resultado estabelece a conexao precisa entre Lagrangianos
e suas transformadas de Legendre, mostrando que existe uma relagdo de
dualidade entre eles.
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Teorema 2.1 Suponha que L : R* — IR seja C', convexa e superlinear.
Considere sua transformada de Legendre L*. Entdo:

1. L* € continua, conveza e superlinear.

2. L* =1L

Demonstragao:
Comegamos por demonstrar a convexidade de L*. Sejam p;,p, € R™,
t € [0,1]. Temos:

L(tpy+ (1 =t)po) = sup {t(p1 g~ L(g)) + (L = 8)(p2- ¢ = L))} <

< sup {t(p1-q¢— L(q))} + sup {(1 - ¢t) (p2-¢— L(g))} =
geR® gelR™

=tL*(py) ++ (1 - £)L" (pa})-

Continuidade é uma questio mais técnica. Primeiro observe que L* é
localmente limitada. De fato, por um lado, —L(0) < L*(p), para qualquer
p. Por outro lado, da superlinearidade de L, segue-se que p- ¢ — L(g) tende
a —oo quando |g| — oo, uniformemente para p em um compacto. Logo,
para qualquer p em um compacto, existe K suficientemente grande tal que
p-qg— L{g) <1, se |g| < K. Portanto, da continuidade de L-

1) < max {maxtp-a - Lo 1} £,

para alguma constante C.

Fixemos py € R* e e > (. Observemos agora que L* é semicontinua
inferiormente, pois é um supremo de fun¢bes continuas (veja [20]). Portanto,
existe & > 0 tal que se {p — po| < § entdo:

L*(p) > L*(p) — €.

Para mostrar a desigualdade que falta na demonstragio de continuidade,
utilizaremos a convexidade de L*.

Seja. M = maxig_py|=1 L*(8) — L*(pp). Seja p tal que |p— pg| < & < 1.
Defina
— (1 —|p—pol)po

lp — ol

P =
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Observe que, fazendo s = |p — py| temos p = s+ (1 — s)po ¢ P esté na esfera
de centro po e raio 1. Da convexidade de L* vem:

L*{p) < |p = pol " (7) + (1 — |p — pol) L" (po)-
Disto segue-se que:
L*(p) < L*(po) + |p — pol{L*(P) — L*(po)) < L*(po) + boM = L*(po) +¢,

tomando-se & = £/M. Isto prova a continuidade de L*.
Para demonstrar a superlinearidade, fixe R > 0. Entéo, dado p,

> Rlp| — maxL(q) Logo, L (p) > R-— . max L(g) e

Pl =7 Iplesz
*
lim inf L(p)
lpl—oo  [p]
Para ver que L(g) = sup,cmn{p- ¢ — L*(p)} observe primeiro que:

> R. Como R é arbitrario, temos o que queriamos.

L{g) > p-q— L*(p) ¥p,q € IR", pela definicao de L*.

Tomando o supremo em relagio a p, temos que L(g) > L™ (qg).
Por outro lado temos:

L**(¢q) = sup {p- q— sup{p-7— L(r)}} = sup inf {p-{g—7)+ L{r)}.
peR™ relR® pchn TR

Da, hipétese que L é convexa e C? vem:
L(r) = L(g) + VL(g) - (r — 9)-

Logo, L*(q) > infremn {VL(q) - (g—7)+ L(r)} = L(g).
|
Observe que a defini¢io da Hamiltoniana H, dado o Lagrangiano L, em
(2.5), diz que H & precisamente a transformada de Legendre de L. Pas-
saremos a denotar a transformada de Legendre L* por H e a chamaremos
de Hamiltoniana associada a L. O Teorema 2.1 da condicoes precisas para
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que, dada a Hamiltoniana, possamos determinar o Lagrangiano associado
utilizando a transformada de Legendre (para ver isto aplique o Teorema 2.1
a H). Com isso, resolvemos a questio levantada no fim da secdo anterior.
Dada a Hamiltoniana H, ou equivalentemente, a equacio de Hamilton-Jacobi
(com Hamiltoniana auténoma, C!, superlinear e convexa), encontramos um
candidato natural a solugéo fornecido pela férmula de Hopf-Lax (2.6), com
Lagrangiano L = H*.

Veremos a seguir que, com hip6teses adicionais sobre a Hamiltoniana H,
podemos obter informagdes mais detalhadas sobre a relacdo entre LeH.

Definicéo 2.2 Suponha que H seja uma fungdo C?. Dizemos que H € es-
tritamenie conveza se, para qualquer p € IR™ existe 6(p) > 0 tal que:

> 8 (P)GGi = O, W € Rpe R
i,j=1 p‘
Dizemos também que H € uniformemente estritamente conveza se 0 acima

puder ser escolhido independente de p.

Proposicéo 2.2 Sejo H € C*(IR™), k > 2, estritamente conveza e super-
linear. Entdo:

1. VH : R* — IR™ € um difeomorfismo global.

2. Se L = H* entdo L(VH(p)) = p-VH(p) — H(p) e VL € a aplicagio
inversa de VH (logo L é C*).

Demonstragao: Primeiro mostramos que VH § injetiva. Considere r(t) =
tp+(1—1)g, com p,q € R" fixos e ¢ € [0,1]. Suponha que VH(p) = VH(q).
Vamos mostrar que p = q. Seja

he) = S(HE) = VECE) - (- o)

Observe que h(0) = h(1), e portanto, pelo Teorema do Valor Médio, existe
um s € [0, 1] tal que:
. PH
0= h(s) = 3 5o tr(a))oe - ) (0 — ) 2

=1
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> 0(r{s))lp — o>

Portanto, p = q.
Mostremos agora que VH é sobrejetiva. Seja L = H*. Entéo temos que:

L(g) = sup{p-q— H(p)}.
peIR™
Da superlinearidade, sabemos que este supremo é de fato um méximo, e
consequentemente, a derivada de p- ¢ — H(p) com respeito a p se anula no
ponto de maximo p. Isto é
¢ =VH(p)

Portanto, todo ¢ € IR™ é imagem por VH do ponto onde o méaximo na
definicdo de L é assumido. Pela hipdtese de convexidade estrita, a Hessiana
de H, interpretada como a derivada de VH ¢ inversivel. Pelo Teorema da
Aplicacao Inversa, VH é um difeomorfismo C*~! global e podemos escrever
p = p(a)-

Para demonstrar o segundo item, temos L(VH(p)) = 5- VH(p) — H(p).
Da anilise acima, fazendo ¢ = VH(p), vem que VH(p) = VH(p). Pela
injetividade de VH, p = . Em resumo, L(VH (p)) = p- VH(p) — H(p).

Finalmente, veja que se diferenciarmos a expressdo L(g) = p(qg) - ¢ —
H(p(q)} em relagio a g; obtemos:

0L _ o 08 SOHOR
da; Pit Z 9 Ers Z < Op; Ogs Pa,

=1

pois p é tal que VH(f) = ¢. Logo, aplicando VH em VL(g), e usando a
relagio entre § e ¢ obtemos que VH(VL(q)) = gq. Como VH é inversivel,
temos também que VL(VH(p)) =p

|

2.3 Solucao de Hopf-Lax

Nesta seciio, vamos comegar a estabelecer em que sentido a formula de Hopf-
Lax (2.6) nos fornece uma solugéo da equagio de Hamilton-Jacobi:

{ w + H(Vu) =0 (2.7)

u(z, 0) = g(x).
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Passaremos a nos referir & fungio v determinada pela formula de Hopf-Lax
como solugdo de Hopf-Lax do problema (2.7).

Primeiro vamos mostrar que este candidato a solugio estende a solugio
obtida no Teorems 1.2 através do método de caracteristicas. Em seguida,
estudaremos algumas de suas propriedades. Concluiremos a sec¢io demon-
strando que onde a fungdo dada pela férmula de Hopf for diferencidvel ela
satisfaz (2.7), e, mais ainda, que ela é diferencidvel em quase toda parte.

Seja H = H(p) uma Hamiltoniana C?, superlinear, estritamente convexa,
e L = H* o Lagrangiano associado. Suponha que o dado inicial g é O,
com derivada globalmente limitada. Vamos assumir que o Teorema 1.2 nos
fornece uma solugéio v € C! e definida em R™ x [0,T). Em particular, nio
hé cruzamento de caracteristicas projetadas para t < T. Seja u = u(z,t) a
funcao dada pela férmula de Hopf-Lax.

Proposicao 2.3 As fungées u e v coincidem em R™ x [0,T).

Demonstragio: Fixe z € R" e 0 <t < T. Como L é superlinear e g é
globalmente Lipschitz, temos que o infimo na férmula de Hopf é assumido.
Portanto, existe y* tal que

*

ulz,t) =L (T —Y ) +g(y”).
No ponto de minimo temos que:
VL (T — y*) = Vg(y*).
Logo, pela Proposicio 2.2,
VH(Vg(y") = =¥

Defina as curvas:

*

Y sy, p(s) = po = Vg(y*).

2

q(s) = s

Temos que:
z—y
A

i=2"Y _vEEy)) = %—‘j@(s)),
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Portanto, o par (q(-),p()) é a caracteristica emanando de (v*, Vg(y*)).
Observe que para s < t,

u(q(s), 8) = min{sL({a(s) —y)/s) + 9()}

e 0 minimo tem que ser assumido exatamente em y*. De fato, caso o minimo
fosse atingido em y*™* # y*, entdo ¢(s) estaria ao mesmo tempo na carac-
teristica projetada emanando de y* e de ™, o que nao pode ocorrer. Por-
tanto, para s < { temos:

r—y*

alals), ) = o1 (T2 g001) = a1 (F55) +9t0) =

= sL(VH(Vg(y*))) + 9(y").

Logo, pela Proposi¢ao 2.2 temos:

u(g(s),s) = s[Vg(y™) - VH(Vg(y")) — H(Vg(y*))] + 9{y*).

Consequentemente, & (u(q(s),s)) = p-¢— H(p) = p- VH(p) — H(p)
e u(g(0),0) = u(y*,0} = g(y*). Portanto, u satisfaz a relagdo (1.9), logo,
u=v.

| |

Mostramos acima que a solugdo de Hopf-Lax, coincide com a solugao
obtida pelo método de caracteristicas, enquanto nao houver cruzamento de
caracteristicas projetadas. Por outro lado, a férmula de Hopf-Lax estd pon-
tualmente definida para todo # > 0 e para g globalmente Lipschitz. Ela nos
dé um candidato “natural” para estender a solug@o obtida pelo método de
carateristicas. A férmula de Hopf-Lax generaliza. o método de caracteristicas,
tanto do ponto de vista de permitir estender a solucao para além do instante
de cruzamento de caracteristicas, quanto pelo fato de permitir o tratamento
de dados iniciais e Hamiltonianas menos regulares. Nosso objetivo a partir
de agora, até o fim deste capitulo é de mostrar que a solugdo de Hopf-Lax ¢
a solucdo correta da equagao de Hamilton-Jacobi (2.7), em um sentido a ser
especificado.
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O préximo resultado trata da regularidade de u e tem como consequéncia
o fato de que o colapso do método de caracteristicas néo se deve & formacio
de “choques” (aparecimento espontineo de descontinuidades na solugéo),
mas sim & formacéo de descontinuidade na derivada, conforme indicado no
exemplo 1 da se¢do 1.3.

Lema 2.1 Suponha que g : R™ — IR™ € globalmente Lipschitz continua, i.e.
./E f—
sup {Ig( ) g(y)|}=0<oo.
syeRr oty | |7 =l
Denotamos a constante de Lipschitz C por Lip(g). Entdo u € Lipschitz

continua em IR™ x [0,00) e u(z,0) = g(x).

Demonstragao: Para mostrar que « é Lipschitz, basta mostrar que é Lips-
chitz no espago para tempo fixo e no tempo para posicao fixa. Primeiro fixe
t € (0,00), z, £ € R™. Entio:

u(e,t) — (i) = min {2 (272) + 920} - (10 (255 +00),

onde z* é escolhido de modo que o minimo na defini¢iio de u(%, ) é assumido
em z*, Logo,

u(z, t) — u(f,t) <

T — (x—F+ 2%

gtL( - )+g(m_:'f:+z*)—(tL(ﬁ;z*)Jrg(z*))

= gz — &+ 2) ~ g(=*) < Lip(g)l — 3.

Trocando-se = e # ganha-se a estimativa desejada. Para mostrar a de-
pendéncia Lipschitz no tempo e a convergéneia de u(z, ) para g{z) quando
t — 0 utiliza-se a estimativa a seguir. Sejam x € R", 0 < s < t fixos. Entao,
pelo Corolario 2.1, para s # 0 temos:

u(z,t) = min {(f - 3)L (j_;g) + u(y, s)} .

A mesma igualdade ¢ satisfeita, com g(y) no lugar de u(y, s), quando s = 0.
Primeiramente temos:

u(z, ) < (t —s)L(0) + u(z, s), fazendo z = y. Logo:

m-..
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u(z,t) — u(z, ) < (t — s)L(0). Por outro lado,

u(z,t) > mvm{(t —s)L (:T_g) — Lip(g)|z — yl} + u{z, 8),

€r—1

pois u é Lipschitz continua no espago. Tomando z = Y temos:

u(z, 1) = min {(t — $)L(z) — Lip(g)(t - s)l2]} + ulz, s) =

= —(t — s) max{—L(2) + Lip(g)|2|} + u(z, 5) =

=—(t—s) lwgl&;{(g){gé%{—l,(z) +w-z}} +u(z,s) =

= —(t—3) |w|]:£&?§(g)H(w) + u(z, s). Seja C = max{L{0), 22X H(w)}.

Entdo mostramos que, para s # 0:
|U(I=t) - ’LL(.’L', S)l < Clt - Sl‘

Uma demonstragio andloga para s = 0 funciona substituindo-se u(zx, s}
por g(z).
|
Observe que demonstramos que v € CP(R™ x [0, 00)), e que portanto o
dado inicial é assumido continuamente. O teorema a seguir é um resultado de
consisténcia, que diz que a solugio de Hopf-Lax é pontualmente compativel
com a nogao de solucdo cléssica.

Teorema 2.2 Sejam x € IR, t > 0 fizos. Se u € diferencidvel em (z,t)
entdo:

u(z,t) + H(Vu(z,t)) = 0.
Demonstracao: Fixe g € R™, h > (. Entao:

u(zx + hg, t + k) —u(z,t)
h

Por outro lado, pelo Corolério 2.1,

— Vu(z,1) - q + w7, %), quando h — OF.

u(e + he,t+h) = min {hL (Ti—%‘l—ﬂ) + u(y,t)} < hL(g) +u(z, 1),
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fazendo z = y. Logo,
u(z + hg,t+ h) — u(z, 1)
h
us(x, t) + Vu(z, 1) - g < L{qg).
Segue-se que u;(x,1) + H(Vu(z,t)) = u, + grel%{q -Vu(z,t)— L(g)} < 0.

Portanto u é uma subsolugdo em (z,1).
Agora, escolha z* tal que:

< L{q) e portanto

z*

MTGFJL( )+g@)

Fixe A > 0 e tome s = ¢ — h. Escolhemos y como a posigio em tempo s da
reta que liga = a z*:

S:r+(1 3)* seja, —— 2
=z — =)2*, ou seja =
Y ; ; ) 1a, n

Usando a férmula de Hopf-Lax obtemos:

2 1o o (425) )

=u—sn(m_z).
i
Logo,

1 t—h t—hy , T —2z*
E(u(:r:,t)—-u( - :1'.‘+(1— ; )z,t——h,))>L( . )

O lado esquerdo desta desigualdade converge, quando h — 0%, para:

*

u(z,t) — uly,s) > tL (T -

_z*

u(x, ) + Vulz, 1) - z -

Temos entao, que u também é uma supersolucdo em (x,t) pois:

u(z, 1) + H(Vu(z,1)) = w(z,1) + max {¢- Vu(z,?) - L(g)} >
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r—zF
t

-vu(m,t)—L('T‘“tz ) > 0.
X

Chamamos atencio do seguinte resultado de anélise real cldssica: Toda
fungéo Lipschitz continua em IR™ é diferencidvel em quase toda parte. Este
fato é conhecido como Teorema de Rademacher. A demonstracio deste re-
sultado é razoavelmente elementar em dimensdo 1, porém é mais delicada
em dimensoes mais altas. Omitiremos esta demonstracéo, porém referimos o
leitor interessado ao Cap. 5 de [8], onde este resultado é provado utilizando
a desigualdade de Poincaré para espagos de Sobolev.

Nesta secio demonstramos que a solugdo de Hopf-Lax « é Lipschitz
continua em IR™ x (0,00), com extensdo continua a ¢ = 0. Mais ainda, do
Teorema 2.2 e do Teorema de Rademacher, concluimos que u;, + H(Vu) =0,
- qtp-IR™ x (0, 00}, ou seja, u satisfaz (2.7) em quase toda parte.

Poderfamos pensar em definir solugio fraca para (2.7) da seguinte maneira:

> ug(z, 1) +

“Dizemos que u é solugio fraca de (2.7) se u é Lipschitz em R" x (0, c0),
continua em R x [0, 00), u(z,0) = g{x) e u satisfaz a equagio de Hamilton-
Jacobi em quase toda parte”.

Se utilizdssemos isto como defini¢io de solugdo fraca ja teriamos um
teorema de existéncia global nas m#os. Veremos na proxima se¢do que
esta definigAo permite um sutil tipo de nao-unicidade, que contornaremos
restringindo-a um poucc mais.

2.4 Solugoes fracas e unicidade

Vamos formular uma no¢ao de solucdo fraca que nos permitird provar que a
solugio de Hopf-Lax é a tnica solugdo fraca do problema (2.7).

N&o se espera, em geral, que um problema de evolugio nio-linear possua
uma solugio cldssica global. Existem mecanismos, bem compreendidos, que
levam & perda de suavidade espontinea de solugbes em tempo finito. Vimos
uma instncia disso no exemplo 1 da se¢ao 1.3, em que a perda esponténea
de suavidade se deve a cruzamento de caracteristicas. Este é apenas um dos
diversos mecanismos possiveis que levam & perda de regularidade, e é o mais
elementar.
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Um desafio tipico no estudo de solugdes fracas de equacfes diferenciais
parciais nao-lineares consiste de escolher uma nogao de solucdo fraca que seja,
a0 mesmo tempo, ampla o bastante para permitir a inclusdo, como solugio
vélida, de todo o comportamento irregular que surja espontaneamente (isto
¢, de obter existéncia global de solugho fraca) e restritiva o suficiente para
garantir unicidade. Uma nocéo de solugdo fraca adequada no sentido de-
scrito acima em geral incorpora um entendimento profundo do problema em
questio.

Esta secdo completa um exemplo cléssico do tipo de estudo descrito
acima. Antes de mais nada, veremos que a nogio de “solucdo fraca” sugerida
no fim da segdo anterior nao é adequada por conduzir & nao-unicidade. Ilus-
traremos isso no exemplo a seguir. Veremos que o conceito chave necessdrio
para completar nossa definigfo de solugéo fraca é a noggo de semiconcavidade.

Exemplo: Considere o problema:

{ up + (u:)?/2=0em IR x (0,00)
u(z,0) =0, em R x {t =0}.

Claramente, a fungdo u;(z,t) = 0 ¢ solugdo (cldssical). Contudo o leitor
pode facilmente verificar que a fungio:

0, |z| > £/2
u(r,t)=q —-1t/2, 0<z<t/2
-z —t/2, —t/2<2<0

¢ Lipschitz continua e satisfaz a equagao fora das retas {z = 0} e {z = +t/2}.
Portanto, up também é “solugfio fraca”. De fato, infinitas solucdes desta
natureza podem ser obtidas (Exercicio 8).

Definicéo 2.3 Seja g : R® — IR contfnua. Diremos que g é semicéncava
se para todo z,z € IR™ e para algum C independente de © e z vale:

9(z + 2) — 29(z) + g(z — ) < Clz].

Semiconcavidade é um tipo de estimativa unilateral de segunda derivada.
E possivel mostrar que, se u : R — IR é C?, semiconcavidade é equivalente
a exigir uma cota superior para a segunda derivada de u. Para fungdes
continuas, semiconcavidade é equivalente & existéncia de C € IR tal que
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u(z) — Clz|? seja céncava. Para fungdes Lipschitz, semiconcavidade evita a
ocorréncia de bicos convexos; |z| ndo é semicéncava, enquanto que —|z| é
{Verifique estas propriedades - Exercicio 9.)

Veremos agora que a solugao de Hopf-Lax é semicdncava, em duas situagdes.

Lema 2.2 Suponhamos que g € Lipschitz continua e semicdncava. Enido
u(-,t) € semicdncava para todo t € [0,00). A constante de semiconcavidade
de u(-,t) pode ser tomada igual ¢ de g.

Demonstracao: Fixe z, t e seja y* tal que:

*

u(r,t) = tL (T _ty ) + 9(y").-

Entao temos:
w(z + z,t) — 2u{z,t) +u(z — 2,1} <

<tL (T_ty )+g(y*+2)—2tL (z-:—y> —-29(y" )+fL( ty )+g( "—z) <

< Cz|?

Lema 2.3 Suponha que H seja uniformemente estritemente convere (veja
a Definicdo 2.2) e considere u a solugdo de Hopf-Lax. FEntdo, para todo
z,z &€ IR"*, t >0, temos:

1
uw(z + 2,1) = 2u{z, 1) +ulz — 2,%) < %[zl2

Demonstragdo: Seja ¢ a constante na definicdo de convexidade uniforme
estrita de H. Primeiramente observemos que:

b (BEE) < () + 3 H(pa) — gl — ol (28)

Isto se deduz expandindo H(p;) e H(ps) em série de Taylor até segunda

+ .
ol & e estimando o resto usando

ordem com resto de Lagrange em torno de

a convexidade uniforme de H (Exercicio 10).
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Pela Proposigao 2.2, para qualquer p, VL{VH(p)) = p. Portanto, a
matriz Hessiana de L avaliada em VH (p) é igual & inversa da matriz Hessiana
de H em p. Como, novamente pela Proposicio 2.2, L é C?, vale:

> G @66 < 3l

i,4=1

A razao disso é que ¢ é uma cota inferior para o menor autovalor da matriz
Hessiana de H, o que acarreta que 1/6 é uma cota superior para o maior
autovalor da matriz Hessiana de L.

Portanto, por um argumento andlogo ao utilizado para H na dedugao de
(2.8) temos que:

1 1 g + (]2) 1 9
- - < L == —_ — .
2L(Q1) + 2L(f12) < ( 5 + 89|ql @]

Agora fixe x e ¢ e escolha ¥* de modo que:

*

u{z, t) = tL (y;y ) + g(y").

Estimemuos:
u(x -+ z,t) — 2u(z,t) +ulz — 2,1) <

< [tL (?#) +g(y*)] [QtL( 4 ) + 29(y" )] +

el () o] e () +

1 jx—z—y _ .’r—y*)]
3 (55 )L( i )=

12z 1
< 2% |2 < —|2]?
AR

O que estd sendo observado acima é um sutil efeito regularizante da
evolucao induzida pela equagio de Hamilton-Jacobi, desde que a Hamilto-
niana seja uniformemente estritamente convexa. Note que a constante de
semiconcavidade de u(-, ) explode quando ¢ — 0.
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Defini¢io 2.4 Seja u : IR x [0,00) — R uma fungéo Lipschitz continua.
Dizemos que u € uma solugdo fraca de (2.7) se:

1. u(z,0) = g(x) e u satisfaz a equagdo (2.7) qtp em R™ x (0, co0),

2. u(z+z,t)—2u(z, t)+u(z—2t) < C(1+1/1)|2]* para alguma constanie
C > 0, para todo x,z € IR", 1 > 0.

J4 demonstramos existéncia de solugio fraca (pela férmula de Hopf-Lax)
em dois casos: Se H é uniformemente convexa ou se g(z) é Lipschitz e
semicdncava. Finalmente, vamos demonstrar a unicidade de solucéo fraca.

Teorema 2.3 Suponha que H € convera, auténoma e C? e g Lipschilz continua.
Entdo existe no mdzimo uma solugdo fraca de (2.7).

Demonstracio: Sejam u e % duas solugdes fracas de (2.7) com o mesmo
dado inicial. Seja w(x,t) = u(z,t) — 4(z,t). Observe que se (y,s) é um
ponto onde ambas u e 4 sdo diferencidveis (e portanto satisfazem a equagéo
diferencial parcial) temos:

wily, s) = ~H(Vuly, s)) + H(Vii(y, s)) =
= - [ L HGVuly,9) + (1~ r)Vily, )] dr =

= (., fo 1 VH(rVu(y,s) + (1 — r)Vi(y, s))dr) (V{u—1a)(y,s)) =
= —b(y, s) - Vu(y,s).

Portanto w satisfaz uma equacio diferencial parcial (tipo equagéo de trans-
porte) dada por:
w; +b- Vw = 0 gtp. (2.9)

Espera-se que o fluxo b da equagio acima seja pouco regular.
Seja ¢ : IR — [0,00) uma fungio C* e v = ¢{w) = 0. Multiplicando
(2.9) por ¢'{w) temos:
w4+ b-Vo=0qtp.
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Agora defina o suavisador ¢ : JR™ — R, n°(z) = 1/e™n(z/e), (m = n+1)
onde 7 é uma funcao C'*°, de suporte compacto, positiva e de integral 1. Fixe

€ > 0 e defina:

w = rus [ =t = suly,s)dyds, o =1 xi
-+

As fungdes regularizadas v, 4° satisfazem algumas propriedades: uf, @€
sao C*°, u* — u uniformemente quando ¢ — 0 em compactos e |Vuf| <
Lip(u); |V@#| < Lip(@); Vus 9, Vu, quando ¢ — 0. Estas propriedades
sao simples de serem demonstradas; a leitora pode verificd-las ou consultar
o Apéndice C.4 de [§].

A hipédtese de semiconcavidade implica que as matrizes Hessianas de u°
e @, que denotaremos por D?u® e D?%, sio ambas limitadas por C(1 + 1)1
no sentido de formas quadraticas. Isto decorre do fato que, para cada £ > 0
fixo, se z € IR*, |z| = 1 entao temos:

: (4 he,s) — 2ufx c~h
(D2u°(:1:, t)) (2,2) = lim ut(z - hz, s) ug,s) + u(x ~ hz, 3)’

€ 0 mesmo vale para 4°.
Considere a regularizagio do fluxo b, dada por

1
be(y,5) = [ VHOVE(,5) + (1— 1)Va(y, s))dr.
Reescrevemos a equacio para v da seguinte maneira:
v+ b, Vo= (b —b)- Vo ou

vy + div{vb,) = (div b )v + (b — b) - V.
Observe que:

n

div(b.) = /

1_ &
0 o lapka (rVu + (1 —r)Vas)(ru:

sc(1+1),
8

devido 3s estimativas sobre D?uf e D2g<

:L';mk (1 - T)u.’sgu:k)dr
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Fixe o € IR™, tg > 0 e tome:
R =max{|VH(p)| : |p| < max{Lip(u), Lip(i)}}.
Defina também o cone
C={{z,t):0<t <ty |z— x| < R{tg— 1)}

Seja e(t) definida por:

e(t) = f v(z,t)dx.
Q B(uo,R(to—t)) (®1)

Decomponha esta integral, na bola original, como integrais em esferas
concéntricas e use a regra de Leibnitz para obter, para quase todo £ >

et) = / wdz—R [ vdS =
B(zq,R(tg—t)) 8B(zo,R{to—t)}

= (—div(vb.) + div(b:)v + (b — b) - Vv)dz—R vdS =

B(zo,R(to—t)) 88(xg,R(tp—1))
=— v(b, - A+ R)dS + (div(be)v + (b — b) - Vv) dx,
J 8B{=p,R(to—t)) B(xg,R(to—t))
pelo Teorema da Divergéncia,

<+

div(b.)v + {(b. — b) - Vv) dz.

'/B(mu,R(fUHt))( (be) ( ) )

Isto foi obtido usando a defini¢cao de R, de b., as estimativas de Vu®, Vuf
pelas normas Lip(u), Lip(i) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Conse-
quentemente,

1
et <C(1+—)et—|— b, — b) - Vudz.
()— A () .B(:co,R(tg—t))( ) vew

A integral acima tende a zero quando £ — 0, pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada e pelas estimativas mencionadas. Portanto obtemos a
desigualdade diferencial:

@) <C (1 + %) e(t),
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bara 0 < < #.

Esta estimativa ainda n#o é suficiente para conseguir o que queremos pois
ela é singular em ¢ = 0. Escolheremos agora uma ¢(-) conveniente que nos
possibilite usar esta estimativa para tempos longe de zero.

Fixe 0,7 et demodoque 0 < § < 7 < t < #g e tome ¢(z) tal que ¢{z) =0
se |z| < 6(Lip(u) + Lip(@)) e ¢(z) > 0 caso contrdrio. Em témpo ¢t = §
temos; .

|lu(z, §)—u(z, 0)—(4(x, §)—i(z, 0))| = |u(z, §}~i(z, 6)| pois u(z,0) = @z, 0),

< §Lip(u) + 6 Lip(a).

Portanto, v = ¢(w) = ¢(u — @) = 0 em {t = §}. Consequentemente,
e(6) = 0.

Por outro lado, aplicando o lema de Gronwall & desigualdade diferencial
para e(t), obtemos:

Oge(r)Se(é)exp{f!(](l—l—%)ds} =0.

Portanto, e(r) = 0 para § < r <. Logo, v(z,t) = 0 na bola B(zq, R{t; —
7)). Como v = ¢{w) e ¢ 86 se anula na bola B(0, §(Lip(w) + Lip(a))) temos
que w(B(zo, R(to — 7)), 7) C B(0, §(Lip(u) + Lip(w))), isto é:

|w} = Ju — @] < 8(Lip(u) + Lip(#)) em Bz, R(tg — 7).

Como § é arbitrério, obtemos que u = 4 nesta bola, e em particular

'U.(.’L'O, to) = ’E’.(ﬂ?o,tg).
|

Observagdo: No exemplo dado no inicio desta secio H é uniformemente
convexa e a solugio ug néo € solugio fraca por nio satisfazer semiconcavidade
na reta {z = 0}.

Resumindo os resultados obtidos neste ca.pltulo para o problema de valor
inicial (2.7) temos:

Coroldrio 2.2 Sejo H € C%(IR"), auténoma, conveza e superlinear e seja g
Lipschitz. Se g for semicéncave ou H for uniformemente conveze, entio a
solug@o de Hopf-Lax € a vinica solugdo fraca do problema (2. 7).
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Consideremos agora o problema de controle dado por (2.1, 2.2) com
funcéo valor u = u(z,t). Considere a Hamiltoniana H definida em (2.4). Ob-
serve que se L for convexa, C* e superlinear, entdo /I serd céncava, continua
e superlinear. De fato, H = —L*, com L(g) = L(—q) e as conclusées sobre
H seguem do Teorema 2.1.

Considere agora o problema de valor terminal:

{ w+ H(Vu) =0 (2.10)

u(s,T) = g(a).

Adaptaremos a Definigio 2.4 para problemas de valor terminal. Observe
que a definigdo essencialmente néo muda.

Definicao 2.5 Sejau: R™ x (—0,T| — R uma fungdo Lipschitz continua.
Dizemos que u € uma solugdo fraca de (2.10) se:

1. w(z,T) = g(z) ewu satisfaz a equagdo (2.10) qtp em IR* x (—o0,T)

1
2. u(x + z,t) — 2u(z,t) +u(z — 2,2) < C (1 + T_F) |z]? para alguma
constante C > 0, para todo z,2 € R™, t < T. }

A teoria desenvolvida neste capitulo nos fornece o seguinte resultado para
o problema de controle étimo para sistemas controlados pela velocidade.

Corolario 2.3 Suponha que L seja C?, uniformemente estritamente conveza
e superlinear e que g seja Lipschitz continua. Entdo a fungdo valor € a dnica
solucdo fraca do problema de valor terminal (2.10). :

A verificagio deste resultado fica como exercicio (Exercicio 11).



Capitulo 3

Solucgoes de viscosidade

O objetivo deste capitulo ¢ introduzir a nogio de solugéo de viscosidade de M.
Crandall e P.-L. Lions para equacdes de Hamilton-Jacobi nfo necessariamente
autdnomas.

3.1 Meétodo de viscosidade

A principal dificuldade em definir solugio fraca de equacdes de Hamilton-
Jacobi é a auséncia de estrutura divergente. O procedimento usual para
definir solugdio fraca de equagdes néo-lineares em forma divergente consiste
de multiplicar a equagio por uma funcdo teste suave e integrar por partes
(esta é a idéia de solugdo distribucional). Veremos que, na definicio de
solugdo de viscosidade, também faremos uso de funcdes teste suaves e de um
procedimento para fazer as derivadas que aparecem na equacio incidirem
sobre as fungdes teste. Entretanto, este procedimento serd néo-linear, em
contraste com o procedimento linear de integragio por partes. A defini¢io
de solugdo de viscosidade ¢ inspirada no principio do méximo para equagdes
elipticas e parabdlicas (veja [17]).

Antes de definir solu¢do de viscosidade vamos apresentar, a titulo de
motivagdo, uma situagao em que a defini¢do surge de forma natural.

Uma estratégia comum para obter solugdes de (1.1) consiste de regularizar
a equacao pela adi¢ao de um pequeno termo difusivo:

uf + H(Vu',2) = eAv®  em R™ x (0, c0)
ut=g em R" x {t =0},

42
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e procurar solucdes de (1.1) que sejam limites das solugBes do problema
regularizado quando £ — 0.

A equagio regularizada é uma equagao semilinear de natureza parabdlica.
A dissipacao introduzida pelo termo difusivo torna este problema muito mais
tratével do ponto de vista analitico. A estratégia descrita acima é comum em
equagdes diferenciais parciais e se chama método de viscosidade evanescente.

Espera-se que u® convirja a uma solugao da equagao original quando € —
0. No limite, contudo, perde-se controle sobre as derivadas da sequéncia
de solugoes aproximadas. Nao se espera obter uma solugdo classica deste
processo de aproximagio. O que seria plausivel esperar para a familia de
solugoes aproximadas {u°} seria limita¢do uniforme e equicontinuidade, o que
implicaria a existéncia de uma sequéncia {u%} convergindo uniformemente
em compactos de JR" x [0, 00} a um limite u € C°(JR" % [0, 00)), pelo Teorema,
de Arzela-Ascoli.

Para motivar a nogao de solugéo fraca, considere uma sequéncia de solucgbes
aproximadas {u%}, j = 1,2,..., obtida pelo método de viscosidade evanes-
cente, convergindo a uma. fungfio continua u, uniformemente em compactos
de IR™ x [0, 00). Vamos inicialmente demonstrar um lema que, apesar de ser
uma observagao elementar de andlise real, desempenha um papel importante
na teoria que vamos desenvolver.

Lema 3.1 Sejam @ e % funcbes continuas definidas em B{zo, R), a bola
fechada de centro zyp € R™ ¢ raio R. Suponha que ¢ possua um mdzimo
(minimo) estrito em xy. Seja:

m = p(%o) — 2 =c| X P (m=l m_R‘P ‘P(To))

Se 1 satisfaz a condigdo: MaX|y_goj<k [ —@| < m/2 entdo ¢ tem um mdzimo
(minimo) em B(zg, R).

Demonstracio: Comegamos por observar que temos, para todo = € B(zg, R):
™m m
—— < ¥(z) —pz) < —.
> < (z) - pla) < 2
Portanto:

m
> —_— =
¥(xo) > (o) 5 = X ch—l— 5 2 Imniaox! .
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A conclusio segue imediatamente para pontos de méximo e a demonstragio
para minimos é inteiramente equivalente.
[

Em outras palavras, se ¢ possui um extremo estrito em zy, entdo toda
fungio continua, suficientemente préxima de ¢ na norma da convergéncia
uniforme, também possui um extremo local préximo a x.

Seja v = v(z, t) wma fungdo teste C°(R™ x (0,00)). Suponha que 2=
(o, to) € JR™x (0, 00) seja um ponto de méximo local estrito de u—v. Vamos
mostrar que nestas condigoes, v é uma subsolu¢do da equacao de Hamilton-
Jacobi em z. Seja Ry tal que (v —v)(z) < (u — v)(z) para todo z = (z, )
0

na bola B(z, Ry}, z # 2. Sejam Ry, = PERE k=1,2,...e
mp = (u—v)(z) — max_ (u—wv).
|z—z0|=Rs

Defina {j.} uma sequéncia crescente de niimeros naturais tal que, se

uF = %, entdo
max_ uf —u| < my/2.
|z—z0| < Ro

Pelo Lema 3.1 existe uma sequéncia z, = (xx, ;) tal que |z, — 2| < Ry, isto
é, 2z — 2y quando k — 00, e u*¥ — v, tem méximo local em 2.

Observe que u* — v é uma funcgao suave, com méximo local em Zr, O que
acarreta Vu*(z;) = Vu(z,) e uf(2) = vi(2).

Além disso, —Au*{zy) > —Av(z).

Portanto, temos que:
vt(mka tk) + H(V'U(mk, tﬁc)a ﬁfk) =
Uf(mk: tk) + H(Vuk (mkstk)’mk) = Ejkauk (I]ﬁ tk)

< EjkA’U(.’I:k, tk).

Mandando k — oo vemos que: v;(zq,%0) + H(Vv(zo,%0),70) < 0.

Se (u — v) tiver apenas um maximo local (ao invés de um méximo local
estrito), substituimos v por 4 = v + §(jz — 29)® + (¢ — 5)2), que agora é tal
que (u — 9) tem um maximo estrito, e obtemos:

’ﬁt(.’L‘o, to) + H(Vﬁ@oio): .’Eo) <0
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Contudo, 9,{zq,t0) = vy (20, t0) € VO(2o,%0) = Vu(xo,te), j4 que a funcio
quadritica que foi adicionada ngo afeta as derivadas de primeira ordem de v
em (zg, fp). Desse modo, obtemos que v ainda é uma subsolugdo da equagao
de Hamilton-Jacobi em (zo,to)-

A mesma anslise pode ser efetuada tomando-se fungdes teste v tais que
u — v tenha um minimo local em (zg,%y); estas v serdo supersolugoes das
equagdes de Hamilton-Jacobi em (g, to).

O que observamos é que limites uniformes de solugbes das aproximagoes
parabdlicas da equagdo de Hamilton-Jacobi t8m uma propriedade especial
com respeito a funcdes teste. A defini¢do de solucéio de viscosidade incorpo-
rard precisamente esta propriedade.

Definicao 3.1 Sejo v uma fungdo limitada, uniformemente continua.

1. Dizse que u. é uma subsolugao de viscosidade da equagdo de Hamilton-
Jacobi (1.1) se:

(a) u<gemR*x {t=0}e
(b} para todo (To,to) € IR™ x (0,00) e cada v € C*(R™ x (0,00)) tal
que (u — v) tem mdzimo local em (z9,%o) vale:

’L’t(mo,tg) + H(V'U(:I‘o, to), .’170) S 0.

2. Diz-se queu é uma supersolugdo de viscosidade da equagdo de H amilton-
Jacobi (1.1) se:

(a) u>gem R"x {t=0} e
(b) para todo (zo,t0) € R™ x (0,00) e cada v € CP(R" x (0, 00)) tal
que (u —v) tem minimo local em (o, ) vale:

v (g, to) + H(Vu(zo, ), To) 2 0.

3. Diz-se que u é uma solucdo de viscosidade se u for ao mesmo tempo
subsolucdo e supersolugao de viscosidade.

Nos referiremos a subsolugdes e supersolucdes de viscosidade conjunta-
mente como semisolugdes de viscosidade.
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E imediato estender esta. definigdo para um problema de valor de fronteira
geral de primeira ordem, da forma F{z,u, Vu) = 0. Vamos adiar isto para a
préxima segio.

A nogéio de solugio de viscosidade foi introduzida por M. Crandall e P.-
L. Lions em 1983 [5], tendo sido reformulada e colocada na forma acima por
M. Crandall, L. C. Evans e P.-L. Lions em 1984 [3]. Posteriormente esta
nogéo foi estendida a problemas fortemente no-lineares de segunda ordem
por R. Jensen [16] em 1988. Desde entdo esta idéia de solugio de viscosidade
teve impacto marcante na literatura recente em equacoes diferenciais parciais
nao-lineares, especialmente no que tange a problemas fortemente nao-lineares
de natureza eliptica ou parabélica. Referimos o leitor interessado a [4], que
contém uma descrigdo do desenvolvimento recente desta teoria.

Vamos iniciar o estudo de solugdes de viscosidade verificando que esta
nova nogao de solugéio é compativel com o conceito de solucfio classica. Isto
é chamado um resultado de consisténcia. B ficil ver que uma solugdo u =
u(z,t) em C*(IR™ x [0, 00)), limitada, é solugéio de viscosidade. De fato, se v
é suave e u—v possui maximo local em (g, y), entdo Vu(zo, tg) = Vu(z, to)
e u(Z0,%0) = v(Tg, £p) € portanto

ve(Zo, to) + H(Vu(Zo, to), %a) = ue(o, t0) + H (Vu(zo, tp), zo) = 0.

Logo v é, em particular, uma subsolugio de viscosidade. Similarmente, se
u — v possul minimo local, » é supersolugio de viscosidade.

Podemos mostrar uma forma muito mais forte de consisténcia. Uma
solugdo de viscosidade diferencidvel em um ponto (z, tp) satisfaz a equagio
no sentido cldssico no ponto (zg,%p). Para demonstrar isto, precisamos
primeiro de um lema de anslise real, que nos fornecers a funcéo teste que
precisaremos para demonstrar consisténcia.

Lema 3.2 Seje u : R™ — IR continua e diferencidvel em yo € IR™. Entéo
eziste v € CT(IR™) tal que v(yy) = u(yo) e u—v tem um mdzimo local estrito
Em Yp.

Demonstragao: Vamos assumir, sem perda de generalidade, que 7 = 0
Vu(yo) = 0 e u(yo) = 0. De fato, dados u e yp, defina:

H

w(y) = w(y + o) — ulyo) — Vulyo) - v-



CAPITULO 3. SOLUCOES DE VISCOSIDADE 47

Esta funcio @ satisfaz as condi¢des acima, e se encontrarmos a fungao 7
correspondente, obteremos a funcio v desejada fazendo:

o(y) = By — yo) +ulyo) + Vulyo) - (¥ — vo)-
Da diferenciabilidade de u, temos que existe p1{y) continua, p1(0) = 0 tal

que u(y) = |y{p1(y). Defina:

palr) = max |pa(2)]

Entéo ps : [0,00) — [0,00) é continua, pz(0) = 0 e py é nao-decrescente.
Seja
2/yl 9
w(@) = [ " ealr)ar + 1yl
Temos:
()] < lylp(2ly]) + L8P,
logo v(0) = 0. Temos também que:

wm=%wmwﬁwwww

para y # 0, e portanto, se definirmos Vv(0) = 0, segue-se que v € C.
Contudo, se y # 0 temos:

2y
uly) ~ v(w) = lylpa(9) — [ palr)dr = Iyl

smmmm—ﬁjﬂuﬂw—WF5—@?<o=wm—wm

Logo, © — v tem um méximo local estrito em 0.

Podemos também obter uma fungao C?, v tal que u(yo) = v(yo) e u — v
tem minimo local estrito em 1. Basta aplicar o Lema 3.2 em —u.

Teorema 3.1 Sejo u uma fungio diferencidvel em (zo,10) € R™ x (0,00).
Suponha que v € solugdo de viscosidade da equagio de Hamilton-Jacobi (1.1).
Entdo

w{zo, to) + H(Vulze, to), o) = 0.
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Demonstragdo: Seja v = v(z,f) € C'(JR™ x (0,00)) tal que w — v tem
um méximo local estrito em (zg, o). Defina o suavisador n¢ : B™ — R,
n°(z) = 1/e™n(z/e), (m = n+ 1) onde n(z) é uma fungio ¢, de suporte
compacto, positiva e de integral 1.

Seja v*(z,t) = n° * v, uma fungdo C*. Entdo, quando & — 0

1. v* - v uniformemente em compactos,

2. Vv* —» Vv uniformemente em compactos,

3. v — v uniformemente em compactos.

Estas propriedades da regularizagio por convolucio sio bem conhecidas.
Suas demonstragSes ficam como exercicios para a leitora (veja Exercicio 12).

Do mesmo modo que fizemos no inicio desta segfio, usa-se o Lema 3.1
para obter uma sequéncia de pontos (zy, %) — (7g,%9) € mimeros g, — 0,
quando k£ — oo, tais que v — v tem um méximo local em (Tk, tr).

Portanto v** é uma funcio teste legitima. Pela definiciio de solugdo de
viscosidade temos que:

Utsk(mk: tk) + H(vvsk(.’ﬂk, tk),.’l.'k) S 0.
Passando ao limite quando k — co concluimos que
ve(zo, to) + H(Vu(zo, ), 79) < 0.

Por outro lado, da diferenciabilidade de u em (zo,%0), temos que u é sub-
solugio no sentido cldssico em (zg, £5), posto que u e suas primeiras derivadas
coincidem com v em (zg, fp).

Por outro lado, como observado apés o Lema 3.2, existe v € C1 tal que
% — v tem minimo local estrito em (zq,%). O argumento andlogo demonstra
que u serd também supersolucdo no sentido cldssico em (%o,%0), 0 que conclui
a demonstragao.

3.2 Definicoes alternativas de solucio de vis-
cosidade

Do ponto de vista pritico, de estudar solugbes de viscosidade, veremos que
é 1til estar de posse de uma definigio alternativa, porém equivalente, de
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solucdo de viscosidade que prescinde do uso de funcdes teste. Contudo essa
definicio alternativa se apoia no conceito de semidiferencial de uma fungao
continua, que néo faz parte do conteido usual de um curso de anélise real.
Comecaremos esta secio com a definicdo de semidiferenciais e algumas de
suas propriedades basicas.

Seja u uma funcio continua em um dominio 2 C IR™ e xp € {2

Definigdo 3.2 A superdiferencial de u em xg € definida por:

i sup 2) (o) =p- (2 =) _

T—Ig |'I' - .’L‘DI } )

A subdiferencial de u em xo € definida por:

Dtu(zg) = {p € R™

Du(zo) = {p e R™

u(z) — u(m) —p- (z — 7o) 20}.

liminf

As semidiferenciais DY u(zq) e D™u{zp) sao subconjuntos fechados e con-
vexos de JR™ (Exercicio 13).

Exemplos:

1. A funcho u é diferencidvel em x4 se e somente se D uzg) = D u(zo) =
{Vu(zp)} se e somente se D u(ro) N D-u(zg) # 0.

2. Sem =1 e u(z) = —|z| entdo DT u(0) = [~1,1] e D7u(0) = 0.
3. Sem =1 e u(x) = zsin(l/z) entdo DVu(0) = D™ u(0) = 0.

Estes fatos sio uma consequéncia do Lema abaixo. Sua demonstragao é
deixada como exercicio (Exercicio 14).

Lema 3.3 Seja u uma fungdo continua e zo € Q. Entdo py € DV ufzo) se e
somente se existe uma funcdo C1, o, tal que:

(1) u— @ tem um mdzimo local em To;
(%) (u— @)(20) =0;
(iii) Vep(zo) = po;
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Mais ainda, podemos escolher ¢ de modo que (u — )(x) < —|z — 29|,

Similarmente, qo € D~u(zg) se e somente se existe uma fungdo C7,
Y, satisfazendo as trés condigbes acima com minimo no lugar de mdzimo.
Também podemos escolher 3 de modo que {u — P)(x) > |z — 2|2

Demonstragio: Primeiro, vamos supor que py € D%u(n). Da mesma
maneira que na demonstragio do Lema 3.2, vamos assumir, sem perda de
generalidade, que 2o = 0, u(x¢) =0 e py = 0.

Defina p; = py{z) = u(z)/|z|. Como 0 € D*u(0), temos que

limsup g1 () < 0.
z—0

Defina pi = max{p;, 0}, a parte ndo-negativa de p; e considere:

pa(r) = max pi ().

Como 0 € D¥u(0), temos que pi é continua. Portanto a definigio de py
acima é um méximo genuino, e ndo um supremo, e p; é continua.
A demonstragéo agora segue precisamente como a do Lema 3.2, tomando:

2|z|
m@=lemw+m2

Neste caso, (0) =0=u(0), 06 C' ¢

1 [ p2=
V(0) = lim Tl [/i I p2(T)dr + |ﬂ”|2] =0.

Temos também que:
2|z| 9
ule) = p{z) = [elm(z) = |7 palr)dr — faf? <

< lzlpa(Jz]) = lzlpa(l2]) — |2* = —|2* < 0,
se x # 0.

Suponha agora a existéncia de ¢ satisfazendo (i)-(iii). Para z suficiente-
mente préximo de zy temos:

u(z) — o(x) < ulzy) — @(z0).
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Portanto temos a seguinte estimativa para o quociente de diferencas:

u(z) — u(zo) —po- (T — o) _ (%) — p(x0) — po - (¥ — %0
| — ol - |z — 0] '

Tomando limsup,_,,, de ambos os lados e usando o fato que Ve (xo) = po,
vem que pg € DT u(zg).
A demonstracio do resultado no caso de subdiferenciais é inteiramente
analoga.
[

Observe que, na demonstragio acima, dado pg € D¥u(xg), constrdi-se a
fungéo ¢ de modo que o maximo de u — ¢ em zg seja global e estrito.

Vamos agora formular a definicao de solugdo de viscosidade em termos
de semidiferenciais. Na pratica é, em geral, bastante simples traduzir uma
demonstracao que utiliza a definicdo baseada em fungdes teste em uma demon-
stracdo expressa em termos de semidiferenciais. A vantagem das semidiferen-
ciais é estritamente notacional: os clculos ficam mais compactos, e portanto
mais faceis de visualizar.

Para efeitos da teoria a ser desenvolvida nos préximos capitulos, é conve-
niente tratar equagdes diferenciais parciais mais gerais do que a equagio de
Hamilton-Jacobi. Seja & C R™ e F': ) x IR x R™ — IR continua. Vamos
definir solucdo de viscosidade para o problema de valor de fronteira:

{ F(y,u, Du) =0, em (3.1)

u =g, em J1.

Estaremos interessados em trés contextos distintos para este problema:
Q ¢ R® um dominio aberto e limitado, £ = IR®, sem condi¢do no infinito,
e 2 = IR® x (0,00) com a estrutura especifica do problema de valor inicial
(1.1). Nos dois primeiros casos Du = Vu e no terceiro caso, y = (x,1) e
Dy = (Vu,u).

Definicdo 3.3 Sejau : Q2 — IR uma fungdo limitada, uniformemente continue.

1. Diz-se que u € uma subsolugio de viscosidade da equagdo (3.1) se:

(a) u<gemOQe
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(b) para todo yo € §2 e cada v € C®(Q) tal que (u — v) tem mdzimo
local em yy vale:

F(UO,U(ZUOLDU(?JO)) S 0.
2. Diz-se que u € uma supersolugao de viscosidade da equagdo (3.1) se:

{a) u>gemdQe

(b) para todo yo € Q2 e cada v € C®(Q) tal que (u —v) tem minimo
local em yo vale:

F (30, u(yo), Dv(yo)) > 0.

3. Diz-se que u € uma solugéio de viscosidade se u for ao mesmo tempo
subsolugdo e supersolugdo de viscosidade.

Gostarfamos de chamar atencio para o fato de que o mesmo argumento
que motivou a definigio de solucéo de viscosidade para a equagéo de Hamilton-
Jacobi no inicio deste capftulo, através de regularizacio parabdlica, funciona
se aplicado a0 problema geral (3.1) e permite “obter” a definicdo acima de
modo natural. Entretanto, em contraste com o problema de valor inicial
para a equagdo de Hamilton-Jacobi, ndo hé razdo a priori para que 2 regu-
larizacdo com eAuf no lado direito seja a “natural”. Mais ainda, veremos
uma instancia nesta monografia em que a regularizagio “natural” consiste de
usar ~eAu no lado direito. Consequentemente as designaldades na definicao
de solugao de viscosidade correspondente ficam invertidas. Este é o caso do
problema de valor terminal para a equacio de Hamilton-Jacobi-Bellman geral
que discutiremos no iltimo capftulo. Em resumo, a defini¢do de solugéo de
viscosidade para o problema formulado na generalidade acima. incorpora uma
certa arbitrariedade. A teoria que serd desenvolvida é consistente, porém
existe uma outra teoria, igualmente consistente, que trata solugbes de vis-
cosidade definidas com os sinais invertidos. Finalmente, observamos que a
decisdo de qual definigdo é adequada sé pode ser tomada de acordo com o
problema especifico em questao.

Observemos que a Defini¢ao 3.3 permite uma certa exibilidade na escolha
do conjunto de fungées teste que deve ser considerado.

Lema 3.4 Seja u = u(y) uniformemente continua e limitada em 0, u < g
(u>g) em 8. Sdo equivalentes:
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(%) u € subsolugdo (supersolugdo) de viscosidade de (3.1).

(i) Para todo yp € Q ¢ para toda v € CHQ) tal que u — v tem um. mdzimo
(minimo) local em yy temos: F(yo,w(yo), Dv(yo)) < (2)0.

(ii1) Para todo yo € 2 e para toda v € C°(Q) tal que u—v tem um mdzimo
(minimo) local em yo com u(yo) = v(yo) temos: F(yo, u(yo), Du(y)) <
(2)0.

Demonstragao: Quanto menor o conjunto de fungdes teste, menos restritiva
é a definiciio. Portanto é imediato que (ii) implica (i} e que (i) implica (iii).
Primeiro, vejamos que (iii) implica (i). Seja yo € 2 e v € C®(2), tal que
u — v temn um méximo local em yp. Seja 9(y) = v(y) + u(yo) — v(yo). Entdo
{yo) = u(yo), PU = Dv e v — ¥ tem um maximo local em yp. Consequente-
mente,
F(yo, w(yo), Du(yo}) = F(yo, u(t), Di(wo)) < 0.

Para. mostrar que (i) implica (ii) usamos o argumento de regularizacio
por convolugao com um suavizador da demonstragdo do Teorema 3.1.
A demonstragio para supersolugoes € inteiramente anéloga.
|

O préximo resultado diz respeito a como formular a Definigdo 3.3 em
termos de semidiferenciais.

Proposi¢ao 3.1 Seja u uma fungdo limitada e uniformemente continua em
Q tal que u < (>)g em 9. Entdo u € subsolugdo (supersolucio) de vis-
cosidade de (3.1) se e somente se para todo yg € © e pg € Dulyg) (po €
D~ufyo)) temos F(yo, u(yo), po) < (2)0.

Demonstragio: Vamos primeiro mostrar que « € uma subsolugo de vis-
cosidade. Pelo Lema 3.4, podemos considerar v € C(2) tal que u — v
tem um méximo local em 7o e u{yo) = v(yo). Entéo, pelo Lema 3.3, py =
Du(yg) € Dru(yg) e portanto F'(yg, u(yo), Dv(ye)) < 0. Logo v é subsolugdo
de viscosidade.

Reciprocamente, seja 7o € Q e po € DYu(yy). Entao, usando novamente
o Lema 3.3, existe uma funcio v € C(2) tal que u — v tem um méximo
local em yg, u(yo) = v(yo) e Du(yo) = po. Usando agora o Lema 3.4, pode-
mos utilizar a fungdo v € C? como fungao teste. Assim, F(yo,u(yo),po) =

F(yO:u(yO)’DU(yO)) < 0.
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A demonstragio do resultado para supersolugdes de viscosidade é inteira-

mente andloga.
[ |

Concluimos este capitulo com a definicio alternativa de solucdo de viscosi-
dade, expressa em termos de semidiferenciais, que é equivalente & Definicao
3.3 pela proposicio acima.

Defini¢io 3.4 Sejaw: {1 ~ IR uma fungdo limitada, uniformemente continua.
1. Dizse que u € uma subsolugio de viscosidade da equagdo (3.1) se:
(a) u<gemofle
(b) para caday € Q e p € Druly) temos F(y,u(y),p) <0.
2. Diz-se que u € uma supersolucio de viscosidade da equagdo (5.1) se:
() u>gemofe
(b) para caday € Q e g € D-uly) temos Fy,u(y),q) > 0.

3. Diz-se que u € uma soluciio de viscosidade se u for ao mesmo tempo
subsolucdo e supersolucdo de viscosidade.



Capitulo 4

Principios de comparacao e
unicidade

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de unicidade de solugbes de
viscosidade. Isto serd feito através de principios de comparagio. Os resulta-
dos de unicidade tém um papel central na teoria, e as demonstragoes, como
apresentadas na literatura, tendem a parecer artificiais. Nossa intengao é
de torné-las o mais natural possivel, reconstruindo as idéias originais, tra-
balhando a partir das situagBes mais simples e refinando progressivamente
os resultados até chegarmos a um teorema de unicidade de solucoes de vis-
cosidade para equacdes de Hamilton-Jacobi. Apresentaremos neste capitulo
quatro demonstragdes de principios de comparagao em contextos distintos e
de sofisticacio crescente. ' ‘

4.1 Problemas estacionarios

Para dar uma idéia de como a definigdo de solugdo de viscosidade fun-
ciona como um critério de exclusdo, selecionando uma entre varias possiveis
solugbes, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo: Seja Q = (—1,1) ¢ R. Counsidere o problema de valor de
fronteira:

w(=1) = 0 = u(l). (1)

Um candidato Lipschitz continuo para solugdo deste problema pode ser

{ (W =1, em Q

55
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obtido escolhendo um conjunto mensurdvel E C {—1,1] arbitrdrio, tal que a
medida de Lebesgue de F seja igual a 1. Considere as funcdes:

l,sexe F
Xp = X5(T) = 0, sexd E

ug = up(z) = [ (2xe(t) — 1) d.
A funcao u é Lipschitz continua, satisfaz a equacio (4.1) em quase toda parte,
e ainda u(—1) = 0. A condigio sobre a medida de F forga u(1) = 0. Isto
produz uma vasta classe de possiveis solucdes.

Fixe 7y € (—1,1). Suponha, por simplicidade, que zq seja uma descon-
tinuidade isolada da derivada de u. Portanto, préximo a zg, a fungdo u
éidéntica a: o|z — xp| + u(xp), com 0 = 1 ou ¢ = —1.

Vejamos primeiro o caso ¢ = —1 (bico céncavo). B facil de ver, usando
0 Lema 3.3, que D¥u(zg) = [—1,1] e D™u(zg) = §. Utilizando a Definicio
3.4, vemos que u é uma subsolu¢do de viscosidade em z pois, para todo
pe[—1,1], p> —1 < 0. Ao mesmo tempo, u é uma supersolugdo em xp por
vacuidade.

Por outro lado, se 0 = 1, D u(zo} = 0 e D™u(z) = [—1, 1]. Portanto, u
é uma subsolugio em zp por vacuidade, mas « nio é uma supersolugio pois
para que fosse, terfamos que ter, para todo ¢ € D~u(zp) = [-1,1], ¢*—1 > 0,
uma impossibilidade. Portanto a definigio de solucio de viscosidade seleciona
fungdes que apresentam apenas bicos céncavos. A tinica fungéo da forma ug
que possui apenas bicos cdncavos é u(z) = 1 — |z| (Exercicio 16).

Sejam 2 C R*, e H : R™ x Q — R continua. O problema estaciongrio
que utilizaremos como ponto de partida tem a forma especifica:

{ v+ H(Vu,x) =0, em (4.2)

u=g, em 9.

No caso em que Q2 = IR, ndo se impde condicio no infinito para além da,
limitagdo global ja presente na defini¢io de solugio de viscosidade.

Vamos comegar tratando o caso em que 2 é um aberto limitado. Primeiro
vamos dar uma dedugdo heuristica do principio de comparagao para sub-
solugdes e supersolugdes de viscosidade. Este argumento heuristico contém
o argumento chave da demonstragéio rigorosa que apresentaremos posterior-
mente.
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Sejam u; subsolugho e up supersolucdo de viscosidade para o problema
(4.2). Em particular, estamos assumindo que u; < g < up em 9. Vamos
supor que u e Uy sejam diferencidveis em {2, Queremos mostrar que u; < ug
em 2 (isto é o que chamamos de principio de comparagio).

Suponhamos, por contradigio, que u; £ up. Seja zp € ! um ponto
de méximo positivo de u; — ug. Claramente, xy néo estd em &€, pois 14
U1 — Us < 0. Em xy temos:

Vg (:L'g) = VUZ(:EU):

ul(.’l’ig) > T.IQ(.TU) e
Uy (T()) =4 H(Vul (.’L‘o),.’l’lo) S 0 S_ ’tLg(.’IIo) + H(VTLQ(.'Eo), ’1"0)

A tltima desigualdade foi obtida observando-se que Vuy(zg) € DT ui(zo) e
que Vug(wg) € D™ ua(xg).

Disso concluimos que, de fato, ui(zg) < u2(zrg), uma contradigdo.

Como estender esta idéia para semisolugdes de viscosidade nao necessari-
amente diferencidveis? Vamos enunciar explicitamente uma consequéncia
imediata do Lema 3.3 que serd necessaria para tornar rigoroso o argumento
acima.

Lema 4.1 Sejam u,v € C%Q) e € C'(Q).
(i) Se u-+ @ tem mdrimo local em xp € Q entdo —Vi(zo) € DT u(wo).

(i) Se —v + ¢ tem mdzimo local em x € Q entdo V((zo) € D‘u(.:z:o).
Demonstracao: Se v — ¢ tem méximo local em xp entao:
u(z) £ —p(z) + ¢(wo) + u(zo).
Portanto, pelo Lema 3.3,
V{—¢(@) + @(z0) + u(0)) = —Ve(z0) € D™ (o).
Similarmente, se —v + ¢ tem um méximo local em zg entao:

v(z) 2 {(z) — {{zo) + v(z0)-
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Portanto, pelo Lema 3.3,
V(¢(z) — ¢(zo) +v(z0)) = V{(x0) € D v(zo).
|

Agora vamos tornar rigoroso o argumento heuristico apresentado antes.
Suponha que  C JR™ é um dominio limitado ¢ H : B* x ) — R é uma
funcéo Lipschitz continua na varidvel x, uniformemente em p, L.e. existe
K > 0 tal que

|H(p,x) — H(p,y)| < K|z —y.

Teorema 4.1 Sejo u uma subsolugdo e v uma supersolucdo de viscosidade
do problema (4.2) com as hipdteses acima. Entdo u < v em .

Demonstracao: Vamos supor, por contradigéo, que u € v em Q. Seja zp ©
ponto de maximo global positivo de # — v em 2. Como % < v em 9 temos
que x4 € §). Definimos:

L = u{zo) — v(zp) > 0 e M = max{max [u, max |v]}.
o Q

Note que, se encontrssemos um vetor p na intersegdo de DFu(zy) e
D~u(zg), a demonstragio estaria trivialmente concluida nas linhas do ar-
gumento heuristico. Infelizmente, o fato de u — v possuir um méximo em Ig
néo garante a existéncia de um tal p (Exercicio 18). A observacio técnica
crucial nesta demonstracio (de fato, na teoria de solugdes de viscosidade
como um todo) é que podemos encontrar este p de forma aprozimada e que
isto € o suficiente para obter a contradi¢io que estamos buscando. Agora,
como formular esta busca por um p que aproximadamente esteja em D¥u(zg)
e D™v(zo) a0 mesmo tempo? Procuraremos em 2 x

Afirmamos que, para todo ¢ > 0, existem pontos z, ¥ € {2 e um vetor
7e € IR™ tal que re € DYu(x. )N D~ v(y,). Para verificar esta afirmacéo defina
a fungio 9. : @ x Q — IR por:

Uele,) = u(z) —(s) — Sl -yl

com C' = 2M — L+1. Adiciona-se o paraboldide concavo acima para forgar os
maximos de 7). a estarem préximos 3 diagonal de £2x 2. Entao, se |z~y| > &,
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temos: ¥ (z,y) < 2M — C = L — 1 < L. Consequentemente, existem pontos
T, Ye tais que ¥, tem um méximo em (z.,¥y.) e |z. — y:| < €.

Vamos argumentar que, se £ é suficientemente pequeno, podemos assumir
que (2., y.) ficam longe da fronteira de £2 x Q. Primeiro, ja observamos que
{%¢,y.) estd em uma faixa de largura 2¢ em torno da diagonal. Em cada ponto
de 001 x 851, 9. é nao-positivo. Portanto, como u(x) — v(y) é uniformemente
continua, existe uma vizinhanca I' (independente de &), digamos, formada,
pela uniao das bolas de raio «y > 0 centradas nos pontos de 9§ x 92 tal que
Y. < L/2 nesta vizinhanca, e portanto o méximo de v, nio estd em I". Se
€ < 7, o fecho da intersecao da faixa de largura 2e em torno da diagonal
com o complementar de T estd a uma distdncia maior que zero do bordo de
Qx Q.

Temos portanto que  — (1, y:) tem um méximo local em z., e também
que y — 9. (z., y) tem um méximo local em y.. Em outras palavras, a funcio

C
w4+ =u(z)+ [—v(ys - 25|T - ye|2]

tem um maximo em z., e a funcdo

—v4 (= —u(y) + [u(-’f’e) - gzl”’s - ylg]

tem um maximo em ..
Pelo Lema 4.1 temos:

C 2C
~Va | =olye) — lo — 4P| = 55 (@ — ) € D*u(al)

c 20 _
v, [u(ms) — Sl - y|2] = S5 (7 — %) € Do(x).

Assim, a afirmagao estd demonstrada, com r. = (2C/e?)(z. — ).
Pela definigdo de subsolugio e supersolugio de viscosidade obtemos:

w(z) + H(re,ze) <0 < o(ye) + H(re, ve).
Consequentemente, temos:

w(ze) = v(ye) < H(re,ye) — H(re, we) < Klze — | < Ke. (4.3)
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Agora, se soubéssemos que (ze, y-) converge a (xg, zg) quando € — 0, bas-
taria passar ao limite na desigualdade acima que teriamos nossa contradicao.
Contudo, néio temos nenhum controle sobre a distincia de (2., %) a (2o, Zo).
Temos que concluir a demonstragio de outra maneira.

Sabemos que ¥.(zc,y.) > L > 0. Temos também, para todo =z €
wa(ms:ye) 2 ¢s(m,3:) = u(x) - 'v(m) Logo: ";ba(msaye) = max{u(a") - 'U'(‘I:),O}

Finalmente:

mex{u(z) — (x), 0} < u(ae) — vlye) — e = wel? < ule) — v(y.) < Ke.

Assim, como ¢ é arbitrério, max{u{z) — v(z),0} = 0. Isto conclui a demon-
stracao.

|

Este principio de comparagio d4 unicidade de soluggo de viscosidade como
corolério imediato. De fato, se u e v s3o duas soluctes de viscosidade do
problema (4.2), sob as hipéteses do Teorema 4.1, entio u < v porque 4 é
subsolugéo e v é supersolugiio. Por outro lado, v < u porque u é supersolucao
e v ¢ subsolucdo. Portanto, u = v.

Esta é a demonstragio mais simples. Um primeiro refinamento seria
na dire¢do de enfraquecer as hipéteses sobre H. Suponha que, ao invés de
assumir que H é Lipschitz, uniformemente na varidvel p, temos que H satisfaz
a estimativa:

|H(p,7) ~ H(p,y)| < K|z — y|(1+ [p])

A demonstragiio do Teorema 4.1 segue sem modificacdes até obtermos
a desigualdade (4.3). Para concluir o argumento neste caso, precisamos da
uma estimativa adicional, determinando de maneira mais precisa quao longe
(e, ¥e) esté da diagonal. Observe que:

I‘le('T‘IS) me) < (d)e(fb'says):
e portanto,
C
u(zre) - 'U(JTE) < u’(ms) - U(ye - E§I‘TE - y€|2'
Logo,
C 2 o
?'IE —yel* < v(Te) — 7’(@5) = 0(1)'

Portanto, |z. — .| = o(g).
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Assim, temos que:
u(Te) - 'U(y.‘:) < H(TE: ye) - H(TEa ms) <

20|z — ye
< Klpe— | (1+ [re]) = Klzo — 3] [1 + —“l'*gi“"‘/—l] — o(1).

Portanto, como no Teorema 4.1, temos que max{u(z) — v(z),0} = o(1)
quando € — 0, o que leva & contradigdo requerida.

O préximo passo é modificar a demonstragao do principio de comparagéo
para lidar com dominios nfo compactos. Isto ird demandar uma estratégia
para localizar a sequéncia (z.,¥.) nas partes compactas do dominio.

Considere o problema:

u+ H(Vu,z) =0, em R, (4.4)
com as seguintes hipdteses sobre H:
(2) |H(p,z) - H{p,y)| < K1|lz —yl,
(b} |H{p,z) — H(g,2)| < Kzlp —q|.

Teorema 4.2 Se u € subsolucdo de viscosidade e v € supersolucdo de vis-
cosidade de (4.4}, entéo v < v em todo o IR™.

Demonstracdo: Suponha, por contradigdo, que existe zy € IR" tal que
u(zg) — v(zg) = L > 0 e defina M = max{maxp~ |u|, maxp~ [v[}. Tome
C=2M—-L+1ee>0 e introduza:

pela,) = u(z) —o(y) = 1o — ol

Considere § tal que 0 < § < 1/2 e seja (z1,71) tal que p(z1,9) >
SUppn - — 0. Seja também ¢ : R*™ — IR, suave, tal que {(z1,1) = 1,
Clx,y) =0se |z — >+ |y —n|* 2 1 e |V(| < 2. Defina:

Ve s (2, ) = we(,y) +26¢(z, ).

. Observe que ¥, s(#1,%1) > Supg» 0 +6 e que, se |z — 3P+ ly—nf* 2 1,
entdo . 5(z,y) < suppa @.. Portanto, se |z —y| > €, temos que:

Ve s(z,y) S ulm) —ov(y) —C+26(z,y) S2M - C+26=L—-14+2< L=
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= (70, 70) < SUp .

Logo, existe um ponto (z¢,74%) € R* onde P s assume seu maximo.
Como antes, temos que:

20

62

2C
22 (T - ys) 26v1}<(Te’ye) € D~ v(ys

Usando a definigdo de solucio de viscosidade temos a seguinte estimativa:

(a8) = o)) < H (2568 — ) 4 269,0.4f)

)_ 2§VEC(TE,y€) € DTu ( )

—H( = (@l — o) + 26V, 2 )
Utilizando as hipéteses sobre H, concluimos que:
(@) —v(y}) < Kilal — yi] + K286 < Kae + 86,
Por outro lado, temos que
Veol(az,92) 2 supge > L >0,
e, para qualquer xz € IR™,
Ve (22, 9) 2 ulz) — o(z) + 26¢(z, ) > ulz) — v(z).

Portanto, para qualquer z € R™,
maX{U(ﬂ") —v(z), 0} < e s(zl, yl) =

= u(al) — v(yf) - Ifr — y2® + 26¢(x8, 4f) < Kye + 8K,5 + 26.

Logo, max{u(z) — v(z), O} = 0, concluindo a demonstracio.
|

Com este tltimo resultado, concluimos o estudo de unicidade no caso
estacionario. Nosso objetivo é ir progressivamente introduzindo os elementos
necessérios para uma demonstracsio completa do principio de comparacgio
para o problema de evoluga,o Para além das idéias j4 introduzidas, a tnica
dificuldade remanescente é de dar conta do que acontece quando substituimos
o termo u, que aparece em (4.2,4.4) por u,. Este é o assunto da préxima secao.
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4.2 Equacgoes de Hamilton-Jacobi

Nesta secdo vamos estabelecer o principio de comparagao para o problema
de evolucdo. Vamos comegar com o problema de valor inicial e de fronteira
emn um dominio limitado com condigBes restritivas sobre a Hamiltoniana.
Em seguida, demonstraremos o principio de comparacio para o problema de
evolugao no JR™ todo, (1.1), que é o resultado principal deste capitulo.

Seja 2 C IR™ um aberto limitado e H : IR™ x {2 — IR continua. Vamos
tratar primeiro o problemas

w+ H(Vu,z) =0, em Q x (0,T) = Qr
u=14, em I x (0,T) (4.5)
u=g, em § x {t = 0}.

Na definicéo de solucio de viscosidade, aplicada ao problema acima, deve-
se entender que a fronteira de O é 90 x (0,T)UQ x {t = 0} = 8*Cp, isto
é, a fronteira no sentido de equagoes parabdlicas.

Como antes, faremos uma ilustragio heuristica da demonstragéo do principio
de comparagao neste caso. Sejam wu; subsolugéo e uy supersolugao de viscosi-
dade diferencidveis. Seja 8 > 0 e ¢(z,%) = wi(z,t) — uo(x, ) — Bt. Seja
(7o, %0) € 2 % {0,7] um ponto de méximo de ¢.

Sexpeel<ty<T entdo temos:

v¢($g,f0) == V’U.l (.'170, tg) - V’LLz(mo, to) [&]

Be(zo, to) > 0, logo (ua)e(zo,t0) = (ua)i{zo, to) + 8.
Da. defini¢do de semisolucdo de viscosidade, vem:
(u1)¢(T0, to) + H(Vuz(zo, t), Zo) < 0 < (ug)(zo, to} + H(Vug(zo, o), To)-

Portanto, 8 < 0, uma contradicao.
Concluimos que (zg,%p) € 8*€lr. Lembramos que u; < uy em §*{lr, em
virtude da definicio de semisolu¢io de viscosidade. Logo, concluimos que

@(.’E, t) < QS(.’L'o,tg) <0.

Portanto, u1(z,t) — up(z,t) < B, para todo (z,t) em & x [0,7] e para todo
B > 0. Consequentemente, u; < us.



CAPITULO 4. PRINC{PIOS DE COMPARACAQ E UNICIDADE 64

Este argumento é uma adaptagdo de um argumento comum para demon-
strar o principio de comparagio para a equagio do calor. Vamos agora trans-
formar este argumento em uma demonstracio rigorosa. Como no Teorema
4.1, vamos supor que a Hamiltoniana H é Lipschitz na segunda varidve),
uniformemente na primeira, isto é:

|H(p,z) — H(p,y)| < Kjz —y|.

Teorema 4.3 Seju u uma subsolugdo e v uma supersolugéo de viscosidade
do problema (4.5) com a hipdtese acima. Entdo u < v em Q.

Demonstragao: Suponha, por contradigio, que existe (g, ) € {1 0,7 =
Qr, um ponto de méximo positivo de © — v. Sejam

M = max{max [u|, max |v|} e L = u(zg,to) — v(xg, to).
Qp Qr
Fixe e > 0 e 8 > 0 e considere:

Pe(z, 9,1, 8) = u(z, 1) — vy, s) — 92 (le =yl + (£ - 5)) - g(s +14),

onde ¢ =2M ~L+1 > 0. Como no Teorema 4.1, se |z — —y|>coult—s|>¢
entdo:
'Qbe(ﬂ’;y,tgs) S 2M— O.: L -_— 1

Note que v.(zo, @, o, %) = L ~ Bt;. Assumindo que  foi escolhido de
forma que f < 1/T temos que L — Bty > L — 1. Portanto, o méximo de 1, é
assumido em algum ponto (z., ¥, f, ) tal que |z, —y.] < c e [te — 5| <.

Consequentemente, a funcio:

(‘7": t) = "/Js(m: Ye, ta SE)
tem um méximo em (z.,%.) e
(¥, 5) = Ye(ze, Y, te, 5)

tem um maximo em (y., s ).
Se (ze,t) e (ye, 5¢) estdo ambos em Oy, entdo, pelo Lema, 4.1, temos que:

20 20
(—(.‘I:E ~- Ye), —E?(ts — 8. )+ g) € D*u(z,, t.),

2
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e
2C 2C I}
( &2 ( ys) ( - SE) - 5) & D_v(ysa 55)-
Portanio, pela defini¢io de sem1solugéo de viscosidade, obtemos:
2C I}
2 e s+ 54 1 (S e — w0y ) <0 (46)
¢ 2C g 2°C
0< 25t = ) = 5+ H (S @~ v (@7)

Usando a hipétese sobre H vem que § < Ke. Como ¢ é arbitrario, g <0,
o que é uma contradicao.

Suponha agora que z, € e t, = T. Vamos mostrar que a estimativa
(4.6) é vélida, mesmo que nada se possa dizer sobre D u(z,,T). Fixe § >0
¢ considere a fungéo:

905,6(37, t) = T,[)E(SC, Ye, ‘fi, Se) - ,I.__-][

Vamos assumir, por um instante, que o méximo local de 3. em (z, T)
é estrito. Uma adaptagio do Lema 3.1, juntamente com a observagao que
Pes(z,t) = —00 qua.ndo t — T, nos permite concluir que @, s possui um
méximo local (z2,t!) (Exercicio 19) Mais ainda, quando § — 0, (z%,15) —
(z.,T) e, se § for suficientemente pequeno, (z2,10) € Q.

Portanto, pelo Lema 4.1,

C 2C é
(Lt - 25 -0+ o g ) < Dt

Logo, pela definigao de subsolugio de viscosidade,

2C ) 2C
'E_Q(tg e) +5 6 + (T 1L,s)g +H ( 9 (T ys),mg) <0

Mandando § — 0, chega-se a:

2C il 20
BT =)+ 5+ B (Sla—wm) <0 (48)

que é (4.6) em #. = T, como querfamos,
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Se (z., T) nao for ponto de méximo local estrito de 1., entdo substituimos

Y. pela funcio

’QL(&T, t) =Y — |T - mslz - (t - T)2
na andlise acima. Podemos deduzir, usando a fungio v, a desigualdade (4.8),
pots a derivada em (z.,T) da funcdo quadritica adicionada a 9. se anula.

Se, por outro lado, y, € Q e s, = T, o argumento andlogo nos permite
deduzir (4.7) em s, =T,

Portanto, mostramos que, se (z.,t.) € QX% {t = T} ou (y.,s.) € Ax {t =
T}, entdo tanto (4.6) quanto (4.7) valem (pelo menos uma delas avaliada
em t, = T ou s, = T). Mandando ¢ — 0, da mesma maneira que antes,
conclui-se que § < 0, uma contradicgo.

O que mostramos, de fato, é que nao existe nenhuma subsequéncia dos
mMAXIMOos (Te, Ye, te, 5¢) tal que ambos (7., 1.) e (y., s.) pertencam a Q x (0, 7).
A conclusio é que, para todo ¢ suficientemente pequeno, (Te, te) ou (ye, 5¢)
estdo em Q.

Resta apenas analisar esta alternativa. Para todo (z,t) € 8*Q}, temos
que Y. (x,7,8,1) = u(z,t) — v(z,t) — Bt < 0, e também que |z, — Y| < e,
|te — s¢| < &. Segue-se que:

tim sup 9 (e, g, e, c) < 0.
Por outro lado, para todo (z,t) € Qr, temos ¥, (z,z,t,t) < Ve (Te, Ye, te, Se).
Portanto, mandando € — O:

u(m,t) —v(z,t) — Bt < 0.

Lembrando que f é arbitrério vem que u(x, ) — v(z,t) < 0, 0 que contradiz
a hipétese de que ha um méximo positivo de © — v em Qr.
|

Finalmente, temos todos os elementos necessérios para demonstrar um
principio de comparagio, e consequentemente unicidade, para o problema,
original (1.1). A demonstracio inclui todas as idéias trabalhadas neste
capitulo.

Vamos considerar o problema

w+ H(Vu,z) =0, em R*x (0,T)
u(z, 0) = g(x) em R* x {t =0},

comn as seguintes hipdteses sobre H:

(4.9)



CAP{TULO 4. PRINC{PIOS DE COMPARACAO E UNICIDADE 67

(a) |H(p,z) — H(p,y)| < Kalz — y|(1 + |p]),
(b) |H(p,z) — H(g,z)] < Kalp— gl

Teorema 4.4 Se u € subsolugdo de viscosidade e v € supersolugdo de vis-
cosidade de (4.9) entdo v <wv em IR™ x [0,7].

Demonstracao: A demonstragio segue, em linhas gerais, a estrutura uti-
lizada nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3. Vamos supor, por contradigio, que:

sup (u—v)=L>0.
Rrx[0,1)

Seja M = max{Suppge o] |4/, 5UPRnxpo1) [V} Fixe € > 0 e escolha f tal
que:

. [1 L
0 < ﬁ < mln{f,ﬁ} .
Defina.

c
Yulaynt,9) = ulm, 1) — v(y,8) — D+ 5) = Sl — o + 1t — o),

paraz ey em R", te se [0,T]. Como antes, C =2M — L+ 1.
Como em todas as outras demonstragbes, primeiramente demonstramos
que 0 méximo tem que ocorrer em uma pequena faixa em torno da diagonal.
Se |z —y| = ¢ ou |t — s| = ¢, temos que Y.(z,y,%,5) < L — 1. Escolha §
de modo que:

0<5<min{1-ﬁT,§—ﬁT}.
Tome (., Ye, fe, 5e) € IR x [0,T]° tal que

We(Tey Ye, tes Se) > sup belz, 9,1, 5) — 4.
R % [0,T]2

Note que, como t < T,

L< sup t(z,z,t,t)+ BT
Rrx[0,T]

Portanto,
¢E($E7y5}t51 SE) 2 L - 6T - (5
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Donde, pela escolha de §, concluimos que |z, ~ .| < ¢ e [te — s¢| < €.
Nosso préximo passo ¢ provar que o ponto de méximo nao ocorre préximo
a0 hiperplano {t = 0}. Isto ¢ feito por uma versio mais elegante do argu-
mento usado no Teorema 4.3 para o caso de pontos de maximo em 8.
Para isto, introduzimos a nogéo de médulo de continuidade.
Dada uma fungéio f = f(2) em JR™ definimos o médulo de continuidade
de f por:

wir) = sup |f(z1) ~ f2)]

|21 —zg|<r

Se f é uniformemente continua, entdo wy(r) < oo e wy{r) — 0 quandor — 0.
Observe que (f(z1) — f(22)] < w{|z; — z9|) para quaisquer 21, zo € JR™.
Da escolha de § vem que 9.(ze, ¥e, t, s.) = L/2. Portanto:

g < U’(mss ts) - U(yE: SE) = (’”‘(mas ts) - ’U,(.’IZE, 0)) + ('u.(:t:,g, 0) - U(m& 0))+

+(v(ze, 0) ~ v(Te, 1)) + (v(z., te) = v(Ye, 8e)) < wy(te) + Wy (te) + w,(2e).

Na dltima desigualdade usamos que u < v em {t = 0}.
Escolha ¢ suficientemente pequeno de modo que

L/4 < wy(te) + w,(t.).

Isto implica que existe u > 0 tal que . > e, analogamente, s, > .
Vamos agora introduzir uma fungio corte para dar conta da falts de

compacidade do dominio, da mesma maneira que foi feito no Teorema 4.2.
Escotha uma fungéo & = £(z,y,t, 5) € C°(R*™ x (0,T + ©)?) tal que:

1 g(meayaatss 35) =1,
2. 0<¢<1,

3. [V, V€], [8:€] e |8,£| sdo globalmente limitados por uma constante
Cl >0e

4 &z yt,8) =0se |z — 2P + |y — 92 + [t — 2 + |5 — 5|2 > p2/A4.

Defina:
oz, y, 1, 8) = e (,y, %, 5) + 26¢(x, y, 1, 5).
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Como ¢ = 1, fora do suporte de § e

D Te, Yor tey Se) = WelTey Yer e, 8c) + 26 > sup 4, -+ 6,
Rmx[0,T)2

temos que ¢ atinge o seu méaximo sobre IR?"x [0, T1% em um ponto (2,42, 12, s8)
no suporte de £, Em partlcula,r the st sao ambos maiores do que /2.
Observe que a aplicagio (z,t) = (:r y8,t, 89) temn um méximo em (¢, 8
e (y,5) — ¢(x8,y, %%, 5) tem um maximo em (ye, s8).
Como na demonstracio do Teorema 4.3, precisamos dividir a demon-
stracdo em dois casos:

) <Tesl<T,
(i) 2 =Toust="T.
No caso (i), usando o Lema 4.1, temos que o vetor:

2C 2C
(82 ("L‘ _ye) - 26v$€(T.€)y£$ e’ e) N + '—'( — & ) 258?&( ansaf )

esté em Dtu(z,t]).
Usando novamente o Lema 4.1, temos que o vetor:

2C
(?(rg - yg) -+ Qévyg('xﬁ, Yes fﬁ’ s) T + (ius 6) =+ 26335(51”2, yeifg! Se )

estd em D o(ys, ).
Como u é subsolugéo e v é supersolugéo de viscosidade, obtemos 0 seguinte
par de desigualdades:

2C
[2_3"“"_( 5) 26&(3'5’3'61 e €)+

+H( (0 — 48) = 26V, (ad, o6 15, 50), 8 ) <O (4.10)

2C
0 < _§+—-(t6—s )+26€s( g1y5’ E’ E)+

2C
+H (gz"(ﬂ’ —98) + 26V, € (xd o, 12, ﬁ),yﬁ). (4.11)
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No caso (ii) tambem € possivel obter as estimativas (4.10,4.11). De fato, se
2 =T, usa-se um argumento mtelramente anélogo ao utilizado no Teorema
4 3, subtraindo v/ (T — 1) de ¢(x, 12, ¢, 58) e a mesma adaptacio do Lema 3.1
para obter (4.10). Caso s = T', obtem-se (4.11).

Das desigualdades (4.10) e {4.11) vem:

ﬁ .<... 26(€t + 5.9)+

1 20 2C
+5 | (Gt -0+ 209,60 - H (50t - 48) - 26V.¢,2) .

Usando as hipdteses sobre a Hamiltoniana e o fato de que as derivadas
de £ séo globalmente limitadas temos que:

2 6

Procuraremos agora o refinamento na estimativa da distancia entre zl e
y° (e entre £ e s?) de maneira analoga & que foi feita apés a demonstracéo do
Teorema 4.1. Isto é feito para podermos obter a demonstracao sem assumir
que H ¢ Lipschitz em z uniformemente em p.

Temos que:

qu(:cE,TE,fg,tg) < ¢( saysz er )
logo, S 5 s
u(z?, E)—v(rm t2) — Bil + 268 (xf, 28,48, 1%) <

< u(zl, ) —v(y?, sf)— (t§+8ﬁ)—E—g(|-'ﬂﬁ—y§l2+(t§—5ﬁ)2)+25§($§ayf-afﬁa35)-
Consequentemente,

2C
2o — gt + (15— 1)) <

< o(al, ) — (ol ) + 2 5 (te — 52) + 28(6(al, 02,82, %) — €(af,2%,#,8)) <

< wy (|2l ~ 8] + [ - s8)) + —ltﬁ — 2| + 26we (|2t — yf| + [t — s2)).

Portanto, |28 — 39| e [t{ — 57| sdo o(e} quando & — 0.
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Combinando este fato com a estimativa (4.12) e mandando &, § — 0 temos
que # < 0, uma contradigéo.
[

J4 vimos que o resultado acima fornece unicidade de solugao de viscosi-
dade imediatamente. Uma consequéncia adicional, que ndo mencionamos
antes, ¢ estabilidade da solucéo de viscosidade com respeito a perturbagoes
do dado inicial. Tornaremos isto preciso no coroldrio abaixo.

Coroldrio 4.1 Seja H uma Hamiltoniena sotisfazendo as hipdteses usadas
no Teorema 4.4. Sejam u e v solugdes de viscosidade do problema (4.9} com
Hamiltoniana H e dados iniciais u(,0) = g1 e v(-,0) = ¢2. Sejae > 0 ¢
suponha que, pare qualquer x € R™, |g1(z) — g2(z)| < €. Entao |u(z,t) —
v(z,t)| < g, para todo (z,%) € R™ x [0,T).

Demonstracio: A demonstracio é bastante simples. Comece observando
que, se w = w(r,t) é uma solugdo de viscosidade de (4.9), entdo, para qual-
quer constante C, w + C é a solugdo de viscosidade de (4.9) com dado inicial
w(-,0)+ C. De fato, basta notar que as semidiferenciais de w e de w+ C em
qualquer ponto coincidem.

Portanto, da hipdtese, temos que g1 < g2 + €, e portanto, pelo Teorema

4.4, u < v+ ¢e. Analogamente, obtemos que u > v — €.
[



Capitulo 5

Causalidade e existéncia

Neste capitulo vamos dar continuidade ao estudo de principios de com-
paragao, demonstrando um resultado de propagacio de informagéo para
solugoes de viscosidade de um problema de valor inicial. Vamos também
discutir o problema de existéncia de solugio de viscosidade, primeiro no caso
particular de equagdes de Hamilton-Jacobi-Bellman, demonstrando que a
fungao valor introduzida e estudada no Capitulo 1 é solugéo de viscosidade,
num sentido apropriado. Concluiremos o capftulo com uma discussio mais
ampla do problema de existéncia, e com uma introducéo ao método de Perron
para equagdes de Hamilton-Jacobi.

5.1 Causalidade

Nesta segfio vamos estudar um refinamento do principio de comparagéo para
a equagao de Hamilton-Jacobi (4.9), obtendo um resultado de natureza local,
Isto ird implicar velocidade finita de propagacio de informac@o, confirmando
a natureza hiperbélica das equagdes de Hamilton-Jacobi, mesmo no contexto
de solugdes de viscosidade.

Vamos comegar com uma derivacio heuristica da causalidade. Suponha
que a Hamiltoniana H satisfaga, para algum K > 0 independente de z:

|[H(p,z) — H(g,z)| S Klp—g| e

U . . 5.1
H ¢é uniformemente continua em z, uniformemente em p. (5.1)

Vamos supor que exista uma fun¢io A € C*(RR* x (0,T)), continua em
IR™ x [0,T], tal que:

72
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1. A é ndo-negativa,
2. A =0 para |z] suficientemente grande,

3. Ay + K|VA| < 0 no interior do suporte de A, ou para z no interior do
suporte de A(-,T).

Denotaremos o interior do suporte de A por S° C R™ x (0,T").

A construcgao de fungdes A satisfazendo as condigbes acima serd. feita no
fim desta segfo.

Suponha que % é uma subsolugéo de viscosidade da equagao de Hamilton-
Jacobi com dado inicial g; e que v é supersolugdo da equacio de Hamilton-
Jacobi, com dado inicial g;. Nosso objetivo é mostrar que, se g3 < g2 no
suporte de A(-,0) entdo u < v no suporte de A.

Vamos assumir por um instante que u e v sao diferencidveis. Neste caso,
temos que:

wi(m, t) + H{Vu(z,t),z) <0

vz, 1) = H(Vo(z, 1), 7) < 0.

Consequentemente, somando estas desigualdades e usando a hipétese (5.1)

segue-se que:
(w— ), < K|V (u— ). (5.2)

Suponha, por contradicio, que exista um ponto em S° em que u —v > 0.
Entdo existe (xg,%p) um ponto de méximo positivo de A%(u — ), j& que
A?(u — v} é continua no suporte de A, que é compacto. Temos também que
to > 0, pois © < g1 < g2 < v no suporte de A(-,0). Portanto, (zo,%p) € S°
ou fy = 7. Temos entdo que, em (g, to):

0 < (A*(u=v))s — K|V(A*(u—v))| =
=20y (u—v) + A¥(u—v) — K A2V (u—v) + 2A(u - v)VA| <
< 2A ((u — v)As + |u — | K| VA + A% ((u — v), — K|V (u —v)]) <
< 2A(u—v) (A + K|VA|) <0,

o que é uma contradigio. A peniiltima desigualdade segue de (5.2) e a tltima,
das hipéteses feitas sobre A, e da localizagso de (o, tp).

O objetivo agora é tornar o argumento acima rigoroso. Para isto, precis-
aremos da regra de Leibniz para semidiferenciais.
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Lema 5.1 Seja Q um aberto de R™ e sejom. ¢ € CHQ) e u continua em Q.
Seja zo € 2 tal que ¢(zo) > 0. Se g € DF(pu)(x) entdo

g — u(za) V(z0)
d(wo) © € D¥ufan).

Demonstragio: Faremos a demonstragio apenas no caso de superdiferen-
clais; o caso de subdiferenciais é andlogo.
Seja ¢ € Dt (¢u){xy). Pela definicdo temos:

lim sup plx)u(z) — ¢(T£)u(-:ol) —q- (z—mx) <0,
r— 7y T — Ty

Observamos entdo que:

d(z)u(r) — ¢(zo)u(mo) — ¢~ (x —20) _
|z — o

_ 9(e)ul) = d(mo)ule) + $loo)ulz) — $lmulrn) - g- (2 — 7o) _
[ — o]

R FERAIOSLTC RC R I

I:T— Tgl

u(@ g J_

_ $@0) [U(r) u(zo} + ($(z) —¢($0))¢(m0) " Wm0 (£ —zo)| =

~ fo—al

= e (:Jvol [U(m) = u{20) + (V(o) - (x — Tp) + o(|z — o)) ("’)
q —
+¢(:t:0) -z — mo)} =

_ o) [u(m)—u(mo)—(—q— ()Vqs('ro)) (m—wo)]+

|z — 2ol d(zo)  p(wo)



CAP{TULO 5. CAUSALIDADE E EXISTENCIA 75

w(z)o(|z — o)
|t =@}

Dos fatos que ¢(zo) > 0, que w(z)o(|x —xo|)/|z— x| — 0 quando z — z,
e que u € continua, podemos concluir que:

lim sup — [u(m) — u(zg) — ( 1 “($O)V¢(m0)) Az — mo)} <0.

s—xg |T — Tol $(zo)  d(xo)

Isto é o que queriamos demonstrar no caso de superdiferencial.

O préximo passo é demonstrar uma variante do principio de comparaggo,
que torna rigoroso o argumento heuristico.

Seja. H uma Hamiltoniana satisfazendo (5.1) e seja A uma fungdo satis-
fazendo precisamente as condiges impostas no inicio desta segao.

Teorema 5.1 Suponha que u € uma subsolugdo de viscosidade da equacdo
de Hamilton-Jacobi com Hamiltoniana H e dado nicial g, e que v € super-
solugdo da mesma equagdo, com. dado inicial g;. Se g1 < g no suporte de
A(+,0) entdo u < v no suporte de A.

Demonstragao: Como estamos demonstrando um outro principio de com-
paracao néo é de se surpreender que esta demonstragio tenha muitos ele-
mentos em comum com as que a precederam.
Suponha, por contradigao, que existe um ponto (g, #p) no suporte de A
tal que:
L= A2(CL‘0, fg)[u(ﬂ’:o, fo) - 'U(.‘I:g, fo)] > 0.

Sejam:

MEmax{ sup |ul, sup |fu|} eNEmax{ sup Az,l}.
Rex[0,7] Rex[0T) Rx[0,7]

Fixe ¢ > 0 e considere:

ws(may: t, 3) = A('T’ t)A(y? S) 'U.(T,'f) - v(y, S) - E%(IT - yIQ + |t - 512)] H

onde C =2M — (L-1)/N > 0.
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Fica claro, agora que dobramos a dimensio, o motivo porque estivemos
trabalhando com A? ao invés de A, pois estariamos calculando as semidifer-
enciais de v/A caso contriric. Q argumento heuristico funciona igualmente
bem com A no lugar de AZ2.

Como ¢ usual, verifica-se facilmente que, se |z — y| > ¢ ou It —s| > e,
entdo ¢¥.(z,y,%,8) < L —1 < L. Por outro lado, como A tem suporte
compacto, ¥, assume seu méximo. Seja (z.,¥e,t., 5.) wn ponto de méximo
de 1. Denotaremos v, (zc, ¥, te, 5.) por YPr. Temos que: |z, —y.| < e e
|t: — 8] < &. Vamos assumir, inicialmente, que (z.,t.) € 5° e {y.,8.) € 5°
(lembre que 5° é o interior do suporte de A, entendido como um subconjunto
de IR™ x (0,77).

Sejam:

9e(5:1) = Ao, 5z 1) [~0(5r50) = S — e+ [t - 2] e

Ge5) = Al LA, ) [l t) = Sle — P+ b = o).
Temos que:
(z,1) = Az, 1)A(ye, s )u(z, £) + ¢e(r,t) tem um maximo em (z.,%,),
e também que:
(y,8) = —Alz., t)A(y, s)u(y, s) + ¢ (y, s) tem um méximo em (y,, s, ).

Usando o que sabemos sobre o célculo de semidiferenciais, especificamente
os Lemas 4.1 e 5.1, vem que:

_v(a:,t)‘Ps (me: ts) - 'U'(-Tsa te)A(ya: SE)v(m,t)A(mE’ te)
A(ma, tE)A(yEs 35)

€ Dtu(z,,t.), e

v(y,s)gf(ye: Se) — U(Ye, s ) Az, te)V(z,t)A(ye, S¢)
A(.’Es, te)A(yea 55)

Calculando as derivadas de ¢, e (. e usando a definigdo de semisolugio
de viscosidade chegamos a:

€ D7v(y., s.).
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_At(ms,{;g) * 2C
Ao 1) Ay, 5 e T ez e el

—VaA(Te, te) 20
7 S (m = ye), e | <
A (et o) <0

At(yeass)
0<
- A‘(T"E) )A (yslsE)

va('ye,Se) 2C )
+H + Te =Y ) ¥e | -
(A(me,tE)AQ(ye,sa)?'b ( Y ) Y

. oC
’lnbg + _éa—(‘fs - SE)_I—

Logo, usando (5.1}, vem que:

At (-T"e: té‘) At (yz: SE)

< * *
0% R, ke s T At e s) e
va(ﬂants) * Vo A(Ye, 8e)
+K4A2(J;E: te)A(yE) SE)'I!)E + A(-Te) Az(ys: E) + 0(1)

Observamos agora que ambos #. e s, ficam longe de C devido & hipdtese
sobre os dados inicials g; < g5. Temos também que, se ¢. ou s. for igual a
T, ainda é possivel deduzir as desigualdades acima. Para verificar estas duas
afirmactes é necessario utilizar adaptagdes simples dos argumentos analogos
utilizados nas demonstragoes dos Teoremas 4.3 e 4.4.

Por compacidade do suporte de A conclufmos que ., ¥, — Z e f,, 5, —
quando £ — 0, passando a uma subsequéncia se necessario. Como ¥ > L >
0, da continuidade de u e v vem que A(Z, %) > 0. Feitas essas consideragdes,
passamos a0 limite, quando € — 0 na ultima desigualdade obtida acima e

obtemos:
A(Z,7) |V AT, 1)
0<2A3( j + 2K (’_)

< 0,

uma contradigao.
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Finalmente, vamos discutir a construcio da fungio A satisfazendo as
hipéteses requeridas no inicio desta secao. De fato, vamos construir uma
familia de fungdes A* com as propriedades que queremos. Fixe By > 0. Para
cada & > 0 defina:

Ro=(142a)"'Rype Ay = (1+ 2a) ' R5®. (5.3)

Lema 5.2 Para cada o > 0 eziste uma fungdo A* € CY(R" x (0,7),
continua no fecho, ndo-negativa, satisfazendo as sequintes condi¢des:

1. supp A% = {(z, 1) [|2] < (AT (Ra — K£)HO¥) 0 <t < Ro/K} =C,,
que é compacto.

2. A} + K|VA®| <0 no interior do suporte de A®.

Demonstracao: Seja g € C®(R) tal que g(r) =0ser < 0Oe g'(r) > 0 para
7 > 0. Definimos:

Aa(m,t) = Q(ch - Kt~ }‘al$|1+a):

onde os nimeros R, e A, serdo selecionados convenientemente.
Observe que A% ¢ C?(JR™ x (~oc, 00)) e nao-negativa para todo a > 0.
O suporte de A* é precisamente o conjunto no enunciado deste lema,

Temos;
OA*
ot

= —Kg'(Ra — Kt — Ag|x|+®)

KVA® = A Kg' (R — Kt — Az )1 + a)|z|* 2.
Desse modo, vem que:

OA
ot

Verificamos agora que, para qualquer 0 <t < R,/K,

+ K|VA®| = Kg'(Ra — Kt — Aa[5]""*)[Aa(1 + @)|2]* - 1.

R, — Kt

= entdo %(m,t)+K]VA“($, Bl <o.

se |z| < (

Basta observar que:

A1+ el ~ 1< Mal1+0) (52) ™ -1 =

[+
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=(1+2a) ' Ry*(1+a)R -~ 1=(1+a)(1+20)" -1 <0
|

Seja H uma Hamiltoniana satisfazendo (5.1). Vamos agora utilizar o
Lema acima para localizar mais precisamente os cones de causalidade para
solugdes de viscosidade de (4.9).

Proposigao 5.1 Suponha que u é uma subsolugdo de viscosidade da equacio
de Hamilton-Jacobi com Hamiltoniana H e dado inicial g1 € que v € super-
solugdo da mesma equagdo, com dado iniciel go. Seja R > 0, =y € R*?,
e suponha que g; < ga na bola B{zp, R). Entdo u(z,t) < v(z,t) no cone
C={z|lz—xo| £ R— Kt}.

Demonstragio: Vamos assumir primeiro que zg = . Tomando Ry = R em
(5.3) observamos que Ry e A, séo tais que R, — Re A\, — 1 quando o — 0.

Sejam A® as fungtes construidas no Lema 5.2. Notemos que, das hipoteses
desta proposigio, g1 < ge no suporte de A%(-,0) para qualquer o > 0, pois
(Ra/Xa)/0%) = R,

Usando o Lema 5.2 e o Teorema 5.1 temos que u(z, ) < v(z, t) se (x,t) €
Cy para algum o.

E facil ver que C est4 contido na unifo dos C,, para a > 0. Isto conclui
a demonstracgio quando xg = 0.

Se g # 0 considere a mesma funcio A% acima e use A%(z,%) = A%(z —
Zo, t). E facil ver que o suporte de A® é a translagio por x do suporte de
A* e que A® satisfaz a desigualdade diferencial apropriada no interior de seu

suporte. Portanto concluimos a demonstragao repetindo o argumento acima.
|

Uma consequéncia deste resultado é uma versao localizada do resultado
de estabilidade demonstrado no fim do capitulo anterior, Corolério 4.1 (Ex-
ercicio 21}).

O resultado acima também implica um tipo mais robusto de unicidade,
comumente chamada de unicidade local. Vamos formular precisamente este
coroldrio utilizando as nogdes de dominios de dependéncia e de influéncia,
que tomamos emprestadas da teoria de equagoes hiperbdlicas.

Definicdo 5.1 Sejau uma solugdo de viscosidade do problema (1.1), definida
em IR™ x (0, 00). Se (xq, o) € um ponto em IR™ x (0, 00) definimos o dominio
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de dependéncia associado a {Zo,1g) como o conjunto dos x € IR™ tais que,
para toda vizinhanga U de =z, existe uma solugdo de viscosidade v de (1.1)
tal que u(y, 0) = v(y,0) para y no complementar de U e w(xo, to) # v{zo, to)-
Fara o € IR", definimos o dominio de influéncia associado « T como o
conjunio dos pontos (x,t) € IR™ X (0,00) tais que xg estd no dominio de
dependéncia de (z,t).

Os resultados deste capftulo estdio longe de fornecer uma caracterizagao
precisa dos dominios de influéncia e de dependéncia para solucdes de vis-
cosidade de (1.1). O que dispomos é de uma estimativa a priori sobre a
localizagdo destes conjuntos. Como antes, seja H uma Hamiltoniana para
(1.1) satisfazendo (5.1).

Coroldrio 5.1 Seja u a solugdo de viscosidade do problema (1.1 ) definida
em IR™ x (0, 00). Para cada (2q,%) € R™x (0, 00), 0 dominio de dependéncia
associado a (xo,ty) estd contido na bola de centro zy e raio K tg. Sexy € um
ponto de IR™, o dominio de influéncia associado a zo estd contido no cone:
{(z,t) € R™ x (0, 00) | [z — zq| < Kt}

Demonstragao: Vamos primeiro demonstrar o resultado relativo a dominios
de dependéncia. Basta mostrar que, se |z — x| > Ktp, entdo = nio estd no
dominio de dependéncia associado a (zg, %), isto é, existe uma vizinhanga de
= tal que, para qualquer solugéo v com w(-,0), idéntica a u(-,0) fora desta
vizinhanga, (20, t0) = v{zg, f).

Tome r = |z — 9| — Kig e a vizinhanga U = B(z, ) de z. Considere v
uma solugdo de viscosidade de (4.9) tal que v(y, 0) = u(y, 0) para |y —z| > r.
Temos que a bola B(z,r) é disjunta de B (zg, Ktp). Tomando R = Kty na
Proposicao 5.1 temos que v(-,0) = u(-,0) em B(zy, R) e portanto u(y, s) =
v(y,s) no cone C' = {(y,s) ||y — zo| < K(to ~ s)ed < s < t3}. Como
(@0, o) € C, temos que v(xy, o) = ulzo, to), como querfamos.

Para dominios de influéncia, basta verificar que, para (z, t) tal que |z —
xo| > Kt, 2o ndo estd no domfio de dependéncia associado a (x,t). Isto,
contudo, é 6bvio a partir do que foi demonstrado acima.

Este resultado encerra nossa discussio sobre principios de comparacio.
No restante deste capftulo discutiremos questdes relativas a existéncia de
solugdes de viscosidade.
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5.2 Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Nesta secao retornaremos ao problema de controle 6timo discutido no Capitulo
1. Nosso objetivo principal é de estabelecer que a funcgdo valor é (a tnica)
solugao de viscosidade da equagio de Hamilton-Jacobi-Bellman. Isto fornece
um primeiro resultado de existéncia, vilido para Hamiltonianas com uma
forma particular.
Comegamos lembrando as defini¢des e hipdteses feitas no Capitulo 1.
Seja A C IR™ compacto e considere o conjunio de controles admissiveis:

A= {a:[0,T] — A tal que a(-) é Lebesgue mensuravel}.

A equagdo de estado (1.2) tem a forma %(s) = f(z(s), a(s)), para a € A,
t <s<T,exz(t) =z O funcional custo é dado por:

T
Crila] = [ hlz(s), als))ds + g(x(T)).

A funcio h: R® x A — IR é o custo operacional e a fungio g : R* — IR
é o custo terminal. Assumimos que existe uma constante positiva K tal que
as funcdes f, g e h satisfazem as seguintes hipdieses:

1. f,hc COUR" x A), g € CU(R™).

2. |h(z,0)] < K elg(z)| < K.

3. |f(z,a) — fly,a)] < K|z —y] para todo z,y € IR*, a € A.
4. |h(z,a) — h(y,a)| < K|z — y| para todo z,y € R*, a € A.
5. |g(z) - g9(¥)| < K|z — yl, para todo 7,y € IR™.

A funcio valor é dada por:

u(z,t) = &123 Cetla].

Vamos comegar verificando que a funcio valor é um candidato adequado a
solucio de viscosidade, pois € uma func¢do limitada e uniformemente continua.

Lema 5.3 Eziste uma constante C' > 0 tal que a fun¢do valor u(x, 1) satisfaz:
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() fulz,t)] < C

(i) [w(z,%) — u(z,1)] < Clx — &| + [t ~ &) para quaisquer z,% € IR",
0<ti<T.

Demonstracao: Primeiramente, observemos que as hipdteses de limitagao
sobre as fungdes custo h e g implicam (1) trivialmente.

Verifiquemos entdo (ii). Fixezedem R"e 0 <t < T. Sejae > 0 e
escolha & € A tal que

T
u(@, ) > [ h(i(s), a(s))ds + g(#(T)) ¢,

onde £(:) € a resposta ao controle &, £(t) = #. Considere z(-) a resposta ao
controle & tal que z(¢) = z. Entao:

u(z,t) —u(f,t) <

T T
< [ hals),a(e))ds + g(a(T)) ~ [ h(a(s), a(s))ds — g(a(T)) +e.

Como £ e g sdo Lipschitz continuas temos:
T
u(z,t) — u(@, b) < f Kla(s) — #(s)|ds + K|2(T) - &(T)| +e.
t

Por outro lado, como f é Lipschitz continua na primeira varidvel, apli-
camos o lema de Gronwall e obtemos que: jz(s)—i(s)| < K|z~2|,t <s < T.
Portanto, u(x,t) — u(2,t) < K|r — | + . Revertendo os papéisdez e Z e
lembrando que ¢ é arbitrario segue-se que:

[u(z, t) — u(E, t)| < K|z~ 3.

Observe que esta mesma desigualdade é imediata parat = T, ja que g é
Lipschitz.

Seja agorar € R®, 0 <t <f<T. Fixe¢ > 0 e escolha a € A de modo
que:

T
u(@, ) 2 [ h(s(s),afs))ds + g(a(T)) - ¢,

onde z(-) ¢ a resposta ao controle & com z(t) = z. Defina o controle & € A
por &(s) = a(s+t—1), paraf < s < T. Seja #(-) a resposta ao controle &
tal que £(f) = z. Entdo, por unicidade, #(s) = x(s+1t—1).
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Logo,
. T T
u(w,f) — u(e,t) < [ h@,8)ds +9(3(D) = [ hiz, 0)ds - g(a(T)) +

=—714h@@%d@ﬁﬁ+ﬂﬂT+t—ﬂf—ﬂﬂTD+€SZKﬁ—ﬂ+a

Agora tome & € A tal que

u(e, ) > [ h(3(s),(s))ds + 9(a(T)) —e.

onde #(-) é a resposta ao controle & tal que #(f) = z. Defina outro controle
a € A por:

(s) = as+f—1t) t<s<T+t—1
] &) T+t-f<s<T.

Seja x(+) a respectiva resposta, com z(t) = #. Entdo, como antes, a(s) =
G(s +1—1), z(s) = #(s +f—t), parat < s < T+t — {, por unicidade.
Portanto,

’U(:L',f) - ’U,(:J’J, a S
< / () a(s)ds+ gl (T)) = [ h(a(s), 3(5)ds — o(H(T)) + ¢ =
= et h(z(s), a(s))ds + g(z(T)) _Q($(T+t—f))+£ < 2K|t—f| te.

Logo, |u(z,t) — u(x,#)| < 2Kt —{|, para todo 0 <t <{< T ex € R".
|

Recordemos o principio de programacédo dindmica (1.7), demonstrado no
Teorema 1.1:

u(z,t) = (:1!1513 {[:+6 h(z(s), a(s))ds + u{z(t + 6),t + 6)} .

No Capitulo 1 utilizamos a relagio acima para derivar informalmente a
equagio de Hamilton-Jacobi-Bellman:

ty 4+ mingea{f(z,a) - Vu + h{z,a)} =0
{ w(z, T) = g(x). (54)
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Este é um problema de valor terminal para a equagio de Hamilton-Jacobi
com Hamiltoniana dada por:

Hp,z)= I;neg’l{f(ﬂ'.‘, a) - p+ hiz,a)}.

Nosso préximo passo serd de demonstrar que a fungdo valor serd uma
solugdo de viscosidade para este problema de valor terminal. Precisaremos
primeiro redefinir solugio de viscosidade neste caso, pois as definigdes apre-
sentadas no Capitulo 3 néo sdo adequadas para o problema de valor terminal
acima. Remetemos a leitora a0 comentério feito apos a Definigao 3.3.

Definicdo 5.2 Sejou = u(z,t) limitada e uniformemente continua em R x
[0,T]. Diremos que u € solugdo de viscosidade do problema de valor terminal
acima se:

Lu=gem R*"x {t=T}.
2. Para qualquer v € C®(R™ x (0,T)) tivermos:

(a) Seu—v tem mdzimo local em. (zo, ty) € R™x (0,T) entdo vy(zo, to)+
H(VU(.T,‘Q, to), SL‘()) 2 0.

(b) Seu—v tem minimo local em (%0, %0) € R*x(0,T) entdo v,(o, to)+
H(VU(.’E(), tg), .TC()) < 0.

As desigualdades em (2a) e (2b) estdo invertidas em relagdo & defini¢io
usada em problemas de valor inicial. Isto é natural devido & irreversibilidade
da regularizagio parabélica utilizada para justificar a definicio de solucéo
de viscosidade. Resolvendo o problema aproximado com tempo correndo
para trds é necessério introduzir a viscosidade com o sinal oposto ao que foi
introduzido na Segdo 3.1.

Teorema 5.2 A fun¢do valor v = u(z,t) é uma solugio de viscosidade do
problema de valor terminal para o equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Demonstragdo: No Lema 5.3 vimos que u é Lipschitz (e portanto uniforme-
mente) continua e limitada, Além disso, pela defini¢fo da fungio valor, é ficil
ver que u(z,T) = g(z).
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Seja agora v € C*°(R" x (0,T)) e suponha que v — v tenha um méximo
local em algum (zo,%) € R™ x (0,7). Queremos demonstrar que v é super-
solugao em (zy, to), isto é:

v (Lo, to) + Iggg{f(mo, a) - Vu(ze, to) + h(zg,a)} > 0.

Vamos supor, por contradigiio, que isto ndo seja verdade. Entdo existe
a€ Aeum 8 >0 tal que:

vz, 1) + f(z,a) - Vo(z,t) + h(z,a) < -6 <0,

para todo (z,t) suficientemente préximo de (zg,fp), digamos, numa bola
|z—20|+|t—1to| < ¢. Podemos supor também que (u~v)(z,#) < (u—v) (o, to)
nesta mesma bola, tomando { um pouco menor caso necessario.

Considere o controle a(s) = a, 0 < s < T e z(-) a resposta correspondente
com z(tp) = p.

Escolha 6 € (0,¢) de modo que:

|z(s) — zg| < ¢ paraty < s <tg+ 6.
Entao:
ve(x(s), s} -+ f(z(s), a) - Vo(x(s), s) + h(z(s),a) < 4.
Portanto,

w(z(to + 6),to + 6) — u(zo, to) < v(z(to +9), %0 + 6) — v(wo, o) =
-—ft0+ i'u (z(s),s)ds = f:o 5(’0;(3:( ), 8) + Vu(z(s),s) - ©(s))ds =
= _/ (ve(z(s), 8) + f(z(s),a) - Vo(z(s)) ds.

Usando o principio de programagéo dindmica com o controle & = a temos:
to+é
u(zg, to) < f h(z(s}, a)ds + u(z(to + 6), to + 8).
to

Logo, destas duas desigualdades vem:

0< [ (lo(s), 5) + F(o(s), 0) - o(a(s), ) + h(a(s), ) ds < —8,

tg
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uma contradicéo.

A outra desigualdade ndo pode ser demonstrada de maneira ansloga por
causa do minimo na definigdo da Hamiltoniana.

Suponha agora que @ — v tenha um minimo local em (g, tg) € IR™ x
(0,T). Precisamos mostrar que v agora é uma subsolugio. Vamos Supor por
contradigdo que v néo seja subsoluggo, e portanto, analogamente ao caso
anterior, existe € > 0, tal que:

vi(z,t) + f(z,a) - Vo(z,t) + h{z,a) > 6 > 0,

para todo a € A e (z,1) suficientemente préximo de (o, o).

Suponha que isto seja verdade para (z,#) tal que |z — 20| + [t—tg| < e
suponha também que (u — v)(z,t) > (u — v)(zo, %) para todo (z, t) tal que
|z — zo| + |t — to] < C.

Escolha 0 < & < ¢ tal que

|2(s) — zo| < ¢ paraty < s < ty+ 4,

onde z(-) é a resposta associada a algum controle « € .4 com z(ty) = z9. A
escolha de 6, independente do controle & pode ser feita, pois o fluxo f da
equaggo de estado é Lipschitz continuo na primeira varidvel, uniformemente
na segunda.

Para qualquer controle o temos:

w(z(to + 6), o + 6) — u(zo, o) > v(z(to + 6), 0 + 6) — v(wo, o) =

= /:D+6 %y(m(s), s)ds — /;:D_M (,Ut(x(s), S) + f(T(s), O::(S)) . V'u(:r(.s), 3)) ds.

0

Por outro lado, usando novamente o principio de programacédo dindmica,
€ possfvel selecionar um controle &(-) € A tal que:

u(aoto) 2 [ hla(s), 6(9)ds + ulalto +),to+5) - 2.

Combinando estas desigualdades em o = & temos que:

0= /t:u+«s (ve((s), s) + f(x(s),a(s)) - Vo(a(s), s) + h(z(s), &(s))) ds — % >
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gé
= a1
-2
uma contradi¢ao, o que conclui a demonstracao.
|

Para podermos aplicar toda a teoria de solugdes de viscosidade que de-
senvolvernos anteriormente & fungfo valor precisamos de uma maneira de
traduzir para problemas de valor terminal os resultados obtidos para solugdes
de viscosidade de problemas de valor inicial. Isto é realizado através do
seguinte lema:

Lema 5.4 A fungdo u € solugdo de viscosidade do problema (5.4) de acordo

com a Definicio 5.2 se e somente se a funcdo w = w(z,t) = u(r,T — 1} €
solugdo de viscosidade, no sentfido da Definigdo 8.1 da equagdo:

{ w, + H(Vw,z) =0
w(z,0) = g(z),

onde H= —H.

Demonstragao: Suporha que v é uma solu¢o de viscosidade de (5.4).
Claramente w ¢ limitada, uniformemente continua e assume o dado inicial g.

Seja v uma fungio teste tal que w — v tem um méximo local em {zp, #g).
Entdo v — ¥ tem méximo local em {xo, T — 1p), onde ¥(z,t) = v(z, T — #).
Pela Definicio 5.2 temos que:

(o, T — to) + H(V(zo, T — tg), 7p) > 0.
Como ¥ (xo, T — tg) = —we(zo, to) e VI(o, T —tg) = Vg, #y) segue-se que:
—v(zg, to) + H(Vv(zg,t0), z0) = 0,
isto é: }
v (o, to) -+ H(Vv(zg, t0), 7o) < 0.

Se w — v tiver um minimo local em (g, tp), 0 argumento analogo mostra
que: i
Up (mOJ to) + H(VU(.’IJO, ?‘;0), ﬂ’,‘o) 2 0,

Portanto, w € solugdo de viscosidade da equagio de Hamilton-Jacobi com
Hamiltoniana H, no sentido da Definigdo 3.1.
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A reciproca é demonstrada da mesma maneira,
|

Como consequéncia dos resultados demonstrados, temos que a funcio
valor € a 1inica solucéo de viscosidade do problema de valor terminal (5.4).
Mais ainda, pode-se traduzir os outros resultados obtidos para o problema
de valor inicial, isto é, existéncia do cone de dependéncia e estabilidade em
relagao a perturbagGes de g, para a funcéio valor. :

5.3 Meétodo de Perron

Esta segio tem como objetivo ampliar a discussio sobre a questao de ex-
isténcia de solugdes de viscosidade para além do contexto especifico da equacio
de Hamilton-Jacobi-Bellman. FExistem trés maneiras, utilizadas na liter-
atura, de obter resultados de existéncia para equacdes de Hamilton-Jacobi.
A primeira consiste de extensdes da anélise feita na se¢do anterior, no sen-
tido de achar uma formulacio variacional andloga a defini¢do de funcio valor.
Veja, por exemplo, os trabalhos 10, 11].

A segunda maneira é o método de viscosidade evanescente, como foi ap-
resentado informalmente na Secio 3.1. Vamos ilustrar isto com o enunciado
de um teorema especifico, devido a A. Friedman [13].

Considere o problema de valor inicial:

{ up + H(Vu', ) = eAvf, em R™ x (0, T)

w(z,0) = g(z), em R™ x {t = 0}. (5.5)

Teorema 5.3 Suponha que H e g satisfazem as sequintes hipdteses, para
algum v, % > 0:

1. H(0,z) > ~,

2. egiste C > 0 tal que [H(p,z) — H(p,y)| < C(1 + |p|}|= — yl,

3. |H(p.z) ~ H{g,a)| < C(L+|zl)lp—q|

4 lg(@) <4 e lg(@) - g(v)i < 4lz —yl.

Entdo existe uma dnica solugdo cldssica u® de (5.5) e ezistem constantes
Ky, Ky > 0 tais que:

[uf(z, )| < K e [Vu(z,1)| < Ko,
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para todo (z,t) € R™ % (0,T] e para todo € > 0. Se, mais ainda, g € C?(IR")
com |D2g(z)| < 4 entdo também temos que |uf(z,t)| < K.

A demonstracio deste teorema envolve ferramentas que estao para além
do escopo desta monografia. Ela é baseada no método de Galerkin, trunca-
mento e estimativas de Schauder. Este resultado é o suficiente para justificar
rigorosamente os argumentos usados na Segio 3.1, desde que a Hamiltoniana
e o dado inicial satisfagam as condicoes do teorema acima (nio é necessdrio
requerer g € C?, pois a estimativa sobre as derivadas espaciais j4 é suficiente
para garantir equicontinuidade). Resultados mais recentes baseados nesse
método podem ser encontrados em [21].

A terceira maneira é o objeto desta secdo. O método de Perron consiste de
encontrar solugdes de viscosidade como supremos de familias de subsolucdes.
A idéia é baseada no método de Perron cldssico para obter existéncia de
solugio para a equagdo de Laplace (veja [17]). A formulagdo deste método
para equagdes de Hamilton-Jacobi é devida a H. Ishii [15]. Vamos ilustré-lo
através de um exemplo concreto, para o qual demonstraremos existéncia de
solugdo de viscosidade em detalhe.

Seja h = h(z) wma funcdo continua e limitada de IR™ em JR. Considere
o problema estaciondrio abaixo:

u+{Vu| = h, em R". (5.6)

O argumento de existéncia que vamos apresentar pode ser descrito como
um processo em quatro etapas, que enumeramos abaixo.

1. Encontrar uma subsolucao e uma supersolucao de viscosidade, f e g
respectivamente. Nosso candidato a solugdo de viscosidade, u, serad o
supremo pontual de todas as subsolugtes v tais que f < v < g.

2. Demonstrar que nosso candidato « é Lipschitz continuo.
3. Demonstrar que u € subsolugio de viscosidade de (5.6).

4. Demonstrar que u é supersolugao de viscosidade de (5.6).

Os dois ultimos itens sao o que € usualmente descrito como método de
Perron.
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Seja M > 0 tal que |h{z})| < M, para todo 2 € R". & imediato verificar
que f = —M e g = M sho subsolugdo e supersolugio (cldssicas) de (5.6)
respectivamente. Considere entdo & o conjunto de todas as subsolugdes de
viscosidade v de (5.6} tais que ~M < » < M. Construimos pontualmente
uma funcdo u dada por:

u(z) = supv(x).
vES

Isto conclui o ftem 1 acima. 7

Sejam v € S e y € JR*. Observe que, se p € Du(y), entdo |p| < 2M.
De fato, da definicio de subsolugio de viscosidade, temos que v(y) + |pl <
h(y), donde segue-se a conclusio. Vamos comegar com mais um resultado de
cdleulo de semidiferenciais.

Lema 5.5 Seja v uma funcdo continua e limitada em IR™ e suponha que,
pare quaisquer y € IR™ e p € D*u(y), temos |p| < 2M. Entdo v € Lipschitz
continua com constante de Lipschitz 2M.

Demonstragdo: Fixe z € R" e ¢ > 0. Considere as funcoes:

Gly) =vly) + ply) = v(y) — @M + &)y — z| — v(z).

Seja €' > 0 tal que Ju| < C'e R = C/M. Temos que G(z) = 0. Se ly—z| > R,
entao:

Gly) <v(y) — (2M + )R —v(x) < 2C — 20 — R < 0.

Portanto, desta estimativa segue-se que o méaximo de & na bola fechada
de centro z e raio R é assumido (pois G é continua) no interior desta bola.

Vamos mostrar que o méximo de G é zero. Suponha, por absurdo, que
maxG > 0 e seja yg 0 ponto onde este maximo é atingido. Entdo yy # z e
portanto ¢ é uma fungéo C? préximo a yg. Pelo Lema 4.1,

—Ve(yo) € DM u(y).

Entretanto, | — Vo(yo)i = 2M + £ > 2M, contradizendo a hipétese sobre v.
Portanto, mostramos que, para todo y € R, G (v) <0, isto é:

v(y) < @M + &)y — 3| + v(z).
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Trocando os papéis de = e de y na desigualdade acima segue-se que:
jv{z) —v(y)| < (2M + &)= —y).

Como & é arbitrario, temos o que querfamos.
|
H4 um resultado andlogo com hipdteses sobre a subdiferencial; veja Ex-
ercicio 22.
Em seguida, observamos que a fungéo v definida anteriormente também é
Lipschitz continua, com constante 2M. De fato, as fungoes v € S satisfazem,
para quaisquer z, y em R™:

v(z) < v(y) +2M|z —y|.

Tomando o supremo sobre todos os v em & de ambos os lados da desigualdade
segue-se que:
u(z) < uly) +2Mz - 3.

Trocando x com y, vem que u(z) > u(y) — 2M|z —y| e, com isso, concluimos
o segundo item no nosso programa.

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o teorema de existéncia, pre-
cisamos de mais um lema sobre semidiferenciais.

Lema 5.6 Sejam vy e vo fungdes continuas, definidas em um aberto §1 de
IR*. Entdo v = max{vy,vs} € continua. Fizei=1,2 exy € . Sev(xy) =
v;(zg) entdo

D+'U(.'IIQ) - .D+‘Ui(.’1&'0).

Demonstracao: O fato de v ser continua é imediato. Fixe zp € Q,i=1,2
e seja p € DYu(xzg). Se v(xp) = w:(xp), entao para qualquer z € {2, temos a
seguinte desigualdade:

vi(z) — vi{xo) — p - (& — 20) < v(z} — v{zg) — p - (T — x0)
|# — ol - |z — 2ol '

Tomando o limsup,,_,,, de ambos os lados da desigualdade, e usando o fato
que p € Dru(zg) segue-se que p € Druy(xzg).
|
Os ftens 3 e 4 do nosso programa estdo contidos na demonstracido do
teorema que se segue.
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Teorema 5.4 A funcdo u € solucdo de viscosidade do problema (5.6).

Demonstragio: Vamos demonstrar primeiro que % é subsolugdo de vis-
cosidade. Para tal, fixe 79 € R" e p € D*u(zo). Seja ¢ € C* a funcio
construida no Lema 3.3, de modo que (u — p){zg) = 0, Ve(rg) = pe
(u — olz) < —|z — mo|>. Para cada mimero natural n, seja v, € S tal
que (vn — ¢)(z0) > —1/n.

Como a fungéo v, — ¢ é continua, ela assume seu méximo na bola fechada
de centro xg e raio 1, em um ponto 7,. Pelo Lema 4.1, Vo(yn) € Dru,(y,).

Temos que:

~1/n < (un =~ 0)(70) < (vn — ) (%) < (¥ = ©)(¥n) < ~ym — mo[2.

Portanto, |y, — zo|* < 1/n, logo y, — . Mais ainda, Un(Yn) — u(rg) pois

(U = @} (yn) = 0 € p(yn) — w(z0) = u(0).
Da definigéo de subsclugio de viscosidade, segue-se que

Un(Yn) + [Vio(yn)| < h(yn).

Passando ao limite quando n — oo, vem que:
w(zo) + |pl = w(zo) + |Vep(zo)| < h(zo).

Como, pelo Lema 5.5, v é uniformemente continua, trivialmente limitada
e satisfaz a desigualdade provada acima, concluimos que u também é sub-
solugao de viscosidade, e consequentemente, pertence a S.

Vamos mostrar agora que u é supersolucao de viscosidade. Faremos isto
por contradicdo, supondo que existe um ponto zo € IR" tal que u néo seja su-
persolucdo em zg. Com esta hipétese, vamos construir uma outra subsolugio
w € S, tal que w(mg) > u(wg). Isto contradiz o fato que © € o supremo
pontual das subsolugdes.

Seja entdo zo € IR™ tal que v nio seja supersolugio de viscosidade em zy.
Entdo existe ¢ € D~u(zp) tal que:

(o) + lgl < h(mo). (5.7)

Considere a fungio ¥ € C' construida no Lema 3.3, de modo que:
P(zo) = u(wo), Veh(ma) = q e (u - P)(z) > [z — zol|?. Pela estimativa
(5.7), temos:

260 = h{zo) — (o) — [Veh(o)| > 0.
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Entdo:
T,b(:l"[)) +eg+ |V?,b(.’ﬂg)| < h(’l"g)

Como %, V1 e h so continuas, existe uma vizinhanca IJ de z; tal que, para
qualquer z € U,
P(z) +eo + |V(z)| < hx).

Observe que esta desigualdade implica que, para qualquer 0 < e < &g, ¥ + ¢
é subsolucéo classica de (5.6) em U.
Defina, para 0 < e < &g,

we = max{u, ¥+ £}. (5.8)

Suponha que z seja tal que w.(z) = ¥(z} + . Entdo u(z) < ¥{z) + ¢,
e, por outro lado, ¥(z) + |z — zo|? < u{x). Destas duas desigualdades segue
que |z —zo|* < &. Em outras palavras, se |x — 2| > /€, entdo w,(z) = u(z).
Escolha 0 < &; £ g tal que a bola fechada de centro xzy e raio /&7 esteja
contida na vizinhanca U. Defina w = w,,; afirmamos que w € S.

De fato, seja = € R™ e p € DY w({z). Se w(z) = u(z) entdo, p € Dru(x),
pelo Lema 5.6. Como u ¢ subsolugio de viscosidade em todo o ™, temos
que w(z) + |p| = u(z) + |p| < h(z). Se, por outro lado, w(x) = () + &1
entdo = € U, e consequentemente, usando o Lema 5.6, p = V(z). Como
¥ + &1 é subsolugio cléssica de (5.6) em U, temos que w(z) + |p| = ¥(z) +
&1+ [Vy(a)| < hia).

Como w > wu, segue-se que w > —M. Por outro lado, o conjunto dos
x onde w(z) = ¥(x) + &, estd contido em U, donde w(z} = ¢(z) + &1 <
P(z) + e + [Vi(z)| € h{z) < M. Se w(z) = u(z) entdo w(z) < M.
Concluimos portanto que —M <w < M,

Para verificarmos que w € &, basta mostrar que w ¢ uniformemente
continua. Contudo, vimos acima que |w| < M e que, para quaisquer x € IR"
e p € DYw(z), temos: w(z) + |p| < h{z). Consequentemente, |p| < 2M.
Pelo Lema 5.5, w é Lipschitz continua e portanto uniformemente continua.

Concluimos que w € S. Por construgao temos que w(zg) = ¥(xo) + &1 =
w(zg) +&; > u{Zo). Isto contradiz a defini¢iio de u como supremo pontual de
funcdes em S. Portanto u é supersolugdo de viscosidade.

O enunciado e a demonstracdo deste resultado de existéncia foram sug-
eridos aos autores pelo Prof. Hitoshi Ishii.
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Incluimos este exemplo de resultado de existéncia a tftulo de ilustraggo
do método de Perron em um contexto simplificado. Mesmo se nos confinar-
mos estritamente as técnicas desenvolvidas e utilizadas acima, podemos obter
resultados de existéncia para classes mais amplas de problemas (veja, por ex-
emplo, o Exercicio 23). Contudo, se nos restringirmos s técnicas utilizadas
aqui estaremos limitando muito o escopo de aplicabilidade do método de
Perron. No artigo [15] H. Ishii adaptou o método de Perron para demonstrar
existéncia para uma classe de problemas de generalidade compardvel & dos
problemas para os quais estudamos principios de comparacéo.

Chamamos a atencgio para o fato de que a aplicagdo do método de Perron
no exemplo acima tem um paralelo muito forte com aquela feita por Ishii
em [15], & exceciio de um elemento. Nio é possivel demonstrar apriori e em
geral que o supremo de subsolugdes seja continuo. Consequentemente faz-
se necessdrio introduzir uma nogéo de solugio de viscosidade generalizada
que admite fungbes descontinuas. Demonstra-se aposteriori que a solucio
de viscosidade generalizada obtida, é, de fato, continua. Isto ndo & de se
estranhar; é uma instincia de algo que acontece frequentemente no estudo de
equagoes diferenciais parciais, isto é, que seja necessario primeiro demonstrar
existéncia de solug¢io em uma classe mais ampla (e menos regular) de fungdes,
para em seguida demonstrar regularidade adicional.

Finalmente, gostarfamos de chamar atencao de que o problema de valor
de fronteira pode ser bem mais complicado. De fato, é facil exibir instancias
de problemas para os quais nio haja solu¢do de viscosidade. Por exemplo,
considere o problema:

{ u+ |u,| = h(z), em (0,1) (5.9)

u(0) = 0; u(l) = a,

onde A é uma fungdo continua e limitada definida no intervalo [0,1]. Seja
M > 0 tal que |h| < M. Suponha que exista uma solugio de viscosidade u.
Entéo |u| € limitada (por M) e, para todo z € (0,1), D*ufr) estd contido
no intervalo [—2M, 2M]. Pelo Lema 5.5 a fungao u é Lipschitz continua com
constante 2] e consequentemente temos a estimativa: |u(1) — u(0)] < 2M,
istoé: —2M < a < 2M. Assim, se la] > 2M nao existe solugio de viscosidade
para (5.9).



Exercicios

1. Ache um exemplo de uma fungio continua do quadrado unitério fechado
10,1] x [0,1] na reta, Lipschitz continua na primeira varidvel, mas
que ndo possua uma constante de Lipschitz (com respeito & primeira
varidvel) uniforme na segunda varidvel.

2. Seja A um compacto de R™ e f: IR™ x A — IR™ uma fung¢ao continua,
Lipschitz na primeira varidvel, uniformemente na segunda. Verifique
que o sistema de equagbes diferenciais ordindrias:

{ #(s) = f(z(s),a(s)), qtp 0 < s < T,
z(0) = o,

possui uma unica solucdo absolutamente continua, se & : [0,7] — A é
mensuravel.

3. Considere um lago particular com uma populagio de peixes x(t), onde
t representa um instante de tempo. E realizada a colheita de peixes
a uma taxa o« = «(t) (varidvel de controle). Suponha que o custo
operacional da colheita de peixes seja dado por:

Ko
h(z,a) = ;a — pa,

onde p é o prego (constante) a que os peixes colhidos sdo vendidos.
O valor do lago é assumido ser o valor de mercado dos peixes nele
contidos, isto é, o custo terminal é dado por g(z) = —pz. A taxa de
crescimento populacional é dada por: Kpx — . Determine o sistema de
equagtes diferenciais ordindrias que deve ser resolvido para obter-se a
estratégia étima de colheita, assumindo uma populagéo inicial de peixes

95
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10.

11.

12

%o > 0. Em seguida faga uma andlise qualitativa do comportamento
assint6tico da populagao e da estratégia étima quando T — oo, para
diferentes valores dos pardmetros K, Kj, p e x.

Mostre que a funcio valor definida no infcio da Secdo 1.2 é limitada e
que a trajetéria z{-) néo sai de um compacto, independente do controle
Q.

Mostre que controles por feedback geram uma trajetéria de custo minimo
nas regioes onde a fungdo valor é suave,

Prove o Corolario 2.1.

Seja L : IR™ — IR uma fungio continua, convexa e superlinear. Mostre
que o supremo na defini¢do da transformada de Legendre de L é um
maximo.

Ache uma familia infinita de fungdes Lipschitz continuas que sejam
solugbes gtp de

{ U + (u5)2/2 =0, em R x (0, 00)
u(x,0) =0, em R x {t = 0}.

. Seja u : R — IR uma fungio de classe C*. Mostre que u é semicdncava

se e somente se sua segunda derivada for limitada superiormente. Mostre
que, se u for apenas continua, entdo u ¢ semicéncava se e somente se
existir C' > 0 tal que u — C|z|? é concava.

Mostre que, se H ¢ uniformemente estritamente convexa, entio

+ g
B (B2 < B + Hs) — Ll ol

Demonstre existéncia e unicidade para o problema de valor terminal
para a equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman auténoma. (Corolério
2.3).

Sejav € C'(IR™) e n € C*, de suporte compacto, positiva e de integral
1. Defina 7*(z) = (1/e™)n(z/e) e

v(@) = xv(@)= [ e -y,
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Mostre que v* € C®, que v* — v e Vv* — Vv, uniformemente em
compactos, quando € — 0.

Seja u : ! — JR uma fungdo continua, onde 2 C IR™ é um aberto.
Mostre que, para todo z € €, as semidiferenciais DYu(z) ¢ D~u(x),
sdo subconjuntos fechados e convexos do R™.

Calcule as semidiferenciais em =z = 0 de u(z) = —|z| e de v(z) =
xsin(l/z). Mostre que uma func¢éo continua v € diferencidvel em g €
IR™ se e somente se DT u(ze)N D™ u(xg) # 0 se e somente se D u(zg) =
D~u(zo) = {Vu(zo)}.

Mostre os seguintes fatos sobre o célculo de semidiferenciais:

(a) Sejam u e v fungbes continuas tais que « — v tem um maximo em
y € §). Entdo D¥u(y) C Dtuly) e D u(y) C D™ u(y).

(b) Se 2 C IR e a < b entdo existe a < yp < b tal que

tﬁ%—jﬂ € D¥u(yo) U D ulyo)-

(¢) Em um ponto de méximo (minimo) local y de u temos que 0 €
D*ulyo) (D ulyo)).

Mostre que a tinica solugio de viscosidade de (4.1}, da forma ug(z) =
JZ(2xge(t) — 1)dt é exatamente 1 — |z]|, onde £ é um subconjunto
mensurével de [—1, 1] com medida de Lebesgue unitaria.

Determine solugdes de viscosidade para os seguintes problemas:
(a) u+|v'|=0, em (a,b), com u(a) = ug € u(b) = u1.
(b) u+ || =0, em R.

Ache um par de fungGes u e v continuas em §2 C JR™ tais que u — v tem
um méximo local em 2y mas DVu(zg) N D™ v(xo) = 0.

Suponha que ¢ = ¥{z,t) ¢ uma fungao continua que tem um maximo
local estrito em Q x [a,b], que é assumido em (zq,b), com zy € .
Entdo para todo § > 0, a fungéo ¢ — §/(b — ) possui um méaximo local
préximo a (7o, b). (Adapte a demonstragao do Lema 3.1).
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20.

21.

22.

23.

Seja 8 C R™ um dominio limitado e considere u; e u; solugdes de vis-
cosidade do problema (4.2), com Hamiltoniana satisfazendo as hipSteses
do Teorema 4.1 e dados de fronteira g; e g, respectivamente. Suponha
que

Eé%élgl - | Le

Entdo, para todo z € , ju1(z) — ug(z)| <.

Enuncie e demonstre um resultado de estabilidade local, refinando o
Coroldrio 4.1, levando em consideracéio a Proposigdo 5.1.

Sejam Q C IR™ aberto ¢ f : Q — IR uma funcdo continua. Se existe
uma constante £ > 0 tal que, para todo z € Q e p € D™ f(z) tivermos
lp| < R, entdo f é Lipschitz continua, com constante de Lipschitz R.

Demonstre existéncia de solugo de viscosidade para u + IVul? = h, em
todo IR", com h uma funcio continua e limitada.
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