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Introducao

Embora sejam, & primeira vista, objetos méis afins & andlise complexa do que & ar_il;mética,
as formas modulares.tém ocupado, nas dltimas décadas, uma posigio bastante importante
na Teoria de Niimeros. Suas lig#gées com a ;ebria de\cu.rva.s elipticas, com as representagdes
de grupos de Galois, e mais geralmente com a teoria geral de L-fungdes tém sido alvo de

estudo intenso, com resultados profundos e importantes,

O objetivo destas notas é conduzir o leitor nos priﬁleiros passos da teoria, de modo a fa-
cilitar seu aprofundamento mais tarde. Para isso, nos concentramos no caso mais sitnples das
formas de nivel um, mas nos mantivemos atentos para o caso de nivel superior, discutinde-o
quando isso complicava pouco € omitindo-o quando as dificuldades técnicas eram maiores.
Além disso, mantivemos desde o principio a posi¢io de que a mterpre[‘.aga.o modulm” da
deﬁmga.o em termos de classes de isomorfismo de curvas elipticas, é especialmente interes-

sante do ponto de vista arltmetlco Procuramnos, ent.ao, tornar transparente a hga,gao entre

a. definigao classxca e esta mterpret.a,gao

Procuramos, como é natural em um texto. mtlodutono manter a0 minimo os pIE-'
requisitos para a leitura. Fodos os fatos sobre curvas ehptxca,s que sio usados, por exemplo,
sdo enunciados com cuidado, e poderio ser simplesmente assumidos pelo leitor que nao for
familiar com essa teoria. (A éxcegéo sao alguns exercicios, que visam o leitor que jd fez um
curso introdui-;ério' nessa area.) Algum cohhécimento de fungdes de uma varidvel complexa
e de superficies de Riemann ¢ pressuposto, mas o uso destas teorias & localizado; o teitor
Menos familiar, por exemplo, com supe.rﬁcies dé Riemdnn podei-é “ler em torno” delas no
Capitulo 3 (que & o momento em que elas aparecem ma.ié), e depois fazer a seqiléncia de
en-(ercicios propostos ao final desse capitulo que permit’erh_ evitd-las completamente (ao custo '

de introduzir um pouco de integragio no plano complexo}.

As formas modulares sio um tema cldssico; hd portanto, um grande ndmero de livios que
tratam do assunto. Mais préximos do espirito destas notas s3o o tratamento do caso de nivel

um no A Course in Arithmetic de J.-P. Serre e a exposigio quase completa mas extremamente
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Capitulo 1

O Semi-plano Superior e o Grupo

Modular

O objetivo deste capitulo é estudar a acio de SLy(Z) no semi-plano superior, e depois

interpretar a teoria em termos do problema da classificagdo de curvas elipticas (sobre C).

No préximo capitulo, vamos definir formas modulares como fungées definidas no semi-plano

superior que se transformam “bem” sob a agao do grupo modular.

1.1 O grupo modular e sua agao

Queremos considerar o semi-plano complexo superior, isto €,
H={r=z+iy:y >0} CC,

sob a agdo das transformagbes de Moebius, do tipo

' ar +b

— .
er+d -

T

Para comegar, notamos que se 4, b, ¢ e d 540 niimeros reais, entio

| g(m‘-ﬁ-b) _ {ad — b)3(7)
ertd] " er+df

‘Dessa forma, se + € H, teremos que

ar+b

cr+dEH

se e 36 se ad — be > 0. A melhor maneira de expressar isto, entdo, ¢ dizer:

1

(L1)



2 Capitulo 1. O Semi-planc Superior e o Grupo Modular
Proposigao 1.1.1 Seja

b ’ .
GLIR)={| * || eMalR) cad—te> 08
c

¢ sgje H o semi-plano superior. Seja
a b
7= € GLI(R);

a formule
: _ar+b
Ter+d

define uma agio de GLI (R) em M por transformagdes holomorfas. As matrizes escalares.

e 36 elas, agem trivialmente.

DEMONSTRAGAO: Ficil; fica como exercicio para o leitor.0

Como as matrizes escalares agem trivialmente, a agdo acima define também uma agéo de
PSL,(R) = GL{ (R)/R*

em H; pode-se provar que esta agao fornece um zsomorfisme entre PSLQ(R) e o grupo dos
antomorfismos holomorfos de H.

Chamaremos de bordo de H o conjunto
P'(R)=RU {oo} C P'(C),

com a interpretagio usual do ponto no infinito; note que a agio de GLI(R) preserva este
conjunto,

No estudo de formas modulares, estaremos interessados néio em todo o grupo GL} (R),
mas sim em seus subgrupos, especialmente os seus subgrupos discretos. Em- particular,

fazemos as seguintes definicdes:

Definigdo 1 Chamemos de grupo modular ¢ grupo I' = SLy(Z). Pare cada nimero in-
tefro positivo N, deﬁmmos 08 segumtes subgrupos de r, que chamaremos de subgrupos de

congruéncia de nivel N:



1.1. O grupo modular e sua agfic 3

ro(N)'={(" b)EF:c'EU (modN)}
. e df. _

Iy(N) = (“ b)er:asbsz(modN),csO(ﬁmdN)
c d
I(N) = (“ :)EI‘:aEbEI (mod N), c=d=0 (mod N)

Uma maneira de entender estes subgrupos é considerar o homomorfismo (sobrejetor—
verifiquel)

r'N_;';‘ — SLy(Z) ——» SLy(Z/NZ),

e notar que [(N) = ker(rn), € que I'\{N) e ['o(N) sao, respectivamente, imagen: inversa
de um subgrupo unipotente e de um subgrupo.de Borel de SLy(Z/NZ). Um subgrupo de
congruéncie de nivel N, em geral, é qualquer subgrupo de I que é imagem inversa.por ry de
um subgrupo de SLy(Z/NZ}); os que destacamos sdo os casos particulares mais importantes.
Vai ser relevante notar que [(N) é normal em I (porque é um kernel), e que I'y(N) é normal
em Fg(N) (verifique, como exercicio}.

Como os subgrupos [o(N), I'(N) e I'(N) estdo todos.contidos em I, e portanto em
GL}(R), eles agem no semni-plano superior. Novamente, as matrizes escalares agem trivial-
mente, ¢ & iil diferenciar entre o grupo G C GLF (R} esua imagem G ¢ PSL.{R) = Aut{H).
Note que se G = Fg(N), enido -

' G = La(NY/ 41,

mas que se N 2 3 temos I'j (N} = I'{N} e T{N} = T'(N), j4 que ~1 & T1(N) se N > 2.
Seja G um dos subgrupos de SLy(Z) indicados acima. Entdo podemeos considerar o.espago.
de orbitas
m@\H = {Gr:re M},
cujos elementos s3o as classes de :'pontos.do Séﬁii-[ﬂano superior equivalentes sob G. Nossa

primeiec ohjetivo & entender um pouco melhor este espago de Srbitas. . Y



4 Capftulo 1. O Semi-plano Superior e o Grupo Modular

1.2 O domfnio fundamental para T

Comegamos obtendo informagdes sobre o espago de érbitas no caso em que G = I'. Nosso
primeiro teorema importante descreve um dominio fundamental para esse caso. Primeiro,

lembramos o que isso significa:

Definigao 2 Seja G um grupe discrelo agindo em H. Um domdnio fundamenial para a agdo

de G € uma regido fechada D C H ial que

i) A fungdo netural D — G\H € sobrejetora, €

i) Sua restrigde ao intevior de D ¢ tnjelora.

Em outras palavras, D é um dominio fundamental se cada orbita tem pelo menos um
representante em D, e este representante é nico exceto talvez quando pertencer a fronteira
de D.

No caso G = I' = 8L,(Z), vamos descrever um dominio fundamental; basta, é claro,

trabalhar com T = PSLy(Z). Sejam

0 -1 -
S = | er
1 4
11 -
T = el
01
os elementos cuja agio em H é dada por
1 .
Sr=—- Tr=1+4+1.
T

E um cileulo imediato verificar que.
52 =1 e (STP=1

por exemplo,



1.2. Q dominio fundamental para T 5

Consideremos é.gora a regiao D C H definida da seguinte forma:
D={reH:|r|21 e |Re(r)] £1/2}.

O desenho é o seguinte:

NN
AN

AY
(J

-

b s e = ==

Vamos provar que & regido D é um dominio fundamental para a agio de T'.

Teorema 1.2.1 Seja D C H a regido definiu.. acima, e T = PSLy(Z). Entdo:

i) Para todo 7 € H eziste vy € -f tal que v7 € D.

i) Se 1 e ' estio em D e temos y7 = 7' para slgum v € T, entio ou R(r) = £1/2 e

r=rxloufr|=1ler =-1/r.
i) Seja 7 € D, e. defina Stab(r) = {y € T : 47 = 7}. Entdo Stab(r} =1 exceto se:
(e) T =, quando Stab{r) = (S5), de ordem 2,
(6) 7= p = ™1, quando Stab(r) = (ST}, de ordem 3,
(¢) 7= —p = e"%, quando Stab(r) = (I'S), de ordem 3.

"iu) O grupoT € gerado por S e T.



Capitulo 1. O Semi-plano Superior ¢ 0 Grupo Modular

DEMONSTRAGAO: Seguimos 6 método-de Serre em [Ser73).

i) Seja © o subgrupo de T gerado por S e T, e seja 7 € F. Vamos provar primeiro que
existe ¥ € G tal que yr € D, o que impliea, em particular, & primeira sssergio do
teorema. (O fato de que é possivel achar o elemento ¥ em G vai ser importante, mais

adiante, quands formos provar que de fato G =17j
7

a ‘ .
Notemos, primeiro, guee se v = ) €T, temos

¢ d
ar +6\ _fad-b)ry
E}(Cf'i*(f) T e 4P (1.2)

Como c e d sao inteires, dado um ninero M existens apeses um nimero fnito de pares
(¢,d) tais que ler +d| < M (ja que Z7 +Z é um conjunto discreto!}. Logo, existe y € G
tal que Im(y7} é maximo; fixemos um tal v, Notando, agor#, que S(T™y1) = I(y7)

para qualguer n € Z, vemos que podemos escother v de modo que

< Ry} < -

mv?.tlb-
MI'—‘-

(Basta sabwtituic ¥ por um Ty apropriado. )

Verifiquemos, entdo, que v € I; pela construgio acims, basta veriﬁc_ér que [y7| > L.

Mas, caso contrério, terfamos que
-1
¥(Syr) = 53(‘77) > Im(y7),
o que contradiz a escolha de .
ti} Vamos provar & seghnda e & terceira assercdes simulfaricamente, Seja v €' D e tome

€ T tal que y7 € D. Trocapdo, sé necessdrio, o par (7,7v) pelo par

(w‘,*y“),\p_cd‘gmcks supor que ,
| (v7) 2 S¢r),
ou seja, pela formula 1.2, que |
| fer +d§ 21
"Como r €D, |r] 1, donde a deszgualdacie .y msfvel se ¢ = 0 1, ou —1. Vamos

examinar caso por ¢&30, A



1.2. O dominio fundamental para I’ _ T
¢ Se ¢ = 0, temos que ter d = %1, donde

1 +b
0 1

"f:

(em T, ndo em I'). Como a parte real tanto de 7 quanto de 47 = 7 + b tém qué
estar entre —1/2 e 1/2, temos que ter b= 0, donde y =1, ou b= 1, donde 7 = T

ou 4 = T-1, como queriamos.

e Sec=1,temos |7 +d| < 1,0 queimplicad = O exceloser = pou —ged € {0,1}

ou d € {0, —1}, respectivamente. Olhemos os casos separadamente.

e Sec=1ed=0, temos |[7| £ 1, donde |7| = 1; além disso, ad — be = 1, donde

b=—-1,¢
ar — 1 1
=g — -,
T T

¥T =
Outra vez, segue que a = 0 exceto se 7 = p ou —7, e neste caso a € {0,1} ou
{0, —1}, respectivamente. |
¢ Ser=p,c=d=10 mesm; argumento forca a € {0,1}, e analogamente para
T=-pgec=—d=1.
o Finalmente, o c.aso ¢ = —1 é tratado trocando o sinal de todos os termos da

matriz, o que nio muda v € T.

Isto verifica a segunda e terceira assercdes (basta escrever ST, T'S e seus quadrados

matricialmente).

iit) Resta provar que G = I'. Para isso, tome um elemento v € T qualquer, escotha 7 no
interior de D, e considere o ]'Jont.o‘ 77 € H. Por (a), existe ¥ € G tal que vy € D. Os
pontos 7 e ¥y estdo ambos em D,-e r € int{D). Por (b), segue que 7 = ¥y7, donde

+*4 = 1, donde v € G, como querfamos demonstrar. .0

OBSERVAGAO: Pode-se mostrar que {S,T;5? = (ST)* = 1) é uma apresentagio do grupo
T, que é portanto o produto livre de um grupo ciclico de ordem 2 por um grupo ciclico de

ordem 3.
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Uma vez obtido um dominio fundamental para o grupo I', é facil achar dominios funda-
mentais para os subgrupos de congruéncia, jd que estes sdo de indice finito em I'. Basta,
entdo, achar umi conjunto de representantes das classes laterais e considerar a uniio das
imagens de D por cada um destes elementos.

Por exemplo, vamos achar um dominio fundamental para o grupe I'(2}). Precisamos

primeiro caleular o seu indice em I'. Temos

2

I —2» SLy(Z/2Z)
J tJ
To(2) —» H

(5]

é o subgrupo de Borel e ry é redugio médulo 2; entdo

onde

[T : To(2)] = {SLo(2/22) : H] = 3.

Um sistema de representantes é dado por

10 0 -1 g -1
o = , , o= =5 o= = ST.

Temos, entao,

P = l"o(2)al U Po(2)(!2 ¥ I‘o(g)ag,
e obtemos um dominio fundamental tomando
! Do(z) = O!lp U t!zD U QaD,

ja que todo v € T pode ser escrito de forma tnica Como = ;y’a;,. comn ¥ € To(2). (Veja os
exercicios para a verificagio de que isto da certo.}

O desenho é:
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l .

)
_

Da mesma forma, para ['(2), note que [To(2) : [(2)] = 2, € que T é 0 representante

ndo-trivial. Logo obtemos um dominio fundamenta! pondo
D(2) = Dy(2) U TDo(2).

E claro que hd muitas outras escolhas para os sistemas de representantes, e portanto para
os dominios fundamentais obtidos. O mesmo processo permite obter dominios fundamentais

para. outros subgrupos discretos de I', com maior ou menor dificuldade.

1.3 - As “pontas”

O desenho dos dominios fundamentais acima mostram que, de.pendendo do grupo em questio,
'pode haver vérias “ponias”, isto &, vérios lugares em que o doninio fundamental se aproxina
do bordo de H. (Vale recordar ao leitor que o bordo de H foi defizido como constande dos
pontos da reta real, mais um ponto no infinite.) No caso de I, por exemplo, a tinica ponta
é o ponto no infinito (que deve ser pensado como “no eixo y'r’w-é.s‘\‘rezes enfatizamos i's-so
chamando o ponto de ioco). No caso de I'y(2), vé-se do desenho acima que ha uma outra

ponta, em 7 = 0. E facil ver, a partir do método descrito acima para obter dominios
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fundamentais, que qualquer ponta para um subgrupo de I' tem gue ser imagem do ponto no

a b
infinito por algum v € I. Agora, se y = , bemos
€

R
Yroo=—¢€ Qa
¢
de modo que as pontas estardo entre os pontos de uma reta projetiva

PHQ)=QUc,
que é estavel sob a acio de I'. Isso leva & seguinte defini¢io:

Definigcdo 3 Seja G C T um subgrupo de congruéncia. Uma ponta pera ¢ agdo de G em H

¢ uma orbite da acio de G em PY(Q).

Note que I' age transitivamente em P*{Q), de modo gue toda ponta para um subgrupo
@ é da forma < - 00, como esperavamos. Qutra vez, podemos achar as pontas othando as
imagens de co por um conjunto de representantes das classes laterais. Por exemplo, para
G = T'o{2), usando os representantes acima, temos as pontas ap-00 = 00 e Q00 = ayoc = 0,
que ndo sao equivalentes sob T'g(2). No caso geral, as p.onf,as estdo entre as imagens ;- 00,
mas é preciso sempre verificar se duas ou mais destas ndo sdo equivalentes séb a agio do
subgrupo de congruéncia em questia.

Uma forma de fazer toda esta discussé,b numa linha é definir
H =HUPHQ),
de modorque, para G C T, temos
G\H‘ = Gv\'H U {pontas para G}.

Como veremos 3 frente, as pontas tém um papel especial na geometria do espago quociente,
porque fornecem uma compactificagio natural.
O ponto no infinito é sempre uma das pontas; o conjunto dos elementos v € T que

estabilizam este ponto &

: 1 b
Stab(oo) = {7y = 0 :beZ}CT.
1
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‘Se agora considerarmos outra ponta 4-0c, o estabilizador é simplesmenhe o conjugado deste: .
Stab(-y-00) = ¥ Stab{oc} v~

Para qualquer subgrupo de congruéncia G, definimos a largure da ponta 7 = co como

sendo o menor inteiro n > 0 tal que

1 n

€G.
01}
Note que se G O T'{N), temos certamente que
1N
€@,
01

de modo que n < N, (E‘. verdade que n|N? A distingao entre G e G faz diferengal) Da
mesma forma, definimos a largura de uma ponta 0o como sendo o menor n > 0 tal que

1l n

0

evGy"

Por exemplo:
i} Se G =T, a unica ponta é oo, de largura 1.
i1) Se & = Tp(2), as pontas sao 0 e 0o, de largura 2 e 1, respectivameite. (Verifique!)
its) Se G = I'(2), as pontas sdo Q,_l e co, todas de largura 2.

Note que se G for normal em T, todas as pontas terdo a-mesma largura. Note também

que a largura de cada ponta é facilinente percebida em um desenho do dominio fundamental.

14 A interpretacdo via curvas elipticas

As construgoes que fizemos acima podem ser interpretadas em termos da teoria de curvas
elipticas. Nesta segdo, vamos explicar rapidamente esta interpretagao, que ¢ importante em
muitas das aplicagdes aritméticas da teoria. Comecarmos 1ernb1ando os fa.tos ba.slcos sobxe
curvas elipticas complexas que sic a base da nossa dlscussao o o

Comegamos com uma definigdo simples: *
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Definigio 4 Um rede A C C € um subgrupo aditive de C que € de posto 2 como Z-mddulo.

E um exercicio simples mostrar que wma rede € un subgrupo discreto imaximal de C. As
redes A C C estio ligadas de perto as curvas elipticas complexas.
Uma curva eliptica complexa E pode ser definida como uma subvariedade do plano pro-

jetivo complexo P2(C) dada por uma equagio do tipo
ZY? =4X% 4 X2+ 025,

com a, b € C, onde [X : Y : Z] sao as coordenadas homogéneas em P?, e onde a cibica
2% + ax + b tem trés raizes distintas. I facil verificar que uma tal equagao define uma
variedade complexa lisa, de dimensio wm sobre C.

Topologicamente, E é uma superficie compacta orientavel; para ver que E ¢ de fato um

toro, prova-se o seguinte:
Fato 1.4.1 Dada wma curva eliptica complera E definida por umae cquagao
ZY? =4X3 + aX 2P + 077,

como acima, existe uma funcio mevomorfe p : C — C, gque depende de ¢ ¢ b, com as

sequintes propriedades:
i) Egistem dois ndmeros wy, wy € C, satisfazendo S(w, fwy) > 0, que sdo periodos de p,
isto €, lais que
p(z + nw, + mwq) = p(z),
- para guaisquer n, m € Z;
i) p € “holomorfa ezceto por polos de ordem 2 com residuo zero ‘nos pontos da rede

Zw1 + ng - C,‘

#i) A dervivada p' tem w, e w, como periodos, e € holomorfa excelo por polos de ordem 3

nos pontes da rede Zw, + Zwy;
w) A fungdo p € par, ¢ a sue derivada ' € impar;

v) p satisfaz « equagdo funcional

(#'(2))? = 4p(2)* + ap(=) +b.
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Juntando tudo isso, é facil ver que a aplicagao

C/Zw, + 2w, —— E
;e (e )

determina um isomorfismo entre a curva eliptica E e o toro complexo C/(Zw; + Zws). Em
particular, isto dé a E a estrutura de um grupo sbeliano, usando a estrutura aditiva em C.

No que segue, queremos estudar um pouco melhor a relagio entre a curva E e os periodos
wy e wy. Especificamente, queremos teniar classificar as classes de isomorfismo de cur-
vas a partir dos perfodos correspondentes. Para isso, precisamos descrever, em termos dos
periodos, quando duas curvas sio isomorfas. Faremos isto em dois passos: primeiro. rela-
cionamos E i rede Zw, + Zw, gerada pelos periodos; depois, estudamos a relagio entre os
periodos e a rede que eles geram. Em relagio a este segundo aspecto, fazemos, por hora,
apenas a observacio de que se w; e w; sdo linearmente independentes sobre R, podemos sem-
pre supor que S{w; fwy) > 0, como no “Fato” acima (basta trocar os indices se necessario).
Faremos sempre essa hipdtese.

Dada uma curva eliptica E, o “Fato” mostra que existe uma rede A tal que E = C/A;

mas redes diferentes podem definir curvas isomorfas:

Fato 1.4.2 Sejam B; e E; duas curves eliplicas complezas, ecom

E,

R

C/A] £ B, = C/A2

Todo homemorfismo analitico ¢ : By, —s E; € induzido por multiplicagio por um escalar
A € C que satisfaz AA; C A;. [sto €, p se encaita em uwm diagrama comulativo:

o=z

C —_ C‘

Portanto, temos
Cin=C/a,

se e 56 se existe uim ndmero A € C* tal que AA; = Az, Assim, para classificar curvas E a

menos de isomorfismo é 0 mesmo que classificar redes a menos de homotetia.
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A primeira coisa a notar é que se A = Zw; + Zw; com Fw;/wy) > 0, podemos dividir

por w; e cbter a rede homotética’

'Lv;EA-—-Zﬂ-{-,Z:ZT-%-Z,

g

onde §(7) = S(wy/w,) > 8, isto &, onde 7 € W. Com isto, j& provamos:

Proposicio 1.4.3 A cada ponto v € W do semi-planc superior corresponde uma cursva

elislica compleza B, satisfozendo
E. =C/5r +2;
toda curva eliplice compleza € isomovfe ¢ alguma curva desie tipo.

Resta determinar quando duas curvas deste tipo sio isomorfas. Dados 7 e ¢ em H, temos

que B, = E, se e 50 se existe um escalar A € C tal que

EZr 4+ Z=Z2)og + ZA,

f e b
isto €, se e 59 se existe urea matriz v € SLy(Z), v = , tal que

c
« s Ao
¢ 1 Al
isto &,
ar + b Ao
cr+d 1A '

donde ¢ claro que A existe se e 56 se temos

a'r+b__
cr+d

g,

isto é, se e 56 se T e o 530 equivalentes sob a agdo do grupo modular. A moral da histéria,
o
,/ .

entdo, é:

Teorema 1.4.4 A correspondéncia

-

TEH - E, R
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induz wma bijegdo enire o conjunto
[\\H = drhitas de H sob e acdo de SLo(ZE)
e 0 conjunto das classes de isomorfismo de curvas elipticas complezas.

Esta correspondéncia permite dar uma estrutura natural de superficie de Riemann ao
conjunte das classes de isomorfismo de curvas elipticas complexas. Mais além, daremos uma

descrigio explicita dessa superficie de Riemann.

OBSERVAGOES:

1) Uma pergunta natural, a esta altura, é como obter 7 (ou, equivalentemente, os periodos
w; e wy) a partir da curva E. Damos aqui apenas um esbogo de como isso € feito. Note,
primeiro, que para 7 € H dado, a curva E, vem munida de uma diferencial holomorfa
invariante w = dz (isto é, consideramos a imagem de dz moédulo a rede Zr + Z). Uma
escolha diferente de 7 da uma diferencial diferente (porque muda a rede), e corresponde a
uma mudanga de varidvel por um vy € SLg(Z). B facil ver, por outro lado, que integrando
w 20 longo de um dos ciclos n3o triviais de H;(E,, Z) obtemos um elemento da rede Z7 +Z
(lemmbre que E, é um toro!); escolhendo dois ciclos que formam uma base da homologta,

obtemos uma base da rede Zr + Z, ¢ portanto 7. Assim, a correspondéncia-
T € H s (E;w),

com w = dz mod Z7 + Z, é uma bijegio.

a N .

Ainda, se y7 = ¢ para v = € SLy(Z), e munirmos E, de wy vindo de dz e E,
c d ) .

de w; vindo de dz, entdo o isomorfismo ¢ : E, — E, se encaixa no diagrama comutativo:

onde X = ¢ + d (veja acima). Assim, temos que @ wy = Ay, de modo que (E,,dz) =
(E;, A"'dz). Dessa forma, passar de T para o equivale a fixar a curva e multiplicar a difer-

encial por A~! = (cr +4d)~.
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2) Seria muito bormn se fosse possivel construir uma familia analitica de curvas elipticas
X
R &

tal que #~'(7) & E,. A maneira mais natural de obter tal coisa seria considerar a projecio
natural

HxC—>H,

e considerar a relagao de equivaléncia em ‘H x C dada por (7,z) ~ (r,z") se r = ' ¢
z— % € &r + 4. Passando ao quociente obtemos

L
X—H
com x#71(r) = {r} x E,;. Agora se v+ = yo com 4 € SLy(Z), basta identificar E, e E, para
podermos passar ao quociente e obtermos a familia £ O problema é que o isomorfismo
E, = E, ndo € dnico, e pode-se mostrar que nio ¢ possivel fazer uma escolha coerente. Mais

ainda, é possive! provar que a “curva universal” &£ nio existe.

A inexisténcia da “curva universal® é uma das motivagdes para o estudo dos subgrupos
de congruéncia, Isto porque podemos evitar o problema da nac-unicidade do isomorfismo
introduzindo estrutura adicional no problema., isto €, nos restringindo a estudar isomorfismos
que respeitem certas condigbes. Isto se chama “rigidificar o problema™. As rigidificagdes que
vamos escolher v3o-nos levar aos sﬁbgrupos de congruéncia.

.No que segue, fixemos um niimero inteiro positivo N. Lembremos que uma curva eliptica

complexa E tem uma estrutura de grupd;fo subgrupo
E[NJ={Pe€E; NP =0}

¢ isomorfo ao produto de dois grupos ciclicos de ordem N (veja acima a estrutura de E como
toro complexo}. Nesta situacie, consideravemos trés tipos de esirutura adicional em uma

curva eliptica complexa E:
¢ um subgrupo € C E, ciclico de ordem N

e um ponto P € E que gera um subgrupo ciclico de ordem N
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e dois pontos P, Q@ € E que siio uma base do subgrupo E[N], isto é, que dio um isomor-

fismo

E[N} = Z/NZ x Z/Nz.
A cada T € H fazemos corresponder, em cada caso:

e (E.,(,), onde C, é o subgrupe gerado por 1/N mod Zr + Z, isto é

c '_'Z'r+Zl
= ——— 1

Zr+ 2

o (E;,P.),onde P, = —;I— mod Zr + 2

¢ (E-,Pr,Q;),onde Pr = —e @, = mod Zr + Z.

Dada uma curva eliptica complexa E existe sempre um 7 € H tal que E & E,. Isto
continua verdade com estrutura adicional, exceto que no terceiro caso acima (a “estrutura
de nivel plena”) é preciso um cuidado técnico com o qual nioe nos queremos preocupar muito.
Diremos apenas, entio, que dada uma base (P, @) de E[N], é possivel definir um “delerni-
nante” det(P, @)}, e que, com a defini¢io acima, det( Py, ();) = 1. Temos, entdo, o seguinte

teorema, cuja demonstragio nio ¢ dificil se entendermos bem como obter o pardmetro 7 a

partir da curva E.

Fato 1.4.5 Seje I ume curve eliplica com-pleia.

i) Dado um subympo ciclico C C E de ordem N, existe 7 € H tal que (E,C) & (E,,C,),

isto 6, tal que e.msie ‘um zsommﬁsma p: B — E; comp(C) = C,.
i) Dado um ponto P € E de ordem N, eziste 7 € H tal que (E Py=(E,, P.).

tii) Dada uma basé (P,Q) do subgmpo E[N} com det(P, Q) =1, existe T € H tal éue
(E,P,Q) % (E, P..Qy). | |

Agora a ligagio com os subgrupos de congruéncia nio & dificil de descrever:
Proposicio 1.4.6 Sejam 7, 0 € H. Entio:

i) (E,,C;) = (E,,C,) se e 56 se ¢ = y-7 para algum y € [y(N});.
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i) (Er, Pr) = (E,, P,) se e 56 s¢ ¢ = 77 para algum v € Ty{N);

iti) (Ery Pr,Qr) 2 (Eo, P, Qo) se € 36 5¢ 0 =47 para algum v € T'(N});

DEMONSTRAGAO: Nio é dificil—fica come exercicio para o leitor.0

Coroldrio 1.4.7 Exisiem bijecées
FD(NN{ —  Isom{(E,C)}
I‘i(N)\H | — Isom{(E, P)}

F(N)\’H e lsom{{E,P,Q) : det{P,Q) =1}
onde C C E € um subgrupo ciclico de ordem N, P € E € um ponto de ordem N, ¢ (P.Q) ¢
uma base de E[N], e.onde Isom(x) denota o conjunto das classes de isomorfismo dos objetos

*,

Que a estrutura adicional que estamos considerando de fato rigidifica o problema é o

contetddo do préximo resultado:

Proposicio 1.4.8 Com as nofegées acima, lemos:

i) Aut(E,C) = {£1} se N> 2
&) Aut(E, P) = Aut(E,P,Q) = {*1} se N=2

#i) Aut(E,P) = Awt(E;P,Q) = {1} se N >3

DEMONSTRAGAO: Trata-se apenas de calcular os estabilizadores dos pontos de um dominio
fundamental para cada um dos grupos Fo{N), ['1(N) e I(N). Veja as referéncias para os
detalhes.O

Nos casos rigidos, isto ¢, quando o grupo de aviomorfismos ¢ trivial, é possivel conetruir
uma “curva universal com estrutura de nivel N7, e mesmo generalizar tudo para curvas
elipticas definides sobre outros corpos (veja {KMS5] para um tratamento quase completo,
mas que requer wm boxa conhechinemio de geometria algébrica).
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1.5 Exercicics

1) Prove 2 Proposigdo 1.1.1.

2) Seja p um primo.
i) Calcule o indice de F{p) em T.

ii} Calcule os indices [[ : To{p}] e [T : I'1(p)].

3) Mostre que T';(N) é um subgrupo normal de I'g{N), e que

Lo(N)/p () 2 (Z(Nz)x.

4 Seja D um dominio fundamental para a agio de [, ¢ seja G C T um subgrupo de fndice finito.
Se
n
I'= U Ga;
7 - ixl
¢ uma decomposigio de I' em classes laterais de GG,.mostre que
' ]
D' = U a; D
i=1

& um dominio fundamental para a agio de G.

5) Sejam § e T € I’ como no texto, e seja p vm primo. Mostre que se ¥ €T,y & Lp(p), entdo existe

" § € Dolp) @ um imteiro k, 0 < k'S p— 1, tais que y = 6.5T%

6} Seja. D o dominio f}mdmnéntg! para o grupo modular T obtido 1o texto. Méstrre que se p éum -
pi-'i_mo,‘ ' ' ' . ' ' ' '
. p-1
Doip} = DU |J ST*D
o . k=0
é um dominio fundamental para Ty(p).
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7) Desenhe um dominio fundamental para T'o(5).

8) Mostre que se p é um primo, hi duas pontas para a agio de [g(p): 7 = oo, de largural,er =0,

de largura p.

9) Ache um isomorfismo entre T'(N) e um subgrupo de indice ¢(N) de I'g(N?), onde ¢ & a fungio

de Euler. Conclua que I'(2) e T'g(4) sio isomorfos.

10) Descreva todos os subgrupos de congruéncia de nivel 2, isto é, todos os grupos G tais que
T(2) C G C I. Ache um dominic fundamental para cada tal G. Determine as pontas para a agio

de cada um destes grupos.

11) Ache um dominio fundamental para I'n(4). (Sugestio: mostre primeiro que se I, e I'; sio
subgrupos de indice finito em T, e T; = aTsa~! para algum e € GL;"(Q'), e se D2 é um doninio

fundamental para T3, entio aD; é wm dominio fundamental para I';.)

12) Neste problema vamos determinar geradores para a imagem em PSLy(R) de vdrios dos sub-
grupos de congruéneia G obtidos no exercicio 10. Lembre que se G C T, denotamos essa imagem

por G.

a) Mostre que § e T2 geram um dos subgrupos de congruéncia de nivel 2. Este grupo foi estudado

por Hecke, e costuma ser denotado por G(2).

b) Mostre que T' e ST2S5 geram T'o(2). (Sugestio: verifique que To(2) e G(2) sio conjugados em
T)

¢) Mostre que 7% ¢ ST~2§ geram I'(2).
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13) Use os exercicios anteriores para provar que T e ST*S geram To(4).

14) Mostre que uma rede A € C é um subgrupo aditivo discreto maximal de C, e reciprocamente.

15) O grupo dos pontos de N-divisao de uma curva eliptica E é o kernel da multiplicagio por N em
E:
EN|={PecE:NP=10}.

Mostre, usando os fatos dados no texto, que

E[N] = Z/NZ x Z/NZ.

16) Prove o Fato 1.4.2. (Sugestio: levante o mapa ao recobrimento universal, e expanda em série

de poténcias.)

17) Prove a Proposicio 1.4.8.

1.6 Notas

O material neste capitulo é classico, e pode ser encontrado em todas as referéncias, exceto.a
interpretacic em termos de curvas elipticas, que é discutida em mais detalhe no livro [Hus87]
de Husemoller. Os livros mais antigos possuem mais detalhes; veja, por exemplo, os dominios

fundamentais desenhados no livro [Fri22] de Fricke.






Capitulo 2

Formas Modulares

Neste capitulo, introduzimos o conceito de forma modular e estudanios suas propriedades
fundamentais. Procuramos dar alguma énfase s vérias interpretagdes possiveis da definigao,
- especialmente as que se tém provado iteis em geometiia algébrica aritmética: a interpretagio
“modular” (ligada a curvas elipticas, e discutida neste capitulo) e a interpretagio geométrica
(ligada as “curvas modulares”, que sio essencialmente os espagos de Grbitas intrecduzidos no
primeiro capitulo). Esperamos que esta variedade de enfoques possa facilitar o acesso do

leitor & literatura. Concluimos daudo os primeiros exemplos.

2.1 Definicao

Comegamos com & definigao classica.

Definigiio 5 Sejam G C SLy(Z) um subgrupo de congruéncia, k um inleiro positive, ¢
§: M — C wna fungio meromorfa. Dizémos que [ € uma Jungao quase-modular de peso

k para o grupo G se f satisfaz a equagdo funcional

5 (‘" * b) = (et + D} £(7) 2.1)

er+d
a b
para tedo 7 € H e fode matriz eG.
c d

Vale a pena fazer uma série de observagdes sobre esta definigao:

23
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OBSERVAGOES:
1) Note, em primeiro lugar, que a equagio 2.1 é compativel com a lei de grupo em G. Isto

implica, por exemplo, que basta verificd-la para um conjunto de geradores do grupo G.

2) Se k = 0, a definicio se reduz a dizer que f é invariante sob a agdo de . Este é o
caso mais simples, mas, como veremos adiante, fungées quase-modulares de peso 0 nunca
podem ser holomorfas (a ndo ser que sejam constantes). E este fato que torna interessante

considerar o caso mais geral.

3) Suponha que

¥ = eG
0 -1
(por exemplo, isto vale se G =T ou ¢ = I'y{N) para qualquer inteiro positivo N). Entdo,

como 7 - T = 7 para todo 7 € H, a condigio 2.1 diz que

flr) = (=1 f(r);

se k for impar, isto forca f(7) = 0 para todo r. Assim, para G =T ou G = T'o(N), a teoria

86 ndo é vazia quando o peso é par.

4) Se G =T, basta, como observamos acima, verificar a equacio funcional para os geradores

g -1 11
5= e T= .
1 0 01

isto é, basta verificar Que ‘
| f(=1/7) = T {r)
fr+1=fr),
para todo 7 € H. Além disso, jd sabemos que basta considerar o caso em que k é um inteiro

par.

O fato de que a equagio 2.1 é compativel com a lei de grupo sugere que talvez seja

preferivel reescrever a definicio de modo a enfatizar o fato. Uma forma de fazer isto é
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definir, para cada k, uma acio do grupo G tal que f seja quase-modular de peso k se e 50
se for invariante sob essa agio. Isto ndo & dificil de fazer, e prova ser extremamente Atil.

Vamos até mesmo estender a definicdo para grupos mais gerals.

Definigiio 6 Sejam k um inteiro, f : H — C uma fungdo meromorfa e

e b
7= e GLI(R).
c d

Definimos uma outra fungéo f|{v]x da seguinte forma:

ar 4+ b

(Ible)e) = desta)er + a7 (55

para 7 € ‘H.
E imediato verificar o seguinte:

Proposigio 2.1.1 Seja k um inteiro positivo e G um subgrupo de GLI(R). Entdo

fe Al

define uma agdo de G no conjunto das fungdes meromorfas de M em C. Além disso, se G
for um subgrupo de congruéncia de SL2(Z), temos que f € uma fungdo quase-maﬁular de
peso k para G se e 6 se B

fllle =f

para todo v € G, isto €, se e s6 se [ € invariante sob esta agdo.

DEMONSTRAGAGC: Fica como exercicio.O

A extensdo da acio “|[]x" a v € GL} (R) nio é de todo arbitraria. Ficara claro adiante,

por exemplo, que o caso v € GL(Q) é de grande impol‘té.ncia.

No caso em que G = I' é o grupo modular todo, ja observamos acima que toda fungio

modular é necessariamente periddica: temos que ter f(r +1) = f(r). Com um pouco de
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cuidado, vé-se que é assim no caso geral. Seja &/ C I' um subgrupe de congruéucia, e scja n

a largura da ponta no infinito, de modo que

i=n

01

£G.

Se f é quase-modular de peso k para G, segue, considerando a agao desta matriz, que

flr+n) = f{r),

para todo T € H. Assim, podemos expandir f em série de Fourier. Se pusermos ¢ = ™" e

gn = g™ = €*™/" podemos escrever
- f=
=} angy.
M=—0
Esta expressao se chama. a g-expansdo de f na ponta no infinito. Note que se ¢ = I'g(N) ou
I'1(N), temos n = 1, de modo que a g-expansio no infinito é uma série de poténcias’em q.
Uma forma de interpretar a g-expansio no infinito é a seguinte: a transformagio r —

gn = €*™/™ manda o semi-plano superior M sobre o disco unitario perfurado
{¢n €C:0< g < 1}.

Deste ponto de vista, a g-expansio ¢ a expansio de Laurent de f em torno de q, = 0.
Notando que g, — 0 exatamente quando ${z) — oo, vé-se que a g-expansio no infinito
reflete o comportamento de f perto da ponta no infinito.

£ comum, no estudo de fungdes quase-modulares {especialmente formas modulares) con-

fundir a funcido f com sua g-expansio no infinito, isto &, escrever
f=23 aug
Isto raramente leva a confusdes, mas deve ser entendido como um abuso de linguagem.

Definicao 7 Seja f : H — C uma fungdo quase-modular de peso k pare um subgrupo de

congruéncia G C T, e seja
o0

firy= 3 ang?

HE—00

sua ¢-ezpansdo no infinite. Dizemos que
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i} | é meromorfa no iraﬁﬁi!o se cxiste A tal gue o, =8 para m < M :
i) [ € holomorfe ne infinite sc a, =0 para m < 0;

iii) [ se anule no infinito se a,, =0 pare m <0,

As outras pontas também precisam ser consideradas. Para isso, seja 79 = 7 - 00 (com
v € T'} uma ponta para a acde de G. Para estudar f(7) pérto de 7y, estudamos essencialmente
fi{v-7) perto de co. O tinico cuidado a tomar ¢ que queremos que se 71y € 0o forem a mesma
ponta (isto é, se v € G} sc obtenha a mesma g-cxpansdo, Para garantir isso, usatnos a agao

I[v] como acima:

Definigio 8 Seje 75 = 400 wna ponta para a agio de G, de largura n, ¢ seja f wma fungio
quase-modular de pese k para G. A ¢-cxpansio de [ na ponta 7o € a g-cxpansio de f [
ne ponla no infinile. _

Dizemos que [ ¢ meromorfa, holomorfa ou zero em 7y conforme f|[y]y for meromorfe,

holomorfa ov zere no infinits.

Note, por exemplo, o que esta definigao diz se y = §, de modo que 77 = —1/7: nesse caso,
(i) = r7*f(~1/7), de modo que ser holomorfa (ou zero) em v = 0 ndo € o mesmo
que ter um limite quando 7 — 0. Por outro lado, a definigio garante que uma fungio quase-
modular para o grupo modular completo temn a mesina g-expansio no zero ¢ no infinito, o
que ¢ agradavel, j& que os dois valores representam a mesma i)onta. para I'.

Con estas definigdes, estamos em condigoes de definir os objetos basicos do nosso estudo:

Definigio 9 Urmae fungio madulm- dé peso k pere um snbgri:pb de congruéncia G C [ ¢uma
. funcéo quase-modular que € meromorfa em todas as pontas pare @ agio de G. Denptamds ]
caujzmta das fung:é.es modulares de peso I -])(H‘(-t G pc;r FulG,C) ou F UG
Uma forma moduim de peso k para G € uma ﬁmgao quase- modulm que € holomorfa em .
’h( e em todas as ponlas pare a agao de G, Dcnatamoe o conjunto dus fo:mas modulares de
peso k para G por My(G,C) ou MilG). '
Uma forma modular se diz parabélica (em inglés, “cuspfmm en 'alemdo; "‘spz:tzen-
form™”) se ela s¢ anule em lodes as ponles parae a agaoI de G. Denolamos o conjunte das

formas modulares parabslicas de peso k para G por Si{G, C) ou 5i(G).



28 Capitulo 2. Formas Modulares

E facil ver que M(G) e Si(G) sio espagos vetoriais sobre C; mais adiante, vamos ver
que sio de dimenséo finita. _

Feita a definicdo, queremos entender suas propriedades e construir alguns exemplos.
Dedicaremos a maior parte deste capitulo a estudar a definigio sob virias Sticas. Como
resultado, obteremos desde j4 alguns exemplos interessantes; a maior parte do trabalho de
obter exemplos, entretanto, serd deixada para o capitulo 4.

Comecamos notando que se f; é uma forma modular de peso k; e f; é uma forma modular
de peso ky, entdo seu produto f = f f; é uma forma modular de peso ki + ka. Isto &,

= ) MG
teZ
é uma C-algebra graduada, que contém
S(G) = P S(G)
kel
como um ideal graduado. (Verifique!)
H4 relagGes, é claro, entre os espagos de formas modulares correspondentes aos vdrios

subgrupos de congruéncia. Por exemplo, temos
ML) C Mp(To(N)) C M (I'(N)).

No caso da passagem de T'o{N) para I';(N), podemos até dizer um pouco mais, porque I'y[N)

é um subgrupo normal de I'g(N)(veja o exercicio 3 do capitulo um).

Proposigio 2.1.2 Sejam Gy O Gy subgrupos de congruéncia, e suponhamos que Gy 4 G).
Se f € My(G2) e v € Gs, entio f|[v]x € Mi(Gy), de modo que f s fliy]x define uma agdo
do quociente G /G2 em M(Gy).

DEMONSTRAGAO: 56 & preciso verificar que se v € G ¢ § € Gy, temos (f|[¥)(8lx = FI[7)s-
Mas : . A
(FlVIN8e = Fllvé)e = fl[vﬂ'r""r]k = (Fllvéy~ e[k = Sl

j4 que f é invariante sob a agio de y6y! € G,. O
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No caso de I'g(N) D I'1(N), temos

To(N)/1,(N) 2 (%/NzZ) "

e b
— d,
(c d)

Para cada z € (Z/NZ)*, escolhemos um representante da co-classe que corresponde a 2;

via

para isso, podemos tomar v(x) € T'o(N) satisfazendo

1z) = ( @ 0 ) (mod N).
0 =z

(E f4cil ver que existem estes elementos.) Entdo definimos:

Definigiio 10 Pare cade z € (Z/NZ)* ¢ cada f € My(I'1(N)), definimos
()f = Flr@)es

onde y(z) € escolhido como acima.

Isto d4 uma acéio de (Z/NZ)X em M, (I'|(N)) (que é a a¢do induzida pela de ['o(N)}.

Podemos entdo decompor o espago M{T';(N}) segundo os caracteres de (Z/NZ)*
Definigao 11 Sejo f € Mi(T,(N)); dizemos que f € uma forma modular de cardter {ou
“nebentypus”) € : (Z{NZ)* — C se temos (z}f = e(z)f.

Em particular, se ¢ = 1 é o cardter trivial, temos que f tem carater £ se € 56 se f €

Mi(To(N)).

Proposigio 2.1.3 Uma forma modular f € My(T1(N)) € de cardter € se e sé se, para todo

a b
4= € T'o(N), temos
¢ d

fly-r)y=e(d){er + d)* f(z).
Se denotarmos o conjunto das formas de cardter ¢ por Mi(I'1(N),e) = M(N,¢), temos
Mi(T'1(N)) @Mk(l"l (N), &),

onde a soma € sobre todos os caracteres de Dirichlet de nivel N, isto é, sobre o0s caracteres

de (Z/NT)*.
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DEMONSTRAGAO: A equagio é uma tradugdo direta da definicio. A decomposicao nos
espagos correspondentes aos caracteres ¢ um resultado geral sobre agdes de grupos em espagos

vetoriais—veja o exercicio § adiante. O

2.2 Reinterpretande a definicao
Comegamos reinterpreiands a definigdo em termos de tedes & € C; o ponto principal & que
temos uma bijegdo enbre

o redes A = Zw,y + Zwg C C com Iy fun) > 9, mddulo homateria, e

o elementos 7 € H, modulo a agae de grupe modular T

A correspondéncia era dada por T +— A(7) = Z7 + Z. Seja R o conjunto de todas as redes

AcCC.

Definicfo 12 Uma fungde F: R — C se dir de pese & so solisfar
F(AAY = A7FPLAG,

pare tode rede . ¢ tods & € C*.

Também podernos pensar em termos de bases para a rede A = Zw; + Zw,. Seja B
o conjunto dos pares (w,w,) satisfazendo S{w,fw,) > 0. Podemos definir uma fungéo

F : B — C pondo Flwy,wy) = F(Zw, + Zang). Dizer que F é de peso k equivale o djver

que:
» F{w,,w;) ¢ invariante sob a acao natural df; SLZ('Z) em B, e
o F{lwi, )'\wg) = A~F Flun, wa), isT.o ¢, F é hompgénéa dé gr'a-.u —k.
Disto, .ﬁca claro que whF{wy, we} 56 -depcnde -de‘ r.Az. w, /gy pomos.
f‘(r) = ‘@é?(&:;,cuz) =='-}'(r.,-l-}, -

‘o gue da

Flwy, wq) = w3 f(wfws).
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Finalmente, F é SLy{%)-invariante se e 36 se
J(y 1) = (er + d) f(7),

. a b
para todo v = € SLy(Z). isto mostra:
C

Proposigio 2.2.1 Fuisiem bijecdes nelurais endre os seguinies confuntos:

i) Jungdes F i R —- C de peso k,
i) fungdes F : B — T snvariantes sob SLy(Z) e homogéneas de gran —k,

itt) fungdes f:H — C que se transformam sob U como as fungbes quase-modulares.

Resta, para completar a reinterpretagao, {azer duas coisas: definir estruturas de varie-
dade complexa nos conjuntos R e B, para podermos falar em holomorficidade, e estender a
proposi¢io aos subgrupos de congruéncia. Vamos deixar estas tarefas ao leitor interessado,

especialmente a segunda, cujo ponto de partida é a discussdo no final do capitulo um.

2.3 Séries de Fisenstein

Nesta secio, vamos construit os primeiros exemplos nao-triviais de formas modulares para o
grupo modular T'. Para isso, usamos a interpreta.é&o em termos de redes e tentamos a idéia
mais sirnples possivel: para construir uma fungio de redes que ¢ de pesc k, considere uma
série do tipo

Gelh)= 3 ;1;

weA
wylo

Se esta série for sempre absolutamente convergente, é imediato que ela definird unia fungdo

de redes de peso k. A convergéncia é facil:

Lema 2.3.1 Seja A C C uma rede, e seja s € R. A série

1

£ convergente desde que s > 2.
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DEMONSTRAGAO: Trata-se de um exercicio simples, que deixamos ao leitor, €

Para simplificar a notagdo, escrevemos 3’ para denotar a soma sobre todos os elementos

da rede exceto w = 0. Entdo podemos definir:

Definigio 13 Seja k > 4 um inteiro par. A série de Fisenstein de peso k € qualquer ume

das seguintes funces, que se correspondem pela bijecdo descrila acima:

¢ G : R — C dada por
1
Gk(A)=Z -‘w—k,

¢ G : B— C dada por

1
Gilwn,wg) = Y, ———
( 1y 2) e (nw1+mw2)k!
{n.m)#{0,0)

o G :H — C dada por
1
Gi(m)= 3

L (ar+m)E
(n.m)#(0,0)

Proposigio 2.3.2 Seja k > 4 um inteiro par. A série de Eisenstein Gi(t) € uma forme

moduler de peso k para T, cuja g-expansdo no infinite € da forma
Gi(r) = 2¢(k) + 3" ang™
onde ( denota a fungio z¢ta de Riemann.

DEMONSTRAGAQ: Dado o lema e o fato de que Gy ¢ visivelmente uma fungéo de redes de
peso k, basta verificar que Gy, é holomorfa em H ¢ na ponta no infinito.

APara verificar a holomoficidade em ‘H, considere primeiro o caso 7 € D, onde D é o
dominio fundamental usual. Neste caso, como ternos certamente que {m7 + n| 2 |mp +n}
(com p = **/* como acima), temos

1 1
[mT + 0l = |mp + njf’

COmo

>
Imp + nl*
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converge (pelo Lema), segue que Gi(7) converge uniforme e absolutamente em D, e portanto

b
define uma funcio holomorfa em D. Sé, agora, 7 € 4D para algum + tal que y7t = ¢ ) ,
‘ c d
ternos ‘ ) ’
Gi(r) = (e +d)*Gilr™'7),

com 7717 € D. Logo, Gy é holomorfa ém 1D, e portanto em H.
Finalmente, como a tinica ponta é oo, basta verificar que existe o limite
lim G,,('r)

"J(r)

Podemos supor 7 € D, e como a convergéncia ¢ uniforme em D, podemos calcular o limite

termo-a-termo:

. L
sem# 0 M ey O
o L1
em=5% (mr 40}k nk’
Logo,
lim Gi(r) = 3 2 —22——2C(k)
T—r100 :iz,l “>1

Isto prova a proposigdo; note que a hipdtese de que k é par foi essenci_al para que a soma

nao fosse zero. O

OBSERVAGOES:
1) égﬁzmos alt) = ﬁﬂGq(t)'e gstri—= 1@65(7), teremc;s '

9= 120(4) + e = g-gr"+-"-}- 3
'e também .
= 280(6) + Zb,.q“;= %,rs Fon
Sej T

7

i) = ) = 6 o B = e s,

2(:(5) R
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de modo que o “termo independente” da ¢-expansio de Ey e Eg é 1. (Introduzir g4 ¢ gs é
talvez uma concessio a historia; do ponto de vista ari t,.mético, queremos coeficientes racionals,

donde o initeresse de E, 2 E¢.) Considere agora

Afr) = (20)1g3(r) - 2163(7)] = (B — ED).

Entdo uma conta simples mostra que A é uma forma modular parebdlice de peso 12 para I

{j4 que oo ¢ a 1dnica ponta).

2) A racionalidade dos coeficientes da g-expansfio serd uma questdo importante para as
aplicagBes aritméticas. Mais adianté vamos provar que as g-expansodes de
1
Ey = -G
T (k)

e de A tém coeficientes em Q (no caso de Ey, Eg € A, os coeficientes sdo mesmo inleiros).

3) As formas modulares E,, E¢ e A tém interpretacdes importantes em termos de curvas

elipticas: dado 7 € H, considere a curva eliptica

E(r) = C/z(2xir) + 2(27i)-
{Esta curva é isomorfa & E, do capitulo anierior, mas a homotetia por 2xi ajuda na nor-
malizagio aritmética.) Entio:
Fato 2.3.3 Pode-se escolher coordenadas x e y em E(7) de modo que sue equagdo sejn
2 _ 4.3 .
¥ =42” + a(r)z + b(7),
com
alr)= —oBy(r) e b(r)= 5 Befr).
12 218
Além disso, o discriminente da curva B{r) € A(7); em particular, A(r) # 0.
O fato de que A(r) # 0 para 7 € M ¢ bastante importante; mais adiante, daremos uma.
demonsiragao analitica. Como jd vimos, A se anula na ponta.

Na préxima segdo, exploramos um pouco mais a relagio entre formas modulares e curvas '

elipticas.
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2.4 A interpretaciic “modular”

J4 vimos, no primeire capitulo, que ha uma correspondéncia eatre nimeros complexos 7 € M
e pares {E,w}, onde E ¢ uma curva eliptica ¢ w € uma diferencial holomorfa invariante. Nesta

segic vamos usar a correspondéncia
7 € H s (B{r),w(T)},

dada por
E(r) = Cfz(2rir) + Z(2ni):
g w(t} = dz mod 2ri(Zr + Z). (Como no final da secao anterior, a passagem da E; do

capitulo anterior para E(r} é feita para evitar fatores de 2uri por toda a partel)

a. -
Lembremos, ainda, que se vy = - e I', as curvas correspondentes a 7 e a v <7 530
¢ d

isomorfas, mas as diferenciais diferem por uma constante; de fato,
(E(yr)wlrr)) = (E(7), do(T})s

“onde A = {cr + d}™", como ji vimos.
Finalmente, lembremos que a passagem do grupo modula.r [ para os subgrupoq de con-
:'gruem:la [o(N) ou ' (N) equivale, em termos de curvas ellptzcas, a adicionar mais estrutura:
um subgrupo ciclico de ordem N ou um ponto de ordem N. Nesta segio, limitar-nos-emos so
" - caso de I'/(N}. o
Definigio 14 Seja B uma curva eliptica compleza. 'Uﬁw‘ estrutura de nivel N _emAE‘f:’ umna
escolha de um porto P € E de. ordem cxatamente igual a1 N. Um abjsto-teste de nivel N é -

| uma tmplrx (E w. P, onde E € uma curve e.zpézca wé uma deferencmf hotomorfa mmnante

e P éum pam‘o de ordem emtamenle :gua[ aN..

-‘Isto tudo sugere que podemos reinterpreta.r formas modulares como funcdes de cla;éses de

- isomorfismo de curvas ehptmas munidas de uma estrutura de nivel N.

Proposxgao 2. 4 1 Uma fungdo modulur f de peso L para [;(N) define uma fungao f dos

* objetos-teste de nivel N a valores em C, sat:sfazenda as seguintes condzgoes '

i) f(E,w, P) € C depende sd. da classe de isombrﬁsmo do objeto-teste (E,:.J, P),
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tt) f(E, w, P) = A~* f(E,w, P), para tode A € C*.

" DEMONSTRAGAOQ: Dada toda a discussio acima, isto ¢ imediato—basta juntar todas as

pecas,

Dada a Proposigio, seria interessante definirfungdes modulares nestes termos; o prob-
lema é conseguir uma boa,A'nogﬁ,o de holomorﬁcida.de. Tsto se faz langando mao de geometria
algébrica mais sofisticada para complicar a SJtua(;a,o em duas duegoes Primeiro, para con-
seguir garantir que f seja meromorfa, exxglmcs que seja possivel calcular f em objetos-teste
definidos sobre qualquer C-algebm A de modo compativel com extensdes de escalares. Se-
gundo, para garantir holomorﬁmdade, consideramos o valor de f numa curva especial: a

““curva de Tate”, que é uma curva, eliptica sobre o anel de séries de Laurent C((g)). Uma vez
féi'ta essa interpretagdo, temos uma definigéo compietarneﬂte algébrica, que faz sentido, por
exehplo, sobre qualqﬁer corpo K, o que daria uma teoria de “formas modulares definidas
sobre K”. Esta versdo da teoria é bastante importante, mas requer (como j& deve estar
claro!) um conhecirrento de geometria algébrica mais profundo do que estamos pressupondo

nestas notas; assim, referimos o leitor interessado 4 discussio em [Kat73] ¢ [DR73].

Como exemplo da utilidade da “interpretagio modular”, vamos reinterpretar a agio de
(Z/NZ)* em Mi(T1(N)) em termos modulares. Note, primeiro, quese z € (Z/NZ)* e P ¢ E
é um ponto de ordem exatamente N, entio zP é um outro ponto de ordem N (bem-definido

porque P ¢ de ordem N).

. Proposigéo 2.4.2 Sejam f € M (T'1(N)) e = € (Z/NZ)*; como fungdo de objetos-teste de
nivel N, a formd modular {z}f € M. {T{N)}) € dada por

{=})(E,w, P) = f(E,w,2P).

DEMONSTRAGAO: Basta notar que se

7(:1:')_. =| 0 (mod N),
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¥(£) leva (E,w, P} em (E,A7'w,zP), opde,‘ como sempre, E = E(7), 7(z) = ' e
A = (er + d). (Verifique!!) Entio
(=) )(r) = A*flx(z)-7)

A FF(E, AW,z P)
A EA (B, w, zP)

i

ME,w,2P),

como queriamos., O

Com isto, podemos dar uma interpretagao algébrica do carater de-uma forma modular

para I'1(N). A decomposigio
M(T)(N)) = €D My (I'\(N),¢)

se estende, desta forma, a qualquer corpo em que (N} (que é. a ordem de (Z/NZ)*) for
inversivel.

No que segue, usaremos. a interpretacdo modular apenas em alguns contextoé, mas a
teremos sempre como pano de funde, ji que ela tem um papel importante em muitas das
aplicagdes. Para concluir esta segdo, vamos tornar explicita a interpretacio de Eq, Eg e A
em termos de curvas elipticas. O leitor que nao tiver grande interesse neste aspeeto da teoria

deve-se sentir livre para omitir esta parte.

Seja E uma curva eliptica complexa, e w uma diferencial holomorfa invariante em E. Ja
observamos acima que existem sempre coordenadas z e y em E de tal forma que a equagéo
de E seja da forma ™

y =4z tax£b s :

A diferencial dz /2y = dy/{12z* + @) é holomorfa e invariante; se exigirmds que w = dz /2y,
& equagio fica univocamente determinada (isto é, a e b ficam determinados). Desta forma,- .

podemos pensar em z, ¥, a, b e o discriminante A como fungdes de (E,w). E facil, entdo,
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verificar que

z(E, \w) = Az(E,w)

§(B. o) = Xy(B,w)

af T, Al =

1
H
p-

I
&
e
iy
3
&)
e

BE, it =

A(E, Aw) = N HAE, w).

& 530 kalponiefes ewm e na ponta (@ e y nac sao

E possivel verificar, entdo, que q, ¢

holornorias na pontal, ¢ sortanie gae sty fonmse sacdniues; de falo, j& observamos que

EYE
o dnte dh smoa definigio completamenis
algéhricn destas formas modulares {2 im @l & racionalidade dos coeficicntrs

da g-expansio—veia [Ket7o0,

13 Prove 4 Puoposighe 5105

2) Seja z € Z com ﬁldc{x, N} =1, e seja’

e d

7(x)={ : ] €SLa{Q)

" Mostre que flfv{z)le = (2} . Esta é = definigio niais simples da agio de (2/NZ)* em M(;(N)).

- 3) Sejak wrn corpo qualquer @ V um espago vetorial de dimensio finita sobre k. Séja. G um grepo
‘abeliane cuja ordem & inversivel em k, @ suponha que exista unia representagao G — End(V).
Mostre gue V se decompde na soma direta dos espagos em que G age por cada wmn dos seus carac-

teres.
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4) Verifique as a.ssergf)és gue provam a Proposigio 2,2.1.

5) Seja A C C uma rede. Um elemento w & C se diz de ordesn N em relagio a A se Nw e A e

nw @A para n < N. Mostre que hd uma bijecio entre:

o pares (A,w) onde A é uma rede e w é um ponto de ordem N em relagio a A, médule

homotetias, e

» elementos T € H, médulo a agdo de T'y{N).

6} Enuncie e prove uma versdo para I'y(N) da Proposigdo 2.2.1.

7} Prove o Lema 2.3.1. {Sugestdo: estime o niimero de pontos da rede que estdo entre o circulo de

raion e o de rato n + 1.)

8) Mosire que & sétie de Eisenstein normalizada £ pode ser definida diretamente pondo

. - 1
Blry=5 L G
md:’{‘a:iﬁﬂt

LR

9) D& ume interpretagio modular para formas modulares para Fo{N).

2.6 Notas

Neste capitulo, segiiinos quase sempre o tralamento mogistral de Serre em [Ser73], exceto em
rel#g-'éo 4 interpretagic modalar, que é tratada, e termos muito miais gerais do que aqui, 1o
apbéuilice € fio primeiro capitylo: de [Kat73), onide Katz .reafiiza. ‘goinpletamente o programa esbogado
acima de algebraizar a teorla, O iratamento de Katz depende fundamentalmente da existéncia da
curva modular {como ssquema de médulos fino); isto é demonstrado no caso mais geral em [KM85],

mas o tratamento de [DR73] também merece ser consultado.
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4
vl

o Espago de Orbltas como Superf1c1e

de Rlemann

* Uma das idéias mais importantes na teoria de formas modulares é considerar o quociente
G‘H = C,-\H U {pontas}

como superficie de Riemann. Ist.o pode ser feito para qualquer subgrupo discreto G' cTl,e

boa parte da teoria pode ser deduzrda da. geometria do objeto resultante.

Nesta. segao, tlataremos o caso G=rI= SLg(Z) para obtex mformagoes sobre 0s espaqos _'
de formas modulares para.[. Por ehemplo, vamos podcr computar a dimensio dos espagos‘
M(T). O resultado fundamental € a férmula 3.1, que no nosso- enfoque é essencxa.lmente '
o teorema de Riemann-Roch. Esta to_rmuia. pode, é claro, ser obuda de unia forma mais
clementar (veja os exercicios); o leitor que assim desejar poderd mesmo admiti—'ia, e assim
evitar a teoria de superficies de Rie_mann. Parece-nos instrativo, entre_t.a.nté, usar neste caso.
mais simples as técnicas'geométricas que 530 necessarias no caso mais dificil dos subgrupos

i

de congruéncia. : Do e s

Nosso tratamento segue o ‘de Serre em [Bo66]. Um tratamento, no mesmo espirito, do
caso dos subgrupos de congruéncia pode ser encontrado no livro {Shi7lj de Shimura. Durante

todo este capitulo; _nbs restringimos ac caso do grupo ' = SLy(Z).

41



" Capétule 3. O Enpago de Orbitas como Superficie de Riemann
3.1 A estrutura de superficie de Riemann |
Sejam I' = SLg('_Z) agindeem H e seja; X- = p\ﬂ 0 espago de‘érbitas. Seja
| = freH:i—g SRS LIl 21}
o dominic funda‘mel-'ltal l.1sual para a agao de I'. Comegamos estudando a t(.)pologia, de X.
Proposigéo 38.1.1 Seja K C H um compacto.

i) Egiste M tal que S(y-7) < M para todov€T ¢ tlodoT € K. -

ii} Para todo outre compacto K’ C H, o conjunto dos v € T tais que v K NK' # § ¢
JSinito. -

b .
) € I', temos a relacdo 1.2:
c )

- a
DEMONSTRAGAO: Como v = (

S ar + 4\ {ad = be)T(r)
er+d) Jer+d?2

como também

inf{ler +d|: 7 € K, ¢,d € Z, mde(c,d) =1} >0,

a primeira -a.ﬁr-ma.géo segue imediatamente.

Pa.ra provar a segunda afirmacdo, note que a férmula 1.2 implfca de imediato.que 0
nimero de pares (¢, d} que aparecem como a linha inferior de matrizes ¥ tais que v K NK' # 0
¢ finito. Mas + e § tém a mesma linha inferior sé e 56 s 4 = T § para algum n € Z. Como
T™§-K — oo quando n — %00, segue que lemos T"6-K ﬂ K’ # § 6 para um nimero finito

de n, e a proposicio segue. O

Usa-se freqiientemente a expressio “y.- K — oo” para exprimir o conteiido da segunda
afirmagio desta proposiggo.
Podemos agora obter uma boa descrigio da topologia de X: fazemos istc com uma

seqiiéncia de coroldrios,

Coroldrio 3.1.2 0 espago quociente X = F\H munido da topologm quociente, € Hausdorff,

¢ portanto localmente compacto
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DEMONSTRAGAO: E o argumento usual: sejam w, w' € H, nio equivalentes sob I'. Como
4w — oo, existe uma vizinhanca compacta U de w que who contém neshum ponto da

forma v - @' (paray € T'). Seja V uma vizinhanga de w'. Pela proposicao, o conjunto
A={yel:y¥VnU##8}

é finito. Para cada 4 € A, escolha uma vizinhanca de V,. de 7;u:‘ corn V,nU = 0. Considere
entdo '

U=vn[ly"'W..
“€A

' ¢ uma vizinhanga de ' satisfazendo y-{/ AU =8 para todo v € T, de modo que TV e

I'-U' sao vizinhangas compactas saturadas disjuntas das debitas de w e de w'. O

" Corolérie £.1.3 A 'prbjeg:&a candnica D — p\ﬁ ¢ uma fungéo propria.
DEMGNSTRAGAO: Se K C M é compacto, temos que mostrar que

B= _(U 7-1{) no

) vEr
é compactc. Pela proposigio, & unido - K ¢ localmente finite, ¢ portanto B é fechado. Par
outro lads, come K é compacte, a férmula 1.2 mostra que I{w) é limitado para os w € B,

doade segue que B ¢ limitado, portanto compacto. &

Cevolétio 8.1.4 Seja — a relagdo de equivalincia em D induuvida pela agéo de ¥, b 4

TeT4+l seBlr)=-3

T — =Lt sejri=1

A projecdo candnica B — X induz wm homeomorfismo
.,_,P =, X.

Em particular, X € homeomorfo a um pleno.
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DEMONSTRAGAO: -A fun¢do-é bijetora, continua, e prépria. -Como os dois espagos sio lo-
calmente compactos, ¢ um homeomorfisme. Por outro-lado, é claro que -V\D € homeomorfo

a um plano. O

O préximo passo € por uma estrutura de variedade complexa no espago topoldgico X.

1
Definigde 15 Seja p: H — X e projegdo canénica. Dizemos que uma fungio [ definida

em um aberto U C X € holomorfa em U se fop € holomorfa em p~'(U).

Néo € muito dificil verificar:que isto dd a X uma estrutura de superficie de Riemann. De

fato: lembre que se 7 € H,
Stab ry={yel:y-v =71}

¢ finito € mesmo cu:hco (de ordem < 3). Se entéo Sta.b(‘r) tem ordem 2 podemos achar um
pardmetro local z, em H perto de T tal gue o gerador de Sta.b(‘r) age em z, por z; — Cz,,
onde { é uma raiz e-¢sima da unidade. Por exemplo, podemos tomar

Ww~7T

Tril) =
alw)= 0=,

para w € H. Entio é ficil ver que z£ é um ‘pm'émetro local em X perto de p(r). {Deixamos
como exercicio para o leitor a verificagio—que é bastante facil—destas assergéeé.)

:—Seja agora X = F\H- = X U {co} com a topologia da compactificagio com um ponto
de X, Para estender a estrutura de superficie de Riemann a X, basta dar um parimetro
local no. infinite. Usamos para isso uma idéia que ja foi descrita acima, quando discutimos
a ponta no infinito.

Seja H; = {r € H: ¥(7) > 1}. Entdo é claro que
F\Hl = (T)\Hl f
de modo que, via 7 — g = €27, temos homeomorfismos
p(Hy) = )\~ {g € C:0 < Jgf < &7},

Assim, p{H;) é um disco perfurado. Pondo ¢(oo) = 0, ¢ tomando g comeo parimetro local

em oo, obtemos a extensao desejada.
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Proposigio 3.1.5 A superficie de Ritmann X €.analiticamente isomarfe ¢ PYC) = CU
foo}.

DEMONSTRAGAO: Pelo Corolario 3.1.4, IX,_é ljldmeomorfo a \_.,\P, que por sua vez é homeo-

o

morfo a um plano: Logo, X = 5% é uma esfera; como a estrutura complexa na esfera é tinica,

a proposi¢io segue. O

Note que isto implica que X ¢ analiticamente isomorfo ao plano complexo, mas que este
fato ndo ségue do fato de que X ¢ homeomorfo a um pléno.

Seja A : X = PYE) um isomorfismo analftico, e seja f : X — PY{C) uma fungio
analitica qué.lquer. Componrdo com a projecio H™ — X, éclaro que f ¢ simplesménte uma
fun¢io modular de peso zero para.[”. Como as tnicas funl;ﬁés méfomor-fas em P(C) sio as
fungdes acionals, segue que foA™! é uma f-uﬁgé.o racional, isto é, que f = P(A)]Q(A) € uma
fungdo racional de A. Em pai'ticul.ar,,,dois isomorfismos analiticos X — P}(C) diferem por

um automorfismo de P(C); vamos fixar wm isomorfismo em particular:

Definicio 16 4 fungio modular § : H 2w € € & fungdo meromorfa que induz o isomor-

fismo analitico j: X — PI(C) earacterizddo pelas condigdes: . -

i) j{oo) = oo
i) j(p) = 0, onde p = ¥ € X
iii) o residuo de j em co € 1.

Mais adiante, daremos uma construcio explicita da funcido j. Note que ja temos o

seguinte:

Coroldrio 3.1.6 Seja f: H — C uma fun¢do modular de peso 0. Entdo f € uma fungdo
racional de f, isto €, existem polindmios P(X) e Q(X) lais que
P
Q)

Note que se interpretarmos o espago X = [‘\H como o espaco das classes de isomorfismo de

’

curvas elipticas, a discussdo acima diz que é possivel associar a cada curva eliptica complexa
E um ndmero j{E} que determina a classe de isomorfismo de E. Veremos adiante que este

. invariante é exatamente o “invariante j” da teoria de curvas elipticas.
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3.2 Formas modulares como diferenciais

O objetivo desta secio é traduzir a definicio de fdpmas modulares de peso k para I’ em

termos da superficie dé Riemann X = [‘\H-- Comegamos notando que se

temos que

diyr) _ -z
~5 = {cr.+a)"°.

Se, entfio, F € ML) e & = 2n (lembre que § lom que xv par), temos

o) e [N
Fmy Tl “(Tr j

que podemos escrever como
eI = fEdr.

Expressdes do tipo f{7){d7)" se chamam formas diferenciais de pese n. Se pensarmos em
uma forma diferencial ueval {i.é, de peso um) como uma segio do fibrado cotangente 0!,
entéio uma fortna diferencial de peso n é simplesmente uma segio do fibrado fI* = (R21)%".
Com a discussio acims, ums forma modular de peso 2n é o mesmo que uma forma
diferencial de peso n em M que é invariante sob a agdo de [.- Passando a0 quociente,
obtemos uma forma difepevici'ai_ de pese n holomporfé em X, que se estende a uma forma
diferencial generalizads meramoifa em X {f ¢ holamatfa no infinite, mas iste nie garante
que f{r)dr™ o seja). O meswo argumento funciona se f for meromerfs, exceto que hesse

caso s6 poderos aficmer qué f(r)#“ ¢ meromorfa em X. Resumisds:

Proposigao $.2.1 Umu funcio metomerfs [ + H —s C & sma fungde modular de peso
k=2n para T' se e sd se f{r)dr™ define uma forma diferenciel meromorfa de peso n em X.

Queremos agore relationar os zeros « polos de f{7} e de f{r}dv". Lembre que se f é uma
fun¢io memoronefs ean uma variedade complexa, a ordem de § em vm ponte z é a ordem do

zero de § em'z {onde, como sempre, am “zero de ordem negativa —n” é um polo de ordem

TR R L T e U, - - - ]
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‘Proposigiio 8.2.2 Sejo f € F3,(T') vma funcdo modular de peso 2n p&m T, e seja w =
w(f) = f(r)dr™ a forma diferencial em X correspondente. Seja p : H™ — Xa pmjﬂ;‘;&,o

candnica. Para cade ponto x € H*, sejam

Wo(f)=ordem de [ em 2
vz{(w) = ordem de w em p(z) € X.

Entio temos:

{z')_ Woo(f) = Voo lw) + 0

{i1) wz(f) = evz(w) + nfe — 1),
onde ¢ = #8tab(r) e x # co.

DEMONSTRAGAO: (i) Segue de

2ridr = ﬂ,

j4 que ¢ = €*™", donde

(Zrz)"(dr)" — (dQ)

e portanto

frer) = G 19 gy

Note que mesmo que [ for holomorfa no infinito, a forma diferencial pode nao o ser.
(ii) Seja # € H, e escolha z, como acima, de modo que ¢ = 22 seja um parimetro local
em p(z). Entdo se v.(w) = m, existe uma fun¢io holomorfa u com u(z) # 0, tal que

w = ut™{dt)*. Como dt = ezf~'dz,, segue que

w

wt™(di)"
= em ( ez | dzx)n

= ue zem-i-n(e—l)(dz )n

donde segue a equagdo (i), O

Um coroldrio divertido ¢:

Corolario 3.2.3 Na correspondéncia acima formaes modulares parabélicas de peso 2 cor-
respondem a formas diferenciais holomorfas em X. Logo, ndo ezistem formas modulares

parabdlicas de peso 2 pare .
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- DEMONSTRAGAQ:" Se f € Sz(Fj, as equagdes acima fmplicam de imaediato que w( f) é
holomorfa. Como X 2 PY(C), néo existem formas difesenciais holomorfas {de peso 1) em

X, donde 2 concluséo. O

OBSERVAGAG: No caso mais geral dos subglupos de congruéncia, a primeira frase deste-
corolério permanece verdadeira, e fornece um mst.rumento geometuco para estudar as for-
mas parabdlicas de peso 2. Em pm txculm a d:mensa.o do ¢ espa.g,o 5:(G) € zgual aa género da

superficie de Riemann compacta G‘H

Para obter um resultado geral, lembremos-que em uma superficie compacta de género
g, o grau do divisor de qualquer forma d:felencxa.l (de peso 1) é 2g — 2, isto é, para uma
diferencial w de peso 1, a soma das ordens vy {w) quaudo 2 percorre todos os pontos de Xé

2¢ — 2. Tensorizando n vezes, obtemos:

Fato 3.2.4 Se w € uma forme dtferencm! memmorja de peso n em ume superficic de Rie-
mann compacte S de yenero g, entdo”
sz(w) = n(29 2)
z€8 -
No nosso caso, temos X PY ), de modo que g=0, donde’
Y valw) —.—2n = —k.
ple)ek: C
Vamas tra.duzu esta férmula em te:mcs de Fe Como estamos mteressados nas imagens p{x), ‘
~ basta olhar os pontos z € D, onde D é o dominio fundamenta.l usual. Os unicos pontos
‘com estabilizador nao-trivial sio as imagensde v =tex = p (lembLe que’ p(p) = p ,a)) '

Destacando estes e o ponto no infinito, a formula fica
Voo () + ilw) +V5(w) + 3 velw) = —
onde ¥ indica a soma sobre os outros pontos de D. Usando a p‘roposi(;z'm, isto fica

Woo(f) n+ (W-(f) n)+ (Wp(f) m)+3" Ws(f) —2n,



2.2. Formas modulares como diferenciais : 49

isto é,
n k

weol ) + 5wl )+ gwpll) + 2wl ) =

Entido provamos:
Corolério 3.2.5 Seje f € Fk(I‘) e seja wo(f) a ordem de f em x € H. Entdo

waol )+ 3il) + gwl) o+ Ehwaf) = = (3.1

onde T indica @ soma sobre um conjunto de representantes das outras drbitas da agdo de

r.

A férmula 3.1 agora permite obter um grande nimero de informagdes sobre os espagos
M(T).
Corolério 3.2.6 i} My(T') =0 se k <0, k impar, ou k = 2.
i) dim(M(T)) =1 se k=4, 6, §, 10,0u 14.
i) M4(I‘) = CEy; além disso, E, tem um zero simples em T = p, € nenhum oulro zero.

iv) Mg(T) = CEs; além disso, Eg tem um zero simples em.7 =1, ¢ nenhum outro zero.

DEMONSTRAGAO: Imediato da férmula 3.1, mais o fato jd conhecido que E, € M, (T'). Note

que “nenhum outro zero” significa, é claro, “nenhum outro que nio séja equivalente sob I'.” O

Além das séries de Eisenstein Eg, ji construimos a forma [_nddu}a.r A€ Mp(T), eja

verificamos que ela é parahdlica, isto &. que wo,(A) > 1. De 3.1, segue que N
We(A)}=1 e wi{D) =0 sez # o0,

_isto &, que A(T) # 0 para todo T € H (isto prova este fato sem referéncia & interpretagéo -
“miodular). ' B o

A forma modular patabélica A ajuda a entender os espagos My(T') pata k = 12:
Proposicio 3.2.7 Seja £ : Mi(T') — C o homomorfismo.

E(f) = floo),



50 Capitulo 3. O Espago de Orbitas como Superficie de Riemann .

e seju &1 My 12{I") — My(T') a mulliplicagao por A. Para cada k > 4, temos uma seqiiéncia
exata

0 — My_1a(T) = My(T) 5 C — 0.

DEMONSTRAGAO: Como £(E;) = 1, é claro que £ é sobrejetora. Da mesma forma, & é
claramente injetora. Além disso, como £(A) = 0, temos £(Af) = 0 para qualquer f, donde
Im(é) C ker(£).

Por outre lado, se f(co) = 4, temos w.(f) — w.(A) > 0- para todo @ € H", donde a

fungao f/A é holomorfa em H U {co]} e portanto pertence a M _1o(T'). O

O calculo das dimensées dos espagos Mi(T') agora € imediato:

Corolario 3.2.8 Se k > 4, temos

0 se k € impar
k
dim(M(T)) = ¢ [EJ sek=2nen=1 (mod86)
k
l-ﬁJ-}-l sek=2menz#l (mod6)

#t
onde |z| denote a parle inteira (o “chdo”) de z.

Coroldrio 3.2.9 Toda f € M (T') ¢ um polinémie tsobdrico em E4 e Eg,

DEMONSTRAGAO: Seja & > 4 um inteiro par. Existem « e b tais Que 4a + 6b = k, porque

mdc{4,6)} = 2, Temos entao
E;Eb € My(T) e &(BIEY) =1
Entdo, pela Proposigao 3.2.7, temos
f=EUNETE + AR,

com fi € M_1a(I'). Cemo A é um palinémio em E, e Eg, o resultado segue por indugio. 0
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Note, em particular, que E2 = Eg E¢E; = Epp e E2Es = E., porque os espagos em

questao sdo de dimensio um.

OBSERVAGAO: Todos os resultados deste capitulo foram para o caso do grupo modular
completo: T = SL:(Z). Entretanto, 65 MESos 1ﬁétodos funcicham para o caso de subgrupos
de congruéncia G C I, com algumas complicagdes adicionais:

i) As superficies de Riemann G\H‘ nio sio necessariamente de género 0; o género pode

ser calculado usando a férmula de Hurwitz,

i) O peso k nao é necessariamente par, donde a interpretagao de formas modulares como
formas diferenciais genel‘é}l_izadas é mais complicada (precisamos dé “formas diferenciais
de peso k/27). .
Apesar disso, é perfeitamente possivel 1'e$lizar o programa e determinar as dimensGes dos
espagos Mi(G), éxoeto paré o caso k = 1, que é mais sutil. Veja, por exemplo, os cilculos
no livro {Shi71] de Shimura.

No que segue, vamos assumir que os espagos My(G) sio de dimensdo finita.

3.3 Exercicios

-1} Verifique as asserches da pagina 46 sobre o parimetro local em X

‘2) Este exercicio ¢ os segumtes ddo uma demoustragao eiementar da. férmula. 3.1 SejaDo dommlo
fundamental usual pa,ra [, e scja f € Mp(D). Muostre qie f tem 1o ma..\mw um. mtmero ﬁmta de :

Zeros-em D

'3) Seja M um nimero td.l que flry #- 0 semple que reDe \s(r) > M e pouha DM {-r' é D:
3{7) € M} Supmlha, pd:a os exercicios (33 a(7), que f ndo tenha Zeros, Ho bordo de DM, e,\(.el.u_ ‘
talvez em i, pe . Se_;ac o contorno indicado na ﬁgura. abaixo, ISI'.O e, o bordo de DM modxﬁcadq ’

por desvios circulares em tornoe de 1, p e —p. Mostre que

df
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. [
onde 3" tem o mesmo sentido do texto.

A

f
[

4} Seja agora C; o segmento horizontal AE = {r € D : ¥(r) = M} (isto é, a parte superior do
bordo de Dyys), orientado em sentido crescente de f(r). Use a mudanga de varidveis g = e para

mostrar que
1 df
i |, 7 =l
5) Séja C; o circulo completo em torno de p = 2"/ do qual o arco BB' faz parte. Mostre que

1 rdf
ot o F = ~wel):

2xi

Conclua gue guando o raio de C; tende a zero,

1 df 1
_ EEE/BB' ¥ —gwp(fJ-

Mostre resultados andlogos paré os arcos CC' e DI/

6) Use a periodicidade da f para mc;stral.' q-ue

L a1

i Jag [ 7 27 JoE J
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7) Resta lidar com B'C e DC'. Verifique que S manda B'C em DC’, e use a modularidade para

mostrar que
df(S7) _ dr , df()
f(87) T f(tau)’

ori Jwe f  2emidop f 12

quando os raios dos trés pequenos circulos tendem a zero. Some todos os termos para obter a

Conclua que

férmula 3.1 (sob a hipdtese feita no exercicio (3).

8) Finalmente, remova a hipdtese de que f nio tem zeros ou polos nos bordos da regido estudada.

3.4 Notas

O tratamento geoméirico da demonstragio da férmula 3.1 ndo é o usual, mas me parece o mais
instrutivo em relagio & extensio da teoria ao caso de subgrupos de congruéncia. Seguimos, acima,
o artigo de Serre em [BoG6). Para um tratamento que inchui o caso dos subgrupos de congruéncia,
2 melhor referéncia é sem diivida o livro [Shi71] de Shimura, mas veja também o livra [Kob84] de
Koblitz para alguma informagdo. As superficies de Riemann compactas G\H' s3o curvas algébricas,
e & possivel obter modelos destas curvas sobre Q, e mesmo sobre Z, que preservam sua interpretagéo
“modular” {quando o nivel é suficientemente alto). A construgio dos modelos sobre Q pode ser

encontrada no livro de Shimura; a extensio a anéis mais gerais é discutida em [DR73] e [KM85).
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Capl'tulo 4
Varias Contas e Exemplos

Neste capitulo faremos vdrios calculos que permitirdo, entre outras coisas, determinar as
q—e.\pansoes no infinito de varias das formas modulares que ja obtivemos. Além disso, ob-
terexnos novos exémplos, inclusive de formas modulares para subgrupos de congruéncia de
nivel N > 1.

J4 definimos, no Capitulo 2, as séries de Eisenstein

=3

m,n

(m'r + n)*
e suas versoes normalizadas
I
Ey(7) = WGL-(T)-

Com: elas, obtivemos a forma modular parabélica de peso 12

A(r) = = (E}(r) — E§(r)).

1728

Vamos introduzir mais um exemplo importante:

Definigiio 17 Definimos
. v Ef(r)

. J(T) - A(T) *

. Proposigio 4.0.1 A fungdo j € umae fungdo modular de peso zero, holomorfa em H ¢ com

um polo de ordem um no inﬁﬁito, que define um isomorfismo analitico
X =" —P(C)

que induz um isomorfismo analitico enire r\H eC.
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DEMONSTRAGAO: Como E, e A sao holomorfas em H™, A # 0 em H, A tem um zero
simples no infinito e E4 ndo se anula no infinito, resta verificar que j ¢ um isomorfismo. Para
isso, basta aplicar a formula 3.1 & forma modular E2 — AA para mostrar que ha um fnico

zero para cada A, 0 que mostra que j é uma bijegdo, donde um isomorfismo. O

J4 sabemos que j{p) = 0 {porque E4(p) = 0), e que j tem um polo simples no infinito.
Para mostrar que j é o isomorfismo analitico considerado no capitulo anterior, resta calcular
o residuo no polo. Para isso, precisamos calcular as g-expansdes de E; e de A. De qualquer

forma, ja sabeinos que:
Corolério 4.0.2 Seja f uma fungdo meromorfa em H. Sdo equivalenies:

i) f € uma fungdo modular de peso zero;
it) f é quociente de duas formas modulares de mesmo peso;

#i) [ ¢ fungds racional de j.

4.1 g¢-expansoes

Vamrios agora determinar algumas g-expansdes no infinito, Comegamos lembrando algumas

definigdes técnicas.

Definigao 18 s nimeros de Bernouilli By, sao os nrimeros racionais definidos por

: | : 1
Bo=l  Bi=-p  Bi=-g
1 - -1 5 .
ey B et
691 : (i
Biz = —5755 Bu=¢

e assim por diante. £ imediato verificar que se k é {mpar, k # 1, temos By = 0.
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Deﬁniéﬁo 19 Sejam k e n inteiros positiveg. Definimos
o(n) = 3. d".
: dln
Proposigio 4.1.1 Seja k um inteiro positivo par. Enido

mi)*
9 oy = -Gl

it} se k > 4, Gp(1) = 2((k) (1 - E—’: i ak_l(n)q") ;
¥ n=1

2 [= =]
i) se k24, Be(r) =1~ B—k S axoi(n)g".
&

n=1
DEMONSTRAGAO: Trata-se de uma seqiiducia de truques de andlise. Comegamos com a

identidade

e = o0 1 (1-2) =0 L (1-2) (1+2).

n=1
Tomande a derivada logaritmica dos dois lados, obtemos

1 & 1 1
WCOt(Wz)a;-!_Z(z—n-]-z-’rn)'

n=1

Por outro lado,
7I'IZ —TIZ i Qﬂ.i
T cot(rz) = mL =i+

emiz . g—riz emiz 1

Multiplicando por z e pondo z = 2wiz, isto fica

‘JTZCOt(‘JTZ)=§+ e”il =1+ ZF.‘B
kze

Expandindo a primeira férmula em série de poténcias obtemos:

rzeot(mz) = i +2 z 22 — u?

- ] +;)Z (uf:)z
n==t f?m}”
&
= 1+ )Z ?— (2'.fn)?n2

n=1 T

' m

o
”;ZI nim (21”,

A (“}_:1 132"‘) (2mi)2m

fos 2m

71:'2)2”‘

il
l\:
Ms

H
-

R

H
Ms

m

H
D’]e

..m)

m=
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Comparando as duas férmulas, obtemos, para ¥ = 2m um inteiro par,

donde segue (1).

Para provar (ii) e (#ii), voltamos & [ormula

1 1 1
1rcot(1rz) .:'z--l_z:(z+n+z—ﬂ)1

a=1
e diferenciamos sucessivamente. Notando que, para ¢ = €2, .
2ri =
— gra [ : n
7 cot(mz) = 7i + ekl 278 Y ",
o a=0
obtemos
o0 E oo
Z: i - ()7”’) Z nk-—l 2xinmz
—_— =

kL 09 k=1 _dm
—BkC(’»)Zd .

d=1
Somando sobre m,

Cilz) = zg(L)+Z }:

m=1 n==—-0

= % (1-—2:1‘ -1 "“‘)

kdm

= 20(k) ( -—Eak-:(n)q)

n=1

mz+n

conforme desejado. O

Note que em particular nés mostramos que

2k
Ex(r) =1~ B. > Ok ()

tem coeficientes racionais, € que os tnicos primos que aparecem no denominador sio os que

dividem o denominador de 2k/Bj. Por exemplo:

Eq 1 — 240 ZO’;;(R)Q“

1-504) os(n)g"

65520
En = 691 Zﬂu(n)q

1l

&
I
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Note que, como anunciado, os-coeficientes da g-expansao de By € de Eg sdo inteiros, mas que
isso nem sernpre & assim.
Como 1728A = EI — Bl e j = E}/A, isto permite calcular os primeiros termos das

g-expansdes de A e de j:

o0
A = Z r(n)g" = g — 24q¢* + 252¢° — 1472¢* + -+
n=1
. 1 & 1
o= T Y cln)g" = g T 196884 4
n=1

(As notacdes T(n} e c¢{n) sio tradicionais.) Vé-se de imediato que os 7{n} séo inteiros;
€ possivel provar que os .c(n) também sdo. No caso de A, obteremos adiante uma outra
formula, em termos da fungio eta de Dedekind, que facilita o calculo dos coeficientes.

Note que a g-expansio de j que obtemos mostra que o residuo de j no infinito é zero, e
portanto prova (finalmente!) que j é exatamente o isomorfismo analitico que destacamos no

capitulo anterior.

4.2 E; e a funcao eta

No estudo das séries de Eisenstein, foi necessario excluir o caso k = 2. Isto porque a série que
definiria G5(T) converge apenas condicionalmente, e por isso nao define uma forma modular.
Mesmo assimn, podemos escother uma ordem eépeciﬁca para a somatdria tal que a série
convirja; a fungio assim obtida nio é uma forma modular de peso 2, mas femn propriedades
muito préximas.
Definicio 20 Sejo 1 € H; definimos

w0

2((’)),,,2 Z (mf—i—n)?

200 BE—OD

X ¥

M=o NS ~00

Es(r)

H

(m'r +n)?
Para um m fixado, temos '
= & 2 o m

Z (m,r T f,( )g q’i

{como acimal), donde

Bp(r)=1-24 i ar(n)g"s

n=1
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como se esperaria. O fato de que E; tem uma g-expansao ja mostra que ela é holomorfa em
H e que Ea(7 + 1) = Ez(r), mas:
12

2riT

Proposigio 4.2.1  77Ey(—1/7) = Ego(7) +

DEMONSTRAGAO: Trata-se de um cédlculo delicado com séries, que omitiremos. Veja os

exercicios para mais detalhes. O

A funcio E, esté ligada de perto a uma outra fungao, a fungio eta de Dedekind, que tem
um papel muite importante na teoria de formas modulares.
Definicdo 21 A fungdo efa de Dedekind € a fungio : H — C definida por
) e & ) o
TJ‘(T) = e H(l _ e2mnr) - q1/24 H(l _ qn),

n=1 n=1

onde, como sempre, g = 27 ¢ g/ < MT/H,

A relacdo entre 5 e E; é a seguinte:

7'(r) _ 2mi

L 2.2 = —F
ema 4 "7(7') 24 2(”)

DEMONSTRAGAOQ: Célculo direto. O

O lema, junte com a equacho funcional de Ez, permite deduzir uma equagio funcional para
n:

Proposigio 4.2.3 Seja y 0 ramo da fungdo raiz quadrada que tem parie real positiva.

Entdo: .
o=1/r) = \[Zata).

DEMONSTRAGAO: E claro da definigio que 7{r) é uma fungio holsmorfa, e que n(7) # 0 para
todo 7. Como ambos os termos da igualdade que queremos provar sdo fung¢des holomorfas em
‘M e como a igualdade é trivialmente verdadeira para 7 = 7, basta verificar que as derivadas

logaritmicas dos dois lados sio’iguais, Mas

dlogly(~1/r)] = To=2 = Z2p.(-1/m),
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Ty o Loy o) 1, 2mi
dlog [\/%q('r)] —_ 2T + 7(r) 27 + 24 Ea(7),

e a igualdade segue imediatamente da proposigdo anterior. O

Uma maneira de entender esta equagio funcional é dizer que 5 € “essencialmente” uma
fungio modular de peso 1/2. A proposicao seguinte explora esse fato para relacionar 5 e A,
e em particular provar (outra vez, mas independentemente) que A(r) # 0 para todo 7 € H.
Proposigdo 4.2.4 A(7) = 9*(r) = ¢ [](1 — ¢")*

n=1
DEMONSTRAGAO: Basta notar que 7*! ¢ uma forma modular parabdlica de peso 12 (pela -
equagao funcional), e portanto é um mdltiplo de A. Comparando os coeficientes de ¢, segue

que s3o iguais. O

Segue em particular que se A =¥ 7(n)q", temos 7(r) € Z. Além disso, esta férmula da
um meio de calcular os primeiros termos da ¢-expansio sem muita dificuldade. {Mas ndo o

melhor método de caleular os 7{n)—veja [NieT5].)

4.3 Exemplos de nivel N # 1

Até aqui todos os nossos exemplos foram de formas modulares de nivel 1, isto &, de formas
modulares para I' = S1;(Z). Em uma introdugdo a teoria, ¢ natural que nos concentremos
neste caso. Entretanto, para assegurar o leitor de que a teoria para miveis maiores nio é
vazia, construiremos nesta secao varios exemplos de formas modulares de nivel mais alto.
Em primeiro lugar, mencionamos um résultado que permite obter formas de nivel N a partir

de formas de nivel menor.
Proposicio 4.3.1 Seja f € Mi(T), ¢ seja m um divisor de N. A fungdo g definida por
gm(7) = m* f(m7)

¢ uma formae modular. de peso k para [o(N). Além disse, se f for parabslica, entio gm serd

parabolica.
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DEMONSTRAGAO: E claro que gy, é uma fungio holomorfa em H. Vamos verificar primeiro

a lei de transformagio sob I'o{N}, e depois o comportamento nas pontas.

a b
i) Seja v = € To(N), de modo que Nje, e portanto também mfc. Temos

a mb
det =1,
( efm d )

a mb
{m) = ( el
cfm d

de modo que

Entio

ar + b
cr+d}

gm(y-7) = mFf(my-7)=m"f (m

- mw(@ﬂiﬂﬂ=wfﬂﬂmrmﬂ

C
Emr +d

ko € 3
= —_ d
m( ‘m'r-l- V¥ flmT}

= (er+ d)k_qm(r).

i) Seja f(r) = T a.q" a g-expansio de f no infinito. E claro que a g-expansio de gm no
infinito €

gm(7) = 1 g™,
de modo que g, é holomorfa no infinito. -

Para os outras pontas, queremos achar a g-expansio de g |[v}x no infinito, para cada

a b
= € I". Lembrando que
¢ d

FlNe(7) = det(y)?(er + d?”‘f(v -,

note, em primeiro lugar, que se tomarmos

m O
g1

R
Il

temos

flladi(r) = mM f(ac - 7) = m~H3g0(7),
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de modo que g, = m*2f|[a, e portanto g, i[v) = m 2 f|[av]e. Agora, é facil verificar que

a; b
existem & = v €l ex, yezeZ tais que tais que
e 4
m 0 a b a; b Ty Ty
oy = = =6

01 c d a d 0 z 0 =

(Basta escolher 2 = mdc{c,m) e fazer as contas; note que ¥z = m.) Entdo

wna(37)],
i)l

o .
mkﬁz-—k E anez—;rm(::r-i-yj/z

n=0

ek

i

Il

A MR SUHpT—
‘""ﬂxv m mﬂ:ﬂ' 2

= S ane

3)

n=0

n=0

(E)kn io: an g2minzyfm 2rinzr/m
z

T kf2 oo

n nz?
_) ané Gm s
Z =0

onde £ = &**#¥/™ & uma raiz z-ésima de 1. Logo,

gnllvh = = E (™),

n=0_

donde g,, é holomorfa nas pontas, e parabdlica se f for. O

Por exemplo, se m = N = p é um primo e se f € My(T'), entdo g,(r) = p*f(pr) define

uma forma modular g, € My(To(p)). Se a g-expanséo de f for

f= Zanqns

entdo as g-expansdes de g, serfio: no infinito,

=3 ang™
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€ o ZEro,

T gp(—1/7) = 3 (aaf" )},
onde £ = e?™¥/? ¢ y é escolhido como acima, j4 que no caso em que ra é prima podernos supor
que mdc(e,m) = 1 na demonstragdo (porque o item (i) i cuida do caso mle}). E relevante
abservar que os fatores m* na proposigio foram escofhidos para preservar integralidade: se
a g-expansio de f tem coeficientes inteiros, a ¢-expansio ‘de §m também tem. (Veja também
05 exercicios. )

Esta proposi¢io pode ser facilmente generalizada; veja, por exemplo, a Proposigz‘ib 17 na
'pégina 127 de [Kob84]. Por exemplo, o mesmo argumento mostra que se Fe Mp(To{N)) e
g(7) = pt f(pr), entdo g € Mi(Fo(Np)). _

E importante notar que este teorema ainda ndo justifica o estudo de formas de nivel
maior, j& que ele s6 produz formas de nivel N que provém de formas de nivel menor. De
fato, 0 que o teorema mostra é que cada forma de peso & para I' produz um “pacote” de

formas modulares de peso & para ['g(N), uma para cada divisor de N:
[ € M(T) ~ {ga € M({To(N)) : dIN},

onde gs4(7) = d*f(dr). As formas modulares gue pertencem ao subespago gerado pelas
obtidas desta forma se chamam “formas velhas" de My(To(N)). E preciso provar que estas
nio esgotam o espago M {[(N)), isto é, provar que existern “formas novas”. (Nao vamos
definir “formas novas™ aqui, porque ainda nio temo§ os pré-requisitos teSricos para fazé-
lp; basta dizer que elas formam um subespago de Mi({Io(N)) que é um complemento do
espaco gerado pelas formas vethas, Veja [ALT0] para mais detalhes mas primeiro leia sobre
opeladmes de Hecke!) 7 ‘ ‘ ‘_ 7 o : - _.

H& duas maneiras de provar a exu.tenud df. “formas nova.s . A mals mdlret,a é sxm.ples-
‘meénte caleular a dimensic de_ Aik(Fo(_N)}, e vutﬁcal que e!a € maior’ que i d;mensao do:
espaco das formas velhas. (Veja‘[Shi?i:],v por exemplo.): Mais d11eta.m__g§_1§e, pode-se entar
.construir formas novas explicitamente (o mais dificil & provar que sdo novast). Infelizmente,
ambas estas estratégias sio tecnicamente complicadas, e nao poderemos ir muito longe nesse
sentido. No que segue, damos apenas uns poll.'lcos i‘estlltados gerais (segﬁindo Koblitz).

" Em primeiro lugar, observamos que as unicas formas modulares de peso zero, mesmo

para um subgrupo de congruéncia, sao as constantes. -



4.3. Exemplos de nivel N#1 . 65
Proposigio 4.3.2 Para qualquer subgrupo de congruéucia G C I', temos Mg(G)‘; C.

DEMONSTRAGAO: O caso ¢ =T ja foi plovado, no fundo, a demonstracio deste caso se
baseou no fato de que as unicas fungdes holomor[as em todos os pontos de uma superflcxe de
Riemann compacta 530 as constantes. Caso tivéssemos definido uma estrutura de superficie

de Riemann compacta em
G\H‘ ] G\H U {ponta.é.},

0 mesmo argumento funcionaria neste caso também. Como ndo o fizemos, temos que dar

uma demonstragio mais tortuosa, que é indicada nos exercicios. ©

Como aplicagio, escolhamos inteiros N e k, com & par, tais que k(N + 1) = 24, e consi-
deremeos a fungdo

fr) = (n{rm(Nr))f = ¢ H 1 C Y

n=l1

A condigao k(N + 1} = 24 garante, entre outras coisas, a auséncia de poténcias fracionarias

de ¢. O fato de que 5 & “essencialmente de peso 1/2” sugere que f deve ser de peso k.
que 7 gere g _

Proposigao 4.3.3 Seja f(r) = (n (TI(N7))* onde k e N sdo inteiros po.;sitiuos,'k € par, ¢
E(N 4 1) = 24. Seja g € Si(To(N)) uma forma modular parabdlica de peso k para Ca(N).
Entdo g € miiltiple de f.

DEMONSTRAGAO: Note que a proposigio em ndo afirma.que uma tal g existe. ‘A demons-

tracio ¢ simples, e fica como exercicio. O

" Note (iue as possibilidades para & e N sdo £ = 12, 8, 6,. 4, 2eN =1,2, 3, 5, 11,
respectivamente, de modo que em particular Ne sempré uﬁ p;i‘mo. Se N =1ek=12
o resultado nao diz nada de novo, porque ji sa.b_efﬂos qﬁe 7% = A. E possivel pro‘vafciue
em todos os outros casos temos dim Sx{Fo(N)) = 1, de modo que f de fa.'t.Q é uma forma
modular. Veja nos exercicios o caso k = 8, N=2 Rébal'e, também, que-o caso k=3, N=7

s6 foi excluido porque nio ha formas modulares de peso -fmpar para nénhum dos I'g(N}; 2
. préxima, segio mostra como tratar esse caso, estudando mais dg perto 0_9. €spagos de formas

modulares para I'; (N} com cardter €.
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4,4 Forinas com Cardter

No Capitulo 2, mencionamos o fato de que o espago My(T'1(N)) se decompde sob a agdo de

To(N) segﬁndo os caracteres de Dirichlet de nivel N
e:(Z/NZY* — C¥,

€ esCrevermaos

M(T(N)) = @Mk(Fu(N €).

—I-——_(_l O)GI‘Q(N).
B !

Se f € M.(T'1(N),e¢), temos, por definigio, gue

Considere, agora, a matriz

f(r) = f(~1-7) = e(~1)(=1) f{);
logo, teremos f(7) = 0 exceto se g{~1) = (~1)*. No caso em que ¢ € o cardter trivial, isto
é, no caso de T'y{N), isto forga k a ser par (como ja sabemes). Em geral, isto da:

Proposigao 4.4.1 M(T1(N),e) = 0 excelo se e(—1) = (—1)*.

Considere, por exemplo, N = 4. Nesie caso, (Z/4Z)* ¢ ciclico de ordem 2, e hd dois

caracteres: o trivial, e um cardter x de ordem 2 dado por x(d} = (-—-1)2;‘:' para todo d impar.

Corolario 4.4.2 Temos

M (To(4)) se k € par

Mi(T1(4)) = ¢
KB { Mk(rl(‘l'):)() -se k € impar,

onde x denota o cardter nio-trivial de (Z/42)*.

Vamos exibir um exemplo interessante. Considere a fungio em H definida por . -
9(1_) = z qn7 — Z 621".1\21".
nez nEZ :
Como 7 € H, a série é claramente convergente, e define uma fungéo holomorfa em H. Va.mos‘

mostrar que o quadrado de G) € uma forma modular de peso 1.
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Proposigio 4.4.3 Seja f = O Entdo f € M1(F1=(4j)'_4-:. M (T1(4),x), onde x(d} =
(—=1)-0/2, s -

DEMONSTRAGAO: Vamos verificar primeiro & regra d¢ transformacio para —I,Te

da _ —1 ﬂ
ST8 = ,
4 =17

que geram [g(4). (Veja o exercicio 13 do Capitulo 1.) A lei de transformagio sob —1 é

imediata pela escolha do cariter; sob T, é imediata pela definicio de ©. Basta, entéo,

- [0 ~1
considerar ST4S. Seja a(4) = ( ) Entdo
| Ve 0,

a(4)” = ~La(4) = ( o )
- 4 -1 0]

( a b ) . ( d —c/d )
0(4) 3(4) = H
he d —4h a

ST*S = —a(#)Tal4)™ = ja(4)Ta(s).

e portanto

donde

Como matrizes escalares agem trivialmente, segue que f|[ST“Sh = fia(4)Te{4)];. Para
calcular esta dltima expressio, precisamos determinar f|[a(4));. Fazemos isto e um lema

que essencialmente determina a equagéo funcional da fungac .

Lema 4.4.4 flla(4) = —if
D_EMONSTRAQEO po LEMA: ‘1)-'Coﬁ9fde;'e a fungda . .
oty =3 e,
. - nel :
" definida ?ara R() > 0. Varnos verificar primeiro gite o lema segie da.eéuagﬁo funcional
" 8(1/t) = Vi8(t), onde /&, como antes, o ramo da raiz quadrada com parte real positiva. -

De fato, temos O(r) = 6{~2ir), e a equagio funcional fica sendo

o e(-ian = \/";Ee(r);'
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elevando ambos os termos a0 quadrado e reé.rranjémdo, vem
2 21 2
O(-1/47r)* = TG(T)

Como f = ©?, segue

(lle@)(r) = 4%(4r) 7 f(~1/4z)
_ 2 27 .
= 375 (7} =—if(),

como queriamos.

2) Resta mostrar a equagio funcional para #{t). Como tudo é analitico, basta provar a
equagho para t € R, t > 0. Para isso, aplicamos a férmula somatéria de Poisson & fungéo

g(z) = e~™= com t > 0 fixo. Como
g(:r,) = f(\/fa:), com f(z)= e—-vr,-.z.?
a transformada de Fourier é R
ily) =1 eI,

A férmula de Poisson da, entao,
> glm)= 3 §(m),
meg meZ
isto é,

Bt) = ¥ e =t Y et = V31 ),
meL meZ
que € a equagio funcional. O

Provado o Lema, é facil terminar:

fIST*S)

il

Slla($Ta(®h = ~ifliTa(4),
= —iflla(tlh = —f = x(=1)1,

COMO queriamos.

Resta verificar as condigdes nas pontas.” No infinito, a holomorficidade é evidente pela

2

defini¢do; para as outras pontas, veja os exercicios.O
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A forma miodular ©2 € My(T'1(4), x) é um exemplo interessante porque os coeficientes da

sua ¢g-expansic no infinito tém um significado aritmético importante: pondo
2
92 = Z qn? - z a(n)qn’
nEZ n>0 ‘

fica claro que a(n) ¢ igual ao niimero de modos de se escrever n como soma de dois quadrados.

Por exemplo,

an,:l jd que 0=0%+0?
)=4 jdque 1= (£1)*+0°=0"+ (1) -
a(2) =4 jique 2= (£1)>+ (+1)?
)

Em particular, se for possivel expressar ©° em termos de outras formas modulares, a igual-
dade de g-expansdes dard uma férmula para o nimero de modos em que se pode escrever
n como soma de quadrados. Uma estimativa parz os a(r) quando n — co se interpreta da
mesma forma. ‘ _

Ha muitas outras maneiras de se obter exemplos de formaé modulares. Por exemplo, sé
f € M(T;(N),e} e

X :{Z/MZ)* — C¥

é um cariter de Dirichlet, é possivel construir uma forma modular fx € M ([1(NM),ex?),

chamada o “twist” de f por x, tal que as g-expansbes no infinito sdo

f= Zanqn e fx = ZX(n)anqn:

onde estendendemos x a Z da maneira usual. {Veja os exercicios.)

4.5 Exercicios

1} Verifique os valores dos ndmeros de Bernouilli dados no texto. Prove que se k é impar, k > 3,

entdo By = 0.
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2} Mostre que as fungdes o, sio multiplicativas, isto €, que se mde(m,n} = 1, entao ap{mn) =

“or(mlex(n).

3) Traduza as identidades E3 = Eg e E4 Eg = Eyo para obter relagies entre as fungdes o.

4) Traduza a iguﬂdade 1728A = Ef - EZ para obter uma férmula para v(n) em teimos de o3 € o5.

Conclua que 7(n) € Z, como sugere o texto.

5) Prove a Proposigio 4.2.1, {Este exercicio é mais para quem gosta de trabalhar com séries.' Aqui

estd uma sugestdo (seguindo [Kob84]): defina

1 1 1.
(mz+n—-1)mz+n) mztn-1 T mz4n’

8mn(2) =

€ mostre que

Eo(z) = Eo(z) = 1 3 Z Z ((mz—{-n)? ‘ am‘ﬂ(z)) :

ngU n=—e0

e que esta série ¢ absolutamente convergente; inverta a ordem da somatdria para concluir que

Ba(s) =~ -1/2) = 55 30 3 amn(2),

n=—com#EQ

€ use a expansa‘;.o para m cot(rz) obtida no texto para caicnl‘é_.r_ esta tltima soma.)
- 6) Prove o Lema 4.2.2.

7} Seja. G um subgfupo de congruéncia. de T, e seja f € Mo(G) uin_a,_ férma modular de pesb Zero
para a. Eate; exerc{cio @'nd_ica uma demonstracio de que 'f' é constante. Fixe 75 € H é ponhzi
o= f{n) ' ' '

a) Seja I' = |Ja; G a decomposigio de I' em classes laterais de G, e defina

a=Tuet -0
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Mostre que g € Mo(I') e que portanto ¢ é constante.
b) Mostre que g = 0.

¢) Conclua que f & constante.

8) Sejam {k, N) = (8,2}, (6,3), (4,5), ou (2,11), g € 5{To(N)) e f(7} = (5(7)n(N7))*. Mostre que
M1 & uma forma modular de peso 24 para To(N) que nio se anula em M e tem zeros de ordem
N 4 1 no infinito e no zero. (Note que como N é primo, estas sdo as tinicas pontas.) Conclua que

{(g/ )N+ é uma forma modular de peso zero, e que portante g é miltiple de 7.

9) Use os geradores de Tp(4) obtidos no exercicio 13 do Capitulo 1 para mostrar que f(r) =

{n5(7)m(47))® é uma forma modular parabélica de peso 8 para ['o(4).

10) Prove as seguintes identidades:
(r)+O{r+ %) = 20(47)

1w wP(21)
wrtg)=e {7 )n(4r)

11} Prove que

7?(2) ;
il € MalTo(4)

e determine seu valor em cada ponta.

12) Mostre que @* € My(Fo{4)), seguindo ¢ texto, e notando que as pontas sao oo, 0 e 1/2. Use
_este fato para concluir a demonstragio de que ©% € M;(Fg{4)). Qual é a interpretagio aritméiica
dos coeficientes da g-expansio no infinito de ©*7 Qual ¢ a relagio entre ©* e a forma medular do

exercicio 117

13) Mostre que se f € My, (T1(N),£1) e g € M, (T1(N), 3}, entdo fa € My 40 (T1{N}, £262).
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14) Prove a afirmagdo do texto sobre a existéncia do “twist” fx € My{['1{NM),ex?) de uma forma
modular f € Mi{T1(N), ¢} por um cardter de Dirichlet x : (Z/MZ)* — CX, {Sugestdo: use as

iddias que apareceram na demonstragio da Proposi¢io 4.3.1.)

15) (Para quem sabe um pouco de curvas elipticas.) -Mostre que a operagio f ~+ gm discutida
o texto pode ser interpretada modularmente da seguinte forma: seja (E,C} uma curva eliptica
munida de um subgrupo ciclico de ordem N, seja N = md, e seja dC = {dP : P € C} (que é um

subgrupo ciclico de ordem mJ}; entdo
gmlE.C,w) = f(EfdC.u"),

onde EfdC é o quociente de E por dC e w' é a imagem de w pela. isogenia dual da passagem ao

quociente.

4.6 Notas

Os varios resultzdos ansliticos que tratamos s30 todos cléssicos, e estic em todas {ou quase todas)
as referéncias, 3s vezes com demonstragdes diferentes. Em relagio a formas de nivel superior, nds
apenas arranhames a superficie. Em particular, deixamos de construir as séries &e Eisenstein de
nivel superior, ¢ de explorar um pouco mais seriamente o problema. de determmar formas pa.ra.boh cas
(este & um problema néo-trivial que é bastaute (.st.udado—ve_;a. ["}) A construgio geral de séries
de Eisenstein de nivel N pode ser eﬂcontra,da. ent IKob84] bem como vdrios outros resultades
sobre formas de nivel superlor Da mesma forma, hi muitos outros resulta.dos sobre fungoes theta -
"(pa.leutes da, nossa £), que sao importantes La.nto nas teorias de curvas ehptlca.s e vanedades -
'\.beha,nas qua.nto na teoria de forma,s modulares Em {Ser?S} Serre da examplos usa.ndo outras
formas quadréticas que nio 2% + y que em particula.r dao formas de mvel 1; em [Kob84], Kobhtz

" discute a interpretagio de O como “forma modular de ,mvel 1/27,



Capitulo 5
A L-funcao de uma Forma Modular

0 objetivo central deste capitulo é definir a L-funcio associada a uma forma modular,
A L-funcio é uma série de Dirichlet, mas pode ser definida, na nossa situagio, como a
transformada de Mellin da forma modular em questao; isto permite obter facilmente sua
equacio funcional e continuagao analitica. Para simplificar a discussao, vamo-nos restringir

ao caso de nivel N = 1, dando apenas indicagdes das alteragBes necessdrias no caso geral.

5.1 Estimativas

Para garantir a convergéncia das varias operagdes analiticas a serem discutidas no restante do

capitulo, precisamos de estimativas da rapidez de crescimento dos coeficientes da g-expansio

- de uma forma modular. Comecamos com uma forma modular f € Mi(I") de peso k para o

grupo modular completo I'. Suponhamos que a q—ex;:)ansé,q {no infinito) de f é

3 e Z%Qr_'-

 Propesicio 5.1.1 Se f = E; ¢ uma série de E‘ise,n,é:tein, entéio existem 'cénsta.ntes positivas

A ¢ B tais que _
' AnF! < |an| < Bn*1.

DEMONSTRAGAG: Por um lado, temoz que ¢, = j:Aa;,_l-(n) para uma congtante real

(racional, até) positiva A, donde

lan] = AGi1(n) = An*"1.

73
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Por outro lado,

k—
w din

donde é clare que existe B como queremos, O

Como toda forma de nivel um é soma de um miltiplo de E; e uma forma parabolica,

resta considerar agora o caso das formas parabélicas. Nesse caso, podemos provar bem mais:

Teorema 5.1.2 {Hecke) Se f € Si(T) é uma forma modular parabélica de peso k para I,

kf2

entio a, = O(n*?), isto €, existe uma constante B tal que |a,| < Brn™* quando n — co.

DEMONSTRAGAO: Como f é parabdlica, podemos escrever
=Y a. " =q{> ag"].
n2l n>1

Logo, | f(7)| = O(|q]) = O(e~*™ quando ¢ — 0. (Aqui, é dlaro, y = S(7).)

Considere, entdo, a funcio ¢(7) = | f(r}|y*?. Como f é modular, temos
[f (- 7Sy - )2

l(er + ) F()(SUr)er +d|72)2
LFIS(r) 7 = ¢(7),

@y - 1)

1l

de modo que ¢ é invariante sob I'. Além disso, ¢ ¢ continua em H e ¢(7) — 0 gquando
y — 00, j4 que | f(7)| = O(e*™). Segue que ¢ ¢é limitada, isto é, que existe M 2 0 tal que
¢(r) < M para todo 7 € H, o que quer dizer

|f(r)] < My™7,

para todo T € H.

Para passar desta estimativa para f para uma estimativa para os a,, usamos o método
usual para determinar os coeficientes da série de Fourier: fixe y e faga z = R(r) variar de Da
1. O ponto g = e*™=+¥) percorre um circulo €, de centro ¢ = 0. Pela férmula dos residuos,

by = e f()""dq_ffr-:w ",

27t
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e de |f(7)] € My~*/? segue agora que |a,| < My~*%¢*™¥, para todo y > 0. Pondoy = 1/n,

obtemos |a,] < e2"Mn*?. O

Corolério 5.1.3 Se f nio for parabélica, temos |a,| = O(nF~1).

DEMONSTRAGAO: Claro, j& que f = AEy + fo, com fy parabdlicae A #0. O

OBSERVAGOES: 1) A estimativa do teorema nao é a melhor possivel: as Conjeturas de Weil,

provadas por Deligne, déo, para. f parabélica,
an = O(n*F ao(n)) = O(n"T+),

para todo ¢ > 0.

2} O teorema se estende f;s,cilmente a formas parabélicas para subgrupos de congruéncia—
veja os exercicios. Quanto s formas ndo-parabdlicas para’ subgrupos de congruéncia, é
' preciso introduzir séries de Eisenshe‘in generalizadas que permitem uma decomiposicao em
soma. direta, também r;esfe caso, do tipo My(G) = Eisenstein ® Si(G). (Veja-se [Kob84],
por exemplo.) Isto feito, uima estimativa semelhante & obtida acima segue sem dificuldade.
Do ponto de vista das L-Iﬂngées, o caso parabélico é nitidamente o mais interessante, e 1108

concentraremes uele no que segue.

5.2 A L-funcao

Nesta segio, queremos definir a L-série associada a uma forma modular. Como ja dissemos
acima, nos restringimos ao caso de formas de nivel um. Nosso objetivo é o seguinte; dada
uma forria modular f € M(T') com g-expansio [ = T anq*, queremos estudara série de

Dirichlet
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As estimativas obtidas acima jg’.‘ mostram que esta série converge em algum semi-plano
R(s) > M, mas nio seria facil sbter uma equagdio funcional ou a continuagio analitica a
partir desta expressao. Assim, usamos um outro método, que obtém a L-funcio a partir da
transformacao de Mellin da forma modular f.

As estimativas da segio anterior mostram que para qualquer f € Mi(I') temos
lan| = O(n%)
comt ¢ = k — 1 se f ndo for parabdlica e ¢ = &/2 se f for parabdlica. Consideremos a funcio
oo = [ ier s
Lema 5.2.1 Se f for parabdlica, a integral que define g(s) converge desde que R(s) > ¢+ 1.

DEMONSTRAGAO: Formalmente,

oo

foo sd_f — 3 2mn1’
jo i = Eanju
& =1\ g, _dt )
= 3 a, (m) _[) t'e '—t- (1 = ~2minT)

n=1

= ( 27t "F(S)Zann ’

n=1
Agora, como |a,n~*| = O(n°~*), a ltima série é absolutamente convergente se R(s) >

¢+ 1, donde todas as passagens so vilidas. O

Se f nao for parabélica, basta substituir f(7) por f(7} ~ ay, e repetir ¢ argumento acima
para definir g(s). Em qualquer caso, obtemos
9(s) = (~273) T (s)L(f, 8),

onde

oo

L{f,s) = Z a,n”?,

n=1

e onde tudo estd definido para R(s) > ¢+ 1.

Para obter a equagdo funcional e a conlinuagao analitica, o essencial é usar a modulari-

dade de f; a equagdo crucial é f(—1 / 7) = 7% f(7). Escrevemos -

oo = [ 1 jf(rr—+j AL
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Agora, pondo 7 = —1/w,

[ e

fl

7 syt
(-1y [ whf(wpu~* 2

—l)’[ f(w)wk"’?w

l

I

Logo, podemos escrever
10 dr
gtoy= [ Ly + (-1 1
donde se vé imediatamente que g{k — s} = (—1)°g(s). Escolhendo

C = (<1 = 1 sek=0 (mod4)
~1 sek=2 {mod4),

podemos reescrever isto como
(—i)%g(s) = C(=i)**g(k — s).
Pondo agora
A(s) = (=i)'g(s) = (=i} (=2mi)°T(s)L(f, s) = (2x) 7 T(s)L(f, s),
temos a equagio funcional ™
Als) = CAlk — s),
o que dd também a continuagio analitica. Resumindo tudo:
Teorema 5.2.2 Seja f(7) = T ang™ uma forma modular de peso k para I' = SL3(Z). Seja
c=kf2 se f for purabdlica, ¢ = k — 1 se ndo. Enido:
i) A série de. Dirichlet
- L{f,s) = Z a,nt
n=l
converge se R(s) > ¢+ 1;
i) A funcio A(f,s) = (2x)"°T(s)L([,s) possui uma continuagdo analitica para todo o
plano complezo, e safisfaz a equagdo funcional

A(f,5) = CA(f,k ~s),

onde C = (—1)42,
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Definiciio 22 A L-fungdo associada & forma moduler f € a extensdo meromorfa da funcdo

L(f,s) definida pelo teorema.

Assim, .
2r)?
L(f.s) = @ryAls) )F,(':()f,s),

onde “A{f,s)” denota a continuagio analitica acima. Por abuso de linguagem, escreveremos
ocasionalmente L(f,s) = ¥%%, a,n~*, embora esta expressdo so valha para R(s) > c+ 1.
Note que L(f,s) = 0 para s = 0, =1, =2,..,, onde I'(s) tem polos; estes sdo os “zeros
triviais®. Quaisquer outros zeros terdo que ocorrer na “faixa critica” 0 € R(s) £ k. Note,
também, que se C = —1, teremos forgosamente L{f, £/2) = 0. A expansio de Taylor de’

L(f,s) em torno de s = k/2 tem um grande interesse nas aplicagdes aritméticas da teoria.

A L-fungio L{f,s) = T e,n"* tem um claro parentesco com a fungio zeta de Rierdann e
suas generalizagoes, as L-séries de Dirichlet. Estas tém em comum o fato de possuirem uma
expansao em produto de Euler, do tipo

¢(s) = [IAO =577,
r

onde p percorre os nameros primos. Ib natural, entdo, perguntar se podemos escrever L(f, s}

na forma

L{f,s} = HS(f,p,s)

P

para algum conjunto de “fatores locais” &{f.p,s}. A resposta é que nem sempre isto é
possivel, mas Gue as formas para as quais uma formula deste tipo é vdlida sao exatanienhe
as de interesse central né teoria. Para estudar esta questio, Hecke introduziu uma familia
de operadores, os “operadores de Hecke”, gue sdo o tema do préximo capitulo e que sdo o

centro da teoria aritmética das formas modulares.

5.3 Subgrupos de congruéncia

. Nio é muito dificil generalizar a definicdo de L(f,s) para o caso de formas modulares para

subgrupos de congruéncia. Para o caso de formas parabolicas para I, (N), por exemplo,
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exatamente o mesmo calculo de antes dd uma expressio da série como transformacgio de
Mellin. O que fica um pouco mais complicado é obter a equagio funcional. Neste texto,
preferimos omitir este calculo; veja, por exemplo, o tratamento no livro [Kob84] de Koblitz.
O resuitado final é muitoe parecido com o do caso de nivel 11 se f € M({I'y(N},¢), 2 L-funcio

L{f, s) possui uma continuagio analitica a todo o plano complexo. Se ainda [ satisfizer
J(=1/N7) = CNT*2(iN2)* (7},

com (' = =1, temos, pondo
Af,s) = (VN/2r) T()L( £, 3),

uma equagio funcional

A(f,5) = CA(f, k).

5.4 Exercicios

1} O objetivo deste exercicio é estender as estimativas obtidas no texto para os coeficientes de uma
forina parabélica ao caso dos subgrupos de congruéncia. Seja G C I' um subgrupo de congruéucia,
eseja T = | Jo;G uma decomposigio em classes laterais. Seja [ € 5x(G) e ponkamos f; = Flleg k-
Defina ¢(r) = y*?|f()| e $;(r) = ¥*/?|fi(r)|. Agora siga a demonstragio no texto para mostrar
que os coeficientes das g-expansdes de f em todas as pontas satisfazem a estimativa an = O(n"/ 2).

(E preciso algum cuidado em observar as larguras das pontas!)

0 -1 3
2) Seja f € Mi(I'1(N),x), e seja a(N) = K o) Mostre que f|[a{N)}x € My(T1(N),X),
que f — flla{M))r é um isomorfismo Mi(T1(N},x) = M(I1(N),X), e que seu quadrado é
multiplicagio por {(—1)* em Mp(T1(N),x). Conclua que se x = ¥ (isto &, se x ¢ real), toda
f e Mi(D1{N),x) pode ser escrita como uma soma f = f* + f~, onde Frie(N))y = i*f+ e
[ lia(Nk = - f~, de modo que f* e [ verificam equages do tipo mencionado na discussio

da equacdso funcional ne caso de nivel N > 1.



80 Capitulo 5. A L-funcdo de uma Forma Modular

3) Suponha f € My(I'1(N),x), com x real, e suponha que fl{o{N)jx = Ci*f, com C = +1, Prove

que L( f, s) satisfaz a equagdo funcional indicada no texto.

4} Que tipo de alteragfo serd necessiria no caso em que o cariter ndo é real?

5.5 Notas

Muitos dos problemas centrais da teoria dos nimeros estéo ligados s propriedades de virios tifms
de L-fungbes. Na maioria dos casos de interesse aritmético, sabe-se ou conjetura-se que a L-funcdo
em questio possui uma continuagio analitica e uma equagdo funcional; em alguns casos, isto é
bastante dificil de demonstrar (em contraste com a situagio neste capitulo!}. Hd uma conjetura,
entretanto, que sugere que todas as L-fungdes de interesse aritmético sio também as L-fun¢es
associadas a (generalizagbes de) formas modulares (o que implicaria de imediato a existéncia da
continuagio analitica e equagdo funcional). Por exemplo: é possivel definir a L-fungio de uma curva
eliptica. Conjetura-se, entdo, que se E é uma curva eliptica cuja equagio tera coeficientes em Q
com L-fungio L(E, s}, entdo existe uma forma modular parabdlica de peso 2 para U'p{N) (parz um
N especifico, que depende de E) com coeficientes a; € Q tal que L(E, s) = L{f,s). Esta conjetura
é devida a Taniyama, Shimﬁra. e Weil, mas é conhecida como “Conjetura de Weil-Taniyama”; foi
provado recentemente por Ribet que ela implica o “teorema” de f‘ermat. O melhor resultado no
sentido de uma démbsntragéo da conjetura é devido a Weil; o enunciado e uma demonstr&éio
podem ser encontrados em [Oge69]. Vale observar que a reciproca & verdadeira: a qualquer forma
modular de pesa 2 para Tp{N) com coeficientes de Fourier racionais corresponde uma curva eliptica’

definida sdblje Q tal que as L-Tungdes coincidem.



Capitulo 6
Operadores de Hecke

Para decidir se a L-funcao L({f,s) de uma forma medular tem uma expansao em produto de
Euler, Hecke introduziu uma familia de operadores T, para n € Z, n > 1. Estes operado-
res provaram ser absolutamente fundamentais para a teoria, e dedicaremos este capitulo a .
estudar os fatos mais simples a seu respeito. _ o

Para definir os operadores de Hecke, partimos primeiro da interpretacdo de formas mo-
dulares em termos de redes, e depois reinterpretamos.. Come & teoria em nivel N > 1 fica
sensivelmente mais complicada, outra vez nos restringimos ao:caso de nivel um, isto é, de
formas modulares p;a.ra I’ = SLo(Z). Nosso tratamento segue de perto o de Serre em [Ser73}.
 0 caso geral & disculido com cuidado em [Kob84] e [Lanr’fﬁ]' o‘.livro [Shi71} de Shimura
contém uma versao diferente da deﬁmgao, em termos de “double cosets que nao iremos

. menmona: aqul

_ 6.1 _ O'perad,ores de Hécke— em ji'edes '
Comegamos deﬁnmdo a agio dos operado;es de’ Heci\e no espa(;o das redes A C C Nosws '
peladores ndo vio ser fungdes nesse espago, mas sim’ correspondeuc;as no segumte sentldo

 Definigao 23 Seja X um conﬁmto e e.eja Lo grupe abehaym i’w:e yemdo pelos elementoq‘--

cde X, Umae correspondenc:a, T X - X é um endomo:ﬁsma de grupos Loer Lo

Uma correspondéncia T : X — X € entdo dada pelos valores .

Te =3 n(y)y,

yeX
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para cada z € X. A idéia é que uma correspondéncia é uma fungio generalizada onde cada
elemento de X tem varias imagens {a “imagem” de & é um conjunto de elementos y € X,
com multiplicidades dadas pelos n.(y}).

Uma correspondéncia T : X — X define uma transformagéo no conjunto das fungdes

F:X — C, pondo

(TF){z) = F(Tx)
F(5 na(v)y)
Y na(5)F(y)-

Il

_(E claro que isto funciona para fungdes com himagem em qualquer grupo aheliano.)
Para definir os operadores T, comecamos definindo correspondéncias no conjunto R das

redes A C C.

Definicdo 24 Sejan € Z, n > 1. Definimos uma correspondéncia T, no conjunte R das

redes A C C pondo, para cada rede A,

(A )=n
Assim, a imagem de uma rede é a soma das sub-redes de indice n. Note gue hé apenas
um nimero finito destas, j& que temos que ter A’ D nA, donde seu nimero é igual ac nimero

de subgrupos de ordem n do grupo finito
2
Anp = (Z/?IZ) .

Por exemplo, se n = p é primo, ha p+ 1 ta.ls subglupos

Para cada A € C* deﬁmmos também um operador de homotetia de redes
Definigdo 25 Se A C C ¢ uma rede, pomos RyA = AA.

Proposicio 6.1.1 Temos:
i) RaR, =Ry,
it) RaTy = TR,

i) Se mde(m,n) = 1, entie T, T = Toum
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iv} Pare todo p prime, Tpnt: = Tpn T, — prn--:Rp

DEMONSTRAGAO: é um exercicio facil de grupos abelianos, que fica para o leitor. O

Corolérie 6.1.2 Para cade p primo ¢ cada n = 1, Tyn & um polinémio em T, ¢ R,. Além ~
disso, G dlgebra de operadores gerada pefé)s Ry e 08 T, para p primo € comuteiive, & contém

todos 05 'T,,.

O corolirio salienta o fato de que em muitos casos basta considerar os T, para p primo.
Seja agora F : R — C uma fungdo de redes de peso k, isto é, tal que F(AA) = ATEAL

Como acima, podemos considerar operadores T, e Ry no conjunto das fungdes deste tipo:

(T.F)A) = 3 FA)

(A:A!)=n
(RaF)(A) = F(AA).

Como F é de peso k, temos Ryl = A% F'; além disso, como Ry e T, comutam,
RA(ToF) = To(RaF) = To(A5F) = A* T F,

donde T, F* tambéni é de peso k. Temos, portanto, uma transformagdo no espago das funcoes
de rede de peso k, que vamos transferir para uma transformagao no espago das formas
modulares de peso k, usando a correspondéncia entre os dois espagos que exploramos no
Capitulo 2. Antes disso, notemos desde jd que temos:

T =TI se mde(m,n} - |

s AR ST Lmiergn T

1, =TT, J_],\uF -p j,pn—lf,

para p primo, n,m € &4, n, m 2 1.

6.2 Operadores de Hecke em M(T')

Vimos, no Capitulo 2, que uma forma modular de peso k para [ define uma fungio de rede
de peso k, e que uma fungio de rede de peso & define uma fungao quase-modular de peso
k para T. Dada f € My(T), isto permite definir T.f : H — C; introduzimos- o fator

normalizador ébvio.
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Definigdo 26 Seje f € My(T) eF ‘R — C a fungio de rede associada, isto ¢
F(Zw; + Zws) = wi* f{wifws).

Entao T, f € a fungio quqse-modular associade d ﬁmg&o de rede n"'lTﬂF.:
(Taf 7 = w5 (LuF) (27 + Z).

Para verificar que de fato T, f é uma forma modular, precisamos provar a holomorficidade
em H e na ponta no infinito (como conseqiiéncia, poderemos descrever a acio de T, na
g-expansdo, o que também é importante). Para isso, precisamos de uma descrigio mais

explicita das subredes de indice n de uma rede dada.

Lema 6.2.1 Sejam A = Zwy + Zw, uma rede ¢ n wm indeiro positive. Stja Sn o conjunto

-5}

coma,bdeZ,ad=n,a>1e0<b<d Para cadaoc € S,, seja A, a subrede de A com

das matrizes

base

W) =aw +bwy ¢ wy = duy,

(2)- ()20 (2)

Entdo a correspondéncia o — A, dd uma bijecéo entre §, e o conjunto das subredes de

de modo que

indice n de A.

DEMONSTRAGAO: (Seguindo Serre em [Ser73]) Como det(g) = n, é claro que (A : A,) = n.
Por outro lado, se A’ C A tem indice n, sejam '
A Zun
X=— Y= o5,
N+ Zw, © AN Zw,
Entdo X e Y séo grupos ciclicos gerados pelas imagens de w; e wy, respectivamente. Sejam

. a=#X ed=4#Y. Como a seqiiéncia

0 » Y :A/A’ » X 1]
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é exata, temos ad = »; resta determinar b de modo que A’ = A,.

Se tomarmos wy = dws, entdo w; € A’ (porque dw; = 0 em Y). Da mesma formia,
aw; € A" + Zaw,,

donde existe w] tal que

aun — w € Ty,

E facil ver, agora, que
A ="Fw} + Zuwh,

e que

wy = ew; + bwg,

com b univocamente determinado médulo d. Escolhendo 0 < & < d determina b, e portanto

o, ¢ estabelece a bijecio desejada. O

O exemplo mais simples é o caso em que » = p € um primo, quando

p G 1 b
85, = U 0<b<p—1},
01 9 p

que tem, como esperado, p+ 1 elementos.

Dado o lema, temos imediatamente que

a1
oghed -
ad=n

(L) =o' 5 a7y ("Tf_b)
ou, usando a agio [,
. 1 . a b
T.f = L3t
f=a2=0
%
Logo:

Corolario 6.2.2 Se f € Mp(T'), entio Tif ¢ holomorfa em H.

Mais interessante é a questio da g-expansio ao infinito:
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Proposicao 6.2.3 Seja f € M), ¢ suponha gque sua g-ezpenséo no infinito seja

onde

B(m) = E a*"la{mnfa?).
almdelmion]
ak

DEMONSTRAGAD: Hesta fazer o cilculs, Temos:

\

(T.f)") Z & ( )

il

o<;b'<d
adzrr
- Z d— 3 5‘ a(m)czﬁim(a'r-pb)[d.
m>l
0(;{(’
ad=n

A soma

A e?frimb,{d
A
0<bed

vale zero se d {m e d se d|rn. Pondo m’ = m/fd,

(Tof)r) = ™ 52 d™*a(midjg™™,
=z,
ad=n

donde segue a férnula anunciada reagrupando os termos.O

Os casos mais inferessantes sdo os seguintes:

Corolério 8.2.4 Com as hipdleses ¢ notagoes aciing, temos:
i) B(0) = orr(n)a(0) e B(1) = o(n)
ii} Sen =p ¢ um primes, entdo:
Blem) = a(pm) se p fm
Blm) = a{pm) +p*la(m/p)  seplm
i} Se f e 5D, entao T.f € Se(T).
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6.3 Autoformas

Vamos agora considerar as formas modularves f € M ([) que sho autovetores para a agio

dos T,,.

Definigao 27 Uma forma modular f € Mi{I") se diz uma autoforma se for autovetor para

a agdo de todos os 'T,, isto €, se exislirém A(n) € C tais que para tode n tenhamos
T.f = Aln}f.
O seguinte resultado é fundamental:

Proposicao 6.3.1 Seja f € My(I') uwma autoforma de peso k > 0, com g-ezpansdo f =
Y a(nlg®. Entdo ‘ '

i) of1)#£0

i) Se f for normalizada pela condigdo al) = 1, entdo teremos A(n) = a(n) para todo n,

de modo que T, f = a(n)f.

DEMONSTRAGAO: Seja T,f = 3> A(n)¢". Pelo Coroldrio 6.2.4, temos

Por outro lado, como f é autoforma, temos T, f = A(n)f, donde
B(1) = Aln)a(l).

As duas afirmagdes seguem imediatamente, ja que f nio é constante (o peso é positivo). O

s

Corolario 6.3.2 Se f € My(T), k > 0, € autoforma e ndo ¢ parabdlica, entdo f = AE; €

um mulliplo da série de Eisenstein.

DEMONSTRAGAO: Se T.f = ¥ B(n)¢", temos, pelo Coroldrio 6.2.4, B(0) = op_1(n)a(0),

donde A(n) = ox-1(n); mas, pela Proposi¢io acima, a(n) = A(n)a(l), donde a conclusdo, O

Dizemos que uma autoforma é normalizada se o coeficiente de g em sua g-expansio € 1, como

na Proposigdo acima. Entao temos:
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Coroldrio 6.3.3 Duas autoformas normalizadas de mesmo peso k > 0 com os mesmos

autovetores A(n) sdo iguais.

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema, ambas tém a mesma g-expansao, exceto talvez pelo termo
constante. Como a diferenga nio pode ser uma forma de peso zero (porque k > .0), segue

que séo iguais. O

Este coroldrio se chama “teorema de multiplicidade um” para formas de nivel um; ele é um

dos resultados fundamentais da teoria.

Corolaric 6.3.4 Se f = 3 a(n)q® ¢é uma autoforma normalizedd, entdo

a(n)a(m) = afnm)  se mdc(m,n) =1
ntly

a(p™) = a(p)a(p) — Pla(p™™),

para p prime € n. > L.

DEMONSTRAGAO: Clare, porque os autovalores dos T, satisfazem as mesmas identidades

queos T,. O

Corolério 6.3.5 Se f = T a(n)¢" € wma euloforme normalizadd e L(f, s) = Ya(n)n™* é
sua L-funcdo, temos ' C ‘ :
W= T U-alpT )
S s pprime T S
para R(s) > ¢+ 1, onde ¢ = k/2 se j'-é puahf}dlicc_z, ¢ =k -1 se ndo.
DEMONSTRAGAO: Como a fungdo n..—n—‘.-» c-;(-n‘) é multipii'cativé, é 'iﬁiédiato vér'que Ny
o= T (St
L oopoprimo \n=0 - s .
" A questdo, entdo, é provar que esia série Len-l @ solna indicada.rl’%mdo p~* =X, trata-se de
‘provar uma identidade formal:
S o - L

_ :L:;,a(p =1 a(p)X + p-1T?
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que segue imediatamente da formula do coroldrio anterior (multiplique os dois lados por
1—alp)X +p*'X%). O

Temos assim a resposta da pergunta formulada no capit.ulo' anterior: L{f;s) tem uma ex-

-~ s L r - , v
pansio em produto de Euler quando f é uma autoforma (para a reciproca, veja os exereicios!).

6.4 Exemplos de autoformas

Nesta secdo, dames alguns exemplos simples de autoformas (de nivel um). Para formas que

nao sio parabdlicas, nao é dificil:

Proposigio 6.4.1 Se k > 4 ¢ um fnteiro par, a série de Eisenstein E, € uma autoforma de
peso k; os autovalores sdo A(n) = ox_1(n), € a autoforma normalizada ¢
By By | & a
f= (1B = (- 1=+ 3 o ()™
2% 2k n=}l '
‘Finalimenle, temos

E(f,9) = Gs)C(s — b+ 1).

DEMONSTRAGAO: J 4 provamos que uma aut.oforma nio parabélica é necessariamente mual-
tiplo de E;. Para ver que E; é de fato uma autofotm, basta verificar que Ty = ou1(p)Es
para todo primo p. Isto pode.ser feito verificando d;retam_ate a8 identidades acima, ou

pensando em E; como fungae de rede, Vamos usar este dltimo método; & ¢laro que podemos

trabaltiar com Gy, cuja interps;eba.qéo em termos de redes é mais simples.

" Seja, entdo, G, a funciio de rede correspondente a _Gk,,'de wodo que

.Gk(f\,)- Z'T

L.ogo, temos B .
(LGHA = X T
. ©{AAf)=p e
. o ) ]
Seja v € A. Se v € pA, entdo y pertence a todas as p + 1 subredes A’, de modo que sua..

contribuiggo na soma é (r+ 1)7“"; Se, por outro lado, v g pA, 7 s6 pode pertencer a uma
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das A’, e contribui =% na soma. Assim,

I

Gu(AY+p 377
qEpA
REL) .
Cr(A) + pGi(pA)

{1 +Pl_'k)ék(f\)-

(T,GR)(A) -

N

Agora, como -
. TGy = ' T, Gy,

segue que

T,,C_w'k =(1+p* )Gy = O'lJ.-—x(P)Gk_:

como desejado. Isto mostra que G é uma autoforma, e a versio normalizada segue da

férmula para sua ¢-expansio.
Finalmente,

Lifis) = Soma(nm™ = ¥ ata~td

n=1 a,d>1

(ze) (r)

d
¢(s){{s — k+1).0

it

Em particular, isto mostra que a decomposigio
Mi(I) = CE; & Sk(I)

€ estavel sob a agdo dos operadores de Hecke. .
Exemplos de autoformas parabélicas sio um pouco mais dificeis de abter. O caso mais

facil, é claro, é quando dim S, (T') = 1.

Proposigio 6.4.2 Para k = 12, 16, 18, 20, 22 ou 26, seja fi uma forma modular parabélica

de peso k para I'. Entdo f, € uma autoforme.

DEMONSTRAGAO: Claro, ja que a dimensdo é um nesses casos. O
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Em particular, ‘
A =3 1(n)g" € S1a(T)

a2l

é uma autoforma normalizada, de modo que a funcio 7(r) satisfaz as identidades acima. A
fungéo

. - oo

L(A,s) = ZT(n)n_’

n=1

néo se expressa em termos da fungio zeta ou de L-séries de Dirichlet: é um objeto genuina-

mente novo, e tem grande interesse aritmético.

6.5 O produto escalar de Petersson

Apesar de nao ser de todo facil exibir exemplos de autoformas parabélicas, é facil provar que
elas existem em abundancia. Para isso, definimos um produto escalar em Si(I'), da seguinte
forina: se f, g € Si(T), vé-se {acilmente que a medida

- wfrg) = FTE *";‘fy

(onde, é.claro, T = z + iy) é invariante sob I, e que é uma medida limiteda no espago

quociente'r\?'f (€ aqui que usamnos a hipétese de que feg sdo parabélicas).

Definigio 28 Se f, g € Sy(T), definmos
dud

(91 = [or 0) = o Fee =5t

onde D ¢ um dominio fundemental para ¥’

Verifica-se, ent&o, que {, } ¢ um produto escalar positivo hermitianoc e néo-degenerado
em Si(T), e que

(Tnf'n 9‘) = (f$ Tﬂ.‘])-:

i , . ‘
de modo que os T, sdo hermitianos em relagdo a este produto-interno. Como os T, comutam

entre si, segue que existe uma base de Si(I") formada de autoformas. (Segue também que o8
A(n) sio reais; é possivel provar que sio nimeros algébricos totalmente reais.) Em muitos -
casos, & possivel determinar essa base explicitamente usando o teorema de: multiplicidade. -

wm mencionado acima.



92 Capitulo 6. Operadores de Hecke

6.6 Dualidade

Um dos temas bésicos da teoria aritmética das formas modulares é que hi uma dualidade
entre formas moduiares e 6peradores de Hecke. Nesta segio, damos uma versio elementar
de um resultado importante de Miller nesse sentido.

Seja by = hy(I) a sub-algebra de Endc(Si(T)) gerada pelos T,. Vamos definir um
~ pareamento entre hy e 5; = Si(T'). (Como I é fixo em toda esta discussio, vamos omiti-lo
da notagdo.) Nesta segio, escreveremos a(n, f) para denotar o coeficiente de ¢" na ¢-expansio

de f, de modo que

f= ¥ aln, g

n21

~

Definigio 29 O pareamento de Miller € ¢ fungdo
(,):ihex § — C
definida por (T, f) = (1, Tf).

Teorema 6.6.1 O pareamento de Miller estabelece uma duelidade perfeita entre os C-

espagos vetoriais hy, e Si. Em particular, temos
S = Homc(h*,C).

Sob este isomorfismo, as autoformas normalizadas correspondem ezatamente gos homomor-

fismos de C-algebras by, — C.

DEMONSTRAGAO: Seja, primeiro, f € S5 tal é;ue (T, f) =0 para todo T € h;. Intio, para
todo n, _
a(n, f) = a1, Tof) = (Tn, /) = 0,
donde f = 0.
Reciprocamente, se T € hy satisfaz (T, f) = 0 para toda f € s, temos, para todo n e
todo f, '
a(n,Tf) = a(1,TT.f) = (T, T.S) = 0,

doande Tf = 0 para toda J, donde T = 0. Isto estabelece que o parzamento é perfeito. A

aitima sfirmacgio € entdo imediata. O



6.7. Exercicios . 93

Note que o homomorfismo correspondente a uma autoforma normalizada f = ¥ a(n)g”

é simplesmente T,, — a(n), isto é manda cada T, no autovalor correspondente.

OBSERVAGAO: O pareamento de Miller é especialmente importante porque se generaliza.
Se denotarmos por Sp{Z} = Si(I', Z) o Z-submddulo de 5, formado pelas formas modulares

parabdlicas cujas g-expansdes tém coeficientes inteiros,
S{Z)={feS:aln,feZ,n=12, -}

Note que Si{%) é estével sob os T,,. Agora, se hy{2} € a Z-subilgebra de Endy (5x(Z)) gerada

pelos T, temos:

Teorema 6.6.2 (Miller) O pereamento
helZ) x S(Z) — 7

dudo por (T, f) = a{1,Tf) estabelece uma dualidade perfeita de Z-mddulos, e em perticular
identifica as autoformas normalizadus de Si(Z) com os homomorfismos de E-dlgebras de

hi{Z) em 2.

Mais geralmente, segue que uma autoforma f = 3 a(n)q" com coeficientes em alguma
Z-3lgebra @ corresponde a um homomorfismo de anéis hy(Z) — O, ¢ que toda autoforma
provém de um tal homomorfismo. Isto mostra que as autofortnas parabélicas estio ligadas

de perto A estrutura da “algebra de Hecke” hi{Z).

6.7 Exercicios
1) Prove as afirmagdes feitas no texto sobre a medida
. dsd
HT9) = ST

e sobre o produto escalar de Petersson.
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2) Sejam f, = A% e f, = AE;;. J4 subemos que fi e f; 5o uma base de S34(T'). Verifique que
fi e fz nio sio autoformas (para fi é imediato!). Use uma caicula.dora'-p'a.ra. determinar a matriz
de Tz em relagiio & base {fy, fg]';- diagonalize essa matriz para obter uma base de autoformas para

S24(T). (Explique por que basta diagonalizar Tz.)

3) Seja f = Y. apq" e. seja L(f,5) = S @.n~" sua I-série. Suponha que temos

I{f,8)= H(l —app™ + Pk—l—Za)—l-

" Mostre que fé uma autoforma.

6.8 ‘No'tas

Neste éapitulo, nés nem mesmo tocamos na.questdo de comc; as definigdes precisam ser ‘alteradas’
no caso de nivel mais alto. H4 dois casos: se mde(n, N) = 1, o leitor verificard que exatamente
a mesma definigio acima d4 certo, porque um ponto de ordem N em relagio a A permanece de
ordem N em relagio a A’ se (A : A’) = n. Se, por outre lade, mdc(m,n) > 1, é preciso modificar a
defini¢ao de T,, para somar apenas sobre aquelas subredes de indice n em relagio 3s quais o'ponto de
ordem N dado permanece de ordem N. Isto né,o é muito dificil, e produz uma ‘ilt_;oria‘ completamente
analoga a exposta acima (mas com complicagdes: multiplit;iﬁade um s6 vale para formas novas, por

exemplo). Veja-se [Kob84] e [Lan76] para maiores detallies.
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