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Introduction

Ce livre comstitue le contenu du cours (d'un semesire)
de théorie spectrale que j'ai fait & 1'IMPA pendant les anndes
1981 et 1982. ZI1 presuppose une connaissance des éléments
d'analyse fonctiofinelle, notammeni des Théordmes de Hahn-Banach,

de Banach-Steinhaus et de ltapplication ouverte.
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1. THEORIE DE GELFAND

§1. Algdbres de Banach

Soit A un espace vectoriel complexe ayant

1. La structure d'une algébre associative

2. La structure d'un espace de Banach sur .C

Alors A est une algdbre de Banach ssi

(B IE E I IE] X,y € 4

A possdde un élément unitd ssi il existe un element 1€ A tel

que

i'x=x°1=x x € A
] = 1.

Une algébre de Banach involutive est une algdbre de Banach

munie d'une application xe=x* telle que

(2) xr=x* est anti linéaire
(b) [xyl* = y*x*
(¢) x** = x
(@) =¥ = Il
Si en outre

(&) lx*xll = |Ix|?

A est une C*—algébre.
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$i A, B sont des algébres de Banach involutives, un

morphisme involutif est une application linédaire continue

m: A2 B

telle que

[}

m{n{y) = =x,v€ A

m(x)*

(1) w(xy)

(11) w(x*)

Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert, &£{H) 1l'espace des

operateurs lindaires continus H -+ H.
Definissons T* par
(T*E ,m) = (§,Tn) Te £(H), E,n € H.
Alors £(H) est une C*-algdbre.

Les propriétés (a), (v), (c) sont triviaux, Pour prouver

(d), il suffit de démontrer [T*[ < ||7|. or
Ler¥g ,my | = lizltlgllinl E,n€ XM
et donc ||7*8| < [|Tl||g] pour § € H.
{(d). Evidemment
oz s |l ®
Dans le sens inverse
sup (T ,n)| = Sup [(T5,7%)
lgli=2 - &) =1
l|mil=1 ,
= sup [1%]
lgf =1

i}

I *



2, Soit X wun espace compact; alors C(X) [= fonctions con-

tinues X + €] est une C¥-algdbre.

Définition., TUn caractdre d'une algdébre de Banach A est un mor-

phisme algébrique non nul w: A 4+ € [a priori, w n'est neces-

sairement pas continu].

Le spectre de A, A est ltespace de caractéres muni de 1la
topologie de convergence ponctuel: Si [wh} est une suite géné-

ralisé& alors w, +w  ssi wl(x) + w{x) quel que soit =x € A,

La transformée de Gelfand est llapplication x> X

A=+ c(i)

définie par

Il est évident que % € C(ﬁ) et que =x+>X est un morphisme al-
gébrique.
Voici le théoréme principale de la théorie de Gelfand dont

la démonstration sera achevée dans la Section 3:
Thébrdme. Soit A une C¥-algdbre commutative avec unité. Alors

1. A est un espace de Hausdorff compact.
2. La transformée de Gelfand est un isomorphisme involutif

isométrique A - C(ﬁ).

Proposition, Soit A wune algdbre de Banach avec unité, w un

caractdre de 4. Alors w(l) =1 et si x€ A est inversible

6(x) # 0. En outre si [x] s 1, |w(x)] = 1.

Notons gue



e

UJ(.X) =UJ(x'l) =LU(X)UJ(1).
Donc si w(x) #£ 0, on en déduit w(l) = 1. 8i x est inversible
-1
t=w(1) = w(x)yw(x"")

et donc w(x) # 0. Finalement si [[x|| = 1 et |r]| > 1

1

x=h+1 = A[A"" x-1]

est inversible puisque Hx-le < 1. [Voir lemme ci-dessous].
Donc

w(x=x-1} £ O

et par conséquent w(x) £ x. O

Corollaire 1., Tout caractdre est une fonctionelle linéaire con-

tinue sur A de norme s 1,

Corollaire 2. La topologie sur A est celle induite par l'in-

“
clusion canonique A -+ A%,

Corollaire 3. 3 est .un espace de Hausdorff compact.

4 est un sous-espace de la boule unitaire de A*, Par la
Proposition 1, A est fermé dans A¥. Le corollaire suit par

Banach-Alaouglu.

Lemme. Soit A une algdbre de Banach avec unité. S5i X € A et

”x” < 1 alors la série % x* est absoliment convergente dans
n=0

A et

(1-x)(z x™) = (= M (1-x) = 1.
n=0 n=0

Puisque
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Tl s 2 1T = (aeffx) T < e
nz0 nz0

n ~
L X est absolument convergente. Par les propriétés basiques
nz=0 ‘

de séries absolument convergentes

(1-x)(Z M =3¢ x . £ =1
nz0 nz9Q nz1

(2 «M-x) =1. 0O
n=0

. n . .
La série ¥ x est appelée série de Neumann.

§2. Spectre et rayon spectral

Proposition 1., Soit A une algdbre de Banach ayant un élément

unité,
1. L'ensemble A-l des elements inversibles de A est normi-
quement ouvert.

2, L'application X+ (x-l'l)ul definie dans 1l'ouvert

{r e ¢: (x-x+1} € A—l} est analytique & valeurs dans 4,

1. Soit x € A~Y. Alors

-1
x = x_-h = xofl—xo hj

- . . -1
sera inversible si 1 - xol h  est inversible. Or si [ix_"hfj < 1,
l-xglh est inversible et son inverse est donné par la série de

Neumann

[i-xglh] -t ;0 [x'h] ) [1]
1=
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Donc xo-h sera inversible dé&s que “h” < ”x;1” et son inver-

[+
- Il -
se est [ & (xolh) ]xol.
n=0

2. Remarquons gu'en vertu de 1 {% € C: {(x=x-1) € A_l} est un
ouvert [ dans €. Si A, €n et he ¢, 1l7élément
X - (x0+h)-1 = [x-lo-l] - h+l est inversible pour h petit et

son inverse s'obtient en appliquant [1]:

[ (xan, 1)-he1] ™t = tnlf (x-2g 1)L B (xg - o 1) 7

0

ce qui demontre l'analyticité. ]

Définition. L'ensemble des X € € tels que x=%A*1 so0it non in-

versible stappel le spectre de x et est denoté par Sp x.

Proposition 2. Sp x est un ensemble fermé non-vide de C.

La proposition precedente entraine que Sp x est fermé.
Si Sp x = ¢, alors A+> (x-l-l)'l serait une fonction analyti-
que © + A. 38i A} > 2lx] om a que Ix~Yx]| < 1/2. Done

(x-2+1)"% = (12 Tx)

existe et est donné par —1_1 ¥ 3 ™", Par conséquent

Ioeaen ™ s 27 B2 = el

pour ]A] g ﬂlﬂ

. Ceci et le théordéme de Liouville impliguent

que xl—-(x-k°l)_l est constante, ce gqui est absurde. [

Corcllaire 1. Supposons que lialgébre de Bamach A soit un corps.
F¢test 4 dire gque tout element non-nul de A est inversible] .

Alors A = €-1,




Si x € A 1 existe 3} € € tel gque x~Ai*1l so0it non in-

versible., Par conséquent =x-}-*1 = 0, |

Corollaire 2. Soit A wune algdbre de Banach commutative avec un
€lément unité., Si I € A est un iddal maximal, alors I est
fermé et A/T = @.

Si I & 4 est un idéal, alors I est aussi un iddal.
Puisque I N Al = ¢ onaque In aAl= ¢, mais comme I est
maximal I = I. Or A/T est un corps; [ pour voir ceci, soit
x/T € &/IT # 0. Donc x ¢ I. Or Ax + I est un idéal de A
strictement plus grand que I et par consédquent Ax ¢+ T = A, TI1
existe donc y € A tel que 1€ y*x + I, clest & dire 1/T =

= x/I.y/I]. En plus A/T est une algdbre de Banach avec la norme
=/ = inf{||x+yll: v € 1}.
Par le corollalre precédent on a que A/I = €. [J

Proposition 3. Soit A une algdbre de Banach commubative avec

unité. Alors

Sp x = {%(w): w € A} x € A

Notoms d'abord que x € A est non iﬁveréible ssi ii
existe un idéal maximal I € A tel que x € I. Or les ideaux
maximaux sont par le Corollaire 2 les noyaux des w € K.' Donc
x est non inversible ssi il existe w € & tel que ®(x) =
= %(w) = 0., En particulier si % € € on a les equivalences:

A € Sp x, gsi (x-p-1) ¢ 41 ssi i1 existe we A tel que

w{x-x+1) = w{x)-X = 0 ssi % est une valeur de la fonction %.
0
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Propusition 4. Soit A une algébre de Banach ayant un élément
l/n

unité. Alors Lim |x" = p(x) existe et est egale &

. n-+e

inf{r € R: Sp x € B(o,r)}.

Supposons que la limite existe; Soit X € €, In] = o(x).
Alors il existe T € R tel que || > r > p{(x}) et danc

1
[a] > = > [|x7] /n n2mn,, n, suffisamment grand

a

clest & dire que [[|a]”t #1™ > Ia™t x| =n= n,. Par conséquent

L [h-lx]n est absolument convergent dans A et
nz0 :

-1 =1

1 x] .

T A" = [1-a

n=0

On en déduit gque X & Sp x. Donc
sp x & B(o,p(x)).

Supposons méintenant que 1 < p(x). I1 faut démontrer gque
Sp x ¢ B(0O,r); Autrement dit, qu'il existe X € Sp x, [A] > =r.
Sinon la fonction xt—b(x-l-x)‘l serait definie dans 1l'ouvert
{pr € €: |A| > v} et elle y serait analytique. Or l'expansion en

série convergente

-1 L ele. .= -1 2 L. -1 .n
Oe1-x)"t = a1 =7t 2

n=0
est valable toujours lorsaue |A]| > [|x]|, et par conséquent serait
valable pour tout |A] > r. Par conséquent la suite {”A'nxn”}nzo
serait borné pour tout |A| > r. Choisissons sy8, € R tels que

p(x) > s> s, > r. Par définition

”Knﬂ > s > s? nzn,, ng suffisamment grand
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et ”[sl x] 1| > [Sl s] qQui est evidemment une suite non-bornéde.
- ny1/n
Il reste & demontrer que la limite Iim | x| existe,
Soit m€ N; Par ltalgorithme d'Euclide il existe pour tout n € N

p(n),a(n) € £ tels que O < a(n) < m et

n

p(n)m + a(n).
Posons a, = [|xN|. Alors ¢ < et par consé t
x . ket S Qply par conséquen

an % Lagl®™) oy

]l/n

[a] /n [ccm]p(n)/n [aq n)

Puisque O s g{n) < m, on a que [aq(n)]l/n + 1. On en déduit
que

lim Sup [a,] Vn o yim [amjp(n)/n = a;/m

pour n'timporte quel m ¢ N. Par conséquent

Lim Sup {a_] /3 ¢ nr [a;/‘“J < 14m inf Eai/’"} . O

1
lim ”xnﬂ /n le rayon spectral de x.
n-e

Définition. On appel p(x)

Il se peut que p{x) = 0 pour x # 0. Si c'est le cas on

dit que x est un élément nilpotent generalisé.

Corollaire. Si A est une algdbre de Banach commutative ayant un

element unité. Alors
p(x) = sup {|*{w)l: w ¢ 3} X € A,

Ceci est une conséquence immediate du fait que pour telles

algdbres
spx={x{w):we i}, 0O
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En particulier x € A est un element nilpotent generalisé

ssi la transformée de Gelfand % de x est nul,

Exercices

Soient G un groupe discret commutatif (denoté additive-
ment) et

a: G -+ [0,=]
une fonction telle que of{0) = 1 et
a(x+y) < a(x)a(y) X,¥ € G.

Une telle fonction stappel fonction de poids.

L;(G) est liespace de fonctions ¢: G + € telles gque

T Je(x)]|e(x) < =.
x G
Si ¢ € &;(G) posons
ol = =lo(=)lalx).
Definissons

pxy(x) = 5 ¢ (v)o(x-y) x€ G [1]

Exercice 1. L;(G) est une algdbre de Banach avec é1lément unité,

[od 1a multiplication est {({ * })].
Définition. Une fonction w: G »+ €-{0} est un g-caractére ssi

(a) w(xy) = w(x)uw(y) X,y € G

(b) Ju(x)] s alx) X€ G
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G est ltensemble de g-caractédres de G.

Exercice 2. Si w est un g-caractdre de G alors
o) = = o(x)w(x)
x€G )

est bien défini et & est un caractdrs de &;(G). En outre

W& est une bijection GO - &;(G)“.

Definir une application ® — @ &l(G) + &% par
a

B(x) = w(s ) X€ G
et montrer que -0 et W — sont inverses 1ltune de l'autre.
Gx est la fonction

s (v} =0 si x £y

6x(x) = 1

Exercice 3a. Si ¢ € L;(G) alors ¢ est inversible dans L;(G)

ssi
wig) # 0
quel gue soit 1l'g-caractére w de G.

Exercice 3b. S8Si g € Li(G) est tel que

F(g) £ 0 we %

alors ltespace vectoriel engendré par les translations de ¢ est

dense dans %i(G).

Exercice 4. Soit G = Z, g nune fonction poids. Il existe

B+,B- > 0 [qui dependent de g] +tels que

G =fre e gt [a] 2387).
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Montrer que wkﬂ-w(l) est un homeomorphisme.

Dans le cas G = £ on identifie L;(Z) 24 l'anneaun

e
il

{n€ ©: 8% 2 |a] 2873,

Si y2e 7T alors
[

T (=)™
xCZ

>
o~
S
St
il

et donc

o
—
)
S
il

2 oa{xn™.
xCZ
Exercice 5. La transformée de Gelfand applique %;(l) sur un es-

pace de fonctions analytiques dans 1tinterieuvr de 1'anmean Fa.

Soit T 1le groupe {8 € ¢: |p| = 1}. Dtaprés 5, T est
naturellement 1l'espace de l-caractéres [ou simplement caractéres]

de Z. Donc si § € T on associe le caractére
X
g(x) =8" .

Definition. Soit f € Ll(T); la série de Fourier de f est la

fonction fV: % =+ ¢ donnée par

C2m)~t | £(8)e™* ap [ 2]
T

£ (x)

1

21
[2ﬂ]_l J‘ f{expis)exp-isxds {31
0

[La valeur de l'integrale dans [2] est par définition donnée par
1%

£311.
Si ¢ € Ll(Z) on definit

¢(8) = = o{x)e™ € c(r).
xEZ
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On utilise les resultats suivants

- A\ Py
(1) f s £ est une application isométrigue surjective
2
L*(x) -+ £2(2)
. A -
(11) Dt @ admet une extension continue

£2(2) + L3(r)

(iii) si £ ¢(r) [de fagon que £ ¢ L3(T) et que
Ve &2(2) par (i)] alors

f = EfV]A .

Exercice 6. Si £ € C(T) est telle que £(8) #0 si 9 € T et

¢ 11z)
alors

\' 1
[1/£]" € +7(7).
[Par (iii)

£ =[N .
Conclure par l'exercices 3a et b que ¥ ¢ Ll(Z) est inversible].
Exercice 7. Soit A une algébre de Banach commutative avec unité,

Si l'espace vectoriel engendré par {xn}nzo est dense dans A

alors ltapplication A Sp x donnée par
wi—=w (x)
est un homeomorphisme.
Exercice 8. Soit D = {1 € €: |a] £ 1} et 4 c c(D) 1ralgdbre

des fonctions continues qui sont analytiques dans 1'interieur de

D. Determiner ﬁ.
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Appendice -~ Fonctions analytiques.

pDéfinition. Seit U & € un ouvert, E un espace de Banach com-
plexe. Une fonction fi U+ € est analytique au point lo e U
ssi i1 existe une série

by (x-xo)n a_

n=0
a, € E telle que
1. b (k-ho)n a, est absoliment convergente dans une boule
nz0

ouverte B(ko,r).
2. Pour ) € B(ho,r)

£(x) = z (A2 )" a, -
nz

Une fonction f definie dans {n: |n| > r} est analytique
4 1'infini ssi

v ("1

posséde une extension analytique 4 0, Autrement dit il existe

une série

T AP a,
nz0
a_ ¢ E telle gque
1. T Aunan est absoliiment convergent dans [n| > r.
nz0
2. £(a) = £ 17" Inl * =
. = n | .
n=0

Nous utiliserons les deux resultats suivants:

Théordme A. Soi f: € + E’ une fonction analytique bornée.

Alors f est constante.
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Théoréme B. Soit by lnan une série dans E absoliiment converw
nzo0
gente dans la boule ouverte EBE{O,r). Si R > r et

H
*

B(O,R) » E

est une fonction analytique telle que

£f(A) = = a"a, Al < r
nz0

alors z Anan est absolilment convergente dans B(O,R) et
nz=0

£(a) = = 2%a_ .,

nz0 o
Un resultat analogue est valablre autour du point = de

1'esphére de Riemann.

On va réduire ces deux resultats "Banachiques au resultats

scalaires correspondants,

Démonstration du Théordme A: Si y € E¥ alors

£, Ao (R0,

est analytigque € + € et bornde. Par le théoréme de Liouviile
fY est constante, Or ceci entraine gque f est constante.
Pour tout A\ € ©C et tou v & E¥

(e()-£(0),v) = £.(x) - £,(0) = 0.

Donc por Hahn Banch:

£{3) = £{0).

Démonstration du Théordme B: Quel que soit v € E¥,

(0 = () = T ey

n=0
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pour |A]| < r. Donc

£,00 = = 2%y

pour [1] < R la série étant absoliiment convergente.

En particulier si ¥ € E*
n n
A a 7] = 1 a7
est une suite bornée. Par Banach Steinhaus

sup A" || <
n=g

quel que soit |A] < R. Ceci entraine que la série I knan est

nz
absolliment convergente dans B(O,R). Par hypothése si Ikl < T

n
- fy(l) = <n§0 A an’Y>
- nZO Kn(an’Y)-

Donc pour IAI < R

£.0) = T Aa 7

nz=0
n
- (nEO » an,Y)-
Par Hahn-Banach
£(A) = = A"a, .
n=0

$3. Le Théordme d'isomorphisme.

Proposition 1. Soit A une C*-algebre commutative ayant un ele-

ment unité. Alors la transformée de Gelfand X% est un #-mor-—

phisme.
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Supposons que X = x*, et w & A, On va montrer que

%(w) =w(x) € R. sSoit w(x) =a + 48, a,3 € R. Pour "X € R po=-
sons =z = X + ijA*1l. Donc
wi{z) = ¢ + 18 + i}

fw(z)]? = o? + (gn)2 .

lw(=z)|% = J2ll® = [z2¥] = | (=*0?)]
< x| + 22

et par conséquent pour tout % € R

2 2 2
a” + 8% + 281 =[x
ce qui entraine que § = 0, et w(x) = a € R.
On en déduit que si =z = x+iy, x = x¥, v = v :

w( x+iv] *) = w(x-iy) = w(x) - iw(y) = [w(x)+iw(x)]

puisque w{x),w(y) ¢ R. Autrement dit, w est un *-morphisme, []

{Théordme. La transformée de Gelfand est un isomorphisme isomé-

trigue
A+ c(R).
Soit x € A; alors si vy = xx¥ 41 est clair que y = y¥,
et donc ||v° = ”y”z. Par induction on démontre
Iy il = (™ m = 2"

ce qui implique par la formule du rayon spectral que

- 1
vl = Lim ™™ = 150, -



Donc

= ? =l = n@*nm = %24, = %12

et =it = [5),.

Par conséquent llimage de A sous A est une sous-algébre
involutive normiquement fermée., En plus cette algebra contient
13 = 1A et separe les pdints de A. Par Stone-Weierstrass elle

est C(K). 0

Exemple. Supposons gue X soit un espace compact, et posons
A = C(X). Alors il existe une application naturelle w P’fqu de

X & A donnée par

. Tw(x) = x(w).

Lemme. T est bijective et bicontinue.

54 LUl <+ alors

Tbx(X) = x(wk) -+ x(w)_: T@(x) x € A
et donc T, - T,. Si w # w, alors il existe x€ A el que
A

x{w) # x(w;). Autrement dit Tw(x) # T, (x) et dlol que

) : i n
T, # T, . Lfimage de T est un ensemble compact K. Si K £ 4,

1
il existe f £ 0, £ ¢ G(A) tel que f£[K = 0. Soit f = %,

x& A, Or si w GVX
X(UJ) = Tw(x) = X(Tw) = f(TUJ) = 0,
et donc x = O, qui contradit x £ 0. O

Soient X, Y des espaces compactes, p: X+ Y une appli-

cation continue py: C(Y) '+ C(X) donné par py(f) = fop est evi-
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demment un %-morphisme unitaire [c'est & dire qui applique 1'é1é-

ment unité de C{Y) sur celui de c{x)].

———

Proposition 2. Lt'application p Py est une bijection entre 1les

applications continues X + Y et les *¥-morphismes unitaires

c{y) -+ c(x). En plas Px est injectif ssi p est surjectif.

Injectivité: Si p # Pys 1l existe uw € X tel que

plw) # pl(w) et f ¢ Q{Y) tel que fpl(w) =1, fp{w) = 0. Donec

Surjectivité: Soit mw: C(Y) + C(X) un *-morphisme unitaire.

I1 existe une seule application p: X+ Y telle que
m(£){w) = £(p(w))} we€ X, & o(y) [1]

[frr(f)(w) est un caractdre de C(Y) quel que soit w € X,
Donc il existe un seul p(W) € Y satisfaisant & [1]]. sd

W, * w dans Y alors n(f)(wl} + a{f)w) [fe c(¥)] et par
conségquent

f(p(w,)) » r(p(w)) pour re c(y).

Il s'ensuit gque p(wk) + p(w) dams Y [par le lemme anterieur].

Or la condition [1] est exactement la condition
7 (£} = pylf) e c(y).

Finalement p(X) # Y ssi 11 existe une Ffonction continue
complexe f sur Y, telle que f £ 0 et f£|p(X) = 0, ctest &
dire fop = py(f) = 0. Done p(X) #Y ssi le morphisme

Pyt C(Y) + ¢(X) n'est pas injectif.



Corollaire. Soit A une C¥-algébre commutative, B S A une sous

C*_algdbre et x € B. Alors le spectre de x en tant qu'élément

de A est le meme qu'en tant gue élément de B.

On peut supposer A = C(X), B = 6(Y). Ltinclusion B C.A
est composition avec une surjection pi X -+ Y. Or le spectre de
£ € ¢(Y) est ltensemble de valeurs de f qui est identique a

ltensemble de valeurs de pg(f). O

En particulier =x € B est inversible en tant qu'élément

de B ssi il l'est en tant qutélément de A.

Exemple. Supposons gu'il existe X € A tel que les sommes finies
T St

r

k,4
algdbre engendrée par x et 1, Alors il existe une application

soient denses dans A3 Autrement dit A est la c*.

canonique S: A »+ ¢ donné par

s{w) = wix) we A

lemme, 8 est un homeomorphisme Ao Sp x.

Sp x est ll'ensemble des valeurs prises par i, ctest a
dire l'image de S; Donc 5 est surjective. Pour montrer que S
est injective, supposons S(w) = S{w;}. Dome -w(x) = w,(x) et
par conséquent
w( s FEHY = e e -0 (2 HE0H.
k,t , k,t

On en deduit par densité gue W =W Finalement, S est conti-

1*
nue car si %, @ on a que wh(x) + w(x); Autrement dit
S(wx) -+ S(w). Done S est continue et puisque A est compact

3: A - 5p x est un homeomorphisme.
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Exercices
Deéfinition. Soit X un espace topeologique, Une compactification

de X est un espace (de Hausdorff) compact Y et une application

continue VY: X + Y telle qQue Y(X) est dense dans Y.

Exercice la, 8i Y: X+ Y est une compactification alors
YolC{¥)] = {foy: £ € ()}

est une sous-C¥.algdbre de Cb(X). Toute sous=-C¥*-algébre

B ¢ Cb(X) est de cette forme.

Exercice lb., Si y: X » Y, ¥v': X+ ¥ sont des compactifications

alors il existe un diagramme commutatif

ssi vi[C(¥Y')] € vy [c(Y)]. Ltapplication g si elle existe est
unique.
Exercice 1lc, X posséde une compactification universelle; Defi-

nir explicitement cette notion.

Exercice 2. Soit X un espace discret, Y 1la compactification
universelle de X. I1 existe une bijection entre les points de

Y et les ultrafiltres dans X.

Exercice 3. Soit A une C¥-algdbre, Si x € A est autoadjoint

[x=x*] alors Sp x& [0,s[ ssi il existe v € A tel que
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Bxercice 4, Soit x € A autoadjoint; Alors | x-1] € 1 entraine

que Sp x < [0,=[.

Exercice 5. Soit A une ¢*¥.algdbre commutative, Les conditions

suivantes sont equivalentes:

1. A est un espace ltopologigue eparpillé [les parties 3

A

la fois ouvertes et fermées de A separent les points de 3].

2, A est engendrée comme C*-algdbre par les projections auto-

adjointes de A,

3. I1 existe une suite c¢roissante {An} de sous-C¥*-algdbres

de dimension finie telle que U An est dense dans A.

&4, Representations.

Soit A une C¥-algdbre ayant un élément unité, H un

egspace de Hilbert. Une représentation de A dans H est un

morphisme involutif w: A -+ £(H) tel que mw(l) = 14+ En parti-

culier si x¢&€ A, E,n &€ H on a gque
(=) M) = (E,m{x*)n).

Deux représentations m, my de A dans H, H; Tesp.

sont unitairement eguivalentes ssi il existe un operateur unitaire

U: H = Hl tel que

Urr(x)U* = nl(x) x € A.

Un sous espace fermé H, H est invariante ssi n € Hi
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et x € A entrainent w(x)n ¢ Hj.
Un sous espace invariante Hl est monogéne ssi il

existe un vecteur £ € Hl appelé vecteur totalisateur tel que

{r(x)8: x € A} soit dense dans H,.

Progosition- Seit m une représentation de la C*—algébre A

dans H. Alors il existe une famille {Hi}_GI de sous-espaces
i P

fermés monogénes et deux-3-deux orthogonaux telle que

H = j52] H,.
icr *

Par le lemme de Zorn, il existe une famille [Hi}‘él
de sous-espaces monogénes et deux-A-deux orthogonaux, qui est ma-
ximale parmi les familles ayant ces proprietes. H = @ Hi est

i€T
invariant; Si H_ £ H, alors Ht est invariant et H £ {o}.
Si go € H, alors
Hy = {n{x)5: x ¢ 4}
est monogdne. Mais ceci contradit la maximalité de la famille
(m;}. o

Exercices

Definition. Soit A wune C¥-algdbre ayant un élément units. Un
état de A est une fonctionnelle lindaire s A+ € telle gue
1. #(x*x) = 0
2. ¢(1) = 1.

Posons
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(x, vy = ¢ v*x)
™ = [(x,x~1%2

N = {x¢€ a: {|x]|” = o}.

—~

Exercice la. {( , ) est une forme sesquilinéaire non-negative et

l |~ est une seminorme sur A,
Exercice 1b. Nv est un espace vectoriel et
l=/w fl, = =™ x€ A
definit une norme sur llespace guotient A/Ev. Par ailleurs
(x/N_, Tlf/l\Tm)Q5 = (X, 77 X,¥ € A
est une forme sesquilinéaire non-degenerée sur A/N~ et
[x/x 1, = G /YR
si x€ A, n(x): A+ 4 est 1l'operateur lindaire
f(x)ey = %y .

Exercice lc. H%(X)wi = ”XH “YHN

X,¥v € A.
TDemontrer que guel que soit ¥y € A, il existe h € 4
tel que
i1 - v*y = v*n
et donc

”Y”2 *x w x®y*yx = x*n*nx].

Exercice 1d. 5i x € A, w(x)N € N . En particulier il existe

un operateur
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m(x): &/F_+ A/N_
tel que
m(x}y/N_ = [F{x)¥]1/N_

n{x) est un operateur borné.

Soit H¢ le completé de A/N  par rapport A la

norme | I

Exercice le. Si x € A, n{x) possdde une extension continue

mo lx
5
m. lx): H -+ H
¢( ) ¢ @
n¢ est une représentation de A.
Exercice 1f. Ty est monogéne,
Exercice 2, Toute représentation monogéne de A est unitairement

-equivalente 4 une représentation 1 ¢ un état.

¢’

[Soit w7 une représentation de A dans H et ¢ 1'état
@(x) = <W(X)§os§0>

olh §0 est un vecteur totalisateur. Definir une application

par la condition

Ufné(x)l/ﬂw] = ﬂ(x)Eo. ]

Définition. La représentation s'appel la représentation GNS

o}
[Gelfand-Naimark-Segal] associéde & 1'état 4.



26w

§5. Représentations spectrales.

Définition. Soient

1. X un espace compact, Y un espacé localement compact
2. p: Y+ X une application continue

3. v 1une mesure de Radon sur Y.

Alors la représentation spectrale de CfX) associde & (p,Y,v)

est la veprésentation Ty agissant sur Lﬁ(Y) définie par
2
Ty (£)4] (w) = fop(w)y(w) rec(x), ¢e L (¥).

Remarques (1). La mesure g-additive v dans cette définition
est llextension regulier de la mesure de Radon v & la 0-algébre
borelienne. Lﬁ(y) est ll'espace construi# & partir de cette me-
sure.

(i1) On vérifie que nl(f) est effectivement un opérateur

borné sur Lf(Y):

||n1(fm|§2 =l Jeep@)® 1v@)1? av(w)

2w
< sup |22 ulR, .
XEX L-\J

(¥)

De méme
T1

est une représentation de C(X).

Théordme. Soient X un espace compact, A = C(X) et 7 une
représentation de A dans ltespace de Hilbert H. Alors il exis-
te un espace localement compact Y, une application continue

p: Y5 X et une mesure de Radon y sur Y tels que la représen=

tation spectrale 7, associée & (p,Y,v) agissant sur Li(Y)

lsoit unitairement equivalent & 1.
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Soitb {Hi} une famille d'espaces fermés invariants, mono-

génes et deux-a-deux orthogonaux telle que H = @ Hi' Soit §i
i€l
un vecteur totalisateur dans Hi; Posons Xi =X pour i€ I et
soit Y = T X. clest-i-dire 1a somme dis jointe des X 11
i€T

existe une application canonique p: Y + X telle que pri = hi
ol hi est I'identification X, # X. Finalement on définit une

mesure de Radon v sur Y de la fagom suivante:
V(f) = Z <"T(flxi)gi!§i) T e CO(Y)‘ [l:l
i€T :

Dtabord si f € CO(Y), f]Xi = 0 pour presque tout indice i € I.
Donc la somme dans [1] est en realité une somme finie. Deuxidme-

ment on identifie C(X) a C(Xi) par h,.

Si my est la représentation de l'enoncé du théoréme alors
Ty et 1 sont unitairement equivalents.
Soit f € C_(Y). Posons

ur = ¥ u{f|x,)s. .
i€T 1 1

(1) L'application U est isométrigue et posséde une image dense.

En effet
Bell 5 =1 1e@)]® avlw) = = (r(lelx,1%)8,.8,)
SO €T
= = fnlelx)E % = 1 2 nlelx))s )7
i€x i€l
= [ue) .

Ltimage de U contient les vecteurs n(f)gi, fece(x), iex

qui sont totaux dans H, Donc U a une image dense.

Puisque C_(Y) est dense dans Ls(Y) il stensuit de (i)
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que U posséde une extension continue unique Lﬁ(Y) -+ H.
Dencotons cette extension par TU. U est unitaire puisque Somn ima-

‘ze est fermée et dense.
(ii) U est un opérateur entrelagant.

Pour démontrer ceci, supposons que Y € Co(Y) et f € C(X)
[V (£)4] = U £ foh [¥]X,]
i€T

= ¢ m(eenlelx.1)5, =nlr) = a(l¥]x;])E5;
i€T * e i€T T
= m(£)uy.
Par continuité il s'ensuit que
Uy ()4 = n(£)Uy
2

pour tout ¢ € LV(Y). ]

Il suit de la démonstration que si m est monogéne alors

on peut prendre Y =X et p = id.

Appendice - Compléments de la Théorie de la mesure.

Soit % un espace localement compact.

La g-algdbre de Borel dans Z est la g-algdbre congendrée

par les parties ouvertes de Z.
Une mesure g-additive sur la o-algébre des boreliens est

regulier ssi

n

(1) si K Z est compact, v(K) < =

(ii) 84 E < Z est borelien alors
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w(E) = inf{v(G): G 2 E, G ouvert}
(iii) Si E £ Z est borelien et v(E) < » alors
v(E) = sup{v(X): K< E, X compact}.

Pour les démonstration du théordme suivant on renvoie le

lecteur & Rudin, [[4], Théordme 2,14].

Théordme A, Soit Z un espace localement compact, v une fonc—
tionnelle lindaire sur CO(Z) telle que v{f) =2 0 si f = O.
Alors il existe une mesure g-additive regulier sur les boreliens

de Z denoté aussi par v telle que
ff(w)dv(w) = v{f)
pour tout f € CO(Z). v avec ces propriétés est unique.

Définition. Une fonctionnelle non-negative v sur C_{2Z) est

appellée mesure de Radon.

Théordme B, Soit v une mesure regulier sur 1'espage localement

compact Z. Alors CO(Z) est dense dans Li(X).

Evidemment il suffit de démontrer que si E £ X est bo-
relien avec w(E) < ® et e > 0 il existe f € CO(Z) tel que

“XEC— f”L2 £ &. Or par {(ii) et (iii) il existe G ouvert,

K compact avec

v(GmK) = e .

Soit f € C_(Z} tel que
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supp £ € G .
Alors |If - xpl € Xg = Xg = Xgx ©F donc

”f—XE“LZ ) s \J(G—K) < €. O

(z

La g-algibre de Baire est la plus petite g-algébre par

hY]

rapport & laquelle les fonctions f ¢ CO(Z) sont mesurables;
Autrement dit la g-algébre de Baire est engendrée par les ensem-
bles

fwe Z: £(w) = a}
ot f € co(z), a € R,

Théordme C. Supposons que 2 soit gompact et v, vy des mesures

g-additives finies sur la ¢g-algdbre de Baire., 5i

{ flw)avlw) = ( £{w)dv, {w)
z 7

pour tout f € C(Z) alors v = v,.

Définition. Soit (X,v) un espace mesuré. Un ensemble mesurable
E S X est localement vy-nul ssi F £ E mesurable entraine

vw(F) = +» on y(F) = 0.

Si P est une fonction propositionelle sur X, alors P

est valable localement presque partout ssi {w: P(w) est faux}

est localement v=nul,
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Proposition. Soit E un ensemble mesurable 0-fini [réunion de-
nombrable d'ensembles mesurables de mesure finie]. Alors E est
localement v-nul ssi E est y-nul.

En particulier si ¢ € LE(X), 1sp<e ¢(w}) =0 pres-

que partout ssi ¢(w) = 0 localement presque. partout.

§6. Operatours normaux.

Un operateur T € £(H) est normal ssi
T*T = TT*.

Evidemment T est normal ssi la C*-algebra C*(T) engendrée par

T et 1 est commutative.

Exemple., Soit (Y,v) un espace mesuré, g: Y + C wune fonction

mesurable bornée. Alors l'opérateur
[ ] (@) = g(w)y(w)

agissant sur Ls(Y) est normal.

f m*=m-= *. .
En effect mg = &8 mg mg

Théoréme. Soit T wun opérateur normal dans un espace de Hilbert.
Alors il existe un espace localement compact Y, une mesure de
Radon v sur Y et une fonction continue g: ¥ + Sp T [en par-
ticulier borﬁé] tels que T soit unitairemenf equivalent & 1'o-

pérateur mg agissant sur Lf(Y).

On dit que les opérateurs T et T, sont unitairement
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equivalents ssi 1l existe un opérateur unitaire U tel que

Ty = UTU".

Lemme. Si T € £(H) est normal alors 1e spectre de T comme

g1ément de C¥(T) est identique & celui de T comme élément de

£(a).

11 faut démontrer gque & = T-x-1 est inversible dans £({H)
ssi il est inversible dans C*(T). Evidemment S inversible dans
c*1) entraine S inversible dans £(H}. Supposons S inversible dans

£(u). Or la C*-algdbre A engendrée par S-l, S et 1 est commutative

car 1 1 1 1
s=lg* _ g*s™t - 7 s*s-55¥%]8"" = O.

Puisque S est inversible dans A, il est inversible dans C*(T)

[ Corollaire de la proposition 2, §3]1. 0O

Démonstration du théordme:

Soit T € £(1) normal, A = C'(T) et nh 1a transformé
de Gelfand de T. h est donc une fonection continue A+ C et
par [Proposition 3, §2] et le lemime précedant h est une appli-
cation continue A Sp T. Soit w3 c(A) » A= £(H) 1tinverse
de la transformée de Gelfand. est un ¥-morphisme; Autrement
dit 1 est une représentation de c(A) dams H, Par le théordme
spectral il existe un espace localement compact Y, une mesure de
Radon v sur Y et une application continue p? Y -+ A telle que

n  soit unitairement equivalent & Ty

[y ()41 () = fop(w)y(e) we Y
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wey, ¢c¢ Lf(Y). Ctest-3-dire il existe un unitaire
my(£) = vn(e)ur,

En particulier

my(B) = Un(n)u* = vry*
[a,(8)41 (@) = nep(w)e(w). o

Exexcices
Soit U 1ltopérateur de translation dans {2(2)
[ugl (=) = y(x-1).

U est unitaire et donc normail.

Seit WI—nwA lrapplication

13 (z) » 1(r)
donnée par

A
¥7(8) = T y(x)e™ 9 € T.
xCZ
On sait que wl—a¢n est bien defini et unitaire.

Exercice la. Si ¢ £2{Z) alors

Cuel™(e) = 64" (a).

U tel que

Exercice 1b. Determiner explicitement un opérateur de multipli-

cation unitairement equivalent & U,

Exercice lc. Faire la méme chose pour 1!opérateur

w3z, 1Y) 4 2P, 1)
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défini par

Cu™8] (x) = ¥(x-1) x € Z
EHN est l'espace
GN si N < =
2 R
£5(m) sdi N = +=

et LZ(E,HN) sont les suites (Yt Z = ' de carré integrable.]

Soit U, H, U', H' des unitaires ayant les propriétés
?

suivantes:

I1 existe des sous-espaces fermés H_ < H, o s B tels
que
(1) U H, < H,
(11) Nv™u, = (o}
o
n
(1ii) U U H, est dense dans H
n

[et les propriétés respectives pour o, H, H;].

Par la suite H € Hl = HNH

Exercice 2a, Quel que soit n € Z, U H c UH ; Si m#Zn

Pr e vyt v™a e u™Tm .
[e] 0 o]

[
Finalement
H= o [U'H @ v ]
nez
Exercice 2b, Si dim H_ © UH_ = dim H @ U'H, il existe une

suite W, d!oérateurs unitaires

WU e UMM . v e v/ PHlw
n o] . o) Q ]



telle que
W
e e ™y B g0y g g MELy
o o o o
U ) u’
n+l n+2 wn+1 n+1 2
UTTH B8 U e ——= ey My g oy B3y
o o o o
Exercice 2¢. Si dim H 6 UH_ = dim H; 2] U’Ho, alors U et U’

sont unitairement egquivalents.

Exercice 2d., U est unitairement equivalent A& oon

N=dimH_© UH_.
o o]

Exercice 3. Scit {TA} une famille d'opérateurs normaux dans H
telle gue
T, T =
TR TN
* *
T,T" =TT B
ATl MTA

Alors il existe un espace localement compact Y, wune mesure de
Radon v sur Y et des fonctions continues gl: Y+ Sp T tels

X

que la fémille dt'opérateurs {Ti} définie par
2
! —
tr ¥l (w) = gl(w)w(w) ¢ € L (¥)

est unitairement dquivalent & 1z famille {Tl}'
[I1 faut definir la notion d'équivalence unitaire de

familles d!opérateurs].
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§7. Homorphismes Spectraux.

f.

Définition. Soit X un espace compact. Un homorphisme spectral
est une application mn: L~ (X,Baire) » £(H) [H un espace de

Hilbert] telle gque
(i) 7 est une représentation de L”(X,Baire)
(ii} Si € € H alors la fonction
vg (B) = (m(x)5,8)

est une mesure g~additive sur la C-algébre de Baire,

Proposition 1. Socit X un espace compact, 1 une représentation

de C(X) dans M., Alors il existe un homorphisme spectral T et

un seul

7: L™ (X,Baire) + &£ (H)

qui prolonge 1.

Existence du prolongement. Par le théordme de représenta-
tion spectrale on peut supposer que 1 soit la représentation

spectrale de C(X) associé & ({p,Y,X). En particulier
Cn{£)yl(w) = fop(w)y(w)

pour f € C(X). Si f € L7 (X,Baire), 1y € LS(Y) posons
[r(£)9] (W) = fopfw)y(w). L1

Puisque f € L {(X,Baire), fep: Y+ € est borelienne bornée et
donc [ 1] definit effectivement un opérateur borné sur Lf(Y).

On démontre sans peine que 1 est une représentationdel” (X,Baire).
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Pour démontrer (ii), soit £ € X de Baire. Alors,

il
]

vg (&) (ﬁ(xﬁ)‘s' R [' x5 (P(@)) 5 )% av(w)
) Y

_( g @)}?® av(u).
p1(E) ,

Par conséquént “5 est une mesure g-~additive sur 1la g-algdbre de

i

Baire et (ii) est demontré.
Unicité: Soient ﬁl, i = 1,2 des prolongements de 1 qui sa-

tisfont aux conditions (i) et (ii). Par (ii) si E € H

ve () = (7 (x)% ,8) i=1,2 [ 2]

sont des mesures g-additives sur la g-algeébre de Baire. Or si

£ € L”(X,Baire) on va démontrer que

(ﬁi(f)EsE} = (‘ f(w)dug(w) i=1,2 [3)
X
( XE(w)d\);'(UJ) = \;,S_J'(E) = (Fl(f)g 253
X
par [2]. ©Par lindarité om conclut gque (3] est valable pour tout

f en escalier. Puisque ces fonctions sont denses dans Lm(X,Bainﬂ
[3] est valable pour tout £ £ L?(X,Baire).
Par ailleurs ﬁl, ﬁz prolongent . Par [3]

( £w)avg (w) = ( £(@)avg (w)
X

X

pour tout f € C(X). Par le Théordme C, [ Appendice §5] il s'ensuit

que les mesures de Baire v;, vg sont identiques.
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Donc

(FHE 8 = (FE(EEEY il

quel gue soit f € L?(X,Baire}. Par polarisation on sait que
T ¢ £(u) est nul ssi (TE,§) = O pour tout £ € H. On en con-
clut que

ale) = 7A(0)

quel que soit fe L?(X,Baire).

Corollaire. Soient m-: L™ {X,Baire) » £(H), i=1,2 des homor-

phismes spectraux. Si
(1) ©(X) est engendré comme c*-algdibre par 1 et I
' 1 2 '
(2) n(£) = w ()

Alors r‘rl = TTZ.

On conclut par la continuité de nl, n2 dans la norme

| 1l. de L (X,Baire) que at = +2 dans C(X). Or par itaffir-

mation dtunicité de la Proposition 1, nl = nz dans L (X,Baire).

Définition. Soit T ¢ £{H} normal. Un galcul fonctionnel de

Baire pour. T est une application o(t): L"(sp T) » £(0) [que

nous denotons par flﬁ-f(T)] ayant les propriétés

1. of{T) est un homorphisme spectrale

2. o(t)(z) =T ol =z: Sp T~ C est 1tapplication identité.

Proposition 2. Tl existe un calcul fonctionnel de Baire et un

seul pour T.

Existence. Par 1& théordme spectral, on peut supposer que
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T est l'opérateur N agissant sur Lﬁ(X) oli X west un espace
localement compact, v une mesure de Radon sur X et g+ X +5p7T
est mesurable. Posons

G(T)(f) = mfog

pour f € l?(Sp T). EBvidemment fog est mesurable et donc ceci
definit un opérateur borné. On verifie aiséﬁenf.que a{T) Leét

une représentation de L7(Sp T). En outre si FE c Sp T est de

Baire | . 4

(a (T} {xz )5 +8) .

My o o8 =

( 15 @)% av(w)
g1 (x)

Donec Es——(g(T)(kE)g,g) est une mesure s-additive sur la C-algdbre

de Béire. En outre

U(T)(Z) ='In . =M = T.
Ceci vérifie 2,

Unicité. Si o, o' satisfont 1 et 2 on conclut que
o =.0' par le corollaire de la Proposition 1 et le fait que 1
et =z engendrent C(Sp T) comme C¥-algdbre [ceci est une con-

séquence de Weierstrauss-Stone]. |
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2. OPERATEURS AUTOADJOINTS

§8. Opérateurs Symétrigues,

Soit A: dom A +» H un opérateur. On dit que A est

szmétrigue ssi §,n € dom A entraine que
{AE ,n) = {E,An).

Si A est un opérateur tel que dom A est dense A¥* est défini
par:

dom A = {n € H: € — (A ,n) est une application linéaire continue fn?
et A™n est le seul vecteur dans H tel gue

£ €)= (€ ,4%n) £ € dom A.
Un gpérateur A est autoadjeoint ssi A = A*.

Un opérateur VW défini dans un sous-espace dom W [non-

necessairement fermé] est une isométrie partielle ssi W[l = [[E],

E € dom W.

On va etablir un rapport entre les isoméiries partielles

et les opérateurs symétriques.

Lemme 1. Soit A un opérateur symétrique. Alors si § € dom A

iCaxs]gl?® = Jag)® + g1 O
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En particulier il existe un opérateunr U
U: Ran[ A+i] + Ranl a-i]

tel que ULA+i]§ = [A~iJE, & € dom A, U est une isométrie par-

tielle; ©On appel U 1la transformée caylevenne de A.

Le but de cette section est de démontrer le théordme

suivant:

Thé oréme . .(a) La transformée cayleyenne est une bijection entre
ltensemble des opérateurs symétriques ‘A de domaine dense et
lt'ensemble des isométries partielles U telles que Ran[1-U] soit
dense.

(b} Un opérateur A est autoadjoint ssi sa transformée cay-

leyenne est unitaire.

Considerons les opérateurs suivants dans H @ H. Definis-

50115

H

J(g,n) ('ﬂig)

&(€.n) = (i€+n, -if+n) ' E.n)e HO H

87T ,n) = ((1/24)(E-n), 1/2(£+n))

Remarques: a) Si A est un opérateur symetrique et U sa trans-

formée cayleyenme alors &{G(A)} = G{U).
b) Un opérateur lindaire A dans H est symétrigque ssi
(5 ,m,E,m) =0
quel que soit {&,n) € c(a).

Le lemme suivant établit une correspondence bijective entre
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les isométries partielles U damns I et les sous-espaces

Gs He H tels que G L J{g).

Lemme 2. (l) Soit A: dom A - H avec dom A dense. Alors
. e{a*) = [Ja(a)t

ot G{A) est le graphe de A.

(ii) Soit G € He H un sous-espace tel que G 1 J(G).

Alors @(G) est le graphe d'une isométrie partielle.

(iii) Si U est une isométrie partielle, alors G’ =‘§_1(G(U))

satisfait & &4 J(a’).

(i) (g,n) € G(A*) ssi pour tout ¢ € dom A

{Ag,EY = (o.M

ssi ((-9,8),(E,m)) = O pour tout ¢ ¢ dom A
ssi (J(91A¢)’(§sﬂ))

ssi (5,n) € [Je(a)]*.

0 pour tout ¢ € dom A

I

{i1} &(G) est le graphe dtune isométrie partielle si
T -
15 4n] " = |l ~5 +nll E,nE G

clest & dire si (Z,m) = (n,5) (E.,n) € G. Or cette condition

veut dire que (E,n) £ J(E,m), (E,n) € G.
(iii) Supposons que (§,n),(E’,n") € ¢(U). Alors

(((1/21) € -n),1/2(E+n)), J((1/2i)(E' -1’ ),1/2(E"+n" )} ))
= (((1/2i)(E-n),1/2(E+n)), (-1/2(8"+n’ ), (1/21}{E"-n"}))
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= -1/BC(E-n), (574 )Y - L/ (84n), (7 -0’ ))
= -1/2i(E ,E") +ll/2i{n,n’). '
e sera nul pour tout (£,n), (€"sn’) € a(u) ssi

<§7§’> = (UgsUg') §1§l € dom U. |

Lemme 3, Soit U wune isométrie partielle. Alors

(i) Ltensemble §—l(G(U)) est le graphe d'un opérateur A

ssi 1-U est injectif., A "est symétrique de domaine Ran(l-U).

{ii} Si Ran{i-U) est dense alors 1-U est injectif et donc

A est un opérateur de domaine dense.

(1) §-1(G(U)) est le graphe dtune fonction ssi pour (E,n)
€ ¢(U), E-nq = 0 entraine Ei+y = 0. Clest-a-dire
sei £ - UE = O entraine § + UE = © (E € dom U)

ssi § = g

0 entraine £ = O (E € dom U)

Donc il existe un opérateur lindaire A de domaine Ran(l-U)

tel que
8"V (e(v)) = a(a).

Par (iii} du Lemme 2, G{A) L JG(A). En particulier A est
symétrique.
(ii) Supposons Ran(1-U) est dense., Alors si £ € ker(1<U)
(E~TE, n-Un) = (5,m) - (E,Un) - (& ,m) + (U5,Un)
= {8 - {(EsUn) - (Esm) + (E,1) =(E,m-Un) =0

pour tout 1 € dom U, Puisque Ran{l-U) est demse £ = 0. [
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Ce lemme suffit pour démontrer llassertion (a} du théordme:
En effet si A est un opérateur symétrigue F(G(4)) est le

graphe de la transformée cayleyenné U de A:
#(a(a)) = g(u).

En plus Ran(1-U) = dom A par (i)}, ce qui implique gue Ran(1-TU)
est dense. Inversement, si U est une isométrie partielle telle

que Ran(l-U) est dense,
=1
8" (a(u)) = a(a)
ot A est symétrigue et de domaine dense, Donc
G¢(u) = &(a(a))

autrement dit U est la transformée cayleyenne de A.

femme %, Si U est la transformée cayleyenne de l!opérateur

symétrique densement défini A, A est auwtoadjoint ssi

G(U)* = K(6(U)) ob K(§,n) = (<£,n).

Notons d'abord gue J, ¢, st preservent la relation
d'orthogonalité. [Pour J clest une consédquence du fait qu'il
est unitaire et pour & que 1//2 & est unitaire.] Or A est

autoadjoint ssi

a(a) = o(a¥%) = [ua(a)]"

ssi 27 Te(u) = [J8 le(W)1* = [ 2 H(c(u))]

ssi @Jﬁ-lEG(U)] = [G(U)]L

or
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836 7HE ) = 23((1/24) (€ ~n), 1/2(5+n))
= 3(-1/2(5+n), (1/21)(5-n))
= (1/21 [E+n48 -n], 1/2i[ £ -n+g-n])
= (1/i§, -1/in) = i(=£,n) = iK(E,n)
Puisque G(U) est un espace vectoriel € H® H le lemme est montfé

Pour monirer l'assertion (b) du théordme il est donc suf-

fisant de montrer le lemme suivant:

[Lemme 5. Une isométrie partielle U est unitaire ssi G(U)* =

= K[G(U)l.

Supposons que U est unitaire; Alors (£,n) € G(U): ssi
CGEm) (0T = (2,00 + (n,U) = (E+U%n,4) = O
pour tout ¥ € dom U, ctest-a-dire pour tout | € H. Aloré
(5m) € 6(U)" ssi )
£ + U =0 ssi -U§ =n ssi (§,n) = X(-£,0(-5))

ssi  (§,n) € K[a(U)].

Inversement, supposons que G(U)Y = K[G{U)]. En particulier
G(U} est fermé ce qui implique que dom U et Ran U sont fermés.
Par conséquent il suffit de montrer gue dom U et Ran U sont
denses dans H, Supposons £ € [dom U]L. Donc (E,O) + (n,Un)
pour tout mn € dom U. Autrement dit, (E,O) 1S G(U)L = K[G(U)].

Dlolt qu'il existe § € dom U +tel que

(g ’0) = (-IIJ,UL]I).
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Puisque U est isométrique sur dom U, ¢ = 0 et donc § = O,
Oon en ddduit que [dom U]t = {0} et dom U = H. On démontre de

la méme Tagon gque Ran U = H, a

Remarque. Si U est la transformée cayleyvenne de A alors
a(a) = 3"e(u)] et donc
_dom. A .= Ran{1-U)

an = i(1+0) (1-0) "1y n € dom A.

9. Extensions dfun Opérateur Syméirique.

Dans cette section A est un opérateur symétrique tel gue
dom A soit dense dans H, U Ila transformé cavlevenne de A.
Donc G{a) = 3~1(¢(U)). La proposition suivante est une conse-

quence immediate du théorédme principale de la section anterieure:

Proposition. 1. Soit Ul une isoméirie partielle qui prolonge U.

Alors ltopérateur 4; de domaine dom 4; = Ran(1-U;) et

. -1
AN = i(1+u,)(1-U,) T n € Ran(1-Uy)

est un opérateur symétrigque gui prolonge A. Cette correspondence
est une bijection entre les prolongements isométriques de U et

les prolongements symétriques de A,

2. U; est fermé [resp. unitaire] ssi A, est fermé [resp.

autoadjoint] .

f ————————

Donc en principe pour determiner les extensions symétriques
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fermés de A il suffit de determiner les isométries partielles

fermées qui proleongent U, Or
H = domU® [dom U]* = Ran U ® [Ran U]+

Y1 est donc clair qu'une iscméirie partielle qui prolonge T
sera determinée par sa restriction & { dom U]* qui sera une iso-

métrie partielle V d'image Ran V o [Ran UJt,

Corollaire 1. Les prolongements de U par des isométries par-
tielles ferinées sont en correspondence bijective avec les iso-

métries partielles fermées V: [ dom U]* + [Ran ult,
Corollaire 2, A possdde des extensions autoadjointes ssi
: 1 R +
diml dom U] . = dim[Ran U]~ .
Définition., Les nombres
N 4 . 1
n_ = dim[ dom U] n_ = dimf Ran U]

son appellés les indices de defaut de A.

Ltopérateur A est essentiellement auntoadjoint ssi

n, =n_ = 0, Autrement dit, ssi la fermeture deo A est auto-

adjointe,

Définition. Soit A un opérateur autoadjoint. .Un sous-espace

VS dom A est un coeur pour A ssi A est la fermeture de alv,
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Exercices

Exercice 1. Soit A un opérateur symétrigue sur H. Supposons

qu'il existe une base aorthogononale {e,} de H {elle aue
ieT .

1. ey € dom A

2. Aei = liei’ ki € €.

Alors A est essentiellement autoadjoint.

[Démontrer que Ran [Axi+1] sont des espaces denses]

Exercice 2a. Soient H = L2f0,1] et Ai 1t opérateur

dom 8, = {p € c*L0,1]x 9(0) = ¢(1) = .
Si ¢ € dom Al-
[a,61(t) = ¢" (%) t € [0,1]

Ai est un opérateur symétridue.

Exercice 2b, Soit
e, (t) = sin mwkt x> 0, k€ Z
{ek} est une base orthogonale de L2[0,1}, e, € dom A, et
2
Alek = =k ey -

Conclure que Al est essentiellement autoadjoint.

Exercice 3a. Soient H = L2[0,l] et A, Ll'opérateur

dom A, = {g € 02[0,13: tels que

¢{0)
¢’ (0)

1L

6(1)
o' (1) 1.
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Si ¢ € dom A2

La,e] (t) = ¢" (%) t € [0,1]

A2 est un opérateur symétrique.

Exercice 3b. Soit
e, (t) = Cos 2mkt k= 0 kK€ E

o, (t) = Sin 2rkt k<0 k€ Z

Calculer A2e2 et démontrer que A2 est essentiellement auto-

adjoint.
Soit A un opérateur autoadjoint. Sur dom A definissons

1a norme du graphe

o5 = Nell® + lagl®

est une norme compldte parce~que A est un opérateur fermé.

l

A

Exercice 4. Un sous espace vectoriel V & dom A est dense dans
dom A par rapport & | “A ssi A|V est un opérateur essentiel-
lement autcadjoint,

Soient Ki' les extensions autoadjointes de 4., i=1,2.

Exercice 5a. dom A, < 01[0,1] avec inclusion continue. Autre-

ment dit il existe ¥ > 0 tel que
l6 ()| = xlellz. t € [0,1]
y
l6” (¢)1 s el 5. t € [0,1]
i
Exercice 5b. Conclure que
dom &, € ¢'[0,1]

avec inclusion continue.
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Exercice 6., Si ¢ € dom El alors ¢ € 01[0,1] et
¢(0) = ¢(1) = 0.
Si ¢ € dom Kz alors ¢ E'ClEO,lj ‘et

¢(0) = ¢(1)
¢ (0) = ¢'(1).- -

i

Conclure que Ay # Aa.

Exercice Z; ‘Trouver umn sous espace V £ 02[0,1] dense dans
L2[0,1] tel que Al V = A2 V ne soit pas essentiellement auto-

adjoint.

§10. Le Théordme Spectral pour opérateurs autoadjoints.

Définition. Soit (X,v) un espace mesuré, g: X » R une fonc-

tion mesurable. L!opérateur de multiplication par g, denoté

mg est l'opérateur défini par
dom = {v e szi)- gy € L2'(X)}
. 8 v ' v
et pour | € dom mg
(@) = e@)i(®)  we X

Il est évident que mg est un opérateur symétrique; En

plus mg est borné ssi ess sup ]g] < e,

Proposition. dom mg est dense dans LS(X) et mg est un opé-

rateur autoadjoint.

 ———
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. 2

Soit ¢ € Lv(X); Alors si n€ W
¥, = X
n -1

g [-n,n]

appartient & dom mg: Car ]gwﬂl s nlwn|. En outre, par conver-

gence dominé, il s'ensuit que wn + { dans Li(X). Pour achever

la démonstration il suffit de démontrer aue la transformde cay=-

leyenne de mg est unitaire:

Lemme 1, La transformée caylevenne de mg est llopérateur .mf

ot f: X+ T est la fonction
ra . :
flw) = ~Li+g(w)] " Ti-glw)] [ 1]
En particulier mf est unitaire,

Reciproquement, si f: X + T . est telle que mf est la

transformée cayleyenne d'un opérateur alors mf est la transfor-

mée cayleyenne d'un opérateur mé, g1 X+ R mesurable.
S84 f est donnée par [1], evidemment f(w) € T= pour

W& X, IEn outre

lg@)lire()I ™, [Lieg(w)] ™ < 1.
Par conséquent, si ¢ € Lﬁ(x) la fonction

| ¥(u) = [icglw)1™ o(w)

appartient & Lf(X), gy appartient & Lj(X) et [i+mg]¢ =¢.
Donc Ran [i+mg] = Lﬁ(X). §i U est la transformée cayleyenne

de alors
g8

Up = ULaem Iy = [i-h Jy = [i-Tng][iHng]'lqs = hog.
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Si mf est la transformée cayleyenne de A alors {1-mf]
est irjectif; TI1 s'ensuit que {w € X: f(w) = 1} est localement
y-nul [Sinon, il existe A< {w € X: f{w) = 1} de v-mesure &
Jjo,[. Donec ¥, € Li(x) - {0} et [My-1]x, = 0]. Par consé-
gquent il existe une fonction g: X + R mesurable telle que [1]
soit valable localement presqQue partout., Donc mf est la trans-

formée cayleyenne de mg- O

Définition. Soient T, T, des opérateurs T: dom T -+ H,

TI: dom Tl -+ Hl. T, Tl sont unitairement equivalents ssi il

existe un opérateur unitaire W: H -+ Hl tel que

W: dom T = dom Tl
bijectivement et

WM = T,¥n - N € dom T.

Théordme. Un opérateur A: dom A + J autoadjoint est unitaire-

ment equivalent 3 un opérateur de multiplication mg .

Ceci est une consequence du théoréme spectral pour les

opérateurs unitaires, le Lemme 1 et le lemme suivant:

Lemme 2. Deux opérateurs symétriques A4, A sont unitairement

1

equivalents ssi leurs transformées cayleyennes U, U son uni-

1

tairement equivalentes.

En effet si Ws: H -+ H; est unitaire et WU W¥ = Uy,

alors W est une bijection Ran{1-U) - Ran(l-Ul) et
. -1
AWy = i(1+0) (1-U,) 7 Wn

='W[i(1+U’)(lHU)-lﬂ] = WAnq n € dom A
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La démonstration dans 1l'autre sens est pareille, 0

§11. Calcul fonctionnel pour les opdérateurs autoadjoints.

Soit A wun ¢pérateur autoadjoint borné ou non, On se pro-
pose de définir f£{A) quelle que soit la fonction borelienne
f: R+ R, Pour ce faire on se servira de la transformée cayleyenne

. -1 .
$ et de son inverse § ~. Posons aussi

6(t) = [t-1][ t+i] "t tE R

)

a

]

i[1+z][1-z]'1 z € T-{1}
$ est une bijection bicontinue & » T-{1}

Définition. Si f est une fonction borelienne R + R alors
=1
£(a) = 27, (2 ()] [1]

o fy: T={1} » T-{1}

£.(z) = ¢rg™ (=) z € T-{1}.
I1 faut justifier cette définition:

—
Lemme. Soit U la transformée caylevenne de l'opérateur auto-

adjoint A. Alors si g,g’ € L°(T) et
glr-{1} = g’ |r-{1}

on a que g(U) = g’ (U}, En outre si g(T-{1}) c ®-{1}, &(U) est
unitaire et la transformée cayleyenne d'un opérateur autoadjoint

Aq
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On peut supposer sans perte de generalité que A = mh

h: ¥ + B une fonction borelienne. Donc U est 1l'opérateur

[ug] (w) = [hw)-110nw)+il ™" 4(w) = o(w)yw). .

or o(w) #1 pour tout w € X; il est donc clair que g(o(w)) =
= g’ (o{w)) pour tout w € X et par comséquent e(U) = g’ (U).

$i g applique T-{1} dans T-{1}, alors g(o(w))} € T-{1} pour
tout -w € X. Il stensuit que .g(U) est la traﬁsformée céyleyenne

1 5 ’ »
de 1ltopérateur mhl ot

b, (@) = illee(o(@))I01-e(0 W) ™"

Oon peut Jjustifier la formulé [1}. D'abord on prolonge fl

3 une fonction borelienne %l: T > T, %I(Q(A)) ne dependera que

de f,. En plus %l(Q(A)) sera la transformée d'un opérateur
autoadjoint; Donc §_IE§1(§(A)] a un sens.
Cette définition est invariante; toutefois la propriété la

plus importante s'exprime dansz la représentation spectrale:

Proposition. Soit H = LE(X) & g: X+ R une fonction mesurable.

Alors si f: R+ R est une fonction borelienne
f(mg) = mfug .

Pour démontrer ceci il suffit de démontrer que ces opéra-~
teurs ont les memes transformées cayleyennes., Celle du coté gauche

est par [1] ltopérateur
Loy (3 1 () = 378 (3 (e@)))¥(0) = o2 (a(®))b @)

qui est la transformée cayleyenne du cdt$ droit par Lemme 1,

[§r0]. O
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§12., Mesures spectrales.

Soit A wun opérateur autoadjoint dans H.
Si ¢ € H alors u¢ e3t la mesure définie sur la O-algd~

bre des parties boreliennes de R par
2
“¢(E) = ”XE(A)¢” = (XE(A)¢3¢>

oih. EC R est borelien. est appelé mesure spectrale.

Ha

Il est clair que p¢ est en effet une mesure C-additive
finie [ et non-negative].

Le vecteur ¢ € H est dit continue [resp. absoliiment con-

tinue] ssi la mesure u¢ est continue [resp. absolfiment continue] .

Autrement dit, ¢ est un vecteur continue ssi quel que soit t € R

My (f4]) = Hx{t}(A)¢”2 =0

soit X{t}(A)¢ = 0. ¢ est un vecteur absoliment continu ssi quel

que soit E € R de mesure de Lebesgue nulle
2
by (B) = llxg(a)ell® = o
soit Xp(4)g = o,

Evidement ¢ absoliiment continue entraine ¢ continu,
On denote par H(A)c [resp. H(A)a o.] 1ltensemble des

vecteurs continus [resp. absoliiment continus] ,

Proposition. H(A)c et H(A)a c. sSont des espaces vectoriels

fermés,

Evidemment H(A}a c, ©5% un espace vectoriel. Sodit {¢,}

une suite dans H(A)a c. telle que ¢, » ¢ € H normiquement.
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8i E £ R est une partie borelienne bornde de mesure de Lebesgue
nulle alors
xp(A)g = lim xp(4)s; = o.
On en conclut que guel soit ® c R borelien de mesure nulle
% (4)e = O.
Donc ¢ € H(A)a.c.

La démonstration pour H{A) est pareille. 0
C

. §13. Générateurs Infinitesimaux.

Soit E wun espace de Banach. TUn semigroupe &4 l-paramétre

est une application T: [0;=[ -+ 2(E) telle que

1. 84 M€ E, twTyn est continue [0,=[ -+ E.

2. T = T

tis TS ot ss,t =20, T =1

t 0

Si en outre
=N ”Tt“ s 1 t e [03°°E
1e semigroupe est dit contractif.

Seit {Tt}t o un semigroupe i l-paramdtre, Le générateur
- generave

infinitesimal de T est llopérateur B défini par

dom B = {E € BE:

n=M T -1]¢

il

est convergent lotrsque h -+ 0}

1}

1im h7MT, ~1]€
B0
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pour E ¢ dom B,
Autrement dit:
£ € dom B ssi t+— T est derivable & droit au point &=0,

Dans ce cas

+
B = [d/dt] '1‘1;§|Jc=0 .

Propeosition 1. Soit B le générateur infinitesimal du semigroupe

[Tt}tzo' Alors

1. dom B est invariant par les opérateurs T t = O.

t’
2, Si n € dom B, ¢t H»Ttn est une fonction normiquement
differentiable ]0,»f 4+ E et

dfdt {T = BT .
/ tT!] 1:=to to'ﬂ

Supposons que 7q € dom B, 1, 0 et N> 0. Alors

-1 -1 .
h [Th-l]’l‘to-q = Tto{h ('l‘h-l)T}] -+ 1tan

lorsgque h + 0. Donc Tt n€ dom B et
e )

[d/at]™ Tn = T, Bn.
b=t °

Or twTmm, ¢ = T.Bn sont continus ]0,»] + E, Il s'ensuit
gue t+=T.7 est une application de classe ¢t [voir le lemme

ci-dessous]. Finalement

-1, -1
h T -1, JIn=n"[7-1]T n -+ BT 7
t0+h t0 h to 1:0

lorsque h =+ 0 par la définition de générateur infinitesimal et

le fait d4é€ja demontré que T, n € dom B. 0O
o
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Lemme, Soit E un espace de Banach et f£: [a,b[ »+ E "une fonc-
tion continue qui possdde une derivée a droite continue., Alors
£ est Cl. ]

Soit {T un semi groupe contractif. La resolvente

o) t20
de {Tt} est la famille d!opérateurs

[--]

‘ng = [' R T8 dt A o> O.
o

Cotte integrale est prise au sens de Bochner. L'integrale est

finie car

( o™ mgllas < 2] ( e at

) 0
e e - e
En particulier ]
IR el < a7HEl x> 0.
Proposition 2. Soit B le genérateur infinitesimal du semigroupe

contractif {Tt} dans l'espace de Banach E. Alors
1, [1+1-B]: dom B » E est inversible pour i > 0 et

[a-1-B]"T = R

A

2. 8i § € E alors

ang -+ g normiquement

lorsque } -+ +®,

Supposons £ € E, Alors
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-1 -1 -
hTT,-1RE = w77 -1 ( e hS TE ds =
&)

==}

= h_l[( e AS To,n 5 ds - { oS T, E ds] =
0 0
- ' -]

= h-lf( oA {s-n) T,§ ds - ( e~hs® T, § ds] =
h 0

(=~} -]
= h"lfeAh [‘ e~AS T g ds - f’ oA T, § ds -
Q

® : h
= n it Py { e p_g as - p7l AR ( e g as
"o, 0

*ARE -8
lorsque h ~» 0., Donc ng € dom B et
BR £ =28 § -5.

En particulier

& = (A-B)R3 g € E.
Si E € dom B
R [h~Y(r -1)£1 = n~Y 1, -1]R £
A h nHRE
Puisque Rl est continu, € € dom B et ng € dom B on a

R_ABE =BRA§.

Par conséquent
£ = Rk[hl-B}E £ ¢ dom B,

Ceci démontre 1.
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Démonstration de 2:
(-~

Ihrys -l < ( ne™™ 1.8 5 at.
0

2, est donc une conséquence de 1l1taffirmation suivante:

Seit g continue bornée [0,o[ + R. Alors

oy

( re ™ g(t)dt + g(0)
4]

lorsgque X 4 4.

En effet par changement de variables

< o
( }\e_t}‘ g{t)dt = ( ot g()\_lt)dt.
0 0

Par le théordme de convergence dominée cette dintegrale converge

vers g(0) lorsque ) -+ +=. O

Corollaire. Le générateur infinitesimal d'un semigroupe contractil

est un opérateur fermé densement défini.

§14, Groupes Unitaires et Théordme de Stone.

Soit H un espace de Hilberi. Un groupe unitaire & 1 pa-

ramétre est une application R 4'£(H) telle que

1. S8i § € E, tp—»Ttg est continue R =+ H.

2. UtUs = Ut+s pour t,s € R et UO = 1.

3. Ut est unitaire.

.
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si {u. } est un groupe unitaire U est un semi-
t pem S -

groupe contractif. Soit B son générateur infinitesimal.

Proposition. dom B est un sous-espace invariant par Ut’ t € R.
Si E € R, la fonction t:—»Ufg satisfait 3 l1véguation
da/at [U ) =B U . 1
/at TUEI|, , =BT, [1)

8i t, > 0, 1la Proposition 1 [§13] implique que ¢ UL

est differentiable au point t = to. La formule

Ut§ = U__S Ut+s§

montre que i P>Ut§ est differentiable & un point quelcongque to.
En effet il faut choisir s tel gue to+s > 0. Par conséquent,

si §E € dom A et h >0
n"Yu, .8 - v, g1 = p"Yu -1u, g
to+h t2 = R~ g
qui est convergente lorsque h + 0, Donc U, E € dom B, L'égqua-
o
tion [1] est une conséquence des définitions. [J

Exemple. Soit A un opérateur auntoadjoint dans H. Alors
U, = exp =it A est un groupe unitaire & un paramdtre. Le géné-

rateur infinitesimal B de [Ut} est =iA.

Pour démontrer ceci, on pent supposer que A est 1topé-
rateur mg agissant sur Li(X) ot g: X+ R est une fonetion

borelienne. Donc
[exp -itA ¢ (w) = exp -it g(w)y{w) wE X.

. s 2
IX est clair que Ut est unitaire et Ut+s = UtUs‘ Pour E € Lv(X)
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la continuité normique de tP*—Utg est une conséquence du théo-

réme de la convergence dominée., Supposons que § € dom mg. Alors

la, exp -itw glw)v(w)| s le()v(w)] w € X.

Par conséquent +ir» exp =-itd § est différentiable normiquement
et

d/dt [exp -ita = «iA exp -1t A t R.
/dt [exp 2l P p -it A ¢ o €

Donc | € dom B et BY -iAy. Inversement supposons que

§y € dom B. Donc si hn -+ 0,

-1
b~ [u, -11¢ =+ By,
n
Or il existe une sous-suite (h/} telle que
! "t Lexp -in g(w) - 1y (w)

est convergent p.p.; la limite est forcément —ig(w)y(w).
Donc gl € L2 ce qui implique que 1§ € dom mg. Par conséquent

dom B = dom mg et B = ~iA. O

Théoréme. La correspondence A {exp 'itAJtEﬁ est une corres-
pondence bijective entre les opérateurs autoadjoints A dans H
et les groupes unitaires & un paraméfre.

Btant donné un groupe unitaire {Ut} 1t opérateur auto-
adjoint A correspondent est i fois le générateur infinitesimal

d U .
e { t}tzo

Par l'exemple précédent la correspondence du théordme est
au moins injective. Supposons que {Ut} so0it un groupe unitaire;

Dfabord on démonire que le générateur infinitesimal B de
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{Ut}tzo est antisymétrique. En effet si E,n € dom B

(B ,m) = im (h™'[U, ~1]g ,n) =
h~+0

Lim (5, 07Uy - 1In) = ~(§,Bn)-
h+0 . .

En particulier A = iB est symétriqueJ A  est autoadjoint:
En effet A+i, A-i sont surjectifs: DVabord,
A-i = -i[1-B]

qui est surjectif en vertu du LemmeAl; En ce qui concerne A+i,'
A+i = di[14B]; Mais.- -B est le générateur infinitesimal de

{U‘t}tzo . Donmc Ran [1+B] = H.

On a que Ut = exp -itA; Pour démontrer ceci soit
£ € dom A

a/dt (U8, exp -itA n) = {BU,E, exp -itA )

+ (Ufg, F exp -itA n) = 0O
puisque B est antisymétrique., Donc pour tout t € R,

{exp itA Utg,n) = {(§,n) . €,n € dom B.

Par conséquent exp it4 U, =1 et Ut = exp -itA. |

Ce théoréme est connu comme le Théordme de Stone.

Corollaire. Soit {Ut}tGR un groupe unitaire fortement continue
dans un espace hilbertien quelconque. Alors il existe un espace
localement compact X, une mesure de Radon vy sur X et une

fonction borelienne g: X + R tels que U soit unitairement

equivalent au group unitaire
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LW 4l (w) = exp -it gfw)y{w) [2]
agissant sur 1'espacé L&(X).
Soit B 1le générateur infinitesimal de {Ut}, A = iB,
A est unitairemente eguivalent 3 un opdrateur mg agissant sur
LS(X). Definissons W_ par la formule [2]; Si V: H+ LS(X)
est unitaire et tel gue VAV = mg, alors il est clair que le

générateur infinitesimal de {VUtv*}tcR et VBV = —img. Par
Aes

conséquent on démontre comme dans le théordme que

* - -
VUtV = exp -it mg Wt.
’Exercices

Une fonction continwve bornée gt R+ ¢ est définie positi-

ve ssi quels que soient JLjsee.sdg € C, ti,...,ts £ R
T gk ¢(ti—tj) z 0.
1s3
Exercice la. Ltensemble de fonctions définies positives esti un
cone convexe qui contient les fonctions ¢(x) = exp ix @.
¥ est llespace de fonctioms f: R - € ayant support fini.
Si ¢: R ¢ est définie positive, posons
{(£,8Y = T f(x)e(y)e(x-y)

XY

e~ = [¢e,ey~1 Y2

N ={f¢ v: ||f]]” = 0}.

~

Exercice 1b., {( , ) est une forme sesquilineaire sur V, ” H

o~
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est une semi-norme et W est un sous-espace vectoriel. Definir

une forme sesquilinéaire ( , ) sur V/N telle que

)
{(x/N_, 3f/I~1‘m)05 = (x, 7" .
Si x € V soit U;: V =+ V 1topérateunr
[V £l (y) = £(y-x).
Exercice lc. U;N & N et l'opérateur
UX. = UX/N~
est unitaire V/N_ -+ v/N .,

Soit H¢ le completd de V/N .

Exercice 1d. Si x € R U possdde une extension continue Ui

x
&
Ul: H -~ H
x0T ]
{Ui} est un groupe unitaire & l-paramdtre,

TR

Exercice le. Soit 50 1ltimage de 60 dans H Montrer gue

6"
o(x) =¢vlg g9,
Par le théordme spectral et le théordme de Stone, il existe
un espace mesuré (X,v) et une fonction mesurable g: X =+ R telle
que le groupe {Ui}xeﬁ soit unitairement equivalent au groupe

fexp ix I ] .
€ <R

Exercice 2a. I1 existe une mesure 20 finle | sur R telle

que

gp{x) = (- exp ix g du(g). [1]
R



~-66=

[Par les remarques précédentes, il existe § € Lj(X) tel

que

¢(x) = ( exp it g_(w)lm(uu)l2 av (w).

X

Soit P la mesure

u(a) = { lg(@)|® av(w). 3
g1 (a)

Exercice 2b. Caracterizer ltensemble de fonctions définies posi-

tives sur R. [Utiliser la représentation [1] 1.
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3. TRANSFORMEE DE FOURYER ET OPERATEURS DIFFERENTIELS

A COEFFICIENTS CONSTANTS

§15. L'espace de Schwartz.

n
Notation. Soit g = (al,...,qn) € [2z*]. on utilisera par la

suite la notation suivante:

& o
XOE = X 1 senea X n
1 n
En outre si ¢ € C (R")
a€ o o
[+ 1 2 1
379 =3_ " ves B R

En utilisant cette notation on a la formule de Leibniz:

Si 4,9 € C

3%[sy] = = olgl 3%"8y 3Py
gsa
ol B £ g e B; 5 ay i=1,.0ey,n et

ofF) = agt -o0 @ /830 en B0 (ay-8,)0 o (a, -8B )"

L'espace de Schwartz est 1l'espace de ¢ € Cm(Rn) tels que

pour tout o, € [Z+]n

Sup Ixaas¢(x)l < o,
xR

+ . -
Pour ¢,8 € [Z7] la fonctionnelle réelle

Py,5(8) = sup_ [5% 38 4(x)]
’ x€RD
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est une semi-norme sur g(mn). Nous munissons S(Rn) de la to-

pologie définie par la famille de seminormes {Pa,B}'

Proposition 1. CZ(RH) est un sous-espace dense dans 5(Rn).

Soit Yy € C_(R") tel que
=1 sur {x¢ R |x| < 1.
si ¢ € 8(R") et
$.(x) = ¥(rx)g(x)

on a que ¢ -+ ¢ dans s(rR"™) 1lorsque = -+ O. En effet

L3Pl (x) - 0, (x)] =

= x> 3 C, 3 38T 4(x) rlY] LY (1-9)] (rx)
vsp

[1]

par la rdgle de Leibniz, Or il existe M > 0 tel que

1x%BYg(x)| < e

pour tout y £ g et {x| =z M. Donc si r = Ml et rs 1

15238 Vg () Y LAY (1-4)1 (ex) | =
< ¢ Sup I[aY(1-¢)](X)]
X
pour ix] = M et
138 Y5 ()= Y 3 Y (1-4)1 (%) | = 0

. =1 .
si |x| < M2 r . Donc [1] converge uniformement vers zero

lorsque T =+ 0. a
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Proposition 2. Les opérateurs

g X" g [1]
6 -23° [ 2]

sont continus & (R") -+ g$(R™). En outre si 3.0 € 8(R").

%8,y = (~1)%(s,3%).

La continuité de [1] et [ 2] suit des délfinitions en appli-
quant la ré&gle de Leibniz. Pour démontrer la deuxiéme il suffit
de la démontrer pour ¢,¥ € C:(Rn). En oatre par induction on
peut supposer gue |a| = 1.

Donc il faut démontrer que

® 1
(3xk¢r¢> = '(¢’3xk¢> Pl € Co([R )
clest~a-dire

( [3, #(x)¥(x) + 8(x)a, ¥(x)Jdx = O
n k k

R

soit

axkte&(x)w_(x—)}dx = 0.

u-.\,'1'.\.

-3 n P
Or g = ¢y € CO(R }. Donc par Fubini

( A
axkg(x)dx = f' EJ axkg(xl,...,xk,...,xn)dxk]'dxl“.dxk...dgh
R" 2t r

= 0.
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§16, La transformée de Fourier.

Soit £ € Ll(Rn). La transformée de Fourier de f, de-

notée par Ff est la fonction

-n/2

zr(g) = [ 2n) f(x)Yexp -i({x,8)dx.

e™
Cette integrale a un sens pulsque la fonction

xi+= f{x)exp -il{x,0)

est integrable.

Proposition 1. 1. Si f ¢ Ll(Rn), 3£(p) est une fonction

continue et

lFr(o)| & [an] /2 ek 2 m, 0 ¢ R

2., 8i f et f sont integrables alors Jf possdde une

*x
derivée partielle 3_ Ff et
*k

axk?f = (-i)&xkaf(x)].

1. suit de 1'inégalité de H#lder et du théordme de la com-
vergence dominéde.
2. est une conséquence du théordme de differemtiation do-

minée. [}

Le but de cette section est de démontrer le théordme sui-

vant:

Théoréme 1. 1. La transformée de Fourier est une application

continue & (R") -+ 8(®™).
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2 \ .
2. F" =JF ot JY{(x) = ¢(-x). Bn particulier J est bijecti-
Ve .

3. & est isométrigue

(Fg,FU) = (¢,¥) D, € S(an).

Corollaire. F oposséde un prolongement unitaire unique
L2(®%) » L2(RY)

qui l'on denote aussi par F et qui satisfait 32 = J.

Ce résultat est le Théordme de Plancherel:

Pour démontrer le Théordme 1 il nous faut quelques lemmes:
Lemme 1. Si ¢ € $(R") alors

(2) 2%%s(s) = (ui)'“f'axfx%(x)l (6)
(b} 9BL361(0) = (-1) /8] 25847 (o).

a S5i € 8 ™ alors =x, ¢ est integrable et donc on peut
3 k

appliquer la Proposition 1:
aka(x) = (-1)3 [x6(x)].
On en déduit (a) par induction.
() [2n]™/?2 0, F6(8) =

By p(x)exp ~i{x,8)dx = f- p(x)i 3, exp ~i(x,8)dx
r™ o k -

- g 3, d(x)exp -i(x,6)dx
IRn lc

I

L2m]™? ala, 41(0)

(v) suit par induction.



2=

Démonstration de 1. du Théordme 1: Par (a) et _(b) du lemme
Ba0gs(x) = a-t8l-lel 7402%6%6(e)] (x) [1]
oT BBea¢ est integrable{ Donc
5,02%0%¢(6)1 ()

est bornde, Il stensuit gue JFo¢ € S(Rn).

Continuité de ¥: Par [1]

Py o F0) = sup  |F2%0(x)]
E]

xERM
< [ am] -n/2 lasxu‘q,(x)]dx
Rn
N ~N
< ¢ sup [1e]x]?) [P x%a(x)] (1+]x]®)7 ax.
x€R™ R™

-N
Pour N » n/2, 1+ x'2 est une fonetion integrable; En
I

ocutre par la régle de Leibniz

N
Sup [l+§x|2] IBQXQ¢(X)¥ <
*€R™

N
csup [Le]x|®1 = oy 17T PV s (0]
x€R™ Y= ’

Ceci montre evidemment la continuité de F.

Lemme 2. Si ¢,¢ € LY(R™), alors

ERI’!.

S ¢(X)3¢(x)dx=y o (x)y(x)dx.
Rn

La démonstration est une application triviale du théordme

de Fubini.
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Démonstration de 2. du Théordme 1: Si 5,0 € S(Rn) alors

fs02mtman = [ 15,001 (00 ()ax

= xn[twl (Ax)y(x)ax = fsas(x)w(x'lx)dx .
Si ) =+ +=, alors
s(27'x) + ¢(0)
v(3a71x) »+ w(0)

pour tout x. Appliguant convergence dominée on obtient que

¢{0) ( Fe(x)dx = w(O)fw(x)dx.

En particulier si ¢{x) = exp-(—l/2[x|2) alors Sy = ¢ et

e(0} = [2ﬂ]-n/2JF3®(x)dx.

On en déduit que pour tout x € R

{exp i(x,B)&’e&r(B)dB =fE3Y¢(y+x)}(e)de
= [2m)™2 4(x).

Autrement dit

520(-x) = o(x).
Démonstration de 3. du Théordme 1:
(36,39 =38 (5 (T ax = [so(asf(xax
= esPsixax = [o(x)¥(ax. O

Démonstration du Corollaire:

sTLE®™)] 2 3(8(R™)) = s(R™).
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Or S(Rn) est dense dans LE(Rn) et F est d'aprds le Théoréme

1 une isométrie. Donc & est surjectif. d
.y . N |(1| o8 . n
Proposition. L' opérateur symétrique i a agissant sur S(R )

lest unitairement équivalent & x% ‘Agissant sur S(Rn).

En effet

3—1Ei|c(,|ad.]3 = &

ot par abus de notation x*  denote ltopérateur de multiplication

par x* sur le domaine $(R")..

On dénote par D% 1topérateur ilalaa.

§17. Extensions autcadjointes dt'opérateurs differentiels.

Soit f: RT + R une fonction borelienne: On définit

1t'opérateur f(D)}  comme suit:
dom (D) = F[dom I.]

et pour ¢ € dom f(D)
) -1
£(D)y = e &Y.
Exemple. Soit P: Rn -+ R uné fonction polynomiale

P(x) = z c x% .
|q|sm a

Alors dom P(D) 2 s(R™) et

P(D)y = = o D%y ¢ € s(R™).

Ialim a
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D*abord, il est evident que dom mp 2 83(R"). Done
dom P(D) 2 g (R™)

suit de l'invariance de $(R™) par %. En outre

-1
F mp F U

= ca3 xa 3—1111
lofsm

Z ¢ Dum .

la|sm @

1}

Exemple. Si £ € L”(R,R), alors il est évident que r(D) est

un opérateur borné.
IThéordme., Soit f: R™ + R une fonction & croissance polynomiale:
T1 existe C > 0 et me Z¥ tels que
m
|£(e)| = clis+la|1™ . L]

Alors dom £(D) 2 8(R™) et £(D) est essentiellement autoadjoint

sur tout domain V ¢ 8§(R") dense dans g§(R").

Puisque

m

3~ Te () = my

U

il suffit de démontrer que dom M, 2 8(R™) et que M. est essen-
tiellement autoadjoint sur JF -V = V. '
La premidre affirmation est une conséquence de [1]. En ce

qui concerne la deuxiéme remarquons d'abord que Vl est dense

dans & (R™). 'oOr

Lemme. Soit g: X + R une fonction mesurable, v une mesure
sur ‘X, Alors N est essentiellement autoadjoint sur tout es-
|pace V ayant la propriété suivante: . Si vy = (g2+l)v alors

2 2 .
Vel v .
vl(X) et _ est dense dans Ibl(X).
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Remargquons que dom mg = Lf (Xx); Donc V< dom mg_ ssi
1
Ve Lﬁ (X}. En outre mglv est essentiellement autoadjoint ssi
1
[i:l:mg] (V) sont denses dans Lf(x). Or si 4 € L\?; (x),
B 1

Iaemgdull %, = ol ol
s hY A"

2 2 2
= g [ieleCw) [T u(w) [ Tav(w) = {wf”,
19
X . Vi
. . . 2 2 2 .
Autrement dit, [1¢mg]: L, (x) » LV(X) - Lv(X) sont des opéra-
. L
teurs unitaires. Par conséguent V est dense dans Lf (x) ssi
1

[1img](v) est dense dans LS(X). c

Pour achéver la démonstration du théordme remarquons que
2
CO(Rn) est dense dans L (R) pour n'importe quelle mesure de
1
n

Radon v, sur R, et en particulier pour

vy = (f2+1)v [v mesure de Lebesgue].

Par le thdoréme de Weierstrass-Stone on en déduit gue S(Rn) est
dense dans L& (R™). Par hypothdse V, est dense dans S (R™) et
. 1 )

convergence dans S(Rn) entraine convergence dans Ls (R):
1 .

Jo(x) | 2av,(x) < © 6 (x) |01+ |1%" av(x)
. , IR |
< C Sup |¢(x)|2 [l+|x|]2m+K [ [l+|x|]HK dv(x)
n

xR
R

< ¢’ Sup |¢(x)|2 {1+[x!]2m+K
x€R"

pour K suffisamment grand. Par conséquent Vl est dense dans

2 n
L (m7).
Vi
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Corollaire 1. Supposons que f3 Rn + R soit & croissance poly-

nomiale; Alors f(D) est essentiellement autoadjoint sur C?(Rn).

Corollaire 2. Soit P: R® 4 R une fonction polynomiale

P(x) = E caxa‘ .
lajsm

Alors P(D) est la fermeture de ltopérateur symétrique

p—= % e D%y
Jelm

agissant sur CZ(RH).
Proposition. Soit I € Ll(ﬁn) n Lm(Rn). Alors si | € S(Rn)

[£(D)4] (x) = [2m] "2 { [3£](x-0)y(6)do.
an

Puisque X f est borné, 1l'integrale est absolument conver—

gente, Par définition

[e(D)ol (x) = [¥ 5 0] (x)

1l

[2n]'“[ o 1(x¥ f(y)[( eHY48) y(g)aslay
r™ R

[2n]™ [ e HE8:Y) £(y)y(s)anay
R xrR"

[2w]'-n/2 { [5£](x-0)¢(0)das. O
. IRn .
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Exercices

Soit W un espace de Hilbert complexe de dJdimension finie.

Exercice 1. Definir 1la transformée de Fourier comme opérateur
2
L2 (®",w) » L*(®",¥)
et démontrer

1. La formule d'!'inversion.

2., Le théordme de Plancherel.

Exercice 2. Soit £S(W) 1'ensemble dtopérateurs autoadjoints
dans W. Si f: R" SS(W) est une fonction borelienne définir

1topérateur f{D) agissant sur Lz(Rn,W).

Exercice 3. Soient Aj,...,4, € SS(W). Alors il existe ume
fonction linéaire
£ RS+ £ (W)

telle que f£{D) soit la fermeture de

n
P= ¥ A.D
jo1 Toed

agissant sur C:(EH,W).
[Seit £ telle que
f(ei) = Ai ]
Soient V une algdbre de Lie réelle, ( , ) un produit
scalaire défini positif tels que
Aadx-y,z} + {¥,adx+z) = 0 [2]

LY

ot adx est 1'opérateur linéaire



adx-y = [x,y].

On considére adx comme un ‘opérateur agissant sur l'espace com-
plexifié W de V. D!aprés [2] adx est un opérateur antisyméZ

trique dans W.
Définition. Roty est 1l!'opérateur anti-autoadjoint ad(D) agis-
sant sur Lz(w), Autrement dit si

£(x) = adx
alors
Roty = f(p).

Exercice 4, Cette définition 3 un sens, méme si f est anti-

symétrique.

3

Exercice 5. Seit "x" 1le produit croisée usuel dans [R-. Alors
[x,¥] = xxy

est un crochet de Lie quil satisfait [2]. Calculer explicitement

Rot dans ce cas,

Exercice 6, L'opérateur

agissant sur

L2(v,vew) = L3(v,u) & L7(V,¥)
est autoadjoint.

Exercice 7. Soient W un espace de Hilbert complexe de dimen-
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sion finie, ’

- |
E: B » £ (W)
une application borelienne telle que
2 2
allnfly = (E(x)n,ndy = wlnlly
o a,b> 0] pour n € W, x¢ Rn, et F: R + £S(W) une
application borelienne gquelcongue.
Alors
-1
1, =E £(D)
dom £(D) » L*(R™,V)

est autoadjoint par répport au produit scalaire

(¢,¢>1= (B (x)p(x),u{x))ax.

[Rn

[Utiliser et démontrer le lemme suivant:

Soit H un espace hilbertien, L: dom L »+ H un opérateur

autoadjoint et E € £(H) un opérateur symétrique tel que

2 2

alln® = (Bnyny 2 bfnl” .

Alors
(Em); = {(ES,m}
est un produit scalaire sur H qui définit une norme I Hl equi -
valent & la norme [} || et
-1
L, = E Ls dom L + H

est un opérateur autoadjoint sur H muni du produif scalaire

( + )1' ]
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§18. La fonction =z +» exp-z P, (D).

Soit M définie positive et PM la fonction quadratique
PM(x) =z mk,L XXy o

En particulier PM(D) est un opérateur autoadjoint non~negatif.

Proposition 1. Soit A un operateur autoad joint non-negatif

dans ltespace H, Alors pour £ € H 1la fonction
z = Xp=-z A%

est continue dans le demi plan fermé {z: Re 2 2 0} ot analytique

dans {z: Re z > O}.

Appliquer le théoréme spectral et differentiation dominde.

r

On conclut par cette proposition que le groupe unitaire

[exp-itA]tER est determiné par le semigroupe contractif
{exP-tA]tzo‘ Or lt'essentiel de la proposition suivante est que
si A = PM(D), il existe une expression integrale pour

exp-ta, Tt > 0.

Proposition 2. 1. L'application {1 exp-1/2 PM(D)w est continue

B (R™) + g(r™).
2. si y € s(r"),

[exp-1/2 Py(D}]y(x) =

/2 exp—l/z(M—l(x-y),(x-y)yw(y)dy.
.

= [ (2m)™ aet M]
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Puisque F ‘diagonalise 1}0péréteur ,PM(D) on, a la formule

" exp-1/2 PM(D) = F exp-l/2 PM(X)Jdl

exp-l/z PM(x) represén%e un opérateur de multiplication.

"

.
oL

T1 s'ensuit gue exp-l/Z-Pm(D)[Stﬂn)j Q'S(Rn) et gue
e *exp'—l/Z'-"PM'(iD)w“s(IRn)'-r g (R™) .
est cépting.Aﬂ‘ ) e o : S i :
‘ . iy ey Tl
Par ailleurs exp-1/2 PM(x)-E L (rR):n L (R7). Donc par -
la proposition de §17:

l:exI:)-l/g:PM(p)qt] (x) = [2n] -n/2 { [3 exp-1/2 Py (¥)3 (x-e)lﬁ‘(g')de. :
, _ S Jgn ‘ S L

or

[3 jexp-1/2(y,y)](x) = [det M] -1/2 exP-l/-2:(M-,lJ§,?t)-l a

Théorsme. Soit ¢ € §(R™). Alors

[exp-it/2 Py(D)e] (x) ="
/2] expea/zaeorxen) s (2o (r)ay.

C (xzﬁ)nde_t Mj -l/z(it)
o : Ign

. rd . . . n -
Dtabord les deux cotés de [1] 'sont continues en x € R :
Pour le coté‘droit,rceci decoule du théordme de convergeﬁce A0w

minde. Pour le coté gauche on a que
exp-it/2 Py(D)¢ = F exp-it/2 PM(x)Sle.
or si ¢ € 8(R®), exp-it/2 By(x) y € s(R").

Ceci étant, il suffit de démontrer [1] pour presque tout x.

En particulier, il suffit de démontrer gue pour tout t € R-{0}
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et 4,4 € 8(R™):
(exp-it/2 B (D)g,y) =

C(2n)det M]_l/z(it)_n/z‘[exp-l/ait{Mnl(x-y),(x-y))@(x)w(y)dxdy.
On va montrer gue quel que soit ' avec Re z 2= 0 et z.ﬁ 0

(exp-z/2 Py(D)o,y) =
: [ 2]

[ (zn)aes 30 ™ %22 (oxp1/20n (xoy), (xo3)) 0 ) () sy,

Les deux cdtes de [2] sont continues em =z pour Re zléiO, w.£ O
et analytiques en Re z > 0. .

Pour le coté gguche ceci decoule da la Proposition 1;
Pour le coté droit, ctesi - une conséquence de differentia#ion'dof
minée., Or par la Proposition 2, les deux cotés sont identiqﬁes
lorsque =z est réel positif. Donc ils sont dgales pour tout Z,

Re z = 0, = # 0.- [ _— . |

Corollaire. Soit ¢ € 8(R™). Alors pour tout x € R™

Lexp-36/2 By(0)e] (x)] =L (2mt)™ ot ) /2 loll 2 n,

"§19, L'echelle d'un opérateur autoad]oint.

Définition. Soit A un opérateur auvtoadjoint dans H et s = O.

H®(4) est 1'espace dom(1+lA|)s_/2 muni de la norme (hilbertienne).

. ; s/ém
il@lJHB(A) = I (1+]4])% =]
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Exemple. Soit H = Lf(x) et A =T, oi g: X R est borelien.
Alors H°(A) = Lﬁ (X) ot Vg = (1+}e&]) .
S5
En effet ¢ € dom(l+|A1)s‘/2 ssi (1+|g[)5/2 ¢ € Lﬁ(X) ssi

@ € Li {(xX). En outre pour ¢ € H°(A),
5

17, = [ Gels@D It = el
H(4A) x L, (x)
5
Proposition 1. 1. H(A) = dom A et la noxrme || lerz( ) est
20, .
equivalente 4 la norme du graphe: H¢m2 = "@”2 + llagl .

. s <
2, Si s, =2 s, = 0, alors H l(A) H 2(A) ¢ H avec des in-

1 2

clusions continues de morme s=1.

n

1. Supposons A = mg. ¢ € dom(l+]Al) ssi (l+lé[)¢ S Lf(X)

ssi ¢ € dom A. En plus

o1z, = Islael = [ Gele@D?lew) o)

X
sz{ (1e]8(@) 12) o @) 1 2av(e) = 2ol + 48l
X
‘2 [ Caelet@) 1710 @)1 %0 = 2lol%z

X

Le cas géméral en découle par le théordme spectral. Les mames

considérations démontrent 2., [0

Définition. H (4) = N H(a).
s€R

Proposition 2. Soit A un opérateur autoadjoint dans H, Alors

1, Si s = 2 A applique H°{A) contintment dans Hs-a(A).

2. alE"(a)] = 5 (a).°
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Evidemment 1 = 2. Pour démontrer 2 on peut supposer que
. 2 . P
A= mg agissant dans Lv(X). Dans ce cas 1. découle des défini-
tions et de ltinegalité

s-2/2

[1+] ] lev] < [2+]€]3%2 [y]. o

On remarque que H (A) est dense daus HS(A), sz 0.

$20. Equations dtévolution.

Théordme. Soit A wun opérateur autoadjoint dans H, u € H(a),

sz 2 et

£ e LY(1-T,7L, 7%(a)) n é(}-T,TE, 1°"?(a)). | [1]

Alors la fonction -

t

u(t) = exp-itA {’ exp i6A £{9)d9 + exp-itA u

o [2
0

est
(i) normiquement continue 1-T,T[ -+ H®(a)
(ii} normiquement differentiable ]-T,T[ =+ HS'Z(A)

(iii) solution du probldme A valeur initiale
u(O) = uo

u’ () = -dau(s) + £(%).

ﬁn plus u est la seule fonction ayant ces propriétés.

Remargﬁe: La condition [1] a un sens car H"(4) ¢ Hs'z(A).




Supposons dr'abord que u, = 0.
La condition f E.Ll(]—T,T[, H%(A})} entraine que la fonce

tion 0= exp 1894 f(8) € Ll(]-T,T[,-HS(A)) et donc gque
w(t):‘f exp ifa £(g)de
' 0

est continue dans H°(A), La cendition f ¢ ¢{]-T,TL, HS_Z(A))

S—Z(A).‘

entraine de méme que . w est Cl A valeur dans H
I1 est donc clair que u{t) = exp-itA w(t) est continue

dans H°(A). Supposons n € H (A). Alors
d/dt{ exp-ita W(t)!ﬂ)s = d/dt{w(t),exp itAn)S
C= (W (t),exp itAn), + (w(t),{1a)exp itan)

= (exp itA £(t),exp itAn)_ - (iA exp-ita w(t),n>s

T (Ef(t)-iA“(t){ﬂ5s Lo (4 dg =X >HS(A)].

I1 stemnsuit que pour tout n € " (a)

t.
| t o
{exp-ifA %\v(ﬂ)lom)s = ( (Le(p)-1au(g)l,m, do

\

= ( ( [£(a)-1au(eag,m €3]
. o )
Par densité,on conélut que [3] est valable pour tout n. € HS(A)
et qbnc par -Hahn=-Banach:
BNE: S
u(&)’o_; exp-igA_w(e)|° = [f(p)-iaufs)]de
. . 0 .

or gt f£{g) - iAu(8) est continue dans HS-E(A); On conclut de

ceci et du théoréme fondamental du calcul que .

u (t} = £t} - iau(¢).
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Ceci montre le résultat dans le“cas  u. = 0. Dans le cas

général on a que t = exp -itAu,  est ¢t 2 valeurs dans HS_E(A)

oy N

et
d/dﬁxéxgl-itA[qo'i;;iﬁ'ékb ;itA'uo
par la'pfbﬁoéifion'§idﬁl'Il_S'énéuit qué- Ya fonction donnée ipar -
1a formule [ 2] satisfait aux conditions (i), (ii), (iid).
Pour. démontrer 1'ﬁpicité de. u on peut supposér par
linéarité que f =0 et u = O. Par (iii)
a/at(u(t),u(t)) = 2 Re¢u’ (t},u(t)) .

= 72.Rg(iAu(t),u(t)) =0

et donec ‘”u(t)”2 est constante, .Par conééquent, pour
t ¢ ]-7,TL
fu(edll = [fufo)l] = o.
Exercices

Soit W un espace de Hilbert complexe de dimension finie,

AjsevasA € £ (W) et P la férmeture de
s . _ ‘
T a; D

i=1 i

) agissan% sur CZ(RH,W),
Exercice 1. Determiner H¥(P) pour s = O.

Exercice 2a. Formuler un théordme dltexistence et unicité pour

Ltéquation differentielle

1

Aiae_u(t,x).
1

My
H .

atu(t,x) =
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[Définir convenablement les derivées 3;dr g u.]
. B §

Exercice 2b. Faire la meme chose pour

E(x)atu(t,x) =

wris

L Aiaeiu(t,x)

ol E: Rn -+ £S(W) est une application borelienne telle que
2’ 2
allnlly = (E{xInmdy = blinlly
[od a,b> O] pour m € W, x€ r".

Exercice 3. Seoit A un opérateur autocadjoint borné inferieure-

ment. Ctest & dire il existe 8 € R tel que
na
(48 .5y = sl g € dom A.
54 wm, € H il existe une fonction u: Jo,=[ - Hz(A) ayant les
propriétés suivantes:

1. u est de classe ¢t & valeurs dans H2(A)
2. u(t) converge vers uor dans H lorsque t + O

3. u est solution de l'équation
u (t) = -Ag(t).
La fonction u ayant ces propriétés est unique, et en
outre
u(t) € #H (4)

pour t > O.
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§21. Interpolation hilbertienne,.

Théordme. Soient 4, B des opérateurs autoadjoints dans les es-

paces H(A), H(B) resp. Supposons que
s t
T H °(a) » H °(B)

soit une application linésire continue, s, > s,y Ty >t tels

1
que

) s +t

T: H L(A) + H 1(B).

Pour 0 £ g £ 1 posons

S

8

%

(1-8)s_ + 65,

(1-6)1:0 + 0t .

" .
5 ~
Alers T appligque ‘H ©(A) continiiment dans H 8(B) et la norme

Ce de cette application satisfait &

¢y < cgl'e’)cf?L 0sgs 1.

Corollaire. Soient A, B des opérateurs autoadjoints dans H.
$i dom A = dom B alors H°(4A) = H°(B) pour 0= s < 2, comme

espaces vectoriels et avec equivalence des normes.

En effet appliquer le théordme &

T=1H=H-DH.

Par hypothése
LLE%(8)] = H3(®)

1,082(B)] & B (a).
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Le théordme est une conséguence du théoréme spectral et du

lemme sudivant:

Lemme. Soient (X,v), (Y,u) des espaces mesufes; g, h des
fonctions mesurables X = [1,0[, Y + [1,o] respi et T une

application linéaire continue Lﬁ(x) - Lﬁ(Y). si

T[L;AX” c QL(Yy

alors T applique L2e (X) continfiment dans L28 (Y) pour
) . h¥u

2V
0 g= 1. En plus la norme Ce de T dans £(L2B (X),L2e (¥}
1-8 B g v n'y
satisfait C, s C cY.
8 =] 1

Par le théordme du graphe fermé on obtient que T est

. . . 2 2
continue comme application Lgv(X) -+ LHJ(Y)'

Si § € Lév(x) alors z+g °f est une foriction bornée

continue {z € C: Re =z = 0} =+ Lgu(X) et analytique

{z€ C: Re z > O} + L;“(X). De la méme fagon si ¢ € LEH(Y)

alors la fonction z»ﬂ-hz—lQ est bornée et antianalytique

{z€ C: Re z < 1} = Liu(‘r). fn particulier si ¥ € sz(x) ot
2 .

¢ € LhM(Y)' la fonction

_ -7 z-1 -
F(Z) = (T(g ¢),h @}Lip(Y)

-z z~1 -1 -
(- T(g W)hz ¢ h du = (h T(g Zﬁ)s@) 2
- (0
est analytique dans O < Re z < 1 et bornée et continue dans

0 < Re z< 1.

Or si Re z = 0, on a que
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|(n® T(g'ztlf)sr»)Li(Y)i =
< |n? T(€_2¢)”L§(Y) ”¢”Li(Y) < C°”¢HL§(x) H¢HL§(Y)
Si Re z = 1/2
[(n® T(g"zw),ij(Y)l s |n® T(g_z“')”Lj(Y) ““’”ij)
< I2(e2)| X HaHLi(Y) < clH¢HL3(X) ”“”Lj(y)

Ceci nous permet d!'appliguer le théordme des trois lignes

4 la fonction F dans la bande 0 < Re z < 1/2: Donc

z 1-2 Re = 02 Re =z

T(g w)’ﬁ)Lj(Y)t s Co 1 ”lb” H@”LE(Y)

pour { € L;v(X) et ¢ € LﬁH(Y). Puisque Lﬁ“(Y) est dense

h
< 2w

dans LE(Y) on en conclut que

(e w)lngzs ) I’z (g w)HLf(Y) <
h™"u
l1-2s .2s
<07 o el [1]

pour 05 s s 1/2 et 1y € sz(x). On démontre maintenant que

cette inegalité est valable pour tout ¢ € L&(X): Soit {¥;}
2

une suite de Lgv(x) qui converge vers ¢ dans Lv(X). Par

[1] il s'emsuit que [T(gﬁswi)} est une suite de Cauchy dans

L225 {v) et donc convergent dans Lzzs vers n. Or
h=Su " L (Y)
g"swi + 2% aussi dans Li(X) et par hypothdse T(g_swi) -+

+ T(g™%y) dans Hi(Y). Par conséquent 7 = T{g °y) ¢ 12

220 (D

et [1] est valable quel gue soit 1§ € Lf(x).
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Or si ¥ € L228 (x), gve Li(x) et par conséquent
g v )

| : 1-2s 25
IIT(w)IIL225 1) < ¢, oy ilwlIngs ) O
h* g v

Appendice - Le Théoréme des trois lignes.

Théordme. Soit ¢ une fonction continue et bornée sur

fz€ C: 0s Re z s 1} = X, analytique dans int X et qui satis-

fait
Jo)l 5w, men=o
) |¢(z}| s M Re = = 1
Alors .
Ie(z)] = Mi'Re z Mie Z  z€ X
On suppose dtabord que Mo = Ml = 1, Supposons en outre

que |¢(z)] » 0 lorsque [z| + =. Donc il existe R > 0 tel
que

le(z)] = 1 2€ X, |z| =z R.

Par le principe du maximum appliqué 3 XN {|z| < R} on conclut
que |¢(z)] = 1 quel que soit =z € X.
Dans le cas od ¢ est borné, posons
$.(7) = ¢(=) exp([2°-11/n).
S8i =z = x+iy

oxp(l (x+1y)3-1]/n) = exp([x°-y*-1]/n) expl2ixy/n]
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qui converge vers 0 lorsque Yy -+ «. Puisque ¢ est borné dans

X on conclut que |¢n(z)] + 0 lorsque =z -+ +», Par ailleurs

lg, (2}| = exp([-y>-11/n) ¢ (=)} = 1 Si Rez = x =0

9 (2)]

I
n

exp(-y°/n)|p,(=)] = 1 Si Re =

il

x = 1.

Par le caé anterieur

lo, (z)] = 1 z € X
et donc -

le{z)] = 1 z € X
" puisque Qn(z) + ¢{z) lorsque =n + 4o,

Si Mo’ Ml >0 poagns

: 4
¥(z) = g (z)M27" M™.
On conclut que Iw(z)] € 1, =z&€ X et donc

le({=z)]| = Mi-He z Mie “ z € X.

84 1'un d'entre M _, M est nulle, par exemple M = 0 alors

1

|¢(z)| SM:Jl-Re ZM.'JR..G.Z’ Ze X

‘pour tout M; > 0. Par conséguent |¢(z)| =0 pour = € X, 0

8§22, Les espaces de Sobolev.

Soit A 1le Laplacien dans R®. Alors Hs(-A), sz 0

~est l'espace de Sobolev dtordre s, denoté par -Hs(Rn).
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Proposition 1. Si sz 0 H°(R®) est llespace de we L°(®")

tei que

(. [l+]x|2}S iEu(x)|2 dx < =,
IRn
En outre si u € HS(Rn)

I} 2 = ( [1+]x 2]s Ful(x) ? ax.
HHS(Rn) - x| | |

u € dom(-A) ssi z lu € dom(]x!z); Si u € dom(-A) on a
(-8)u = &[x]* 37"

[ ot par abus de notation, lxlz représente 1l'opérateur de multi-

plication par [x|2]. Par conséquent,
S0 s 2 -1lp 5 2
(R} = slu®(|x|*)] =37 [H ([x]")].

s
or Hs(fxlz) est l'espace Li (R™) od Mg (l+[x|2) M
s

[k = mesure de Lebesgue]. Il sfensuit que u € Hs(Rn) ssi

Hu € Hf (Rn); il est clair que
s

Il o gy = ua_unLﬁs(Rn)

Proposition 2. 1. CL(R') est dense dans 2 (r™), s = O.

2, si ue ¢O(RY) et se€ Z° alors
b 2 =t c la%ul?
2R |olss ¢ L@®Y)

ot C, est un entier #£ O.

1. CZ(RH) est dense dans S(Rn) par rapport & la topologie

définie par les seminormes {Pa B} [Proposition 1, §15].
’ .
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Donc SCZ(En) est dense dans S(Rn) par rapport a la topologie
His(mn). or 8(R™) est dense dans Hf (R™) [k, est une mesure
borelienne regulidre et donc C:(Rn) e:t dense dans Lﬁ'(Rn) 1,
et donc FC,(R") est dense dans Hfs(an). Par la Proﬁo:itidn 1

on conclut gque ct(mn) est dense dans HS(Rn).
2. si uwe o (RN,

2 = +)£2s uX2X.=
HLMHQ(Rn) i{lfl =171 [Fu(x}]" a

20 2 a
= = c x |3u(x)| dx = z C ”38 u”
alss ©® Y%n lafss @ L? (&™)
. 2
= = ¢ [la%
lafss @ 12

(&™)

par définition, Lemme 1 [§16] et Plancherei. 0O

Proposition 3. Soit f € Cp(R") [clest & dire f¢ ¢"(®") et
3¥f est uniformement borné quel que soit « € N" ]. Alors
1'opérateur Mg: § = £y envoie u®(®") dans H°(R™) continfiment

pour tout s = 0.

Il est clair que mf:'Lz(Rn) - L2(Rn) est défini et con-
tinu. Par interpolation [Théordme, §21], il suffit de montrer
que M, envoie H°(R") dans H®(R™) pour s = O entier. Pour
démontrer ceci il suffit de démomter gutil existe K > 0 tel que

el g gy = 4]

1 (R™)
pour u € CZ(RH). [En effet C:(Rn) est dense dans H°(R") et

M. est evidemment continue HY(R™) -+ Lz(Rn).] Or [1] est une
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conséquence de -2. de la Proposition 1, de la radgle de Leibniz et du

fait que M, est continue L2(Rn) - Lz(Rn). O

Théordme 1. Soit s > n/2. Alors 13 (R™) < Cw(Bﬂ) [ fonctions

continues ayant limite © & ltinfini] avec inrclusion continue.

Soit u_ = (1+]x]*)%. Alors &: Lﬁs(mn) » H5(R") est un
opé;ateur unitaire. Puisque &3 Ll(Rn) - Cw(mp)"ést 6ontinue,
il suffit de démontrer que pour s > n/2

2 (®R%) ¢ L' (®R™)
Ms

. Lo . . 2 :
avec inclusien continue. Supposons donc que u € L _(Rn). Alors

Hg
. { Ju(x) |ax <
Ez'.l.'l. B

E( |u(x)|2(1+1x12)sdx]1/2[f (1e]x1?) ax?
;an n

R

or

' -s : -5 -
. (1+lx12) dx = {— (1+r2) -t dr 40
®" ®™ '

. P
< [’ r725+0-1 g a0 4 ( (1+r2) P71 dr Ao <
rz=l Osrs’l '

car -2s+n < 0. Cecd entraine qu'il existe un K, > 0 tel que

§- lu(x)|ax s Kyflull ,
s : . L

“s(Rn)j-

Théoréms 2. Supposons que s > 0 et 0 & R™ soit un ensemble

borelien de mesure finie. Alors Ltinclusion
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(ue H%(R™): uIRn—Q = b] - LZ(Rn)

est compacte,

Puisque Q(Q) < =, 1llespace V = {u€ HY(R"): u|R"-n = 0)
est contenu dans Ll(Rn); En plus l'inclusion est continue,
Il stensuit que &V < Cb(Rn) contintiment, Par ailleurs &V est
un sous-espace fermé de L&S(Rn). Nous allons montrer que'ces
deux propriétés entrainent gque 1'inclusion 3V - LE(Rn) est com=
pacte,

Soit donc [u;} wune suite de FV telle que Hui” 2 (Rn)s 1.
Par la compacité faible de la boule unitaire de His(ﬁn)’,sil
existe une sous suite {u;} faiblement convergente dans 12 (Rn).
Puisgque JIV est fermé, la limite wu appartient & FV. On ;eut

supposer que u = 0, Opn en deduit que ui -+ 0 faiblement dans

Cb(Rn). En particulier u;(x) + 0 pour tout x € R™. or
(.n Iu;(x)lz dx <
R

< ( Iu:’i_(x)lzdx + ( |ufi(x)|2 (1+[x|2)5(1+1x|2)’5dx,

Hxisk |x]=x
2,=8
Si K est tel que (1+K°) s e¢/2, alors

”u’iuz2 e F {- |u;(x)|2dx + 8/2,

LT(RT) sk
En plus u;(X) est uniformement borné dans x € R" et “;(K) + 0
pour toul . x; Par convergence dominée

( ]u;(x)[zdx + 0

lesK
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lorsque i —+ «, Donc pour ko suffisamment grand

”1.1;_” ) = g iz ko.

(R™)
Pour compléter la démomnstration, remarquons que F: V + FV,
2 - s
et F: LE(Rn) + L*(R") sont des isométries (V consideré avec

1a norme H(R") et FV avec Hi (™).
5

Le Théoréme 2 est connu comme le théordme de Rellich.

Corollaire. Soiemt f € CL(R") et s> 0. Alors Mg: §—£Y

est un opérateur compact H°(R")} -+ LZ(RH).

Par la Proposition 3, M. envoie H*(R™) dans H(R") de
fagon continue. En plus l'image de cette application est conte-

nue dans le sous-espace V de H°(R") o
Vv ={ue B{R™): u|rR"™ - Supp £ = O}.

Puisque l'inclusion V + H°(R") est compacte le résultat suit

par composition. O

Exercices

Seit H un espace de Hilbkert K = K(H) 1tespace des opé-

rateurs compacts T € &£(H).
Exercice 1. Si T € K, alors

inf{||T(1-E)||: E une projection de rang fini} = O.

Exercice 2. K est un ideal fermé et E£(H)/K est une C¥-algdbre.

[Démontrer:
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(a) £(H)/K est une alg3bre de Banach involutive.
(b) Soit C € K(H). T1 existe une suite {En} de projections
de rang fini telle que

C=1im C E
a n

{c¢) Par conséquent
lr+c] = limninf | (zac) (1-E )]

= limninf (- ) = dint [[T(1-E )

(d) Conclure que

lz/x]| = int{]r(1-E)]

: E projection de rang fini}.
(e) Déduire de {d)

f|7/x) 2

inf[“T(l-F)”z: F projection de rang fini}

40

inff||T¥T (1-F)]

= |[[T*T] /K

: F projection rang fini}

{f) Achéver la démonstration & partir de (e).

Exercice 3. Soit a € C;(Rn) avec

3, af{p) » ©

* lorsque |g| =+ =. [1]

32 a(g)y -+ o

X,
i
. 2, n 2,.n
Alors Am_, maA sont des opdérateurs continus H (R} » L°(R ) et

Ama - maa

est compact Hz(ﬂn) - L2(Rn).

[D1abord
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et M, est compact HHRY) » AR si b e c:(mn).]

Exercice 4, Si ac¢ CZ(RH) satisfait aux conditions [1] alors

[(z-0)"", ) e x(L3(®Y).

[Utiliser le fait que
(1-8)"1: L3(@®™) » B (RD)

est un homéomorphisme.}

On va considérer les C¥-algébres suivantes sur LZ(RH).

1. G, est la c¥-algdbre engendrée par les opérateurs ma

ot a € C:(Rn) satisfait aux conditions [1].
2. G, est la c*_algdbre engendrée par 1 et 1llopérateur
[1-4] -1,

3., G est la c*-algdbre engendrée par Gyr Gy et l'algébre

K(L7(R™)).

Exercice 5. G/K € S(H)/K est une C¥-algdbre commutative avec 1.
Soit B/ = G/K. Par le théoréme de Gelfand la transformée

de Gelfand est un *-isomorphisme isométrique
B+ c(e").
Si T € G le symbole de T, denoté sub(T) est la fonction
continue 8" -+ ¢
smb(T) = [T/K]A.
Soit A un opérateur autoadjoint dans H. 4 est associé
a G denotd par A ~ (0 ssi il existe une fonction continue,

strictement monotone et bornée f: Sp A » R telle que f(A) € .
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Exercice 6. Si A ~Q et g: Sp A+ R est une fonction monotone

continue bornéde, alors g{(4) € G.
[Remarquer que la fonction
-1
gef "1 £(Sp A) R

est continue monotone et bornéde; Donc il existe une extension

continue h: f(Sp A)” + R. Or

sp £(a) € f(sp A)~
et

g(a) = nl£(a)].

Si A est autoadjoint associé & (j, alors le symbole de A

[smb A] est défini de facon A ce que
¢
f{sub A) = Smb f£(4a)
pour toute fonction monotone continue bornée f, f est une

fonction ﬁA 4R = [-=,=].

Exercice 7. Sm b A est bien défini.
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4. PERTURBATIONS D'OPERATEURS AUTCADJQINTS

§23. Théoréme de A~domination de Kato.

Soit A un opérateur autoadjoint dans H; Un opérateur

Bt dom A + H est A borné ssi il existe =a > 0, b > O tels gue

IBnll = allan] + blini n € dom 4 [1]

Au cas oi B est A borné, on définit NA(B) comme

inf [a € R: il existe b &€ R tel que [1] est valable}.

Théordme. Supposons due A soit autoadjoint, B: dom A - H
symétrique et A borné avec NA(B) < 1. Alors 1ltopérateur

A+B: dom A - H est autoadjoint. En outre A+ B est essentiel-
lement autocadjoint sur V £ dom A ssi A est essentiellement

autoadjoint sur V.

Evidemment A+B est symmétrique. Par conséquent A+B est
autoadjoint ssi il existe ¢ > O tel que les opérateurs
A+B #+ ic: dom A » H soient surjectifs. Remarquons que par hypo-
thése les opérateurs A + ic: dom A - H ont des inverses

(Atic)-l= H-+ dom A. En plué il existe a < 1, b & R tels gue

I3l < allanll® + vlnll® = alllan]® + ba"fnl*]

= a”[Aiiba-ljnﬂz pour tout n € dom A
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il stensuit que

IB(atic) ™ ql® < afjq]? n€H

Y

ot ¢ = ba"t. Par conséquent B(Aiic)_l est un opérateur H + H
continue de norme <1. Par la série de Neumann [ Lemme, §1]

1+ B(Aiic)_l: H-+ H est un opérateur inversible; il est evidente
que

Biatic = [B{azic) ! 4 1] (atic) [ 2]
On en déduit gue BiAtic: dom A » H est surjectif.

A est essentiellement autoadjoint sur V € dom A ssi
[Atic] (V) sont demses dans H. Par [2] il est clair que cette
condition est equivalent 3 ce que (B+atic)(V) soient denses dans
H; Awvtrement .dit, & ce que B+A soit essentiellement autoadjoint

sur V, |

Exemple. Supposons que B: H-+ H soit un opérateur borné.

Alors B, = B | dom &4 est A borné et N,(B,) = o.

En particulier

Proposition. Soient P(D) = T e D od ¢ € Ry, |a] £ m et
la|sm @ a

b€ L”(R",R). Alors 1'opérateur P(D)+b [b désigne l1l'opérateur
de multiplication par b] est autoadjoint sur dom P(D) et

essentiellement autoadjoint sur tout sous-espace dense de §(R").

0O

Nous démontrerons une géndéralisation trds importante dans

la section suivante.
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§24, oOpérateurs de Schrbdinger.

Théoréme. Soient

i. P (D) = -Z m, un opérateur elliptique & coef-
M( ) e dk axj axk B ptig

Je

ficients constants.

3

2. Tj: B + R 1% j< N des applications linéaires sur-

jectives.

3. by € L?(®7,R) + 1 (®°,R), 1s i=s N.

N
Alors liopérateur PM(D) + I bjuTj est défini et autoadjoint
j=1 '

sur dom PM(D) et essentiellement autoadjoint sur tout coeur de

PM(D).

3 3

XeaoX B

Exemple. Soient n = 3s et R" = R (s-fois}. Alors

‘ -1
[ag] (x) = [Py (D)8l (x) + ags dm,slxa-xsl ¢ (x)

est un opérateur eszentiellement auntoadjoint sur tout coeur de
py(P) aquels que soient les coefficients d, o € R. En effet
*

soit T@,ﬁ(xl”"’xs) = X ~Xg) O < B Tﬁ,BA est surjective

R3® 3 R et la fonction lx]‘l appartient 2 L?(R?) + ﬁm(RB).
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On va d'abord généraliser la Proposition 1 de la $23.

Lenme 1, Soit A un opérateur autoadjoint dams H, Si

s, >8s; >0 et & >0, il existe k{e) > 0 tel que

el o s'eloll v x(e)lall, - [1]
H T(a) 1 °(a)

Par le théordme spectral on peut supposer gque H = Ls(X)

5
et 4 = mg oli g: X3 R est borelien. Alors si ¢ € H l(A)

lol?, - [ Frele) 17 1) % avi) =
H l(ﬁ) X

: ( Caee@)]] L Tadg(@)]] ° [1ela@)]l ® [9()i? av(u).
X

$17%0
< ¢}. Puisque 0< s; < s

Soit X, = {w & X: [1+[g(w)]] o

X, = fwe x: |ele)l = ME}

5
P . 1
ot M < =, Par conséquent si ¢ € H ~(A)

lel?, s eliel®, s fuml tlel2
H t(a) H °(4)

ce qui entraine [1]. O
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Proposition 1. Seit A un opérateur autoadjoint et supposons

gu'il existe s, 0= s< 2 tel que B: H°(A) » H soit continue.

Alors B, =B | dom A est A borné et NA(Bl) = 0.

Par le Lemme 1, si ¢ > O il existe k(e¢) > 0 tel que

el o, = cllol 2 o k(e ) ol s ¢ H3(a).

(4) (

]

soit ||B| 1a norme de B dans £(H®(A),H). Alors

[Bel = HBHH¢HH5 < =l EeH¢HH2(A) + k(e)llally]

(4)
= 18] Celll1+]a|llly + x(e)llelly)
< elBl[ael]y + Tesk(e)DBl ol -

Il suffit de choisir e teol que ¢f|B| < 1. O

Pour démontrer le théoréme on va prendre

or H°(a) = HS(Rn); done il reste & démonter que les opérateurs
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bj°Tj sont continues Hs(Rn) + H pour au meoins un s, 0 < s < 2,

Lemme 2. Supposons que s > n/2. Alors

V@) 1wt () & 12"
et (b,y} + b-y est une application bilindaire continue.

En effet, si s > n/2 par [Théordme 1, §22]
HO(E™) = 0, (=)

et

Lz(mn)-cw(mn) e L3(r™)
continiiment. ]

En particulier, si b € L2(R3) et s > 3/2 multiplication

par b est continue HS(RB) -+ L2(R3).

Lemme 3. Soit R" = FyXF, ol dim F, = 3 et soit be¢ L7(F,).

Alors.l'application == by donné par
bw(xllxg) = b(,xl)w(xllxg)
est continue H"(R") o L2(Rn) pour tout s > 3/2.
Supposons d'abord que 1 € Co(FlXFZ) = Co(Rn)

low]? = [ t[ [B(x, ) (xy,%,) 1% ax,)ax,
F F1

< {. ow (- ,x,)01 2 dx,
F, Lz(Fl)

s kb vl a3, dx
: (F ST
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1

=
TN
g .

[{ [1-1-19‘15235 113 gule,x,)] {xl)iz dxyldx,
i

2 1
Fl F2
- K { z(1+|_x112)5§ 0807 (x, %) | dxyJax
Ty F,
2 2,8 2
< Kgr [g [(l+lxli +[x2L ) I&w{xl,xz)l dx dx, = KH¢” e n.t
" ()

Puisque Co(Rn) est dense dans H-(R") et b est un

opérateur fermé dans LZ(RH) le résultat en découle. 3

Proposition 2. Soient T: R™ RS une application lindaire sur-

-

jective, b € LZ(IRB). Alors l'application §+~— b'§ ol
b Y (x) = b{Tx)§{x)

est continue H*{R") - LZ(EH) dés que s > 3/2.

Ltapplication T a la forme
T = TlPF
3

ol Ppt R" + F est une projection, T,: F+ R est non-singulier.
L
Posons Fl =¥, F, =F et

b’ {x) = b(Tx)

b'e L2(Fl) et le résultat est une conséquence du Lemme 3. O
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§25. Le Spectre dfun opdrateur autoadjoint.

Définition. Soit B un espace de Bamach, A: dom A + E wun opé-
rateur lindaire. Le spectre de 4 [denoté Sp A] est l'ensemble

de X € € tels que A-A*1l: dom A+ H est non-inversible.

Bn d'autres termes ) § Sp A ssi il existe B € £(E) tel
que
Ran B £ dom A

(A=A+1)Bn ne€E

I
3

B{A-}-1)n n € dom A

1]
3

Proposition. Sp A est fermé.

Si Sp A = ¢ ltassertion est triviale. Supposens que
A, £ Sp A. Alors
-1 -1
spA={re e-{a}: (ha )7 € spla-n )™} [1]
En effet si X # Ao

A=}

A =g - ()
LA DA LA )T - (o) T

or [A-AOJ: dom A + E est inversible; donc si A # hgr A=k est
inversible ssi (A=A )"" & sp(a-2 )"'. Ceci démontre [1].
Puisque (A—lo)_l est borné, Sp(A—lo)_l est compact

{ Proposition 4, §2]. I1 sfensuit de [1] que Sp A est fermé. 0O
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Théoreme. Soit A un opérateur autoadjoint dans l'espace hil-
bertien H. Alors Sp AS R et les conditions suivantes sont
equivalents pour } € R:

1. A€ Sp A

2. S$i S est un ouvert contenant )\ alors XS(A) £ 0.

3. Il existe une suite {g_} dans dom A telle que
N n>0
gl =1

[A-x]E, + O lorsque n 5 +=,

2
On peut supposer due A = mg agissant dans Lv(X). On a que

» ¢ Sp A ssi Wee [g(w);x}-l est localement essentiellement bornée,
ssi il existe & > O tel que {w: |g(w)-r| < 8} soit lo-
calement v-nul.

Or si ) g R,
le(w)-2| s [Im r| weE X
et donc A ¢ Sp A. Par conséquent Sp A< R

L& 2, lPar les remargues c¢i-dessus,
A € Sp mg ssi pour tout & > 0, {w: |glw)-A]| < 8} n'est pas
localement vw-nul.
ssi pour tout ouvert S & R contenant A,- fw; é(m) € s}
ntest pas localement y-nul.
ssi pour tout ouvert S £ R contenant i, Xg°8 nlest
pas localement nulle.

ssi My = Xs(mg) £ 0 quel que soit l'ouvert S <R

s°g
contenant ).
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2= 3. S5Si 2 est valable il existe une suite {En} dans H

telle gque HgnH =1 et § € Ran X (n_). En parti-

-1 -
-n"t4n™i €
culier

Iltmg-mnllz < ( le(w)-x]? 5 () |® avlw)

< .

< n"? {’ lgn(w)|2 dv(w) + 0  lorsque n + 4=,
X

3= 2, Soit [gn} une suilte comme dans 33 si 2 n'est pas

valable, il existe S € R ouvert contenant A  tel que
Xs(mg) =mn = 0.

Xgo8

Autrement dit g(w) ¢ s localement presque partout. Soit § > 0

tel que JA-5, A+6[ < S. Alors

Ita-a1g 1% = { le(w)-2® jg, ()]® av(w) =
X

> 67 ( |§n(w)[2 dy(w) = 52,
X

Ceci contradit l'hypothdse que (A-A)gn + 0, O

, . ' - -
Corocllajre, Soit. PM(D) 1'opérateur by mij axi axj. Alors

sp Pu(D) = [o,=[ .

Par la transformée de Fourier on sait que PM(D) est uni-
tairement equivalent 3 multiplication par le polynome

L m,x.x, . Aprds une rutation on peut supposer que PM(D) est
3,k JEIERT
»

unitairement equivalent & I ajxﬁ. I1 est clair Sp Pu(D) <

c [0,»[. En plus si 0 s s; < 8, wun calcul direct montre que
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nix e ®": sq < PM(x) < s,} £ 0

le corcllaire suit de la condition 2 du théordme, |

§26. Spectre essentiel.

Soit A un opérateur dom A -+ H. % € Sp A est inessentiel
ssi
(a) A est un point isolé de Sp A et

(b} dim {M: An = An, 7N € dom A} < =.

Le complémentaire dans Sp A des points inessentiels de A est

le spectre essentiel de A denoté par Spess(A).

Théorsme. Soit A un opérateur autoadjeint dans H, Les condi-

tions suivantes sont equivalents pour » € R

(4)

2. Si S est un ouvert de R contenant X\, la projection

1. A€ Spess
XS(A) est de dimension infinie.
3. Il existe une suite (€ } dans dom A +telle que:
" n=0

H@nﬂ =1 et § + 0O faiblement loxsque n + =

[A-R]gn + 0 normigquement lorsque n —+ =,

1= 2., Supposons gue A € Sp A; donc X E S5p A et une des

ass

conditions suivantes {a)t ou (D)t est verifide

(a)* % ntest pas un point isolé de Sp A

(b)r dim [{n € dom A: An = An} = =,
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Dans le cas (a)' 4l existe XA € Sp A tel que A, A. Soit

{8,} wune suite d'ouverts de R telle que A, € 8, <58

S, N S, =¢ si n#m Par la condition 2 du théordme [§25]

Xg (a) # 0. Puisque X_(A) = X_ (4) et xg (8)x_ (a) = 0
n n n m

il s'ensuit que

dim Ran X_(4) = T dim Ran X_ (4) = +=.
s n sq

Dans le cas (b)!', {m € dom A: A7 = An} £ Ran XS(A) et donc

dim XS(A) = +o,

2= 1. Si ) wvérifie la condition 2 par [Théordme, §25]
A € Sp A, On montre que l'une des conditions (a) et {b) n'est pas
verifiée. Supposons que X soit un point isolé de Sp A; Donc
il existe un ouvert S € R tel que Sp AN S = {A}. En parti-
culier, si & € S-{)} il existe un ocuvert Se contenant 6 tel

que XSB(A) = 0. Soit {ei}iGN une suite de S-{3}] telle que

s-{al & U s .

iew Ui
Evidemment pour tout ¢ € H

Ixg.gyy(2)ol = Ellxsei(A)all =0

et done XS-{A}(A) = 0. Or

XS(A) X{l}(A) + XS-[X](A) = X{K}(A)-

Tl s'ensuit gue X[l}(A) est une projection de dimension infinie.
Si T € Ran X{K](A)
An = A7n

et par conséquent (b) n'est pas verifide.
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2 = 3. T1 existe une suite {§_} de dom A ayant les pro-
) T n=l
priétés suivantes: [I£ | =1, § L.§ =0 pour m=zn et
§ € Ran X (a).

-1 -
jl"‘n s A+IL ll:
[On construit cette suite par induction en utilisant le fait que

dim Ran X (a) = +2 et la remarque suivante:

Ta-n"t,en™i

+8i K & H est de dimension infinie et n;,...,M € H il existe

n € K, tel que np 4 n j=lyee.,k et n £ 0],

Done E_-+ O faiblement. Prenant A = mg

o208 7 = [ 1s) 12 ley @17 o)
X
= n™? g JI* - o.

3 = 2. Supposons gue {gn} satisfait aux conditions de 3.
Si 2. n'est pas verifié, alors il existe un ouvert S & R tel
que XS(A) soit de rang fini. Donc XS(A)gn + 0 normigquement,
et par conséquent ﬂgn-xs(A)gn” > 1/2 pour mn=zn, n  suffisa-

ment grand. Posons

-1
g1 =g X (a)E 7[5 ~x (a)5 ] nzong .
On a que ) » O faiblement et Hg;” = 1. En outre
g: 4 Ran X_(a) nzmn .

Soit & > O tel que JA-8,x+8[ € S. Alors prenant A = mg

lta-354)1% = ( le()-x]® [E2(w)[? av(w)
X

267 [ g2 (@)]? av(w) =82, O
X



-115 -

§27. Stabilité du Spectre essentiel.

Proposition. Soient A, B des opérateurs autoadjoints tels gue

1. dom A = dom B
2. A-B est un opérateur compact dom A -+ H [dom A ayant

‘11a norme du graphe].

Alors SP_qs A = Spess B.

8i )\ € Sp, ., A, il existe une suite [fn} de dom A

telle que ”EnH =1, E -~ 0 faiblement et [A-xjgn +.0 normi-
quement. i IH m est la norme du graphe, [= la norme HZ(A)]
2 2 2 2 2
Pe 1% = 5 1% « Tag 1™ = 1+ |ag o+ Cag 28 )12 » 1002,

Donc {gn} est borné dans dom A et par conséqﬁent il existe
une sous suite {g;} faiblement convergente dans dom A vers
E € dom A. Puisqgue g;—* € faiblement dans H, on conclut gue
E = 0. Par la compacité de A-B comme opérateur dom A —+ H,
on a que

ira-215,) » o
et

(B-r)g, = (A-r)g, - (a-B)s =+ 0O

normiquement. Donc } € Spess B. Pour démontrer 1'inclusion

contraire Sp B < Sp

ess A, remarquons dfabord que les normes

ess
du graphe dans dom A et dom B sont equivalents., [Utiliser
que dom A et dom B sont espaces de Banach et le théordme du

graphe fermé,] D'ol gque A-B: dom B + H soit compact et par la
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premidre partie de la démonstration Spess B < Spess A, O

On va appliquer ce résultat aux opérateurs de Schrédinger

dans RB:

Définition. LF(R™) + L“'(Rn)e est l'espace de fonctions f
telles que pour tout & > 0 il existe £, ¢ LP(R") et £, €L"@®")

avec Hfdkfs e et f =1, + £,

Théoréme. Soient

jk Xj Xk

1. PM(D) = =« m ! 3 un opérateur elliptique & coef-
Jsk
ficients constants dans R3

2. be L*(r3,R) + L“’([R3,[R)e

Alors Sp, [Py(D)+b] = [0,@[. En particulier spl Py (D)+b] =
=[0, [ UT o T € ]~,0[ est soit un ensemble fini, soit
un ensemble borné inferieurment dont O est le seul point

dtaccumulation.

Lomme. Si s > 3/2, et be L?(®R’) + L"(®’), 1'opérateur de

multiplication par b est compact HS(RB) - LzﬁRB).

Supposons dfabord que b € Cz(RB); Dans ce cas par le
corollaire du Théoradme 2, §22, 1'opérateur ¢+ by est compact
pS@®3) » L2(®). si be L3(R%), il existe une suite {b }
dans Cz(RB) telle que b_ = b dans L2(R3). Ceci entralne

que M, = M, normiquement dans £(HS(R3),L2(B3)). Op en déduit
o8

que M est compact #5(R3) » 1L2(R3). Finalement si b € LZ(R%) +

* ﬂm(RB)e il existe une suite [b/} dans LZ(RB) telle gue

”b;HbHL? + 0. Done mbn - mb encore dans S(HS(RB),Lz(R?)).

®>)
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Par conséquent mb est compact. O

Démonsiration du théordme: Par le Théordme 1 de la §26
dom [P, (D)+b] = dom P (D) = Hz([RB)
M - M - )

Par le lemme b: HE(RB) -+ L2(R3) est compact. ‘On conclut par

ltinvariance du spectre essentiel que
sp [Py(D)+b] =T U [0,=]

oM T £ J]-=,0[ est soit discret fermé, soit discret dont O est
le seul point dfaccumulation. Le fait que T soit borné infe-
rieurement découle de ce que PM(D) + b soit un opdrateur borné

inferieurement. 0O
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