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APRESENTACKO

- Estas notas contém essencialmente o material apre
sentédo pelo autor, numa série de trés palestras, durante
o IV Seminario Brasileiro de Andlise, realizado na Univer-
sidade de Brasilia, no perfodo 09-11 de setembro de 1976.

Elaé tém duplo objetivo. Primeiro, e’mais impof—
tante, *tentar despertar em estudantes pos—graduados, inte-
resse pelo assunto. Segundo, informaf os nao especialistas
sobre algumas técnicas e resultados recentes de uma teoria
gque venm tendo grande desenvolvimento, desde meados da décg
da de 1950.

0 autor manteve, durante a redacac das mesmas, um
esforgo deliberado e permanente para naoc fugir dos propésl
tos limitades de um curso introdutdrio. Em primeiro lugar,
poderia, sem muito trabalho adicional, ter considerado
questoes, témbém relevantes, de hipoeliticidade, hipoeliti
cidade analitica, estimativas subelfticas, unicidade do
problema de Cauchy, etc., que sdo de certa forma préxima
e/ou relacionadas com a resolubilidade local. Em segundo
lugar, poderia, como seria desejavel, abordar também a re-

"solubilidade local das equacdOes pseudodiferenciais.
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Finalmente, o auter agradece & Comissdo Organiza-

4

dora, o convite que lhe foi formuladoc para ministrar este

CUurso.

Brasilia, setembro de 1976

Fernando Cardosoc
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Capitulo 0.

Os Espagos Locais de Sobolev

Denotaremos por H® = HS@R™), s real, o espago
das distribuic¢des temperadas u € 8’ = S'CRn) cijas transg

. - ~ ) -~ ~ L4 . .
formadas de Fourier u sac fungoes mensuraveis, tais que

(0.1) 7(2n)_n/2 (1+|g|2)s/2 o e 12@®Y) .

Munido do preodute escalar

(0.2) . (uw), = (2m™ | G(e) T(5)(+l51%)%s
RE
(e correspondente norma Ilulis = (u,u)i 2y, H® se torna

um espago de Hilbert. De fato, H° & uma cdpia candnica
de LZGRn) =12 = g° (esta igualdade é o teorema de
Plancherel). Chamando % e 371 respectivamente a trang

formada de Fourier e sua inversa, definimos

(0.3) (1“A)eu=3_1(1+]§|2)63u (A= g (—Qﬂ)z, o laplaceanoc).

j=1 oxY
Quando @ ¢ um inteiro nio negativo, (l—A)9 é a potén-
cia 9-ésima de (1-A). Para gqualquer s real, (l—A)S/Z
é uma isometria de H® sobre L2, Quando @ wvaria sobre
0s reais, (1-8)% forma um grupo (a um parémetro) de auto
morfismos de $ ou de 8. Desde que 8 & denso em L2,

segue que € também denso em qualquer H®. & injegdo natu~



ral 8 c» H® (cuja imagem ¢ densa) pode ser transposta em
uma injegio (H®Jce8,cuja imagem é exatamente H S: assim,
o dual de H® pode ser canonicamente identificado a HS,
Com esta identificagdo, a isometria antilinear candnica do
espaco de Hilbert H® sobre seu dual, H_S, ¢ precisamen
te (1-A)%, Quando s & um inteiro nao negativo, y° .é
o espago de funcoes L2 cujas derivadas {no sentido de

distribuicdes) de ordem =s, pertencem a % HS éo
espago dé distribuicBes em R° iguais.a somas (finitas)

de derivadas (no sentido de distribuicoes) de ordem <s de

funcgoes de 12,

Definicao 0,1 - Seja O wum aberto de R® e seja s um

nimero real. Denotaremos por Hioc(ﬂ) )

N B s ™ . 5
espaco das distribuigoes u € 3 () tais gque wu € H,

para toda ¢ € C:(Q).

Munido da topologia localmente convexa, & menos

fina, tal que as aplicagles

w e B3, (2) —-ou € B° (*)
-segjan continuas, Hiod(ﬂ) se torna um espago de Frechet
(reflexivo).

De fato, seja (Kj) uma sequéncia crescente de

(*) Indicaremos sempre por —=» aplicagles lineares con-
tinuas.
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0
conjuntos compactos tais que Kj £ 9, Kj cQ e
O ~ ~ o
g Kj = 0. 8Seja (Bj) uma sequencia de funcgoes de COGRn)
tais que Bj =1 em Kj’ e supp Bj < Kj+l' E fdcil ver

gque u € Hioc(ﬂ) se e somente se Bju € H®, 3, Por

outro ladec, se © € C:(O) e se Kj

2 supp ¥, entdao wu = iju. Como o produto por uma fun-—

é tal que Ky 2

gao de C: é uma operagaoc continua em HS, obtemog
Hoully s Hesgulls Cllejullg.

Isto acarreta que toda vizinhanga do zero em Hioc(ﬂ) con
rd . vlv‘. 2 2 . Y -
-tem alguma vizinhan¢a do zerd definida pela multiplicagao

por B

Y 3=1,2,... . Logo Hidc(n) é um espaco metrisd-

vel.

Seja, agora, (uk) uma sequéncia de Cauchy em

HiocGRn). A cada indice Jj, existe vy € H° +tal que

x
o

s
Bj u, —> Vj em HY. Como supp Bj = Kj+1’ temos

supp v. C Kj+l‘ Como B, =1 em

K. segue—-se gue
3 3’ g q
N =

[ o) ‘
v., . = v, em K.. Por outro lado, U Kj' Assim sen-

do, por uma propriedade hem conhecida de distribuigdes,
existe v € 8'(Q) tal que v o = V5 E facil ver que
‘ K.
J
v € Hioc(ﬂ), logo este espago é completo.

Seja K um compacto contido em £, Diremos que
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u € HE(Q) se e somente se weHS e supp u < K, Muni-—
Temos Hﬁ(ﬂ) da topologia induzida por H®. Como HE(Q)
¢ subespago fechado de H°®, segue-se que HE(Q) € um es-—

pago de Frechet.

Definicao 0,2 - Denctaremos por Hz(n) a reuniao de todos

0s .espagos HE(Q), quando K percorre o

conjunto dos compactos contidos em €. DMuniremos Hg(n)

conm a topologia localmente convexa, limite indutivo dos

espacos Hﬁ(ﬂ).

Hg(ﬂ) é entdo um espaco £ (reflexivo). E fa-
¢il verificar que C:(Q) ¢ denso em ambos, Hg(n) e

Hioc(n)'

Teorema 0.5 - Sejam O um conjunto aberto de R® e s

um numero real qualquer. Temos,

() .

(Hg(n))' = Higc

Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar que todo ele-

mento v € Higc(n) define um funcional 1li-
near cont{nub sobre Hg(ﬂ). Pela definigao de limite indu
tivo, basta demonstrar gque, para todo compacto K & 0, Vv
define um funcional linear continuo sobre HZ(Q). Seja

p € C:(ﬂ) com ® = 1 em K e ponhamos

(0.4) ' {u,v) = {u,®v?, Hu € Hﬁ(ﬂ) .
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Como u € H® e ov € H'S, o segundo membro de (0.4) es
t4 bem definido e temos
G, vl I_gllull, = clful]

logo v & um funcional linear continuo sobre Hﬁ(n). Por
tanto, 100(9) = (Hs(ﬂ))'

Em seguida, seja u € (Hg(n))', seja % um ele-~
b .
mento arbitrario de C:CQ) e ponhamos K = supp 9. Pars
todo v € HS(R™), definimos

{pu,v) = {u,ev).

Como ®v € Hﬁ(n)' e u € (Hg(ﬂ))', 0 segundo membro esta
ben definido ?/;emOS:

[ {pu,v2| = [{u,evdls C| ovii = ¢’ [[v]]g

Logo, %u € H ° e, portanto, (Hﬁ(n))’ (Q).

‘¢
I

Finalmente, verifica-se que a identificacgao

1oc

(Hi(n))‘ - Hzgc(ﬂ) preserva as topologias desses espacos,

g.e.d.

Dos teoremas de imersaoc de Scobolev resultam as

seguintes importantes propriedades::

(a).

Por outro lado, os teoremas de estrutura local de distri-

(0.5) c:(n) =0 HS(0), C “(q) = 0 H .

buicOes acarretam que
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(06) e' () = U H(A), $p(0) =¥ H (0)

onde &’ () denota as distribuigbes em (, com suporte
compacto e B%(Q) as distribuicgdes em Q, de ordem fini-
ta. As férmulas (0.6) e a segunda férmula de (0.5)

s3o validas no sentido vetorial topologico; a inclusBo de

C:(Q) em ﬂHi(ﬂ) & continua. »
s
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Capfitulo 1

Operadores Pseudodiferenciais

§0. Introdugao

Operadores pseudodiferenciais, OpPsD, sao exten~
sOes naturais dos operadores diferenciais, OpD; eles pos
suem muitas propriedades importantes em comum com os OpD,
porém eles ndo tém, em geral, a propriedade local. Um ope
rador L atuando em funcgdes (ou distribuicdes) u(x) ¢&
chamado local se o valor de Lu no ponto X, depende ape
nas dos valores de u na vizinhaﬁ@a’deste pente (i.e. L
faz decrescer o suporte de u: os Unicos operadores locais
sao, de acordo com Peetre, os OpD). Apesar dos OpPsD

nao possuirem, em geral, esta propriedade (OpPsD sao

pseudolocais, i.e., eles fazem decrescer o suporte singu-" "~~~

lar de uma fungao ou distribuigao), eles tem muitas pro-

priedades em comum com os OpD.

A investigagdo sobre os OpPsD teve suas origens
com o egtudo de uma classe de operadores integrais,. chama-

dos Operadores Integrais Singulares, OpSI. Neste parti-

cular, og trabalhos de Giraud, Mikhlin, Caldercn e Zygmund

. . . . 4 -
devem ser mencionados. O OpSI mais simples possivel e a
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transformada de Hilbert, H, que transforma uma fungdo su-

ficientemente regular u(x), de uma variavel, na fungdo
AT 1
Hu(x) = ol T u(x’ ax’ ,
x -x

onde o valor principal de Cauchy deve ser tomado. Mais ge

ralmente, OpSI transformam fungdes u(x) em fungoes
1 I
Gu(x) = — I lcl&}%)— u(x’ )dx' ’
i X=X

onde k deve satisfazer certas condigOes de regularidade.

O tratamento dos OpSI & um tanto delicado, devido a singn

- laridade do nicleo. Uma importante e decisiva ilustracgao

da utilidade dos OpSI é o teorema de Calderon sobre uni-

cidade local do problema de Cauchy. e T
Alguns_anoS-aiTésf”fbi!éfservado gue os OpSI po-
dem ser considerados como representagdes particulares de
operadores de uma certa classe, qQue podem ser representa-
dos de uma maneira mais conveniente para a sua investiga-
gao. Esta sugestdo foi feita por Lax em 1963; fol sequen-—
ciada por Kohn e Nirenberg que introduziram uma representa
¢cao ainda mais adequada para estes operadores, que eles
chamaram OpPsD, e para os quais desenvolveram uma exXten-—
sa teoria, apropriada para o estudo de problemas elfiti-
cos. Em particular, eles mostraram que a classe des OpPsD

que eles introduziram, forma uma élgebr . Esta maneira de

considerar os OpPsD foi utilizada por Lax e Friedrichs no
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tratamento de problemas de contorno para OpD, com a ajuda

dos OpPsD. Um pouco mais tarde, em 1967, HBrmander intro
duziu uma classe mais ampla de OpPsD, utilizando-a ampla-
mente no tratamento de problemas hipoeliticos. Mais recen-
temente, em 1973, Beals e Fefferman definiram ﬁma, ainda
mais sofisticada, classe de OpPsD gque lhes possibilitou
provar a suficiéncia da propriedade (P) de Nirenberg e
Treves, para a solubilidade local de equagoes diferenciais
parciais, de tipo principal, com coeficientes Cm, e tam-
bém uma forma "sharp" da desigualdade de Girding. £ im-
portante lembrar que os OpPsD de Kohn e Nirenberg ja
eram indispensdveis para a obtencao de microloéalizagaes
(i.e localizagdes no fibrado cotangente) necessarias no
estudo da teoria local (resolubilidade local, propagagao
de singularidades, estimativas subeliticas,eto.) das equa-
goes diferenciais parciais de tipo principal e, mais recen
temente, de caracteristicas miltiplas (via o teorema de
Welerstrass-Malgrange). Neste sentido, s#o significativas

as contribuigoes de Nirenberg, Treves e Egorov,

Ndo hd divida, que classes, cada vez mais amplas
de OpPsD, desempenharao um papel, cada vez mais relevante,
em futuras pesquisas. E importante acrescentar todavia,
que muitos operadores que aparecem no estude de equagoes

diferenciais, ndo sfo pseudolocais (e portanto nic sdo
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OpPsD). Por exemplo, o problema de Cauchy

EEE Au = o: ul — 0\ jﬂi
’ t=0 SR R

= f

possue uma "solugao fundamental" (inverso a direita) P
{aplicando os dados de Cauchy, u e %%, para t=o0, na

solugdo u, no tempo t) da seguinte forma:
P{{o},E) {x,t)=ulx,t)=

=0 (zw)"j'f{ei(x-g*tlﬁl)-ei (x-e-tle)y aage |y le i - Ee(x)dx de,
onde "OS" significa que os valores sao determinados no
sentido de integrals oscilatérias. Mostra-se que P ndo
& pseudolocal, Em 1968, HBrmander introduziu uma classe
fque inclui os OpPsD) de operadores (chamados operadores
integrais de Fourier), nao mais pseudolocais, a fim de eg

tudar problemas hiperbdlicos, como o acima.

A idéia de Lax utilizava series de Fourier; a de
Kohn e Nirenberg ¢ baseada na transformada de Fourier. Uma
boa motivacdo para a Ultima, é a construgao de parametrizes
para operadores eliticos. Dela se depreende que os OpPsD
desempenham para os OpD, com coeficientes varigveis, o
mesmo e relevante papel que a transformada de Fourier de-

sempenha no estudo dos OpD com coeficientes constantes.

Finalmente uma nota histdrica: a designacgao de um
operador f(é%) a uma fungao £(&) J& tinha sido feita

por lagrange e Cauchy, e amplamente usada por Heavigide
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no trataménto de problemas de transmissac eletromagnética.
A questao de fazer corresponder um;operador G = g(x,Dx)

a uma fungao g{x;§) de ambas variaveis, x e §, sur~
giu em ligagdo com meclnica qgéntica, em 1926, Naquéle
tempo, ndo existia uma teoria matematica para tais opera-
dores. Um ano mais tarde, H. Wejl propds uma tal teoria,
dando uma definig8o para esses operadores porém, entao,
eles j4 ndo eram de importdncia vital para os propdsitos da
mecanica quantica. Seria desejavel que o interesse matema
tico atual pelos OpPsD, fizesse ressurgir o interesse

dos fisicos pelos mesmos.

§1. Parametrizes de Operadores Eliticos

A fim de motivar a construgao que faremos adiante,

consideremos a seguinte equagao

{1.1) P(D)u=f ,
onde f €C.(R®) e P =P(D) = $ a p* & um OpD,
¢ lalsm =

linear, com coeficientes constantes, a, € C. Usamos a

notagao habitual:

D= (Dl;"'Dn)"Djﬁ' J=1 ?/%xj(j=;,,.;hl;;u=(ul,...mn)_ , <

&
¢ _p 1

D 1

% = Gt
.o.D B, la] = GqFeretOy o
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P(g) & um polindmio com coeficientes complexos em n va-

ridveis (reais) El,...,gn.Podemos reduzir o problema

' (1.1) =ao problema de divisdo:
(1.2) . p(g)u=*%

onde u(g) = r et x'gu(x)dx, (x+8 = x1€1+...+xn$n ,

Rn

dx = dxl...dxn) denota transformada de Fourier; tirando
entio partido da fdérmula de Inversao de Foﬁrier, obtemos

(formalmente)

(1.3) wGx) = (em™ f 8L g,

que devia ser a solugao (1.1).

A grande obstrugao aoc que fizemos é que, em geral,
a integral (1.3) naoc tem sentido, devido aos zeros de
P(E). H& casos porém, onde uma pequena modificagdo dos ar
gumentos acima, conduz a uma solugdo aproximada de (1.1).
0 mais importante de todos é quando o operador P & eli-

tico, i.e:

(1.4) - P(8) #0 se O# €R, ,

onde Pm(g) = | ? a“E“, é o simbolo principal de P.
. |&[=m )

S30 consequéncias imediatas de (1.4):

(1.5) 0 conjunto dos zeros de P(§) 'gg_iﬂn, & compacto.
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o

(1.6) |P(g)| > 1 para valores de |&| suficientemente
grandes. '

Assumindo entdo, que P ¢é elftico, seja g > O,
tal que os zeros de P(g) eétejam contidos na bola centra
. da na origem e de raic g. Podemos entao considerar a in-

tegral

(1.7) v = em™ [ o5 E8 w(g)ag

onde x € C (), x(§) =0 se [5] =9¢, x(8) =1 se

lg| > o' > p. % fdcil verificar que v nao difere subs-

tancialmente de uma solugdo de (1.1). Com efeito,

(1.8) P(D}v(x)

(2m)™ [e1*'8 F(5)x(8)a% = £(x)-s£(x),
onde

st(x) = (2m™® (X% £(3)(1-x(5)1as.

A fungao x(§)/P(g) pertence a ¢“®’?) e, por
causa de (1.6), & limitada. Consequentemente, define

uma distribuicdo temperada em R, que é a transformada de

Fourier de uma distribuigdo temperada k., em R®. Por-
tanto,
(1.9} v = k*f (convolugdo).

Por outro lado,
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(1.10) Sf = h*f

onde h €& a transformada inversa de Fourier de 1-X €

€ C:GRn). Pelo teorema de Paley-Wiener-Schwartz, h pode
ser estendida a (" como uma funcdo inteira de tipo expo-
‘nmencial. Sua restrigaoc a R, pertence a s®R™), o espa

¢o de Schwartz das fungodes CmGRn) rapidamente decrescen-

tes no infinito. Fdrmulas (1,9) e (1.10) tém sentido,
mesmo que f € & ®R™), eépago das distribuicdes de suporte
‘compacto. Em qualquer caso, Sf € ¢“@®™) (e pode ser es-
tendida a €% como uma funcio inteira de tipo exponenci~

al). Podemos reescrever (1.8) da seguinte maneira:

(1.11) P(D)k = 8=h, & = a distribuigao de Dirac,

ou de forma equivalente (denctando por K o operador de

N

Convolugdo k*):

(1.12) P(D)K =I-S, I = 0 operador identidade ,

onde S & um operador continuo de & RP) em GGGRn).
Uma distribuicao como k (ou um operador come K)} & cha-

mada (chamado) uma parametriz de P{(D)., Apesar de nao ser

uma solugao fundamental i.e. uma solugaoc de

(1.13) | P(D)E = & ,

k é guase tdo Util quanto uma solugio fundamental. Alids,

o~ L . ) -
nao é dificil obter, neste caso, uma solucdo fundamental,
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a partir de k. Com efeito, podemos mostrar (e.g. utili-
zando o teorema de Cauchy-Kovalevska) que a equggﬁo
(1.14) P(D)w = h

possue sempre uma solugdo w que e uma funcgio inteira em
¢®. Entdo E = k+w satisfaz (1.13). Uma solugio exata

de (1.1) é entao u = E*f,

0 nosso interesse agora, ¢ investigar se podemos

estender alguns dos argumentos precedentes ao caso em que

P & um OpD linear, elitico, com coeficientes varidveis,
A . s . n
Comecaremos definindo o que isso significa, Seja (0 ¢R,

um aberto e '

(1.15) P(x,D) = b Cu(x)Da
jalsm

onde C, = C_(x) € ¢®(0), a valores complexos. O simbolo
principal de P(x,D) é o polindmio homogéneo de grau m,

o0
relativamente a §, com coeficientes em C (0),

(1.16) R (x,8) = c, (x)5%.

|a|=m

Dizemos que ¢ operador P(x,D) ¢ elitico se:

(1.17) . P (x,5) # 0 ¥x€Q e O#§€R..

Assumindo que P(x,D) & elftico, tentaremos construir uma

solucao aproximada da equagao
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(1.18) P(x,D)u = £ ,
modificando a férmula (1.7), de tal sorte que

(1.19) P(x,D)v = f-8f ,

onde, como antes,

(1.20) g: e’ (Q) = ¢ (n)

& uma aplicacdo linear continua.

Tentaremos a seguinte generalizagao de (1.7)

(1.21) v(x) = K£(x) = (2™ [ e Fk(x,8) B(8)as.
Faremos, de infcio, uma determinagao formal do simbolo
k(x,5) de forma a obter

(1.22) P(x,D)X = I,

e, em seguida, modificaremos (1.21) de tal forma que a in-
tegral tenha sentido. Esta modificagdo conduzira a uma SO
lugdo, ndo da Equacdo (1.22), porém de
(1.23) P(x,D)K = I-8
onde S satisfaz (1.20}.

Femos:

P(x,D)v(x) = (2m)™® [e*® p(x,D+8)k(x, 8)T(4)a8 ,

desde que P(x,Dx)(eix'ew(x)) = eix'gP(x,Dx + €)wlx).
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Devido & férmula de inversdo de Fourier, & sufi-~

ciente resolver a eguagao:

(1.24) P(x,D +§)k(x,§) = 1.
Podemos escrever

o
P(x,Dx+§) = Pm(x,i) + jzl Pj(x,E,Dx) s

onde Pj(x,E,Dx) ¢ um operador diferencial relativamente
a x f(em ©), de ordem J, com coeficientes polindmios
homogéneos relativamente a §, de grau m-j. A idéia &
entfio escrever o simbolo k(x,f) como soma de fungdes de
(x,5), homogéneas relativamente a §. Devido ao uso da
transformada de Fourier e o fato de que K atua sobre
distribuigdes, o simbolo k(x,8) deve ser temperado em §
e, portanto, os graus de homogeneidade das varias componen

tes deverao permanecer limitados.

Poremos

+<ﬂ
(1.25) k(x,8) = Z kj(x,%)
3=0

onde kj(x,g) ¢ homogéneo relativamente a §, de grau

d‘j\‘-—m (os dj sao inteiros negativos). Determinare-
mos entao os kj’ identificando os termos de mesmo grau
de homogeneidade relativamente a §, nos dois membros de

{1.24). Obtemos assim,
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(1.26) Pm(x,s)ko(x,g) =1
e
P (X,%)k-(x,%) = -
(1.27) m J
3-1 _
= = j'EO Pj-j'(x’g’Dx)kj’(x’g)’ Jd 0.
J'=j-m

E, portanto, possivel a sucessiva determinacdo dos kj’
uma vez que o membro direito de (1.27) depende somente de

kse, com 3’ < 3. De (l.26) segue que d,=-m e

de . (1.27) obtemos, mais geralmente, que dj = - (m+3).

Existem, entretanto, duas obstrugdes ao argumento
precedente. Primeiro, cada termo kj(x,E) pode ser escri
+o como uma fungac racional cujc denominador ¢ da forma
Pm(x,E)rj, com Ty > 0. Consequentementé, os zeros de
Pm(x,%) (que sdo pontos da forma (x,0) desde que
P(x,D) & elftico) causardo alguns problemas. Segunde, é
a questdo da convergéncia da série (1.25). Felizmente, po
demos atacar simultaneamente as duas dificuldades, introdu
zindo uma sequéncia de fungdes de '"corte", da maneira se-
guinte: seja w(t) € CT®R), x(t) =0 se t <1/2,

%x(t) =1 se t>1 e defina

(1028) Xj(E) = X(Pgl Igl)n J=0,1,...

onde ¢y & uma sequéncia estritamente crescente de nime-
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ros positivos, tendendo para +=., Seja

+ ‘
(1.29) ' k(x,%) = £ %.{5)k.(x,8),

=0 J

dJd
onde as kj sao definidas, como antes, por (1.26) e
{1.27): Sabemos gue cada kj € Cm(QxGRﬁ\{O})) & homogé-
nea de grau -(m+j) relativamente a §. _Consegquentemente,

se ¥ €& um compacto arbitrdrio de Q e P, 0 n-uplas

quaisquer, existe ume constante cd = Cg q(H}>O tal que
’

(1.30) {0202k, )| < I s TmITIPD ey, opgem

Note que no suporte de X3 temos |E| > Pi/o
Segue entao, facilmente, que escolhendo os pj de forma
conveniente, podemos assegurar a convergéncia da série

(1,29) em Cm(QxIRn), com sua topologia natural, e tam-

bem da estimativa'
app < ~m-|p]|
(1.31)  [DEDgk(x,8) [ <cy () (1+]5]) » x€¥, BER,
Observe que k(x,§) =0 se lg| < 90/2.
A pergunta agora é se k(x,%) definida por

(1.29), satisfaz (1.24):. A resposta & evidentemente nega-
tiva, devido aos "erros" introduzidos pelas fungdes de cor
te Xj(%). 0 que se obtém é o*seguinte:

(1.32) P(x,D, + §) k(x,%) = 1-8(x,8).

onde
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(1.33) s(x,5) = 1-x,(8) + Z 85(x,8)

e

_ J

(1'34) Sj(xs %) = izl(xj_i—xj)Pi(xs%!Dx)kj_i(xig)'
~(ism)

0 g-suporte de cada Sj(x,E) é compacto (esta contido na
bola [§] = pj). Desse fato e de propriedades da série
(1.29) e da equagdo (1.32), prova-se que o operador S5,

definido por

(1.:35) st(x) = (2m)™ [ ™% s(x,8)B(8)a8 ,

satisfaz (1.20). De (1.32) obtém-se imediatamente
(1.23). O operador K &, portanto, uma parametriz de
P(x,D). Embora ndo seja ﬁma solugﬁd fundamental (i.e. uma
solucdo de (1.22) ele é quase tao atil quanto esta e, a
partir dele, pode-se obter uma solugao fuﬁdamental local
{(i.e. quando se considera distribuicoes com suporte bas-

tante pequenos).

Os operadores pseudodiferenciais {classe de Kohn
e Nirenberg) foram introduzidos como uma generalizag§0 dos
operadores diferenciais e de operadores como K e 5, .

acima, Eles podem ser representados da seguinte maneira:

(1.36) au(x) = (2m™ [eM% a(x,0)h(8)as
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(observe que se A é um OpD., P(x,D), formula (1.36)
¢ verdadeira com a(x,8) = P(x,%), o simbolo total de

P(x,D)).

Parametrizes de operadores eliticos e OpD linea
res tém muitas propriedades em comum. Assumindo que ambos
estejam definidos num aberte 0O CJRn, eles definem aplica
¢0es lineares continuas de C:(Q) em C (Q) e de &(Q)
em $(Q); eles sao pseudolocais (A: & () » 8 (n) &
dito pseudolocal se ~ u € &' (Q), ¥ Ucq, aberto,

u € Cm(U) = Au € ¢ (U)). Operadores diferenciais sdo tam-
bém locais. Alids, como ja foi salientado, OpD sao os
Unicos operadores locais (parametrizés de operadores elf-
ticos de ordem > 0 nao possuem a propriedade local). Um
aspecto comum a OpD e a parametrizes como K (e também
a operadores COmo s), & Que 08 correspondentes simbolos
a(x,g) podem ser representados por séries cujos termos
saoﬁfunQSes homogéneas dg graus decrescentes, relativamen-
te a £ (para valores grandes de |§|). A série .é finita
no caso de OpD: P(x,%) €& simplesmente um polindmio em §;
¢ infinita no caso da parametriz K (e também de S). De
sigualdades do tipo (1.31) desempenham um papel relevante
na obtencdo de muitas das propriedades dos- OpPsD; elas
sio o ponto de partida para a definigio e teoria dos OpPsD
(pelo menos da classe de Kohn e Nirenberg). Classes mais

i
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gerais (e.g a classe de HBrmander e a classe de Beals e
Fefferman) saoc definidas, a partir de generalizagoes de

(1.31).

Portanto OpPsD em QO sdo {geralmente) defini-

dos por (1.36) onde a(x,%) € st(n):

Definicdo 1.1 — Seja m um numero real. Denota-se por

s™(Q) o subespago vetorial de CQ(QXZRH),

formado por fungdes a({x,§), que possuem a seguinte pro-

priedade:

(1.37) Quaisquer que sejam o compacto ¥ < Q e n-uplas

’q(M) >0

p,q, existe uma constante C = Cp

tal que

(1.38)  |D30R alx,8)l=C (1)) IP), v x €y, ¥ SR,

Dizemos entdo que a(x,§) é um simbolo de ordem = m e
que o operador A, definido por {1.,36), é um OpPsD de or-
dem s m em Q. O infimo (caso exista) de todas as ordens
m tais que (1.38) & véalido, é entdo chamado a (verdadei-
ra) ordem de A. Observe que quando A ¢é um OpD a or-
dem (verdadeira) de A, definida acima, coincide com sua
ordem como OpD. Nao € dbvio, mas pode ser mostrado, que

o simbolo n(g) da transformada de Hilbert H é h(g) =

= §/|§|’ i.e. H € um operador de ordem zero.
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0 espago Sm(Q) possue uma topologia localmente
convexa natural definida pela familia de seminormas

= inf H il . ey .
Pu;p,q(a) in Cp,q( } tais que (1.38) e verdadeiro

(quando ¥ varia sobre a colecdo dos compactos de Q e
P,q sobre as n-uplas de inteiros nao negativos). Com eg

ta topologia, S7(Q) ¢é um espago de Frechet.

Denotaremos por ¥7(Q), o espago dos OpPsD de
ordem £ m, em (. A intersecdo dos espagos Y¥"(Q) (resp.
s%(q)), m real, serd denotada por ¥™7(Q)  (resp. S ().

Os OpPsD pertencentes a ¥ (Q) sdo ditos de ordem -=.

De (1.38) segue imediatamente que a(x,§) & uma
funcao c® de x em i, com valores no espago S% das
distribuigdes temperadas de § €R_. Seja entao Ao(x,z),
z EIRn, sua transformada de Fourier inversa (na variavel
£). Ao(x,z) é uma fungdo € de x em 0, com valores

en S;. Podemos ent3o definir a seguinte distribuicso em

Qx(is

(1.39) Alx,y) = Ao(x,x-y).
Por sua vez, A(x,y) define (via o teorema dos nicleos de
L. Schwartz) uma aplicacdo linear continua A: C:(Q) -

+ 8 (0), através da formula

(1.40) Au(x) = ¢A(x,y),uly)?
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onde o colchete indica a dualidade entre distribuigoes e
funcdes testes em Q. Usando, por conveniéncia, a notagédo

dos fisicos, obtemos -

(1.41) Au(x) = J Alx,y)uly)dy

(1.42) - A(x,y) = (2m™® fei(x_Y)'ga(X-%)dé

e, finalmente,

(1.43) au(x) = (208 Y8 4 (x, g )uly)dyds.

A integral (1.43) ¢é uma integral de Riemann, contanto
que a integracao relativamente a ¥ seja efetuada em pri-

meiro lugar. Concluimos entdo que:
a) Au(x) = (2m)™ j e™* % a(x,3)u($)as ,
isto é, A ¢ um OpPsD.

b} OpPsD correspondem (via o teorema dos micleos de L.

schwartz) a nicleos distribuigles dados por (1.42).

Embora & obtengdo de (1.42) tenha sido puramente formal, €
possivel dar um significado 3 integral (1.42) a fim de
que ela tenha sentido (a maneira correta de interpretar

(1.42) & como uma integral oscilatéria, no sentido de

Ebrmander) .

Uma das propriedades importantes dos OpPsD é que
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eles nao sao apenas continuos de C:(Q) em &' (Q) porém
gque eles aplicam C:(Q) continuamente em C (Q) e podem
" ger estendidos comoaplicagdes lineares continuas de &' (Q)
em 8’(Q). De fato, € valido o seguinte (mais precise) rg
sultado. (0s resultados anunciados aqui, sem provas, Do-
dem ser encontrados nas referéncias dadas no final dé Ca-

pitulo):

Teorema 1.1 — Seja A € ¥™(Q). Qualquer gue seja o real

5, u = Au pode ser estendida como umg

aplicacdo linear continua de Hi(ﬂ) em Higg(ﬂ).

Corolario 1,1 -~ Todo OpPsD A em Q, define uma aplica-

¢ao linear continua de Cz(ﬂ) em c®(n),

que se estende como uma aplicagdo_linear continua de &' (0Q)

en #'(0),

0 corolirio segue do Teorema 1.1 e das observa-
¢oes no final do Capitulo 0 sobre as férmulas (0.5) e

(0.6).

Coroldrio 1.2 — Seja A € ¥7°(R). Entdo A & regulari-

zante, i.e., aplica &' (0) continuamente

em C (Q).

Prova evidente.



f -26-

Corolario 1.3 - Seja A € ¢v™7(0). 0 nlcleo A(x,y) de

A & uma fungdo C em QxQ.

Segue do Coroldrio 1.2 e do teorcma dos nicleos
de L. Schwartz gue assegura que O atecleo de uma aplicacao
. £ ’ d =
linear continua de &'(Q2) em C (Q), pertence a Co(Oxa).
A seguir, estabeleceremos a propriedade pseudolo-

cal.

’

Teorema 1.2 - O nucleo A(x,y) de um OpPsD A em Q, €

uma fungdo ¢” fora da diagonal em QOx0Q, ¢

A é pseudolocal.

Seja A um OpPsD em 0, Sebemos que A defi-
ne uma aplicagdo linear continua de C:(O) em C (Q) e
de &' (Q) em #'(Q). Consequentemente (por dualidade),

o mesmo ¢ verdade de seu transposto tA, definido por

(1.44) (tAu,v) = {u,Av), u,v € C;(Q) s

e do seu adjunto A* (A*u = tAE, u€ée ().

Teorema 1.3 — Seja A € y®(Q), Entao Ta e A¥ e vi(q).

Queremos agore definir a composigao AoB de
dois OpPsD de ordens = m, m’ reaspectivamente, em (.
Isso ndo é sempre possivel. De fato, en geral, A esta

definido em &'(Q) enquanto a imagem de B congiste de
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distribuicdes em Q - gue nao possuem necessariamente supor

te compacto.

Imporemos, portanto, a seguinte condigao:

(1.45) B ¢é um operador linear continuo de £°(Q) em

e’ (q).

Nao é diffcil mostrar que (1.45) ¢ equivalente a

(1.46) B & um operador linear continuo de C:(Q) em

C:(Q).

‘De fato, de (1.45) segue que B aplica C:(Q)
continuamente em € (Q) N e’ (n) = C:(Q). Por outro lado,

tg: 8'(Q) - 8’ (Q). Conse-

se (1.46) é valido, entao
. » . t o o

quentemente (devido & pseudolocalidade), B C (Q) - C (Q),

o que implica gue o transposto de tB, i.e B, satisfaz

(1.45).

V 1
Teorema 1.4 - Seja A € ¥0(Q), B ¢ ¥™ (q). Suponha que B

I
satisfaz (1.45). Entao AeB € yIFI 0y,

Definigcao 1.2 — Um OpPsD B em 0Q é dito propriamente

suportado se ambos, B e. tB, satigfazen,

(1.45)..

Proposigﬁo'l.l - Seja A um OpPsD propriamente suporta-—

do. Entdo A Dpode ser estendido como
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uma aplicacdo linear contfnua de C (Q) em c™(q) e de

8 (Q) em #'(Q). Ademais, Ty e A" s3o também pPro-

priamente suportados € se B € outro OpPsD propriamente

suportado, o mesmo & verdade de AoB.

Prova. A primeira parte segue por um argumento de duali-

dade; a segunda parte é Sbvia.

Proposigao 1.2 - Seja A € Ym(ﬂ). Entso existe um OpPsD

' propriamente suportado A € ¥™(Q)  tal
-

que A-K € ¥77(0),

Prova. Seja A(x,y) o nucleo distribuigaoc de A. Seja

w(x,y) € Cm(ﬂxﬂ) com a seguinte propriedade:

(1.47) Qualquer que seja g € C:(Q), glx) o(x,y) e

- o(x,y) g(y) tem suporte compacto em QOxQ.

Suponhamos ainda, que © & identicamente igual

a um, numa vizinhanca da diagonal em 0x0. Seja A(x,y) =

»(x,y) A(x,y). Pelo Teorema 1.2, Alx,y) - E(x,y) €

€ ¢T(axnt). Mostra-se entfo que A-A € ¥ (D) e que’
R € ¥™(q), & propriamente suportado.

O significado da Proposigdo 1.2 & "grosso modo"
o seguinte: mdédulo ¥ (Q), OpPsD em Q, correspondem

a nucleos distribuigdes concentrados ao longo da diagonal
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em 0OxQ.

Os OpPsD propriamente suportados, mais simples,

sao os OpD.

Mostraremos a seguir o que acontece com um OpPsD
quando se faz uma mudanga de coordenadas; oﬁ melhor guando
se considera um difeomeorfismo =X + y = ¢{x), do aberto
Q0 sobre outro aberto Q' (¢ & uma aplicagio C°, bije-
tiva de 0 sobre ' cuja matriz Jacobiana J¢ ¢ inver-
tivel em todo ponto).

0 difeomorfismo ¢ induz um isomorfismo

Pyt C;(Q) - C;(Q'), pela formula
=1
() (v) = ule " (y))

e, por transposigao, um isomorfismo ¢ 8’ (") - 8" (q):

'F, 0 = (F,8,ud, uec, (), FEs8(a).
Observe que a restrigao de o a C:(Q') nao coincide
com (¢“1L_ pois, quendo uma distribuigdo em Q' ¢é defi-
nida por uma fungdo localmente integravel f(y), sua

¢*-imagem é também definida por uma funcao localmente in-

gravel, a saber
(6%2) (x) = £(s(x)) et T,

Observe também que a restrigdo de ¢° a & (0') é um iso

morfismo deste espago sobre & (Q).
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Seja A um OpPsD e seja
2% = (9) Loses™: 2 (a’) » 8 ().

Teorema 1.5 — Seja ¢ um difeomorfismo de € sobre Q.
' ¢

Para todo real m, A + A° & uma bijegao de

vP(a) sobre ¥T(Q').

0 Teorema 1.5 torna possivel a definigao de

"O0pPsD em variedades c”,

Denotaremos por ém(ﬂ) (resp. ¥™(Q)) o espago ve

torial cociente S7(Q)/s8™ (Q) (resp. v ) /v 7(0)).

» - 2 - L] tl
Indicaremos agora como uma serie formal infinita

do tipo (1.25) representa uma classe de equivaléncia.

Exemplo 1.1. Seja aj(x,a) ¢ Smj(ﬂ) onde my & uma su-
cessao estritamente decrescente de reails,
convergindo para -=. Entac a serie
4

(1.48) _ T a.(x,5)
j=0 4

define um elemento de émo(ﬂ) {(que denotaremos por (1.48)
da seguinte maneira: como antes, seja %(t) € ¢”mR),
igual a 1 para t>1 ea O para t < 1/5,. 3Seja

Xj(g) = 1(9315), onde a sugessﬁo {estritamente crescente)
de numeros Py >0, 6onverge para +®., Nao é dificil mes
trar que os p. podem ser escolhidos de tal forma gue a

J
4 .
serie
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_I_D)
(1.49) T a.(x,8) x.(8)
3=0 J J
' ' m
converge absolutamente no espago de Frechet S O(Q).

A classe médulo S~ () de (1.49) serd, por de
finigdo, o simbolo definido por (1.48). Mostra-se ainda
que o simbolo definido por (1.48) ndo depende da escolha
das fungoes X5 contanto que a série (1.49) seja conver-

m
gente em 8 °(Q).

Exemplo 1.2, Por causa do uso das fungoes Xy podemos
supor, no exemplo ahterior, que, ao invés de
aj(x,g) € Smj(ﬂ), aj(x,s)-xj(%) € Smj(ﬂ). Isto permite
que os aj(x,g) nio sejam funcdes C  de §, perto da
origem. Uma situacao bastante importante (veja a constru-
¢80 da parametriz k, (1.25)) ¢é quando se considera
aj(x,g) € c“(nxcﬂﬁ\{o})), homogénea de grau my relativa

mente a %, ou positivamente homogeénea de grau mj rela-

tivamente a §.

0 resultado seguinte é a base do calculo simboli-

co dos OpPsD.

Teorema 1.6 - A aplicagae a(x,§) -+ A de s®(a) em

y™(Q), definida pela férmula (1.36), induz

uma sobrejecdo (linear) gde ém(ﬂ) sobre im(n).

O Teorema 1.6 ndo responde a questao da injetivi
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dade da aplicagéo é@(n) 2+ ¥%(0), i.e, se a(x,%) € s%(n)
define um OpPsD A de ordem =%, entao necessariamente
a(x,8) € s~ ()2 £ possivel provar este fato quando

Q =IIRn ou quandoc A é propriamente suportado. Assim, se
a{x,g) € s?(n) define um OpPsD propriamente suportado
A; entdo a(x,§) ¢ tmico, médulo s~"(q). Convém obser-
var que a falta de injetividade da aplicagao ém(n) -

+ ¥B(Q) deve-se 2 exiéténcia de simbolos, nao pertencen—
tes a 87°(0), que definem OpPsD de ordem -<. Deixan-—
do de lado estes casos “patolégicos“, chamaremos a classe
de alx,5) médulo S~ (Q), o simbolo da classe de A mo
dulo ¥~ (Q).

As nogodes de transposto, adjuﬁto, composigao podem
ser definidas, de maneira natural, para as classes (mddu-
1o ¥~°(Q)) de OpPsD em 0. De fato, se A € B =sao
congruentes médulo ¥~7(q), o mesmo é verdade de seus
transpostos th ¢ PB, e também de seus adjuntos A" e
B, 0 composto Aoé de A€ ém(n) e B € @m'(ﬂ) pode
ser definido como a classe (médulo Y-Q(Q)) do composto
de dois representantes propriamente suportados de A e

B. £ claro que esta definicao independe da escolha dos re

presentantes.

Teorema 1.7 — Seja A € @m(ﬂ) com simbolo =a(x,§) € ém(ﬂ).
t

Fntio o simbolo do transposto A de A,
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é dado por

(1.50)  o(*h) = = (1Pl L (o8 pPa)(x,-),
P :

*
e o simbolo do adjunto A , por

(1.51) o(a") = £ or gnp al(x,%) .
p P

. . . )
Teorema 1.8 — Sejam A € ¥™(Q), B € ¥™(0) com sfimbolos

a(x,8) e b(x,§) respectivamente. Entao o

simbolo de AeB & dado por

(1.52) o(AoB) = = = oBa(x,8) DEb(x,3).

Ep‘
p .

0 Teorema 1.8 tem como consequéncia importante,

0o seguinte fato:

Corolaric 1.4 — O comutador [A,B] = AcB — BoA pertence

- !
wm+m —1(9)

a e

(1053) U([A’].S]) - —]'-'_ {a(x,%), b(xsg)} € ém+m'_2(n)’
' =T

.onde {a,b} denota o colchete de Poisson de a e b, i.e,

n » o) o d
(1.54) {a,p} = = 2 °b _ % Ob

=1 %5 oxJ. oxY 285

Finalmente, mencionaremos um resultado sobre o

simbolo do operador A¢, transformade de A4 pelo difeo-
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morfismo ¢:. Q= Q' . Pelo Teorema 1.5, AW A?

& uma bi
jegao de yB(Q) sobre yM(a’); portanto induz um isomor-
fismo de ¥ () sobre ¥o (") e, consequentemente,

também um isomorfismo de &m(ﬂ) sobre ¥('). Isto defi

ne o ¢-transformado A® de A. A propésito, se A €

propriamente suportado, © mesmo acontece com A¢.
Teorema 1.9 - Se A € yo(n) +tem simbolo a(x,%), entso

(1.55) s(i%) - a(e~X(y), Bai)m) € 87T,

onde J denota a matriz Jacobiana do difeomorfismo

o=l o -+ q.

REFERENCIAS BASICAS

Kohn, J.J. e Nirenberg, L., An algebra of pseudodifferential
operators, Comm. Pure Appl. Math. vol. 17, pp. 269-305,
1965. |

Friedrichs, X.O., Pseudodifferential operators, an
introduction, lectures notes, New York Univ., Courant

Inst. Math. Sci., 1968.

Treves, F., -An introduction to pseudodifferential operators
and Fourier integral operators, publicagao do Departa-

mento de Matemdtica da Univ. Fed. de Pernambuco, 1373.



—35~

Capitulo 2

Resoliubilidade Local de Eguacdes Diferenciais Parciais

0. Introducgao

Seja 0 CIRN, um aberto e
(2.0.1) P=P(x,D) = T a(x)p*
cl=m
um operador diferencial, de ordem m > 0, cujos coeficien
tes ag sao fungoes Cm, em {1, a valoreg complexos.
Denotaremos por Py = pm(x,ﬁ), o simbolo principal de P

(ver (1.16)) e por p = p(x,%) o seu simbolo (total).

Definigao 2.0.1 - Diremos que P ¢& localmente solivel em

X, € {l, se existe ume vizinhangca U de

x, em Q, tal que P 8’ (U) = C:(U).

0 operador P & dito localmente resolivel num sub
conjunto S8cQ se é localmente resolﬁvél em todo ponto de
S; note que P é entdo localmente resolivel em algum sub-
conjunto aberto de Q contendo S pois, por definicao,

a resolubilidade local em x_ € Q equivale 4 resolubilida



de iocal em todo ponto de uma vizinhanga de  X_.

Todos vs  OpD com coeficienctes oo
locolaente resolivel. Isto é uma conseguennin trivial do
+oorens e Malgrange-Ehrenpreis sobre a existéncia de solu

Ses fundamentais para tais operadores (ver (1.13)).

Um contraexemplo devido a H. Lewy, gue menciona-
remos adiante, mostra gue, ao contrario, quando P possue
coeficientes varidveis, mesmo analiticos {ou polinbmios),
nac se pode obter resolubilidade lccal sem restrigoes a F,
exceto naturaimente no caso N=1, de um cperador diferen-
cial ordinsrio, gue como sabemos, possue sempre solugoes.
Quando P & elitico (ver (1.17)}, = resolubilidade local
& uma consequéncia imediata da existéncia de parametrizes.

0 método (de Korn) que consiste em considerar lo
calmente um operador com cceficientes variéveisloomo uma
peguena perturbagéo de um operador com coeficientes cons-
tantes, permitiu a Peetre provar em sua tese a resolubili-

dade local de operaderes de forga constante. Estes opera-

dores sao definidos da seguinte maneira: ao simbolo p se

associa um novo simbolo ﬁ(x,§)2=EiD§P(X,%)12- Entao P ¢ di-
8

to de forca constante se ¢ cociente 5(X’§;/§(y,§) permang

ce limitado quando § €Ry e (x,y) € KxK, onde K &

um compacto qualquer de Q. Para um tal operador, wverifi.-
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ca~ge.que ge I e uma solugao fundamental de PEKF,D),
&)

o

S 2. - L
a norma em L°(V), V uma vizinhanga de x_ ew 0, ¢
operadaor L +— EP(X,D)—P(XO,D)}EO#f, converge vara zers

cguando ¢ dlametro de V tende para zero. Este fato lupii

ca a resolubilidades local de P. Entre os operadorss de
forga constante, podemos mencicnar os operadores elfiticos

=
&

. e . - -
¢ og operaderes cujo simbolo principeal, o independe de

m?
x e grad pm(é)#o, $#0. FEsta observacao leva =z congide-~
=
(4 - . .
rar os operadores com caracterilsticas reais simples ou

operadores de tipo principal.

Definicdo 2.0.2 - O operador P & dito de tipo principal

em O, se grad p (x,8) #0 ~x €0
g

e O £ 8 € BN'
Observe que, pela relacac de Euler, mpm(x,g) =
= g.grad p_(x,%) e, portanto, gualguer zero de

= m
k]

grad pm(x,.)' seria, pelo menos, um zero duplo de pm(x,.).
=

- - 4
Recordando que a variedade caracteristica de P e o con-

junto cdnico (i.e invariante por homotetias (x,5) =

+ (x,28), A 0) Vﬁ , dos zeros de pm(x,E) em
m

DxGRﬁ\{O}), concluimos que P e de tipo principal se e

somente se suas caracteristicas reais (i.e =zeros de p)

s30 simples. Os OpD eliticos (i.e Vs é vazio) e 0%
. m .
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OpD hiperbélices (e.g. o operador da onde) sao de ti-
po principal; os OpD parabdlicos (e.g. o operador do
calor) nZo o sao. Os OpD de 12 ordem cujo simbolo prin-
cipal ndo se anula identicamente em nenhum ponto, sao de
tipo principal. Os ©OpD de tipo principal sao, do ponto
de vista da multiplicidade das caracteristicas reais, os
maig simples, apds os eliticos. Os primeiros resultados
importantes sobre a resolubilidade local dos OpD de tipo
principal foram obtidos por L. Hbrmander = H. Lewy. Em
sua tese, L. HBrmander provou que se pm(x,g) é real, en
ta0 P & localmente resolivel em Q. Em 1957, H. Lewy
surpreendeu os especialistas no zssunto, dando o seu {fa—~
moso) exemplo de um  pD, em IRB, nao localmente resolivel
em ponto algum de ZRB. De fato, ele mostrou que para a

"maioria" dos f € CT(R2), a equagdo (de tipo principal)
(2.0.2) -iDqu+D,u=2 (%, +ix, )D3u = f

nao possue solucdo (distribuicac) em gualquer subconjunto
aberto, nao vazio de IRB. Observe que dois coeficientes
do operador de Lewy s@o constantes, o terceiro é linear.
Naturalmente nao sao todos reais. Hoje, com o progresso
alcancado pela teoria, sabe-se que o exemplo de Lewy esta
no limite da nfo resolubilidade. Uma extenszo deste exem—
plo, devida a HYrmander (1959), dé uma condigao necessaria

para a resolubilidade local de uma equagac diferencial Pu=f:
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Se P ¢ localmente soluvel em @, entdo

(2.0.3) {Repm,Iﬁpm}(x,ﬁ) =0 em V_ .

(Aqui, { , } designa o colchete de Poisson, definido em
(1L.54);, e Repm e Impm, as partes real e imaginéria de

s respectivamente). Em particular, (2.0.3) & sempre

m’

verificado quando p possue coeficientes reais ou cons-

m
tantes,

Seja A(x,§) = Rep_ (x,8) e B(x,§) = Imp_(x,%).
Com um simbolo real como A(x,%), podemos associar um cam
po vetorizl em QXGRN\{O}), o Hamiltoniano de A:
N »a » 04 b

(2.0.4) H, = I - - p .
A g vgs oxd  oxd o,

As curvas integrais de HA sao chamadas faixas
bicaracteristicas de A; elas sio definidas pelo sistema
de 2N equagles diferenclais ordindrias ndo lineares (o

sistema de Hamilton-Jacobi):

(2.0.5) x = gﬁ?d A(x,8), & = - grad A(x,8).
X

Note que, ao longo de qualquer faixa, A(x,E) =
= constante. Chamaremos aguelas nas quais A = 0, de

faixas bicaracteristicas nulas de A. Sob a hipdtese de

tipo principal, grad A(x,§) # 0, as faixas bicaracteris-
3

ticas saoc curvas regulares {(no sentido da Geometria Dife-
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das curvaes bicarscterfizticas) szo tambem curvas reguleres

(nic avenas um ponto). Chserve que ¢ simbelo principal do
comutador [A(x,D), B{x,D}%, gue 2 un OpD de ordem =
- o o, - 1 fo m
< 2m-1, & {ver (1.53)) = 1. B{x,3) = - ~— HA(x,%) =
;A J=1 B

1 ~ _ . ~
= ———{4,B}(x,5). A condigzo (2.0.3) pode entao ser re-

formulada da seguinte mangira:

=0\ £ .
£Y) € V_ , ¢ seguinte
P
~ ' . .
a faixa bica—

(2.0.6) Suponha que para algum (x

& verdade: a restricac de B(x,3%)

-
[

racteristica nula de A(x,%) gue passa no ponto

(xo,%o), se anula neste ponto adb passoc gue sua

derivada primeira, ao longo da faixa, é diferente

-0 ~ ~ ~
de_zero em (xo,g ). Entav a equagac Pu=f nao

& localmente resolivel no ponte X,

A cqndigﬁo de Hormander, revela o papel do comu-

tador do simbolo principal com © seu complexo conjugade

(note que {4,B] = —iz {pm,Eﬁ}). Ela também indica a im-

porténcia das bicaracteristicas.

§1. Um exemplo de 12 Ordem

Como exemplo e motivagao para os paragrafos se-

guintes, consideremos a equagdo (de tipo principal)



41~

s 4]
(2.7.1) L= — + ib{t) —
[P} v [0):4 -
onde x e t sac variaveis reais e b(t) uma Ffungao
[=s]
real, C en algum intervalo aberto =T<t<T {T>0), O eg-

tude da resclubilidade local de L (digamos na origem
(0,0)) e, portanto, em pontos da Torma (x,0), uma vez
gue L ¢é invariante por translacSes vparalelas zo eixo
dos ) € bastante instrutive: ele fornecera as princi-
pais idéias para = resolubilidade local de um OpD de ti-
Do principal, de ordem gualguer, em um numerec qualquer de
varidveis.

Para resolver Lu=f, onde f &, por exemplo,

uma fungdo ¢ com suporte compacto em {(x,t)‘?Rz; t|<Tl,
é natural tomar a transformada de Fourier relativamente a

x (que denotaremos por A). . Obtemos

(2.1.2) 4, -~ b(t)en = F(g,t).

t
As solugles de (2.12) saoc conhecidas. Cada
uma é a soma de uma solug2o da equagao homogénea e de uma

solugao da equagao nao-homogenea, da forma

"Ypa .
(2.1.%) ae,1) = | et 1522 4 yat!

onde

t
(2.1.4} B(t,t') = j ,b(s)ds.
t
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Estamos porém interessados em resolver Lu=f e
nao (2.1.2) e, portanto, devemos tomar a transformada in
versa de Fourier relativamente a x. Como estamos aceitan
do solugbes distribuig¢les, segue-se que U deve ser tem-
perada relativamente a §. Observe que o limite de inte-
gracao t, em (2.13) pode depender de &. A guestao é
entao: podemos escolher 1 = to(g) de tal maneira que

0
u(g,t) seja de crescimento lento relativamente a 57 B

clarc que isto requer

(2.1.5) B(t,t )¢ = 0O

qualquer que seja t, it € T e gualguer que seja t'  no
intervalo que liga to a *t. Desde gue somente o sinal
de € # 0 interessa, podemos tomar § = *l1. Nossa per-
gunta pode entao ser reformulada do seguinte modo: pode-

mos escolher t_, |t | =T, de tal forma que B(t,t') =

O’
= 0 (respect. B(t,t') = 0) para todo t, [t] < T, e
para todo t’ entre to e t?7 0O leitor facilmente se
convencera de que isto é possivel se e somente se B(t,t')

¢ uma funcdo monotdnica de t ou de t', em outras pala-

vras, se

(2.1.6) b(t) naoc muda de sinal no intervalo |[t| < .

Suponha, por exemplo, gque b 2 O em )=T,T(.
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Entio podemos tomar t, = T quando §>0 e t =-T
gquando § < 0 e (tdmando a transformada inversa de

Fourier) obtemos a seguinte solugdo de Lu=f

o t . )
u(x,t) = %J J T S )gf(%,t' yat’ dg-

{2.1.7) T
1
- 3% |

.|..m .
ftAelX%+B(t:t’2€f(g,t')dt’dg .

Q

Suponhamos agora que (2.1.6) nao é verdade.
Pode acontecer, entdo, que nio possamos obter uma solugdo
do tipo (2.1.7) porém estamos seguros que a equagao
Lu=f ndo & mais resoliivel? Que este é o caso, & uma conse-
quencia do seguinte lema (de andlise funcional) de
Hormander, valido, mais geralmente, para um OpD P defi-

N

nido num aberto 0 <R (ver 2.0.1).

Lema 2.1 -  Suponha gus ps’ (U) 2 CZ(U), onde U< Q,

rd . ' s .
e um aberto e gseja U um aberto relativamen-

te compacto de U, Entdo existem constantes C, K g K’

tais que

|j fvax) = C ( = sup|D¥e[)( = ’supiDBth :
|a| =k |8]sk

(2.1.8) ®
f, v € CC(U').

Agquil tP denota o adjunto formal de P definido por



N

jv Pu dx = J(th)u dx, v ou u com suporte compacto.

Prova. Consideremos a seguinte forma bilinear vadx de-
finida quando £ € C_(T') e v € c (u'). O pri-

meiro & um espago de Frechet com a topologia definida pe-~

- o - .-
las seminormas =up|D f|. O szegundo €& um espago metriza-

velcoma.topologiadéfinida»pelas seminormas sup|Dﬁth .
£ {bvio que a forma bilinear & continua relativamente a
f, para v fixo. Por outro lado, quando f ¢é fixo, po-
demos por hipdtese escolher u € 8'(U) tal que Pu=f.

Portanto,

vadx = {Pu,v) = (u,th) ,

o que prova a continuidade em v, para f <fixo. Desde
que uma forma bilinear definida no produto de um espago de
Frechet por um espag¢o metrizavel, é continua se, e somen-
te se, for separadamente continua (teorema de Banach-

-Steinhaus), (2.1.8) ¢é valido. Q.E.D.

Voltando ao nosso exemplo de 12 ordem, L, seja
U um retangulo em R® da forma x| <r, |t|] <T. Se
~ f € C:(U) existisse uma distribuigao u, em U, satig
fazendo Lu = f, entac para todo compacto K © U, exisg-
tiriam constantes C, M, M > 0 tais que, WV f,v €
EC:E2L com suporte contido em K,

~
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(2.1.9) |Jj’fvdxdt|sc(sup Z ID%f1)(sup T IDB(LV)|)

2 ol g2 |81=M

(observe que o adjunto formal de L é ‘L = -L;
a = (ao,al), B = (Bo,Bl) sio pares de inteiros nao nega-
tivos). |

A prova da necessidade de (2.1.6) para a reso-
lubilidade local de L hnha origem, consiste em mostraf que
se (2.1.6) nio é vdlido, entdo (2.1.9) & falso, para
apropriados f e v, gqualsquer que séjam as escolhas de
U, C, Me M. Com efeito, suponhamos qﬁe B(t,t') nao
seja uma funcdo monotdnica de t para tedo t'; por
exemplo, gue, para algum t', t v B(t,t') possue um mi-
nimo (|t]<T,|t'|<T)h Isto é equivalente a dizer que existem

Ty <t < t,, tals que B(t,to) z Q0 para t E)tl’tz(

1
e B(tl,to) > 0, B(tz,to) > 0. Seja =z = x—iB(t,to) e
observe que qualquer fungdo analitica de z,h(z), satis-
faz L1h = 0. Em particular, isto é verdade para W = 2z -
- 1822 e para ei%w, onde § e & sao numeros reais.
Seja g, € C:( y=T,T( ;R), igual a um numa vizinhanga de
t, e tal que B(t,to) = 0 no suporte de g, e

B(t,to) > 0 no suporte d? g;; Seja gy € Cz( y-r,r{ ;R),
igual a um numa vizinhangé da origem e g(x,t)::go(t)gl(x).
Escolhemos, em (2.1.9), v =g %W onde 8 >0 é bas-

tante pequeno, de tal forma que, 9B(t,t0)2 s %B(t,to) .
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no suporte de g. Portanto, no suporte de g, temos:
2 2 1 -
Im w = —B(t,to)—ex +BB(t,t0) £ -5 B(t,to) Bx= .
Como Lv = (Lg) ei%w, existe uma constante ¢ > & tal

gque no suporte de Lg {que esta contido no suporte de

grad g), obtemos, para todo § < 0, Re(ifw) = -clg].
pai, concluimos que, para algum C'> O e para

todo § > O,

’
(2.1.10)  swp = [DPn)| = ¢ gl &0 ISl
g2 |B[=M

Tomando entao,

£(x,t) = P(l8lx, 15 (t-t,)), F €C (R®),

obtemos

(2.1.11) sup T |In%f| = C”|EIM ,
22 | o] sM

e

(2.1.12) |512ffe*™g axat - [[ ePF(y,s)ayas = £(1,0)

quando § -+ - (é denota z transformada de Fourier de
F(y,s) relativamente a ambas as varidveis y e s8). Es-
colhendo F de tal forma gque ﬁ(l,o) = 1 e notando que,
para |&| suficientemente grande, o suporte de f esta

contido numa viznhenga de (O,to), por exemplo no supor-
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te de g, chegamos a conclusdo (tendo em vista (2.1.10),
(2.1.11) e (2.1.12), que (2.1.9) nao é verdade, i.e
gque Lu = f ndo pode ser resoliivel em U. Resumindo, mos-
tramos que a equacio Lu=f & resolivel em U (vizinhanga
arbitriria da origem) se e somente se (2.1.6) & validoj

neste caso, uma solucBo é obtida vela férmula (2.1.7).

82, Utilizagao dos OpPsD no Estudo da Resolubilidade

Local dos OpD; Microlocalizagées

Mostraremos agora como a teoria dos OpPsD per
mite reduzir o estude da resolubilidade local de um opera-
dor diferencial parcial linear qualquer, P (ver (2.0.1)),
de tipo principal, ao caso de um operador pseudodiferen-
cial de 12 ordem. O leitor notara gue nac teriamos difi-
culdades adicionais em abordar o caso em que P é&,ele
préprio, um OpPsD (de tipo principal, naturalmente), co-
mo no Exemplo 1.2. A idéia é utilizar (de forma essen-—
cial) a teoria dos OpPsD para obter microlocalizacOes
(este termo € usado comumente para indicar localizagoes no
fibrado cotangente T*(Q), aqui identificado com o pro-

duto. Qx ]RN) .

Seja (xo,g°) € QxGRﬁ\§O}) e suponha que

-0
Pm(xo’% ) = 0.
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. oPp o
Sabemos que para algum [, 1=3=N, gg*(xc,% )#0
J

e, portanto, pelo teorema da fungdo implicita, podemos es-

crever, numa vizinhanga U de (xo,%o) em  Ox Ry ,
(2'2'1) Pm(x,g) = q(x,%)(gj—K(x,g'))

onde &' = (%l’""gj—l’%j+l""’%N) e onde g e M

sao fungoes ¢® em V. Devido a homogeneidade de pm(x,a)
relativamente a §, podemos supor gue ¥ & conica, 1i.e
(x,5) € v = (x{gs) € v, ¥ p >0. De fato, tomaremos
u=Vv=xT onde V ¢é uma vizinhanga aberta de x, e

Q, e T um cone aberto de Ry, que contém g°. Por
causa da unicidade no teorema da funcao implfcita, assumi-
remos que g ¢ homogénea em §, de grau m-l, e que &

homogénea em §', de grau 1. Ademails, temos q(xo,%o)#o e

podemos obviamente supor que g #0 em Vv , € mesmo que,
para algum c¢ > O:
(2.2.2) lq(x,8)| = alg|™ ¥ (x,8) €.

Em outras palavras, q ¢ um simbolo (uniformemente)eliti-

co no conjunto conico V.

£ claro entio que podemos cobrir {xo}x(RN\{O})C
Q xRy com um ndmero finito de conjuntos Vi .xT, (k=0,

1y.0.,7), Vi uma vizinhanga de x T, um cone aberto

o’

em IRN, de tal forma que o seguinte é verdade: primeiro,



~49—

em V xC_, pm(x,g) é uniformemente elfitico, i.e, existe

¢ >0 tal que

(2.2.3) lp,(x,8) = cle|™ vxev, §¢ T,

Segundo, para k>0, temos em kafk uma fatorizagdo do ti
po (2.2.1). Claro gue o indice Jj pode variar com K.
Podemos substituir cada wvizinhancga Vk pela intersegao de
todos os Vk, k=0,1...,r, que dernotamos por U. Temos
pois uma cobertura de UXGRﬁ\{O}) por conjuntos Ux?k =
UxGRN\[O}). Uma observagéorﬁtil é que podemos diminuir os
cones fk(k > 0) contanto que aumentemos r e/ou o "ta-
manho! de fo (diminuir um cone fk, significa decrescer
o difmetro de sua intersegdo com a esfera unitdria SZN—l)'
Esta operacgdo pode ser feita um nlmero finito de vezes. A
proxima etapa é introduzir uma particio da unidade
{gk}OSksr subordinada a cobertura {oxp, }  de UXGRN\{O}L
As fungodes g, devem ser ¢”, nio negativas em
UXGRN\{O}). posSitivamente homogéneas de grau zero (i.e.,
gk(x,pg) ;_gk(x,é) ¥x, 8 e $20), iguais a um em al-
guma vizinhanga do ponto ﬁcentral" (xo,ék) € Uxfk; para
cada k, o suporte de g deve ser um sub-conjunto {(re-

lativamente) fechado de Ux?k.

Na regizo elftica, i.e., quando k = O, podemos

resolver aproximadamente a eguagao microlocalizada
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(2.2.4) - P(x,D)u, = go(x,D)f ,
onde
g, (x, D) = (2m) ™" fel* g (x,8)2(8)ag

(tomaremos f € Cz(U), o que pode sempre ser conseguido

por uma redefinigdo de U e ).

0 método de resolver (2.2.4) foi descrito no

Cap. 1 e é, em resumo, o seguinte:
Definimos o operador E,, pela férmula
~Nr ix. .
B £(x) = (2m)7 [ Fe (x,8) g, (x,8)L(5)a8

onde eo(x,%) deve satisfazer

(2.2.5) P(x,Dx+§)eo(x,§)—l = po(x,%), x €U, § €T .

Aqui e (x,%) & tal que go(x,§)go(x,%) é o simbolo de

um operador regularizante R, . Como conseguéncia, obtemos

(2.2.6) P(x,D)E,f = go(x,D)f+30f
que fornece a solugdo aproximada v, = E,f de (2.2.4).

A solugdo de (2.2.5) foi feita com detalhes no
cap. 1 ({ver os argumentos que seguem (1.25)).

Claro que 0 sucesso do método & devido ao fato gue
(2.2.3) & valido,

Considerenos agora a situaggo onde (2.2.3) nao

I rd . . r . ~
& valido, isto &, os casos k = 0, onde uma decomposlgac
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do tipo (2.2.1) & verdadeira: Para simplificar a notagio
omitiremos todos os fndices k. Nao é diffcil mostrar que,

médulo .um OpPsD de orem -, temos:

(2.2.7) g(x,D)P(x,D) = g(x,D} q(x,D)L{x,D)
onde
(2.2.8) L{x,D) = Dj - xx,D") - ¢(x,D),

com c(x,D) un OpPsD f(em ) de ordem zeroc, no maxi-
mo. Pela técnica de inversfio de OpPsD elfticos (descri

ta acima), podemos resolver aproximadamente a equacao

(2.2.9) q(x,D)w = g(x,D)f,

e, entdo, tentar resolver (novamente aproximadamente) a

equagao
(2.2.10) _ L{x,D)v = 2(x,D)w.

~ ~ o] -~
As funcgoes E e g sao exatamente como g, ex-

ceto que & = 1 numa vizinhanga em OXGRN\iO}) do supor

e
~

te de g, enguanto g

it

1 numa, vizighanga do suporte de
g (todos os suportes devem estar coﬁt;gos em Ux'). Com-—

binando as equacdes (2.2.9) e (2.2.10)7 obtemos uma so

lugdo aproximada de

(2.2.11) P(x,D)v = g(x,D)f.

Definimos agora
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T
(2.2012) u = E vk‘
k=0

£ f4cil verificar que u ¢ uma solugdo da equagao

(2.2.13) P(x,D)u = f+Rs

_onde R & um OpPsD de ordem -1. Ademais, podemos ex-

pressar u na forma u=Kf, onde K é um operador limita
do em LE(U) (podemos inclusive mostrar que K & um ope-
rador linear limitado de LZ(U) em Hmdl(U) cuja norma ten
de para zero com O dismetro de U). Quanto a R, & um opera
dor linear limitadc em L2(U), cuja norma também tende pa-
ra zero com o dilmetro de U. Assim, se este é suficiente
mente pequeno, o operador I+R §é invertivel, e obtemos

uma solugio (exata) de Pu=f, em U, da forma
(2.2.14) u = K(I+R) " *f

Em resumo, a teoria dos OpPsD possibilitou redu-
zir o problema da resolubilidade local da equagao Pu = f
ao caso das equagbes pseudodiferenciais de primeira ordem
(2,2.10).

E conveniente fazer uma mudanca de coordenadas.

”

Antes de tudo, vamos supor que o indice J em (2.2.1) &

igual a N, Ent3o escrevendo 1t = xN—xg, yj=xj para

1=js<0N-1=n {as covariaveis Ej’ j < N, serao deno-

tadas por ny e §y Dor. T), nossa equagdo (2.2.10) é

do tipo’
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(2.2.15) Dyu - X(y,t,Dy)u - c(y,‘t,Dy,Dt)u = f

onde A(y,t,m) & homogenea de grau 1l em 17 e cly,t,n, )
& um sfmbolo de ordem = 0. Ambas as fungdes X e ¢ DO
dem ser consideradas ¢” relativamente a todas as varid-
veis em ]Rn+leRn+£\{O}) (isto presupde que estendemos am
bas a0 espago inteiro e as multiplicamos por funcdes de
"corte" apropriadas; este fato nao afeta os argumentos
precedentes pois introduz, apenas, alguns errcs, expressos
por OpPsD de ordem —=), Podemos inclusive supor que as
(y,t)-projegdes dos suportes de r(y,t,m) e cly,tyn,T)
's80 compactas. Ent3o saﬁemos que ¢ OpPsD c(y,t,Dy,Dt)
define um operador linear limitado de cada espago de
Sobolev HSGRn+1) em si préprio, e pode, por conseguinte,
ser facilmente eliminado do panorama. Podemos pois con-

centrar nossa atengido sobre a equagao.

(2.2.16) Lu = Dt"?\-(y’t’Dy)u = f.

Bscrevemos M = a + #/—1 b, onde a e b sdo fun-
¢des reais C° "de (y,t,n), mn # 0, homogéneas de grau
um  em f. Observe que os OpPsD a(y,t,gy) e b(y;t,Dy)
sio operadores nas distribuigdes nas variaveis vy, depen—
dendo de forma c” de t, Substituindo £ por J-1 f,

obtemos de (2.2.16)
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(2.2.17) d.u - -1 a(y,t,Dy)u + b(y,t,gy)u = f,

A teoria dos Operadores Integrais de Fourier (ver
apéndice) permite gue nos livremos do termo
VST a(Y,t,Dy), de tal maneira gue nosso problema origi-
‘nal se transforma em resolver uma equagdao do tipo (esta
operagdo corresponde ao alinhamento das faixas bicaracte-
risticas de Re L(y,t,m,%) = T-aly,t,n), paralelas ao ei-
xo dos t)

(2.2.18) o.u b*(y,t,Dy)u = T,

o

onde b#(y,t,n) ¢ (como  b(y,t,n)) uma fungdo real C
de {y,t,m), n# 0, homogénea de grau um em n. Associa-
mos a equacio pseudodiferencial (2.2.18), a seguinte équa-—
¢ao diferencial ordinaria, dependendo dos parametros

(Y: ’ﬂ)ﬁ
(2.2.19) dw + b#(y,t,n)w = T(y,t,M) .

Supomos que t varia no intervalo fechado |t[=T,
e (y,n) em uma vizinhanga cdnica U'=Uxuo de (yo,no) em
]RnxCRn\ {0}), onde U ¢é um subconjunto aberto de R" con

tendo ¥y, e Vv, um cone aberto em ]Rn\{O} contendo

2 (U e ¥, com fronteiras regulares). Seja & o es-

pago das fungdes f(y,t,n) que sdo C  em ﬁx[—T,T]x'ﬁo
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e temperadas em n (em Uo); seja 8 o espago de dis-
tribui¢des numa vizinhanca de TUx[-T,T], temperadas (e
mensuraveis) relativamente a n € Uo‘ Introduzimos a pro

priedade

(2.2.20) v feegTwes satisfazendo (2.2.19).

A equagdo (2.2.19) é de 12 ordem e linear. Todas

as solugles sao conhecidas. FElas podem ser escritas na

forma:
't ) R

(2.2.21) wiy,t,n) =f o~Bly,t,t ,n)f(y,t,,n)dt: ,
T(Y!ﬂ)

onde

t
B(Ystst' ""1) = j'[:' b#(_')ﬁss n)ds.

£ fécil verificar que (2.2.20) & véalido se e so-
mente se podemos escolher T(y,n) (para cada (y,n)€v’ )

tal que o seguinte & verdade:

(2.2.22) ¥t € [-T,T], ¥t' no intervalo com extremidades

t e T(y,n), Bly,t,t',n) =0.

I d

0 leitor se convencera facilmente que (2.2.22) &

equivalente a seguinte condigdo:

t ~
(¥)" se, para It | =T, b#(y,to,’ﬂ) <0  entdo

b*(y,t,n) < 0 para todo t, t, <t =T,
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Podemos traduzir (?)* em termos de b(y,t,n)
#):

(ver no apéndice a relagdo entre Db e D

(v) se b(y,t,m) & <O em algum ponto sobre qualquer

faixa bicaracteristica de T-a(y,%,mn) (numa vizinhan-

ca do ponto (yO,O,no,ﬁ)), permanece = O em gualquer pon-

to posterior da mesma faixa (faixas bicaracteristicas sS80

curvas orientadas).

Suponha porém que b(y,t,n), restrita a uma faixa
bicaracteristica I de t-a(y,t,n), muda de sinal em al-
gum ponto (yl,tl,nl,ﬂl) de T. Se (¥) ¢é valido, a mudan
ca de sinal deve ser de + para -=. Se consideramos agora
a "simetria" (y,t,n,®) + (v,t,-n,-T}, e observamos o col
portamentec de b ao longo da faixa bicaracteristica de
t-a(y,t,m) que passa no ponto (yl,t1,~n1,—fl), vemos que
b muda de sinal, neste ponto, de - para + &, portanto,
viola (¥). Assim devido a homogeneidade de grau um em

n, vemos que (¥) ¢é equivalente a

() A restriglo de b(y,t,nm) a _qualquer faixa bicaracte-

ristica de t-a(y,t,n) (numa vizinhanca de (vqr 0y

nO,TO)), nao muda de sinal.

Esta.e, em esséncia, a condigdo de resolubilidade
local (P) de Nirenberg e Treves (ver o préximo paragrafo).

Vimos que ela implica que a equacao diferencial ordindria
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(2.2.19) possue uma solugao temperada (em %) quando o

segundo membro é temperado.

§3. Hipéteses, Conjecturas e Resultados no Caso Geral

0 problema agora, é estender os resultados do
Cap. 2, Seccdo 1, ao caso geral de um OpD P (ver
(2.0.1}), e tipo principal. Este problema tem dois aspec
tos: Primeiro, como formular a condig¢ao que deve generali-
éar (2.1.6)? Segundo, como provar a equivaléncia da con-
digio geral com a propriedade gue estamos estudandeo, resg
lubilidade local? A resposta & primeira pergunta jd foi
iniciada na Introducdo ao Cap. 2. Se as hipdteses de
(2.0.6) sBo verdadeiras, a restricdo de B(x,%) % faixa
bicaracteristica nula de A(x,%) que passa em (xO,EO),
deve mudar de sinal neste ponto. Isto, inevitavelmente,
faz recordar a condigido (2.1l.6). De fato, se considerar-
mos o operador (2.1.1), ou melhor, P = —-iL, vemos gue
A=t e B = b(t)s (notagBo obvia para as covaridveis).
As faixas bicaracteristicas de A s3o0 os segmentos de re-
ta em QX]RZ, paralelas ao eixo dos t, e a 6ohdig50

(2.1.6) pode ser escrita da seguinte maneira.

(2.3.1) A restricio de B a qualquer faixa bicaracterfs-

tica nula de A nzo muda de sinal.
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Por causa da forma e A e B neste caso,
(2.3.1) & equivalente a dizer que B nao muda de sinal
ao longo de gualguer faixa bicaracter{stica de A4, seja
ela nula ou ndo; de fato, estas faixas gsgo distinguldas sg
mente pelo valor de T =A e B & independente de T. A
formulacdo (2.3.1) tem duas grandes vantagens sobre
(2.1.6): & passivel de gemeralizagéo; & inveriante por
mudanga de coordenadas em Q. Existe ainda, entretanto,
uma dificuldade em (2.3.1). £ claro que a propriedade que
estamos investigando, resolubilidade local, nao ¢ apenas
invariante por mudanga de coordenadas em G, porém também
por multiplicagdo de P por uma funcao complexa Cm, di-
ferente de zero em todos os pontos (s{mbqlo elfitico) ou
mais geralmente, por composigao com um operador elitico.
Qualquer condigﬁo gque pretenda caracterizar resolubilida-
de local deve, portanto, possuir tal invariancia para po-
der ser Gtil; em particular, ndoc haverd, neste caso, ambi-

guidade na escolha das partes real e imaginéria de o

Definicdo 2.3.1 - Dizemos que a propriedade (P) ¢é valida

no ponto (xo,go) € OX(Iﬁ}UJ}) se exis-—

te uma vizinhanga © de (XO,EO) em QX GRN\iO}) tal

que, qualquer que seja © numero complexoe =z satisfazendo

3

(2.3.2) gr?d Re(zp,)(x,8)# 0 ¥ (x,8) €6,
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o seguinte & verdade:

(2.3.3) a restricao de Imzp ~ a qualquer faixa bicaracte

ristica nula de Rezp , em 6, n3o muda de si-

nal.

A Definigdo 2.3.1 & aceitdvvel do ponto de vista
de invariancia porém leva a novas dificuldades, uma vesz
que (2.3.3) deve, em principio, ser verificado para todo
nimeor complexo =z tal que (2.3.2) é valido. Felizmen~
te; & suficiente verificar (2.3.3) para apenas um =z s3
tisfazendo (2.3.2): (2.3.3) & entio automaticamente ver—

dadeiro para todos os demais z's.

Uma observacido importante é que a propriedade (P)
¢ mais forte do que (2.0.3), apenas nos pontos onde Py
se anula e grad Repm e grad Impm nao sdo linearmente in
dependentes. Isto €, suponha que pm(xo,go)zo, e que
grad Repm e grad Impm s80 linearmente independentes em
(xO,ED). Se (2.0.3) ¢é satisfeito numa vizinhanga de
(xé,%o), ento p  satisfaz (P) numa vizinhanga de.
(xo,%o). Com efeito, seja p = A+iB, A e B reais.
Numa vizinhan¢a de (xo,éo), o conjunto dos ponto onde B
se anula é uma hipersuperficie regular S que contém

(x ,5°). Desde que H,B = 0 quando A+iB=0, conclue-se
o!? A
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facilmente que a faixa bicaracteristica nula de A que
passa no ponto (xo,so)' estd integralmente contida em S

e portanto B = 0 sobre ela i.e (P) ¢é vdlida.

Passemos agora a ConJjectura (devida a L. Nirenberg
e F. Treves), que generaliza os fatos estabelecidos no
Cap. 2., Secgdo 1. Natualmente que o operador P é su-
posto de tipo principal; caso contrario, as afirmagOes
acima ndo teriam, em geral, sentido (note que, em geral, o
conceito de bicaracteristica nfo possue significado se a

multiplicidade das caracterf{sticas é superior a um}.

Conjectura 2.3.1 — 0 OpD P ¢ localmente resoluvel em @,

se e somente se a propriedade (P) ¢€

valida em todos os pontos de GRN\{O}).

R. Beals e C., Fefferman deram duas provas distin-
tas (embora essencialmente a mesma) da suficiencia de
(?) na Conjectura 2.3.1 (Antes disso, L. Nirenberg e F.
Treves demonstraram ¢ mesme resultadce nas seguintes situa-
gbes: 1) m=ly 2) N=2; 3) p_ analitico}. A primeira

prova usa os resultados de Caderén-Vaillancourt sobre a

continuidade, em I?, dos OpPsD de ordem zero e tipo
(%,% . Para a segunda prova, eles definiram um célculo

R M,m
simbdlico mais sofisticado (a classe de simbolos S§’¢ ) e
]

seguiram as idéias de Nirenberg e Treves no caso analitico
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(a prova de Nirenberg e Treves para o caso analitico ndo
podia ser estendida ao case C°; a obstrugdc esta ligada a
um cerio contraexemplo de J. Mather).

A necessidade da propriedade (f) na Conjectura
2.3.1 permanece um problema em aberto. O ponto de parti-
da para esté tipo de questSoc é sempre o Lema 2,1.1, uma
consequéncia analftico funcional da resolubilidade local
(isto é, (2.1.8) deve ser mostrado falso). Acontece que
o sucesso deste método depende de uma hipdtese adicional,
(Fz), de zeros de ordem finita (somente no ponto onde uma

mudanca de sinal tem lugar).

”

Definigdo 2.3.2 — Dizemos que a propriedade (FZ) ¢& valida

no ponto (xo,g°) € X GRN\{O}), onde

p, ¢Se anula (pm(xo,Eo) = 0), se qualquer que seja z€C

tal que grad Re(zpm)(xo,go) £ 0, a restrigdo de Imzp a
g

faixa bicaracteristica (nula) de Rezpm gue passa el

(xo,gO), possue um zero de ordem k mneste ponto.

Demonstra-se que k  independe de tais =z's.
Note, em particular, que se Py é analitico, (FZ) ¢é sem-
pre valida, Yu.V. Egorov, L. Nirenberg, F. Treves mostra-
ram que se (Fz) & verdadeira, entdo (P) ¢ também neceg
séria na:ConJECtura: 2.%3.1., Mais precisamente, seja
(xO,EO) € Ox GRN\{Q}), um ponto caradteristico de p, e

TO a faixa bicaracter{stica (nula) de Repm gue passa
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neste ponto., Vale entdo o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1 - Suponha gue a restrigdo de Impm a ?o

tem um zero de ordem impar k, no ponto

(xo,ﬁo). Entfo P ndo é localmente resoluvel no ponto x..

Como as hipéteses do Teorema 2.3.1 Sao invariantes,

por passagem ao transposto, obtem-se imediatamente o

Coroldrio 2.3.1 — Nas mesmas hipbteses do Teorema 2.3.1,

P n¥o & localmente resolGvel no ponto
> S
Por outro lado, consideremos o seguinte operador
(2.3.4) P =2+ ib(x,t) —
i ot ’ ox ?

onde b{x,t) & uma fungdo real, ¢” numa vizinhanca da
origem em R°, Suponhamos que a aplicagio t+ b(0,t)
possue um zero de ordem infinita para +t=0, e muda de si-
nal neste ponto. Ninguém conseguiu mostrar ainda que P
nioc & localmente resolivel na origem, como previsto na Con

jectura 2.3.1.
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APENDICE

Explicaremos aqui a passagem de (2.2.17) para
(2.2.18). Na verdade, esta & uma das gquestoes mais delica
das da Teoria e, simplesmente admit{-la, seria uma espeécie
de Jjogo sujo com o leitor. Por outro lado, seu completo
esclarecimento depende de uma outra teoria, a dos Operado-
res Integrais de Fourier, gue, com éerta relutancia, resol
vemos nao incluir no texto a fim de que ele nzo perdesse
seu carater introdutorio. .

Nosso ponto de partida é a equagio (2.2.17) que
reescreveremos da seguinte maneira

(A.1) DU - J=I A{(t)u+B(t)u = £

onde denotamos por A(t) e B(t) os OpPsD a(y,t,Dy)

e b(y,t,Dy) respectivamente. Desde que (ver (1.51)) a
e b sao feais, os operadores A(t) e B(t), definidos
no subconjunto denso HlGRﬁ) de Hoﬂﬂg), s&o, modulo ope
radores limitados, operadores lineares auto«adjuntos(nﬁo 1i
mitados) em HOGR3). Suponha, por um momento, que A €
B n3o dependem de t. A observacao precedente permite

resolver o seguinte problema de Cauchy:
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(A.2) »,.U = iAU, = I, o operador identidade.

£ Ulio

De fato, a solugdo & bem conhecida: U(t)=exp(iat),
o grupo de operadores unitdrios em LZGRn) cujo gerador

infinitesimal é A {quando A ¢é auto-adjunto; guando A

-,

€ auto~adjunto, médulo operadores limitados, U(t) &
"quase unitario").

Seja u = U(t)v, f = U(t)g na Eq. (A.1), onde

A e B sao independentes de t. Obtemos
(4.3) 2, v+U(£)™B U(t)v = g .

Verifica~se gue, médulo um operador linear limitado (de-

[~-}
pendendo C de t),

(A.4) 8T (t) = uee)"1B u(t)

é auto-adjunto.
Existe um "substratum" geomeétrico, no que fizemos.
Suponhémos, por exemplo, que A e B sdo campos
vectoriais reais (multiplicados por qui)‘

A= Ea(Y)Dk, B = Eb(Y)Dko
k=1 y k=1 ¥

Consideremos entfo, a solugdo z = z(y,t) do sis-

tema de equagbes diferenciais ordinarias
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k
k
(A4.5) %ﬁ; =-a(z), 1=ks=n,
com condigOes iniciais

(A.6) z =y, l=ksn ,

Para valores pequenos de |t], z=z(y,t) define
uma mudanga C de varidveis na vizinhanga de gualquer

ponto dado. Seja

(A-?) y = Y(Z,t)

a mudanga inversa de varidveis. A aplicagao

t = (Y(z,t,),t) define um "pedago"™ de curva integral

do campo vetorial bt—iA, passandc no ponto z. A mudan-
ca de variaveis (v,t) = (z,t) transforma este campo ve-

torial em bt' Um calculo simples mostra que

n
{4.8) B'(t) = = b
1

Observe que bk(Y(z,t}) &€ o valor de b~ neo pon-
to alcangado, no tempo t, quando nog movemos ao longo da
curva t - Y{z,t) (2 ¢é o ponto inicial desta curva, ob—

tido para +t=0). Note também que o simbolo de B#(t) S

(4.9) b(¥(z,t), "2
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onde %% representa a matriz Jacobiana. O simbolo
(A.9) ¢é nada mais do que o transformado do simbolo

bly,m) de B (ver (1.55)), pela aplicagéo (z,¢) ~

P (y,n), onde
(4.10) y = ¥(z,t), n= (@)1 .

Esta aplicagdo é a transformag@o induzida no fibra
do cotangente sobre RP(* R" xZRn) ou sobre um conjunto
aberto 0 de R™(Z Q xiRn), associada a mudanca de coor-
denadas (A.7), na base. A curva t - Y(z,%t), na base,
¢ a projecdo da curva t - (Y(z,t),‘t(bz/by)g) no fibra-
do cotangente, e o simbolo de B#(t) & obtido deslocando
o de B ao longo desta curva. Isto descreve completamen-—
te a transformacao de B em B#(t),i e mostra qﬁe a intro
ducaoc do fibrado cotangente nao foi simplesmente uma sofis
ticagdo, porém tinha gque ver com os aspectos importantes
do problema.

Voltemos ao caso onde A{t) = a(y,t?Dy),B(t) =
= b(y,t,Dy) sa0 OpPsD de 12 ordem, essencialmente auto-
adjuntoes,. Uma interpretagﬁo concreta da situagao é en-
tdo possivel, gracas aos operadores integrais de Fourier.
Formalmente o processo é o mesmo: resolvemos o problema

de Cauchy (A.2) e introduzimes o transformado B#(t)
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(note que agora B = B(t)). Ndo é diffcil mostrar que
U(t) ¢é essencialmente unitéqio (em Z@®M), e qﬁe
B#(t), como B(t), & essencialmente auto-adjunto. Porém
a guestdo é se B#(t) & também um OpPsD de ordem um,
ao gual pode ser aplicada uma analise apropriada. A reépog
ta & afirmativa e, ademais, B#(t) estd relacionado com
B(t) de uma maneira simples e elegante, gereralizando o
gque acontece guando A e B sao campos vetorias. Isto e
uma consequéncia do fato que U(t) pode ser aproximado,
médulos operadores que sao regﬁlarizantes (na variavel X
e dependem ¢’ de t), por um operador integral de

Fourier:
(A.11) K(t)u(y):(ZH)_nfei@(y’t’“)k(y,f;ﬂ)ﬁ(ﬂ)dn ,

onde x(y,t,m), a funglo-amplitude, €& um simbolo de grau

zero (dependendo de maneira c” de t) e a fungao-fase
¢ & real, ¢ em (y,t,m), mN# 0, homogénea de grau um
relativamente a mn. De fato, ® € a unica solugao do se—
guinte problema de Cauch& (ndo linear), para a equagao

eikonal:

(A.12) Py = a(Y’trch), cpl-tzo =¥

ao passo que k(y,t,n}= T kj(y,t,ﬂ) deve satisfazer as
J=0

equacoes de transporte:
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bk ® ok

Vot B(y,t —2 + Cly,tse =
5T 520 bn‘j(y’ ,CPY) by‘j + (Y; ls‘P)kv

=F,(y,t ;%; ko;"';kv—l)

onde Cfy,t,n) e Fv(y’t;ﬂ;ko;"';kv-l) sao funcionaisg

(Fv =0 se ~ =20)., Ademais, os k, sdo submetidos as
condig¢des iniciais:

k | =1, k
t=0

0 se v = 0.

ol vl

£=0

Assumindo que adicionamos um termo de ordem zerc
a a(y,t,Dy), “de tal forma a torna-lo auto~adjunto, obte-
mos gue U('l:)_1 ¢ igual, médulo operadores regularizan-
tes, ao adjunto K(t)* de K(t)A e,rportanto, moduloe ope-~

radores regularizantes,

(A.13) s (1) = k()" B(£)K(t) .

O importante teorema de Egorov assegura-nocs entao
que K'BK & um OpPsD de mesma ordem que B (agui um),
e que, médulo simbolos de ordem inferior, seu simbolo pode
gser obtido do de B, por uma férmula semelhante (e gene-
ralizando) a (A.9). As curvas relevantes no fibrado co-
tangente sao agora as faixas bicaracteristicas de

T - a(y,t,n), isto &, do sfmbolo de *(v, - iA). Estas
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faixas sao0 asg curvas integrais do Hamiltoniano de
T - aly,t,n), que é o campo vetorial

o= bt - a(Y,t,ﬂ)'by + ay(Yst’n)'bn .

Elas sao curvas descritas pelo ponto

(Z(Y’th),t,g(Y’t,n))- Gnd’e

%% = - an(z’tsg)s %% = ay(z’tsg):
(A.14)
z=y, (=1 para t=20.

Para valores pequenos de |t], a aplicagao
(Y,n)ék* (z{y,t,n), ¢{y,t,m)) € um difeomorfismo; demnote-
mos por
(4.15) y = ¥(z,t,¢), n=nlz,%¢),

a transformagao inversa. Se b#(y,t,n) denota o simbolo
de B#(t), temos:

(8.16)  bf(z,%,0) = b(¥(z,%,8), t,0(z,t,¢)) médulo sim-

bolos de grau zero.

Isto generaliza a férmula (A.8).
Assim, reduzimos o problema original (A.1) a re-

solubilidade da equagao de evolucao (ver (2.2.18))

(4.17) btu,+ b%(y,t,Dy)u = f,
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onde o simbolo principal bﬁ(y,t,ﬂ) de b#(y,t,Dy) é

real e definido pela Propriedade ({(4.16).
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