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PREFACIO

Estas notas estao baseadas num curso dado no
IMPA nos meses de janeiro e fevereiro de 1975. Elas tem o
propésito de dar uma visao de resultadqs interessantes e
importantes da geometria das imersoes de subvariedades ao
mesmo tempo que introduzem muitas das técnicas bésicasus&

das nesta area.

Tentamos chegar rapidamente aos resultados, in
troduzinde os conhecimentos basicos somente a medida que
0s necessitamos. Alguns fatos da geometria intrinseca de
variedades Riemannianas e de topologia diferencial sS40
admitidos (por exemplo, fatos sobre geodésicas e sobre

teoria de Morse).

Ao final de cada segao damos uma lista de refe-
- Lol
rencias e apresentamos sugestoes de outrus assuntos e pro
blemas relacionados com o conteudo da segao. Em certos ca
rd R
s0s, tambem damos uma ideia de como demonstrar uma genera
: ~ « " L3 a -
lizagao de um resultado ja visto. Como as referencias bi-
. L ~ ~ . f . foa
bliograficas nao estao todas juntas, o indice alfabetico
1

contém também um indice de autores.









Finalmente, no apéndice, desenvolvemos uma for-
mula que 6 usada no teorema de Gauss-Bonnet. Esta formula
relaciona uma curvatura intrinseca da variedade Riemannig
na com a meédia das curvatu:as de Lipschitz-Killing nas di

- . i d
recoes normais (curvaturas extrinsecas).

O excelente trabalho de datilografia e de prepa

racao do texto foi feito por Adalberto do Outeiro.

Lucio Rodriguez

Rio de Janeiro, junho de 1976.
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1. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta se¢ao definimos as nogoes basicas de va-
riedades diferencidveis. Nosso objetivo nao sera o de dar
uma visao completa sobre o assunto senao o de ver rapida-
mente o que realmente precisaremos mais adiante. O leitor
com menos experiéncia, poderé consultar as referéncias su

geridas ao final desta segho,

Um espago topolégico de Hausdorff M ¢ chamado

uma variedade‘topolégica de dimensao n se para todo D

em M existe uma vizinhanga U e um homeomorfismo
®: U+ V sobre um aberto V do espaco euclideano Rn. 0

par (9,U) & chamado um sistema local de coordenadas.

DEFINIGAO - Um atlas de M ¢& uma colegao {(py , Ugto€ L}
de sistemas de coordenadas de M tal que
1) U y, =H
afL " -1
2) Se U, NU, #¢ entao ©y P 19, (U, NT, )+, (U, NTU)
é diferencidvel de classe C .

P ~ ’ . A
Um atlas e completo se nao esta contido num atlas maior.

DEFINICAO - Uma estrutura diferenciavel é um atlas comple

to de M. A variedade topolégica M com uma

estrutura diferenciavel é chamada uma variedade diferen-



ciavel.
pada uma funcAo f: M -+ R dizemos que ela é di-

ferenciavel em p se existe um sistema de coordenadas

(¢,U) tal que p€ U e £|U=F°® onde F: p(U)s R"» R
& diferenciavel de classe Cm. Verifica-se que a defini-
cao nao depende do sistema de coordenadas. Acostuma-se es
crever © como (wl s oea ,wn) ou (x1 y see ,xn), e

f(g) = F(xl(q) ; ey xn(q)). Denotamos como JF(M) o con-
junto de todas as fungSes reais definidas sobre M que

gl . .’ . o3
sao diferenciaveis de classe C em todos os pontos de M.

EXERCICIO 1.1 - Dado p € M e W um aberto de M con-
tendo p, existe f € F(M) tal que

f(p) =1 e £(g) =0 para todo q & V.

Observamos gque (M) é um espag¢o vetorial sobre
R, definindo (f+g)(x) = £(x) + g(x) e (Af)(x) = AE(x),

A em R.

Vetores Tangentes

DEFINICAO - Dado p em M, um vetor tangente a M em D

é uma aplicagho linear X_: F(M) * R tal que

P
1) Xp ¢ linear sobre R

2) Xp(fg) = g(p)(xpf) + f(p)(xpg)
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Denotamos por TMp o conjunto de todos os veto
res-tangentes em D. TMp é um espago vetorial, (Xp-bAYp)f =

= Xpf + A(Ypf), A €ER, e é chamado o espaco tangente de M

em p.

PROPOSICAO 1.1 - 1) Se f ¢ constante entao X,f = O.
2) Se f =g numa vizinhanga U de p,

ta f=Xg.
entao Xp pg

i

a0t 1 AY =& 1) = A 1 - Al +
Demonstracac ) Xp( ) Xp( ) Xp( 1) Xp(l)

bl

+ l'lxp(l) = ZXP(A), se f =1, 2 €R,
2) Basta demonstrar que se h = 0 em U entao Xph =0,

i X (f- = f - X g.
pois p( g) Xp &

Mas seja k: M R uma fungio diferenciavel tal que
k(p) = 0 e k(M-U) =1 (vide exercicio 1.1). Entao
h = h+k. Logo Xoh = Xp(h-k) = k(p)Xph + h(p)ka = 0.
C.Q.D.
Dado um sistema de coordenadas @ = (x5, «.. ,xn)
definido numa vizinhanga de p, temos uns vetores tangen-
" tes especiais que definiremos a seguir. Sabemos que

f=F°p onde F:R'+R § ¢ ; definimos (3%—)pf =
i

= (S%" F)w(p) onde a derivada parcial a direita é a usual,
i
o] ~ . R
Os (g;-)p ,i=1,2,...,n, sao linearmente independen
i n n
o} ~ [o]
tes pois se I a., z— =0 entao X a, 7—(x.) =a., =
j=1 1 bxi i=1 bxi Jj J



-] -

=0, j=1,...,n. A seguir veremos que eles formam uma

base de TM_.
P

PROPOSIGRO 1,2 - A dimensao de ™, € n.

Na demonstraggo desta proposigao precisaremos do

seguinte lema.

LEMA 1,3 - Seja f uma fungio C de R" em R. Entao

existem n fungdes C , fy0f5, 000, 1 de

)i m R tal gue f(xl ) e ,xn) =f(0,0,..,,0) +

n
by x4 fi(x1 s e ,xn) e fi(O »3 0, vve , 0) =

s}
= £(0,0,...,0),
i
~ 1 d
Demonstracao: f(x1 RINEREE ’Xn) = IO It f(txl s s ,txn)dt
1 n >
= fO izl X, 3§;(tx1 y aen ,txn)dt..Logo bas-

1 ‘
3 of
ta tomar fi(x1 s ves ,xn) =.JO EEE(txl s e ,txn)dt.

Demonstracao de 1.2: Seja ® = (x1 f e ,xn) um sistema

de coordenadas ao redor de p com
xi(p) =0, i=1,...,,m Se f € 3(M), podemos expressar
f na vizinhanga coordenada de p como f = F(x1 y 2en ,xn),
onde F esta definida numa vizinhanga de (0,0, ..., 0)
em R", Pelo lema, F=F(0,0, ...,0) +
n

+ iil XiFi(xl R IR ,xn) em U. Dado X € TMp s
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n
Xf = iil Fi(o F I I ') O)X(Xi) + xl(p)X(Fi(xl R A | xn)) =
N OX(x) = T x(x,)(=2) ¢ Logo
et b * 9w il = . .
i=1 bxi i i=1 i bxi p
X = g X(x )_Q_ Ja tinhamos visto gue os (*2—)
e i‘ox. : ox.’p ?
i=1 i i
i=1,...,n, sao linearmente independentes, logo eles

formam uma base de TMp. C.Q.D.

Uma curva c: (-e,e) * M com c(0) =p & dife
renciavel em p se ©°c & diferencidvel em p. Podemos

definir o vetor tangente a curva em p, ¢'(0), da seguin-

te maneira c¢'(0)(f) = é%f(c(t))t=0-

ExERcfcIO 1.2 - Dado um vetor tangente em p, X , existe

p
uma curva passando por p tal que

& (0) = Xp-

Um campo vetorial X é uma rYegra que associa a
cada ponto pPp em M um vetor Xp em TMp. Um campo ve-
torial X atua nas fungdes de H(M) da seguinte maneira
Xf e a fungao (Xf)(p) = X,f. Dizemos que X ¢ diferen-
ciavel se Xf € F(M) para todo f € %(M). Denotamos por

- ] . L4 a
¥(M) o espago dos campos vetoriais diferenciaveis.

Observagao: Cada campo vetorial X & uma aplicagao R-
linear de &(M) em JF(M) tal que X(fg) =

= gXf + fXg. Inversamente toda aplicacao com esta proprie
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dade ¢ um campo vetorial diferenciavel.

Observagao: Y(M) & um médulo sobre o anel de fungoes
F(M).

Dado um sistema de coordenadas

p = (xl » Xy g see ,xn) definidos em V, temos os campos

vetoriais diferenciaveis 3%~ , 1 =1, ..., ,m em Z(V),
gue em cada ponto formam uma base do espagoe tangente nes-
n
se ponto., Logo se X € %¥(V), X = % a; g~ onde os
_ i

1 ~ ~ . s * .
a;'s sao fungpes diferenciaveis.

EXERcicIO 1.3 - Um campo vetorial é Cm se e somente se

para todo sistema de coordenadas locais

n
(p = (xl ) s ,xn) , V), X = 'El ay 3%— em V onde as
i= i

-~ ~ a3
funcgoes a, sao C .

Se quisermos definir um campo vetorial X que
. n

: - r s s ’ o]
seja so C exigiriamos so que X = I a; 3y ¢ com os
i=] i

, . r
ai’s diferenciaveis de classe C7.

Dados campos vetoriais X e Y em ZXZ(M) pode

mos definir o colchete deles, denotado [X,Y], como

[X,Y]f = X(Y£) - Y(X£). Verifica-se que [X,Y] € Z(M).
(p = (x1 . e ,x ) V) & um sistema de coordenadas locais,

. 0 2 0

J



-7=

EXERCICIO 1.4 - Verifique a identidade de Jacobi, -
(x,[v,z)] = ([x,¥),2] + (v, [X,Z]], pa-

ra tode X,¥Y e Z € E(M).

EXERCTCIO 1.5 - Usando coordenadas locais verifique que

[X,Y] é diferenciavel se X e Y € E(M).

- e ] 3 Ld Iy
Aplicagoes Diferenciaveis

Dizemos que uma aplicagao f: M » N entre varie

s n’ I i Y .'
dades diferenciaveis e diferenciavel se para todo g em

F(N) temos que g°f ¢é um elemento de 3JFI(M). Usando co-
ordenadas locais (¢,U) e (p,V) de p€ M e £f(p)EN
respectivamente também podemos definir £ como diferencié

L. y(u) » B & diferencidvel de

velem p se p°feoy
classe C como fungao de R® em R™. Verifica-se que
esta definigao nao depende do sistema de coordenadas e que

- . ~ Iy 0 Iy - bl
e equivalente a primeira definigao.

Se f: M+ N é diferenciavel,entao para todo
p € M temos uma aplicagao linear, a derivada de f em D.

f TM,_ -+ TNf(p) definida como [f*p(Xp)]g = Xp(g o f)

#p* “p
para todo g € F(N). Daremos agora uma expressao desta de

rivada em coordenadas locais. Se ((xy, ... ,xn) , U e
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((y1 s sas ,ym) , V) sao sistemas locais de coordenadas ao

redor de p e f(p) respectivamente, entao

d o] e} [}
{3;— , e ,32—} e {g;— s oo ,3};} formam bases de TMp

e TNf(p) como vimos antes. Agora veremos a derivada em

o} o)
termos destas bases., Temos que [f,p(—)ly. = —(y., ).
: * OXi J bxi J

Se f (_Q_) = g a o entdo w2 (y,°of) = £,.( 0 Yy, =
- s a —_— - - - * - P
* Oxi P 5=1 ji byj bxi J Oxi J
n
=(E a —g—)y = a... Logo os coeficientes da matriz de

J Ji
= 3%— yj° f. Essa matriz m X n

i
é chamada a matriz jacobiana Jp de f em p. Se escre-

nestas bases sao a4y

vemos yj °of = fj temos que

o0f, of
Oxl bxn
J_ = . .
p : :
OF >f
bxl bxn

EXErcfcro 1.4 - Veja como Jp muda quando fazemos uma mu
dancas de coordenadas ao redor de p e

fi{p).



Subvariedades

Dizemos que uma aplicacao diferenciavel f£: MaN

é regular em p se £ap é injetiva.

EXERCfCIO 1.5 - Se f & regular em p entao f & também
regular numa vizinhanca de p, e f & um

homeomorfismo local.

. L . o~ L
Dizemos que f e uma imersao se f e regular
em todo ponto de M. Neste caso chamamos o par (M,f) uma

: » - . -~ »
subvariedade imersa de N. Se f e uma imersaoc que e um

" homeomorfismo de M com sua imagem Ff{M) considerada com
a topologia induzida por N, entdo f & chamado um mergu-
1ho; nestas circunstancias podemos identificar M com
f(M) < N.

Estaremos especialmente interessados nas subva-
riedades de mn+p. Neste caso podemos identificar TMp
com f*(TMp) que poderemos considerar ainda como um sub-

espaco afim de R" contendo f(p).

Uma maneira de obter exemplos de subvariedades
» - L4
consiste em empregar o seguinte teorema de calculo que

. ~t
enunciaremos sem demonstracao.
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~ . +
Teorema da funcao implicita ~ Seja D um aberto de R" p
e £, ,1=1,...,p, funcoes reais di-
ferenciaveis definidas em D tal que fi(a,b) = 0,

i=1,...,p, onde (a,b) = (al, ceesa by ,bp)ED.
Ofi .
Se det(sgj)(a,b) # 0, entao existem vizinhangas U de a
i=1,...,p
j=nt+l,...,0n+tp

em R" e V de b em RrP e W: U~V diferenciavel

t—— —_— —

tal que (1) fi(x,w(x)) = 0, para todo x em U, i=1,...,p.
(2) se f,(x, ,yo) =0, i=1,...,p, com x €U,e

Yo € V entao y, = m(xo).

Este teorema se aplica observando que
g: U - f_l(O)nU><V, g{x) = (x,9(x)) & um homeomorfismo,
onde f = (fl ) e ,fp); dal segue-se que g_l é um sis-
tema local de coordenadas de f 1(0)<DCR™P. Um caso es
pecial acontece guando consideramos uma aplicaggo diferen
cidvel f: R+ R com a propriedade de que para todo pon
to p € M==f“1(0) existe pelo menos uma derivada parcial

b - ”,
Sﬁi diferente de =mero; do teorema segue-se que M e uma

i
subvariedade mergulhada de dimensao n-1. Uma imersaoc de
uma variedade de dimensao n-1 numa variedade de dimen-

L )

g - . £ .
sao0 n e chamada uma hipersuperficie.

EXEMPLO - f: mn+1 2 R definida como f(x1 ,..._,xn+1) =
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n+l 9 of ~ ~

= I (xi) -1, Temos gue Os g—— = 2x; nao sao todos
i=1 i

iguais a zero na esfera st = f_l(O). Logo vemos que a es

fera S% & uma hipersuperf{cie de m“*l.
EXERCICIO 1.6 - Seja SL(n, R) o conjunto das matrizes

n X n com determinante igual a 1. Demons
tre que SL{n, R) ¢ uma hiﬁeréuperf{cie de GL(n, R), o
espag¢o das matrizes n X n com determinante diferente de
zero, que pode ser considerado.como um aberto de an.

Sugestao: Usando o fato de que f = det & homogenea de

Ax_ ) = A"f, verifique

grau n, i.e., f(?tx11 Kyg s eoe s Axpo

;\.n—lf

que e bote

T MB

i h-1 ik bx k(lxll 1oeee 'Axnn) - n

A-=1l

- . Iy u
Metricas Riemannianas

. . L4 - - 0 u
Definiremos uma metrica Riemanniana numa varie-

dade diferenciavel M das duas seguintes maneiras equiva
lentes: i
(1) como uma aplicagao ‘g: E(Myx £(M) =» F(M) bilinear
sobre o anel J(M), simétrica e positiva definida,
i.e., para tode X € (M), g(X,X) 2 0 e g(X,X) =0 se e

somente se X = 0.
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(2) como uma regra gdue associa um produto interno posi-

tivo definido gp a cada espaco tangente TMp s GQue

é diferenciavel no sentido de que para qualquer sistema de
coordenadas ((x1 »Xg g v ,xn),U) temos que

0 s _ o . -
x gx(EET ,g;f) gij(xl ) e ee ,xn) e diferenciavel. As
sao os coeficientes de g com relagao ao

) e

fungdes gij
sistema de cocordenadas (x1 y ooy X )e A matriz (gij
positiva definida e simétrica. Verifica-se que a definigﬁo
de diferenciabilidade nao depende do sistema de coordena-
das.

0 seguinte teorema, que enunciamos sem demonstra
gSo, garante a existénecia de métricas Riemannianas para

I 3 . N ) -
as variedades diferenciaveis mais comuns.

TEOREMA - As seguintes condi¢oes sao equivalentes para uma

. . .’
variedade diferenciavel M

1) M tem base enumeravel,

2) M ¢é paracompacto,

3) M & metrizavel,

. il - 0 .
4) M admite uma metrica Riemanniana.

0O leitor poderé ver demonstragoes destes fatos
e mais detalhes sobre este assunto em [1], vol.l, apendi
ce 2 e [2], capitulo 7. (As referéncias encontram-se ao

final da seg2ao.)



?
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» ] . L ’ a -
Uma variedade Riemanniana ¢ uma variedade dife-~

renciével com uma métrica Rieménniana. Dada uma imersio

f: M+ (M,8) numa variedade M com métrica Riemanniana
g podemos induzir uma métrica Riemanniana g em M pela
seguinte formula, g, (X, y Y,) = §f(p)(f*xp ;) T4 ). se
(M,g) e (M,g) sdo variedades Riemannianas entao diz-se
que f: M~ fi ¢ uma aplicacio isométrica se g(X,vY) =

= g(f£,X, £,Y), para todo X,Y€ TM_ , e para todo x € M,
Ser isométrica implica ser uma imersao. Dizer que £ o
isométrica & equivalente a dizer que g & a métrieca indu

zida por f.
REFERENCIAS

Nesta primeira segao temos introduzido sé al-
guns conceitos basicos de variedades diferenciaveis, sd o
essencial para comegar a falar na geometria das imersodes.
Outros conceitos aparecerao assim.que forem necessirios
em outras segoes. Para quem guiser maiores esclarecimentos
sobre estes tépicos recomendamos que consulte alguns 1li-
vros que tratam especialmente desta matéria, como, por
exemplo,
[1] LIMA, E. - Variedades Diferenciéveis, Monografias de

Matemética, N2 15, IMPA, Rio de Janeiro,

1973.
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[2] AUSLANDER, L. e MACKENZIE, R. - Introduction to
Differentiable Manifolds, Mc Graw-Hill,

New York, 1963.

Muitos livros de geometria diferencial ou topo-
logia diferencial possuem um primeiro capitulo dedicado a

: 3 ] 'y i - x
variedades diferenciaveis, como O0s seguintes:

(3] WALLACE, A. - Differential Topology: First Steps,

W.A.Benjamin, New York, 1968.

[4]} BISHOP, R. e CRITTENDEN, R. - Geometry of Manifolds,

Academic Press, New York, 1964.

[5] KOBAYASHI 8. e NOMIZU, K. - Foundations of Differential
Geometry, vol. T, Interscience Publishers,

New York, 1963.

[6] WARNER, F.W. - Foundations of Differentiable Manifolds
and Lie Groups, Scott Foresman, Glenview,

Illinois, 1971.
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o, CONEXOES E IMERSOES ISOMETRICAS

Nesta segdo estudamos conexOes em variedades
Riemannianas. Comegamos com as relagbes entre a conexao
de uma variedade e a conexao de uma Qubvariedade, e obte-
mos as formulas de Gauss e de Weingarten. Depois estuda-
mos em detalhe o caso dg subvariedadgs de BF+p e em par
ticular'hipérsuperf{cies de Rn+1. Finalmente obtemos as

propriedades basicas da aplicag¢ao’ de Gauss.

DEFINICAO - Uma conexao de uma variedade diferenciavel M
e uma regra VvV que associa a‘um par de cam-

pos vetoriais X,Y € ¥(M) um outro campo vetorial V¥

em %(M), chamado de derivada covariante de Y na dire-

950 de X, que satisfaz as seguintes propriedades:

1) v Z = fv

£X+g¥ xZ * 8VyZ

2) vX(Y+Z) = VY + V2

3) Ve fY = (X£)Y + £V, Y

onde f,z € I(M) e X,Y,Z € E(M).

Se (@ = (Xq 5 000 ,%.),U) & um sistema de co-
1 n ) ;

ordenadas locais ent3o temos campos vetoriais g%_ € X(u)
' i

e Vv 2 - g rk 2 onde as I'F. sdo fungoes di
T , _ P i
b/bxi bxj k=1 ij bxk ij
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, * - -~ .
ferenciaveis em U. Estas fungoes sao chamadas de simbo-

los de Christoffel da conexao; eles determinam a conexao

totalmente em TU.

EXERCICIO 2.1 - Demonstre que (VXY)p depende sé do va-
lor de X em p. Sugestao: localize pri-

. |
meiro usando o exercilcio 1.1,

A aplicacdo T: ¥(M)X X(M) + ¥(M) definida co-

mo T(X,¥) = v,¥ - vyX - [X,Y] €& chamada de tensor torsao.

Esta aplicagaoc T é chamada de tensor porque o valor de

T(X,Y)p depende s6 do valor de X e Y em p, e T in
duz uma aplicag¢ao bilinear Tyi TM X THM > TM  em cada
ponto p de M. Estas propriedades equivalem a exigir que
T seja uma aplicagao bilinear considerando %(M) wum mo-
dulo sobre 3%(M). Ja vimos que a métrica Riemanniana g

tem esta propriedade. Mais adiante teremos a oportunidade

de estudar outros tensores.

EXERCfCIO 2.2 - (a) Verifique que T & bilinear conside-
rando %¥(M) um médulo sobre J(M).

(b) Demonstre que {a) implica que T(X,Y)p depende soé de

Xp e Yp. Sugestao: primeiro localize, i.e., veja que

T(X,Y)p depende s6 dos valores de X e Y numa vizinhan

. ~ 3
¢a de p e depois use a expressao em coordenadas locais.
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rk

(¢) Veja que T = 0 se e somente se ij = rk

ji para qual

quer sistema de coordenadas.

. ) ~ - 4 ”
Dizemos que a conexao vV e compativel com a me-

trica g de uma variedade Riemanniana M se Xg(Y,Z) =

= g(vyY,2) + g(¥ ,vxz), para todo X,Y,Z € ¥(M).

PROPOSIGEO 2.1 - Dada uma variedade Riemanniana (M,g)

. L4 . ~
existe uma unica conexao v, chamada a

conexao Riemanniana de M, tal que

(1) T é identicamente nulo (simétria)

(2) v ¢é compativel com a métrica (ng = 0)

Demonstracao: Basta definir vyY pela seguinte equacao

2g(vyY , 2) = Xg(¥,2) + Yg(X,2) - zg(X,¥) + g([X,Y],2) +

+ g([z,x],Y) + g(l2z,Y],X) Cc.Q.D.

A segunda forma fundamental

Consideremos uma imersac f: M~ f onde é
uma variedade com conexao ¥. Sejam X e Y campos veto
riais de M. Dados x em M e U uma vizinhanga de =x

onde f ¢ injetiva, temos que f*X e f£*Y s3o campos
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vetoriais definidos azo longo de f{(U). Popdemos estende-los
a campos vetoriais X e ¥ definidos numa vizinhanga de

f(x) em M, Definimos ('G'XY)x como (52?)x. Como (Giﬁ)x

depende so6 de ix =X, e de ¥ ao longo de uma curva em

£(U), temos que a definigio ndo depende da extensao.

Suponhamos agora que ff: M,g = fi,g é uma imer-

. v ” . P ﬁ @
sa0 isometrica odemog escrever T £(p) como f*TMp Np,

'L rd
onde Np(=TMp) e o complemento ortogonal de f,TM em

P
Tﬁf(p) determinado pelo produto escalar gf(p). 9 subes~
pago Np é chamado o espaco normal de M no ponto Dp.

~

Se ¥ @ a conexao Riemanniana de M podemos escrever, se
X,Y € ¥(M),

~

V¥ = £,(9,Y) + %(X,Y)

X

onde f*(va) € £ TH, é o componente tangente e @(X,Y)E€

€ Np & o componente normal. A aplicagao o é chamada a

segunda forma fundamental da imersao.

PROPOSICAO 2.2 - {a) v assim definida € a conexao compa-—

tivel com a métrica g gg M e com

g 3 - ] ]
torgao nula; i.e., € a conexao Riemanniana de M.

(b) o: E(M) X E(M) + Z(M)* é simétrica e bilinear sobre

®(M); logo a(X,Y), depende sé de X, e Y, .
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Demonstragao: 1) Se X,Y,Z € ¥(M) temos que
| £.(vg (Z+ WD) + &(X, Z4W) = T (Z+W) =

= U, Z + U W = f,v

e % Z + o(X,Z) + f*(VXW) + a(X,W).

X

£
Dai, agrupando as componentes tangentes, temos que

vx(z4-w) = VgZ o+ VW,

pois I, é linear; e agrupando as compohentes normais te
mos gue

o(X, Z+W) = a(X,Z) + o (X,W).

De maneira analoga verificamos as outras propriedades da
conexao v e obtemos também que & & bilinear.

2) Como ¥ € compativel com a métrica g temos que

I

Xg(¥,2) = Xg(¥,2) = B(V,Y, £,2) + B(£,Y, T,2) =

= B(249,Y + a(X,Y) , £,2) + B(£,Y , £,9,% +0(X,2)) =

X

= g(VXY, z) + gy, VXZ).

Logo v ¢é compativel com g.

3) v ¥ - E?i = [X,¥% implica que £,0,Y + a(X,¥) -
%

- £,7,X - a(Y,X) = £.[X,Y], ou seja, v tem torgdo ze

Y

ro e & ¢ simétrica. Como G(X,Y) depende sé de X, e

a(Y,X) s0 de Yp demonstramos a parte (b). Como existe

L ~ g ,L, -
uma unica conexao compativel com a metrica e com torcao.
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nula, v € a conexao procurada. Cc.Q.D.

Um campo vetorial normal & & uma regra que a
cada pontoc p em M associa um vetor §p emn NpCZTﬁf(p).
Denotemos por I(M)L o conjunto de todos os campos veto-
riais normais diferencidveis da imersdo f. Entdo a ‘segun
da forma fundamental pode ser considerada como uma aplica
gao &: E(M)XZ(M) + %¥(M)* simétrica e bilinear sobre
F(M). |

De modo anélogo ao que foi feito anteriormente,
se § € E(M)* e X € %¥(M) tem sentido falar em Exﬁ.‘Sg

ja =AgX a componente tangente e vif a componente nor-
3 - X

mal de ng.

PROPOSIGAO 2.3 - (a) A aplicavao (X,5) = AgX é bilinear

sobre F(M), logo (Agx)x depende s6 de

§x e de Xx.

(b) 8¢ X e YETM, e §¢€ TM; , temos E(AEX,Y) =

= g(&(X,Y), ), logo Ag ¢ uma aplicagiao linear e si-

’ .
metrica.

Demonstraggo: (a) Analoga a da proposigiao 2.2.

(b) Como g(Y,8) = 0, temos que

0

XE(Y,8) = B(F,Y,8) + B(Y,T,5)

B(2(X,Y),8) - §(Y, AgX) C.qQ.D.
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Resumindo, temos as seguintes formulas
(2.1) VX? = vy ¥+ %(X,Y)

o — J.
{(2.2) vX€ = -Agx + vX§

onde X,Y € ¥(M) e £ € X(M)'. A primeira é a firmula de

Gauss e a segunda é a formula de Weingarten.

ExErcfcro 2.3 - Verifique que v satisfaz as seguintes

propriedades:

1) V;X+Y§ = fvig + v§§

1

2) vp(£5+m) = fvyf + (X£)E + vin onde X,Y € ¥(1M),
g,m€ (M) e £ € 3(M),

. ” e
Dizemos que ¥ e a conexac normal,

n , . ,
R como variedade Riemanniana

‘ n
No caso em que M =R as coordenadas retangu-
lares normais formam um sistema de coordenadas global, e

¢ . . . .
uma metrica Riemanniana ¢(,), a usual, define-se como

> .
(32— s 3%—) = 53 » Qualguer campo vetorial pode ser expres
i J n
so globalmente como X = I a, 3% onde a, € F(R™), e
j=1 1 0xy i

(x1 1 Xg g see ,xn) 520 as coordenadas retangulares. A co-

o 4 I'd . (gl .
nexao compativel com a metrica usual tem uma expressao sim
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n
ples nessas coordenadas: se X = I a, 39— e
: L X,
i=1 i

Z b, 5 5 I X
Y= % b, — temos que ¢, ¥ = £ X(b, =

=1 %%y XT g 0 AThxy

n- db.,

-z aj(ﬁ-%-)s%- . Os simbolos de Christoffel TS com
i,3=1 7773 T J
relacao as coordenadas retangulares sao todos identicamen

te nulos.

. . ~ n n+l
Consideremos agora uma imersao f: M -+ R ’

isto é, uma hipersuperficie de m?*l. Se ja

((Xy , X » o0+ 3 X.) , U) um sistema de coordenadas de M.
1 2 n

Podemos identificar o campo vetorial com a fungao com valg
df
1 o 0 0 n+1
f4(5o) = 55~f = (gt s oo+ Bx, ); na rea
i 1 i i

+
Tes am Bn

' ] n+l , .
- E Il Iy
lidade f*p(ggz) T‘Bf(p) , mas podemos identificar via

désloaamento paralelo todos os espagos tangentes de Rp+1

com T B§+1 ~ B!, Como a conexdo de R™' & trivial, te
0
T ] - [¢) o of -
mos ¥ T ¥ T, = ( ). Logo a formu
d/bxy Bx; | VEad/0%; *¥x;  Ox; Dxg =

la de Gauss pode ser escrita como

b of D ) o}

F—F— =V + o ) =

. Ox . . . L2 .

bxl xJ b/bx:L be bxl be

gz.s) n . b )
= T v T Mgt

onde os P?j sh0 os simbolos de Christoffel da conexao de

4] D
M e hij = (u(EEI ,3;;) 5, com & € TM; . Observe que
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Ll s - s
(h,.) e uma matriz simetrica que representa a segunda for

ij
ma fundamental. Similarmente, tem-se para a formula de

Weingarten a seguinte eXpressao

- o] ] of
(2.4) v £ =5—58 =48 5—= 2%

0O determinante da matriz (hij) nao depende da escolha de

L4 r
vetor normal gquando n e par, e e chamado a curvatura de

Gauss-Kronecker Kn da hipersuperf{cie. Para superf{cies

3 s s X
em R, ela coincide com a curvatura Gaussiana.

A aplicaczo de Gauss

Consideremos agora uma imersac f: M - 1 on
de M € uma variedade orientavel de dimensao 1. Podemos
escolher entao um campo vetorial diferenciavel de vetores
de norma 1 & em ZX(M). Definimos a aplicac¢ao normal de

Gauss $: M =+ s® de M na esferz unitaria de Bn+1 pe-

la regra ®(x) = 5 °

Queremos agora calcular a derivada diferencial

de ¢ no ponto =x. Observe primeiro que o isomorfismo 1i

near natural (por deslocamento paralelo em Rn+1)

n+l n+l n .
T‘Bx em T'Bw(x) leva f*TMx em TS¢(x) ; em outras

px de

n ~ :
palavras f*TMx ] TS¢(x) sao paralelos.
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PROPOSICAO 2.4 - Via a identificagao através de p, temos

que -(Ag)x é igual a jacobiana da apli-

cagao de Gauss no ponto x, (¢x)* .

. 0 _ dg _ 0E _ '~
Demonstracac: Temos gue (¢x)* 5x; _ Ox,; | ox, vb/bxig

= -A (—g"), pela expressao da formula de
€ bxi

Weingarten obtida acima,'identificando vetores paralelos

em RV, C.Q.D.

A seguir daremos uma expressEo da segunda forma
fundamental em termos de coordenadas locais especiais. Fa

[ ] ~ 3 -
remos 0s calculos para uma imersao numa variedade de dimen

sho arbitraria £: M' + #%P, sejam Yy, 000, ¥ uma

n+p

base ortonormal de Tﬁ??i) tal que ¥y, ..., ¥

. I4 N
tangentes a M. Vamos assumir sem demonstrar aguil a exis-

se jam

téncia de um sistema de coordenadas em torno de f(x) tal
o]

0 ~ .
que (SFE)f(X) =Y, eque (Vb/byi 3§5)f(x) =0, Um sis-

tema dé coordenadas que satisfaz essas condigGes ¢ um sis
tema de coordenadas normais (veja, por exemplo, {8], [9] e

£10]). Localmente f & um mergulho dado por fungdes

£, =yy¢f, 1 =1,...,ntp. Temos que f *(3%;) =
n+p 0of n+p ot
k, 0 ~ d d k., d
= I {(x—)x— , logo ¥. = (& —(—)— +
k=1 bxj byk b/bxi Oxj k=1 bxi bxj Oyk
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o

f
kK /= 0 . _
T (vb/bx. 3;;). Pela escolha do sistema de coordena

das especiais temos no ponto f(x) que (Gb/bx -3__)f(x) =(
1 UV

Logo a componente normal e
02

2 P n+p fk 7 b
(5 » ) = % (——————-) =
X3 "0%X5"  gent1 0%y 2(x) 3y
(2.5) n+p 22 5.
= T Grsa)Yy -
k=n+1 “Xi ¥

No caso de uma hipersuperf{cie temos que Yn+1 = §x e

02 fn+1 n+p
(hij)x = (3;————5) . Quando M =R £, = (Yk , Ty dado

um vetor unitario fixo v € Rn+p’ a fungao hv(x)==(v, f(x)

é chamada a fungio altura na direcao v. A matriz Hessiana

2
' 4 0 hv b2
de segundas derivadas de h e = {v,f) =
v bxi bxj bxi bxj
2
= s%f(v ,55%) = (v ,gﬁi-éig) . Em resumo temos a seguinte
proposigao. . '

PROPOSIGAOD 2.5 - Se £: M® + R™™P ¢ uma imersdo isométri -

& x - x
ca e v e um vetor unitario em TM; en-

tao a matriz da segundd_forma fundamental na dirquo v

é dada pela matriz Hessiana da fungao altura h, , i.e.

22 p
v

bxi-éxj

0 e} _
a(oxi ] bx-) v =



Y.
- n n+l - . ~ . - .

COROLARIO 2.6 -Se f: M -+ R e uma imersac isometrica

de uma variedade orientdvel

M, entao a
matriz Jacobiana da aplicaggo de Gauss

$ em x
- 22 q

& igual
a (8§__E§X)’ onde h, ¢ a fungao altura na diregao
i 3 )

v=5 =¢x.

Demonstracao: O corolario segue-se da proposigao 2.4.

EXERCfCIO 2.4 - Demonstre que se a aplicacao de Gauss e um

difeomorfismo entio f: M + R ! & um mer
gulho.

EXERCTCIO 2.5 ~ Se £: M" 4 fOFL

tem a segunda forma fun
damental positiva definida em - x, entao f

r ) . . 3
€ localmente convexa em x, i.e., existe uma vizinhancga

U de x tal que f(U) N exp TM = {x}.

REFERENCIAS

Nesta secao estudamos as conexoOes valendo-nos

da derivada covariante, Pode-se estuda-las também usand6

. . . , ‘
formas diferenciais; este ponto de vista e explorado em

[7] DO CARMO, M. - Método do Referencial Mével, Monogra-

fias de Matemética, IMPA, Rio de Janeiro,1976.
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Outra maneira mais geral de estudar as conexoes
e o gue e feito em espagos fibrados principais. Nestas no
tas temos evitado este método porgue ele requer maiores
conhecimentos do leitor.(por exemplo, de grupos de Lie).
Quem estiver interessado em olhar este método pode consul

tar.

[8] KOBAYASHI, S. e NOMIZU, K. ~ Foundations of
Differential Geometry, vol. I, Interscience

Publishers, New York, 1963,

[9] BISHOP, R. e CRITTENDEN, R. - Geometry of Manifolds,

Academic Press, New York, 1974,

Usamos certos fatos de geometria Riemanniana sem
demonstragao, como a existencia de coordenadas normais e

~ ) . . -
da aplicacao exponencial. O leitor podera consultar o ca-

pitulo 3 de [8], o capitulo 6 de [9], e a segao 1.3 de

[10] DO CARMO, M. ~ Notas de Geometria Riemanniana, Mono-
grafias de Matematica, N° 8, IMPA, Rio de

Janeiro, 1971.
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3. O TEOREMA DE HADAMARD

Nesta segao demonstraremos a convexidade de hi-
persuperf{cies cujas curvaturas de Gauss-Kronecker sao po
sitivas.

Primeiro precisamos demonstrar a seguinte propo
sigao, que também sera Util em outras situagOes posterio-

res.

PROPOSICAO 3.1 - Seja M" uma variedade Riemanniana com-

pacta e f£: M =+ R™P uma imersio isomé-
trica. Existe um ponto x, € M ¢ um vetor v € TM;(X )
(o]
tal que (=2(X,X),vy <0 ¥ XE ™, , X # 0. Em particular

(o]
6(X,X) # 0 ¥ X € TM , X # 0.
xC)'

Demonstracao: Considere a funcdo ® € (M), ¢(x) =

= (f(x), £f{x)). Ela tem um maximo X, € M.

Logo Xp =0 ¥ X & ™, ; daf temos que 0 = X(f(x), £(x)) =
o
= 2((Xf)X ,f(xo)>. Observamos que da mesma maneira que pa
(o]
ra f£.: MR, Xf, = (fi)*x, obtemos que Xf e igual ao

vetor f,(X)}. Consequentemente temos que o vetor v==f(x0)
€ normal a M em Xy Como X, é um maximo de P, XX 9=

=0 ¥ XE€ ™ _ , ou 0= 2X (X, £ =2($Xx,f>+2(x,x>.
. [o]
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como (X,X) >0 se X # 0, obtemos que (GXX , £(x)) =

= {(a(X,X), v} < 0. C.Q.D.

Dada uma imersao f£: M 2 R  de uma hipersu-

[ g . - :
perficie dizemos que ela e convexa em X Se existe uma
viginhanga U de x tal gque £(U) esteja contido num
dos semiplanos fechados determinados por f*'TMx. A imer-

- . - r .,
sa0 € estritamente convexa em X Se f(x} e o unico pon

to de £(U) N £,TM_.

Dizemos gue uma hipersuperf{cie mergulhada

£: M+ R

é convexa,se ela é o bordo de um conjunto
+
convexo B de R" 1, (no sentido de que p,q € B = o seg

mento de reta pq € B).

TEOREMA 3.2 - Seja M® compacta e conexa e f: M' r*1

~ . Id .
uma imersao isometrica.

' , ™ v~ .
As seguintes condigoes sao equivalentes:

1) A segunda forma fundamental é definida em todo ponto

(i.e., %(X, X) # 0 para todo X # 0).

2) M e orientiavel e a aplicagEo de Gauss & um difeomor-

fismo.

3) A curvatura de Gauss-Kronecker é sempre diferente de

Zero.

E qualquer uma destas condictes implica que a
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. ~ ,
imersao e convexa.

Demonstracao: (1) = (2) Em cada ponto x escolha um vetor

normal unitario §x tal que % = hE onde
h € negativa definida.Como « é sempre definida temos
que & existe e é cont{nua, lJogo M é orientavel. Consi
deremos a aplicagdo de Gauss ¢: M » S". Sendo & nao de

I'd

generada temos que a aplicagEo Ag € nao singular e da{,
pela proposigao 2.4 temos que (@x)* é injetiva e ¢ &
localmente um difeomorfismo, Como M & compacta, & um
espa¢go de recobrimento. Mas a esfera é simplesmente cone-
xa, logo ¢ seu proprio recobrimento universal, da{ segue-
se que ¥ ¢ um difeomorfismo. Temos usado e Usaremos cer

tos fatos de topologia algébrica que nao demonstraremos.

0 leitor poderé consultar, por exemplo [11].

(2) = (3) O fato de que (¢X)* & nao singular impliea,
pela proposicao 2.4, que Ag é nao singular,
x

logo a curvatura de Gauss-Kronecker K = det Ag # 0,

(3) ® (1) Como K # 0, @ & nao degenerada, ou seja

_ > ) , o
hij = (a(SEE-,EEj), €Y e uma matrix nao degene

rada para todo x € M e varia continuamente em M. Sendo
M compacta, pela proposigao 3.1 existe x, tal que & é

e 3 3 >
definida em x, © h e negativa definida. Mas em X,
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existe um sistema de coordenadas locais tal que =0

h,.

1]
. . < < .

se i # j. Logo se hii(xo) 0, h;; < 0 numa vizinhanga

I3 : i 2
de Xy Dali temos que o conjunto onde h é negativa e
] Y * , . - 0] .
aberto. Similarmente o conjunto onde h e positiva defini
I 4 o N N #
da e aberto. Como x esta no primeiro conjunto e M e

- L4 r
conexa, o segundo conjunto e vazio.
N ~ -
Vamos agora demeonstrar que a imersao e convexa.

. ~ - . .
Como a aplicacao de Gauss e um difeomorfismo, pe

1o exercicio 2.4 temos que f e um mergulho de uma esfe-

1. Pelo teorema de separaggo de

1

ra topolégica em Zﬂn+
Jordan-Brower, f(M) separa Rr™ em dois conjuntos cone
x0s por arcos, L e I, tais que fronteira (L) =

= fronteira (I) = £(M).
Seja L a parte limitada. Queremocs mostrar que
L & um conjunto convexo.

] . - 'y .
(a) Primeiro faremos uma analise local: Podemos assumir

que f£(x)=0 e que {y;,. ...,y ,yn+1} sdo coorde

nadas retangulares tais que 0 =y € TM:. Existem coor
0¥ h+1 - X -

denadas locais {xl g e ,xn}, em uma vizinhanga U de x,

E

tais que f(x1 s eee ,xn) = (x1 s see 3 X ), com

n+l
xi(U) = (-e,e). Podemos assumir que h = {(&,Vv) é negati-

n ’

va definida. Pela proposicao 2.5 temos que a matrix da h
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2
, o} fn+1
e dada pela matriz Hessiana (5;————-

i Ox . 1

e & tais que -6/2 < fn+1(x) <0 se x#0 e Ixi|<:el.

). Logo existem e

Podemos assumir, como f é um mergulho, que f£(M-U) nao
intersecta V = [-El ,eljkx eee X [-el ,e1] X [-6,8], Lo

go V ¢é dividido por f(U) em duas componentes conexas

i {z€ v ; Zoe1 > fn+1(zl’ ooy zn)}

Vg = {z € v ; Zoil < fn+1(z1 s see ,zn)}

Temos que um deles esta contido em L e o outro
em I pois se os dois estivessem contidos em L ou em I,
£(x) estaria contido na fronteira de um mas nio na do ou
tro, contradizendo o teorema de Jordan-Brouwer. Afirmamos

que V, <L (veja a figura 3.1)

[¢]
=
vy
ey /
L e
TM +] 1
X
7 N
n+l
[,
-’}
figura 3.1

Seja & € ¥(M)* tal que §x = v, Se V; cL teriamos pon

tos =z € Vl tais que



(z,v) > {f(x) , v) = O.

Mas como L é limitada existe um ponto 2z, tal que Zy
é,um maximo para a funggo altura hv(w) = {w,v}) no fecho
de L; temos que =z, Dpertence a fronteira de L, f(M},
logo existe x; tal que f(xl) =z, » Como x, é um ma-
ximo em I, x; 6 um maximo em M e (X)), = X{f,v) :
(X,v)x1= 0, logo v € TM;1 . Do fato de que hv(f(xl))

= hv(zl) > 0 concluimos que 3 # x. Temos também que
existe um ponto x, € U +tal que hv(f(xz» < hv(f(x)) = 0
logo o minimo de hv: MR é atingido em um ponto X,
diferente de x, e X. Dai segue-se que ¢(x) = v,

¢(xy) = ty ,¢(x2) =*y o que contradiz o fato de que a

. ~ ’ s I'4
aplicagac de Gauss e biunivoca. Em resumo temos que

£IM, N 2D NV ={x} e £,TM NLNV =g

(b) Vamos agora obter a convexidade global usando a con-

vexidade local.

Observamos que esta Ultima parte vale sem ter
que assumir a diferenciabilidade da imersao; nhesse caso
£, TMx seria substituido por um hiperplano afim com as

propriedades obtidas em {(a).

Sendo L conexo e aberto, L é conexo por ca-

minhos poligonais. Dados pontos ¢ ,d € L existem pontos
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€1 s ere sy € BR™L  tais que os n+l segmentos EEI ,

C1Cg » see s Cp 9Ch cnd estao todos contidos em L. Se

demonstrarmos que podemos reduzir os nimeros de segmentos
a n, podemos concluir nosse resultado por indugEo. 0O seg
mente cjc, esta deserito por {d(t) = te, + (1—t)cl:

t € [0,1]}. Queremos demonstrar que cc, C L. Senao, seja

2

t, = sup{t € [0,1] , ed(t) « L};

este valor existe pois <¢d(0) = ce, < L.

ge t, <1 entido teremos que cdftoj n f(M) #2

'pois to S o sup e L é aberto. O segmento cdftoj

My

igual ao conjunto {e(t) = td(t ) + (A-t)c:t € [0,1]}. Se
ja t; o {nfimo dos t € [0,1] tais que e(t) € £(M)., Co
mo EETE;T n £(M) # ¢, o infimo existe e & maior do que.ze
ro. O ponto e(t;) € £(M) pois f(M) & fechado. Agora,
EET%;T nI=¢g pois. EET?;T clL e TNI=¢, Logo temos
que EET€;7 & tangente a M no ponto e(tl), pois, qual
guer linha passando por e(tl) € f(M) e nao tangente, in
tersectaria I. Mas, entao teriamos pontos e(t) em

£4TM t < t; , arbitrariamente préximos de e(t1)==£(x),
mas dentro de L, contrariando as conclusodes de convexida

de local obtidas em (a). c.Q.D.
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tes conexas; também usamos o féorema de separagao de
Jordan-Brouwer. O leitor pode consultar as seguintes refe
réncias:
[11] GREENBERG, M.J. - Lectures on Algebraic Topology,

W.A.Benjamin, New York, 1967.

[12] SPANIER,E., - Algebraic Topology, Mc Graw-Hill, New
{

York, 1966.

14
[13] CARVALHO, JORQ BOSCC PITOMBEIRA F. DE - Topologia Al
gébrica, IMPA (82 Coldquio Brasileiro de Ma

temdtica), Rio de Janeifo, 1971,

[14] LYRA, CARLOS B. DE - Grupo Fundamental e Revestimen-
tos, IMPA (72 Coldquio Brasileiro de Matema

tica), Rio de Janeiro, 1969.

O teorema de Hadamard exige que a curvatura de

Gauss-Kronecker Kn seja sempre positiva (ou sempre nega

tiva). Chern e Lashof em [15] deram um exemplo de uma hi-

n+l1

£ . ~ Fd
persuperficie em R que nac e convexa mas tem Kn 2 0
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em todo ponto. Mas, nesse mesmo artigo, eles demonstraram

que para uma superficie compacta em R>, K, = 0 implica

na convexidade da imersiao, (neste caso, K, e igual a
. 4 ~
curvatura Gaussiana). Este fato sera demonstrado na segao
6 de uma forma mais geral. Qutra maneira de generalizar
I 4 . |
este resultado e a de considerar superficies completas,
naoc necessariamente compactas, Pode-se demonstriar que se
£ ., ’ ~ ’
uma superficie e completa mas nao compacta, e tem curvatu
ra Gaussiana positiva em tode ponto, entio ela e homeomor
2 ,
fa ao plano R e e 0 bordo de um corpo convexo em Ba.
(o £
Uma demonstragao deste resultado acha-se no capitulo 8 de
.[16]. Na verdade, um resultado de Sacksteder em [17] ge-
neraliza todos estes resultados; ele demonstra que uma hi
£ n n+1 .
persuperficie completa M em R com curvaturas seccio
. . . L4 - -t - . 4
nais (a ser definida na proxima sec¢ao) nao-negativas & con

vexa se pelo menos uma dessas curvaturas seccionais (que

: M * . A
generalizam a curvatura Gaussiana) e positiva.

[15] CHERN, S.S. e LASHOF, R. - On the total curvature of
immersed manifolds, Amer. J. Math. 79(1957),

306~318.

(16] STOKER, J. ~ Differential Geometry, Wiley-Interscience,

New York, 1969.



-38-

[17] SACKSTEDER, R. - On hypersuperfaces with no negative
sectional curvatures, Amer. J. Math. 89(1960),

609-630.

Uma propriedade interessante de superf{cies com
pactas convexas en ZRB é a delas serem unicas ou r{gidas.
Mais precisamente, dizemos que uma imersao isometrica
f: M Bk e r{gida se dada outra imersao isométrica
g: M- Rk existe uma isometria o de Bk tal que
g =0°f, Una demonstragao deste fato acha-se no capitulo
10 de [16). O teorema V de Sacksteder [18] generaliza es-
te resultado para o caso de hipersuperficies convexas em
Rn+1 com a condiggo de que ¢ posto da segunda forma fun
damental seja maior ou igual a trés em algum ponto; esta
condigao é satisfeita pelas hipersuperf{cies do teorema
de Hadamard, pois o posto nesse caso é sempre n., Observa
mos que heste teorema de Sacksteder as hipersuperf{cies

s6 tem que ser completas. Ele obtem também este resultado

. . | S
de rigidez para superficies completas convexas com

J K = 2m,

M
(18] SACKSTEDER, R. - The rigidity of hypersufaces,

J.Math. Mech. 11(1962), 929-939.

Um fato interessante do teorema de Hadamard é

] a » . ry - s
gque a curvatura positiva implica que imersao e na verdade
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um mergulho. Observamos que este fato naoc & verdade para
curvas no plano; uma curva fechada no plano com curvatura
k # 0 nao é necessariamente convexa. Neste caso, precisa
mos exigir que nao tenha pontos duplos para garantir a con
vexidade.

Dadas duas superficies convexas compactas em
BS, pode~se colocar uma dentro da outra ? Esta pergunta
interessante e geométrica tem a seguinte resposta: Sejam
Ml e M2 superficies compactas com segundas formas fun-—
damentais ©; e @, tal que Kl(x) > Kz(x) >0 e
@y (v,v) =2 o (v,v), ¥ v € TM_ , e todo x € M. Se elas sa0
tangentes num ponto entao M1 gsta dentro de Mz (i.e.,

M esta contido no corpo convexo limitado por Mz). Sobre

1
este assunto veja

[19] RAUCH, JEFFREY ~ An inclusion theorem for ovaloids
with comparable second fundamental forms,

J. Differential Geometry, 9(1974), 501-505.
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4, IMERSOES COM CURVATURAS SECCIONAIS NACG POSITIVAS

Nesta sec¢ao introduzimos os conceitos de tensor
curvatura e curvatura seccional de uma variedade Riema-
nniana. Depois damqs condigSes necessarias para a existeg:
cia de imersoes de variedades compactas com curvaturas

. ~ Lo n+
seccionais nao positivas em R b

. No fim da segao demons
tramos algumas desigualdades entre a nulidade e a nulida-

de relativa de uma imersao.

Dada uma conexao VvV huma variedade diferencia-
vel, consideramos a aplicagao R(X,Y): E(M) =+ %(M) defi-

nida como

R(X,¥)Z = v

Vx Yy Z - Yy Vx Z " Vrx,y] 2 s

X,Y,2Z € ¥(M). Afirmamos que a aplicagao
(X,Y,Z) + R(X,Y)Z ¢& 3-linear sobre J(M). E facil verifi

- s . . . Fa
car que e aditiva nas tres variaveis. Tambem temos que

R(X,Y)EZ = vyVyfZ - Ty9y2Z - Vry ¢112 =

X'y

= v ((Y2)Z + fvyZ) - vy ({(X£)Z + £9,2) _([x,Ylf)z-fv[X’Y]Z =



-49~

1

(XY£)Z + YEVLZ + (XE)vyZ + fvxvYZ-(YXf)Z-XYvYZ‘-(Xf)vXZ—
-f - b - =
Oy ([X,Y]f)z fv[x’sz

= - - -
fOxVyZ = IVyVaE - f9[y ]2

fR(X,Y)Z.

Analogamente podemos verificar que
R(£X,Y)Z = fR(X,Y)Z = R(X,fY)Z

Consequentemente, temos uma aplicagao

H X
Rx TMx TMX - Hom(TMx,

TMx) para cada ponto x de M.
Ry é um campo tensorial do tipo (1,3). Ele é chamado o

tenseor curvatura da conexao.

Seja (M,g,v,R) uma variedade Riemanniana.
Dado x € M e um plano P em TMx gerado por vetores

ortonormais X e Y, definimos a curvatura seccional de

P como

KP =‘g(R(X1Y)Y ) X)o

EXERCfCIO 4.1 - Demonstre que L nao depende da escolha

dos vetores X e Y que geram o plano
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Consideremos agora uma imersao f: M® - Mn+p
entre variedades Riemannianas com tensores curvaturas R
e R respectivamente. Sejam X, Y, Z campos vetoriais
tangentes a M. Vamos deduzir uma formula relacionando 0s
tensores R e R. Como o argumento e local, consideremos

P campos vetoriais locais ortonormais 51 P que

p
em cada ponto geram ¢ espago normal da imersao f. A se-

gunda forma fundamental tera a exXpressao G(X,Y) =
P
= I hi(X,Y)§i » onde os h, sao fungdes bilineares si-

i=1
meétricas com valores reais. Sejam X ,Y,Z € X(M); temos

que:
. N D
VxVyZ = vx(vYZ + 121 hi(Y,Z)gi) =
p P
= VyVyZ + .§ h, (9,2 ’X)§i4'.§ X(hi(Y,Z))§i +
i=1 i=1
£ .
+ = hi(Y,z)(vX §i-AgiX)

Sua componente tangente &

p
Vg% - hi(Y,Z)AgiX

i=1

Analogamente a componente tangente de ﬁYGXZ =

p Ld
= VyUyZ - i§1 hi(X,Z)AgiY. Temos tambem gue

. D
ix,v1% T VxR (OXY]L D8,
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Logo a componente tangente de R(X,Y)Z ¢ igual a

p
R(X,Y)Z + % (hi(x,z)Ag Y - hi(Y,z)Ag X)
j=1 i i

bai obtemos que se W e tangente a M,

p p
FCH(X,V)Z,W) =~ B(R(X,V)Z,W) + §( 5 h,(X,2)(ag Y, W) =B( E hy(Y,2)Ag X, W) =
i=1 i i=1 i
p . p -
= B(R(X,Y)Z,¥) + I h,(X,Z)g(a; ¥,W) - & h,(Y,Z2)g(A X, W) =
i1 i i=1 1
= E(R(X,Y)Z,W) + E(a(X,2), o(Y,W)-g(a(Y,2) , &(X,W)).

A equagao (4.2) é chamada de equagao de Gauss.

Como conseqliencia, obtemos o seguinte resultado.

PROPOSICAO 4.1 - Se P c TM, é um plano gerado pelos ve-

tores ortonormais X e Y temos que

(4.3) K, = By + ga(¥,Y), o(%,X)) - g(a(X,Y), &(¥,X)).

No caso em que M = R  temos que R(X,Y) = 0

logo,

p o,
R(X,Y)Z = iil {hi(Y,Z)AgiX - hi(X,Z)AgiY]

Se p =1, R(X,Y)Z = h(Y,2)AX - h(X,Z)AY = (AY,Z)AX -

~ (AX,Z)AY,
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EXERCCIO 4,2 - Seja #: MP + gitl

uma imersao isométri-
ca de uma variedade com curvaturas seccio
nais identicamente nulas. Mostre que a aplicacao de Gauss

tem posto = 1 em todo ponto.

No estudo das superficies em Rs

se conclui
~ £ "
que naoc existe uma superficie compacta com curvatura nio
positiva em todo ponto. Tompkins [24] demonstrou que nao
. . ~ . n+p .
existe imersao f: M + R de uma variedade compacta
com curvatura seccionais todas nulas se p < n. Demonstra

remos um resultado de Chern e Kuiper que generaliza o re-

sultado de Tompkins para curvaturas seccionais KP = 0,

TEOREMA 4.2 (Chern-Kuiper) - Seja M" uma variedade com-

pacta tal que em todo ponto x € M existe um

subespago B, de TM_ de dimensao m, com curvaturas

. . n+ ’ . -~ . »
seccionais KP < 0, Se f: M+ R p e uma imersao isome-

trica entao p 2 m.

Demonstragao: Pela Proposigio 3.1, existe um ponto x

(8]

tal que &(X,X) #0 ¥ X ¢ TMx , X #0. Pa-
o
ra X e YE& Bx ortonormais temos que
o

(0(X,X) , a(Y,¥Y)) - (&(X,Y), aéX,Y)) s O

Se Z e W formam uma base arbitraria do pla-
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no P temos que

Z . {Z,Z)W - (Z,W)Z

“an? C T 2.2z, W W) - (2,0

Z' 2]1/2

formam uma base ortonormal de P e

K (a(z',2') , a(W', W)y -(a(z" W), a(Z",W'))

(4.4 4

(&(Z,2) , &(W,W)) -~ (az,W) , a(Z,W))
(Z,2) {(W,W) - (Z,W) (Z,W)

Coro' (2,Z)(W,W) - (Z,W)(Z,W) > 0, temos, para todo Z,W
en B_
| o

(a(z,z) , aW,w)) - («(z,W),a(Z,W)) = 0.
Logo o teorema segue do seguinte lema algébrico:

LEMA 4.3 (Otsuki) - Se &_: R R" +®’ ¢ uma forma bili-
o
near simétrica tal que

(alv,v) , alw,w)) - (a(v,w) ,o(v,w)) S 0

¥ v,w € R® e ol(v,v) #0 ¥ v #0, v & r® ,

~
entao p 2 n.

Demonstracdo: Consideremos uma aplicagao ®: sl AR ae

finida vor

o(vy = a(i(v) , i(v)) , a(i(v) , i(v))?,
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n-1

onde i: S 1

n - X ~ n-
=+ R e a inclusao.Sendo S compacta

£ . . , . n-1
® assume um minimo, isto e, existe v € § tal que

wp =0 e wwp =0, ¥ w€¢ ng_l. Temos que:

wp = w(a(i(v), i(v)),a(ilv), i(v))) =

2Aw(s(i(v) , i(v))) , &(i(v), i(v))) =

i

226 (w(i(v)) , i(v)) , a(i(v) , i(v)
Mas wi = i,w = w, logo

(4.5) we = 4{a(w, i(v)), a(i(v) , i(v)})) =0

:

a{we(w , i(v)) , a(ifv), i(v))) +
+ a{alw, t(v)) , wa(i(v) , i(v))) =

n

4(@(5w w, i(v)) + alw,wi{v)), a(i(v) , i(v))) -

+ 4w, i(v)) , 2a(wi(v) , i(v))).

Devemos encontrar um v, perpendicular a v

tal gque a(v,wo) = 0. Para isto vamos considerar

L: ng-l + R’ uma aplicagao linear definida por L(w) =

= a(v,w); pela equagao (4.5) temos (L{w),a(v,v)) = 0,
logo a imagem de L esta contida num subespago de dimen-

sao p-1. Entao, se p < n, existe wo # 0, w, L v tal

o
que L(w,) = 0, isto é, a(v,w,) = 0.
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Escolhemos um campo vetorial unitaric w defini
do ao redor de v tal que W, T W, e tal que a curva in
- .
tegral de w passando por v é uma geodesica da esfera.

Nesse caso, 5; wo=9lw+ a'(w,w}) = -v em v, onde 7' ,
i

v' e &' referem-se as conexoes e segunda forma fundamen

tal da inclusdo da esfera S% ! em R"; entdo,temos

wwy = 4(—Q(v,v)-+a(wo ,wo) , &(v,v)) +
+ 8(a(v,w ), alv,v)) =

= 4[-{a(v,v) ,G(v,v))-+<@(wo s W), 8(v,v)))

pois G(v,wo) = L(wo) = 0.

= - 2y« 2
Logo, w, w ¥ = 4[K(V,W) ”“(VrV)” ] 0, onde K(v,w) e
a curvatura sececional do plano gerado por v e w, contra

dizendo o fato de que v é um minimo de W, c.Q.D.

Indices de nulidade e de nulidade relativa

Dada uma imersio isométrica f£: M" + FPTP defi
nimos em cada ponto x de M dois subespagos de TMx s
a, =[x € ™ R(X,Y) = R(X,Y) | TM,_ , para todo Y € TM ],
e B, = {x € TM_: a(X,Y) = 0 para todo Y em TMx]. De-

finimos o indice de nulidade de £ T7(x) como a dimensao
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de A, e o indice de nulidade relativa V(x) como a di

mensaoc de B_. Usando equagao de Gauss, (4.Z2), vemos que
B, CA_; logo V(x) £ u{x). Usando o lema anterior, vamos
demonstrar a seguinte proposiggo que sera aplicada em ou

tra secao.

PROPOSICAO 4.4 - Para qualquer imersao isométrica

£: M7 » P temos
(4.6) V(x) < u(x) = v(x)+p para todo x em M,

Demonstragao: Seja S o subespago de A, ortogonal a B_.

O gue temos gue demonstrar e que a dimensao
de S ¢ maior ou igual a p. Basta demonstrar que
ax |S><S satisfaz as hipoteses do lema 4.3. Observamos
primeiro que para todo X em Ax , € qualguer Y em TMx’
temos, pela equaGao de Gauss, que g(%(X,X),w&(¥,¥)) -
g(a(X,Y) ,a(X,Y)) = 0 pois g(R(X,¥)Y, X) = g(R(X,7)Y, X),
Por outro lado, afirmamos que G(X,X) #0 se X € 5, X#0
De fato, se tivessemos O(X,X) =0 entao teriamos que
-g(a(X,Y) ,a(X,Y)) = 0 ou seja a(X,Y) = 0 para
todo Y € TMx ; mas entao X € Bx , contradizendo o fato

de que X € 8 e X # 0. Cc.Q.D.

Observaggo: Na realidade o lema 4.3 garante a existencia

de um v € S tal que a aplicagao L: S = TM;



—50=
que manda w em L{(w) = &(v,w) seja injetiva.

EXERCECIO 4.3 - Considere uma variedade Riemanniana M de
tres dimensoes e um plano de duas dimen-
soes HC Tﬁp. Seja V uma vizinhanga de zero em H on-
de a restrigao da exponencial em p, expp & um difeomor-
fismo., Neste caso U = expp(V) e um pedaco de superf{cie
em M. Demonstre que a curvatura Gaussiana de U em p,
'(KU)p , € zero, e que (KU)q = (Kﬁ)q para todo q em U,
onde (K )q &6 a curvatura seccional de M com relagao

ao plano tangente de U em q.

n+l . ~ L.
+ uma imersac isometri-

EXERCICIO 4.4 - Seja f£: MU

ca tal que K; > ﬁc para todo planc @
em TM. Demonstre que f & estritamente localmente conve
xa (isto &, que para todo ponto p € M existem vizinhan-
gcas W de p em M e V de zero em TMp tal qgue

£(W) N expp(V) = {f(p)}, onde exp_ ¢ a aplicagao expo-

p
nencial de M em p; em outras palavras, queremos demons
trar que M esta localmente de um lado do "plano tangen-—

te" a p.)

EXERCECIO 4.5 - Seja f: M® + f"P yuma imersio isométri-

ca tal que K; > K, para todo plano ©

em TMp . Demonstre gue nenhuma curva de M pode ser uma
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geodésica de M.

EXERCICIO 4.6 - Uma curva c(t) numa subvariedade com se

gunda formula fundamental diz-se assintd-

tica se a(e'(t),c*'(t)) = 0 para todo t. Sejam M? e
n . PR n+1 _
Mz duas hipersuperficies de H tal que (TMl)c(t) =

= (TMz)c(t) ao longo de uma curva assintotica e(t). De-
mostre gue (Kl)0 = (Kz)c para todo plano ¢ que contem
¢'(t). Pode-se tirar a hipStese de que M; e M, sfo hi
persuperficies.

REFERENCIAS

Temos introduzido e usado o tensor curvatura sem
entrar em muitos detalhes. Para ver outras de suas proprie
dades basicas sugerimos os seguintes livros; advertimos o
leitor para o fato de que ¢ tensor curvatura definide em
algumas destas referencias difere 4o nosso por um sinal

negativo.

{20] DO CARMO, M. - Notas de Geometria Riemanniana, Mono-
grafias de Matemética, IMPA, Rio de Janeiro,

1971,

[21] KOBAYASHI, S. e NOMIZU, K. - Foundations of

Differential Geometry, vols. 1 e 2,
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Interscience Publishers, New York, 1963 e

1969,

[22] MILNOR, J. ~ Lectures on Morse Theory, Ann. Math.
Studies N2 51, Princeton University Press,

New Jersey, 1963.

[23] BISHOP, R. e CRITTENDEN, R. - Geometry ‘of Manifolds,

Academic Press, New York, 1964.

Em [24], Tompkins demonstrou que uma variedade
Riemanniana compacta de dimensao n com curvaturas seccio
nais todas nulas nao pode ser imersé isometricamente num
espaco Euclideano de dimensac 2n-1, Depois Chern e Kniper
em [25] demonstraram o teorema 4.2 para n = 2 ou 3; 2i-
nalmente Otsuki resolveu o problema para todo n dando
uma demonstracao do Lema 4.3. O artigo [25] também contem

a formula (4.6).

[24] TOMPKINS, C. ~ Isometric Embedding of Flat Manifolds
in Euclidean Space, Duke Math. J., 5(1934),
58-61.

(25) CHERN, S.S. e KUIPER, N,H. - Some Theorems on the
Isometric Embedding of Compact Riemann

Manifolds in Euclidean Space, Ann, of Math.
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56(1952), 422-430.

{26] OTSUKI, T. - On the Existence of Solutions of a
system of glGadratic equations and its
geometrical application, Proc. Japan Acad.

29(1953), 99-100.

Depois O'Neill em [27] demonstrou a seguinte ge

neralizagao do teorema de Chern-Kuiper.

TEOREMA - Seja M uma variedade Riemanniana compacta

de dimensao n, e seja M uma variedade Rie-

manniana completa e simplesmente conexa de dimensio menor

a 2n. Se as curvaturas seccionais Ko‘ e Kc satisfazem

a condigao K, = Kc < 0 para todo plano O, ent3o nao

+ N ~ . L4 -
existe imersao isometrica de M em M.

A demonstragao deste teorema difere da demons-
tragao do teorema 4.2 sé na demonstracao da proposigao 3.1.
A idéia da demonstraggo da propOSiggo 3.1 neste caso con-
tinua sendo a mesma: fixamos um ponte p € H e considera
mos o ponto f(m) de f(M) que esta a maior distancia
de p; existe uma dnica geodééica o: [a,b] » i que ume
p a f(m), pois K< 0 em M que é simplesmente conexa.
O vetor v =0'(b) ¢ normal a £(M) em £(m). Finalmen-

te, para demonstrar que <(G{(X,X),v) < 0 para todo X # 0,
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usa-se a formula da segunda variaggo de geodésicas sem mui
tas dificuldades. (Com referéncia para a férmula da segun
da variacdo, veja, por exemplo, o capitulo 2 de (20],e o

capitulo 8 de [21]),

No caso especial do teorema acima, em que f
tem curvaturas seccionais todos iguais a uma constante ne
gativa, Stiel [28] demonstra que o resultado vale exigin-
do somente que as curvaturas da variedade compacta .M sa

tisfazem K; = 0, para todo plano ¢ em M.

Gray [29] demonstra outros teoremas nesta linha.
Nas referencias da se¢ao 5 veremos também outros resulta-

3 ~ - ] ~ L4 ]
dos sobre a inexistencia de certas imersoes isometricas.

[27] O'NEILL, B. -~ Immersion of Manifolds of Non-Positive
Curvature, Proc. Amer, Math. Soec. 11(1960),
132-134.

[28] STIEL, E. - Immersions into Manifolds of Constant
Negative Curvature; Proc. Amer., Math. Soc.

18(1967), 713-715,

[29] GRAY, A. - Isometric Immersions in Symmetric Spaces,

J. Differential Geometry, 3(1969), 237-244.



~55-

5. IMERSOES COM CURVATURAS SECCIONAIS NULAS

No teorema de Hadamard vimos imersoes de hiper-

r . n+l
superficies em R

com curvaturas seccionais estritamen
te maior do gue zero. Depois consideramos imersoes de va-
riedades compactas com curvaturas seccionais menor ou
igual a zero. Nesta segao vamos estudar hipersuperficies
com curvaturas seccionais identicamente nulas. No caso de
superf{cies em ‘Ra temos dois casos em que a curvatura &

zero! ou temos um ponto parabdlico (k1 A0, k, = 0) ou

2
um ponto planar (k1= k2 = 0). Faremos um estudo de como

estes casos se misturam na mesma imersao para concluir que
a imersao tem gue ser um cilindro., Demonstraremos o seguin

te.

TEOREMA 5.1 (Hartman-Niremberg) - Se f£: M® + R™1 & uma

. L4 3 r
imersao isométrica de uma variedade completa,

simplesnmente conexa e com curvaturas seccionais identica-

mente nulas, entao M ¢ isométrico a e e f ¢ um ci-
n

lindro, isto e, f(x1 » Xg p e ,xn) = iil X, vy o+ b(xn),

onde b(xn) é uma curva contida num plano de dois dimen-

e ' ~ - .
soes e 0s V;'s sao vetores coanstantes perpendiculares a
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esse plano e perpendiculares também entre eles.

Primeiro veremos o gque a hipétese sobre as cur-
vaturas seccionais diz a respeito dos autovalores da segun
da forma fundamental, e, consequentemente, sobre a aplica
¢ao de Gauss. Num ponto x em M, podemos diagonalizar o
operador auto-adjunto Ag com rela¢ao a uma base ortonor
mal Xl s eee ,Xn de TMx , de tal maneira que Ag Xi =

= lixi ; os autovalores li sao chamados de curvaturas

M . . N € . 4 ~ N
principais da hipersuperficie e os Xi de direcoes prin-

. . r . 3
cipais, como no caso de superficies em RY. A curvatura
b

seccional do plano gerado por Xi e Xj é igual a

DR, XY = (X, Ky 80X, X))

(5.1) Kij=<a(xi,x 3 i j

= (Agxi ) Xi><A§XJ. . xj) - (AeX, Xj><A§Xi , XJ.)

Como na presente situaggo todas as curvaturas seccionais
sao nulas, temos que no maximo um dos li's é diferente
de zero. Por outro lade, vimos que a derivada da aplica-
¢ao de Gauss ¢ € ¢, = -Ag ; logo, se K; = 0 para todo
planc 0, entao o posto da aplicacgao de Gauss é zero ou
um, em todo ponto de M. Neste caso o kernel de (g,) &

igual ao subespago B, = {xe TM_ ; %(X,Y) = 0 para todo Y

em TMx} definido ao fim da ultima secao.
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O que acontece gquando a dimensao desses subespa
¢os é constante num aberto de M sera da maxima importag
cié na demonstrac¢aoc do teorema de Hartman-Nirenberg e em
outras segoes posteriores. Primeiro vamos demonstrar um re
sultade no contexto mais geral em que M é uma subvarie-
dade de uma variedade Riemanniana f com curvaturas sec-
cionais todas iguais a uma constante c¢. Precisamos lem-
brar que uma variedade i de curvatura constante c¢ tem
a propriedade de gque seu tensor curvatura pode-se expres-

sar como

(5.2) RB(z,w)Y = clg(z,v)VW - g(W,Y)Z]

para Z,W,Y € I(M), onde g é a métrica Riemanniana de M.
Este fato, que nao é dificil de verificar, nio sera demong

trado nestas notas; o leitor pode consultar o capitulo 5

de [32].

PROPOSICRO 5.2 - Seja f£: M® » f™P uma imersio isométri-

ca de M numa variedade i de curvatu-

s - N F
ra constante c¢. Se a dimensao do subespago BX (isto e,

o indice de nulidade relativa V(x)) é igual a uma cons-

tante 4 num aberto U de N, entao esses subespacgos

formam uma distribuicao integrével (involutiva) cujas fo-

lhas sao {-subvariedades totalmente geodésicas.
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Demonstracao: Sejam X e Y campos vetoriais, definidos

em U, tangentes a distribuigao Bx ; Preci
samos demonstrar que [X,Y]x € B, para todo x € U. Bas

ta demonstrar que GXY =v,Y e GY = VYX estao em B,

XY - VYX. Observamos primeiro que X € Bx

se e somente se EXZ e tangente a M para todo Z € X(M);

logo, queremos demonstrar que Eﬁ Z < TM para todo Z

VXY

pois [X,Yl =¥

em X(M). Mas, temos que

vz
Ty¥

Vg VY EvXY ’Z],

~

v

x 7, ¥+ R(z,X)Y + V[Z,XJY + [vXY, 7]

= Uy VyZ + vX([z,YJ) + R(z, )Y + v[Z’XJY + [T, 7]

by Ty + Fy(l2,Y]) +e(@(2, 10X - 8(2,00) + T, ¥ +
é tangente a M pois cada urn dos temos . Logo. a distri-
buigao € involutiva e, pelo teorema de Frobenius (veja
(31])), temos que por cada .péonto x de U passa uma uni-
ca variedade maximal Px de dimensao 4, uma folha da

distribuigao, tal que (TP_x)y = By.

. . Lo ; . : .
Ainda mais, temos que essa subvariedade Px e

P

2
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totalmente geodééica em f; de fato, vimos que se X e
Y € f(Px) entao GXY estd em TPx , ou seja, a segunda
forma fundamental de P_ em relagao a 0 ¢ identicamen-

te nula.’ .. C.Q.D. _ K

Quando NP & o espago Euclideano R™P  te-
mos ¢ue f(Px) ¢ um L-plano afim, Este fato motiva a se-

guinte definiggo._

DEFINICAO - Dizemos que uma Z-subvariedade P de M é.

uma {-secao planar de um subconjunto aberto e

' [ ] Lg »
conexo U de M se f|P €& uma imersio num {-plano afim

1

H de R"™!, tal que se. P’ & outra {-segao planar com

f(P') c H entaoc P' =P ou P'N D =¢,

Seja- V, = {x € M: dimensao B = 4}. Voltando
a situaggo original denhipefsuperficies em 1Bn+1 demons-—
traremos o seguinte lema-primeiro demonstrado por Chern e
Lashof’[33], usando formas diferenciaisf e depois por
Hartman e Nirenberg [34], cuja demqnstraggo nés adotaremos.
Este lema pode ser generalizado para espaéog de curvatura
constante; veja 0O'Neill [38] e do Carmo [37]}_Quem achar
a demonstragao oferecida aqui, usando coordenadas 1ocais,

muito complicada pode consultar as outras fontes citadas

neste paragrafo.
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1

LEMA 5.3 - Seja f: M" + R™'  uma imersio isométrica e

W uma componente conexa do interior de VL'

-~ s, -~
Se x € W, entao passa por x uma unica {-segao planar

P de W, sobre a qual a aplicagEo de Causs € constante e

de maneira tal que o seu fecho D, esta contido ainda em

VLI

a ~ . . ] g
Demonstracac: A existencia e unicidade da {-segao planar

esta garantida pela proposigao anterior. Te
mos também que a aplicacdo de Gauss restrita a P, ¢ P, &

constante pois ¢,TP_ = ¢*(Bx) = pu(ker ¢,) = 0.

Falta demonstrar a ultima parte, ou seja, que
Pcv,.Como PcV, , se p€P entao
dim ker ¢d.p é sempre maior ou igual a <. Logo, © que pre

cisamos demonstrar & que o posto de ¢*p é maior ou igual

a n-i.
Como f(P) esta contido em um {-plano H de
+ ~
r" 1 que podemos assumir dado pelas equagoes
Xy T oeee T Xpg g = 0, & pOSS{vel escolher uma vizinhanca

U de P e cooordenadas locais {xl y e ,xn} tais que

(0, e ,0,xn_L+1,o-- ,Xn,o) |P = f]P é a inclusgo de

P em Rn+1. Estas coordenhadas podem ser escolhidas tais

*

que {xl , eee ,xn} correspondam a proje¢ac de f{U)- em

:E*TMx , X € P, Observe que f*TMx = f*TMY como planos
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afins para todo x,y € P. Sejam {wl s eae ,wn} as coordg
danas numa vizinhanga V de ¢(x) obtidas projetando
¢ (V) no plano tangente TSE(X). Como ¢ & constante em
P  podemos assumir que ¢(U) c V, Nessas coordenadas ¢

esta dada por fungoes ¢1 s e '¢n ,¢i: f(U)cIfl=TMX -+ Rr"

06 . oY)
tais que 3;% = 3;% y 1,7 =1, ..., n, pois (¢*)x e um

operador simetrico.
EXERCfCIO 5.1 - Mostre esta ultima afirmacao.

Podemos assumir que U < Int Vy . Olhando a de-
monstragao do teorema do posto constante em Lima {30],
paginas 20 e 28, vemos que se x € P entao existe um sis
tema de coordenadas h definida em uma vizinhanca w

de f{(x) com w < Int vV, tal que

Il

¢'(Y1;..-,Yn) ¢°h(y1,,,.’yn)=

(Yl 3 ves yn_‘f’ ,)‘-(yl 3 v ea ’yn-.{))’
e podemos ainda assumir que

h(yl 7 e ’yl'l) = (H(Yl 3 e ryn) :yn_,{,+1 g v syn);

dh

= 2 -
logo byi éij se J n-4+1.

o
h=Y
pd
h=]
e
I
o
p=8

n
Temos que dp; = ) 3= 9x; e que

Lo g
w
[
O]
L]
e
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0 que implica que

d¢iA dry = 0.

[ =]

i=1
Pela mudanga de coordenadas déda por
(x1 ) e ,xn) = h(y1 y sae ,yn), obtemos a seguinte igual-
dade equivalente:
b¢i n ox

n n .
0= 2{(% =2dy) AN (E z=ayv.)}.
=1 3= ij J =1 OYj J

0 coeficiente de dy, N dy; , & S n-t < j £ n,

J
é D
n o0g! ox n ¢! 0x,.
0= % gwl S_A R S
i=1 “¥u Y5 =1 9V3 Ve
~ n bQi bxl
=k 5y 5y, - %
ox bhi . b@i
. i T R C s L i
pois °Ya 5V, 0, se i n-i{+1l e byj 613 se
i = n-{. Logo, ‘
~ n-4 bg! bxi n b¢ﬁ bxk
0= % 3§y 37, 1 z 3y Ovy.
i=1 Vo ®Y5  k=n-t+1 “Ya °Yj
n=-4 0x n O¢é
= ¥ L o + z — &
1=1 8 0¥y pepot41 %Y KI
vx do
23__%.4-.5.._:1’
yj Ya

pois
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Vimos acima que as fung

X , »
das variaveis Yo—t+1 t e ,yn

B t
Ez—j=—;;§,ggn—£,
Deste fato segue-se que
n bxa
Xg(¥1 5 eve s ¥y) i=n§t+1 N byi

+ xg(yl 3 s e

oes ¢3 's nao dependem

logo o mesmo acontece com

(yl,-.-,ynL,o,.-.,O)

5yn_{,ror"°!o)

¢& n-4 b¢a Ox
Se 0= a,B < n-t, temos que O =x== T 5=
’ ap oy ¥ y=1 xy ¥y
ox
pois se Y > n-1, Xy = hY s = 0, Logo a matriz
identidade In—& é igual ao produto das matrizes
ol ox
= e (=D
16 , ySn-4 ¥s 1<y , Bsn-1
Dai segue-se que
b¢
det(o ) = 1 »
Ty se, vSn-t g t(o )
Y8 1=y , B<n-t
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bx n

Mas, S_E = I a; v, * b, onde b e a,,
e i=n=-4i+1

i = n-t+l, ..., n, sao fungbes que dependem sé de

Y91 eve s Vpog Como  y; = ¢i ,se 1l i=xnt, e ¢ e

constante em P, as fungoes ai's e b sao constantes
em P. Por outro lado, yj = hj = xy se n-4+1 £ j < n,
bxa n
logo 35— = 5 a. x, + b, e
Y5 i=n-i+1
Oxy . -
det () (x5 5 0ee y X, ), com X € P, e um polino-

A = 7 : .A.. "~
mio T nas variaveils X , ass y X+ Esse polinomio nao
n-4+1 n
depende, conseguentemente, das coordenadas {yl y ase ,yn}

e esta bem definido em todo P. Temos que
° 1
b4l *t e y X )

®
det (x—) (x) = 575 . Se. p € dP;

°x, " 126 B=n-t

seja W uma vizinhanga compacta de Pp; entao T|WnP é
limitado; logo % é diferente de zero em WNP o que im

op
plica que det(ggi) #¢, isto é, p € V,. C.Q.D.
v 1sa,psn-4

Denotamos o posto de ¢ em x por r(x). Defi
nimos r*{(x) como o maior inteiro k tal que toda vizi-
nhanga U de x tem um ponto xy tal que r(xU) = k.
Como © pqsto s6 pode crescer numa vizinhanga de x,

r*(x) = r(x). Se r*(x) = r(x) = k entao x € Int Vo -

COROLARIO 5.4 - Se r*(x) = n~{ entdo existe uma vizinhan-

¢a U de x e uma %-segao planar de U
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L
onde ¢ e constante e r* 2 n-t,

Demonstracao: Podemos assumir gque x = lim x. , com
i
r*(xi) = r(xi) = n-4, Pelo lema anterior por

cada ponto x; Dbassa uma i-segao Pxi que esta contida
num &-plaﬁo Hi . Usando uma subsequencia, se for necessé
rio, podemos assumir que Os Hi convergem a um {-plano ¥
passando por X, pois o espago dos 4-planos passando por

”
X e compacto.

Afirmamos que existe uma vizinhanga U de x e

um inteiro N tal que se i 2 N entao °P, N U =¢. Do
i
contrario, x = %1m ¥y, com ¥, € be. . Mas Yn € bpx
i+ i, in

impliea que r*(yn) > r(yn) = n-4{, Do contrario, Yy € IntV

e passaria uma t-segao planar P, por y, , mas como é
n .

inica, Py rTPx # ¢ o que contradiz as propriedades da

n .
*n

L-segao P_ . Agora, a secao que queremos ¢ U N H = P.

1
n

n

Como be NU =¢ temos gque Px nou = HiFIU.
i i
Como Hi converge para H temos que todo ponto vy £ P:

HN U ¢é igual a um limite de pontos Yy € Hin'U; logo

Yy EP e ker ¢*y. = TPX_ = Hi , 0 que implica que

1 1 1

TP =H = lim ker ¢, < ker ¢, _ . Isto acontece para to-
y 19w ' y

do y € P, logo ¢ ¢ constante em P e r*(y) = n-i.

CIQCDI
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Demonstracao do Teorema 5.1: O fato de que M é simples-

mente conexa e tem curvaturas seccioconais to-
das nulas implica que M é isométrica a R". Em nosso ca
so temos gue 7r(x) < 1, para todo x em M. Se r =0 en
M entdo f & uma imersao totalmente geodésica e o teore
ma segue trivialmente. Logo, assumimos que existe um ponto
x, € M com r*(xo) = r(xo) = 1, o que implica, pelo lema

5.3 que existe uma uUnica (n-1)-seg¢ao planar P de

0
int Vv , e que no bordo de 0P r(x) = r*(x) = 1. Te-
n=-1 . Xq
mos gque fIPX é uma isometria num (n-1)-plano H em
o
R, como M & isomdtrica a R®, temos que P é um
o

aberto de um (n-1)-plano {(na métrica euclidiana de M)

O * = =
on < M. Mas se x; € beo , vimos qua T (xl) r(xl) 1,
© que implica que por x, passa um unico (n-1)-plano L, -
1

Como Lx = ker ¢*x ’ Lx = Lx o que implica que

1 1 1 o
8P, =¢ e P_ =L_ . Em resumo, temos uma {(n-1)-secao

%o %o %o

planar P_ =1L que & completa.

e *o

Se r*(x) = 1, pelo corolarioc do lema 5.3, pas-
sa por X uma (n-i)-segﬁo planar P < L < M, onde L é
um hiperplano de ™ ~ R"., Como neste caso os Px.'s da
i
demonstracac sao iguais aos hiperplanos L; temos que
Px = Lx , ® & constante em Px e r¥*(y) =1, ¥ y¢ Px==Lx.

I . ~ F rd N .
Alem do mais, esta (n-1)-segao Px e unica; se tivermos
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outra (n-1)-se¢ao planar O de uma vizinhanga U de x
passando por x, @ © L' # L, teriamos, pela demonstracao
do coreclario que Px = 1lim Pxi Pxic:Li ’ Li hiperplano

de M. Como dois hiperplanos ou sao paralelos ou se inter

setam, temos que, para i suficientemente grande,

, .
PxiFlQ #o e in # L', Mas como X5 € Int Vn-l , por X,
passa uma Unica (n-1)-segao planar, o que implica que

P Ov =QN U, ou seja, que Q < P_ , o que contradiz
i i
que Lx # L', Logo se r*(x} = 1, passa por x uma uni-
i

ca (n-1)-segao P_ = L. (Observe que nao precisamos assu-
mir que na outra segao Q a aplicagac % era constante

pPara concluir que Q C Px .
i

Em resumo temos gque se r¥*(x) 1, passa por x

um Unico hiperplano L.. Logo se r*(y) =1, temos que

Ly = Lx ou Ly n Lx = ¢, ou seja, eles sao paralelos ao

hiperplano fixo L_ . Se r¥(x) = 0, seja Lx o hiperpla
o

no passando por X paralelo a Lx . Temos que »r* = O

o
s . s
en Lx’ Do contrario ieriamos um ponto vy € Lx com

r*¥(y) = 1, Mas pela unicidade teriamos Ly = Lx contradi

zendo o fato que r*(x) = 0. O fato de que r* = 0 en
Lx implica que r = 0 numa vizinhanca de Lx , & isto
por sua vez implica que ¢ é constante em Lx. Coneclui-

mos que por cada ponto passa um hiperplano paralelo a
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L e ¢ & constante em cada um desses hiperplanos.

Escolha coordenadas retangulares Ky s e By

tal que Lx é paralelo ao plano X, = 0.
o
. D 2%¢ d > : d -
Logo, Yy Fx- " 3x.0%x. u(bx ’bx.) pois os g 880
0x. ) i i J 1
i ‘
paralelos na conexao v de M = r".
Mag se i=1,...,n-1,
o] o] o] o]
(Bl s 52 » §) = (Ag 527 » 52
Xy bxj g bxi x5
o} ]
==y s— , 35— = 0,
Oxi ’bxj
>2¢ : . o
Logo 3% Ox. 0, se 1< is= n-1l, e isto impli
i
que
n-1
f(xl ) sus ,xn) = .§ a. x, + b(xn)
i=1
onde
o)
a1_.'5~}'c£"(0""’0) ) 1_1,...,11—1,
e
bf _ db
-bxn Oxn
. db ~ . . - .
Logo os a,'s € % sao ortonormais pois f e uma iso
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2% _ 2%
o]
bxibxn xibxn
o) <bf bb>
b
bxi bxj bxn
num plano perpendicular ac¢ hiperplanc gerado pelos ai's.

metria. Como =0 se i =1,..,.,n1,

temos gue = 0, logo b(xn) esta contido

€.Q.D.

REFERENCIAS

Nesta segao usamos alguns fatos de variedades
diferenciaveis gque o leitor pbderé rever nas seguintes re
ferencias. A uma certa altura usamos uma parte da demons-
traggo do teorema do posto constante a qual se encontra

na pagina 20, observagio (4), e na pagina 28 de

[30] LIMA, ELON L. - Variedades Diferenciéveis, Monograf

fias de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro.

Depois nos referimos ao teorema de Frobenius. Uma demons-

tragao encontra-se na pagina 42 de

[31] WARNER, FRANK W. - Foundations of Differentiable
Manifolds and Lie Groups, Scott Foresman

and Company, Glenview, Illinois, 1971.

De variedades Riemannianas usamos a expressgo

simples do tensor curvatura de variedades com curvaturas
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seccionais constantes. Ela & desenvolvida no capitulo 5

de

[32] KOBAYASHI, S. e NOMIZU, K., - Foundations of
Differential Geometry, vol., I, Interscience

Publishers, New York, 19863.

O Lema 5.3 foi demonstrado primeiro como o Lema

2 em

[333 CHERN, S.S. e LASHOF, R.K. - On the Total Curvature
of Immersed Manifolds, Amer. J. Math. 79

{1957), 306-318.
A demonstracio aqui dada desse lema & de

[34] HARTMAN, P. e NIRENBERG, L. - On Spherical Image
Maps Whose Jacobians do not Charge Sign,

Amer. J. Math. 81(1959), 901-920,
Onde se encontra tambem a demonstracao do teorema 5.1.

Este lema foi generalizado para o caso de imer-

~ . . ~ +
soes de maior codimensao It M + r™ k por

[35] HARTMAN, P. - On Isometric Immersions in Euclidean
Space of Manifolds with Non-Negative
Sectional Curvatures, Trans. Amer. Math.

Soe. 115(1965), 94-109,
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Usando esta generalizagao, Hartman demonstrou o seguinte

teorema.

TEOREMA - Suponha que (i) M? & uma variedade Rieman-

niana completa com curvaturas seccionais nao

. . : n n+ S -~ [T
negativas, (ii) f: M -~ R p uma,_imersac isometrica, com

\
Pp>0, e (iii) & nulidade relativa Vv{(x) seja sempre maior

do que zero, Seja m = min V(x) para x € Mn. Entao

f(Mn) é m-cilindrica; isto é, existe uma variedade Rieman-

n-m

niana completa M; tal que M ¢ isométrica ao produto

My X R™ , e existe uma imersao £yt My = B a1 que

£(xy , r) ='(f1(x1) , T) Dpara todo (xl, r) € M1><Bm = M.

Além do mais, £(M) nao é (m+l)-cilindrica.

Este teorema foi demonstrado em

[36] HARTMAN, P. - On the Isometric Immersions -in
Euclidean Space of Manifolds with
Non-negative Sectional Curvatures. II, Trans.

Amer. Math, Soc., 147(1970), 529-540.
i ’

Observe que no Teorema 5.1 podiamos ter expres-—
sado a conclusio do teorema dizendo gque f era (n-l)—ci;

lindrica.

Outra generalizacao do Lema 5.3 é a de conside-

rar hipersuperf{cies em variedades de curvatura constante.
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O enunciado neste caso seria igual ao do Lema 5.3jveja a

demonstracao em

[37] DO CARMO, MANFREDO P. - Método do Referencial Mével,
Monografias de Matematica, IMPA, Rio de Ja-

neiro, 1976.

. ~ n n+
No casoc em gue temos uma imersaoc f: Mc - Mc p
entre variedades de curvaturas constantes 0'Neill e Stiel

g .
demonstraram que o lema analogo vale. Veja

{38] O'NEILL, B. e STIEL, E. - Isometric Immersions of
Constant Curvature Manifolds, Michigan Math.

J. 10(1963), 335-339.

Usando este lema podemos demonstrar facilmente o seguinte

teorema interessante que aparece também em [38].

TEOREMA - Seja f: M® » FP'F uma imersio isométriea en -

tre variedades Riemannianas com curvaturas sec -

. x a . > . ]
cionais constantes iguais a um numero positive e. Se

2k < n, entdo f & totalmente geodésica.

Demonstracao: Voltando a situagao estudada ao final da se

cac 4 vemos que neste caso, para todo x€ M,
M(x) = n. Logo, pela proposigao 4.4 , V{(x) + k = u{x) =n,

ou Vv(x) 2 n-k 2 k. Seja VvV = min V(x) para x € M. Obser
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ve que V,, é aberto por ser VvV o minimo; logo usandoe o
lema vemos gue por cada ponto ¥y € Vv passa uma Unica sub
variedade de dimensdo V completa que & totalmente geodé
sica em M (e, consequentemente de M), Mas se Vv < n
entao tomando dois pontos distintos y, e y, em v, te
riamos duas subvariedades S1 e S2 totalmente geodési-
cas completas de M de dimensao V = % n que naoc se in-
tersetam, o que nao pode acontecer pois M +tem curvatura
constante positiva e é recoberta isometricmente pela esfe
ra de raio -%: (0Os levantamentos de S, e S2 seriam
duas esferas Ze dimensao Vv 2= % n que nao se intersetam,

0 que é um absurdo). C.Q.D.

- ) :
Tambem temos o seguinte teorema sobre a codimen

-~ N Ll . 4 .
sao de uma imersao isometrica

TEOREMA - Seja f: M™ - Bn+k uma imersao isomeétrica de

uma variedade Riemanniana (nao necessariamente
completa) de dimensaoc n ﬁoutra de dimensao n+k. Se pa-
ra todo plano © tangente a M temos que Ky < Kg ; en-

tido k = n-1.

Demonstracao: Suponha que k < n-1, Fixemos um ponto

x € M. Pelo Lema 4,3, existe X € TMx )

]l =1, tal que &(X,X) = 0, onde @ & a segunda forma
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fundamental de f em x. O espago complementar a X em
TH,  tem dimensdo n-1>k; logo, existe Y€ TM_ , perpendi
cular a X e de norma 1 tal que &(X,Y)=0. Pela equagao
‘de Gauss, entao teriamos Kb-—ﬁc==§(ﬂ(X,X) , &(Y,Y)) -

- g(a(X,Y) , %(X,Y)) = 0, contradizendo nossa hipotese.

C.QOD.
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6. CURVATURA TOTAL ABSOLUTA E IMERSDES JUSTAS.

TEOREMA DE GAUSS-BONNET.

~ M L.
Nesta segao consideraremos imersOes isometricas
n n+p . . .
f: M R de variedades Riemannianas compactas e cone
xas. Certas curvaturas induzidas pela imersaoc serao integra
das sobre toda a variedade M para obter resultados glo-
bais. Estudaremos o conceito de curvatura total absoluta
~ ” . e
de uma imersao, © gqual sera relacionado com a nogao de uma
~ . ~ ” ~
imersao ser justa; com relagac a esta ultima nogao preci-
saremos introduzir fatos basicos sobre a teoria de Morse
e 3 X |’ s Y 3
de fungoes reais diferenciaveis definidas sobre uma varie
+# . . P
dade M. Usandoc as tecnicas desenvolvidas no inleio da se

¢ao, demonstraremos o teorema de Gauss-Bonnet.

y
Na secgao 3 estudamos o teorema de-Hadamard que

garantia a convexidade de uma imersao compacta com curva-
. . - n+l ~

turas seccionais positivasem R . Nesta seg¢ao demonstra

remos © resultado de Sacksteder que generaliza o de

- : 4 N .
Hadamard para hipersuperficies com curvaturas seccionais

i~ N # . [d A .
nac-negativas. Este ultimo sera uma conseqllencia do teo-

rema de Chern-Lashof que relaciona a curvatura total abso
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. . - L
luta com a convexidade da imersac. Tambem obteremos cer-
tos resultados gerais sobre imersoes justas, como a limi=-

tagao da codimensdo da imersao.

. n n+ . ~ .
Seja f: M -+ 1 P uma imersao de uma varieda-
de de dimensso n em um espago Euclideano de dimensao

n+p., Consideremos o espago fibrado normal unitario de f,

definido como B = {(x,v) € MxBRMP: fvll =1 e v é per

pendicular a f*TMx}, e a aplicacao de Gauss generalizada

n+p-1,d n+p-1

p: B+ S e B na esfera unitaria S de

Bn+p’ definida como @{(x,v)) = v. Seja ¢ o volume da

m
P m m+1
esfera unitaria S em R .

DEFINICAO - A curvatura total absoluta da imersao f &

T(f) = c—l—-—l IB | dSn+p_1-| = c—-l——z fB |det ¢ ,|dB.
n+p- n+p-

. f .
Dizemos que f +tem curvatura total absoluta minima se

. + , . ~ . A
T(f) = inf{T(g): g: M - RYP & uma imersao diferenciavel

de M em R"P),

. L4
Observe que estef infimum e. tomado sobre todas
. o~ . L n+p .
as imersoes diferenciaveis de M em R . Nesta situa-
- ~ L4 . . . L4 . .
¢ao M nao e considerado, a priori, com uma metrica Rie-

. £ : s ’ . M
manniana especifica. O caminho a seguir sera © de primei-

. ~ .
ro achar uma imersao com curvatura total absoluta minima,
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- i - ] . » u
e depois botar em M a metrica Riemanniana induzida pelsa
. ~e rd . e o~
imersaoc, © que nos dara condigoes de obter coneclusdes geo

4 + . s
metricas sobre a imersao.

Para ajudar a intui¢ao geométrica podemos pensar
em B como difeomorfo ao bordo de uma vizinhanga tubular
de f(M), pelo menos localmente se + nao é um mergulho;
assim, B seria uma hipersuperf{cie de Rn+p e ¢ seria
igual a aplicaggo de Gauss definida anteriormente para hi

S
persuperficies.

Agora vamos ver a relagao entre a derivada da
aplicagEo de Gauss e a geometria da imersaq (botando enm
M a métrica induzida pela imersio).0 determinante de
¢4+(x,v), quando a matriz Jacobiana ¢ dada em relaggo a ba

L] L I =
ses ortonormais, e chamado de curvatura de Lipschitz—

Kiling de x- na diregao v, que denotaremos como G(x,v).

Como o espago fibrado B & localmente um produto UX Sp-l,

onde U ¢ uma vizinhanga coordenada de M, temos que

T(f) = —1 J(I |G (x,v) |asP™!)am.
cn+p—1 M ‘Sp—l

b3
A seguir vamos dar uma interpretacao méis geométrica do
determinante G(x,v). Seja {xg ,kz ) e ,xn} um sistema
de coordenadas locais numa vizinhanca U de x, e

Vy s see vp » campos de vetores normais, ortonormais en-
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tre eles, definidos ao longo de U tal que v, = V. Entao
o espago tangente a B no ponto (x,v) é gerado por

[*] o) , .
— T ‘e 4 X,V esta re
dx. " ’pxn e Vi V2: ’ vp—l y € ¢*( s V) e

presentadb pela matriz Jacobiana

g ¢ D¢
{ Y (s , V7
Dxl ! ij 0x ., J
1,j=1, «se 3 0 %==1 s eee o 11
(6.1) -J—l,-o.,p"l
[o]5] 0 fo]]
{ ) { s Vi)
bvl ’ éxj v J
j:=1,-.¢,p-1 i,j\fl,..-,p—l
J=1,.oo,n

n+p-1
$(x,v) °©

TB(x v) ? como no caso da aplicacgao de Gauss de ume hiper
?

.
se identificamos os espagos tangentes TS

superficie. O produto interno (¥ v,v.)) = -(v sV vy
vy 3 vy J
depende s6 dos valores dos vj's em x. Fixando x temos
- — +n- r ~ -
que ¢[S£ i Si 1, g™P 1 ¢4 inclusdo de Sz 1 como
uma (p-l)-esfera totalmente geodésica da esfera Sn+p-1’
. o~ =—6 . 4
logo podemos issumlr que (Vvivj)x ij Vo pois v e
normal a SE_' em v (agui ¥ ¢é a derivada covariante do

espago ambiente Bp+pl. Segue-se gue (é%?-, vj) =
i

= (% v,v.) = ~({v,¥ v =0.. . Também temos que
vy J SVl ij
> 5 . - d . .
(5o » 537 = (¥, v.5z) =0, pois podemos assumir que
: 3 i ]

i
v e v, sao campos vetoriais em Si 0 que implica que
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Lol ”
v, v esta em (£,TM )", o espago normal a imersao f em
i

X
o] o}
Por outro lado acontece que (35 32—) =
x4 3
o > o d >  »
= (VY v, 3;7) = (v, s /ox. E;") = ~({v , G(g;“ ,3}~)).
x; 3 1t td
i

Assim sendo, a matriz (6.1) tem a seguinte expressaoc sim-

plificada
d d
B TR T
1 *
' i,5=1, ..., n
(6.2)
&,
o} 1J

i,j=1, ..., p-1

Em resumo, temos o seguinte resultado.

n+p~-1

PROPOSICAC 6.1 - Seja %: B + S a aplicagao de Gauss

s a e n+
generalizada da imersao f: M =+ R p, com

M tendo a métrica Riemanniana induzida pela imersao. Se

(x,v) € B, entao:

(1) det Py(y oy = (-1)" det({t,v)) = (-1} det A,

2
2 “h
(ii) det ¢*(x,v) = (-1)" get ;———jL— , 0 determinante
x; 0%y

X

da Hessiana da fungao altura h (y) = (£(y), v).
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Demonstracao: A primeira afirmacio segue das observagdes

anteriores, e a segunda segue da Proposigao

2.5. C.Q.D.

Entao temos que

(6.3) T(£) = f j ldet a_lasD" -1 oam,
n+p—1 Sp—

que & uma expressao em termos mais geométricos. De fato o
termo det Av pode ser interpretado da seguinte maneira.
Inicialmente observamos que dado (x,v) € B existe uma
vizinhanga U de x tal que a projegao de £(U) no
(n+1)-plano gerado por f*TMx e Vv & uma imersao de U
como hipersuperf{cie. Além disso, temos gque o determinan-
te de A_ , G(x,v), é a curvatura de Gauss-Kronecker des-
ta hipersuperf{cie. Também observamos, usandc a proposi-
950 2.5, gue o operador Av da informag¢oes sobre em quan
tas diregoes f£{(U) esta na parte de "cima" do hiperplano
perpendicular a v. Em particular, no caso de um hipersu-
perficie G(x,v) = (-1)" G(x,-v) ¢ a curvatura de Gauss-
Kronecker, a qual nao depende do vetor normal escolhido

se a dimensao n for par. Temos gque
+

T(%) fllG(x,V)l + |G(x,-v)|aM
M

.th‘

(6.2)
2 J |

= det A_laM
Cn M v
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F .
onde Cn e o volume da esfera unitaria de dimensso n.
No caso especial da superficie no espago Euclideano de

. - e
tres dimensoes temos

(6.3) T(£) = g% j‘ 1% | am
M

o que justifica melhor o nome de curvatura total absoluta.

Pontos criticos da fungao altura

Queremos dar uma interpretag&o da curvatura to-
tal absoluta em termos das fungoes alturas e seus pontos
criticos. Lembramos que um ponto critico de uma fungio di
ferenciavel h: M - R & um ponto x tal que Xh = o pa
ra todo X em TMx‘ (Para.maiores detalhes sobre teoria

de Morse veja Milnor [53]).

A Hessiana da fungao h no ponto crfitico x &

trizg  (L2oh)
a matriz bxibxj i,j=1,...,n

» onde (U, (x5, «.c,x))
é um sistema local de coordenadas ao redor de x. O ponto

[ . L4 " . . rd
criticoe e chamado pao-degenerado se a matriz Hessiana e

- ] ' r 0] [ . ]

nao-singular. Como a matriz e simétrica pode—-se diagonali
. . »

zar, e o numero k de autovalores negativos e chamado o

{ndice do ponto er{tico.
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Para uma funcao altura hv , em particular, te-

mos que x é um ponto critico se e somente se th =
= ({Xf,v) = (£4,X,v) = 0, para todo X em TMx , ou seja,
se e somente se v & normal a f em x. Logo o conjunto
dos pontos criticos de h_ é ¢ 1(v). Por outro lado, vi
mos na proposi¢io 6.1 gque o determinante da Hessiana de

o, n
hv no ponto x e igual a (-1) det ¢*(x,v)' Em resumo

temos o seguinte fato.

PROPOSICRO 6.2 - O ponto x & um ponto critico niao-dege-

nerado da fungao altura h  se e somen-

te se (x,v) é um elemento do espago fibrado normal qni-

o, . ~ , rd
tario da imersao f, B, que e também um ponto regular de

®.

Lembramos que V ¢ um valor regular da aplica-
-1

¢ao diferenciavel ¢ se ¢ (v) consiste de pontos re-
gulares. Uma funcao diferenciavel h: M + R que sO tem
pontos eriticos nao-degenerados é chamada uma iunggo de

Morse.

COROLARIO 6.3 - Dada uma imersao f: M + R™P existe um

conjunto D C 8

el 4 que

n+p-1

(i) seu complemento 8 -D tem medida de Lebesgué

- +p=-1
zero; consequentemente D e denso em g P=2,
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(ii) D é um aberto de shtp-1,

" (iii) para todo v € D, a funcgao altura h 6 uma fungao

de MOrse.

Demonstracac: Pelo teorema de Sard (veja Milnor [71]) o

t

conjunto dos valores ériticos da aplicacao
de Gauss ¢ tem medida de Lebesgue zero; logo 0 seu com-
plementar, o conjunto dos valores regﬁlares de ¢ que
chamafemoa de D, satisfaz (i). Mas a prbposigﬁo 6.2 nos
garante que se v € D, isto é; se Vv e um valor regular
de ¢ , entao h, s6 tem pontos criticos nao-degenerados.

Falta verificar (ii); suponhamos que existe v € D tal

que v = lim v, onde os vy sao valores cr{ticos, isto

L
&, existem pontos vy = (xi ,vi) em B tal que
det ¢*y = 0, Mas B é compacto logo podemos assumir que

1
a seqliencia y; converge para um ponto vy € B, Por conti

nuidade temos que det ¢*y = 0; finalmente, pela continui
dade de ¢, temos que ¢(y) = v, o que implicaria que v

nao podia ter side um valor regular. c.Q.D.

Observaggo: Pelo corolario temos que existem muitas funs
¢oes de Morse em qualquer variedade diferen-
ciavel M, pois, pelo teorema de imersao de Whitney, ela

pode ser imersa em algum espa¢o Euclideano mn+p‘

\

|
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' d r
0 que vamos fazer agora e contar o numero de pon

tos criticos de h, , para todo v em Sn+p—1’ e inte-

grar essas informagoes sobre toda a esfera Sn+p—1. Se U
é um subconjunto de B e 0 =< k< u, definimos Hk(U.V)
como o numero de pontos x em M tais que (x,v) € U e
que x seja um ponto eritico nao-degenerado de {ndice' k
da fungao altura hv . Seja {Uk}AEL uma colegao de aber
tos conexos de B tal que Ag UX é igual, exceto por

um conjuntoe de medida zero, aoLconjunto dos pontos regula
res de ¢, e tal que ¢|Ux seja injetiva para todo A em
L; essa colegEo existe porgue o conjunto dos pontos regu-‘

lares é um aberto de M. Entao temos gque
J

- # .
pelo teorema de mudanga de variaveis.

- * - |
1 as™tPl f | ag™Pl| - f ldet @, |am
(UJL) U‘\ UK

Pela escola dos U's temos que det ¢*( ) # 0
X,V
para todo (x,v) em U, . Por outro lado, pela proposigao
2
9“h
. - (_13yR . ,
6.1, temos que det ¢*(x,v) (-1) det(bx;5§3)’ o que im
plica gue o {ndice de x, como ponto critico de hv ' 6
uma constante k para todo (x,v) € U, , pois U, é co-

nexo. Também podemos concluir que |det ¢*(x,v)[ =

k+n
= (-1 det t
(-1) e ¢*(x,v) e temos que
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j- (-1)" det ¢, aB = f ) (-1)% qgtP-1 _ jﬁ (-1)¥ ggn*+p-1
0, 2 (U, ) % (1, IND
) L'(U ND -1)% (v, , +yas™PL -
(6.4) A
LV n i + 1
= L (=17 u, (Y , *)yastre-l o

n i +p-1
= f I (-1)" p(h , )as™PT
D i=0

pois, como ¢ U, é injetiva, u%(Ui ;W) =1 se e somente
se (x,w) em U, e x & um ponto eritico de {ndice ¢
de h, , o que também implica que p&(Ui , W) =0,
1=0,1,2,...,n, se ¢ ¢ ¢(U). Esta formula sera usa
da na demonstraggo do teorema de Gauss-Bonnet que daremos

mais tarde. A seguinte férmula anéloga serd de grande uti

lidade no tratamento dos problemas de curvatura total ab-

soluta.
J |det ¢,|aB = j as™P-l - f My (T, +das™ Pl
U, ¢ (U, )ND ¢ (T, )ND
(6.5)
n n+p=-1 n n+p-1
= T u(wy , *)as = I p, (g, )as

p (U, )ND  1=0 D =0

Consequentemente, podemos expressar a curvatura

total absoluta de uma imersao da seguinte maneira.
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1
cn+p—1

T(£) fBldet ¢,.|dB =

1 5 f |det ¢4|dB =
Cntp-1 AEL U,

1 5 f

Ch+p-1 AE€L ‘D i

(6.6)

n+p-1

w0y 5 *)dS

=i

0

Observe que a soma tem sentido pois a integral é finita;
observe tambem que basta integrar sobre ng g o, pois
det bu(y, v) = 0 se (x,v} ¥ lgL ﬂi .

Agora definimos u;(v) como o nimero de pontos
criticos x em M de h  de {ndice ¢, e u(v) =
mlv) = g My (v). Estes nUMeros 559 finitos pois os pontos
cr{ticoéqggo sempre isolados e M ¢ uma variedade compac
ta. Temos também que u&(Ui , v} = 0 exceto para um nlime-

ro finito de X's. Logo temos que

n
q-(f).—:.c—l_—- f = z “’i(U;\ s V)av
n+p~1 "vED i=1 A€L
(6.7) o 1
_ 1 f T opyviav = o [ w(vidv
Cnip-1 vED i=0 n+p-1 “vED

Por outro lado, usando a formula (6.4) obtemos
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f (-1)" det ¢, dB = E f (-1)™ det 4, dB =
B AEL

n :
% f (-1 uuy, vav =
AEL “vED 1=0 i

J

véD i

.

v€D i=0

(6.8)

il

(
0

I R

1)* (5 Me (U, vidv =

(-1, (vav

[ =]

Lembramos agora as desigualdades de Morse que
relacionam o nimero de pontos criticos de uma funggo real
sobre a variedade com a topologia da variedade; veja
Milnor [53), paginas 28 a 31. Seja B (F)} igual a dimen-
sao do k-ésimo grupo de homologia de M com coeficientes
num corpoc F; Bk(F) & chamado o k-ésimo nimero de Betti

- ~
com relaggo ao corpo F, Se h e uma fungao de Morse, te

. mos que
(6.9) pk(h) = bk(F) , para todoc k e F
2 k 2 k
(6.10) L (-1) uk(h) = E (-1) Pk(F) = % (M),
k=0 k=0

onde X (M) denota a caracter{stica de Euler.
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O teorema de Gauss-Bonnet

Primeiro precisamos falar um pouco sobre as for
mas de curvatura. Olharemos elas de nosso ponto—de—vista.
‘Para maiores esclarecimentos sobre o uso de formas diferen
ciais e do método do referencial movel de Cartan e Chern
em geometria, recomendamos as notas de do Carmo [73] (Ob-
servamos que as formas dé curvatura definida la diferem

das nossas por um sinal negativo.)

Numa vizinhanca U "de M escolhemos n campos
<

- N ] - + Y ’ o~
vetoriais diferenciaveis Xl, ver 3 X tal que eles sao

n

ortonormais em cada ponto. Em U, definimos as formas de

i o~ . N .
curvatura Qj , que sao duas-formas diferenciaveis, pela

L4
formula

(6.11) - 05X, , %) - e(R(X; , X)X

Jj » X

k)

. i
Vemos que a matriz a, QJ(Xk , X;) representa o opera-

dor linear R(Xi, Xj). Observe tambem gque Q;(Xi, Xj) e

igual a curvatura seccional Kij do plano (Xi, Xj). Se-

Jam P i=1,...,n, as formas duais de Xl’ ess s X,

n

I

isto €, mi(xj) = 53 . Como em nosso caso, R = 0, usando a

equac¢ao (4.2), a equagao de Gauss, temos que

) . 1 n
(6.12) ol =% = (@, a5 -«
J 2 L=

. N
opog ik % T % PN Py -
s
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e

) , -
No gue segue vamos assumir que M e uma varie-
dade compacta conexa e orientada de dimensao par n = 2s,

LConsideramos 2 seguinte n-forma diferencial fechada (que

g . : M o
representa a classe caracteristica de Euler) definida Qmj//

M. /44é
1 $(1) 9 (2s~17)
il

Y=___"'"—""_ z [ Q f\-.' .
225 1S g1 gep © $(2) _PA2s)
L

, -~ e -
onde P e o grupo de permutagoes soﬁf; n elementos e

(6.13)

€5 é o sinal da permutaggo ¢ . Embora as formas de curva-
tura Q; dependam dos campos Xl, fee g Xn , a forma dife-
rencial Yy nao depende dessa escolha, se os Xi's nessa
ordem dao a orientagéo de M, Tomando ocutros campos orto-
normais Y1 s e ,Yn » € suas formas de curvaturas corres-
pondentes, poderiamos verificar que a expressao (6.13) sd
muda pela multiplicag¢ao do determinante da aplicag¢ao or-
togonal que maﬁda 0s Xl’ vea Xn nos Yl s ras ’Yn . Se

estes induzem a mesma orientagao (a de M), entao esse

determinante & igual a +1,

Ja estamos em condigdes de enunciar o seguinte

teorema
-

TEOREMA 6.4 (Gauss-Bonnet) ~ Seja M uma variedade Rie-

manniana compacta orientada de dimensao par

n = 2s. Temos que
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(6.14) ]’M Y = X (M)

i~ L4 e [4
Demonstracao: Nos daremos uma demonstragao extrinseca des

te teorema. Ela dependeré do teorema de
Nash [69] que diz que toda varie&ade Riemanniana compacta
pode ser mergulhada isometricamente em algum mp+p (de
fato, p = % n(3n + 9)). Fixamos uma tal imersao f, que
tera seu espago fibrado unitario normal B. Agora, combi-
nando as formulas (6.8) e (6.10) e lembrando que n é par,

vemos que

J ¥ (M)dv = X (M)} 5 dv

(6.15) J det 9, dB
' B

vED vED
N X(M)cn+p—1 '
. n+p-1
peis S - D tem medida de Lebesgue zero na esfera
sMPl | poy outro' lado, da mesma maneira que fizemos para
T(f), temos que J det ¢, dB = f ( j det A dsf:'l)dm,
B

M Sp—l
x
usando o item (i) da proposigho 6.1, pois (-1)7=(-1)2%=1,
A n-forma dM é a forma de volumem de M compat{vel com

a orientagao de M.

A forma diferencial vy é uma n-forma, logo
Yo = Kn(x)de , onde Kn(x) é um ndmero que ¢ um invarian

» x (] ] v . -
te geometrico da variedade Riemanniana, pois vimos que Y
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# '1 LR a .
depende so da metrica Riemanniana. O teorema segue da se-
: L. . ’. . {
guinte proposicao gque relaciona essa curvatura intrinseca

Kn(x) com a medida das curvaturas nas diregOes normais.
PROPOSICAC 6.5 - Temos que

- 1
(6.18) Kn(x) =3

e det Av dv
n+p-1 vGSp_l
X

Esta proposigﬁoiseré demonstrada no apéndice.
Ela diz que, embora as éurvaturas de Lipschitz-Killing nas
dire¢goes normais v dependam fortemente da imersio, a me
dia delas é uma quaniidade intr{nseca da variedade Rieman
niana M.

Finalmente temos que

{ . .
f y =) K dM = (E—_l__- det A_ dv)dM
M M M n+p-1 VESp—1
X
= c; I det 4 dB = X (M) €.Q.D:
p+p-—1 . B ‘

COROLARIO 6.5 - No caso em que M é uma superf{cie com-

pacta orientada de duas dimensoes, temos

que
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Demonstracao: Neste caso s = 1, logo
1

1

R (saéu_nf)=%aé=2—ﬂKdM
C.Q.D.
Observe que se n ¢ impar det A, = (-1) det A, s
logo, j det A, = 0. E, usando outra vez as formulas

pr-1
VGSx

(6.8) e (6,10), concluimos ¢ seguinte.

PROPOSICAO 6.6 - Se M ¢ uma variedade compacta de dimen -

¢ao impar, entao X (M) = 0, f//;;

Observacao: O espago fibrado normal unitérié- B da imer-

—
~ n n+ e
sao f: Mt 4+ RMP P
//’

n+ -
P comé o bordo de uma vizinhanga

pode ser imersa em R

tubular de f. Em B podemos escolher em cada ponto um

vetor-ndrmal de uma maneira natural; num ponto (x,v)€ B,
.
o vetor v e normal a B, Como esta escolha de vetores
- s L4 - . I . i
normais e continua, B e orientavel. O interessante e que

Id . 4 ' ~ .
B sera orientavel mesmo que M nao o seja. Logo podemos

nt+p-1

pensar em @: B * § como a aplicagao de Gauss usual.

Usando a definigao de grau topolégico em termos de inte-
grais vemos que o grau de ¢ é E‘*L-_'J. det @¢.. dB =

. n+p-1 B’ ,
= ¥ (M), pela formula 6.153; ou seja X(M) e o numero de

vezes, contendo orienta¢oes locais, que cada pedago de es

fera & coberta por ®¢. De fato, este ponto de vista apare
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ce claramente na demonstracdo da férmula (6.4).

Desigualdades da curvatura total absoluta

Observamos que o grau de aplicaggo de Gauss ge-
neralizada ¢ mede o numero de vezes que ¢ c¢cobre a es-

fera Snﬂ)“I

, s0 que contamos negativamente os pedagos on
de ¢ reversa orientag¢des (onde det ¢, < 0). Por outro
lado a curvatura total absoluta T(f) mede guantas vezes
a esfera € recoberta por ¢ independentemente da orienta
gEo de ¢ em cada vizinhanga U, ; isto pode-se verificar
olhando a demonstragao da formula 6.6. S6 que neste caso
um pedaco da esfera é recoberto um numero de vezes dife-

rente de que outro. Agora queremos obter alguns limites

- » L
inferiores sobre esse numero T(f).

TEOREMA 6.7 - Se f£: M » R™P ¢ uma imers3o de uma va-

riedade compacta M, entao

n
(i) 7(£) 2 I B.(F), para qualquer corpo F
i=o *

(i1) T(£) = 2

(iii) se T(f) < 3, entao M é uma variedade homeomorfa

n .
a esfera 8. e
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Demonstracao: Pelas férmulas (6.7) e (6.9)

T(f) = C—l—— J u(v)dv =
n+p-1 vED
1 n n
2 by ﬁi(F)dV = I Bi(F).
Chep-1 vED i=0 i=0

Como M é compacta, toda funggo‘ hv deve ter um maximo

e um minimo, logo KW(v) = u (v) + 1, (v) = 2, e T(£) = 2.
Finalmente, se M(v) fosse maior ou igual a tres para to
do v € D entao teriamos que T(£) = 3. Logo,Ase T{£)< 3,
entao existe uma. funcao de Morse .hv‘ com exatamente dois
pontbs eriticos. O item (iii) segue agora do teorema de
Reeb (veja Milnor {531, pagina 25) que declara precisamen
te que uma variedade compacta qﬁe admite uma funggo de
Morse que tenhé apenas dois pontos oriticos é topologica-

mente equivalente a uma esfera. - C.Q.D.

~ . . .
Imersoes justas e curvatura total absoluta minima

Agora vamos definir uma noggo equivalente a

curvatura total absoluta minima.

DEFINICAO ~ Dizemos que uma imersao f: M7 -+ m?*p e
k-justa se uj(v) = Bj(F), 0%5'j% k, para to

do v €D e algum corpo F. Dizemos simplesmente que f
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é justa se f é n=-justa,

TEOREMA 6.8 - Seja f: M7 - mn+p uma_imersaoc de uma varie-

dade compacta M de dimensic n num espaco

Euclideano :Rn+p. Temos que

(i) se f é justa entao f tem curvatura total abso-

luta minima.

n
(ii) se o inf{T(g): g: M Bn+p} = I ﬁi(F) para al-
T i=0 o

gum corpo F, e se f tem curvatura absoluta to-

| Y ~ - -
tal minima entao f e justa.

Demonstracac: Se f ¢ justa, entao p(v) = & bi(F) para

todo v € D, logo, pela foérmula (6.7),

n
T(f) = % B;(F). Pelo item (i) do teorema 6.7, temos que
i=0 n
inf{T(g): g: M® » ROP} 2 ¢ ﬁi(F); logo f tem curvatu
i=0
ra absoluta total minima.
n i
Inversamente, se T(f) = I ﬁi(F), entao temos
h i=
que j i(v) - = B.(F)ldv = 0 o que implica que f
, vED i=1 - n
e justa, pois se u(v) = I ﬁi(F) + 1 para algum v € D,
i=0
n
teriamos que P(W) = p(v) = Z Bi(F) + 1, para todo w

i=0
numa vizinhanga W< D de v, pois a fungao M(z) & lo-

calmente constante. Mas isto implicaria que

n n
[ - = s,®mlave [ - 3
D i=0 W =

ﬁi(F)Jdv > 0, o que
i=0
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contradiz nossas hipoteses. C.Q.D.

-

Observagdo: A condigao de que o inf{7(g): g: M R"P) ¢
n
igual a % Bi(F), para algum corpo F, & sa

‘ i=0
figfeita para variedades de dimensao 2, com F =:zz ; &

para muitas outras, como, por exemplo, o toro ™ ¢ a es
fera S". Mas, isto nio acontece para todos, pois isto im
plicaria que existe uma fungao de Morse h,  tal que

M(v) = Bi(F5 o que as vezes nao acontece por razoes to
polégicas. De fato para ver gual é o problema, basta olhar

uma variedade tal que #,( zaz) # 0, Pi( 233) =0 e
Bj(zaz) =0, ﬁj(Z3) # 0.

Redugao da codimensao

Vamos demonstrar agora que a codimensao essen-
cial de uma imersao Justa nao pode ser muito arbitraria.
. . ~- R n+p - .
Dizemos gque uma imersao f: M" <+ R e substancial se
~ . . . n+p
nao existe um hiperplano afim H de R tal que

f(M) < H., Temos © seguinte lema

LEMA 6.9 - Seja f: M 4ﬁRn+p uma imersac o-justa de uma

variedade compacta e conexa. Suponhamos gque

existe um ponto x em M, um vetor =z € TM; e um subes-
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pago L de TM; de dimensaoc 4, tal que

(i) se v € TM, ¢ diferente de zero, entao

{(a(v,v) , 2y <0

(ii) a(v,w) € L, para todo v ¢ W em TM_,

entao f(M) < ™, & L, que consideramos como_um

. + -
subespaco afim de RO P de dimensdo n+t.

Demonstracao: Se W .é um vetor em TM; gue € ao mesmo
tempo perpendicular a w, e € < 0, temos

que (W-+ez,al(v,v)) = ¢e(z,a(v,v)) > 0 para todo v di

ferente de zero em TMX. Pela proposigﬁo 6.1, os autovalo

res da Hessiana da funggo altura hw sao todos positivos,

onde W = (v +ez)/llw+ezl. Isto implica que x & um pon

to eritico nao degenerado da fung&o altura hw ; mas pode
€
acontecer que h nao seja uma funcgao de Morse, pois ela
€

pode ter outros pontos eriticos que sejam degenerados.
Usando a proposigﬁo 6.1 outra vez, vemos que ¢*(x’we)

nao é singular o que implica, pelo teorema da fungao inver
sa, que @ ¢ regular numa vizinhanga de (X’we)‘ Deste fa
to decorre que existem w! € D e xg 3 distancia no maxi

Ed
3 ?
mo 2¢ de ¥, e X, , respectivamente, tal que x_. e um

ponto critico de indice zero de h pois D é denso

w ?
€
n+p-1 . ¢ . . .
em S P=%, Ser um ponto critico de indice zero implica

ser um minimo estrito local. Como M é conexa PO(F) = 1;
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logo como f e o-justa e wg € D, uo(hw,) = PO(F) =1, 0
€
que implica gque o minimo local xé é um minimo global de

h . Em outras palavras (f(y) ,wé) = (f(xé) ,Wé>, para

W
€

todo y em M. Logo, fazendo ¢ tender'a zero, temos que
(f(y) ,w) 2 (f(x),®) para todo x em M, por continui-
dade. Mas, o mesmo argumento é valido para o vetor “—w,
isto &, (f(y), -w) = {(f(x), -w), para todo y em M, Es-
ta desigualdade junto com a correspondente a @ implica
que (f{y)-f(x),®w) = 0, para todo y em M. Logo, f(M)
esta contido no hiperplanoc afim f(x) + W', Como isto va—
le para todo ® perpendicular a f*TMx e a L, temos que

(M) © £,TM O L, C.Q.D.

COROLARIO 6.1 - Se f£: M + R™P § o-justa e substancial

entao p € 1 n(n+1).
_— 2

Demonstracao: Pela proposigao 3.1 existe um ponto x € M

e um vetor =z € TM; tal que (&(v,v) , z)<0,

¥ v & TMx-’ v # 0. Seja Viys eee v, uma base de TMx ;

4 : . g
como & e bilinear temos que qualquer &(v,®) ¢ uma com

binacao linear dos vetores alvy ,vj), i,j=1,...,n.

_ s, 1
Mas como a(vi ,vj) = u(vj, Vi)’ no maximo o n(n+l) de-

les sao linearmente independentes, ou seja, eles estao con

tidos num subespacgo de dimensao % n{n+l) de TM;. Agora

aplicamos o lema 6.9, C.Q.D.
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COROLARIO 6.11 - Se £: M + R™P § justa e substancial e

toda fungio altura s6 tem pontos criticos

. s, £ ., ~
do tipo maximo ou minimo, entao p = 1,

Demonstracao: Pela Proposigﬁo 3.1 existe um ponto x € M

e um vetor g € TM; tal que ({(8{(v,v), z)<0D
para todo vetor tangente v diferente de zero. Afirmamos
agora que os vetores a(v,®) estao contidos numa linha
de TMi . Do contrario, ter{amos que existem v e W

tais que a(v,v) # Aa(w,®»), para todo A € R. Podemos as-

sumir que |la(v,v)] = [la(w,w)] 1. Tomemos

Blv,v) = a(w,w)

“1 la(v,v) - a(w,w)
entao
(zy 4 8(v,v)) = la(v,w% - (alv,v) , a(w,®))
latv,v) - aqw,w)
e

(B(v,v) , a(w,u)) - |Jlagw,w)]?
la(v,v) - a(w,w)|?

(zl , Glw,w)y =
“Como  &(v,v) , a(w,w) sao linearmente indepen-
dentes, temos que
(alv,v) , a(w,)) < [[alv,v) flatw,u)] =1,

ou seja (z1 y B(v,v)) >0 e (zl , a{w,w)} < 0, Deslocan-
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L .
do Zq levemente, se for necessario, podemos assumir gque

se V,Ww,W; ,...,% , formam uma base de ™ entao
(zl ,a(wi ,wi)) 0 , i=1, ..., n-2,

Isto implicaria que o Indice de hXl em x ngo 4 zero
ou n; mas isto implicaria, usando o mesmo argumento da
demonstraqgo do lema 6.9, gque existe Ziy perto de Zq
tal que z, € D e hzz tem um ponto critico x, perto
de x de indice igual ao de x, isto &, diferente de ze-
Yo ou n, o que contradiz a hipotese de que todos os pon-

| 4P -~ . L £ .
tos eriticos sao do tipo de maximo ou minimo. C.Q.D.

TEOREMA 6.12 (Chern-Lashof) - Se f£: M » R™P ¢ uma imer-

i~ ] 3
sao substancial de uma variedade compacta com

curvatura absoluta total T(f) = 2 entao M é uma esfe-

Ld
ra, p =1, e f & convexa.

Demonstragao: O fato de que T(f) = 2 implica pelo teore

ma 6.7 que M € homeomorfa a uma esfera
n - ~
s8*. Tambem, segue-se gue se T(f) = 2, entao, para todo
v €D, h sé tem dois pontos criticos, um midximo e um mi

nimo. Logo, pelo corolario 6.11, temos que p = 1.

Agora demonstraremos que f£(M) estd de um lado
do plano tangente em todo ponto. Isto &, para todo x € M,

existe z€ TM; tal que z"f(x)= z*£(y), Yy€ M. Se x 6 um
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ponto tal que a aplicagao de Gauss ¢ 6 nao singular nele,
entzo perto de x existe x' tal que z' = ¢(x') esta
em D, o que implica que x' & um ponto critico de h, s -
Mas x° tem‘que ser um maximo global ou um minimo global,
Assumamos que & um maximo; do contrario considere -z'.
Entdo, z'"f(x') > z' f(y), ¥ y € M, v # x' . Fazendo x'
tender a x temos que @(x).f(x) = ¢(x).f(y), ¥ y € M.
Seja A ={x€ M;d z¢€ TM; e v € M; z.f(x) < z.8(y)},

o conjunto A & aberto; queremos demonstrar que A & va
zio. Seja x € A tal que k = r(x) = r(y), ¥ y € a, Logo
k<n e r*(x) =k, pois A & aberto, Mas pelo lema 5.2
temos gue por x passa uma (n—k)usegao planar P de

V. _y onde ¢ ¢ constante (veja na secdo 5 as definic¢oes
de r,r* e de uma {-se¢ao planar.) Isto implica que

g(w) =e(x), ¥ W €P eque g).£(w) = g(x).£(x)

¥ w € P, ou seja g(W).f(w) = g(x).f(x) < ¢(x).£(y) =
=¢(w).f(y) para algum y € M, Segue-se que P < A, Mas
se x' € dP entao pelo lema 5.2 temos que r¥{x') >

> r(x'") =k, Como A & aberto, T x" € A tal que

r(x") > k contradizendo a defini¢do de k. lLogo, A ¢ va

zio demonstrando nossa afirmacao.

Seja H(£(M)) a envolvente convexa de f(M); &
conhecido que a fronteira desse corpo convexo, d(¥f(M)),

é homeomorfo a uma esfera, Pelo que demonstramos anterior
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mente, f(x) € d(¥F(M)) ¥ x € M, A imersao f é um homeo
morfismo local, logo f ¢& sobre pois O(HE(M)) & conexa.
Dai segue-se que f & um espaco de recobrimento da esfe-
ra OHFf(M)); como a esfera é simplesmente conexa todo re-
cobrimento & um difeomorfismo, o que implica que f é um
mergulho, que divide m“+1 -em duas componentes conexas,

uma das quais ¥(f£(M) e convexa. C.Q.D. |
1

2

Se f£: MZ + R°

rd N ~ | S
e uma imersao de uma superficie

em ZR3 e tem curvatura Gaussiana K = 0 entao
T(f)=——1—J2[K|dM=ijKdM=x(M)zz
4T M om M ’

pelo teorema de Gauss-Bonnet; mas T(£) ¢é sempre =2 2,
logo f satisfaz as condigaes do teorema de Chern-Lashof
e é consequentemente convexa. Mais geralmente, temos o0 se
guinte

1

TEOREMA 6.13 (Sacksteder) - Se £: M® + R™'' ¢ uma imer-

~ . ” N .
sao isometrica de uma variedade compacta e

> » ~ » ~ "
conexa com curvaturas seccionais nao-negativas entao f

L4
e convexa.

. -~ L4
Demonstracaoc: Se v e gnormal a M em x entao

det A # 0 se e somente se todas as curva-
turas principais li's sao diferentes de zero. Mas se to

das as curvaturas seccionais sao maiores do que zero temos
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gque todos os produtos Aihj > 0, o que implica que todos
os Ai's tém o mesmo sinal. Dafi segue, pela proposigao
6.1, que x é um ponto critico 4e Indice zero ou n. Co-
mo todas as fungdes alturas hv s6 tem pontos criticos de
{ndice zero ?p n, entao temos que 0 = My 2 Bk 2 0 se
k=1, ... f;-l. As desigualdades de Morse mais gerais di
zom que My = My 3 * eeo TR F B, =B, o+ ... B,
Dai segue-se que My = Mg = Bq - Bo ou P =W, . Como
My 2 P, = 1, temos que toda fungao s6 tem um minimo. Fi-
nalmente como K _(z) = H,(-z), obtemos que toda fungao =0
tem um maximo também. Desse fato segue-se que T(f) = 2

e 0 teorema segue do teorema de Chern-Lashof. C.Q.D,

REFERENCIAS

Nesta secao demonstramos varios teoremas de

S.S5. Chern e R. Lashof, gque apareceram em

[39] CHERN, S.S. e LASHOF, R. - On the total curvature of
immersed manifolds, Amer. J. Math. 79 (1957)

306-318; II, Michigan Math.J. 5(1958), 5-12.

0 teorema de Sacksteder que demonstramos agqui

pode ser generalizado da seguinte maneira: uma hipersuper
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i . . -~
com curvaturas secciohais nao ne

ficie completa de Rn+
gativas é convexa. No caso em que a hipersuperf{cie nao &
compacta e interessante observar que a curvatura total’ab
soluta da imersdo é menor ou igual a 1, aolcontrério do

. P ' -
caso em que a hipersuperficie e compacta e a curvatura to

tal absoluta € igual a 2. Estes teoremas encontram~se em

[40) SACKSTEDER, R. - On hypersurfaces with non-negative
sectional curvatures, Amer. J. Math. 82

(1960), 609-630,

Uma demonstragao mais simples destes resultados

acha-se, em

f41] DO CARMO, M. e LIMA, E. - Immersions of manifolds
with non-negative sectiohal curvatures, Bol.
- Soc. Bras. Mat..2(1971), 9-22.
Umg generalizaéaq destes resultadoé éparece em
[42) DO CARMO, M. e WARNER, F.W. - Rigidity and ‘convexity -
" of hypersurfaces in spheres, J, Differential
Geometry, 4(1970), 133-144.

Eles demonstram o seguinté

 TEOREMA - Seja £: MP » g0+l

T T
~ uma imersao isometrica de

L
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- 4 - ] Ld
uma variedade Riemanniana compacta, conexa e orientavel

com curvaturas seccionais maiores ou iguais a 1 na esfera

de curvaturas constantes igual a 1. Entao,

i) £ & um mergulho, M® & difeomorfa a esfera s, e

- f & totalmente geodesica ou f(M™) & o bordo de um

‘ . : . .. n+l
corpo convexo contido num hemisferio de S .

v

1

- , -, . . n n+ Co
ii) £ é rigida, isto e, se g: M =+ S & outra imer-

~ N LT i~ . .
sao isométrica, entao existe uma isometria @ de

Sn+; tal que g = & ° ¥,

Os autofes fazen diveréas obseréagﬁes sobre o teorema ané
1oéo no espac¢o hiperbélico de curvatura constante negati-
va. _

O conceito de imersao justa foi introduzido e
explorado por‘Nicolaas Kuiper. Ele deu exemplos de imer-
sdes jusfaé de.todas as superf{cies compactas sem bordo
en ;RS com caracteristica de Eulér menor ou igual a =2.
No seguinte artigo ele demonstra que n5o existe imersao

justa do plano projetivo ou da garrafa de Klein em IRS;

[43] KUIPER, N.H. - On surfaces in Euclidean three-space,

Bull. Soc. Math. Belg. 12(1960), 5-22.

N - N . ~ .
Fica em aberto a existencia de uma imersao Jus-

) £ . : ~ . ’
ta de uma superficie compacta sem bordo nao orientavel
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4 . N ' a
com caracterigtica de Eule> igual a -1. Este artigo e o
préximo podem ser recomendados como uma primeira leitura
para quem estiver interessado no estudo de imersoes justas

. L . r . 3
mas tiver experiencia exclusivamente em superficies de R".

[44] KUIPER, N.H. - Convex immersions of closed surfaces

in ES, Comment. Math. Helv. 35(1961), 85-92,

Kobayashi deu muitos exemplos de imersoes justas
de espagos homogéneos. Tai deu exemplos de imersodes Jus-

tas de todos os espagos projetivos. Veja

[45] KOBAYASHI, S. - Imbeddings of homogeneous spaces with
minimum total curvature, Tohoku Math., J.

[46] TAI, S. -~ On minimum imbeddings of compact symmetriec
spaces of rank 1, J. Differential Geometry

2(1968), 55-66.

Nesta secao demonstramos que a codimensiao de uma
imersao o=justa & sempre menor que % n{n+l). No seguinte
artigo Kuiper mostra qgue com certas hipotesas topolégicas
a codimensao tem que ser mais baixa ainda. Este artigo da
uma visao histdrica dos problemas de curvatura total abso
luta e imersoes justas; ele também possui uma bibliografia

extensa.
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[47] KUIPER, N.H, - Minimal total absolute curvature for
immersions, Inventiones Math. 10(1970),

209-238,

Um exemplo em gue a codimensao maxima o atingi-
da é a.superffcie de Veronese {(um plano projetivo) em ZRS.
Kuiper demonstrou que este era essencialmente o dnico ekeg
plo de imersdes justas em R°. Mais tarde Little and Pohl

demonstraram que uma imersio o-justa de M? em wL/2[n(n+3)]

,

3 » I}
€ uma variedade de Veronese, o que e surpreendente, pois,

. [ il ] ]
esta variedade e algebrica e justa; velja

(48] KUIPER, N.H. - On convex maps, Nienw archief voor

Wish 10(1962), 147-164,

[49) LITTLE, J. e POHL, W. - Smooth tight embeddings of
high codimension, Invent. Math. 13(1971);”

179-204.

Uma imersao f de uma variedade compacta cone-

xa & o-justa se e somente se ela tem a Propriedade dos

Dois Pedagos (P.D.P.): para todo hiperplano H de Rn+p,

- + s ,

O R 2 H)  tem no maximo dois componentes conexos. Es
ta propriedade tem a vantagem de ter uma expressao geome—
trica simples e de ter séntido para aplicagdes que nao sao

- ] .-’ 13 ] . . .
necessariamente dlferenqlavels, como veremos mais adiante.

;
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Esta propriedade foi introduzida. por T. Bauchoff. Ja vimos
que ela tem fortes implicagSéslem alguns';asos. Pbr outro
lado, temos que exlstem exemplos de h1persuperf1c1es 'éue
tem a P.D. P. mas nao sao Justas, em partlcular, uma esfe-
ra SS‘ em R4 que tem a P D. P. mas nao e Justa (1ogo nao
é convexa) Pr1me1ro Bauchoff deu um. exemplo pol1hedr1co

desta s1tuagao, e dep01s Ku1per deu um exemplo dlferen01a

vel deste fenomeno; veJa [47] e

[50] BANCHOFF, T. - High codimeﬁsional o-tight maps on
spheres, Proc. Amer. Math. Soc. 29(1971),

133-135.

2

O exemplo mais simples de um toro justo em B3

& o toro de revolugao. O toro de Clifford §1'X sl < gt

também é justo. Todos os dois sao mergulhos. Recentemente,
Kuiper deu um exemplo de uma imersao de um toro em B3

que, simplesmente, ndao & um mergulho (ainda nao publicado).

[ S L S 4+
Uma superficie convexa e rigida. Mais geralmente

Niréenberg demonstrou o seguinte resultado

TEOREMA - Seja f£: M » R° uma superficie compacta orien-

tavel conexa de Pa “ecom curvatura absoluta to-

tal minima. Se o gradiente'da*curyatura' K e diferente de

zero quando K = 0, e se M nao tem curva assintdtica fe
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chada na regiaoc onde K < 0, entdao f & rigida (isto &,
2 3 . ‘ N ~ -’ . ~
"se gy MY 4+ R e outra imersao isometrica, entao g=&° f,

N To. . . 3
ondé ¢ e uma isometria de R".)

d{5lJ‘NJRENBERG, L, - Rigiditj of a class of closed surfaces,
Nonlinear problemé, Proc. Symp. Madison

Wisconsin 1962, 177-193.

Nas refefencias da-segao 3 falamos sobre a rigi
dexz delhipersuperffcies convexas; mesmo das gue Nao saoc es
tritamente convexas como as obtidas nesta se¢do. O seguin
te aftigélde Sacksteder.dé uma boa visao sobre os resulta

” . : .. s 2
dos classicos e novos nestes problemas de rigide=z.

[52] SACKSTEDER, R. - Thé rigidity of hypersurfaces, J.

Math, Mech. 11(1967), 929-939,

Agora vamos ver algumas variagOes das nogdes de
éurvatura total absoluta e imersodes justas. Dada uma imer
‘sdo £: M® + B"P | nds temos considerado as fungdes altu
ras; mas, poderiamos também conéiderar as fungges distan-
cias>ao quadradoe de M ‘a um ponto p € Bn+p-f(M),
d(f(x);p)z. Estudando seus pontos criticos podemos obter
informa¢59$ geométricas; de fato, =x .é um ponto eritico
‘de‘sta fungao se e somente se o vetor p-fFf(x) & normal a

- f(M) e se p ¢é um ponto focal de f(M). Por outro lado,



-110-

L] ~ r
os pontos focais tem uma relagao estreita com as curvatu-
! s s . ] e - ~ ']
rags principais da imersao nas dire¢oes normals. Recomenda
mos o seguinte livro que faz um estudo claro destes fatos

L4 ]
basicos.

- [53] MILNOR, J. - Lectures on Morse Theory, Am.-Math.
' studies n®., 51, Princeton Univ. Press,

Princeton, New Jersey, 1963.

,/f" .
Demonstra-se o seguinte resultado de Nomizu e

Rodriguexz

n+p

TEOREMA - Se f: M 4 R & uma imersao substancial de

uma variedade completa tal que, para todo p

num conjunto D de :Bn+p, a fungao d(f(x) ,p)2 tem no

miximo dois pontos ¢riticos entdo ou p =0 e f(M") £

Bn,‘gg p=1 e f(Mn) é uma esfera geométrica em

R,

[54] NOMIZU K. e RODRIGUEZ, L. - Umbiliecal submanifolds
and Morse functions, Nagoya Math. J.,

48(1972), 197-201.

Como a fungao «d(f(x) , )2 pode ser definida
guando a variedade grande i & uma variedade Riemanniana

arbitraria, este tipo de problema tem sentido em condigoes
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mais gerais. T. Cecil obteve generalizagoes deste teorema
nos casos em que i €& um espago hiperbélico ou um espago

projetivo complexo; veja

[(55] CECIL, T. -~ A characterization of metrie spheres in
hyperbolic space by Morse theory, Tohoku

Math. J., Second Ser. 26(1974), 341-351,

[56] CECIL, T, - Geometric aplications of critical point
theory to submanifolds of complex projective

space, Nagoya Math. J. 55(1974), 5-31.

2 3

em RY, o conjunto de 123

No caso de M onde
d(y,p)g é constante ¢ uma esfera; o indice do ponto cri-
tico x de da(f(x),p)? vai ser o nimero de diregdes in
dependentes em X em que M vai para dentro da esfera

de centro p tangente a M em f(x). Por esta razao ha
uma certa relagao entre o teorema enunciado acima e o con
ceito de Propriedade Esferica dos Dois Pedagos (P.E.D.P,):
f tem esta propriedade se £71( B3~ 8) tem no mdximo dois
componentes conexos qualguer gque seja a esfera S em 33.
No seguinte artigo Banchoff demonstra que as Unicas super
ficies que tem esta propriedade sao a esfera geométrica e
os cicloides de Dupin (toros gue sao obtidos via projegao

2 3 4).

estereografica do toro de Clifford T c S8° C R
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[57] BANCHOFF, T.F. - The spherical two-piece property and
tight surfaces in spheres, J.Differential

Geometry 4(1970), 193-205.

Como observamos anteriormente a propriedade dos
dois pedagos (P.D.P.) tem sentido mesmo que a aplicagaoc f
seja sé polihédrica ou continua. Nesta seggo demonstramos
a equivaléncia das nogoes de imersao justa e de curvatura
absoluta total minima. Para variedades de dimensao dois a
P,D.P, é equivalente a estas duas nogSes. Mas, como vimos
acima, a P.D.P, nao é equivalente para variedades de dimen
s2o0 maior ou igual a tres. A seguir vamos dar uma maneira
equivalente de olhar as imersOes justas que generaliza o

N . [y £ .
conceito para aplicagoes continuas e para variedades com

bordo. Dado um 3z € Rn+p e ¢ €R, seja MZ c © conjun-
]
to {x € M: = f(x) € ¢} e i: Mo, M 2 inclusao natu-
Hl
ral de MZ e em M. Dado um espaco topolégico Z e um
¥

corpo F, denotamos por Hj(Z,F) o j-ésimo grupo de homo
logia de Z com coeficientes em F. As imersdes com a no
va propriedade serao chamadas também de imersoes justas.

L) s - 3 . ~ b )
A definigao equivalente de imersoes justas e a seguinte:

f ¢ uma aplicagio k-justa se existe um corpo F tal que

o homomorfismo 1i,: Hj(Mz c , F) = Hj(M) é injetivo para

L
todo z € s"Pl | c€R e j< k. Esta definigio tem a
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vantagem de que se aplica a qualquer aplicacao e a qualque:r
espago topolégico. Kuiper deu uma_demongtraggo da equiva-
lencia desta definigao e a original para superficies com-
pactas sem bordo em [48]. Mas, esta demonstracao vale pa-
ra variedades diferenciaveis de éualquer dimensac, como

pode ser visto em

(58] RODRfGUEZ, L. - Convexity and tightness for manifolds

with boundary (a ser publicado)

Usando esta definicao Kuiper em [47] generaliza
o teorema de Chern-Lashof (teorema 6.12) para imersdes con
tinuas da esfera S". Recentemente Kuiper e Pohl demonstra
ram ¢ue uma imersao continua justa substancial do plano
projetivo em ®® tem que ser uma superficie (algébrica)

de Veronese.

[59] KUIPER, N. e POHL, W. - Tight projective planes in

E° (a ser publicado).

[ - . ~- a
Podemos tambem considerar imersoes continuas ou
N « " = [
diferenciaveis de superficies com bordo. Banchoff deu um

exemplo de uma fita de Moebius justa em 34: se

@] 1851 <0+ s €5 sao 5 vetores em posigaoc geral em R,

entao a reuniao dos 5 triangulos €858 e2e3e4 ’
€qe 05 5 €4€5€) © egeje, © uma fita de Moebius justa.
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Kuiper demonstrou que toda imersao continua e Jjusta da fi

ta de Moebius em R4 é o exemplo de Banchoff; veja

[60] KUIPER, N. - Tight embeddings of the Moebius band,

J. Differential Geometry 6(1972), 271-283.

. ~ .’ . 2 .
Para uma imersao diferenciavel do disco D com o circu-
n . . . -
lo como bordo em R, ser justa implica que e um corpo con
2. R 2 3 -~
vexo em R”; logo um hemisferio de S em R nao e jus
ta, mas tem a P.D.P, Por outro lado podemos pensar gue um
3 L4 ] -, » » - <
hemisferio e convexo no seguinte sentido: i) seu bordo e
4 - = L
uma variedade fechada convexa, e ii) esta mergulhada no
bordo de um corpo convexo. Com esta definiggo mais ampla
2 - > 2
temos que se M e homeomorfo a esfera S menos alguns
discos (por exemplo, um disco ou um cilindro) entao

2

f: M° = B2+p tem a P.D.P. e ¢ substancial se e somente se

P21 e f é convexa; veja

[613 RODRIGUEZ, L. - The two-piece~property and convexity
for surfaces with boundary, (a ser publica-

do no J, Differential Geometry, june 1976)

n

Para variedades M que sao topologicamente uma esfera

n X .
S menos alguns discos de dimensao n, n > 2, a P.D.P,

o~ hd 3 s - s

nao e suficiente para caracterizar a convexidade da imer-

s30. Mas, temos o seguinte resultado: f£: M™ -+ R™P ¢
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substancial e (n—2)-juéta se e somente se p=<1 e f e
convexa; veja [58]. Neste artigo demonstra-se também que
se f: M + R" & um mergulho de uma variedade M®  com
bordo ®M" em Rn, entao f é justa se e somente se
f|oM® & justa; este resultado & uma generalizacio de um

.
teorema que e demonstrado de uma maneira muito geométrica

na seguinte referencia.

(62] BANCHOFF, T. - The two-piece-property and tight
n-manifolds with boundary in E", Trans.

Amer. Math., Soc. 161(1971), 259-267.

N. Grossman definiu uma nogao de curvatura abso
luta total para variedades com bordo M mergulhada em

Bn+p Ele considerou o conjunto dos pontos de Rn+p

que
estao a distancia ¢ de M, M® , e disse que M tem cur
vatura absoluta total minima se a variedade sem bordo Me
a tem, no sentido normal. Ele demonstrou que se Mt & um
disco e a imersiao tem curvatura absoluta total minima en-
tao M? & um corpo convexo em R™, Usando esta definicao,
J. White demonstrou que se uma superficie orientavel dife
renciavel de gehero g com s6 uma curva diferenciavel co

mo bordo tem curvatura absoluta total m{nima, entao g=20

r 2 .
e M e um corpo convexo em R”; veja
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(63] GROSSMAN, M. - Relative Chern-Lashof theorems,

J. Differential Geometry 7(1972), 611-618.

[64] WHITE, J. -~ Minimal total absolute curvature for
orientable surfaces with boundary, Bull,

Amer. Math. Soc. 80(1974), 361-362.

Recentemente Kuiper tem estudado aplicagses es
taveis ¢’ e justas de superf{cies compactas sem bordo.
Elas vodem ter singularidades isoladas onde a aplicagﬁo
f deixa de ser uma imersao. Nestes pontos a curvatura po
de tender a infinito; mas mesmo assim, a curvatura total

absoluta esta bem definida e satisfaz a desigualdade

T(£) = B_ + B + B =2+B1=2+(—X(M)+2)==4—x(M),

1 2

satisfeita por imersoes diferenciaveis. Ele demonstra que

N ~ ’ . e .
existem aplicagoes estaveis C e justas de qualquer su-
3,
>

[ . + ~t
perficie compacta em R como vimos, isto nao acontece se

exigimos gque as aplicagSes se jam imersoes. Veja

[65] KUIPER, N. - Stable surfaces in Euclidean three-

space, Math. Scand. 36(1975), 83-96.

Banchoff tem dado muitos exemplos de superfi-
cies polihédricas gue tem a P.D.P,. Por exemplo, ele deu

exemplos de superf{cies polihédricas com a P.D.P. substan
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cialmente mergulhadas em ZRn, Para qualquer n; veja

[66] BANCHOFF, T. - Tightly embedded 2-dimensional
polyhedral manifolds, Amer., J. Math. 87(1965),
462-472.

Banchoff demonstrou o teorema de Gauss~ Bonnet para varie

dades polihedricas; veja

[67] BANCHOFF, T. - Critical points and curvature for
embedded pelyhedra, J. Differential Geometry,
1(1967), 245-256,

~ a 4
Uma demonstragao intrinseca do teorema de Gauss-

Bonnet foi dada em

[68] CHERN, S.S. - A simple intrinsic proof of the Gauss-
Bonnet formula for c¢losed Riemannian

manifolds, Ann. of Math. 45(1944), 747-752.

Nossa demonstragao fol extrinseca no sentido de que depen
dem do fato de que toda variedade Riemanniana completa po

de ser mergulhada em algum :Bn+p; veja

[69] NASH, J. - The imbedding problem for Riemannian

manifolds, Ann. of Math. 63(1956), 20-63.

Rubens L. de Andrade estuda propriedades de hi-
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f . . .
persuperficies convexas em espagos de Hilbert no seguinte

artigo

[70] ANDRADE, RUBENS LEAO DE - Complete convex
hypersurfaces of a Hilbert space, J. Diff.

Geometry, 10(1975}), 491-499.

Para os fatos usados sobre teoria das fungdes de

Morse a melhor referencia é Milnor [53] .

A demonstracgao do teorema de Sard sobre aplica-

-~ 3 L ]
goes diferenciaveis encontra-se em

{71] MILNOR, J. - Topology from the Differential Viewpoint,

Univ. Virginia Press, 1965.
e em

[72] STERNBERG, S. - Lectures on Differential Geometry,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey,

1964,

Um desenvolvimento das formas de curvatura 03
acha-se em
[73] DO CARMO, M,P. - Metodo do Referencial Mével, Mono-

grafias de Matematica, IMPA, Rio de Janeiro,

1976.
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A respeito dos fatos basicos de integragao sobre varieda-

des, consulte [69].
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7. 0S8 AXIOMAS DOS r-PLANOS E DAS r-ESFERAS.

" Sabemos gque para todo ponto x de uma variedade Rig

manniana M e toda diregao X em Tﬁx , existe uma geo-
désica ctzpassando por x tal gque seu vetor velocidade

em x seja o vetor X, E natural fazer a seguinte pergun
ta: dado um suBespago vetorial de dimensao r, r = 2, de
Tﬁx , L, existe uma r-subvariedade totalmente geodésica V
de ¥ passando por X tal que TVx =L ? A resposta a

esta pergunta é em geral negativa, mesmo localmente. De
fato, demonstraremos um resultado de Elie Cartan [74] ga-
rantindo que.quando a resposta a pergunta acima é positi-
va para todo x e todo L numa variedade ¥ de dimensao
maior oﬁ igual a trés, entao a curvatura seccional desta

- . .
variedade e sempre igual a uma constante c.

Também demonstraremos uma generalizagﬁo de
Leung e Nomizu deste resultado; eles exigem somente que a
subvariedade V seja umbilica e que seu vetor curvatura

media seja paralelo na conexac normal.

Primeiro daremos as definigOes dos conceitos de

geometria Riemanniana que usaremos, e desenvolveremos as
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, , ] Iy ] =
formulas basicas de Codazzi e de Riccl.

# :
Fatos basicos

. ,
Lembramos gue uma subvariedade V de i & geo-

désica no ponto p se as geodésicas de V partindo de p

L4 L4 - L
sa0 geodesicas de M tambem. Uma subvariedade e chamada

totalmente geodésica quando ela for geodésica em todos

seus pontos. Uma subvariedade V e totalmente geodésica

se e somente se sua segunda formﬁifundamental & & iden-
ticamente nula; este fato é demonstrado em [76], segao 1.6.
Observamos que dado um r-subspago L de Tﬁx , sempre
existe localmente uma subvariedade V geodésica em X

com TVx = L. Basta considerar a imagem de L ©pela apli-
cagao exponencial exp_: Tﬁx -+ fi, exp, L =V (veja [761);
mas esta subvariedade V ' pode deixar de ser geodésica em

outros pontos.

Ld . . w~—
O vetor curvatura media de uma imersao f: V-+H

- Iy 3
no ponto x e um vetor normal a V em x, definido como

r
by 1 a(X, , X;), onde {xl y e ,Xr} é um referen-

ro.
i=1
cial ortonormal tangente a V em x, e @& e a segunda

. . - S
forma fundamental. Dizemos que uma subvariedade e minima

se “x = 0 para todo x em V. Estas subvariedades nao
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serao estudadas nestas notas; um estudo amplos delas é fei
to por G. Colares {79] e B. Lawson [80]. Dizemos que V é
uma subvariedade umbilica de M se a(X,Y) = g(X,Y)u pa
ra todo X,Y tangentes a V, ou, equivalentemente, se

Ag = g(§,u)I para todo €& normal a V, onde I ¢é a
transformagao identidade e g e o tensor que define a mé
trica Riemanniana de M. Observe que a nog¢ao de subvarie-
dade umbilica generaliza a nogao de subvariedade totalmen
te geodésica, peis uma subvariedade umbilica é totalmente

i o
geodesica se e somente se [ = 0.

Dada uma subvariedade V de ﬁ, temos as deri-
vadaé covariantes v e 5, e 0s tensores curvaturas R
e fi de V e de fi, respectivamente, dos quais ja temos
falado em segOes anteriores. Também temos a derivada cova

1 da conexao normal. Suas propriedades de deri-

riante v
vaggo foram obtidas no exercicio 2.3; ele apareceu tambem

na formula de Weingarten (formula 2.2). Como para qualquer
conexao, podemos definir o tensor curvatura da conexao nor

mal da seguinte maneira
L w pdolf _ glols _ oL
(7.1) RY(X,Y)E vaY§ vy V%5 [x,Y] g,

onde X e Y sao tangentes a V e £ é um campo veto-

rial normal a V.
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Lembramos que se M tem curvatura seccional cons
tante igual a ¢, entao o tensor curvatura R tem uma ex

pressgo simples
(7.2) f(x,Y)z = c[E(Y,2)X - 5(X,2)Y]

onde X,Y,Z estaioem X(f) e g e o tensor da métri-
ca de M. - ’

Agora'ﬁamos desenvolver péra variedades V e
fi arbitrarias as equagoes de Codazzi e de Ricci. Sejam

X e Y tangentes a V e. § normal a V; temos que

B(x,Y)5 § - v § - "[x 1%
= F (-AgY + v g) - VY(-AgX + Vx ) - v[x Ylg

= vy(-AgY¥) + ®(X y ~AgY) = Av l:;)( + vxv*g + vY(A§X) +
Y

+ 0(Y, AX) + AVJ.S_Y - viv xg + Ag([x Y1) vy 18
. S .

A componente tangente de (7.3) &

(B ODT = (740D = Aglo¥) =& X+

Vx5

Yx
(7.4) +(rghg)X + AglogX) + A | ¥+ Ag([X, YD)
. . Y
= (VALK = A X - (VAIY.+ A, Y
rE vyS x's Vs

’ N ’
usando o fato gque v e simetrica e que a derivada covarian

te de Ay , Vyhy satisfaz (VXAg)Y = vx(AgY) - AE(VX?)’
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(esta férmula pode ser tqmada como a definigao da deriva-
da do tensor Ag)ﬂ A férmula (7.4) & a equagao de Codazzi
né sua forma mais geral. Se M tem curvatura constante |
entao B(X,Y)§ = c¢[E(Y,5)X - §(X,5)Y) = 0 pois £ & nor
mal a X e Y. Logo a equagac de Codazzi fica mais sim-

Ples

(7.5) (V,A)X - A X = (v A-)Y ~ A Y,
Y°E vig X8 vie

Y X
- . f . .
Quandoe V e uma hipersuperficie numa variedade M de cur
L3 ’, 3 ]
vatura constante, temos ainda que sd eoxiste uma linha nor

é(v§§, E)E = 0 se

mal, gerada por £, e v%g

g(£,8) = 1; logo temos
(7.6) (VYAg)X = (VxAg)Y
Por outro lado, a componente normal de (7.3) &

L

~ N _ _1_. 12 A
(R(X,Y)ﬁ) = XVY§ - vaX§ - v[X’Y]§4-@(Y ,A€X)-
(7.7) , - a{x, AgY)

Esta equagao é chamada a equagao de Ricci. Tomando o pro-

duto interno de (7.7) com um vetor normal £' temos que
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g(R(X,Y)5,8") = B(RYX,Y)E, §') + g(&(Y, A:X), 8') - B(a(X, A;Y) , §°)
= B(RY (X, )5 , §') + E(Ag. Y, AgX) - E(Ag X, AgY) =

= o RJ- X, ' [t _ = ’
E(RY(X,Y)E , E') + BlAg, AgX, ¥) - g(Aghg.X,Y)
Se denotamos a matrix Ag,Ag - AgAg, como o colchete

[Ag, ,Agl, temos entao
(7.8) (R (X,V)E, §") =g(lAg , Ag Jx, Y+ B(R(X,Y)S ,E1)
Quando a curvatura de i & constante R(X,Y)E = 0 e temos

(7.9) g(R*(X,Y)E,E")

E([Ag , Ag,dX, )

. -
O seguinte lema classico sera usado na demons-—
tragho dos teoremas desta segao. Se X e Y sao linear-
mente independentes denotamos por K(X v) 2 curvatura
' H

seccional do plano (X,Y) gerado por X e Y.

LEMA 7.1 (F. Schur) - Seja M uma variedade Riemanniana

conexa de dimensdo n 2 3. Se para tedo ponto x,

as curvaturas seccionais K(X y) de planos de TM_ sao
H

todas iguais a uma constante Cy entac M tem curvatu-

N rd
ra constante, isto e, ¢, = c, para todo x € M.

Nso deremos uma demonstragao deste lema surpreen
dente; veja [76], p. 187, ou [78], p. 202. O proximo lema

diz que basta verificar as curvaturas K(X X.) para um
i? )
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referencial ortonormal em X,

LEMA 7.2 - Seja {Xl, L Xn] um referencial ortonor-

mal de TMx' Se as curvaturas seccionais

1< i< js<?<n sdo iguais a ¢ entao para

K ’
(%, , X,)
todo plano 0 contido no subespagc gerado por

Xl, X2, veo g XL. temos que K; = c.

»

Demonstracao: Usaremos indugao em 4. Quando 4 =2 so

temos um plano © = (Xl’ Xz). Assumindo que
o resultado vale para k = 1 demonstraremos que vale pa-
ra k = 4+1, Seja ¢ um plano no espago geradc por
Xl ;1 e ,X%+1 . Se O estda contido no espago gerado por
Xy s -ev , X, , entdo K, =c pela hipdtese indutiva. Do
contrario O intersecta GSti subespago numa linha gerada
por um vetor umitirio Y = I a.X

i=1
tor unitario perpendicular a Y que com ele gera O. Temos
£

i Agora seja Z o0 ve

z d;Xy é unitario.
i=1
Lixi & um vetor unitario entao

que Z = aY' + bXM_1 , onde Y' =
£

Observe que se W = I
i=1

L
. . =% . _
W,x,, ) TERMLE X, W) 1'§_1°1°j BORCR, 5 Xy yy)%yyy 5 Xy) =

L
2 ~
7.10) = Z ey &(R(X, , X, )% ., ,X T =
(7.10) .2 % 10 Xee1 Mgy 0 X ALY BOR(Xy %y 1)K, X)) =

=c+0 = ¢,
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POis ejey BIR(X; , Xp )X ,q s Xy) = eje (-B(R(X, , Xy 1)Ky, £ X400 =
= -eyey E(ﬁ(xj » Xp o ¥paq 2 %400 (Esta e uma das propriedades
basicas do tensor curvatura &; veja, por exemplo [78],

p. 198).

Agora temos que K( = g(R(z,V)Y,2) =

z,Y) ,
= a2 B(R(Y', Y)Y, Y*) + ab[E(H(Y", V)Y, Xy ;) + b° B(R(Xy,1 , VY, X, ) -
= azc + 0 + bzc = (a2-+b2)c = (Z,Z)c = ¢, pela formula
(7.10) com W = Y, e pela hipdtese indutiva aplicada ao

plano gerado por Y e Y'. C.Q.D.

. ” - o ~
0O seguinte fato so0 sera usado na proxima secgao

. . s m
para caracterizar as subvariedades umbilicas de R'.

PROPOSICAO 7.3 - Seja M uma variedade Riemanniana com

curvatura constante. Se V e uma subva-

riedade umbilica de M, entao o seu vetor curvatura media

L4 ~ ~
i e paralelo com relagao a conexao normal.

Demonstragﬁo: Precisamos demonstrar que para qualquer ve-~
tor X temos que vi,u = 0, Como V & um-
bilica, Ag = g(5,4)I; logo vxhe = (xg(g,u)lxr =
= [8(vg B, W) + g(B,vy u}JI =A g(5,vy M)I. Entdo,
ng
. usando a formula (7.5) temos que §(§,v§ MY = E(E,v? )X,

Como podemos escolher Y 1linearmente independente a X,

e £ arbitrariamente, concluimos gue v§ M =0, qualquer
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- »
que seja X, e M e paralelo com relagao a conexao normal.

C,Q-D-

0 axioma dos r-planos

A pergunta feita no comeg¢o da segao sugere a se

guinte definigao,

DEFINIGAO - Dizemos que um n-variedade Riemanniana M sa-

tisfaz o axioma dos r-planos, para algum T

fixo, r = 2, se para todo x em i e todo r-subespago

vetorial L de Tﬁx , existe uma r-subvariedade V to-

talmente geodésica passando por x tal gue ™, = L.

O problema entdo é saber que variedades satisfa
zem o axioma dos r-planos. Elie Cartan [74], (§.212) deu

uma resposta completa no seguinte teorema

TEOREMA 7.4 - Se uma variedade Riemanniana M de dimensao

nz 3 satisfaz o axioma dos r-planos para

algum r, 2= r £ n-1, entao ela tem curvatura seccional

constante.

Precisaremos também do seguinte lema de Cartan.

LEMA 7.5 - Se g(R(X,Y)Z,X) = 0 para todo trio de veto-

res ortonormais X,Y e Z em TMx , entao
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] s ~ - s
todas as curvaturas seccionais em X sao0 lguals.

Demonstracao: Pelo lema 7.2 basta demonstrar que

K =K para todo i, kK , j di
(xi,xj) (xi,xk)

ferentes, onde {Xl, Xg s sves Xn} ¢ um referencial orto-
normal de TM, . Mas considere Y = (in-Xk)//E e

7 = JH(X.-X ); temos que X, ,Y e Z sao também ortonor
vz 1 7k =

mais, logo E(ﬁ(xi, Y)Z,Xi) = 0, ou seja,

i !

0 = BCH(Ky , (X +XINDX;-XINE , X)) =
= SERK , X%, , %) + FROG L 3K, X)) -
- gk, , x

J.)xk XD - BOR(R, , XK, X)) =

I

1
3 [K(xi.xd) +0. -0 - K(Xi'xk)] c.Q.D,

Demonstracao do teorema 7.4: Pelos lemas 7.1 e 7.5, bhasta

verificar gue para gquaisquer

X,Y e Z ortonormais em x, g(B(X,Y)Z,X) = 0.

Seja L um r-subespago vetorial de TH_ conten
do X e Y tal que 2 é perpendicular a L. Pelo axio-
ma dos r-planos, existe uma r-subvariedade totalmente geo
désica V tal que TVx =L. Se & & a segunda forma fun

damental de V em M entao o = 0. Agora R(X,Y)Z =

= VXVYZ"VYVXZ"VEX,Y]Z’ onde v e a derivada covariante
de M. Como g(GXZ , W) = ~(a(X,W),Z) =0, se W ¢ tangente
a V, temos que GXZ é normal a V, para todo X tangen

te a V. Como isto vale numa vizinhanga de x,-ﬁYGXZ é
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tambem normal. Similarmente VXVYZ e v[X,Y]Z sa0 normais

a V. Logo g(R(X,Y)z,X) = 0. C.Q.D.

0 axioma das r-esferas

a -~ 3
Como uma generalizagao do axioma dos r-planos

temos a seguinte propriedade.

DEFINICAO - Uma variedade Riemanniana satisfaz o axioma

das r-esferas, para um inteiro r = 2 fixo,

se para qualquer x em i e r-subespago vetorial L de

Tﬁx , existe uma r-subvariedade umbilica V com vetor cur

,_ ~ ~-
vatura media M paralelo com relagao a conexao normal tal

que TVx =1,

Demonstraremos ¢ seguinte resultado de Leung e

Nomizu [75]) que generaliza o teorema 7.4.

TEOREMA 7.6 - Se uma variedade Riemanniana de dimensao

nz 3 satisfaz o axioma das r-esferas para

algum r, 2 < r £ n-1, entaoc ela tem curvatura seccional

constante.

Demonstracao: Como no teorema 7.4, usando os lemas 7.1 e

7.5, vemos que basta demonstrar que
g(R(X,Y)Z,X) = 0 para todo trio X,Y e Z de vetores

ortonormais de Tﬁx , para todo x € M. Seja L um r-su
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bespago de TMx contendo X e Y e perpendicular a Z.
Pelo axioma das r-esferas existe uma subvariedade umbilica
V passando por x tal que TVx =L, e tal que seu vetor
de curvatura média M € paralelo. Seja U uma vizinhan-
¢a normal de x em V. Seja § um campoc normal a V em
U definido da seguinte maneira: gx = 7, e ao longo de geo
désicas emanando de x, & P paralelo com relaggo a cone-
x40 normal. Como V & umbilica, Ag = g(E,u)I, mas ao lon
go de uma geodésica 0O(t) emanando de x, temos que
é% g(g,n) = g(ot g€ ,M) + g(§, vt M) = 0, Como x
1 (x) gr'(x)
é um ponto comum a todas estas geodesicas temos que Ag =AlI
para alguma constante A. Logo vag = v§ £ =0 para to-
do X € TM_. Entao pela formula (7.4) a componente tangen

te (H(X,Y)7)T = (R(X,Y)ﬁx)T = 0. Logo g(R(x,v)z,%) = 0.

C.Q.D.

REFERENCIAS

Nas segoes §.211 e §.212 de {74], Cartan demons
tra o teorema 7.4. Em outras segOes, §.108 a §.116, ele
demonstra a equivaléncia, para variedades Riemannianas de
dimensao 3, entre satisfazmer o axioma dos planos e possuir
uma de duas propriedades interessantes. Uma delas e a pro-

priedade da "livre mobilidade"; uma variédade de tres di-
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mensoes tem esta propriedade se dados pontos a,; e a, e
pares de vetores ortonormais {vl ,wl} e {vz ,wz} tan-
gente a variedade em a; e a, , respectivamente, existe
uma isometria F da variedade tal que F(al) = F(a2) e
F*al(vl) = vy e F*a2(w1) = W, . A outra é a existeéncia,
para cada ponto a da variedade, de uma vizinhanga Ua

e de uma aplicacao fa: Ua -+ m3 que manda geodésicas sem
pre em retas. Tais aplicagSeé chamam~se aplicagﬁes de
Beltrami. Logo, pelo teorema 7.4, qualquer variedade Rie
mannﬁana de dimensao 3 gque tem a propriedade de livre mo-
bilidade, ou que possui para cada ponto uma aplicagﬁo de
Beltrami, é uma variedade de curvatura seccional constante.
Mas estas duas propriedades podem ser estendidas a varie-
dades de maior dimensao n. Por exemplo as aplicagges de
Beltrami seriam agora de U, para R®. Uma aplicagio in-
teressante das aplicacOes de Beltrami & feita por Carmo e
Warner [76] na demonstragao de que uma hipersuperf{cie da
esfera com curvaturas maiores ou igual a um & convexa; a
idéia neste caso é reduzir o problema ao teorema de
Sacksteder em R" via uma aplicac¢ao de Beltrami. Para va

riedades de dimensao n diriamos que a variedade possui

a propriedade de livre mobilidade se para dois referenciais

ortonormais f{a,; , X; 1Xp s o0, X 1 e {a2 ) CRPEP ,Yn}

em a, e a, existe uma isometria F da variedade tal
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aue F(al) =a, e Fg, (Xi) =Y, , i=1,...,,0. Mesmo
1

gquando n > 3, esta propriedade implica que a variedade
tem curvatura constante. De fato, esta propriedade implica
que © grupo das isometrias da variedade I tem dimensao
% n{n+l), Na nota 10, p. 308, de [78] demonstra-se que
quando dim I = % n(n+l), que é a maior possivel, entao a
variedade nao sd tem curvatura constante senac que é iso-
metrica ou ac espago euclideano 'Rn, ou ao espago hiperbé

. n ~ - . n
lico H , ou a esfera, ou ao espago projetivo P .
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8. CURVATURA MEDIA ABSOLUTA TOTAL DE SUBVARIEDADES

Nesta segao vamos estudar uma generalizagao da
nogao de curvatura absoluta total. Dada uma imersso
£: MP o Bn+p temos, para cada vetor v € TM; , a aplica-
¢ao linear simétrica A, TM, =+ TM_, Na segao 6 estudamos
as curvaturas de Lipschitz-Killing, ou seja o det Av ;
agora veremos outras curvaturas obtidas da aplicacgao Av
como a curvatura média, o trago de Av . Integrandd estas
curvaturas obtemos outras curvaturas totais. Vamos demong
trar um teorema de B.Y. Chen [82] que garante que quan-
do a integral dos valores absolutos das curvaturas médias
é um minimo £{M) é uma esfera métrica mergulhada em

Rn+1 - Bn+p'

Dada a imersio f£: M® + R™P temos o seu espa-
¢o fibrado unitdrio normal B (definido na segao 6). De~
finimos as i-ésimas curvaturas médias no ponto x e na
diregao normal v, Gi(x,v), pela seguinte fdérmula

n .
- n , i
det (I-*tAv) =1 + iil (;) G6;(x,v) £,

1
.o s . % n, _ n!
onde I e a matriz identidade n X n, e () T (o= 7"

N . L -’
Definimos a i-esima curvatura media absoluta total como a

seguinte integral



~138-

Ti(f) = E~;L—— J |Gi(x,v)|n/1 dB,
n+p~1 B
, el n+p
onde Chtp~1 © © volume da esfera unitaria em R . Co-

mo Gn(x,v) é igual ao det A, = G(x,v) temos que

Tn(f) a curvatura absoluta total definida na segﬁo 6.

Primeiro obteremos uma relagao entre as diferen

Ld . . r . 4

tes curvaturas medias. Lembramos que a matriz A, e sime
trica, pode~se diagonalizar, e seus autovalores ki(x,v:

sao chamados de curvaturas principais na diregao v. O se

guinte lema algébrico sera muito atil

LEMA 8.1 - Sejam a;, ..o ,a, nimeros nao-negativos e

M, , i

i 1,...,n definidos pela equagao

n

det(I+tA) =1+ Z ( ?) M; t; , onde A é a matriz dia-
i=1 ’

‘gonal com coeficientes diagonais By s oees g @y

. Entao, te-

mos que

(m,)" = Mg/z > ,,, = Mg/i = ,,.2m

4 v "~ . . -~
Alem disso, se By 5 e0s 58, , SA0 todos positivos, entao

a igualdade em qualquer estégio implica que a; =8y, ... =

A demonstragao deste lema pode ser encontrada,

por exemplo, em [87], p. 52. Mas, o leitor deve tentar de

n .

monstrar, pelo menos, que M1

M.
n
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COROLARIO 8.2 - Se as curvaturas principais ki(x,v),

i=1,...,v, sao todas positivas ou ne-

gativas, entao

16, G, ) 122 J6, (e, wd (M2 Lz 6 G, v 1™ 0782 o, v

Além disso, se temos igualdade em qualquer estégio, entao
kl(x,v) = k2(x,v) = tee = kn(x,v), (em outras palavras, x

é um ponto umbilico na diregao v).

bog -’ . ] *
Demonstracao: O corolario segue~se imediatamente do lema

e do fato que os autovalores da matriz Av

sao exatamente ky(x,v) , «.o ;kn(x,v). c.Q.D.

# ]
Vamos usar este corolario para demonstrar o se-

guinte teorema gue generaliza o teorema 6.7.

n+p

TEOREMA 8.3 - Se f: M 4 R é uma imersao isométrica

de uma variedade compacta, entao

Ti(f)22 3 i=1,...,1’1.

Demonstraggo: Seja F o subconjunto de B definido como

{(x,v) € B: as curvaturas principais sao to
das positivas ou todas negativas}. Lembrando o estudo fei
to na segao 6 sobre fungoes alturas, sabemos gque para to-

do v num conjunto denso e aberto D da esfera Sn+p-1 ’
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- ” I . [

a fungao altura hv s0 tem pontos criticos nao degenera-
L £ . ~

dos; consequentemente, os maximos e minimos sao pontos x

tal que (x,v) € F, pelas proposigoes 6.1 e 6.2. Logo temos

gue
—1 f IG(x,v)ldF=c—1—J Mo (V) +i_(v)as?™Plz o,
n+p-1 F n+tp-1 v€D

pois toda fungﬁo definida em M tem pelo menos um maximo

£ . . ) -
e um minimo. Finalmente, temos que

Ti(f) = E——l——— J- |C‘ri(x,v)|n/fL dr = E——l——- j. |G(x,v)|dFz 2
p+n-=1 F n+p=-1 F
pelo corolario 8.2. c.Q.D,

A pergunta natural que nos fazemos agora e: que
acontece quando Ti(f) = 2, o menor valor poss{vel ? ‘No
caso em que 1 =n, T (f) = 7(f), e o resultado de Chern
e Lashof, teorema 6.12, nos garante que f & uma imersao

convexa. Se 1 < n, o seguinte teorema obtem uma conclusao

mais forte.

TEOREMA 8.4 - Seja £: M® + R™P uma imersio isométrica

de uma variedade compacta no espago Eucli-

-+ ~
deano R™P, Se para algum i, i < n, Ti(f) = 2 entao

f(M) €& uma esfera métrica num plano de dimensao n+l em

Bn+p ]
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Demonstracao: Na demonstragao do teorema 8.3 vimos que

Ti(£) = —4 f [6,(x,v) | ap 2
n+p-1 B i
= c—l-— IGi(x,v)|n/1 dF = - 1 f la(x,v)|aF 2 2. co-
n+p-1 n+p~1 F

mo T,(f) = 2, todas as desigualdades sao igualdades. Se-
Bue-se que Gi(x,v) =0 se (x,v}) ¢ F, isto é, se as cur
vaturas principais nao sio todas positivas ou negativas;
ou seja, se num ponto x € M os autovalores de A, sao
todos diferentes de zero, entdo eles sao todos positivos,
ou ‘todos negativos. Por outro lado, ‘f IGi(x,v)In/i dF =
= j' [G(x,v)|dF implica que lGi(x,v)In/i = |6(x,v)]|, o
queFimplica, pelo corolério 8.2, que kl(x,v) = kz(x,v)=
= ., = kn(x,v) 7 0, para todo (x,v) € F. Seja

U= {(x,v) € B: ki (x,v) = ... = k (x,v)} temos que FcU,

Fato 1: F & aberto, pois numa vizinhanca de (x,v) os
autovalores continuam sendo todos positivos ou to
dos negativos. Queremos demonstrar que U é igual a B,

. . , . ~ r
ou seja, que f e uma imersao umbilica.

Fato 2: Se x € m(F) entao S; cU={(x,v)€ B: ki (x,v) =
= ,.. = kn(x,v)}. Se x € T(F) entaoc existe

(x,v) € F, Como F ¢ aberto,

existem uma vizinhanga U, de v em S; tal que U _cF.

Mas este aberto de S; contém uma base Vis eee, vp de



~142-

TM:, Agora, para gqualguer v € st , temos que Vv=Z A.v,
x X x ;i

n

= A = A =

e A, _% L. _§ iﬁiI (Z Kiﬁi)I, 0 que 1mp11ca
i=1 i i=1

que (x,v) € U.

Fato 3: Se T: B =+ M é a projegao n((x,v)) = x, entao
T(F) = M. De fato, pela proposigao 3.1, F é nao

vazio: seja (p,v) € F e q qualquer outro ponto de M.

Existe uma geodésica O: [0,£] + M, tal que ©(0) = p e

o(¢) = q. Seja v, o campo normal unitdrio ao longo de O,

t
paralelo com relacao a conexao normal, tal que Vo =V
(isto é, com ¢* v, = 0; veja o exercicio 2.3). Seja
ot (t)
Yt um campo tangente a M ao longo de ¢ e ortogonal a

X = g'(t), Seja t, = sup {t € [0,4]: (o(s), VS)E F

v g € [0,t]}. Como F ¢& aberto, t_ > 0. Queremos demons-
trar que t, = 1. Agora k;(0(%) y V) = eee = k (o(t), vy) =
= (Atht ’Yt> para todo t € [O,to). Mas temos que
Xt(Atht y Yi) = ((vxtavt)Yt y Yi) 4 (A(vXth) A
+ Atht ,vXth). Como (thYt ’Yt> =0 e

= Atht = ky(0(%), v, )Y, , temos que (A th, Vg Yt>

= (Yy ,Avt(vXth)> = 0; logo Xt<Atht ’Yt> =

= ((vx A, )Yt’ Yt). Mas pela equagao de Codazzi, f£4rmula
t 't

7.5, temos que (v )Y = (v4 A )X, - A X +
7y, Vi
t

Xt t t vVt

¥y, = (v, A )X -
L t Y, v t n
%, 't t ot (AL
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Como F ¢ aberto e em F A, = kl(x,vt)I, onde I é a

t
aplicagac identidade temos que vy A, = (Y,k)I. Logo
t vt t
- n n

((thAvt)Xt ’Yt> 0. Por outro lado th £ € Sy (g) ¢ 1o
go em U, pelo fato 2, e A X = lXt . Destas duas ob

v v

Yt t

servagoes, segue-se que Xt<A Yt ’Yt> = Xt kl(crt ,vt)sso;
t .

2 n
Segue-se que t_ = 4, pois se nao t, nao seria o sup

logo,em t,,k; =k, = ... =k #0 e (U(to),vto) € F.
ja que F ¢ aberto; consequentemente (o(t),v,) € F e
q = 0(L) € m(F), o que implica o fato 3.

Os fato 2 e 3 implicam que U = B, ou seja que
f ¢ uma imersao umbilica. O teorema segue agora do teore

ma 8.6- - CoQoDo

- . -~
Redugao da codimensao

Nesta segao preéisamos demonstrar gue uma imer-
~ + I d
sao umbilica f£: M" 2+ R" P esta sempre contida num
+ . ’
(n+1)-plano afim de R" P, Este fato seguira de um .resul-

tado mais geral que demonstraremos agora.

- +
Dada uma imersao f: M + g™P temos, para to-

" . x _ L. Al
do x, o espago normal TM_ . Seja N_ {ee ™, : Ag 0};
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N§ e um subespago vetorial de TM;. Seu complemento em

TM; , NT , & chamado de primeiro espa¢o normal. Um subfi-

brado normal de dimensao 4 de f & uma familia N_

x € M, de subespagos vetoriais de TM; de dimensao %,

com a propriedade de que para todo x € M existe uma vi-
zinhanga U e campos normais diferenciaveis 51 y ses ,§& s
definidos em U, tal que para todo y € U, §1(y),...,54(y),
geram Ny. Dizemos gue um subfibrado normal N e paralelo
com relagao a conexao normal se dado qualquer campo &

paralelo com relagao a vt

ao longo de gualgquer curva
o(t) em M com €5 (0) € N (0) , temos que Eo(t)é No(t) ?

para todo t.

. -+
TEOREMA 8.5 (Erbacher [85]) - Seja £: M® = R™P uma

imersao de uma variedade conexa M. Suponha

que N €& um subfibrado normal de dimensao ¢ de f tal

: . X
que Nx contém o primeiro espago normal N , para todo

27" 1

' o Lad
x € M. Se N e paralelo com relagao a conexao normal, en -

tao f(M") esta contido num (n+i)-plano afim de mn+p-

~ [} »
Demonstracao: Primeiro vamos demonstrar um resultado lo-

cal: cada ponto x tem uma vizinhanca U

tal que f(U) esteja contido num subespago afim de dimen

~ . s s o
sao ntl, Seja U uma vizinhanga normal de x e §

s

¢ =1,...,p, uma base ortonormal de TM; tal que os
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E¥, @ =4+1, ..., p, geram N°, Observe que como N ¢ in
variante por translagio paralela, Nt também o é, e que
Nt < N, . Estenda g% ,%=1,...,p, a todoc U por
translado paralelo ao longo das geodésicas que saem de X.
Como N e N' sio invariantes por translagao paralela

a
£ , & =4+1, ..., p, continuam gerando N* c N, . Quere-

2

mos demonstrar gque (v# §a)y =0,a=4%44+1,...,p, qual-
quer que seja Y € TMy e y€ U, Dado y € U seja o(t),
0=t=x< s, a geodésica que liga x a y. Seja {xl,...,xn}
um sistema de coordenadas polares numa vizinhanga de
o(t), 0 < t= s, tal que (E%I)G(t) = 0'(t) = X. Basta de
monstrar que v§ t% = 0, onde Y = 3%7 , & =4+1, ..., p.

i

- ‘ ~ =3
Mas pela férmula de Ricci 7.9 temos que pg(R'(X,Y) § , M) =

=g (A4 ,A“]X,Y) = 0, pois g% ¢ N*CINz. Logo
R*(X,Y)§ = v§v§ g% - v§v§ §g = 0 em todo ponto O(t),
Agora, v§ E* 2 0 em 0(t), logo v%v? e* = 0. Mas
k

L =0 — B Lot & =

(VY g )O'(t) B=§+1 S.B(t) g e VX(VY g )U(t)
k

= &  Xag(t) g® 2z 0= Xag = 0 o que implica ay = cong

B=4+1

*, &Py 10

tante ao longo de ©(t), t > 0, Mas a, = <v§ g

. — L g% B - _ LogSy
g0 %ig aB(t) (vy £E7,8E >x 0. Segue-se que (VY 13 )y 0
gualguer gque seja ¥ € U e Y € TMy .

Agora, temos que em U, $z §g =-A, Z+ VE e% = ¢
g

& =441, ... , p, Pelo item anterior e pelo fato de que
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+
g% ¢ N,- Logo E* ¢ um vetor de R™'P

~ & ,
Agora a funcao (f(x),§ ), @ #4+1,...,p, e tal que pa

constante em U,

ra todo % € TM

z (£(y) , E5) = (2£(y) , §5) + (2(y), F, §°) =

u —
(Zy,§y>+0—0.

Como §g 6 constante, & = 4+1, ..., p. £(U) esta conti-

' .
do no hiperplano afim CBn+ de dim n+t{ passando por

£ 4
f(x) e perpendicular a & +1, £ +2, ve. , EP,

Agora vamos demonstrar o resultado globalmente.

Se x e y tém vizinhancas U, e V tal que £(U) <

X y
C R, e (V) c By e U N Vy # ¢, entao existe

n+4 n+i
= =3 + e =
R, f(=z) ™, ® N_

n+4&
X

z € UNV, e temos que Rx
R§+L. Logo, como M & conexa, f(M") c R

e - - -
+ TMx NX. C.Q.D

Il

= f£(x)+

N ~ [
Imersoes umbilicas

Para completar a demonstragao do teorema 8.4,
precisamos caracterizar as imersoes umbilicas compactas
como esferas métricas de (n+l)-planos afins. Na segao an-
terior definimos imersoes umbilicas e obtivemos algumas

-de suas propriedades que usaremos no seguinte teorema
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TEOREMA 8.6 - Se £: M™ 4 R™™® & uma imersdo isométrica

umbilica de uma variedade completa e conexa

n+ o~ - . :
em R P entio 2 ¢ um mergulho isométrico ou

(i) sobre um {(n-plano) afim de Bn+p, o

(ii) sobre uma esfera metrica de algum (n+l)-plano afim

QE_ Rn+p.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 7.3, o vetor curvatura média

M da imersdo 6 paralelo na conexao normal.
Logo sua norma HuH é igual a uma constante c. Como f
é umbilieca, Ag = g(E,u)I, onde 1 é o operador identida
de. No caso em que ¢ = 0, entao g =0 e o primeiro es-
prago osculador N1 é zero em todo ponto e obtemos (i)
usando o teorema 8.5. Se c¢ # 0, entao Ni e o espago de
dimensao 1 gerado por “x ; pela proposigEo 7.3, N1 é‘pg
ralelo com relagao a conexao normal. E, pelo teorema 8.5
temos que f(M) esta contido num espago afim de dimensao

. - n+l
n+l, gue assumiremos que e ¢ R .

Considere a fungao g: M® + R™! definida como

_ -1
g(x) = cf(x) + €, »onde 5 =< . Temos que,

Vg B = eX + Uy §x = ¢X - Ang =¢cX ~-cX =0

para todo X, logo ¢ é igual a um vetor constante v.

Segue-se que f£(x) - v/ec = —§x/c. Logo, |[f(x) -v/c| =
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= “—gx/c” = % , pois §x tem norma 1. Isto &, f£(M) es-

ta contido na esfera de centro v/c e de raio 1l/¢c em

Rn+1.

1 temos também que

L - . n+
Como f e isometrica em R
n+1

1/¢
rd = .
fera. Temos tambem que M tem curvatura positiva, e con-~

-, I . I'd . ~
f: M? + 8 e isometrica. Logo f e uma imersao na es-—

# 4
sequentemente é compacta. Logo f e um recobrimento de
n+l1

s?L, segue-se que f & um mergulho isométrico pois
l/c
Sn+1 é simplesmente conexa. cC.Q.D.
1l/c
REFERENCIAS
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rd . .
monstrado no caso classico de superficies de m3 em
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An. Sti, Univ. "Al. I. Cuza". Iasi Sect. Ia
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Neste artigo Willmore conjeturou que se f: M2 ad B3

.
. e uma
. ~ ' 3 ~ T

imersac de um toro em R", entao Tl(f) = 5 + No seguinte
artigo ele demonstrou que ela vale quando o toro é o bor-
do de uma vizinhanga tubular de uma curva em R3, e gue
neste caso temos igualdade se e somente se, a curva for
um circulo de raio a =42 b, onde b ¢é o raio do ecircu-
1o que esta no plano normal a curva.

i

[84] WILLMORE, T.J. - Mean curvature of Riemannian
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307-210.

Lol . ~
O teorema de redugao da codimensao de Erbacher
L4 . . L .
vale tambem para imersSes na esfera e no espago hiperboli
gl -
co. A demonstragao destes caso segue facilmente do caso

, n+
de imersdes em R p; ve ja

(85] ERBACHER, J.A. - Reduction of the codimension of an
isometric immersion, J. Differential

Geometry 5(1971). 333-340,
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O teorema que caracteriza as imersoes umbilicas

em :Rn+p foi demonstrado originalmente na secao §.210 de

[86] CARTAN, E. - Legons sur la Geometrie des Espages de
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Cambridge University Press, Cambridge, 1952,
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9. APENDICE

A classe caracteristica de Euler de um ponto de

vista extrinseco.

Agora vamos demonstrar a férmula (6.16) que re-
laciona a curvatura intrinseca de Gauss—Kroneckef com a
média das curvaturas extrinsecas de Lipschitz Killing nas
direcOes normais. Esta formula foi usada na demonstragao

do teorema de Gauss-Bonnet na se¢ao 8,

A classe caracteristica de Euler de uma varieda
de orientavel M de dimensao n = 2p é representada pela
n~forma diferencial

5 1 by eg QU(l)AnU(3),\“‘AQU(2p-1)
2%P nP p1 oep o(2) 0o(4) o(2p)

(9,1) v-=

onde P e o grupo das permutacoes de n elementos, g
é o sinal da permutagdo O, e Q;'s sao formas da curvatu
ra dé M com relagdo a um referencial orientado

{Xl, Xz; .-y X }; temos que

(9.2) Y. =K (x)de ,-M-

onde dM_ =@, A P, A Lad A ® é o elemento de volume de
M em x, com {®;,...,% ] sendo o coreferencial asso-

ciado a {Xl, ooy Xn} {i.e. @i(XJ) = 6‘:;). Observamos
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que Y e de independem do referencial.

- s . ~ a » r
Consideramos agora uma imersao isometrica

f: M +2Rn+k+1. 0 que gqueremos demonstrar é a seguinte féz
mula
(9.3) K (x) = —= j det A_ dv
n c v
n+k k
vES
X

onde Si 6 a esfera unitaria no espago normal TMi , e
Chn+k é o volume da esfera unitaria em IRn+k+1. A segunda

forma fundamental de f é denotada por &; temos que a ma

triz de A_ & (&..*v), onde (*) denota o produto es

v ij
calar e aij = G(Xi, Xj)‘ Lembramos a formula (6.12),
i 1
= = . - . A

k,L

Logo,

(1) A qo(3) 5 A gB2p-1) _
oc(2) o{4) g(2p)
1

15
TP ¢§P 1;[.‘-1(“0(21;-1)925(21{-1) " o (2K)8 (2K) T

(9.5) - -
% (2k-1)8 (2k) © %o (2K)9 (2k-1) s (1) - P (ny =

-1 o .
2P 2 ¢§p ,ﬁl(uc(Zk-l)cﬁ(zk-l) %o (210 (26 Po (1) " o M Py (e
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Consequentemente,

£ e ") A, Apf(2e-1)

gEP ¢ o2
(9.6) 2 = (zp)

o
= PH c_* & - R
o pcp 0 % ST Co(21-1)0(21-1) " “o(21)8 (21) 91 A P2 A - - Ay

Esta Ultima férmula sugere a seguinte definicgao.

. k+1
Dada uma matriz (gij)i,j=1,2,...,2p com valores em R~ —,
definimos seu "determinante'" como
1 b _—
(9.7} pet (@40 = @eyT o §6p €5 E; %o (21-1)00(21-1) ~o(21)¢0(21)

Observagdes: 1) Se k = 0, Det(aij) = det(@ij)

) 1 -
2) Det(“ij} (Zp)1 c’gep €s o 115-1 mcr(zi--l)qz&(:zi--l) %o¢21)p(2i)

Para verificar esta igualdade basta botar

-1 = g €. =¢

¢'c “a ¢t %0 fg T F¢

¢ observar que €_ € o & 1

¢ 70

3) z e, 0, aa%(20-1) o (g1 Det(dy )Py AP A .uu b

o€p ° o{2) ‘a(2p) n

P .1 o2D
2rp - _2n 2
Como o volume da esfera 8 e cC __(_P_r!._..

vemos que para demonstrar a formula (9.3), (£érmula 6.16),

basta demonstrar o seguinte lema

LEMA 9.1 - Para qualguer matrig (aij)’ i,j=1,2, ... ,2p,

k+1
com valores em R , temos
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C
(9.8) Det(a, ) = £+ —2B_ det(a, . - v)dv

ij 2 c J
2p+k vesk

Demonstracao: Primeiro observamos que seria suficiente de

monstrar que para ¢ fixo.

z %o (21-1) e "cj ('ﬁ"a * v)d
0€EP i=1 =1)¢0(21-1) “o(2i)s0(21) ek 1= ip(i)  V/av
y ¢ -
onde ¢ = Szgl —2p , pois entao teriamos

c2p+k
1
- b o
Det (“13) (2p)! #€P €s u&p ;ﬂ; o (2i-1)90(21- 1) " %o(21)p0(21)
1 T : (%’? a *v)dv = 1 e
TTEDIT yep? € jESk o Fip (1) (2p) T
A
j (e T )
c . € o *v)dv =
g 1510 (1)
gk $EPT 1=1

_l__._l':‘.. det(o,, * v)dv
.[ ke i3

M

Logo, o que precisamos demonstrar, fixando ¢ e botando

A, = 6 4

i ig(i) ' ©
2
(9.9) ﬁ A ‘A Y = e J (Tli‘1 A. * v)dv
UEP i Bo(zi-1) T fo(a1) e 1e1 L
Se {vl 'y Vg A vk+1} 6 uma b'asi grtonormal
k+ . + .
de l-'{k+1, entao A, = % Al v. e A, A= T AY Ag , €
i S S i i
k+1 J k+1 J
A, *v= L x, AJ se v= I x, v, . 0 lado esquerdo da
i =1 J j=1 J J

equagao (9 9), denotado LE, &
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J . pd - ¢
5(2i-1) " Aoy T g F Ao

onde I"={¢: {1,2,...,n} +{1,2,3,...,k+1} :4(21) =¢{ 2i-1)}

e a2 =21 2@ 0020 oong 4 = %9 | onde
g(1) o(2) o(2p)
Aﬁj = A¢(1) A¢(2) “e A¢(n), temos que LE = I A¢U .
1 2 oEP
¢EI"
Por outro lado o lado direito de 9.9, L.D., &
k+1 .
J T? (5 xy adas® = ¢ J (£ A% x)as® -
i=1  j=1 k ¢€P
_ A f
Sk
onde T =1({¢:{1,2,..0,n} +{1,2,...,k1}: ¢~ &
par, £t = 1,2, ... ,k+1}. Entao LD =¢ I A¢.[ Xy dSk,
pEI
pois f Xy dSk =0 se ¢ ¥ I'.Se para todo ¢ € I', de

k

S .
definimos A($¢) como o nimero de pares (g" ,0) € INXDP
tal que ¢" ' 0 = ¢, entao (9.9) pode-se expressar como

 a)a® = = [c_[ %, as®1a? .
gET" pET" sk

Observamos que A(¢) = A(¢ *0), para todo O € P; logo pa
ra demonstrar o lema basta verificar a seguinte equagao

para ¢ € I,
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(9.10) Ao) = c j x, as®
Sk

Suponha que ¢ assume s valores, i1 ,12 1 eee s
, 1, , tal que ¢_1(ir) tem p, elementos. Se ¢ € P,
entao 0(2i-1) = o(2i), i=1, ..., p, se e somente se exis
te ¢" € I" tal que o"0 = ¢, Ha (%)! permutagoes des
te tipo (i.e. com o(2i-1) =06(2i),1i =1, ..., p). Temos
também gque se 0 & uma permutacgao que permuta ¢—1(i%)

e deixa o resto fixo, entao ¢ 0 =¢. Hi p, ! destas

~ . Py
permutacoes, mas ja tinhamos contado (7?)! delas. Logo

1 1
NP LA UL FULE B
(py/2)7 (py/2)! (p /2)! "2
Por outro lado, se parametrizamos a esfera Sk
pela aplicagao ®: [-1,1]X s¥1 4 s¥ gefinida por

wlx,v) = G/i-—xz v, x) € Sk c mk+1, entao temos que

j“ £ ds¥ = _[ (£:0)W1-x2)52 gx A ¢s¥71, para qual-
sk k1 |
quer funcao f definida na esfera. Logo

{9.11)

P P, P k =]
7 Py Py ~2+n-]
'Lk X xy" X, ...x (J "1 (Jl-—xl 1 axy f 2 red Xy Ps as®? -

k ~2+Nn=p k =3+n=p, =
- 1 =Py =P p -
(I x1 to/1-xd ) dxl)(f (~/1-x 12 axy) I s 3 veax® as® 2=

P k=2+n-p k=l+s+n= -
- 1 2 1 StO=D)= ese ~ P
([dﬁ_d1x2) uﬂ.ucj_ﬁs(1qs) Bax e,
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Agora vamos usar o fato de calculo de que

P+l 4
1 b, M=) T'(3)
x.% W1-x2 )&-2 dx, = 2 va 2 ,
-1 1 2 i 7 pi+1+

—5)

onde I' & a fungﬁo gama, que pode ser definida pela con-
digao que I'(x+1) = xI'(x), ¥x € R, e I'(1/2) = #/T . Usando
indugao e o fato que €y =2 ea férmula (9.11) obtemos
facilmente que

k+1
_2T@as2)
(9.12) cp = .___r__lr.
(——
2
Agora (9.11) fica
p P
k
X ree ds™ =
-[k 1 x
+1 k+n- +1
T(pg Y T( . pl) P(f%?,) r(k-§+1) 2.3(%)k+1—s
(9.13) F(Ei%il) o 1_|(1:5+.‘L—|~k—s+1) P(k‘;+1)
Pyt o P2l p_+1
I T L TR g I(lyktl-s
T (ntktl, g
2

Finalmente, usando a definicao de I, obtemos

por indugao que se 1 € par, entao

(9.14) I‘('f“gl) _1.3.5... (A-1WT _ 21 W
2

76 T WDT
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Entao, como n = 2p,

~

p,+1 p +1 k+l-s
X P, p, (zp)! T(EA) TS
c kx¢ a3 = ¢ kxl ceeXp" = = P(2 e - T E =
s 5 ~%r—) (5)
p.+1 p_+1
(2)|r( 12 Yoo PH) T
= (2p)! . -
r(ZB4) Wm®
(Pl)! _,‘/_ﬁ'_ (PS)! _‘/i
(p;/2)T° "y *** {p_ /21T "D
- n! . 2 8 2 5, &% _ A (o)
F_ /T 1 s
n/2 P
que era o que faltava demonstrar. C.Q.D.
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usando geometria diferencial é feita no capitulo XII de
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