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INTRODUCTION

Ces notes reproduisent un cours donné au mois de
Juillet 1972 & 1'IMPA. Elles peuvent etre considérédes
comme une jintroduction & 1'étude de 1la cohomologie des
groupes. Le cadre choisi est celui des rdsultats de
A. Grothendieck sur les foncteurs cohomologiques. En
cutre, nous avons voulu insister sur les diverses inter-
prétations gdométriques qui historiquement ont motive
l'étude de la cchomologie des groupes; en particulier,
nous interprétons ;e H2 au moyen des extensiocmns de
groupes, ce qui est‘&ﬁ-é Eilenberg~Mac Lane et de Hl au
moyen des espaces homogéne;, ce qui est dil & Serre. Ces
interprétations ont naturellement des applications au
cas galoeisien (par exemple le groupe de Brauexr diun
corps) et permettent une extension au cas non abdlien
qui est seulement suggdérde ici. Dans le.dernier chapitre,
enfin, on étend ﬁour les groupes finis le foncteur
cohomologique aux dimensions négatives en utilisant les
idées de Tate et on termine par le thdordme des "Jumeanx"
qui domne une caracterisation des modules cohomologique=-

v

ment triviaux.
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CHAPITRE O

RAPPELS D'ALGEBRE HOMOLOGIQUE - FONCTEURS DERTIVES

Pour les notions de catdgorie abélienne, foncteur
additif’, objet injectif et projectif, nous renvoyons au

fascicule d'algébre homologique de P. Hilton [3].

DEFINITION 1 - Nous dirons gutune catédgorie abdlienne ¥

posséde suffisamment dlinjectifs (resp. de

projectifs) si tout objet de % est sous truc dfun cbjet

injectif (resp. quotient d'un objet projectif).

DEFINITION 2 - Soient % une catégorie abdlienne possddant
suffisamment de projectifs, A um objet

de ¥, nous appelerons rédsolution projective de A une

suite exacte

.-.—’P‘2 Pl PO >~ A 0

dans % ofi chaque P, est um objet projectif.

¢

L'hypothése "Y posséde suffisamment de projectifs"
permet dtassurer l'existence de telles rdsolutions.

Dans une catégorie abdlienne de modules, tout objet
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posséde une rasolution libre et, par conséquent, projective.
Considdérons maintenant une deuxiéme catégorie
abdlienne B et un foncteur additif contravariant

F: 1 4 8, que lfon supposera, en outre, exact 4 gauche,
1

ctest-a dire transformant un épimorphisme en un moncmor-

phisme., Soit A um objet de U et

3 3 €
Rt vvue o P 2. p l.p A 4+ O

2 1 s}
une résolution projective de A. Appliquons a & le
foncteur F.

Nous obtenons un complexe

F(3,)

F(&): 0 - F(A)-—Elgla-F(Po) F(Pl) D e

qui n'est plus exact. Les foncteurs dérivés & droite

R'F(A3;R) qui donnent une mesure de la faute d'exactitude

du complexe F(f) sont définis par
DEFINITION 3 - R F(A;R) = H (F(®)), nz o.

-
LEMME 1 - Les groupes R F(A3;R®) ne dépendent pas de la

résolution choisie R.

Ils dépendent donc seulement de A, ce qui nous
permet d'dcrire R'F(A) au lieu de R'F(A;&). On dira

que le foncteur A + RF(A) est le n~°"° foncteur dérivé

4 droite de F.
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EXEMPLE: Soit U 1la catégorie abdlienne des A-modules
sur un anneau A. Prenons pour F le foncteur
contravariant additif HomA(-,B) ot B est un ocbjet de

Y., F est exact & gauche. Nous avons alors:

RnHomA(A,B) = Eﬁﬁx(A’B) = {classes d'isomorphie de
n-extensions du A-module A par le A-module B}. Pour
ce fait, nous renvoyons a L5] ou [17.

En outre, une suite exacte courte Bis>-» B —»=B" de
8l induit la suite exacte longue ([5] p.97).

n+l

A (A,BO»

ceee o ExtX(A,B') + ExtK(A,B) + ExtX(A,B") + Ext

qui s'derit encore

vee » ROF(B') » RPF(B) » R'F(B") » R™IF(B') 4 ...

Les rdsultats précédents se dualisent, ce qui
. iéme PP
donne la notion de n foncteur derive a gauche.
L'exemple ci-dessus est alors le dual du suivant: prenons
. iéme
pour F le foncteur covariant B% - 3 len foncteur
dérivé a gauche de F n'est autre, alors, que le foncteur

Eggﬁ(-,B) (voir [51, [1]).



CHAPITRE I

DEFINITION ET INTERPRETATION DES GROUPES

DE COHOMOLOGIE ([ 6], [4], [9])

1 - Définition dtun G-module

DEFINITION 1-1: On dit qu'un groupe G opére & gauche sur

un groupe abédlien A si lton s'est donné
un homomorphisme de G dans Aut A. De maniédre
édquivalente, cela revient & se donner une application
(s,a)~>=s.a de GXA dans A {on decrira encore sa au
lieu de s8.a pour rappeler qu'il s'agit d'une torsion)

satisfaisant les conditions suivantes:

4d*a = a ou 1 est 1'édlément neutre de G.
s.(a+af) = s-a + s.a!

(s<t).a = s-(t-.a), s,t € G, a,a' € A.

Un groupe abélien A pourvu d'une telle action & gauche
de G sur A est appelé un G-module. Etant donné un
G-module A, l'action de G sur A s'étend naturellement
4 une action de 1l'algdbre Z[G] du groupe G &
coefficients dans Z sur Aj; il suffit de poser:

(Zns-s).a = In_-(s-a). Pour cette derniére action, A
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est un 7l G] -module dans le sens usuel (on dira encore
plus bridvement G-module).
Nous noterons Mod(G) 1la catdgorie des G-modules

A. Les G-homomorphismes d'un G-module A vers un

G-module A!, c'est-4 dire les homomorphismes de A vers
A' compatibles avec ltaction de G, constituent les
morphismes de A vers A' dans Meod G. TIls forment un

groupe abdlien noté HomG(A,A'). Mod G est une catdgorie
abélienne dans laquelle, par conséquent, nous avons la
notion d'objet projectif (resp. injectif). Comme toute

catégorie de modules, elle posséde suffisamment

dtinjectifs (resp. de projectifs).

2 - Notons I le foncteur A =+ A% - fa € A tels que
s.a =a, ¥s € G}] clest un foncteur de Mod G dans
la catégorie des groupes abéliens; il est exact & gauche,

Nous pouvons donc considérer ses foncteurs dérivés droits.

DEFINTTION 2.1: Les groupes de cohomologie de G a valeurs

dans A sont les foncteurs dérivés droits
de I'.
On‘les note Hi(G,A), iz 0. On les détermine
suivant le méthode rappelde au Chapitre O. Plus précisé-
ment, considérons le groupe abélien Z des entiers

relatifs sur lequel on fera opérer G trivialement:
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Z devient ainsi un objet de Mod G dont on considérera

. . . .
une resolution projective

(l) e Pi -+ Pi-l + ... = P0 » Z 4+ 0 .

Appliquant & (1) le foncteur HomG(-,A), on obtient un

complexe de groupes abdliens:
(2) 0 HomG(Z,A) + HomG(PO,A) + ... HomG(Pi,A) + ...

dont 1l'homologie en dimension i est précisdment

i o ios s .G
H {G,A). Observons que HomG(Z,A) stidentifie & A
(ce qui justifie la Définition 2.1)}. Le choix d'une autre

résolution projective (1) ne modifie pas les Hl(G,A),‘

iz 0 ([1]).

3 - Construction d'une résclution projective standard du

G-module Z (méthode dite de la "Bar-Résolution" - [5])

Soit B, e ZLG] -module libre avec géndrateurs

les n-uples [s,|.....|s ] d'éiéments s, # Lyeseys A1

de G. Par convention, on prendra [sl reveels ] =0 si
un quelconque des s; est égal & 1 {condition de

normalisation). Nous définissons les homomorphismes bords

d: B, - Bn-l s bour n > 0,

de la maniére usuelle:
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a[sl .....Isn] = 51[52 .....[sn}
n-1 ;
+ iil (-1)* [sl|.....[sisi+l,.....|sn]
+ (-1)" Esll.....]sn_l].

Considérons alors la chafne suivante:

3 £
(3) ...ﬂBn——an_l—» reese 3 Bo——2 4 0
oll B, est le Z[G]-module libre a un générateur et on

£ enveoie cet unique génédrateur sur celui de Z.

LEMME 3.1: (3) constitue une résolution libre du

G-module Z.

Les €1éments de HomG(Bn,A) sont appelés des
n-cochaines. Ce sont des fonctions f(sl,s2,...,sn) de
n  arguments a valeurs dans A qui satisfont aux condi-

tions de normalisation

f(sl,...,si_l,l,si+l,...,sn) =0, i=1,...,n.

Le cobord d'une telle n-cochafne est donnde par la

formule
(4) éf(sl,...,sn+l) = sl-f(sz,...,sn+l)
5 j
+ jEl {(-1) f(si"'"Sjsj+l"""sn+l)

+ (-1)7+1 fs1s.reps,).



i - Détermination explicite des cocycles et cobords pour

les petites dimensions

a) Un O-cocycle de G 4 valeurs dans A est simplement

un Slément de AG.

b) Um l<cocycle est une fonetion f: G -+ A qui

satisfait & la relation {s.t) = £(s) + s.f(t)

(= £s) + Sp(t)). Une telle fonction stappelle
"homomorphisme croisé" de G dans A. En particulier,
si ltaction de G sur A est triviale, un homomorphisme
croisé est un homomorphisme usuel.

Un l-cobord est un homomorphisme croisé f de la
forme f(s) = sa-a, a € A. On 1tappelera "homomorphisme
principal™.

c¢) Un 2-cocycle (de G & valeurs dans A) est une
application normalisde f£: GXG s+ A4 qui satisfait
a4 la condition §£{s,t,r) = 0, VLs,t,r € G, clest-a-dire

vérifiant 1'identité (cf. la formule (L))
(5) s-£(t,r) - f(st,v)} + f(s,tr) - £(s,t) = O.

Un 2-cobord est une 2-cochaine de la forme
h(s)} + s.n(t) - h{s-t}) ot h est une l-cochaine de G

dans A.
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3 - Applications- Interpretation du H2(G,A) (C51)

Nous allons voir que les fonctions exhibdes
précedemment en a), b}, c) interviennent naturellement

dans la classification de certaines structures algébriques,

-

DéFINITION 5.1: On appelle extension de G par A une
suite exacte 1 4+ A4 E a4 G + 1 de
groupes commengant par A et se terminant par G (en

particulier A est invariant dans E).
Etant donné deux extensions

(E) 14 A3 Ea Gal

(E') 1+ A3 E'y Ga 1,

un morphisme de (E) vers (E!') est un triple (idA,f,idG)
ol f: E - E' est un homomorphisme. On voit
immédiatement que un morphisme de (E) vers (E') dans ce

sens est un isomorphisme.

Supposons A abdlien. Considérons une extension
(E) de G par A; Les automorphismes internes de E
agissent sur A et cette action basse au quotient et
détermine une action ® de G sur’ A. Ce que nous
éllons classifier, en réalité, ce sont les extensions de
G par A qui induisent précisdément cette action g.

Notons Ext(G,A;9) 1'ensemble des classes d'isomorphie
I
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de telles extensions.

THROREME 5.2: Scient A un_groupe abélien, G un groupe

gquelconque, § une action de G sur A.

" §1 existe une bijection entre l'ensemble Ext(G,Aa3;0) et

1tensemble sous-jacent au groupe HZ(G,A) gg_ A est

considéré comme G-module pour l'action @ {Par cette

bijection, il est donc possible de munir Ext(G,A;9)

dtune structure de groupe abélien).

Soit (E): 1+ A+ E 3 G+ 1 un représentant
dtune classe de Ext(G,A;p). Nous allons associer a (E)
un 2-cocycle de G 4 valeurs dans A. Choisissons pour
cela une section ¢ ensembliste de E au-dessus de G.
Pour tout couple (s,t) € GXxG, définissons la fonction

f: GXG + A par
o(s)-0(t) = £(s,t)ra(s.%).

f mesure ce gui empéche g dtétre un homomorphisme
clest une 2_-cochaine de G a valeurs dans A que lt'on
pourra toujours supposer normalisée (prenant o(1) = 0).
Pour tout triple (s,t,r) d'éiéments de G,
calculons de deux maniédres différentes l'écart qui sépare

g{s.t.r) .de q(s)-c(t)-c(r).
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5-t r)

\ -
g

fs<t,r)

(6) a(s+t).0(x) o (s)-0(tr)

£(s,t) a(s)Lf(t,r)]

/\

o(s)-0(t)0(r

Comme 1'é1ément o(s) de E induit 1'auntomor-
phisme o©(s) de A, la commutativitéd du diagramme
précédent {6) est dquivalente au fait que la fonction f

satisfait la relation:

Sf(t,r) - f(st,r) + f(s,t-r) - f(s,t)

" s,t, v € G, clest & dire est un 2-cocycle de G &
valeurs dans A ((5) - n? 4) {on a noté °f(t,r) au
lieu de ¢o(s) [£(t,r)]).

On voit immédiatement que le choix d'une autre

section ¢ conduit 4 un 2-cocycle équivalent.

Réciproquement, &iant donné un 2-cocycle £ de
& valeurs dans A, il est possible de-construire une
extension de G par A en définissant sur l'ensemble
GXA la loi de groupe suivante

(s a) (t b) = (s- , a+ b+ f(s,t)).

LR o Rty
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La condition d'étre 2-cocycle pour f revient a

exprimer exactement ltassociativité de cette loi de groupe.

REMARQUE: En s'inspirant du Théoréme 5.2, on aimerait
définir un HZ(G,A) avec A non abdlien, en
considdrant l'ensemble des classes dl'isomorphie
d'entensions de G par A. Ceci n'a de sens que si
l1'on wveut bien substituer a l'action ©® de G sur 'A,

c'est-d-dire 4 un homomorphisme @: G + Aut A, la donnée

Aut A

1] 1 _
d'un homomorphisme de G dans ot A"

En effet,
considérons une extension (E) comme précédemment avec

A non abdlien, E opére alors sur A par automorphismes
internes. Or les automorphismes internes de A mne sont
plus triviaux; par passage au gquotient on obtient, ainsi,

non plus un homomorphisme de G dans Aut A, mais un

Aub ﬁ (appelé G-noyau par

homomorphisme de G dans ~Tht A

Eilenberg-MaclLane [5]}.

6 - Interprétation du Hl(G,A) (4 ntdtant plus

nécessairement abdlien) ([7] et [8]).

Soit G-ens. la catégorie des ensembles sur
lesquels opére le groupe G (4 gauche), les morphismes
étant les applications entre ensembles compatibles avec

l'action de G. Sous cette forme, les G-modules définis
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dans le n® 1 ne sont pas autres choses gque les groupes
abéliens de G-ens.

DEFINITION 6.1: Soit A un groupe de G-ens, on dit gqu'un
N : :

objet H de G-ens est un espace principal

homogéne sous A si A opére simplement transitivement
sur H (on entend par 1id que, quelque socit le couple
dt'didments de H, il existe un unique élément de A qui

permet de passer de 1'un & ltautre) ([7] p. I-58).

Un morphisme entre deux espaces principaux
homogénes sous A est nécessairement un isomorphisme.r

A un espace homogéne principal H sous A, 11
est passible d‘associer un l-cocycle de G & valeurs
dans A cocmme sult:choisissons unpoint x € Hj; puisque
H est principal homogeéne sous A, il existe un unigue
édlément a € A qui transforme x en Sx pour tout
s € G. La fonction s 5 a_ définit un l-cocycle de G

4 valeurs dans A et le choix d'un autre point x!

conduirait & un l-cocycle é€quivalent.

THEOREME 6.2: Il y a une correspondance buinivogue entre

l'ensemble des classes d'isomorphie

d'espaces homogénes principaux sous” A dans G-ens et

ltensemble Hl(G,A) des classes d'homomorphismes croisé€s

de G dans A. Si A ‘est abédlien, l'ensemble Hl(G,A)

posséde en outre une structure de groupe abdlien,
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Etant donnd (as) un l-cocycle de G & valeurs
dans A, on lui associe un espace homogéne priﬁcipal noté
aA en prenant le groupe A et en le tordant par le
cocycle (aé), ce gui fournit un objet de G-ens pour

lequel l'action de G est définié par

G X aA e A

7 - Exemple dtutilisation des résolutions projectives

pour la ddétermination des groupes de cohomologie des

groupes cycliques ({5] ou [6] p 140).

Soit G wun groupe cyclique dlordre m avec

générateur t. L'anneau 2[G] est l'anneau de tous les
m=1

polynames z aitl en t & coefficients entiers ai,
i=o
modulo la relation tm = 1. Posons:
N=1+4%t+ ... + t"1
D = t-1

N et D induisent des homomorphismes de 2Z[G] dans

lui-méme qu'on notera encore N et D respectivement.
N«D = 0O

on voit facilement que la suite



-15-

ves == Z[ G] D N z[Gj—De-zl;G]—E»z —= 0

zl o]

est une ré€solution {nécessairement libre) de 2.
Identifiant HomG(Z[G];A) avec A, nous obtenons
un complexe de cochafnes

0 —= 2% 4D, N

dont l'homologie en dimension i est précisdment

H*(G,A), i 2 0. On en tire le théoréme suivant:

THEOREME 7T.l: 8i G est un groupe cyclique fini, les

groupes de cohomglogie de G & valeurs

dans A sont donnés par:

HY(G,a) = AC
G
24 A )
H* (G, 4) =4 1> 0

B (Ga) = {a € Atig Na = 0}/BPA, i = oO.

Les valeurs des groupes de cohomologie de G &
valeurs dans A sont donc périodiques. Les isomorphismes
de périodicitd Hi(G,A) -+ Hi+2(G,A), i > 0, sont obtenus
en "cupant" avec la classe 5Xt ol Xed G o Q/Z est tel
que Xt(t) = % et ol & est le cobord associd 4 1a suite
exacte;

O + 2 4 qQ 4+ @/2 4+ o.
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CHAPITRE II

PROPRIETES COHOMOLOGIQUES DES FONCTEURS o (G, -)

1 - Foncteurs Cochomologiques

Les résultats de ce numéro sont dus & Alexandre

Grothendieck (Voir Journal de Tohoku £21).

DEFINTTIONS 1.1: Soit U une catégorie abdlienne; soit
T = (Ti), i entier gquelcomnque pouvant

dtre négatif, un systéme de foncteurs de ¥ vers la

catégorie des groupes abdliens., On dira que T est un

foncteur cohomologique si pour toute suite exacte

O3 AV » A+ A" » 0 dans %,il existe un homomorphisme
(oobord)

5: T (an) - T TT(ar)
catisfaisant aux conditions suivantes:

a) & est compatible avec les homomorphismes
transformant la suite exacte donnée
O3 A' 2 A+ A" 5 O en toute autre suite exacte du méme

type.

b) 5§ st'insére dans une suite exacte longue:
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cee s TH(AY) 4 tH(a) o Tt (An) —ga-Ti+l(A') 4 ..

On dira qufun foncteur cochomologique (Ti)i20 est
miversel s'il est "effacable" sur les objets injectifs
de U (i.e. sa cohomologie s'annule sur les dits objets)
dans toute dimension i = 1.

Le mot universel est expliqué par le théordme

suivant:

THEOREME l1.1l: Soient T gﬁ_ T deux foncteurs cohomolo-

. e . . N rd Y
giques definis sur une meme catdgorie

abélienne ¥ possddant suffisamment d'objets injectifs.

S8i T est universel, toute transformation naturelle de

o . .
T dans T'? se prolonge en une unique transformation

naturelie de T dans T7'.

2 - Propridtds cohomologiques des H'(G,-)

Pour chaque suite exacte © 4 AV o A 4 A" 4 O
dahs Mod(G) et chagque i 2 0, nous avons un homomore
phisme cobord *

§: HT(G,a") » H-"1(g,ar),

en vertu d'un résultat rappelé au Chapitre O.

THEOREME 2.1: Les H (G,-), 1 = 0, constituent un fonc+teur

cohomologique effacable (donc universel).
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Nous avons déjd signalé {Chap. I - n? 1) gue la

catdgorie Mod(G) possédait suffisamment dtinjectifs.

COROLLATRE 2.2: Soit T un foncteur cohomologique., Stil

existe une transformation naturelle de

HO(G,—) dans TO, alors elle se prolonge en une unique

transformation naturelle de H*(G,-) dans T.

Le foncteur Hl(G,-) est effagable sur les objets
injectifs de Mod G, 1 2 1; en effet, si A est un tel
objet, le foncteur Hom:(-,A) transforme une suite exacte

en une suite exacte. Le complexe {2) du n® 2 - Chap., I

est alors acyclique.

3 - Nous allons définir une nouvelle classe d'objets qui
anmalent le foncteur cohomologique (Hl(G’-))iEO y la

classe des objets induits.

Soit G um groupe, H un sous-groupe de Gj

définissons un foncteur Mg: Mod(H) » Mod(G) par

Mg(B) = {toutes les fonctions G—">B, telles que

s+f(x) = f(s+'x), s € H, x¢€ G}

ME(B) peut &tre muni d'une struciure de G-module par

1'operation (sf)(x) = f£{x.s), s,x € G. Mg est appelé

foncteur module induit de H vers G. B5i H = {fe}, on
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dira seulement module induit.

Notons Res. le foncteur de Mod G wvers Mod H
qui & un G-module A associe A consideére comme H-module

par ltintermddiaire de l1'injection de H dans G.

LEMMA 3.1: Le couple (Mg, Res.) est un couple de

foncteurs adjoints. En particulier,

HomG(A, Mg(B) = HomH(Res. A,B) pour des objets quelcon-

ques A de Mod G et B de Mod H.

THEOREME 3.2: Lthomomorphisme de groupes

n'(c,ML(8) + u'(G,B) induit par 1'homomor-

phisme fw £(1) de ME(B) dans B, est un isomorphisme.

Nous avons, en effet, deux foncteurs cohomologiques

He Mg et H définis sur Mcd H qui coincident en
dimension 0O (il suffit de faire A = Z dans le Lemme 3.1
pour le voir) et stannulent sur les injectifs; Mg
transforme, en effet, un injectif dans un injectif. Ils

sont donc isomorphes en toutes dimensions.

COROLLAIRE 3.3: si H = {e}, H'(G, M({}e} (B)) = 0 pour

tout 4 = 1.

Tout module peut étre plonge dans un module induit
4 ltaide de Awe A% = HomZ(G,A) ot A représente le
groupe abfdlien sous jacent a A. Ce fait permet de définir

les groupes de cochomologie par le méthode dite de
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"décalage'": la suite exacte
O+ A3 A% A*/A + 0
donne les i;pmorphismes
5: HI(G,a%/a) % uitl(g,a), i = o,

qui permettent de définﬁ‘leslgroupes de cohomologie par

induction ([6]).

4 - Un exemple galoisien de module induit

Soit k wum corps, K une extension galoisienne
finie de k, G son groupe de Galois sur k. Notans K"

le groupe additif de K; alors K* est un G-module.

PROPOSITION 4,1: Les groupes de cohomologie Hl(G,K+)

sont nuls pour i = 1 ([6] p. 158).

En effet, le thdoréme de la bhase normale montr
que Kt est de la forme z[ GJ ®Z K (o k désigne le
groupe abélien sous jacent &4 k comme plus haut). Mais

puisque G est fini, 2[G] ®, k est isomorphe &

HomZ(Z[G],R), lequel est un module induit.
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5 - Suite exacte de cohomologie non abédlienne ([7])

Que deviennent les propridtés précédentes et, en
particulier, la propri€td b) Def. 1.1 dans le cas non
abélien? Nous avons défini dans le n? 6 du Chap. I un
Hl(G,A) non abélien., Dlautre part, la définition du
HO(G,A) est encore dvidemment valable dans le cas non
abédlien, Etant donné une suite exacte 1 4 A' 2+ A 4 A" a1
de groupes de G-ens, nous pouvons donc considérer la suite

dl'ensembles
o .
(1) 1+ HO(G,A') » HO(G,A) » HO(G,a") 2 H'(G,a")

+ #1(c,4) » nl(c,a").

o PO L. .
Le cobord 6 est deéfini de la maniere suivante:

on prend un élément a" € A" tel que Sa" = a", on
11é1éve en un &lément a € A; la différence Saea™t € At
et la fonction s = sa-a-l est un l-cocycle a valeurs

dans A' dont la classe est précisement 6o(a").

PROPOSITION 5.1: La suite {1) di'ensembles pointés par les

classes trividles est exacte.

Supposons maintenant A' abédlien; on aimerait
construire un ensemble d'obstruction & 11éldvation dtun
d1ément de Hl(G,A") en un élément de Hl(G,A).

Soit (a;) un l-cocycle de G & wvaleurs dans -A".
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Relevons a; en une application a: s - aS de G dans

A; a n'est pas un l-cocycle; l'application

-1
four (s,8) = a, sat- a i

donne une mesure de l'écart qui sépare a_ d'un l-cocycle.
On constate immédiatement que clest un 2-cocyecle de G A&
valeurs dans le groupe _,A', ol _,A' ddsigne (cf. ne 6

Chap. I) le groupe A'!' tordu par le cocycle a; {remar-

uons que A opére sur A ar automorphisme intérieur
P

et que cette action passe au quotient puisque A! est
supposé abédlien, donc A" opdre sur A'). Le 2-cocycle
f_n est indépendant du relévement a choisi.

PROPOSITION 5.2: La classe du l-cocycle (a;) appartient

4 ltimage de Hl(G,A) si et seulement

si_la classe du 2-cocycle f_, dans H2(G,a”A') est
triviale.
Dans le cas oli A!' est central dans A, le calcul

précédent se simplifie car alors A opdre trivialement
sur A!' et il en est de méme de A'; nous avons donc

anA! = A'. Dans ces conditions, la suite exacte (1) se

prolonge en une suite exacte:
*(

(2) oo o+ HY(G,A') » HY(G,A) 4 HI(G,A") T G,A").
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CHAPITRE IIT

RELATIONS AVEC LES SOUS-GROUPES .

PREMIERS CALCULS ([ 63, [4], [9])

I - Soit f: G' 9 G um homomorphisme ; éoit A  um

G-module. Posons 'st.a = f(s!).a, st ¢ G'y, a € A.
On munit ainsi A d'une structure de G'-module notde

f*A (pour rappeler qu'il s'agit d!une image réciproque).

On obtient un morphisme

H°(G,A) HO (G, £*a)

qui, en vertu des rdsultats du Chapitre II, se prolonge en

un morphisme unique, pour i = 1,
i i
H (G,A) ——— H (Gr,f*xa),

Em particulier, si H<:£;G est l'injection d'un
Sous-groupe H dans G, nous avons défini un foncteur
restriction Res. au Chapitre II ne@ 3 qui n'est autre que
f%; dtoll, pour tout i = 0, un homomorphisme (encore‘noté
Res.)

Res.: H'(G,a) » wui(m,a).

De maniére analogue, si H est un s0us~-groupe

invariant de G, l'application canonique G o G/H conduit
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A un homomorphisme

wi(o/m, a) + ©(G,a), iz O,

\
appeld "homomorphisme d'Inflation" (dénoté Inf.)

PROPOSITION 1.1l: La suite

o » ul(a/H, AE)_mlggi*ﬂl(G,A)—Bgflel(H,A)
est exacte.
Plus généralement:

PROPOSTITION 1.2: Scit i un entier = 1, Supposons gque

Hj(H,A) =0 pour 1= js< i-1. Alors

1a suite ci-dessous:

o » ui(e/u, aM) _Inf. yi(g,a) B2 yu'(c,A)

est exacte.

La démonstration des propositions précédentes est

laisséé au lecteur. (Voir [6] p.125).

La conjuguaison par un élément de G induit aussi
une opération au niveau des cohomologies que i'on décrira
facilement.

Soit H um sous-groupe dtindice fini de G.
Définissons 1'homomorphisme Cor.: H°(H,a) » H°(G,A) par
a v~ I ssa. Par le raisonnement standard deji utilisé,

s€G/H ) ,
Cor. se preolonge en un unique homomorphisme (encore noté
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Cor.) de H(H,a) aans i(a,a), i = 1.

PROPOSITION 1.3: Si n = card(G/H), jon a Cor.e Res. = n.

Evident pour i = O. On peut se ramener 4 ce cas
en utlllsant la propriétd de décalage décrite dans le
n¢ 3 du Chapitre II, Rlongeant le G-mpdule A ' dans un

G-module induit. 1

COROLLAIRE 1.k: Si n est l'ordre da groupe G, tous les

© groupes Hl(G,A) sont annulés par n.

COROLLAIRE 1.5: Soit G un groupe fini, Supposons que A

$0it un G-module de type fini sur Z;

alors les Hl(G,A), i =z 0, sont des groupes finis.

Ce sont, en effet, des groupes de type fini puisque
les cochaines sont détermindes par leurs valeurs sur les
générateurs. Comme ce sont, en plus, des groupes de

torsion, ils sont finis.

Il résulte de ce corollaire le suivant:

i . L
CORCLLATIRE 1.6: iz 1, H(G,Z) est fini.

COROLLAIRE 1.7: Si G est un groupe fini,  les groupes

de cohomologie H'(G,A)} sont nuls,

i =z 1, chaque fois que A est un G-module uniquement

divisible.
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COROLLATRE 1.8: H*(g,Q) = 0, i = 1, o Q est considdérd

comme G-module pour l'action triviale de

2 - Sous-groupes de Sylow

Soient. G un groupe fini d'ordre n et GP un
p—sous—groupe'de Sylow de G. Puisque deux sous-groupes
de Sylow sont conjugués, pour un objet A de Mod(G),
Hi(Gp,A), i=2 0, est déterminé A& un isomorphisme preés.

Désignons par Hi(G,A,p) le sous-groupe des
éléments de Hi(G,A) dont l'ordre est une puissance de P.

Alors, puisque, en vertu du Corollaire 1.4, tous les

d1éments de Hi(G,A) sont de n-torsion,
H(6,4) = iTL i (c,a,p), iz O,
pln

ol p|n signifie nensemble des nombres premiers p

divisant n ".

THEOREME 2.1: Soit G un p-groupe de Sylow d'un groupe

fini G. Alors
Res.: Hi(G,A,p) - Hi(GP,A)

est un monomorphisme.

“~ - - - .
On peut meme montrer tres facilement plus, a savolr
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que la corestriction Hl(GP,A) + H'(G,A,p) est surjective
et que Hl(Gp,A) se scinde sous la forme

Im Res. ® Ker Cor.

Démonstration du Théoréme 2.1: Considérons un <1ldment o

de H"(G,A,p) et Res.{Q) son image dans

Hl(Gp,A). Il existe un entier k tel que pk-a = 0,

Posons 4 = card(-%;—). En vertu de la Proposition 1.3,
P
on a Cor.o Res. =4, dtod L.a = 0. Or k est premier &

£, d'our g = O,

)

COROLLAIRE 2.2: Si_ Hl(Gp,A) 0 pour tout p, alors

B (G,4) = 0, i = O.

-

COROLLAIRE 2.3: Pour chaque 7p € p|n, soit GP un

p-~groupe de Sylow de G. Alors la somme

iy

directe des applications restrictions de @& a Gp quand

p ddecrit p]n, est un monomorphisme de Hl(G,A) daﬁs

Hi(Gp,A), i= o.
pln

3 - Premiers calculs

Notons I, + 1'iddal dfaugmentation de Z[G]. Nous

avons alors les suites exactes:

(i) 0+ I, z[GJ-—E—,-Zao--

(ii) 0+ 2+ Q=+ Q/Z2 4 0,

R LT AR SR SR 4 e
i 1 4 B T W e i Wy i e
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(1) étant valable pour G fini et (ii) pour G quelcon-
que . ZEG] est un G-module libre; ses groupes de cohomo-
logie Hi(G,Z[G]) sont donc tous nuls pour i 2 0. En
vertu du Corollaire 1.8, il en est de méme ﬁes groupes
Hi(G,Q), i = O, D'ol les isomorphismes ci-dessous induits
par les applications "“cobord"

Hi+l

u'(c,z) = (¢, 1)

nt(a,q/z) = v " (g,2) .

On déduit immédiatement les wvaleurs suivantes pour les

groupes de cohomologie:

B (G, I 1°(G,2)

pA

)

Hz(G,IG) Hl(G,Z) Hom(G,2) = O
f
(ne pas oublier que liopération de G sur Z est

triviale).

°(a,q/z) = HI(G,2) = O

n'(c,q/z)

LZ) = HB(G,I

]
o
=)
3
o]
[
Il
T
P
[
™

Mais Hom (G,Q/Z) ntest pas autre chose que le groupe

des caractéres G (i.e. le dual de G}, dtoi:

B (¢,2) = 0 (G,Iy) = & .
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CHAPITRE IV

COHOMOLOGIE GALOISIENNE. ([71, [8], [6])

1 -~ Une interprdtation du Hl Galoisien non abdlien

Soit Kk wum corps. Nous noterons K‘ une extension
galoisienne finie de k, G son groupe de Galois.

Donnons-nous un objet algébrique V au-dessus de
k et désignons par E(K/k) 1'ensemble des classes
d'isomorphie d'objet algébriques sur k qui deviennent
isomorphes sur K & lt'objets V

K

groupe des K-automorphismes de VK'

= VO K. Soit A(K) 1le
Le groupe de Galois

G opére naturellement sur A(K) par la formule

s-(£) = (1®s)-£-(18s71).

Un objet algébrique O sur k définit par changement de

base un objet OK sur K., 8i O est un représentant
d'une classe de E(K/k), alors 1fensemble P, des
isomorphismes de 0K vers Vk est un espace principal

homogéne sous A{K) et définit donc un &lément de

1l (c,a(x)).

PROPOSITION 1.1: La correspondance O~®P, de E(K/k)
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dans Hl(G,A(K)) est bijective.

Voir Serre [6] p 160 et 161 ou encore [&8].

2 = Calculs galoisiens

Le groupe de Galeis G opére naturellement sur le
groupe additif K'Y et aussi sur le groupe multiplicatif
K*. Nous avons vu (n® 4 - chap. IL) gue la cohomologie
du G-module K¥ est trivial pour i = 1. Intéressons-nous

. *
au G-module K .

' * - ,
PROPOSITION 2.1: HY(G,XK ) = 0 (Thdordme "90 de Hilbert").

. 0On ghoisit un l-cocycle (cf. Chapitre I) 8 ma .

En vertu du théoréme d'indépendances des automorphismes,

si c© € K, il existe b £ O tel que b = & a_ _-t(c).
' teg ¢
Dioti:
-1 =1
S(b) = Z sia )'St c) = & a ea .5t C) = a b
teG (t ( ) teg S st ( &

qui montre que (as) représente un homomorphisme

principal.

COROLLAIRE 2.2: Soient K une extension galoisienne

finie de Xk, L une extension galoisienne

finie de K de groupe de Galois sur k G. $i H = Gal(L/K),

alors la suite:
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Inf

2( AL P (6,1x) Res. | y2(y, 1)

(1) 0 - H"(5,kx)

est exacte.

Ce corollaire est une conséquence immédiate de la

Proposition 1.2 du Chapitre III.

Utilisant une démonstration totalement similaire &
celle de la Proposition 2,1, on peut montrer que
Hl(G, GL(n,K)) est trivial, pour le moins dans le cas K
infini. Nous admettrons la wvaliditd du rdsultadl pour K
fini (cf. Serre [6] p. 159 pour cette situation

particuliére). Considérons la suite exacte:

det

1 + SL(n,K) » GL{n,K) K* » 1.

Appliquant la suite exacte (l) de cohomologie non

abélienne, n® 5 - chap. II, on obtient:

H?(G,GL(n,K)) - HO(G,K*) o Hl(G,SL(n,K)) + 1

qui donne la suite exacte

GL(H,R) + k¥ o Hl(G,SL(n,K)) + 1.

Comme 1'homomorphisme GL{n,k) 4+ k* esit surjectif, on
déduit:

PROPOSITION 2.3: Hl(G,SL(n,K)) = {1}.



-32-

3 - Groupe de Brauer

Li'objet de ce numéro est de donner une autre
;nterprétaﬁion du groupe H2(G,k:) des classes d'isomor-

phie d'extensions de G par k; (¢f. Chap. I1).

DEFINITION 3.1: Soit k wun corps. On appelle groupe de
Brauer de k le groupe limite inductive
des groupes H2(G,K*) quand K parcourt l'ensemble des

extensions galoisiennes finies de k., On le note Br{k).

Br(k) stidentifie donc aussi & HZ(G,k:) ot k_
désigne une cldture séparable de k et G = Gal(ks/k).
Br(k) dépend fonctoriellement de k. Le Corollaire 3.2

donne la suite exacte

0+ HZ(G,K*) 4+ Br(k) » Br(K) .

THEOREME 3.1: Br(k) s'identifie au groupe des classes

di'dquivalence d'algébres simples centrales

sur k,

Rappelons que, deux algébres simples centrales
D, D' sur k sont dites dquivalentes si il existe des
algébres de matrices M, M' sur k telles que D ®kM =
= D! ®k M! et que, pour toute algdbre simple centrale
sur k, il existe une extension galoisienne K/k telle

que D ®k K soit isomorphe a une algébre de matrices
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Mn(K) sur K pour un certain entier n.

Utilisant la classification du ne® 1, on voit done
que les classes d'algébres simples centrales qui sont
isomorphes sur K A Mn(K) sont en correspondance
biunivoque avec les dldments de Hl(G, Aut Mn(K)). Mais,
en vertu du théoréme de Skolem-Noether, tous les automor-
phismes de Mn(K) sont intérieurs, clest-d-dire induits
par des éléments inversibles de M (K) qui ne sont

autres que les dléments de GL(n,K)}; d'oll la suite exacte:
1L+ K* 9 GL(n,K) » Aut M (K) » 1.

Comparant avec 1l'autre suite exacte:
(2) 1 - K* 3 GL(n,K) + PGL(n,K) + 1

oi  PGL{n,K) ddsigne le groupe projectif lindaire en
dimension n, on voit que Aut Mn(K) slidentifie &

PGL(n,K) et Hl(G, &Mn(}{)) A Hl(G,PGL(n,K)).

La suite exacte (2) conduit A4 la suite exacte
d'ensembles (Voir nt¢ 5 - chap. II) puisque K* est le

centre de GL(n,K)

al(6,6L(n,X)) - Hl(G,PGL(n,K))a—l:aH2(G,K*).

Comne Hl(G,GL(n,K)) est trivial, 61 est une applica-

tion injective. Or sodit a un représentant d'une
H

classe de H2(G,K*), on montre facilement que as,t
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1 .

Sa%-a'_ ot al € GL{n,K) est

stécrit sous la forme a;. .

I'automorphisme de V qui applique e sur a

t s,t st?

V .représentant un espace vectoriel sur K ayant pour

base une famille {es} de vecteurs indexés par' G.

i - Tout ce que nous venons de faire est valable pour les
cxtensions galoisiennes finies. Dans le cas des
extensions galoisiennes infinjes, on peut prolonger le

foncteur cohomologigue précédent en posant:
i . i/G H
H (G,A) = lim H Qﬁ-,A Y,

H parcourant ILtensemble des sous-groupes invariants
ouverts de G -muni de sa structure topologique, compacte,
totalement discontinue, limite projective des groupes de
Galois G{K'/k) ol K' parcourt l'ensemble des
sous-extensions galoisiennes finies de K. Ceci nta de
sens que si l'on suppose en outre que le G-module A est
topologique, ce qui signifie que {s € G tels que

s.a = a, ¥ a &€ A} est un sous-groupe ouvert de G.
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CHAPITRE V

RESULTATS PARTICULIERS AU CAS DES GROUPES FINIS

({6, p. 146)

1 - Homologie

Lfhomologie s'obtient en dualisant la construction
du Chapitre I. Plus précisément, le dual du foncteur I

défini dans le n? 2 de loc. citado est le foncteur

A
A -+ A =
G IGA
ou I.A=1{s.a -a, s¢€ G, a€ A}. A s'interprdte donc

G G

comme le plus grand module quotient de A sur lequel
G opére trivialement. Le foncteur A =+ AG est exact a

dreoite.

DEFINITION 1.1: Les groupes d'homologie de G & wvaleurs

dans A notés Hi(G,A), i = 0, sont les

foncteurs dérivés du foncteur A -+ AG'

On les explicite comme suit: on considére une
résolution projective de Z {de type (1) - n? 2, Chap.I)
& laguelle on applique le foncteur —®GA (c'est-éidire,

. ® A .
en fait, 2] )
On €tablit facilement les propriétds duales de

£ e B s e i . ' . .
TR om0 Ll IO e e
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celles du foncteur cohomologie; en particulier

a) Hi(G,—) s'annule sur les objets projectifs de

Mod G, 1 = 1.
b) Hi(G,—) stannule sur les cobjets co~induits de
Mod G. On appelle évidemment "objet co-induit" un
objet de la forme Z[G] ®,X ol X est un groupe abédlien.
Quand G est fini, les notions d'objet induits et

co=induits coincident.

¢) Pour toute suite exacte O + A' 4 A+ A" 3 0 dans

Mod G, on peut dérouler la suite exacte:

RN Hi(G,A') - Hi(G,A) -+ Hi(G,A“) —~—a—~a—Hi_l(G,A') 4+ e

2 - Groupes de cohomologie modifids

Dans toute la suite, nous supposerons que G est
un groupe fini. La dualité Homologie~cchomologie nous
permet dans ce numéro d'étendre le foncteur cohomologique
Hi(G,-) en un foncteur cohomologigque défini pour toute
dimension positive ou négative.

Nous procédons ainsi. A toute suite exacte
O A" 9 A4 A" 4 O dans EEQ(G), nous pouvons associer

les deum suites exactes:

() ... Hl(G,A“) -+ HO(G,A') + HD(G,A) + H_(G,A") » ©
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(2) 0+ H°(G,A') 5 H(G,a) » H°(G,A") 4 ml(c,ar) ..E

Definissons l'homomorphisme N: A 4 A par

Na = gG s-a, cette dernieéere expression avant un sens
s
puisque G est fini. Comme I, est engendré par les

expressions (S-l), s £ G, IGA_C Ker N. Les suites

exactes (l) et (2) ménent alors au diagramme ci-dessous

-

ou NA

» Teprésente 1'application de HO(G,A) dans

H°(G,A) induite par N:

A"
Ker N

Hl(G,A") - HO(G,A‘) - HO(G,A) + H_(G,a") 5 0

J Ni" Ni Ni"
(%) 0 s H(G,A") + H%(G,A) + HP(G,a") » HI(G,A')
Coker Nil
0

En vertu d'une technique classique (Eilenberg-
Cartan [1] Chap. IV), un tel diagramme conduit & une
AN At
application de Ker N dans Coker N (on prend un

L]
élément dans Ker Nﬁ ; son image dans HO(G,A") que l'on
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reléve dans HO(G,A); on descend l1'éldment ainsi obtenu
dans HD(G,A) par Ni; on obtient un élément de H°(G,A)
dont on vérifie qu'il se remonte en un élément de H? (G, A

o Ker N A
Posons: HO(G,A) = —TEK*-= Ker N,

(on vérifie facilement cette dernidre égalité) et

dualement
G

A°(G,4) = £ = Coker N
Enfin, posons:
i 1(e,a) = A (¢,4)
il(e,a) = B (6,4), 1= 1

A3 (¢,A) = @ G,a), i= 2,

i1l

THEOREME 2.1: Les groupes H (G,-), i € Z, constituent

un foncteur cohomologigue.

Compte tenu des résultats de Eilenberg-~Cartan, le
diagramme (*) nous donne, en effet, la suite exacte:
A A A
S Hl(G,A") - HO(G,A') -+ HO(G,A) + HO(G,A")
+ 0°(c,ar) » A°(G,a) » B°(G,a")
s H'(G,at) » ...

gqui n'est pas autre chose que:

vee 2 B 3(g,a") 5 G71(G,41) o B71(G,4) » B (q,A")
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+ H%(G,a1) 4 A% &) o H(G,A") » AY(e,a") » ...

Remarquons, enfin, que le foncteur K- est

effagable et coeffagable pour tout i. En particulier,
1l s'annule sur les objets induits, donc aussi sur les
objets co~-induits puisque G est fini ef, par consdquent,
sur les projectifs.

Les applications Inf., Res., Cor. définies déns le
Chapitre IITI s'dtendent au foncteur cohomologique
ﬁi(G,-) et jouissent des mémes propridtés (cf. Proposi-

tion ¥.3, Corollaire 1.4, Théoréme 2.1 - Chap. III).

3 - Homomorphisme transfert

Considérons de nouveau la suite exacte
0=+ I, Z[G] + 24 0

Elle fournit les isomorphismes:

I

[=]

A ~ =] A
(3) A7%(e,2) =8 6,1y) = f_(6,1,) -5
G

LEMME 3.1: Soit Gc le groupe des commutateurs de G.

Nous avens un isomorphisme

I

o]

|

() ==
¢ I

G Mo
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[+]

donnd par: s+G° 2 (s-1) + 72

G
La démonstration de ce lemme est sans difficulté.

Conjuguant les rdsultats (3) et (4), nous voyons

que 1thomomorphisme

Cor: H2(H,z) » H7%(G,Z)

correspond & 1'homomorphisme 'EE 4—9— induit par
‘ H G
ltinclusion de H dans G. De méme, l'application

Res: 0 %(G,z) + A 2(H,2)

correspond & 1thomomorphisme "Verlagerung"

Ver: & — H
C

G u®

défini dans [10]. Ce dernier homomorphisme s'interprite

comme le dual de 1'homomorphisme

Res: HU(G,"/z) = u'(e,0/2)
Il fl

Hom{G,Q/Z) Hom(H,Q/Z)
Il

I

& |

| I
N SN
) )

G H

“ Rappelons (n? 3 - Chap. III) que & est le dual de G.
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4 ~ Théoréme (dit "des Jumeaux"),

DEFINITION 4.1: Soit G un groupe fini; soit A wun
G-module. On dit que A est cohomolo-

giquement trivial si pour tout sous-groupe H de G et,

pour tout i € Z, H(H,A) = oO.

+

EXEMPLE: le G-module X du n? 4 - Chap. IT est cohomo—

logiquement trivial.

THEOREME 4.1 (dit "des Jumeaux") ([6], [4]): Soient @

un groupe fini, A un G-module. Il v a

s
equivalence entre:

(i) Pour tout nombre premier D, ﬁi(Gp,A) =0 our

deux valeurs consdcutives de i, on GP désigne

un p-groupe de Sylov de @ (quelconque, car ils sont

tous conjugués entre eux).

(ii} A est cohomologiquement trivial.

(iii) Il existe une résolution projective du Z[G]-module

A du type suivant:

O P .+ P o a4 a0 .
1 0

Si 1'on appelle dimension projective de A 1a
borne inférieure des "longueurs des chafnes de résolutions

projectives de A", (iii) s'exprime encore en disant que
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la dimension projective de A est < 1.
11 suffit seulement de montrer gue (i) = ({iii}. Pour
cela, considdrons A comme quotient dtun Z[G]—module

libre Po et formons la suite exacte
(5) 0 + P, 4+ P> A 9 O

I1 nous faut donc montrer que, sous 1'hypothése (i), P
L)
est un G-module projectif. Mais la suite exacte de

1

cohomologie appligquée & (5) montre que si (i) est

satisfaite, alors ﬁl+l(GP,Pl) = ﬁl+2(GP,Pl) = 0. Nous

sommes donc ramends & montrer la proposition suivante:

PROPOSITION h4.2: Soient G wun groupe fini, Gp un

p-groupe de Sylow de G, Pl un_

G-module. Supposons gues: a) pour tout nombre premier D,

ﬁi+l

. Y Al
pour un entier i, H (Gp’Pl) = (GP’Pl) %Wp-

b) P, est Z-libre. ,

Alors, P, est un Z{ G] -module projectif, donc

aussi co-induit et induit.

Ecrivons P, comme quotient dfun Z{G]-module

libre L

(6) 0 + N » L » P, 4+ O.

Comme Pl est Z=libre, le foncteur HomZ(Pl,-) trans-

s P . s e m o AT T ton g e e ey
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forme (6} en la suite exacte:

(7) 0 = Hom

Z(Pl,N) + HomZ(Pl,L) -+ HomZ(Pl,Pl) -+ 0.

Supposons, pour le moment, demontré que sous les condi-
tions de la proposition, le G-module HomZ(Pl,N) est
cohomologigquement trivial, alors Hl(G, HomZ(Pl,N)) = 0.
La suite exacte de cohomologie dérivée de (7) montre
alors que HomG(Pl,L) -+ HomG(Pl,Pl) est surjective. Il
existe donc un G-homomorphisme de A dans L (qui é1éve
le G-morphisme idPl) et qui fait de A4 un facteur
direct de L, donc Z[G]-projectif. Tout revient donc A&

montrer que HomZ(Pl,N) est cohomologiquement trivial.

Pour cela, nous aurons besoin dun lemme suivant:

LEMME 4.3: Soit G un p=-groupe; soit A un G-module

sans torsion. Il y a dquivalence entre

(i)' H'(G,A) = 0 pour deux dimensions consdcutives.

(ii)' A est cohomologiquement trivial.

(iddi) %E_FPEG]—module g% est libre oin FP désigne

le corps premier associd au nombre premier p.

En effet, puisque A est sans p-torsion, nous
avons la suite exacte: 0 -+ A_P.a 4 A/pA 4 O. En la
dérivant, la condition (i)' implique H (G,A/pA) = 0. Par

un procédé de décalage (h? 3, Chap. II), on peut se
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ramener au cas i = -2 qui donne H, (G,4/pA) = 0 et l'on
voit facilement que cette dernidre dgalité suffit pour
assurer éue A/pA est FpLG]-libre. La multiplication
par p est donc bijective dans tous les ﬁi(G,A) ce qui
entraine (ii)!'.

Revenons a la démonstration du fait que HomZ(Pl,N)
est cohomologiquement trivial. Pl est sans p-torsion,

P

lt'application du lemme précdédent montre alors que p%
1

est un FP[G]-module libre. N est aussi sans p-torsion;

la suite exacte

0 <+ N P N 4 — 4 0

_donne

N ; Pl N
D! ot 15 i —) =z —_—, = ).

ou l'isomorphisme Hom Pl’ pN) Homz( ppl, oN )
P

PP

(

Or

est un FpEG]-module libre, donc induit;
1

iN)

donc HomZ(pPl’ﬁﬁ- est cohomeclogiquement trivial et

FpEG]—libre. Le Lemme 4.3 permet alors dtaffirmer que
HomZ(Pl,N) eét'cohomologiquement trivial, ce gui termine

la démonstration du Théoréme 4.1, -
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