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PREFACIO

fiste livro reflete a experiéncia que adgquirimos na
sntiffcia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro, mnos
rés Wltimos anos, sdbre o ensino da dlgebra linear para
5 alunos dos ciclos bdsicos dos centros técnicowcientifi

28 em nessas universidades.

A matdria aqui tratada € assunto do segundo curso
s dlgebra linear com a duragdc de um semesire, reunindo-
se trés horas por semana, para aulas tedricas e uma hora
xtra para exercicios.

Queremos deixar bem claro que nio se trata de um
ratado de dlgebra linear, ou de um cursc completo desti=-
ado a bacharéis em matemdtica. £le retrata fielmente, es
eramos, o que a experidncia mostrou ser possivel ensinar

alunos destinados &s cidncias bdsicas (matemdtica, fisi
a & quimica) ou 4s engenharias, A fim de tornar o livro
gis completo e unificado foram incluidos alguns tdpicos
m geral n2o cobertos no curso. 0 livro é auto-suficiente,
om a excegido de alguns resultados bdsicos da teoria dos
eterminantes e familiaridade com matrizes.

Os pré-requisitos para o livro sfo cobertos ne pri
eiro curso de dlgebra linear, que tem tambdm a duragaoch
m semestre: 0s espagos Rn, o cdleulo matricial, a teoria

1 B
08 gsistemas lineares.

Praticamente todos os colegas do Departamento de
atemdtica da PUC participaram da confecgao déste livro,
om sugestoes, iddias e encorajamento., Dese jo ressaltar,
articularmente, a colaboragao daqueles Jjunto com os quais

eclonel, durante vdrios semestres, 8ste curso: Israel
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Vaisenchaer, Jair Koiller, Jofo Céandido Portinari, José
Carlos de Souza Kiihl. Muitos dos exerefcios incluidos nc
capitulo final foram propostos por éles em exames ou tes-

tes, cabendo aqui agradecer a permissio para usa-los,

Agradego ao Prof. Elon Lages Lima o convite para
publicar 8ste livro Pelo Instituto de Matemdtica Pura e

Apliéada.

Uma primeira verslo do livro foi usada na PUC, con
sucesso,. Queremos externar nossa gratidio a Tania Regina
Vieira d'4dvila gue conseguiu, em pouco tempo, decifrar o
manuscrito origihal e datilografd-lo rdpida e competente-
mente. Wilson Gdes, com sua costumeira eficiéneia, dati-
lografou a versao definitiva, pelo que deixo aqui meus a-

gradecimentos,

Rio de Janeiro, Julho de 1971

Joflo Pitombeira de Carvalho

Departamento de Matemdtica
Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro
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APRESENTAGAO

Embora é&ste seja um livro sem nehuma novidade revo
luciondria, achamos conveniente apresentar algumas pala-
vras de explicaclo e justificagdo.

Em primeiro lugar, trata-se de um livro elementar.
Atualmente os cursos de Llgebra Linear comegam a ser da-
dos em guase todos ovs cursos bdsicos de nossas universida
des aos alunos destinados ds engenharias e cidncias. Como,
em muitos casos, esta matdria € ensinada aos alunoes logo
no primeiro ano do curso, é necessdrio evitar a tentagao.
de querer ensinar-lhes, em pouco tempo, agquilo gque ainda
nio estio em condigdes de assimilar. Por isso, nada de teg
ria dos polindmios ou formas canfnicas, que devem vir, pa
ra os alunos de fato interessados em Matemdtica, num esté
gio posterior, E necessdrio manter, durante todo éste cur
se introdutdrio, urga base geomdtrica e intuitiva. Achamos
mesmo que, neste estdgio, é ds vézes bem mails eficiente
descrever geométricamente um teorema e fazer alguns exem-
plos do que se preoéupar com a compreensao perfeita de sua
demonstragao formal. Um casoc tipico é o processo de Gram-
Schmidt, fdcil de vizualizagao e de aplicagao mas para o
gqual os alunos, em geral, ndo percebem a necessidade de
uma demonstragio correta.

Tratamos, exclusivamente, de espag¢os vetoriais de
dimensSo finita. Por isso, base, para nds, ¢ base finita.

" A idéia de apresentar a noglo de dependéncia e independén
cia limear em térmos de equag%es vetoriais com solug%es
egcalares tem funcionado muito bem na prdtica (agradecemos

essa sugestio a Henrique Browne).
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Concordantos plenamente com a idéia de S. Lang, ex~
pressa em seu livro "Linear Algebra", de que, em um pri-
meiro curso,os corpos considerados devem ser corpos numé -
ricos, i.e., sﬁb-corpos dos mimeros complexos. Assim, nes
te livro, corpo gliier sempre dizer corpe numérico.

Achamos o segunde capitulo importantissime. Em pri
meiro lugar, ataca um tdpico dificil, a noglio de fungdo
ou transformagao e que ndio deve ser abordada dentro de um
espirito de rigor ldgico e formal: as definigaes bdsicas
devem ser apresentadas simplesmente, limitadas ao minimo
indispensdvel e seguidas de inumeros exemplos. Convém fri
zar que a maioria dos alunos s¢6 encontrou atd aqui fun-
¢des reais de uma varidvel real.

A segunda parte déste capitulo serve de preparagao
e motivagao para.tudo o que vem depois. Algumas vézes,

‘quando o curso fol dado sem esta parte, notou-se gue o0s
alunos dificilmente se habituaram ao conceito de transfor
magao linear e eram incapazes de apresentar exemplos con—f
cretos, geométricos, como cisalhamentos, dilatagaes, etc.
Uma experidncia também feita com sucesso foi dar em primei
ro lugar o capitulo 2, e somente em seguida estudar ¢ ca-
pitule 1.

Do posse dos conceitos do segundo capitulo, é fdcil
motivar o estudo das transformagaes lineares; em alguns
casos, as demonsiragdes apresentadas no capitulo 3 saolsm
ples repetigdbes do que foi feito no capitulo 2. Demos grai
de énfase ao teorema do nicleoc e da imagem, que pode ser
aplicado com sucesso para um estudo completo e geomdtricoe
dos sistemas lineares. 0 método aqui empregado, usando as
colunas da matriz do sistema foi preferido por seu conteg
do extremamente geométrico. Da mesma maneira, quando tra-

tamos das transformagdes lineares inversiveis, embora de-
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mos demonstragdes (desenvolvidas ou propostas como exerci
cios) usando o teorema do miclec e da imagem, voltamos a
apresentar os mesmos teoremas com demonstragaes geométrin
cas.

Ao tratar os produtos internos, o objetivo foi cheg
gar o mais rdpido possivel‘ao teorema de representagao dos
funcionais lineares, para o qual sdo também dadas duas dg
monstragdes, uma delas de cardter bem geométrico. Sempre
que possivel, consideramos os espagos vetoriais sdbre um
corpo numérico K, que pode ser o corpo real ou complexo.
Nesta parte e na seguinte, que trata da definigao de adjun
ta de uma transformagao linear, ¢ essencial apresentar e-
xemplos concretos, fazer contas, Alids, um outro princi-
pio bdsico por trds de todo o livro é que a compreensio
de um teorema sd pode ser testada por sua aplicagao a
exemplos. Isso tem a vantagem extra de exigir um bom domi
nioc da teoria dos sistemas lineares, visto que quase to-
dos os cdlculos de dlgebra linear recaem na solugdo de um
tal sistema. '

Podemos agora passar para a parte seguinte do %i-
vro, que ¢ um coroamento de tudo o que foi feito antes.
Geralmente, em nesso curso, nNos limitamos a cobrir os
§5.1 e 5.2, culminando cbm o teorema espectral para trang
formagaes auto-adjuntas. Em alguns casos, dependendo do
nivel da turma e da disponibilidade de tempo, foi possivel
abordar as transformagbes unitdrias e normais ou as for-
mas quadrdticas. Achamos que éstes tdplcos apresentam a
transigldo entre o presente curso e um curso mais avangado:
talvez somente apdés um estudo das formas candnicas verd o
alune o interésse em caracterizar as transformagdes diago

nalizdveis em base ortonormal.
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Estas notas foram naturalmente, muito influencia-

das pelos livros onde primeiro estudamos o assunto:
Birkhoff and MacLane, "A Survey of Mecdern Alge‘fa"; E.L.
Lima, "Cdlculo Tensorial"; Gelfand; "Linear Aléebra"; '
P.R. Halmos, "Finite Dimensional Vector Spaces". O curso
de dlgebra linear da PUC do Rio de Janeiro no qual &ste
livro se baseou foi originalménte estruturado segundo o
~livro "Linear Algebra" de S. Lang o gqual também, por isso,
nos influenciou, ditando a ordem geral da apreséntagio dos
assuntos.

Apresentamos, agora, © curriculo que temos em gew
ral seguido em nosso c¢urso de aproximadamente 45 horas dg\
aulas tedricas e umas 12 horas de exercfcios: Capitulo 1:
§§ 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5; Capitulo 2: §§ 2.1 e 2.2
Capftulo 3: §§ 3.1, 3.2 e 3.3; Capitulo 4: §§ L.1i, 4.2 e
4.3; capftulo 5: §§ 5.1 e 5.2. )

Algumas vézes, no livre, um conceito névo ¢ primei
ro definido em casos particulares, e sdmente posteriormen
te definido em t8da sua generalidade. Por vézes, apresen-
tamos uma definigﬁo em exercicios ou exemplos, antes de
dd~1la formalmente o texto, ou repetimos uma definigéo, a

fim de tornd-la mais familiar.

. ° - . -
Gostarfamos que criticas, sugestoes e comunicagoes
de erros ou enganocs nos fdssem enviados por todos os gue

usarem éste livro.
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Ao estudante

Os exerciciocs e exemplos intercalados no textoe do

livro fazem parte integrante do curso. Caso vocé tente es

tudar somente a teoria verd que em pouco tempo o assunto

se tornard mais e mais diffcil, até ser impossivel assimi

ld-1lo.
Se, de
te dos
e faga

teoria

Resolva os exercicios 4 medida que fér estudando,
repente, vocé nio & capaz de resolver a maior par-
exercicios propostos, aconselhamos gque volte atrds
uma revisio cuidadosaAdos exercicios passados, da

e dos exemplos. Um esforgo considerdvel foi feito

Para colocar os exercicios e exemples no local apreopriado,

de maneira a que se integrem naturalmente no texto.

No fim do livro, encontra-se um capitulo de exerci

cios e problemas propostos em testes e exames, muitos déles

do tipo miltipla escolha.
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CAPITULO 1

'ESPAGOS VETORIAIS

1.1 - Corpos Numéricos

No cdlcule, estudamos fungdes reais de uma varid-
vel real ou seja, fungdes cujo dominio é o conjunto dos
numeros reais (ou um subconjunte do mesmo) e cuje contra-
dominio € também o conjunto dos reais. No entanto, antes
de passarmos a estudar as propriedades im%ortantes das
fungdes (continuidade, derivabilidade, etc.) e a trabalhar
com egtas ¢ necessdrio ver algumas das propriedades dos
ndimeros reais. Mas nfo devemos perder de vista o fato de
que o interessante slo as fungdes. Uma situagdo andldga
se nos depara em dlgebra linear: os objetos realmente im=
portantes sfo as transformaéaes linegres, um tipo particu
lar de fungbes cujos dominios e contradomfnios sdo conjun
tos dotados de uma estrutura extremamente importante: os
espagos vetoriaia. Vamos, portanto, inicialmente, estudar
as propriedades bdsicas dos espagos vetoriais. Antes de dg
finir um espago vetorial & necessdrio dizer o que ¢ um

corpo numérico: é um subconjunto K dos mimeros comple-
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xos fechado em relagdo is operégaés elementares; isto &,
se efetuarmos somas, subtragdes, produtos e divisBes (com
divisor diferente de zero) com elementos de um corpo K
obteremos sempre um elemento de K. Isto pode ser tornado

mais preciso como segue:

DEFINIGAO 1.1.1 - Um corpo K ¢ um subconjunto dos nime-
ros complexos tal que:

1) ¥x,y € X, entdo x+y € K e x.y € K;

2) os mimeros O e 1 sho elementos de K;

3) ¥x € X, entfo =-x € K}

4) ¥ x € K, com x £ 0, ento 1/x € K.——

Obviamente, como os elementos de K sdo nidmeros comple-

xo0s, 6lesg gozam das seguintes propriedades:

5) a associatividade: ¥x,y,z € K, entdo x + (y+z) =

(x+y) + z, =x(yz) = (xy)=.

6) e comutatividade: ¥ x,y,z € K, temos que X+y = Y+X

=] Xy = ¥Xx

7) a distributividade: ¥x,y,z € K, vem que (x+y)z = xz
+ vz
EXERCICIOS

1.1.2: Um subconjunto finito dos nimeros complekos pode
formar um corpo?

1,1.3: Decida, em cada um dos casos abaixo, se o subcon-
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junto dado dos complexos forma ou nao um corpol
a) o conjunto R dos ndmeros reais
b) o conjunto Q dos mimeros racionais
¢) o conjunto C dos nﬁmeros complexos
d) o subconjunto dos mimeros complexos formado pelos
"imagindrios puros" -

e) o conjunto Z dos mimeros inteiros.

1.1.4: Mostre que, em um corpo X, vale a "leli do cance-
lamento®: se x,y¥v,z € K e ¥ # 0 ‘entdo Xy = z¥

acarreta que X = Z.

l.1.5: Demonstre gque o conjunto dos mimeros da forma

e a + W2, com a e b racionais é um corpo.

1.1.5: Verifique se o conjunto N(JE) = {nI+n2 lenlgﬁf
‘ € Z} é um corpo. Que axiomas sio violados?

1.2 - Espagos Vetoriails

DEFINIGAO 1.2.1 - Um conjunto ndo vazio V & um espago
vetorial sébre um corpo K set
1) Existe em V uma operagfo que a todo par de elementos
u,v € V aggocia um tefceiro elemento de V chamado a

tgoma" de u com Vv e denotado por u+v.

2) Existe uma operagao gque a todo x € K e a todoe v gV

asgsocia um elem=nto de V chamado o "“produto" de v
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. £
por X o denotado por x.v e eostas operag%es satisfazem

03 axiomas:
Vi) ¥ u,v € Vv entlo u+v = viu (comutétiﬁi&éde dé“adi

' .
o

" gAo de vetores) . _
v2) Yu,v,w € ¥, entho (u+v) + w = u +“(v+w)q{(aésééia;
tividade da adigfio de .vetores) I 3
V3) Vx,y € K, ¥v € V, entlo x(yv) = (xjjfiibh'
V4) ¥x,y € K, ¥v € V, temos que - (x+y)v,=‘iv-+:ij"
V5) ¥u,v € V,¥x €'K, x(u+v) = ¥u + xv
v6) Exisfe em 'V um elemento chamado "vetof*zefo".deu'
. notado por 0 e tal que v €V, O+v.= f+0 = v .
VI) ¥V EV, Levav

V8) ¥v € V, existe u € V tal que U+v = VU = 0. -

’:':'Eh

Observaclo sbbre os axiomas: Os axiomas Vl),'v2),'V§)ﬁeﬁﬁ

V8) dizem respeito sdmente.d
:H‘ operagio de adigdo de vetores. Dos outros axiomas,7V4) e;i
'V5) relacionam a adigBo de vetores com a operagio de préf

duto por um nidmero, enquanto V3) e,V7?) referem-se a esta

dltima operagdo. . ‘ o

b
4
5

Os elementos de V s8o chamados de vetores o os

elementos do corpo K de escalares.
EXEMPLO .

2 P
1,2,2: Seja R” = {(xl,xz) tege X 1%, € R}; isto €,

4



¢ conjunto de pares ordenados de numerbs reals. Def1nire—'"

.mos a adlgao de’ dois\elemento% ,Q-ngx}f¥?) 9; biﬂk

de R? como segue, A - fT;Jwi "Tl ffm‘
u+v = (xl,x2)7+ (yl,yz).= (fi%yif ;24y2) f;lﬂ’ 

Se r & um nimero realle‘tgfsa(xl,xz). entio de--
finimos BRI R ' )
ru = r(xl,x2) = (rxlirx )i o "ﬂf:

+ Com estas operagoes, R2 e um espago vetorial so-f:”

-

" bre R, como mostraremos, em parte,-abaixo; 0 restanteddau

i

';demonstragao ¢ deixado como exercfcio.rd; iﬁ_--, S

-‘ b ,‘._,.:.A s T

- . - : P N I

1) Existéncia do vetor zero: o paf 0= (O 0) .e tal que‘, 

se  u = (x;,%5) entaoc u+0 = (xl.xz) + (o, 0 -=

/

(x,+0, x2+0) = (0+x1, 0+x2) —«(0 0) + (xl,xz) = O+u =

AR
= U, ‘_'\ |' R
e

2:2) Se u = (xl,xg), entao_'l-u = l(xl,xz)

- EXERCICIOS g ) ' o

?ﬂ1;2.3= se-u=(1,2) e v = (3,-1)35550 olementos de .R>,
#N- . qual o vetor u+v? u—3v?. 2un7v? Desenhe, em papei'
zduadriculado; 8sses vetores. "Cﬁszif?? y

"1.2.4: Que valores devemos atrlbulr aos numeroa"a e b

-

para que (3,4) = a(1,2) «+ b(3,-1

1,2,5: Desenhe, em uma fdolha de papel quadficulado, os‘vg:,

- S . +
= R [
H L.
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" tores da forma (2,4) + t(3,-l), onde t € R.

{

B

W

peragdes? Que axiomas sao violados?

'1.2.6: Se definirmos em V = {(xl,xz) ‘t.g%‘ #1,x2\€ R]
as seguintes opéragaesz (xl,xz) + (yl,yz) =

= (0,0) e r(xl‘xz) = (0,0), verifique se V- & um espa=-
go vetorial sdbre R. Que axiomas sfio violados? quais sio

4

satisfeitos?
[ ]

1.2.7: Considere V = {(xl.xz) t.q. X;,x, € R} e ’se
u = (xl,xz), v a (yl,yz) 530 elementos de V,
ponha. u+v = (X,+y;, X,+¥,), Tou = (rxl,O),O = {0,0) e

-u = {-x,,-x,). Serd V um espago vetorial com estas o-

1.2.8: Um espago vetorial sobre um corpo K pode ter um/

i
i
i

nimero finito de elementos?

1.2.9: Interprete geométricamente o Exemplo‘i.2.2. 

1-20.-:1.03 Seja Rn = [(xl,xz,---,xn)‘xiER, 'j.=l,2,;‘ol.n} e se .
u = (xlsxz:---nxn): v o= (Yi:y‘a;-.-'l.yzn)’ ‘T € R,
defina u+v = (xl,xz,...,xn)-+ (yl,yz,..:}?ﬁ) =

= (xl+yl, x2+y2,...,xn+yn), ru = ?(xl,xé,...,xn) =

Y om (rxl,rxz,...,rxn). Prove que com estas operagdes R". 4
. N ,

s
L

um espago vetorial sobre R.

EXEMPLO

3
1.2,11: Considere o conjunto § das listas infinitas’ de

nimeros reais S = {(xl'xz?xg'""xn'ﬁ'”xiER'%’lﬂﬂ":

]
v
1 .
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. Podemos somar duas listas somando as "coordenadas" de meg'

‘ma ordem e multiplicar uma.lista por. um ndmero real multi
. - E

plicande cada "“coordenada" pelo mimero real., E fdcil ve-.

L4

rificar que, com egtas operagaes,i.S',e'um‘espago vetorial

~ r 3
s0bre 08 numeros reais.

EXERCICIOS .
. N V ':‘\. . . ) ,.’ )
©1,2,12t Seja S' o subconjunto de  § = (ver Exemplo 1.2.11) ..

dadc pelas listas cujas coordenadas sfo tddas nu-

!

las a partir de um certo'ihdice;‘poriexémplo}l
(1,2,0,3,0,0,40:30,004), (1,3.0.0;;n;.p,...) € S'. Mostre
que a soma de dois elementcs de S:ité:um elemento de sf’
¢ que o produto de um elemento'dQJLS;RLbbf‘um'nﬁmefo real

¢ um elemento de S1, R LA ﬂ;'f

EXEMPLO

1.2.13: Tomemos V = {fiR'= R} o;édhduhto das fungtes da
reta na reta. Dados dois éiémentds}de"v, ou se~-
'ja, duas fungbes f e gy definiremoa:suq soma f+g CoO=

mo o seguinte elemento de Vi.

f+g:tR + R e p “' v e

x - £(x) 4 8(x), ..
e o produto de um elemento f de-.V ~-por um mimero real. -~
. M _‘.'..1' T . . i

r ‘como sendo a funglo rf dada por - .y, o
+ v

. rfitR + R

X - rf(x) .
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Em primeiro lugar, se f,g € V, fag = g+f, pois
se x € R, (f+g)(x) = (g+f)(x) e assim fig = g+f.
Testar a associatividade € igualmeﬁte fdcil, Seja, por
outre lado, a funcglo fytR + R tal que fo(x) = 0, ¥xeR..
Entdo, se f € V, vémos imediatamente que .f+f0-= Totf =
= f. Alémldissd, se f:R 4 R considere h:qu R tal que

h(x) = -£(x), ¥x ¢ R e resulta que f+h = h¢f = f

o
A fungdo fy considerada acima e cujo valor & sem

pre nglo serd denotada por - 0, A fungao h serd chamada

de (-f). Deixamos como exercicio verificar ds outros axig

mas.

EXERCICIOS

l.2.14: Verifique completamente os axiomas para o Exemplo
{

1.2.13.
1.2.15: Se fiR 4+ R €& dado por x—=2x e gitR + R 6 de-

finida por xh-ex, qual & a fungao f+g? Qual a

fungio 2f-3g7

5
4

1.2.16t Se p,q:R + R sfo definidas por xw3x° + 5x-3,
x~=Ux+7 respectivamente, gual a fungao P+q?

N

1.2.17s Seja f:R 4 R dada por
X1 X racional
x==0 X drracional

e gtR + R dada por
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DX e 1 x difrecional 7.
x> 0 x racdional.,’

Qual a funglio f+g? f=g? gef? ~: ] Lo ‘

1.2,18: Interprete, usando os grdficos das fungdes, as

L

definig¢des do Exemplo 1.2.13.

rd

1.2.19: Dade um corpo K, mostre que b‘conjunto: K e um
espago vetorial sdbre X com as .operagdes de so-

IR IR

ma e produto de mimeros complexos.
o .

}.2,20: Seja K um corpo. Considere K2 él{(leEE)ml,kzeK};

defina as seguintes operagdest

1) se u = (ki 1ky)y v = (kd,k1), utv = (kl+ki,k2+ké) ‘

2) se k€K, v= (kl,kp), kv o= (Kki,kkp)e

Mostre entlio que K- & um espago vetorial sdbre K.
Generalize &ste exercicio para K- 5‘[(k1'k2""’kn)|ki§K’

i=1,2,o|o,n}o - ' )"'g' AL
. ' ‘l

EXEMPLOS
"l.2,21: Chame de M{2x2) o conjunto das matrizes quadra-
das 2x2 com coeficientes'féais{:ﬁ'féci;'verificér

i o . 7 . )

,due com as operagaes de soma de matrizes e de.multiplica=-
. B ] PRV ,7;- N R ‘!.';“‘ ot - . .

'gio de uma matriz por um escalar; obtemos’

i oy R

um espago veto=-
§ ' : v i .

-t

rial sdbre os numerocs reais. R T

o , . T e T I
1.2.22: Considere P o conjunto dos:po1in3mios;reais

. . . - ' X l-- . i -".4 ) : . .

!

.
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ag + a;t o+ a2t2 et antn de grau <n. Se p(t) = ag +
+agt ook antn e q(t) = by + byt +eeus bntn, defina
a soma  p(t) + a(t) = (ag+by) + (aj+by)t +.oous (an+bn)tn
e se r € R ponha rp(t) = rag + Taj;t te.et rantn. De~
monstra-se entio, sem dificuldades, gque com estas opera-

-~ , + b ” .
goes, Pn ¢ um espago vetorial sobre os numeros reais.

EXERCICIOS

1.2.23: Demonstre, com detalhes, o Exemplo 1.2.22.

1.2.24: Mostre que o conjunto dos polindmios a coeficien-
tes reais e de grau jgual a n nio & um espacgo

vetorial com as operagaes do Exemplo 1.2.22.

1.2.25: Considere os sistemas lineares abaixo e ache suas

solugdes:

a) 3x-Ry = 0

b) 2x+5y = O
Ix=by =

c) 3x-7y = O
6x-14y = 0

d) 2x+by=3z = 0
3x=-2y+2z = O

1.2.26: Uma solugfio do sistema a) acima é um par de nidme=
ros reais. Mostre que se os pares (xl,yl) e (xz,yg
sdo solugbes do sistema, entdo (xl+%2, yl+y2) @ (rxl{ryl)

também s3o solugdes.
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1.2.27: Demonstre afirmagbes andlogas as do exercicio an=-
terior para as solugbes de b), c) e d).

EXEMPLOS

1.2.28: Dado um sistema linear homogéneot

allxl + a12§2 +asst alnxn = 0
azixl +oas ¥, +oeot a2nxn = 0
N a .x, + a =0

1 m2X2 + . ...+ am X

ml nn

L] - . s
suas solugtes sao n-listas (xl,xz,...,xn) de numeros
reais. A soma de duas solugdes serd uma solugdo ¢ o prody
to de uma soluglo por um numerc real serd também uma soluy

gao. Isso mostra que o conjunto das listas solug%es serd

um espago vetorial sObre R (faga os detalhes).

1.2.29: Sejam Vl e V2 espagos vetoriais sdbre um cor-
po K e considere o conjunte V = [(Vl'VZNvlevl
e Vv, € Vg]' Definamos em 7V as seguintes operagaes:
1 - 1 1 _
(fl,vz) + (vi,vz) = (vl vV, b vz) e k(vl,vz) =
= (kvl,kvz). Verifica-se entfo (faga-o) que, com estas
operagdes, V ¢ um espago vetorial sobre K, chamado so-

ma direta de V e V e denotade por V. & V

2 1 2*

Ve jamos, agora, algumas consegiiéncias fdceis dos

1

axiomas, O axioma V6) diz que hd um vetor neutro em rela-
-~ - : .
¢do A& operaglio de adigfio dos vetores; o lema abaixo mos-

-~
tra que éle € udnico:
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N . '

-]l2a

LEMA 1.2.30 - Se V & um espago vetorial aabre'um‘corpo
K e 0,0' ¢ V sadoc tais que, para todo

vEV, vi0 0+v = v+0' = O'4v = v, entlc O = Of,

RS

Demonstracao: Como, para todo v € V, v+0 = v, vem:qué;.

i .
fazendo v = 0, 0140 = 0!, por 'outro lado,
como Vv+0'! = v, para tode v € V, obtém-se, fazendo v=0
que 040! = 0. Vemos assim que 0! = 0140 = 040! = O,

L] .
Outro fato, de fdcil demonstraglo, & o seguinte:

"LEMA 1.2.31.-Se O0€ K e v¢€ V, onde V. & um espago

vetorial sdbre K, entfo 0.v = 0. (obser-'
ve que, nesta igualdade, o zero do lado esquerdo € o nu-
merc zero, e o zero do lado direito € o vetor zeroc de v,

., i
© elemento neutro em relagdo . adigdo de vetores).

Demonstragdo: Temos que 0.v = (0+0) v = 0.v + O.v pelo

axioma V4). Por V8}, o vetor: O,v tem um

negativo, que chamaremos de . u, Ehtio, adicionando  u a

‘ambos os lados de O, v =0.v + O,v obtemos*qué-'o.v + U =

= (0. ve0.¥) + u = 0.v + (O.v+u) e como 0.v+q¥g ¢ wem

que 0 = 0.v+0 = 0.v. : T

1

LEMA 1.2.32 - Seja V wum espago vetorial-ssbre'gm corpo

K e k€ K. Entfo, k.0 = 0,55, .~

[

' Demonstrag5o= Temos que k:0 = k.(0+0)“=“k.0;fik;0. Soman-

P

; AT



-:;ij;L'3”

.do a ambos os membros um negativo ‘v' de k.O,.vem'qﬁe,uﬁ'fff

v

W

0 = k0 + v = (kiO+ki0) + v ='ki0 + (K.0+v) = ,ki0+0 = K.0,

e assim fica concluida a‘demonstragao.ﬁ gisd o, ~u}u

L RS

E?MA 1.2.33 - Seja V um espago‘¥etorial.56bre um corpo.

K e dados u,u', vE€ V com u+v = ul+4v =
= 0, entdo u = u', i
S,

'‘Demonstragio: Se v+u = 0, segue-se que ’(v+u)+u' = O+ul

+

= ut, donde u! = (viupu! g‘v+(u+u') =
‘ ‘ - S

= vi(ut+u) = (ve+ut)+n = O+u' = u.

i

Passaremos a denotar 6 (dnico) negative de um ve- .

tor u por ~-u, Existe uma maneira fdcil .de achar o ne-'

gt e

'gétivo de um vetor qualquexr. K

LEMA 1.2.34 - Se v € V, entdo ~v = (-1)v.' .

7

H

- Demonstragio: Com éfeito,”se”mbétrafmbs“que”f(;1)v+v'='d,'

teremos concluido'dﬁﬁéﬁbnsiré@ﬁg{f&eﬁidb i -

;unicidade do negativo; mas-'(?i)v;— C;f)?}+&1}ﬁf£f

a ((-)sl)v e om0

"LEMA 1.2,35 ~ Se vE V e g
- . . N P

v = 0,

Demonstraciot Como a £ 0, ‘a admitéfumxiﬁvgrab;ta-l;*tg“

" mos entiot ‘afl(av) Qf(ﬁﬁ;a)thglyﬁn'v;o{

IR

- com.. a #£ 0, entdo
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EXERCICIO
1.2.36: Indique todos os axiomas dos espagos vetoriais

que foram usados nas demonstragses dos lemas.

1.3 - A nocdo de subespaco vetorial

DEFINIGAO 1.3.1 - Seja V um espago vetorial sdbre um
corpo K, e W & um subconjunto nho

vazio de V; dizemos que W € um subespago de V se:

1) 0w
2) quaisquer que sejam u, v € W, ento u + v E W

3) se a€K e vEW, entho av € W.

Vemos assim que um subespago vetorial de V € um
subconjunto de V fechado em relagdo & operagdo de adi-
gho de vetores e de multiplicacho de um vetor por um es-
calar, Observe que V & um subespago vetorial de si prd-
pric e gque o conjunto formado pelo vetor 0 & também um

subespago de V,

LEMA 1,3.2 - Um subconjunto nio vazio W de um espago ve
torial V € um subespago vetorial de .V se

e somente se, Vvi,vz E W o ‘¢kl,k2 € K, entio kv +

+ k2v2 E W.
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- -
Demonstracaoc: Com efeito, se W é wm subespago entho co-

mo  Vi3,V, € W, segue-gse que klvl, k2v2 € W;

mas entdo kv, + k,v, € W. Por cutro lado, se %Lkl,kz €

€ K, %‘vl,vz € W, temos que k,v, + k,V, € W; vemos lo=

go que O & W, pois 0 = O.v, + 0.v, (W & nao vazio) e
fazéndo Ik; = k, = 1, segue-se que V; + ¥, € W; além

dissco, fazendo k2 = 0, vem gue klvl £ W.

EXEMPLOS

. 2
1.3.3: Sejam V = R5,W= [(x ,x,) € RZ

tais que ou (xl,x2)=

= (0,0) ou x,/x; = &, x; 4 0, a constante}. Geg
métricamente, W & o conjunto dos pontos sobre uma mesma
rgta L passando pela origem e definida por seu coefici-
ente angular a. I fdcil ver que W ¢ um subespago veto-

rial de Rz.

1.3.4: Tome V como sendo © espago vetorial das fungdes
reais de uma varidvel real e considere W =

’

= {f1R 4+ R, f confinua]. Afirmamos que W € um subespa
¢o vetorial de V. De fato, a fungdo 0 (ou seja, a fun-
gdo foiR + R, tal que folx) = 0,¥x € R) é dbviamente
continua, logo um elemento de W. Por outro lado, & soma
de duas fungbes continuas é uma fungao.continua, e o pro-

duto de uma fungho continua por um mimero real é uma fun-

[
¢do continua, o gue conclui a demonstragao.
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EXERCICIOS

1.3.5: Verifigque, em detalhe, o Exemplo 1,3.3,

1.3.6: Determine todos os éubespagos do RZ.

“:51.3.7: Ache todos os subespagos do RB.

EXEMPLOS

1.3.8: Considere o espago vetorial R e se jam v, =

= (1,3,0) e vy, = (-1,1,1) elementos do R, ©
conjunto [vlng ={ve R> tais que v = avl+bv2, a,beR)}

¢ um subespago vetorial de RB. Com efeito, se WV, €

€ [vl,vzj eptao Wi = agv) o+ bV, e w, = asvy + byv, e
a551m_ Wy ot W, = (al+az)vl + (b1+b2)v2 e aw, = aa v, +
+ ab v, sao elementos de [vl,v2]. Note que o vetor O

pertence a [vl,v2] pois 0 = Ov; + Ov,,

L.3.9: 53¢ V & um espago vetorial sdbre um éorpo K, e
Vi:Va so. vetores de V, considere o comnjunto

[vl,v2] = {w £ V tais que w = k,v, + k2v2, kl,k2 € K}.

E fdcil ver que [vl,v2] € um subespago vetorial de V.

Este subespago é chamado de subespag¢o gerado por v

1 &2
V2-
EXERCICIO

1.3.10: Seja V um espago vetorial sdbre um corpo K, e

Vi1Vosees, v, vetores de V. Defina por analogia

com 1.3.8 o subespago [vl,vz,...,vn] gerado por
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vl,vz,...,v e prove qgue 8le € de fato um subespago. Os

n

elementos de [vl,vz,...,vn] sdc chamados combinacgdes 1i-

neares dos vetores V., ,V_.,;ses;V_ .
—_ 1*7z2? ''n

EXEMPLOS

1.3.11: Considere o espago vetorial V das fungdes reais
de uma varidvel real e sejda P o conjunto dos

polindmios a coeficientes reais e de grau <n, com as ope

ragbes usuais de adiglo de polindmios e de multiplicagho

de polindmios por escalares. B fdcil ver gque P € um

subespago vetorial de V.

1.3.12: Em M(2X2), o espago vetorial das matrizes 2x2
com coeficientes reais, considere W:{[i 3} tais
jue b=0}. E imediato verificar que W € um subespago de
f(2x2).
IXERCICIOS
1.3.13; Verifiqﬁe 0os detalhes dos Exemplos 1.3.11 e 1.3.12,
l.3.14: Mostre gue o conjunto W = {f:R 3 R tais que
£(1) = 0} é um subespago do espago vetorial das

- . P
E‘1.1.1'1(_.;t'.HBS reais de uma wvaridvel real.

L.3.15: Verifique quais dos conjuntos abaixo sfo subespa~
¢0s do espago vetoerial das fungBes reais de uma
raridvel real:

W, = [f:R 4 R tais que f£(0)} = £(1) 0}
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. 2 = {f:R 4+ R tais que f£(0) = 1}
1
Vy = {f:R 4 R tais que f £(t)dt = 0}
0
1
W, = {f:R+ R tais que )[ £(t)at = 1}
0
EXEMPLOS

1.3.16: J4 vimos que as solugdes de um sistema linear ho-

~ 0} )
mogeneo com coeficientes em um corpo K

, : allxl + a12x2 4ot alnxn = 0
azlxl + 422x2 teent aznxn = 0
amlxl + am2x2 +ewnt amnxn = 0

formam um espago vetorial. E fdcil verificar que éste es-

pago vetorial ¢ um subespago de K.

1.1.17: Sejam V, e V, espagos vetoriais sdbre o mesmo

corpoe K e tome a soma direta V = Vl & Vz de

Vl e V2. Considere os subconjuntos Wl e W2 de V
dados por

Wy = (we V.0V, tais que w = (vl,O), v, € Vl]

W, = [we€ V@V, tais que w = (O,vz), v, € Vz}.

E entadao fdcil verificar que Wl e W2 sdo subespa-~

gos de V,
EXERCICIOS

1.3.18: S5e V. = R,y V, =R, 0 que & vV, 8 V,?

1.3.19: Se Vl =R, V, = Rz, o gque & Vl o Vz? Descreva,
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neste casc, geomdtricamente, os subespagos Wl e W2

definidos em 1.3.17.
0s subespagos de V que sao diferentes de V e

de O sho chamados subespacos prdéprios.

F importante perceber que a unidc de dois subespa=-
cos nfo & um subespago; por exemplo se Vl e V2 sdo
os subespacgos do R® gerados por (1,2) e (-1,1) res-
pectivamente entfo vy U Vs ¢ o subconjunto d6 blano for
mado por duas retas que se interceptam na origem e nac &
um subespage, visto que (1,2) e (-l,l) sfo elementos de
v, UV, mas (1,2) + (-1,1) n8o pertence a V; U Vz.
0 lema seguinte descreve a situagdo referente a intersec-

¢lc de subespagos vetoriais:
LEMA 1.3.21 - Se V; e Vz sao0 subespagos vetoriais de

Vv, entdo v, nv € um subespacgo vetorial

2
de V.

Demonstragao: Se jam VytVg € Vl N VZ' Devemos prevar que

kyvy o+ KoV € VN Vy, ¥k ,k, € K, Com efei

to, como ViiVa € Vl’ temos que klvl + k2v2 € vl,v kl,k2€

S K; de maneira analoga klvl + k2v2 e V2 e assim

kv, o+ kv, € v, n v, ¥kl,k2 € K.
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1.4 - Dependéncia e Independdncia linear .

No- Exemplo 1.3.9 os elementos do subespagb [vl;vzj

"gerado por v e v sfo da forma k vl + k,v onde

1 2 2Vzr
ki,k, € K. Dizemos entio que 3les sao combinagbes linea~-

res de v, e Voo Da mesma manelra, em 1. 3 lO,os elemen-
tos de [vl,vg,...,v ] sao comblnagoes llneares dos veto-

res vl,vz,...,vn. A deflnlgao formal € a seguinte:

'DEFINIGAO 1.4.1 - Se V & um espago vetoridl sdbre um

corpoc K, e VyaVoaeses vy sdo vetores
1

de V, dizemos que u € V & uma combinaclo linear de

VitVareses vV, se existem kyskgseeosk € K tals que

u = klv + k2v2‘+...+ knvn.

_No ‘espago ﬁ3, que vetores s&o combinagdo linear
de v, = {1,2,0) o vy, = (-1,1,1)? Pela prépria defini-
gao sho os elementos u € R3 tais que existgm rl,rzeR
eom . U = riV) + T,v,; ou seja se u = (lexz’xj) devemos

) ter:
(xl,xz,xj) = r,(1,2,0) + rz(-l,l,l)

ol ainda



Desta maneira para testar se um VQtor H (xl’x2x§

i 1

combinagao linear de v, e vé"e auficlente testar se

sistema acima tem ou n&o'sblugao;‘purzexemploVseu}7W”*ﬂf"

=(1,11,3) de: " -

2
v 3(=1,1,1). Por outro lado,dado:j

remos que ‘T, = 3, T, =4 e enfim;u(l 11,3) = h(l 2 0)+

fa ’

,

se v & combinagio linear de v
nés resolver o sistema '
1 =Ty T,
-1 = 2r) + T,
1L=r2_ ‘
que niic tem solugao (por que?)

¢ combinagao linéar de v, " v

EXERCICIOS ‘ —

l.4.2: Verlfzque ge o vetor (3 5 7) E R3 é combinagap Id,

-

‘near dos vetores (2 J,3) e (3,—2 2) Inferpreteuyf

geometrlcamente. .

':,!. -

1, 4 31 Escreva o vetor (1, 3) € R'g como'combinagao linear

.de (2, 5) e (3,7)+ Interprete geometricamente.

.ol £ p0551VGl gscrever o vetor (10 15) e R “como com-

N

blnagao linear de. (2,3) e. (4 6)? Por que? Interprs— “f
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te geomdtricamente.

1.4.5: E possivel escrever o vetor (5,2,1) € 3 como com
binagéo linear de (2,1,4), (3,-2,-1) e (=2,3,4)?
Por qué? Interprete geométricamente.

2

1.4.6: E possivel escrever o vetor {0,0) € R® como com-
binagao linear de (1,2) e (-1,1)?
1.4.7: No exercicio anterior, mostre que se (0,0) =
= r,{1,2) + r,(-1,1) e (0,0) = r}(1,2) ¥ ri(-1,1),
ent8o rp=rl e r,=ri. Ou seja,‘(o,o)'se exprime de

mancira udnica, como combinagao linear de (1,2) d (Hl,l).

2

1.4.8: Mostre que o vetor (0,0) € R pode ser escrito
de duas maneiras distintas como combinagao linear

dos vetores (1,2) e (-2,-4). Interprete geométricamente.

1.4,.9: Mostre que no espago vetorial R2 qualquer vetor
pode ser escrito como combinagao linear dos veto-
res (1,2) e (5,0). Interprete geomdtricamente.

1.4.10: Considere mais uma vez o espago vetorial R2 e

sejam dois vetores vl,v2 € Rz. Mostre gque se um

vetor gualguer do R2 pode ser escrito como combinagao
1

linear de v, e Vg, entio vy nio pertence ao subespa-
¢o gerado por Vo Interprete geométricamente &ste resul=-

tado.

Pela definiglo de combinaglo linear, vemos que os

-
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elementos do subespago gerado por vl,vz,...,vn € Vv sfo
exatamente os vetores gue se escrevem como combinaglo 1i-
near de vl,vz,....,vn. Podemos mesmo ir mais longe e dar

a seguinte definigdo:

DEFINIGAO 1l.4.11 - Seja S um subconjunto de um espago

vetorial V. O subespago [S] gerado

por S € o conjunto dos vetores que se escrevem como com

binacglio linear de elementos de S. Ds elementos de S
slo chamados geradores de [S] ou seja, se V€ [s]y exis~
tem vetores vl,vz,...,vn € S e escalares kl’kz""’kne

n
+ K V. +seet kv = L
nn i=

€ K tais que v = klvl oVo

k,v.,.
1 11

EXEMPLO

1.4,12: Considere P o espago vetorial dos polinamios
com coeficientes reais e seja S o subconjuﬂto

de P formado pelos polindmios to,tz,th,ts,...,tzi,u.,i

qualquer. Entho [S] serd constituido pelos polinﬁmios

onde + sd comparece com a poténcia par; por exemplo o8

polindémios 1L+ th + 3t32 + 9t296, J.lt24 + tlo8 - lBthOO,

1+ tz + tu, 4, 28 - 2t2, sSo elementos de [S8].°

Una observacio importante € gue o conjunto [s] €

de fato um subespago vetorial. A demonstracgéo de tal fato

é um exercicio fdecdil.
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DEFINIGAO 1.4.13 - Os vetores ViiVoseas, v, € V, sBo li-

nearmente dependentes se existem esca-

lares al,az,...,an, onde pelo menos um nao & nulo, e taig
que  a;vy + a,V, +.e.d a v o= 0. 0 Exercfcio 1.4.8 mostra
gue os vetores (1,2) e (-2,-4) do R® s80 linearmente
dependentes; por 1.4.7 o mesmo nio acontece com (1,2) e
(-1,1).

' Se os vetores vl,vz,...,vﬁ sdo linearmente de=-
pendentes dizemos, também, que o conjunto [vrv2,“.,vn]

€ linearmente dependente.

EXEMPLOS
Ivh.14: Dado um conjunto de vetores {vl,vz,...,vn} onde

v, = 0, entdo os vetores déste conjunto sfo li-

nearmente dependentes (por qué?).

1.4.15: Se v ¢é um elemento nio nulo de V, entlo o con-
junto formado pelo vetor v naoc & linearmente

dependente.

1.4.16: Considere um conjunto S = {ﬁl,vz,...,vn} linear=-
mente dependente. Mostre que se S5' S V e § ¢ 8!

entdo §' €& linearmente dependente.

1.4.17: Seja § = {vl,vz,...,vn}, onde v, = v,. Mostre

entdo que S ¢ linearmente dependente.
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EXERCICIO
1.4.16: Dois vetores VirVas nfio nulos de um espago veto-
rial V, sao linearmente dependentes se e sbmente

se um pode ser escrito como miltiple do outro.

DEFINIGAO 1.4.17 - Os vetores Vi ,Vgieeeyv, €V sfo li-

1+ ) .
nearmente independentes se nao existem

~ -
escalares a.l,:aLz,...,an.J com pelo menos um deles nao nulo,
e que fagam a soma a,V, +eeed BV, ser o vetor zero.
Uma formulaglo equivalente € dizer que os vetores

Vo Vo ees sV sfo linearmente independentes se, dada uma
1'72? n !

+ a,v +eset 8 V=

combinacfo linear nula dos mesmos &,V
¢ 1v1 2V2 n'n

= a, = +a0 = a_ = 0,

-
= O? entao forgosamente a, Py n

Se Vi) VyseensVy s8o linearmente independentes,

dizemos gue o conjunto {vl,vz,...,v ¢ linearmente in-

)
dependente.
Ainda, outra maneira de interpretar o conceito de

dependéncia e independdncia linear € introduzindo a nogao

de "equagdo vetorial":

DEFINIGCAO 1.4.18 - Se ViaVpaeee sVl sAo elementos de
um espago vetorial sdbre um corpo K,

-~ N fad .
uma equagao vetorial em VysVoareeaVy e termo independen-

te u €& 'uma expressio da forma x,v. + X,V, + kX Vo=
p 1Vl 2¥p T n'n

= u, onde X ,XyyeeepX, € K. A lista (xl,xz,...,xn) g
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uma solugdo da equagdo. Se u = 0 a equaglo vetorial

diz-se homogénea.
Com esta noglo podemos dizer que os vetores

MEACTERERE € V sao linearmente independentes se a uni-

ca solucio da equagao vetorial homogénea + +

V1 f X2Va

#eeek x v =0 & a lista (0,0,...,0)., Se a equacgho ve-

torial X1V + XpVp Hesat X Vo= 0 admite sclugoes dife-

rentes de (0,0,...,0), entdo dizemos que o0s vetores

Vit Vor ey Vy s80 linearmente dependentes.

EXERCICIOS .
.
11.4.19: se vy = (1,3,5), v, = (2,-1,3) e vy = (-3,2,-4)
s80 vetores do RB, resolva a equagdo vetorial
xlvl + x2v2 + x3v3 = 0 e decida se vl,vz,v3 sao linear

mente dependentes ou independentes.

1.4.20: Resolva a equaglo vetorial X V)t KyV, XV, =@

3°3
onde v, = (2,3,5), v, = (r,2,4), vy = (=2,2,3) o

u = (10,1,4) sac vetores do R,

EXEMPLOS

1.4,20: Tome o espago vetorial V das fungbes reais de

uma varidvel real e considere as fungdes fl <]
t
f, dadas por fl(t) = e

2 .
, fz(t) = o2t que sfo linearmen
te independentes; com efeito, suponha que existem a;,a, €

€ R tais que alfl + a2f2 = 0,/ Mas disso guer dizer gque,
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para todo numero real &, a\leJc + aaezt = 0 e isso impli-
ca em particular, que a,e + azez = 0 (fazendo t = 1) e
aj +a, =0 (fazendo t = 0) e a unica soluclo déste
gsistema é a, = a, = 0.

1.4.21: Consideremos mais uma vez o espage P =~ formado
pelos polindmios reais de grau £n e se jam os po~
lindmios po(t) = 1, pl(t) = t,...,pn(t) = t". Afirmamos
que 8stes polindmios sio linearmente independentes: de
fato se agPy + B Pg ..t AP = 0 (onde O & o poling
mio idénticamente nulo), segue~se que ao + alt +...+antn=

= 0, mas como um polindmio real €& idénticamente nulo se e

sd.se seus coeficientes sao nulos, wvem que ag = al -

=an=0.

EXERCICIOS

1.4,22: Se vy = (1,2) € R2, ache um vetor vV, € R®  tal
que Vv, e v, se jam linearmente independentes.

\ .
1.4.23: Se v, = (1,1,1) € R3, ache um vetor v, € R tal

sho linearmente independentes.

3

que Vv e Vv

1 2

1.4,24: Tome os vetores V;,V, € R do Exercifcio 1.4.23

e ache um vetor € R3 tal que Vv

V3 17 V2

sejam linearmente independentes.

3

1.4.25: Se AL € R2 sho os vetores do Exercicio 1.h4.22,

. 2
prove que & impossivel encontrar um vetor v3 € R
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tal que vl,v2 e v3 s80 linearmente independentes.

1.4.26: Tome os vetoeres vl,vzgv € R3 do Exercicioc

3

1.4.24 e demonstre que & impossivel encontrar um

3

vetor vy € R tal gque vl,vz,v3,vu sao linearmente in-

dependentesg,

1.4.27: Seja P, © espago vetorial dos polindmios reais -
de grau sn. Mostre que € possivel encontrar um
polindmio p,(t) +tal que os polindmios 1 e Pl(t) sfo

linearmente independentes,

1.4.28: Mostre que existem em P polindmios pl(t),
pz(t), p3(t),...,pn(t) tais que para i=1,2,...1n
os polindmios 1, pl(t),...,pn(t) sédo linearmente inde-

pendentes.

1.4.29: Mostre que em R2 & impossivel encontrar trées ve
tores linearmente independentes.

1.4.30: Mostre que em R3 € impossivel encontrar:quatro
vetores linearmente independentes.

1.4.31: Mostre que em P ¢ impossivel encontrar (n+2) ve-
tores linearmente independentes.

1.4.32: se P € o espago vetotrial de todos os polindmios

[

com coeficiente reaié, demonstre que existem pow
lindmios Po1Py1PpsessPshe ey tais que PgsPyrerespy sfo

linearmente independentes, |qualquer que seja i,
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DEFINIGAO 1.4.33 - Um conjunto finito § = {v,,7v5 .40,V ]
onde vy € V, i=1l,...,n & linearmente

independente maximal se:

l) os vetores #l,vz,...,vn_sao linearmente independentes
2) gqualguer gue seja o vetor v € V, os vetores ASRALY

saea ViV sao linearmente dependentes.

EXERCICIOS
1.4.34: BExiba em Rz, um conjunto que naoc ¢ linearmente
independente maximal e um que & lirearmente in-

dependente maximal.

1.4.35: BEncontre no RB, um conjunto at¢ nio & linearmente
independente maximal e um que ¢ linearmente inde-

pendente maximal.
1.4.36: Mesmas perguntas para o espago vetorial Pn.

EXEMPLO
73

1.4,37: 0s exercicios anteriores mogtram que Rz, e

Pn possuem conjuntos linearmente in&ependentes
maximais. Tal nio acontece com P, o espago vetorial de
todos os polindmios a coeficientes reais. Com efeito, se
S € um conjunto linearmente independente maximal de ve-
tores de P, seja N = mdximo grau pi(t) onde pi(t) € S.
Tome um polindmio de grau N+l; seja p(t) éste polindmio.

0 conjunto S' cujos elementos sfc os elementos de $§ e o
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polindmio p(t) ¢ formado por vetores iinearmente inde~-
pendentes (por qu&?) e como S estd estritamente contido

- . 0
em S', nio é maximal, uma contradicfo.

1.5 - Espagos vetoriais de dimensfo finita - bases

DEFINICAO 1.5.1 - Um espago vetorial V s8bre um corpo K

€ dito de dimensfio finita se existe um

inteiro positive N +tal gque dados NG@Netores quaisquer
R

do espago 8les sBo linearmente . dependentes.
L]

B fdcil ver que esta definiglo & equivalente a di-
zer gue existe N talAque qualquer conjunto com N ou
mais elementos ¢ linearmente dependente. - ?

0Os exemplos e exercicios do §1l.4 mostraﬁ,por exem-

pleo, que os espagos vetoriais R2, R3 e Pnf sfo de di-

- . ¥ -
mensac finita, mas o mesmo nao acontece com o espago P.

EXERCYCIOS
1.5.,2: Se V & um espago vetorial de dimensao finita e

#

W & um subespago vetorial de V, entdo W & de

dimensdo finita.

1.5.3: Mostre que o espago vetorial das”fungaes reais de
uma varidvel real ndo € de dimensfo finita.
1.5.4: Seja V um espago vetorial e v € V. Mostre que o

subespago gerado por v, [v], § de dimensfoc finita.

o
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EMA 1.5.5 - Em um espago vetorial V de dimensl@o finita,

existem conjuntos linearmente independentes

laximais.

)emonstragho: Seja N o inteiro referido na Definiglo
1.5.1. Tome v € V, vi# 0. 0 conjunto for-
1ado por vy ¢ linearmente independente; se 8le for maxi
1al, a demonstragdo estd concluida; se nfo, seja weE V.
;al que os vetores vl,vz se jam linearmente independen-
;es, Considere agora o conjunto {vl,vz]; ge for linear-
tente independente maximal, a demonstragio estd concluida;
se ndo, existe vy €V tal que os Vetores V;,V,,V, sdo
linearmente independentes. Continuando com éste processo,
chegaremos a um vetor Vi tal que Vi ,VasessyV sfo li-
rearmente independentes mas ¥lv € VvV, vl,vz,...,vn,v se
rfo linearmente dependentes (por qué? use a Definiglo 1.5.1)

Entdo, o conjunto VisVgreensVy serd linearmente indepen

dente maximal.

DEFINIGAO 1.5.6 - Seja V um espago vetorial gdbre um
corpo K. Os vetores vl,vz,...,vn for

mam uma base finita para V sobre K se o conjunto

[vl,vz,;..,vn} é linearmente independente maximal. Ou sg

ja, base & outra denominagio para um conjunto linearmente

independenté maxdimal.,
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Sempre gue empregarmos & palavra base, fica desde

j& convencionado que queremos dizer base finita. - .

LEMA 1.5.7 - Todo 8épago vetorial de dimensfo finita tem

uma base finita.

Demonstraglo: E uma conseqidncia trivial de 1.5.3. S

EXERCICIOS

1.5.8: Dé uma base para o espago vetorial R%. :

1.5.9t Mesma pergunta para os espagos R3 ] Pn'

1.5.10: Mostre que o vetor O nio pode ser elemento ‘de

uma base e que  uma base naoc pode ter dois'vetores

-iguais.
I

a

[

\\Ql.B.ll: Dé duas bases distintas para os espagos + R

0 'nosso objetive agora & demonstrar.qﬁe,se um espa
go vetorial V tem uma base com n elementos, entio
qualguer outra b#se terd também n elementos; assim, o
nﬁﬁero de elementos que aparecem em uma base élum inva-
riante numérico de V., Antes, no entanta, veremos alguns

resultados também importantest

S~

LEMA 1.5.12 - Seja V um espago vetorial sdébre um corpo
K. e {vysVyseeeyv ] uma base de- V. Entdo,

V = [vl,vz,...,vn], ou seja, V € o espago gerade pelos
vetores V‘l,vz..-.,v .

n
/



lemonstraglol Se V = [vl,va,...,v ]. nada hd a demons-"

trar., Suponhamos, portanto, que 5?7f5f~s*mg"

ré V tal que v d [vl,vz,...,v J.,Afirmamos entao que o

ronjunto [vl,v ,....v s v} 4 linearmente independenta."a
Jom efeito, seja a equagho vetorial . Z o+ bv -www'
i-l i i

® alvl +...+ anvn + bv = 0. e suponhamos que ela tenha

ma solugBo diferente de (0, 0,...,0), entao b # 0.~ (por

ué? o que & uma base?); maa_assim.J

a a ‘ gl
v o~ T)-l v, * 52_’V2 mees 53V

s portanto v e [vl,vz,...,v 1, contradigao; __ ;’ﬁ;-'

Bste resultado mostra que os votores da uma base;¥u\ﬁ

sfo vetores linearmente independentes que geram‘o espago.;,qd

AJreprroca é vdlida, e demonstrada a seguir.rf%:Lf' ‘ﬁﬁ?ff -

.A,‘,_,.. -

LEMA 1 5 13 -8 V é um espago vetorial e. lka’""v 1A
afo vetores linearmente independentes quev -

. 1 !
geram Vv, entio vl,vz,...,v formam uma basa -para V.o
STy O N IF¥

"

Demonstragao: Suponha que [vl,vz,...,v } nao é 1inearmen- ‘

RN

© te independente maximal; entao existe‘ VEV

tal que o8 vetores l,vz,.-.,v

dependentes; logo ‘v ndo & combinagao linear de_

..,-,\.‘.,, ST

vl,vz,.:.,vn (por qud?) e assim vl.vz,f

v, qontradigao.

PYREEEAM ] estd estritamente contido em V. ‘e’ seja Aﬂ;gf:‘

.aao linearmente in-lJ

“nao am
2 ” ger ‘
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De maneira que as bases de um espaga vetorial V
sfio exatamente os conjuntos de vetorés linearmente inde-
pendentes que gexram V.

Uma das razbes que tornam as bases importantes €

a seguinte:

TEOREMA 1.5.14h - Se Vv & um espago vetorial e Vi sVo eV,

formam uma base para V, entio, dado um

. LA
vetor arbitrdrio v € V, v escreve-se de maneira unica

. - N
como combinagao linear de A RALTEREE A A

Demonstragﬁo: J4 sabemos que [vl,vz,...,vn] = V. Asgim,

dado v € V, existem kl'kz""’kn €. K

n
tais que v = ‘El k,v;+ Suponha entfio que existam
1= n
1 1 ] - ]
kl’kz""'kn €E XK com v= L kivi onde, para algum

i=1l
1s ismn, ki £ k}; vemos assim que O = v-v = E(kifki)v
@ como os vetores vl,vz,...,ﬁn sfo linearmente indepen-
dentes, concluimos. que, para tede i,1l < i £ n, ki = ki.

Podemos agora demonstrar que o nimero de elementos

de uma base gqualguexr de V € constante.

TEOREMA 1.5.15 - Duas bases quaisquer Vi1 Voresn, Vo€

ul,uz,...,u de um espago vetorial V

n
tém o mesmo nimero de elementos, isto €, s = n.
OBSERVAGAO: Sentimo-nos tentades a fazer a seguinte de-

monstraglo: por definiglo as duas bases s8o

\
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sonjuntos linearmente independentes maximais logo s = n,
nas éste raciocinio é falso; com efeito, se S, = [ul,uz,
...,un} e S, = [vl,vz,...,vs} o fato de que tanto 35,

como S, sho maximais quer dizer que, se S} e S5} sao

subeconjuntos de V que contém prdpriamente Sl e 52,

- . . rd
entao Si e Sé g0 linearmente dependentes, mas naoc hd
implicagfo nenhuma sdbre o mimero de elementos de S, €

Sz. Passanos, agora, a uma demonstragao corretat

Demonstragio: Considere o conjunto [vl,ul,uz,...,un} e
observe que £le & linearmente dependente,
pois {ul,uz,...,un] & linearmente independente maximal.
Note que {vlj ¢ linearmente independente. Relativamente
ac conjunto {vl,ul}, duas coisas podem ocorrer: oOu Vi,
sao linearmente independentes, ou vl.ul gfo linearmente

dependentes. Se sAo linearmente independentes,

ViU
formemos o conjunte {vl,ul,uz} e novamente as duas hipg
teges podem ocorrer. Prossigamos desta maneira enquanto
obtivermos conjuntos de vetores linearmente independentes
e seja u, o primeiro vetor para o gual o conjunto
{vl,ul,uz,...,ui] nho & linearmente independente, isto &,
[vl,ul}, {vl,ul,uz}, [vl,ul,ua,ug},...,{vl,ulyuzvu,ui_ﬂ
sfo linearmente independentes mas [vl,ul,uz,...,ui} nfo

é (note gqus i =z 1, se i=1 ponha uy = vl).
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Como {vl,ul,uz,...,ui] & liflearmente dependente,
equacgao vetorial homogénea v u u, =0
a equag i g YoVy * YUy teeet yuoo=
tem pelb menos uma solugao nao trivial. Nesta solugho, o
coeficiente Yy é nfio nulo (por qud? os vetores MR
Ugseneslly sfo linearmente dependentes ou independentes?)

& assim temos gues

yo h's 'zl u - - YJ.-l 1
u; = - Y, 1 vy 1 v A i-1
ou seja, u, é uma combinaglo linear de ViU e eeyy e

. -
Afirmamos entao gue vl’ul""’ui-l’ ui+l’ui+2"'”

u ~geram V., Com efeito, se v € v, entdo

n
v = JEl xyu = XjU) o+ KUy keesd X U,
mas
Yy b2 Y.
O 1 i-1
N, = = — ¥, = —— U, = s = u,
i L Xyl i i-1
de maneira que
i=1 ) YO
Xx.u. + X, z — Ju, - —— v} +
v o= Jil %5 i { “ ( ¥ ) L 71 1
n
+ b} x
j=i+l JJ

e mostramos que Vv & uma combinac3o linear de ViiUgsees

ceeply g Wy e, conforme desejado.

Agora, a partir de {vl’ul"'"ui-l’ui+1""’un}
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formemos o conjunto S R TN u, u . e
J [V Vyrty e e ooty 1ol gre s oty]
apliquemocs a 81e o mesmo raciocinioj obtemos, assim, apds

retirar dentre os vetores vz'vl’u1’°"'ui-l’ui+l"“’un
o primeiroc que é combinagao linear dos precedentes, um

conjunte de tipo [vz’vl’ul’""uk-l’uk+1’""uidfui+r"“un}
onde k= 1 (se k=1, ponha w__, = vl) e que gera V.
Bste processo pode ser repetido até obtermos um conjunto

da forma
{vsr’vs—l’ P ’v2’vl’uc.(l) ,ua(z) gren ,ua(s)]

onde @(1),6(2),...,a(s) sBo inteiros e 1% a(1) <

< af{2) ... < a(s) £ n. Mas entfo s £ n (por qud?).

Invertendc agora os papéis de {ul,...,un} e
[vl,vz,...,vs} obtemos, de maneira andloga, que n < s.
Logo n = =s.

Um exame atento da demonstrggio de 1.5.15 mostrard

que o realmente demonstrado (duas vézes) foi o seguinte:

LEMA 1.5.16 - Se vl,vz,...,fn sho vetores linearmente
independentes de um espago vetorial V, ge-

)
rado pelos vetores ul,uz,....us, entao n,s S.

J4€ vimos que os espagos vetoriais de dimensfio fini
ta admitem sempre uma base (finita[). Podemos também de-
monstrar que se V admite uma base & de dimensdo finita:

com efeito, dada uma base de V com s olementos, 1.5.16
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mostra imediatamente que qualguer conjunte linearmente
independente de V tem no mdximo s elementos, logo V

¢ de - -dimensao finita, e fica assim demonstradoc o teorema

abaixo:

TEOREMA 1.5,17 ~ Um espago vetorial V +tem dimensfo fi-

nita se e s6 se admite uma base finita.

Outro.fato & a seguinte conseqfiéncia trivial da
definigao de base mas que, por sua utilidade, merece des-

taque:

-
-

LEMA 1.5.18 - Se AERACTEREER s8o vetores linearmeﬂfg/
independentes de um espago vetorial V de
dimensdo finita, podemos entlo encontrar vetores

v Vv 1eee,yV de V tais que v, ,V,,sse,V v
s+1’ "8+42 n 12

s Ts+l'""T
sesa VL constituem uma base para V.
EXERCICIOS
l.5.19: Demonstre o Lema 1.5.18,
1.5.20: Seja V = R° e a base dada por - u; = (1,0,0),

u, = (0,1,0) e ug = (0;0,1); considere o subes-
Pagoe W gerado pelo vetor w = (l,l,l). Hd algum vetor

da base ul,uz,u3 ne subespago W?

0 exercfeio acima mostra que,dada uma base de V -
@ um subespago W de V, nic se segue forgosamente que

algum vetor da base pertenga a W. Temos, no entanto o se
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ruinte resultado:

EMA 1.5.21 - Se W ¢€ um subespago de um espago vetorial

vV, e UjslUgyeesyug uma base de W, entlo
:xistem vetores u aa V tais que U, ,U, 3ss,U
sel? Ry & q 1142 sty

1 P a .
s+’ su_ formam uma base de V

EXERCICIOS
1.5.22: Demonstre o Lema 1.5.21 (use 1.5.18).
580 espagos vetoriais e

1.5.23: Se V e V

1 2

B = {vl,vz,...,vs}, Bt = {ul,uz,...,un} sfio ba-
ses de Vl e V2 respecitivamente, mostre que
3@ 8t = {(vl,O),(vz,O),...,(vS,O),(O,ul),...,(O,un)} g
ama. hase para Vl @& V2'

Jd mostramos que duas bases quaisquer de um espago
vetorial possuem o mesmo niumerc de elementos. Por outro

lado, espagos vetorials de dimensio finita sempre tém ba-

ses. A seguinte definigao faz, portanto, sentido:

DEFINIGAC 1.5.24 - Seja V um espagoe vetorial de dimensfo

finita. A dimensfo de V (sbbre X) €

o ndmero de vetores de uma base qualguer de V sdbre XK.

3¢ V nAo € de dimensdo finita diremos que V tem dimen

180 infinita.

*XERCICIOS

l.5.25: D& um espago vetorial de dimensaoc infinita.
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1.5.26: Se Vi tem dmensiio s e v, dimensaoc - n, qual

a dimensao de 'Vl & V2?

LEMA 1,5.27 - Se & dimensfioc de V € n e os vetores

Vi iVporeee, v, geram V entio Vi Vgreeea vy

constituem uma base para V.

Demonstragéo: Jd sabemos que se Vl,vz,..-,vn geram V
e sdo linearmente independentes formam uma
base para V. SuponhamOS, por absurdo, gue VysVgseees Vo
nlo sfo linearmente independentes. E entlo verdade que ﬂh\
dos vetores Voreser Vo é combina§ao linear dos que o preg
cedem (por qud?). Seja v, © primeiro vetor que € combi-
nagdo linear dos precedéntes. Como na demonstragao de “
1.5.15, o conjunto {vl,vz,.u,vi_l,vi+l,u-,v&}gera V. Sé as~-
te conjunto naoc é linearmente independente, repitamos o
processc. Eventualmente, chégaremos a um conjunto formado
por vetores linearmente independentes que geram V. O mi-

mero de elementos déste conjunto sers estritamente menor

. W
gue n, uma contradigao.

LEMA 1.5.28 ~ Seja  V um espago vetorial de dimensio n.
Se 08 vetores Vv ,VpiesssVy 580 linearmen=-

te independentes'entao formam uma base para V.

- -~
Demonstragaoc: Se vl,vz,...,vn nao formam uma base para

V¥, como uma base &€ um conjunto linearmente

"
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independente maximal, vem que existe Vsl € V tal gue
VitVoseessVp 9 sao linearmente independentes, mas isso

contradiz o Lema 1.5.16.

EXERCICIO

1.5.29: Seja V = R° e W o subespago gerado por (1,1,4)
A partir da base de W Fformada por (1,1,4) ache

R

uma base para
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CAPITULOD 2

TRANSFORMAGDES DO PLANO

2.1 - Fungdes ou transformacdes

DEFINICAO 2.1.1 - Dados dois conjuntos A e B, uma fun-

gdo de A em B & uma lei de corres-
pondéncia (uma regra) gque a cada elemento x € A .associa
um vnico elemento f{x) € B. O conjunto A ¢& chamado

dominio da fungdo f e B contra-dominio de £. As fun-

¢bes slo também chamadas de aplicagdes ou transformagdes.

EXEMPLOS
2.1.2: Seja A o conjunto dos nuimeros reais, B tambdm o
conjunto dos reais e F:A -+ B dada por f(x) = x2,

¥Yx € A; ou seja, f & a fungdo que a cada numero real

associa © seu guadrado.

2.1,3: Tomemos A como sendo o plano Rz, onde escolhemos

um ponto fixo O. Seja B o conjunto dos ndmeros
reais e f:A -+ B a funglo tal que f(P) = disténcia de O
a p, ¥Pe A.

2.1.4: Seja £ a fungao que a cada ponto do globo terreg

tre associa, em un certo momento fixo, a sua tempe-
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ratura e pressao atmosférica. Se fixarmos unidades para a
medida da temperatura e pressdo, f serd uma fungdoc cujo
dominio € o conjunto dos pontos da superficie terrestre e
cujo contra-dominio serd o conjunto dos pares ordenados

de numeros reais.

2.1.5: Dado um conjunto A gqualquer, temos a fungdo iden-
tidade em A: & a funcgao 1, eujo donfnio é A, o
contra-dominio também é A e tal que iA(x) = x, ¥ xcA.
2,1.6: Se A e B sho conjuntos, e p € B, temos a fun-
gao.constante de valor p, fg: ¢ a fungdo de do-
minio A, contra~dominic B e tal que fp(x) = p, ¥x€A.
DEFINIGAO 2.1.7 - Duas fungbes f:A 4 B e g:C s D s2.0
iguais se A =C, B =D e ¥xea, £(x) =
= g(x).
EXEMPLO
2.1.8: Seja f:R + R dada por f(x) = x=.
Se R" = {x¢ R t.q. x =2 0}, seja g:R 4 RY da-
da por g(x) = <= Vemos, por nossa definigaod que a fun-

cho f & diferente da funglo g.

DEFINIGAO 2.1.9 - Dada uma fungho f:A + B e x€A, dize-
mos que o ponto f{x) € B ¢ a imagem,

por T, do ponto x. O conjunto de valores de f & o sub=-

conjunte de B formado pelos pontos que s8oc imagens, por

o
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, dos pontos de A: {y € Bl|a x ¢ 4 com f(x) = y}. Da-
lo um subconjunte C de A diremos gue sua imagem pela
wyplicagdo £ € o conjunto r{c) = {yeB|® x€C con £{x}=v}

\ssim, f£(A) € o conjunto dos valores de I.

IXEMPLO -
2,1.10: Tome f:R 4+ R dada por £(x) = x2, UxER; entic o
conjunto de valores de r & Rr.
Dada uma fungao f:A + B, denoctamos tgmbém que

y = £{x) por xX+>y. Assim a funglo do Exemplo 2.1.10

. ) 5
fica caracterizada por sua lei de correspond6n01a XX .

DEFINICAO 2.1.11 - Uma funglo fiA + B ¢ injotora se,
Vx,y € A, x £ v, entdo f£(x) £ fly).
Ou seja, uma fungao injetora transforma pontos distintos

em pontos distintos.

EXERCICIOS

2.1.12: D& um exemplo de uma fungao injetora.

2,1.13: D& um exemplo de uma funglo que ndo ¢ injetora.

2.1.14: Mostre gque uma fungao f:A+ B € injgtora se e
sdmente se, dados x,y € A, f(x) = f(y) acarreta

que X = V.

’

DEFINIGAO 2.1.15 - Uma fungio f£:A + B & sobrejetora se

o conjunto de valores de £ ¢ igual

a B; ou seja, se ¥y € B, & x € A tal que Xt 7.
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A fungdo f:R 4 R dada por xt=x2 nflo é sobre-

Jetora. A fungfio identidade 1,;4 5 A & sempre sobreje-
tora (e também injetora). Uma fungdio que ¢ ao mesmo tempo

injetora e sobrejetora recebe um nome especial:

DEFINIGAO 2.1.16 - Uma funglo fiA 4 B & bijetora se &

injetora e sobrejetora.

Se f:A 4+ B & bijetora, entlo, dado ¥ € B, arbi-

trdrio, existe um e sdmente um x € A Hal que f(x) = y.

EXEMPLOS
. 2 2 2
2.1.17: Sejam A = B = R e f:R” 4 R dada por
(x,¥) — (sen x, cos ¥y}. Ent80c f nfo ¢ injetora
pois f(x,y) = £(x+2K7T,y+2Kn} onde X & um inteiro qual
quer; por outro lado, f também n3c & sobre jetora, pois
note que |{(sen x, cos y)| £ 1 portanto o conjunto de va

lores de f estd contido na circunferéncia com centro na

origem e raio 1,

2.1.17: Comsidere a funglo f:R® o R dada por (x,y)x+y.
Esta fungio € sobrejetora (demonstre isso) mas

nio é injetora (por qué?).

2.1.18: Se f:R®* 4 R? ¢ a fungdo ({x,y)~(1,x,2y), entlo
£ & injetora; com efeito, se f(xl,yl) = f(xz,yzl

entao (1,xl,2¥0 = (1,x2,2y2) logo x; = x,, Yy = Yoo

No entanto, f nfo ¢ sdbre: o ponto (2,3,5) nfo ¢ imagem,
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2

por £, de menhum ponto do R (Obs.: s8bre = sobrejetordg

2,1.19: Seja £:R% 4 R? dada por (x,y)w—(2x+5,3y+2).
Esta fungdo € bijetora. Com efeito, se
xp573) = £0x,,7,), entBo (2x,45,3y,42) = (2x,+5,3y, +2)

> assim x) = x5, y, = Y,1 © dado (a,b) ¢ R2, o ponto

. 2 a-5 b-2
\xo,yo) € R tal que Xo = 3 ¥V, = —5— goza da pro-

wwiedade de que f(xo,yo) (2,b).

'EFINIGAO 2.1.20 - Sejam f:4 + B, g:B + C fungdes. 4
' composta de f com g, gfy é a fun-
80 de domfnio A e contra-domfnio C definida por

= g(f(x)), ¥x€A; ouseja (g.f)(x) = e(£(x)), Vxca.

A fim de poder compor duas fungdes f:A 4 B, g:CaD,
xigimos que B = C, ou seja, o contra-domfnio da primeira
eve ser igual ao dominio da segunda. A operagao de compor

ungoes pode ser melhor entendida com o auxilio da figura:

g
r T
e

{EMPLOS
11.21: Se ftR a4 R e gtR -» R~ sho dadas por f£(x) =

= x+5, g(x) = (x,e*) entlo f.g1R o R® ¢ dada
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x+5)-

por xt— {x+5,e

2

2.1.,22: Sejam f:R 4 R, g:R » R dadas por f(x) = X

g(x) = x + cos x, entdo {g+f):R o+ R ¢ dada por
X = X~ + cos (xz), enquanto £+g:R 4+ R serd dada por
x— (x + cos x)z.

E fdcil ver que se f:A o B, Q:B 2 C e hiCa D
sio fungdes, entlo h{g-h) = (h.g)f. (A comsosigao de
fungdes & associativa).

EXEMPLO
2.1.23; Ses T,S:R2 + R?® s3o dadas por T(x,y) =

= (cos x, sen.y) e S(x,y) = (e™,v), entio
(Tr.s)(x,y) = (cos o™, sen y) e (S.T)(x,x)/; (ecos X seny)
vemos assim que T.$ #'S.T. (A composi%%g de fungbes ndo

¢, em geral, comutatival). . /

LEMA 2.1.24 - Se f:A + B & uma transformag@c sobrejeto-

ra, entdo existe g:B o A tal que f.g =lg

Dizemos que g ¢ uma inversa a direita de f.

Demonstragao: Sabemos, come f & sabre,\que YvyeEB, H xc4
tal que f£(x) = y. Entao, dado y em B,

defina g:B + A por g(y) = x, onde x ¢ tal que

£f(x) =y e ¢ imediato ver que f£.g = lg.

EXERCICIO

2.1.25: Mostre que, se f:A + B & sobrejetora mas ndo &

v
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N - - . .
injetora, entaoc existem pelo menos duas fungBes diferen-

tes gl,gzzB 5 A tais que :E‘.gl = f-g2 = lB'

LEMA 2.1.26 - Se fiA » B & uma transformagdo injetora,

entdo existe g:B + A ‘tal que g+f =1

.

A

A fungdo g € chamada de uma inversa i esquerda de f.

Demonstracho: Seja C & B a imagem de f. Entdo, se

x€ B, ou x€ C, ou x g Cj caso 'x € C,
existe um dnico 2z € A tal que £(z) = x. Definiremos

g:B » A como seguet
' z onde f{(z) =x, se x € C

g(x) =

: 5,1 Z, Tixo em A, se xlf Cc.
Entio g+f(z) = g(£(z)) = =z, como é imediato veri-

ficar, para todo =z € A.

EXERCICIbS

2,1.27: Mostre que se A tem mais de um ponto e f:A + B
d injetbra mas nio &€ sobrejetora, entdo existem |

pelo menos duas fdng%es{ gl,gzzB + A, distintas, tais que

gl-f = g2'f = lA'

2.1.28: Seja f:A -+ B uma fungdo. Prove que, se existe

g:B+ A tal que f.g =1 entidc f ¢& sobreje-

B!

tora.
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2¢1.29: Se f:A 9+ B & uma funglo e existe g:B 4+ A tal

que g.f = 1, entdo f & injetora.

.A. H
E fdcil ver que hd fungbes injetoras que nfo sdo
. - 2 i ~ - . s
sobre jetoras e fungoes sobre jetoras que nao sao injetoras,
e portanto hd fungaes que possuem sdmente inversas & di- -

. - ' - L3 )
reita ou sdmente inversas & esquerda. As fungdes que pos=-

suem inversa & direita e A esquerda levam um nome especial:

'DEFINIGAO 2.1.30 - Uma funglo f:A o B & inversivel se

existe g:B 4+ A tal que fig = 1B e

g-f =1,. (Ou seja, g & uma inversa & direita de f e

também uma inversa i esquerda de f). A fungdio g & dita
ser uma inversa de f. Observe que se f & inversivel,
entdo f € injetora e sobre jetora, logo bijetora (isso

Se segue de 2.1.28 e 2.1.29). A reciproca & verdadeira:

LEMA 2.1.31 - Se f € sobrejetora e injetora, entdo f

¢ inversivel.

Demonstracdo: Mostraremos que se f:4 9 B possul uma in-
versa & direita 'g:B 4+ A e uma inversa a
esquerda h:B 4 A, entfo & = h; com efeito, sabemos que
f-g:lB e f'g=lA,
(hef)ig =h e 1,6 = g = h.

logo he(fe.g) = h.l, , assim

Se a fungdo f:A 4 B tem uma inversa g (ou se ja
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g:tB 4 A tal que f.g = 1y, g:f = lA), entio g & nica,
o que € uma consegliéncia trivial de 2,1.31. Podemos, por-

tanto dizer que g 6 a inversa de f, e denotd-la por

L,
EXERCICIOS
2.1.32: Se f:A « B € inversivel com inversa f-l:B + A,

=1 ,
mostre que a fungio f é inversivel e que sua

inversa ¢ £.

2.1.33: Mostre que se f:A + B, g:B + C s&o fungdes in-

- =1
versiveis, entfo g.f serd inversivel e (g.f) =

-1 =1
i)

*

= f

R

2.1.34: Seja R* = {x € R| x > 0] o considere as fungdes

f:R + R'T e g:R"™" 4 R dadas por £(x) = ¥ o
g(x) = inx, Mostre gque f & inversivel e que g & a in~-

verga para f.

2,2 - Transformagbes do plano

.

Particularizameos, agora, ¢ nosso estude das fun-

-
coa8.

DEFINIGRO 2.2,1 - Uma transformacio do plano & uma fungédo

£ cunjos dominio e contra~dominioc sio

iguais ac Rz.
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EXERCICIOS

2.2.2: Se iR 4 R° ¢ uma transformagdo do plano, o que
significa: 7 .

a) f & sobrejetcra?

b) f & injetora?

c) f & inversivel?

2.2,.3: Seja £:R° 5 R® dada por (x,y)» (e cos y,e’ sen v}
esta fungdo & scbrejetora? ¢ injetora?

2.2.4: Considere f:R® 4+ R> dada por f{x,y) =

= (2x+y, 3x=4y). Serd f injetora? e sobrejetora?
2.2.5:'Seja_ainda- f=R2 -+ R2 dada por f(x,y) =
- (2x+y, 3x=4y). Qual o ponto £(1,0)? Qual o pon-
to f£(0,1)? mostre que f(5,1) = 5.£(1,0) + 1.r(0,1).

2.2,6: Se f:R® » R° ¢ dada por {x,y)~(2x,3y+x), ache

£(3,1), £(5,2), £(4,3), £(-7,1), £(1,0) e £(0,1)
@, para cada um dos quatro primeiros casos, ache a e b

tais que f(x,y) = a £(1,0} + b(0,1).

2.2,7: Considere a transformagdo do plano dada por
£{x,y) = (x+5,y+7) e mostre que ela & inversivel.

Pl
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Ache sua inversa. Ache £(0,0), Seja L a reta vy = 2x,
Se p € L, calcule f(p). Se p € L, qual o lugar geomé~
trico dos pontos da forma f(p)? Se C={(xﬂd€R2Ix2+y2=l],
ache o lugar geométrico dos pontos da forma f(p) onde
pec cC.

2.2.8: Seja £:R? o r% dada por (x,¥)r— (x~y,x+y) e

calecule o lugar geoméirico dos pontos da forma
f(p), onde p € [(x,y)[x2+y2 = 1}. Ache a imagem por f
de uma reta passando pela origem. Ache a imagem, por I,
de uma reta qualquer.

Passaremos, agora, a estudar vdrios tipos importan
tes de transformagaes do plano. De agora em diante, os
pontos do plano serfio dencotados também por matrizes colu-

nas 2x1; escrevemos por exemplo, o ponto p = (;).

DEFINIGAO 2.2.9 - Uma translagio T do plano ¢ a trans-

formagdo do plano dada por T(?) =

(.‘x:+a a b

yib e nimeros reais, os quais s3o chamados de

pardmetros da translagao. 0 Exercicio 2.2,7 jd apresentou
um exemplo de translagdfo,

' Uma translagfo fica perfeitamente determinada se
conhecemas seus parémetros a o b. E fdeil ver que uma

- 4 . - * , -~
translagac ¢ inversivel e sua inversa € uma translagac

(quais sB0 os pardmetros da inversa?). O seguinte resul-
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tado € também de fdcil verificacglo:

' * T(P)

FEEER T
b

LEMA 2.2.10 -~ Se TiR® 4 R® & uma trvanslaglo, entlo

¥p,9€ R%, a(p,a) = a(2(p),T(a)); . s L
e S5 sdo duas retas, suas imagehs por T s8o retas e o
dngulo entre‘as imagens ¢ igual ao Angulo entre L e S.
Em particular retas paraielas s@o transformadas em retas
paralelas. Dado um poligono do plano, sua drea ¢ preser-
vada poxr T. !

Um outro tipo importante de transformagao do plano

Id 03
e o seguinte:

DEFINIGAO 2.2.11 - Uma rotaglo Ry, do plano € a transfor
magdo dada por

X cos @ -~ ¥y sen © )
X sen @ + y cos © :

(

X
)
0 pardmetro © ¢ chamado o &ngulo da rotagido, e
uma rotagdo de &ngulo © ¢ denotada por Rg.
Observe que, usando a notagao matricial, podemos

-~
éscrever a expressac para Re como
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R (x) - (cos 0 - sen 0)(;)

'y sen © cos O

. X
de maneira gue se p tem coordenadas (y) as coordenadas

de Re(p) sfo achadas multiplicando.as matrizes acima.

(005 @ - sen 6)

cen © cos © ¢ a matriz de R

Dizemos que a°*

Os seguintes fatos s@o de fdcil verificagbes:

R entdo

LEMA 2.2.12 - Dadas duas rotagles R o5

0y’
R, *R, =R, «. R, =R
81 "9, 8," 78, (9,+02)

Uma consegiiénecia imediata de 2.2.12 & que as rota-~

e R, = I,

o

-

- - . - . 4 :
goes sao inversiveis e a inversa de Re e R( g); com

efeito, pelo lema, Ry R(_e) = R(_e\- R( = I, o que

J )

demonstra nossa afirmagio.

EXERCICIOS

2.2.13: Mostre que uma rotaglo transforma retas em retas
e circulos em circulos.

2.2.14: Dadas duas retas Ll a L2 que fazem entre si

um &ngule «, meostre que suas imagens por uma ro-

tagdo fazem entre si o angulo «a.

2.2.15: Seja C a curva definida por 2xy = az. Se pecC,

al o lugar geomdtrico dos pontos R ?
y qu g g e P .('"/4)(p)

Jd vimos que R, * R e note tambdm

o, Ro, ® R(el+92)

que
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cos ©,-sen 6, cos O,-sen o, cos (Gl+@2) - sen(Gl+9£

(sen 8, cos Gl)(sen ©, cos 6,/ % lsen (8,+e,) cos(0,+8)

de maneira que para achar a composta de duas rotagBes ¢

suficiente multiplicar suas matrizes.

Em geral, dada uma matriz arbitrdria 2x2,
*11 a12)
221 %22
plano dada por

A= ela define sempre uma transformagiic T do

(= (M M),
21 %22

EXEMPLO

2.2.16: Tome a matriz A = (_1 2) ¢ considere a transfor

magio T Ent&o,

A-.

NI G Yo I G20

. o 5 .
Em particular, TA(O) = (_l) e TA(l) = (2), ou seja, a
pPrimeira coluna da matriz A dF &8 coordenadas do trans-
formado do primeiro vetor da base e, = (1,0), e, = (o,1)
do plano. Anélogamente, a4 segunda c¢oluna da matriz A d4.

as coordenadas de. TA(ez). Observe, também, que

TG = X1 = =D ¢ v(D) = w1 (eg) + y1, (o).

Desta maneira, o valor de TA rara um vetor qual-

quer (;) do plano fica perfeitamente determinado pelos
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valores de T, nos vetores (é) e (2).

Em verdade, se v, e ¥, sao vetores do plano,
- .
entdo TA(rlvl + r2v2) = rlTA(vl) + rzTA(vz). Com efeito,
se

% X 2x +5Yl) - (v)_(2x2+5§
H) 2 -

Por outro lado,
T (r,v, + v,v,) = (
AL 22 =1 2 r.yy + Ty¥g
(2rlxl + 2r2x2 + 5Ty, + 5r2y2) . (le + 5Y1) .
~TyXy - TyX, + 2rly1 + 2r2y2 1 -x, 2y1

2x2 + 5y2

+ r2(-x2 + 2y2) = 2T, (vy) + 7,7, (v5) -

Uma transformagao T:R? 4+ R que satisfaz a equa-

- ' . -
gao T(rlvl + rzvz) = rlT(vl) + rzT(vz) diz~ge linear.
Acabamos de ver gue a transformagio do plano induzida por

uma matriz A 2X2 & linear. A recfproca também ¢ verda-

deira, ¢omo demonstrado a seguir:
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TEOREMA 2.2.17 = Seja T:R® 4 R® uma funglo tal que,
*‘ri,rz € R, vi,v,¢€ R2, T(rlvl+r2 a) =

n 1
= rlT(vl) * rzT(vz). Entdo, se T(,) = ( ), T( } = (b )y

temos que

a ‘b ' I
™) = oy 6 )G) 5 ¥ () € &2

Domonstracdo: Com efeito (;) = x(é) + y(g) de maneira

aue T(5) = 2(x(3) + ¥(D) = xr(}) + y7(%)e
a b xa, + vb b . -
= e ) = Gl ) = QLD

EXERCICIOS
2.2.18: Mostre que,dadas duas transformagoes do plano

T e T

1 2 definidas por matrizes HMl e M2, en-

2

tdo a transformagio T, o T :R" =+ R? serd definida pela

matriz M, <M, (Sugestao- faga as contas!)

2.2.19: Mostre que a transformagao 1dent1dade ItR -+ R2

-/
€ linear, Qual a matriz definida por ela?

Uma conseqiidncia dos Exerclcioa 2.2,18 é12.2.l9 é
que se a matriz A € inversivel, entio a tranéfbrmagao
TA serd inver51vel. Com efeito, por 2.2.i8 a matriz de
‘I‘A-’I‘A 1 € a matriz identidade 2x2 (por que?), logo

TA a1 = I, e o mesmo ocorre com TA-l'TA o 5§sim a

transformagdo T, pPossul uma inversa, que gserd TA;l.



DEFINIGAO 2.2.20 - Seja TIR? 4 R® uma transformagho 1i-
| near do plano;‘oinﬁcieo de ' f é o sub .-
conjunte do plano formado pelosévetbfgsﬁav-;tais que

Tv =0 | e, U

N(T) = {v € RZ|T(v) ‘= -0} i’
EXEMPLO

2.2.21: Seja. T.lR2 - R® dada por (x;y)ﬂn(x-y,x+y). Para -
achar - N(T),‘se v = (x,y) E N(T) éntaé'. -
T(v) z (x-¥,x+y) = (0 0), ou seja" e
x-y = O '
x+y = O CREET e

‘e assim x = ¥ -‘0._Deata-maneira,‘:N(T)}i'{(?;b)}.

Observe que achar 'N(T) ' recai: em estudar um sis-

tema, linear homogéneo.

EXERCICIO

2.2.22: Dada T:RZ -+ R2 uma transformagao linear do 'pla-
no, mostre que o vetor nulo aempre pertence a

N(T).

EXEMPLO L ;_‘,,- Cooae

2,2,23: Se T:R®

\t f"

+ R® & definida. por (;,y)gf(x+2y,-2x—hy)‘

ache o micleo de T. ‘ y.“

vy :
Mals uma vez, se v = (x)y) € N(T),-entdo

T(v) = (x+2y, -2x-by) = (0,0) ouseja, .
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X + 2y 0

2x + 4y = 0
e &éste sistema tem a soluglo geral (-2y,y); 1ogo,
v € N(T) <> v = (-2y,y), ou seja v ¢ N(T) se e sdmente

se v estd sCbre a reta L definida por {=2,1).

w (-2:1)
——i .
L
EXERCICIO .
2.2.24: Seja T,:R° 4 R®  definida pela matriz A = G 2)
Verifique se T, ¢ sdbre.

0 exercicio acima mostra que testar se uma trans-
formagdo linear do plano é sdbre reduz-se a resolver um
sistema linear (nio homogéneo!).

EXEMPLO

2.2,25: Seja T:R2 - R2 definida pela matriz (; g) e

calculemos sua inversas

1 0 1 4 1 0 1 & 3 0 3 12
(0122)"(-210—6)"(-42 o -12) °
-1 2 3 0 /3 2/3 1 o
(h 2 5 _12) ® (-1/3 i/6 o0 1

e assim a matriz de T ! gerd (—l/:3 2/3).

-1/3 1/6
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Tanto as rotagdes como as translagbes preservam
distaAncias entre pontos. Um exemplo importante de trans-

- n 4+ rd .
formagao que nao faz isso e o seguinte:

DEFINIGAO 2.2.26 - Uma transformacso de semelhanga & a

transformagdo S, definida por

s (5 = (50 (%« xio

5. (0) = (x,ky)

i P(xi)")

1 L,

Tentemos comparar as propriedades de uma transformagio

de semelhanga (ou, siﬁplesmente, semelhanga) com as pro-
priedades que jd conhecemos das rotagaes e das translagaes.
Em primeiro lugar, S nfo preserva distdncias (exceto se
k=1). Se k > 1, d(p,q) < d(Sk(p),Sk(q)) e se k<1,
di{p,q) > d(sk(p),sk(q)). E ébvio que uma reta L passan-
do pela origem & invariante sob & (isto é, se p € L,

Sk(p) € L). Vejamos como S _ transforma uma reta gual-

k

quers:
Seja L = {(x,y)€R2|ax + by + ¢ = 0] e tome

x " x! kx
2= () p e b onito, 5() < Gl = () oo x -
= x'/k, y =7vy'/k e assim % x! & E.yn + e =0 donde
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ax' + by! + ck = 0 e provamos gque uma semeihanga trans-
forma retas em retas.
Deixamos como exercicio estudar a agdo de uma se-

melhanga sobre circulos.

EXERCICIOS

2.2.27% Seja € um circulo de raic r e centro po=(xoﬁb)
Em que figura a semelhancga Sk transforma (€7

2.2.281 Decida se uma semelhanga altera ou preserva o an-
gulo entre duas retas.

2.2.29: Mostre que uma semelhanga Sk € inversivel e que

a inversa & uma semelhanga.

DEFINIGAO 2.2.30 - A reflexfio em tdrno do eixo 0, éa

v

transformagdo do plano R_ definida

por
R = (5 D) =D .

-~ N -
A reflex3o0 em tdrno do eixo 0y € a transformagdo

RY definida por

X -1 Oy ,x -X
R(F) = (T D) = D)

EXERCICIO
2.2.31: 0 que & a transformagao Rxo Ry? e Ryo Rx? Cal~-
cule Rxo Rx e Ry° Ry' Prove que Rx e R

Y
sfo inversfveis e calcule suas inversas.
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DEFINIGAO 2.2.32 - Um alongamento paralelo a 0y d a

transformaglio do plano definida por

M= G = 5 9 k4o

Y

.S¢ k < 1, temos uma compressioc ao longo de Oy'

Se k > 1, teremos um alongamento propriamente dito ao
longo de O_.
& Y
Observe gue uma reta passande pela origem €& trans

formada, por um alongamento, em uma reta passando pela

origem (como muda o coeficiente angular da reta?).

EXERCICIOS
2.2.33: Decida se um alongamento paralelc a OY trans=-

forma retas em retas.

2

2.2.34: Se C = {(x,y)ERzlxz-i-y = 1}, ache a imagem de C

por um alcngamento paralelo a Oy.

2.2.35: Dadas duas relas Ll e L2, estude como muda o
Angulo entre elas apds aplicarmos as mesmas um

alongamentec paralelo & Oy.

2.,2.36: Defina, de maneira andloga a 2,2.32, um alongamen
to paraleloc a Ox e resolva os Exercicios 2.2.7,

2.2.28 e 2.2.29 relativamente a esta transformagao.,

2,2.37s Dado -Ak um alongamento ac longo de Ox -] AL

um alongamento ao longo de Oy’ ache a transforma-

gao Ay - Ap. E voerdade que Ay Ay = Ay o Ay 7
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DEFINIGAQ 2.2.38 - Um cisalhamento paralelo a o, é uma

transformaglio do tipo

%) = GHE xfo .

Um cisalhamento paralelo a 0y ¢ uma transformas=

gdo da forma

6 (P = T C) xio.

EXEMPLO

2.2.39: Seja o circuloc x2+y2 = 1 e apliquemos a &8le um

cisalhamento paralelo a- Ox' Sabemos que
Ck(;) = (;:) = (x;ky) logo x' = x + ky, y' =y e ve-
2 2 2
mos que (xnﬂkyr)+(y;)2=(xl) +k2(y;) +(y*) —2kxtyr = 1
que é a equagdoc de um elipse (por quéd?). ’

A

EXERCICIOS

2.2.,40: Como se comportam retas sob a agdo de um cisalha-
mento?

2,2.41: Qual é a composta de um cisalhamento paralelo a
le com um cisalhamento paralelo a Oy? A ordem

da composiglo afetard o resultado?
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B 5em sabido que uma matriz quadrada A, nxn, §é
inversfvel se e somente se pode ser transformada na ma-
triz identidade nxn por um nﬁﬁero finito de operagdes
elementares sdbre suas colunas. As operagBes elementares
SB.OR
1) trocar as posigbes de duas colunas
2) multiplicar uma coluna por uma constante ndo nula

3) somar a uma coluna eutra coluna.

Egstas operagaes podem ser efetuadas multiplicando
A A& direita pelas chamadas "matrizes elementares" que,

no caso 2X2 sao:
. - 01
1) trocar as posigoes de duas colunas: Ml = (l 0)

2) multiplicar uma coluna por uma constante ndo nula:

(c 0

10
My = (g 4) ou Mp= (5 )

2
3) somar a uma coluna outra colunat

11 10
MBE(OJ.) oqu%:(ll)'

As matrizes MB e Mé definem cisalhamentos,

Mz o Mé alongamentos. Quanto a Ml, € fdcil de ver que
define uma reflexdo em tdrno da reta ¥ = x.
Por outro lado, uma matriz quadrada pode ser transg

formada na identidade por transformagbes elementares se e

sdmente ¢ um produto de transformagdes elementares (por
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'qué? Quais sfo as inversas das matrizes elementares?) des

ta maneira podemos chegar ao seguinte resultado:

TEOREMA 2.2.42 - Seja T uma transformaglo do plano de-

finida por

x 11 P12
™) = (, :
2l 22
e a .
onde a matriz (all alz) ¢ inversivel, Entdo T & a com
21 22 '

posta de cisalhamentos, alongamentos e reflexdes.

EXEMPLO

2.2.43: Se A = (g ,g), exprima a transformagio definida

por A na forma do Teorema 2.2.5@,

Temos que

3 6 6 6 6 -6 6 0 18 ¢
2 1 . 4 1 N 4 -1 . 4 3 R 12 3 |,
1 0 2 0 2 0 2 2 6 2
o 1 0 1 0 1 0 -1 0 -1
18 . 1 0 1 0
12 =12 0 0 12 0 1
-+ -+ -+
6 -2 -1/9 8 -4/9 2/3
0 4 -2/9 w4 ~2/9 -1/3/
a assim
1 0y, _ (3 6 2 0 1 0 1 1 -3 0 1 0
(o l) = (2 3) (O l) (0 _l) (0 1) ( 0 l) (0 4)
1 -1/18 o© 1 o0
G 2 7% 1) (G 1712 ) Loso



G =G ) CHE T HTE o
307G DTEOTE T By

(1 -J.) (1 0) (1/2 o) um pro

DG O DGt

duto de alongamentos, cisalhamentos e reflexbes.
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CAPITULO 3

TRANSFORMAGBES LINEARES

Passamos, agora, ao estudc do que realmente nos in
teressa, as transformagdes lineares entre dois espagos ve
toriais V e W. Tal estudo. jd foi preparado pelo mate-

rial do Capitulo 2, que servird de exemplo e de motivagao.

3.1 - Definicflo e generalidades

DEFINIQAO 3.2.1 - Sejam V e W espagos vetoriais adbre

um mesmo corpo K. Uma transformagio li-

near T:V 3 W & uma fungdo de V em W que satisfaz as

propfiedades:

’

1) Mu,ve v, T(u+v) = T{u) + T(v)

2) Mxe K, vevV, T(kv)=xr(v)

0 Capitulo 2 nos fornece exemplos de transformag%es
lineares (1d V = W = RZ). Uma maneira bem geral de obter
transformagaes lineares, quande V e W s8o0 de dimensio

finita € a seguinte:

EXEMPLOS

3+.1.,2: Sejam V e W espagos vetoriais de dimensfo fini
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ta, onde dim V = n, dim W = m.

Toda matriz A mxn com
coeficientes em X da origem a uma transformagdo linear

T,V W; com efeito, seja {vl,vz,...,vn} uma base de V

e [wl,wz,...,wm] uma base de W. Se v = Exivi, defina

TA(V) como sendo o vetor de W cujas coordenadas, na

base {wl,wz,...,wm} s80 os coeficientes da matriz mx1l

*
Al

W oaaa

n .Entao TA(kv) = kTA(v), pois

kxl xl
A . = kA .
kx x }
n n
. i u
e TA‘V1+v2) = TA(vl) + TA(vz) visto que
]
*1 1 *1 *1
A : + . = A . o+ A . .
1 ]
X, x! x x}
2 3 bl .
Por exemplo, se V =R7, W =R e A= |[-2 g entao,
1

N - . )
tomando em ambos os espagos as bases canonicas, tgmos gue

as coordenadas de V = (%) serdo dadas pors

41 [ 19

2 3 3 = 1 5 .
. * 7

1 0 3

Veremos, em breve, que o método do Exemplo 3.1.2

nos dd tddas as transformagdes lineares entre dois espa~
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gos vetoriais de cimensio finita.
LEMA 3.1.3 =~ Se T:V 3+ W & uma transformagdo linear, e

0 & o vetor nulo de V, entdo T(0) serd o

vetor nulo de W.

Demonstragiio: Com efeito, como O = 0.0 temos que

T(0) = 0+T(0) e como 0.T(0) = 0

segue-se que T(Q) = 0.

LEMA 3.1.4 - Uma funglo f:V 4 W & uma transformaglo 1li-
near se e somente se,%lkl,ka € K, vi,v, € V,

temos que T(k;v +k;v,) = k T(v;) + k,T(v,).

Demonstragao: Pelo Axioma 1, T(klvl + kzvz) = T(k,v,) +

+ T(k2v2 e usando o Axioma 2 vem gue

T(#lvl) + T(kzvé) = k;T(v,) + k,T(v,). A reciproca segue-
-se de que T(klvl = T(klvl + O-va) = le(vl) e
T(1-vy + 1ev,} = T(vy+v,) = L7(vy) + 1:7(v,) = T(v,) +
+ T(vz).
Uma transformagfo linear fica perfeitamente deter-

minada se conhecemos como ela transforma os vetores de

uma base, como & provado a seguir:
LEMA 3.1.5 - Se T:V+ W & uma transformagio linear, e

{vl,vz,...,vh] ¢ uma base de V, entdo T
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fica perfeitamente determinada pelos vetores T(vl),T(vz),

...,T(vn).

Demonstraglio: Seja v € V, entdo v = Ix,v, e assim

T(v) = T(Exivi)

ExiT(vi). Por outro lado,

se S:V a4 W € tal que S(vi) T(Vi), i=1,2,...,n, vemos
que S{v) = S(Exivi) = ExiS(vi) = ExiT(vi) = T(Exivi) =

- T(V) .
. B importante frizar gue, em geral, os vetores
T(vi),T(vz),...,T(vn) nio constituem uma base para W e

podem mesmo deixar de ser linearmente independentes, como

o mostra o exemplo abaixot

EXEMPLO
3.1.6: Seja T:R? + R® tal que T(x,y,z) = (2x,x-§+z).

Se {01,92,93} ¢ a base candnica do RB, vemos
que T(e,) = (2,1), T(e,) = (0,-1) e T(ej) a (0,1) e
éstes fetores nido sfo linearmente independentes.:

Jd wvimos que dados espagos vetoriais V e W, de
dimensdac m e m respectivamente, t6da matriz A mXn
dd origem a uma transformagaoc linear TA:V -+ W; veremos
agora, por outroe lado, que tdda transformagdo linear

TtV o« W dd origem a uma matriz mXn.

DEFINIGAO 3.1.7 - Sejam V e W espagos vetoriais de di,

mensdoc finita, B = {vi,vz,...,vn} ]
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gt = {wl,wz,...,wm} bases para V e W respectivamente

e Ti:V 2 W uma transformagio linear. A matriz de T _em

relacio 4s bases 8, 8', denotada por T]gl, ¢ a matriz
mxn cuja j-dsima coluna sio as coordenadas de T(vj) na

base B! (ou seja, é a i-ésima coordenada, na ba-

a, .

ij

se B', do vetor T(vj)).
. 3 2

Como exemplo, seja T:R- 4 R dada por T(x,y,z):

= (x-y, x+2y+z)} e tomemos B,8! como sendo as bases ca-

noénicas de R3 e R2 respectivamente. Temos entaoc que:

T(Vl) = (1,1) = Wi o+ W,

T(vz) = (=1,2) = -w, o+ 2w,
T(vj) = (0,1) = w,
e assgim
B 1 -1 0
T) r = (l 2 l)

: -
Convém salientar que a matriz de uma transformagac
T:V 5 W € sempre tomada em relagdoc a duas bases, uma em

V e a outra em W. Mudando as bases mudard a matriz.

EXEMPLOS
3.1.8: Seja mals uma vesz, T:R3 9 R2 definida por
(x,¥,2) = (x-y, 2y+x+z) . Tome v, = (1,0,0),

= (0,1,0), v, = (0,0,1) e LI (1,1), W, = {1,-1).

v, 3
Se B = {vl,vz,vj}, B! = {wy,w,} , achemos a matriz
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..T]B

J4 sabemos que:

I

T(vy) = (1,1)
T(Vz) = (-1,2)
T(v,) = (0,1)
Mas (1,1) = Wi (0,1) =-%—(wi-w2);.(-l,2) =

l .
=5 W - 3/2 W, e podemos, portanto, escrever:

B 1 1/2  1/2
TJB' = (0 _3/2 _:’/2)
3.1.9: Tome V = W = R2, B = {v, = (1,0}, v, = (0,1)},

[}

Br = {w, = (1,1), w, = (1,-1)} e considere a

2 2 B

transformagéio identidade I:R“ 4 R, Qual a matriz. I]B,?
Vemos éue I(v,) = v, = (1 Oj =lw + 1y
1 1~ } 2 71 2 "2
) 1- 1
I('\rz) =V, = (0,1) xS W, om T Wy
: /2 1i/2 - '
e assim I]g‘ = (1§2 -1§2 o0 que mostra nio ser a matriz

da transformagao identidade em relagdo a estas bases a ma-
1

I

triz identidade 2x2.

3.,1.,10: Seja P3 o espago vetorial dos polintmios reails
de grau €3 e consideremos a base B = {l,t,tz,tBI,
déste espago. Se D:P3 - P3 ¢ a operagio linear deriva-

gdo, a matriz D]g é achada como segue:
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D]t =

C O O O,
QO O O W
o O N O
cwoo

-

341.11: O conjunto dos mimeros reais R constitui um es-

pagoQVetorial sébre R. Seja T:P3 + R a trans- =
formagdo linear definida por (a + alt + a,t” f.aatB)p*ao
(isteo &, p(t) + p(0). B fdoil varificar que, T_'é de fa-'

to uma transformagdo linear (faga- ol) Uma base para o es

ERS -.,n' e

pago vetorial real R & formada pelo vetor wl = 1, Se

B & a base de P3 constituida por vl = 1, _v2 = t,
- ! ‘ 2 T

Vg o= %, vy = £7, vemos que T(l) q 1, T(t)'- 0, T(t) =

P Ex ', £ i R

= 0, T(t3) = 0, o assim . *.2:‘-fw

. T]g' - (1,0,0;0)}¢-‘)_

Nem sempre uma transformagaoylinear”szvui W & da .
da por sua matriz em relagéo a bases“quaﬁfornam‘1mediat0}
identificar a agdo dé T. Seja, por exemplo, no espago R?f“.
& reta L determinada pelo vetor (2,1) e a transformagéo

2

TiR® 4 R? ' Projegdo ortogonal sSbre L. Assim, se u,
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10

o OL

= (2,1), u, = (-1;2) e B = {ul,uz}, entao T]g = [

(2,1)

Por outro lado, ‘a matriz de T em relaglo 4 base

. : 2 ., 4/5 2/5
ca i d R =
nonica do =] (2/5 1/5

matriz de T em relagiico a B permite uma identificagdo

}. FPica assim claro que a

imediata de T, mas © mesmo nfo acontece com sua matrisz -
em relégao_a Bt.

Ao estudarmos uma tranéformagao linear ¢ assim oOb-
viaﬁente interessante procurar bases em relagfio ds guais
sua matriz seja o mais simples possivel.

Como mais um exemplo neste sentido, sejam
v, = (2,3), v, = (-1,4) ¢ R® o T;R2 + R® definida por
Tvl = 2v
T]g

1 T(vz) = -bv,. Se B = {vl,vz} entdo

[g _2]- A matriz de T em relaglo & base canbnica

]

. 4 12
B' = {91192} € (-214- 38)

relacionar as matrizes de uma mesma transformagdo em ba-

+ Aprenderemos, a seguir, como

ses diferentes, a fim de permitir um estude melhor das

tranaformacgtes lineares.
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EXERCICIOS
3.1.12: Seja, no R3, o plano que passa pela origem e de-
terminado pelos vetores v, = (1,1,1) e v,

= (1,-1,1). Se T & a transformaglo linear reflexdc nes-

te plano, ache a matriz de T em relagao 4 base

B = {vl,va,vs}, onde v, = (2,0,-2). Qual a matriz de T

- »

em relagao 4 base candnica do RB?

3+1,13: Mostre gque se V = W e B = [vl,vz,...,vn},

B! = {V.4V,yss+,v. ] entlo a matriz da identidade
12 n . N

em relagiio a estas bases, I]B 6 a matriz identidade nXu.

B’

3.1.14%: Tome, em P as bases B = {l,t,tz,ta] e

3!
. 2. 3.2 . B
Bt = {1,1+t,t"+t,t"+t"} . Calcule as matrizes DJB"

1 1
D]g ' D]g,, onde D:P3 - P3 é o operador linear deriva-

-~
gao,

LEMA 3.1.15 - Sejam T:V + W uma transformagfic linear e
By B! Dbases de V e W respectivamente.
Se v]B designa as coordenadas de v na base B e

T(v)]B' as de T(v) na base B' entio

v = 'B A .
()1, = (1150 ()

: n
Demonstragdo: Se T(v) = iil y;%;» onde B! = {wl,...,wn]
IL
e VvV = El X4V 002 B = {vl,vz,...,vg]

temos que T(v) = T( £ =x.v.) = Z x, T(v,). Se T(v,) =
=1 J J

J i J=l J
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n

L a . w vem entio T = x. (T , =
= N TS gue (v) j,xJ(k akak)

= i (% xjakj)wk e como B' & uma base, Vi = % 8y 5%

a [Ee- . '3
ou seja, em notac¢ado matricial

.j ’

B -
T(v)]a‘ = (T]B')(VJB).

Sejam agora T:V =+ U, S:U 4+ W transformagﬁes 1li-
neares f,8' e B" bases de V,U e W respectivaments
Podemos calcular as matrizes T]B| , S]B; e S-T]S" . Ha
verd alguma relagao entre estas matrizes? A resposta & da

da pelo lema abaixo:

LEMA 3.1.16 - Se V, U e W si3o espagos vetoriais com
‘bases B, B! e B" respectivamente,

TiV 4 U, 8:U + W transformagdes lineares, entdo
1 ‘
S'Tlsn _= (Sjgll)(T]g,g) *

7

Demonstracio: Sejam B = {visvaseenyv ], Br={u, uysee,ut

m
m
B" = {wl,wz,...,wr}. Se T(Vi) = jﬁl 844 Uy
r
S(uj) = 521 bsj W_, Vem que
(S-T)(vi) = S(T(vi)) = S(% ajiuj) = % aji-S(uj) =
o % aji(i bsjws) = E (% bsjaji)ws
e pondo ’ .

(S’T)(vi) = i Coi¥g

vemos que Cgy = Ebs.'a ¢ que demonstra o lema.

J Taie

o
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EXEMPLO

3.1.17: Sejam T:R2 4 R3, S:R° 4 R® dadas por (x,v,z)m
- (x-y,z,y+z) e (x,v,2) = (2x+v,y+z) rospecti~-

vamente e v, = (1,0,0), v, = (0,1,0), vy = (0,0,1},

W, = (1,0), W, = (0,1). Se B =B = {vl’va’VB}’ 3"=[Wr“§

-
vem entao que:

8 t - . 2 1 o0
TIh,=|0 o0 1 s]g“ = o assim
o o 1 1
1 -1 0
2 -2 1
S‘T]B" = 210 (o) o 1 = como

o
=
[
Q
=
N

pode também ser verificado diretamente.
0 lema acima permite achar a matriz de uma trans-
formagdo linear em relagfio a bases a, ', uma vez conhe-

clda sua matriz nas bases B, pt.

LEMA 3.1.18 - Se a, B s8o0 bases de V, a', B' bases
de W e T:V+ W ¢ uma transformagio li-

near, entio:
1
105, = (1,28 0(115,) (1,1F) onde Tvae v e

waw + W s8o as transformagdes identidade de V e W

respectivamente.

Demonstraciot Como T = Igy* T+ I, segue-se que T]z, =

= (e 1) (1,39) = (18 ) (@) (119,
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por uma aplicagdo dupla do Lema 3.1.17. A figura abaixo

ajuda a compreender a demonstragio.

I, T I,
(:::i:)'/—_h\Q ::i: C) . Y
A .
v w W

DEFINIGAOC 3.1.19 - Dado um espago vetorial V e a, B

v

bases de V, a matriz de passagem de

0 para £ @ a matriz I onde I,:V + V 6 a transfor

@
vig»
magdo identidade de V.

EXEMPLO

3.1.20: Seja ™R3 4 R® dada por (%,y,z)r (x+y+z,x-2y).
Se B e B' shBo as bases. candnicas de R> e R>
respectivamente, entio

8 1 1 1
T3B' = (1 -2 o) '

Consideremos, agora, os vetores v, = (1,1,1),

1
5 = (1,-1,0) de R’ e wy = (1,1),
W, = (1,-1) de R°. Se & = {vl'v2’v3}’ a = {wl,wz],

v, = (0,0,1), v

2

a

achemos T]a"

Sabemos que T]§,= (ijg:) (T]S.) (IV]g)'

Para achar Iv]g devemos expressar 03 vetores da

base o = {vl’VE’VB} por suas coordenadas em relagio 4 ba
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se B, assim

1 0 1
[+ 4
Iv]B = |1 0-1]|.
11 o0
Calculemos agora ijz. se e, = (1,0), e, = (0,1) te-
mos gque
wl = el + 92
w2=el—92
donde se segue que
6. = L u 1
€1 STVt 3 ¥,
=] —‘lW '];W
2°- 2 "1 77 "2

e portanto
L ]B ) (1/2 1/2) ]
W-a 1/2 -1/2

Logo
e (1/2 1/25(1 1 1) 101 1 1/2  3/2
T 1 0l =
ot 1/2 “1/2 1 -2 0 11 o 2 1/2 _3/2

como pode ser verificado diretamente.

EXERCICIOS

-

3.1.22: Seja M(2X2) o espago vetorial das matrizes 2xX2 a

coeficientes reais e considere as bases

L]
I

G @ HEH.EH

N0 T Gl TN -0 TN S W

B'
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Ache as matrizes de passagem de f para B' e de B!

para B.

3.1.23: Tomemos, mais uma vez, o espago vebtorial P e

3

considere a operagao linear T:P3 + R tal que
l .
p(t).-—»[ p(t)dt.
0
. 2 .3 2
Sejam as bases B = {1,t,t%,t7} e pt={1,t+1,t"+t,
t
t3+t2} de P3 e o = {1} de R. Ache 'r]gL e T]EL .
Jd wvimos, no Lema 3.1.15, que as coordenadas de um

vetor v € V na base B8, v]B, do vetor T(v) na base 8Y,

T(v)]B' e a matriz T]ET estdo ligadas pela relacfo
B
T = T v .
(V)1ge= (118) (v1,)
Se fizermos, nesta fdrmula, T = IV’ vemos que:

- - P
W= (@8 (1)

LEMA 3.1.23 - As coordenadas de um vetor v € V em duas

bases B e B' de V estlo ligadas entre

si pela relacgio
B .
onde I]g, ¢ a matriz da passagem da base B para a ba-
se Bt.
EXERCICIOS

3.1.24: Se I:V 4 V € a transformaglo identidade, e a e

B sho bases de V, demonstre que
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ZC By=-1
Iig = (113) .

3.1.25; Sejam B, B8' bases de V e T:V 4 V uma trans-

formagdo linear. Mostre gque

1% = (@b @b @i .

B'

. : 2 .3
3.1.26: Seja o espago P3 e as bases B = [1,t,t7,t”},
2,1-t3} .pado  p(t) = a

2
1 = - -To-
B {1)1-%,1-%-% ora trayt
+ a3t3, ache suas coordenadas na base §!'.
3.2 - Imagem e nicleo de uma transformagioc linear

DEFINIGAO 3.2.1 - Seja T:V + W uma transformagdo linear.

0 nicleo de T, N(T) € o subconjunto

de V definido por N(T) = [veVv | T(v)=0}.

EXEMPLOS
3.2,2: Se T:RZ R? ¢ dada por (x,y) =+ (x~y,2x+y), te-
mos que T(x,y} = (0,0) se e sdmente se
(x-y,2x+y) = (0,0) ou seja x-y = O,
2x + vy = 0 o0 que acarreta x =y = 0 e assim
N(T) = {(0,0)], o subconjunto formado pelo vetor zero do
RZ,

3.2.3: Seja 7:rR3 4 R® dada por (x,y,z} 4 (x=g,y+2x). /{é

Entdoc, T(x,y,z) = (0,0) se e sdmente se (xﬁg,y+2ﬂj/zgl

1

|
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= (0,0) ou equivalentemente
*x -2z = 0
v + 2x = 0

;// e assim N(T? = {(x,y,z)€R3lx=z, y+2x = O}a{r(1,-2,1),reR].

Bstes dois exemplos mostram bem a forte relagio
existente entre os sistemas de equagdes lineares e o es-

tudo das transformagdes lineares.

EXERCICIO

J3.2.4: Se D:P3 - P3 § o vperador linear derivagido, de-
termine seu micleo,
Nos exemplos acima, vimos gue os micleos das transg

» ~ .
formagdes s8o, respectivamente, a origem e uma reta pas=-

sando pela origem; em geral temos o seguinte resultadoi

LEMA 3.2.5 - Se T:V + W . & uma transformagao linear, en-

t3o N(T) & um subespago vetorial de V.

Demonstracio: Em primeiro lugar, N(T) contém pelo menos

um vetor, o vetor zero (por quéd?). Se
u,v € N(T), T(u) = T(v) = 0 e assim T(au+bv) = aT(v)+

+ bT(v) = 0, logo au+bv € N(T).

EXERCICIOS

3.,2.6: Qual a dimensio do micleo da transformagao linear

derivacio D:P, » P_?
¢ 3 3
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3.2.7: D8 um exemplo de uma transformagdo linear T:R
cujo nicleoc tenha dimensfo zero.

3.2.8: Ache uma transformaglo linear ™R° + R>  cujo ni
cleo tenha dimensfo 1.

3.2.9: Dé uma transformagio linear ’I‘:R3 + R? cujo nd-
cleo tenha dimensfo 2,

3.2.10: Nos Exercicios 3.2.7, 3.2.8 e 3.2.9, determine se
ag transformagdes lineares encontradas sdo sobre-

jetoras. ‘
Relembramos a definigfo de funglfo injetora: fiA + B

é injetora se e sdmente se x # y acarreta que £(xY££(y).

O lema abaixo caracteriza as transformagdes lineares inje

toras em térmos de seus mnicleos.

LEMA 3.2.11 - Uma transformagao linear T:V + W ¢ injetg

ra se e somente se N(T) = {0]; O o vetor

nilo de V.

Demonstragfo: Suponha que existem v,;,v, € V, Vv, £ v, e

tais que T{(v ) = T(vz) (69?3935, T nfo
¢ injetora). Mas entdo T(vlfvz) =0 o so N(T) = {0},
Vem que V-V, = 0 logo V1 = Vo uﬁ absurdé;
Por outro lado, se N(T) # {0}, seja v € N(T), v £ 0, en

tdo T(v) = T(0) = 0 e T nio é injetora..
WN -

)= 0 =Tl WYV \p'laa;,c,o
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EXERCYCIOS
3.2.12: Verifique se a transformagao T:R% 4 R? dada por
T(x,y) = (x-2y, 2x-Uy) & injetora.

3.2.13: Mostre que T:R3 -+ R2 definida por

(x,v,2) > (x~2y,y) nfio é injetora. Determine

.
seu nucleo.

DEFINIGAO 3.2.14 - O conjunto de valores da transformagio
linear T:V 4 W & chamado de imagem
]

de T, e denotade por I(T).

EXEMPLOS

3.2.15: Se T:R2 -+ R2

é a transformagdo (x,y) (x,x)
entdo T +transforma todo o plano na reta x = ¥
e, assim, (1,2) { I(T).

3.2.16: Vejamos se o wvetor (1,4} ¢ I(T), onde T:R2 -+ R2

6 dada por (x,y)+ (2x-v,x+y). Desejamos saber
se eoxiste (x,y) e R2 tal que T(x,y) = (1,4), ou seja
(2x-y,x+y) = (i,h). Desta maneira, nosso problema recai
em resolver o sistema -
C2x=y = 1
x+y = 4
o-qual tem a solugdo x = 5/3, ¥y = -7/3; e assim (1,4)¢€
€ 1(T).

Jd mostramos que o micleo de uma transformagio li-
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near T:V 5 W & um subespago de V. A imagem de T, I(T)
também & um subespago (de W, naturalmente), conforme o

lema abaixo:d

LEMA 3.2.17 - Se T:V a3 W € uma transformagao linear,

entfio I(T) & um subespago vetorial de W.

Demonstragio: I(T) ¢é dbviamente nlio vazio (por qué?).

Por outro lado, se Ww,,w, € I(T) ¥ ViV, €V
tais que T(Vl) =Wy, T(vz) = W,y mas entao

= a.w, + a,w e assim a

T(ayvy + ayvy) 1v1 2%2 1Y

1t asv, ¢ I(T).

EXERCICIOS
3.2.18: E possivel existir uma transformagfo linear inje-
3 2 a
tora T:R” -+ R™? Por que?
3.2.19: Existe uma transformagao linear sobrejetora
’I‘:R2 - RB? Por qué?
3.2.20: Seja T:R® 4 R*. Mostre que se T nfio € sobreje-

tora, entia T mnfo € injetora.

Os exercicios acima fazem ver que a dimensado do do
minio de T parece ter influéncia no fato de a transfor-
maglo ser ou niic injetora ou sobrejetora. A situagdo exa-

ta & descrita a seguir:

TEOREMA 3.2.21 - {feorema do micleo o da imagem}:

Seja T:V + W uma transformagdo linear

entre espagos vetoriais de dimensi@o finita. Entdo,
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dim N(T) + dim I(T) = dim V.

Demonstracao: Tome Vi 1Vasees, v, uma base para N(T) e

seja Wy ,Wyy.e W, uma base de "I(T). Como
Wi aWasenesW, € I(T}, podemos encontrar UjsUyseenyu, €V
tais que T(ui) = W, 1< i< t, Afirmamos que o0s vetores
vl,vz,...,vs, Uyylgyeee Uy formam uma base de V, o que
concluird a demonstragfo.

Seja v € V e consideremos o vetor T(v) € W.

t
com T(v) € I(T), temos que T(v) = I_ x,w., onde
KpsXgsessrXy € K, Tomando o vetor u = v = Exiui vemos
qgue T(u) = T(v - Exiui) = T(v) - ExiT(ui) = ‘Zl.‘(v)-Exiw:.L =
8

= T(v) - T(v) = 0, loge u € N(T) e assim u = jglijj'

logo v - Ix,u, = Eijj donde v = Ix,u. + Eij Ou se-

i74 i7i

j.
ja, os vetores VisVossrerVy, UjslyyeesUy  geram V. Por

outro lado, ostes vetores sao linearmente independentes:

z = .
se Zaju, + Eijj 0, vem gue T(Eaiui + EijJ) =

n

T(Eaiui) + T(Eijj) = EaiT(ui) + EbjT(vj) = Za,w; = 0O

e como os vetores LERAPERIEN formam uma base de I(TL
8 = a, = «o0 = a, = 0, logo Eijj = 0 e como Vi1Voress
CeesVy constituem uma base de N(T), bl = b2 Saa e bs,u

m 0, & a88iM Uy Uyyeesslyy VisVhyene Vg sflo linearmente

independentes.

" COROLARIO 3.2.22 - Se T:V + W & uma transformagdo linear

V e W sfo espagos de dimensdo finita

+
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dim (V) > dim (W), T nao & injetora.

'ROLARTCO 3.2.23 = Se Ti:V 4+ W & uma transformagao li-
near; V e W sAo espagos de dimen-

.0 finita, e dim(V) < dim(W), T nido é sohrejetora.

BERCICIO

2.24: Mostre que se V e W s8o espagos vetoriais de
mesma dimens8oc e T:V + W ¢ uma transformagio 1i

var entfio T & injetora < T & sobrejetora. (Sugestio:

te a férmula do teorema do ndcleo o da imagem).

— Ty

L4 . .
3 -~ Transformacdes lineares inversiveis

J{ conhecemos a definigdo de uma fungdo inversivel.
1 particular, faz sentido falar em uma transformagdo 1i-

rar inversivel e vale entdo o seguinte resultados

MA 3.3.1 - Se T:V + W & uma transformaglo linear inver

sfivel, sua inversa S:W -+ V serd tambdm uma

3 -
ransformagao linear.

:monstragdo: Devemos mostrar que N&kl,k € K, wl,w € W

entdo S(klw + kW ) s k S(w ) + k S(w ).

rjam  vi,v, € V tais que T(vl) =Wy T(v } = Wy en-

Lo T(klvl + k vz) kywy a

kivy + k,v,. Mas como T(v;) = w; e T(v,) = w,, segue-

+ kyw, o assim  S(k w +k,w,) =
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-se que S(wl) =v, e _S(wz) = v,, logo S(klw + kw

1t k)
= le(wl) + kzs(wa), o que queriamos demonstrar.

2!

J4 vimos que uma fungho f:A - B pode possuir uma
inversa & direita sem ser inversivel ou uma inversa & es-
gquerda sem ser inversivel. Tal nao ocorre com as transfor

» ' v 0y =
magdes lineares entre espagos vetoriais de mesma dimensao,
como visto em 3,2.24. 0 mesmo resultado se conclui dos

teoremas abaixo:

TEOREMA 3.3.2 ~ Sejam V e W espagos vetoriais de di-
mensio finita e T:V + W uma transforma-
¢fo linear. Entdio T & inversivel se e somente se T

transforma uma base de V em uma base de W.

Demonstracio: Suponhamos T dinversivel e seja {vi,vzpu,ﬁJ

uma base de V. Consideremos os vetores

Wy = T(vl), v,

os vetores wl,wz,...,wn s80 linearmente independentes.

= T(vp)reeerw, = T(vn); em primeiro lugar,

Com efeito, se a equagdo vetorial 0 = X;W; + X,Wy +eset

+ tem uma solugho diferente de {0,0,...,0), vem

X W
nn

gque, chamando de S a inversa de T, O = $(0) = x vy +

. -~ N
. v v
+ x2v2 Fos et xnvn uma contradicgao, pqls Vi VoreeesVy

sho linearmente independentes. Além disso, se w € W,
n .
entdo S(w) € V e assim S(w) = 121 a; vy, logo w = TS (w)

= EaiT(vi) = La,w,, logo os vetores wj,Wy,...,W  geram v

e formam portanto uma base de W.

)
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‘or outro ladco, se os vetores WirWgaeens Wy formam uma
)ase para W, definamos S:W o V especificando que

i(wi) = vy i=1,2,..04m (por gué isso & possivel? veja

3.1.5). Entfio, se v E V, v = Eaivi, vemos que (S.T)(V)=

z S(T(V)) = S(EaiT(vi)) = S(Eaiwi) = Eais(wi) = Zaivi = Vv

w

se wg W, w=ZIbw,, T.5(w)

i

z b = = = . . oo s
T( bivi) EbiT(vi) Ib,w, = W ‘e assim T ¢ inversi

7el, com inversa 5.

JOROLABIO 3.3.3 - Se existe uma transformagdo linear in-

versivel entre dois espagos vetoriais

le dimensBo finita, suas dimensbes coincidem.

'EOREMA 3.3.4 - Seja T:V -+ W uma transformagdo linear
entre dois espagos vetoriais de mesma di-

nens8o0., Entdo, as condigbes abaixo sdo equivalentes:

’, ) rd
é inversivel

O

injetora

¢ sobrejetora

=
I T R

transforma bases em bases.

JBSERVAGAO: O teorema do ndcleo e da imagem permite de-
monstrar, como pedido em 3.2.24, que 1), 2) e
3) s80 equivalentes. Apresentamos nova demonstragfo por

ser mais geométricea.

T.S(Zbyw,) = T(Zb,5(w,)) =
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Demonstracio: A implicagdo 1) 2 2) & trivial. Mostremos

que 2) =+ 3): seja ACRACTRRREA € V uma bz
se para V., Como T & injetora, os vetores w, = T(vi)
iml, a0y sho linearmente independentes; com efeito, su-

ponha que a equagao X W, + W tooot XoWoo= 0 tenha

2%z
uma solugdo ndo trivial (bl'b2""’bn) e consideremos o
- . » -
vetor v = bV, 4 bV, dteees b v . B Sbvic que v € nao
nulo (por qué?) e assim o ndcleo de T contém um vetor
nio nulo (T(v) = 0), o que & impossivel pois T €& inje-
tora. Mas se os vetores distintos (por qué?) W sWos e e Wy

sao linearmente independentes, como a dimensao de W & m

8les formam uma base para W.

Seja w € W; vemos entfio que w = Eaiwi e assim
- - V = S = by =
se v = Ja,v,, segue-se que T(v) T(EaiYi)_ aiT(vi)
= Eaiwi = w, logo T ¢ sobrejetora}

Mostraremos agora gue 3) -+ h). Seja, mais uma veZz,
{vl,vz,...,vn} uma base de V. Afirmamos que 08 vetores

W, = T(vi), iz=l,, s, geram W. Com efeito, seja weE W

i
e veEV tal que T(v) = w; mas Vv = Eaivi e assim

w s T(v) = T(Eaivi) = La,w,, 0o que demonstra a afirmagao.
Mas como a dimens3o de W € n, segue;se que os vetores

wl,wz,...,wn constituem de fato uma base para W.

A demonstragho de 4) + 1) jd fol feita em 3.3.2.

DEFINIGAO 3.3.5 = Se TiV -+ W & uma transformagdo linear

o
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nversivel, diz-se que T € um isomorfismo entre V e W.
« - . . - .
ois espagos V e W sac¢ isomorfos se hd um isomorfismo

ntre &les.

EOREMA 3.3.6 - Dois espagos vetoriais V e W sbbre um
mesmo corpo K sfio isomorfos se e somonte

-~ Iy - 0
e tem a mesma dimensaoc.

emonstragao: Se V e W tém a mesma dimensfo sejam

B = {vi,v2,...,vn}, Bt = {wl,w2,...,wn} ba
es de V e W respectivamente. Defina T:V 4 W por
(vi) = w;, i=1,2,...,n. Por 3.3.4 T € inversivel. O

oroldario 3.3.3 conclui a demonstragao.

XERCICIOS
.3.7: D& um exemplo de uma transformagio linear entre es
pagos vetoriais de dimensbes diferentes que € inje
= ’ . rd N L rd
ora mas nao ¢ sobrejetora; que € sobrejetora mas nao e

njetora.

.3.8: Uma transformagdo linear T:V + V ¢ inversivel se
e sdmente se a matriz de T em relagio a uma base

nalquer B de V, T]: é inversivel,

+3.9: Usando o fato de que um determinante & nfio nulo se

e sdmente se suas colunas sio linearmente indepen-

:ntes demonstre que det(T]g) ¢ ndo nulo se e sdmente

3 TeVea V €& inversfvel,
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3.4 - Os sistemas lineares

r

Neste pardgrafo, estudamos os sistemas lineares u-

sando o Teorema do Nucleo e da Imagem.

DEFINIQKO 3.4.1 - Dado o sistema linear

313 Xy + Byp Xp teeet By, X, = by
: : D (2)
sl xl 4+ a 3 xz 4 enort asn xn = bs
onde aij’ 1< i< s, L5 j= n, X 1< i< n, bj,ls jss

sdo elementos de um corpo K, a matriz do sistema é a ma-

triz
all alz v e a e aln
A= :
851 fg2 "t Bgn
Por exemplo, a matriz do sistema
3% = 2y + 4z = O
2x -z =5
X + 3y -~ 2z =0
sera
3 =2 4
2 o =1

3 -2
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JEFINIGAO 3.4.2 - O sistema linear (1) diz-se homogéneo

se bl = b, = oo = b = 0,

Observe gue, fazendo
x
x

2

[V

n ]

) sistema {I), escreve-se, em notacglo matricial,como

AX = B. -

EXERCICIOQ
3.4.3: Escreva cada um dos sistemas abaixo em forma ma-

tricial indicando, em cada caso, a matriz do sis-

tema

1) 3x+y-5z = -1 b) 3x-Ty+lhz-8w = 24
X=2y+zZ = =5 x=-lby+3z-w = -2
x+B5y-T=z = 2 Y+z-w = 6

2x=15y=-g+5w = =46

3) Bx+y+z4w = O d} 2x-3y+6z = 3
16x+y=-z+5w = 0O Yx—y+z = 1
Tx+2y+3z = 0 Ix=-2y+3z = 4

0 primeiro fato que podemos demonstrar € o seguin-
te:
TEOREMA 3.4.4 - O sistema linear homogéneo AX = 0 tem
solugdo ndo trivial se ¢ sdmente se a

transformagao TAsKn + K° induzida pela matriz A tem
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nicleo nao trivial,

Demonstragao: ¢ trivial, e consiste em interpretar as so-

o n
lugdes do sistema como vetores de K .,

COROLARIO 3.4.5 = O sistema homogéneo AX = 0 de 8 e-

quagdes e n incégnitas tem sempre uma

- . . .
solucio ndo trivial, se n > s.

Demonstragao: Se n > s, a transformagao TA=Kn -+ Ks te-

rd ndcleo nio trivial, pelo teorema do mi-

cleo e da imagem.

DEFINIGAC 3.4.6 - Dada uma matriz A sXn, o posto de A,

p(A), é o mimero mdximo de colunas li-

nearmente independentes de A.

EXEMPLO
2 =3 6
3.4,7: Calculemos o posto de L -1 1 :
3 =2 3
2 =3 6 2 =3 0 6 =6 0
L -1 1 - L -1 =11 -+ 12 -2 =11 -»
3 -2 3 3 -2 -6 9 -4 =6
6 0 0 6 0 0 6 0] 0
- 12 10 11| » (12 10 =1 -+ 12 0 =1 -+
9 5 =6 9 5 =1 -9 =5 -1
6 QO (8] 6 0 Q 6 0 0
- 0 0 =1 = C 0 <114 = 0 0 -1 +
-3 =5 -1 -3 -1 .-1 -3 1 o0




=07 =

1 0 0

+ 0 o 1 e o posto da matriz serd 3.
o0 1 0O

XERCICIO

4,81 Calcule o posto das matrizes abaixo:

) 3 1 <5 b) 3 1 -5 1
-1 -2 1 -1 -2 'L -5
1 5 =7 i 5 =7 =2
) 6 1 1 1 a) 2 -3
16 1 -1 5 4 -1
7 2 3 0 3 -2

) 2 -3 6 3
L -1 1
3 -2 3 b

|l

Se A & uma matriz sXn, denotaremos por AiERS

i~dgima coliuna de A. Assim se 91,92,...,eh constituem
base candnica do R, A, = T,(e,).
' i AVTd

EMA 3.4.9 - Dada uma matriz A sXn a imagem da trans-

formagao T, é gerada pelos vetores A,,

=l,2,...-,n.

emonstragao: Se x € Kn, X = Exiei e assim Tx = Exaﬁbic

= Ex A, logo os A; geram I(TA)'

i’ i
EOREMA 3.4.10 - Dada uma matriz A, entao p(A) €& a di-

mensao de I(TA).
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Demonstragaoz Como os vetores Ai geram I(TA)' podemos

extrair déles uma. base para I(TA)' 0 nime-

. e . '
ro de elementos desta base serd o ridmero maximo de Ai s

linearmente independentes ou seja, p(A).

Dado o sistema AX = 0, onde A ¢€ uma matriz sXn

jd sabemos que suas solugdes formam um subespago de Kn,

que & exatamente o micleo da transformagio T K™ 4 K%,

A
0 subespago de k™ dado pelas solugbes de AX = O & cha

mado de espagc solugdo de AX = O.

COROLARIO 3.4.11« Dado o sistema AX = 0 de = equagdes
e n incdgnitas, a dimensfo do seu es-

pago soluglo 6 mn-p(4).

Demonstracho: & uma conseqiiéncia do teorema do micleo e
da imagem: n = dim I(TA) + dim N(TA) =

= p{A) + dim N(’I‘A).

EXERCICIO

3.4.12: Mostre gue o sistema AX = 0, onde A é uma ma-
triz sXxn, tem soluglo iunica se e sdmente se

p(A) = n. Qual a solugao? |

LEMA 3.4.13 - O sistema AX = B tem solugdo se e sbmenté

1

se o vetor B = pertence & imagem de

Teee O

8
TA:Kn - K2,

Demonstracao: trivial e dispensa comentdrios.

"
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Consideremos mais uma vez o sistema AX = B, defi-

iido pela matriz

Byq rewr 894
A= :
asl R asn

:» fTormemos a matriz

o]
[+3

811 " Fin M3
Al = : . . ‘
asl cevs @ bs

jue serd chamada de matriz aumentada do gistema,

IXERCICIO
j.4.14: Em cada um dos sistemas do Exercicio 3.4,3. ach

a matriz aumentada do sistema.

FEOREMA 3.4.15 - O sistema AX = B tem solugdo se e sb=
mente se o posto da matriz A & igual

10 posto da matriz A',

Jemonstracio: O posto de A, p(A), € igual ao posato de

A, p(A'), se o somente se o vetor B &
zombinaglo linear de A;,A,,.«eih, (por qué?). Mas B
>ombinagio linear de A;,A,re..,A  se o sbomente se B

Jertence ao subespago gerado por Al’A2""'An e a de-

nonstragde fica concluida se relembramos que éstes veto-

e

I
P-4
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res geram a imagem de TA'

EXEMPLO
3.4.16: Considere o sistema

X - 2y + 3z = =1
2x -y + 2z = 2
3x + vy + 2z = 3

1 =2 3
A wmatric A do sistema serd 2 =1 2|, que
3 1 2

tem posto 3; a melriz aumentada serd

i -2 3 =1
2 =1 2 2
3 i 2 3

que também tem posto 3 e assim o sistema terd solugao.

Aprenderemos, em pouco, a achd-la.

Dado o sistema AX = B, o gistema homogfneo asso-

ciado a 6le ¢ AX = 0.

TEOREMA 3.4.17 - Tddas as solugbes do sistema AX = B
s%6 da forma X + X, onde X ¢é uma so-

luglo fixa de AX = B (chamada de solucgho particular) e

X & uma solugho do sistema homogéneo associado a &le.

Demonstragio: Se X e X' sho solugoes do sistema AX=B

entio A% = B, AX' = B, logo A(X'-X) =0
o assim X! - % ¢ uma soluglo do sistema homogéneo asso

ciado a AX = B, Se X & uma dessas solugbes, segue-se
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ue X' = X + X, o que queriamos demonstrar.

OROLARIO 3.4.18 - O sistema AX = B tem soluglo udnica

se e somente se p(A') = p(Aa) = n.

@monstragao: Jd sabemos que AX = B tem solugao se e 53
mente se p(A‘) = p(A). Por outro lado, a

limens3o do espago soluglio de AX = 0 € n-p (4). Assim,
e p(A) =n, AX = O tem sdmente a solugdo trivial e,
yelo resultado anterior, todas as solugbes de AX = B
soincidirdo.

Um problema gue se I10s depara agora ¢ o de achar
15 swlugdes do sistema AX = O. Seja T © posto da matriz

4 do sistema e sejam Al,Az,...,Ar as colunas linearmen

te independentes. Entdo, para k = r+l,r+2,...,n, temos

que
r
A = B Yix M
ou seja
T
iElyik Ai-Ak = 0

Mas isso quer dizer que os vetores
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-
n
I
l{

L

k~dsima linha

Coeee 1 saeOH

sfc solugbes do sistema.

- . .
Como Yr+l’ Yr+2""’Yn sao linearmente indepen-

dentes e a dimens3o do espago solugdc & exatamente n-r
vemos que éstes vetores formam uma base para o0 espago so-

lugio de AX = 0. Por outro lado, se tivermos um vetor da

forma

—
R

k-ésima linha

Oese OF Qo I

que ¢ uma solugdo do sistema, entdo Xk = Yk (por quéd?).

~ Assim, podemos enunciar

TEOREMA 3.4.19 - Considere o sistema AX = 0 e suponha

gue as colunas linearmente independentes

de A s8p as r primeiras. Entdo, uma base para o espag
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olugdo do sistema AX

]

0 pode ser achada fazendc=-se,
ucessivamente X =1, x = e = O3 =
ssi e ' » Xoo o, P X 0; x

0, x = lyseey,x. = 03 x 2 0,..0,X

r+2 n r+l =0, x, = 1.

n-1 n

Jd4 sabemos, assim, resolver um sistema homogéneo
X = 0., Assim, para resolver o sistema AX = B, resta a-
aar uma de suas solugdes. Para isso, note que AX = B

dde sexr escrito como

X, A, + X A, +...4 ann = B

171 272

1 ainda xlAl + x2A2 e et ann - B = 0, Desta maneira,

ira encontrar uma solugao de AX = B, & suficiente expri

L B como uma combinagao linear de Al’A2""'An'

KEMPLOS

.1.20: Consideremos o sistema
3 + ¥y - bz = =1
X = 2y + 2 = =5

X + 5y = 7z = 2

n primeiro lugar, devemocs calcular o posto da matriz do

istema:
3 1 -5 o 1 o 'a 1 o 0 1 0
1 =2 1 4 7 =2 =9 - 1l =2 =1|2+{1 =2 0
1 5 -7 =14 5 18 -2 5 2 -2 5 0

X outro lado, consideremos a matriz aumentada do siste-

1 e achemos seu posto
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3 1 -5 =1 o 1 0 -1 o 1. 0 O

1 -2 1 =5| -+ 7 -2 =9 =5 7 '-2—\L9 -7

5 =7 2 ~14 5 18 -2 ~-14 5 18 3
0 1 O 0 0 1 0 0 0O 1 0 O

5 b1 -2 -1 -7 S ( 1 0 0 G|~ 1 ¢ 0 O1l.
-2 5 2 3 =2 1 0 =11 o 1 0 1

Vemos assim que p(A) = 2 e p(a') = 3, logo o sistema

nfio tem soluglo.

Seja agora o sistema

2X"3Y+GZ=3-
bx - v + 3 = 1
3x - 2y + 3z = b
2 -3
J4 sabemos (ver Exemplo 3.4.7) que o posto de L -1
3 =2
é trés. Achemos agora o poste da matriz aumentada
2 -3 6 3
y -1 1 1 :
3 -2 3 &4
2 -3 3 -3 0 2 -3 0 O
-1 1 + -1 1 0 4+ 4y -1 =1 ©
-2 L -2 3 2 3 =2 4 1
2 -1 0 1 =3 0 0O 1L 0 0 O
4 -1 0] ~ |0 0 1 -+ o 0 1 ©
o c 0 0 o 1 0O 0 0 1

W =N
-—
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Assim, o sistema tem soluglo, Para achd-lo, consi-

eremos, em primeiro lugar, o sistema homogineo associado

2x - 3y + 6z = 0

by -y + 2 =0

3% = 2y + 3z = 0

Como sua matriz tem posto 3, éle admite sdmente a
oluclo trivial. Isso implica que a solugdo do sistema
-~ - ' s .
lao=~homogeneo sera unica.

Para achar esta solugao, verifiquemos gue opera-

;Bes\elementares sdbre as colunas realizamos para redu-

sir Al
2 -3 6 3 2 -3 6 0 2 -3 6 0O
4 -1 1 1|9 4 -1 2 0 a4 =1 1 o0 la
3 -2 3 &4 3 -2 3 2 3 =2 3 1
AL+B
A, A, A, B A A, A, A_+B 2
1 82 44 1 2 #Aq A5 5
2 -3 0 o 1 -3 0 0
4 -1 -1 0 - | 2 -1 -1 0
0 -2 -1 1 0 ) o 1
A_+B A,+B Aot
Al—j(_2.+_) A, (ag+24) —25 A,/2 A A4 (—‘;-9
2 3 A_4B + +
-3(C2) A,+B 24,
4
+
(£2+B)
2

A
londe concluimos que SEEi - 3(A2+B)/4} + A, + (A2+B) ¥
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+ S[A3 + 24, + (A2+B)/2} = 0 ou seja %—Al + %% Ay +
+ 5A3 + %—B = 0 donde
_ b3, hb9 . 6 L9
B_~52Al 5.4A2-5.5A3_-5Al—5A2-h.§3
e assim a soluglo (dnica) do sistema & (-%w -%?, -4},
3.4.21: Resolvamos o sistema
5xl + 2x, - 3x4 -'x5 = 11 )
5x1 - Xy, f_5x3 - X - 2x5 = 2
x) - 2x, + 4x3 t X, - Xg = -5
A matriz do sistema €
5 2 0 -3 =1
A= {5 =1 5 -1 =2
1 ~2 4 1 -1
temos qgue
's =2 o -3 =1] Jo o o 0 -1
5 -1 5 -1 -2|+ [-5 =5 3 5 =21 =
1 =2 4 1 -1 =4 -4 4 L -1

[0 o o o -1]
-+ -5 0 o 0 -2 e assim A tem posto 2.
-4 0 o 0 -1

Por outro lado, calculemos o posto da matriz aumentada A'l
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5 2 0 -3 -1 11 0] 0] o 0 0

5 -1 5 -1 -2 2|4 |-5 -5 5 5 =20

1 -2 & 1. =1 =5 4 -h b 4 -16
Al A2 A3 Ah A5 B Al A2 AB AQ B
+ + * i

A 2A - 114
s A5 s LA

assim p(At) = p(4) = 2.

Observe que hAB + B + 11A5 = 0, logo B = -&AB -

11A_. e obtivemos uma solugic do sistema. Para achar

5

-~ - ) N ~
ddas suas solugles, resolvemos o sistema homogeneo asso-

iado
5xl + 2x2 - 3xu - x5 = 0
5xl - X, + 5x3 - xk - 2x5 = 0
Xy - 2x, + 4x3 + Xy - Xy o= 4]

Como p(A) = 2, vemos que a dimens&o do espago so=
uclo 6 n-p(A) = 3. Achamos que as duas colunas L.I. sfo
primeira e a quinta; fazendo, sucessivamente, Xy = 1,
3 = o, Xy = 03 Xy = o, x3 = 1, X, = 03 x, = o, x3 = 0,
y = 1, obteremos as solugdes (-1,1,0,0,-3), (1,0,1,0,5)

(1,0,0,1,2) que formam uma base para 0 espago Qolugao
o sistema homogéneo, Assim, a solugao geral do sistema

- ~ rd
a0 homogeneo serd

(0,0,-4,0,-11) + t,(-1,1,0,0,-3) + ¥,(1,0,1,0,5) +

¥ t3(1,0,0,1,2) .
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OBSERVAGAO: Muitas vézes, estudam—se.os sistemas lineares
realizando operég%es elementares-gabres as

linhas da matriz do sistema; os Tesultados sio andlogosi

Preferimos o método aqui expesto poxr ter conteddo bem mais

geométrico.

3.5 - Soma de transformagdes lineares

J4 sabemos realizar uma operagao sobre transforma=-
gBes lineares: dadas T:V« U e 35:U =+ W, podemos- formar
a composta SoT:V + W. Aprenderemos agora a efetuar ou-

tras operagbes sobre transformagdes lineares.

DEFINICAC 3.5.1 - Se T,5:V =+ U sho transformagdes linea
res entre espagos vetoriais, a soma de
T e S, T+ S & a transformagio de V em U definida

v

por (T+8)(v) = T(v}) + s(v), ¥ve v.
¥ imediato verificar que (T+S8) & uma transforma-
gdo linear: se k;,k, € K, Vv,,v, ¢ Vv, (T+S)(klv +k v2) =

= T(k,vy + ky ) + S(k + k,v,} e como T e s sao
lineares ?(klvl + k2v2) + S(k vy + Kyv o) = Kk T(vl) +

kZT(vz) + le(vl) + k,8(v,) = kl(T(vl) + 8(vy)) + kzﬂﬂva+
+ S(vz)) = kl(T+S)(vl) +ik2(T+S)(v2).

Aldm disso, & fdoil ver que T+5 = S+T.

L

b

i

f

i}
i
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EXERCICIO
3.5.2: Mostre que T+5 = S4T.
Uma outra operagao que podemos efetuar com trans=-

formagbes lineares ¢ multiplicd-las por escalares.

DEFINICAO 3.5.3 =« Sejam V e W espagos vetoriais sdbre
o corpo K e T:V 4 W uma transforma-

¢ho linear. Se k € K a transformacdo produto de k

por T, kT, § definida por (kT)(v) = kT(v),¥v e V.,

E também imediato que T ¢ uma transformagdo 1li~-

near.

=
Observe que podemos agora somar duas transformagoes

lineares ¢ multiplicar uma transformagio linear por um es

calar. O fato importante relativo a estas operagdes estd

descrito abaixo. s

TEOREMA 3.5.4 - Se V e W sido espagos vetoriais sdbre

- um mesmo corpo K, o conjunto das trans-~

formagdes lineares de V em W &,um espago vetorial sd=-

bre K, denotado por L(V,W) onde as operagdes slo as

degcritas em 3.5.1 e 3.5.3. ST

Demonstracho: Deveriamos demonstrar tddas as' propriedades

oexigidas em 1.2.1 para definir um espago vg
torial, Faremos sdmente algumas, dei;andq‘as outras como

exercicios, £
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A comutatividade da adigBo é o Exercicio 3.3.2.
Deixamos a associatividade como exercicio, o mesmo aconte
cendo com as propriedades V3), vh) e V5). O blémento neu-
tro em relaglo & adiglo de L(v,W) & a transformagdo li-
near 0:V o W tal que O(v) = 0, ¥ v e V. Observe que se
T ¢ L(V,¥) (ou seja, T ¢ uma transformaglo linear de
Vv em W) entlo, ¥v eV (1.7){v) = 1.T(v) = T(v}, isto
é 1.T = T. befina -T:V a W por (-T)(v) = -T(v),“/

v € V. Vemos entdo que =T & o negativo de T.

EXERCICIO

3.5.5: Complete a demonstragio de 3.5.h.

Uma maneira importante de obter espagos vetdriais
¢ a do construir L(V,¥), partindo de dois espagos V, W
(que podem eventualmente ser iguais).

EXEMPLO

3.5.6: Se V = Rz, W =R, L{V,W) €& o conjunto das trans-

formagdes lineares de R® em R,'que sho chamadas

de funciomais lineares em R®. Seja {el,ez} a base cand-

nica do R® & Py Py os funcionais lineares defini-
1 i=1 . 0 i=1
dos por @,(e;) = {o imp 1 ®pley) = {1 i=2 °

,

Se © € L(R2,R) & um funcional linear arbitrdrio,

" 2 .
entlo, ¥v € R°, ¢(v) = ¢(xe, + ye,) = x gle) + v ®(e,)-
Por outro lado, ¢,{(v) = pi{x e + ¥ e,) = x gﬂel)+ycﬁ@9-

o
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X e Cpg(V) = mz(x 91 + ¥ e2) = X cpa(el) + ¥ @2(92) =

y o assim @{v) = @(e;)o (v) + @(ey)p,(v) ou seja,

e m(el)ml + m(ea)mz e desta maneira os funcionais P
%, egeral o espago L(Rz,R). fistes dois funcionails s&o

.nearmente independentes: com efeito, se k£$1 + kd$2 =0
- 2

130, ¥ v e RS, k9, (v) + k9,(v) = 0 e fazendo v =e

:mos que kl = 03 da mesma maneira, vemos que kz = 0,

emonstramos assim que L(Rz,R) ¢ um espago vetorial de

- -
imensao 2,

XERCICIO
.5.7: Determine a dimensfo de L(RS,R), ¢ espago vetorial

3

dos funcionais lineares em R~”.

XEMPLO
.5.8: Sejam agora V e W espagos de dimensio n e m
respectivamente. Tome bases [vl,va,...,vn} e

wl,wz,...,wm} de V e W o defina as transformagBes

ineares
Tijtv-i W i-l,2,..-,m
j:l,z,...,n .
Vi T Wy k=j
v — 0 Y

.8sim, por exemplo gse dim V = 3, dim W = 2, le'v'* L

tal que vy 0, VoW v3—b0, T13 fica definida por
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vlF*O, VQF*O, vjhtwi, enquanto que T, ¢ tal que
Vi, vzb—*O, v3.b—>0. N
Se Te€ L(V,¥), e v €V, eitdo T(v) = T( T xkvkk
n m n m n k=1
= ¥ x T(v,)= Z (% a_, x)w_ = L (Za T (v))
k=1 k k sml k=l sk "k’"s sal(k=l sk 51{( ‘

ou seja as aplicagdes lineares T s=1l,.sea,m, k=1,,..,0

sk’
geram L(V,¥). E fdcil ver (faga-o!) que elas sio linear-
mente independentes, e isso mostra que L(V,W) tem di-

/

-
mensao mxn.

EXERCICIOCS

% 3.5.9: No exemplo acima, se B = {vl,vg,...,vn] e

gl = [wl,wz,...,wm}, ache as matrizes Tij]B| ’

iml,2,¢0e,m3 J=l,2,40.,0.

3.5.10: Mostre que as transformagaes .Tij definidas aci~-

ma séo linearmente independentes.

J4 sabemos que,dada T € L(V,W), e fixadas bases
B e B* em V e W respectivamente, entho T determi-
na uma matriz T]E, com coeficientes em K. Se V tem
dimensfoc n e W dimensdo m, obtemos assim uma fungéo
@ de L{V,¥W) em Mk(mxn), o conjunto das matrizes mXn
com coeficientes em K. Afirmamos que 6 ¢ uma bijecao.
Com efeito, qualquer matriz A € Mk(mxn) determina uma

transformagio linear TAsV + W e é imediato ver que

TA]B = A. Por outro lado, se G(Tl) = B(Tz), entao
1 - .
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Tl}g' = szg, e assim T, = T, (prove isso!l).
A fungho © acima & mais que uma bijegRo: em pri-

meiro lugar, se TiV 3 U e S:U 4 W slo transformagdes

lineares, B, B' e PB" sho bases em V, U e W com

n, m e s elementos respectivamente, entdo 8(SeT) =

= 6(8)+8(T) (isso & nada mais nada menos gue o Lema

3.;.15). Em verdade, estamos sendo descuidades e usando

a mesma letra © para indicar as fungdes L(V,W) =+ Mk(Sﬂﬂ

L(V,U) » M (mxn) e L(U,¥) » M, (sxm). Além disso, se

T,5:V » W sio transformagbes lineares, entlic O(T+8) =

= e(T) + 8(s) e o(xkT) = k ® (T). Assim © & uma bije-

gio que preserva as operagbes de L(V,W) e Mk(mxn), ou

seja, ela respeita as estruturas de espagos vetoriais de
L(v,W) e Mk(an) e faz corresponder & composigdo de

fung®es o produto de matrizes.

EXEMPLOS

3.5.11: Seja V um espago vetorial, Vl e V2 subespa-
gos vetoriais de V tais que V, N V, = (0] e

que se VvV E€ V, Vv = Vi o+ Voo onde vy € Vl, v, € Vz. En-

tdo, existe um isomorfismo T:V 4+ V, & V,. Com efeito,

- - 1 1 ]
se V=V, + V, = V] + vé, com Vi,V € Vl, vz,vz € Vz

1

a vl = yvia -y}
entao VitV o= V3mV, logo vi=Vy € Vl n V2 pois

[ - vl - ol -
Vz Vo € V2 e asgim vl vl = 0 donde vl vl Senelhan
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temente Vo = v'2 1ogo.todo vetor v de V se escreve

de maneira iunica como uma soma de um vetor de"_Vl e de

um vetor de Vz. Definamos, agora, TiV 4 Vl & V2 como
segue. Se Vv € V, escreva vV = V¥V, e ponha T(v) =
a T(v1+v2) = (vl,vz) € V, ® V,. Como a expressdo de V

como soma de um vetor de V¥V com um vetor de V g uni~

1 2 Lot

ca T estd bem definida. Se v' € V, v' = Vi+vy, entio
1vt) = Wyl i) = Tt i .

T(kv+k'v') = T(kv +kv, + k vl+k'v2) T (kv +k!v] +kv2ndgﬁ

= (kvl+k'vi, kvé+k'vé) = k(vl,vz) + k‘(vi,vé) =kT(v } +
+ kK'T(v!) e isso mostra que T & linear. ¥ fdcil ver
que S:Vfﬁvz + V dada por S(vl,vz) = v v, € a trans-

formagdo inversa de T e o teorema fica demonstrado.

3.5.12: Se Tl:V

1 Wi T2=V2 -+ Wz sao transformagoes 1;

neares, podemos definir T:Vf%Vz + W, OW, pela
regra T(vl,vz) = (Tvl,Tvz). B fdoil verificar que T &
uma tnansfcrmagao linear, geralmente denotada por TfaTz

e chamada de soma direta de Tl e T2'

EXERCICIO

1 L]
3.5.13: Sejam Tllvl -+ Wl e T2:V2 -+ W2 transformagoes

lineares. Se a; © 0Oy sfio bases de V, v,
respectivamente, Bl e B, bases de’ Wl ‘e W2, ache,
oy % ' )
»
em fungdo de Tl]Bl, szsz) a matriz de Tfst em rela-

gho 4s bases 0o, ® ayy Py @ By
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i+ CAPITULO 4

PRODUTOS INTERNOS-

Passamos, neste capitulo, a introduzir mais estru-
ure nos espagos vetoriais; ensinaremos, agora, como "me ~
ir distdncias" neles. Todos os espagos vetorials conside

. .
‘ados serac reais ou complexos.

.+1 ~ A definiclo de produto intexrno, Generalidades

EFINICAO 4.1.1 - Seja V um espago vetorial sdbre o cor

po real ou compléxo; denofédos por K.

m produtd interno sébre V ¢ uma fuﬁgié de VxV em K, -
scrita (,) e tal que: - ;~_' ! o

) Mu, veV, entdo (u,v) = (v,u)

') ¥ u, veV, k€K, temos que (ku,v) - k{u;v)

1Y ¥u,v, wev, vem que (u+v,w) = (u,w) +;(v;w);

) ¥ uev, (u,u) € um ndmeroc real nfio negééivo; além disso,

(u,u) = 0 se e sdmente se u i €i-ﬁ“V7
Ty LD

XEMPLOS

f IR

le1.2: Seja V = R o a funglo de VXV em R ‘gefinida .
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por (u,v) = xlx2 + 3Y1Y2, quando u = (xl,yl), v =(x2ﬂ%L
Em primeiro lugar, 1), 2) e 3) sBo facilmente verificados.

Para verificar 4) note gque se u = vV = (x,y), temos que

(u,v) = %2 & 3y2 20 o x 4+ jyz = 0 se o sdmente se

x=y=00

4.1.3: Se V = 2 e (,):VxV 4+ R ¢ dado por (u,v) =

= X,V + X¥y *+ Xg¥gs onde u = (xl,xz,xs), S
v = (yl,yz,y3), vemos, também sem dificuldades, que (y)
r

serd um produtc internc em

. 2 2
L,1.,4: Seja V =2C e u-= (xl,xz), v =(yl,y2), u,v € C»

Defina (,):VXV 4 C por (u,v) = xl§l + x2§2.
Observe que (v,u) = ¥ X, + Yziz = (xlfl + x,¥,) = (u,v)
ou seja (u,v) = (v,u). As propriedades 2) <] 3)-verificam-
-se sem problemas. Observe, além disso, que (u,u) =

= = 2 2
= (xlxl + ylyl) = |x°] + |¥y"| =0 e (u,u) = 0 se o
somente se u = 0.

4,1.5: Considere agora V = R® e (,)tVxV 4 R dada por

(u,v) = XYy = 3Xp¥pe I fdcil ver entdo que 1), 2)
e 3) sho verdadeiros, mas o mesmo niio acontece com 4):
2 2 - \
com efeito, (u,u) @ Xq - 3x2 e nao podemos garantir que
2 . 2 "
x] = 3% = 0 (por qud? faga x; = X, = 1), ;ogo XYy -
- 3%,Y, nio define um produto interno em R%.

L,1.6: Tomemos V = c® e (,):vxv 4 C dada por (u,v) =

o



-117-

XY, + XYoo Verificam-se, sem problemas, as proprieda-

s 2) e 3), mas 1) e 4) nio so verdadeiras (mostre-o!).

,1.7: J4 vimos que o conjunte C das fungdes continuas
£:R + R constitue um espac¢o vetorial com as opera
5es de soma de fungaes e de multiplicagdo de uma fungao
>r um mimero real. Definiremos, neste espago, um produto
aterno ponde (f,g) =  flf(t)g(t)dt. As propriedades 1),
) e 3) sdo fdceis de vegificar. Por outro lado, note que
£,f) = J@lf(t)f(t)dt = Jél(f(t))zdt > 0 e esta integral
nula se e somente se f ¢ a fungao constante nula, o
ue demonstra 4) (vocd € capaz de demomstrar formalmente
), para éste caso? lembre-se da definigdo de fungdo con-
fnua).
.,1.8: Se V & um espago vetorial de dimens@o finita, to
me ul,uz,...,un uma base para V e definamos
,)ivxv » ¢ por (u,v) = Eaigg, onde u = Lasu, e
= Ebiui. Deixamos a cargo do leitor verificar que isso

efine um produto interno sébre V.

XERCICIO

..1.9: Mostre que, se V ¢ um espago vetorial de dimen-

sho finita, entdo existe sempre um produto interno
lefinido sdbre V.

. » Y [ .
De agora em diante, mesmo sem indicagao explicita,
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/
consideraremos todos os espagos vetboriais de dimensdo fi-

nita dotados de um produto interno.

EXEMPLO
a a
1 ¢
4,1.10: Seja A = 1 12 uma matriz simétrica 2X2
821 ®22
(isto ¢, tal que a;, = aZl) com coeficientes

' _ 1 2 2 3
reais, €.8., , y etc.
B

Defina (,):R°XxR® + R pela regra (u,v)w (xl,Yiy
311 P12y | F '
, onde u = (xl’yl)’ v o= (xzryz)e

a

21 @22 Yo

E fdcil verificar que (,) satisfaz as condigGes
1), 2), 3). Procuremos condigbes para que () seja um
produtdé interno sdbre r>.
a a X

se u = (x,y), f{u,u) = (x,v) 1l 12

1]

gaq Aol | Y

a 2
= a x2 + 2a.,,Xy + & 2 - a x + 12 +
= ®11 12%Y * Bpp¥ = f33 ai1
(a,,8,, = 845)¥"
11 22 > 12 donde se segue que (,) define um
431
. 2
: - "<
produto internc se e somente se ayq >0 e a;p a11a22

< 0.

DEFINIGAO L4.1.11 - Seja V um espago vetorial com produto
interno (,) e u€V. A norma ou mdédulo

de u, [[uf], é o mimero real ndo negativo A (u,u).
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XERCICIOS

) 2 2 i 2
1.2: Sejam A = e B = e considere oS
2 4 2 5

produtos internos que estas matrizes definem sobre

R® (veja 4.1.10). Ache a norma do vetor (1,2) em re-
acBo a ambos os produtoes internos. Este exercicio deixa
:laro gque a norma de um vetor depende do produto interno

jue estiver sendo usado.

+.1.13: Se V & o espago vetorial das fungdes continuas

f+R -+ R com o produto interno
1
(f,8) = ‘L £(t)g(t)dt

iche a norma dos seguintes vetores de Ve

a) £(t) = eb |
b) g(t) = cos ¢
c) h{(t) = sen t
d) w(t) = 1
e) z(t) = ¢

J4 introduzimos a nogdo de comprimento (norma) de
um vetor. Ensinamos, agora, a reconhecer vetores ortogo-
nais.

DEFINIGAO 4.1.14 - Se V ¢ um espago vetorial com produ-
to interno (,), dizemos gque u,v € V

-~ .
sfo ortogonais se e sdmente se (u,v) = O.
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EXEMPLOC

4,L.15: Seja V'= R® ¢ u-= (1,2). Achemos os vetores

v € R® tais que (u,v) = 0. Se Vv = (x,}), éntéo

(u,v) = x+2y (estamos -supondo o produto interno x +

171
+ xzyz) e assim v & ortogonal a u se e sdmente se

x+2y = 0.

(1,2)

X+2y = 0

LEMA 4.1.16 - Se V & um espago vetorial com produto in-
L
terno {(,) e v €& V, o conjunto {v} =

= {uev [ (u,v)=0} & um subespago vetorial de V.

Demonstragdo: Sejam u,,u, € {v}*, entlio (ul,v) (uz,vﬁn

= 0, logo se ky,k, € K, (klul,v)

= (kyuy,v) = 0 logo (kyuy + k,u,,v) = 0, o que conclui

a demonstragio.

DEFINIGAO 4.1.18 - Se V & um espago vetorial e v € V,

o complemento ortogomal de v & o sub

eapago {V}L =A{ueV | (ﬁ,v):O}.
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EXERCICIOS

4,1.,19: Se v e v sfo vetores ortpgonais“nao nulos

1 2

de um espago V com produto interno'v(,), entdo

sdo linearmente independentes.’

‘4

v e v

1 2

4.1.20: Considere P_ o espago vetérial dos polinam;os
reais de grau <n e defina (p(t),q(t)):\

a j/i p(t)q(t)dt; verifique quej (,) € um produto inter=

~ . -
no e ache os complementos ortogonals dos vetores 1 e +t

respectivamente.

DEFINIAO 4.1.20 - Seja V um espago vetorial e u,v € V.
Os vetores u e v  gslo ortonormais se
. . A
”u” = ”v” =1 e (u,v) = O.
EXERCICIO .

.ln

4.1,21: Mositre que se v € V, entao

I li

Observaremos, de passagem. 0 seguinte fato relati-

vo aco produto interno usual no Rzz'sé u-?'(xl'yl)’

(xz,&z),'entao X,¥q + XY, 55”3” “y””cosfe, onde ©
¢ o dngulo formado por u e Ve '
Com efeito, aplicando a lei doa?cﬁssenos ao tridn-
gulo OPP!, vemos que [u-v||® = [uf® + |[v]| = 2ul]v] cose,

SNy .2 2
mas ”u-v“2 = ((xl-yl’xz-yz) (x _yl’x Yz)) = xl + yl -
- 2x + x2 + 2 _ 2x ”u” = x + x Hv” = 2+ 2

1¥1 2t ¥z 2Y2!? 2" Yit¥2

e assim x2 2 2 : 2 o2 2 2 2
8 1 F YL - RXy¥y o+ X 4 y2 - 2X;¥, n.xl + X5 o+
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e vh 4 ) - 2Vl cos @ donds (wv) = xpyy + xp¥p =

= [} vl cos e «

P!

° /
F um fato bem conhecido que, no plano, © comprimen

to de um lado de um tridngulo é menor que a soma dos com=

primentos dos outros lados. Este fato generaliza-se:

TEOREMA 4.1.22 (Desigualdade deCauchy-Schwartz): Se wu. e
v sBo vetores de um espago vetorlal com

Lroduto interno (,) entdo [(u,v)l's'”u” (8%

Demonstragac: Se v = 0, a desigualdade se verifica trd -

vialmente. Suponhaﬁds, porféﬁtb} qgue v £ O
e vem entfo que, para %t € R, O <= Hu—(u,v)tv”z =
(u=(u,v)tv, u-(u,v)tv) = (u,u) - () (u,¥) =t (u, v)(v,u)

$2 (u,v) @39) (vav) = full? - 2e] ()| + | Gw) | 363w

. 2
Tazendo agora % =-—£_E., vemos que O s ”uuz_l(uvv)l e

[Iv il ‘

assim |(w,v)1% < full® vi® donae [(w,w)| = [l fvif-

-+

EXEMPLOS

2 .
h.1.23t Se V=R e (u,v) = x;7; ¥ x;y, para



-123=
1= (xl,xz). v = (ul,yz), eritdo |x g
2 2
2+ 2 (r2 + ¥2).

1¥1 + XY
tel.24: Considere V o espago vetorial das fungBes'conté

nuas definidas no intervalo [0,1] com as opera-

1%es usuais e o produto interno dade por

o dads
(£,6) = jo £(s)g()db

;ntao, a desigualdade de Cauchy garante gue

[Feweast < ([ s (t)at)(fg (t)at)

Usande a desigualdade de Cauchy) podemos_demonstrar

v seguinter

LI

'EOREMA 4.1.25 ~ Se u,v € V, entlo I“u+v” <

emonstraglo: “u+v”2 = (Wtv,udv) = (uéu)pf_(u,v)9+ (vyu) =

g e P G R Co) WP L L

2l ()] < Jull® + vl® « 2fuflvl =" (laf+[v))? o como

stamos lidande com mimercs nio negativos segue«se que

u+vl| _
XERCICIOS i:_ 7-;j.i,
v1,26: Se u,veé VvV, e (u,v) = 0,kent5é ”u+v” “u“ +

+ ”v”2. Além disso, se V éium:ﬂapagotvetorial
al, ”u+v“2 - ”u”2 + ”v”2 implica-quam (u,v) = 0, Mog=

‘e, por meioc de um exemplo, que a segunda parte do exer=
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- - ’ .
fcio n3oc ¢ verdadeira para espagos complexos.

,1.27: Se V & um espago vetorial real e com produto in
torno (,) entlo (u,v) = %{”u;vﬂz - ”u]]2 - Hv“z},
ara todo u e V E V.
,,1.28; Se wu,v € V, entdo Hu+v”2 + ”u-vﬂz =
= 2(”u“2 + ”v“z). Interprete geométricamente no
>lano.
+.1.29: Dados u,v € V, defina a disténcia d entre u
e v por d{u,v) = |u~v|] » Mostre que, Vu,v,w € V,
entio dfu,v) s d{u,w) + d(w,v), d{u,v) = d{v,u) e

af(u,u) =z 0.

DEFINIGAO 4.1.30 - Seja V um espago vetorial com produ=
to interno. Uma base B de V € dita

ortogonal se € constituida por vetores ortogonais entre

gi; isto &, se B = {vl,vz,...,vn}, entao (vi,vj) = 0,

para 1#J.

EXERCICIOS

4.1.31: Ache bases ortogonals para o R2 e para o R3.
4.3.32: Considere o subespago Vv de R’+ gerado pelos ve,
tores 11,1,0,0}, (0,1,2,0} e (0,0,3,4). Verifique

se astes vetores formam uma base para V. Caso isso acon-

tega, teste se & uma base ortogonal,

rr e
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NIGAS 4.1.33 - Seja V um espago vetorial com produ-
to interno., Uma base B de V & or-
yymal se € constituida por vetores unitdrios (i.e. de -

1lo um) e ortogonais entre si.

L 41,34 - Se B = [vl,vz,...,vn] ¢ uma base ortogonal
para o espago vetorial YV, entlo

v v v
= { L + 2 gevey “—E‘] ¢ uma base orionormal para V.
v, 1" Tvy (R

,

anstragao: Em primeiro lugar, & dbvic que B! ¢é uma

base de V (prove isso). Por outro lade,

ve Vv, v£O, entio o vetor u =—W¥W— tem norma uni-

ia. Além disso, se u,v & V e (u,v) = 0, entao,

vk, € X (kju,k,v) = 0 pois (kju,k,v) =k, (u,k,v) =

lﬁz(u,v) = klﬁzo = 0 e o lema fica assim demonstrado.
Consideremos o plano R2 com o produto interno u-

)
1 X%, + Yi¥, = llull ||v]] coe ©, se lul| = 1, entzo
v) = ||v|| cos & e (u,v)Ju ¢é a componente de v na

egdo de u.
v

P (uyv)v

jerve que Vv pode ger decomposto na soma de dois veto-

. ortogonais;um na diregho de u, (u,v)u, gue pertence

subespago gerado por u e outro, v~{u,v)u, ortogonal
- L

u: com efeito, (ve{u,v)u,u) = (v,u) - (ﬁ,f)(u,u) = 0,
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e v e u sio linearmente independentes, entdo
- {u,v)u & nfo nulo (por qué?)

No espago R3, também com o produto intermo usual,
e jam vl;vz e v +trés vetores linearmente independen-
es e tais que Hle =1, jvy =1 e (vl,vz) = 0, Pode~-
o8 entaoc projetar v sobre vy @ Vg A soma dessas
uas projegles, (v,vl)vl + (v,vz)vz € a componente de
* no plano determinado por vy @ Vg Qomo anteriormen«
e, o vetor ‘v - (v,vl)vl - (v.,vz)v2 serd ortogonal ao

ubespago gerado por V; € V,i (v,vi) = (v-(v,vl)vl -

- (V’vz)vzivi) = (V,Vi) - (v!vl)(vlivi) - (v'!vz)(vzivi) =

: 0, para i=1,2.

SXERCICIO

1.1.35: Seja V um espago vetorial com produto interno,
e U o subespago de V gerado pelos vetores
T Vgaeses Ve Entfo, se v.€ V, v & ortogonal a um ve-

tor gualquer de U se e somente se V. ¢ ortogonal a

T aVgreeraVge

4.1.36: Se u = (1,2), v = (1,1) ache a projegdo de u
na diregdo do subespago gerado por V.

4.1.37: Seja V um espago vetorial e B = [vl,vz,...,vn}

uma base ortonormal para V. Entdo, se

v = Ex,v,, mostre que x; = (v,vi).
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Baseados na situaglo do R® e do R’ definimos,

0] . - ~ :
e maneira geral, a projecao de um vetor sobre um subespa

Lo

EFINIGAO 4.1.38 - Se V & um espago vetorial com produ~
“to interno e ViiVgrese, v, €V s8o
etores cortogonais dois a dois, a Erojegao de v € V so-
re 0 subespago gerado por vl,vz,...,vS é o vetor
1 . 2 5
v,V + (v,v ves + (Vv ) ——— ,
)t e e T T o
LT _ V2 : vs” .0
E trivial obter, a partir de uma base ortogonal de
m espago V uma base ortonormal para o mesmo espago. O
eguinte resultado ensina a achar uma base ortogonal em

m espago vetorial com produto intermno:

EOREMA 4.1.39 - (Processo de Gram-Schmidt):

Se V € um espago vetorial com produto
nterno e vl,vz,...,vs sAo vetores linearmente indepen-

entes em V, & possivel achar vetores Uyrlyyeee,n que

s

8o ortogonais dois a dois (isto ¢, (ui,us) = 0 se iﬁé)

que sio também uma base para o subespago gerado por

12 Vgrer eV e

emonstragaos A demoqgtragao é andloga ao que fizemos aci

ma para o R° e R° e se faz por indugio:

1 ® suponhamos que jd foram encontrados os
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defina entfo:
(Vs’ui)

u =v_ = X ————:r-u.
s ° i<s Huin *
(v_su,)

8 1

ores ul,uz,...,us_l;

i < s, (uslu&) = (Vs!u{’) - (u-!u{’) e a

| 1<i llul®
étese de indug¢do nos garante gue (ui,ub) = 0 se

¢ L, logo (us’uL) = (stu$) = (stuL) = 0.

Como, por indugﬁo, ul,uz,...,us_l geram © mesmo
bespag¢o que vl,vz,...,vs_l e ug ¢ linearmente inde-
ndente de Vi,VgyesesVg_j Vem que g # 0; & também
vic que o.subespago gorado por vl,vz,...,vs ¢ o mesmo

e agudle gerado por ul,uz,...,us (vocé é capaz de Prg

r esta Yltima afirmagdo?}.

ROLARTO 4.1.40 - Se V & um espago vetorial de dimen-

sho finita, é sempre possivel encon-
‘ar em V uma base ortonormal.

smonstragdo: Tome uma base arbitrdria {vl,vz,...,vn} de
VY e, usando o teorema,ache uma base orto=-

»mal W, ,U,,se0,u_) para V; &, entdo, fdcil obter uma
1°72 n

ise ortonormal, dividindo cada vetor u, por sua Norma.

E importante perceber a necessidade de 4,1.40, Da=~
o um espago vetorial V nada nos garante, a prioeri, &
xistdncia nele de vetores ortogonais entre si e que for-

am uma base para V. O coroldrio serve exatamente para

J

P

P ——

e
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zarantir tal fato.

IXEMPLO

+«1.41: Achar, em Ra uma base oritonormal para o subespa

go gerado por Vv, = {(1,1,0,0), v, = (0,1,2,0),
2 vy o= (0,0,3,4).
- (vpouy)
2onha u, = (1,1,0,0); entzo, u, = v, - TT‘“_Z‘ u, =
u
1
- (0,1,2,0) - & (1,1,0,0) = (-1/2, 1/2, 2,0).
(varu,) . (vg,u,) :
.ll.3 £z VB - --—-—-3—’—;-'— u, -1—3’-—--%-1.12 = (0_,0,3,4) --i'—"'ﬁ' -
fluy [l o Mgl

'?f%? (-1/2, 1/2, 2, 0) = (0,0,3,4) - (-4/6,4/6,8/3,0) =
= (R/3, ~2/3,1/3,4), e assim : ‘ .
i, = (1,1,0,0), u, = (-1/2,1/2,2,0)_, u, = (2/3,-2/3,1/5,1)

+.1.42: Seja P2 0 espago vetorial dos polindmios reais
de grau menor ou igual a 2 e tome o produto inter

10 dado por

! ) 1
(p(t),alt)) = ’[' p(t)q(t)dt .
\-l' ‘
Podemos achar uma base ortogonal para P2 como segue:
partimos da base l,'b,'i:2 e pomos u., = 1; entio

1

' 1
u, =t --134%1-1 = t, pois (t,1) =‘[- tdt = 0 e
1 L1
N .
|1]]* = dt = 2. Por outro lado, u, = t° = L 1 -
? J21®

2 - 1
_(£%,8) t e como (tz,l) = //1 thas = 2/3, (tz't) =

[l
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1
f' t3dt = O, vem que . = t° - 1/3.

1 3
Se desejarmos uma base ortonormal para Pz é sufi
u u u -
. - 1 2 3 ,J2 N3 b5,.2
te tomar T T — t £t5=1/3}-
ciente vomar TIT 0 Tyl @ Tyl * 72 ' W2 T VE /3)
EXERCICIO

i)

=3

L.1.43: Se V & um espago vetorial de dimensfo finita

‘com produto interno (1) @ eqsegreessey é uma;f.‘
- N
base ortogonal de V, entao Yu,v € V, (u,v) =ZIx;¥;,
onde u =1L x.e., ¥ = Sy.e ..
J 3 J J

A noglo de complemento ortogonal estudada em L,1,17

pode ser generalizada. i

DEFINIGAO 4.1.44 - Seja S ¢ V um subconjunto do espago

vetorial V. O complemento ortogonal

de S, g+ ¢ o conjunto dos vetores de V que sdo orto-

. L
gonais ao0s vetores de S, 1.8., s

u

[vev | (v,s)=0,MseSh

LEMA 4.1.45 - 88 5 & v, entdo st & um subespago veto-

rial de V.

Demonstragho: Se Vv, sVy € st, entdo (vl,s) = (vz,s) = 0,

Vs € S; mas assim (kv + kzvz,s) = 0,

- L
Ms ¢ S, Por outro lado, gt & nfo vazio, pois 0e¢ S

o a demonstragho fica concluida.
EXEMPLO
h.1.46: Seja V=R e 5= [vi,vpl, v = (1,1,1) e

/

/

e TR
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= (1,0,0). Vemos entio que Vv € st se e sdmente se

vy) = (v,vz) = 0 ou seja x+y+z =0, x = 0.

;ta maneira st = {(0,1,-1)}.""

ERCLCIO

1.47: Se V =P ache o complemento ortogonal de

3’
8 = {l,t,l+t2]; o produto intermno é (p(t),al(t) =

1
[~ s(0)ateras.

EMPLO

1.48: Se U & V & um subespago vetorial de V, entlo

qualguer vetor de V se escreve, de maneira ﬁni

£
., como soma de um vetor de U e de um vetor de U .

m efeito, se v € V, seja v, & projecio de v sbbre

{0 que é essa projegio?) e v, = V-v,; vemos entfio que
v ou € U, (vz,u) = (v—vl,u) = (v,u) - (vl,u) = 0. {Por
187 vocd seria capaz de demonstrar isso?) logo fzfé ut

= . - 1 T
assim Vv VitVs Por outro lado, sSe V vi + Vi

. L
! 1 - 1 1 =
mo vy e u, v € U segue=se que vl+v2 vl+v2 donde
L
| - = -v! - - )
1=v1 VooVy e como V] Vi e U, vy vy €U vem

L (por qué?) e

i
- - -
e vy - vy €U logo (vl vy Vi vl) ?

sso mostra que vi = vy Da mesma maneira, vé = Vo Se

= {ul,uz,.-.,un}, B' = [ui,ué’ocu,u;} Sao bases de U
AL . -~
UT respectivamente, entao B" = {ul,uz....,un,ui,u.,ug

uma base de V. Com efeito, o fato de que o038 vetores de
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B" geram V segue-se das consideragaes acima (por gqué?

. L
.dado v € V, escreva Vv = vl+v2 com v, e U, Vs e U e

exprima v, e Vv, como combinacdes lineares de elementos
de g e B' respectivamente}. Como O = 0+0, e O € U,

L . -
0 19) segue~se que U, s, ssss3ll ul ul linear-
€ + [2) q l, 2’ 3y n, l,con, s Sa0 ine

mente independentes (por.qué? use a unicidade da decompo-
sigho de um vetor de V em um elemento de U mais um

J

elemento de U$).

4,2 - Funcionais lineares e sua representagio

DEFINIGCAO 4.2.1 - Se V ¢ um espago vetorial sébre um

corpo K, um funcional linear a:V -+ X

é uma transformagdo linear entre o0s espagos vetoriais V

e K, ou seja, & uma fungdo qa:V 2 K tal que

1} V—Vl,vg €V, a(vl+v2) = a(vl) + a(vz)

2) ¥ke K, vev, alkv)=ka(v)

EXERCICIOS ' : a

L.2,.2: Mostre que se existe v € V tal que a(v) = 1, en
t80 o funcional linear a € sobrejetor.

4.2.3: Mostre que a fungio ﬂlaRz + R dada por nl(x,y) -
= x ¢ um funcional linear. E sobrejetor? € inje-

tor? -~
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te2.4: Mostre que se V & de dimensB¢ n, n > 1, e
a:V + K € um funciomal linear, entfioc & nfo pode

ter injetor (use o teorema do micleo e da imagem).

be2.5: Se V 6 um espago vetorial de dimens8c n, e

@:V 4 K & um funcional linear nfc nulo, entio
lim N{a} = (n-1) (isto €&, a dimensa; do ndcleoc de o &
1-11.

IXEMPLO
le2.6: Seja V um espago vetorial e u € V; consideremos

a fungao ¥,V + K dada por ¢u(v) = (vyu}., B fd-
4l ver que §, ¢ um funcional linear: ¥ (v +v,) =
; (vl+v2,u) = (vl,u) + (vz,u) = ¢u(vl) + wu(vz) e
a(kv) = kb _(v). Observe que se u # 0, entdo ¥, ndo é
' funecional linear nulo, i.e., aquéle que toma o valor
ero para todo vetor de V (vocé-é capaz de provar esta
dtima afirmagfo?).

Ainda na mesma linha de Exemplo 4.2.6, seja
= (1,2,-1) € RS; entdo se Vv € RB, .¢u(v) = (v,u) =

X + 2y ~ zZ.

Jd sabemos que uma transformacgdo linear T:V 4 ¥
nde V & um espago de dimensaoc finita fica perfeitamen-
e determinada se conhecemos come T transforma os veto-
es de uma base de V. Bste resultado vale dbviamente pa-

a os funcionais lineares.
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EXEMPLO

4.2,7: Seja V um espago vetorial real de dimensio 3 e

B = [vl,vz,vj] uma base para V. Representemos um {
vetor v € V por suas coordenadas (xl,xz,x3) em rela-
gho a B. Considere o funcional §:V <+ R tal que ¢(vl) =

2, ¢(v2) = 1, w(VB) = -4. Entho, se vevVv, t(v)s=

Y xgvy + xpVy * x3v3) = xlw(vl) + xzw(vz) + x3¢(v3) = |
= 2x, + X, - th. e
Jd vimos também como somar transformagfes lineares
e como multiplicér uma transformagao linear por uim esca-
lar. Isso vale, & claro,para funcionais lineares, éue sdo
um tipo particular de transformagbes lineares.
Se V & um espagé vetorial de dimensio finita e
B = {vl,vz,...,vn} ¢ uma base para V, defina os funcio-

nais lineares ¢1’¢2""’¢n por

o ifj
by (v )=
X i=j
Afirmamos que um funciomal linear arbitrdrio ¢ 6
uma combinagio linear de ¢1,¢2,...,¢n. Com efeito consi

dere os escalares k; = ﬁ(vl),...,kn = w(vn). Mostraremos

n ,
que § = .El kiwi; jd sabemos que € suficiente demonstrar

1

1=
que ¢(vj) (i§1k1¢i)(vj)’ §=1,2,.++,n (por qué?). Mas

¢(Vj) = kj

L]

(g #eeer Kb ) (vy) = ky¥plvy) +oees
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ky wi(vj) doeat knwn(vj) = kj e assim fica demonstrade
que dese jédvamos.
Jd vimos gque, para u € V, wu(v) = (v,u) determi
um funcional linear. O r@sultadd abaixo gazpante gque to
s os funcionais lineares {:V » K podem ser obtidos

sta forma..

.OREMA 4.2.8 (teorema da representaglo dos funcionais 13
neares) - Seja V um espago vetorial com
‘oduto interno (,) sbbre um corpo K e y:V 4+ K um fun
‘onal linear. Entlo existe um dnico vetor u, € V tal
v
1e, para todo VvV € V, w(v) = (v ,uw).

amonstragaoz Suponhamos, por um momento, que uw existe

e vejamos gue vetor deveria ser: tomemos

na base .ortonormal {el,ez,...,en] para V e seja

= Ix;o,; se y(v) = (v,uw), em particular ¢(ej) =

(ej,u$) = (ej,Exiei) = zxi(ej,ei) = X5 e assim x; =
¥(e.), i=1,2,...,n. Agora, para provar a existéncia de
i Pl Al

b podemos definir u¢= Ew(ei)ei e segue-se imediatamen-
o que y{v) = (v,uw) (prove issol).
Para a unicidade, note que se J(v) = (v,uw) =
v,u) com u u! vem gue v,u, ~ul) = 0 VYve v,
( ' w)" Y # i q (v, ¥ ¢) ’
= 0,

m particular, fazendo Vv = uwuué, segus=se que uw—u$

og? u‘y = uq; .
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EXEMPLO
4.2.9: Daremos, agora, outra demonstragio mails geométrica
déste teorema; suponha que { nfo € o funcional

nuloc e seja N o micleo de §. Como dim N = n-1, segue-

-se que dim K™ = 1 (por qué?). Seja portante v, € Nt

Vo # 0 e “vOH = l; se v € V, podemos por
_ § (v viv
V=V - m vy Vo t v Ve Vo y.

e note qus

<
=
u
<
1
- | e
o
4
fe)
m
=
< .
N
K
el
<[«
o
<
o
m
=2
.F

Por outro lado,

U(v)
(V,vo) = (V1+V2;Vo) = (Vl,Vo) + (VZ'VO) = ¢(V@)'

Asgim, se tomarmos para uql o vetor ¢(v0)vo ve~

mos que ¢ (v) = (v, ¢(ve)vo) e o teorema estd demonstra-
do.
EXERCICIO

b.2.10: Se ¢=R3 % R & dado por ¢(x,y,z) = Ix+2y-2,

ache v, tal que y(v) = (V:VO)-

EXEMPLO

4.2.11: Seja ¥ = P, + R dado por y(p(t)) =.p'(1); assin

2

2

por exemplo, ¢(t3 + 2t° « 4t + 3) = 6. Se o pro

duto interno em le g dado por (p(t),a(t)) =
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1
j, p(t)q(t)dt, ache o vetor Vo que representa .
-1

Uma soluglo para o exemplo € tomar uma base orto-
onal para P2 e aplicar a ela o método usado na demons-

ragio do teorema. Mas o exercidio pode ser atacado dire-

amente como segue: se v. = a .t~ + a.t + a
0 o) 1 2!

(v) = (v,vo) = ao(v,tz) +oa (v,t) + a,(v,1). 0 nosso prg

vemos gue

lema € determinar ags agy @

2° -
Fazendo v sucessivamente digual a 1, %, tz, te-
0S8 que
2
yp(1) = ae(l,t ) o+ al(l,t) + a2(l,t)

¥ (t)

F(63%) = ag(+2,47) + a, (t7,t) + az(tz,l)

ao(t,tz) + a)(t,8) + a,(t,1)

omo (1) = 0, ¥(t) =1, ¥(t%)

1, 1 1 14
t%dt = 2/3, j/ tdt = 0, /, dt = 2, // t“dt = 0,
-1 -1 ~1 -1

2 e

it
L3

t'dt = 2/5 obtemos, enfim, que
-1 .
0= 2/3ae + 2a2
1= 2/3al
2 =

2/5a0 + 2/3a2

resolvendo 8ste sistema vemos que ay = 4s/h, a, = 3/z2,

o = =15/h.
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4.3 - A adjunta de uma transformagéo linear

Seja a transformagao T:R2 - R2 definida pela ma-
triz (i i).

Considere o vetor v = (§-2) ¢ R® o forme a ex-
pressdo (T(u),v), ¥u ¢ R?, Se u = (x,y), entdo y,
(z(a),v) = (B 9()(1,-2)) = ((2x + by, 3x + ¥), (5-2)
2x + by - 6x - 2y = =4x + 2y. Observe que (T(ul+u2),v) =

= (T(ul),v) + (T(uz),v) e {(T{ku),v} = k(Tu,v),

Denotemos a expressio (T(u),v) por ¢v(u), para
indicar que depende do vetor v (dbviamente dependerd
também da transformag&o linear escolhida). Provamos, aci-
may que _(ugeny) = b (uy) + ¥o(uy) e ¥ (km) = ki (u),

ou seja, U € um funcional linear.

Mas se ¢v é um funcional linear, existird um ve-
tor v*mé R® tal que wv(u) = (u,v*). .Como ¢V(u) =
= -4x + 2y, segue-se imediatamente que v¥* = (—4,2);
Assim § (u) = (T(u),v) = (u,v*) = ((x,¥),(-4,2)). Recapi
tulemos o que foli feito: dada uma transformagio linear
TtR® 4 R® e fixado v € R2, associamos a ale um funcional
linear Yy definido por wv(u) = (T(u),v). Mas.entao &s-
te funciomal linear € representade por um certo vetor

) > _
v*¥ € R™. Assim,partindo de um vetor v € R2 chegamos a un

4
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2 2
etor v* € R7; note que dado v ¢ R sy © Vv¥ que satis-
az as condigSes acima ¢ vnico (por qud?). Temos assim,
©

ma funglo de domfnio R® @ contradomfnic R>. Esta fun

do serd chamada de adjunta de T e denotada por T*,

m verdade, T* & uma transformacfo linear: provemos que,

ViV, € Rz, T*(vl+v2) = T*(vl) + T*(vz). Pela definiglo
e T*(vl+v2), para todo u € R2, (Tu,vl+v2) =

(u,T*(vl+v2 ) = (Tu,vl) + T(u,vz) = (u,T*vl) " (u,T*v2)=

(u,T*v, + T*v,); assim, para todo u ¢ R®, (u, T* (v +v,)) =
(u,T*vl + T*vz), ou seja, (u,T*(vl+v2) - Thv, - f*vz) -
0 e em particular fazendo u = T*(v1+v2) - T*v, - T*v,

am que T*(v_+v,) = Tx(v.) + T*(v,}.
1 "2 1 2

A demonstragdo de que T*(kv) = kT*(v) & analdga,

deixada como um exercicio.

KERCTICIOS

»3.1: No exemplo acima, mostre que T¥*(kv) = kT*(v).

»3.2: Na demonstraglo acima foi empregada uma tdcnica Jd
usada antes: dado v € V, se (u,v) = 0 para todo

€ V, entdo v = O, Demonstre isso.

3.3t Se vocé entendeu &ste exemplo e acredita que T*
» -
6 uma transformag&o linear do plano, entao deve
r possivel achar sua matriz em relaglio & base candnica

»0), (0,1). Ache-a. (Sugestfo: & suficiente calcular
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T%(1,0) e T*(0,1)). Vocd & capaz de perceber alguma rela

¢ho entre a matriz de T* e a de T ?

0 que acabamos de fazer ¢ inteiramente geral. Dada
uma transformagio linear T:V - W, onde V o ¥ sdo es-
pagos vetoriais com produto interno, fixe w € W e consi
dere a expressio (Tv,w),¥v ¢ V (observe que esta ex-
pressao faz éentido, pois Tv € W). Chamemos de ¢W(v).a

expressdo (Tv,w), i.e., Ww(v) = (Tv,w).

LEMA 4.3.4 - A fungdo .¢W:V + K definida por ¢W(v) =

= (Tv,w) ¢ um funcional linear.

Demonstracgao: ¢W(vl4v2) = (T(vl+v2),w) = (Tv1+Tv2,w) =

= (Tvl,w) + (Tvz,w) =.¢w(vl) + $w(v2) e

(T(v),w) = (kT(v),w) = k(Tv,w) = Xy _(v).

1

¥, (k)

Se $w § um funcion#l linear de YV, existe um ini

co vetor w* € V tal que ww(v) = (v,w*), Vve V.

LEMA 4.3.5 - A correspondéncia W =+ V definida por

w + wt & uma transformagdo linear.

Demonstracio: Por definiglo, ¥ v € V, (v,(wl+w2)*) =

| = (Tv,w1+w2) = (Tv,wl) + (Tv,w,) = (vyw}) +
%
+ (v,wZ) = (v,wI + wy) logo (wl+w2)* = Wi + w; . Igual=-
mente demonstra-se que {kw)¥* = kw¥.
DEFINIGAO 4.3.,6 - Dada uma transformacio linear T:V =+ W,

J
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transformagio linear W = V definida por w -+ w* @&

amada de transformacic adjunta de T e denotada poxr T¥.

sim, T* & definida pela equagdo (Tv,w) = (v,T*w)},

VEV,WEWO

EMPLO A )

3.7: Seja D:P, » P, o operador linear derivagio e cal

e ]
lemos D .P2 - P2

itamente determinada se comhecermos D*(1), D*(t),Dﬂtzh

. A transformagdo D* fica per-

r outro lado, aequagfo definidora da transformagaoc adjun
nos garante que (Dp(t),a(t)}) = (p(%),D*q(t)), para

- . ~ a 4 .
is polincmios guaisquer em P2. Assim

(p(1),1) = (1,0%(1))
(D(1),t) = (1,D%(¢t))
(®(1),t%) = (1,0%(+%))
(p(%),1) = (t,p*(1))
(p(t),t) = (t,D*(%))
((8),t%) = (+,0%(+3))

r  D*(1) = ag + ajt + azt2

0
- 2
D¥(t) = by + byt + byt
c

D*(t?) =cg + Cgt + czt2

rtemos
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(=]
i

(0,1)
(0,¢)

(0,t?) = eo(1s1) + e (1,8) + cz(i,tz)

ag(1,1) + a (1,8) + a,(1,t%)

o]
1l

bo(l;l) + bl(l,t) + b2(l,t2)

[o]
fl

il

(1,1) 2
(1,%)

(1,4%) = og(5,1) + o () + o, (t,t%)

ao(t,l) + al(t,t) + az(t,t

bo(t,1) + by (6,8) + b, (t,t%)

2(t,1) ao(tz,l) + al(tz,t) + az(tz,tz)

f

2(t,t) = vy (t%,1) + b (£%,8) + bz(tz,tz)

2(5,8%) = o (£%,1) + o, (¢%,8) + o, (£2,7)

Tomemos o produto interno em P, dado por (p(t),a(t)) =
1

2
= ff p(t)a(t)dt e temos
-1

(1,1) = 2 (1,8) = 0 (1,£%) = 2/3, (£,%) = 2/3,
(6,5%) = 0 (£%,£%) = -2/5
e assim vem que

0 = 2a, + 2/3 a,

(")
0 = 2bg + 2/3 b,
0= 2c, + 2/3 cy
2 = 2/3 al
0 =2/3 b,

2/3 = 2/3 ¢,

#
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0 =2/3 a, +2/5 a,
4/3 = 2/3 by + 2/5 b,

0= 2/3 o + 2/5 C

go
G = 2a0 + 2/3 gz ao = 0
2 =2/3 a, a, = 3
0= 2/3 ag + 2/5 a, a, = 0
0 =2by+ 2/30b, by = -5/2
0=2/3bl bl=0
b/3 = 2/3 by + 2/5 b, b, = 15/2
0 =2cy+ 2/3 c, Cy = O
2/3 = 2/3 cy e, =1
0= 2/3 cq + 2/5 c, ¢, = 0
1 seja, relativa a base l,t,tz a matriz de D* &
0 -5/2 0
3 0 1

o 15/2 ©

teorema a seguir mostra que nem sempre € t3oc laborioso

lcular a matriz de T*, conhecendo-se T.

OREMA 4.3.8 ~ Sejam V e W espagos vetoriais de di-

mensdo finita ambos com produtos internos
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e B = {el,ez,...,en], gt = {gi,...,e;} bases ort?normais
+ Id

dge V e W respectivamente. Entdo a matriz T*]E é a

transposta conjugada da matriz T]g,.

Demonstragio: Se 2 4 S T]E‘ entio por definigfo, 253
- Lel!) = T¥et) = (T*e! = a*
(TeJ,ei) (ej,T ei) (T ei,ej) at, e

assim o teorema fica demonstrado.

EXERCICIOS y
3 3 1 0] 1
4.3.9: Seja T:R” = R dada pela matriz 1 3 =1].
) -2 1 0]
se g = [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} e
gt = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)}, ache, de duas maneiras

1] ]
distintas, T*]Z,. (Sugestdo: ache T*]g' diretamente co=-
mo no Exemplo 4;3.7 e em seguida ache T*]g e mude entio

para a base B1).

4,3.10: Mostre gque se T e S s%o transformagdes linea-
res TiV 4 W, S:¥W - U, entdo (S« T)* = TroS*,

4.3.11: Demonstre gue I¥* = I.

4.3,12: Mostre, usando 4.3.10, que se T & inversivel
T* também o serd e que (T-l)* = (T*)Pl.

4.3.13: Mostre que (T*)* =T e que (T+5)% = T*+5% ,

4.3.14: Demonstre que (kA)¥* = ka*. -
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CAPITULO 5

TIPOS ESPECIALS DE TRANSFORMAGDES

v} - Auto-valores e auto-vetores de uma transformacio

linear

Neste capitulo, como no anterior, todos os espagos
. . . -~ .
storiais considerados sao reais ou complexos e sempre do

idos de um produto interno,

JFINIGAO 5.1.1 ~ Seja V um espago vetorial sdbre um

corpo K e T:V a4 V uma transformagio
near. Dado ) € K, dizemos gue ) € um auto-valor (ou
lor préprio) de T se A4 Vv &€ V, v # 0 tal gue

V) = Av.

FINIGAO 5.1.2 - Se V € um espago vetorial sdbre um
corpeo K e T:Va+ V € uma transforma-
¢ linear, dizemos que v € V,‘v # 0 & um auto-vetor (ou

‘tor préprio).de T se & A € K tal que Tv = Av.

.zZemos que A € autd-valor associado ao auto-vetor v,

Note que o nimero 0 ¢ K & um autc;valor de T,

sociado a v € V, v £ 0, se o sdmente se v € N(T). Des
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.ta maneira, uma transformagdo linear TiV 4+ V admite o
escalar O como auto=-valor se e sdmente se nao & inver-
sivel., Observe também que Tv = Av &e e sdmente se
(T-AI)v = 0 e desta maneira A ¢ auto-valor de T se e
~ l. + bl ] >
somente se a transformagao linear (T-AI) nao é inversi-

vel,

EXEMPLO
. 2 2 . 13
5.1.3: Seja T:R -+ R dada pela matriz (3 l)' Se

(¢-AI)v = 0, entre (lgk lgk)(i) = (g). Mas a
3

se e sbdmente se det(l_A 3 ) =0 por qué? veja 3.3.9
) 3 1-=A

I

transformagao definida por 1EK) é nfo inversivel
ou seja (l-A)2 - 9 =0 e assim Al = I, 12 = =2. Se
= s -3 3y¢xy o (9 ¢ :

Ay o= I, uma solugdo de ( 3 —3)(y) = (O) & (1,1) qgue
serd um auto-valor de T associado ao auto-vetor 4., Para
A, = -2 obtemos, por exemplo, o vetor (1,-1).

Note que se Vv ¢ auto-vetor de T associado ao
auto-valor A e k € K, entdo kv serd também aunto-ve-

tor de T associado a A, pois T(kv) = kT(v) = k{Av) =

= A(kv). Podemos mesmo demomstrar o que se segue:

TEOREMA 5.1.4% - Dada uma transformagéo linedr T:V + V, ©
conjunto V= {vev | Tv=Av}l € um subespi

go vetorial de V.

Demonstragao: Em primeiro lugar, Vk ¢ nfilo vazio, pois

L4
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€ Vi3 se vi,v, € vy entdo T(vl+

K(v1+v2) e T(kA) = A(kv).

= A b =
Vg, VoAV

5 =
Outro fato importante € demonstrado abaixo.

SOREMA 5.1.5 - Se T:V + V & uma transformacglo linear e

- )
V11V, Sao auto-vetores associados aocs au

»=valores distintos Al e Az’ entdo v

rarmente independentes,

e v Ao 1i
b o Sao 1i

mmonstragfo: Suponhamos que X Vy b XV, = 0 entdo

1'1'1

lezva = 0. Como k; # Ay» o sistema de equagdes veto-

T(xlv2 + xzvz) = xlT(vl) + sz(va) = x AV +

cais
xlvl * XV, = )
xlklvl + xzkzv2 = 0
Imite sé a solugdo x; = x, = 0 {por qué? prove isso).
{(ERCICIOS

1 4
.1.6: Seja T:R® 4 R® definida pela matriz ( 3).
Mostre que esta transformagfico possui dois auto-va-
)wres distintos e ache, para cada um délea, um auto-vetor

lo nulo, D8 uma base de R> em relagdo 4 qual a matriz

t+ T ¢& diagomal.

1.7: Ache uma transformagdo linear T:R? 4 R? que nflo

possul aunto~valores,
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3 3 iy =2 =2
5,1.8: Seja TiR” =+ R definida por 18 ~1 =3 | .
48 -8B =6

Determine os auto=-valores e 0S8 auto=-vetores de T
e uma base de R em relaglo & qual a matriz de’ T é

diagonal.

5,1,9: Se T:V a4 V & uma transformagio linear, V tem

dimensao n e A kz,...,ln sfo auto-valores

l'
distintos de T, com auto=-vetores vl,va,b-.,vn; entdo 8s

—

tes formam uma base B para V. Ache T]g .

5.1.10: Seja T:V » V uma transformagao iinear. Um sub-

espago U de V & dito invariante sob T se

t(u) € U. Mostre que se T admite um auto-valor X, en-

tdo Vy, 6 invariante sob T.

5.1.11t Ache uma transformagao linear do plano que nao
admite nenhum subespago invariante (exceto, natu-

ralmente, os subespagos triviais 0 e Rz).

5,1.12: Mostre que se T:V = V ¢ uma transformagdo linear
e UV, s8o subespagos vetoriais de V invari-
antes sob T e tais que V = U,8U,, entdo existem

leU + U T

1 1’ 2 2
+ Ty(uy), Vu=udu, €V,

1U, + U, tais que T(ufauz) = Tl(ul) +

5.1.,13: Ddda uma transformagio linear T:V 4+ ¥ cuja ma-
triz em relagac a uma base J de V 4§ diagonal,

e " 1

J
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re que B & formada por auto~vetores de V. Se B!
1

tra base de V, segue~se forgosamente que T}:, ]

onal?

1%: Se TiV o V & uma transformagido linear, € sempre
possfvel achar uma base B de V em relagio &
a matriz de T & diagonal? Prove isso ou dé um gon-

exemplo.

Toda matriz A nXn com coeficientes em um corpo
rico K define uma transformagfo linear TA:Cn + ¢,
z € uma matriz nXxl representando um elemento de

entao TA(z) = A.z.

NIGAO 5.1,15 - Dada uma matriz A nXn, um auto-valor

de A & um auto-valor da transformagic

M, ¢® induzida por A. Um auto=-vetor de. A €& um
\=vetor de T, (Logo, uma n-lista de mimeros comple-
| L

WCICIO

cos © = gen ©

161 Dada a matriz A = ( Ache seus

sen © cos 9)'
valores prdprios e vetores prdprios.
Jd vimos que nem sempre uma transformagfo linear
+ V admite auto-valores e auto-vetores. Por outro
3, uma matriz nXn com coeficlentes em um corpo K

suil sempre auto-valores, que serfio nimerocs complexos,

Bt T TR T

A R A

R b &

eI i ' et DR T

TIE
%

;‘_ﬂ -

LS

e ket

T E L et
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[ . .
nio necessariamente em K, como mostradoe abaixo:

“

TEOREMA 5.1.17 - Se A ¢ uma matriz nxXn, entdo A
possui um auto-valor e um auto-vetor.

Demonstracdo: Consideremos a transformagac TA:Cn + "

definida por A. Se B & a base canfnica

de ¢

, entéo TA]S = A. Por outro lado, TA(Z) = Az

com z £ 0 se e sdmente se (TA-XI) ndo & inversivel e
j4 sabemos (3.3.9) que (TA—XI) ¢ nlo-inversivel se e
somente se ﬁ:det((TA-)ﬂ]g)=0; mas O & um polindmio de
grau nz em X o qual possui, pelo teorema fundamental
da dlgebra, uma raisz complexa e provamos assim que A tem

um auto-valor (complexol), ac qual estd associado um auto-

—vetor z € C%, z # O.

COROLARIO 5.1.18 - Se’ TiV a4 V € uma transformagio li~-

near e V um espaga vetorial comple-

X0, entdo T possui um auto-valor e um auto-vetor.
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2 ~ TransformacBes auto-adjuntas

Dada uma transformagdoc linear T:V o V a sua ad- :
nta T* serd também uma transformaglo linear de V em |
|
b

jd sabemos que se B & uma base ortonormal de V, en- "

© a matriz de T* na base B & a transposta conjugada !

matriz de T.

FINIGAO 5.2.1 - Uma transformaglo linear T:V 4 V & |

auto-adjunta se T = T¥%, “

Se V € um espago vetorial sdbre os reais, uma ' r
ansformagdo auto-adjunta € tradicionalmente chamada de
v . I L]
neétrica; se V € um espago complexo, as transformagoes
to-adjuntas de V em V s3o também conhecidas por S

I
i
U
nétricas conjugadas ou hermitianas. -[

Pela definigdo de adjunta de uma transformagao,
& éuto—adjunta se e somente se, ¥u,v € V, (Tu,v) =
(u,Tv).
Uma matriz A nXn com coeficientes em um corpo
(real ou complexo) € auto-adjunta se a transformagio é
|

X2 + K% for auto-adjunta,

Um fato de verificagdo imediata & de que uma trans

rmagdo T:V + V & auto-adjunta se e sdmente se sua ma- ‘
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triz em relagao a uma base ortonormal & simdtrica conjugda
da (veja 4.3.8).

Téda transformagfio linear T:V .+ V onde vV & um
eapago vetorial complexo possui um aute-valor complexc,
Se T € hermitiana, entlio &ste auto-valor ¢ real, como

provadoe no teorema abaixo:

TEOREMA 5.2.2 - Se T:V 4 V & uma transformagio auto-ad-

4

Junta s0bre um espago vetorial complexo &

3 € um auto-valor de T, entdo A € R.

Demonstracfio: Se A €& um auto-valor de T, i ve Vv, vi0

tal que Tv = Av. Por outro lado, A(v,v) =
= (Av,v) = (Tv,v) = (v,TVv) = (v,Av) = X{v,v) e como v£0,
(v,v) £ © logo A(v,v) = K(v,v) acarreta que A= X ou
seja, M & real. '
Bste teorema mostra gque todos 08 aufo—valores de
uma transformagdo T:V »+ V sobre um espaéo vetorial com-

plexo sho reais. O resultado seguinte ¢ mais forte:

TEOREMA 5.2.3 - Seja T:V s+ V uma transformagdo auto-ads

junta sdbre um espago vetorial real. En-

t8¢ T possui um auto-valor real.

Demonstracio: Tomemos a matriz de T em relagioc a uma

base ortonromal B = {vl,vz,...,vn} em V

e ponhames A = T]g. A matriz A, de coeficientes reais,

s



-153-

ine uma transformaglo linear TAzcn + ¢, Como A ¢
gtrica (por qué?), T, serd uma transformagfio auto-ad-
ta de ¢", ¢ pelo Teorema 5.2.2 TA possuird um auto-
lor real X. Existe entfo =z € €% tal que TA(z) = Az,
Iscrevermos z = X + iy, onde X,y € R™, entfio

x+iy) = TA(x) + iTA(y) = A(x+iy) = Ax + ily. Como

k), TA(y), Ax e Ay slo vetores do R" (matrizes

), entlc segue-se que TA(x) =Ax e TA(y) = Ay. Como
O, temos que x £ 0 ou y £ 0. Supondo que x £ 0O,
(xl,xz,...,xn), Vel que Vv = Ix.V, ¢ um auto-valor

e - N

T com auto-valor A e a demonstragiio fica ooncluida.
EEMA 5.2.4 - Se. T:V 9 V & uma transformaglo linear
auto-adjunta e Al,lz sdo auto-valores

iintos de T, aos quais estlo associados os auto-veto-

L] = .
v, eV,, entao v,y e Vv, sdo ortogonais,
Jnstragao= Com efeito, usando que Tvl = llvl, Tv2 =

= lzvz obtemos que hl(vl,vz) = (Alvl,vz) =
Tvl,vz) = (vl,Tvz) = (vl,lzvg) = 12(vl,v2), pois
» € R. Segue-se entfo que (ll-lz)(vl,vz) = 0 e como

P

o1 temos (vl,vg) = 0, o que conclui a demonstracio.

NIGAO 5.2.5 - Se T:V;+ V & uma transformaglo linear

® Us V & um subespago invariante de

U & dito ser invariante sob T se T(U) ¢ U.
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EXEMPLOS

5.2.6: Seja TiV =+ V uma transformaglo linear auto-adjun
ta tal que Te¢T = T e considere U; = {vevlf(v)sﬂ.
E dbvio gue Ul no é vazio e podemos mostrar que Ul d
um subéspago vetorial de Vi se v,v! E'Ul, k,k!' ¢ 5,
P(xkv+k'vt) = kT(v) + kK'T(v) = kv + k'v', Por outro lado,
seja U, = [vev | ©(v) =0}. E fdcil também verificar que
U, é um subespégo de V. Por outre ladoe, U, N U, = o,
poié se v € U N Uy, entio v G‘Ul, logo T(v) = v ° ©Q
mo v €& U,, T(v) = 0, logo v = O, Além disso, se v e Vi
vem que v = v - T(v) + T(v) com v-T(v) € U,, pois
o{v-T(v)) = T(v) - T-T(v) = T(v) - T{(v) =0 e T(v)E U
visto que Te T(v) = T(v). Assim, por 3.5.11, V = UfBUz.
Em verdade, U, = Ui t se v E Uy u€ Uy, u=Tu
e (u,v) = (Tu,v) = (u,Tv) = {(u,0) = 0 e se VE Ui’,
u¢ v, entho (v,u) = (v,u—T(ﬁ) + T(u)) = (v,u-T(u)) +
+ (v,T(@)) = (v,u = T(u)), pois T(u) € U,, mas
(vin = 2() = (vfu) - (D) = (Vi) = (BE)w) oee
((v),m) = 0, de€V e assim T(w} =0, logo Vv €& Upe~
Observe que U, e U, sho invariantes sob T
(prove issol). Se B = {vl,va,....,vs], B! = [vi;vé,“qv%]
s8¢0 bases ortonormais de Ul e U2 respectivamente, en«
tio A" = [vl,vz,...,vs,vi,vé,...,v%} § uma hase ortonore

1
mal para V e T]g" = (aij) é particularmente simples!

/
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= 0, i#j, a;; =1 se iss e a,, =0, i>s, Di~

id

os que T d =a projegao ortogonal sabfe U ao longo

-

1
U2.
.7t Se TiV = V & uma transformagfio linear e Vs V.

¢ um subespago de V dinvariante sob T, entaoc

i) = Vl e podemos considerar T como uma transforma-~

de Vl em Vl, que denotaremos por T

Vl - Vl e 8e VvV E Vl,

a definigao de Tl' Se Vz é outro subespago de V¥

l..Assim,

Tl(v) = T(v) ¢ Vi» pela prd-

bém invariante sob T e tal que V = Vfav podemos

2!
ag escrever T = TfaT2=VfaV2 - vlevz. Dizemos gue Vl

V2 reduzem T,

REMA 5.2.8 ~ Seja TiV =+ V uma transfofmagao linear
auto-adjunta e A um de seus auto-valo=

‘ 4 .
. Entdo o subespago (v} 6 invariante sob T.

onstragiio: Se v € (Vi)L, (v,u) = O;l¥w1e vV, e
assim 0 = A(v,u) = (v,Au) = (v,Tu) =
* '

Tv,u), logo Tv € (Vl como queriamos demonstrar.

REMA 5.2.9 - Se T:V + V & uma transformagao linear
auto-adjunta sdbre um espago vetorial V

dimens8c =n, entfio exlste uma base ortonormal de v

mada por auto-vetores de T 2 em relagaa-é'qual a ma=

z de T ¢ diagonal. Os elementos da diagonal principal
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da matriz serac exatamente os auto-valores de T.

Demonstraclo: A demonstragio se faz por indugdo. Se

dim V = 1, o teorema € trivial (por qué?}.
Supénhamo-lo demonstrado para o caso em Qque a dimensfo de,;
Vv & estritamente menor que n e provemos que éle vale
para o casc em que dim V = ni: seja L€ R um auto-éalorig

de T e vl,sz...,vn uma base ortonormal para VL'

Observe que dim Vy, 2 1, logo dim V; < n~1, Jd sabemos /){

que o subespago V) é'invariantk\:ob T. Como Vu,v eV,

»

(Tu,v)} = (u,Tv), segue-se que T \?strita a Vf} T,, &

.1.’
uma transformaclo auto-adjunta, Pela hipdtese de induglo,
existe uma base ortonormal ul,uz,...,ut de Vi ‘em rela
¢do & qual a matriz de T, ¢ diagonal., Entdo,

{vl}vz,...,vs,'ul,uz,...,ut} ¢ uma base ortonormal péra

v {por qud?) em relagfio & qual a matriz de T goza da

propriedade pedida.

DEFINIGAC 5.2,10 - Uma transformaglo T:V - V, V um es-

uma mabtriz diagonal com coeficientes em K.

0 Teorema 5.2.9 mostra que se TiV+ V € uma tranh
formagiio auto-adjunta de um espago vetorial real ou com-

plexoc entac T & diagonalizdvel.
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MPLO
«11: Se TtV 4 V ¢ uma transformagho linear e se
Yu,ve v (T(u),v) = 0, entaoc T = 0 (faga

t

T(u)). Por outro lado, se V & um espago vetorial

plexo e (T(v),v) = 0 para todo v € V, entdo T = O.

efeito, se c,;,c, € C e u,vE YV, entdo

2u czv),clu +c,v) = (e;T(u) + czT(v),ciu+c2v) @

21 1% (1)) + [ey]? (T(v),v) + o5, (T(u),v) +

ch(T(v),u) logo, pela hipdtese,

0

cléz(T(u),v) + Elcz(T(v).u)

izendo c

1 [»]

5 = 1l +wvem que

0 = (T(u),v) + (Tv,u) ;
c, = i, ¢, = 1 , temos

0 = i{Tu,v) - i(Tv,u)

lestas duas equagdes, segue~se que (Tu,v) = 0, ¥ u,veV
isim T = 0. \

Observe gue se V & um espago ;éal, 8ste resulta-
| dbviamente falso (tome uma rotagho de 9601); Para
¢o08 reais vale o seguintet se T:V a+ V & ahto—adjunta
Tv,v) = O para todo v € V, entdo T w~ O, Com efeito,
+v)yutv) = (Tu,v) + (Tv,u) + (Tu,u) + (Tv,v), logo, Pe
ipdtese, (Tu,v) + (Tv,u) = 0 o como T & auto-ad-

b 2(Tu,v) = 0 e assim T = O.
3

"\

y
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EXERCICIO
5.2.12: Se T, e T, sho transformagdes auto-adjuntas
‘de um espago vetorial V =1 vérdade'que T,T, =

x T2Tl? Prove isso ou apresente um contra-exemplo.

A situagdo discutida neste exercicio fica perfei-

tamente esclarecida pelo exemplo apsixo:

EXEMPLO J

5.2.13: Sejam T; e T, transformagdes auto-adjuntas de
' um espago vetorial V. Entio, existe uma base or-
tonormal B de V tal que leg e szg slo matrizes

diagonais se e gomente se Tsz = Tle.

Com efeito, seja kl € R um anto-valor de Tl .
Ent&oc, o subespago V & invariante sob. T,t se VEV, ,
My l. 2 1

entdo Tl(Tz(v))= Tz(TlV) = Tz(AlV) = ll(Tzv) logo
. Entdo, existe v, € vkl que ¢ auto-vetor de

T2v € vll

T2 e como todos os elementos de Vk sfo autb-VGtores
1

de Tl concluimos gue Tl e T2 possuemn um- anto-vetor

4 ’
comum, V Considere agora o subespago Vl = [vl] que €

l.
invariante sob T, e T, (por qué?). Podemos, entdo, ¢2

mo na demonstragdo de 5.2.9 aplicar induglo sdbre a dimen
- s )
sao do espago para concluir que existe uma base ortonormal

de V formada por vetores que sao auto-vetores de Tl e
1 s
T, similtdneamente. A afirmagBo reciproca & trivialmente.

voerificada. ;

e e
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} - Transformacgbes unitdrias

Neste pardgrafo estudamos uma generalizagao das ro

;Bes do planc.

I‘INI(;AO 5:3.1 ~ Seja V um espago real ou complexo, uma
transformagio linear T:V » V & unitd-
1 s TT¥ = T*T = I.
Ou seja, uma transformagao ¢ unitdria se sua adjun
€ sua inversa, ™ & L,
Umna matriz A com coeficlentes em um corpo K
:ais ou complexos) & unitdria se a transformagdo
KT o KF for unitdria,
JRCICIOS
o2 Mostre que uma rotagao do plano é uma transforma-
géa unitdria,

}.3: Sel U, ,U,:V o V sao transformagdes unitdrias mos-

1’72
tre que U, .U, é uma transformagic unitdria.
l.4: Demonstre que a inversa de uma transformagido uni-

tdria & unitdria.

Se V € um espaco vetorial real, as transformagaes

tdrias de V sfo tradicionalmente conhecidas como or-

T ONALS .
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0 lema abaixe apresenta vdrias caracterizagbes pa-

as transformagdes unitdrias:

ot

1A 5.3.5 - Se T:V ¥V ¢ uma transformagdo linear, en-

tio as condigbes abaixo sfo egquivalentes:
1) T ¢ unitdria

2) T transforma bases ortonormais em bases ortonor-

mais
3) T preserva o produto interno, i.e., ¥u,ve Vv,

(Tu,Tv) = (u,v)

k) T preserva a norma i.e.,v'v e v, HTV“ = "VH

smonstragio: Provemos que 1) » 2): Se 5={el,e2,...,en}

¢ uma base ortonormal, geja

1 = {Tel,Tez,...,Ten}; comg T & inversivel, B! ¢ uma

2 .
ase de V; de nTei” = (Tei,Tei) = (ei,T*Tei) = (ei,ei)ﬂ

2

nei“ =1 e (Tei,Tej) = (ei,T*Tej) = (ei,qj), vemos
ue B' @€ ortonormal. Para ver que 2) + 3), sejam

L,Lv €V, B = {el,ez,...,en} uma base ortonormal e

Te, » T™v = Zyj 'I‘e‘j

1 = Exiei, v = Eyjej, donde Tu = Exi

; assim (Tu,Tv) =(Exi Te, Eyj Tej) = i%j xiyj(Tei'Tej) =

= L x Ty visto que os vetores Te, 3o ortonormais. Mas
i .

(u,v) = (Exgeys Eyjej) = Lx,¥;, logo T preserva o prodi

to interno. Por outro lado, HTVHZ = (Tv,Tv) = ﬁV,v) =-UYH2;

o que mostra 3) - 4). se |1v|| = v|| para todo v € v,

/
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0 (Tv,Tv) = (v,v),¥v € V, ou seja, (T*Iv,v) = (v,v)
r€ V ou ainda ((T*T-I)v,v) = 0; mas como (T*T-I)* =
M (T#)% w I% = T*T-I vemos que (T*T-I) - é auto-adjun-
e podemos aplicar,oé'résultados do Exemplo 5.2.11 para
-1

wcluir que T*T = I; como T € linear, T* =T 7, o

s conclui a demonstragdo.

ERCICTIO
3.6: Se T:V+ V & uma transformagao ugitéria, g €
uma base ortonormal de V, X, = (!ll) & a i-dsi-
&ni ‘
coluna de T}g, mostre que (Xi)t X; =1 e (Xi) Xy =
0, 4i#j.
EMPLO

3,7: Seja V um espago vetorial real ou éomplexo e
T:V + V uma fungdo (a priori néo linear!)
bre jetora e tal que (Tu,Tv) = (u,v), ¥u,v € V. Entdo,
¢ linear, logo unitdria. Em primeire lugar, T é in-
rsivel: se u # v, {Tu-Tv| = ||Tu]|2 + HTv“z-(Tu,Tv) -
(tv,2v) = [[u]? + [V - (@) = (viu) = Ju-v]|® # o
sim, T & uma fungdo bijetora, logo inversivel. Além
.éso; de (Tu,Tv) = (u,v), como u = lat, v o= 71y
ra u',v! € V, segue=se que,; ¥u',v'! € V, (ur,v') =

(T-lu',T-lv') e ven que (Tu,v) = (T-lTu,T"lv) =

(u,T-lv). Para provar que T & linear,se vV,u;,u, € V
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=1 -1
1ok € X (Tulw) = (ul,T V), (Tuz,v) = (uz,T v) logo
(leul’v) + (szuz,v) = (leul * szuz,v) = (klul+k2u2,

‘#lv) = (T(klul+k2u2),v) e assim, ¥ VEV, (k,Tu, +k,Tu,,

le(ul) +

T

V):
e (T(egug + 1<2u2),v)_ “donde T(kjuy + k2u2)

. sz(uZ) o fica assim demonstrado que T ¢ uma trans-

1l

. Ly . . )
“ormagao linear unitaria.

Para espagos vetoriais reais podemos diéér algo
mais:
EXEMPLO
5.3.8: Se V é um espago ve?orial real e TiV = V é‘uma
funglo (a priori nao linear!) tal que .
T(0) = 0 e [Tu-Tvil = lu-v]l» ¥u,v € ¥y entdo T & uma
transformag&o 1linear ortogonal. Com efeito, como TO = 0,
onsio [nu] = full o frusrvi® = fmal® e fav])® - (PaTv) -

(Tv,Tu) = Hu”2 + HVHZ - 2(Tu,Tv). Mas como ”Tu-Tvnz =

n

fu-vll® = fjul? + IIvI® - 2(w,v), segue-se aue (Tu,Tv) =

n

(u,v) ¥u,v e V. 8Se g = {el,ez,...,en] £ uma base or-
tonormal de V, vemos assim gue gl = {Tel,Tez,...,Ten] é
tambdm uma base ortonormal para Vv e assim

TV = (Tv,Tei)Tei = (ﬁ,ei)Tei. Se definirmos a transforma=

gao linear U:V =+ V por U(ei) = T(eij, A=1,2 45401y

U serd ortogonal (por qué?) e TV =’E(v,ei)Tei =
= S(v,ei)Uei = U(E(v,ei)ei) = Uv ¥v € Vv, logo Uv =TV 0-}

I

assim T e uma transformagio linear ortogonal.,
J
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{ERCICIO
»3.9: Seja V um'espago vetorial real e T:i:V = V uma
funglo tal que, ¥u,v € V, ”Tu—TV” = ”uuv". Entéo,
¢ uma transformaglo linear ortogonal seguida de uma
ranslaglo de V (Sugestao: Considere S:V -+ V definidal

v S8(v) = T(v) - 7(0) e aplique 5.3.8).

Jd sabemos que uma transformagao linear auto-adjun
v T:V -+ V em um espago vetorial.real possui auto~valo-
s e existe uma base ortonormal de V formada por auto-
stores de T. E fdecil *er gque uma transformacio linear
~togonal naoc possui necessériamepte auto=-valores (consi—
:re uma rotagao QQ plano). Passamos agora é estudar as
ropriedades dos auto-valores e dos auto-vetores de uma

1

cansfo rmagao unitdria.

IOREMA 5.3.10 - Seja V um espago vetorial complexo. Se -

T:V 3 V & uma transformagao linear uni=-

iria ¢ A € C & um auto-valor de T, entlo |[A| = 1.

.

ymonstragio: Tome v £ O um auto-vetor associado a A

e entiio (Tv,Tv) (Av,Av) = A% (v,v); mas

tv,Tv) = (v,v), loge Ax(v,v) (vyv) - come (v,v) £ 0

am que Ax = 1 ou se ja, [A[ = 1.

I0REMA 5.3.11 - Se T:V + V € uma transformagso linear

-

unitdria e A € ¢ & um auto-valor de T,




Demonsiraciio: Seja v € V;; entdo, se u € Vy s (v,u) = o,

logo . (Tv,Tu) = (Q,u).: 0; mas (Tv,Tu) =
=.(T§,kﬁ) = A (Tv,u) e assim, como i # 0, {(Tv,u) =0, o
que queriamos demoﬁstrar. 7 |

Podemos agora. demonstrar o teorema gue nos inte-

ressas;

TEQOREMA 5.3.12 - Se T:Q 4 V € uma transformagio lineaﬁ
unitdria de um espago vetorial complé?é,
entao existe uma basé ortonormgl de V forﬁada por auto-

-vetores de T.

- ) N ) . Lod -~
Jemonstrac¢ao: Procederemos, mais uma vez, por indugao soO=-
bre a dimensfo0 de. V: seja X € C um auto-
-valor de T e tomemos uma base ortonormal

i - - J_ l Iy
] = {el,ez,...,es} para VA' Como dim Vl < dim V e
L

/\ € invariante sob T, a hipdtese de induglo nos garan-

A

e que existe uma base ortonormal B! = {ei,eé,;..,eé} de

n
’, formada por auto-vetores de T. Entlo

el,e2,...,es,ei,eé,...,eé] ¢ uma base ortonormal de v

:om a propriedade pedida,




4 - Movimentos rigides no plano e no esSpaco

Neste pardgrafo; daremos uma déscrigao'completa dos
wimentos rigidos no plano e no espago, usando os resul-

«dos sobre as transformagdes unitdrias encontrados em

3.

;FINIQKO 5.4,1 - Dado um espago vetorial V, um movimeii-

to rigido em V & uma funglio f:V + V

]

1o presefvardisténcias, lee., ¥u,v € ¥, ||£{u)-£(V)|
flu=vi| .

Como uma conseqﬁéncia imediata de 5.3.9 temos o

ysultado abaixo:

iMA 5.4.2.- Se V €& um espago vetﬁrialrreal e £:Va4 V
t : .
€ um movimento rigido,.entdo £ & uma ffﬁhg
srmaglo linear ortogonal seguida de uma translagiio de
~{0). | |
besta maneira, O estudo.dos movimentos rigidos em

n espago vetorial real V se resume em estudar as trans

srmagdes lineares ortogonais definidas em V.

KERCLCIOS
2 ' cos © =~ sen 9.

4.3: Se V =R e T & definida por (Sen 5 cos. 6

gqual € o determinante da matriz de T? Sejam as

T R
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ransformagtes do plano definidas pelas matrizes
o 1

7
1 0

sespectivamente. Identilfigue=-as geométricamente. Quails de é

1 0 0 1 o =11 c =1 0

o -1 -1 0 -1 0 0 -1

las sho rotagdes? Quais seus determinantes? : ‘

s5.4,: Verifique, dentre as transformagbes apresentadas
om 5.4.3 quals as que possuem auto-valores e ache !

os mauto-velores correspondentes.

Seja agora T:R?® 5 R uma transformagdo ortogonal
do plano. Entdo, se v, = (1,0}, v, = (0,1} wvem que
2 2 2.2 _ 1
Tv, = (a;s8,), Tv, = (bysby) e JaZiak < 1, JoReol = 1,
albl + azbz = 0, pois T transforma bases ortonormais em
N bl -
bases ortonormais. Mas entaa [all, |a2|, lbll, |b2| sgo
nimeros menores ou iguais a 1 e existe .8 € R, Q= ©<2n
tal que a; = cos e, éz = sen © e vemos gue -BE-= tg ©

donde ou b, = sen e, b, =-cos ® ou by -sen 9, b2=0059-

Assim, hd duas possibilidades para T:

cos © -sen © cos § sgen O
sen © cos © ’ sen © ~cos ©
Mas
cos © sen © cos & =-sen O 1 .0
( sen @ =cos O ) sen @ cos @ 0 -1

nma reflexfo seguida de uma rotagio.

4
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ERCICIO
k.5:; Mostre que as transformagaes de 5.4.3 se énquadram

t5das nos dois tipos obtidos acima.

Se ’l.‘:R3 -+ R3 é uma transformagao ortogonél, en-
i0 T possul pelo menos um auto-valor feal A, visto
e det(T-hI) e ﬁm polindmio do 3?2 grau, que sempre tem
12 raiz real. Seja v, um auto-vetor de norma 1 associa
y a A. Jd sabemos que [vl]f é invariante sob T ({com~
ire com 5.3.li), logo T restrita a _[vl]¢ ¢ uma trans-
3rmagéo ortogonal do planoc, caso jd estudado. Tomandok

. . N _

na base ortonormal {vz,vj} para [vl] , vem gque fﬁfvé’YQ
uma base oritonormal para o R3 ein relégao a4 qual a ma-
‘

riz de T serd

A 0 o A o .0

0 cos & - sen © ou 0 cos ® sen €], |A] = 1,
0 agen © cos © 0 sen & -cos @

m vista'QOs resultados para o plano. Observe que

0 A o - o 1 o o

A 0
O cos & -sen® |=|0 cos O -sen © 0 1 4] .

0 sen © =-cos 9 0 sen © cos @ 0 c =1

omo llL =1, AER, ou A =-1 ou A =l; & fdcil entao
escrever tddas as transformagdes ortogonais de RB: rota

%es no espago em torno de uma reta, reflexdo sdbre um pla




~168=-

i

no, reflexdo sbbre um planc seguida de 'rotagio em tdrno

da normal ao planc, reflexio em relagao a um ponto.

5.5 = Transformagbes normais

Neste pardgrafo, caracterizamos t8das as transfor=

magBes iineares de um espago vetorial complexo Vv para

as quais existe uma pbase ortonormal de V| en’ relagao a

" qual a matriz da transformagaoc ¢ diagonalQ o

DEFINIGAO 5.5.1 -~ Seja V um espago complexo, uma trans.

formagdo T:V 4 V é normal se e sbmen-A

te se TT* = T*T, _

Como exemplo de transformagdes normals temos &as

transformag%es auto-adjuntas e as'transformagﬁés unité{!

‘

rias.

Uma matriz A nXn com coeficientes om C & nora
mal se & transformagio TA:Cn + ¢ for normali v
EXERCICIOC ' '

5. 5 24 D& um exemplo de uma transformagio ﬁofmal que nio
1,

& auto-adjunta ou unitdria.

LEMA 5.5.3 - Sejam T, e T, transformagaes lineare
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em V que comutgm, ou seja, T,T, =_T2Tl,ke kl um f 1”; a
gmvalor de T;. Entdo V ¢ invariante sob.. T,.' s
T 1 - }Ll ~ ‘ } EREN 2 o
onstragdo: Seja Vv € Vx s entlo, “Tlf‘= X v, Por outro v w
lado, T,(T,v) = T,(T;v) =T, (a. v) = Ay 2
seja, T,v € Vi , 0 que queriamos demonstrar. O : &
1 ) . , L,
' A . . X
OLARIO 5 5.4 = Dadas duas transformagoes llneares _ SR
- . \
T hTotV s ¥ (v um espago complexo) R
‘ R
s que ;Tsz = T,T;, as duas possuem'um auto-vetor co-~ . ' ji:w

y l.0ey, TVE YV, v O tal que,'iiﬁfs‘klv:.e' T,V = N i ;

oV A - ' _i E

Lonstragao: Com efeito, pelo Lema.5{5.3,.dado um auto- ‘& ;

-valor A de T, vii' ¢ invariante sob i? !

mas entio T v € Vk que € éuto-vetor de "(por S
?) e a demonstragdo fica concluida‘(por que?) ‘g:

\ Poqemoé, agora; passar ao teérema mgié‘importante. :‘if
te garég%afo=_ L o }EEJ AR n}:
'REMA 5.5.5 -~ Dada uma transformagio'nbrméi Ve ¥, *i%l?

V complexo, existe-uma bééeM6rtonorma1 f":x'élff

de vV +tal que T]g é dlagonal- reciprocamente, se‘  1f é:.w
.éte'uma baée ortonormal B de’ V:rem relagao é qual o % ﬁ
5 diasgonal, entdo T & nofmaléé . ‘I‘; - | tf q

i i

onsiragdo: Seja Ti:V 4 V normal;}éQmoifTT%JQVT*T,.sa-“'fV;q;

B e o L
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bemos que T e T*¥ admitem um auto=vetor comum vl.'
L
0 subespago V, = [vlj de V & invariante sob T e T¥

com efeito, se Vv € Vi, (v,vl) = 0, mas T(v,v

1)

= (v,T*v.) = i(v,vl) = 0 visto que v, & auto-vetor de

1)
T*, Por outro lado, (T*v,vl) = (v,T*vl)

l‘(v,v ) = 0,
1 .
Assim, T restrito a V; & uma transformagdo normal e
. . . )
podemos agora, como jé feito outras vézes, aplicar indugao
sébre a dimens8o do espago para concluir o teorema.

A afirmagio reciproca ¢ de demonstragdo trivial

(faga=-al}.

EXERCICIO . -

5.5.6: Na demonstraglo acima, prove que At = k.
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CAPYTULO 6

FORMAS BILINEARES

Mais uma vez, todos o0s espagos vetoriais considera

serfio reais ou complexos.

- Formas bilineares - definicio e generalidades

NIGAO 6.1.1 - Seja V um espago vetorial sébre um

corpo K. Uma forma bilinear ¢ em V

i fungdo @:VXV 3 K tal que

jut

t‘\r’ ul'u2’ vev, cp(ul+u2lv) = CP(ulsV) + Cp(uz’v)

V‘ u!vlpvz € Vv, Cp(u,vl+v2) = QP(uaVl) + cp(u!vz)

¥ AEK, u,veéV, o(iu,v) = rp(u,v),@(u,Av} = i¢(u,v)

Note que se K & o corpo real, entéo m(u,lv) = . H
1(u,v) pois um ndmero complexo & real se e 53 se &
tl ao seu conjugado.

[PLOS

2+ Um produte internc em V & uma forma bilinear. Se L j

@:VXV + K & uma forma bilinear tal que o{v,u) z 0, ;; ,
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e v e p(v,u) = 0<>»v =0, dizemos que @ ¢ positi-
jefinida. Assim, os produtos internos em V sdo exata

te as formas positiva<definidas em V.

.31 Se 9%, ¢ho funcionais lineares em V, v real,
podemos definir uma forma bilinear ©:VXV + R por
LV) = ¢l(u)¢2(v). Caso V seja complexo plu,v) =

'l(u) mziv) definird uma forma bilinear em V.

Ui 0 Exemplo 4.1.10 dd um critério para que a forma
Cp:R2 + R definida por o (u,v) =‘X'AYt, onde

= (xl’xz)l v o= (Yl’y2)’ X = (xl!xz)! Y = (Y]_!Yz)! se-

positiva-definida.

2

1.5: Seja, mais uma vez, v =R, u (xl,xz), v=(yi,¥g

i

e ponha ®({u,v) = 2X,;¥; - 2x ¥, + 3Xp¥y - bx, ¥,

imediate verificar que © & uma forma bilinear. Por ou

o lado. 2xXy¥; - RX, ¥y * 3x,¥, - hxzyz ;
2 3 ¥y
(x ,xz) ( ) ( l). A matriz A = ( ) & a matriz
1 -2 N Yo -2 =4

. forma ® em relagdo & base candnica de R .

’

Se ¢:VXV'4 K & uma forma bilinear e
= [vl,vz,...,vn} & uma base de V, u = Exivi, v = Eiji'

ntdo o(u,v) = 0(Tx7v,, Ly .v,) = i Xy m(vi, Eijj) =

J J
E xi( % Y w(vi,vj)) = i%j x5 ¥ m(vi,vj). Se A= (aij)
a matriz tal que a,; . = m(vi,vj), X = (xl’xz""’xn)’

R
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= (yl,...,yn). entdo p(u,v) = XA¥®. A & chamada de

atriz de @ na base g,

Se T:V+ V ¢ uma transformagho linear ¢ (,) ¢
n produto intermne em V, entio verfica-se, ficilmente,
1e a fungdio @:VXV + K definida por o(u,v) = (Tu,v) §

na forma bilinear. O fato seguinte € mais interessante:

TMA 6.1.6 ~ Seja :VxV + K uma forma bilinear. Entdo,
existe uma dnica transformagfo linear

3V 4 V. tal que @(u,v) = (Tb(u),v), Mu,v € V.

- - . -
monstracaoc: Fixemos u e consideremos a fungao

®,*V + K dada por @ (v) = ¢(u,v). Vemos

1t&o que CPu(Vl+'V‘2) = cP(u,vl+v2) = Cp(u,-vl) + CP(u!va) =

u(v) + 9,(v,) o @ (V) = @(wav) = Yo(a, ) = Ao (v),

que mostra ser mu wn funcional linear. Mas entao, pe-

] - . . 3
» teorema de representagac dos funcionais lineares, exis

©um dnice u' tal gue Qu(v) (vour), ¥ vev. Mas

(v) = o(0,v) o assim ®(u,v) = (v;97) = (ul,v). 4 fun-

0 T:Va V déefinida p&r ursu! & linear. Para provar
so, devemos mostrar que T(ul+u2) = ?(ul) + T(uz) .e
Au) = AT(u), Maek, u,u;,u, € V. Mas _w(ule = (Tul,v),
uy,v) = (Tuy,v) e ®(u;+u,,v) = (T(u +uy),v), ¥v e v.

s como m(ul+u2,v) = m(ul,v) + m(uz,v), vem que

(u1+u2),v) - (T(ul),v) - (T(uz),v) = Q,.¥V'é V ou seja
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?(ul+u2) - T(ul) - T(ué),v) =0,¥v eV e assim

:ul+d ) = T(ul) + T(uz). De maneira andloga, vemos que

(Au} = AT(u) e o teorema fica demonstrado.

s

Se B = {V,;Voysessv, ]} € uma Base ortonormal de v
172 n —

i
= Ix vy, Vo= IV Vi entdoc ®(u,v) = XT]SY , com

(xl|x2,--¢’xn) e Y = (Yl’y2""’yn)'

Uma verificagio interessante € a seguinte: se B!

outra base ortonormal, Xl e Yl sdo as matrizes das

oordenadas de w e VvV eh relagao a 81, entao ¢(u,v)=

X, T]B P, Mas 718 - 1] T]B 178" e assim o (u,v)

X, UBTﬁ nBY = mlI] Hﬂs)ﬂ Como
1 ]B' = X, Y, I]; =Y e I]B, é uma matriz unitdria,
ntlo (Ijg,)‘l - I]B'= (Ijg,)t e assim

X, IJB )('I‘]B)(I]B ) = X(T]B)(I]B. D= x iy, 11, )®,

. X T}SY .
Um raciocfnio inteiramente andlogo ao de 6.1.6 per
1lte provar o seguinte!
JEMA 6.1.7 - Seja @:VXV + K uma forma bilinear. Entao,
existe uma unica trangformagio linear |
5 1V - V  tal que, ¥u,ve Vv, o{uv) = (u,Sw(v)).

EXERCICIO

5.1.8: Demonstre, com detalhes, o Lema 6.1.7.

.

i
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Mas se ¢(u,v) = (Ty(u),v) = (u,5,(v)),¥u,ve v,
tAo Scp ¢ a adjunta de T, ou seja, ?(u,v) = (Tw(u,v) =
(w75 (v)) = (55(u),v) = (u,5,(v}), Mu,ve V.

"INIGRO 6.1.9 - Se V' ¢ um espago vetorial real, uma
forma bilinear @:VXV 4+ R €& simétrica
¢(u,v) = 9(v,u), u,v€ V. Se V & um espago comple-
y @ @tVXV 4 ¢ & bilinear, @ & hermitiana se
1,v) = ¢(v,u).
IMPLO

1.10: Se V = R® o P:VXV 4 R € dada por @(x,y) =

2xlyl + 4x2yl + hxlya + 6x2y2, vémse ficilmente
» © € uma forma bilinear simdtrica. O mesmo nao acon-
e com a forma bilinear @:VXV + R definida por

,Y) = 2x,y, + 4x,y; + 3x,¥, + xzyz}

PINIGAO 6.1.11 -~ Seja @:VXV 4 R uma forma bilinear si

métrica, entfo a forma guadrdtica asso-

ada a ¢ & a fungle f£:V 4 R definida por f(v) =

a(v,v), ¥ve v.

Por exemplo, se v = (xl,xz), a forma quadrdtica

sociada com o primeiro exemple de 6.1.10 é f(v} =.

2

2x
T

+ 8xlx

7

2
2t X - :

Observe que, para definirmos uma forma quadrdtica
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m um espago vetorial real partimos de uma forma bilinear

] . ~ . .
imétrica. A razao desta exigéneia & que, entho, podemos
ieconstruir a forma bilinear original, a partir da forma

1uadrética assoclada a ela, como mostrado a seguir:

FEOREMA 6.1.12 - Seja f£:V s R a forma quadrdfica associg

da A forma bilinear simdtrica p:VXV =+ R.

EntBoc ¢ fica univocamente determinada por fT.

Demonstragio: E fdcil ver que plu,v) = %[f(u+v)—f(u)-fﬁﬂL

pois f(u+v) = @ (usv,urv) = ®{u,usv) +
¢ p(vyusv) = @(u,u) + olv,v) + o(u,v) + o(v,u) = £{u) +
+ olu,v) + o(v,u) + £(v) e como 9 & simdtrica segue-se
que f(u+v) -~ £(u) - £(v) = Zm(u,vj ou seja, o valor de
w(u,v) fica perfeitamente determinado pelos valores da

forma quadrdtica associada a .

A situagao para 0 caso complexo § ligeiramente di=-

ferente, e por isso Sste caso ¢ tratado em separado?

DEFINIGAO 6.1.13 - Se @:VXV o ¢ & uma forma bilinear a

forma quadrdtica associada a @ é a

fungao f:va C definida por f(v) = m(v,v), v E V.

Observe que nao exigimos que @ gse ja hermitiana.

Compare o teorema abaixo com seu andlogo no caso real:

TEOREMA 6.1.14 - Se f:V 2 C $ a forma guadrdtica asso-

4

.

skl

ot i <R
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.ada & forma bilinear :VXV 4 C, entdo ¢ fica unive-

imente determinada por _f.

:monstragao: Consideremos a expressao
B(u,v) = f(u+v)+if(u+iv) - £{u-v) - if{u~iv).

Entfo, B{u,v) = ¢{u+v,usv) + i®(u+iv,u+riv) -
g (u-v,u-v) - ip(u-iv,u-iv) = 4 (u,v) e, assim, o valor
y @(u,v) fica completamente determinado pelos valores

v forma quadrdtica associada a @.

{EMPL.OS
v1.15: Considere a forma gquadrdtica f:R2 + R dada por

2 2 \ s .
£(u) = 6xl + lexa + 4x2 e as formas bilineares

e mz definidas por

6 ' . N
%y (u,v) = (xl.xz){ 2] e wz(u.vk(xl,ﬁgz){

63'3rl
boh)ly,

3 4
2

Ya
»mos entdo gue ml(u,u) = mz(u,u) = £{u), ¥u € R® e éste
xemplo mostra a necegsidade de exigir que, no caso real,
forma bilinear seja simdtrica, de outra maneira a forma

ilinear nfio ficaria univocamente determinada pela forma

nadratica associada a ela.

.1.16: Seja, por exemplo, a forma quadrdtica £1R> 4 R
2

dada por f(x,y,z) = _'3x2 + 3xy + 7y2 - Yyz - 27,

ntio, a forma bilinear simétrica ¢ de que provém f

erd dada pela matriz
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1A

3 3/2 ©

A= |3/2 7 =2
0 -2 -1 ,
X i
. - ) 2 ]
. seja w((xlﬁyllzl)!(xz’y2izz)) = (xl’yl,zl) A- Y2
Z
2

Em geral, se f£:V a+ R & uma forma quadratica e

= Zx,¥,, entao f(v) = f(xl,xz,...,xn) = X ;. a; 5 X% !
s J=1 E
i< ]

sor qué?) e a forma bilinear simdtrica & qual f estd A

ssociada ¢ definido pela matriz

b |
#11 B12/2 ettt 21n/2 ;
212/2 - %2n/2
A= . . J
Fin/2 B2n/2 Bnn/2 ;
)

A reconstituigio de uma forma bilinear @:VXV + C
. partir da forma quadrdtica f:V o C associada a ela

8.0 apresenta problemas: oS coeficientes da matriz sfo
jbtidos imediatamente da expressdo £f(v) = f(xl,...,xn) =

n -
e o ay . X X, o
i,9=1 M0 H

J& sabemos que transformagdes lineares auto-adjun-
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sBo diagonalizdveis em bases ortonormais. Pagsamos,
Ira, a ver gue contribuigao o teorema espectral traz ao

judo das formas quadrdticas. Antes, algums fatos:

‘INIGRX0 6.1.17 - Uma forma gquadrdtica £V + C € dita
hermitiana se a forma bilinear ¢ &

Ll estd associada € hermitiana.

14 6,1,18 - Uma forma quadrdtica £:V a4 C & hermitiana

se e sdmente se, V-v e v, f(v) ¢€ real,

nonstragldo: Por 6.1.14, usando a identidade ai emprega-
da, vemos imediatamente que ®{u,v) = 5?;:5)

arifique isso!). Por outrohlado, se f & hermitiana,

tdo de ®(u,v) = p(v,u), ¥u,v € V, segue-se gque @(v,v)s=

p(v,v) 1logo £(v) = w(v,v) & real,

ERCICIO

1.19: Complete a demonstragdo esbogada em 6.1.18.

servagho: &éste lema nfo & necessdrio na demonstragio do
teorema seguinte.
Podemos, agora, passar ao teorema importante do

rdgrafos

OREMA 6.1.20 - Seja f£:V + K uma forma quadrdtica quale-
quer se K = R e hermitiana se K = C.

iste entido uma base ortonormal B = {vl,vz,...,vn} de
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I "tal que, ¥ve v, v-= Exivi, temos f£(v) =L lixiii,
.4 € R, 4=1,2,+.+,0n (observe que se K = R, £(v) =

2
= E I\lxi ).

Demonstracdoc: Se K =R, ¥ provém de uma forma bilinear

simétrica ¢ (por qué?) e assim, se
pu,v) = (T(u),v), Vu,v € V, entdoc T & auto-adjunta;

mas, entio, pelo teorema espectral, existe uma base orto-

normal B = {vl,vz,...,vn] de V formada por auto-veto-
res de T. Se v =ZLx,v, e Tv, =2X.v., entdo f(v) =
i'i i i'd
= m(v,v)2= ((v),v) = (T(Exivi), Exjvj) = i%j kixixj@&,V}=
=Z A, x;, pois B & ortonormal. Se X = C entfo f ¢
i . .

associada a uma forma hermitiana @ logo se m(u,v)
= (Tu,v), ¥u,v € V, entBo T ¢ auto-adjunta e a demons =
tragao prossegue como antes, e obtemos finalmente que

- - b X
£f(v) = o(v,v) = ? I

EXEMPLO
6.1.21: Considere a forma quadrdtica f:R3 + R definidd
por f{x,y,z) = 2x% + 2y2_+ 22° 4 2xy + 2xz + 2¥Ze

Achamos facilimente que L provém da forma bilinear simé

2 1 i .
trica definida por A=(1 2 1| . Una base ortonormal
1 1 2

' s . . 1
em relacghio & qual A se torna diagonal e Q%?,ujyg,o),

JGWE T JG)’ 73 W3 JEQ e em relaglo a esta base

serd dada por f(x,v,z) =Ix2 + y2 + bz?.

LR

iy

P

Ly
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WCICIO

.22: Complete os detalhes de 6.1.21.

- A equagao geral deo segundo grau

Passamos, agora, a aplicar os resultados de 6.1

istudo das quddricas e das coOnicas.

[NIGRO 6.2.1 - Uma equagdo do 2¢ grau com coeficien-
tes reais & uma expressio da forma

+ a xz + a X7 + 2b

272 3

+ ©

+ 2b2 X.X, + 2b, x, X, +

1 *1%2 173 3 7273

X, + d =0,

3

1*1 * %2

W Wi

INIGAO 6.2.2 - Uma guddrica € o lugar geométrico dos
pontos de R3 cujas coordenadas
,xz;xB) satisfazem uma eguaglo do 2¢ grau.

Observe que nem toda eqanSO'do 29 grau determina

lugar geomdtricc nao vazio do espago: por exemplo,

y2+zz+l = 0; por outro lado, o lugar determinado pox
2 2 Id ’, Y 3
y +2z =0 e um unico pontc, a origem.
%
RGICIO()

3

.3: Identifique no R os lugares geométricos defini-

dos pelas equagdes abaixo:

stes exercfcios s8o exemplos do livro "Vetores e Matri
es" de N.,M.dos Santos (IMPA, 1970), a quem agradecemos
permissao para usd-los,
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x2=4y
x +y2 = b=
x2+y2+zzn2x—2y-2z+l = 0
XZ 2 Z2 '
__Z_+12_+-'——2—-=l a,b,c > 0
a b c
x2 2 zz
-—2-+—Y—2‘—-'—2—'=l a,b,c>0
a b c
x2 2 Z2
- + s -Z5= 1 abe >0
a b c
xz 2
T+%= cZz
a b
x2 Y2
- 4+ —— = CZ
a2 b2
2 . .2
x v 2
s + == 3z
a2 b2
X1
xpi e Vv & o vetor de R3
*3

sfo dadas por

cujas coorde-

X, entio pondo

= 2 3 .
£(v) = a;x] + ayX, + azXy + 2b, X X, + 2b, X Xg 4 2b3 Xp%g
+ clxl + 02x2 + 03x3 + d, vemos que
£f(v) = x%AX + BX + 4 , onde
a; Py Pa
A = b, &, by e B = (cl'CZ’cj) .

b2 b2 a3
Por 6.1,20, existe uma base ortonormal B! do R3 tal
que p~1AP & diagonal, onde P = I]B'; se Y = v]  , en~

o

B'

e,

T R

s PR

A e
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, Y = P™'X donde X = PY, x¥ = ytpt logo

£f(v) = Y pPAPY + BPY + d

e PYAP ¢ diagonal (lembre-se de que P T = PU1) e

im podemos enunciar:

REMA 6,2.4 - Dada uma equacgdo geral do segundo grau
XtAx + BX + d, existe uma mudang¢a orto~

mal de eixos tal que XtAX + BX + d = YtGY+DY+d, onde

€ uma matriz diagonal.

Observe, além disso que se X = Z &+ T, uma trans-

do, entéo xPAX + BX + d = (Zt

t

+Tt)A (24T) + B(Z+T) + d =
AZ + NZ + e e assim vemos que uma translagdo nao al-
a a parte quadrdtica homogénea da equagao do 22 grau

X + BX + d.

Consideremos agora a equagfo YtCY + DY +d +

2 2 2
1Y * Ca¥, 03y3 + dlyl + d2y2 + d3y3 + d. BSe

oL _ i -
A0, 1= iz< 3, ponh%mos z, = yi'+§EI e entdo
2df
2 e d = ¢,z = ja # 0, € possivel
i iyi = 124 - -ll-_(—.':—:[- ou seja, 8Se Ci sy © ossive

minar ¢ térmo linear em ;e

Desta maneira, podemos enunciar

REMA 6.2.5 - Tdda eguagao do 2¢ grau, xPAx + BX + d,

pode ser transformada, por meio de um mo-

ento rigido do R3 (uma transformagdo ortogonal segui-
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da de uma translagdo), em um dos tipos
N

2
o Xy + Cp¥Xy ¥ CqXqy * k=20 Cq1Cp1Cy £ 0
o x% 4 0. X2 4 dox, + k=0 £0
1%L 22 3%3 = ©12%2
2
o X7 * dpXy ¥ dyxq + k = O c, # 0

Estas equagBes podem ‘ainda ser simplificadas, de

acbrdo com o lema abaixo: Y,

LEMA 6.2.6 = Dada uma expressdo do tipo - d;x; + dyX, ¥

+ d.x. + k & possivel, por meio de uma trans

33

formagao ortonormal de bases, levd-la & forma Ly, + k=0

Demonstracdo: Seja f = ddi + di + d; ¢ P a matriz de

uma transformagio ortonormal que leva
d d

1 92 93
e, = (1,0,0) em e} = Q?F"Tf"?ra' Assim, a primeira c2
iuna de P & o vetor ej. Como X = PY, entdo d,;X; +

-._ 1, = - 1 -
+ d2x2 + d3x3 + k=T el X+ k f ol PY + k fgl + k
(por qud?).
EXERCICIOC

6.2,7t Interprete, geomdtricamente, o Lema 6.2.6.
Podemos, enfim, escrever:

TEOREMA 6.2.8 - Téda equaglo do 2°¢ grau pode ser transfor-
mada, por movimentos rigidos do R3, em

uma das formas

R




clxi + czxg + 0gXy + k=0 ©110,3Cq £ 0
clxi + czxz + dgXg + k=0 ci1c, A0
°1xi + dy%, + k=0 ¢ £ 0

d;x, + k =0 d, £0

Exemplos coneretos de aplicaglio podem ser encontra-

s no livro "Vetores e Matrizes" de N,M. dos Santos,

PA, Rioc de Janeiro, 1570.

ERCICIC

2.9: Mostre que ao aplicar o processo do Lema 6.2.6 as

equagdes descritas em 6.2.5, a parte quadrdtica

o se altera.
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CAPYTULO 7

PROBLEMAS E EXERCICIOS SUPLEMENTARES

Bste capftulo apresenta alguns exercicios dados em
vas, testes ou que merecem destaque por serem interes-
tes. Os exercicios, propositadamente, nzo estio organi
0s por ordem de apresentagao do assuntoc ou por dificul

e crescente.

Se ja T:R3 ) R3
(x,v,2) —=(x+ly+6z, 2x+5y, 0O)

Seja T* o operador adjunto de T, em relagao a0 pro-
interno usual (X,Y) = X ¥q + XV, o+ Xq¥g Entac

T*(x,y,z) & igual a:

1. {(x+2y, ux+5y)

2. (0, x+2y, 4x+5y)

3. (x+by+6z, 2x+5y, 0)
4, (x+2y, 4x+5y, 6x)

5. (6x, bx+5y, x+2y)



o

2. Considere o espago vetorial R

funcional linear cp:R3 -+ R,

Assinale, dentre as afirmagdes abaixo, a verdadeira: .

1.

5.

3. Considere © espago vetorial sbbre R das fung%es po=":

linomiais de grau =2, munide do produto interno:

-8

onde p' € a derivada de p.
Seja T* o operador adjunto de T em relagio ao pro-

duto interno defihido acima. Se p_ € P2 é tal que

.seja o operador limear TP, = Pé.
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3

sdbbre R. Seja ¢ um

L

Thdo funcilonal linear em =7 pode ser escrito na
forma: ©(x,y,z) = ax + By + Yz para \$(x,y,z)em3_

onde (0,B,Y) € Ker ¢.
HE uma infinidade de funcionails lineares om hB qﬁe;

se anulam nos vetores (1,1,1) e (1{2,31, e'o'c;nj#gl

to déstes funcionais & um‘subespago;‘k“:_l 7 B

Sejam ¢l e 9, dois funcionais lineares em ﬁj,

arbitrdrios. Entdo ¥ a € R tal que; -
Py = 92

dim Kexr ® = 1 VYo:r? 4 R

? ¢ sempre sobrejetor, mas nunca é iﬂieforﬂ

-

1
{prq) = fop(x)q(x)dx D

)

p+=p!

+

/
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o(x) = 1 para ¥ x€R, entlo - T*pos,é.g,vetor e P

N '

al que - Lo(x)gwpara-\$xem, é:igual}aqdﬂuﬁﬁ_: .

. Zero . B ) . 'ffﬁylfmﬁfuv‘

. 12x + 6  O

. 12x - 6 : .

12 i

. Nenhuma das respostas acima . !
T ~

ejam V e V' espagos vetoriais éabfq{um‘mesmq'cor—
o K, B = {vl,vz,...,vn] umq.base‘ordenada dq V,

y...,vé} uma base ordenada dé V', e uma

I

2

t = {v]l_,v'
ransformagdo linear T:i:V 4 V! B

Vs vt = Tv
onsidere a afirmagdo A  abaixo: au‘:ﬁf.hr

.

AFIRMAGAO & <.

Para VVEY, existem funcionais linéafesiml,¢2.u”mm=VgK

tais que:

v! = Tv = ml(v)vi " ¢2(v)vé‘fﬂa;f.wm(v)vé

odemos concluir entSo que: e
. A & falsa porque PraPoresar®y nipﬂéaé'funciénais

lineares.

s

» % sé & verdadeira se P £r ortondrmal.i’

A !
L
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3. & sé & verdadeira se T £8r um isomorfismo.

’

4, Em relagio ac produto interno para o qual B & or- :

tonormal, o vetor gue representa o© funcional ©,

& a i-dsima coluna da matriz T]g,. j

5, Os funcionais ¢l,¢2,...,¢m n3o dependem da base

B escolhida em V. . 1

5. Censidere a transformagao:
T:R3 - R2
(xl,xz,xj)l—-(xl + 2%y, Xy - x3)
sho, respecti

As dimens®es do nidcleo e da imagem de T

vamente:

A) Zero e um.
B) dois e tres
c) dois e um
D) um e dois
E) um e um

6. Indique qual das afirmagdes abaixo é a correta:
A) Téda transformagido linear sobre jetora tem forgosar
mente micleo de dimens@o zero.

/
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) Se T € uma transformagao linear entre dois espagos
V e W e dim V < dim W, entBoc T nfoc pode ser
sobre jetorsa.

) Dado um espago vetorial V de dimensio n, e n+l
vetores de V, entaoc & possivel athar, entre éstes
(n+1) vetores, uma base para V. '

) Seja V o espago vetorial dos polindmios de grau
sn. A transformagdo linear D:V 3 V & sobrejetora,
mas n3§ ¢ injetora, pois D(ao) = 0.

;) A dimensfo de um espago vetorial V & idgual ao ni-
mere de elementos de um cohjunto gualquer de gera-

dores.

* ¢ uma transformagdo linear R® 4 R® tal que:

T(1,1) = (3,4)

T(1,-1) = (1,-2)
mtic T(1,0) e T(0,1) sio, respectivamente:

) (1,0) e (0,1)

) (2,0} e (1,0}

) (2,1) (1,3)

) (1,0) (1,3)
(-1,1) e (1,-1)

v]

@
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Indique gual das afirmag%es abaixo 6 a correta:

A) O conjunto dos polindmios reais de grau igual a n
forma um espaco vetorial sibre R.

B) 0 conjunto das matrizes 3x3 que t8m o determinan-
te nho nulo forma um espago vetorial.

C) O conjunto das fungbes £:R -+ R tals que £(0) =
= £{7) forma um espago vetorial.

D) O conjunto das fungdes LR 9 R tais que ‘f(O) =
= £(7) = L forma um espago vetorial.

E) Tddas as afirmagbes acima estio erradas.

Considere as fungdes f;, e f, do espago das fungdes

reais de uma varidvel real tais que:

x
IX 2 e

fl.

2%
fz.x + e

Quero mostrar que f, e £, sho linearmente indepen-

dentes. Para isto, formo a combinagio linear:

alfl + a2f2

e tenho gue provar que 56 pogso obter a fungao 0 tomap

do a; = a2 = 0,

Aplico alfl + a2f2 no ponto x = 0 e obtenho a,; +

!
3

y

;o]
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dco a .o+ a2f no ponto x = 1 e obtenho ea, +
2 0 \
L] s
iolvo estas duas equagoes em a; e &, © Vejo que a

.ca solugao é a, = a, = 0.

1cluo entdo que £, e £, sfc linearmente indepen-
1tes.

ligue qual das afirmag%es abaixo € a correta:

A demonstragao feita acima é incorreta, porque a com
binagfo linear tem que ser zero para todo valor de
x, e ad foram considerados os valores particulares

x =0 e x =1,
A demonstraglo feita acima & correta. 1

A demonstraglo acima mostra que ({f,,f,} é uma ba-

se para o espago I:R - R.

x ”
ex pertence a R, de modo que ex.e ¢ o produto

x x 2x
do "vetor" e pelo "escalar" e". Entdo e" "~ . & cam

binagio linear de o™,

A demonstragfo acima mostra que {fl,fz} ¢ uma base

para o espago das fungaes derivdveis 3R <+ R.
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Seja V o espago vetorial real dos polindmios de
1

grau <2, munido do produto intermo (p,q) =‘[ palyax
-1

e seja D:V =+ V  a aplicagio linear derivagao.
p - p!
Dada a base B = {l,x,xz},
a) Calcule D1§

b) Calcule D*]g, sende D¥* o operador adjunto de D

¢) Use o processo de Gram-Schmidt para ortonormalizan} o

gt (na ordem dada)

, .
d} Calcule D]g, em relagdo & base ortonormal B8

do item anterior.

Seja A:V + V um operador linear, e W uma subespa-
go de V. Diz-se que o subespago W ¢ invariante por

A e YwEW, Aw € W. (Por exemplo, gqualquer que seja P

{0} ¢ V sho invariantes por A).

a) Se V = R>, determine os subespags de V invarian .

tes pelo operador

3 3 cos O ~sen © O )
b sR° + R , onde A = (sen & cos & 0), 0 < © <n ¥

X - ax 0 0 1 Ay

»} Se W & um subespago unidimensional de V, mostre
. N

que W €& invariante por A & W € gerado por um

auto-vetor nic nulo de A.
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41 12 0
Dada A = (12 34 o) ,
0 0 25
a) Calcule os auto-valores de A.
b) Determine uma base ortonormal do RB,
g1 = [vl,vz,vj}, de anto-vetores de A, e uma ma-

triz ortogonal P tal gue PtAP

se ja diagonal.

1
Sugesto: P = Ijg » onde B ¢ a base candnica do

RB.

c) Sendo £:R- 4 R, f£(x,y,z) = hix2 4+ 34y2 + 2522 +

2hxy, e v = x'vl + yiv

funglio de x!',y',z!.

Seja V o espago vetorial real das fungaes

que possuem derivadas de tddas as ordens,

0 operador linear T:V o V

'
2 + B v3, calcule

£ £fr.7
Determine uma base para o micleo de T,
A) {1,x}; B) [ax+b | a,beéR}; ¢) {1];

Ei Ndcleo de T = {0].

£f{v) em

f:R =+ R

e considere

D) {e™};
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14, Considere umespago vetorial V de dimensdo 'n

s&bre um corpo K, e seja W um subespago.de :

~

dimensdo n-1. Pode-se afirmar quét . . c ;}

£

A) Se {vl,vz,....,vn_l} $ uma base de W; o.

entao [ve,vl+vo,...}vn_l+vo} & uma baseide"

B) Se {vl'VZ’.."vﬁ-l} ¢ uma base de W, e’:v
entao {vl,vz,...,vn_l,vo] ndo é bage de'1V.
¢) Tdéda base de V contém, neéessériamenté;;pelolmé

. HS
. B

nos um vetor de W.

D) A transformagao TiWa V & sobrejetora. f;h“
Vo= Vv ) -

" E) Tbddas as afirmagdes anteriores sho falsas.

15. Considere o operador linear .

T:RS -+ Rh
(x)ysz)=(5x+2y- z,—Bx-3y+22,-x-2y-3z 3x—y-5z)

e o subespage W do R {(t,y,z)|x+y+z=0]s'
Sendo T(W) < RY a imagem de W pelo_operadopg‘f

pode~se afirmar que:

A) dim T(w) = 4 3 B) dim T(w)

B!

'
D) dim T(w) = 3; E) T ¢ injetor; logd; T(w) =

17
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a V o espago vetorial real dos pqiinﬁmios de
u =2; dada a base g = [l;x-Bf(x-B)?]ude_lV,.aeT
mine as coordenadas de p(x) = ax2741b£;} ¢ na
e B. ' : - W::iafjﬁllt
(e-3, b=3, a-3); B) (ha+2b+c,-4é+b,a)'(

i

(va+3bsc, 6a+b,c); D) (a+b+c;”gq+b,p)}'

NRA, T
¥ 1Ty
' ~
- - s
oy it SRR
L Bl ) ' H - by
o PO A
Sy '
[ [
A R RS I I

am v,w € R® (com o produto interno usual) tais

vl = 1, |« = 1, || vew| = 2. Caléu;ej;(?,w).

{(v,w) = T} B) (vyw) = -1; c_) ’,3(:7.""1“*) = 04
{ ' s | :
('V',W)‘ = 2; : E) NRA. RS fi;’{“ gt 5ji"|e',-*ﬁ.‘-

L 1 ¥
L '1:4.11:3' .

“

V um espago vetorial- com lexo;Vmuniddfde[um

wto interno (,), o considere as afirmagbes. . '

"€ V arbitrdrios):

- aplicagdoc V + ¢

: Vo {(V,Vg)
inear.

V+W“2 =I anE " ”w”2 o (vyw) =0 \ J ‘

T i S R A Lt 5y s e S

IS e - at) e 2
. el B . : ol v
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S T L e N L
2

b, {viw,v-w) = ”v” + ”W”

-

5. vew] < fIvii + [l

Conclua que:

A) 1 e 3 sdo falsas.

B) Sdmente 2 & falsa.

¢) Sdmente 3 € verdadeira.
D) 1,3 e 5 s3o verdadeiras.

E) Tddas sdo falsas.

Considere o RB munido de um produto interno {,):
em relagho ao qual a base B = {(1,0,0),(1,1,0);(lﬂqln
§ ortonormal. Dado o vetor Vg = (1,2,2) (na base ca

ndnica), determine {ve}* .

A) {(x,y,2z)|x-y-22z = 0] B R ‘{h;
B) [(x,y,z)|x+2y+22 = O} e e
¢) {(x,y,2z)|2x=3y+z = O]} A
p) {(x,v,2)|2x~y = O} T
'E) NRA. ’

y
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naidere o R3 som o produte ;uterpo‘usuql}_daao o
erador linear lAsRB - 3. s ;:f.‘ .

‘(x,x,Z)h-(2x+2ylx+z,$+y)g,

. . . .-' . .
nsidere as afirmagoes: I

A nfo ¢ inversivel

seja W = [(x,¥,2)|x+y=0}; se w € W, entdo

{(Aw,w) = 0 o w = 0.

-Em relaglo & base B = {(1,1,0),(%;0,9),(q,o,1)}:

g 111
al¥ = (1 11) . | , o

B 111 . R Pt :..'
A € auto-adjunto o H;n o

AtA* = I, onde A* ¢ o adjunto de A, e. I a

identidade do R3, |
Conclua que:

1,3 e 4 sio Verdadeiras.s

1,2 . 3  sio verdadeiras

Sémente 1 e 3 sho verdadeiraér

Sdmente 2 e 3 sio verdadéiras’fﬁ'

Sdmente 3 e 5 sho falsas.

‘adas de ordem n.

Se A ¢ inversivel, entlo (Afl)*;;'(A*)i%Ki'

1
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2, AA* & auto~adjunta

1

3. A auto-adjunta = (all,azz,...;,ann)_e~ﬂ

4L, A,B auto-adjuntas = AB + BA auto~adjunta

5. A,B auto-adjuntas; AB & autoadjunta & 'AB = BA'
Conclua que!

A) Quatro sao falsas ‘ ..
B) Duas saoc verdadeiras e tres sho falsas
C) Trés sao verdadeiras e duas sao falsas :
D) Quatro slo verdadeiras e uma é falsa

i

E) Tbdas sdo verdadeiras.

Considere o espago vetorial real &> e ¢:R3 o R um

funcional linear nfo nulo. Assinale,‘dentré as‘%firmg

¢des abaixo, a verdadeiras

A) Existe (a,p,¥) € ker @  tal que |
(x,y,2z) = ax + By + Yz para todo (x,y}z);ghR

B) dim (ker ®) = 1

¢) & sobrejetor; mas nfo & injetor

D) dim(Im ¢) = 2

E) Nenhuma das afirmagbes acima é verdadeira.
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m as matrizes . M,N,P: = *oncrd o CDGgriene

2. -1 . 2 2 U hoa
-se afirmar que: . .-~ ";'f f”f.ﬁﬁ'”“

Tddas sAo diagonalizdveis

Nenhuma é diagonlizével ‘ ::ﬁ[ ;=‘f

Somente N e P sdo dlagonalizaveis ;}Vi ;
Sdémente M ¢ diagonallzével R

' ‘ : : L
Somente P nfo & diagonalizdvel . .. < - 3

ldere as afirmagﬁes, onde A:V -+ V e um operador‘

ar, e V um espago vetorial complexojcom um pro-
» interno (,): ‘

S R S T
e

e X EC & um aufo;valor'de.'A,‘ahtf'

veV | Av = Av} € um subespago de V- o
‘ S AR S
= 0 & auto-valor de A ® A néo e inVQr51ve1.‘

e dim V = n, ‘entlo uma condigao suficiente para

e A seja diagonalizével-qhque “

ato-valores distintos. ‘:* Y jf: 4 | .
e A € auto-adjunto, e 1} é_autégkgiofidé;%ijg'
ant3§ A € Re . ' L
4 ¢ auto-adjunto, e V,,V, sao;ééﬁb;vefﬁféd
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’linearmente independentesde 4, entdo (vl;vzy.-

Conclua que! oo ”ﬂ:' AT

A) Tddas sio falsas

B) T&das sio verdadeiras

¢) Quatro slio verdadeiras e uma € félsa“

D) ITrés sho verdadeiras e duas s&ojfaléaétﬁ

E) Duas sio verdadeiras e trés sdo falsas.

5. Sejam v, = (1,1,1), v, = (-1,1.;) e Vg _

(a) Mostre que {v,, Va1V } ‘¢ uma base do

(p) Seja T:R> + R° a transformagio linear tal que
[ . . !";:‘E.VC\

T(vz) = v2’ T(VB) = 2'\4"3 L

T(vl) = Vi)

! " ""i_--

1) Caleule T(E ), T(Ep) o T(E )y onde WEA
(1,0,0), E, = (0,1,0), 33 (o 0, 1)

ii) Obtenha uma férmula para -T(x’?'?)';Pﬁr% todq“
(x,7.2) é RS, Sugestio: (%,y,2) = g@lr;'}ﬁé +L£

iii) Calcule a dimensio do nﬁcleo'de..T,'efdecida;sq

T & inversivel. C e e
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. Considere a aplicaglo linear Ta:R2 4 R
(x,¥) = (u,v,w)

-

onde
u=ax'+ y

_*Q? x + ay. - (a € R)

"
n

(a+2)x-4 (1+2a1y

e'seja W um subespago prdprioc do. RB, 1ndependente

de =a, que contém Im T, .para todo valor de a.

a) Determine ‘W}
A b)‘Mostre‘qué Im T, =W - para. todo valor de a, com
excegao de certos valores partlculares. Calcule
tals valores e determine as dlmensoes do micleo e

da imagem de Ta _para cada um deles.

Sejam as bases do E3=

(1'13'1)3 (-lloll)]

w
i

{(Vl (1!121?13

Y3
A(O!llo)l E

ﬂl

{(&, N (0,0,1))

(1,0_.9), E g °

Dado v = avl + bv2'+ cv as coordenadas de v em

39

relagiio a B! sdo dadas por (onde I & a identidade

do R3):
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' Bg a. .1 1T 1 a
A) 118 . (v) B) 11 81 e
B e 21 0 1 el
-1
1 1 1 a ‘ 5 ‘
c)-| 1 1 -1 b D) IJE (b) '
=1 © 1 c i

Considere o ®3 com o produto interno usuals
{(X,Y) = xl§l + x2§2 + x3§3 e seja W‘nousgbeqp??o'd

¢3 gerado pelos vetores Vv, = (1;43;0) e vy =

(1;2;1-1). Uma base ortonormal de W ¢ formada pe

los vetorest . o .

l+2i R=i, 2 2i)

1,4 :
A) tﬂ? JEI O) e ( J—g

2-; — 3
B) (1;i;0) e (L2L; 2535 1aa) |
¢) (1;1;0) e (13251=d) - i
14 . 2-1, 2-24
D} (=; —=30 e 14243 =5=;
) (T 73 ) ( T fﬂ?)
E) NRA "
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« Considere o Rz com o produto interno
(X, Y) = x5, + XV, + X,¥, + 2x,y,, onde X = (xl,xz)
e Y = (yl,yz).

Os vetores de norma igual a 2J§: ortogonais ac vetor

(6,-3}, sBo:

A) (2,0) e (2/Z,0) B) (2,2)

c) (2/2/5, W3/5) D) (0,2) e (0,-2)
E) NRA E

. Sejam V o espagc real dos polindmios de grau '£3,

D:V + V a aplicaglo linear derivada, e as bases

B = [1;63t°3¢7) e B! = {lst-ljto-t-ljt —t2-t-1}.
Determine D]S,. )
0 0 0 © 0O 1 2 0
1 0 0 © 0O 0 2 3
A) B)
2 2 0 0 0 0 0 3
6 3 3 0 0O 0 0 O
o 1 2 6 o 1 o o)
0 0 2 3 0O 0 1 ©
c) D)
O 0 0 3 0 0 0 1
0 0 0 0 o o o o

E) NRA
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L, Sejam A, B matrizes hermitianas. Consideré as
magoest

1. A+B & hepmitiana

2, ¥ xe€ ¢, xA ¢é hermitiana
3, AB é hermitiana

4, B¥ & hermitiana
Conclua que!d

4) Tédas s@o verdadeiras
" B) Sbmenfe 4, & falsa

¢) sdmente 2. ¢ falsa

D) 1 e 4 sBo verdadeiras

E) L e 3, sBo verdadeiras.

32. Seja T:R3 -+ R> o operador linear definido por
T(x,y,2) = (x+2y, 3x=bx,y). Determine . T*(x,y,z),.onf

. de T*iR° R2 & o operador adjunto de T.

A) T*(x!Ysz). (x‘2Y: 3x+hz, ‘Y) "

B) T*(x,y,z) = (x+37, 2x+2, ~ly)

n

c) T*(x,vy.2z) (x-3y, 2x-2,)
D) T*(st’Z)

E) NRA

(x+2y, Jx=4z,¥) o
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A matriz

a L

/6

M = b c
0 -2

V&

¢ ortogonal (real unitdria).

.1 1
=i—-—-—- b = §— H
A) a './E’ +~/—2- L]
1 1
B) a=b=*;/—'—é—; c=i_ﬁ’
3) a N i b= -—i—; ¢
V2 NF
1 ’ 1 ‘
b a = t——: b= t-—=;
) ;\/‘E" ﬁ’
1) NRA.
seja V

jrau €2, com o produto interno ({p,q) = j( plt)a(t)dt,
0

Conclua que:

c =—i—-' d = 1
V6’ V3
d=t71§— :
=:%? ;. d = i—%; .
¢ = lg 37 d = i—gg-.

0 espago vetorial real dos polindmios de

m relagido ao qual os polindmios

2t=1

J3

(¢} = 1, P, (t) =

ronstituem uma base ortonormal de

‘ional linear f£:V 4+ R; dado por £(p) = p(1),

wtermine q € V tal que

, Pj(t) =

6:% - 6t + 1

V5

V. Considere o fun

P € P;
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£{p) = (P1) para todo p € V.

36. Determine tddas as solugbes de
Ix, = Tx, +_14x3 - qu =
xq - 4x2 + 3x3 -x, = -2

X, * Xy = x), =6

2xl - 15x2 - x3 + 5x4 =
J

, deteérmine uma ma= ¢

1
P = 1
o
. 13.
P= |0
. o
tai
2l

46 - RN

. 1
B OO B

2
18t + 2t + 8
A) alt) =
15
1 1 2
B t) = 1L +—=—1t +—F— t
) Q( ) JB Jg \
2
18t° - 8t + 1
) al(t) = * 12
15
p) aq(t) = py + py(t) + palt)
E) NRA
1 2 2
35, Dada a matriz A = 1 2 =1
-1 L Wi S
triz inversivel P tal que p=lA P seja diagonals
1 1 0 :
A) P= |1 o0 1 B)
2 -1 1
\ 1 1 =1
c) P = l 2 2 1 D)
_ 2 -1 L
- 'E)  NRA.
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Sejam V =R%, W =R® e T:R? 4 R®  dada pox

(x,7,2) — (2x+y, x-y -+ 3z). Considere em V¥ e‘:W*

as bases B* = [fl,fz,fs}‘e B! =_[gl?§2}.eqafinidas

por : : T A
£, £, £ : g e
©, 1 9174‘0‘P91 -+ 1 ai 4+ 1 - ei f 1
e2 -+ -l‘e2 - 1 e,y 4 0 \ eé 4h0’€ eé 5.2
0 2. - : y et
93 3 e - 93 -+ =1 .
‘onde a = [91,92,53} e a'_: {ei,eé}'§5?‘a§{b?sgs
candnicas do R e R® respeétivqmeptq; f o
. . - - PRSI
1. Ache T*]:* \ N ;
- . '*
2: Ache T*]T) AN R

Se ' US'V, U um subconjunto, defina'
u, U9 R
U” = {fev¥* | £(v) = 0, ¥veu] ;.

1. Mostre que U° & um subespago vetorial'de . V*.

P i"_ ‘1“.‘“: B N .
2+ Se TiVa W & linear, mostre que s g.€ Wk,

g € (1(7))% @ g e N(T*),

1.
b
H
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39, Sejam U e V subespagos de ‘W, W de dimensfo fi=

nita. : S

Dofina U + V = [u+v | u€ET, veEV} C o

1., Mostre que U+V €& um subespago de W.

2., Mostre que dim(U+V) = dim U + dim V - @im (UNV)S

40, Sejam’ V um espago vetorial sdbre um corpo ‘K, .

B = {vl,...,vn} una base de V, W um subespago de’
‘Pode-s6 A=

v, e [wl,...,wr} uma base de W (r<n).
firmar guel . :

A) {wl’....wr’.vr'fl’.‘.-’vn) é ba.se"lde Y-

B) {vl,...,vr} também & base de W.

. ) . : - L
¢c) Existem r vetores de B que formam uma bage d
i e

wl

D) Quaisquer T vetores de B formam,pmaabaseFQG

E) Todas as afirmagdes anteriores sho falsas.

41, Considere um espago vetorial v, de ¢imensio ‘n, 804

bre um corpo K, e seja L um subcorpo‘de \K,‘Sabﬁ“
mos que X é um espago veforial gsobre ~Ls sejau.r

sua dimensfo. A dimensfo de V, considerado como, ¢8p&

y ) - PR " [ J“,'.‘- )



o vetorial sébre L

)
)

eja V o espago vetorial real das matrizes nXn a

ceficientes reais, e considere os,éeguintes subconjun

B i o
os de Vi b o
i L
W) ={A€V|a ¢ inve:si#ﬁl}_;
W, ={aev]|a g
Wy ={aev | 4% -
' W, = {Ae V| aB = BA}lsendak,ﬁ'é?vi:uma ma -
' triz fixa. o
>ﬁ§lué qué::?f ‘ : ‘“”f
) W, e :wé' sdo subespagos de , V,
| Sdémente 'Wl ¢ subespago de v
- . [
W%, Wy, e Wq sao subespagogﬁ@e;
W2 e Wh sdo subespagos de - Vi
Todos sfo subespagos de V...
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¢ igual a1 '

74 ) B
(n=r).n B) n+r ¢) =ar o' D)
Nenhum dos valotes anteriores.:' "
e v -

i




3: Considere as seguintes aplicag%es:
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FiR + R® ‘ Gt R+ R
x+(sen x,2x) X tem X4 5 |
Hsz - R2 { Tst -» R3

(x3¥)k’(x+Y:x) (x:Y)F*'(x+l’2?;x+f)‘;

Pode=-se afirmar que:

A) G e H sBo lineares.

B) Somente H & linear.

¢) @ e T s3o lineares.

D) Sbdmente F ndo ¢é linear.

E) Nenhuma delas & limear.

Seja V o espago vetorial real das matrize&g‘

coeficientes reais, e W o subespago de ;VJf
r . 2
por C 0 o () o) o

Gonsidere as afirmagdes:

1. dim W = 2

2. Téda matriz simétrica de V pertencefa“?Wo5

-

3. Téda matriz antisimétrica de V pertence & W

smos "

f

4. A aplicagio F:R® 4 W

oyy( 7
-y X

¢ um isomorfi

) |
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onclua quet

Todas sfo verdadeiras,

Trés sfo verdadeirad o uma € falsa..

)
) Duas sfo verdadeiras e duas saoc falsas.
) Sdmente 3 € falsa,

Todas sdo falsas. TR

msidere a aplicagfo linear LAzR# + R™ definida

r LA(x) = AX, onde A ¢ uma matriz fixa'. mXn, e

) . . -
¢ seguintes afirmagoes: _
0 micleo de L, € o espago das ‘solugdes’do siste-

vt

ma AX .= O. . e

Uma conseqiiéncia do teorema do ndcleo e.da imagem

€ que, s¢, m < n, entdo AX = O tem soluglo nfo

1

trivial. ‘ . o

0 sistema, AX = Y +tem solugio sbmente:sel

R SR

v

Para cada Y € R", X & B;N(Y) @ X' = X, .+ X, onde

xi- é tal que AX, = Y, e X, pértence:ao ndeleo
' LR T 2! _'1{:_ . 1_‘,’

de LAI

- ; N LAY
Se m = n, entdo LA ¢ um isomorfismo . % A & in-

o




1.
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versivel.

Conclua que:

A) Duas sbo verdadeiras e trés sdo falsas.
B) Trés sAo verdadeiras ¢ duas sao falsas.
¢) Quatro slo verdadeiras e uma é falsa.
D) Sdmente 3. € verdadeéira.

E) Tédas sdo verdadeiras.

Seja V o espago vetorial real das matrizes'siméfrin
cas bxL a coeficientes reais, e 2 aplicagio linear’
TriV 4+ R, Tr(A) = Ay  + Ay Agq ¥ Apy- O nucleo.§9~

Tr +tem dimensgo igual a:i . G

aA) 9 B) 16 ¢) 15 p) o : 7

E) "0 ndcleo de Tr nlo tem dimensho finitai

Seja a aplicagio linear FiR? » R%, F(x,y) = (ax,by)

com a e Db constantes nao nulas. Pode=ge afirmar

que !

A) A imagem da reta S = ((x,y) | y=x} €= rota . Ses

B) A imagem da circunferéncia S = {(x,¥) | x2+y?=l}
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©y

‘2 2
a elipse E = {(u,v) | J%? + Y= 1}
b

2
a
') A imagem da circunferéncia S = [(x,y)|x2+y2=1] é

2

a circunferéncia E = {(u,v) | w?iv? 2 1),

)) A imagem da circunferdncia S = [(x,y)|x~+y°=1] &

‘ u? 2
a elipse E = {(u,v) | —5 +—5= 1}.
a b

}) T8das as afirmagbes anteriores sho falsas.

ejam V e U espagos vetoriais de dimensfio finita
dbre um éorpo X, dim V = m, dim U =n, e F:Va U,
U 2 V aplicagbes lineares. Considere as seguintes

firmagbes: DT,

+ 8¢ F ¢ injetora,entdo nz m. |
Lo

+ S¢ G & sobrejetora, entio n wmimi v

. Se

E]

= n, ento F e G sBo bijegbas.: .., .
+ S8 m = n, entdo G = F'l. “uf Qjmup-...

. Se m<n, entho G e F néo.sio inversiveis.

Conclua que: ;: L

-

) Sdmente 1. e 3. sao verdadeiras.,
) Sdmente 2, ¢ verdadeira.

) Sdmente 1. e 5. sdo verdadeiras. ...

¥

2 R ek,
Ay

e

|

I
i
H
!

+ D

e T T
=-
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D) Sdmente 4. & falsa.

E) Tddas sao falsas.

49. Seja T:IR2 -+ R?® a transformagho linear tal que

T(x,y) = % (5x+y, x+5Y). Entao:

A) T & uma rotaglo no plano.

B) T ¢ sobrejetora, mas ndo & injetsra
¢} T ¢ injetora, mas nfic ¢ sobrejetora.
D) T & invertivel. ,

E) Nenhuma das afirmagoes anteriores & verdadeira;‘

'

50, Seja Vo espago vetorial sébre K dos polinﬁmid&f
a coeficientes no corpo K e de grau &n’ (incluin?
o polindmio identicamente nulo). Considere a transfo
maglo linear TiV, - v~ onde qn(x) = Pn(x+l)ﬁPn($)
Pp ™ 4n
¥x€éK. Entéo:
A) T . é sobrejetora.
B) T € injetora. B
¢) dim N{T) = 1, dim I(T) = n-1.

")




Iy
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D) Sse w, o é o subespago de V,, formado pelos poli-
" némios que se anulam na origem, entfo a transfor-

magio linear W, 3V, (restriglo de T a W) ¢
injetora. Pn ™G

E) Tddas as afirmagbes anteriores sio falsas,

Seja T Rz - R2 o operador linear tal ~que - T(l,Q)

"y

=,( -1) ° | T(O 1) (i,0). Calcule ) ’1‘27

A) - é)-T.' c) I D)

g *"™

Seja TiRn:a'mn um operador iinear tal que T = 03
salcule T(I+T) ‘n um inteiro positiva. .
VT B)T " ¢) I +nr b} o’ .

3} Nenhuma das‘fespostas anteriores,

.

T




.0 ¢ [o0,2m)

5&.
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Tzz(x,y)h-(ax,y) (a > 0)
T2 (%) = (x0y)

Tyt (x,y) = (=x¥)
Considere as afirmagodes:

1. T,°T, =Ty T, (a>0)
2 o
2, T I
3 . .

3- Tl = TB’

°Tl+<=0='l'l’ - A
4. Nho existe (x,y) € R>, (x,v) # (0,0); tal que &

Tl(x,y) = a(x,v), o €R, O #n", nEt zZ.
Conclua guet

A) 2. 3. e 4. sio verdadeiras.
!

B) Somente 2. é verdadeira.

C) Somente 1. e 4. sdo falsas.

D) 2. e 4. sBo falsas.

E) Tbdas sao verdadeiras.

Considere oz operadores lineares TV + V, LV 4 Vi
e as seguintes afirmagoes:

1. ™ =TI T=¢%1I

2. Se L +L-I=), entho L7 =1L+ I
3. Se TeL =0, entao T =0 ou L=o

/
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L. (TTL)G (T-L) =T -~ L

5 Se TeL = 0, entho LT = 0.

Conclua gque:

A) Trés sao verdadeiras o duas slo falsas.

B) Duas sio verdadeiras e trés slo falsas.

C) Somente 2. ¢ verdddeira.

D) Sdmente 1, & falsa. .

E) T8das sio falsas.

Sejam os vetores

v, = (2,0,-2) R°.

3

plano determinado pors

do

Vl =

{(1,1,1), v2?=m(;,fi,;) ‘e

A matriz de fef1ex&o s8bre o

v e

N V,, tomada em relagéo &

base candnica B'= {(1,0,0), (0,1,0),.(0,0,1}} e

B 4 R
TJB! e ¢f _ R
12 3 1 -1 1) el 0 2
A) |4 5 6 B) (2 -2 0| -.€): |0 4 0O
T 8 9 4L -3 o L 20 3
-1 2 _3 . }-.‘ ¢ : .
D) 4 -1 5] E) NRA, o
-3 2 6 .S \ " |
- : P

e

. - BRI
e ST e T

P

i

T e ety e s A il
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56, Considere & transformagio linear dO'plgno bbfi&é pro=
jetando o vetor Vv = (x,¥) ortogonalmen#e sabre a rg'
ta L = y-2X = 0.
A matriz de T om relagdo & base =‘(1,0);-(0{1) 3:1

tal gue

A) A soma de seus coeflclentes é 9/5
B) A soma de seus coeflclentes é 8/5 e todos sdo po=
gitivos.
c) Os seus coeficientes sdo tbd§§ nao nulos e de. s0= "
ma 2. |
D) Sdmente um dos coeficientes & ndo huiﬁ‘é igﬁai a
1 (um). g

E) NRA.

57. Seja V um espago vetorial real com produto inter-

no (,).

Assinale qual das afirmagdes abaixo‘érfalsa.

) s+ uevl® = 2Ce)® 19I5 Yuvew
B) () =0 luvl® = Jul® + I

o) (av) (] ® = al® = lIv0)°

D) Se u,veEV, Vv A0 e c= LELEl., entdo

vl

ut = u - ¢c v & ortogonal a V.

/

!
Q

L
|
A

RE )
r
.
5
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E) Se VisVareeV é uma base qualquer de V e

n . : ,é;

- 2 ;
v = Exivi.néﬁtao ¥l = szi . mr
i
[
= ,'t(
i
Se T:R° 4 R° € dada por T(x,y,z) = (z,v,x) entao i
' i
. . it
A) T & uma rotaglo em tdrno do vetor (2,0, ~-2) i
B) T & uma rotagho em tdrno do vetor (1,1,1)
€) T & uma rotaglo em tdrno do vetor = {1,-1,1)
D) T & uma reflexdo sfhre o plano vertical a
(2,0,-2) ¢ passando pela origem. . -
E}) NRA. .

Seja T a transformagho de R> em R? definida pe-
la férmula T(x,y) = (x+by, 2x+3y)d’ @'

A transformagdo €1 ' [ SRR

A) Uma reflexBo em tdrno de y=0 'seguida de uma ro-

-3 o _; iyl i

tagao. o 5&

B) Uma reflexfio em tdrno da reta 2x-¥ = O seguida -
n ~ " M . ‘r

de uma dilatacso de razao 5 ao 'longo de y-x' = 0. o

\ Sy I ) ‘5'
C) Um cisalhamento paralelo ao eixo Ox.'- =~ 7 B

D) Uma reflexfio em térno de x-y a 0 seguida de uma oy

dilataglo de razfio 5 ao longo de y-x = 0. i
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E) NRA.

Seja F:R? -+ R2 dada por
F(x,y) = (ax + by, ox + dy)

Suponha que F(1,0) = (1,2) e F(o,l) = (2,&).'

calcule F(287, -45).

A) 369

B) (-315, 287)

¢) Impossivel calcular com 08 dados fornecidos.
p) (197, 439)

E) NRA

Considere © R3 com o produto interno usual, e seja

S = [(x,y,z) ] z=4} ; determine s,

P

S
L7
i

{{x,0,0) | x € R}
B) s* = L(O,O,Z) | z € R}
= (0}

p) s* {(x,O,z) | x,z € R}

le

—”
w
4]

i

E) NRA.
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« Considere as aplicaéses :
‘ ‘

Fi R3 -+ R ;&
(x,y,z)!——(x+y, Z+Y—X) n

) ) G:R -+ R2 . ) CoTT

(xIY) = ("‘Y;x)

A) FeG(x,y)

(x-y, -y+z-x) e GeF nlo estd defi-

nida. : ot

' B) FoG{x,y) = (x-y, =y+z-x) e GeF(x,¥y,2)

= (x-y, 2=y, x+z). ‘ ﬁﬂ r,:, R ool

C) Fed nBo estd definida e GPF(#,Y,@)f:_(_y,xfz).

D) GeF(x,v,2) = (x-y-z, x+y).

f
I
E} NRA. . T P ‘ér

}, Verifique qual das afirmag%esHabaikoﬁétverdadeira: . .

A) Sejam f1A + B e giBosC "duggffuﬁgaés}'se‘ ‘ o
gef:A » C, a fungao compostaﬁéJsobfejetora,‘entaq

. ‘..l-"'j.'., I
‘-f e &g slo scbre jetoras.’ ..

3

B) Se gefia 4+ ¢ § injetdfé, §£#&6;‘

‘jetoras.‘ ‘ "i" |
C) Se fi:A <+ B ‘é sobrejetora,Wéﬂﬁaéwéﬁiéte» g:B -+ A
- tal que bﬁ= goftAa A éa identidadér;ﬁ A, isto . )

8, h(a) = a, Yace A,

D) Se f£iA + B & injetora, entao exiate' gaB'4 A
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tal que h = g+«fiA = A & a identidade em ‘A, isto. 7

é, hla) = a, ¥a e A.

E) Todas as afirmagdes acima sdo falsas.

Seja V = {ftR 4 R} o espago vetorial das fungdes da
reta na reta., Quais dos subconjuntos abaixo sdo sub-

espagos vetoriais de vt

M = [f:R -+ R, tais que f£(1) = 0] . '
N = [f:R » R, tais que £f(1) = 1}

P = {f:R » R, tais que £(0) = £(5) = 0]

Q = [f:R + R, tais que £(x) = 0, ¥x}

R = {f:R + R, tais que £(1) = 0}

A) M, P, Q,'R
B) M, P

‘¢) QR
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uais dos conjuntos abaixo sao‘espagog vetoriais sobre

» corpe dos mimeros reais? ;' 5
(As operagdes sfo as usuais). i
1 = conjunto das solugbes de um'sigtema linear homo- ;r
o %
géneo a coeficientes reais. E%
V= {f:R + R} conjunto das fungaes aa reta na reta. %f-
* = conjunto dos mimerocs irracionais - ?%-
! = conjunto das matrizes mXn a.cbéficientes reais. . ﬁ%
oo ‘ ‘i
‘

O M, N, P, Q . t ;‘1 . g

=
=4
-]

=
g
o o o

.+ Ache uma base para o subespago LI ido;;Rh gerado

por ‘ ﬂp _— ’ #;p | %-
(2,-2,2 6). ( i, 1.-1,-3), (3,1 7, 5), (1 3, 5’_1),
!(1 1 3 l) _,’: '\ ‘ t:'i""-.-=:

. Conclua que (x,¥,z,t) € W se e sdmente so .

zZ = 2X + ¥

‘t=2x-y

R R e o T Ay A i e« e
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.

67. 1. Mostre que-o conjunto S das solugdes (xlﬁ.qxn) €

) € R® do sistema a coeficientes reais |

+....+ax=0

a..x
in

1171

A .X. + ssee +a_ x_ =20
/

ml™L mn n

¢ um subespago vetorial do rR™.

2, Ache explicitamente uma base pafa S no casc do
sistema
2x; - 3%, *+ 6x3 + 2% - 5x5 = 0

X, = 4x3 + Xy = 0

x, = 3x5 = 0

68. Se Vl = (11315)1 VZ = (?:‘1)3) e VB = (“3:2l'4) 55§
3
R

vetores do resolva a equagaoc vetorial ‘ilvl 4

! .3
YV, v, = i v v v ar
+ XyVo + xB 3 0 e decida se 1? Va1 V3 sao_linel

mente dependentes ou independentes.

69. Prove que:

1) Se Vv & um espago vetorial de dimensfo finita e
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vl{vz,....vn constituem uma base para V,‘eqtao

qualquer vetor v € V se eoscre've de maneira unica. - i

4 . * . Ll

* como combinagdo linear de Vi Vareena V. e
= ‘ 2oV o Y

2) Prove que v, = (1,0,6), v, = (0,1,1) e_'v3=(1,l;)

formam uma base.para o R e exprima o vetor "/7 "
.

(544,2) como combinagio linear de VirVy © Vg o

| i

) \ !

L ] - |

’» Sejam V e W espagos vetoriais. sdbre um mesmo cor-
po K. Dizemos que uma fungo TiV 4 W - € linear se,

quaisquer que sejam u,v € V, k € K, vale T{u+v) = s
: EIE I 47

= T(u) + T(v), T(kv) = xr(v}. s
) Deéida, em cada caso deixando eéscrito seu raciocci=- -';AF
A L

nio, se as fungdes abalxo sAoc lineares: o8
: LT ) G

: YN (8

1. T:R® 4 R" definida por T(v) = 0, ¥ v ¢ R® :

2, TiR" 4 R® definida por T(v) w.v, ¥v ¢ R*
3. TiR? 4 R?. definida por: T(x,y,z) = (X+y,y=~2z,xz)

4. TsR® 4 R® definida por T(x,y) ‘-_:L(x'-y, ‘2x-5y)

I
o
. e
LR ] i
.
ER ¥ i
' - o
L. §

. -t

i ] A

& Jwe
4 S B t. L3
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,j Seja V um espago vatorial., Considere as afirmag%és!
1. Se o3 vetores Vi ,VpsiererVy slo LD entd3o um dé-
at )

jes € combinaglo linear dos demais.
y 2. Todo subconjunto de V que contém um conjunto LD
é‘ I—lDl
Todo subconjunto de V contido em um conjunto LD
é LD.

-

L. Se vl,vz,...,vm € V sdo LI e u=a;v, Fenatt

ot + a v ontlo os coeficientes & i ees,2 estdo
m m 1 m

unlvocamente determinados, dado u € V.
Assinale a resposta certas
A) Tddas as afirmagdes acima estlo corretas.
v B) Apénas uma estd incorreta. _ ‘ LA 'ﬂ-d
C) Duas estlo incorretas.

D) Apenas uma estd correta.

¢) Tddas sdio falsas,

L 3

. .
72, Determine o mimerc a para que 08 polindmios abaixo -
Se‘jam LD.

p, = l+ =

P, = x + 3x2 - X7 + X
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Py = 3 +ax + 12x° - th + x L1

' il

1) a = 12 Co ‘ Jul
’ ' N 113

3) a= 1 . ' ’ ae . . }% ﬁ
. ' N BRI ;

3) a =3 : Col : o
a = -4 O

1) Impossivel - 8les sfio LI para ¥Ya € K. ’  §;

e ‘o AR ,fj
.- . . R .. IE‘T

S5ejee V o espago das matrizes reais Zxé‘le T:V » V : ﬂ
2 aplicagao linear definida por T(A).= P,A, onde o - E'F
1 1 all: a12 . .
1) e A= (T ) i
821 B2z i
AL : 1

Jonsidere a base de Vi ‘ N BN 011 O
Ls
ﬁ

P =

o =129, L Y, S '

As coordenadas do vetor T(A) com respeito & base

fﬁxuglfw‘j

1 'shot

L !
e il
) (a,,-a a., =a a. . +a B, t8,,) {
117721 Y12 T2z Tii17T21i’ .1z 2z S

8) (all+a21, a12+a22,'all+a21,-a;2+§22).Z‘;__Lq
u) (all+a2l, a12 + 9-22! all-azl: alz-azz). o
. AT UL | §
D) (majjtayys =B p¥8n5s 8yp%ay;, Boday,) £
ST T e ) £

. R !47‘.'.‘ Lk - ) ol

et a \‘-""i.,,,._.._n‘-‘,____'n__‘_‘__,_,..—r"

P A by
B -



-230-

b, Seja Vv o conjunto das matrizes reais nXn e

™:V+ VvV

A At

Considere as afirmagdes:

1. T ¢ linear.

2, T(aB) = T(A)T(B)} = T(B)T(4)

3. Ker T £ [0}.

b, T = I |

5., T(aB) = T(B).T(a) £ T(a).T(B) eom geral.
Entdo:

A) 1,2,3,4,5 tddas verdadeiras.

B) 2 e 3 falsas.

C) 2 e 4 falsas.

D) 1 e 5 falsas.
E) Sdmente uma, entre as afirmagaes‘l,z,B,h;S é ver=

dadeira.

75. Dadas as fungdes 1, senzt, coszt, sen 2t, cos 2t,

considere as seguintes afirmagbes:

1. 1, senzt, cos?t sl3o LD
2., 1, sen 2t, cos 2t sdo LI
3. 1, senat, cos 2+ s8o LD

4, 1, sen 2%, cos 2t sdo LD



e A

Entdos . _ wf

) Tédas sfo verdadeiras. g
'} Apenas uma & false. E
i

') Duas sio falsas. L;
)) Apenas uma & verdadeira. ?% i
. Py
}) Tédas sfo falsas. il
b
Al i
tal
T o8 1 !
Lt
it
3 - 13 N R
jejam T,T, e T, as aplicagBes R” =+ R” que le= 41
: Co p
vam o ponto (x,y,z) respectivamente em: ﬂf t

AR T N T

o K

(x+y=1, y+z, 2),» (x-y+1, ¥, 0) e (x+1, 2y+z, z). c
. Lo ! I’ ‘ «

Jonsidere as afirmagfes: ﬁﬁ

1 L1

- ¥ r‘

. {4

1. Tl,T2 e T3 sao lineares. E;

R T2° Tl € linear. Q;
3, T,eT € linear, ﬁi :

1 73

_ : : - i

be TyeT, ¢ a projegho sdbre o plano =xOyi _a
N N - . * + ;!,‘;‘ .
Entao: Ch e AR

3

N

R

A) Tbdas sfo verdadeiras.

LT

B} Apenas uma & falsa.

¢) Duas sao falsas,

ot
e
ISR s P IS N

D) Apenas uma € verdadeira. o Gl
bir
E) Tb6das sdo falsas. WLl g .qi?
: R RN
Wiy
.= i I
i
. 4
i
T
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"77. Se V € o conjunto das matrizes 2x2 com coeficlen-
10

tes reais e M =
(0 1

), defina T:V o V por T(A) =
= AM-MA.

Assinale a resposta certa:

A) dim Ker T = O .
B) dim Ker T =1 .
C) dim XKer T = 2
D) dim Ker T = 3
E) dim Ker T = 4
78, Seja [E,,E_ ,E.,E,} a base candnica do Ru e
. l! 2’ 3! l_{_
’.[‘:[Rl‘L -+ Rh o operador linear tal quei
'I‘E‘1 E3 TE2 Eu TE3 El TE4 .

-
Considetre as afirmagdes abaixo:

1. T =0
2. T dsomorfismo
3, I-T inversivel
L, T insetora
Assinale a resposta certa:
A) Todas estdo corretas,

B) Apenas uma ¢ falsa.

C) Duas sdoc falsas.
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D) Apenas uma & correta.

E) Tddas sio falsas.

Seja V = R3 e considere os seguintes subconjuntos
de V

1. {(xl,xz,xj) ¢ 7 | %y + %, +'x3 = 0}

2, {(xl’x2’x3) ¢ r? | %, + x, + x3‘= 1}~

3. [(xl,xz,xj) € RO | =, - 2x, +'3x3jﬁ o}

m
=]
L

X 1%, © xB.sao:racignais}

b, {(xl,xz,xB)

m
o
W

5. {(xltx2$x3)

[ . :
Xy1%, © x3.s§oﬁi?ﬁe;ro§]
: G e T

Entdo:

A) Todos sdo subespagos vetoriais de. R?.,J‘J

R

Bl ‘. y “‘ " ‘

B) Nenhum é subespago vetorial de.‘«R3
¢) ‘1), 3) e 5) sdo stbespagos vetorials de. R3

D) 2), 3) e 4) slo subespagos vetoriais de RB.
E) 1), 2) e 5) sio subespagos vgtoriaisl&e'ij‘

F) 1) e 3) sfo subespagos vetoriais.de R3a

\ R T R P




80, Chame de V © eSpago "velllial L=Eos Ams mmrimmsrs
com coeficientes reais e sejam o0s seguintes subconjun .

. tos de Vi

1. As matrizes cujo determinante € zero.
L “fa O

2. As matrizes da forma .
. : b ¢

3, As matrizes cujo determinante é 1. ‘ ‘ .

4. As matrizes cujos coeficientes sao numeros racio-
nais. : T

5, As matrizes cujos coeficientes sio mimeros pares.

Entdo:

A) Todos sfo subespagos vetoriais de V.

B) Nenhum & subespago vetorial de Ve o . E

C) Sdmente um é subespago vetorial de V.

D) Sdmente dois sho subespagos vetoriais de V.

E) Sdmente trés sho subespagos vetoriais de V.

81. Seja V o espago vetorial das fungdes reais de uma

varidvel real e considere os subconjuntos abaixo de Vi

L il

1. w={fe V]| £(3)=1} _
2. Ww={fev]| f{n)y=0, V.n inteiro }.

3. w={£ev|zeQa)s= £(-1)} . '

L, v:{fev =£(-x),vxe R} .

| (=)




5. W= {fE€ v-l f(x} = ~f{x), ¥x € R} .
Entdo:

A) Tﬁaos sho subespagos.

B) Nephum & subespago.

' c) Somente quatro éao sUbESPaGOS .

D) Sbdmente trés sfo subespagos. -

E) Sdmente dois sfo 'subespagos.

Sejé Vo= 2> e considere os vetores u, = (0,2,1),
'IJ.2 = (0,2,-—1)’ uB :I (0,1,2), uh' == (0,2,5) =)
ué = {0,4,1)., O subespago gerado por &les €3

A) O espago V.

B) Um subespago de dimensao i.-

¢) 0 plano vy = 0.

D} 0 plano definido pelé equagdo v = X.

E) O plano x = G,

Se ja V =7R3 e consi&ere os éubcpnjuntos abaixo:
1. {(1,243), (012), (0,0,1)}-

2. {(2,2,0), (0,1,0), (2,-1,0), (430)}

3. {(2l1,0)v (10‘-1’2’)’ (0,31"4)]

R T
e e RUPU
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Considere as afirmagoes:

1.

pais que f(1) = 3 + £(0) ¢é um subespago vetorialy

236~

((1,1,1), (1,2,3), (2,-1,1)}
[(2,-3,2), (2,-4,1), (1,-5,T)},
{(3,0,-2), (1;1,=5)}.
Ent&o:
O0s vetores de 6) formam uma base para 33.
Os vetores de 3) formam uma base para RB.
O0s vetores de 2) géram o R.
Os vetores de 4) geram um subespago de R3 de di-

mensio 2,

T8das as respostas acima estdo erradas.

No espago vetorial das fungbes reais de uma varid-"

vel real, o subconjunto formado pelas f:R + R

No espago vetorial das fungbes reais de uﬁa variéf_'
vel real o subconjunto das IR -+ R tais que
f(x) = 1 & um subespago vetorial.

No espago vetorial dos polindmios a coefiéiente;J
reals o subconjunto dos polinamios. cujos coeficien
tos sio numeros pares constitue um subespago vetos

rial.
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4, No espago vetorial dos polindmios a coeficientes

i

i

reais o subconjunto dos polindmios .da forma :ﬁ

a +ax2+ax4+ax6+ - ‘+a. ‘czn n arbi- !:!

0 2 b4 76 T 2n~ . ' &
trdrio, ¢ um subespago vetorial. {ﬂ
Entdo: _gg

. i

A) 1) e 2) estdo certas. Ll
B} 2) estd certa e 3) errada. ﬁ%
C) 1) estd certa e 4) errada. o . i
D) 2) e 4) estdo erradas. ﬂ%
E) 3) estd errada e 4) estélcerta: | . i #ﬁ
1l

- ﬁJi

{1
Seja V = R? e considere os subconjﬁnﬁos{ﬂf' St
ot ’ ‘@'

1. {(1,2,3), (0,1,2), {0,0,1)}: - o S
2. {(1,2,0), (0,1,0), (2,-1,0), (4,3,0)}. ' i
. L . i

3. [(2’1’0)! (l,-l,2), (0,3,-4)] o "fﬁ‘  . ﬂ%

4%, ((1,1,1), (1,2,3), (2,-1,1)}. ,
5. {(2!'3!2)1 (2s'hsl)v (17"517)3-I   t

L m e “-.\

6. {(3,0,=2), (1,-1, 5)}.
EntBo, a dimensioc dos espagos gerédbs por seus
vetores &1 L




86.

a7,

ga.
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1) 2) 3) 4) 5) 6)
A) 2 1 3 3 2 1
B) 3 2 2 3 3 2
c) 2 3 3 1 3 2
D) 2 3 3 3 2 2
E) 3 3 3 3 3 2

Uma matriz mnXn diz-se diagonai se aij = 0 para

iZj. Mostre que, no espago vetorial das matrizes nXn

um subespago vetorial.

Uma matriz nxn & t:iangulaf superior se agy = o,
para J < i. Demonstre que, no espago vetorial das ma:-
trizes n¥xn a coeficientes reais, as matrizes trian-

gulares superior constituem um subespago vetorial.

Qual a dimensfio do espago vetorial das matrizes nxn’

de coeficientes reais?

/
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Qual a dimens&o do espago vetorial das matrizes diago . "3

nais nxn a coeficientqs reais? ‘ . '

I R e
T oy o o S B

Qual a dimensfio do espago vetorial das matrizes trian

gulﬁres superior com coeficlentes om um corpoe K?

AT o, ot § 5

Uma matriz nxn € simétrica se 244 = Ay Vi,j,1 ¢ ‘ﬁ

s O s

£ i,j ¢ n. E anti-gsimdtrica se ayy = =8y Vi, d,1 = Ch
£ i,J £ n, Mostre que as matrizes simétricas nxn
formam um subespago vetorial do espago vetorial das
matrizes nxn com coeficientes em um éorps K. Mos- ;
tre que o mesmo wvale para as matrizes ahti:simétricas. fé

Determine as dimensdes déstes subespagos.

As matrizes mxn com coeficientes emJum:corpo K for
mam um espago vetorial? Caso formem, qual&é suea dimegr
sdo?

) - 3 2 -
0s polindmios (t-1)7, (t-1)%, (t-1) e 1 sdec lineaxr

mente independentes no espago P dos polindmios a cog

ficlentes reais?

- . wf o
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. Se V €& o espago vetorial das fungbes reais de uﬁai'

varidvel real, mostre que os subconjuntos abaixo cong_

tituem subespagos vétoriais de V:

=
n

1 {fitR+ R tal que f ¢ continual .

=
[}

{£:R+ R tal que f & derivével) s

=
n

{ftR+ R tal que f ¢ derifévél e £1{1) = 0}.

2

95. Seja u, = (1,3,5) e u, = (2,4,-3) vetores do R -

Determine os valores de K para 0os quais (2,7,k) po-

de ser escrito como combinagio linear de u; e U,.

-

R

96. Mostre que o3 subconjuntos de

W

1 0}

i
]

{(x;y{z) € R | 2x = 3y + bz

n
u

0}

. W {(xnfnz)'é r> | 3x + 2y - 5z ‘

2

sho subespagos vetoriais. Quais suas ‘dimensdes? Ache -

o

um vetor v € erﬁwz, v # 0. P




ot
= v
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Seja V o espago das fungaeé polinominais reais de

grau menor ou igual a 2, definidas no intervalo [0,1].

Considere em V © produfo interno - . ]

1 .
(f,8) = [f(t)g(t)dt . g
© ' A

g

Seja B' =a base oritonormal obtida a partir de

B = {l,t,tz] pelo processo de Gram Schmidt. A matrisz '

de passagem de BV' para B, I]gl 4 oo A

1 -1/4/3  1/36/5 1 -1/2 1 _ﬁ

R

A) 0 1/2/3  -1/6/5 B) 0 PR i

I

) 0 1/6/5 o o 1/6 ¥
o
1 -1/2 1/6 (1 1/23 ¥ y B
c) 0 1 -1 D) | 0 «~1/4/3 -1/645| ﬁ E
H1 e

0 0 1 0 0 1/%5 N

B) NRA.

Para cada 'n, seja Pn o egpago vetorial dos polind
mios de grau menor ou igual a n. Considere a trang
formag8o linear T:P, - P, dada por

¥p(t) € Py, T(p(t)) = alt) €7, onde

g'{t) = p(t) e q{0) = O,
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A matriz de T em relagioa B = {1,t,t2] < P2 e

gt = {.‘l.,t,tz,tj} < Pgq 8
o o o 1 0 o©
i1 0 © o 1/2 ©
A) B)
o 1/2 © o o0 1/3
c o 1/3 O 0 ©
1 1/2 1/3 1 1/2 1/3
o 0 © o 1 0
a) D) o
0o o © 0o o0 1
o ©0 © o o o

99. Considere a fungao £iR® 4 R dada por
2 2
fx,y) = L4x® + 11y~ + hxy
Existe um operador simétrico R m2 tal que
f(x,y) = (Tv,v) onde Vv = (x,¥).

A matriz de T &:




c)
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14 4 11 2
B)
o111 2 14
11 2 i1 4
D)
2 7 Lo 7
14 2
E)
2 11

)0. Considere a fungdo £1R® 4+ R dada por

fx,y) = 14x* 4 lly2 + bxy

Suponde |v| = 1, pela desigualdade de Cauchy pode- .
mos afirmar que |f(x,y)}| & menor ;u igual a:

a)  [(14x + 2y)2 + (2x + lly)z]l/2

B) 1

&) [(iie + 1) + (2x + 200712

D) [l - 2%+ (11x + 2017

E)

NRA.
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102.

onde a matriz 3X%3 acima € simétrica. (# chamada de
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Considere a fungao f=R2 + R dada por

f{x,y) = 142 4 11y2 + hxy

Existem dois pontos mituamente perpendiculares e de
norma 1 para os quais vale a igualdade na desigualda .

de correta do item antexrior. Um dos pontos, & © vala

de f no segundo ponto sfo, respectivamente:

A) ';/'l? (1,~2) e+ 10 B) "«71-5_ (1,1} e 3
¢) _j_}r: (2,1) e 10 " D) 5_2_ (;,-1) e 3
E) NRA,

Sabe-ge de mecanica que um corpe rigido em movimento

' "
de rotagéo em tdrno de um eixo e com vetor de rotacao

Wx

Y
Wz

—
W = W

—

tem momento angular . = L(w) dado por

ITxx Ixy Ixz Wy
—r
T{w) = |Iyx Iyy Iyz Wy,
Tzx Izy Iz=z Wy

tensor de inércia, e 86 depende da distribuiglo de

massa o da origem do sistema de eixos).
J
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Podemos afirmar que:

A) T e w sho sempre perpendiculares.

B) T e w mnunca &stio alinhados.

C) Existem pelo menos trés diregaeslmﬁtuamente per-
pendiculares para as quais L e w estlo alinha
dos.

D) Se w# 0O entlc w e L(W) sfo linearmente in

dependentes.

E) NRA. o

Considere a transformagio ’I‘:[I.?t"3 -+ RB dada por
(%,¥,2) i~ (-11x+2y+2z, -4x+z, b6x-y-z)

Verifique se T & inversivel e assinale a alternati

va correta.

A) T nado & inversivel.

N 1 0 2
B) T € inversivel e a matriz de T ~ € 2 1 3
4 1 8

¢) T & inversivel e a matriz de ‘1‘-l ¢ tal que a

soma de seus coeficientes & 20.

D) T & inversivel e todos os coeficientes da matriz

de T ! s8o diferentes de zero.

. . -1
E) T & inversivel e a matriz de T possue exata-



104, Seja T:V » V uma transformagio linear, onde V é

~246-

mente dois coeficientes negativos.

um cspage complexo com produto interno e considere

as afirmagbes abaixo.

1} Se A € € ¢ um auto-valor de T entdo
v, = {vevVv, Tv=>iv}] € um subespago vetorial
de V. .

2) 0 ndmero 0 € € ¢ auto-vetor de T = T nédo é in
versivel. ‘

3) Se dim V=n e T tem n auto-valores distintos

entic T & diagonalizdvel.

4) Se T auto-adjunta e A & auto-vetor de T

M

entio A € R.

5) Se T ¢é auto-adjunta e Vv ,V, € vV sao auto-ve-
tores linearmente independentes de T, entdo
('Vl,vz) = 0. -

Entfo: ’ N

A) Tddas s3o falsas.

~“B) Tbédas sao verdadeiras.

¢} Quatro sdo verdadeiras e uma ¢ falsa.




105.

106,
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D) Trés sao verdadeiras e duas sfo falsas.

E) Duas sfo verdadeiras e trés sfo falsas.

Seja T:R> 5 R? um operador simétrico cujosauto-va-
lores s8o0 3 e 4. |

Sabe-se que (1,2,3) =} (2,1,3) ,sab;auto—vetores
assocliados ao auto-&alor 3. N

Podemos afirmar que T(5,5,-5) é

A) impossivel de calcular a partir dos dados.

B) = (9.9,-9).
c) = (3.3,-3).
D) = (3,3.,6).
E) NRA.

' 5 125 62
Ache a matriz real tal que A" = (186 _92).

(Sugestio: a matriz dada ¢ diagonalizdvel).

5 17 . 5 3
A (s o B) (p )
5 15 5 2
5 17
E) (_i5 .g)
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107. Quais das matrizes abaixo sfo diagonalizdveis?

1 0 1 V15 2 1 2 1
1=(o 2 M=l o) Pl ) 270
A) Todas )

B) Nenhuma

c} M, N, P
'D) M, N, Q

E) N, P, Q

108, Seja T:R" o R® um operador simétrico.

Assinale a afirmagfio FALSA.
A) (Tu,v) = (Tv,u)

B) Sejam V,yeessVy auto-vetores linearmente de T.

Seja v um vetor perpendicular a cada Vv ’

1 3!

j=2,.+.,0. Entao v é auto-vetor de T.

1

¢) Se u e v sdo auto-vetores de T, linearmente '’

independentes e associados a um mesmo auto-vetor)
ent8c T possul no mdxime n-1 auto-valores
distintoé.

D) Se a matriz de T em relagio a gualquer base.é,j

diagonal entio todos os suto-valores de T sdo

iguais.
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Al
E) A matriz de T em relagdo a qualquer base do

n .
R é simétrica.

Considere © ®* com o produto interno (X,Y) =
= 5X,¥q + X;¥p + Xp¥y ¢+ xzyg, onde X = (xl,xz) e
Y = (yl,}"z)-

Se v = (1,1), entdo (V)L g1

A} {(xlsx2)|xl - Xy = 0}
0}

B) {(xl,x2)|3x1 + x,

I}

c) {(xl.xz)lxl - 3x, 0}
D) [(xl,xz)lxl + X, = o]

E) NRA.

Se ja T:R3 -+ RB um operador linear; sdbe~se que

8 1 2 1 N 3
T = |0 1 1 , onde B € a base canonica do R7.
B -1 3 5 o

Determine T{(x,y,%)}.

A) T(x,y,z) (x+2y+2z, Y+2, -x+3y+52).

B) T(x,y,é) = (x-z, 2x+y+3z, X+y+52)

n

¢) T(x,v.z) = (x,v,52)

D) T(x,y,z) = (x+2y, y-z, x+57)

]

P NP N

e g e T




