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INTRODUGAO

Estas notas correspondem as exposigbes feitas no Se
mindrio de Sistemas Dinémicos, realizado no IMPA em 1970,

A escolha dos tdpicos foi feita de modo a dar ao
leitor uma wvisfo de uma das linhas mestras de pesquisa
gue atualmente se desenvolve em Sistemas Dindmicos: o es-
tudo de propriedades gendricas e estabilidade estrutural.
A maioria dos artigos originais de pesquisa que serviram
de base para estas notas foram publicadoes nos dltimos dois
anos.

A exposig&o dos artigos & bastante completa. No en
tanto, a sua compreensfo requer dp leitor certa maturida-
de em Equag%es Diferenciais, Topologia Diferencial e Ele-
mentos de Teoria Espectral.

Vdrios alunos de Doutorado do IMPA participaram do
Semindrio de Sistemas Dindmicos e redigiram boa parte dos
artigos aqui apresentados. O Semindrio prossegue pelo ano
de 1971, dentro do programa de atividades desenvolvido nes-
ta drea. Parte importante déste programa serd a realizégao
do Simpdsio Internacional de Sistemas Dinémigos a ter lu-

gar em Salvador em fins do préximo més de julho,
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Contribuiglo valiosa para a realizaglo destas no-
tas foi dada pelos Professdres Mauricio Peixoto, Jorge
Sotomayor, Sheldon Newhouse e Clark Robinson. Agradecemos
ao Professor Elon Lages Lima, Diretor do IMPA, pelo apdio
dada a4 esta publicacgfo. Agradecemos i Academia Brasileira
de Ciéncias pela colaboragho que nos deu através de convé-
nic feito com o Ministério do Planejamento e Coordemagdo

Geral.

Rio de Janeiro, abril de 1971

Jacob Palis Jr,.
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ESTABILIDADE DOS SISTEMAS DINAMICOS®

J. Palis

Um sistema dinfdmico € definido como uma agao de um
grupoc de Lie G em uma variedade diferencidvel (de classecf)
M. As agdes que consideraremos serfo diferencidveis de
classé ol (r=1}, isto &€, homomorfismos de grupos ¢:G4Dif@9
tais que :MxG + M, definidas por o(x,g) = olg)(x), s&o
de classe ct. Dif(M) representa o grupo de dife;morfig
mos de classe ¢t de M, munido com a topologia ct. Do
ponto de vista aqui adotado, os casos mais estudados até
agora sho aqueles em que G =R ou G =2Z e M € compag
to e sem bordo. As agbes de G = 2 em M se identificam
candnicamente com Dif{M). Os campos de vetores em M de
classe c” geram, também de modo natural, grupos a um pa
rametro de difeomorfismos, isto &, agbes de R em M, O
conjunto de campos de vetores em M de classe c©  serd

indicado por x(M) e munido da topologia C*. Para Xex (M),

*
0 presente trabalho baseia-se em uma série de conferén-

cias feitas pelo autor mna IT Reunifo da Sociedade Brasi

leira de Matemdtica e publicadas mnas Atas desta Reunifo.,
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representaremos por {Xt | + € R} a aglo ou fluxo por éle
gerado. Para cada t € R e x € M, Xt(x) & obtido per=-
correndo=se a trajetdria de X que passa por x durante

o tempo t.

Xt(x

0 objetivo bdsico da teoria qualitativa dos sistew-
mas dindmicos de M € o estudo topoldgico global de suas
érbitas e sua consequente classificagao. Observemos, no
entanto, que se nao impuzermos certas condigbes ao siste-
ma dindmico, seu espaco de drbitas pode ser muito patold-
gico. Assim € que qualquer conjunto fechado de M coinci
de com o conjunto de pontos fixos de algum sistema dinﬁmi
co. Portanto, uma classificagao dos sistemas dinﬁmicog do
ponto de vista acima enveolveria a classificagao (médulo ho
meomorfisﬁos) dos conjuntos fechados de M. E natural,
pois, a restrigloc déste estudo a um subconjunto (digamos
aberto e denso) dos sistemas dinémicos, pelo menos em sua
etapa bdsica.

Resumindo os comentdrios acima, poderiamos assim

enunciar o problema fundamental da teoria:
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Definir um conjunto B aberto e denso dos siste-

mas dindmicos Dif(M) ou X(M) e uma relacdo de equiva-

léncia ~ de meneira tal que cada elemento de B seja

estdvel em relaclo a ..

A formulagdo acima & essencialmente devida a Smale
[27]. Tal artigo de Smale constitui-se na referéncia badsi,
ca para estas notas.

A condiglo de cada elemento de B ser estdvel em
relagdo a ~ significa que, para qualquer sistema b € B,
existe uma vizinhanga de b em Dif(M) (ou X(M)) for-
mada por sistemas ~ equivalentes a b. Como Dif({M) e
X(M) sdo separdveis, teremos um conjunte enumerdvel de
~ classes de equivalédncia em B. Esta relagdo ~ deve
expressar o compqrtamento topolﬁgico das drbitas (tadas
on parté significativa delas) dos sistemas.

Neste sentido, a relagao de equivaléncia mais ex-

pPressiva’ € a conjugaglo:

DEFINIQAO - f,g ¢ Dif(M) sdo conjugados se existir um ho
meomorfismo h:iM 3 M tal que hf(x) = gh(x)

para ¥x £ M.,

DEFINIGAO - X,Y € X(M) sfo conjugados se existir um hom
meomorfisme h:M 4 M que leva asg trajetdrias

de X nas de Y,
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A estabilidade de um sistema dindmico em relagho &
conjugagio & denominada estabilidade estrutural.

No que se segue, admitiremos sempre M compacto e
sem bordo.

Com respeito ao problema fundamental acima formula

do, temos 08 seguintes resultados:

TEOREMA (Peixoto [17]) - Quando dim M = 2, os sistemas
estruturalmente estdveis em ¥ (M) formam um con

junto aberto e denso.

Aqui, a relagio de equivaléncia ~ 6 a conjugagio
e o conjunto B < x(Mz) & fTormado pelos campos de vetores
estruturalmente estdveis ( ~ estdveis). Recentemente,
Peixoto enunciou uma caracterizagao das classes de conju-

gagao dos campos estruturalmente estdveis de M2 [18].

TEOREMA (Smale [24] e Palis-Smale [161) - Para qualquer M,
seja Grad(M) © X(M) o conjunto de campos gra-
dientes de M. Em Grad(M), o conjunto dos sistemas estru
turalmente estdveis & aberto e denso.
Neste caso, a relagdo de equivaléncia ~ ¢ também
a conjugaclo e o conjunto BC grad(M) & formado pelos
campos gradientes estruturalmente estéveis. Nao hd, aqui,

gqualquer restriglo quanto a dimensio de _M. Um problema

que permanece em aberto & o de caracterizar as classes de
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conjugagao guando M = SB, ou em geral para dim M = 3.

Veremos depois outra importante relagio de equiva-
léncia para os sistemas dindmicos, denominada de (Q-conju-
gagdo.

Os sistemas estruturalmente estdveis que aparecem
nos resultados acima s8o0 denominados sistemas de Morse-
Smale. Para caracterizar tais sistemas necessitamos de al
guns conceitos bdsicos.

Seja f ¢ Dif(M). Um ponto x € M & dito nfo-erren
té se para qualguer vizinhanca U(x) e qualgquer inteiro
positivo mn_, existir um inteiro n tal que- [n] > n e
U N U # ¢. A definigio de ponto nio-exrrvante para um sii
tema em X{(M) & andloga. O conjﬁnfo de pontos ndo-erran-
tes de um sistema é fechado e invariante, isto €, formado
" por érbitas do sistema e serd denofado por Q;

Um ponto fixo x de f & dito hiperbélico se -
Esp(D:t‘)x n Sl‘= ¢ onde Esp(Df)x representa o espectro
complexificado de (Df)x e Sl . 0o circulo unitdrio no
planc complexo. Um ponto critico de X € % (M} & hiperbd-
lico se x £6r um ponto fixo hiperbdlico para Xioq
Se x f£br um ponto periddice de f, entlo éle se-

n

rd hiperbdlico se f6r um ponto fixo hiperbdlico de £,

onde n € o perfodo de x. Uma Srbita periddica ¥ do

campo X €& hiperbdlica se a transformagdo de Poincaré,
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associada a uma sec¢lo transversal a X passando por
X € Y, tiver x como ponto fixo hiperbdlico.

| Chamaremos de elementoc critico de um sistema dind-
mico a um ponto fixo ou periddico de um difeomorfismo ou
a um ponte critico ou drbita fechada de um campo de veto-
res.,

0 seguinte resultado de Hartman [4] e Grobman [5]

(veja também [12], [13], [21]) dd uma idéia da importidncia

do conceito de elemento critico hiperbdlico:

TECREMA -~ Uma condigao necessdaria e suficiente para que
um sistema dinimiceo seja estruturalmente estdvel
en umé vizinhanga de um elmento critice (localmente estru
turalmente estdvel) &€ que 8ste elemento seja hiperbélico.
Se y £0r um elemento critico hiperbdlico, o con-
Junto de pontos cujas drbitas positivag convergem a y
formam uma variedade de classe € (mesma classe de dife
renciabilidade do sistema dindmico correspondente} imersa
1-1 em M [6]. Esta variedade € chamada de variedade estd
vel de y e a denotaremos por W (y). A variedade instd-
vel de y, W'(y), € definida dualmeate. Se s -e u fo-
rem as dimensdes das variedades invariantes (estdvel e
instdvel) de vy, ent@o s+u = dim M ou s+u = dim M+1.
Bste dltimo caso ocorre quando y & uma Srbita fechada de

um campo de vetores.
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Podemos, agora, definir os sistemas de Morse-Smale.
A formulagéo que se segue € vdlida tantoe para os elemen-

tos de Dif(M) como para os de ¥(M).

DEFINICAO - Um sistema dinamico & dito de Morse-Smale se

. . - . . s Py
(1) seu conjunto nao-errante consistir de um numero fi

nito de elementos criticos, todos hiperbdlicos;

(ii) as variedades invariantes de seus elementos criti-

1 ..
cos estiverem, duas a duas, em posigao geral.

Demonstra-se em [12] gue os sistemas de Morse-
Smale Tormam um subconjunto aberto de Dif(M) ou X(M).
Por outro lado, Smale mostrou em [24] que os campos de
Morse-Smale sfo densos em Grad(M). Observemos também que
se X & Grad(M) ¢ um campo de Morse-Smale, entdo Xt=to
6 um difecmorfismo de Morse-Smale para qualguer to £ 0.
Assim, em qualguer variedade comﬁacta e sem bordo M, e-
xistem sistemas de Morse-Smale e eles formam um subconjun
to aberto de Dif(M) ou ¥{(M).

Consideremos na esfera

s? = {(x,7,2) | x*+v%42® = 1} ¢ ®°

a funglo real h:S® R, definida por h(x,v,z) = z. E
fdeil ver que -grad h & um campo de Morse-Smale:

Q{-grad h) consiste do polo norte da esfera (fonte) e do
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polo sul (atrator), como na .figura abaixo, O difeomorfis-

F
..%ra.c{ I’1

A
mo (-grad h)t=l € de Morse-Smale, Consideremos, agora,
o difeomorfismo de Morse-Smale f de Sz, cujo conjunto

nio-errante {(f) & exibido na figura 3.

F @

AT alre
A k) \j C::';:)

A

4

1w

X
Az@ <

S

B A J‘”

C S -

consiste dos pontos fixos Al’Az’ Fl’ F2, Sl e 5

A

Q(f)

2’
onde A, e A2 sao atratores, F1 e F2 fontes e S5y

e S, selas. Neste caso, nio existe um campo X € X(Sz)

tal que f = X



I-9

Sobre sistemas de Morse-Smale temos os seguintes

resultados, jd enunciados para campos gradientes:

TEOREMA (Palis-Smale [16]) - Os sistemas de Morse-Smale

sfo estruturalmente estdveis.

COROLARTIO - Em t0da variedade compacta e sem bordo exis-

tem sistemas estruturalmente estdveis.

0 teorema acima foi- demonstrado em [12] para

dim M = 3.

J4 observamos que os sistemas de Morse-Smale sfo
densos em Grad(M), qualquer que seja dim M, ou em X(M)
se dim M = 2. Em geral, tal nfo ocorre em Dif(M) ou
X(M). Para tanto, basta exibir um sistema em que haja um
ponto homocIinico transversal. Isto é, uma intersecgao
transversal das variedades estdvel e instdvel d¢ mesmo
elemento critiéo hiperbdlico, a intersecgldo ocorrendo fo-
ra da Srbita do elemento critico. Tal ponto homoclinico &

nfo-errante, logo o sistema ngo pode ser Morse-Smale.

(’

H= [:o'nto hoemoc!imico
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Aldm disso, tal fendmeno & estdvel: qualquer sistema sufi

cientemente prdximo do inicial (topologia ¢’) exibe um

ponto homoclinico. Dai, teriames um conjunto aberto no
complenento dos Morse-Smale.
0 seguinte exemplo, nesta diregao, ¢ devido a Thom.
Considere em R2 a seguinte transformagido linear
21 - 2
L = (1 1), expressa em relacgdo a uma cerba base de R .
Tal transformagao se projeta, naturalmente, em um difeo-

morfismo f do toro T2.

2 L 2

R™ »—— R

T2 T2‘
T

Em Rz, a origem & hiperbdlica para L e suas variedades

estdvel e instdvel sho retas perpendiculares e de inelina
950 irracional. Elas se projetam nas variedades estdvel e
instdvel do ponto fixo m©{0), hiperbdlico para f. Logo,
as variedades invariantes de T(0) sfio densas em ¥ e
suas intersecgbes (pontos homoclfinicos) sfo, também, den-
gas em T2.

E fdcil ver que o fibrado rangente a T2 se decom
pde em uma soma direta E° @ E" continua, invariaqte por

pf e D£/E°, (DE)"I/EY sfo contragdes.
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A fim de generalizar o exemplo acima, introduzire-

mos agora ¢ conceito de conjunto hiperbdlico.

DEFINIQAO —Wgéja AC M um conjunto invariante por
f € Dif(M), isto &, f(A)} = A. Tal conjunto
A & dito hiperbdlico se o fibrado tangente a M restri-

toa A, T,M, se decgmpae em uma soma direta

A

G -]
T M = E E
A &

contfinua, invariante por Df e tal que Df/E®, (Df) /E"
sejam contragbes. Isto €, ”Df/ES”, H(Df)_l/EuH < h g 1
para alguma métrica Riemanniana em M,

A defiﬁigao de conjunto hiperbdlico de um fluxo
X, ¢ andloga, Apenas, exige-se que T,\M = E° & E° & EY,

sendo éstes sub-fibrados continuos, invariantes por DXt

para cada t € R e

Iox, /8%, [ox_./2Y| < oA

© ¢ o sub-fibrado de

para cada t > O e algum A > 0., E
finido em cada ponto pelo campo de vetores X, associado
a Xt;

Un sistema de Anosov € aquéle para o qual o ambien
te todo M & um conjunto hiperbdlico. O seguinte resulta

do € devido a Amosov [2].

TEOREMA - Os sistemas de Anosov sfo estruturalmente estd-



veis.
Os difeomorfismos de Anosov de codimensfio um, i.e.
dim W¥(x) = 1 ou dim W'(x) = 1 para todo =x ¢ M, foram
estudados por Franské [3] e Newhouse [10}, entre outros.
Para o caso andlogo de campoé de vetores, veja [31].
Objetivando a obtengao de uma classe de sistemas
_dinémicos que englobasse os sistemas de Morse-Smale e

Anosov, Smale [27] apresentou é seguinte conceito:

DEFINIGAO - Um sistema dindmico satisfaz o Axioma A se

1) seu conjunto nfoc-errante () foér hiperbdlicoy
Jd P

(ii) seus elementos criticos forem denso em Q.

Evidentemente, qualquer sistema de Morse-Smale sa-
tiéfaz o Axioma A. E claro, também, que gualquer sistema
de Anosov satisfaz a condigio (i) do Axioma A, Para mos-
trar que tal ocorre em relaglio & condigio (ii), faremos

uso da seguinte consequéncia de um resultado de Pugh [20]:

TEOREMA - Os difeomorfismos

{f € pifr(M) | P(£) = Q(£)}
sfo densos em Difl(M), sendo P(f) o fécho topoldgico

do conjunto de pontos periddicos de f.

Resultado andlogo € vdlido para campos de vetores.

Usando tais fatos e a egstabilidade estrutural dos
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sistemas de Anosov, yélida en Difr(M) ocu XT(M) para
qualquer T 2z 1, concluimos que &stes sistemas satisfa-
zem o item (ii) do Axioma A.

Vale a pena abrir aqui um parénteses para mencionar
el conexfio com o teorema de Pugh acima, o seguinte resul-

tado de Kupka e Smale.

TEOREMA ([9], [191, [25]) - Os sistemas dinfmicos para os
quais
(i) seus elementos criticos sfo todos hiperbdlicos,
(ii) as wvariedades invariantes déstes elementos criti-
cos estfo, duas a duas, em posigao geral,
formam um conjunto de segunda categoria (Baire) em Dif(M)
ou %(M).
Se um sistema satisfaz o Axioma A entlo seu conjun
to nfo-errante [} pode ser escrite [27] como uma uni&o
finita de conjuntos fechados, invariantes e topoldgicamen

te transitivos (possuem drbita densa):
G = LJQk .

Estes 0 sfo chamados de sub-conjuntos bdsicos de 0.

k
Um importante problema em aberto € o de caracterizar topg
ldgicamente tais subconjuntos bdsicos. Williams em [32]

resolve parcialmente esta questfio para atratores.

Se f € Dif(M) satisfaz o Axioma A e Qk é um
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subconjunto bdsico de Q(f), entlo para cada x € 0 )

k

conjunto

Wi x) = {y e M| a(£™(y),£%(x))

4o 0}

¢ uma variedade de classe C" (mesma classe de diferen-
ciabilidade do sistema dindmico) imersa em M e tangente
a E? em x. Tal fato foi enunciado em [27] e demonstra-
do em [6].

Se definirmos

9
Ne i)

9 n
Vi) = fye M| £(y)
entdo, de acdrdo com [8], Ws(ﬂk) = U w¥(x).
xEQ,
Os resultados andlogos para campos de vetores se
encontram em [7], [8].
A condigio de transversalidade das variedades inva
riantes, que aparece na definigldé dos sistemas Morse-Smale

e & automdtica nos sistemas Anosov, & expressa agqui por

Condiglio_de Transversalidade. W°(x) e WZ(y) estl3o em

posigliio geral para quais-

quer x € Qi’ y € Qj'
Pode-se, entfo, formular a seguinte conjectura:

Conjectura - Uma condiglio necessdria e suficiente para que

um sistema dinfmico seja estruturalmente es-
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tdvel € que éle satisfaga ao Axioma A e 3 Condigao de
Transversalidade.

Tal conjectura verificou-se verdadeira quando o
conjunto nio-errante consiste em um mimero finito de ele-
mentos criticos. -

Além disto, recentemente Robbin demonstrou o seguin

te resultado:

TEOREMA (Robbin [23]) - Se o difeomorfismo f£:M 4 M & de
classe 02, satisfaz o Axioma A e a Condigdo de
Transversalidade, entfo f € estruturalmente estdvel em

pirt ().

No entanto, com respeito ao Problema Fundamental
aqui formulado, ressaltamos que os sistemas estruiuralmen
te estdveis nio sho, em geral, densos em Dif(M) ou X(M)
[26]. Um ponto de vista mais atual [29] & o de procurar
definir uma sequéncia finita de subeconjuntos U, c U, c...&
c Un de sistemas dindmicos, cada um déles exibindo uma cer
ta propriedade de estabilidade que seria cada vez mais fra
ca, a partir da estabilidade estrutural. Bstes Ui devem
ser abertos, ou pelo menos de segunda categoria (Baire) em
algum conjunto aberto e U~ deve ser denso em Dif(M) ou
¥(M). Assim, VU, seria formado pelos sistemas de Morse-

1

Smale e U2 polos sistemas que satisfazem o Axioma A e a
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Condiglo de Transversalidade.

Observamos, no entanto, que nioc se provou, atd o
momente, se 0s sistemas que satisfazem o Axioma A e a Con
digfo de Transversalidade s3o estruturalmente estdveis e

. .ol 1 .
formam um conjunto aberto em Dif (M) ou ¥ (M}. Tais
questdes, resolvidas por Robbin em Difz(M), se tornam im
portantes se levarmos em conta que o resultado de Pugh

. . . i - . .
acima enunciado em Dif (M} ou ¥ (M), nio € conhecido

em Difr(M) ou Xr(M) para T z 2.

Outra gquestBo em aberto: se N(f) & hiperbdiico,

entfioc Per(r) = Q(f)? Isto &: Axioma A (i) = Axioma A?

Ve james, agora, uma classe mais ampla de sistemas
dindmicos. Uma propriedade mais fraca que a estabilidade
estrutural, mas ainda assim muito expressiva, € a gstabi-
lidade de um sistema restrito ac seu conjunto nio-errante.

Tal estabilidade € dencminada {l-estabilidade.

DEFINIGAO = f,g € Dif(M) sfo (l-conjugados se existir um
homeomorfismo h:R(f) -+ 0{g) tal que hf(x) =

= gh(x) para gqualquer x € Q(f).

Para campos de vetores X,Y ¢ X(M) a definig¢lo &
andloga, exigindo=se que o homeomorfismo leve trajetdrias

de Q(X) nas de Q(Y).
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DEFINIGRO - Considere um sistema dindmico que satisfaca o
Axioma'A e sejam ﬂl,...,Qn ~ 08 subconjuntos
bdsicos de seu conjunto nio-errante 1. Dizemos que 0
possui um k-ciclo (k = 2), se existir uma sequdncia
Q o . ’ .
Ql,...,Qk, K+l (reordenando os fndices se necessgrio)

tal que

(i) nk+l = Ql e em qualquer outro caso ﬂi # Qj
(1) wS(@;) n Wi, ;) £ 9.

TEOREMA (Palis, [12] e [14]) - Seja f ¢ Dif(M) tal que
Q(f) & finito. Entdo f & Q-estdvel se e somen

te se ((f) & hiperbdlico e nfic possui ciclos,

0 resultado andlogo para campo de vetores também &

vdlido ([12], [15]).

TEOREMA (Smale, [28]) - Se f € Dif(M) satisfaz o Axioma
4 e Q(f) nfo possui ciclos entfic f & (Q-estd
vel,
0 resultado correspondente para campos de vetores

encontra-se no artigoe de Pugh e Shub [22].

TEOREMA ([14]) - Se f ¢ Dif(M) satisfaz o Axioma A e §f

€ Qleestdvel entfio N(f) nfo possui ciclos.

Em [15] tem-se o fato andlogo para campo de veto-

res.
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Conjectura: Um sistema dindmico & {i-estdvel se e sdmente
se 8le satisfaz ao Axioma A e seu conjunto
nfo-errante nfo possui ciclos.

Oz sistemas (-estdveis nfio sdo, em geral, densos
no conjunto de todos os sistemas dinamicos. Tal fato foi
demonstrado em [1] (veja também [11]).

Finalmente, observamos que existem vdrios proble-
mas em aberto com respeito as classes de conjugagao (Ou
(l-conjugaglio) dos sistemas dinamicos. Por exemplo, de que
maneira podemos ligar duas classes de conjugagao por um
arco (i.e. uma famflia a um pardmetro) de sistemas dini-
micos? Quais as classes de conjugagao que se obtém por pe
quenas perturbag%es, a partir de um sistema satisfazendo
o Axioma A e possuindo ciclos em seu conjunto mio-errante?
Em [30], Sotomayor estudou as familias a um parametro em

% (M?).
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ESTABILIDADE LOCAL EM ESPAGO DE BANACH

Rubens Lefio de Andrade

introdugao

Seja E um espago de Banach sdbre R. Um homomor-
fismo linear L:E 4+ E ¢ chamado um operador. O complexi-
ficado de E € o espago vetorial EXE = E sdbre € com

a soma usual e uma multiplicagfio definida por
(a+ib) (u,v) = (au-bv, .av+bu)

0 complexificado de L & a aplicaclio linear L:E + E de

finida por

L(w,v) = (L(w),L(v))

~

0 espectro de L & chamade espectro complexo de L. Um

operador L:E + E & dito hiperbdlico se seu espectro com
plexo ndo intersecta o circuloc unitdrioc Sl c €, Observe-
mos que se E = R™ entlo o espectro complexo de um opera

dor L:R™ 4+ R" & o conjunto das raizes (complexas) do po

lindmio caracteristico de L.
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0 principal resultado que pretendemos demonstrar &

o seguinte:

TEOREMA 1 - Sejam O ¢ E e V uma vizinhanga de © em
E. Seja f£i1V + E um difeomerfismo Cl tal

que f£(0) 0 e L = f1{0) & hiperbdlico. Existe uma vi

zinhanga U de ¢ em V e um homomarfismo h:E + E
tal que

h L{x) = £ h(x)
para todo x € U.

0 resultado acima, em dimensfo finita, foi provado
por Hartman e Grobman, respondendo uma questio levantada
por Peixoto. A generalizagdo aqui apresentada & devida a

J. Palis [1] e c. Pugh [2].

1. Sejam E um espago de Banach sdbre C e L:E s+ E um
operador. Denotemos o espectro de L por A(L) e de

finamos R:€ - A(L) + E por
R(z) = (L - z1)"%

Seja C:[0,1] » € - A(L) uma curva continua, simples, fe
chada.

Ponhamos

P = — R{z)dz .
c
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PROPOSI@AO 1 =P:E4 E € uma projegao, i.e. P2 = P.

Além disso, pondo E_ = {x € E;P(x) = x} e
En = {; € E; P(x) = 0}, temos que ES e En sfo invari-
antes por L, A(L[Es) = parte de A(L) contida no inte-

rior de C, ﬁ(L|En) = parte de A(L) contida no exterior

de C, E=E & E_,
5 n

Para a demonstragao da Proposigao 1 veja F, Riez e
B. Nagy, (1955), Functional Analysis, Unger, New York,
pag. 415,

1 , - 1

Se A(L) N 8" = &, tomemos na Proposiclo 1, C =S
e ponhamos Ls = LlEs’ Ln = LlEn, D = {z€£€;|=z|{<1}, Te-
mes entdo A(LS) c b, A(L;l) < D, Se g & o raio espe-
ctral de LS e B € o raio espectral de L;l temos

1im “L?”l/n =a <1, lim “L;nnl/n
=] Ti=p 0

n-

=B<lc

PROPOSIGAO 2 - Sejam E um espago de Banach sthre R e

T L:E » E um operador. Se o espectro comple
x0 de L n#o intersecta o circulo unitdrio Sl entdo e-
xistem subespagos fechados Es’ En tais que E = Es @ En’

E, e E_ sf8o invariantes por L e

1/n

1im.”L2”1/n =a < 1, lim [EZ7 =5 <1

~s Vo
Prova: Sejam E o complexificade de E e L o complexi

~
ficado de L. Definamos em E a norma
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| (u,v)| = sup{|lxu + yvij; x? 4 yz = 1}

¥ fdcil ver que | | € de fato uma norma em T que tor-

na E um espago de Banach. Como o espectro de T rfo in-
tersecta Sl temos, pela Proposig&o 1, gue existem subegs
pagos fechados Es e Eu de E satisfazendo as condi-

~
¢Bes acima. Seja T:E » E definida por
m{u,v) = u

Ponhamos E_ = W(ES), E, = ﬂ(Eu). Come 7L = Lm e se
~
olharmos E como egspago vetorial rTeal W é linear, te-

mos que ES e En sfo invariantes por L. E claro que
E=E_ +E. Seja B, = {u e B_; ful] = 1}. Tomemos =
—

tal que ﬁ(ﬁr) > B,, onde B € a bola de raio r em

ES. Segue-se ent8o que para todo u € B, temos

eg (@ = L ()] + iz (o

3 x2 + y2 = 1}

< 2 sup{|x Ls(u) + ¥ LS(V)

= 2Iis(u,v)[ < 2r|isl

—
pois podemos supor (u,v) € B_.

E claro que a mesma desigualdade se verifica com
n ~n ~

Ls e Ls no lugar de Ls e Ls respectivamente.

Por outro lado, notando que se (u,v) ¢ ES entdo

~i{u,v) = (v,=-u) ¢ ES, obtemos que para todo (u,v) € Es
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Tg(2,v) | = supfllx L_(u)sy L_(v)ff; xZev? = 1}
< g + L () = 2 ]l | (u,v)]

~
a mesma desigualdade vale com LE e LE no lugar de LS

e 'LS respectivamente. Obtemos entio

B LY < 12 2 a0 o

segue-se entdo que

. n,1/n
lim ||| =0 < 1
(2]
andlogamente obtemos
1/n
. -n _
1im ||Ln Il =8 < 1.

I o

Resta provar que E = ES & Eu' Suponhamos que u € EsriEu,

lu| = 1. Decorre entio
L=l = g Lit(w)) s LBy [P

donde

-n, 1/n -n;1/n
L flu g gt

fazendo m =+ «» obtemos 1< g.g < 1, contradig¢io, Isto

termina & prova da proposiglo. g.o.d.

Do fato que ”Ls” 4+ o < 1 obtemos gque existe

um inteiro p tal que ”LE” < aP, 1Isto implica na cen-
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Ll a ra -
vergéncia da serie

> -pn pn
z a L .
RN

Da convergéncia desta série obtemos a convergéncia da sé=

rie
i -n .0
L .
R
Para ver isto observe que se t & um térmo desta série
entre aPf® ”LGﬂ e ap(n+l)“Lp(n+l)” entdo
t = a-(Pn+k)”L§n+kH onde 0 < k < p.
Assim o
=-p1 , PN =k, k -1, pn
£ = a PP a7l s o aTL
cnde
M = max{a[LE], 05 k < P} -
Dai wem

@ w ’
-1 N -pP1 . PN
nEO = ”LS“ < nEO p Ma ”Ls H <@

PROPOSIGAC 3 - Seja E um espago de Banach com norma
Il ul' Seja L:E » E um operador inversi-
vel hiperbdlico. Existem subespagos En’ Es invariantes
por L e uma norma || “2 equivalente a || ”l em E
1
\

tal que E = Es ® En’ “LSH <1l e HL; \ < 1.

Prova: E_ e B, sho dadas pela Proposigdo 1.
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De acdrdo com o gque vimos acima, definamos em Es

¥l = = =™l
Temos,
Ivily = vl = Cs g =™ E200 vy
donde ” ”l equivalente a n “2, em Es'
It @y = T 2™, = ez, &Yt @y

i -1, . 1
<al £ a™LiW),) = alvil,

donde HL ” = a< 1.
S .

0 procedimento para L ¢ andlogo.
Definindo ” ”2 em E de maneira dbvia, o resultado se-

gue-se. g.e.d,.

Sejam E e F espagos de Banach, Denotemos por
CE(E,E) o espaco de Banach das fungdes continuas e limis
tadas de E em F com a norma do sup. Escrevamos Cg(E)
em lugar de Cg(E,E). Denotemos a || “2 obtida na Propo-
sigdo 3 simplesmente por | |.

Sejam L:E - E como na Proposigéo 3 eg:Ea E
um homomorfismo. Consideremos o operador £:C§(E) + C;(E)
dado por

2(V) = LV - Vg .
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s . . ) o o
Verifica-se imediatamente que Cb(E) = Cb(E,ES)ecb(E,Eu),

CE(E,ES) e Cg(E,Eu) invariantes por £,

PROPOSIGAO 4 - O operador £ & inversivel, Aldm disso,
existe M € R tal que [€7!| € M indepen

dentemente do homomorfismo g.

Prova: Definamos T,S,&*:Cg(E) -+ Cg(E) por

L™y

v g’l

(V)

Il

s(v)

1

£*¥(v) = v g™t

Ty S e £* sfo operadores énversiveis com inversas
71(v)
s Hy) = ve

(£9)™Hv) =17 ve

v

n

Segue-se imediatamente que

TE-I = -(.,s:*)'1

SL-T = &%

onde I:CE(E) -+ Cg(E) € a identidade.
Notemos que CE(E,ES) e Cg(E,Eu) sfo invariantes por
T, S, S*. Pondo o indice correspondente em cada respecti-

. -~
va restrigac, temos

=
]
1
H
LI}

~(exy~t

L on¥
SE& 4+ I = £S .
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Seja a = max {HLS”, ”L;l”} < l. Temos que ”S:” < ”Ls” <

= a, ”(33)-1” = “L;l” < a. Obtendo entio

”?ﬁu -IuH< L

s+ 1] <1
5 s 8

Decorre disto que £, e £ sdo inversiveis, donde &
inversivel. Provando a pPrimeira parte.
Para provar a segunda parte notemos gque ”TuH, ”Ss” < 1.

Das igualdades acima obtemos

T, =80t - (e¥)7t gt

w = £y o
donde _
Lzl = flegt] - et o2
> ezl - alle;
Portanto lestl < £
andlogamente

-1 1
i

Estas desigualdades independem de g, uma vez Jgue

Ie5ll = vl = a €)™Y s IL;M] < a  independentemente
de g. Segue-se entfo que ”x_l” < i%z- independentemente
de g.

Seja & e'cg(E) com constante de Lipschitz se ,

isto &, |[2(x)-3(y)|| < ofx-¥

|+ Seja L:E 4 E como na

Proposigdo 3,
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COROLARTO 1 - Se a constante de Lipschitz e de 3§ for

suficientemente pequena as equag%es

(1) LV - VL = -3 (I+V)
(2) LV - V(L+g) = @
(3) LV - V(L+g) = 3-8 (I+V)

tém solucio dnica em CE(E).

Prova: Seja M dado pela Proposigio 4. Tomemos e tao

pequeno tal que L+&:E + E seja um homomorfismo.
Se preciso, diminuamos € ainda mais de modo gue eM < 1.
Consideremos o operador S(V) = LV - VL., Pela Proposigao.h
£ & inversivel e pelas condigbes acima o operador

w(v) = =71

3 (T+v) € uma contragio. Segue-se do Princi-
pio do Ponto Fixo que © ¥Ynico ponto fixo de u ¢ a solu-
¢fo unica de (1). Para as equacgdes (2) e (3) consideremos
o operador &(V) = Lv-v(L+3); pela Proposicgio 4 e devido
as condigbes acima, £ ¢ inversivel e S_l(é) ¢ a unica

solugdo de (2). u(v) = £75(s-(1+Vv)) & uma comtragio, e

o resultado para (3) segue-se. g.e.d.

Seja % = {f:E = E; f continua, “f-I“ < =} note
mos gue se f,g € & entioc feg € ¥, e que

FET o £ = I+V, VE CS(E).

COROLARIO 2 - Se a constante de Lipschitz de § for sufi
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cientemente pequena as equagaes

(1) yL = (L+3)y
(2) Ly = y(L+3)
(3) y(L+3) = (L+3)y

tem solugfo ydnica em ¥, Em particular a equacdo yL = Ly

tem solugdo unica em F, a saber vy = I.

Prova: Pondo v = I+V estasg equagaes se reduzem as equa-

gBes do Coroldrio 1, e o resultado segue-se, q.e.d.

Seja & > 0 tal que se § +tem constante de

Lipschitz =8, as equag¢Bes acima t&m solugdo vnica em &.

Sejam h e 4 as solugdes de (1) e (2) respecti-

vamente,

COROLARTO 3 -~ As solugbes h e 4 sio homomorfismos

(m=+7hy,
Prova: Temos
hl = (L+§)n
L = 2(L+d)
Daf decorre
(£4n)L = L(4nh)
(nt) (1+3) = (L+3)(nt)
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Como 4h, ht ¢ &, temos ih = hit = I. E o resultado- estd

provado. q.e.d.

S

Resumiremos na proposigao abaixec, o gque acabamos

de provar.

PROPOSIGAO 5 - Seja E um espago de Banach, e seja

1:E + E um operador hiperbdlico inversi-
vel, Eiiste & » 0 com a seguinte propriedade: Se
§ € Cg(E) tem constante de Lipschitz <8; entflo existe

um homomorfismo h:E + E satisfazendo
hL = (L+&)h .

Além disso, ”h-i” <« ®, e h & dnico com estas proprie~

dades.

2.

PROPOSIGRO 6 - Seja V(0) ¢ E uma vizinhanga da origem.
Seja #:V(0) + E com constante de Lipschitz

<e. Existe U(0) = V(0) e F:E+ E tal que & & limita

da, tem constante de Lipschitz <ae, e coincide com § em

(J(0). O ndmeroc a independe de #&.
Prova: Seja a:R 4 R, C, satisfazendo O < o(t) < 1,

a(¢) = 1 para |t| <3, () =0 para |[t].21.

Seja M = max|at'(%)|. Seja p > 0 tal que B(0,p) c V(0).
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Definamos
8 (x)
8 (x)

a2y $(x) para x| < 6

1§

0 para x| = p

As condigbes sfio imediatamente verificadas, com U(0) =
= B(0,p/2) e a = M+l. g.e.d.

COROLARIO % - Seja §:V(0) 4 E de classe CT

L @(O) = 0,
§1{0) = 0. Dado e > 0, §& restrita a uma
certa vizinhanga U(0) c V(0) pode ser estendida a E, a

extensdo sendo limitada e tendo constante de Lipschitz se.

Prova: Dado e > 0, existe W(0) c V(0) tal que
fla'(x)] < % para todo x € W(0), onde a & o meg
mo dado pela Proposigdo 6. Usando o teorema do valor mdédio
e

obtemos que %:W(0) 4 E, tem constante de Lipschitz s =

O resultado segue=se da Proposicfo 6, dee.d,

COROLARIC 5 -~ Seja L:E o E um operador. Dado e > 0 e-
xigste & > O tal que para cada A ¢ B(L,5)
existe U(0) e 3%:E + E limitada com constante de

Lipschitz <e e L+% coincide com A em U(0).

Prova: Tomemos § = g-. Se escrevemos A = L+%, onde
3 = A-L e |jA-1| < § , temos gque § tem constan-

te de Lipschitz < g-. 0 resultado gsegue-se da Proposigao

6. decod.
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3. 0 principal resultado

TEOREMA 1 - Seja 0 € E e V uma vizinhanga de O em E.

Seja f£:V =+ E um difeomorfismo Cl tal que
£(0) = 0 e L = £1{(0}) € hiperbdlico. Existe uma vizin-
nhanga U de 0 em V e um homomorfismo hi:E 4 E tal
que

hil{x) = fh(x)
para todo x € U.

Prova: Seja & > O dado pela Proposigfo 5. Seja -

f = L+, onde &(0) = 0, &§7(0) = O, Pelo Corold-
rio 4 existe uma vizinhanga W de 0, Wc V e T:E + E
tal que 3 = & em W, % ¢ Cg(E) ¢ tom constante de
Lipschitz =<6. Pela Proposigao 5 existe um homomorfismo
h:E o E tal que bhL = (L+3)k. Se h(x) € W temos
hL(x) = fh(x). Tomando U = h-l(W) o teorema estd demonsg,
trado. (Notemos que O ¢ U, pois, thl(o) = L—lf(O) =

= h-l(O), e como L & hiperbdlico temos h_l(O) = 0}.

OBSERVAGXO: Se no Teorema 1 o ponto fixo de f €& a (nfo

necessériamente a origem), tomemos T:E 4 E,

T(x) = x+a e consideremos g = T-lfT; g satisfaz as’

condigdes do Teorema 1. Se k €& tal que kL = gk, local-

mente, onde L = fi{a) = g*'(0) e k:® 4, E homomorfismo,
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tomando h = Tk, temos 5l = fh em uma vizinhanga de a.
Portanto o Teorema 1 pode ser enunciado pondo-se a em

lugar de 0.

}y, Estabilidade local

TEOREMA 2 - Seja f como no Teorema l. Existe uma vizi-
nhanga N de f, na topologia C', tal que
para cada g € N existe um homomorfismo local em E sa-

tisfazendo gh = hf.
Provaremos antes os seguintes lemass

LEMA 1 - Seja f como no Teorema l. Existe uma vizinhan-
ga N de £, na topologia Cl, uma vizinhanga
U de 0 em E e uma fungdo continua y:N + U tal que

Y(£) = 0 e para cada g€ N g(v(g)) = v(&).
Prova: Considere a aplicagdo ¢:C%(V,E) + E definida por
¥ (g,x) = e(x)—=x
. 1 . 1
| € de classe C7, na topologia C e

%&(f,o) = £t1(0)-I

€ um isomorfismoe pois £t1{C) €& hiperbdlico, Do Teorema

da Funcfo Implicita obtemos o resultado. g.e.d.
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LEMA 2 - O conjunto dos operadores hiperbdlicos & aberto
no espago de Banach £(E) das aplicagbes linea~

res continuas de E em E.

. ed . r .
Prova: Seja {Tn}, T,= T, T, mnao hiperbélice, T_ € ().
. 1

Para cada n existe ln € S tal que Tn - AnI S

¢ £(BE) ¢ nio inversivel, Passando a uma subseguéncia de
1
{x }s fu )} tal que p_ - p € 87, temos que
Tn - unI -» T = HI .

Como o conjunto dos operadores nfo inversiveis de £(E) €&

fechado, temos que T - pI € nfc inversivel, ou seja T

€ nfo hiperbdlico. O lema estd provada. Qq.e.d.

LEMA 3 - Seja L:E 4+ E hiperbdlico inversivel. Existe
8§ > 0 com a seguinte propriedade: Para cada
A€ B(L,&) existe um homomorfismo h:E 4+ E e uma vizie

nhangca U 3> 0 tal que hL = Ah em U,
Prova: Segue-se da Proposiglo 5 e do Coroldrioc 3. q.e.d.

Prova do Teorema 2: O Lema 1 garante que existe uma vizi-

nhanga N de f e uma vizinhanga U de O tal
que toda fungfo g € N tem um ponto fixo em U, O Lema 2
garante que existe e > 0 tal que |[L-Al < e implica que
A & hiperbdlico e inversivel, )

Seja B = min{e,8}, & dado pelo Lema 3.
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sejam U, = {x € U; |L-£'(x) <& e w =wn y7Hu) n

n B(£,8/2).
Temos entdo gque tdda fungdo g € N1 tem um ponto fixo

a€ U e g'(a) €& inversivel e hiperbdlico. Apliguemos

1
0 Teorema 1 a £ ea g e apliquemos o Lema 3 a £1(0)

e g'(a). 0 resultado segue-se por transitividade. g.e.d.

5. O Teorema 1 para fluxos

PROPOSICAO 7 - Seja Y:V a E de classe CT, ¥(0) = o,
onde V & uma vizinhanga de O.

Seja L = Y'(0). Dado e > 0 existe X:E 4 E satisfa-

zendo

l) X +tem constante de Lipschitz =<a, e portanfo o fluxo

induzido por X estd definido em R X E.
2) X = L. fora de uma certa bola B(0,r).

3) Existe um aberto U3 O em V tal que o fluxo indu-
zido por X € igual ao fluxo induzido por Y em

[-2,2] x U (e X=Y em U),

4) Escrevendo X, = L + &, existe M€ R tal que

“Qt” < M para todo t € [-2,2] e @l tem constante

de Lipschitz <e.

Prova: Seja ®:E 9 E limitada com constante de Lipschitz
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L+% em

1

€e, 8 = O fora de uma certa bola B(0,r) e Y

W3 0, Wc V. Confira Coroldrio 4. Ponhamos X = L+3,

As condicdes (1) e (2) estlio satisfeitas. Como Y(0) = O
existe Uc W, U3 0 tal que (3) € satisfeita. Para ve=

rificar (4) observemos a seguinte identidade:

. L
Xy(x) - X () = oy + [ Ox0 () x(x, (7)) Jas

segue-se entio
t
I, ()X, G = vl + [ 1%, ()=, () s -
(&

Da desigualdade de Gr¥nwald decorre que ”Xt(x)-Xt(y)H <

b4 e?a”x-y“ para t € [-2,2]. Fazendo usc agora da iden-
tidade
t - t
3, (x)-2, () =£ mxs(x)-@(xs(y)nds««g L{s_(x)-s, () as
pondo ||L| = 4 2% - b, e usando novamente a desigual«

dade de Brdnwald, obtemos

o, (x)-2, ()| = 2b ¢ ¥ [xy]

(%) decorre desta desigualdade e do fato que X = L fora

da bola B(O,r). ge.e.d.

Estenderemos agora o Teorema 1 para fluxos em espa

gos de Banach.

—
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0 Teorema 1l para fluxcs. Seja Y:V 4+ E de classe Cl,

Y(0) = 0, Sejam Y_ o fluxo (lg

t
cal) induzido por Y e Lt o fluxo induzido por L =
= Y'(0). Se L é hiperbdlico existe um homomorfismo

1
h:E + E e uma vizinhanga Uc V de 0 tal que h leva

as trajetdrias de Y em U em trajetdrias de L.

Prova: Seja X nas condigDes da Proposigfio 7. ¥ claro

que Xi(o) = Yi(d) =L Aplicando o Tecrema 1 a

ll
Xl concluimos que existe h:E + E tal gue
h Ll = Xl h

em U. Definamos

L
H = _ﬁ L—t h Xt at .

A condigdo (4) da Proposigdo 7 garante que H estd a dig

tédncia finita da identidade. Vamos mostrar que

LH=HX
s s

para todo x € R, Para isto basta comsiderar s ¢ [0,1].

Temos
1 1
L_HX_ = L_S([) L_h X, dt)X_ = fo Ly b X, __dt.

Tomando u = t+s~-1, obtemos
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[ S
L h X dt = J{ L h X dua =
o -s=1 t+s _1+s -t=1 u+l

0 <!
= —( L_u L-l h Xl Xu du + j/ L—u—l h Xu+1 du .
=l+s 0

Fazendo v = u+l na primeira parcela obtemos
3 1
f L h X du + L hX dv=H .
o -1 1 A -V v

Em particular, L-l H Xl = I, Como H¢ & temos H = h,
{(cf. Prop. 5). Disto resulta que n~1 leva trajetdrias
de X em trajetdrias de L. Como X =Y em U, o teore-

ma estd provado. qe.e.d.
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VARIEDADE ESTAVEL DE ELEMENTO CRTITICO.

Geovan Tavares dos Santos

Com base no artigo de Hirsch e Pugh "Stable mani-
fold and hyperbolic sets", demonstraremos um resultado Jjd
cldssico que € a existéncia da variedade estdvel de um

ponto fixo hiperbdlicoa.

DEFINIGAO - Dados X e Y espagos métricos, uma fungio
£:X 2 Y & dita de Lipschitz se 4 k € R

tal que da(f(x),f(y)) s kd(x,y) ¥x,vy € X. A constante

de Lipschitz L(f) & definida por

L(£) = inf{k € R; d(£(x),£(y)) < kd(x,y) ¥=x,y € X}. se

L{f) < 1, diz-se que f & uma contragio.

Denotaremos por m(X,Y), onde X & um conjunto e
Y um espago métrico, o conjunto das fungBes de X em Y
com a topologia gerada por

ng(f) = {& € n(X,Y); a(f(x),g(x)) < e, ¥xe x}.

A proposigfo abaixo e seu coroldrio sio de fHcil

demonstragfo.

PROPOSIGAC 1 ~ Se X & completo e f£:X o X uma contrae
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¢do, entlo existe um unico ponto fixo x (= 1im £7(x),
x€X) para f, Se L(f) =k <1 e g:X -+ X tem um ponto

fixo y_  com d(f(xo),g(yo)) £ ¢ entfo d(xo,yo) < I%E'

COROLLRIO - A aplicacho fi=p, que a cada contragdo ¥

associa seu pomto fixo ¢ continua.

Pe
DEFINIGAO - Seja f:iX + X com um ponto fixo x_, 8ste &

chamado um atrator se lim fn(x) = X ¥ xcX.
Irbco

TEOREMA 1 {da contraglo em fibras) - Sejam X e Y espa
¢os métricos, f:X + X tendo um ponto fixo

atrator p € X e {g/} uma familia de fungdes

xcX

g,:¥ + Y tal que F:XXY » XXY & continua. Se
(st) ind (f(x) !gx(Y) )

gp:Y 5 Y tem um ponto fixe q e (*) lim sup L(g )<

Tl fn(x)
< 1l ¥x£X, entfo (p,q) & um ponto fixo atrator para F.

Prova: Queremos mostrar gque 1lim F(x,v) = (p,a), (x,y) €
N
£ XXY, Basta supor que X = {p}U{fn(x);nZno, ®€ X}

e de (*) decorre que L(gx) < A< 1, ¥x € X. Como

1. i -
Py = (), 8 L eeiee(y) e p & um
£ (x)

ponto fixo para f s3 necessitamos mostrar que
lim T, Fn(x,y) = q, onde Ty € a projegiho na segunda
Tlp 0

coordenada.

Seja & = d . .
€Jd n (gfn(x)(q),q); lim § = O pois

lim £(x) = p e F & continua. Agora d(ﬁ2°Fn+l(x,q),q)$
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+1
< dlm, v P (x,a), & , (a)) +ale , (a),a) =
£ (x) n T (x)

. n =i
= ?\.(1‘1’20 r (X’Q)!(l) + 6ns cee Son An=d 5J..

n n-i k-1 ne i n nei
ora z A"V e.= T A"V s. 4+ ¢ AV, 0<k<n-=

j=0 J J=0 d j=k J

n .
v AT s e T e ln_k+l) max (5‘)+(1+1+...+Kn-k)
=0 J <k 9

max(3 ;)

max (6.) s 33— max (5.) + ifi——J— 4 0 quando k =+
azk Y - j<k 9 -

e n-k 4+ ». Dai d(ﬂ2 Fn(x,y),q) s d(ng Fn(x:y):”?_Fn(x,qn

Il -

+ d(n2 r(x,q),q) < 3™ da(y,q) + ¥ 177¢ 6J. + 0 quando
J=0

na o,

Suporemcs gue as expressdes Que aparecem na propo

sigho abaixo tém sentido, com as fungbes definidas em es-

pagos de Bamach,
PROPOSIGAO 2

a) L{r.g) = L(£)L(g)
b) L(f+g) = L(f) + L(g)
L(f) - L(g) < L(f-g)
e) a(f e g,f,08,) s d(f;,T,) + L(£,) ale,,g,)

-1

a) et - 7Y < (g™ le-n]

Prova: a) e b) s3o demonstraclo imediata., Para demons-

trar ¢) temos que d(flogl,fzagz) < d(flagl,fzogl)+

+ d(fzogl,fzog2) < d(fl,fz) + L(fg)d(gl,gz). Utilizando
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) c) podemos mostrar d) do seguinte modo ]g - h"

= |g"luhoh'l - g-lo Py oh_ll < L(g-l) |[heh™ = goh™

< L(g”™) |n-gl.

TEOREMA 2 (da perturbagho de um isomorfismo).

Seja E um espago de Banach e U« E aberto,.

=-1~1
|

Se T:E » E & um isomorfismo e L(f-T) < [T , entdo:

a) f & um homomorfismo de U sdbre £(U)

v) L(e”l) < [HT-l”-l - L(e-7)17h .

Prova: A parte a) & um conhecido teorema de andlise, ver

(3] pg. 80, por exemplo. Para o item b) temos que:

l£(x)-£(v)| = [(T(x)-T(y) + (£-7)(x) - (£-1)(¥)] =
|T(x)~T(y)| - [(£-T)(x)-(£-D)(¥)| = |T(x)-1(¥v)]| -
L(e-T) |x-y| = (2" - L(£-T))[x-¥]. Daf

-1

lx-y| = (oY - Le-2))"He(x)-£ () | = [£7H(w)-£7H(2) |
1

< (7Y™t - L(e-))Hwez] = L(e™) = [T -n(e-m)) 7

PROPOSICRO 3 ~ Sejam X e Y espagos métricos e f:X =Y
uma bijegfo com L(f-l) < 21 entfo

£(B{x;r)) o B(f(x);\Ar), onde B(x;sr) = [v€X; a(v,x) s r}.

Prova: v € B(x;r) = d(y,x) > r = r < d(y,x) = d(f_l(f(xn,
£ e (y)) = LE"M)a(e(x), () < 2" td(£(x),2(v)) =
o a(£(x),£(v)) > ar = £(y) € B(£(x)hx) d.e.

£(X-B(x,r)) ¢ Y - B(f{x)srr) = £(B(x;r)) o B(f(x);)r) pois
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£f & uma bijegao.

DEFINIGAO - Seja E um espago de Banach e T:E 3 E um

isomorfismo, T ¢ chamado hiperbdlico se

Esp(T) n st = 3 onde Esp(T) €& o espectro de T e

1 2 - P
ST c R ¢ o circuloc unitdrio.

Em [2] & demonstrade o seguinte resultado:

TEOREMA 3 - Seja T:E 4+ E um isomorfismo hiperbdlicoc em

E, E com norma Existem subespagos

| 1y-

El, E invariantes sob T e uma norma em E e-

2 L,

quivalente a tal que:

|1,
a) E = E, & E,

-1
b) T3 <1 e T, <1 com T, = T[E; e T, = T[E,.

1

De agora por diante suporemos que E +tem a decomposigao
acima que chamaremos de candnica., Se E = El @© E2 € ca~-
nonica, tomaremos |(xl,x2; = max{]xl],]x2]}. Ao ndmero
% = max{”TIl”, ”T2H} < 1 chamaremos de assimetria de T,
y E

2 E = E'l®E2

Denotaremos por E{(r) c E a bola fechada de wraio =» e

centro na origem.
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1-%

LEMA - Seja f:E(r) «+ E tal que L(f-T) < e < Tra

. Se

x = (e0x)s v = (rpsvy) € BE) o Ixyoy, | =
= Ixz—ygl, entéo |fl(x)-fl(y)| 2 (E-l-e)|xl-yll z
2 (E+e)]x1-yl| = (@+e)lxl-yl| pa ]fz(x)-fz(y)l onde

fx} = (fl(x),fz(x)) € E=E; ®E,.

Prova: Podemos escrever T(xl,xz) = (Tl(xl),Tz(xz)) =

ﬂlT(xl,xz) = Tl(xl) e ™, T(xl,xz) = T2(x2). Dai.

£, (x) -2 (v)] = |7y T(r=y)s+(m £=m 1) (x)=(m £-m T)(Y)I 2
2 |7y (xpmyy) | = Imy ((£=7) ()= (2-D) ()] = [IT]H 7 Iy vy | -
- ](f"T) (x)"'(f"T) (Y)l 2 %Hllxl—yll - elx'yl

-1 \ -
(=" - e)[xl-y1| jd que |x-y]| = max{|xl—y1|,|x2~y2|}=

1

PP

Utilizando m,T chegamos a ifz(x)—fz(y)l <

< Blx,=y,| + elx-y| = Blx -y | + elxy-y,|

Por outro lado T« j= Te <« €&, como e < 1 - & temos
que € < E-l - 1,
e<o -1 1<t -6 »
Dai = = Tte < & - €,
e « 1-% T+ e < 1

. donde segue a desigualdade central do Lema.

DEFINIGAO - Seja f£:E(r) = £(E(r)) invertivel, definimos

£ (B(r)) = {x € B(r)seH(x), .0, £ (x) € B(D))

PROPOSIGAO - Se fi:E(r) + E e L(f-T) < e,

e < max{%%%;, ”T_l”-l}, entio
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W, = ﬂ fn(E,(rr-)) € o grdfico de uma funcio U, < El(r) -+
ne
Ez(r), engquanto ﬂ £7 (E(r )] & o grdfico de uma

fungao U2 c Ez(r) -+ El(r)

OBSERVAGAO: Graficamente temos para W

1°
B
2
4
y E,
E(r) Meskrnnfsr
< > f £
< — < > -
E E
1 /-/"""""'V‘-ﬁ.-\,\ 1
i
",
\
4
E
F”M 2 ) By Wl
R VN I
/""‘ X . N \\
Lﬂ_,.,.- ge! ®y
h
Prova: Observemos primeiro que flo f = (f2)1 e f2° f =

(fz)z, onde os subscritos 1 e 2 denotam primeira
e segunda coordenada. Com efeito flo f = mye fef =
2 2
= Tl'lo (f ) = (f )1
Suponha x = (xl,xz), ¥ = (yl,yz) € W, com

X . Vamos mostrar que Xy = Voo

1= %1
Dado n 20, sejam x' = £ x), y' = £ (y)EE(r).

Se Ej, 0= j= n tal que |(fj(x')l - f‘j(y‘)ll
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= ]fj(x')z - fj(Y')gl, aplicando o lema anterior teremos
|£,06 £9(xt) - £, £l (y)] = |£,(e7(x1)) - (x| e
pela observagio acima I(fJ+l(x?))l - (f3+1(yr))1| >

z |(fj+l(x'))2 - (fj+l(y7))2[ e usando o lema vdrias vé-
zes chegaremos a I(fn(x?))l - (fn(yl))l| >

z I(fn(x'))z - (fn(Y'))2| = ]xl-yl| = |x2-y2] = X, = Vo,

pois Xy =Yg
Agora se ¥j, 0< j< m, i(fa(x'))l - (fJ(y‘))lI 5
= [(£9x0), - (£3y1),], entfo |xymy,] = [(#%x1),~(£7(y")]

= e, (22 ) - £, (£ )] 5 (ere) | (RN (x1)) - (PTG
usando o lema. Como | (£ M(x1)); - (£27H(y*)),| =

= (™ x)), - (£P7HE1)) L], temos aue |xy-y,l <

s (wre) | (£77H(x1)) 24

- (f y‘))zl. Aplicando © mesmo ar-

2
gumento chegaremos a ]XZ-Y2] 4 (E+e)n]x§-yé| < 2r(E+e)n,
fazendo n + «, (G+e) = O pois Bw+e < 1, o que implica
Xo = Yoo

Suponha agora que x = (xl,xz), v = (yl,yz) € W,

com X, = Y,, Vamos mostrar que X = Vg Cra

.fn(x),fn(y) ¢ B(r) ¥n=20 = 2r = }(fn)l(x)—(fn)l(y)| =
£, (£ (x)) - £ ()] 2 (B7ee) | (77 () -

-1 -1
(7)) 2 e 2 (B S L IR I PP

]

< ~m:§;;—2r + 0 gquando n 4 «, Jd que a7 loe > 1, logo
(o™ "=e)

Segue-se, portanto, que W, e W, sfo grdficos
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de fungdes, como gquerfamos,

0 mnosso propdsito ¢ mostrar que se f & de classe
. e W, sdo grdficos de fungdes de classe CF.
W, e W, sdo chamadas variedades estdvel e instdvel de

f, respectivamente.

DEFINIGAO « Seja r > 0 e f:E(r) + E, Definimos a Trans-

formacdo Grdfico Ty de f, do seguinte modo:

Se h,g:El(r) -+ Ez(r) e f(Gg) n e{r) = Gy, » onde Gg e
Gh sfo os grdficos de g€ e 1, respectivamente, entio

rf(g) = h,

Suponha que (fl’f2) = f:E(r) 4 E e g:Elhﬂ-aEz&ﬂ
sdo tais que flo (l,g) € inversivel entio
=1
rf(g) = f2 ° (l,g).[flo (l’g.)] IE]_(I'), onde

1=E1(r) -+ El(r) + Com efeito (y,Tf(g)y) =

X — X
= (s £,0(1,8)0 02,0 (1,6)17(3)) = (£ (x,8(x)),%,(x,8(x))=
= £(x,g(x)) omde x = [f; ¢ (1,6))7 (v) € Ey(r). Em par-
. ticular se T = T, ® T, & hiperbélica entfo T,(g) =
= (mpe1)e(1,8)e [(MeT)e(1,8)17 By () = T,egem] |E, (x).

Se ja FT(g) = h e vejamos geomdtricamente.,
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E

2 E(r)
g(x)| (x,s&)Aa

= 2,
::52§§i T, (x)

~ T
o Tl(T(x}Tl(}i) El

I
DEFINICAO - a) Seja f:E(r) + E de classe ¢®, defini-

_ mos |f|k = sup max{ |£(x} |, [DE(x)]|;eees
; x€E(r k
IDkf(x)]} e Ck(E(r),E) = [{f:E{r) + E; £ & de classe C
e |f|k < =}. -
) NE(T) = {£ € O¥(B(x),B);L(e-T) < e, [£(0)] < o]

sendo T:E 4+ E hiperbdlico.

TEOREMA 4 (da variedade instdvel) - Seja T:E 2+ E um isg
morfisno hiperbdlico com assimetria %, Se

£:E(r) » E & de Lipschitz, L(f-T) <e e |£(0)]| <8,

- -1
com € < max { 1;% .|| T l“ ] e & < ezra , entiao:

-

a) Existe uma unica aplicagao gf:El(r) -+ Ez(r) cujo grd

fico 6 W, = [] £7(E(r)) e L(gg) = 1.
nzo .

- -1 .
b) A aplicagfo (flwl) W, + W, . & uma contragdo de W

em seu interior (= [x € W3 |xll < 8, S<r}).
¢c) Se £ & de classe Ck, k = 1, entdo gp € de classe

¢, k= 1.

d) A funglo ng(T) — ¢"(®,(r),B,(r)) & continua.
f g
i if
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Prova: Provaremos o caso que f£(0) = O, Se f£(0) £ O faz-

-se uma translaglo da origem do ponto fixo de f.

(v. [1]). Para mostrar a) observemos que e < %i%; =
-1

= Efi_:_l‘ , € < b-l, e< 1-% e ?iz: < 1.
£ + 1

seja & = {g € m(E,(r),E,(r));e(0) = 0, L(g) < 1}.

g ¢ completo como se pode verificar fAcilmente. Vamos
mostrar que szﬂ-e G ¢é bem definida, Para isto conside-
remos as fungbes §o(g)iBy(r) 4 By (x) o o.(g):E, (r)sE,(
definidas por wf(g) = flo(l,g) e mf(g) = fzo(l,g).
Temos que L(¢fg - Tl) < "Tzln-l, pois

[ ele) (x)-7, (x) -V o (&) (v)-T (v) | =7 e U (x,8(x)) -T(x,8(x)) -
- ©(v,e(y)) + T(v,ey)) | = L(£-7) | (x~v,e(x)-8(¥))] =
< L(f-T)|x-y| pois Lfg) = 1= L(Vp(g)-T;) s L(£-T) <

1 -1
!

< e <G . Dai pelo teorema da perturbagfio de

= |27
um isomorfismo ¥.g ¢ um homomorfismo e L((¢fg)_l) <

< [IeTH ™ - Llgee - 7)1 < (271 - e)™ < 1. como
1o8(0) = 0 o ¥ (e)(®B (r)) > B (r(% " e)) o By (x), temos
que  (v.&)"M|E (x):E; (r) + E,(r) & um homomorfismo que &
uma contragio.

Agora [pog(x)-vee(y)| = [£,(hxa(x)) - £,(v,e(y))] <

s | em(x-y,e(x)-e(y))| + |myo [(£-7} (x,e(x))~(£-T} (e lr))
< |1,/ le(x)-g(y)] + L(£-T) max{|x-y|,|e(x)-g(y)|}

< (%+e)|x-y| pois L(g) = 1 = L(mfg) £ B+e < 1 e mais
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ainda ®.g(0) = 0. Dai T.(g) = wf(g)u[wf(g)]'llEl(r) é
bem definida, pois rf(g)(o) =0 e L(I‘f(g)) < 1.

Mostremos que T i@ » @ ¢ uma contragdo.

P (e Tple) | = 19p(e)olh ()10 - 2pley)ettoleg)1™ |

< 10,0 (6 py) "m0 (g 14 c8y) T (0600 (Vp85) H e (Uee)

< L(w,e )Lt 8) Vo8 Vo8, + IPgey - Yegpl <

< (Bre) (v me) M ey - gyl + lvpe) - 98y, Ora

¥ e, (x) - Vo, ()| = |2, (xey () - £ (xigp(x)) ] =

= | yo L (£-T) (x5, (%)= (£-T) (x, e, (x)) |SL(£-T) | € (x) -8, ()=
ltgey - V8, = eleg-gpl.

ICPfgl(X-)-CPfeg(X)l=lf2(x,g1(x))-fz(x,gz(X))|SIT2(gl(X)-g2(X))|

b L (8-T) (x5 (1) )= (£-0) (8, (%)) | (5 +1 (£-1) ey -0

= loge, - 9,8yl < (Tre) e -6,

Segue-se dai que |rf(gl) - Ff(g2)| < %%%élgl-ggl. Portan

% te ’ -~ s T
to L(Tf) < Tge <l e T, & uma contraglo. Dai [ tem

um ponto fixo g.. Como (@ Yn E(r) = G_ , segue-se
e &+

que W, = i;% f2(E(r)) = grdfico de gp+ Como g€ G

entdo L(g.) « 1. Concluimos o item a).

Mostremos o item b). Para isto consideremos o dia-

grama comutativo.



v, —— f(Wl)
T, € a projegdo no
’ﬂl lﬂl primeiro fator de
v
E=E & E_ .
B, () 1@ Ep

E
toleg)=2 o (L,e,)

Como L(gf) £ 1 entio |gf(x)-gf(y)| < |x-y| =

| (xr8p(x))myy8p(y)) ] = max{|x-y|,|ep(x}-go(¥) |} = |x-y] =
N xrep(2))=(yr8, ()] = Imy Grigp(x)) -7 (v,8.() )| . Segue-
-se do diagrama que T, ¢ =t = (¢fgf)élo n, =

(271 (x,8.(x)) = (4.(g,) " (x), daf e do visto acima
|27 (xr80 () -7 (3,2, () =] (£71) L (o (x)) - (7 (2 )
| (bpep )™M (=) = (bpe) P @) < (871 - o) x-y| =

(&1 - e)-ll(x-Y,gf(X)-gf(y))1 o que mostra que
-1
|

£ W é uma contragic que tem portanto um tdnico ponto

1

fixo que € o zZero pois f-l(O)'z 0, Oc Wi.

IFaremos a demonstragao do item ¢c) com a seguinte
hipdtese de induglo: se f-T|E(r) + E & tal que L(f-T)<e
com T:E 4 E hiperbdlica e £ & de classe Ckf‘k = 1,
entio 8¢ é de classe CX,

Provemos para k = 1.

Em primeiro lugar vamos mostrar que ir £ T tal que se
1-%
1+%
Com efeito |Df(0).x~T.x| g [£{x)-Df(0}.x|+|f(x)~T.x| <

L o-1
e < & < maxf ,HT-l” 1 entfio {Df(x)-T| < g, |x| = F.

< hlx] + e]xl e portanto, como h -+ 0O quando x4 0 po
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demos. escolher h de tal modo que h + e < g, daf
|pE(0)-T| < %. Segue, por continuidade, que ir < r tal
gue IDf(x)-Tl < €, lxl < %.

Considere agora T = F£|E(E) e £&¢ el = GnCl(ElGﬁ,Ez(g)).

Definamos AT:(EXE)(¥) ——= EXE e
(x,7) —— (£(x),DE(x).7)
AZ:E (r) x B ( )— E (%) X B, (%) .

(xl,Yl) — (g(x )s Dg(x )vq)
Seja ¥ = {heC (El(F),L(El,Ez));Hh(xl)“ < 1,¥x; € El(f)}
e defina ~(g,'f1)(xl) = (Tg(e) (x,),DF, (5 (1,5(5)) °
o[pr,(3)5(1,5(2))171) onde (g.8) € & x ¥, 8,=(1.0) T (),
E, =g(8,) e & = (5.,8,).

Mostremos gue rAf estd bem definida.
Consideremos H, = L(E,Ei) i=1,2, temos ® =H; & Fg
se E(l) & a bola unitdria em E defima T :H(1) 2o
4 T L
¥ fdcil ver que |T | = IT|, |7y | = I7yly 7, | = |, |
com T, & T, =T, Se IT1-T| < ¢ entfo T :E(1) + & €
- - _l - -
$al que L(T' = T ) = L(T'-T) < ¢ < ¢c' < |T L™ o t.
Dai (pelo mesmo argumento que fizemos para £1) o
PT,:GE + GE que § contragdo, onde
= {He ¢”(2,(1),8,(1)); H(0) =0 e L(H) = 1} e

rT,(H(sl)) =15 (3,H(s;)) [14 (l,H(Sl))]'l. Agora € sd

observar que |DE(E)}-T] < c se |E| = r e que
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Tﬁf(g’h)(xl) = (rf(g)(xl)’ er(E)#(h(g)#))' Pelc Teorema
1, existe um uUnico ponto fixo atrator (gf,hf) de

TﬂfaGXH -+ GxH. Vamos mostrar gque hf = Dgg. Ora

T, #(88) = Tz oy (8,08) = (T, (F) o (1,DB) (0F) o (3,08)7)
= (T38,0(T38)) = A(Tz8).

Tome §0 = 0, temos que Af(ag ) (gf,h =) =

b (TZE,)

(gfshf) = (I‘f g D(T“ g, )) -+ (gﬂ h-f) = hf =

= Dgg. Acontece que Agf|El(r) X El(r) também resolve a

—
I oo

equacgio TA%(Ag) = Ag e por unicidade Agf|El(§)xEl(F)

§ de classe ot o ge de classe c® em El(f).

-1 .
Como f é uma contracgio

G =W
G g 1 N =
ij Ep f IN +tal que f (Ggf)nEl(r)_
— —=—

1 )} Ggf ” -1
e — 1 —{ gf_(f ) o(l,gf}[(f ) dl’gfn

\ [, (r)

rd

Portanto Bp © de classe Cl.

Provaremos agora gque’ Ep é Ck, k = 2. Para tanto supo~
rha que £ & Ck, k=2 e ]flk < M, Escolha eft,

-1
,"T-lu }] e »t, 0< r!' = r tais que

T < et < max{l-E
1+%

Mrt < ¢! = 8 (8 € o construido na prova para k = 1),
Seja ft' = £|BE(r'), mostremos que Af' € ﬂe,(T@T)-

| (af1-1@T) (x,y) - (Aft=T0T)(x',y")]|
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= max{ | (£0-1) ()= (£ =) (x) |, | ((D£1) (x)-T) (v) - O FTN )|
emaxle|x-xt | ,[DE1 (x) =Dt (x1)] (y)+ ] [D£1 (x7)-T] (y=y*) |}
cmaxfe|x-xt | M]xxt |28 ]y=y1 |} < o] (x,¥)-(x',y') |, pois
s |x-x'| » |y-y'| entfo Mrt|x-x'| + 8|y-y'| <

< (0 148) |zt <t [xmxt | = max(e|x-xt | fxext |2tee |-yt ]

< maxfe|x-xt|,et|x-x1]} < et]x-x'] < o] (x,¥)-(x"s¥")].

Andlogamente se |x-x1] = Iy—y' .
Temos que L{Af'-T®T) < et = Af' € ne|(T@T). Dai pela hi-
pétese de indugio # uma dnica fungio que & da forma
. n . . #

Mgy icen. TAf,(Ag') + A8y Ainda mais Lg,, € de
classe c<°1,

Agora Agf|El(r')XEl(r') também resolve a equagao

= - A % N .

TAf(Ag) Ag e por unicidade gfIEl(r )XEl(r ) €& de

k-1

k
classe C = de classe C . Como Tf(gf) = g,

Er
nés temos para N suficientemente grande (usando o fato

de que f & uma contraglo) que
=1
(*) gp = (F),0 (Ligp,)oL(£) 2 (1iep )17 1B ()

Portanto g, € de classe ¢ em El(r).

BEsta férmula (*) vale Yf ¢ ne(T) com o mesmo N, Dai

— . — k - k-1 _

se T+ f em N(T)= Fe € pr ooaFr BT AF o
ck-1 - ck
Ag ———= Ag., e por indugac = g g .
£ £ F . £

Agora usando (*) para gz temos que g§—9—*-gf se

X . -
= _C

f—-1f.
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COROLARIO -~ Seja E wum espago de Banach e Vc E uma vi
zinhanga da origem. Considere £:V o E um di
feomorfismo tendo zero como ponto fixo hiperbdlico.

. -~ s
1 e, 8, r » 0O tais que as conclusoes do teorema anterior

sfo verdadeiras., Adinda mais se E = E1®E2 ¢ a decomposi-
-~ AL -

gdo canonica de E entao (Twl)o =E; .

Prova: Para mostrar que (TWl)o = E, basta provar que

gh(0) = o.

Sabemos que gy = £, o (L,g.)e (£ 0(1,8.)]17" =
geof 0 (L,8.) = £,0(1,8,) = gp{0)am,e£1(0,0)2(1,g4(0)) =
=m0 £1(0,0)0(1,84(0)) = gp(0)em; o [£1(00)IB,® (£1(0,0) |B,)
o 65(0)] = Tyel£1(0,0)[B0(£1(0,0)[By)eg}(0)] =

81(0,0) = £1(0,0) |1, ¢ 53(0)¢L£7(0,0)|8,17" = g2(0) = 0
pois gL(0) £ 0= |gi(0}] < |ep(0)| 34 que

[£7(0,0)|E;| < 1 e |[ft(o,o)|E2]'l[ < 1.

Variedade Instdvel para fluxos

TEOREMA 5 - Considere U c E um aberto num espago de
Banach E. Seja X:U =+ E de classe ‘Ck-l,

k=1, X(0}) =0 e Xt'(0) hiperbdlica. Se

Pp:f c RXE »+ E & o fluxo de X, Ir > 0 +tal que o conjun=-

to W(p) = [x € E(r); @t(x) € E(r), t 2 0} & uma varieda

de de classe Ck, esta é chamada variedade instdvel (10-

cal) do campo X.
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Prova: Seja W(m_l) a variedade instdvel (local) de P _q-
Sabemos gque esta & de classe Ck pelo teorema an-

terior, i.e. Hr > O tal que W(p_;} = {xEE(r);mTl(x)EEtﬁ

¥mz 0} € uma variedade de classe c¥.

Vamos mostrar que W(p) = W(m_l). Seja LiRXE + E o flu-

xo correspondente a parte linear de X. Sabemos pelo teo-

rema de Hartman (V. [2]) que existe um homeomorfismo

H:E + E tal que em E(r) (diminuindo r se necessdrio)

p H = HL, . Daf se W(L)}) € a variedade instdvel de L

H(W(L)) = W(p). Portanto basta mostrar que W(L) = W(L-1).

Primeiro vamos ver que W(L l) = W(L-l). E,
n \Z

w(L E) < W(_l) pois L ? =
Suponha que 4 x€W(L l) e ::::ﬁéﬁj/
x g W(L ) = L™ _H\\\\\\\

(X)—bm =

- __ M-y @ x B
n n 1
= L n(x)———¢m = Lk (x) —
1 ko -1 Iy
n
o que & absurdes Logo W( c W(L . T
m
Como L) = L _ temos w(L m) = w(L 1) = w(L_y).
-z - -— -
Agora se p < 0 € irracional temos poxr continuidade de L

e invaridncia de B, que w(L_j) = W(Lp). Conclusio:

w(L_;) = w(1).



ITT-19

OBSERVAGAO ~ Apds a redaglio do presente trabalho, Ivan de

Camargo cbservou-me gue parece ser necessario
adicionar na condigao ¢) do Teorema 4, & pdgina 10, que a
derivada de ordem k de f seja uniformemente continua.,
Assim, dever-se-ia acrescentar na hipdtese de indugfio dég
te teorema (veja pdgina 13) que a derivada de ordem k de

f seja uniformemente continua. Dai resulia que tem

€
a2 mesma propriedade.
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DIFEOMORFISMOS DE MORSE-SMALE I

Gilda de La Rocgue Palis

Nestas notas estabeleceremos algumas propriedades
bdsicas dos sistemas de Morse-Smale. Trataremos apenas do
caso de difeomorfismos. Os resultados obtidos podem ser
extendidos de maneira imediata para campos de vetores.

No gque se segue, M serd uma variedade c” compacta
e sem bordo e Dif(M) o conjunte dos difeomorfismos de
classe C* {rz1) de M com a topologia ct.

Para f € Dif(M)} denotaremos por Q(f) o conjun-
to de pontos ndo-errantes de f e por Per(f) o conjun-
to de pontos periddicos de, f.

Se P & ﬁm ponto fixo hiperbdlico de f, temos de
finidas as variedades estdvel e instdvel de f em P, de
notadas respectivamente por W (P) e Wi (p).

Se P & ponto periddico hiperbdlico de f, P com
periode n, as variedades estdvel e instdvel de f em P
sfo as variedades estdvel e instdvel de £ em P, As va

riedades estdvel e instdvel da drbita de P, 6(P), siZo as
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. i . . .
imagens por f, 0% 1 < n, das variedades estdvel e ins

tdvel de £ em P

P £(P) 271 (p)

Seja P € Per(f), P hiperbdlico. A dim wi(p) &
chamada de fndice de estabilidade de P, Se dim we(p) =
= dim M, P & dito um pogo. Se 0 < dim wo(P) < dim M,

P & dito uma sela. Se dim W (P) 0, P €& dito uma fon

I

te.

DEFINICAO - Seja f € Dif(M}. f & um difeomorfismo de

Morse-Smale se

1) a(f) ¢é finito.
2) Se P ¢ Per(f) entho P & hiperbdlico.

3) Se P,q¢ Per(f) entio W (P) M w(Q).

0 conjunto de difeomorfismos de Morse-Smale serd denotado

por S(M).

OBSERVAGAO: Se Q(f) & finito entho Q(f) = Per(f).

No trabalho de G.L.Reis que se segue a éste,
demonstra-se que S(M) & aberto em Dif(M). A demonstra-
cho déste teorema consiste em definir um conjunto R(M) D

> s(M) e provar que R(M) & aberto em Dif(M) e que
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S(M) & aberto em R(M). Nestas notas, vamos definir R(M)
e estudar algumas de suas propriedades bdsicas.

Sejam f € Dif (M), P ponto fixo hiperbdlico de *,
Lu(P) e LS(P) as variedades instdvel e estdvel locais
de f em P. Como f|LS(P) ¢ uma contracko existé um
disco B" mergulhado em LS(P), contendo P, tal que
f(aBS) C Int B°. O anel mergulhade em LS(P) cujos bor-

dos sho 3B°® e f(aBs) ¢ chamado dominio fundamental

¢ (P) de W3 (P). _‘ [
)]
i
™Il
)]
Como W°(P) = U, £7PLs(P) e para qualquer x#£P,

ncz
x € wW(p), £™(x) € ¢°(P) para algum n, entho W (P) =

= {J £™Mc®(®))Y U {P}.
nEz

Qualquer vizinhanga N°(P) de G°(P) em M dis-
junta de LU(P) & chamada de vizinhanga fundamental de

we(P).



h vt (P)
N°(P) ¥ (P)
™ , (\ WS (p)
) L
g% (p) a%(P)
v

Se P & ponto periddico hiperbdlico de I, com pe
riode u, GS(P) e NS(P) s&o definidas andlogamente con

siderando=-se a aplicagéo £ para o qual P é fixo.

De modo semelhante definem-se Gu(P) e Nu(P).

-

Uma descrigho de £ em uma vizinhanga de P e

levada, por iteragao por f, a uma descrigéo de % em
vizinhancas dos outros pontos da drbita de P, @(P);
DEFINIGAO - Sejam W, e W, subvariedades de M, i, e

i2 as respectivas aplicagdes de inclusfo.
W, estad e-Cl prdoxima de W, se existir um difeomorfismo

yiW, + W, tal que i, e i, v este jam e-ct préximas.,

LEMA (A-Lema, [1]) - Sejam f ¢ Dif(M) e P ponto fixo
hiperbdlico de f, Suponhamos que
dim WHP) = r, O < r < dimM e que N & uma variedade
imersa 1-1 em M, invariante por f e com um ponto Q de
interseclio transversal com WS(P). Entdo para qualquer

e > 0 e qualquer disco B mergulhado em W (P), com
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centro em P, existe um disco de dimensioc 1, mergulhado

em N, e-ct préximo de BY.

Demonstraclio: P & uma sela, Se Q¢ N e N & invarian-

te por £, £7(Q) € N para qualquer intei-
ro n., Como @ € ponto de interseglo transversal com

w(P), dim N = r.

E suficiente demonstrar .o lema para o caso em que
dim N = r, pois se dim N > r podemos restringir o estu-
do a um disco mergulhado em N, de dim r, ftransversal a
WS(P) em Q e seus iterados por f£f.

Comoc W°(P) e N sfo invariantes por f e
N w¥(P) em Q, entio N wW'(P) em f£™(Q) para qual-
quer n =2 0 e podemos considerar Q em gualquer vizie
nhanga de P.

Como as variedades estdvel e instdvel de P tem
intersegado transversal em P e tem dimensbes complementa
res, teremos que, em vizinhénga Vv = LS(P} x LU(P) de P,

f pode ser expressa por

f(xl,xz) = (Lsxl + ¢l(x1?x2),Lux2 + ¢2(x1,x2))
onde

(Df)P (LS,Lu), x] € Ls(p), x, € Lu(rp)

gl I3t <a <1
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20 _ by
sz LU(P) Bx

1 &LS(P) =0

3¢,
3%,
Jd

aplicag%es existe k com a; = a+k < 1, 0< k< 1,

' 2
b= (2-x)>1, k< 27t
a

e existe V' C V +tal que

Como (0,0) =0, 1< i,j < 2, por continuidade destas

k =max |57, 1= 3,5< 2.
Podemos supor Q € V!, Suponhamos BY < v, Seja v, um
vetor unitdrio gualguer em (TN)Q. Com relagdo 4 decompo-
sigho V = LS(P) x LU(P) podemos escrever Vv_ = (vi,vg).
s
vl
. - . - 2] u
Seja ko a inclinagao de Voo KO = ”vu” , com ”VO” # 0
o
pois N fi WS(P) em Q.
Consideremos
Q = £(@) , vy = (Df)(v,)
2
Q = f7(Q) , v, = (Df)Qi(vl)
n
Q, =f£(Q) , v, =-(Df)Qn_l(vn_l)

Para Q € LsS(p),



ad
1 s
Lg + 3x (@) axz(Q’) Yo
(0£) (v, = ¢ ¢
? 3
2( u
O+ Bxl Q) Lu +K—(Q) Vo
5
3¢
s 1 s 1 u
Ly Yo 7 axl(Q)vo 3x (Q) o
= 5
L. vy« axi(Q)v};
3¢ 3¢
1 1
g v + 35, (VG * 3, (AL
Logo Al = Bq)
L., v + =2 ()7
u o ax2 o
¢ numerador € majorado por HL vs|| + ||axl(Q)v2H +
1

39
+ na 1(Q>v Uos allvSl 4 kv o+ vl

0 denominador ¢ mimorado por |IL, vil| - [57= ¢2(q) o e
= SlIvell - xllvll-
Dt Klsalol;ak-l}2+k . )\O:)k _ %-k%_
+ k A 2
lzs?\lb sb—;+kl§l %.L
T I
A

] s
Como —n-bO quando n =+ = e ﬁ<——-—zr-, existe
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+ b-1
n, € Z tal que para qualquer n > n, tem-s. ln S T
Como a¢l =0 a¢l =0
= ¥ - .
ax2'LU(P) °x,|gT

1 r .
Seja 0 < k., < min(e,k). Como g— =0 e B € con-
1 sz BY
pacto, existe 6 < € +tal que para V., = 8I1® x BY ¢ v
tem~se

1
max “gi—” s k
1

Como Vo poderia ter sido escolhido tal que Xo

1

fdsse o mdximo entre as inclinag¢bes dos vetores unitdrios
de (TN)Q, temos gque existe n, tal gue para n = n to
dos os vetores ndo nulos de (TN)

Qn
b-1

A, S - e Q € V.. Entao, pela continuidade do plano
(o]

tem inclinagao

I

tangente a N, existe D¥ um disco mergulhado em N com

centro Qn e tal que a inclinagao de qualquer vetor uni
o
tdrio em (TN)R , R¢ DY, satisfaz ) < Bél .

Seja v € (TN)R para "R € D'. Considerando a de-

s
. s _1u . . : v
composigho v = (v ,v ), Vv tem inclinagho Ag = ““ﬁl
.
Ve jamos quais as inclinagﬁes dos iterados de wv.

29,

ax2

s 3 1 s ; u

LS v o+ -a-'x‘—"(R) (V ) o+ (R)(V )
1

() (v) =

R 30,

3¢
axl(R)(vs) L Vs a_xi(R) (+v*)
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%

o4
I, ¥ + (R )+

R)(v Ml

n_+1
”axz(R)(v ) + L v

cujo numerador € menor que aflve| + k[v|+ kl”vu” e cujo

denominador ¢ maior que ”Lu vu” - ”gga(vu)”
2

39
- ﬂ—a-x—jm)(vf")n S b I e I i

-

Dai
a i + k A + k + k
% 1 < g ng 1 < Kno 1 <
n_+
o - - -
1/a - k k)\no b .k;\no
X
< Ann + kl < Ng * k1 kno * kl
bl - b+l *
b-k(25h) b - PR 2
A k
Seja b, = bl , b. > 1., Entao: X <20 1 .
1 2 1 n +n n b,-1
o b 1
1
E existe n tal que para n =z n
1
A s e(l + ) .
n+n bl-l
Como poderiamos ter considerade v tal que ln fisse a
0

. . . - - . r
mdxima inclinagdo dos vetores unitdrios tangentes a D,

temos que para n z n, gqualquer vetor nfoc nulc tangente a

£H(0%) n v,

dado e > O existe @ tal que para n = n, £3(DY) N \f

tem inclinaglo menor que e(1l +-E}:i). Ento,.
1

- = -
tem todos os seus vetores tangentes nao nulos com inclina-
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¢ho menor que €.

Comparemos as normas do vetor tangente'a fn(Dr) n

N V1 e de seu iterado por Df:
u s _u s
(vi’vn) Df(vn’vn) = (vn+1’vn+l)
s 2 u .2 u 2
\/(Vn+1) * (vper) Ymga \ /1t Man

) = 1 2
\/(v:‘;)z - (v§)2 Vn 1 + )\n

1

v
Desta relagho concluimos gque -—%ié-z (é—— k) - kA .
n
Como as inclinag%es A e A sfo arbitririamente pe=
n+l n

gquenas, temos que as normas dos iterados dos vetores tan-
gentes nho nulas de £7(DY) N V, crescem numa razdo arbi
trariamente prdxima a 1/a > 1. Logo, os didmetros de
(") n vV, aumentam o que, juntamente com a inclinagio
uniformemente pequena de seus planos tangentes, vai impli
car que existe n tal-que para todo =n > n £ (%) n vy
-, 1 P I . .. A r
e C prdéximo de B, via a projegac canonica em B .

Com isto, fica demonstrado o h-lema,
A, £2(DT)

BI‘

, /{/

wo(P)
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COROLARIO 1 - Seja P € Per(f) hiperbdlico e N°(P) uma
vizinhanga fundamental de W°(P). Entio,

£fH(N°(P)) ® v - LU(P), onde V & uma vizinhanga de P
ngz

em M.

Demonstragio: Observe que a iteragho de um domfnio funda-

mental G°(P) & N°(P) cobre W (P)-P e
que todo ponto em vizinhanga V de P estd contido no

iterado de uma seglo transversal a G (P) em N°(P).

COROLARIO 2 - Sejam P, € Per(f), 1< i £ 3, todos hiper-
bdlicos. Se Wu(Pl) fiy WS(PZ) em QlQPer(f),

kb S - 1t s
e Wi(p,) M w (Py) em @, & Per(f), entho Wi (P, )fiw (,)

" em Q, ¢ Per(f).

A ,
——— A
1
Y Qsf] Q2 N <
P3

D
——

D

q
<




Iv-12

Demonstracao: Seja r = dim Wu(Pz). Para qualguer e > O
e qualquer disco B' C Wu(Pz) existe um

disco D' Wu(Pl) que & ¢ ¢! préximo de BY. Escolhen-

do BT fi WS(PB) e e pequeno teremos D' M WS(PB). Logo

Wu(Pl) il WS(PB) em Q3 ¢ Per(f).

COROLARIO 3 - Seja P € Per(f) hiperbdlico. Se W (P) N

n wS(p) £ 6(P), entho Q(f) nio & finito.

Demonstracho: Seja Q € Wo(P) N WS(P), @ # P. Consideremos

em U, vizinhanca de @, uma segdo transver
sal a W (P). Temos pelo A-lema gue Q € n(f). Como

Q ¢ Per(f), sua drbita 6(Q) & infinita e contida em o(f).
'Seja R(M) € Dif(M) definido por f£ € R(M) se

1) a(f) ¢ finito (= Q(f) = Per(f)).
2) Todo P € Per(f) ¢ hiperbdlico.

3) Se P,q¢ Per(f) e W' (P)n wi(a) #¢, entho
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w(P) i w*Q) em algum ponto.
Claro que S{M) C R(M), onde S(M) € o conjunto

de difeomorfismos de Morse-Smale de M,

PROPOSIGAO - Seja £ € R(M). Bntho M =) wi(p,) = J wi(R)
i - i
P, € Per(f), e existe pelo menos um pogo e

uma fonte em Per(f).

Demonstracghio: Vamos mostrar que M = LJWS(Pi), PiEPer(f).
i

Seja x € M. Consideremos a drbita de =x
6(x) = {£(x) | ne 2z},

Se 6(x) & finito entho x € Per(f) e x ¢ Ws(x). Su-
ponhamos 6{x) dinfinito. Recordemos que o conjunto w-1li-
mite de uma drbita 6(x) € formado pelos pontos y para
os quais existe uma sequéncia n, 4 = tal que fni(x)4 v
quando ni + @, 0 conjunto w-limite de qualquer dSrbita
pertence a (}. No caso presente, w-lim 6{x) < Q(f) =

= Per(f).

Mostremos inicialmente que se w-lim 6{x) contém
uma Srbita periddica, entho w-lim 6(x) coincide com es-
ta drbita periddica. De fato, escolbamos vizinhangas aber
tas Vi das drbitas periddicas de f +tais que vy n V& =
=g e fVi M Vj =¢ se 1 # j. Suponhamos que

P, € w-lim 6(x) e que w~lim 6(x) # @(Pl), P, € Per(f).
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Seja V;, a vizinhanga de @(Pl) e consideremos a drbita
positiva de x, 67(x) = (£M{x)|n € 27} . se £ (x) ¢ v,
para uma infinidade de valores positivos de n, entio e-
xiste uma sequéncia n -+ * tal que fnk(x) € M -lf Ve
Como M -Lf|Vi é compacto, existe uma subsequéncia de
et (x) coniergindo em M -Lg V, o que contraria o fato
de que w-1lim 6(x) € Per(f).

Assim, para qualquer x € M, w-lim 6(x) consiste
de uma unica drbita periddica de f£. Seja ent&o
w - lim 6(x) = 6(P), X € M e PE Per(f) com periode k.
Mostremos dque fnk(x) converge a um dos pontos P,
f(P),...,fk-l(P) quando n + . De fato, sejam Ujew U 5
vizinhangas abertas déstes pontos tais que U, N Uj = ¢
e fk(Ui) nvu,=¢ se i Z j. Entao, para n > 0,
fnk(x) deve pertencer a uma dnica destas vizinhangas, ex
ceto para um numero finito de wvalores de n. Pois, caso
contrdrio, w-lim @(x) contteria algum ponto em M —L% Ui,
contrariandoe a hipdtese. Dai segue-se de imediato que
x € W (p). |

Finalmente, como M =[¥ Ws(Pi), Pi € Per(f),
dim WS(Pi) = dim M para algum indice di. Isto resulta do
fato de gque a unifio acima é finita e as variedades Ws(Pi)

3 -
estao imersas em M,

0Os demais resultados da proposigao sfo demonstrados
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de forma andloga.

DEFINIGAC - Seja f € Dif(M) e P € Per(f) hiperbédlico.

0 bordo topoldgico de W (P) €& definido por

n.
aWH(P) = {x€M | x = lim £ “(y,), y,€6"(P) e i,n; € 27}.
.=

i

0 fécho topoldgico de W {P) & definido como
w3(p) = w{(P) u awl(p).

E claro que 3W (P) & invariante por f. Observa-
mos, também, gque os conjuntos w=-limite das dSrbitas dos

pontos de WW(P) pertencem a 3WY(P), mas a reciproca

nao €, em geral, vdlida como na situagéo da figura abaixo

Pogo

Q

(i
|1

x € 3W (P)

LEMA - Sejam f € R{M) e P,Q € Per(f) tais que
awi(Q) N W*(P) # p. Existe uma sequéncia

P ,...sP € Per(f), P =P e P =Q, tal que Hs(Pi) n

n owh(p,

1+1) £¢ para 0 s i< n-l.
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Demonstraclio: P néo pode ser fonte. Se P for um pogo,

o par P,Q resolve, Suponhamos que P &
uma sela. Neste caso, exisbe x ¢ 6(P) e x, € wQ),
onde W'(Q) = w(Q) U 3w"(Q). De fato, se tal mho ocorrer
entio para cada ponto x de um dominio fundamental

G°(P) existe uma vizimhanga V{(x) com V{(x) n W*(Q)

1
o

Logo existe uma vizinhanca fundamental NS(P) n Wu(Q)

]
<

e consequentemente L£+_fn(Ns(P)) n Wu(Q) = g. Como
J€é+ (NS (P)) U LU(E% contém uma vizinhanga de P, esta
vizinhan¢a seria disjuﬁta de aw“(Q), contrariando a hipg
tese de que 3W'(Q) N LU(P) £ ¢. Daf concluimos a existén
cia de x; € W% (P) satisfazendo as condigcbes acima.

Como M =[¥ Wu(Pi), P, € Per(f), x; € Wu(Pl) pa-
ra algum P, € Per(f). Observamos que, por construgio,
P e Wi(a) e wW(P)n Wu(Pl) #¢. 8 P, =q, entlo o

par P,Q resolve a guestiho. Se P, £ Q, entdo

X, € aw“(q) e repetindo o argumento anterior obtemos

1
P, € Per(f) com W (P ) N WP} £e e P, € W (Q). se
2

P, =19, a seqﬂéncia Po =P, Pl, P2 = Q- resolve a ques-

oy

tdo. Se P, # Q, continuamos o processo. Obtemos assim

uma seqiiéncia de pontos periddicos P seeesP yeee o Afir-

mameos que P, # Pj se i # j. Suponhamos, ac contrario,
s

que P, =P, . para k> O. Como f € R(M), W {Pi) e

Wu(Pi+1) tém um ponto de intersegho transversal nfo pe-
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.pd. . 0 - ;l. s n
riddico mesmo & vdlido para W (P } e W (Pi+2)'

Pelo Coroldrio 2, o mesmo também serd vdlido para Ws(Pi)

i+l

i . - ~
e W (Pi+2)' Assim, por indugho, Ws(Pi) e Wu(Pi+k = Pi)

~ . - - . . Y
tem um ponto de intersegaoc nao periddico. Pelo Coreldrio

3, 0 seria infinito o que ¢ impossfvel pois f € R(M).
Ainda, como Per(f) é finito, forgosamente Pn = @ para
algum n. Isto €, a seqfiéncia PO =P, Pyyues P = Q sa-

tisfaz As condigbes do lema,

TEOREMA [2] - Seja f € R(M). Entio

i) para cada P € Per{(f), W (P) e W' (P) sho subva-
riedades de M,
ii) as Jdrbitas periddicas de f sAo parcialmente orde~

nadas pela relacio
6(p) < 6(Q) = Wi(a) n Wi(P) £9¢.

Demonstragho: i) Suponhamos gue Wu(P) nfio seja subvarie

dade de M, isto & aw (P) n w'(P) £ ¢.
Pelo lema anterior e o Coroldrio 2, existe x € WS(P) N
N Wu(P) com X ﬂ Per(f). Pelo Coroldrio 3, Q(T) nio sg
ria finito o que contraria f ¢ R(M).
ii) E claro que a relagio < definida acima & reflexi~-

va., Do lema anterior segue-se de imediato que = &

antisimétrica. Ainda do lema anterior temos gque
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Q) n wiR) £ e wi(@)n w(P) £
o gque implica na transitividade de <.

OBSERVAQAO= Para cada P € Per(f), existe uma vizinhanga

_ fundamental N°(P) de W (P) tal que se
Q € Per(f) com WS(P) n WwHQ) = ¢ entio N°(P) N w“(q);
= . E sempre convéniente considerar, no gue se segue,

vizinhangas fundamentais com esta propriedade.

DEFINICAO - Sejam P, Q € Per(f). Uma cadeia ligando P

= Q,

& Q ¢ uma seqtiéncia P = P_sP seessP
'Pgre Per(f) e P, 4 @(Pi+l). 0 mémero n ¢ chamado de
comprimento da cadeia. Dizemos que P tem ordem..k em
"Ifelégaé a Q se o comprimento mdximo das cédeias ligando
P a Q@ € Xk & indicamos Q/P.= k. Se Q¢ &(P) colo-
camos Q/P = 0.

E claro que G6(P} = 6(Q) = @/P = 0,

Observamos que se Q/P =1 e N°(P) € uma vizi-

nhanga fundamental fechada de WS(P) entho aWu(Q) n

n NS(P) =¢@.

DEFINIGAO - Seja f € R(M). O diagrama de fase de f,
D{f), € o conjunto de drbitas de f com a es

trutura de ordem parcial = definida acima.

Como exemplo, consideremos o campo vetorial da fi-
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. 2
gura abaixo qQue podemos extender a um campo na esfera S,

2 2

8 < Ss
y

P, Fy

0 conjunto nado-errante déste campo de vetores, res
trito a éste disco, consiste das fontes Fl e F2, das

selas Sl e S e dos pogos S e S todos hiperbd-

2 1 2?
1icqs. Tal serd o caso tambdm para o difeomorfismec f in
duzido pelo campo no tempo t = 1, Observe que f nfo &
um difeomorfisﬁo de Morse-Smale pois WS(Sl) e Wu(Sz)
ndo estlo em posigho geral. Podemos, no entanto, perturbar

f de modo a obter um difeomorfismo g de Morse~Smale

como na figura abaixo
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0 diagrama de fase de g ¢&

Fy
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BIFECMORFISMOS DE MORSE-SMALE IX

Gen€sio Lima dos Reis

r) - o
Nesta exposiglo, M & uma variedade compacta, C ,

sem bordo. Indicamos com Dif{M} o conjunto dos difeomor
fismgs de M, de classe Cr, r = 1, com a topoclogia ct.
Seja f ¢ Dif(M). Dizemos que um ponto P E M é um ponto
nioc errante de f guando, para toéda vizinhanga U de p
em M, dado um inteiro n g gualquer, existir um inteiro
n, com |n| > n_, tal que f(U) N U = §. Representamos o
conjunto de tais pontos por Q(f). O conjunto dos pontos
periddicos de f & denotado por Per(f). Dizemos que
p € Per(f) se existe um inteiro n tal que #£7(p) = p.
Quande n = 1, o ponto p € fixo.
S(M) € o conjunto dos difeomorfismos f:M 4 M
tais que:
(i) a(f) ¢é finito (donde Q(f) = Per(f));
(ii) todos os pontos de Per(f) sfoc hiperbdlicos;
(iii) para dqualquer par de pontos X,y € Per(f), Ws(x)

(variedade estdvel) e Wu(y) (variedade instdvel)



t8m intersegio transversal,

Se f € S(M) dizemos gue T ¢ um difeomorfismo

de Morse-=-Smale.

Dizemos que um difeomorfismo f € Dif(M) & Q-estd-
vel se existe uma vizinhanga N(£) em Dif(M} tal que,
para cadé g € N(f), existe homeomorfismo h:Q(f) -+ Q(g)
tal que hf = gh.

0 nosso cbjetivo & demonstrar gque os difeomorfis-
mos de Morse—Smalé s8o Q-éstéveis e que constituem um

conjunto aberto em Dif(M). [1].

Designamos por R(M) o conjunto dos difeomorfis-
mos f que satisfazem as condigbes (i), {(ii) e a seguin-
te

(1ii)t Para =x,¥ € Per(f), se wS(x) n W'(y) £ & entho
w3 (x) e W' (y) tém pelo menos um ponto de inter

-
segao transversal.

Observemos que S(M) c R(M).
Para f ¢ R(M), as suas drbitas periddicas sfo par

cialmente ordenadas pela relagho
o(x) < 6(y) = w2(6(x)) n Wi(e(y)) # ¢.

0 conjunto das Jdrbitas periddicas de f munido desta es-

trutura de ordem parcial & denominado diagrama de fase,

D(f).
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Inicialmente mostraremos que para f € R(M), se g

estd suficientemente prdximo de f , entfio g ¢ R(M), is-

to é, R(M) & aberto em Dif(M) e seu diagrama ¢ isomor-
fo ao diagrama de f, no seguinte sentido:

Existe uma aplicaglo bijetiva

p(g):D(£) » D(g),

eritre os diagramas de f e de g, gque preserva ordem e
indice. Em outras palavras, se P,Q ¢ Per(f) sfo tais

que 6(P) = 6(Q) entdo P* = p(g)(P) e Q% = p(g)(Q)

sdo tais que G6(P*) < 6(Q*), o
dim WO (P) = dim wo(p*).

w3 (P) ¢ a variedade estdvel de f em P e Wi (p*) &

a variedade estdvel de g em P¥,

LEMA 1 - Seja f € R{M) e seja P um ponto fixo hiper-

bélico de f., Existem vizinhanga U de P em

M e viginbhanca N(f) de f em Dif(M) +tais que todo

g € N(f) admite em U um e sdmente um ponto fixo P,

P* €& hiperbdlico e tem o mesmo Indice de P. Aldm disso

i -
a correspondencia

psN(f) —= U

g > P*

¢ continua,
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A existéncia e unicidade de P¥* decorre do Lema 3
(2w Que P* & hiperbdlico e de mesmo Indice de P resul
ta do teorema da variedade estdvel de elemento critico
[3]. fiste teorema implica tambdém gque em suas partes limi-
tadas as variedades estdveis e instdveis variam continua-
mente na‘topologia c¢t'. 0 lema € ainda verdadeiro se
P c Per(f) é um ponto de perfodo n, Neste caso tomamos
U de modo que T nho admita outro ponto periddico de pg
+fodo <n em U. Resultard que P¥ & um ponto hiperbdli
co de g, de perfiodo n e de mesmo fndice de P, e é o
dnico pontc periddico de g em U de perfodo =n. Quan-
do nos referirmos ac Lema 1 entenderemos esta formulacio

mais geral.

Para cada g € N(f} obtemos, pelec lema acima,

uma aplicagfo bem definida
p(g):Per(f) —= Per(g) < 0(s)
P — P¥

Vamos mostrar que p(g) € sébre Q(g) (logo
Per(g) ={Q(g)) e gue p(g) ¢ na verdade um isomorfismo
de diagramas. Primeiramente vamos construir uma vizinhan-
ga N,(f) c N(f) e uma vizinhanga V dos pogos, fontes
e dds variedades estdveis e instdveis das selas de f de

tal modo que
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ng) NV = p(g)(Pex(£) n V), g€ N, (£),

isto €, os pontos periddicos de £ em V estlo em cor-
respondéncia biunfvoca com os pontos nfio errantes de g
em V,
.. . S u
A vizinhanga V serd da forma V = V- U V', onde

u . Lo . . ;
v e uma vizinhanga dos pogos, das variedades instdveis

das selas e das fontes de £, e v

uma vizinhanca das
variedades estdveis correspondentes. Percorreremos o dia-

grama de fase de f, dos pogos para as fontes.

Construgdo de V"

Para cada pogo Pi de f, escolhamos uma vizinhanga
s . .
Vo(Pi) c W (Pi) e um mimero eo(Pi) » 0 tais gue, para
g na vizinhanga |g-=f| s < eD(Pi), P¥ é um poge para
c
g e Vo(Pi) c WS(P;). Como sempre, P¥ = p(g)(Pi). Escre

vemos
vV = Lg vo(Pi) e e, = m%n {eo(Pi)}.

o]

Temos imediatamente

Seja agora S uma sela que, no diagrama de fase de f,

estd logo apds os pogos (Pl,P2 na figura). Se ja Nu(S)



uma vizinhanga fundamental

fechada de S {(bem préxima B %
r “r it
Mo n HI1HE
de S). Como as variedades UF(N%m{rL-h
| net LT us)
instdveis variam contlnua- . VA
(I 1 I D
mente em suas partes limi- U -
“ . > 51/
tadas, podemos tomar N (s) f;;
como sendo também uma vi- 1 I | I
L. i
zinhanga fundamental de i\ A& ﬁ%
. (AL
[N f
s* = p(g)(s). Pela compa- i
cidade de N (S), existe P lp

ng € Z+ tal que para cada

x € N (s), £%(x) ¢ Vv, para algum n, 1ls nsn..

o

mesmo acontece com g, se & estd suficientemente prdéxi-

mo de f. Como sabemos, LJ £7(8%(s)) U Ls(S) contém

nez,

uma vizinhanga U de S em M. Entdo todos os pontos

1

-~ .
exceto os gue estdo na variedade estdvel de

de U,

T

em S, sio mandados em Nu(S) por iteragdes positivas de

f, isto &,

x € U - Ls(8) = 2 (x) ¢ N*(8) ,

para algum n z 0, Se tomamos el(S) > 0 (el < eo),

ficientemente pequeno entao o mesmo acontece com g,

lg-£| . < e.(S), para cada =x¢ U, - LS{S*). Uma ve=z
Cr 1 1

N'(s), ésses pontos sdo levados a V_  por iteracgles

Su=-

em

fini
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tas de g, onde sdo atrafdos POr um pogo em VO. Tomamos

n
o

L(8) =v_u #ilfn(Nu(S)) uu, .

v

Déste modo construimos Vl(si) e el(Si) para cada sela

Si prdéxima de pogos no diagrama fase e tomamos

v, = g vl(si) . ey = min {el(si)} .

Em V estd satisfeita a condigo

Q(g) 0 vy = p(g)(Per(s) n v,)

para |g—f| p < el.
c

Procedendo por indugao, suponhamos Jjd construidos

V., €, correspondentes aos pontos de Per(f) cujas or-

dens com relagab aog pogos de [ sejam <k, de modo que

ale) n v = p(g)(Per(£).n V), para lg-flcr < ey -

Se ja Pk+l um ponto préximo a &sses no diagrama de fase

de £ e seja Nu(Pk+1) uma vizinhanga fundamental fecha
- da, Afirmamos que existe n, € Z+ tal gue para cada

f(x) € V., para algum n, 1< n< n . De

k+1)’ k o

"x e NY(p
.ffato, se ja Pk tal que @(Pk+1|Pk) =1 e seja Ns(PkJ c

-

< V, uma vizinhanga fundamental aberta. Como WS(Pk) é

.fechada em NP (por nic se acumular em N (P

k+1) k+1))’
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n .
1 =i ’ R
existe n, € Z, tal que | f ITNS(Pk)) contém uma vizi
i
=
nhanga T, de W (P} N NP . ,)-
Construimos vizinhangas andlogas para as variedas
des estdveis de todos os pontcs de comportamento 1 com

relagdo a Prsi © designamos a unifo dessas vizinhangas

por Tk mesmo.

Consideremos a a um ) =
gor ponto P, tal que O(Pk+l|Pk_l)_

- . . 1 ’

= 2, Isto implica que, em N (Pk+l)’ WS(Pk_l) sd se acu

o .
mala em W (P Portantoc, dada uma vizinhanga fundamen-

)
. S M
tal aberta N (Pk-l) c V, existe mn, ¢ Z; tal que

J £™x%(p, ))ecT UV, .
nSn, k-1 k ° 'k
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- T e

r'd u
Segue que W (Pk l ¢ fechada em N (Pk+1) k

L f n(NS(Pk_l)) contéim uma vizinhanga T, , de

Ws(Pk_l) n Nu(Pk+l). Como cada ponto de Nu(Pk+l) perten

ce 2 algum Wu(Pk_i) encontraremos n_ >0 (o0 maior dos

ny acima) que queriamos.

Se ja Uk+l uma vizinhanca de Pk+1’ Uk+1 > N (P

mo na figura abaixo. Para cada x € U . k+l)’

k+1 para algum n > 0. Se el ~ 0 e su~-

w41l ©O-

- Ls(p
™ (x) € NP
ficientemente pequeno o mesmo acontece para cada g,

- - * 2
le flCr < €.,1 ©@cada x¢ Uyt LS(Pk+1)' Também para

u n
cada x € N (Pk+l)’ g (x) ¢ V, para algum n, 1< n<n

{supondo-se que Nu(Pk+l) é tambdm vizinhanga fundamental
de P;+l)' A indugfio fica completa pondo-se
g
Vo1 = Ve U JJI £ (" (Prpa)) Ul @ Egpp < o -

Deve ter ficado clare que em V ndo existem outros

k+l

pontos ndo errantes aldm dos jd considerados Pi de £

e o0s seus correspondentes Pi de g.

Finalmente sejam V' = {J V. e’ = min(e

’ ).
% k k
Construimes V° e a° dﬁalmente e pomos

v=vouy Vu, e = min(es,eu).
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Para concluir que a aplicagho p(g) € bijetiva resta
mostrar que mdo hd pontos nfo errantes de g em M-V, De
fato M - Int V & compacto e estd contido nas variedades

estdveis dos pogos de T,

A construgao feita acima mostra que se Ws(Pi) 0
n Wu(Pj) = & entfo Ws(Pi) n Wu(Pﬁ) = §&. Por fim, sendo
claro que se WS(Pi) e Wu(Pj) +4m um ponto de interse-
gio transversal entfo WS(PI) e Wu(Pg) também t&m um
ponto de intersegﬁo transversal, para g suficientemente
préximo de f, concluimos que p(g) & um isomorfismo de

diagramas, e podemos enunciar o teorema.

TEOREMA 1 - Se f ¢ R(M) ent8o existe uma vizinhanga

N(f) tal que para cada g de N(f}, g €R(M)

e a aplicagio p(g):Per(f) + Per(g) definida acima & um

isomorfismo de diagramas. Em particular, R(M) €& aberto
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em Dif(M) e f & Q-estdvel.

0 nosso objetivo agora & mostrar que S(M) & aber
to em Dif(M). Isto s6 nfo & imediato a partir do teorema
acima porque nfo podemos garantir a priori gque a proprie-

. S 11 ~
dade "as variedades W (P) e W (Q) de £ tém todos os
seus pontos de intersegéo transversais" seja preservada
por perturbagﬁes de f£. Para superar esta dificuldade
construiremos uma espécie de fibraglo nas variedades ins-

tdveis de £, formalizada no lema:

LEMA 2 - Seja f um difeomorfismo de Morse-Smale de M

e seja P ¢ Per(f) de indice instdvel wu., Fixe-

mos um disco B“(P) em LU(P). Existem vizinhanca V de

m-1

P, V=8I X B, ¢ vizinhanga N(f) em Dif(M) tal

que para qualquer g ¢ N(f), W(P;) N V nioc sendo vazio

s . 1 . u
fica decomposto em digscos C -prdximos de B . Como sem-

pre, P¥ = p(e)(?,;).

L3 - . .
Demonstragao: Para simplificar os argumentos esqueceremos

£ por um instante e trabalharemos apenas
com f, isto &, vamos "fibrar" W(Pi) i V para os pontos
Pi € Per(f). A demonstragio & feita por indugio no diagra
ma de fase de f, das fontes para os pogos. Se P & uma
fonte nfc hd nada a demonstrar. Seja P um ponto prdximo

de fontes no diagrama de f. Neste caso a fibragao € tri-
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vial.

Suponhamos que a construgdo

foi feita para os pontos Pk r”“lv
cuja ordem em relagdo ds fom— " !> ;
t { sk, e seja P € Fa ! N E
es ¢ ’ 9% Tk 1L
B

€ Per(f) tal que

@(Pk+llPk) = 1.

Se ja Ns(Pk+1) uma vizinhanga fundamental fechada. Entfo

L, = Wu(Pk) n Ns(Pk+l) n WS(Pk+1) & compacto.

We

- rtd

w (e )
k

t

'

| —

T (% WP )

BU. '.," /r l<

Da hipdtese de transversalidade, o fibrado normal de L1
restrito a uma pequena vizinhanga V, de L, em Wu(PkL
produz uma fibraglo com fibras F de dim F = dim wu(Pk£g

Realmente,
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dim F

. u . . .
dim W (Pk) = dim Ll = dim M - dim ws(Pk+1)

1

N mn
dim W (Pk+lg.

Além disso os discos F +¢&m inclinacgfio mdxima <hys di-
gamos. Os outros pontos periddicos de f que tém ordem

1 com relagfo =a Pl sdo. tratados de modo andlogo. Seja
_agora Pk-lﬁe Per(f} tal que G(Pk+l|Pk-l) = 2. Pela hi-
pétese de induglo, em vizinhanga de uma parte limitada de

Wu(Pk) a variedade instdvel W (P estd fibrada, ou

1)

melhor, decomposta em discos Cl—préximos de BY(P

k)' En-
~ PR u S
t30 numa pequena vizinhanga T, de W (Pk) em N (Pk+l)’
Wu(Pk-l) N T, taembém fibra sdbre sua intersecio com

Ws(Pk+1), com as fibras tendo inclinagfio mdxima <A, (es-
ta fibragdo &€ induzida pelo difeomorfismo

u
YW (Pk) - Y(Wu(Pk)) c Wu(Pk_l)).

1 u -’ -
Em N (Pk+1) - Int T,, W (Pk-l) é compacto, Entdo pode-

mos repetir o argumento para um ponto Pkaz’

@(Pk+l|Pk-2) = 3, cuja fibragao € induzida pela de
wi(p

numa vizinhanga T de Wu(P e tem fi-

k-l) k-1 k-l)

bras com inclinagio mdxima ‘<l3, e assim por diante.
Por iteragles de f, o \A-lema (com as suas estimativas
uniformes) encarrega-se de obter as fibragdes dese jadas

em uma vizinhanga V. de Bu(P

K+l Isto completa a

k+l)'

inducfo.




Vell

Passemos agora para as perturbag%es de f. Primei~
ramente escolhemos uma vizginhanga N(f) de modo que O
Teorema 1 seja satisfeito. procedemos por indugdo no dia-
grema de fase de & € N(f), paralelamente & construglo pa
ra f. O primeiro passo & trivial. Suponhamos a constru-
glo realizada até um popto P;, vdlida para g numa vi-

By~
By
zinhanga Nk(f).

Se ja P;+l um ponto seguinte no diagrama de fase

de g. A vizinhanga N (P que tomamos para T pode

k+1)

ser escolhida de mdo a seT uma viginhanga fundamental pa-

ra WS(P;+1), se g estd numa vizinhanga suficientemente

pegquena Nk+l(f).

¥*
Bu(Pb I A

£

WS(PW)V !
Jods(Bh ) P
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0 difeomorfismo que hd entre Wu(Pk)

uma fibragho em Wu(Pﬁ) e esta por sua vez induz em

e Wu(P;) induz

Wu(P;_l), etc... O A-lema aplicado a g, restrito a
Vy,,+ Produz a fibraglo desejada, com fibras Cl-préximas

Wy % PP B S u
de B (Pk+1) que por sua vez & C -prdxima de B (Pk+1)’
concluindo a demonstragio.

0s resultados obtides permitem-nos enunciar o teo-

rema

TEOREMA 2 - S(M) & aberto em Dif(M). Além disso, se

£ ¢ s(M), entlo o seu diagrama de fase € es-

tavel (a menos de um isomorfismo de diagramas) sob pegue~

nas perturbacdes C'.
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ESTABILIDADE LOCAL

Welington Celso de Melo

§1. Difeomorfismos

Sejam M uma variedade compacta C° e Dif(M) o
conjunto dos difeomorfismos de M com a topologia Cr,
r 2l. Foi demonstrado por Hartmann e Grobman que, na vi-
zinhanga de um ponto fixo hiperbdlico, -um difeomorfismo

f & estruturalmente estdvel. Mais precisamente,

TEOREMA 1 - Se p e M & um ponto fixo hiperbdlico de

f ¢ Dif(M), existeﬁ uma vizinhanga V de p
em M e uma vizinhanga N(f) de f em Dif(M) tais
que para cada g € N(f) existe um homeomorfismo local

h:V 4 M satisfazendo hf = gh em V.

Em [3] é&ste resultado foi generalizado para difeo
morfismos em espagos de Banach e no §4 de [2] foi demons-
trado gue o Teorema 1 decorre do seguinte: numa wvizinhan-

ga de itm ponto fixo hiperbdlico, um difeomorfismo £ €
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conjugado & sua parte linear. Daremos abaixo uma demons-
tragio geométrica déste fato, devida a J. Palis [1]. Como

se trata de um problema local podemos enunciar:

TEOREMA 2- Se U(0) & uma vizinhanga de O em R',
£:U(0) » R" um difeomorfismo ¢t (r =z 1),

0 ponto fixo hiperbdlico de f e L = (Df)o entfio exis

tem uma vizinhanga V da origem e um homeomorfismo

h:iV a RS tal que. hl(x) = fh(x) ¥x ¢ V.

Na demonstragao do Teorema 2 utilizaremos o seguin
te
LEMA = Dadoe e > O existem uma vizinhanga BSXBu de O,
B® ¢ 1s(0), BYc LU(0) e um difeomorfismo C
h_:V = 1s(0) x LU(0) omde V o B® x BY tal que:
i) |hs-Id| 1< €
C
un

ii) b, =Id e h,of =1L em 3B® x B

s 8 ; .
iii) B g invariante por hs .

Demonstragao: Sejam Bl(O) uma vizinhanga de 0 em R™

(uma bola fechada), U, = Bj N L(Bl) e U

1 2
o complementar de uma vizinhanca de Ul tal que podemos
s u -1 s 1>
escolher B x By < By N L (Bl) com 3B; x By < U,.

N m -~ -
Seja a:R = R uma fungao Cm, cuja derivada ¢ uniforme-

mente limitada, tal que af{x) =0 se x¢€ U, e alx) =1
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m m

se x € U;. Definimos as seguintes fungdes: Y iR+ R,

1 m -1
yn(z) =L % com ng N |, Kn'Bl » R K =Td + §o L o

n
m
° YnIBl onde f =L +§& e h B, + R h = ak  + (1-q)

1

+ (1-a)Id. E fdeil ver que para n suficientemente gran-

de h_  estd prdéximo de Id em Cl(Bl,Rm). Isto implica

n
que h € um difeomorfismo de B, sdbre um aberto de R™
Definimos entfio h#*:B 4 R™ por h*(z) = Yo, hn(nz) onde

B = Yn(Bl). E claro que h* e h* 1 ostio Ql préximos
da identidade, isto €, para n suficientemente grande
|h*-14| < e e [(h*)-l - Id| < e, Tomando h_ =

Cl C1 s
= (h*)=1 verificamos imediatamente que h, & ¢® e que

S

B é invariante por h .

S

Demonstragho do teorema: Sejam V = Bstu, U> v,

h_:U - LS(0) x LU(O0) wum difcomorfismo como
no lema acima. Tomemos fsr= f/BS, L= L/B%, G&%(f) e
G°(L) domfnios fundamentais de fronteira 3B°, £(3B%)

5

e 3B, L{3B®) respectivamente (estamos tomando os domi-

nios fundamentais fechados).

vvs
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Consideremos a restriglo de h_ a c%(f), hS:Gs(f) -+

+ G°(L) e observemos que hsfs(z) = LShS(z) para

z ¢ 3B°. Podemos entdo redefinir h, em todo B° do se-
guinte modo: se 2z € BS - {0], existe um n tal que
f;n(z) ¢ G%°(f) e neste caso tomamos hs(z) = LE h f;n(zh

para =z = 0 definimos hS(O) = 0. Devemos mostrar gque

h estd bem definida e & continua.
PR
i) h ostd bem definida. Com ofeito, se =z ¢ £ (3B%) en

tfo existe um uUnico n tal gque f;n(z) e 67 (f) e
portanto neste caso hs(z) estd bem definida. Se
z = fz(z') com z! ¢ 3B° temos f;n(z) e G°(f) e
f~n+l(z) € G°(£). Devemos mostrar que L h_ f;n(z) =

S

s
- =n+1 - -
12ty (z). Com efeito, el T n+l(z) =
s s s s s "8 .

n-1 -n -1 5
=L, n_ £ (£77(2)) = LE h_ £_(z'). Como =z' ¢ 3B,
-n
h fs(z') = L hs(z’) =L, h_f (z). Logo
Lz-l h_ f;n+l(z) = LE h f;n(z) como querfamos mostrar.

Portanto hS é bem definida.

1i) h_ é continua. Por definigio h € continua em to-
8 : L \

dos os pontos. z # O em. B”, A continuidade na ori~

gem € consequéncia do fato que L e’ £ sao contragdes.

-]

Da continuidade de hS concluimos que hs:B + B®

¢ um homeomorfismo uma vez gue & evidentemente bijetiva e

3

B compacto. Além disto, pela construgao do homeomorfis-
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- ; 5
mo h_ temos h_ fs(z) = L hs(z) V-z ¢ B”,

Andlogamente definimos um homeomorfismo h, em

BY tal que h f =L h .
umw u u u

Se f = f xf , isto g, fx,y) = (fs(x),fu(y)), o
problema estaria resolvido, pois, como L = Lstu bastam
ria tomar h = hsxhu e terfamos: hf{z) = h(fs(x)’fu(y”=

= (hsfsx,hufuy) = (Lshsx,Luhuy) = Lh(z).

Em geral f nfo se decompﬁe em um produtoc como
acima, A idéia € encontrar um sistema de coordenadas, is-
. . 5 1 s _u
to €, um homeomorfismo ©:iB xB -+ B yB tal que a expres
so de f em relagio a 8ste sistema de coordenadas,
F =g of‘o$"l, se decomponha em um produto F = F_ x F

<3

onde Fs = fs e Fu = fu. Para isto vamos construir duas

fibragaes em Bstu com as propriedades abaixo,

S

Y e ¢ B%B” 4 B° a

12 fibrag8o - A fibra tipica € B

brojeg&o ao longo das fibras; a fibracglo &
f-invariante, isto &, f(mgl(x)) A B%BY = @;l(f(x)) pa-
ra x'e‘BS; P € continua em B3xBY ¢ ¢¥ fora de BY;
as fibras m;l(x) estio - e Gl-préximas de B" uniforme-

mente.

28 fibraglo - A fibra tipica € B®

s muzBstu + BY a Pro
jegao ao longo das fibras e as propriedades

sdo andlogas,
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Construidas as duas fibragdes definimos

$sBstu + B%BY por ¢(=)

L}

(v (2),0,(x)) (ver figura
abaixo). Evidentemente ¢ é continua (a continuidade em
B® x{0} e .{O}x BY decorre do A-lema e nos outros pantos

das propriedades de ®_ e wu)- Como m;l(x) € m;l(Y)

u S

estlo e-Cl proximas de B e B respectivamente e

s . u P
B intercepta transversalmente B em um unico ponto

segue~se que m;l(x) intercepta transversalmente m;l(y)
em um unico ponto. Portanto ¢ & l-1 e sibre BSxBY e

. . S LU
consequentemente um homeomorfismoc pois B B & compacto.

) e
T " 5 Flw)
ot ) I of T
u;:(fal)-

Fhw)= PE(z))

Como F =gof o ot = £ % £y (veja figura) temos
hFf = Lh e portanto (hm)f¢_1 =Lh=> (hg)o £ = L o (hy).
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Logo hp € o homeomorfismo procurado.,
Resta apenas mostrar a existéncia das fibragbes
acima.

Construcdo da 12 fibragio - Seja D® = aBS x BY. Afirmo

que f(Ds) n p® = #. Com efei
to, se = = (x,y) € f(DS) n D® temos =z = h(z) porgque

ze D% e z=7r{z') com z' = (x',y') € D°. Logo h(z)=

1

hf(z1) = L(z?) = Lsx' + Luy', e portanto, xV = x = Léﬂ
o que € absurdo pois Ls ¢ uma contragho. Seja v, are
fn+1(Ds)

gifo de B xB" 1limitada por £7(D°) e como

n=20,,... . E claro que

® A

J v = B5x8"-{0} x.B" L
n

n=0

Definimos L :B xB - B®

por: cpslvo = hs° Tgoe B, W“"

e |V, = e @so £, @S[{o} x BY = 0 onde m s (x,y)—=x

é a projegldo natural.

Observemos inicialmente que estd bem definida.
Com efeito se =z ¢ fn(DS)¥¢1€ m existe um vnico =n tal
que £ ™(z) € D° e neste caso ¢S(z) estd bem definido}
se z € £D°) temos 1z € vV, NV, _, e devemos mostrar

que fo P 0 £ z) = -1, P £+ 12y, Como £7(z)

= z' € D° temos hsf(z')_= L(z') e portanto fn-lotpso

o £ (a) = £ o g o £(z') = £ te h;lo n_eo h_f(z')}
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n-=1 =1 n=1, -1 : n-1 -1
£ h_ = Ty L{z') = £ (hs Ls(zv)) = £ Th_ L{x*)=

-1 =1 -1
fn(x') = hs (xt) = £ hS ﬂs(z‘) = £ hS L hs(z')=

il

n -n
£, f (z) como querfamos demonstrar.

Devemos agora verificar se as propriedades deseja-

das sfo satisfeitas por o_. B°xB" ¢ f-invariante. E

claro que f£(p7'(x)) n B%xB™ = o (£(x)) ¥ x € B®.

Cl-proximidade de BY. Como h_ estd préximo de Id na

topologia Cl concluimos gue ms estd Cl préximo de
m, em V_. Portanto se x € V, N B® a fibra m;l(x). es
td Cl-préxima das fibras ﬁ;l(x'), xt¢B®. Logo, tomando
hs suficientemente prdéximo da identidgde podemos garan-
tir que tddas as fibras w;l(x) com x € V0 B® estio
Cl préximas de Bu. As outras fibras sao iteradas destas
e, pelo A-lema, estio Cl—préximas de BY. Observemos que
no argumento acima nf¢ utilizamos tdda a forga do A-lema.
Partimos de uma fibragao em Vo que ja era "bem compor-
tada" devido as propriedadegs do difeomorfismo hs' Pode-
riamos ter comegado com uma fibragao em Vo que nio es-
tivesse Cl-préxima de BY mas que fdsse continua e que o
espago tangente_és fibras variasse conitinuamente. Pela
continuidade dos espagos tangentes e pela compacidade de
VO haveria um minimo ko > 0 mna inclinag¢fo dos vetores
tangentes e © l-lgma garante que apds um nimero suficien-

te de iteragbes as fibras estarfo Cl-préximas de B" (uni
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Tormemente). Restringindo a uma vizinhanga menor terfamos
a situacgio acima.

Continuidade., Pela construgido v, ¢ atd ¢! fora dae BY.

u .
Mostremos que P € continua em B, Seja

Z € BY e Z, 7 Do Como ms(z) = 0 devemos mostrar que

|ms(zn)| -+ 0. Podemos supor gue 'z % Bu. Logo, para
cadi n existem n, € N e Yni c Vo tal que z, =

i T
= f “{yn;) e portanto ms(zn) = f “(p (vp,))+ Como

. s

Yni €V, V. n, concluimos que ws(Yni) € B"n V, e como

S - -~ ng
f|B ¢ uma contraglo, temos que |f ws(yni)] -+ 0 quan
do n, + @ Por outro lado, como lim Z, = % € BY resul-

hel Lo

ta do A-lema, que ni + o dguando n = «,., Logo Ims(zn)L+0

. - u
quando n - « © gue mositra que P e. continua em B,

A construglo da 28 fibragio € inteiramente andloga.
-1 c .
Basta tomar T em lugar de f e um difeomorfismo hu
semelhante a hs'
Observemos que as fibragdes acima nfo sfio udnicas e
consequentemente o homeomorfismo obtido também nfo o &,
Decorre também das construgdes acima gque o homeomorfismo

h estd prdximo da identidade na topologia c®.



VI-10

§2. Campo de Vetores

Vamos agora estender o resultado acima para cam-~
pos de vetores.

Sejam M uma variedade compacta C e X(M) o
espa¢o dos campos vetoriais em M com a topologia ct.

Se X ¢ x(M) denotaremos por Xt o fluxo induzido por

X. Podemos entfic enunciar:

TEOREMA 1 - Se p ¢ M €& uma singularidade hiperbdlica de
X € ¥(M) existem uma vizinhanga V de p

em M e uma vizinhanga N de X em (M) tais gque pa-~

ra cada Y € I(Mj existe um homeomorfismo local h:V a4+ M

satisfazendo h Xt =Y, h em V,

Como se trata de um problema local podemos consi-
derar campos definidos em uma wvizinhanga de O em R™ e
gue se anulem fora de uma vizinhanga compacta de O (aés-
te modo nfio precisamos nos preocupar com os dominios de

definiclo dos fluxos, X, ¢ definido ¥t ¢ R).

Sejam ent@o X umccampo C° numa vizinhanga U(0)
de 0 em R™, 0 singularidade hiperbdlica de X. Sejam
Xt flu;o induzido, Lt parte linear de Xt’
LU(0) variedades estdvel e instdvel (Locais) de ©., Em

Ls{0) e
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[3] pag. 22 estd demonstrado a existéncia de uma bola fe-
chada B C'LS(O) de centro O tal que a esfera 8B° é
transversal ao fluxo e que se x € 3B® Xt(x) tende moﬁé

tonamente para 0O quando t + . Vamos demonstrar que

Xt ¢ conjugado a sua parte linear em uma vizinhanga de O.
5 5 s s
Sendo Xt = thB e Lt = LtlB vamos procurar
um homeomorfismo hS:BS + B° que conjuga X: e Lz.

DefiniﬁOSr hs(x) = x para xle aBs;
se x¢ B® ! t tal que i
Xft(X)'e 3B%; definimos entfo

: g 4 & - f
n (x) =13 n X5, e n_(0) = o. @
E ébvio que h_ ¢ um homeomor- _ we ;
fismo e que % '
) x = x_‘l(ZJ
s s
hs Xt = Lt hs

Analogamente existe uma bola BY < LU(0) e um homeomor-
- u u u’ u
fismo hu'B‘ f B tal que .hu X=c = Lt hu'
Vamos construir um homeomorfismo w:BSxBu - Bstu tal
que
F =poX, ep L =x xX
t t

t t

e o problema estard resolvido.

. . i s :
Consideremos uma fibragdo trivial com base aB e cuja

fibra tipica é B%ix ¢ 3B° a fibra sdbre =x ¢ ngl(x).
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Seja G° o dominio fundamental w®
de W° opara Xi com fronteira

3B° e Xl(BBs). Estendemos esta >
fibracio a ch (a base) atmwavds w? :

do fluxo: a fibra sdbre x ¢ Gs v

rd

€ X, n;l(X_t(x))‘ onde .X_t(x) ¢ 3B°, Em seguida esten-
demos esta fibragfo a uma vizinhanca de 0 por iteragﬁes
com ¢ difec Xl e colocando B~ como fibra st;e .
Aplicando o A-lema para difeomorfismos concluimos que se
restringirmos a uma wvizinhanc¢a menor de O as fibras
m;l(x) estar8o G -préximas de BY., Em particular isto
mostra que o A-lema & vdlido para fluxos.

Andlogamente construimos uma fibragdo cuja fibra tipica

S, E evidente que estas fibragaes gozam das proprie=

é B
dades daquelas usadas no caso de difeomorfismo.
Definimos entf@o o homeomorfismo ¢ = (ms,mu) onde

e mu s8o as projegBes ao longo das fibras. Temos imew

diatamente que Ft =peX, o m"l = Xz X Xg e tomando
-1 . _
h=h xh, hF =Lh=hy X 9 =Lth..(h£p)Xt_

= Lt(htp)-
hp € um homeomorfisme gque leva trajetdrias de X em tra

jetdrias de sua parte linear preservando o tempo.
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DENSIDADE DOS CAMPOS DE MORSE-SMALE EM M2

Aristides C. Barreto

Pedro Mendes

Com M = M2_ indicaremos (salvo mengio ao contrd-
rio) uma, variedade de classe Cm, orientdvel, sem bordo,
compacta, de dimensfo 2. I(Mz) serd o conjunto dos cam-
pos de classe Cr, que, munido da topologia Cr, € um es-
pago de Banach. S(Mz) serd o subconjunto de X(Mz)
constituido pelos campos de Morse~Smale, cuja definigao

recordamos abaixo.

0 objetivo destas notas & a demonstracfio do sguin-

te

TEOREMA 1 {M. Peixoto) = S(Mz) é denso em (M%),

A demonstragio apresentada encontra-se essencial-
mente em [1].
Para simplificaglo de linguagem, chamaremos de

elementos criticos, de X ¢ x(Mz) as singularidades e as

érbitas fechadas de X.

A definigao dos campos de Morse-Smale que aparece

em [1] € a seguinte,
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»

DEFINIGAO I - X ¢ %(MZ) 8 de Morse-Smale se e sé' se:

1} Os elementos criticos de X zflo todos hiperbdlicos
e em mimero finito.

2) 0s conjuntos a- e W-limites das drbitas de X sao
elementos criticos.

3) X nfo apresenta ligagdo entre selas.

A definigdo usual no momento € a seguinte:

DEFINIGAO I' - X ¢ I(Mz) & de Morse-Smale se e s se

1') Os elementos criticos de X sdo todos hiperbdli-
cos e em mimero finito.

21') 0 conjunto 0(X) dos pontos ndoco-errantes de X ¢
a unifio dos elementos criticos de X.

31) As variedades estdveis e instdveis dos elementos

criticos de X sfo transversais.

Observamos que as Definigaes I e I' s8o equiva-
lentes pois 1) = 1'}; 3) & 3%), jd que a variedade tem di
mensio 2 e os campos considerados satisfazem 1) = 1').
Temos também que 2') = 2). Nio é de todo trivial a prova
de que 1)}, 2), 3) = 2t)., Eis a iddia de como se demonstra
isto.

Em visfa de 1), 2) e 3), podemos definir uma ordem
parcial no conjunto dos elementos criticos.de X, tal co-

mo foi feite em [3], pag. 389. Com o raciocinio usade n=
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demonstragao do Teorema 1.9, pag. 391, em [3], isclamos
por vizinhancas os elementos criticos de X e com isto
podemos provar que os dnicos pontos nioc-errantes de X

~ .
sao pontos de elementos criticos de X.

Vamos agora dar a iddia da demonstragﬁo do Teore-
ma 1.

Inicialmente provaremos que qualquer campo em M2
pode ser Cruaproximado Por um cujas singularidades sfo t§
das hiperbdlicas e entfo em niimero finito. Em seguida,
provaremos que os campos cujas singularidades s8o hiper~
bdlicas podem ser Cr-aproximados por campos que tém para
a- e W-limites de suas drbitas apenas elementos criticos
de X ou grdficos formados por ligagaes de selas. A eta-~
pa seguinte € provar que os campos cujas singularidades
sdo hiperbdlicas e que tém para g- e W-limites de suas
érbitas apenas elementos criticos ou grdficos podem ser
aproximados por campos gque sdé ©ém singularidades hiperbd~
licas, nfo apresentam ligagho entre selas e, além dissao,
seus - e w-limites sfo elementos criticos.

Finalmente, tornaremos hiperbdlicas tddas as drbi-

tas fechadas, sem destruir as propriedades anteriores.
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Demonstraremos antes um lema topeldgico, que serd
usado para garantir que determinados processos de aproxi-

el -~ . .
magao sao finitos.

LEMA 1 - Sejam Yl""’Yn e M2 curvas fechadas disjuntas
que nfio limitam disco (= nio homotdpicas a um
ponto). Se n fér suficientemente grande, entao existem

duas delas gque constituem fronteira de um cilindro em Mz.

-~ N - 2 -~ .
Demonstraclo: Nesta demonsiragao, M~ nao ¢ necessariamen

te orientdvel. Usaremos os seguintes resul-
tados;:
1) Cirurgias sbbre curvas fechadas de um lado s6 em M2
nio desconectam M2,
. 2 P 2 ,
2) seja X(M°) a caracteristica de Euler de M. 0 mi
mero maximo de cirurgias sobre curvas fechadas em

M® que nfio desconectam M2 & <k = 2 - X(Mz).

3) Uma cirurgia em M? s8bre uma curva fechada Y
transforma M2 on em duas variedades compactas,
com bordo homeomorfola v, ou numa variedade compacta,
com bordo homeomorfo & unido disjunta de duas cdpias de v.
4) a) Tdda variedade orientdvel de dimensfo 2 & homeo-
morfa a uma variedade obtida da esfera 82 com

2r "buracos" pela adjungio de x "asas".

b) Téda variedade nfio-orientdvel de dimens@o 2 ¢
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homeomorfa a uma variedade obtida do plano projetivo real

com "buracos" pela adjungao de "asas",

5) Se_-y € uma curva fechada de dois lados no plano
projetivo com "buracos" e y nfo limita disco entfo
uma cirurgia sdbre Y separa-o em uma faixa de Moebius
com "buracos" e um disco com "buracos".

Passemos agora A demonstragio do lema.

Pelos fatos 1) e 2), podemos supor gue as curvas
¥'s sdo todas de dois lados, jd que o nimero delas & bas
tante grande.

Porxr 3) podemos supor que, cortando M2 ao longo
de Yy nao desconec?amos M2. Se ja Mi a variedade com
bordo obtida por éste corte. E claro gue 2) X(M

Como Y, nflo limita disco:

n? de asas de Mi = génus de Mi < gdnus de M~.

. . 2
Aplicamos o método acima a Ml, cortando-a ao lon-
go de Yor © assim prosseguimos,
Como no mimero de asas & finito e o ndmero de cur-
vas fechadas Y!'s & suficientemente grande, chegaremos
i
. 2 -

a uma variedade MIIl compacta, com borde, de genus zero

2 . . . - .
ou um, conforme M se ja orientavel ou nac (caso contré-

f

rio muitas das Yi s estariam na mesma asa e a demonstra

¢lo estaria conclufda),
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. . 2
No caso nioc~orientdvel, cortamos MIrl aoc longoc de

separando-a entfc em duas variedades com bordo e,

Ym+l

2
conforme 5), uma delas, Mot

”

¢ um disco com "buracos".

conte pode Mo miske cono o teonemaal
wwmm?ma wkd dewomstiade.

* Gada ndvo corte ao longo de uma curva fechada Y; separa
o disco em duas regides: uma contendo alguns dos buracos

e a outra contendo os buracos restantes.
3 X
YO U (o
© 0 [

ﬁ;f‘:ﬂ.wm U L)W\-Mo L]

Todoa o1 lbunacod MO . .
{.VLtE)u-orr, AL \6}_

intornion. de Y}L
\ 4

o tzerwma ks demomstaado

Conforme as situagdes apresentadas nas figuras

) a~ Iy
acima, vemos gue cada corbte nos dard um novo disco com me
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nor nimero de buracos {caso contrdrio o teorema estard de
monstrado!)

Mas o numero de buracos & finito. Logo chegaremos
a um disco com apenas um buraco, guando o teorema estd de

monstrado,

LEMA 2 = Um campo X de classe ¢®  em M2 pode ser a-
proximado por um campo Xl’ de classe € e cu-

jas singularidades sfo hiperbdlicas.,

Demonstragao: Recordamos, antes de demonstrar o Lema 2,

gue um ponto p € M2 € um singularidade

para o campo X se Xp = 0. E que esta & dita simples se

B,
det(ax%) # 0, sendo (ays0,) as coordenadas de X numa
J P

carta local (U’Xl’x2) ao redor de p.

Desta definigdio e do toerema das fungaes inversas,
é claro gue as singularidades simples de um campo X sfo

isoladas no conjunto de +odas as singularidades de X em

2 2 . A
M7; e como M € compacta, elas sdo em mimero finito.

¥ conhecido o seguinte fato:

"Um campo X de classe GC° em M2 pode ser

Cr-aproximado por um campoe X cujas singularidades s3o
todas simples". (Ver Introdugio & Topologia Diferencial -

Elon Lages Lima - pag., 111-112},
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Resta entfoc demonstrar gue i pode ser aproximado
por um campo Xl cujas singularidades sfo hiperbdlicas.
Como o mimeroc de singularidades de X €& finito e as pera-
turbagﬁes que faremos sfo locais, nfio perdemos em genera-

lidade supondo que X tem uma dnica singularidade simples

Pe.
Num sistema de coordenadas locais (U, x;) em p
temos
2 3 aai
X = izl oy 3%, com det A = det(axi)p £Z0 .

Sabemos que se lj é valor prdprio de &  entfo
lj + B, ¢ valor prdprio de A + BI. Supondo que A nio

é hiperbdlica, temos dois casos:

12) Todo valor prdprio de A ¢ imagindrio puro.
29} A tem valdres prdprios fora do eixo imagindrio e
com distdncia ao eixo =28 > 0, Dado e > 0, seja

B=A4+eI no 12 casoe B = A + (I, onde U

I

. 6
min{c :‘2‘} 3

no 2¢, ¥ claro que B & hiperbdlica.
e:)

Seja o:M L. R tal que O =< ¢ = 1, © = 1 mnum

compacto K +tal que p € Kc U, e ¢ = O fora de TU.

X(q) se q ¢ U.

Xl(q) para q € U & definido no sistema de coor-

Definimos Xl(q)

denadas (U,xi) por
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x(0) = 2 0t (8) GEg + ola) T oy = (a) G,

onde B-A = (Cij)'

Desta construgido € claro que X, é eC -préximo de

X e que Xl 50 pbssui singularidadeé hiperbdlicas.

Nosso passo seguinte € demonstrar que Xl pode ser

-aproximado por um campo Xi cujas singularidades também
. . ' " . - - ~ A ~ . N

sao hiperbodlicas e que nao exibe wrecurréncias nao~trivi-
ais.

Para isto recordamos algumas definigaes e proprie=

dades elementares.

Teorema do fluxo tubular

- Seja p € M um ponto regular do campo X (XP#O).
Existem uma vizinhanga U de p, um compactec B +tal que

PEBCTU e um difeomorfismo {:U = RY  tal que

1IJ(B)='[(3‘5']‘_!0‘taxn)ERn‘ XilS 1}s 1I’(P)=O €

(¥ (X)] = (1,0,4.4,0) ¥(x ,emx, ) € ¥(B)

(xl,.-.,xn

Teorema do fluxo tubular longo

Seja pg um arco de trajetdria do campo X tal

que p # q. Existem uma vizinhan¢a U de pg em M, um
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compacto B tal que pgc Bc U e um difeomorfismo
U = R™ tais que:
n
v(B) = {(xl,...,xn) € R :Ixil < 1};
y(pa) = {(xl,...,xn) € w(B)= X, Seee= x = 0}

[,;;*(x)](xl’_”,xn) = (1,0,.4.,0) ¥ (xy,ex ) € ¥(B).

Para a demonstragho aéstes dois teoremas veja [2].

DEFINIGOES: - Sejam X um campo em M e ¥y uma drbita

de X.
1) aly) = {p € M: p = Lim y(t ) onde t € R e
Tl 0
tl’l -+ -m} .
2) w(y) = {p € M: p = lim (Y(tn)), b, o, b, € R},

Tl

3) se ycw(y) (y c a(y)) dizemos que Yy € w-recur-
rente (a-recurrente). Se vy c a(y) U w(y) dizemos

gque Y & recurrente,

Exemplos: 1)} Um ponto singular e uma 6rbita fechada sfo

recurrentes, ditos triviais.
2} Uma trajetdria do campo
x =1

irracional

e
[t}

no toro T~ & recurrente nio-trivial (veja [2])-
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Propriedades:

I} afy) e w(y) sfo compactos, comexos, invariantes.

Demonstragdo: Seja Py € w(y) tal que lim Py = P.
kb oo

Provemos que p & W(Y).

Para cada k existe tk > k tal que d(Y(tk),pk)<
1 X
< p» pois pp € w(y). Mas a(v(s.),p) = alv(t),p,) +

+ d(pk,p). Logo p = lim Y(tk) donde p € w(y).
Kep o+

Assim, w(y) & fechado e, como M € variedade
compacta, W®W(y) & compacto. E dbvio entfo que w(y) &
invariante pelo fluxo induzido por X.

Suponhamos gue existem abertos disjuntos nio=va-
zios U, Vc M tais que Un w(y) # &, Vvnwly)#£s
e wly)cUUV. Sejam pe Unw(y), a€ vnuw(y) e
S b +®, sl 4 te tais que y(s ) 4 p e y(sf) 4 aq.

Como o arco de extremos y(sk) e y(si) é conexo, exis-—

te t, entre s_ e s! tal que Y(tk) d UU V. Obte-

k
mos assim uma sequéncia {y(tk)} em M e comoc M & com
pacta esta sequéncia tem uma subsequéncia convergente,
cujo limite, pela construgao feita, estd no fechado

M?° _U UV o em w{y), contradizendo w{y) c U U V. Pro-

vamos entdo que w(y) & conexo.

Demonstrag¢des andlogas valem para af{y).
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TI) Se y & trajetdria w~-recurrente de X tal que
Yy # singularidade entfo w(y) ¢& perfeito, (isto &,
o conjunto w(y)' dos pontos de acumulacglo de w(y)} "co-

incide com w(Y)).

Demonstragio: w(y) o w(y)' pois w(y) & fechado. Por
outro lado, se p € w(y) entio
p = lim Y(tk), t), * ©. Como y(tk) ¢ wiy), pois ¥
Kop e
& w~recurrente, temos p € wly)'.

Valem os andlogos de II) para trajetdrias Q-recur-

rentes e recurrentes.

TII) Um conjunto perfeito em M nio ¢ enumerdvel.

Demonstrag&o: Segue do teorema de Baire para espagos mé -

tricos completos, jd& que os pontos de um

conjunto perfeito s8o fechados de interior vazio.

IV) Sejam Yy wuma trajetdria w-recurrente nao-trivial
de X e mn um arco (aberto) transversal a X.

se w(y) n mn £ & entfo o conjunto
{fp e w(y) n mm: p & ponto de acumulagio de
w(y) n mp e de w{y) n pn}

-~ ra rd
nao € enumerdvel.

Demonstracio: Do teorema do fluxo tubular e do fato de y



VIiI-13

ser w-recurrente nfo trivial
segue que w{y) N mn & um
conjunto perfeito. Logo
wly) N mn nio & enumerdvel.
Basta provar que o conjunto

dos pe€ w(y)n mn tais que

-%nnﬁ)=f3

a) p & ponto de acumulagao de w(y) n

de w(y) N opn

ou b) p & ponto de acumulagio de w(p) n

de w(y) N mp & enumerdvel.

Mas isto segue de a), b) e do fato de ser enumerd-

vel o conjunto dos arcos ps

mr .

A

f:

m
cone o) | existe 4 tad aue
Uy) N 00 = §

semi-abertos contidos em

“”.

P

a

b,

coso b} ; existe 2 tol que

| @ﬁ@jfﬁ‘ﬁ(r)= ¢

V) Sejam mn um arco (aberto) transversal ao campo

X e ¥ a trajetdria de

X por p € mn.

Seja
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N .um ndmero natural dado, Se ¥y encontra mn em infi-
nitos pontos depois de p, entdo existe q € mn tal que
a trajetéria Y(q) de X por g encontra mn em pelo

menos N pontos depois de qg.

Demonstragios Seja a N-ésima intersegdo de Yy com

Py

mn depois de ©p. Basta usar o teorema do

fluxo tubular longo para 0 arco PPy de Y.

FQwuu o case H=3

Existéncia do cfrculo transversal

LEMA 3 -~ Seja P € ¥, ¥ uma ¢érbita w-recurrente nido-tri-
vial do campo X em Mz. Existe uma curva fecha
da T (um circulo) transversal a X por p (M2 orien-

tdvel ou nfo).
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Demonstracao: Consideremos um fluxo tubular B centrado

em p' e suponhamos que Y intercepta o la-
do esquerde de B num ponto q, abaixo de {-1,0).
Tomemos agora um fluxo tubular longo (K,@) cen-
trado no arco Pa da trajetdria v,
Suponhamos primeiroc que o difeomorfisme T que a cada
ponto g do "lado esquerdo" de K associa a primeira
intersegao da trajetdria y(q), do campo .X por g, com

o "lado direito" de K preserve a orientaclo.

d b

K N

o)  pET "
e } \
7 ©
1

——

A

]
|
]
£

)—"-

-

Tomamos em @(K)} c R um segmento s = 9(p)u, inclinado

como na figura.,
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Pk ) o

Ptp)

Construfimos em B um arco unindo p e w-l(u) de
modo que a curva I obtida pela unifio de m—l(s) com
dsse arco seja diferencidvel. Isto € possivel porque as
tangentes a mfl(s) em p e m-l(u) t8m inclinacgbes po
sitivas. (Logo, éste argumento nio se aplica quando o di-
feomorfismo T inverte a orientagdo).

Caso T nfo preserve a orientagao, consideramos

as sucessivas intersegles q; e p; de Y como lado

esquerdo de B e com o eixo dos ¥'s em B, respectiva-
mente. (Veja fig.)
Se para algum i o arco Py qi € tal gque o fluxo

tubular longo Ki centradoe em Py qi induz um difeomor-

!

2 s - B =
fismo Ti que preserva a oriemtagaoc, obtemos como acima

o~

um circule Ti transversal a X ’por p;- Se Ti inver-

te a orientaclo qualguer que seja i, entdo o difeomorfig
mo T; induzido peleo fluxo tubular Ki centrado em

Y -
P; 9,7 DPreserva a orientagao.

Como y €& recurrente ndo trivial entio a; + (-1@)

donde existe i tal que 9,1 estd acima de q; - Apli-
cando o argumento anterior, construimos um circulo T
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transversal a X por P

Se ja Xt o fluxo induzido pelo campoe X . Se ja
%> 0 tal gue Xﬁ(p) = Dp;.
Tomando I' = X _, (T ) obtemos o circulo transver-

sal procurado no caso em gue o difeomorfismo T nio pre-

serva a orientacgio,

Transformacfio de Poincard do

circule transversal

Seja I efirculo transversal a X em M2, nas con
digbes do Lema 3,

Para cada p € I' consideramos a trajetdria Yy(p)
de X por p. Se y(p) volta a encontvar f depois de

p, chamamos ’I‘p 4 primeira de tais intersegaes. Se ja
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DcT o conjunto formado pelos pontos p € I' para os
quais existe T € T. Ent8o0 T:D 4 ' assim definida €
dita transformagio de Poincaré de T.

Do teorema do fluxo tubular longo segue que D &
aberto e que T ¢& difeomorfismo
local da mesma classe de X. Co-
me T & biunfvoca, T:D + T(D)
¢ difeomorfismo.

Se tomdssemos I, =
= xl(r) e T_; = x_l(r),
X, = fluxo induzido por X,

t

poderiamos, como acima, defi-

. . T .
nir T:D c Tl -4 g
Usaremos frequentemente T:D c T' » T" com It
e T" na situaglo da figura abaixo, onde B €& o fluxo
tubular centrado em p € JSrbita o~ ou w-recurrente nio-

=trivial.
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Pretendemos agora estudar a estrutura do dominio D
da transformagfo de Poincard de um circulec I transver-
sal ao fluxo., Para isto, faremos a seguinte observagio.

Se w(y) n8o € constituide de uma vnica singula-
ridade, entdo w(y) contém pontos regulares. (Aqui o cam-

po X s tem singularidades hiperbdélicas).

Demonstragfo: Basta ver que as singularidades de X sio

em mimero finito e w(y) & conexo. Vale

resultado andlogo para afy).

Considere uma trajetdria ¥ W=recurrente nfAo=tri-
vial de X. Sejam p € ¥, B fluxo tubular centrado em
p cujos lados verticais estdo contidos em cfrculos [ e
Tl transversais a X e T:DcT 4+ Tl a transformacgfio
de Poincard.

Sobre D temos o seguinte lema.,

LEMA 4 -~ Ou D =T ou D ¢ reunifio finita de arcos aber
tos de T tais que se 8 € extremo de um dés-
tes arcos a trajetdria Y(s) por s ‘vai para uma sela

sem cruzar | depois de s.

Demonstragdo: E claro que se D £ I entfo as componentes

conexas de D, que ¢ aberto, sfo arcos aber

tos (s',s). Basta provar que v(s) vai diretamente para
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. . . -~ rd s .
uma sela, pois como as singularidades sao em numero fini-
to resultard finito o mimero désses arcos.

Seja B a trajetdria de X por s. Vamos provar

que w(8) & uma sela.

se w(g) contiver mais de uma singularidade entdo

conterd pontds regulares,

se w(g) n r, # & entdo § cortard T, (infini-
tas vézes depois de s}, o que € absurdo,

se w(p) n I, = &, consideramos um cfrculo G,
transversal a X por um ponto regular de w(g). Por um

lado sabemos que, para d £ [u,s) e bem prdximo de s, ©

arco ¢ Tq encontrarda C em um ndmero arbitrariamente
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grande de pontos. Por outro lado, wvemos gue o mimero de
intersegdes de q Tq com €, N{q), & finito, pois g Tq
¢ compacto. Aldm disto, pelo fluxo tubular longo, q w Nﬁﬂ
¢ continua. Como [u,s) & conexo, N(q) € constante, o

que € absurdo. Como ®(R) nfo pode ser pogo, serd uma

sela.

OBSERVAGAQ: ¥ claro que T(D) tem a mesma estrutura de D.
{Para ver isto, considere o campo ~X, em lu-

gar de X, no lema acima).

LEMA 5 - Seja M2 orientdvel, Seja P, um ponto de uma
drbita recurrente ndo-trivial y do campo X.
Considere um fluxo tubular B centrado em P, (cujos la
dos verticais ab e c¢d estlo contidos em cfrculos trans
versais a X). Se T:[a,b] = [c,d] estd definida entlo X
pode ser apréximado por um campoe X gue exibe uma Jrbita

fechada por P,-

OBSERVAglo; Pelas hipdteses ddste lema M- & o toro. De
fato, observemos que o0 saturado S de B &

aberto e fechado. Logo Mz, que € orientdvel, admite um

campo sem singularidades, donde tem caracterfstica de

Euler zero.
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Demonstracio do lema:

“ue Ik

Considere em Y sequéncias a, = (=1,0) e P, + P,
(isto & possivel porque P, estd em Jdrbita recurrente
nio-trivial).

Definimos a seguinte familia de campos em um parametro:
X, = X + ubpZ , em qug 0 usx 1,

7 campo unitdrio vertical em B, e > O arbitrariamente
fes]

pequenoc e (M £ . R tal gue ¢ = 0 fora de B e

¢ > 0 em B.

Seja qi(u) a i-dsima interseg¢fo com f[ec,d] da
trajetéria de X  por p_, depois de . Definic¢fo and-
loga para pi(u).

Seja 6:[c,d] + R definida por &(q) = comprimen-

to do segmento determinado no eixo Y pelas trajetdrias
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por q de X/ (=X) e x

1 -
& k| b
4
rr’“
@,
% XX,
4 C’
c Q-

Pela continuidade das solugbes em relaglo &s condi
g¢0es iniciais, 6 € contfnua; logo restrita a [ct,d?] c
< (e,d)  tem minmimo § > O ("minimum 1ift"),
Como M2 & orientdvel, pi(u) estd acima de Py
¥i e ¥ue¢ (0,1]. De observacgbes jd feitas, podemos su

por gue existe ue € {0,1] tal que pi(uo) estd abaixo

de e dista de p menos que §.
PO o

Ainda pela orientabilidade, podemos supor que
qi(l) estd acima de q;. Logo pi(l) estd acima de Ry

e pi(l) estd acima de P, poié Ipi(l)—pil > §. Como
pi:[O,l] + R

€ contfinua, segue que existe u ¢ [0,1] +tal que pi(ﬁ) =

= p,» Xz ¢ a desejada aproximagio de X.

OBSERVAGAO: Suponha que P, € ¥, Orbita recurrente nio
trivial de um campo X na variedade orientd-

vel M2. Se para P, nd8o ocorre a hipdtese do Lema 5 en-
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tdo existem trajetdrias Y., Y, de X tais que

a(yl) = 5, é sela
w(Yz) = s, ¢ sela
e wly,) nalyy) 3 pye

0 lema seguinte trata desta situagdo.

LEMA 6 -~ Nas condigaes gue acabamos de desérever, X po~-

de ser aproximado por um campo X que exibe uma

ligagio de selas a mais.

Demonstragéo: Podemos tomar um fluxo tubular B centrado

em p0 tal que as trajetdrias que passam

por B nfo ligam selas. a
Suporemos também que P AT ‘$1'
as trajetdrias que saem
de [a,b] nio vio direto
para sela e que as que
chegam em f{c,d] ndio vém
direto de sela. d T b
Ainda, A B by
[d,pl c ¥, e ‘ R
[o,‘a] < Yz . O.L(u) 1?,
e . N > _ -
Se jam a;, a i=€sgima ine- G ol
terseglo de y,; com (c,d),
¢ o
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a, @a i-édsima de ¥ com
i 1 % A
2 ¥ .
' N interior de B, e ‘bi’
.Pi os andlogos para Yoo
Consideremos iu =X +ué€ ¢ Z, em due ¢ >0 ar-

bitririamente pequeno, -1 u g 1, w:Mz-—Qfa R tal que
® =0 forade B, e © >0 em B, Z = campo unitdrio
vertical em B. Para cada gq € [c¢,d], consideramos as tra
jetdrias de i; e ii por d. Seja 6_l(q) o comprimen
to do segmento que elas determinam em T, Como j&d vimes,
existe um minimo 6_1 > 0 para os valdres Q_l(q),

q € [c',d'] c [¢,d]. Tomando as trajetérias de io e
i-l’ definimos 611. Se em lugar de [c,d] wusamos [a,b]
usamos [a,b], obtemos de modo andlogo 51 e 6i.
Seja & = min[é_l, 5115 84, 6i}.

Existe 1 tal que d(ai,Bi) % /2. Duas coisas podem

ocorrer: (1) a,; acima de Bys (2) a; abaixo de B;.

Vamos considerar o caso (2), para o que tomaremos Ogugl.
{No caso (1) o mesmo raciocinio se.aplica, tomando
-1 < ug 0)., Definimos ai(u), ai(u), bi(u) e si(u) de

modo andlogo a as;y @y by, Bi. Como as trajetdrias de

st

X, variam continuamente com o pardmetro wu, a, (u),
a1
ai(u), bi(u), Bi(u) sio continuas. Da orientabilidade de

M”  temos: a,(u) e ui(u) estfo acima respectivamente
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de a; e ajj; Bi(u) e bi(u) estio abaixo respectiva-
mente de B, e b,. Como d(ai(l),ai) > 8 e

d(si(l), Bi) > &, temos entdo: ai(l) estd: acima de
B;(1). Assim a fungdo continua fiu € [0,1] = ai(u)—Bi(u)
€ tal que £{(0} « 0 e f(1l) > O,donde existe u, € (0,1)
tal que f(ub) = 0, Logo iu exibe uma ligacgfo entre as

[e]
selas s e S_.

1 2

Ve jamos agora © que ocorre se ai(u) nio estd de-
finido para todo 0 < u < 1, (Mesmo raciocinio se aplica
caso Bi(u) nfo estiver definido para todo u & [0,1]).
Pela continuidade das solugﬁesrem relacio & variagao do
pardmetro u, existe 0 < u_ < 1 tal que az(u) estd de
finido para O s u<u_ e ai(uo) nio estd definido.
Assim a trajetdria de X por a. (u ) nfo encontra

U, i=1*"0
(c,d) depois de ai_l(uo). Da construgio de B segue que
esta trajetdria nido passa em d- depois de ai-l(uo)’ e
. -~ o~

que se passar por ¢ depois de ai_l(uo) entdo Xuo en

xibe uma nova ligaclo de selas. Resta entfio a possibilida

de de a trajetdria de X por a, .(u ) encontrar T
g, i-1*"0o

depois de ai_l(uo) fora de B. Isto pordm contraria a

definigdo de u . (se ai_l(uo) nio estivesse definido

repetiriamos o argumento para ai 2(u0), e assim por di-

ante).
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COROLARIC -~ Se X & um campo em M7 cujas singularida-
des sfo hiperbdlicas, entdo X pode ser apro

ximado por um campo Y cujas singularidades sio hiperbd-

licas e cujas dSrbitas recurrentes nio triviais satisfazem

4s hipdteses do Lema 5.

Vamos observar que o c¢irculo I' transversal a Y
por P E€ ¥ = orbita recurrente nio~trivial de Y, nfo 1i
mita disco.

Conforme o Lema 5, pode-

mos aproximar Y por um campo

Y!' gque possui uma drbita fecha
da y! por p e ainda € trang
versal a ['. A drbita ¥' mndo

limita disco.

X,l

Disco

Suponhamos gue Y +tenha duas Jdrbitas recurrentes nao-tri
viais v 3 p e Y! > pt'. Conforme o Lema 5, Y pode ser
aproximadoe por um campo Y" que exibe dvbitas fechadas
B' > p e B" 3 p". Vamos prover que B' e B" mndo cons
tituem bordo de cilindro.

Podemos supor que o circule ' +transversal a Y
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por p € ainda transversal a Y" e & disjunto de B".
Supondo gque B' e B" bordam cilindro chegariamos a4 si-

tuagho absurda da figura seguinte,

87 F%uAm wolﬁwnm

T tramevnsal a X
Das observacdes acima e do Lema 1, conclufmos:

rd 2 .
LEMA 7 = Um campo Yl na variedade orientavel M cujas

singularidades s8o hiperbdlicas pode ser aproxi-
mado por um campo Y, cujas singularidades sfo ainda hi-
perbdlicas e que nio possui drbitas recurrentes ndo tri-
viais,.
Seja X um campo numa ﬁariedade M= M" compacta.
Um conjunteo W c M € dito minimal para X se |

rd - - 2 . o L
& compacto, nac-vazio e invariante por X e nao contem

subconjunto prdépric com estas trés propriedades.

Exemplos: as singularidades e as drbitas fechadas (mini-
mais ditos triviais) e o toro 2 para os flu

. . . 2
xo0s irracionais em T .
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Se y € a trajetdria por qualgquer ponto de um mi-
nimal {4 entfo tem de ser a(y) = w(y) = u. Em particu-

lar, Y resulta recurrente ndo-trivial,

Sejaﬁ M = M° orientdvel o Y] o€ ¥(M) um campo
com singularidades tddas hiperbdlicas, donde em mimero fi
nito, e éuponhamos que todas AS suas Jdrbitas recurrentes
se jam triviais. Em particular, resultam triviais todos os
seus conjuntos minimais. .

Consideremos a seguinte forma fraca de (2):

(2t) Os conjuntos-limiks de gqualquer trajetdria sio
o singularidade ou drbita fechada ou um grdfico,

formado de selas e separatrizes ligando-as.

LEMA 8 - Y, satisfaz (21).

Demonstracio: Seja vy uma trajetdria de Y2 tal que

w(Y) nfo € singularidade, dSrbita fechada

, ,
nem grafico.
S8 hd duas alternativas:
(a) w(y) ndo contém singularidade
(p) w(¥) contém singularidade.
Mostremos primeiro que a) nfo ocorre.

© Tomando um minimal W < w(Y), como (. tem de ser

trivial ¢ nfo € singularidade entfo W & drbita fechada.
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Logo w(y) = Srbita fe;hada M, contra a suposicio feita
no infcio.

Agora, suponhamos que ocorre b). As singularidades
em W(y) s6 podem ger selas, pois se houvesse um pogo
pec wi(y) entlo, como Y passa arbitririamente perto de

p, resultaria w(y) = p.

Argumentando como em a), concluimos gue estas se-=
las s@o os Unicos minimais em w(Y), e hd, por hipdétese,

ao menos duas. Sejam elas SyseeessSp, M 2z 2.

w(y) €& conexo mas, por
hipdtese, nio & grdfico,
logo w(y) contém certas

separatrizes Xl’lz ses

\t;;_zfij que deixam respectivamen-

As
198p s ’

w(xl) se enquadra nas mesmas alternativag de
w(Y), as quais levam & mesma conclusfio: W(Kl) contém

selag, tomadas dentre SisreeesS o

m.
Seja s, € w(ll). Anilogamente, concluiremos que
existe 84 € w(la) etc. Como as selas BpresesS s8o em

mimero finito, m, chegaremos a uma delas, s, tal que

s e w(h)
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em que A ¢ separatriz da prdpria sela s, Logo A vol-
ta infinitas vézes perto de si mesma quando t =+ +o d.e.

A & recurrente ndo-trivial, o que é absurdo para Y,-

LEMA O - Y2 pode ser aproximado por um campo Y3 cujas

singularidades sfo hiperbélicas e que satisfaz

2), 3).

Demonstragho: Devemos, agora, guebrar as ligagdes de se-
-las, sem alterar as propriedadesljé conse-
guidas.
Comecemos pelos graficos.

Seja g = $1 So 33 Sy

um grdfico de Y, e mostre- D) g:)
4

mos primeiro como aproximar ) Y Al L B
Y2 por um campo do tipo (2’), \Ahh }—li Aé‘v
com Singularidades tddas hi-
perbdlicas e um grdafico-a me~ 8
nos. ' v
Seja vy tal que > < YN
ﬂb“ A

g =w(y) ¢ um grdfico.
Tome A € 5, 8, e por
A uma pequena transversal T
5

tal que

YANAT= {Al,A2 -
Ay 4 AL \
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Al deve ser escolhido
t8o0 perto de A que o anel A

fique livre de singularidades.

Em peg s - A centre um box B = abcd cf.fig.

152
Dois casos:
19) 5.8, ndo faz parte de outro grdfico.

Neste :caso, seguindo além de s

5352 2 atingimos
um pogo, que & também o w-limite de tddas as trajetdrias
que saem de B acima de 3152' Voltando no tempo, vemos
que estas tém também o mesmo A-limite.

Considere o campo
t =
Y2 = Y2 + epl

em que e & uma constante >0 arbitririamente pequena,
p € uma fungdo diferencidvel >0 em B e nula fora e

Z = {0,-1)., Entio Y3 8¢ tem singularidades hiperbdlicas,

¢ do tipo (21'), nio tem

ligaglo entre s, e s

1 2

{por causa das caracte-

risticas dos conjuntos- = - [
Q'l * @ - Na

s

=limites das trajetdrias
vizinhas a 5152) nem apresenta nova ligacfo de selas.

Para Y}, a trajetdria 7 tende para alguma Srbita fecha-

da que se forma no anel A,
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2¢) s,s, faz parte.de outro grdfico.

Em vez de Y}, consideramos a familia em um pard-

metro

Yé(u) = Y2 + euw Z, u ¢ [0,1]

Yé(u) sé tem singularida-

des hiperbdlicas e ¢ do

tipo (2') para tode u e S
nao tem ligagaoc entre Sq —\& > 4:\
e B, 8 \

0 problema aqui €

que, se § vinha de uma
sela s, entdo, apds a perturbagao, 6 pode passar a li-
gar s com sS,. Devemos provar gue existe um adequado
ue [0,1] para o qual Yé(u) nfo tem conexBo entre s

e s, e também nfio tem nenhuma outra, alédm das gue Y

8

By % Ay

tinha.

N ed = {q;,9,.+.] e alguma subsequéncia de (qn)

tende para e.
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Tome u € (0,1) e a trajetdria ©b&{d) de Yé(ﬁ)
por q,.

Pode acontecer que é(ﬁ) chegue exatamente em £
(donde vai a 52). Nesse caso, tome wu' > 1 prdximo de
u: como a perturbagio correspondente a u' ¢ major,
$(u') chegasaixo de f e, portanto, entra no anel A,
tendendo para alguma JSrbita fechada af formada.

Se &(a) nfo chega em f, podemos fazé-la chegar
abaixo de f para um adequade u (argumento de minimum
1ift - lema 6), e a situaclo se repete,

!

Quebraremos um por um dos grdficos de Y com es-

29
ta tdéenica. Finalmente, obtemos um campo que poderd apre-
sentar conexbes entre selas, as quais quebraremos com a

perturbagio do caso 12),

Chegamos, assim, a um campo Y com as proprieda~

3

des fequeridas.

LEMA 10 - Y3 pode ser aproximado por um campo Y4 do

tipo (1,2,3,4).

Demonstragao: Yh serd obtide em duas etapas, Na primei-
ra, aproximaremos Y3 por um campo Y3 1

»
do tipo de Y3 e cujas separatrizes de sela fiquem to-

das "estabilizadas" i.e. se Yy parte de sela e vai para

uma Jdrbita fechada V, entfic V deverd ser hiperbdlica.,
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Feito isto, pequenas perturbagaes subsequentes de YB,l
nao introduzirdo ligacles de selas. Na segunda etapa &
que obteremos um Y4 do tipo (1,2,3,4) ¢ arbitrariamente
préximo a Yy em E(M).

Suponha. que y &

uma separatriz de sela

tal que w(y) € uma &r-
bita fechada nfo-hiper-
bdlica VY. Se VY €& es-

tdvel (= atrator) de um

lado e instdvel (= re-

-——@}

pulsor} do outro (cf.

fig.) entio [4] uma pe- hﬂM) / hiy)
guena perturbagiio res- //// = //

trita a uma vizinhancga ? ;
tubular de VYV pode ///f

substituir V por duas

\

drbitas fechadas Vl e
V, tais que Vv, = w(y) € estdvel de ambos os lados e
V2 & instdvel de ambos os lados.

Podemos entho admitir, de partida, gque V geja
estdvel dos dois lados.

Sabemos que o indice de estabilidade de uma drbita
fechada I, que &€ a derivada ht'(0) da respectiva trans-

formagio h de Poincaré na origem, tem por expressio
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exp _{ (£, + &,)
r * 7

-~ .
em que f,g 530 as componentes do campe num sistema de
coordenadas vdlido numa vizinhanga de T. Logo T € hie

pelbollca se e 80 se
4 fl:‘ ( X -!r)

Mostremos entdo uma pequena perturbagao de Y3 gue
mantém VY mas torma exp f‘ £ L.
Considere um pegquenoc box B:]x|,|yl < 1 centrado

em P E YV e 0o campo

Yy =Yg+ e ﬁ(x) ¥ (v)z

em que e > 0O € uma cons-

tante arbitrariamente pe-

*quena, ¢ e U sio fun-
¢bes diferencidveis como

na fig., e 2 = (0,1).

Yé em B equivale ao
sigtema
x =1
¥ = e o(x)(y)

ou 4 equagdo

&Y~ e px)i(y) = Flx,y) (*)



VII-37

Come Vv €& suposta nio hiperbdlica, temos

nt{0) = 1lim %n)_= 1
n+0

Chamando de g a transformagio de Poincard relati

va a VY para o campo perturbado, Yé, devemos provar gue
g1 (0) = 1im E@) _ g3, &ln hn) _ g, &ln
T hin n hin
n-0 n-+0 10
& #£1,

Mas &ste dltimo limite € a derivada da solugio

y(x) = 0 da equaglo (*), em relaglio & condigdo inicial,
guando se passa da segao*-x = -1 para a x = 1l logo:
1 .
1lim -5%2% = exp jf F (x,y(x))dx =
hin v
n-»0 -1
. 1
= exp e J{f w(x) ¢'(O) dx « 1
\ -1 PELILAEN, FE. 2
<0

0 argumento deve ser repetido tantas vézes guan-
tas as drbitas fechadas nfio-hiperbdlicas que sejam conjun
tos-limites de separatrizes de sela. Obteremos, assim, um

ainda do tipo de Y., e com todas as separa=

3

campo Y3,1’

trizes estabilizadas.

De vamos obter um campo do tipo (1,2,3,4).

Y
3,1
Segundo um teorema de Whitney [5, p. 654], existe

o~ ~
um difeomorfismo §:M a+ M de M sébre uma subvariedade
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analitica ﬁ c 5. O campo YB 1 corresponde a um campo
. H
¥ sbbre M. Extenda Y a uma bola B tal que
3,1 3.1
ﬁ'c B C R5 e aproxime Tj 1 em B por um campo polino-
1)

mial {(Teorema de Weierstrass). Projete, em seguida, o cam

po polinomial s0bre os planos tangentes a M, o que dd um

campo Y . O correspondente em M & um campo Y que
3,2 3,2 :
aproxima Y3 1 Observemos também gque, por causa do difego
?
morfismo, Y e Y3 2 t8m a mesma configuracgio.
’

3,2

1% caso: Tddas as trajetdrias de sfdo Techadas.

Y3’2
Entfo Y o nfio tem singularidade donde X{M) =
=0 ¢ M & T2 (pois M orientdvel).

Decomponha M em faixas Gi de érbitas fechadas,
centradas em certas Yio i=1l,...,m. Entfo pequenas pertur
bagBes restritas a cada Ui podem tormar cada Yi hiper
bdlica estdvel (tdcnica usada na construgdo de Yé). As
curvag que constituem aci tornam-se instdveis e as po-

demeos fazer hiperbdlicas também.

Obtemos, entfio, um campo do tipo (1,2,3,4).

2¢ caso: Nem tddas as trajetdrias de sfo fechadas.

Y
3,2
Analisemos a distribuigfo das drbitas fechadas

de s6bre ﬁ:

T
3,1
A transformagdo de Poincaré h relativa a cada ér

o~
bita fechada y de Y3 1 é analitica, como o campo. Logo
]
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ou h €& idénticamente nula [ = faixas de Jrbitas fecha-
das) ou os zeros de h sfo isolados ( = Jdrbitas fechadas
iscladas).

Mostremos que a primeira situagaonao ocorre aqui.
De fato, supondo que haja uma faixa, F, toﬁe p € 3F e
olhe a trajetdria A\ 3 p: a(l) e w(K) nao podem ser
fontes e pogos, Jjd que as trajetdrias vizinhas de A s@o
fechadas.

Logo a{r) e w(r) s8o selas, o que contradiz o

fato de ser do tipo (3). A mesma contradigao che-

Y
3,2
garemos supondoe gque Y3 , tenha uma infinidade de Srbi-
¥
tas fechadas isoladas, bastando olhar a trajetdria i

por um ponto p de acumulagio delas.

Se 'YB 59 cujas singularidades sfo hiperbdlicas e

H
nioc tem ligagio de selas, satisfizer também (2), sé fal-
tard tormar suas drbitas fechadas hiperbdlicas, o que se

faz como na contrugfio de Yl.

3
¥3,2

ja vy tal que w(y) mni2o ¢ singularidade ou drbita fecha

Suponha, porém, que nfo € do tipo (2) e se-
da. Tome um minimal 4 € w(y) donde | nao-trivial. Use
¢ Lema 5 para obter por um ponto de |3 uma Srbita fecha-
da Y, que nao limita disco; torne-a hiperbdlica. Repita

a construgdo, caso ainda haja minimal nfio-trivial, Acaba=
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mos obtendo, conforme o Lema 7, um campo sSem minimais nfo-
—triviais e com certo nimero de drbitas fechadas Yl’“"vp
tais que

(P) cada N € hiperbdlica, nenhuma limita disco e

duas diferentes nunca sfio homotdpicas.

Se o numero total de Jdrbitas fechadas € finito,
basta tornar cada uma hiperbdlica.

Se hd infinitas, fazemos nova aproximaglo analitim
ca, eventualmente perdendo a condigfio (2). Para a obter-
mos de nédvoe, introduzimos mais drbitas fechadas, com a
propriedade (P) acima, O processo ndo se prolonga indefi-

nidamente, por cauga do que afirma o Lema 1.

OBSERVAGAO: Comegando a demonstracio acima com um campo

de Kupka-Smale obtemos alguma simplificagéo
na sua apresentacgfio. Descrevemos de modo sucinto a nova
apresentacio.

Sabemgs por teorema demonstrado nestas notas que
os campos de Kupka~Smale em M2 constituem um conjunto
denso. Basta aproximar um campo de Kupka~Smale por um cam
po de Morse-Smale. As demonstragdes dos Lemas 5, 6 e 7
do

] a s -
sao um pouco mais simples. Em particular o campo Yl

Lema 7 pode ser aproximado por um campo Y2 cujas singu-

laridades sfo hiperbdlicas, que nfo possui recurréncias
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nfio triviais e que aprssenta auto-ligagaes de selas. Do

Lema & concluimos que se v €& JOrbita de Yo ‘w(y) ou &
singularidade, ou & drbita fechada ou &€ uma separatriz de
auto 1igagao de selas. Diremos gque uma separatriz de sela
estd estabilizada se seu @ ou W-limite fir um pogo ou
ume. drbita fechada hiperbdlica. Aproximamos Y2 poxr um
campo Y3 que ndo possui ligagao de selas e que tem suas
separatrizes de selas estabilizadas. TFinalmente aproxima-
mos Y3 por um campo Y de Kupka-Smale perturbando-o fo
ra de uma vizinhanga de seus elementos criticos hiperbdli
cos e de suas separatrizes de selas., 0 mimero de drbitas
fechadas de Y & finito de acdrdo com o teorema de
Bendi;on-Poincaré no cilindro e com o Lema 1,

Pelo Lema 5, caso Y possua recurréncia nfio tri-
vial a variedade é o toro e € trivial aproximar Y por
um Morse-Smale neste caso.

Nos demais casos Y & de Morse-Smale e o teorema

éstd demonstrado.
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0 TEOREMA DE KUPKA E SMALE

J. Pitombeira Carvalho e

Nathan Moreira dos Santos

§1. Enunciado do Teorema

Seja M uma variedade Cm, compacta ¢ X um cam-
. r .
po vetorial de classe C , v 2 1, em M. Consideremos as

seguintes propriedades:

G,: as singularidades de X sfio hiperbdlicas (como M &
compacta e as singularidades hiperbdlicas sfo isola-
das, X possui apenas um mimero finito de singulari-

dades).

G.: as Srbitas fechadas de X sfo hiperbdlicas (isto &,
as transformacgdes de Poincard a elas associadas pos-

suem apenas pontos fixos hiperbélicos).

as variedades estdvel e instdvel associadas as singu-

[rp]

laridades e drbitas fechadas de X s80 transversais,

Seja Y o conjunto dos campos vetoriais de classe

-~

C de M., Como M & compacta, ¥, com a topologia Cr, é
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um espago de Banach se 0= r < @ e um espago de Fréchet
se 1 = . Seja Qi o conjunto dos campos vetoriais
X ¢ ¥ que possuem a propriedade Gi, i=1,2,3. Considera

remos tambdém os conjuntos
Gio = G4 N Gy e Gy54 = Gy N G N QB .

Mostraremos que (4 = Q123 ¢ o conjunto dos campos genéri

cos de ¥, & nogao de genericidade sendo precisada abaixo.

DEFINIGAC 1.1 - Um conjunto C c X €& residual « C con-
tém a intersecgio de uma familia enumerd-

vel de conjuntos abertos e densos,

Pelo teorema de Baire, desde que Y € completo,

¢ €& denso em X.
TEOREMA (Kupka-Smale) - G ¢ residual em Y.

Demonstragfio: Pelo lema da transversalidade de Thom, Gy

€ aberto e denso em Y. Assim, o procedimento
natural seria demonstrar que G, ¢ residual em G, e
q3 € residual em qz. Por razdes tdcnicas, que logo se
tornarfio aparentes, o processo de demonstragio serd o se-

guinte: para cada inteiro T > 0, consideraremos os seguin

tes conjuntos

%*(T) & o conjunto dos campos X em Gq cujas drbitas

fechadas de periodo menor ou igual a T sdo hiperw
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bdlicas.

~ rd .

X(T) ¢ o conjunto dos campos X de X(T) cujas varieda
des -estdvel e instdvel associadas aos elementos cri
ticos (isto &€, gingularidades e drbitas fechadas)

de periodo menor ou igual a T sdo transversais.

Do visto acima, é claro que

Gyp = Tfj X(t) e g (1)

1

]
?:33
>
2

Demonstraremos dois teoremas:
TEOREMA A - % (T) & aberto e denso em ¥.

TEOREMA B - X(T) & residual em X(T).

Segue-se do Teorema A e de (I) que ¢ residual em ¥

%12

e do Teorema B e também de (I) que G €& residual em Y.

§2 - Lemas

Os lemas abaixo falam sobre o comportamento dos e-
lementos criticos prdximos a elementos criticos hiperbdli

cos para campos prdximos de um dado campo X.

LEMA 1 - Seja V uma vizinhanga da origem no R e

XV o R™ um campo vetorial de classe C1 tendo

a origem como singularidade hiperbdlica.
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Dade T > 0 existem vizinhangas U da origem em
V e U de X em CE(V,RH) e uma fungio de classe C*

p:U 4+ U tais que:

a) Cada campo Y € U tem uma dnica singularidade p(Y)

em U e essa singularidade € hiperbdlica.

b) As drbitas fechadas dos campos Y ¢ U que interceptam

U +ém periodo maior gue T,

Demonstraclo: A parte a) resulta do teorema das fungdes

implicitas e do fato de que os operadores

hiperbdlicos sfio abertos em L(R™),

b) O espectro de L = X1(0):R"™ 4 R" & separado pelo eixo
imagindrioe, assim, pelo teorema de Hartman, existe

5 > 0 (+tal gue a bola B(0,25) de centro em O e raio

28 estd contida em V) e uma vizinhanga U de X em

Ci(V,Rn) satisfazendo &s seguintes propriedades:

(1) para cada Y ¢ U existe um homomorfismo
h,:B(0,26) + R” +tal que hy Y, (x) = L, hy(x) para tg
dox ¢ B(0,256), todo Y ¢ u e todo tempo t onde Yt(x)

ffor definido.

(2) hY depende continuamente de Y.

Desde que Xt(O) =0 ¥t ¢ R, entfo dado & » 0 ¢

possivel restringir U de maneira que as seguintes pro-
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priedades sejam verificadas:
(i) Uc B{0,8) c B(0,28) c V

(ii) o fluxo J x B(0,6) —%» R®
(t,x) —— X (x)

de X estd definido em wum intervale J o [0,T].
(1i1) X, (x) ¢ B(0,5) ¥ xc U, O0< ts< T.

Assim (cf. I.G. Petrovski, Ord. Diff. Eguations,

pe. 56), U pode ser restringido de maneira que
“Xt(x)—Yt(x)” <8 ¥xe¢ B{(0,8), O0s t=< T

e que o fluxo

Jx ux B(0,8) —&—~ r"

(t,X,x) t—> Xt(x)
esteja definido em um intervale J D [0,T].
Resulta, do visto acima, e de (iii) que
B((0,7] x U x U) = B(0,23) (3)
poig
e, G 5 ¥, (x)=x, () + %, G < 28 -

Desde gue Lt(x) =e®l(x) £x ¥xe€ R e todo
t+ # 0 (pois os operadores e®™ %0 hiperbdlicos:se

t £ 0), entio (1) e (4) demonstram b).

0 lema andlogo para difeomorfismos €
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LEMA 1' - Seja V uma vizinhanga da origem no rR® e

PtV 5 R" um difeomorfismo de classe Cr, cuja
origem & ponte fixo hiperbdlico.
Dado um inteiroc N > 0 existem vizinhangas U da
n

origem ne R, U de ©® em CE(V,Rn) e uma fungfo

f:U o U de classe Cr, tais gque:

a) cada | € U +tem um dnico ponto fixo f£{¥) em U e

ésse ponto ¢ hiperbdlico.

b) Os pontos periddicos de cada ¥ € U em U tém perio-

do maior gue N.

LEMA 2 - Seja T > 0 e v uma drbita fechada hiperbdli-
ca de pericdo menor ou igual a T de um campo

X € ¢L(V,R"). Entfo existe uma vizinhanga tubular U de

¥ em V e uma vizinhanga Y de X em CE(Van) tais

dques

a) a cada campo Y € U corresponde uma drbita fechada
hiperbdlica y(Y) e t8das as outras drbitas fechadas

de Y que interceptam U tém perfodo maior ou igual a T,

b) as drbitas y(Y) variam continuamente com Y,

Demonstragdo: Seja % o perfiodo de ¥ e n o maior in-

teiro em T/% . Ponha N = n+l. Seja

PiZ + L' a transformaglo de Poincaré de y (considerare~
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mos ¥ e St abertos do RO ' e 0 ponto fixo hiperbd-
lico de ®). Sejam I e Llcp as vizinhangas, de 0 em
Rn-l, e de ©®© em CZ(E,Rn-l) e fily + I a fungio de
classe €' dadas pelo Lema 1!, Seja U a vizinhanga tu-
bular correspondente a @:Z » T e U a vizinhancga de X

em Ci(V,Rn) tal que cada Y € U tem transformagido de

Poincaré PY em U¢. Assim, cada transformagio de Poin-

caré Pyis = R™ 1 fem um unice ponto fixe f(Y) o qual

é hiperbélicp e corresponde a uma JSrbita fechada hiperbd-
lica y(Y) de Y em U. Além disso, desde que £(Y) =
= f(PY) varia continuamente com Y, entfo Y(Y) varia
continaumente com Y. Desde que f£(Y) €& o inico ponto fi
xo para os iterados Pg, k=l,...,N, entfo qualquer Jdrbita
fechada de Y, distinta de v(Y), que intercepta U +tem
periodo %' prdximo a 4T onde 4 > N. Observando que

4w > Nz > T, concluimos que %' > T.

COROLARIO -~ Se X ¢ X(T), entfc X tem apenas um nuimero

finito de drbitas fechadas de periodo =T.

Demonstragio: Se existissem infinitas Srbitas fechadas de

periodo =T, existiria uma sequéncia de pon
tos (pn), situados em drbitas distintas, tais que P, * D-
Realmente, pelo Lema 1, p nfo pode ser ponto singular.

Pelo TLema 2, p nao pode estar situado em JSrbita fechada
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(de periodo <T). Pelo teorema de fluxo longo, a drbita
gue passa por p ndo pode ter perfodo > T, pois nesse

caso as 6rbitas vizinhas também teriam.

LEMA 3 - Seja K um compacto de M e X ¢ ¥. Suponha
que X nioc possui singularidades em K nem Sr-

bitas fechadas de periodo =<T. Entdo existe uma vizinhan-

ga U de X consistindo de campos cujas dérbitas que en-

contram K tém periodo maior que T.

Demonstragio: Pelo teorema do fluxo longo (cf. R. Abraham

=J. Robbin, Transversal Mappings and Flows,

pg. 58) para cada x € K corresponde uma vizinhanca Ux

de x em M e Uu(X,x) de X em ¥ tal que tddas as
érbitas que passam por U_, de campos Y € u(X,x), tém

perfodo maior gue T. Extraia cobertura finita U_ ,.qU
n X1 Xn
de XK e tome U = u(x,x. }.
. l i

[

§3. Demonstraclio do Teorema A

18 parte. X(T) & aberto em Ql.

Seja X € x(T). Para cada ponto p € M podem

“~ . -~
ocorrer tres situagoes:

a) p nfo & singularidade de X mnem estd sibre drbita
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fechada de periodo =<T.

Nesse caso escolho vizinhanga W de p em M tal
que W nfo contdm nenhuma singularidade de X e n3oc in-
tercepta nenhuma érbita fechada de periodo =T (isso &
possivel pois as singularidades hiperbdlicas sfc iscladas
e a unifio das Srbitas fechadas de perfodo =T & compacta,
pelo coroldrio). Pelo Lema 3, escolho vizinhanga Wb de
X em Ql tal que as Jdrbitas fechadas dos campos Y € Wb

que interceptam W +tém perfodo =T.

b) p € singularidade de X. Sejam U e WU as vizinhan

gas de p e de X dadas pelo Lema 1.

c} p estd sobre uma drbita de perfode =T. Sejam V e

Ir as +vizinhangas dadas pelo Lema 2.

Extraio uma cobertura finita de M por vizinhan-
gas W, U e V, Seja u(X) a intersecgio das correspon-
dentes vizinhangas W, U e Vy. Entdo U{X) c %x(T), mos-

trando que X(T) ¢é aberto em ¥X.

22 parte. X(T) € denso em Ql.

Seja X ¢ Ql. Mostraremos que, apds um mimero
finito de perturbag¢Bes de X, &€ possivel obter Y ¢ X(T)

arbitriariamente prdximo de X.

Afirmagao 1l: existe %> 0 tal que nenhuma dJdrbita fechada
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de X +tem periodo menor que % . Realmente, se nfio exis-
tisse %> O, poderiamos construir (por compacidade de M)
uma sequéncia P, P onde cada P, pertenceria a uma
drbita Yn de periodo %, © B, 0. Pelo teorema do
fluxo longo, p € singularidade de X, o que pelo Lema 1
é impossivel.

Seja T =T(%, 25-) a unifo das drbitas de X

3% 9,

com perfodo no intervalo [%,

Afirmac8o 2: I € compacto.

Desde que M & compacta, devemos mostrar que T

é fechado. Seja p_  uma sequéncia em ' e Pp_ 2 p. Pelo

n

Lema 1 p ndo € singularidade de X.Pelo teorema do flu-

xo longo p nfo pode estar sdbre dérbita Yy de periodo

> 3; « Asgim p € T.

Se jam Pyss«ep, as singularidades de X. Desde
que essas singularidades sfio todas hiperbdlicas, sejam
Ui e hi as vizinhangas de p; em M e de X em Ql

dadas pelo Lema 1. Considere as vizinhangas
n n
ve Uwv, o uw=1l1u .
. i . i
i=1 i=1

Assim, as drbitas fechadas dos campos Y € U que inter-
ceptam U +é&m perfodo maior que T, Trabalhamos sempre

em W e portanto nfo nos preocuparemos com 0 que aconte-
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ce em U,
Para cada ¥ € ' consideremos vizinhangas tubula-

res concentricas V. ¢ V < U de . Seij T ¢! a
v S v S Yy Ve BeJam Ly < &y B8

-~ -
secgbes transversais correspondentes e ¢ :x =+ L! a
’ YOy Y

transformagio de Poincaré de X. Consideremos UY e E;
e uma vizinhanga wy C V& suficientemente pequenas de ma

neira a que se verifiguem as seguintes propriedades:

i) as trajetdrias por pontos de Z; gastam tempo maior

3%

que - para interceptar E; novamente.

ii) tdda drbita por pontos de WY intercepta ZY pelo

menos wuna vez,

Estas propriedades permanecem vdlidas em uma vizinhanga
UY de X em U, Desde que as vizinhancas WY cobrem o

compacteo I’ extraia uma subcobertura finita WY ,...,WY
1 N
para I e sejam, UY ,...,UY as vizinhangas correspon-
1 N
dentes de X.

Se ja

N N
w= U w , RN
j=1 Yi i=1 i

0 conjunto X =M - (UU W) & compacto e nio conn
tém singularidades nem drbitas fechadas de X de periodo
3%

menor ou igual - Assim, pelo Lema 3 existe vizinhan-

a W de X em Ul tal gue as drbitas fechadas dos
¢ 1
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campos Y € wl que interceptam K +ém periodo maior

que 3;_. Nio nos preocuparemos com essas drbitas por en-

quanto.

Pertubaremos X de maneira a ocbter um campo
Y1 € wl cujas Orbitas fechadas que passam por pontos de
W sejam hiperbdlicas,

Pela densidade de G (para difeomorfismos) esco-
lha um difeomorfismo W:El -+ Ei contendo apenas pontos
fixos hiperbdlicos, suficientemente prdxima da transforma
¢fo de Poincaré mlzﬂl -+ Ei de maneira que exista um cam
po Yi & ml cuja transformagio de Poincard seja ¢1 e
alédm disso Yi|M - UY1 = X. Assim, as Jdrbitas de Y] que
passam por pontos de Wl e tém periodo menor ou igual a
-%? sdo genéricas (e portanto em ndmero finito). Como
essa propriedade & aberta, podemos determinar uma vizinhan
ca wi c wl de Y] onde ela se verifica. Repitamos o ar-
gumenta para Yi obtendo um campo Yé e uma vizinhanga
Wé de Yé tal que as_érbitas fechadas dos campos Z ¢ mé
que interceptam W

3%

- - - » -
ou igual a = sfo genéricas (e portanto em mimero fini

5 (e também Wl) e tém periodo menor

to).
Repetindo o argumento N vézes obtemos um campo R8s
e uma vizinhanga wﬁ de Yﬁ com a seguinte propriedade:
. -~

tdda drbita fechada de campos Z ¢ mﬁ cujo periodo € me-
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nor ou igual a %?— e intercepta algum Wi ¢ hiperbdlica.

1
1 — i = ]
Se ja . Yl = YN e b = wN.

Desde que Yl possuli apenas um mimero finito de
drbitas fechadas de perfodo menor ou igual a -%? , todas
hiperbélicas, isolamos essas dérbitas por vizinhahgas tubu
lares conforme o Lemg 2 e restringimos wl. Teremos entio
a situag&o inicial ¢ podemos repetir ¢ argumento para o
conjunto T (2%_,2%)’ unifio das drbitas fechadas de Y1
de periodo no imntervalo [gg »2%] . Obtemos assim um campo
Y2 e uma vizinhanga mz de Y2 onde os campos de JSrbi-
tas cujo perfcdoc & menor ou igual a 2% sdo genéricas.

, “ L
Apds repetir o argumento & vézes, (onde -7§-> T) obtemos

um campo Y = Y, em %(T) arbitridriamente prdéximo de X.
Nosseo objetivo, agora, € demonstrar o

TEOREMA B - X{T) € residual em X(T).

A demonstragfio déste teorema pode ser reduzida a
provar que para todo X € X(T) existe uma vizinhanga U
de X em ¥X(T) tal que i(T) N U contém um conjunto re
sidual em U, .

Sejam p,, i=1,2,...,N os elementos criticos de X (suas
singularidades e drbitas fechadas de periédo <T). 08 Le-

mas precedentes nos dac vizinhancgas ui’ U,y i=1,2,...,N,
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tais que se Y € Ui, entao, em Ui’ Y tem um e somente
um elemento critico de perfodo <£T. Alédm disso, podemos

tomar estas wvizinhancgas Ui disjuntas.

Antes de diniciar a demonstragao propriamente dita,
: . r R
relembremos gue podemos, na topoclogia €, aproximar o
r+l -
campo X por um campo X' de classe C . A razao des-
ta primeira aproximagdoc ficard clara pela fdérmula A, que
dd a aproximagBo desejada no Teorema B, Nesta fdrmula &
definido um campo usando derivadas. Se estivédssemos tra-
T s
balhando com um campo C o resultado seria um campo de

classe Cr_l. De agora em diante, X serd o campo CI‘+:L

ocbtido acima.

Para cada um dos pontos criticos pi, i=1l,2,...,N,

. + . .
podemos cbter um discoe compacto Bi contido na varieda-
de estdvel de Pjy © B; contido na variedade instdvel

~ + - -~ . ~
de p;, com cercas %y E destes discos, estandoc as cer

cas contidas em Ui e transversais a todo campeo Y ¢ Ui.

Definamos, para Y € ui'

B1(¥,~t) = 0, (¥) B}(¥)

B;(Y, +)

o (Y) BI(Y)

Observe que &stes conjuntos sfo "expansdes" de B:(Y) e

B;(Y) respectivamente.
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Se T & um inteiro positivo, seja

(i, j,7) = {Y]|Y ¢ uinuj e com B;(Y,-T) trangversal a

BE(Y,T)} .

Mostraremos que 3(i,j,T) € aberto e denso em uij =

= ui n uj,

0 fato de que ¢ aberto segue-se de que pequenas perturba-
g¢bes néo alteram a transversalidade das variedades come
pactas BI(Y,—T) e BE(Y,T) e de que as variedades estd
vel e instdvel variarfo continuamente com Y (na topolo.

gia C{).

A demonstragao da densidade ¢ mais delicada: Se Y ¢ uij
e V € uma vizinhanga de Y, acharemos Y ¢ v n 3(i,j,T)s
Caso B;(Y,T) seja transversal = B;(Y,—T) tomemos Y = Y.
0 que fazer se B;(Y,T) niao € transversal a BE(Y,-T)?

0 natural seria perturbar ligeiramente estas variedade%
compactas a fim de tornd-las transversais. 0 problema es-
td em provar que as variedades assim obtidas provém de fa
to de um campo Y prdximo (na topologia C¥) a Y.

Note que podemos.encontrar r > 0, r dinteiro, tal que
B;(Z,r) n B;(Z,-r) =% e w_r(Z) M B;(Z,-T) =3 para Z
numa vizinhanga conveniente de Y (possivelmente teremos

que diminuir a vizinhanga v de Y de maneira a ficar-

mos na situag¢do descrita por Peixoto [1] 13(b).
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Agora, se necessdrio restringindo a cérca ¥, retificamos
o campo Y ao longo da vizinhanga tubular longa

% x [-r,7], ou seja, existe um difeomorfismo A:EIX[-r,T]
que leva o campo horizontal unitdrio de Ex[-r,T7] no cam-
po Y. Seja L = A(Ex[-r,7]) £ M e tomemos L, = wT(Y)Z
e c{r) = B;(Y,-T) n Ll' Observemos que se B;(Y,-T) e
BE(Y,T) forem transversais em um ponto p € B;(Y,T) n

n B;(Y,-T) entfio sfio transversais sObre todo o pedago de
trajetdria de Y que passa por p e estd contida na in-
tersecglo; desta maneira, para estudar a traﬁsversalidade

de Bi(Y,T) e B;(Y,-T) podemds iterar todes os pontos
até o faca Ll = @T(Y)E; ¢ mesmo suficiente estudar a
transversalidade de C(t) = B;(Y,-T) nL, e mT(Y)SEl(Y),
onde S; =N B;. Se C'= @_T(Y)C(T), o problema reduz-

-se a estudar a transversalidade de C e S; em Y. Em

primeiro lugar, se 8% & a fronteira de I, podemos to-

mar s vizinhanga V de maneira que C(T) n 3% = § (temos
tamb€m neste case, de maneira dJdbvia, que S; nNag = &).
Come C, S, e ¥ s&o compactos, podemos aplicar o Lema

i
da isotopia de Thom: Se J = {0,1] e (Q € uma vizinhan-
ga de 3L, disjunta de C e .s;, podemos achar

1

8:ZXJ 4+ £, © ¢ préxima & identidade e tal que

9|Q = Id »

e(x,0) = I;
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Se ¥,(x) = o(x,1), entlo wl(S;(Y)) é
transversa;aa C.

D19 = Oo
A partir de 6:IXJ 4+ & construiremcs o campo Y: em pri-
meiro lugar, definimos ¢ :EIX[<V,T] + IX[-v,T] por

Ex[=v,0] —== x[-v,0]
Zx[0,7] ——— =x[0,T]

(xst) L (G(X,'t/'l'),t)
Temos, agora, a seguinte situacgfo:

Ix[=v,7] - Zx[=v,T] S

e definiremos o campo Y como segue:

¥(x) = Y(x) se x e M-L

Y(x)

I

Ao ¥y E(w-lo l“l(x)) se x € L (férmula A)

onde E & o campo unitdrio horizontal em ZIx[-v,T] tal

que A,E =Y em L,

Como a isctopia © pode ser feita arbitrariamente
préxima & identidade logo Y pode ser feito arbitrdria-

mente préximo a Y (na topologia Cr+l).

Note que a variedade estdvel B, de Py nic foi

alterada (ela pode ser obtida como os iterados negativos

de B;) e Bj(%-t)n 1Ly = B3 (%~1) n Ly = o(1) = ¢(§7).
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Mostraremos agora que C(T) = ¢(¥,71) € transversal a
mT(?) S;(f) = wT(f) S;(Y). Para isso, note que

¢1(?) S;(T) é transversal a C. Como ¢T(?) S;(T) =

= k(ml(sz(f),T), vemos que K(ml(?) S;(Y),T) € transver-
sal a A(C,T) e a demonstragiio estd concluida.

,

O caso em gque i = J € de tratamento andlogo.

Uma vez provado que &(i,j,T) € aberto e denso em uij’

N
seja &(1) = rw F(i,j,7) = F(v). Temos entfo que &(T)
i, j=1 N - i
& aberto e denso em || u; = U, Mas come X{(T) = N (v,
i=1 =1

fica provado gue, dado X ¢ X(T), existe uma vizinhanga
U de X em %(T) tal que i(T) N W contédm um conjunto

residual em U.

Surge dgora a seguainte pergunta: Como provar um resultado

andlogo (teorema de Kupka-Smale) para difeomorfismos?

Com €ste objetivo em mente, introduzimos os seguintes con

éeitos:

Se M & uma variedade e f:M 4 M & um difeomorfismo,
consideremos O produto MXR e estabelegamos ai a rela~
¢80 de equivalénecia gerado por (x,t) ~ (f(x),t-1).

Seja M o quociente M/~ e p:MxR + M a projeclo cand-
nica, Seja E o campo unitdrio horizontal E em MXR e

consideremos o campo (!) X dado por p(E). Se xEMc M,

entlo a drbita de X por x & aberta se e somente se X
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nfo &€ ponto periddico de. f. F fdcil ver que X €& trans-

s

versal a M e também que f €& a transformada de Poincard
(global) relativa a uma Srbita fechada.

O teorema de Kupka-Smale para difeomorfismos pode

ser demonstrado usando os seguintes fatos:
a) pe Per(f) & hiperbélicoqa~yp ¢ hiperbdlica para X

b) p,q ¢ Per(f) e hiperbdlicos, w°(p) & transversal a

W Wu(q) em M—*WS(YP) "¢ transversal a Wu(yq) em M.

c) T u(x) € x{M) +tal que Y g u(x) + Y & transversal a

M.

REFERENCIAS

[l] M.M. PEIXOTO - On an approximation theorem of Kupka
s

and Smale, Journal of Differential

equations, 214-227, 1966,

(23 T. KUPKA - Contribuigio a4 teoria dos campos gendricos,

Tese de Doutoradeo, IMPA, 1964,

(3] S. SMALE - Stable manifolds for differential equations
and diffeomorphisms, Annali della
Scuola Normale Superiore de Pisa, XVIT,

97-116, 1963.






IX-1

STABILITY OF ANOSOV DIFFEOMORPHISMS

A, Verjovsky
and

C. Robinson

In these notes we give a proof of Anosov's theorem

on structural stability of diffeomorphisms of a compact
CUa manifold M without boundary. We also show that the

Anosov diffeomorphisms form an open (maybe empty accord-

ing to M) set in D, where D dis the set of ¢’ diffeo-

morphisms of M with the et topology, r = 1.
The main references are Moser [1], Matheris

appendix in [2] and Hirsch-Pugh [4].

DEFINITION 1 - Let ¢(,) be a ¢® Riemannian metric on M

and [-l its induced norm on TxM for

each x € M. We say that £ € D dis Ancsov if

1} the tangent bundle of M splits in a Whitney

direct sum of continuous subbundles TM = E° 2] Eu,

s

where E and EY are Df-invariant,

2) there exist constants c,c! > ¢ and 0 < XA < 1
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such that
|Df2 v] < c An|v|
|p£ | s e AT w]
x
s u
for all x e M, v g Ex y W E Ex and n > 0.

M being qompaét, this definition is independent
of the Riemannian metric ¢(,) . Also, E° and ET are
uniquely determined by the above conditions.

Let T:E + M be a vector bundle over M. We denote
b& T(E) the Banach space of continuous sections of E,

with norm Ho” = sup |0(x){, g € T(E).
xeM

We denote [ {(TM} simply by T(M). If £ € D, then

f induces a continuous operator f, :I'(M) » I'(M}, defined

by £,0 = Df.o £°F, o & T(M). That is £,0(x) =

= Df -l( )U(f";(x)). The linearity of £, 1is clear and
T X

its continuity follows from the fact that M is compact.
In fact, £, dis an isomorphism, where f;l = (f-l)* .

A vector bundle T:E + M of class C' is said to
be normed if there is a C° (0.« s £ r) real function
F:E -+ R such that F/ﬂ—l(x) defines a norm on ﬂ—l(x)
for every x € M.

In order to prove that the Anosov diffeomorphism

form an open set, we need the following lemmas.
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LEMMA 1 - £ € D dis Anosov if and only if f, .is hyper-
bolic. Also, if f - is. Anosov then there is a
Cm structure of normed wvector bundle on TM . for which we

can take ¢ = ¢? = 1 din Definition 1.

Proof:; If f disdéanosov, then T'(M) splits in a direct
sum of closed subspaces
T(v) = r(5°) & T (s%)
where o
0 eT(E°) » o(x) ¢ B9 , ¥ xe M
c e T(EY = o(x)e B, ¥ xe M
Since E° énd- Eu are.bf;invariéﬁt, F(ES) and T(Eu)
are f*-invariaﬁt._Let fs = f*/T(ES) and fu = f*/T(Eu).
Then T, = fs & fu and fs’fu are (continuous) isomor-
‘phisms of T(8%), I'(E®). This implies Spectrum f, =
= Spectrum fs U Speqtrum fﬁ. Buf f Tbeing Anqsov,
EPEES:
€0 = en®
Therefore the spectral radius of fs. and of fu are not
bigger than A < 1. Thus £, is hyperbolic.
Let us now assume that f*:T(M) -+ T(M) is hyper-
bolic for f € D and T (M) with the norm induced as
before by a Riemannian metric on M, As in [3]J F(M) can

be decomposed in a direct sum of fyx-invariant subspaces
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T(M) =T° @ ™", so that the spectral radius of £, = T, /15
and of f—l = f;l/Pu are. smaller than 1.
u

For each x € M, define

E {o(x) | o € T%}

HE HoB

L}

B {o(x) | o e T}

It is not hard to see that E° = |J E® and E" = U ES
x x
xeM xEM
are continuous subbundles of TM, Df-invariant and

]

M = E° + EY. To see that this sum is direct, we let

v € E; n E; for some x € M. Since the spectral radius
of fs and of f;l are smaller than 1, there is an
L) =By
integer n_ so that ||f_"| <k, [[£ 7| < k¥ with
o s ) !
0 < k< 1l, Define cs € Ts and Uu € Tu such that

-7 - -n
o%(£7°(x)) = p£,_ °v, [o°) = |DE, %v| and o%(x) = v,
=Ig

x v] and

lo®] = |v|. From this we get ”fzo(cs)” s k|Df
I£7°(™)I s %|v|. This means that |v| s k|Df_ °v| and
Ip£_"ov| s k|v|, which imply that v =0 for 0 < k < 1.

Thus TM = E® @ E".

n \ .
Set now A\ = \7WE <1, ¢ = sup{ﬂfsﬂl hnl} and
=1,1i .4
ot = sup{[£;}|" 2*} with 0 i< n_. From [£.°] <k

and .”f;no” < k we get
|Df2 vl < ¢ A"|v|

lDf;n w| £ et lnlwl
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for each x € M, v € E; and w € E; . This shows that
f is Anosov, finishing the preoof of the first part of
the lemma.

Finally, we prove that if f 4is Anosov then there
is a ¢ ~norm on TM so that we can take ¢ = ¢' = 1 in
the above inequalities. Following [37, let p be such

that A < p < 1 and define

(=]

vlg = 2 o7 oe} v]
Wly = E o™ |pes™ vl

for v € Ei- and w € Ez . For any ,& € TxM’ & can be
‘writtem as o = v + w, with v € E;' and w € Ez . Define

[q[l = |v|S + |wiu. Then is a norm equivalent to

1,

the original one and

el = olvly
1

B2t wl s plwl,

for v € E;, w E Ei. Of course, we can only say that’

| |l is a ¢° norm. But now we approximate l ]1 by a

.¢® norm so that the above inequalities still hold. Q.E.D°
11 E2 c;osed sub-
Given T, 0 < T < 1, we

Let E be a Banach space and E

spaces so that E = El [37] Ez.

denote by £T the hyperbolic isomorphisms L of E

leaving El’ E2 invariant such that ”L/El” < T and
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-1
|| /E2“ < T,
- The following lemma, due to Hirsch and Pugh, was
~
proved in [4]. The proof we present here was suggested by

Palis,

LEMMA 2 - Given T, 0 < T < 1, there exists e > 0 such

that if the isomorphism T:E - E with respect

to the splitting E = El & E2 has the form -é ﬁ] , with
{é g- =L¢ & and |B| <e, |¢|] <e then T is hyper-
bolic.

Progf: First we notice that there exists e > 0 (which .
depends only on T) such that if “BH < e , ”C” <

< e then T is locally conjugate toc L (see [3]).

In fact, we get a global uniformily continuous Conjﬁgacy

h between T and L, i.e. Th = hL, where T = T near

the origin., It is easy to see that the local images of

El and E2, h(El) and h(Ez), generate ciosed lipear

subspaces El and E2’ invariant by T and El n E2 = 0.

Also, ”Tn/ElH < 1 and HT_n/E2H < 1 for some integer

n, which imply that the spectral radius of T/El and of

1 §2 are —

characterized by the fact that ™% .4 Q, T_ny + 0 as

T_l/E2 are less than one. Notice that E

n-+ o for any x € ﬁl’ ¥y e EZ'

1

—

Finally, we show that B = El & E2. To see this,

it is enough to show that h(x+y) - hix) ¢ Ez for small
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x € E and v € E

1 In fact,

2"

L™ (x+y) - L™ = [[L™%] < 2P|y

Therefore, h{L™™(x+y)) - hL™%x = T™"(h(x+y) - h(x))
converges to the origin as mnm -+ « for h is uwniformily
continuous. Thus E = El & Ez and since the spectral
radius of T/Ei and of T/E2 are smaller than one, T

is hyperbolic. Q.E.D.
We can now prove

THEQREM 1 -~ The Anosov diffeomorphisms form an open set

in Diff(M).

Proof: Let £ be an Anosov diffeomorphism. Then f, is a
hyperbolic isomorphism of T'(M). Thus I'(M) =

= TS @ Tu’ where Ps and Tu are given by Lemma 1.

r, and T are fy-invariant and ”f*/PSH < T, ”f*/Tu” <

< T for some T such that O < 17 < 1, Xt is immediate

that given e > 0, there is a neighborhood N(f) € Diff(M)

with the property that for any g € N(f), g, = [é g] with
respect to the splitting T (M) = r_ @ T, where lla]] < 7,
“D_l” <t and |[B|| <e, |c] < e. Thus taking e as in

Lemma 2, g, is hyperbolic and by Lemma 1 g is Anosov.
Q.E.D.
REMARK - Notice that the map p:Diff(M) - Isom(I'{(M)),

defined by p(g) = g, , is not continuous. What
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we used in the proof above was the continuity of the norms
of the operators corresponding to the decomposition of Ex
with respect to the splitting I'(M) = r,er,.

As before, we denote by D +the space of diffeo-
morphism on M with the Cl topology. We denote by H

the space of homeomorphisms on M with the c® topology.

THEOREM 2. (Anosov) - If f is an Anosov diffeomorphism
then f dis structurally stable., In particular,

there exists a neighborhood V of £ in D, a neigh-.

borhood U of the identity did:M =+ ﬁ in H, and a

continuous function h:V -+ U such that if g € V then

h = h(g) is the unique solution in U of the functional

equation

heg=foh ,

Before proving the theorem we need several

definitions, constructions, and lemmas,

DEFINITION 2 - Let Kl and Ké be compact metric spaces,

U an open subset of a Banach space Fl'

and V an ocpen subset of a Banach space F2. Suppose

that we have f:Kl -+ K2 and f:leU -+ KZXV continuous

-

such that the following diagram is commutative:



T
K, XU K, xV - v
m l 1 Py
Ky T - L2

where 1, pl, p, are projections. We say that f is

vertically of class ©° (r = 0) if p,o f has T
partial derivatives with respect to the wvariable in U

and the partials are continuous mappings
k = . k
Dy (pyo £):K XU =+ L (Fl,Fz)

for k= 0,...,r. Here Lg(Fl’FR) are symmetric

k-multilinear mappings from Fl to Fé' In particular

for each fixed =x € K, 1P f(x,-):U + V is of class ct.
DEFINITION 3 - Let ﬁl=El + M and ﬁ2=E2 + N be two
Riemannian vector bundles of class ¢® over

1

compact metric spaces M and N. Let fiET + E2 be a

continuous map that preserves fibers, i.e, there exists

amap f:M 3 N such that fen ﬂzof. We say that T

l=
il

is vertically of class C or F is of class C¥ along

the fibers, O = r £ », if the local representatives of

f 4in local wvector bundle charts are vertically of class
¢¥ (using Definition 2),
Let f£:M 3+ M be a continuous function and

7:E + M a Riemannian vector bundle. f*(E) is the subset
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of MXE of pairs (x,v) such that £(x) = n(v). Let
ﬂ(f) be the projection on the first factor of MXE.
n{£):£*(E) » M is a vector ﬁundle, There is a Riemannian
metric induced on f£*(E} by the inclusion in MXE.

Let ni:Ei + M i = 1,2 be two Riemannian vector
bundles. Let UC El be an open subset such that
rrl]U:U + M is a surjection. Let T (U) < T(El) be the
open subset of sections with images in U. We assume U
is connected enough sco that TI'(U) is nonempty. Let
£:U E2 be a continuous function that preserves fibers
covering f:M = M,

We denote.b¥

Qi () I'(£*E%)

the map induced by composition on the left by f,

(=2 - fo
F Y Y

LEMMA 3 - If f is vertically of class Cr, 0z 0% o,

then Q:T(U) » T (£*8%) is of class cF.

Proof: For r = O, 05 corresponds to the composition of
continuous functions on a compact set. It is a

standard result that QE is continuous.

Let y € T(U). Let o € T(El) be small enough

in norm so that ¥ + g € U}, For each x € M we apply

1 2

Taylor's Theorem to the function Ff_tE= 4+ ET. at
X X 'x
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the point ¥y (x). We obtain

(1) ya0) () = 00 + B EDE (4 () (o D)

+ R(y (x),0(x)) (o (x=))" .

Hore (9(x))* = (o(x),..,0(x)), and R(x,¥) € LI(5,,E

2
Lz(Ei,Efx) are symmetric r-multilinear functions from

1 2

Ex to Efx' Writing formula (1) without evaluation at

2
fx)'

X we obtain

(2)  a(vs0) = 02(y) + B EDF()()* + Rly,0) (@)

where we are only taking the derivative of £ along the
fiver and R(v,0) € LI(T(E%), T(£*E®)). We leave it to
the reader to check that R(,) 4is continuous and that
R{y,0) = 0. By the converse to Taylor's Theorem, [7,2.1],

it follows that Qf "is of class €F and that
Xk k =
D Qf(Y)(Gl,...,Uk = D fx(y)(cl,...,ck) for Gp,...,0, €
1 k k 1 *2
€ T(E"). Then D Qf:r(U) » L_(C(E7),T(£¥E7)).
Q.E.D.

The following lemma is obvious.

LEMMA 4 - Let @:E + N be a Riemannian vector bundle of
class Co. et M and N be compact metric
spaces, Let f:M 4+ N bDe a continuous function. Let

Af:T(E) + T(f*E) be defined by vy = yof. Then for fixed
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is a continuous linesr function in ¥ and hence

Let C be the space of continucus functions from
M to M. We give M a ¢® Riemannian metric. The

topology of € 1is given by the metric d:

d(f,g) = sup{d(f(x),g(x)):x € M}

where d is the distance between points of M induced
by the Riemannian structure on M. In Theorem 2 we have
H=f{hé Cth is a homeomorphism}. We take this oppor-
tunity to give the construction that makes € into a
Banach manifold. To prove Theorem 2 we only use the local
coordinate chart at the identity given by the following

ITemma .

LEMMA 5 = C admits the structure of a C® manifold

modeled on a Banach space.

Proof: Let U be an open cover off M by convex neigh-
borhoods. (Convex with respeé¢t to the Riemannian
structure). Let & > 0 be a Lebesgue number associated
to the open cover, i.e. given a ball B of radius =§
there exists & U g€ W such that B C U,
Let £ € C. Let I'(f) denote the Banach space,
T(f*TM), of continuous sections of f¥(TM). Let Uﬁ(f) =

= U{f) be the open ball in T (f) of radius & centered
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at the zero section. Let B(f) = Bé(f) be the open ball
in ¢ centered at f of radius §. We parameterize B(f)

by U(f) as follows. Let ®.:U(f) » B(f) be given by
(0,(c))(x) = exp,_(5(x))
for ¢ € U(f). We have that a(wf(cl),wf(éz)) =

= sup{d(expfx Gl(x), exXPp Gz(x)): x € M) =

< sup{icl(x)-cz(x)l:x € M} = “01‘02

« Therefore mf is
continueus. On the other hand, Pe has an inverse
®7B(£) » U(£) defined by wp'(e)(x) = (x,(expg,) ™ (e(x).
Because the neighborhoods in U are convex, t#e.expresskn
(expfx)-l(g(x)) is well defined, By the uniform continuity
of the exponential on M, it follows there is a'coﬁstant

e such that

log(e,) - o5 (e, =

-1 -1
= sup{|exp;L &, (x) - expL g,(x)|ixem]

< e sup{d(g,(x),e,(x))x € M} = d(g;.8,)-

Thus (mf)-l is continuous.

We have defined an atlas for €, whose local charts
are modeled on the Banach spaces £*(TM) where f € C.
To complete the proof it suffices to show the changes of

coordinates are C”.

s

Let ¢f:U(f) + B(f) and mg:U(g) -+ B(g) be two

charts.
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We need to prove

ot poiU(e) + Ule)

is a diffeomorphism of class ¢ on its domain of
definition.
Let V(£) = {v e £% ™: |v]| < 8} and
vig) = [v ¢ g ™:|v| < 8}. Then U(f) = TV(f), U(g) =
= I'v(g). Define the homeomorphism G:V{(f) + V(g) by
-1 . .

G(x,v) = (x, (engx) eXpo v)., G is well defined by
the convexity of the neighborhoods. We have that

-1 . .
mg @f(y) = Goy = QG(Y). G preserves fibers. G 1is
vertically of class ¢  since along a fixed fibver

-1
g

-1
G(x,*) = (x, eXPoy ©XPpy «). By Lemma 3, ¢
. _ . . |
class C%. In the same way (QG) = QG'l = o o, is

P is of

of class Cw. Q.E.D.

REMARKS 1 - The tangent space of C at £, TfC, can be
identified with I (f*IM}. In particular

T, 4C = T(TM) = (™).

2. Let AC M be a compact subset. Let B(A,M) be the
topological space of bounded functions from A to M.
Then we can give B{A,M) the structure of a manifold of

class ¢ modeled on bounded sections of TM.

Proof of Theorem 2: We want to look at the map DXDXC =+ C
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given by (gl,gz,h) + 80 h.ag;l. It gloh aggl = h +then
g ch = h.aggl . Thus fixed points of the map give a
semiconjugacy between 81 and g, (To be a conjugacy
we need h to be a homeomorphism). Alsc geidoe g-l = id.
We want to prove the stability of this fixed point.

We take local coordinates in € near id,
p:UC I'(M) » C with o@(o)(x) = exp o (x). For neighbor-
hoods V of £ din D and U of O in T(M)

A:VXVXU -+ T (M)

is well defined by A(gl,gz,h) = cp"l(glo wih)» g;l), or

-1 =1
A(gl’gzlh)(x) = exPx (glo exp _l'(hg2 x)).
P
For gy.8, € V define G(gy:8,):TM » TM Dby G(gy 8, XV )= .

-1
= expg2x (gzo exp_ vx). Then (QG(gl’gz)A;El h}{x) =

n

-1 -1 -1
G(g,s8,) 0 hogy = exp (g ¢ exp ) (hgy7x)) =
_ et

A(gl,gz,h)(x). Here A'_; ds the map given by Lemma 4,
g2

LEMMA 6 - A has a partial derivative with respect to the
third variable. When g, = 8, = & We have
D,A(8,6,0)k = De(g™ )k o g™t = gyk. DBA(glsgz,h) is
continuous if the first and third variables uniformly in
the second variable, i.e. given (g;,h) and e > O there
exists neighborhoods V' of g and U' of h such
that for f

£1,€ V', £,€V,and hy,h, € U

11’ 1?
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HDB A(fll’fz’hl) - D3 A(fl2’f2’h2)“ <e .

In particular given e > 0 there exist neighborhoods V!
of £ and U' of 0 in T (M} such that the Lipschitz
constant

L(A(gl’gz")lU' - DBA(gE,gz,O)IU') < e
for 81185 e Vv,
Proof: By Lemmas 3 and 4 the partial derivative of A

with respect to the third variable exists, Since

D(expx)(ox) = id:TxM -+ TxM it follows that

D3 A(g,g,O)k = Dg(g_l)k° g_l .

Let Gy = G(fll,i:z) and G, = G(fla,fa). Then
HDBA(fll,fz,hl) - Dy A(flz,fz,hz)”
= sup{||DG, (b, f;l)kn f;l ~ DG, (b, f;l)ku £t
with |[k||
< sup{||DG,(h, ¢ £, (x)) - DG, (hy, f“l(x)) : x € M} .

Using the uniformity in the exponentiél and letting

fll’f12 + g l’h 4+ h we get that

Ipey () e £57(x)) - DG, (nye £33 (x))] » ©

uniformly in f, and x.' Remember that Gi(fgl(x),v) =

= exp;i(flio exp _, v). -This proves the desired
fz b4

~rrmntdrad e o AF N A
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The Lipschitz constant follows from the above
result using the Mean Value Theorem. See [5, 8.6.2] for

example. Q.E.D.

Caution. D3A(gl,g2,h) is not continuous in g,. To see

this éonsider the case of map defined in the
plage so we can disregard the exponentials, Let h = O
and take gé arbitrafily near g, in the Cl topology
but with gz(xo) # gé(xo). For each g} there exists a
k € T(M) such that Hk”o = 1 and |k ugz(xo)—kcgé(xo)l=1
lThen

HDBA(glsgz,O) - DBA'(gl,gé,O)“ 2

-1 -1 -1 -
> |pg (g5 x,)k(e; x,) - Dey ey (x,))k(si~x,) | 2 |Dgy
This stays bounded away from zero as gé goes to Ese

However the following lemma gives a partial result

in this direction.

LEMMA 7 - Let T:DXDxI'(M) » I'(M) be defined by
T(gl,gz,h) = DBA(gz,gz,O)h. Then T is contimi-

ous in all variables.

In fact DBA(gl,gz,O)h is a continuous function
of £1785 and h, The point is that it is not necessary
to take the supremum over all h of unit length but Jjust

those near ho' The proof is left to the reader.
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The following lemma is what we need to prove the
stability of the fixed point of A. It is based on the
last paragraph of page 14k in [4].

If D3A=DXDXT(M) - L(P(M),T(M)) were continuous then we

could use a standard fixed point theorem or the Implicit

Function Theorem.

"LEMMA 8 - Let P be a topological space. Let F, ® F,

be a Banach space with the norm equal to the
maximum of the norﬁ onn the two factors.
1%,
continuous) such that for each x € P T(x,-):Fler -+

Let T:PXF1®F2 + F be a function (mnot necessarily

- Ffan is a continuous linear isomorphism. Assume

-1
”‘i‘l(xp'»o) H =T, ”Tz(x,(),‘)“ £ T, ”Tl(xio")” <M
and ”Tz(x,-,o)n < u where Ti(:"c,',O):F1 » F;. We also

have e > 0 such that T + u + e < 1, Let U, @ U, « e

1
3] F2 be a ball about the origin of radius R,

iR

Assume f:PXUf@Uz -+ F1®F2 is a function such that for all
x € P (i) the Lipschitz constant L(f(x,-)-T(x,-)IUleBUg’}<
<. e and (ii) |f(x,0,0)| € (1-T-y-e)R. Then there
exists a function wu:P + U;8U, such that f(x,u(x)) =

= u(x) and lu(x)] < |f(x,0,0)|/(l-T-u-e). Further irf

f and T are continuous then so is u.
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Proof: Define g:PXU,eU, + F 8F, by g(x,yl,yz) =

=1
= (Tl(xs°:0) (Yl + Tl(xayls0)'f(st1aY2)sfdﬁf¥uYQL
Note the fixed points of g(x,-) are the same as those

of fx,+).

First we show g(x,*) is a contraction with
coniraction constant T + W + c. Let vy = (yl,yz) and
¥yt o= (YJ'_’Yé)’

]gl(x,y) = gl(x!yi)l =
< T(ly~vil + Llry-£) ly=yt| + [T (x,0,y,-v3) ) =

= IY'Y" T(l + e + u) S-Ly-yl|.(T + e + U) .

lg, (x7) = gy(xay?)] <
s [T, (x, 7=y 1) | + L(£,(x,+) =Ty (x, ) [y-y?| <
< (T+u+e)|y-y*| .
By (6, 10.1.1], [4,1.1], or [5], & has a fixed pd&nt,

u{x}, for each x € P with lu(x)| s |e(x,0)|/(1~T-c-u)s

s |£(x,0}|/(1-T-e=u).

Now assume f and T are continuous. For xoel?
by [6,10.1.1}, [4,1.1]1, or [5],
]u(xo)-u(x)l < |g(x,u(xo)) - u(xo)|/(l -e =T = ).
QIE’DU

T(£,£,) = DBA(f,f,O) = £f,:T(M) » T(M) is hyper-
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bolic and has splitting T (M) = T(E") & I'(8°). We can

. u s u s
approximate E and FE by smooth bundles F and F7.
Let T, = T(E") andg F, = T'(F°}. For a small neighborhood
v of f we can insure T(gl,gz,h) = D3A(g2’g2’0)h
satisfies Lemma 8. This follows from the continuity of

the norms of the coordinate functions and Lemma 6 and 7.

on F, & F, we take the norm I(yl,yz)l = max{|yl|,]y2l}.
Thus there exists neighborhoceds Vl of £ din D

and Ul of 0 in T'(M) such that for g;,g, € V;

there exists a unique k = u'(gl,ga) € Ul such that

A(gl,gz,k) = k. Let U, =QU! =exp U} <SC, us= peul,

and h = u(gl,ga). Then glh = hgz. Also u is a
continuous function of g, and 8o Let U2 be a
smaller neighborhood of id in € such that for all
hl’h2 € 02 hlcihze'Ul. This exists since composition
is continuous. By continuity of u or by continuity of
A and the estimate |u'(g1,g2)-id| < |A(gl,g2,id)-id|/
/(1-T-u—e), there exists a smaller neighborhood V2 of
f din D such that for g1185 € V2 u(gl,g2) c U2. Ifr
g € V2 let h = u{g,f) and h' = u(f,g). Then gh = hf

and fh'! = h'g. Thus hh'g = hfh' = ghh!', Also h'hf =

fhth. hth,hht' £ Vl 80 by unigqueness we get hth =

hh! = id, Thus h is a homeomorphism.

Q.E.D.
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REMARKS 1 - @he proof given above applies directly to
prove the local stability of basic sets.

See [4, Theorem 7.3].

2, Using the Implicit Function Theorem instead of
Lemma 8 we can solve for amn h such that gh = hf.
We do this by always keeping f fixed. h has to be
onto by a degree argument. Using the stable manifold
theorem of [4] or [5] we can show f is expansive, i.e.
there exists an e > 0 such that for any two points
X,y € M there exists an integer n such that the
distance from 7'x  to fny is =2e. From this property

it can be shown h has to be one to one.

3. The proof indicated in Remark 2 does not apply in the

general setting of Remark 1.
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ESTABILIDADE ESTRUTURAL DOS SISTEMAS

DE MORSE-~-SMALE

Gendsio L. Reis
Pedro Mendes

Welington C. Melo

SEGAO 1. O TEOREMA DA FAMTILIA TUBULAR

1.1. Introducio

Nesta exposigAo M € uma variedade compacta, c”,
sem bordo, e demotamos por Dif{M) o conjunto dos éifeo-
morfismos de M, de classe Cr, r 2 1, com a topologia ct.
Para £ € Dif(M) representamos por Q(f) o conjunto dos
pontos ndo errantes de f, isto €, p € Q(f) se e sdmen-
te se para toda vigzinhanga U de p em M, dado um in-
teiro n, qualquer, existe um inteiro n, com lnl >N,

tal que fn(U) NU#ZS®3%. O difeomorfisme £ & de Morse-

Smale se

(i) a(f) & finito (donde Q(f) = Per(f));

(i1) Q(f£f) & hiperbdlico;
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(iii) se =x,y € 0(f) entdo Ws(x) e Wu(y) tém in-

-~
tersegao transversal.

indicaremos por S(M) o conjunto dos difeomorfismos de
Morse-Smale de M. Estd demonstrado em [2] gque S(M) &
aberto em Dif(M),

Seja & S(M) e 0 =0(f). Se D ¢ uma JSrbita

k
periddica de (I , sejam
W) = U we) e wANE) = U () .
e, pefly

Para todo k, Ws(ﬂk) e Wu(Qk) sfo subvariedades mer-

gulhadas em M, Também, as drbitas (2 sfo parcialmente

k

ordenadas pela relagao:

Q; < 0, se e somente se WS(Qi) n Wu(Q)k P

(veja [21).

Dizemos gue um difeomorfismo £ ¢ Dif(M) € estru- .

turalmente estdvel se existe uma vizinhanga N(f) < Dif (M)
tal que se g ¢ N(f) entfo f e g s30 topoldgicamente
conjugados, isto ¢é, existe um homeomorfismo h:M 4 M tal
que hf = gh,.

0 objetivo destas notas é dar a demonstragao do se

guinte teorema de Palis-Smale {173

TEOREMA -~ Os difeomorfismos de Morse-Smale sao estruturai

mente estdveis.
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.Demonstraremos também o resultado correspondente

Para campos.

1.2. Existéncia da familia tubular

Seja p € M um ponte fixo de [ ¢ S(M).

DEFINIGAO - Uma familia tubular T de W (p) = T,

coleglo {T_} de subvariedades €V
Y yEN ‘

disjuntas, onde N & uma vizinhanga aberta de p

w'(p), com as propriedades:

(a) Vv = V(TO) = J T € um conjuntc aberto de

yen ¥

contendo To;

{v) T, = Tp ;

.
¢ uma
de M,

em

M,

(e) Ty intercepta N transversalmente no tnico pon-

to  ¥;

(a) a aplicaglo V 4+ N que leva x € T, no espago

’

. = -
tangente a T em x & uma aplicacio continua

¥

de V no fibrado grasmaniano sdbre V,
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g - - - . r - .
Observemos que naoc exigimos diferenciabilidade da

fungao S

! Sendo Qk uma drbita periddica de f € S(M), de

perfodo n, uma famflia tubular de W?(Qk) é uma familia
tubular T = [Ty} de Ws(p}} para algum p € 0, juntamen
te com as famflias {f(Ty)}, {fg(Ty)},...,{fn_l(Ty)}.‘
Uma familia tubular T =.{Ty} de W (p) diz-se
invariante se f-nTy =T , onde n & o perfodo de p.

-n
£y}
Neste caso a familia tubular de Ws(Qk) também serd cha-

mada invariante, onde Qk é a drbita de p.

Um sistema de famflias tubulares para f € um
conjunto de familias tubulares Tk = {Ti}, umé para cada
1, » Dizemos que o sistema € compativel quando Ti n Tg #

Z & implicar em Tt =1 ou TIc Th
x v Y x
O objetivo desta segfo & demonstrar que todo difeo

morfismo de Morse-Smale possui um sistema compativel de

familias tubulares invariantes.

LEMA 1 - Seja N uma variedade Cr, sem bordo, e seja
I =[0,1]. Existem uma vizinhanga U(A) da dia-
gonal A em NXN e uma fungao de classe Cr,

@:U(A)XI 5 N tais que

i Q(X,y,O)

9(x,y,l)

]
M

I
v
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o(x,x,t} = x, para todo t € I.

Demonstragaoz Por um teorema de Whitney, esccolhamos uma
estrutura C  para N .compativel com a

T
sua estrutura C

, e uma métrica riemaniana C . Seja (ﬁi)
uma cobertura aberta de N por vizinhangas geoddsicas i
tais que, se X,y € Ui .entlo a geodégicé que une éstes
poﬁtos depende diférenciévelmente do par (x,y), isto &,a
aplicégao

(x,v) € UxU; — (x,v) € TN & ¢C7 ,

onde v ¢ TNx ¢ dado por exp, v = Y.
Existe uma vizinhanga V; de (x,0) em TN tal
que a aplicagio (z,v)r«-expzv é ¢° em Vi (Milnor,

Morse Theory, 58-59). Escolhemos os Ui de tal forma que

se (x,v) € Uiin entdo (x,v) € Vi ¢ definimos

U(a) = U U, XU,

e:U(A)XI — N
por

G(X.,y',t)

expxtv (geodésica que une x a y).

@ - o« P -
8 é ¢ em relagio a4 estrutura C de N, pois € a com

posta das aplicagaes c”

(x,¥,t) —= (x,v,8) = (x,tv)r—exp_tv ,
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e portanto €T em relaglio & estrutura C° de N.

DEFINIGCAO - Seja U um aberto de M e seja B uma sub-
variedade fechada de U. Uma retragao Cr,
r290,de U em B & uma aplicagloc piU 3+ B que & a

identidade em B.

LEMA 2 (da retracgdo). Sejam M uma variedade ¢ e B
umé subvariedade fechada Cr, sem bordo. Sejam A

um subconjunto compacto de B, UO uma vizinhanga de A

em M e rD=U0 + B uma retragdo C? sobre UO N B. En~

tio existe uma vizinhanga U de B e uma retragio

r:U + B tal que rlUé = rolUé, onde U! ¢ uma vizinhan-

¢a de A.,

Demonstracgio: Seja

Tr=U1 -+ B

uma vizinhanca tubular ct.

Seja ®:M » iR, de classe Cm,
com suporte em U _, o= p(x) £ 1, e o(x) =1 se xc¢€ u
vizinhanga de A, Seja © "fungdo geoddsica" sdbre B
confforme o Leﬁa 1.

Definimos

r(x)
r(x).

m(x), se x ¢ U, o,

-e(n(x),ro(x),w(x)), se x¢e U .
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DEFINIGXO - Seja f ¢ S(M) e seja p € Q(f). O bordo de

T w3 (p) ¢ o conjunto

(o}

3T, = {ge M; n, » », y, €D (dominio fundamental)

-nu
tais que f l(yi) %+ a}.

O fécho de T é o conjunto T_ =T U 3T _ .
== 0 o o o

LEMA 3 - Seja T = {T,} uma familia tubular de WS(Qi) e

seja T = |J T . Sejam W wuma subvariedade
o x
. x€Q .
r i .
c que corta TO transversalmente e A um subconjunto

compacto de W. Seja U uma vizinhanga de AN aTo e

suponhamos que T:U »n*W & uma retragdo contfnua tal que
» .

(i) n & ¢¥ em cada T,

(i1} v ¢ T, N WnN U dimplica n'l(y) c T, 3

iii a familia {ﬁ-l ¥ satisfaz a condiglo de con-
¢

tinuidade grasmaniana.

Entdo existe uma retraclo continua r:Ul »+» W, sen-
do Ul uma vizinhanga de AN 50 , tal que (i), (ii) e
(iii) sfo satisfeitas por r, e r rTestrita a uma vizi-

nhanga de A N aTO ¢ igual a 1.

Demonstracido: Suporemos inicialmente gque Qi € um ponto

fixo p.
Consideremos uma vizinhanga aberta UO de

3T N 4, em M, tal que T, c U. Existe A c W, vizinhan-
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¢a aberta com fécho compacto, de A4, tal que 3T, N c

c Uo' Com efeito, como BTO ¢ fechado em M ¢ A---U0 c A
¢ fechado e comnsequentemente compacto, existe vizinhanga
Ué c M de A-Uo, aberta e de fécho compacto, tal gue

-~ ~
U!' N 3T, = &. Tomamos entdo A = (U0 n wyu (Ué n wh

Construiremos

r:U; » M como média

-
entre a retragaoc 1
e uma retracio ﬂl

de uma vizinhanga

de T_N 4 - U_n 5,

: W
em W, que satisfaz
(1), (i4), (1ii).
-~ - .
Observemos que LO = To n 4 - U0 N A €& uma subva-

riedade de W, com fécho compacto, porque ’I‘0 i W= TO h a

e TO N A nfo se acumula fora de U,« L, pode ter bor-

de, como mostra a figura acima, mas podemos supor que LO
ndo tem borde uma vez gque na conshtrugdc abaixo podemos
"prolongar L0 um pouco mais",

Se ja (B’Lo’Pl) uma Vizinhanga tubular de L0 em
To’ com fécho compacto, e (V,B,p) uma vizinhanga tubular
de B em M. Tomamos V e B suficientemente pequenas

1
para que T, N V fique e Cl-préximo de T N V. Seja
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S ,
Lx = Tx nvn W, Cqmo Tx N V estd C =-proximo de T0 nv,

entfo L_ estd Cl-préximo de L

Tomamos e suficientemente pequenc para gue p restri-
ta a Tx N v seja um difeomorfismo Py sobre To AV e
p(Lx) esteja suficientemente Cl-pr6ximo de Lo;,de modo
que p, restrita a p(Lx) seja um difeomorfismo sobre
Lo' Denotamos esta restrigao POr  Pq.- Definimos

ﬂl:V =+ W por

-1 -1
nl(y) = (px o Py Pye px)(y) se y e T, .

A aplicacglo Ty € continua peis p, p, © sfo. E claro

que
-1
(a) "7 (v} o T, se ye L ;

(b) m, € de classe ¢’ em cada T, 3
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(c) T, tem pdsto constante, pois cada fibra ‘nIl(y),

vV € Lx’ € a imagem difeomdrfica de uma fibra
-1
Py (vy'), ¥yt e L ;

(d) a continuidade grasmaniana da fibragao my decorre

da continuidade grasmaniana de {Tx}, da diferencia-

bilidade de m; e do argumento usado em (c).

Se ja 60 uma fun¢io geoddsica para L0 e Gx a

fungéo geoddsica para Lx induzida pelo difeomorfismo

F_ = pl

- I
o isto é
x Pxp ]

X

o (v,z.t) = P8 (F_(v),F (2),¢)) .

Seja @©:M -+ R, de classe Cr, que € 1 em U0 e 0 fora

de U, Definimos
r{z) = m,{2), se z € V-U,
r(z)
r(z)

ex(nl(z),ﬂ(z),w(z)), se 2z € Tx nun v,

ﬂ(z), se zZ & UO .

E fdcil verificar as condigbes (i)}, (ii), (4ii) para r,
observando gue em UuUO, r & a "média" das fibragﬁes

Te T e, pela construcfio dos @ s preserva T_.

1
Quando Qi ndo é um ponto fixo, fazemos o mesmo
raciocinio para cada componente de To. Isto completa a

demonstragdo do Lema.,
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TEOREMA (DA FAMTLIA TUBULAR) - Seja f um difeomorfismo
de Morse-Smale de M e se

ja Q(f) = u 1, » onde os 0 s80 as drbitas periddicas

de ((f),. parcialmente ordenadas. Existe um sistema de fa

milias tubulares {Tk] invariante e compativel, sendc ca-

da TF uma famflia fubular de WS(Qk). Portanto

T, = WS(Qk). Além disso, a aplicacgio

rry T — W@

x€EN,_ x

K)
definida por
R 3 u k
(y) =x=T_nw(), veT,
& de classe C° em T; s, 1= i =< k,

- ~ k .
Demonstracaoc: As vézes usaremos T para designar

k o . .
U Tx e, quando necessdrio, restringire-
xENk

mos Nk' Procedendo por indugao, definamos Tl simples=-

mente como {Ws(p);p € Ql}. [ Lembrar que Ql € constitui

da ou de pogos ou de fontes,)
. - . 1 k-1 .
Suponhamos jd construidos T ,...,T nas condi-
gﬁes do teorema. Construiremos Tk. Para bp ¢ Qk, de pe-

riodo m, seja D um dominio fundamental de W' (p), com

3b = SE U SI' Definiremos uma retragio continua

m:U(D) —= W'(p)
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tal que
(a) m £ 2 f-mn, numa vizinhancga de SE H
(b)) m & €" emcada T, 1< is k-1j

() ¥e 10 Wi(p)n UMD dimplica n ' (y) < T ,

1< isc< k-1

(d) {n-l(y)} satisfaz a continuidade grasmaniana.

Supondo que T estd definida como acima, construi
k
mos T como segue:
Seja N uma vizinhanga de p ¢ Qk em Wu(p), com

N = 8 Dado x € N, existem um dnice y € D - SE e um

B

inteiro j =z O +tais gue x = f-mj(y). Entdo pomos
k -mj,;_ -1 k
o= 2T y)) e T, = ¥ (p) .

A colegdo {Ti; x € N} & uma famflia tubular para W°(p).
Isto decorre do A=Lema, e o argumentoc € o mesmo da demons

tragio geométrica do Teorema de Hartman [2].

Construcfio de .

Pelo Lema 3, tomando A = S W = Wu(p), T = Tk'l

E’
Tk—l

e usando o fato de gque N D & compacto e 3T, N A =

k- -
1 tem opdem 1 em relagaoc a Qk), construi-

k-1 .
e

= % (pois 0

mos uma retragio Y/ S U(sy) -+ w(p). Como T
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invariante e f_m(SE) = SI , a composta f_mn ™  define
uma retracido de K-t n U(SI) em W' (p), em que U(SI) =

= fﬁm(U(SE)), a qual denotaremos ainda por T.

Aplicamos novamente o Lema 3, desta vez tomando

A=D e U=T? n [U(SI) U U(SE)], para estender T a

uma retraglo de k-1 n t(p) em ™1 .
Uma vez construida uma retraglo correspondente a

cada dérbita de ordem 1 com relagao a Qk, passamos para

as drbitas de ordem 2 com relagdo a 0y

Procedemos do mesmo modo para estender 1M a
Tk-2 N U(D), usando ainda o Lema 3 e o fato de que
(B‘I‘I:,-2 no)c (Tk_l A D). Continuamos &ste processo para

Tk-j,...,Tl, obtendo a retragao T Pprocurada.

Via iteragao por f, o sistema {Tk} cbtido no teo
rema ¢ estendido de modo invariante por f. Tal sistema
. k,s k,u ,
serd denotado por {T ]}, enquanto que {T } denctara
um sistema semelhante de familias tubulares de Wu(ﬂk).
Representaremos por Tk’s(x), Tk’u(x) os elementos das

familias {Tk’s}, {Tk’u} que contém o ponto x.

OBSERVAGAO: Existe uma vizinhanga N(f) em Dif(M) tal

que para cada g € N(f) podemos construir um

sistema compativel de familias tubulares [Tg’s} onde

Tz’s € a famflia tubular de WS(Qk(g)). A construgio
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pode ser feita de modo que a aplicagio v, 8 Hﬂ'Tg’S
g € N(f), seja continua, seéndo que em Tg’s é acl uni-
forme em partes compactas.
"Com efeito, o conjunto S{M) dos difeomorfismos
de Morse-Smale € aberto em Dif(M) e tomamos N(f) c s(M).
Construido o sistema de familias tubulares para f,
procedemos & construglo de sistema andlogo para g € N(f),
por indugio como no Teorema da Famflia Tubular. Observa-

mos que ao aplicarmos o Lema 3, devemos restringir a vi-

zinhanga N(f)} suficientemente para que:

a) ws(ﬂk_l(g), Wu(Qk(g)) fiquem Cl-préximas de
T, = Ws(Qk_l(f)) e Wu(Qk(f)), em V, onde (V,p) &

a wvizinhanga tubular construida no Lema 33

b) a projeglio p de V em WS(Qk_l(f)), restrita a

Ws(Qk_l(g)) N V, seja um difeomorfismo Py

c) p (W (a_1(eg)) n wia(e)) n V) = p,(L,(g)) fique
1 P
CT-préxima de L_ = WS(Qk_l(f)) n Wu(Qk(f)) n v, para
que p; (= projegio da vizinhanga tubular B de LO em

To)’ restrita a pg(Lo(g)) seja um difeo Ppge

Usamos o argumento da demonstracfo do Lema 3 para

g, tomando a fungao geodédsica Gog induzida por 60 e

pelo difeomorfismo Fg =‘plg° P isto €, construimos uma

g’
fibragio em WS(Qkﬂl(g)), a partir da fibrag¢fo de T, do
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mesmo modo que fibramos ’I‘x a partir de To’ no Lema 3.
A fungdo geodésica gog depende continuamente de
g. A continuidade de 9 segue-se entfio do A-Lema, por

serem uniformes em partes compactas as estimativas feitas

-
na sua demonstracgao.

SEQKO 2. O TEOREMA DA ESTABILIDADE ESTRUTURAL

PARA DIFEOMORFISMOS

DEFINICAO - Seja N uma vizinhanga de £ em Dif(M).

1

Para cada g € N, g £ € denominada uma

perturbacio de f. A, perturbagio & localizada em um aber-
to U de M se g‘f—l =T em M-U, onde I ¢ a aplica

glo identidade de M. Denotamos por suppf o fécho do

conjunto onde f ¢€ diferente da identidade.

Mostraremos nesta segio que as‘perturbagaes de f
prdximas da identidade podem se decdﬁpor em perturbagBes‘
mais simples, isto &, escrevem-se cbmo a composta de per-
turbacgbes localizadas que deixam invariante a estrutura
de famflia tubular obtida na secgfioc anterior. Encerraremos
a secBo com a demonstragho do teorema da estabilidade pa-

ra difeomorfismos de Morse~3Smale.
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LEMA 1 - Seja {Uk; k=1,..,.,n} uma cobertura aberta de M
e seja V uma vizinhanga da identidade I, Exis
te uma vizinhanga V,;, de I tal que se f ¢ V, entdo f

pode ser fatorada como f = fno ees © fl onde cada fi(EV

e suppfi < Ui'

Demonstragfio: Escolhemos Vl, vizinhang¢a da identidade,

tal que existe uma isotopia F:MxT + M com

F0 =1 e Fl = f. Para isto, basta considerar uma imer-

sio M c Rk, tomar uma vizinhanga tubular de M e tomar

Vl suficientemente pequena para gque o segmento [x,f(x)]

esteja contido na vizinhanga tubular para todeo x EM e

f € V. Definimos entio F(x,t) = p{tf(x) + (1-t)x) onde

P ¢ a projeglo da vizinhanga tubular. Como as aplicagtes

x +=F(x,t) estdo prdximas da identidade na topologia C-

(tomando V pequeno) e o conjunto dos difeomorfismos de

1

M & aberto, concluimos que F € uma isotopia. Pela cong

trugao vemos que, tomando Vl pequeno, podemos obter F

proxima da projeg¢fio natural TiMXI o M.
Seja {Xi:M + R; supp A, = Wi c U;} uma partiglo
da unidade. Definimos . :M + MXI por Wy = (I,Kl+...+lil

A, = - = -
Como 3 O em M W, temos que My em M W

_ Mi-1
Pela continuidade da composigﬁo 4 esquerda temos que
4

g, =Fou, estd prdéxima da identidade quando tomamos V

i 1
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pequeno pois F estd prdxima da projeglo m:MxI o M,
ol -1
Logo g, E.le(M), g;°8;5_1 EV e gi-l(wi) < Ui .
. . -o=1
Fazendo g, = I definimos fi = 8,08, - Como

g. = gf—l em M-Wi temos suppfi c Ui e como g = f,

f = Ff 6 o4 af

n 1 °

LEMA 2 =« Sejam f € S(M) e {Q,; 1< k< m}] as drbitas

K}
periddicas de f. Existem vizinhancas V de £,

Uk de Qk e um inteiro J > O tais que:

(a) {fj(Uk)} 2§£;J € uma cobertura de M;
m

(b) para cada g€ V e 1= k< m,
k,u

k k,u 0 Tk,s nT

J ' S . .
£ (Uk) < Tp ’ n‘ Py o a s, 0= j= J;

(¢) para cada x,y € fj(Uk), Tk’s(x) e Tk'u(y)

cortam-se transversalmente em um iiniceo ponte. Agqui,

Tk,s - Tk,s ou Tk,s e Tk,u - Tk,u ou Tk,u ]
b =5 f P8

OBSERVACAO: Tomaremos a vizinhanga V de f de modo Que
as fumgles g:—a-TI;"S, b=y n—-TIg{’u

nuas, conforme observaglo feita depois do Teorema da Fami

gejam conti

lia Tubular.

k,s
f

f
WS(Qk) o Wu(ﬂk) e, como tais, sfo vizinhan

k,u

Demonstracgio: T e T sfo famflias tubulares de
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cas abertas de Ws(ﬂk) e Wu(ﬂk), respectivamente. [Esta

Tk,s o Tk,u

mos utilizando os simbolos ora para indi-

car familia tubular, ora para indicar o conjunto de pon-
tos sobre as fibras.] Logo, T?’s n T?’u € uma vizinhan-

Ws(p) corta

1

ga de ' 0 Se pE€ Qk temos que T?’S(p)

k*
k,u u P
transversalmente Tf (p) = W (p) em um unico ponto. To-

mande x e ¥y prdéximos de p, Tg’s(x) o Tg’u(y) osm

tdo Cl-préximos de T?'s(p) e T?’u(p), respectivamente,
¢ portanto se intérceptam transversalmente em-um dnico
ponto, Podemos entdo escolher U, = k(Qk) suficientemen

te peguena para gque as condigaes (b) e (c) verifiquem-se

com Jj = O, ﬁk’ ks s Tk’u

£ e P A familia

J .
{£ (Uk)}j=0,1,...,k=l,...,m ¢ uma cobertura aberta das

. m
variedades estdvels {J WS(Qk) = M, Como M €& compacta
k=1 i
. J I
ex:LStG J > O tal que {f (Uk)}j=0,-..,J;k=l,-..,m €

uma cobertura aberta de M., Pela invariancia de T?’S e

k,u
i

i3, 3@, T

T y as condigaes (a), (b) e (c) sdo verdadeiras para
J

k,s k,u Jem .
£ e Tf . Como . £ (Uk) e
J=0 k

compacto e pela. continuidade das aplicagdes gt—-Tg’s ’

gb—-Tg’u y podemos escolher V, vizinhanga de £, tdo pe-

k,s k,u
uena que T .? e T ?
4 4 g g

k,s k,u
£ e Ty

este jam suficientemente Cl-pré-

J R
em | fJ(ﬁk) de modo gue as

j=0
condigdes (b) e (c) verjifiquem-se também para Tg’s

k,ua
T .
=3

ximas de T

e
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LEMA 3 - Sejam ‘{fj(Uk); J=0,440,F3k=1,...,m} uma cober-
tura de M e N uma vizinhanga de f como no

Lema 2. Se g ¢ N e supp gf_l < fj(Uk) para Jj e k

fixos, entio existem homeomorfismos _ﬂs,nu:M -+ M tais

que, para todo x € M,

(a) (15" %(x))

(b) nu(Tg’u(x)) - Tg'“(x) e 7% = I em M-U,

T?’S(x) e n° =I em M-U,

(e) n™® £(x) = g(x).

. j j+1
Aqui, U = fJ(Uk) U sd* (Uk).

Demonstragdo: Definimos

Lk -
NtV + U por n°{x) T?’S(x) n e Tg’u(f l(x)),

-1 .k -1k,
nY:U + U por nu(x) gl £ Tf’s(x) n g T u(x)]

g

Pelo Lema 2, condiglo (¢), m° e n% sfo bem definidas.

Além disto, ﬂs e nu sfo continuas, pois a intersecfo
de duas fibras "depende continuamente das fibras". Temos
as inversas
-1 -1 . k,u -1 k,s
;) (x) = £lg”" 7,77 (x) n £77 777 (x)],
g
-1 _ k,s, =1 k,u
(ngh) () = £ T (7 (x)) 0 TEHG)
-1 - - - s u
Logo ns e nu sao continuas e portanto n e N

s80 homeomorfismos., Como supp gf'l =V c fJ(Uk) temos
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g=f e g-1 = ot em M-W sendo W= VU £{V)., Con-
sequentemente, ﬂs = nu = id em U=W e podem ser esten-
didas como sendo id em M-W. Pelas definigdes de n° e
ﬂu temos

n®(Tpr (%) = T (x) e (1M (x)

k,u
T T, (x), ¥xeM.

Se x ¢ U, entfo

ng(x) = TP (2(x)) n T (e(x)) = n3t elx),

donde -
nne(x) = g(x), xe U
e como esta igualdade se verifica em M-U, temos
ﬂunsf = g em M,

concluindo a demonstragiio do lema,

TEOREMA (da estabilidade estrutural) - Se f£ € S(M) .en-

t8o f €& estruturalmente estdvel,

Demonstragho: De acdrdo com o Lema 2, sejam

{fj(Uk); J=0,vee,J3k=1,...,m} uma cobertura

de M e N wvizinhanga de f em S(M) tais que:

L
k=1,...,m entao

k,s
g

a) se g€ N

k,u

nTta T nT s 3=04.0.,J;

BE

e
3 k,s
£9(u,.) = T’

g
J o k,s k,u
b) #x)Y € T (Uk)' J=0y ey d; T (x) e T (x) se

interceptam transversalmente em um iinico ponto.
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Restringinde N se necessdrio teremos, pelo Lemal

gf-l = fno [P ofl ,

onde cada fi estd préximo da identidade e supp(fi) C
c fJ(Uk) para algum j e algum k, O= j=< J e
1< ks m. Como f, estd prdximo da identidade, entio,

para cada i, fi = f;¢asa0f of estd prdximo de f e

portanto fi € S(M), uma vez que S(M) € aberto.

Basta mostrar a conjugacho entre fi ='fio...oflc

-

cf e T T 6...0f of, pois entio fn = fnaoaicfld £ =

i=-17"4i-1 1
= g serd conjugado com fo = £ (pela transitividade da
conjugacgho).

Podemos entdo supor que g = fio f, onde fi 3
prdximo a4 identidade e supp(fi) c fj(Uk) para algum

e algum k., Pelo Lema 3, existem homeomorfismos

ﬂs,nu:M + M tais que:

i) m (T5%(x))

K ) .
Tf’s(x) e mg id em M-fJ(Uk) U

u 3t (u,)
11) m, (T3 (=) = Tg' M (x) e
U fj+l(Uk)

id em M-£3(U, ) U

iii) nyn f{x) = g(x), ¥xe M

Vamos construir um homeomorfismoe h:M -+ M conju-

gando o difeomorfismo £ e o homeomorfisme d = ng o f.
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Em seguida mostraremos a conjugagao entre o homeomorfismo

d e o difeomorfismo g = nud e, por transitividade, te-

. -~
remos a conjugagac entre f e g.

Seja h(x) = lim 4% £ 7(x). Temos
It-beo '

1) h(x) = x, se xe M- U £ (U }o.
mz0

Com efeito, se x e M - |J £ (U )  entfo

£ (x) ¢ Uo £1(u), ¥n € N, doﬁg
() = (P (£ () = n* (P (x) = £ ),
(s (x)) = a(£™(x)) = f'“+2(x5,
(£ (x)) = =,
donde h{x) =
2)  n(x) = @) para xe U (v) e

£ (x) ¢ mgo £7(u) .

Com efeito, se r ¢ N,

dn+rf-(n+r)(x) - dn+r—l ng f*(n+r-l)(x) =
g1 f-{n-:-r-l)(x) - g™TmR f-(n+r-2)(x) =

dn+r-2 f'(n+r-2)(x) = ses = a* f-n(x’)’

pots £ (x) ¢ U () > £3(u) v £ se
m=0
Logo

h(x) = lim aie™*(x) = a® £7(x) .
BRI

iz0.
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3) n(x) = T7%(x) 0 Wa(e)), para xewT(0,) = Wi(a,(£))

Inicialmente mostremos a igualdade para os pontos

x de Wu(Qk) N U.. Como

k
a=n°t e n°(Ts’%(x))=

T?’S(x), segue-se gue

Vdnf-n(T?’s(x)) = T?’s(x)

e n(Ty'%(x)) = Tg’%(x).

Como d = nsf e
u_s -1 .

g =nmnf temos d = (nu )& e portanto o conjunto dos

pontos limites da sequéncia {d™(y); v ¢ Uk} estd contido

em 1 Wu(Qi(g)), isto porque g Taproxima" as fibras
. i=sk )
T;’u(y) de Wl(Qk(g)), enquanto que (7

Tibras invariantes, Assim, se K & o conjunto de pontos

Y77 deixa as

limites da sequénecia {a” £ %(y); v ¢ U} entdoc XK es-
’ . u u .

td contido em |J W (Qi(g)) nu =W (Qk(g)) N U, pois

ik
de infcio tomamos Uk suficientemente pequeno para gque
Wu(Qi(g)) nu = # se i < k. Logo, o conjunto de pontos

limites da sequéncia

{a"™(v)s v € W) n U
estd contido em T?’s(y) n Wu(ﬂk(g)) e, como a interse-
glo € um dnico ponto, temos

h(x) = 1im a™r ™ (x) = T;’k(x) n Wi, (s)) -
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Para concluir a demonstragao de 3) resta mostrar a igual-
dade para os X € Wu(nk), x g U, . Existe n € N tal que

£7%(x) € U, 0 w(,). Como h(x) = lim atet(x) =
e

1im @t 27 (%) = d"he TN (x) e hf™™(x) =

i

52 (£ (x)) n WW(0,(g)), temos

n(x) = are™(x) = T %(x) n WHale))

uma vez que h deixa _T?’s(x) invariante, d = n; g e
-1 . nu . .
Mg + & deixam W (nk(g)) invariante, o que mositra gque

nix) € Wu(ﬂk(g)). A condigBo 3) estd demonstrada.

Devemos mostrar que h & bem definido, hf{x) =
= dh(x), ¥x € M, e que h € um homeomorfismo,

E claro que h € bem definido, pois o € em
M-Wu(Qk), onde ocorre as condigdes 1) ou 2), enquanto que
para cada x € Wu(Qk) ‘existe um iunico ponto da interse-
clo de T?’S(x) com Wu(ﬂk(g)) e agsim h & bem defini
do também em wu(nk).

A continuidade de h em M-W'(Q resulta das

1)
condigbes 1) e 2). Resta provar que h & continua em

Wu(Qi), i < k. Mostremos que h € continua em Wu(Qk).
Basta mositrar a continuidade em Wu(Qk) n Uk ’
como vimos acima, dh(x) = hf(x) = d"h(x) = he™(x).

desde que,

Se ja x, € Uk uma sequencia tal que Xn ™ X

u . k
xX € W (Qk) N Uy. Como mostramos acima, h(Tf’S(xm)) =
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k .
= Tf’s(xm). Consideremos os dois casos seguintes. Se

x € Wu(Qk) entdo f-n(xm) € Uy, para todo n 2 0., Se

u \ -1
X d W iﬂk)’ existe y_¢€ f (Uk) -U, e B 2 0 tal
que f m(xm) = y,. Pelo A_Lema, no+ o quando m =+ o,
g . .
e h(xm) = d (ym). Como anteriormente, o conjunto de pon

tos limites da sequéncia {[a™(y); v ¢ U, N f-l(Uk)} estd
contido em |J Wu(ni(g)). Entdo, combinando os dois ca-
i<k

505 se necessdrio, o conjunto dos pontos limites de

h(xm) estd contido em ;ﬁk.wu(gi(g)) 0 U Wu(ﬂk(g))nUk.

I k k
Como h(Tf’s(xm)) = Tf’s(xm), temos h(xm) - Tf’s(x) n
n Wu(ﬂk(g)) ou h(xm) + h(x) e portanto h & contfnua
em Wu(Qk).

A demonstragio da continuidade de "h em Wu(Qi),
i < k, € andloga: da compatibilidade do sistema de Ffamf-

lieas tubulares resulta que h(Ti’s(x)) = Ti’s(x) para

k,s

i< k, desde que isto & verdadeiro para Ty Se

x 4 x€ Wu(ﬂi), o conjunto de pontos limites da segquén-
cia h(xm) estd contido em Wu(Qi(g)). Déstes dois fatos
e como T%’S(x) intercepta wu(ﬂi(g)) em um dnico ponto,
segue a continuidade de h.

Para mostrar que h € um homeomorfismo considera-
mos a aplicacgdo hl(x) = 1im £"a™™(x) e pelo mesmo argu

ha™Y. )
mento anterior concluimos gque hl ¢ bem definida e conti

nua., Da igualdade £™ d™" @™ £ - id, para todo n, re-
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sulta que hh = id. Andlogamente, hh; =

h & um homeomorfismo -de M.

e portanto

» . - -
Obtivemos, assim, uma conjugagao entre o homeomoxr-

fismo d = n- o f e o difeomorfismo . Resta entfio obter

uma conjugac¢io entre o homeomorfismo 4 = n>

of e o di=-

. u . . . .
feomorfismoe g =n d, isto é, construir um homeomorfisme

hiM a+ M tal gue gﬁ = hd.
Definimos

E(x) = 1im g-n dn(x).
I o

Observemos que

d = n g » d(x) € g T *U(x)

= d(x) € & T
a=n,f= d{x) ¢ £ T?’S(x)
Portanto

RSP (x) = T (=)

" x)ne To S (x)



Y f ﬁﬁu—éﬁ '
_-+-L_44; ..... e = e - - ¥
- i ', W (_D.k(g))
I !
! ; tX kes
' : E — T; ({)
1 t
| ; ﬁLd(t) ;(T;’S‘(.t))

1
|

Temos:
1) Se x¢ M € tal que existe n ¢ N de modo que

j+1
fp(Tg’s(x)) n u fm(Uk) = @, para todo p 2 n, entio
. m=0

ﬁ(x) = g-n dn(x).

Realmente,
j+1 "
p2n=aP(x) ¢ U £7(u), pois aP(x) ¢ £P(05(x)).
m=0

Portanto,

g_(n+r)dn+r(x) _ g-(n+r-l)g-1nsf dn+r-l(x)

- g—(n+r-l)g-l £ dn+r-l(x) (*)
(**)

g-(n+r-l)f—l £ a1y
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- g-(n+r-l) dn+r-l(x)

= g-n dn(x) .

= 1im g tat(x) = g™ a™(x).

Consequentemente, h(x)
: i

2) Se x ¢ Ws(ﬂk(f)), entao

RGx) = 1000 0 W (e))

Como h(x) = g™ h d"™(x), pois g ™ h a™(x) =
= lim g_n‘i dn+i(x) = h(x), podemos supor que

i
x ¢ ws(q, (£)) n Uy.

N NG TR ()
P .'"
W 4w iy
e
IS S
\ ! E.CQ
(*) n+r-1 k I+l
Porque fd {(x) ¢ fn+r[Tf’S(x)].°. ¢ U fm(Uk) =
m=0

ns = id.

(%)
- _ J J+1
Porque f =g em M - [f (Uk) Uur (Uk)].
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Temos hix) e Tg’u(x). Pelo ) -Lema, como WS(Qk(f)) n o,
é transversal a WQ(Qk(g)), dado € > 0, existe n¢ N
tal gue g_p(Ws(Qk(f)) n Uk) estd e-Cl-préximo de
WS(Qk(g)) se p 2 n. Logo, o conjunto dos pontos limites
da sequéncia {g-n dn(x)} estd contido em WS(Qk(g)) N

n Tz’u(x) e portanto

Rx) = Lim 677 a%(x) = 12°(x) 0 ¥ (e ()

Dos fatos l) e 2) podemos afirmar que B € bem definido.
A demonstragio de que h € um homeomorfismo & feita do

mesmo modo como foi feita a demonstragfo para h. Isto

. -~
conclui a demonstragao do teorema,

SEGAO 3. O TEOREMA DA ESTABILIDADE ESTRUTURAL

PARA CAMPOS

Seja M uma variedade Cm, compacta, sem bordo, e
seja %(M) 0o conjunto dos campos de vetores ¢’ em M
munido da topologia €. Para cada X ¢ %¥(M) seja X, o

fluxo induzido. Uma singularidade de X, isto &€, um ponto

pe M tal que X{p) = 0, é chamada hiperbdlica se p &

um ponto fixo hiperbdlice do difeomorfismo X Seja ¥y

t=1"
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uma Srbita fechada de X e S uma segdo transversal por

%X € Y. Dizemos que y €& uma Jrbita hiperbdlica se x

£6r um ponto fixo hiperbdlico do difeomorfismo £:U 4+ S,
a transformzgio de Poincard para S (U €& uma vizinhanga
de x em S). As JSrbitas fechadas e as singularidades de

X s8o denominadas elementos criticos de X. Denotamos por

A(X) o conjunto dos elementos criticos de X. Se g ¢ A(X)
¢ hiperbdlico podemos definir suas variedades estdvel e
. . s u .
instdvel, que denotaremos por W (a) e W (a), respecti-

vamente.

DEFINIGAQ - Um éampo vetorial X ¢ (M) & chamado de
Morse-Smale seo:
a) o seu comjunto nio exrrante Q(X) € a unifio de um mi-
mero finito de elementos criticos:
a(x) = a{x) = {al,...,am};

b} todos os seus elementos criticos aj s&o hiperbdlicos

c) se o0 € A{X), entfo Ws(ai) € transversal =a

u J
W (aj).
Indicaremos por 8(M} o conjunto dos campos de
Morse-Smale.

Agora enunciamos alguns resultados que foram de-

monstrados em £21.
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LEMA (A-Lema) - Seja q ¢ A(X) hiperbdlico. Seja ‘N uma
variedade imersa biunivocamente em M, tendo um pon

to de interseclo transversal com Ws(a)‘ e sendo invarian

te pelo fluxo Xyo Se @ € uma singularidade, seja B

um disco mergulhado em W (1), com centro em qg. Se o &

uma Srbita fechada, seja B um disco mergulhado em

Wu(a) N S, sendo S uma segaortrénsversal por X € Y.

Dado e > 0, existe uma subvé;iedade de N ¢ Cl-préxima

de B.
PROPOSIGAC - Se X € 8(M) entios

1) para cada o € A(X), Wo(a) e Wg) sfo subvarieda-
des (mergulhadas) de M, isto &, tem a topologia indu

zida de M;

2) A(X) tem uma estrutura de ordem parcial definida por

U.l = O.'.2 had WS(G-]_) N Wu(a-z) 74 ﬁs H

3) M= U WS(C(..) =

m
wola,) .
i=1 * 1

W

1

0 conjunto A(X) munido desta estrutura de ordem

parcial € chamado diagrama de fase de X.

Seja X € ¥(M) e seja o € A(X) hiperbdlico.
Seja B uma vizinhanga de g em Ws(g) cujo bordo 3B
¢ transversal a X em Ws(a). Chamamos Gs(a) = 3B um

dominio fundamental de Ws(a). Qualquer segdo transversal
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a X que contenha G°(g) e seja transversal a W (a) &

denominada uma vizinhanga fundamental, N°(a), associada

a Ws(a)- Temos

wia) = U x.(6%(a)) u {a].
tER

0 conjunto U Xt(NS(a)) U Wu(a) contém uma vizinhanga
t20
de a em M,

De maneira andloga ao caso de difeomorfismos, po-

de~-se demonstrar o seguinte

TEOREMA - O conjunto §(M) & aberto em %(M). Se Xeg(M),
entfo o seu diagrama de fase € estdvel sob pe-
quenas perturbagﬁes Cr, isto €, o diagrama de fase do

campo perturbade Y & isomorfo ac diagrama de fase de X,

DEFINIGAO - O campo X € %(M) €& estruturalmente estdvel

se existe uma vizinhanga N de X tal que,
ge Y E N entlo Y ¢ topoldgicamente equivalente a X,
isto &€, existe um homeomorfismo hiM 4 M que leva traje-
térias de X em trajetdrias de Y (nBo & necessdrio pre

servar o parametro tempo).
0 cbjetivo desta segao é demonstrar o seguinte

TEOREMA - Se X € 8(M) entfo X ¢ estruturalmente estd-

vel,

Seja X € %¥(M). Sejam o wuma Srbita fechada de X,
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com perfodo ®w, e S uma seglo transversal por um ponto
PE O, Se U & uma vizinhanca dé p em S, em geral

-~ I -
X (U) n8o estd contido em S. S Xw(U)

Dizemos que a segio S &

invariante se Xt:w(U) c S., of

LEMA 1 - Se X € 8(M), existe uma vizinhanga N de X e
uma fung¢fio continua p:N 4 Z(M) com as seguin-

tes propriedades:

a) u(X) tem as mesmas trajetdrias de X (logo € topo-
ldgicamente equivalente a X) e t8das as drbitas fe-
chadas oy de p(X) admitem uma segdo $ransversal inva-

riante, Si’ por um ponto de Oy 3

b) para cada Y ¢ N, np(Y)e s(M) terd as mesmas traje-
tdrias de Y (logo € topoldgicamente equivalente a
Y) e suas drbitas fechadas tém os mesmos periodos e as

mesmas segles invariantes que os correspondentes de W(X).

Demonstragﬁo: Seja « uma drbita fechada de X, de perfg

do w, e seja S uma seglo tramsversal de
X por um pontoe P € o. Inicialmente vamos perturbar X
de modo a obter um ndveo campo X* com as mesmas 6rbitas
de X, tal que @q seja ainda uma Jdrbita de periodo w

de X* e S seja agora uma seglo invariante para X*,
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0 campo X¥* serd da forma pX, onde p & uma fungio ¢t

que vale 1 fora de uma pequena vizinhanga de um ponto de
-

[ 0%
Seja S¢' = X-(w-to)(s)’

sende 0 < to < W, Temos

Xto(p) = p'e¢ S'.

Seja
a¥:iS » R : A <’
a fungio que a cada y € S F P/
associa o menor tempo a*(y) N - X & (\
Y= X'(y) J}
tal X St
al que a*(y)(Y) €
E claro que a* & CT. Observemos que se o*(y) = a*(p) =
=t em uma vizinhanga de p em S, entdo a seglo seria

invariante. Sejam U e V ~vizinhangas de p em S tais
gqgue U c V. Usando uma "bump functioh" (que permanecerd
fixa mesmo quando estudarmos os campos prdéximos a X) de-
finimos uma funclo C°, w:S = R, por a(y) = a*(y) se

v € U, e C(.(Y)=17

. S¢ Yy € S-V. Seja Yy=[0,a(Y)] » M,

yj(t) = Xt(y) (a parametrizagfo da drbita por y € S, en
tre S e S').
Seja

(v,8) —2— hiy,t)

uma funglo de classe C' definida em S x (0,t,] aque
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satisfaz as condigdes: hy(t) = h(y,t) & um polindmio de

grau 2r+l cujos coeficientes sfoc determinados por:

hy(O) =0 ) hy(to) = CL(Y) ’

dh dh

—¥(0) = 1 —I(t ) =1

dt ! dt o’ = ’ N
2 dzhy

~—%(0) = 0, (t,) =0,

dt dt )

‘L -

_ Yy - Y -

gt (0)-=0, ar (t,) =0 .

(Por exempleo, o polindmio do 3¢ grau que cumpre as quatro

- Y a -~ I
primeiras condigoes €

a(y)-t a(y)-t
_ o ,2 - o .3
hy(t) =t +3—5—— ¢ 2 ~;§————-t .)
Q o]

Tomando V suficientemente pequena, como o« & continua

e ap) = t, » temos que para cada y € $, a aplicaglo

hy:[o,toj + [0,a{¥)]

Q{Lj) . 9,.0’4(,‘50 e

hy

é um difeomorfismo.

Observemos gue, para 4,

y fora de V, hy € a identidade. Definimos

Vy=[0,t0] + M por Yy = Yy h .

Tomamos V suficientemente pequena para que a aplicagio
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¢=(Y,t)kﬁ-§y(t) seja um difeomorfismo C. Seja
W= ¢[Sx[0,to]] c M e seja p:M+ R a composta das a-

plicagdes CF

T dh .
a =2 (y,6)— 2 (t) .

Vemos que p vale 1 em S, em S!' e fora de @(Vx[O,tOJL
Pelas condigaes impostas as derivadas de hy e pelo fato
acima, podemos estender p a M como sendo 1 fora de

9(s x [0,t_ 1). Definimos

X% = pX .

Se v e U vemos gue X%(y) ;Y(t) e portanto X%o(y)eS'.
Logo, @ & uma drbita de X*, de pericdo w, e Xﬁ(U) < S,
isto é, & ¢& uma seglio invariante para X¥%, Realizando a
me sma construgio para cada Srbita de X, obtemos um campo
pu({x) satisfazendo as condigdes do lema.

Como S(M) & aberto, tomamos vizinhanga N de X
tal que N c S(M). Tomames N suficientemente pequena pa
ra que as segbes S, invariantes por u(X), sejam também
segaes transversais para cada Y ¢ N. Repetindo a constru
glo acima para Y ¢ N, com 84 = Y_(w_to)(S), obtemos a
funglo

MsN —%(M) ,

a qual € contfnua pois a fungfio « depende continuamente



X=37

do campo Y,

OBSERVAGAC: Podemos tomar |4 de modo que tddas as JSrbi=-

tas de u{Y), com Y € N, tenmham perfodo 1.

DEFINIGAO - Seja X € §{(M). Seja a ¢ M uma singularida-

de de X. Uma famflia tubular T de W°(a) =

= T & uma colegao {T_} de subvariedades C° de

o ¥ yeNy
M, disgjuntas, sendo Na uma vizinhanga de @ em Wu(q),

com as propriedades:

(a) Vv = V(To) = 1J T& ¢ um aberto de M contendo
VCN
T =T ; ¢
o ‘a’

() =, b i) = i3]

(¢) a aplicaglio p:V = N que a cada x € T, associa ¥y

(projeglo ao longo das fibras) € continua;

{d) a segho s que leva x € T, mno espago tangente a
Ty em x, ¢ uma aplicagao continua de V mno fibra-

do grasmaniano sdbre V (continuidade grasmaniana).

Dizemos que a familia tubular € invariante se X_t(Ty) =

= Tx-t(y), ‘V"t = O,

DEFINIGAO - Seja X € 8(M) e seja ac M uma Srbita fe-
chada de X, de perfodo 1, com uma segao trans

versal invariante S em p € @, isto €, Xl(U) c s
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(U = vizinhanga de p em S). Seja f:U+ S a transfor-

magio de Poincard associada a S5: f = X,|U. Seja

[Tg(y)} uma Tfamilia tubular invariante para
yeu n wi(p)
W?(p). A famllla tubular para W-(¢) & definida por

*(x,(¥)) = X (Tp(y)), com y e U e t¢R.

7

Observemos que a fibra T_  por p g |J X n(Wz(P))
n0

v é

e a fibra por um ponto ¥ ¢ a tal que X, (p)
o

gﬁo —nst (wa(p)).

DEFINIGAO - Seja X € S(M) wum campo que admite seglo in-
variante por pontos de tddas as dSrbitas fecha

das. Um sistema de familias tubulares para X € um con-

junto de familias tubulares T = {Tk} s uma para cada
2° xe Ny

a, € A{X). O sistema & compativel se T; n Tg A g =
i
x *

i J J
= Tx < TY ou Ty c T
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TEOREMA (da familia tubular) - Seja X ¢ 8(M). Existe uma
vizinhanga N de X e uma fun¢fo continua
usN » (M) tal que, para cada Y ¢ N, y(Y) +tem as mesmas
érbitas que Y o qual admite um sistema de famflias tubu
Y

lares T = {Tk}, compativel e invariante, cada ™ seri-

do uma familia tubular de Ws(ak(Y)).

OBSERVAGAO: A aplicacfio

XGNk
k k u
Ty +———= x =T _N ¥ (ak(Y))
& ¢ em cada T;, 1< i< k.

Demonstragio: (Por indugdoc na ordem do diagrama de fase.)

Construiremos o sistema de familias tubula
Tes para o campo u(X) e resultard#, como no caso de di-
feomorfismos, que as familias tubulares para u(Y) de-

~
penderfic continuamente de Y.

1) Seja ay € A(X) wum elemento critico de ordem zero
(um pogo).

a) se «a ¢ uma singularidade, a familia tubular de

1

ws(al) serd constituida apenas de Ws(al).

b) Se ¢ uma drbita fechada (atratora), seja § uma

al 1

segho transversal de X, Perturbamos X, de acdrdo com
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o Lema 1, de modo a obter um campo Xl com as mesmas Gr-
bitas que X e que admite Sl como segho invariante. A
famflia tubular de Ws(al) € constituida por iteragdes

da segBo invariante S, pelo fluxo Xt" (as fibras sao

difeomorfas a Sl).

2) Supondo construidas as familias tubulares de
Ws(al),...,ws(ak_l) compativeis e invariantes (de um
campo Xk-l “com as mesmas Sérbitas de X), passemos a

construgfo da famflia tubular de Ws(ak) onde &

Cx
elemento critico cuja ordem no diagrama de fase & k. Te-
mos dois casos a considerar:

a) a, € um ponto singular e

b) @, € uma drbita fechada.

Caso a). Consideremos inicialmente um elemento
ak-l e A(Xk_l) com ordem 1 em relag&o a @, e
que seja um ponto singular.

Queremos construir uma fibragfo sbbre Dk‘ (domi-
nio fundamental), com fibras que interceptam transversal-
mente Wu(ak) em um inico ponto (portanto devem ter a di
mens&o de Ws(ak)) e que estejam contidas em Ek para
que apds iteracgdes pelo fluxo possamos obter familia tubu

lar para Ws(ak) invariante por ele. Para que a condigido

de compatibilidade seja satisfeita ¢é mecessdrio que esta
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fibragdo que estamos construindo tenha as fibras sdbre as

fibras anteriores,

k=1 5 . 13 *
Como T " = W (a,_,) intercepta W (e} por ér-

bitas, a dimensfio da interseg¢Bo serd =1. Como rk tem
dimensdic n~1, € transversal ao campo e Tgml € invarian-

te pelo fluxo, temos que To € transversal a Ek. Logo,

Lo = Tg-l n Ek € uma subvariedade de M. Temos

. . k=1 . k . k-1 s
dim L, = dim T ™" + dim ™ = n = dim T~° ~ 1 = W (q,).
Da mesma forma, como as fibras Tz_l estio Cl—préximas
de Tﬁnl, serfio também transversal a I© e L= Tz-l N

N Ek terd a dimensfo de L, »
Como Lo s Ek ¢ uma subvariedade transversal a
Wu(ak) (transversalidade em M) e portanto € transver-

sal a DF (transversalidade em Zk), L, N D¥ & uma sub

variedade. Se a dimens8o de LN DX  fér zero, isto &,

dim'LO = dim Ws(ak), o problema estd resolvido. Caso cone

trdrio, seja (B‘Pl) vizinhanga tubular de LN ¥ om

L. Se x¢ p¥ n L, entdo p;l(x) n Wu(ak) = {x} (trans-
versalidade em Lo)’ L0 N Dk = LO N Dk (transversalida-
de em Ek) e Zk intercepta Wu(ak) transversalmente em

p¥ {transversalidade no ambiente). Logo, dim le(x) =

= dim Ws(ak). Seja (V,p) uma vizinhanga tubular de B

em Ek. Tomamos Tiul suficientemente Cl-préxima de
Tg—l para que @ILx N V seja.um difeomorfismo P, 50=-
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bre L0 N V. Como no caso de difeomorfismes, a fibracio

obtida em L ¢ tramngmitida a L., atraves de P,

Suponhamos agora gue Oy _q € A(X) & uma drbita fe
chada de ordem 1 em vrelagio a Qg Observamos que como
ws(ak_l) nio se acumila em T° e Ws(ak_l) i Ek, entio

Ws(ak_l) N Ek € uma subvariedade compacta de M e

dim(ws(ak_l) n Ek) = dim ws(ak_l) - 1 = dimens&o

. s
das subfibras de W (ak—l) .

Vamos substituir o campo Xk_l por um campo Xk com as
mesmas drbitas do primeiro e para o qual a intersegao
Ws(ak_l) n Zk é formada por partes das subfibras de

s
LA G P

Sejam T_ uma subfibra de Ws(ak l)’ Skfl a se-

¢ido invariante de Op.1 © f a transformagfio de Poincard

correspondente. Tomamos Gs(f) um dominioc fundamental em

wo(£). Existe t, € R tal que X_, (65(£)) T . Pela
“Yo

construgdo das subfibras temos

T = (U X% U (7 0 6y y)
[periodo de Qp_q = 1].

Se jam Cl""’cr as componentes conexas da varie-

dade compacta ws(ak_l) n ¥,
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Para cada p € C; existem e &%) e um tempo
~ - o
t_ =t +n, t_¢ [0,1], tal que Xk l(p) = p. Pelo teo
P P P tp =
rema do fluxo tubular longo existem uma vizinhanga V

de p em I¥ ¢ uma vizinhanga Vs de 3 em s<°T

tais que as drbitas por pontos de V interceptam V
P
num tempo limitado. Como Ci € compacto existe uma sub-
cobertura finita V_ ,..,.,V de C. e correspondentes
by P 1

Vo~ 34443V~ . Pomos
P1 Pm

m
e "}Ji = U Ve
J j:l P

m
Vi = JL_,_J]_ VP

Obtemos assim uma vizinhanga de Ci em Zk e um aberto

~
Vi que intercepta Gs(f) .tal que as Jdrbitas por pontos

~

de Vi cortam Vi depois de um tempo limitado. F claro
que podemos tomar Vl,...,vr disjuntas e, consequentemen

te, as %i,...,ﬁ; serfo disjuntas, porgque v, N Vj ]

implica em que existe uma drbita por um ponto de vi N GJ

que intercepta ¥ em V, eem Vj, e dafi, sendo ok
transversal a Xk_l, teremos V, N Vj £ @, o que € absur-

do. Mudando a velocidade do campo Xk-l conforme o Lema 1

k . PR . -
podemos obter um campo X cujas Srbitas sfo as mesmas

de X1 ¢ ta1 que t8das as drbitas por pontos de V.

1

vdo encontrar Vi depois do mesmo tempo ti, para

i=l,-c-,ro
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Observamos agora gue para o cCampo Xt, Ws(ak_l)
e fibras suficientemente vizinhas interceptam gk em
gubfibras do tipo T_. Fibramos T_ N ¥l o subfibras
de fatias vizinhas com fibras do tipo Ws(ak), usando o
raciocinio feito mo caso em gue Oy _y ©Tra ponto singular.
A fibragio obtida & transportada para as demais subfibras
de Ws(ak_l) e subfibras vizinhas, iterando pelo fluxo
X

Seja Cp_n € A{X) um elemento de ordem 2 em rela-

gdo a o, (portanto de ordem 1 com relagdo a «

v (

k1)

Qe 2) acumila-se em Ek numa vizinhanga de

Ws(ak_l) n £¥. Pela compatibilidade, a parte da famflia

tubular de W (a que estd na vizinhanga mencionada

-2
fica subfibrada com fibras do tipo Ws(ak). Como no com-
plemento desta vizinhanga (em Ek), Ws(ak_z) nao se
acumula em Ek, podemos repetir o argumento jd visto para
obter a fibragio neste complemento.

Prosseguimos por indugio. Como pdr cada ponto de
p¥ passa uma variedade estdvel de elemento critico ante-
rior a a, no diagrama de fase, conseguimos uma retragio
de ok

sdbre Dk e, iterando por X_ obtemos pelo

t ’

A=Lema, uma familia tubular compativel e invariante para

ws (G'k) .
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Caso b). O procedimento anterior ainda & vdlido quando

&, € uma drbita fechada, bastando notar que o
papel da vizinhanga fundamental Ek serd agora desempe-
nhado por Sk.

Conseguimos entfo um campo W(X) com as mesmas
drbitas de X e que admite um sistema de famflias tubu-
lares compativel. Pela construgao e pelo Lema 1, vemos
que a aplicaglo Y+~ H(Y) definida em uma vizinhanga de
X, é continua e a famflia t;bular de u(Y) vai depender

continuamente de Y, como no caso de difecomorfismos.

0 nosso objetivo agora é demonstrar o teorema da

estabilidade estrutural para X ¢ §(M).

LEMA 2 = Seja U
J { k}lSRSS

uma vizinhanga do campo nulo © ¢ %x(M). Existe

uma ccobertura de M e seja N

uma vizinhanga N de ® +tal que se =z € N

1 entfo pode

1

mos escrever

Z = ZS +aeet Zl

cnde z, € N e =z, = 0 fora de U. .
i ' i _ i

Demonstragio: Seja (li)_ L uma partigfo da unida-
L=dy s e e, il

de subordinada a {Ui}. Tomamos z, = . z.

Se =z estd prdximo de o, z; tamb€m estard prdéximo de

&, pois k., e suas derivadas sfo limitadas,
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LEMA 3 - Seja X ¢ §(M). Existem uma vizinhanga N de X,
U, = Uk(ak) ¢ um inteiro J > O tal gque:
a) {X*(U )} O<jgd & uma cobertura de M;
Igkem
b) para cada Y ¢ N e k como acima
k, u

X*(U Y T ®n T “n TY* n Tyk o 3=0,404, 73

c) Se x e y pertencem a um mesmo X§(Uk) entdo

Tk’s(x) intercepta Tk’uf

y) transversalmente em um
” -
unico ponto.

Observagio: Y% = u(Y) onde y:N(X) + x(M) € a funglo

continua do Teorema da Familia Tubular.

Demonstragio: Andloga ao caso de difeomorfismos.

TEOREMA {da estabilidade estrutural) - Se X & g(M) en-

t2% X € estruturalmente estdvel.

Demonstragio: Seja N uma vizinhanga de X e piN =2 % (M)

a funglo do Teorema da Familia Tubular.
Queremos mostrar que, restringindo N se necessdrio, os
campos Y ¢ N sAo topoldgicamente equivalentes a X.
Como Y ¢ N & topolbdgicamente equivalente a w(y) e X
a u(X), basta provar que w(x) e u(Y) s8o topoldgica~
mente equivalentes. Como W & continua, podemos supor

que u(Y) estd préximo a u(x) (restringindo N). Para
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simplificar a notagio denotaremos p(X) e M(Y) por x
e Y, respectivamente.

Se ja {X.(Uk)} O< j«J wuma cobertura de M como no
J 1skem
Lema 3. Tomandoe Y prdximo de X temos, pelo Lema 2,

Y-X = XS FToaet Xl

onde cada Xi € nulo fora de algum aberto cujo fécho es-
td contido em Xj(Uk)’ e X, estd prdéximo do campo nulo.

Como §(M) € aberto, podemos supor que

X =X, +eset X

i i 1 t X

também ¢std em g(M), para cada i

Por transitividade, basta mostrar a equivaldéneia

topoldgica entre ii e ii-l' (¥ possivel que os campos

X, e ii 1 nfo admitam famflias tubulares. Mas, proce-

dendo como anteriormente podemos alterar as velocidades

para obter campos X! e X! que estfo préximos, sSo

el

iguais fora de um compacto e que ddmitem familias tubu-
lares). Vamos supor entfic Y = X fora de algum W com

W Xj(Uk). [X e Y ainda no lugar de u(X) e y(¥).]

Seja v= U x (u)), isto &, o saturado de U .
tER t* 'k k

i~
Vamos definir um fluxo Xt em V com as propriedades:

d k,s
X, Ty (x)

R T3 (X, (x)),

o k,u
X, Ty (x)

T?’“(Yt(z)).
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Para isto observemos o seguinte:

1) se x¢g V entdo Yt(x) eV, ¥teR;
- . k,u

2) se x ¢ V entdo existe Tg (x);

3) se e V T;’S(Xt(x)) - intercepta transversalmente

T%’u(Yt(x)) em um dnico ponto.

Estas propriedades podem ser verificadas lembrando qué
X =Y fora de W, com WcC XJ(Uk) (3 fixo) e aplicando

b) e c) do Lema 3., Com isto podemos definir
et k,s k,u
Xt(x) = TX’ (Xt(x)) n TY’ (Yt(x))i X E v'

Se x ¢ V mas x n2o pertence ao saturado de W, entao
Nf- ) —~
Xt(x) = Xt(x) = Yt(x). Logo, pudemos estender X  a M
~ d
fazendo Xt(x) = Xt(x) sé x € M-V, E claro que X, é
um fluxo e € continuo.
Vamos procurar um homeomorfigmo h:iM 4 M gque con-

i~
jugue X e X Definimos

t t*

n(x) = 1im X x_ (x) .
two

Observemos que:
(i) n(x) = x, se x ¢ M-V;
(ii) se x¢ V e existe t_ > 0 tal que X_t(x) g W

- o
para t = t_, entfo h(x) = X, X (x}). Com efei-
o t, =to



X-49

to, se t = t1 4 t, com ' >0 ey =X & (x) temos,
Yo
pela hipdtese, que X_ti(y) € V-W, ¥t' » 0, Como X = Y

~
fora de W, temos X-t'(Y) = X_t|(y) para t' » O.

Logo,
~ ~ ~
Bt X-(tf+to)(x) = X, For Xog X-tg(x) =
~ o~ P —~ ~ —~
Xto X-t! X_ti(y') = Xto Xt' x_tf(Y) = xto(Y) =
X X~to(x)’

donde

e

P u - k
(iii) se =z ¢ Wy (ak) entdo n(x) = Tx’s(x) M W?(aﬁ).
Com efeito,

34(17 X_t(T:l;’S(x)) = S{Jt T;,S(x-t(x)) - T;’S(x_) .

Basta mostrar entio que

[ ! he) k,
it X-t (x) ?e aproxima = i TX ‘(x')

u
de W (o.') . I P A P
T A ?qi
Para + suficien- —
uk‘r !
1
temente grande, y=X_t(x) ' l '
” . u - . U. f
estd prdéximo de Wy(alj:) w;(qk) WY(O(")

em partes compactas (A-Lema).

Como it X_.(x) estd nesta fibra e .também em T;’s(x),

temos que Et X_.(x) estd préximo de TE’S(x) n Wg(ai),
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para t suficienfemente grande. Logo

n(x) = T9'%(x) n W) -

Com estas observagbes concluimos que h estd bem

definido. E claro que h = £ nX para todo t, isto &,

t -t?

h conjuga X e X Como no caso de difeomorfismo,

t t°
mostramos facilmente que h ¢é um homeomorfismo.

~

Resta mostrar a conjugagio entre X, e ¥

" £" Para

tanto, basta definir

ﬁ(x) = 1lim Y_, i;(x) .
tas

procedendo de maneira andloga.

Observemos que conseguimos um homeomorfismo que
leva trajetdrias de X¥ em trajetérias de Y¥, preser-
vando o tempo. Entretanto, como observamos no inicio, hED
haviamos modificado os campos iniciais X e Y que s&ao
topoldgicamente equivalentes a X¥* e T* ppfém nao sfo
conjugados (o homeomorfismo & a identidade e nfio preser=
va o tempo). Contudo, se 0s Campos X e Y mnido tiverem
érbitas fechadas (por exemplo, os gradientes) obtemos um
homeomorfismo gque preserva o tempo, porque nfo precisamos

modificar os campos para a construgao da familia tubular.
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STABLE MANIFOLDS FOR HYPERBOLIC SETS

R, Jewett

and

W. White
1. INTRODUCTION

In certain dynamical systems there are‘points,
neither fixed nor periodic, which have some of the charaw
cteristics of hyperbolic fixed points. That is, the tan=-
gent space of such a point has a splitting, one part of
which is contracted exponentially under iteration of the
mapping, and the other part of which is expanded exponen-
tially. If the orbit of this point lies in a compact in=-
variant subset of the manifold, and the contraction and
the expansion are in some gense uniform on the compact
set, then the methods used to study hyperbolic fixed
points in Banach spaces can be used to study this point

and this set,
2 A

1 1] y an automorphism of

AN EXAMPLE -~ Using the matrix [

the torus is specified by

either f, (x,y)r~(2x+y,x+y) in M =R X R/Z X Z
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2
or g, (z,w)+—(z wyzw) din {(z,w) € CxC: |z]|=]w|= 1}.
-1
Choose a point p in M. Let (a,b) = 1" (p) be a corres
ponding point in R x R. Let L be an open line segmenf
through (a,b) with slope - % {1 + 4/5). Then M, = n(L),
the projection of L din M, is a one-~dimensional submani

fold of M through p'.

TC
N
|

Moreover, under iteration of f, the sets fn(MP)
contract exponentially in diameter to zero, even though

the sets are not converging to a point, in general.

L

Specifically,

n
length £7(M)) = (2—;_@) (length M) .
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ANOTHER EXAMPLE. Let M be the open solid torus
{{#,w) € ©xC:|z| = 1, |w] < 1}.
Let f:Ma M be a differentiable mapping which winds M

around twice and such that £(M) 4is bounded away from

the surface of M.

(=~

In particular, let
2 1 1
flz,w) = (=7, 52 + ﬂw) .

Note that

1 1 1
E< |—2'Z +L_|_WI <% .

A cross-section of M, fixing the first coordinate, is a

disk of radius 1. A cross-section of f£ (M) is 2" disks

n-l(

of radius 1/4", nested in the disks for £ M).

’
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-]

Hence A= () fn(M)
n=0

is a compact non-void subset of M, which in cross-seciion
is homeomorphic to the Cantor set. For each p € M, let
Mp be the cross=-section of M <through p, namely a disk.
Under T, MP is contracted uniformliy by a factor -%—and
thus the tangent vectors to p in MP are also so con-
tracted., In some sense, Mp is a "stable manifold" for

p under f.

NOTE: In the first example, there is a Whitney sum splitt-
ing

™M) = B° @ EY

which is invariant under the action of f. One part, Es,
is contracted exponentially, and the other, Eu, is ex-
panded exponentially. Moreover, the tangent bundle of the
submanifold Mp is contained in E°,

In the second example, A dis locally homeomorphic
to R X (Cantor set) under a mapping which is different-
iable in the first coordinate. Thus, using the curves in
A, a splitting

T, (M) = E° ¢ EY

is determined, where E° consists of the vectors in the

disks and E" the vectors tangent to the curves in A,
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Under the action of F, E® and EY are invariant, and

E® is contracted exponentially and E% 1is expanded

exponentially.

IN GENERAL. Let X =z 1 and let M be a Ck-manifold. Let

U be an open subset of M and let
£:U 4 M

be a diffeomorphism (Ck). Let d %be a metric for M.
Let U, be the set of p in U such that f(p),fz(p),n.

are defined {and in U). Then the relation

p=aq if da(f(p),f™q)) = ©
is an equivalence relation on Uf.

In the first example, U, = U = M, and the equiva-
lence classes are dense curves in M.
In the second example, Uf = U =M and the equiva-

lence classes are the cross-section disks.

For the general case, if P E Uf and e > 0 and

the set

W; = {a € Ugt g=p and d(£"(q),t*(p)) < e, all n}

is a submanifold of M, then w; is called a

Stable Manifold for p .
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2, REVIEW

The theory for hyperbolic fixed points in Banach
spaces will be used. The expression €5 is defined by

®s = {x e S: ||xl < e},

THEOREM 1 - "Stable manifold theorem for a hyperbolic

fixed point".
Let S be a Banach space, k= 1, r > 0, and
F:¥S a4 S
a Ck-diffebmorphism such that
F(o) = O.
Let T = Ft(0).

Suppose that there is a splitting

s = s% g s®
such that
[P1] T(s") = s"
T(s®) = s°
[p2]" nT]SS“ < 1

o= s% < 1.

Then there exist an e > O and a positive X < 1 with

the following properties:
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Define
N = {x+y: x ¢ 8°, y ¢ sY, | x||<e., lIs||<e},

and set

e.8

For each x ¢ 7S ke

there exists a unigque v ¢ § such
that x+y € W°, Denote this y by G(x).

The mapping

G:®s® -+ s®

is Ck-differentiable, and

G(0) = 0, G1(0) = o.
Mereover,

F(W%) c w®

u,v e W° o ”F(u)-F(v)H < Au=v| .

NOTE: The usual version of this theorem is somewhat dif-

ferent. In particular, Hirsch and Pugh assume that

xe 8% ye 8" = |x+y| = max{|x|,|v|}.

and they do not note that G'(0) = 0, but only that

fe(x)|| = [

Since EY can be ré#ormed, for each K » 0O, ”G(x)” < K| x|

for sufficiently small x, Hence G!'(0) = 0. Using now a
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general norm on S,

1im Aex)+x - e(y)-v{| _  y4q et (z) (x=y) +(x-y)]
x40 ==} X, 7,740 ST
x,yESs . X;YsZGSS

xEy x#y

This 1limit is 1. Thus the contraction property of we
does not depend on the norm of 8, though e, and - A

undoubtedly do.

THE PLAN. For the case of f:U 4 M, Uc M, as describéd
above, it will be assuined that there is also

given a compact subset A of U such that £(A) = A.
A new system F:V a4 S8, Vc 8, 0¢ V, will be constructed,
where S is a Banach space, and where ‘A corresponds
(in some sense) to the point O. If A is a "hyperbolic
seth for £, them O will be a hy:'perbolic fixed point
for F. |

The correspondence requires rather strong assump-
tions about the tangent bundle of A in M.'It may be
that weaker condiéions, invelving only tne tangent spaces
of the iterates of a point, also guarantee the existence

of a stable manifold for the point.
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3. STABLE MANIFOLDS FOR HYPERBOLIC SETS’

THEOREM 2 = Let M bhe a finite-dimensional ¢* Riemanmnian

manifold, Uc M an open set, f:Ua M a Ck

embedding, and A ¢ U a compact set such that f£f(A) = A.
Suppose there is a continuous splitting TAM = g% @ E®
such that:
1 pf(E%) = ES pr(EY) = EY

) ( p) £(p) ( p) £(p)

-1
2) Ioel g < 1s 0™ <.
Then there is a family {W;} A of c¥ submanifolds
Pc

of U, and condants 0 < 1y, X < 1, such that:

8 s

W d W=

a) Pc o and Tp_p

b £lwe v ; -
) ( p) c f(P) H

e)  if pe A, a4,£(a),£2(a)y... € U, and a(£%(p),£%(a))

<1n for all n =2 0, then q € W;;

E; for each p € Aj

d)  if q,q, € WS then d(f(ql),f(q§) s rd(agsa,)s
e) for each p € A +there is a neighborhood N of »p
in A and a continuous map @:N 4 Ck(Ds;M) such
that mq is a Ck diffeomorphism of the disk D® omto
8

Wq for each ¢q € N.
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The set A 1is called hyperbolic for £, and the
manifolds W; are called stable manifolds.

The theorem is essentially topological., A ¢® mani-
fold can be given a Cw‘Riemannian structure, and condi-~
tion 2) of the theorem is satisfied for some Riemannian
structure if and only if the following condition is sa-

tisfied for all Riemannian structures.

2') There exist constantsX > 0, 0O < ¢ < 1 such that

[lp£®] S < Kc™, i (o£) ™| all < Ke™ for all n = O,
E E

SCHEME: Most of the information we are given on f:U a4 M
and A refers to the derivative map Df of the
tangent bundle over A, B = TyM, into itself. We will
embed B in the Banach .space S of bounded, possibly
discontinuous sections of B, identifying vp € B with

the section Z(vp) € S given by

v q =0p
Elvp)g =y P .
0 a#p

We will then define a map F of a neighborhood of 0 in

S dinto 8, satisfying

E(vb) " Z(wf(p))

where f(éxppvp) = expf(p) wf(p). We will show that F is

c® and F(0) = 0, and that F1(0) satisfies
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E(vp) - E(Dfpvp)

and then apply the stable manifold theorem for a hyperbal-

ic fixed point.

Let M,U,A,f be as given in Theorem 2, and let

B = T M.
A
We will use the following notation in a normed li-
near space Vi "V = {ve v:ev| < x}.

1
Choose §!' » 0 so that expp:5 Bp + M is defined
. )
for each p and takes 8 BP differentiably into

un f-l(U). From now on, we will take eXp,, to mean

exppla, . Pick & » 0 such that f(Né(p)) c Nbl(f(p))
i 5 5
for all p € A, and let B = B .
e e A P
The map f induces a map §=6B + B defined by
setting §| = exp_l ¢ f oexp_. The next propogition
55 £(p) P

follows from ghe definition.

PROPOSITION 1 - The map £:°B 4 B is continuous,
r-'6 ~
(%8 a4 f(o) =0 .
By © Be(p), a0 (o) £(p)

k

Moreover, Elb is ¢, the norms of the partial deriva-
B

~ P ~
tives D,f are bounded on 6B, and D_f = Df_ .
2 2 OpA jo)
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Let S be the Banch space of bounded, possibly
discontinuwous, sections of B with norm lle|l =
= SuppGA”Gp”p' The set S, of continuous sections of B

is a Banach subspace of S, and we shall write S to

*

represent "either S or Sc.“

Congider the Banach subspace

sP = {0 € s: 94=0 if a #p} of s.

The map w_:SP 4 B defined by ev_(of) = ¢f is an iso-
P P P P
morphism, and we denote the inverse of evp by

Eszp + P, Explicitily,

o 0
b - )
(vp)q

For 0 € 8 and pe A, define oF = gP evp c € sP
We will consider S to be a subset of the product

X s? witn ¢ = x oP,

The map f induces a map. F*:GS* + 5, defined by
-~ -
setting F*(c) =fegef l. Fc is just the restriction

of F, so wz neglect the subscript. Let Fl& D = FP,
. 5

'PROPOSITION 2 - FP = 5f(P), ¢, ov_, so that FP(3sP)

c Sf(p). For any ¢ ¢ GS, F(g) = F(xoP)

= X'Ff’(crr_")-
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PROOF: Consider zp(vp) ¢ °sP; we have FP(EP(vP)) =
=fo Ep(vp)o £t = Zf(p)(f(vp)) = Ef(p)o foev o
o Zp(vp)u If o e s, then ¥(o)T(P) o (Fegor~1)f(P) _

= (Foo)P = FooP = (go(JPo_f-l)f(P) - F(Gp)f(P) = 7P(oP),

)

so F(o) = x17(0)T(P) - xipP (0P,

PROPOSITION 3 - F:GS + 5 idis a Ck embedding and F(0) =0

If F'(0) = T, then To = Dfo gof L.

PROOF: It is clear that F(0) = 0. The map F:ds =
= X 6Sp -+ 5 c X'SP is given by the coordinate

functions Fp, and FP is a Ck embedding into Sf(P)
because %Is is a Ck embedding into B « F is
B £ (p)

thus 1-1 inpeach coordinate and hence 1-1. Each FP is

Ck and the norms of their derivatives are uniformly

bounded, so F is Gk. DFE = Zf(p)o D2§O ° eV, = Ef(P)u

P

¢ Df_ o ev_; therefore, DFP oF = Ef(P)on cev. OF = Df o
b P o P P

o 6Po £7L, The derivative T, which is given by the deri-

vative of the coordinate functions, is thus TG = Dfo go
[ fﬂl,
COROLLARY - Let Sy = {0 € S,:0(A) c E"} ana

s

Si = {0 € Syi0(A) € E5}. Then s, = sy & s

@S

=1
and | T| <1 | < 1.

Now, let c,, Ay, Wy, and G, be the constants,
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stable manifold, and Ck map given by the stable manifold
theorem for a hyperbolic fixed point when applied to

i)
F: S, » S,. By taking e smaller or A larger, if ne-

e.5
cessary, we may assume ec =e, A_=A, For each 0 ¢ Sy

G,(c) 4is the unique element of S, such that

o kg O

[ u

FP(e, (0) + o) € ON = [1%7%: ¥ ¢ %%, 1% ¢ €g%}1  for all
n 2 0. This implies that Gc = G[ s and we will neglect
5

c
the subscript; G(¢) is a continuous section if 0 is a
continuous sectiomn.

Let &P = 6| .
% sP

PROPOSITION 4 - ¢(%s° n sP) ¢ s% n sP, ana @(xP) =

®s

= XGP(UP) for xoF € s.

PROOF: If o ¢ ©8°%; then the product X'F(a(c)? + ¢

= X17*(a(e) + 0)P = FH(x(a(c) + 0)P) = F*(a{o)+0)e

P) =
€ ®N for all n » 0, so each factor F*a{c)FP+aP) ¢ N
for 211l n > O. The unique section T £ s such that
FY 1 + dP) ¢ °N for all n2 0 is T = a(cP), so
¢(0)P = a(oP). Thus, if oP ¢ ®s® n sP then c(oP) =

= a(eP)P ¢ s sP, ana G(X%P) = G(o) = X g(0)P =

= X G(oP) = x aP(cP).

PROOF OF THEOREM 2: For p € A, let w: = exp evp(wsnsp)

& {exp, ev, (P(a®) + oP):oP ¢ ®s° n 8P},
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We now show that the W;'s satisfy the conclusions a)-e)

of Theorem 2.
a) Follows from the fact that W°® is tangent to 5° at O.
b) Let o € ®sP pe IF exp;l(q) for some g € Né(p).

Then F(o) = Zf(p)b F cev, e P exp;l(q) = Ef(p)o F o
-1 _ wf(p) -1 -1 _ f(p)
° exp, (@) = = Qexpf(P)o £ ° eXp, o exXp, (q) = & v

o exp;%p) £f{q). If g ¢ W: then o € W, so F(o) € W°
and f£{q) ¢ W;(p).
c) Pick m > O such that 'S c °N, Then d(£7(p),f(q)) «x

* <1 for all n = 0 implies that FP(zP exp;l(q)) =

Il

=yt (p) exp"f; (q) € ®N for all n = 0, so that
. £ (p)
w -

q € p

d) Follows from the fact that exp is a local isometry

at O_.
P

e) Take open sets V and V' with V< V', such that

u s u _ .8
Byin & = Byiq a @ Bypy = (V'0A) x (R7 @ RT). For
x € eRs, let o(x) e eSi be a section such that dp(x) =

]

(p,x) for all pev n A. For pevnh, evp{e_(c(x))+g(x)=
X € eRs} = evp{G(cP)+0p):cp c €g® n SP}, Define

9: (v A) + CX(°R®,M) by

mp(x) = exp, evp(G(c(x)) + o(x)) .
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0 TEOREMA DA DECOMPOSICAO ESPECTRAL

PARA DIFEOMORFISMOS

Nathan Moreira dos Santos

§1. O objetivo desta exposigio é demonstrar o andlogo, pa
ra difeomorfismos, do teorema espectral. A demonstra-
gdo vai depender fortemente do teorema da variedade estd-

vel, gue recordaremos abaixo.

.

Seja M uma variedade riemanniana e f:M 4+ M um
difeomorfismo. Um conjunto A c M € invariante por

f o £(A) = A. Diremos que /A possui uma estrutura hiper-

bdlica « existe uma decomposigao em soma de Whiitney

(continua) ™M = E & B_, do espago fibrado tangente a

M sobre A, satisfazendo iAs seguintes propriedades:
(a) Df(Eu) c B,, Df(E))c E

(v) max[qunlEs”, “Df'nIEu”j <co® onde ¢ >0 e

0<%« 1.

Por resultado de J. Mather, se M € compacta, entdo exis

te métrica riemanniana para a gqual podemos tomar ¢ = 1.
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Seja xg¢ A e e » 0. 0 conjunto

wix) = (1 £72(m (£7(x)))

n>0
{onde Be(fn(x)) é a bola aberta de raic e mna distan-
cia induzida pela métrica riemanniana de M), & a varie-

dade estdvel de tamanho ‘¢ do ponto x,

TEOREMA 1 - Se A €& compacto, entfo:

(a) existe e > 0 tal que cada ponto x ¢ A possui uma

variedade estdvel W:(x) de tamanho e

(b) {Ws(x)}. é uma familia contfnua de subvariedades
€ xEN

de classe Ck de M, k z 1

(c) existe um mimero real X, O <« A < 1 tal que se

¥,z € W:(x), entfo dA{£™(y),£M(z)) = A\™ d(y,z) ¥ n=20
(a) Wz(x) n Wz(y) é aberto em WZ(X) ¥ x,v € A

(e) W:(x) é tangente em x a Ez ¥x e A

Demonstracido: Ver [2].

§2. Coordenadas Candnicas

Um ponto p € M € nfoc-errante para um difeomorfis
mo f£:M -+ M o para cada vizinhanga U de p em M

existe m £ 0 tal que £(U) n U £ §.
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0 conjunto 0 = Q(f) dos pontos nfo-errantes de
£:M + M & fechado, invariante e contém o conjunto Per(f)

dos pontos periddicos de f.

LEMA 1 - Seja f:M -+ M um difeomorfismo e DP,q pontos

periddicos hiperbdlicos tais que

wip) B wi(a) # 2, wi(p) A wi(a) £ .

EntSo os pontos de intersecglo s@io nfo-errantes.

Demonstragio:

v

Seja n o minimo miltiplo. comum dos periodos de p e (g
e V uma vizinhanga qualguer de X. Pelo A=lema algum i~
terado fnk(V) intersecta W-(q) e portanto, ainda pelo

A\ -lema algum iterado £ °(V) intersecta V.

0 toorema espectral serd demonstrado para os difeg

morfismos f:M + M que satisfazem ao sgguinte

rd

AXTOMA & - (a) 0 & hiperbdlico; (b) Per(f) € denso em Q.

Um problema em aberto é saber se (a) = (b).
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LEMA 2 - Seja f:tM 4+ M um difeomorfismo satisfazendo o
Axioma A. Entfo, para cada ponto x ¢ () existe
um ndmero real e > 0 e uma vizinhanga V de x em M
satisfazendo & seguinte propriedade: se p,g€ N=VnnQ,
entio Wi(p) e W:(q) se intersectam em um unico ponto

~ rd -
e esse ponto é nao-errante.

Demonstragio: Por (a), (b) e {e) do Teorema 1 e pelo lema
da transversalidade existe e > 0 e uma vi

zinhanga V de x em M +tal que se p,q ¢ N, entlo

volp) nwg(a) =z,  wi(p)nwi(a) =y

]
ol 1

Pelo Axioma A escolho pontos periddicos p',q! arbitrarig

y‘i

mente préximos de p e q, respectivamente, Assim
wo(p) w>(qr) = vy°, W-(p') n Wo(a') = x'. Pelo Lema 1,
xi,y' ¢ (1. Assim, arbitrariamente prdximos de =z e 7y

existem pontos nao-enrantes e como {J & fechado, =z,yvcll.
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§3. Decomposigdo Espectral

LEMA 3 - Seja f:M 4 M um difeomorfismo satisfazendo o
Axdioma A e X € {1. Seja N uma wvizinhanga de x
em 0 dada pelo Lema 2. Se U & qualquer aberto nio va-

. Y, -
zio em N, entao

U @ e« U £(0)
ng0 n>0
contém conjuntos densos de N.

Demonstraclo: Pelo Axioma A € suficiente mostrar que

Per(f) n Nc LJ fn(U

Pelo Axioma A existe um ponto periddico gq € U, Seja p
um ponto periddico arbitrdrio de N. Pelo Lema 2,

wo(p) n wo{a) = x, wi(p) n Wo(a) =y onde x,y € Q.
Iterande U negativamente vemos que X ¢ Aﬁo fn(U) e

continuando com a iteragho vemos que p € |J £ (U).
n<O
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TEOREMA DA DECOMPOSIQKO ESPECTRAL ~ Seja M uma varieda-
de compacta e f:M M
um difeomorfismo satisfazendo o Axioma A. Entfio existe

uma ¥nica decomposiglo finita

Q:ﬂlUnolUQk

onde os ﬂi sfo disjuntos, fechados, invariantes e £

possuli drbitas densas em cada Qi.

Demonstragéo: Escolha para cada x ¢ {] uma vizinhanga

Nx em (} pelo Lema 2. Defina ,Qx =
= U £(¥.). 0 Lema 3 nos diz que Q_ mnioc depende da
nez x x
escolha de Nx' Se x,y € 01, ent2o0 ou Qx =Q ou

Y

ﬂx N QY = &, Realmente, se =z ¢ Qx n Qy e Nz € uma vi-
zinhanga de =z em {) dada pelo Lema 2, entfo pelo Lema

3, temocs

pois N, n int Q_ £3% e N_ N int Qy £ . Existe apenas
um numero finito de Qx pois caso contrdrio poderfamos,
por compacidade de (1, construir uma sequéncia convergen-
te X, +x€0 com x €0, e QO # 0, se =n £ m,

Assim existiria n, tal gue xn_e Qx Vrlz‘no e portan-

to O =0 ¥n: n , o que contraria & construglio acima.
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Mostraremos agora que em cada Qi £ possui Srbi-
ta densa. Realmente, sejé {Ur} uma base enumerdvel de
abertos de .. Pelo Lema 3, o conjunto g fn(Ur) é aber
to e denso em 0;. Portanto o conjunto D = 13 lﬁ fn(Ur)
é residual em Qi'

Afirmo: todo ponto :x € D possui drbita densa em Qi.

Realmente, se 2 € Qi e V € uma vizinhanga de =z em

0y, entlo existe r, tal que z € Uro c V. Assim, pela

construgfo de D, existe n  tal que x¢€ ;f‘no(Ur ) ou
o

seja £ °(x) € U, < V.
o]

COROLLRIO 1 - Seja M uma variedade compacta ¢ f:M -+ M
um difeomorfismo satisfazendo o Axioma A.
EntSc M pode ser decomposto canonicamente na unido fini

ta, disjunta e invariante
k .
M= J w(,)
. i
i=1

onde Ws(ni) =[xe M| w-lim 6(x) c a,;].

Demonstracho: Se x € M e 8(x) & a drbita de x, entlo

m
w-lim 6{(x) c Q, pois se £ k(x) + x ¢ uma

subsequdncia convergente de 6(x) e VU & uma vizinhanga

de x  em M, entde existem inteiros my e mny tais

; m;+0 m's n.
que fmJ(x), £ 3 7 9(x) e U ouseja f J(x) e £ NU)n U

rd -~
e x, ¢ nao-errante.
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Seja {1 = Ql Usaul Qk a decomposicio espectral de
ﬂ'
Afirmo: w=lim 6(x) c Q; para algum i, Realmente, supo-
nha gue xo c Qi. Escolho vizinhangas V e W em M
. 2
tais que Qi c W, ﬁ& cV, WnV=2§& onde Qi =0 - Qi'

Desde que Qi ¢ invariante e £:M 4 M continua, entfo

para cada x ¢ Qi existe vizinhanga Ux de x em M

tal que Ux’ f(Ux) ch. Seja le,...,er cobertura fi-
nita de O, e U= U U . Assim
i . x4
i=1 1
Q, cU, Unv=2, £(U)Nn V=2 (1)

Suponha que w-lim ©&(x) n ﬁi # &. Podemos entio construir
subsequéncias f k(x)‘» x, € 0y, T k(x) + ¥, e'ﬁi e

£ E(x) tal que n <2, < m  (use (1) acima) e

EA .
f k(x) + 2 g 0 o que € impossivel.,

COROLARIO 2 - Seja M uma variedade compacta, f:M 4 M

um difeomorfismo satisfazendo o Axioma A e

Qo= LJ o conjunto dos pontos nio errantes de f. _.8e
i=1 .
x € 0, é um ponto periddico entfo W (x) & denso em
i
Q.
i

Demonstragio: Seja N wuma vizinhanga de x em (! como

no Lema 2, Temos: (., = |J £ (N), Se
i
ne?z
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Z ¢ Qi e V. & uma vizinhanga de =z entfo existe noe Z
tal gque f-no(V) NN#ZG®&. Como Per f = existe

v E f-no(v) N N, ponto periddico de f. Pela construgho
da vizinhanga N Ws(x) intercepta transversalmente
Wu(y) e portanto Ws(x) se acumula em Wu(y). Logo exig

- s -ng - - -
te ¥e wix)nf (V), ¥ ponto nfo errante. Consequen

n
temente £ °(F) ¢ v n wi(x) pela invarianga de W (x).

OBSERVAGA0: W°(x) & a variedade estdvel da drbita de x.
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- Q-EXPLOSOES

Geovan Tavares dos Santos

-,

0 propésito desta exposigao &:

a) descrever uma certa classe de campos para qual, peques

nas perturbac¢Ses, faz explodir o conjunto nio-errante,

b) dar uma solugfo parcial ao problema de caracterizar a

{l-estabilidade.

0 item a) & devido a J. Palis e o item b) a J.Palis
-C.Pugh. Ambos encontram-se descritos no artigo [4] de
J. Palis.

Seja M uma variedade compacta C° e %(M) o

conjunto de todos os campos de vetores Cr, r= 1, em M,
com a topologia ¢*. Denotaremos por Q(X) o conjunto

nic-errante de X € ¥(M).

DEFINIC20 1 - a) X,Y ¢ (M) s8o ditos Q-conjugados se e-
xiste um homeomorfismo h:Q(x) « (¥)

levando trajetdérias de X em trajetdrias de Y.
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b) X ¢ £(M) & dito Q-estdvel se Ye > 0 existe uma vi-
zinhanca V(X) c i(M) tal que se Y ¢ Vv(X) entio X
€ (J-conjugado a Y por um homeomorfismo h e—Co-préximo

da identidade.

DEFINIGAO 2 - Seja TyM, QO = 0(x), X ¢ M, o fibrade tan-
gente a M restrito a . 0 &€ dito hiper-

bdlico se

a) ToM = E°pE eE’

b) DX,|E® € invariante a Ha,A > O tais que
t

“DXt” < ae-lt, t >0 DxtlEu ¢ invariante e

rt c

gb,r > 0 tais gue “Dx_t” < be ', ¥t >0 eDx_ |E é

t
invariante.

DEFINIGAO 3 - X ¢ %(M) satisfaz o Axioma A! se:

a) .Q = (X} € a unifio disjunta do conjunto dos pontos
criticos F e do fécho A de suas Srbitas=tperiddi-

cas.

b) Cada elemento de F & hiperbdlico e A € um conjunto

hiperbdlice no sentido da Definiglo 2.
Em [7] encontra-se o seguinte teorema:

TEOREMA (da decomposiglio espectral) - Se X € (M) satig
faz o Axioma A', entfo Q(X) =0 _U...U 0 unido

disjunta, onde cada Q, € fechado, invariante e Xt|0i &
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topoldgicamente transitivo (i.e. possui uma dSrbita densa
em Qi).

Cada Qi do teorema anterior &€ chamado conjunto
bdsico.
DEFINICAO 4 - Para cada Q; definimos as variedades estd

vel e instdvel por WS(Qi)

]
I

{x € M; Xt(x) - 0., b w} e Wu(Qi)

{x € M; Xt(x) + 0., t o -},
{3] contém a demonstragio da existéncia de WS(Qi)
u
e W (Qi)'

DEFINIGAO 5 - Seja X € (M) satisfazendo o Axioma A'.
Dizemps que existe um n-cicleo, n 2 2, em QO

se existe uma sequénc;a de conjuntos bdsicos Qo,Ql,...,Qn

tais que

a) Q, =0 niﬁnj, ifj, 1i£20 e j#n.

b) W) n wu(ni+l) £ 8, 0< i< n-l.

EXEMPLO (em 52) :
P_,P, = pogos

= fontes

= selas

b
L
oy
]
n
e
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TEOREMA -~ Se X ¢ I(M) satisfaz o Axjioma A! e existe um

n-ciclo em Q(X) ent3o X nlo € Q-estdvel.

Prova: Vamos mostrar que se n = 2 entdo existe Y prd-
ximo a X tal que Y/Q(x) = X/0(X) e para o qual

existe um n-l ciclo em ((X).

12 caso: Suponha gque o ciclo Qo,Ql,...,Qn f Qo sfo pon-

tos criticos de X.

, 1
Seja x € WS(QO) n Wu(Ql) e v E€ Ws(Ql) nw (Qz)
{ver figura abaixoc com n = 3). Pelo A-lema [6, pg. 387]
se V & um disco transversal a Ws(Ql) em y, entlo

x € fécho ®+(\_r), onde ®+(;v) = J xt(v). Entfo existe
tz0 '

uma perturbagébllﬂx com suporte pequeno contendo x e

‘

vy tal que g_é X + AX satisfaz: Y/Q(X) = X/0(X) e

Q 05,00, & um (n-1)~ciclo para Y.

L 3
A
N

v-Qo z B\ _ﬂ-‘

292 caso: Suponha que nem todos os conjuntos bdsicos

,...,Qn = 00 € constituido de pontos cri-

Qo’Ql
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ticos,.

a) Se algum dos Qi ¢ um ponte critice, procedemos como
no caso anterior e¢ obteremos um (n-1)-ciclo.

b) Devido ao item anterior podemos supor que nenhum dos

Qi € ponto critico,

Para cada z € Q; temos dim woe(z) + dim W% e(z) =

= dim M+1, onde W 6(z) = U W (x) e wP(z) =
x€®(z)
= U W' (x). De [1] temos que v n,) = U wie(z) e
xe@(z) * ZEQi
Wu(ﬂi) = U we(z). Como [Qi}? € um ciclo,~ temos
ze(} . ) = i
i

que ﬁj e existem Zj € Qj, Zj+1 c 0 tais que

j+1
dim wsg(zj) + dim w“@(zj+l) 2z dim M+l, Com efeito, se

dim WSQ(zj) + dim wu@(zj+l) < dim M+l ¥j € {0,...,n]

teriamos
iy s u
A= 3% [dim ¥W6(z )+dim Wo(z, )] < (n+l)(dim M+1) .
520 Jd J+1
n Id
Por outro lado, usando o fato de que {Qi} € um ciclo
i=0

temos que A = (dim Ws@(zo) + dim Wu®(zn+l)) Feoadt
(dim WSG(zn) + dim wu®(zn_1)) = (n+l1)(dim M+1) o que &
uma contradigfo. Por simplicidade de notaglo vamos supor
ji=1,

| Sejam x ¢ WSG(ZO) N Wu(zi) e v ¢ WS@(zl)anQ(ZZ)
Z, € 045 %y, 2} € Q15 7, € N,. Como hd dimensfio suficien~

te podemos fazer WSG(zl) e WuG(zz) transversais, fa-
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zendo uma perturbagao em X com suporte pequenc contendo
v. Jd que X|Ql ¢ topoldgicamente transitivo, podemos su
por gue Y = @(zl) ¢ periddica e que zi estd prdximo a
Yoo

Pelo ) -lema C%Wu@(zz) o W'y, portanto WS(QO) n Wu(Qz) #
# @ e obtemos um (n—l)—ciclo para Y, (ver figura abaixo

-~para n = 3},

Obtemos assim um n-~1 ciclo.
Procedendo do mesmo modo obteremos um campo Z prdximo a

X tal que:

1) z[a(x) = x|n(x)

2) 0(Z) tem pontos longe de Q(X).
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Se todos os 0, sio pontos criticos obteremos WS(QO) N
n Wu(no) # ¢ (ver figura abaixo em dimensfio 2) e pelo

Al-lema éstes pontos da intersecgfo sfo nio-errantes.

- Se nem todos os Qi sfo pontos criticos obteremos
. . ’ . s Ak} .
uma Srbita fechada vy 'tal que Wy n Wy £ % e esta in-

tersecgdo &€ constituida de pontos ndo-errantes.

Nas duas situagaes Z e X nfo sfo conjugados por
um homeomorfismoe h e~C°oprdximo da identidade.
C.Q.D.

Para o caso de difeomorfismos ver [6].

OBSERVAQAO= No caso em que {} & finito ou que em vez de
campo temos um difeomorfismo, podemos deixar
-de exigir que o homeomérfismo gque d4 a conjugagao se ja
e-Co-bréximo da didentidade., Isto € verdade porque existe
uma correspondénqia entre elementos criticos no caso 0
finito e entre os pontos periédicoé de mesmo periodo no

caso de difeomorfismos. Quando se trata do caso geral para
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campog, constitui uma questao aberta saber se o homeomor-
. . . o R
fismo que df a conjugagdo pode deixar de ser e-C" -prdximo

da identidade.

CARACTERIZAGAO DA (-ESTABILIDADE

PROPOSIGAO - Seja X € %(M) tal que QO = a(x) = Yoy ¢
i
a unifo finita de pontos criticos e Srbitas

»

fechadas, Se X & Q-estdvel entio 0, ¢ hiperbdlico Wi.

Prova: Suponha que X & (-estdvel e Qj nioc & hiperbdli

co, para algum Jj. O fibrado tangente a M restri

to a Qj’ tem uma decomposi¢io continua T, M = 55 4+E%4EC,

Q
J
onde E®, E% e E® s8oc invariantes por DX, . DX, con-
trai em E°, expande em E¥* ¢ E€ & a parte central da

decompsicio, correspondente aos valdres prdprios de X
sbbre o eixo imagindrio. Seja U uma vizinhanga de Qj
disjunta de Qj, Vigd i, e W= Wc(Qj) a variedade cen
tral gque € invariante pelec fluxo,contém Qj e & tangente
a E° em Qj, [2] (tal variedade nio & unica em geral).
‘Podemos fazer uma perturbagio de X uma certa vizinhanga
Uy ﬁl.c U tal que o novo campe Y obtido deixe W in
variante e Y!Ul n W® seja atrator. Como X & Q-estdvel
nfio existe conjuntos criticos de Y em U, logo

Yt(x) ad st ta =, ¥xe UN we.

Seja Z uma outra perturbagio de X em U, (pos
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sivelmente restringinde U de modo que Qj s5e ja uma

1)
fonte para Z, i.e. Zt(x) -+ Qj ta - ¥x¢ Ul. C cone~

junto w-limite de Z tem pontos em W° N (U—Ul), pois ai

Z coincide com X e -Y, e Yt contrai em U, Istoc cria

novos pontos ndo errantes para Z em W® (U-Ul),

@ z

portanto Z nfo € conjugado a X.

C.Q.D.

COROLARIO - Seja X nas condigBes da proposigao anterior.
Entdo X & Q-estdvel Qi ¢ hiperbdlice Wi,

e I mndc tem ciclos.

Prova: No sentido = , é a proposigao e o teorema aqui de
mostrados.
No sentido <« , encontra-se a demonstragao em [8].
(9] pde a seguinte conjectura: X ¢ z(M) & Q-estd
vel ® X satisfaz o Axioma A' e nfic tem ciclos.

Para respondé-la, devido ac teorema aqui demonstrado e ao
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teorema da {Je-estabilidade [8], basta responder a seguinte

pergunta: (Q-estabilidade implica o Axioma A'?
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NOTES ON (Q=-STABILITY

S. Newhouse

In these notes we present the main ideas mneeded to
prove & generalization of Smalels ﬂ-staﬁility theorem for
diffeomorphisms of a compact manifold [5]. For more
details and references, we refer the reader to [3j.

First, we need to fix some terminology and natation.
Throughout these notes, M will be a compact c” manifold,
and f will be a cF diffeomorphism, O < r < w.

Diff (M)} will denote the space of Cl diffeomorphisms
with the uniform Cl topology. O = Q(f) will denote
the non-wandering set of f which is defined by Q(f) =
= {x € M; for any neighborhood U of x, there is an
integer n(¥) such that fn(U)(U) nNU##Pl. A point

Xx € M is called an a(w)-limit point of f if there is
a point y € M and a sequence of integers n; -+ -m(+m)
such that fni(Y) -+ x, If 'fni(Y) % x as n; 9 o (4 ),

x 1is also said to be an g-limit point (w-limit point} of

¥ with respect to f. When the context makes it clear
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what is meant, the reference to f will be omitted. For
ve M, a(y)(@(y)) will denote the set of g-limit points
(w-L1imit pointé) of v. For a subset Dc M, D will
denote its closure in M and int D will denote its

interior in M. Let L = La(f) be the set of g-limit

points of £, and let L™ = L7(f) = ya(f). We call L7(f)

the negative limit set of f. A subset D cC M is

f-invariant if f£(D) = D. Note that Q(f), L™ (£}, al(x),

w(x), x € M, are f-invariant subsets of M,

We vtecall that a compact f-invariant set A is
called hyperbolic if there are a continuous splitting of
the tangent bundle over A, TAM = ES@Eu, which is
preserved by the derivative, Tf, of f, a riemannian
metric |+] on M, and a constant O < A <« 1 such that
ire(v)| < Avl, v & BS, ana [T (v)] s alvi, ve BY,

Such a riemannian metric is said to be adapted to A.

We need to recall some aspects of the stable

manifold theory. The referemces are [1], [2], and [6].

Let A  be a hyperbolic set, and let d be the
topological metric on M idinduced by an adapted meitric’

for A. For x ¢ N, define
Wg(x) {yEM:d(fn(x),fn(y)) < e for n=< 0},

W (x)

fyeMsd(£2(x),£2(y)) + 0 as n 4 -=],

1
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W:(x) {yeM:d(fn(x),fn(y)) £ e for n = 0},

W (x)

[yeM:d(£™(x),£7(¥)) » 0 as n =+ +m} .

By the stable manifold theory, for ¢ = s,u, x € A,
), Wo(x) are smooth manifolds tangent to Ei and
= Wg(x). Define Wg(A) = LJwg(x) and WU(A) =
- U (). e

xc A

W9 (x
[>4

W9 (x
[

The hyperbolic set A 1is said to have a local
product structure if there is an e > 0 such that
u s
we(/\) n we(/\) c AL
A compact f-invariant set A is said to be .topo-

logically tramsitive if there is a point x € A whose

orbit is dense; i.e., {fn(x)=n an integer} = A. A
periodic point x of f is a point such that f"(x) = x
for some integer n.

The following spectral decompsotion theorem is

proved in [3].

THEOREM 1 - If L™ {f} 4is hyperbolic, then L {f) =
= Ay Ueodl An where {Ai] is a disgoint
collection of closed invariant topologically transitive
sets. Further, each Ai has a local product structure,

and the periodic points in Ai are dense in Ai'

The subsets Ai referred to in Theorem 1 are
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called basic sets. If Ai is a basic set, let ﬁU(Ai)

= Wg(Ai) - Ags 0 = S,u. A segquence Ai ,...,Aij of

basic sets is called a cycle if Aio = :ij and
ﬁu(Ai }n ﬁS(Ai ) £ 8 for 0= k < j.
k k+1
A diffeomorphism f is [J-stable if there is a
neighborhood f{ of f in Diff(M) such that if: g € 1,

there is a homeomorphism hi:Q{f) » 0(g) such that gh =

= hf, £ dis said to be e-~}-stable or strongly Q-stable
if given e > 0, there is a meighborhood ne of £ in
Diff (M)} such that if g € he’ thére is a homeomorphism
hi0{f) + Q(g) such that gh = hf and d(h(x),x) =< e
for all x € M.

As far as is known the set of (l-stable diffeomor-
phism coincides with the set of strongly {l-stable
diffeomorphisms.

We can now state the (l-stability theorem,

THEOREM 2 - If L™(f) is hyperbolic and L™ (f) has no
cycles, then L“(f) =0(f) and f is strong-

ly ‘Q-stable.

To proceed with the proof of Theorem 2, we first

present the next proposition,

PROPOSITION 3 -~ If L7(f) = L~ is hyperbolic, and

L = Al U.owU A as in Theorem 1, then
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M= W (") UeeiU WA ).

Proof: By Theorem (1.1) of [2], since A; has a local
product structure, if o(x) c Aj» then x € wu(AiL
Thus to prove the proposition we only need show if x € A,
there is an i such that af(x) < Ai'
Since the Ai are disjoint and invariant, there
are neighborhoods Ui of Ai such that
-1 -]
(7 (u) Uy U e(U)) n (£77(Uy) U Uy U £(U5)) =8 for
i £ j. Suppose o(x)n Ay A @ and a(x) n Aj # # and
AL A ; ;
Ay # j+ Then there are integers =ny < m  with my =+

=T -mk

such that £ “(x) c U, and £ “(x) € U. But then

there are integers Vi

-V n Vi
f (x) ¢ U U, . Further, a limit point v of {r {(x)}
i=1

with n, < vy < mk such that

will be an gq-limit point of £ which is outside of

n

J Ay = L™(f). This is a contradiction, so there must
i=1

be a unique i such that a(x) c Aye

From now on unless otherwise stated, it will be

assumed that L~ = L (f) 4is hyperbolic.

For a basic set A,., define W-(A,) = WH(A.) - A,.
3 1 4 i
A sequence Ai ""’Ai- "is called a c-cycle or
o s '
(closure cycle} if A, = A and
i, ig

-

Wia, YA, ) AP, Os k<.
k k+l
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Part (1) of the following lemma is proved as

Lemma (3.9) in [3]. The proof of part (2) is similar.

and A be basic sets such that

LEMMA 4 - Let A 2

1

Ao AR
(1) 1 WA n W) £ 4, then WERRL) 0 #(r,) £ 4.

(2) 1 W'(A;) n W(r,) £ B, then ﬁu(Al) n w5 (r,) £ 8.

THEOREM 5 - There are no cycles for LT(f) if and only

if there are no c~cycles for L™ (f).

Proof: Clearly, if there are no c-cycles, there are no
cycles, To prove the converse, it suffices to prowve
the following statement. If there are no cycles and
W“(Ai) n ﬁs(Aj) # @, then there is a sequence
A. =A. A. LN ] . =A
i iy* 1\)_1’ n/\lo j

#9 for 1< k= v. To prove this, assume Ai defined
k

for O0s ks VvV such that w (A Yn W (A. ) £ 8, and if

) £ B. Let x ¢ W“(A ) n WS (A, )

~11 S
such that W (A. WAL
(rg, 0F°(r; )

k>0, Wi(r N w° (A

ig-1
Let A, be the basic set such that x ¢ W (A, ).
vi1 Tv+l
Then x € Wo(A, Yo If A, = A,, We are done. If not,
Tyt Ivyg 1

by Lemma 4:(1), wr,) N ﬁs(A. ) £ §. Thus we can
_ i 1yl R
repeat the process with the sequence {Ai :0 £ k< v+l},
k
Since there are only finitely many basic sets and no

cycles, we must get a vo such that Aivo = Ai.
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Ir L"(f) is hypexrbolic and there are no c-cycles,
then, by Lemma %(2), the collection of basic sets {nsl

is partially oxrdered by the relation Ai 21 Aj if and

only if there is a sequence Ai = Aio,Ail,...,Ais = Aj
such that W' (A, ) n WA, ) £@ for O0s k < s.
1k Tk+1

Take a total ordering = on {A;] such that if

Ai > Aj’ then Aj does not strictly precede Ai in the

i g
p-3 ordering. Label the Ai s such that Ay > An-l Zeee>

1
> A, where A, > Aj means A; 2 Aj and Ay A Age
The next lemma is due to Smale (see [5, Lemma 4.2],

or [3, Lemma 3.5].

LEMMA 6 - Let F be a compact invariant subset of f
and let @ be a compact neighborhood of F

such that [ £%(Q) = F. Then there is a compact neigh-
120

borhood V of F such that Vc @ and f(V) ¢ int V.

THEOREM 7 (Filtration theorem) - There is a decreasing

sequence of compact sets M = Mn o Mn Dewed

-1
ODM; oM =@ such that

(1) £(M;) c int My
(2) A, C int(Mi-Mi_l).

(3) Noe™y) = U vHay) = U wHay)
nz0 ki : kei
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(&) M :E‘n(Mi - M, 1) =oAL

LR sl i
Hence, L7(f) = q{f).

Proof: Take M0 = ¢ and assume Mi has been defined for

i< j such that (1), (2), (3), (4) are satisfied

for i < j. We will show how to define Mj+l°
Notice that LJ A N M = g.
k= j+1
TP
et T ., =W ("J+1) U ﬂ f (M )

J Wu(Ak) by (3).

ke j+1

et Q be a compact neighborhood of W (AJ+1) U Mj
such that @ n ( {J A ) =% Then if x¢ (1 £7(q),
. k>j+1 n=0
a(x) c Q, so al(x)c Ay - Hemce x ¢ LJ WH(A IR
o ke j+1 kg j+1
whus (1 €%0) = U Wiay) = U Wiay) =y, c

>0 ke j41 ks j+1 J

c int Q.

By Lemma 6, there is a compact neighborhood V of

Fi,1 such that Vc Q and £(V) ¢ int V. Let Mip = Ve
Clearly, (1), (2), (3) hold for i < j + 1. We only have
to show M M, . - M) = A, .. We know
Jj+1 J J+1
-0 Tl 00

n .

r\ f (Mj+ - M, ) - W'(AJ+1) We claim that
N = - M, Wi (A, .

(5) A Mig =My e Wi(ag,,)
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Once {5) is proved, it follows that

) .

Il u
ANje1 © Q My, M) € Wilag ) 0w (A

But since there are no cycles W' (AJ+1) n weia

) = A

J+1 j+1

will follow from (5).

Thus (4) for Mj+l

To prove (5), if x¢ [] € (M -M_), then

w(x) c MJ+l M, (recall w(x} is the w-limite set of x).

Since w(x) 4is f-invariant,

wi{x) c fﬁ‘ fn(Mj =M. ) c r\ £ (M - Mj - Wu(A Y.
nz0

nz0 g+l

Let e > 0. Since there are no c-cycles, W (AJ+1)

is a neighborhood of Aj+l
n,. u u
U 630,10 = v

union (i.e. Wo(A; ) e £(Wi(A;, 1)) € £2(W3(A,, 1)) © vuu)

in W (A J. Further,

Jj+1

j+l) and this is an increasing

Since w(x) is a compact subset of wu(Aj+l)’ there is

a positive integer n, > 0 such that

1'11( u

w(x) cr We(Aj+l))' Now w(x) is f-l-invariant g0

w(x) c nQO fn(fnl(w‘;(Aj+l))) = .

Aj+l

Now since A has a local product structure,

Jj+1
xe W (AJ+1) by theorem (1.1) of [2]. This completes the
proof of (5). Thus the sequence M = M DM _,D...0M D

O @ can be obtained by induction.

Now if =x ¢ Q(f) n (Mi-Mi_l), then it is easy to
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n
see that x ¢ [} £H{M_ =M, 1) = A4+ Thus () ¢ W A, =
n 1 1= 1 - =1 1
= L7(f). But clearly L7(f) c 01(f). This completes the
proof of Theorem 7.
The following local stabildity theorem is proved in

[1, Theorem 7.3].

THEOREM 8 - Let A be a compact hyperbolic set for the

diffeomorphism £ of M, Then for e > O,
there is a compact neighborhood V of A "in M and a
neighborhood N of f din Diff(M)} such that if
81185 € h, then there is a unique homeomorphism‘
h:(;]gz(V) »{;\gg(V) such that g2h = hél énd
d(h(x),x) = e for x e(ﬂ]g?(v). Further, h depends

n

B

continuously on (gl,gz) in n x h.

We can now complete the proof of Theorem 2.

Given e > 0, choose a compact neighborhood Vi
of Ay and a neighborhood N of £ din Diff(M) such
that if g ¢ h, there is a homeomorphism

n

hy A, [;\g (Vi) such that g h; = hifIAi and
d(hi(x),x) < e for x ¢ A,

For g ¢ N, let Ai(g) =fﬁ]gn(vi). We may choose

I .

vV, so that V, c 1nt(Mi-Mi_l). If h is possibly
smaller, then for g¢ nh, and 1< i < n, g(Mi) c int M

and [ &™(M,-M, 1) € V;. The latter inclusion implies
n i i i
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n )
that f;]g (Mi-Mi_l) =_Ai(gi. Hence the h;'s define a

n
homeomorphism h:L™(f) » U A. = M, -M, .
(0) + 0 nile) = O (0 a0r, ;)

n
If we prove LJ Ai(g) = 0(g)} we are done. Since the
i=l
periodic points of £ are demse in L-(f), those of e
n n
‘are dense in | ) A (g). So | Ai(g) c 0(g). on the
i=1 i=1 -

other hand, if x ¢ Q(eg) n Mi-Mi then, since

1!
. .. n
g(Mk) c int M, for k=i, i-1, x e[;]g (Mi-Mi_l) = Ai(g).

Thus (fg) c ;@a Ai(g).

The results indieated in remarks 1 and 2 below are

contained in [3].

REMARKS 1 - In these notes we have attempted to limit

ourselves to only those concepts which are

—

needed to prove Theorem 2, Actually, considerably more
can be ;aid about the structure of diffeomorphisms £
for which L—(f) is hyperbolic. For example, there is

a filtration theorem generalizing Theorem 7, and one qén
get some information on the structure of the largest.

closed invariant sets in each "level" of the filtration.

2. Another sufficient condition for {I-stability can be
given as follows. Let P(f)} be the set of periodic
points of f. Let L;:(f) = 1 (£), and inductively define

-1 . :
Lg(f) = Lh(Lg' (£)); i.e., Lg(f) is the set of
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a-limit points of points in Lo~ 1(f). Then if P(f) is
hyperbolic, there is a spectral decomposition theorem for

F. Thus P = A, U...U A_ with the same conclusions hold-
ing for the Ai as in Theorem 1, Also one defines ;

c=cycle in exactly the same way as before. Then the

following is true. If P(f) is hyperbolic, there are no

c-cycles, and there is an integer n > 0 such that

La(f) [ §(f), then ﬁ(f) =0(f) and f 4is (Q-stable.

If the no c=-cycle assumption in this theorem could
be replaced by the assumption that there are no cycles,
then this theorem would include Theorem 1, This is still

not known.

3. One says that f satisfies Axiom A if Q(f) 4is hyper-
bolic and f(f) = 0(f). In his original version of
the N-stability theorem, Smale proved that if f satisfies

Axiom A and Q(f) has no cycles, then f is strongly
(l-stable. He has also conjectured that a necessary and
sufficient eondition for I-gtability is that £ satisfy
Axiom A and have mno cycles, In view of Theorem 2, this

conjecture may be stated as follows.

CONJECTURE - f € Diff{M) is (strongly) Nw-stable if and

only if L7(f) is hyperbolic and there are

no cycles,
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Concerning this conjecture, it follows from the
work of Palis and the clozsing lemma of Pugh that the only
unproved part of the conjecture is that -stability
impiies §(f) is‘hyperbolic. Some partial results in
this direction have been obtained by J. Franks [7]. He
proves, among other things, that if f dis Q-stable, then
the periodic points of f must be hyperbolic (in fact,
the absoclute values of their eigenvalues must be uniform-
1y bounded away from 1}.

In closing, we present one simple example where
L™(f) dis hyperbolic, there is a cycle, L™ (f) ¢ 0(f) and
f dis not {i-stable. £ dis the time-one mab of the flow
on 82 in the figure below. L™(f) consists of four

hyperbolic fixed points. There is one saddle point X

and one component of Wu(xo) - {xo} agrees with one of

Ws(xo) - {=.}.
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A slight o perturbation can be ma&e to produce
a diffeomﬁrphism g with a transversal homoclinic point
for X3 i.e., a point of transversal intersection of.
Wu(xo) n Ws(xo) away from x_. Them g will have
infinitely many periodic points,so itcannot be (Q-conjugate

to £,
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TEORIA DA BIFURCACAO GENERICA

Jorge Sotomayor

INTRODUGAO

Esta nota € um resumo de uma série de conferéncias
do autor feitas no Semindrio de Sistemas DinAmicos em
1970, no IMPA. Para maiores detalhes, referimos aos leito
res a "Generic one parameter families of vector fields in
two dimensional manifolds", que serd publicado em

Topology.

Seja M wuma variedade bidimensional compacta e de
) kS

classe C”. %' denotard o espago de campos vetoriais de
classe Cr em M, munido da topeologia c’,

Seja J = [a,b] um intervalo compacte. 3% denotard o es-
pago de fungdes E:J 4 $° de classe C', munido da topo-
logia Cl. Os elementos £ de &> sBo chamados familias

a um parametro de campos vetoriais em M,

Um valor ordindrio de E ¢ 37 & um ponto lo <)

que tem uma vizinhanga V, tal que, §(lo) é topoldgica=
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mente equivalente a todo &(A), A € V. Se A nfo & va-

lor ordindrio de £, entio € chamado de valor de bifurca-

gao de E.

0 problema fundamental da teoria da bifurcacgio ge=-
nérica € o seguinte: encontrar uma familia Tf residual
em ér, tal que, para E ¢ ™ oa variagao da estrutura to
poldgica do espago de fase de §{(A), quando X varia em
J, admite uma descrigio simples.

Enunciamos o nosso resultado principal.

TEOREMA PRINCIPAL - Seja r = 4, Existe uma subvariedade

r re=1 R .
£, de classe © e codimensidoc 1, imersa em

T . .
¥ , com as seguintes propriedades:

r
L

da topologia induzida.

T b ol .
- %7, munido

a) I estd contida densamente em Ei =X

b) Para todo X ¢ Ei existe uma vizinhanga YV, mna topo-

logia intrinseca de Y, tal que, todo Y ¢ V & topo-

l!

ldgicamente equivalente a X.

Seja T'T "o conjunto das famflias &, tais que:

1) £(J) c [k-s1F U Zi, onde [K-8]"- denota o conjunto

dos campos de Kupka-Smale.
2) €& € tramsversal a Zi .

3) 0 conjunto dos valdres ordindrios de & coincide com
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-1,.r
ET(z7).
Ent8c T° & residual em &% isto &, TI'" contém

- - . - r
uma intersec¢ao enumerdvel de abertos densos de &

s em
. r r
particular, T € denso em &,
DEFINICGAO DA SUBVARIEDADE Zi
Pontos singulares quase-genéricos.
Seja p um ponto singular de X ¢ xr, r =z 2.

Se a derivada de X, DXP, tem um Udnico valor prdéprio nu-
lo, e v (resp. v) & o vetor prdprio associado ao va-
lor prdprio nulo (resp. ndio nulo), ent8o p & chamado
sela-nd de X se D2Xp(v0,vo), a segunda derivada de X
na diregao de Vo tem projégao (paralela a v) nfio nula
s6bre o espago gerado por Voo |

Num sistema de coordenadas em tdrno de uma sela-nd onde

3 d
xl(p) = xz(p) =0 e §§I-= v 5};'= v, X +tem compom
nentes:
2 2 1
Xl(xl,xz) =.Alxl + bxlx2 +C X, + M (xl,xz)
2 2 2 -y

X (xl,xz) =X x, +0 x] +B XX, +¥ x5 + M (xlfx2)
’ i 2 2
onde M = O(xl + xz)— e Al,l £ 0,

A configuracgfio das drbitas vizinhas a uma sela-nd estd.

ilustrada na seguinte figura:
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-
7N

> 0 A >0, A, >0

1

No caso da sela-nd as variedades estdveis e instdveis tém
bordo, sendo uma delas bidimensional: se A » 0, a estd-
vel é bidimensional, eté.

Se DXp tem valdres prdprios com parte imagindria
nio nula e p:I0 + T & a transformagio de Poincard asso-

ciada aos segmentos semi abertos I0 c I com extremo em

P, entdo p € chamado foco-composto se p'(p) =1 e
2B p) # o

Observamos que p'(p)#
£ 1 & equivalente a
afirmar que p € um

foco genérico (partes

, "
reais dos valores pré-

A transformacio de Poincard

- -
associada a um foro prios ndo nulas}., O

comportamento das Jérbi
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tas vizinhas a um foco-composto € ilustrado na figura se~

guinte:

Foco composto

p(B)(p)<0 9(3)(p)>0

Trajetdrias Periddicas Quasi-genédricas - Seja m a trans

formagfo de
Poincaré associada a uma trajetdria periSdica, vy, de X,
n:Io,* I, oﬁdé I0 c I sao segmentos transversais a X
por um popto PC Y.

Se W‘(p)-: l1 e ﬂ(z)(p).£ 6; ou se ﬂ‘(p) = =1 e

(ng)(B)(p) £ 0, v é:chamada trajetdria periddica quasi-

ugenérica de X, Ver figura seguinte.
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.

Trajetdria Periddica Quasi genérica

I
\ [
 ——
P — ” b
r—— }
T O O FERE R U R O

Conexbes de selas - Uma conexfo de selas (genérica, nfo

gendrica) é uma trajetdria y ao lon
go da qual duas variedades invariantes de selas ou selas-
né se interceptam (transversalmente, nioc transversalmen-

te).

Exemplos de conextes de selas.,
3%
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<
e

d:o(p) < O

As seguintes trajetdrias Y sdoc conexdes de sela (gend-

ricas)

- . . -
Ume conexao de selas é dita quasi gendrica se conecta

duas selas diferentes, (caso a acima), ou se autoconecta
uma dnica sela p e 0(p) = trago DXp # 0, casos d, e

na figura acima.

. r . .
A variedade El - Lembramos que uma subvariedade imersa

de codimensfo k €& um conjunto

[==]

s = | S; onde cada §; é uma subvariedade (mergulhada)
i=1

e 8; c Si+l’ para todo i, Chamamos de elemento critico
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(genérico, nfio gendrico, quasi-gendrico) a um ponto singu
lar, trajetdria periddica ou conexado de selas enérico
H] »
- , . . P
ndo gendrico, quasi-gendrico).

‘on s r . .
Definimos I como o conjunto dos campos X tais

L
que
1) X possui um ndmero finito de elementos criticos dos

quais exatamente um é nfio gendrico, mas & do tipo

gquasi-gendrico.

. - - - . s
2) X nfo possui drbitas recurrentes mnao triviais.

Esbdgo da Prova: Indicamos sucintamente os passos que con

duzem & prova do Teorema Principal.
. P . . 2 s
Fixada uma métrica Riemanniana em M7, definimos

] como o conjunto dos campos X € Z; tais gque o ele-=

4

mento critico quasi-genérico de X +tem comprimento menor
do que 4 > 0, 4 real, Consideramos aqui os pontos singu-

lares como curvas de comprimento nulo.

Prova-se que SL € uma subvariedade de classe Cr-l

e codimens8oc 1, mergulhada em T, Mais ainda, todo

Xeg SL possui uma vizinhanga V em S (com a topolo-

L
gia induzida por %' ) tal que todo Y ¢ V ¢ topoldgica-

mente equivalente a X. Depois disto & claro que Ei =
[2=]

= J S; i=1,2,... € uma subvariedade imersa com a pro
i=1
priedade b) requerida no teorema., A propriedade a) & obti
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da provando que cada elemento X de Ei pode ser arbi-
trariamente aproximado na topologia vl por um campo

Y e SL para algum 4. Por exemplo, se X tem uma traje-
tdria periddica (resp. ponto singular) nio gendrica Y,

Y pode ser éscolhido tal que vy ¢ uma trajetdria perid-
dica (resp. ponto singular) quasi-gendrica e € o unico
elemento critico nfio gendrico de Y.

Se ¥ +tem uma Srbita recurrente nio trivial, pode
ser aproximado por Y ¢ S& com uma drbita periddica qua-
si-gendrica ou uma conexfo de selas quasi-genérica como
dnico elemento critico nfio gendrico. Neste caso 4 pode
ser escolhido arbitrdriamente grande.

Se ja é(Si) o conjunto das famflias & € 3 tais
que § & transversal a 8, e E(J) n [Cles Si-Si] = .
Prova-se que @(Si) & aberto e denso em ¥,

Se ja éj o conjunto de familias £ tais
§(aj) ¢ £° onde {aj} j=1,2,... & um conjunto enumerd-

vel e denso em J gue contém os extremos de J. Por ser

Er aberto e denso em Ir, 5. ¢& aberto e denso em ér.
o
Logo B = rw [@(Si) n @j] é um conjunto de Baire.
1,J=1

Prova-se que I D R.
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BIFURCACDES GENERICAS

Em. szJ representamos o espago de fase de E(x)
pelas drbitas do campo % = (§,O) na sua variedade inva-
riante M2 ¥ [{A].+ DNas figuras abaixo ilustramos as bifur
cagbes de £ ¢ T* nos pontos KO onde § corta Zi
transversalmente.

As figuras correspondentes & Jdrbita periddica e 3

. r .
auto conexdo de selas T ilustram o fato que El nio &

uma subvariedade mergulhada. Pois E(An) tem uma conexio

de selas vy de comprimento 4 com 4 4 =, guande T
An n n

€ o ou w (ou ambos) limite de separatrizes de sela.

Em outros térmos, "§(An) 4+ " na topologia de Zi e

80,) » E(v,) em gz,

Ainda no caso da drbita periddica T ser o e w

3 3 A 3
limite de todas as drbitas de M, caso possivel somente

em T2 ou Kz, prova-se que existe Xn - lo onde %(kn)

tem uma Srbita quasi-gendrica de comprimento &n comn

{;n—’ @ .
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Sela-nd

Se y existe em A=\ _ para A>0

A aparece uma orbita periddica
”_.‘ --7;’—‘——\‘\ . e .
) .y, gemérica (Yk)
} > Ao L A

¥ % & gela=-ngd
AL/

< conexfio de selas gendricas em
linhas pontilhadas (y)

Foco composto

A > ko <—— foco genédrico estdvel
A —=— foco composto estdvel
o
foco gendrico instdvel
e drbita periddica
A< RO _,‘H“‘~ genérica estdvel
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Orbita periddica

Y istem -+ com co
Y exist A = Ay )

. n

A= X ;?A;L_,________fa . 4(’/—nexaes de selas yy

n °© - T - n
e 4L:) comprimento + o .
\'-C___,_ > P Y?\n

' =0 e w de sepa-
ratrizes de selas

T~ duas drbitas periddicas
« gendricas

Auto conexido de selas

Se T =w limite de separa-
trizes de sela existem cone-
-
xoes v .

hn

Comprimento Yy 3 @
n

«— T auto conexfo guasi gendri-
ca o0 < 0O,

== Orbita periddica gendrica
3 estdvel
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Conexfio de seclas

"conexaol

;/// gendrica

conexfo quasi
genérica

tgonexao"

rﬁg ef// gendrica

(transversal)

—






