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INTRODUGXO

Em topologia geral coloca-se estrutura topoldgica
em conjuntos para se estudar a nogHo de continuidade de
fungSes entre os mesmos. Um conjunto com uma estrutura
topoldgica € chamado de espago topoldgico. Em topologia
diferencial coloca~se "estrutura diferencial" em espagos
topoldgicos para se estudar a nogfo de diferenciabilidade
de fungJes entre os mesmos. Um espago topoldgico com uma
"estrutura diferencial" & chamado de variedade diferencid
vel. A motivagfio para a criacgldo da topologia diferencial
foi o aparecimento dos primeiros exemplos de variedades
diferencidveis, em vdrios ramos da matemdtica, como em

N

geometria diferencial local, com seus estudos de curvas

3

e superficies em R’, em geometria algébrica e projetiva,
na teoria das superficies de Riemann, de grupos de matri-

= e .
zes e outros exemplos de natureza mais tdcnica,

Das definigBSes de variedade, sempre tem-se infor-
magdo clara de seu aspecto local, isto &, uma variedade &
localmente "difeomorfa" a R, Daf até conhecer-se pro-
priedades globais da variedade, a disténcia & grande.

Whitney, por exemplo, demonstrou que toda variedade dife-

. T . y i
rencidvel M , de dimens3o n, pode ser mergulhada, ou
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2n

realizada, em R Um dos aspectos deste teorema diz

‘
que toda variedade diferencidvel &, no fundo, uma super-
ficie regular num espago euclidiano (& por esta razfo que
nestas notas consideraremos variedades sempre em algum
Rk). Qutro aspecto deste teorema diz que bastam 2n di-
mensSes para realizar M?, isto &, dd uma informagfo de
cardter global sobre todas as variedades diferencidveis,
de cardter relevante e que estd apenas ligada as dimens3es das
mesmas. Uma conjectura bem mais profunda gue existe & a
seguinte: "Toda variedade diferencidvel de dimensdo n

2n-a(n)+1, onde o(n) € o mime-

pode ser mergulhada em R
ro de 1's que aparecem na expansfio diddica de n. Fatos
desta natureza jd dizem da interferencia da dimensfo da
variedade em seu grau de complexidade. Estes sao ainda
bastante gerais pois se aplicam a classe de todas as va-
riedades diferencidveis. Em topologia diferencial, pro-
cura-se introduzir e estudar conceitos que reflitam as-
pectos globais de variedades ou fungles entre as mesmas

e que estejam ligados de modo mais intimo ds suas estru-
turas topoldgica ou diferencial. Existem duas atitudes
ou maneiras de estudo nesta disciplinaj; uma geométrica e
outra algébrica. A primeira € o prdéprio mode de viver da

mesma; a segunda aparece mais como ferramenta. Os méto-

dos algébricos sd puderam surgir depois dos fundamentos
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da topologia diferencial estarem assentados. Dentre ou-
tros nomes o de Whitney estd ligado, e &€ bastante repre-
sentativo, 4 fase inicial e geomdtrica da topologia dife-
rencial. - Pode dizer-se gue Milnor marca nitidamente o a- -
parecimento, bem sucedido, da utilizag8o de métodos da to
pologia algébrica na topologia diferencial, com seu arti-
go: "On manifolds homeomorphic to the 7-sphere" em 1956
[6] onde ele consegue definir um invariante, para estrutu
ra diferencial sobre a esfera (topoldgica) 57, que estd
ligado de modo essencial i estrutura diferencial e ndo a-
penas &4 topoldgica. O mesmo consegue assim, detecctar es-
truturas diferenciais ndo difeomorfas em 87. Este tra-
balhe de Milnor marca uma nova fase da topologia diferen-
cial em que hd grande fusZo de métodos geom€tricos e alge
brices. Esta iteragfo entre topologia diferencial e algé
brica produziu, nos Ultimos quinze anos, desenvolvimento
rdpido e diversificado na matemdtica, sclucionando proble,
mas antigos, criando novas teorias e preduzindo teoremas
de grande poder de sintese., Um curso moderno de topolgia
diferencial teria que, necessariamente, expor alguns as-
pectos deste desenveolvimento, & custa de ndo ser muito
acessivel, As presentes notas Lratam de matéria bastante
cldssica, neste sentido. Estas cumprem porém, duas fina-

lidades, tem a vantagem de ser bastante acessivel e mos-

tram a atitude de se estudar conceitos que reflitam aspec-
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tuos globais de variedades ou fungEes, a que temos nos re-
ferido. Damos aqui a nogdo de grau de uma aplicacgfo dife
rencidvel entre variedades de mesma dimensdo e sua genera
lizagfo para dimens8es guaisquer. Os pré-requisitos sfo
familiaridade com os aspectos geométricos do teorema da
fung8o inversa e seus coroldrios e o conhecimento do enun
ciado do Teorema de Sard. S8o feitas algumas aplicagdes
e dados alguns alguns exercicios. Estas notas foram es-
critas, mais ou menos, no mesmo espirito em gue o curso
foi aprentado no 92 Coldguio Brasileiro de Matemdtica,
isto €, em oito horas de exposigles distribﬁidas em duas
semanas, portanto mais no estilo de conferéncias do que
aulas. O leitor precisard preencher detalhes que ficam
.subentendidos em certos argumentos, mas nunca deverd pa-
rar para demonstrar teoremas que sfo admitidos, pois a
idéia de nfo incluir certas demonstragdes & a de nfo dis-
trair o estudante com as mesmas e sim mantd-lo com a aten
¢8o voltada para o significado dos enunciados e as manei-
ras de utilizd~los. Cremos gque com esta atitude, o lei=-
tor conseguird avangar rapidamente adquirindo vis8o geral
dos conceitos aqui apresentados. Estas notas nfo preten-
dem ser completas e nem rigorosas (amaliticamente), Se
as mesmas estimularem discussSes sobre topologia diferen-
cial, terf@o cumprido grande parte dos objetivos que temos

em mente. Agradeceremos a todos aqueles que nos derem su



gestles e fizerem criticas construtivas ou destrutivas
sobre estas notas. Este & basicamente um curso que foi
dado por J., Milnor [10] em dezembro de 1963 na Universi-
dade de Virginia - USA. Queremos agradecer & Comiss3o
Organizadora do 9¢ Coldquio Brasileiro -de Matemdtica, pe-
lo convite que nos fez para ministrar tal curso. Deixa-
mos aqui também nossos agradecimentos ao Prof, Antonio

0. Farias pela revisfic que fez do manuscrito e a Wilson

Gdes pelo trabalho de .datilografia.

Campinas, Abril de 1973

Universidade de Campinas \

Antonio Conde
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1. Diferenciabilidade

Anotamos com R o corpo dos nimeros reais e se

x € R, |x]| designa o valor absoluto ou norma de x.

Seja UC R mm conjunto aberto e f£: U=+ R uma
fungdo continua. Dizemos que f & diferencidvel no ron

to x, € U se existe um nimero real s tal que
’ o

£(x) - £(x,) - s(x-x,)

X = X
o

terha limite para x +endendo a X, © que este limite
seja nulo, ou seja, se chamarmos ¢ numerador de r(x,xo)
temos que f & diferencidvel em x, se ela se deixa
escrever como

(1.%) f(x) = f(xo) + s{;-xo) + r(x,xo)

onde s € R e
. .
¢ . r(xsxo)
(1.2} lim — = = 0.
. XX lx-xol
O importante “da definigfe acima € a condigfo (1.2)
Pois’ sempre podemos escrever f na forma (l.l) para al-

gun x € R mas nem sempre r(x,xo) verificard a condi-

¢fo (1.2).
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B imediato que se f € diferencidvel em x_, en-
t%o s € dnico, satisfazendo tal condigdo e o mesmo &

chamado de derivada de f em o As seguintes notagdes

s8c usadas para st %%{xo), f'(xo), etc,

Dizemos que f & diferencidvel em U se ela for
diferencidvel em cada ponto de U. A definigdo de dife-
renciabilidade diz que f(x) - f(xo) pode ser bem aproxi
mada por ume aplicagdo linear Xxwr+sx. Bem aproximada
aqui significa que os grdficos de f e o da fungdo
f(xo)-+ s(xuxo) se tangenciam em (xo,f(xo)) no sentido

(1.2).

f(xo) + S(x—xo)

{1.3)

I
)
1
L}
'
}
|
1
X X

o

Observe que na figura seguinte, (1.4), gualquer

»

fung&o que tenha o grdfico entre os grédficos a e b &

também diferencidvel no ponto X



(1.4)

I\

b

]

Véwse entfo que uma fungfo apenas diferencidvel
pode ter um comportamento um tanto arbitrdrio nas vizi=
nhangas de um ponto, como por exemple os grdficos inter-

medidrios nas figuras abaixo.
(a) (B)

1
!
x 1
|
1

e
7

X
o]

Os graficos aqui tendem a ter inclinagfo vertical

4 medida que x tende a X,

Se pedirmos porém que a derivada seja uma fungfo
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continua, a fungfo original passa a ter um comportamento
local. bem descritivel e conveniente, Lembremocs o teore-

ma gue diz:

{1.5) Seja f:t U= R, Uc R aberto, f diferencidvel
em U. com derivada f' continua em U. Entdo pa-

ra cada ponto x_ € U, se f'(xo) £ 0, existe uma vizi-

nhanga V de X tal que f restrita a V admite in-

-
versa f — que € também diferencidvel.

Isto implica, por exemplo, gue se f'(xo) > 0
entfo f & crescente em alguma vizinhanga de x, © se
f'(xo) < 0 entfdo f ¢ decrescente em alguma vizinhanga
de X Ou seja, £ herda estas propriedades da fungfo
que a aproxima {cujo grdfico & uma rTeta).

Observe que a oscilagfio da fung&o representada
na figura B acima, deixa de ser admitida quando pedimos
que d derivada seja continua, gragas a este teorema, pois
ela teria de ser crescente numa wvizinhanga de x

Se f +tem derivada continua dizemos que f ¢&
da classe Cl. Mais geralmente, dizemos que f ¢ de
classe C° se f admite derivadas até a ordem r e

que a r-dsima derivada seja continua. Uma fungdo € de

classe € se ela admite derivada de todas as ordens,

. * : .
A fungfo exponencial e e os polindmios s&o

fungBes de classe C . A seguinte fungdo € de classe cl



apenas .
x2; x = 0
f(x) =
0 x < O
i £1(x)
f{x)

A seguinte fungfo de classe ¢° & bastante uti-
lizada em topologia diferencial. Vamos construir uma

fuhg¢fo @ com as seguintes propriedades:

(1.6) w: R=» R
® & de classe €
p(x) > 0 para |x| <

w(x) = 1 para |[x]| <

N e
o

w(x) = 0. para ,|xi >
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Consideramos inicialmente a fungfo

El/x para x > O
£f(x) =
0 para x % O

que € de classe C°. Definimos agora a fungfo g(x) =

f{x)

-, ” «© .
f(x) " f(l-x) que ¢ tambem de classe C ., Finalmente

obtemos a fungfo procurada
@(x) = g(2x+2)g(—éx+2)

Esta fungfo verifica as condigdes gue pedimos
acima.

Embora tenhamos uma tal fungdo ® de modo expli
cito, o importante € sabermos da existéncia de fungles

satisfazendo as propriedades (1.6).
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Em topologia diferencial procura-se estudar pro-
priedades de objetos as guais permanecem, apds aplicarmos
a estes objetos difeomorfismos, isto €, fungles diferen-
cidveis que admitem inversas também diferencidveis. Assim
sendo interessa conhecer os objetos a menos de difeomor-
fismos. Observe que o teorema acima (1.5) nos diz gque
uma. funcfo f de classe Cl ¢, a menos de difeomorfismo
lecal, do tipo f(xo) + f'(xo)(xuxo) em tormo de x_

tal que f'(xo) # 0. Pm outros termos, como f & dife-

rencidvel temos que

f(x) = f(xo) + f‘(xo(x-xo) + r(x,xo)

r(x,xo)

onde r(x,xo) satisfaz a condigfo 1lim
XX Ix-xo|

O teorema (1.5} nos permite concluir, como faremos abaixo,
gque exisfe um difeomorfismo h de uma vizinhanga de
f(xo) tal que, alterando-se f por este difeomorfismo,
o resto r(x,xo) desaparece, ou seja, o erro cometido
quando aproximamos f(x) por f(xo) + f‘(xo)(x—xo) pode
ser corrigido com um difeomorfismo local. E simples a
partir do referido teorema. Seja L{x) = f(xo) +

+ f'(xo)(x-xo). Como estamos assumindo f'(xo) £ 0, te-
mos que L & um difeomorfismo de R sobre R. Pelo
teorema (1.5) temos que existe vizinhanga V de x, on-

de f € também um difeomorfismo sobre alguma vizinhanga
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¥ de f(xo). Podemos considerar entf¥o h: W + W?,
h=1vLof b, Assim h & um difeomorfismo como composigdo

de difeomorfismos e temos que hef = L ou

hef(x) = f(xo) + f"(xo)(x-xo)

isto €, alteramos f por um difeomorfismo e consequente-
mente "desapareceu" o resto r(x,xo). Assim sendo, embo-
ra f possa ser relativamente complicada em tormo de

Xy ela &, a menos de difeomorfismo bastante simples e

explicita.

2. Fungdes de n varidveis

Anotamos com rR" o conjunto das n-uplas de mime-
ros reais (xl,...,xn). Com a adigfo de n-uplas ¢ multi=
plicagfo por escalar, R™ torna-se um espago vetorial de

dimensdo n. Uma base de R & dada pelos vetores

e, = (04004,0,1,0,..4,0)5 i =1,.u.,n

com 1 na posigfio i~-ésima. Chamamos a esta de base cand-
. n .
nica de R . Temos também a nogfo de comprimento ou nor

ma de vetores. Duas normas s3o de uUsS0 ¢omum.
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Def. (2.1) "(xl,...,xn)” = ('gl xi)l/z

Chamamos esta norma de norma bola.

. il

Def. (2.2) [(xl,...,xn)| = max  |x,
. i=l,...,n

Chamamos esta norma de norma do cubo.

As seguintes notagdes e terminologia sfo usadas:

Sn-l(r) = {ve Rn]”v” = v} = esfera de raio 1 em R
B(r) = {(ve B* | ||v| = ] = bola de raio » em R®
p?(r) = {v ¢ R® | vl = #} = disco de raioc r em R®
c™(r) = {x ¢ R® | |v] € v} = cubo de raio r em R®

As normas da bola e do cubo introduzem em RrR™
a mesma topologia e que chamamos de topologia usual,

A nogHo de diferenciabilidade para fungdes defi-
nidas em abertos de R com valores em RYX € dada imim
tando~se o caso de uma varidvel, tanto em gseu aspecto
analitico como em seu aspecto geométrico. Temos aqui ele
mentos suficientes para escrevermos uma férmula semelhan-
te a dada em (1.1). Precisa-se antes decidir o que deve

substituir a derivada f'(xo) que, no caso de uma varid-

'd L4 # Id
vel, 6 um numero, Observemos borem que no aspecto geoméa-
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$rico envolvido no caso de uma varidvel, desempenha papel
importante a aplicag@o linear yn—-f'(xo)‘y. Pedimos en=-
t80 que a derivada, no caso R, seja uma aplicagfo Lli-

near entre os espagos em questdo.

Seja Uc R aberto. Consideremos a fungfo con-
tinua

£f: U 4+ Rk.

Def, (2.3) - Dizemos que f & diferencidvel no ponto x_
de U, se existe uma aplicagdo linear

L: R" o RF tal que f se deixe expressar como:
(2.4) £(x) = f(xo) + L(x—xo) + r(x,xo)

onde r(x,xo) satisfaz
r(x,x )
. o
(2.5) 1im —————— = 0.
XX Hx-on
o
Observe que € sempre poss{vel escrever-se f mna
forma (2.4), isto &, tal igualdade define r(x,xo) uma
vez se tenha escolhido L. A condig@o de diferenciabili-
dade € dada realmente pela (2.5). A condiglo (2.5) impli
ca na unicidade de L, isto &, se f & diferencidvel em
x, €U ent#o a aplicagfo linear L estd univocamente dg
terminada. Se T e outra aplicagfo linear verificando

(2.4) e (2.5) ent@o chegamos a
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lim  (L-T){ "o

) =0
x+x ”x'xo”

ou seja tal limite existe e € nulo, mas daf & fdeil ver
que L-T +em que se anular em todos 0s vetores unitdrios

e portanto L-T = 0 ou L = T.

Def. (2.6) ~ A aplicag¥o linear L univocamente deter-
minada pelas condigSes (2.4) e (2.5) & deno-
minada derivada de f no ponto X,» As seguintes nota-

¢Jes sfHo usadas para L:
Df(x_), df(x ), £i{x ) g(x } ete
o’? o/’ o’? dx‘To *

Dizemos que f & diferencidvel em U se £ &
diferencidvel em cada ponto de U. Neste caso a derivada
pode ser vista ent3o como uma fungfo definida em U com
valores no espago vetorial das aplicagdes lineares de

R® em RE que se denota por S(Rn,Rk) isto €&

pr: U 4 £(R%,RY).

(2.7) Observemos que comegamos lidando com espagos R™'s
e fomos levados naturalmente a usar o espag¢o veto-

rial S(Rp,Rk) que nfo € explicitamente igual a algum

R® embora lhe seja isomorfo. OQutros tipos de espagos

. n R
que forgosamente ocorrem, sfo os subespagcos de R, Assim ,
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sendo, € preferivel que se dé a definigio de diferenciabi
lidade para fungSes entre espagos vetoriais sobre R e
normados (sempre subentendido de dimens¥o finita). -Uma
vista dlolhos na Definigl@o (2.3) dird que nada foi utili-
zado a nio ser as propriedades de espago vetorial normado,
de Rn. Portanto podemés utilizar daqui em diante as de-
fini¢Ses anteriores como valendo para espagos vetoriais
normados. Isto nos dd a liberdade de lidar com espagos

do tipo acima e outros. Lembramecs agui que uma norma

num espago vetorial I € apenas uma aplicagfo

I

: E 4+ R, que satisfaz

1. Hx” = 0 se e somente se x =0
2. faxll = A=l rewr  xe®r
3. ll=x+yll < =l + Iivd)

Uma propriedade bdsica da derivagio g a regra da
cadeia, que diz que a derivada da composigdo de fungaes
¢ a composig8o das derivadas. Mais precisamente temos
ﬁue:

(2.8) Se U, V e W sio abertos respectivamente de

ha} k s

Ry, R e R e tivermos o diagrama comutativo de

fung3es diferencidveis



-13-

U
gnf\

tomando as derivadas obtemos ainda um diagrama comutativo

£
v
/“"

W

n D?(x) IRk
D(gsf) (x) Dg(y)
[RS

onde y = £(x), ou seja

D(gef)(x) = De(y) ¢ Df(x).

Exercicios

]

-

1. Mostre gue a derivada de uma translagao em :Rn e a

identidade.

2. Mostre que a derivada num ponto, de uma aplicagfo li-

near L & igual a L,

3. Mostre que se f: U4 W & um difeomorfismo (isto &

f admite inversa também diferencidvel) entre abertos

Uc RY e Wc Rk entdo mn=k. Utilize a regra da cadeia.
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(2.9) Seja A um subconjunto de R® (nfo necessariamen-
te aberto)}. Sejam f e g duas fungles diferen-

cidveis definidas num aberto U gque contém A, com valo-

res em Rk e tais que £ e g sf8o iguais quando restri

tas a A.

Suponhamos agora que A seja a imagem de um aber

to W de R® por uma aplicagfo diferencidvel h. Seja

'l‘x o conjunto dos vetores de R da forma Dh(x) (v)
onde v percorre R°., Entfo Df(y} e Dg(y) coincidem
quande restritas a Tx’ com y = h(x). Esta ¢ uma con-

A . . - . . .
seqliencia imediata da regra da cadeia e que serd utiliza-~

da mais adiante.

3. Derivada parcial ou segundo um subespago

Sejam Uc R aberto, £t U a RS fungfo conti.-

nua e F o« R° subespago vetorial.

Def. (3.1) - £ & diferencidvel em x_ € U, segundo o
subespago F, se existe uma aplicagfo linear

T de F em Ek tal que, para X=X € I' <{ivermos
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(3.2) f{x) = f(xo) + T(x-xo) + r(x,xo)

onde r(x,xo) satisfaz

: ) r(x,xo)
(3.3) o Tl " °

x~x0€F

Compare esta definig8o com a Definigfo (2.3);
¢las diferem apenas nas restrigfes que se impde a T

e a varidvel x.

\ U

-

Pelas mesmas razdes anteriores, se f & diferen-
cidvel segundo F em X, entdo a aplicagifo T acima &
univocamente determinade e € chamada de derivada parcial
de £ segundo F no ponto X, As seguintes notagdes

- . ar af
s@o usadas para Tt DFf(xo), SF(XO), S?(xo)’ onde v

designa a wvaridvel que percorre F.
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Se £ € diferencidvel segundo F em todo ponto

de U +temos entfio a fungdo derivada
DLf: U 4 £ (7,R5).

Uma conseqliéncia imediata da definig§0 ¢ que se
f & diferencidvel em X, entZo a derivada parcial de
f segundo F, DFf(xo) ¢ igual 4 restrigfio da derivada

de f Df(xo) ao subespago F, isto €
D f(x ) = Df(x )|F

Assim sendo, se £ & diferencidvel, para sabermos como
a derivada de £ atua num vetor v, basta sabermos a de-
rivada parcial de f segundo a reta gerada por v. No

caso de F ser uma reta a derivada parcial toma a forma

f(x0+tv)-f(xo)
t

Df(xo)(v) = Dn f(xo)(v) = Lim
0

0 limite 3 direita ¢ também chamado de derivada
direcional de f segundo o vetor Vv e denota-se tambédm
af ~
com Bv(xo)' Temos entdo que
?f , .
32(x,) = DE(x) (v)

oV

Seja F subespago vetorial de R™. A derivada

parcial DFf(xo) fica determinada pela restrigfio de f
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ao conjunto U n‘{xO+F}, ou seja, qualquer funcfo g
que concida com f sobre U N {xo+F} dard a mesma deri-
vada parcial
af 3g
37(x,) = 55(=x ).

Observe que isto € também conseqéiéncia de (2.8).

(3.4) Sejam E e F espagos vetoriais normados (sempre
de dimensfo finita e sobre R}, O conjunto das
aplicag8es lineares de E em F denotadorpor L£(E,F) &
tamb€m espago vetorial onde podemos definir normas. Uma
maneira de fazé-;o seria fixar-se um isomorfismo entre
£(E,F) e algum R° e transportar uma norma de R® para
£(E,F), por tal isomorfismo. Outra maneira de se obter

umd norma em &£ (E,F) & definf-la por

L e &£(E,F)
ful = sup  JL(x)]]
x|[=1 '

(3.5) Qualquer que seja norma posta em S(E,F) obteremos
sempre & mesma topologia. Este € um fato geral pa-
ra qualquer espago vetbtorial sobre R (de dimens&o¢ fini-
ta). O mesmo decorre do fato de que em R™ duas normas
quaisquer determinam a mesma topologia que € a usual,

Tal proposig@o & comoda de ter-se em mente e de demonstra
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¢fo simples, veja por exemplo [12].

Suponhamos agora; [T decomposto em soma direta
de &ois subespagos, R” = E@ F. Seja VUc R" um aber-
to e f£: U+ R funglo contfnua. Se f & diferencidvel
em U, jd vimos que £ & diferencidvel segundo E e F,

valendo ainda

I

DEf(xo) Df(xo)/E

DFf(xo) Df(xo)/F

E confeniente e importante sabermos o que se passa
com o caso reciproco, isto &, se f ¢ diferencidvel so-
gundeo E e éegundo F, em U, o que ocorre com a diferen
'ciabiiidade de f? A diferenciabilidade parcial de f
segundo E e F nfo implica na diferenciabilidade de f.
Porém se pedirmos que as fungdes derivadas parciais

D.f: U+ £(E,R")

DLf: U 4 S(F,Rk)

sejam continuos, entfo teremos que f € diferencidvel e

ainda com derivada continua

DE: U » £(R%,R¥).

Quande a derivada de uma fungf®o € continua, dize-
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mos que a fun¢Zo & continuamente diferencidvel,

E fdcil ver que se f & diferencidvel e v =

+ v, segundo a decomposigéo R =Eea I, temos gue

Df(xo)(vl+v2) = DEf(xo)(vl) + DFf(xo)(vz).

desumindo, podemos enunciar a seguinte proposigdo

cuja demonstragfo pode ser encontrada em [1].

(3.6) Uma fungfo f: U 4 Rk, U aberto de R” e R" =
= E & F, € continuamente diferencidvel se e somen-

te se f & continuamente diferencidvel segunde E e F

e vale a igualdade
Df(xo)(vl+v2) = DEf(xo)(vl)'+ DFf(xo)(vz).

Lembramos que o que estamos fazendo € valido se
s . n s ’
substituirmos R por um espago vetorial normado qual-

quer (de dimensfo finita sobre R).

Ve jamos o que ocorre gquando gueremos utilizar
uma decomposigio, do contra dominio da fungao, em soma
direta.

- ~ k N . . n

Sejam entao f: U 4 R diferencidvel com Uc R

aberto e Rk = E® F, Chamemocs de Pp © as proje-

Pp

gles em E e F respectivamente determinadas pela decom

posigdo. As aplicagles Pg € Pp s8o entfo lineares.
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A seguinte igualdade € conseqﬁéncia puramente da

decomposicfo de RS em E @ F.
pf(x)(v) = pp Df(xJ(v) + ppe DE(x)(v).

A préxima igualdade envolve o fato de que a deri-
vada de uma aplicagfo linear e ela prdpria. Isto permi-

te-nos passar e pp para dentro do simbolo de deri-

Pp

vagio, utilizando a regra da cadeia.
pg e DE(x) (v) + pyo DE(x)(v) =

= D(oge £) (1) (v) + Dlpg+ £)(x)(¥).

o f = T e

(3.7) Se chamarmos Py 1 Py

e £ = f2 temos que

f = (fl’fZ) e a derivada escreve=-se como:
pr(x)(v) = Dfl(x)(v) + sz(x)(v),

ou seja,

Dr(x) = (Dfl(x),sz(x)).

Vamos combinar estes dois aspectos, isto &, su=-
n k .
ponhamos que [R e R aparegam como somas diretas de

subespagos e gueiramos explorar este fato. Sejam entdo

R'=E@F, RE=H®L

Uc R® aberto e f: U o R™ diferencidvel.
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Consideremos as componentes v = (vl,vz) EE®F

©

£(v) = (£,(v),f,(v)) € Ha L.

- Combinando (3.6) e (3.7) temos que:

Df(x)(vl,vz) =

(DEfl(x)(vl) + DFfl(x)(vz)’ DEfz(x)(vl) + DFfz(x)(vz)).

Colocando em forma matricial temos que

DEfl(x) DFfl(x)

(3.8) Df(x)
fz(x) DFf2(x)

ou em outra notagfo

of af

| 35 (x) &)
Df(x) = afz afz
S5 (x)  3pa(x)

A derivada Df(x) atua portanto no vetor (vl,vz)

na forma usuvual das matrizes

Bf afl

__—(x) 3 ) [V ar, 3,

sz af = (BE (x) (v ) + Eﬁ—(x)(vz),
5E (%) 3F ()] \v ar

55 (%) (vy) + g2 (X)(vz))
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(3.9) Chamamos a matriz em (3.8) de matriz jacobiana de

f segundo as decomposigles de Rn e Rk dadas.

0 que dissemos em (3.6), (3.7) e (3.8) extende-se
por indugfo para decomposig3es em um ndmero finito qgual-
guer de fatores

[R.n

[}

El DD Er

Rk

Fl B oD FS ’

Vale o Teorema (3.6) e temos que Df(x) & dada

pela matriz Jjacobiana
Bfi

De(x) = (g {x)); i=l,...us; d=l...,7.
J

Lembramos gue o mesmo vale se em lugar de R e

k . .o
R tivermos espagos vetoriais normados.

. . n k
As decomposig3es candnicas de R e R, dada
pelas bhases candonicas, nos fornece a matriz jacobiana

cldssica de f.

+

(3.10) Se f: U 4 R®, Uc R® & uma fungfio continuamente

diferencidvel, isto &€, se a fungfo derivada
pr: U 4+ £(R%,RF)

: . 1 X
for continua dizemos gue f € de classe C~. Considere-

mos agora o problema de diferenciabilidade para Df. Se
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Df & diferencildvel dizemos que f admite deri&ada de
segunda ordem. Se D(Df) for continua dizemos que f

§ de classe C>. De modo andlogo temos a nogdo de fun-
gflo que admite derivada até a ordem r e a nogfo de fun-
r

gdo de classe C

1 T

pls = br, p*r = p(p*%

£).

Podemos por a condigfo de diferenciabilidade de
ordem superior também em linguagem de fungdo real de vaw=
ridvel real utilizando as decomposigBes candnicas de

I

k . . . . .
R e R, ou seja, considerando-se as matrizes jacobia-

nas sucessivas. Veja (3.6) e (3.9).

f: U 4 Rk; Uc R® aberto

X = (ils---lxn); £(x) = (fl(x),...,fk(x))

Temos entfio que £ & continuamente diferencidvel atd a
ordem T, se e somente se cada fungfo fi 3 continuamen-
te diferencidvel até a ordem r, segundo cada varidvel
xj. A fungflo f serd de classe Cm, se e somente se,

cada funco fi admite derivadas de todas as ordens, se-

gundo cada wvaridvel xj.
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4, Descrigfio local das fungdes de classe ot

Como jd dissemos anteriormente, em topologia di-
ferencial, as propriedades que interessam sfo aquelas que
sfo invariantes por difeomorfismos. Neste sentido, os
teoremas que enunciaremos a seguir, dizem ﬁue as fungBes
que tem derivada continua (isto €, de classe Cl), com-
portam-se localmente como aplicagdes lineares. Elas her-
dam, localmente as propriedades de suas derivadas. Leia
por exemplo, (1.5) e comentdrios. Para fungSes diferen-
cidveis cujas derivadas nfo sfo continuas o comportamen-
to 1ocai pode ser bastante irregular. Veja os grdficos
em (1.35'3 (l.h). 0 que fizemos até agora, nestas notas,
fni recordar, em meio a algumas definigSes, comentdrios
e motivagBes. O teorema que déremos a seguir € o primei-
ro resultado que nfo deve ser esquecido. Trata-se do teg
rema da fungio inversa. Este € que fornece a descrigfo
local conveniente das fungles de classe Cl. Usaremos a
linguagém de espagos vetoriais mormados (sempre de dimen-

s&o fingﬁa sobre R).

(4.1) Téorema da funcdo inversa (sem demonstragdo).

Séjam E e F espagos vetoriais normados, Uc E
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aberto e f: U4 F aplicagfio diferencidvel com derivada
continua, Se a derivada de f no ponto X, é isomorfig

mo de E sobre F,
Df(xo): E5 F

entdo existem abertos V e W com x €V e f(xo) € W,
tais que a restrigfo de £ a V & um difeomorfismo so-

"1 tem também derivada contfnua, Vale ainda

bre W e f
que

D7) (v) = (D£(x))"Y, com y = £(x).

Observag®o: Este teorema continua vdlido se puzermos
r
"elasse C° com r = 1", em todo Iugar que

aparece “"derivada continua®.

(4.2) Pela condigdo de diferenciabilidade temos que

£(x) = f(xo) + Df(xo)(x-xo) + r(x,xo)

Quando aproximarmos f pela fungdo f(xo) +
+ Df(xo)(x-x;) cometemos o erro r(x,xo). 0 teorema
da fungfo inversa permite-nos céncluir que existe um
difeomorfismo em torno de f(xo), tal que, se alterar-
mos f por este difeomorfismo, o erro r(x,xo) desa-
parece, ou seja, a menos de difeomorfismo, f & local-

mente dada simplesmente por
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x—>f(x ) + Df(xo)(x-xo).

Ve jamos como. Seja L(x) = f(xo) + Df(xo)(x—xo).

O difeomorfismo h, em questfo & obtido como
h =1L of—l

Observe que, como Df(x ) ¢& isomorfismo entfio L
- ©
. . -1
¢ difeomorfismoc, o mesmo acontecendo com f -, pelo teo~
rema da fungfo inversa. Assim h ¢ um difeomorfismo de

classe C' entre duas vizinhangas de f(xo) e temos:
hof(x) = f(x ) + Df(xo)(x—xo).

Assim entfo, um difeomorfismo local na imagem
permite transformar f na fungfo simples deste segundo

memhbro,

0 posto de uma aplicagfo linear ¢ a dimensf&o da
ry rd 3 -
imagem da mesma, que € igual ao posto de uma matriz que
a represente, dque ¢ o mesmo que o ndmero mdximo de veto-
res-coluna (ou linha) linearmente independentes de tal

matriz.

O0s dois teoremas gue enunciaremos a seguir sdo
chamados de teoremas do posto maximo, porque pede-se ne-

les que a derivada seja injetora ou sobrejetora.
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(4.3) Teorema da derivada injetora (sem demonstragfo),

Sejam E e F espagos vetoriais normados, Uc E
aberto e f: Ua F diferencidvel de classe ¢t, com
r=z l. Se Df(xo), x, € U, € injetora entfo existem vi-
zinhangas V de X, e W e W' de f(xo) ¢ um difeo-

morfismo. h: W 4 W' de classe Cr, tais que,

he f(x) = f(xo) + Df(xo)(x—xo) com X € V

wl

(Figura A)

0 difeomorfismo local h endireita, ou lineariza

a imagem de V por £,

(4.4) Teorema da derivada sobrejetora (sem demonstragfo).

Sejam E e F espagos vetoriais normados, UC E
aberto, f: U 3 F diferencidvel de classe C', com
r= 1, Se Df(xo), x, € U, & sobre jetora. entdo existem

vizinhangas V e V! de'-x0 e difeomorfismo k: V » Vi

de classe Cr, tais que

fok(x) = f(xo) + Df(xo)(x-xo).
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(Figura B)

Observe que, gragas a este teorema, a situagao
seguinte nfo pode ocorrer, se a derivada for sobre jetora
nos pontos em questio, Jjda que em torno de tais pontos,
imagens inversas devem ser parecidas e abertos do micleo

da derivada, ou seja, abertos de subespagos de EKE.

Figura C

¥1

Neste caso, nenhuma vizinhanga de x, em X)s
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nas imagens inversas f-l(yo) e f_l(yl), pode ser homep
morfa a abertos de R, portanto as derivadas de ¢ nos

pontos x_ e x, nfo podem ser sobre jetoras,

E natural e importante que se queira saber o que
ecorre no casc geral onde nio se pede que a derivada te-
nha posto mdximo, isto §, f & apenaé uma fungfo de
classe Cl. Neste casoc o comportamente local ainda pode
ser complicado, oﬁ seja, nfo vale mais a descrigfo que
vem sendc dada, Vejamos um exemplo em descrigao geométri

ca.,

(4.5) Tomemos um retingulo aberto U do plano &~

U a

e levemo~lo no espaco ‘RB aplicando-lhe uma “"torg@o" de
modo que o segmento a figque em Posigdo vertical, Is-
to pode ser feito de modo que a fungfo assim obbtida

2 U 4 R3 seja de classe C". Em seguida compomos f

com a projegfo p: R> 4 R2, Temos entfo:
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/ »

A fungfo g = po f € diferencidvel de classe c®
e a derivada de g nos pontos *, de a ndo sflo inje-
toras e nem sobrejetoras, pois Df(xo) leva R2 num
plano vertical e p o projeta numa reta passande por
g(xo). Observe que nenhuma vizinhanga de g(xo) em

g{U) € homeomorfa a uma bola.

Se impuzermos uma certa restrigdo ds fungles de

r . : .
classe C, com T 2 1 podemos ainda obter descrlgao
local semelhante 4 anterior. Basta pedirmos que o posto

da derivada seja constante. Temos entfoc o seguinte:

(4.6) Teorema do posto constante {sem demonstragdo).

Sejam E e F espagos vetoriais normados, Uc E

r

aberto e f: U4 F diferencidvel de classe C°, com

r= 1, Se Df tem posto constante muma vizinhanga de

, . ; T
X ontfo existem difeomorfismos de classe C
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kr V4 Vg entre vizinhangas de X,
he Wa Wi entre vizinhangas de f(xo)
tais que

hefok(x) = f(xo) + Df(xo)(x-xo).

(Figura D)
f
* W
V'
i "
v
—_— '
he fok Y

Observe que os trés teoremas anteriores satisfa-
zem a hipdtese do teorema do pPosto constante, pois se a
derivada de uma fungfo tem posto mdximo em x_» as deri-
vadas em pontos vizinhos devem ter o mesmo posto; consi-
dere por exemplo as derivadas representadas por matrizes;

se uma matriz tem posto mdximo, toda matrig suficientemen
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te préxima dela terd também posto mdxime. Em outra lin-
guagem, se uma k-upla de vetores & linearmente indepen-
dente, qualquer outra k-upla de vetores suficientemente

prdoxima sersd linearmente independente.

Resumindo, podemos dizer entfo que as fungdes de
classe Cr, com r = 1 e de posto constante,’/comportam=-
se localmente como aplicagfes lineares, a menos de difeo-
morfismos de mesma classe. A finalidade do teorema da

fungfo inversa & essencialmente dar esta descrigdo.

(4.7) Exemplos e comentdrios.

-

1; Pelo teorema da derivada injetora (4.3), se F & de
classe Cl com derivada injetora em cada ponto, en-

t30 f herda esta propriedade localmente, isto é,-ela é

localmente injetora, mas nflo necessariamente globalmente,

por exemplo, a fungao sugerida pela figura abaixo

a b , f f(a) = £(b)

L
L3 —— 7 L

ou ainda a fungfo expomencial f: R® 4 R®

f(x,y) = (ex005 v, e* sen y).

2., Como j& indicamos em observag3es apds o Teorema (&4.h4),

o teorema da derivada sobre jetofa nos dd informagfo
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importante sobre imagens inversas de pontos. Se Df(xo)
€ sobrejetora para cada x  em f_l(y), entfo este teo-
rema mnos diz que o conjunto f—l(y) gowza da propriedade
de que existe vizinhanga V de X, e difeomorfismo k
definido em V tal que h(vn £ 1(y)) & um aberto de um
subespago vetorial, Estas imagens inversas tem entfo
propriedades locais semelhantes em cada ponto. Conjunto
com tais propriedades locais ¢ que serfo chamados, mais
adiante, de variedades diferencidveis, Se f & de claw
se C' mas Df(xo) nflo é sobrejetora entio f-l(y),
com. ¥ ='f(xo), pode ndo ser localmenfe homeomorfo a uma

bola, por exemplo, a fungdo multiplicacgfo

£: R® & R2; f{x,y) = xy

Df(x_,y )(x,y) = Xy + Yy X

Logo para Ry =¥y = 0 temos que Df(0,0) = 0 e portan~
to nfo € sobre. Vejamos como & f-l(O). Este € exatata-
mente o conjunto dos pontos que satisfazem xy = 0, isto

€, x=0 ou y = 0, logo consiste da unifo dos eixos

des x's e dos v¥yis. v

£71(0)

0 > X
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0 ponto O nfo admite vizinhanga em f'l(O) homeomorfa

a uma bola,

'

3. Dado um fechade A gualguer de Rn, existe fungao

f: R 4+ R, de classe C° tal que £ 1(0)

i

A, Isto
mostra quiio maledvel sZo as fungles diferencidveis, Como
conjuntos fechados podem ser bastante complicados, o teo~
rema da derivada sobrejetofa nos garante gque a fungfo f
nZo terd em geral, derivadas sobrejetoras em todo ponto
de A, N¥o nos interessa aqui a construgdo de tal fun-

gdo, mas & conveniente ter-se tal informacfo em mente.

(h.8) Definig®o. Seja £: U 4 Rk, diferencidvel, onde U

§ aberto de R". Se Df(xo) € sobre-

jetora, dizemos que Xq ¢ ponto regular de f£. Se x,

nfio 6 ponto regular chamamo-lo de ponto critico de f.

Dizemos gque ¥ € Rk é valor regular de f se todos os

_1(

pontos de f v) forem pontos regulares de f3 admite-

se o caso f—l(y) = ¢,

A nogflo de valor regular é importante em - topolo-
gia diferencial e a grande informagfo, gue se tem a Tes-
peito de tais pontos; ¢ dada pelo Teorema de Sard, que
veremos mais adiante. Tanto a nogflo quanto este teorema

desempenham papel bdsico nestas notas,
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Exercicios

2

1. Considere a fungfdo f: R” 4+ R dada por f£(x,y) = x,

Verifique que todo ponto de R €& valor regular.
‘ AN .

2. Considere f: R® 4+ R ?ada por f(x,y) = xvy.
Verifique que 0 ¢ RZ nfio € ponto regular de f.
0 que acontece com os demais pontos de f-l(O)? 0 ponto

OE R € ou nfio valor regular de f?

5. Variedades diferencidveis

Se p €& um polindmio, p(x) = :>I::1 aixi, hed in-
teresse em conhecer-se ou determinar oslzgros de p, is-
to &, p-l(O). Do ponto de Qista topoldgico tal conjunto
€ simples, ou seja, € um conjunto finito de pontos. Se
considerarmos um polinamio f com mais de uma varidvel
o conjunto dos zeros nfo € mais finito em geral, e o
conjunto f_l(O) passa a ter descrigfo topoldgica mais
diffcil. De modo mais geral podemos considerar uma fun-
g8o diferencidvel f: U 4 Rk; Uc R® aberto. O teorema

da derivada sobrejetora (4.4) nos df informacSo local so-

bre f-l(O). Tal teorema nos permite dizer gue para cada
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ponto x € f—l(O) existe uma vizinhanga V de x, e um
difeomorfismo k definido em V, tal que, k(f—l(o) n v)
€ uma bola de um subespago vetorial F de R™. Como as
translagBes e as aplicagSes lineares sf@o diferencidveis

de classe Cm, podemos tomar F como sendo, digamos, Rp

T C ) —

Lf
“y
Sabemos por esta propriedade local que tal tipo

de conjunto deve ter a mesma dimensfo em tormo de cada

ponto e que ele n@o pode ter "bifurcagdes® ou "bicos".

Os subespagos topoldgicos de R™ com tais pPro-

priedades, sdo suficientemente gerais pafa englobar feno-
mencs que .ocorrem frequentemente em matemdtica e, aoc mes-
mo tempo, suficientemente particulares para se deixarem

ser estudédas com alguma profundidade. Estes sfo, essen-

cialmente, os objetos que chamaremos de variedades dife-
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. . - ~
renciaveis., FEstes generalizam as nogles de curvas e su-

perficies de RB.

As funges diferencidveis que consideraremos da-
qui em diante serfio de classe C . FEm outros termos, se
nfo explicitarmos a classe da fungf@o diferencidvel ela
deve ser entendida como C~. Esta restricfio simplifica

a teoria sem diminuir-lhe essencialmente a generalidade,

At€ agora temos a nogfo de diferenciabilidade pa-
ra fungdes definidas em conjuntos abertos, digamos de R,
Queremos estudar subconjuntos de Rn que nfo sf8o neces-
sariamente abertos; como por exeﬁplo f_l(y) onde v

¢ valor regular de f., Para isso daremos a seguinte

(5.1) Definigdo. Sejam X e Y subconjuntos de R™ e

Rk, respectivamente (nfo necessariamente
abertos). Dizemos que uma fungfe f£: X a4 Y & diferen-
cidvel (C) se para cada x € X existe um aberto
Uc R® contendo x e uma aplicagfo diferencidvel

F: U4 RS (¢”) que coincida com £ em X U.

f
XnNv——yY

Esta definigdo diz que uma fungfo, definida num
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. . . n . .
conjunto arbitrdrio Xc R , ¢ diferencidvel se ela exten
de-se localmente a um=a fungio diferencidvel definida num

aberto de Rn com valores em Rk.

Segundo esta definig8o, a composigfo de aplica-
g¢Bes diferencidveis & diferencidvel e as identidades sfo

diferencidveis.

(5.2) Definigfo. Uma aplicagfio 'f: X 4 Y & um difeomor-
fismo se f & um homeomorfismo sobre Y
e se £ e f-l s8o diferencidveis. Dizemos neste caso

que X e Y sio difeomorfos.

A ‘topologia diferencial preocupa-se em estudar
propriedades que s&oc invariantes por difeomorfismos.
Exemplificando, em geometria euclideana dois tridngulos,
com lados de comprimentos iguais, sfo considerados iguais;
dois triﬁngulos com angulos iguais sdo considerados se-
melhantes. Em dlgebra, dois espagos vetoriais dsomorfos
s30 considerados iguais para propdsitos algébricos.
Analogamente, em topologia diferencial, dois espagos di-
feomorfos sdo considerados iguais para os propdsitos des-
ta teoria.

Como Jd indicamos antes, o interesse € de estu-
dar-se subconjuntos X de rR™ gue possuem propriedades

locais convenientes, como por exemplo, X = f-l(O) onde
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0 ¢€ valor regular de f. Vamos & definigl8o do que en-

tenderemos por variedade diferencidvel.

n
¢ chamado de

(5.3) Definig8o., Um subconjunts M de R
variedade diferencidvel de dimens&c m
(de classe CW), se para cada ponto x de M existe um

n

aberto V de R tal que VN M & difeomorfo (de clasw

se C€C°) a um aberto U de R™,

Um difeomorfismo particular gualquer g: U4 VAM
€ chamado de carta local ou parametrizacfo local. Usarew
mos os‘mesmos nomes para a inversa de g. As variedades
de dimensfo zero . (m=0) reduzem-se a conjuntos de pontos

isolados de Rn.

Observemos que, nesta definigfo, com relagfo ao
aberto U, o importante & que U seja aberto de um sub-
espago vetorial de dimemnsfio m de En, ou mesmeo um sub-
espago afim de dimensfo m, pois estes sfo difeomorfos a
R™, Ainda, esta "linearizagfo local" de M pode ser
obtida por um difeomorfismo entre abertos de Rn, ve ja

o teorema da derivada injetora,
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(5.4) Como jd chamemos a atengfo anteriormente, se ¥ é
aplicacf8o diferencidvel definida num aberto U e
v & walor regular de £, entfo pelo teorema da derivada
sobre jetora, temos que f-l(y) é variedade diferencidvel
e a dimens®o do contradominio mais a dimensfio da varieda-
de deve dar a dimensfo do dominio, (verifique detalhada-

mente estas afirmagdes).

(5.5) 0 teorema da derivada injetora nos fornece exemplos
de variedades como imagens de certas vizinhangas:
Se fi: U RY €& diferencidvel, Uc R™ aberto e Df(x)
€ injetora entfo existe vigimhangca V de x e um difeo-
morfismo local k em torno de f£(x) tal que k "linea-
riza® a imagem de V por f, mas esta € exatamente a con
digido que precisamos para a imagem de V ser wvariedade,
Se Df(x) & injetora para todo x € U e f for um ho-
meomorfismo sobre sua imagem, entfo a imagem de f € va-

riedade.
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f(x)

~
b

As seguintes fungSes tem imagens sendo varieda=
des, pelo teorema da derivada injetora e por elas serem
bome omorfismos

f: R RQ; f{x) = (x, sen x)

£f: (0,4=) R2; f(x) = (x, sen.%)
eix
x

A _ (AT
AR UL

[}

£: (1,40) o R®;  £(x)

>~

@\
NS
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Exemplos (de variedades)

n . . : NV
1. Os abertos de R sflo variedades diferencidveis de
dimens&o n.
. . e n
2. As esferas sfo variedades diferencidvedis. S € o
. n+l
conjunto dos vetores de norma 1, de R . Em coor-

n X .
denadas, os pontos de S ficam caracterizados por

xi taeet xi+l = 1., Consideremos a fungdo real de classe
Cm, definida em Rn+l, dada por
2
f(xl""’xn+l) = X tesad X

A derivada de f & a seguinte (calcule)

).

Df(al,...,an+l)(xl,...,xn+l) = 2(alxl Feeeh B0 X0

Vemos entfo que o Unico ponto critico de f € o zero.
Logo pelo teorema da derivada sobrejetora f-l(l) = Sn

€ variedade diferencidvel.

3

3. 0 toro % de revolugdo em R~ ¢ dado por

xg + ( xi-xz - a)2 =b%® com O0O<b<a

onde a &€ o raioc do circulo “"horizontal” e b €& o raio
do circulo "vertical™. Utilizando a fungdo dada por este
primeiro membro e o teorema da derivada sobrejetora, veri

3 2 ”~ . - 3
fica-se gue T € variedade diferencidvel.
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Nem toda variedade diferencidvel & obtida atravds
de valor regular como acima, isto &, como imagem dinversa
de valor regular de uma fungdo diferencidvel. Estas for-
mam, na realidade, uma classe bastante restrita de varie-

dades.

(5.6) Espacos tangentes e derivadas

Nés temos a nogfo de derivada para fungSes diferen-
cidveis definidas em abertos de R™ e tomando valores em
Rk. Queremos agora definir a noggo de derivada para fun-
g8es diferencidveis entre variedades diferencidveis. A
nova nogdo deverd generalizar a anterior. No caso de a-
bertos de R™ a derivada estd definida em todos os veto-
res de R”. Para generalizarmos a derivada, precisamos
inicialmente especificar quais os vetores que associare-

mos & variedade diferencidvel. Vamos entio definir o que

€ espago tangente a uma variedade diferencidvel.

Seja M c R™ variedade diferencidvel de dimen-—
sf8o n. Vamos definir espago tangente a M num ponto x,
para cada x de M. Consideremos uma carta local
h: U+ Mc R, h(U) & vizinhanga de x em M, h(a) =
=.x e U aberto de Rm. Podemos entfo tomar a deriva-

da de h no ponto a.
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(5.7) Definig8o. Chamamos de espago tangente a M mo
ponto x A imagem da derivada Dh(a) e

anotamos tal imagem com TMx’

Nesta definigdo o espago TM_ €& dado a partir
de uma carta local h. Qualguer outra carta local dife-
re de h por um difeomorfismo em torno de a, portanto
€ fdeil ver que TM_ nfo depende da carta local utiliza-
da em sua definig¢fo e estd portanto associado apenas a
M e x. Observe que TMx € um subespago vetorial de
Rn, logo passa pela corigem, e tem dimensdo m. O espago

afim x + TMx ¢ o que melhor aproxima M mno ponto x.

b o

]

\

M
X

Podemos agora definir a noégdo de derivada para

fungSes diferencidveis entre variedades diferencidveis.

Sejam M C R* e N —-RX variedades diferencid-

veis ¢ f: M+ N fungfo diferencidvel (5.1).
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Seja y = f(x) e f uma extensZo diferencidvel

de £ a uma vizinhanga V de x em R™,

(5.8) Definigfo. A derivada de f no ponto x & a apli-
cagfo linear de ™, em TNy anotada

por Df(x) & dada por Df(x) restrita a ™™, isto ¢,
Df(x) = Df(x)/TMx.

Duas ceisas devem ser verificadas para gue tal
definigdo faga sentido, uma & que DT (x) 1leva TM_  em
TNY e outra € que Df{(x) no depende da extensZo +
utilizada. Ambos sfHo decorréncias imediatas da regra da
cadeia, veja (2.8) e (2.9).

Para esta nova nogflo de difexenciabilidade vale

& regra da cadeia.

(5.9) Sejam M LY -E.p aplicagles diferencidveis en-

tre variedades diferencidveis. Entio temos

D(gef)(x) = Dg(y) » DE(x); onde y = £(x).

se M-LeN § um difeomorfisme entfo Df(x) &

isomorfismo entre os espagos vetoriais TMx e TNy e
portantec M e N tem que ter a mesma dimens&o, isto é,

variedades difeomorfas tem a mesma dimens&o.
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(5.10) Definigfo. Sejam M e N variedades diferencids<
veis ¢ f: M+ N aplicagfo diferencid-

vel. Um ponto x de M €& chamado de ponto regular de

f se a derivada Df(x) & sobrejetora. Os pontos de M

que n¥o sfo regulares sfo chamados de pontos criticos de

£, Um ponto vy de N €& um valor regular de f se

f-l(y) € formado apenas de pontos regulares. Se

f-l(y) =¢, ¥y ¢ valor regular,

No caso de M ser um aberto de RS e N = Rk

’
sabemos que se ¥y & valor regular de £, entfo f-l(y)
¢ variedade diferencidvel e isto & conseqliéneia direta
do teorema da derivada sobrejetora. Queremos obter re-
sultado semelhante no caso de f ter variedades para
dominic e contra dominio., O que precisamos provar exa-
tamente € que se Df{x): TM_ - TNf(x) € sobre, com

M c R®, entBo existe uma vizinhanga V de Xx em R>

tal que VN M pode ser nendireitada® ou "linearizada"

por uma carta local de M.

(5.11) Proposigdo. Sejam M C RY e Nc R® variedades
diferenciéveis de dimens®es m e =n

respectivamente. Sejam f: M 4 N fungfo diferencidvel,

xe€M e vy =f(x). Se Df(x): ™, + TN, € sobrejetora,

entdo existe um aberto U de M com x € U e carta lo-
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cal g definida em U +tal que g(Un f-l(y)) € aberto

m=11
em R N

Demonstragdo: Sejam (V,h) e (Vi,k) cartas locais em

torno de x e f(x) respectivamente, com

£(V) € V! e consideremos a fungd@o diferencigvel

t = xth™t: n(v) 5 k(ve).

Observemos que DL (h(x)): R" 9 R® & sobre.
Logo, pelo teorema da derivada sobre jetora, existe um a-
berto W contendo h(x) e difeomorfismo d definide
=1 .
em W, tal que, d(W n4 (k(y))) e aberto num subespago
vetorial de dimensSo m-n que podemos considerar como
RE-1

.+ Basta agora tomarmos U = h-l(w) e g=d+h e

temos a proposigdo.

(5.12) Teorema (do valor regular).

Sejam M e N variedades diferencidveis de di-
mens8c m e n respectivamente e f: M 4 N fungfo di-
ferencidvel. Se vy ¢ N & valor regular de f, entlo

f"l(y) € variedade diferencidvel.

Demonstragfo: Decorre de mode imediato da proposigfo aci-

ma. ,

(5.13) Proposigfo. Nas condigles e notagfo do teorema a-
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cima temos que o ndcleo de Df(x): TM_ - TNy é exatamen-
te o espago tangente Tf“l(y)x 34 variedade f_l(y) no

ponto x, onde y = f(x}.

Demonstragio: Observemos o diagrama

-1 i
£7(y) ——M

S

Y N

onde i & a inclus3o. Vemos entfo que Df(x) leva o
subespago ’I‘f_l(y)X c T™_ no zero, Por razdes de dimen-
s&o Tf-l(y)x deve constituir entfo todo o micleo de

Df(x).

E muito comodo imaginarmos fungdes definidas so-
bre variedades como sendo restrigdes de projegles. Tal
classe de fungdes serve, na realidade, para muitos pro-

r - . fud td -
pdsitos e exemplos. Como a preojegac € linear tem=se con
trole da derivada de sua restrigfio a variedades. Exami-
nemos, por exemplo, os conceitos de ponto regular e va-

lor regular, com figuras.
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(5.14) (Figura A)

DM = 0 eireculo
[

C

-

B fdcil ver nesta figura (A) gquais s3o os pontos
regulares e gquais os valores regulares, pois derivada de
f e a prdpria projegfio, restrita aos espagos tangentes
a M., Basta entfio ver se o espago tangente a um ponto
de M projeta-se sobre R e no zero, isto €, € vertical.
Os pontos a e c¢ s#o valores regulares de £, pois
suas imagens inversas contém épenas pontos regulares, Os

pontos b e d mndo sdHo valores regulares. ‘

(Figura B)
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Observe que a nio € valor regular pois f-l(a)

contém um ponto critico x onde o plano tangente & verti-

l!
cal, embora os demais pontos de f—l(a) sejam pontos re=-
gulares. O ponto b € wvalor regular, pois em todos os

pontos de f-l(b), os planocos tangentes projetam-se sobre

a reta.

M = a esfera

(Figura C)
Decida guais pontos sdo criticos, quais s&o regu-

lares e guails sdo valores regulares.

De modo geral, dada uma variedade diferencidvel
M, podemos produzir muitas fungSes diferencisdveis, diga-
meos com valores reais definidas sobre M, do seguinte mo=-
do: primeiramente aplicamos a M um difeomorfismo
M 5 M!' e depois projetamos M! em uma reta. E isso que

fizemos nos exemplos das figuras A, B e C acima. Este ti
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po de construgfo serve, ndo sé para produzir fungfes in-
teressantes, como também d¥o idéia intuitiva sobre a in-
fluéncia da topologia (forma) da vériedade, nas proprie-
dades das fungles definidas sobre a mesma., Por exemplﬁ,
consideremos a esfera g™ como variedade diferencidvel

e tomemos uma fungfo diferencidvel qualquer f£: s™ 4 R.
Como alguma familiaridade com as fungdes projegles, como
nas figuras acima, € razodvel admitir-se que f deve ter
pelo menos dois pontos criticos, isto &, pelo menos em
dois pontos de s™  os espagos tangentes devem ser “perw
pendiculares é R ", Na realidade este fato ocorre e é
de fdecil verificagfo, utilizando-se para tal, que a ima-
gem de §™ ¢ um intervalo fechado e o teorema da deriva-
da sobrejetora. A reciproca é guase verdade, isto &, se
M & variedade diferencidvel que € dominio de uma fungdo
real diferencidvel, com apenas dois pontos criticos (pe-
de-se que tais pontos satisfagam certa condigfo) entfo

M &€ homeomorfa a uma esfera; ver por exemplo [8) pag.25.

Seja f: M 3 N fungflo diferencidvel entre varie-
dades. Se v € N nfo € valor regular de f a unica coi
sa que se pode dizer de f_l(y) € que este € um conjunto
fechado e nada mais. Se v & wvalor regular de f en-
t30 £ 1(y) € uma variedade diferencidvel. Esta enorme

diferenga em informacgdo torna os valores regulares extre-
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mamente importantes e de existéncia desejada. PFelizmente
eles existem em abunddncia e tal informacl8io € fornecida

pelo Teorema de Sard.

(5.15) Teorema de Sard {sem demonstragfo).

Sejam U cC R e Vc Rk abertes e f£: U4 V fun
g8o diferencidvel. Seja € o conjunto dos pontos criti-
cos de f, C = {x € U | Df(x) tem posto <k}. Entéo
£f(C) ¢ V tem medida de Lebesgue nula, isto &, dado
g » O podemos cobrir f(C) com uma seqﬁéncia de cubos

de Rk com a soma do volume total menor do que €,

Como um conjunto de medida nula tem interior va-
zio, temos que o conjunto dos valores regulares de f,
na notagio acima, é denso em V. Lembramos que se f_l(y)
€ vazio y €& valor regular. Com este comentdrio e utili
zando-se cartas locais, temos o seguinte resultado para

variedades.

(5.16) Coroldrio. O conjunto dos valores regulares de uma
aplicagfio diferencidvel £: M 4 N, en-

tre variedades diferencidveis, ¢ densoc em N,

(5.17) Ainda com a mesma notagfo., Se M & compacta te=
mos uma informaglo a mdis para dar sobre o conjun-

to dos valores regulares, este € também aberto em N. De
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fato, o conjunto dos pontos regulares € aberto em M,
basta ver a definigfo de ponto regular e observar o teo-
rema da derivada sobrejetora. Assim sendo, o conjunto
dos pontos criticos ¢ & fechado em M e portanto com-
pacto (M & compacta). Logo £(C) & fechado em N e
seu coirplementar, que € o conjunto dos valores regulares,
€ eniio aberto. Neste caso ¢ conjunto dos valores regu-

la+es € aberto e denso.

(5.18)_Sejam agora variedades diferencidveis de mesma di-
mensdio com M compacta e f: M 4 N fungfo. diferen
cidvel, Sabemos que o conjunto dos valores regulares de
f & um abertc denso de N.. Como M ¢ N tem a mesma di
mensf&o temos que f_l(y) ¢ variedade de dimensfo zero
para y valor regular. Como M & compacta e f_l(y) 1
um conjuntc de pontos isolados, este deve ser finito, di-
gamos {xl,...,xr} = f-l(y). Sendo y valor regular e
M e N de mesma dimensfo, temos que Df(xi) é isomor-
fismo para cada i = l,.44,r. Entdo podemos escolher vie
zinhangas abertas Vi de X, disjuntas duas a duas e
tais que f restrita a Vi € um difeomorfismo sobre uma

vizinhanga aberta Ui de v,

Temos M - Vi =eee- v, € fechado em M 1logo &

compacto, portanto sua imagem por f & fechada em N e

nfo contém o ponto y. Logo
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r
U = .r-) Ui —f(M-Vl st ™ vr)
i=1

rd

& um aberto contendo y e formado apenas de valores re-
gulares de f£. Pela maneira que construimos U, ¢ fdcil
verificar que para todo ponte =z € U, f-l(z) tem exata-

mente r elementos. Temos entdo o seguinte resultado.

(5.19) Se M e N sfo variedades diferencidveis de mes-
ma dimensSo com M compacta e fi M+ N & dife-

rencidvel, entfio a funglio #f—l(y), que assoccia a cada

valor regular v de f, o mimero de pontos de f-l(y),

¢ localmente constante.

6. Variedades com bordo

A mnogfo de variedade gque demos nfio inclue, por
exemplo, o disco unitdrio p? = {x € R> ] 1=l £ 1}, pois

. . 1 2 .-
os pontos do cfrculo unitdrio S~ < D° ndo possuem vizi-

nhangas em Dz, difeomorfas a abertos de Rz. Esta afir-
magfo € justificdvel com o teorema da fungdo inversa. Se
tirarmos o circulo de D2, o que resta & variedade dife-

rencidvel e os pontos de Sl tem propriedades locais em

D2 que sfo semelhantes, isto €, todo ponto de Sl pos=



-55=

sui, em D?, uma vizinhanga difeomorfa a um aberto do

semiplanc H2 = {(xl,xz) €. &% | X, =2 0}

%,

jxl

Espagos com estas propriedades sfio imporitantes
tanto no aspecte técnico como conceitual. Vamos entZo
generalizar um pouce a nogfo de variedade de modo a in-

cluir tais espagos. No exemplo acima dizemos que st

¢ bordo de D2.

Anotaremos com H" o conjunto dos pontos de r"

com a dltima coordenada nfo negativa

H? = [(xg00000x) € R? | x = 0
aHn={(xl,...,xn)e[Rn|xn=o}_=R .
(6.1) Definigfo. Um subconjunto M de R® & uma varie=

dade diferencidvel de dimensZo m (com

bordo) se para cada ponto x de M existe um aberto V
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de R" contendo x, tal que VA M & difeomorfo a um
aberto de H". © conjunto dos pontos de M dque, por
tais difeomorfismos, vio em aHm, é chamado de bhordo de
M e denotadc por B8M., Os demais pontos de M s#&o chaw
mados de pontos interiores de M e tal conjunto € deno-

tado por int{M).

Usando o teorema da fungfo inversa & fdcil verifi
car que um ponto de M ndo pode ser simultaneamente in=-
terior e de bordo, ou seja, a definigflo de 8H faz sen-

tido.

A definigfio de variedade diferencidvel que demos
em (5.3) € caso particular da definig®o acima. Aquelas
s80 variedades diferencidveis com bordos vazios, Ve ja=-

mos alguns exemplos.

Exemplos
1. H" & variedade diferencidvel com bordo aH" = Rn'l.
2. 0 disco D & variedade diferencidvel com bordo
ap? - gn-1 '
s w 2ol . . .
3. O toro "cheio D™xS ¢ variedade diferencidvel com
bordo a(szSl) = T = toro usual = STxS*.

L4, Se tomarmos uma bola aberta B e juntarmos a ela ape-

nas um ponto fronteira  x, o que obtemos B U {=} nfo
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€ variedade diferencidgvel com bordo.

5. Se tomarmos um quadrado aberto @ do plano Rz e
Juntarmos um de seus lados { sem as extremidades,
obtemos uma variedade diferencidvel com borde igual a 4.
Se agora Jjuntarmos também os extremos de 4 nZo mais te-

mos uma variedade diferencidvel com bordo,

6. Um quadradoc fechado do plano nfc ¢ variedade diferen-

cidvel com bordo.

Exercicios

1., Prove que, se M € variedade diferencidvel de dimen-
s8o0 m entio 8M & variedade diferencidvel de dimen-

s8o m-1 sem bordo (para aM £ g).

2. Justifique a.afirmagao feita no Exemplo 6 acima,

(6.2) Sejs M variedade diferencidvel com 3M =g e

£f: M+ R fungdo diferencidvel tendo O € R como
valor regular. Ent2c o conjunto dos pontos X € M tais
que f(x) > 0 € variedade diferencidvel com bordo igual
a £10). a verificagdo deste resultado € feita de modo

semelhante a (5.11).

Exercicio. Utilize (6.2) para provar que os Exemplos 2 e

3 dados acima sfo verdadeiros.
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Na Definigdo (6.1) de variedade com bordo, apare-
cem cartas locais gque sZo difeomorfismos entre abertos da
variedade e abertos de Hn, que nfo s8o abertos em Rn,

por exemplo A = {x = (xl,...,xn) | x| < 1 e x = o}

X
n

a
Quanto ao aspecto de diferenciabilidade tudo estd
claro gragas a Definig®o (5.1), mas quanto & nogfo de de-
rivada hd uma obs;rvagﬁo a ser feita, Veja que nas defi-
¢8es espago tangente e derivada (5.6), (5.7) e (5.8), de-
sempenha papel bdsico, a carta local. Se imitarmos aqui
o gque fizemos 1d, surge o problema de esclarecermos o gue

¢ a derivada, no ponto a, de uma carta local definida

em A, com¢ na figura acima.

Mais especificamente, sejam M variedade diferen
cidvel com bordo, x € 8M, U wuma vizinhanga de x em
M e ht As U carta local, isto é, um difeomorfismo.
Isto implica que existe um aberto V de R™ contendo a
e uma fungfo diferencidvel B definida em V tal que
[ d
h{x) = h(x}) para =x € VN A., Queremos definir Dhia) =
= Dh(a), mas Dh(a) fica dependendo da extensfo B de

f/A N V. Felizmente esta dependéncia & apenas aparente
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gragas ao tipo especial do conjunto A, segundo o resul-

tado abaixo.

(6.3) Sejam W aberto de R e A com a propriedade
Weo Ac W. Sejam £ e g fungBes diferencidveis

(pelo menos de classe Cl) definidas em um aberto de R™

contendo A, Se f/W = g/W entfo Df(x) = Dg(x) para

todo ponto x de A.

0 argumento & simples, pois como f/W = g/W te-
mos que Df{(x) = Dg(x) para todo x de W, mas as deri-.
vadas sfio continuas logo elas devem também coincidir nos
pontos da fronteira de W onde estfo definidas e portan-

to Df(x) = Dg(x) para todo x de A.

Assim’ sendo, com as mesmas definigdes dadas antew
riormente (5.7) e (5.8), temos as noéﬁes de espago tan-
gente e da derivada para variedades com bordo. As nogges
de ponto regular, ponto critico e valor regular s3o as
mesmas, para variedades com bordo. Temos pordm a seguine

te versfio do Teorema (5.12).

(6.4) Teorema (do valor regular).

Sejam M e N variedades diferencidveis com di-
mensdes m e n respectivamente, com m> n e B3N = 3

Seja f: M4 N fungdo diferencidvel, Suponhamos gque
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vy € N & valor regular de f e de £/3M. Entdo f'l(y)
¢ variedade diferencidvel de dimens&o m-n ‘tendo como

borde precisamente f_l(Y) N 3M,

Demonstragio: Temos entfo que vy € N & wvalor regular de

f e f/aM.

M T

N

)
N / f/3M
aM
j4 sabemos pelos Teoremas (5.12) e (5.13) que f_l(y) N
n int{M) € variedade diferencidvel, sem bordo, de dimen-
sfc m-n e que f-l(y) N 8M €& variedade diferencidvel,
sem borde, de dimensfio m-n-l. O presente teorema fica-
rd entfo provado se verificarmos que para cada ponto x
de 3¥3M N f_l(y), existe uma vizinhanga U de x em M,
tal que f-l(y) N U & variedade, com bordo igual a
f—l(y) N Un 3M. Como o problema ¢ entdfo local, em pon-
tos de @M, podemos considerar nossa fungfo como sendo
definida em H® com valores em R™ (atravds de cartas
locais).

£: 5" 4 rR"
com vy € R® wvalor regular de f e de £/3H".

Seja x € 3H" e f(x) = y. Como f & diferen-

cidvel em x, existe, por definigfo, um aberto V de RrR™
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contendo x e uma fungdo diferencidvel f: V -+ R que
coincide com £ em V H®. Como a derivada de f em
x € sobrejetora, podemos escolher V +4al que todo pon-
to de V & ponto regular de f. Assim sendo f_l(y) é

variedade diferencidvel contida em V, de dimens3oc men.

Rn

0 que queremos provar agora & que a parte de
o=1 . m ., . : m
£ 7(y) contida em H", ¢ variedade com bordo em 3H®.
Isto encerrard a demonstragio do teorema. Vamos arran-
Jar as coisas para utilizar o resultado (6.2). Queremos
entfo mostrar que os pontos de f-l(y), com a n-esima .
coordenada X nfo negativa, & variedade, com seu bordo

. ?-l

sendoc o conjunto dos pontos de (y) com x_ = O,

1

Para isso consideramos a fungHo

T
p: © (yv) » R

§

dada por p(xl,...,xn) = X . Gragas ao resultado (6.2),
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basta provarmos agora que 0 € R ¢ valor regular de p,
isto &€, precisamos mostrar que cada ponto de E"l(y) do
tipo (xl,...,xn_l,o) é ponto regular de p. Seja entfo
x um tal ponto. O espago tangente a f-l(y) no ponto

x € o miclesc E da aplicagfio linear Df(x), derivada

de T no ponto x, veja (5.13). Observe que x ¢& ponto
regular de p se € sémente se E nfc é tangente a aHm
no pontoc x, pois se tal fato ocorresse, como D(f/BHFﬁ@Q:
= Df(x)/3H™, teriamos E sendo micleo deste primeiro mem
bro, mas sua codimensdo, em 3E" = Rm-l, € n-1 e assim
x ndo seria ponto regular de f/aHm, contra a hipdtese
do teorema. Temos entfdo finalmente, que o conjunto dos
pontos x € f-l(y) tais que p(x) = 0 € variedade com

Im
bordo em aH , como queriamos.

0 seguinte resultado € de grande importédncia nes-

tas notas. Sua demonstragfo pode ser encontrada em [10].

(6.5) Toda variedade diferencidvel conexa de dimensdoc 1
€ difeomorfa ou ao circulo st ou a um intervalo
de R.
Se a variedade € de dimensfo 1 e nf¥o conexa, ela
€ entdo uma unifioc disjunta de copias de sl ¢ de inter-
valos de R.

Ve jamos uma aplicagfo significativa do teorema do
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valor regular (6.4) e de (6.5).

(6.6) Proposigfio. Seja M variedade diferencidvel com
bordo e compacta., NHo existe nemhuma
fungfo diferencidvel f: M o 3M tal gque para todo ponto

x de 3aM, f{x) = x.

Demonstragdo: Suponhamos que existe uma tal fungfo

f: M 4+ 3M, Seja vy € 3M ~valor regular de

f. Observe que y & também valor regular de f/3M =
= identidade., Estamos entfo dentre das hipdteses do teo-
rema do valor regular (6.4), Temos entdo que f-l(y) é
variedade diferencidvel de dimensfc 1 e com bordo sendo
f-l(y) N 3M. Como jd observamos em (6.5), toda varieda-
de diferencidvel de dimensdo 1 € uma unifo disjunta de
"circulos" e "segmentos" de R, Como f-l(y) € compacta
os segmentos devem ter os extremos que s30 os seus pontos
de bordo e tais sd podem ccorrer em aM, Como

-1 . -1
v € £ 7(y) N aM temos que y & ponto de bordo de f (v)
e portanto pertence a um segmento fechado que possui uma
cutra extremidade yl € 3M com v % Y Ent&o temos

=1
y; € f (v) 1logo f(yl) =y, mas como y,6 € 3M e

£/3M = identidade vem que f(yl) =y, ouseja

v, =fly)) =¥

o que € contraditdrio com ¥y # ¥. Logo nf¥o pode existir
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tal fungfio e fica provada a proposigfo.

7. Grau de uma aplicagfo diferencidvel

Sejam M e N wvariedades diferencidveis de mes-
ma. dimens&o com M compacta e sem bordo e f£: M 4 N fun
g8o diferencidvel. Se y € valor regular de f e entdo
f‘l(y) tem um ndmero finito de pontos, como vimos em
(5.18). Anotamos com #f-l(y) ¢ mimero de pontos em
£"1(y). A fungdo #r~' estd entfo definida no comjunto
dos valores regulares de f que & neste caso um aberto
denso de N. Vimos ainda em (5.19) que #f-l € local=-
mente constante, Neste capitulo analizaremos mais deta-
lhadamente a relagfic entre f e #f"l.A segunda funcgfo
€ de fato béstante simples e dd informag8es profundas so-
bre f. A nogdo de homotopia diferemncidvel desempenha

papel importante no gue vamos tratar daqui para frente.

(7.1) Definig®o. Sejam A subconjunto de R e I =

= [0,1] o intervalo de [R fechado de

extremidades O e 1. Consideremos o produto AXI como

subconjunto de Ran = Rn+l. Sejam £ e T aplica=-

0] 1

gles diferencidveis
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f.: Ao B.
i

Dizemos que f0 ¢ diferenciavelmente homotdpica a f

se existe uma aplicagfo diferencidvel '
F: AXT 4 B
tal que F(x,0) = fo(x) e F(x,1) = fl(x).
Se fo & fl 550 diferenciavelmente homotdpi-

cas ¢ sempre possivel escolher F com a propriedade
F(x,t) = fo(x) para 0 < t<e e F(x,t) = fl(x) para
l-e <« t < 1. com O0< ¢ < 1/2. Se H €& uma homotopia
diferencidvel gualquer, basta considerar a fungfo

r: [0,1) »+ [0,1] c¢om o grdfico como abaixo.

b
1

v

0l e 1

e tomar F(x,t) = H(x,r{t)).

Com a observagfo acima & fdcil provar gue a rela-
gfo de homotopia diferencidvel entre fungdes ¢ uma rela-

gdo de equivalénecia.
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(7.2) DefinigHo. Sejam f _,f;: A+ B difeomorfismos.
Dizemos que f_ e £, s8o diferencia-
velmente isotdpicas se existe uma homotopia diferencidvel

F entre fo e f1 tal que para cada +t fixo,

F{,,t): A+ B & um difeomorfismo,

A relagfo de isotopia diferencidvel também & de

. A .
eguivalencia,

(7.3) Proposigfo. Sejam M e N variedades diferencid-
veis de mesma dimensdo, com M compacta

e sem borde, Se f e g: M a4 N sfo diferenciavelmente

homotdpicas e y € N €& valor regular de ambas estas fun-

gles, entfo vale:
#£27H(y) = k67 H(y)  (moa 2).

Demonstracfo: Seja F: Mx[0,1] » N homotopia diferencid.

vel entre f e g. Suponhamos, por um mo=
mento, que ¥y seja tambdém valor regular de F, EntZo
F_l(y) & variedade diferencidvel de dimensfo 1 com bordo

e

3r7H(y) = (£71(x)x0) U (&7 (¥)x1).
vVeja (6.4) e observe que

a(Mx[0,1] ) = (MxO) U (Mx1).
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Assim sendo, o ndimero de pontos em aF-l(y) &
igual a #f-l(y) + #g-l(y), mas F—l(y) sendo variedade
compacta de dimensfio 1, deve ter um mimero par de pontos
de bordoe (6.5). Logo #f-l(y) + #g-l(y) é par e portan-
to

“1( “1(

#£7 7 (y) = #&” (y) (moa 2}.

Utilizamos o fato de vy ser tambdém valor-regular
de F. Isto porém n3o impde restrigfo alguma, pois dado
y valor regular de f e g, existe vizinhanga V de vy
em N tal gue #f—l e #g_l s8o constantes em V e
como o conjunto dos valores regulares de F J denso em
N podemos tomar =z € V +valor regular de F e
#f-l(Y) = #f-l(z) e #g_l(y) = #g-l(z). Logo podemos
substituir vy por =z e a demonstragao acima passa a ser

geral e estd demonstrada a proposigfo.

Pela definigfo de variedade diferencidvel M
sem bordo, sabemos que dois pontos guaisquer de M nfo
podem ser distinguidos por suas propriedades locais, pois
eles admitem vizinhaﬁgas difeomorfas. 0 lema que veremos
a seguir, diz mais ainda, que dois pontos quaisquer de
M ndo podem ser distinguidos pelos seus relacionamentos
globais com a variedade se M & conexa, pois existe sem-

pre um difeomorfismo {global) que leva um dos pontos no
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outro., E ainda tais difeomorfismos sdoc particulares.

(7.4) Lema. Sejam N variedade diferencidvel (com ou sem
bordo) conexa e x e 7y pontos interiores
de N. Entfo existe um difeomorfismo £: N o4 N, diferen-

ciavelmente isotdpico & identidade e tal que f(x) = v.

Demonstracfdo: Seja (U,h) carta local de N com h(U)

sendo bola de R'. Vamos supor gque o léma

seja vélido sempre que o0s dois estiverem numa carta local
como esta, isto €, x e y € U. Vamos ent@o provar o
lema no caso geral, Fixemos x no interior de N e con
sideremos o conjunto de todos os pontos do interior de N
gque =20 levados em x por tais difeomorfismos de N,

Tal conjunto € aberte peloc que acabamos de supor. Se va-
riarmos agora x no interior de N obtemos uma partiggo
o interior de N de conjuntos abertos. Como N & cone-
xa, pode existir apenas um tal conjunto, logo vale ¢ lema.
Falta agora verificarmos o caso particular do lema, isto

»

¢, x e y numa carta local como acima. Basta entHo
considerarmos N =R" e U = B como sua bola unitdria,
x =0 e w& B e procurarmos um difeomorfismo £:Rr” + R"
diferenciavelmente isotdpico a identidade e tal que f

coincida com a identidade no complementar de B e

£f{(0) = v. Queremos entdo definir um certo "movimento”
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n .
em [R que leve O em y e deixe os pontos fora de B
fixos.

Vamos definir tal movimente, dando as velocidades
com que os pontos devem mover-se, ou seja, vamos dar um

=3 I

campo de vetores de classe C(C em R°. Como queremos
que O chegue em y, vamos tomar todos os vetores com
diregao e sentido de vy, Para tal consideramos uma fun-

g8o diferencidvel

g R™ + R

satisfazendo ,

g{x) > 0 para x| <12

g(x) = 0 para |[x|| 2 1

Tal fungdo pode ser obtida pelo Exemplo (1.6).
Tomamecs agora o vetor y e definimos o campo v de ve-

tores do R™ por

v(x) = v g(x).

As trajetdrias serfio entflo as solugles das equa-
gOes diferenciais

dxi 3
T = valx)

. . . P n
onde i indijca a j-ésima componente. Para cada =z € R

este sistema tem uma unica solugio sz(t) definida em R
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e satisfazendo sZ(O) = z e ainda a fungdo s:R XR 5 R
dada por  s(z,t) = sz(t) é diferencidvel. Para cada t,
a fungfo = —ms(z,t} & difeomorfismo de R” e para al-
gum instante t; temos s(O,tl) = v. Logo s(.,tl) g
um difeomorfismo de Rr® gue leva O em v e deixa o
complementar da bola unitdria B fixo. Obsérve que
s(z,0) = z, logo o préprio s ¢ a homotopia diferencid-
vel (num certo intervalo) que dd a isotopia entre a iden-
n

tidade do R e s( ,tl) gque leva O em ¥y, como gue-

riamcs.

(7.5) Teorema. Sejam M e N variedades diferencidveis
de mesma dimensio, com M compacta e sem
bordo e N conexa. Seja f: M a4 N diferencidvel. Se

vy e =z sfc valores regulares de f <{emos que
#70(y) = #£71(2)  (moa 2).

Demonstragfo: Seja d: N o N difeomorfismo isotdpico &

identidade e que leva y em z, dl(y) = z.
A existéncia de d estd assegurada pelo Lema (7.4).
Ent¥c def tem =z como valor regular e doe f & dife-
renciavelmente homotépica a £ (basta deformar d & i-

dentidade). Pela Proposigfo (7.3) temos

$(d o £)"1(z) = #£71(2) (mod 2)
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(a0 ) H(2) = £7Ha M (x)) = £71(y)

logo
#71(y) = #r78(2)  (moa z)
como Queriamos,

Este teorema diz entfo, que a funcfo #f_l, defi-
nida nos valores regulares de f, € sempre par ou sempre
impar, quando a variedade N & conexa. O inteiro
#f-l(y) (mod 2) estd assim associado apenas & fungfo f

e nido ao particular valor regular v,

(7.6) Definic¢fo. Chamamos #f-l(y) (mod 2) de grau, md-
dulo z, da aplicagfo f (com vy sendo

valor regular de f) e denotamos
in=l
#277(y) = deg,(£).

(7.7) Coroldrio. Sejam M e N variedades diferencid-
veis de mesma dimensfeo, com M compacta,
sem bordo e N conexa, Se f e g: M4 N sdo diferen-

ciavelmente homotdpicas entdfo
deg, (£} = deg, (&).

Demonstrac8o: Exercicic. Utilize o Teorema de Sard e os

resultados acima.
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Conseguimos entfo associar inteiros (mod 2) a
fungSes diferencidveis, como acima. Estes inteiros es-
t80 de fato associados 4s classes de homotopia diferen-
cidvel das fungJes. Obtemos entdo que se degz(f) #

# degz(g) f nfo & diferenciavelmente homotdpica a g.
Por exemplo, seja M variedade diferencidvel compacta
sem bordo, conexa e de dimensfo positiva. Uma aplicagfo
constante ¢ci M 4+ M tem grau zerc enguanto que a identi-

dade id: Mo M tem grau 1, portanto id mnfo € diferen-

ciavelmente homotdpica a c.

A maneira de associarmos invariantes numéricos a
fungJes diferencidveis, como acima, embora mostre-se jd
bastante bem sucedida, permite ainda um refinamentoc com
alguma restri¢fo, Vejamos primeiramente um exemplo.
Consideremos a esfera unitdria s de dimensfo dois e
duas aplicagdes diferencidveis que s8o a identidade e a
antipoda

id: s% 4 8%; id{x) = x.

a: S 4 8%  a(x) = ~x

Vemos de imediato que os graus (mod 2) de ambas

s#o iguais
degz(id) = degz(a).

Conhece-se entretanto argumentos gque mostram gue
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estas fungles ndo sfo homotdpicas. Esta nogfo de grau
ainda confunde facilmente fungdes que nfo sfo homotdpicas,
E possivel introduzir uma nogfo de grau, utilizando-se a
orientagdio que se pode dar a certas variedades, e que dd
mais informagl@o sobre a fungfdo. A nova nogfo de grau dis

. . - [ d - -
tinguirad as fungoes  id e a acima.

Ve jamos entfio a nogdo de orientagfo para varieda=-
des diferencidveis. Primeiramente para um espago veto-

rial,

(7.8) DefinigHo. Sejam (el,...,en) e (fl,...‘,fn) ba-
ses de um espago vetorial E, sobre R.
Dizemos que élas determinam a mesma orientagfio de E se
a transformagfc linear que leva e; em fi, tem determi
nante positivo. Tal relagfo € de equivaléncia e determi-
na apenas duas classes de equivaléncias a que chamamos de
orientagles de E. DPara termos E orientade basta entgo
escolhermes uma base de E, Se E tem dimens8o nula,
permitimos que E seja orientado positivamente (+1) ou

negativamente (-1).

Exemplo. Podemos orientar o plano Rz de duas maneiras

diferentes escolhendo uma das bases abaixo:

L]
9 °5

t
€1
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(7.9) Definigfo, Uma orientagfio em uma variedade diferen-
cidvel M" & uma escolha de orientagéo
nos espagos tangentes a M em cada um de seus pontos, de
tal modo que a seguinte condiglo seja satisfeita: Para
cada x de M existe uma carta local (U,h) com x €U
tal que Dh(x) leve a orientagfio escolhida em TMx’ na
orientagfo de R"  dada por sua base candnica. Se a va-

riedade M tem dimensfoc zero, dispensa-se esta condigfo.

Observe que esta definiglo &€ equivalente a dizer-
se que existe uma cobertura de MO por cartas locais
tais que a transformagfio de coordenadas, entre duas quais

quer destas cartas, tem a derivada com determinante posi-

tivo.

Nem toda wvariedade diferencidvel admite orientaw
glo, como por exemplo a faixa de Moebius, a garrafe de

Klein, os espagos projetivos reais de dimensdo par.

E fdcil ver gue as variedades conexas e orientd-

veis admitem exatamente duas orientagdes.

Seja M variedadé diferencidvel de dimens&o n
e com bordo, aM £ ¢. Sabemos que M € variedade dife-
rencidvel (sem bordo) de dimens¥a n-1, Seja x € 3M e
(t,h) carta local com x € U, Temos entdo que h toma
n=1

valores em H' e que h(x) ¢ 30" = R®" ', Podemos entfo
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considerar os espagos tangentes T(BM)x e TM_ e sabe-
mos que o primeiro € subespago de dimensZo (n-1), do se-

gundo e portanto divide este em dois semi-espacgos
T(oM)

T™
b4

Chamamos de vetores internos de M em x a
aqueles v € TM, tais que Dh(x)(v) tem a n-dsima coor-

denada positiva, e de externos aqueles que tem a mesma

ala)

Exercicio. Verifique que esta definigfo de vetores inter-

negativa.

nos (ou externos) n¥o depende da carta local

fixada .
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Sejam M" variedade diferencidvel com bordo
3M £ ¢, e uma orientagdo de M fixada. EntZo ¥3M ¢ va-
riedade orientdvel e a orientagfo de M induz uma orien-
tagfo em BM que definimos do seguinte modo. Seja
x € 8M, escolhemos uma base (vl,...,vn) de ’I‘Mx dada
pela orientagfo de M e tal que vy ¢ vetor externo e
(vz,...,vn) ¢ base de T(BM)X. Assim sendo, a escolha

de (vz,...,vn) para cada x € 3M - determina uma orien~

tagdo de AM, que chamamos entZo de induzida pela de M.

Exercicio. Verifique que esta escolha de bases para
T(BM)x dd realmente uma orientagdo a M se-

gundo a Definigfo {7.9).

Se M +tem dimensfo 1, 3M € formado de pontos
isolados e adotamos a convengdo de que a orientagfo de
x €3 €& +1 se o vetor de orientagfo de M em x &

externo e =1 se o mesmo é interno.

+1
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{(7.10) 0 grau de Brouwer.

Veremos agora um refinamento da nogfZo de grau,
como haviamos mencionado. Este serd definido somente
para aplicagSes diferencidveis entre variedades diferen-

cidveis orientadas.,

(7.11) Sejam M e N variedades diferencidveis orienta-
das de mesma dimensfio, ambas sem bordo, com M
compacta. Seja

f: Ma N

aplicagdo diferencidvel, x € M ponto regular de f.
Obsexrve que, nestas condigdes, Df(x) € isomorfismo en-
tre os espagos tangentes em x e em f(x). Dizemos que
f -preserva a orientagfio em x se Df(x) leva uma base
de TM , da orientagfio de M, numa base de TN da
X £(x)
orientagdo de N. Se isto nfo acontece, dizemos que f

inverte, ou nfo preserva a orientagfio em x.

(7.12) Definigfo. Com as notagSes e observagSes acima
(7.l1), seja ¥ € N wvalor regular de

£. A cada x ¢ £71(y) associamos o valonr sDf (x) = 1

se Df(x) preserva a orientagfo e sDf(x) = -1 se bf(x)

inverte a orientagfio. Pomos entdo para cada valor Tregu=

lar yv de £
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deg(f,y) = EE:; st(x),

xe£ ™1 (y)

que chamamos de grau de f em Y. Observe que f-l(y)
tem um ndmero finito de pontos, como antes, pois M &

compacta.

Se trocarmos a orientagfo de M ou de N (nfo
de ambas) colocando a orientagao'oposta, o grau muda ape-
nas de sinal. Se f preserva a orxientagfic em x, o mese
mo ccorrerd numa vizinhanga de x e analogamente para o
caso de f inverter a orientagfo, Como M & compacta,
sabemos de (5.19) que #f"l € localmente constante. Pe-
lo que dissemos, os sinais associados a cada ponto de
f_l(y) preservam-se em vizinhangas também, logo deg(f,y)
€ localmente constante (para M compacta) e estd definida
no conjunto dos valores regulares de f que € denso e

aberto em N.

Queremos agora provar, para esta no§50 de grau,
teoremas andlogos ao gue vimog para deng. Vamos ini-

cialmente a dois lemas.

(7.13) Lema. Sejam M e N variedades diferencidveis de
mesma dimensfo mn, orientadas, ser bordos,

com M compacta. Seja f: M s N aplicaglfo diferencid-
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vel e ¥ € N wvalor regular de f., Se f extonde-se a
uma aplicagfo diferencidvel F: W4 N onde W & varie-

dade diferencidvel com 3W = M, entfo
deg(st) = 0.

Demonstracdos:

O que ocorre na figura acima, com relagﬁo ao
grau, ocorre no caso geral, Analisemos este desenho.
Suponhamos que a orientagfo de W seja dada pela base
candnica do plano, Esta induz em M a orientagdo de~-
senhada (sentido hordrio). Consideremos F como sendo
a projegio de W em R, Sendo F projegfo ela € linear
e portanto "coincide" com swa derivada, Tomemos u como

dande a orientagfio de R e v, vetor tangente a M em
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x, e tal que DF(xl)(vl) = u. Portanto f = F/M presexr

1

va a orientagf@oc em x Obgservemos agora que o Vebtor tan

l'
gente a M em x,, que ¢ levado por F em u, & oposto
34 orientacSo de M. Logo f inverte a orientagfo em Xy
Assim sendo, a contribuigflo dos pontos X, e X, para’

o gran deg f & nula,

Ve jamos agora o argumento geral. Suponhamos que
¥ seja também valorrregular de ¥, Sabemos entflo gue
F_l(y) & variedade diferemncidvel de dimemsZ@o 1 e como
j€ informamos em (6.5) esta deve ser composta de “circulod
e "arcos" com extremidades em 3W = M, por (6.4). Obser=
ve entfo que f_l(y) & formade exatamente pelas extremi-
dades dos arcos em F—l(y). Temos pois, que f-l(y) tem
um nidmero par de pontos, j4 que cada arco possuil duas ex-
tremidades. Verificaremos que cada duas destas extremida
des se cancelam em deg(f,y) sendo portanto a soma total
nula. {

Sejam entfo 8 C F-l(y) um arco com extremidades
X, e X,. Vamos dar uma orientagfio a 8§ do seguinte
modo: dado X € S consideramos uma base (ul""’un+1)

de TW_ dada pela orientagdo de W, com u tangente a

1

S em x e tal que DF(x) deve (u2,...,u ) numa ba~-

n+l

se da orientagio de N em F(x). Nestas condigdes, a

escolha de u, para cada x € S dd a orientagfo que que
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riamos em S. Como uma fungfo diferencidvel é, a menos
de difeomorfismos, igual a uma. proje¢fo em uma vizinhanga
de um ponto regular, temos gue a escolha de u, para ca=-

da ponto de S & de fato uma orientagfo. Logo se u,
€ vetor interior de W, digamos em Xy ent®o deverd ser
exterior em Xy Entfo, segundo a escolha que fizemos,

quando passamos da base de TM 1 dada por (u2,...,u

X n+l)

para a base de TMx2 dada por (ué,...,u$+l), percorren-
do av longo de S, obtemos que em x;, ela € a orientagfo
induzida em M mas em X, nfo €. Assim sendo f pre-

serva a orientacgdo em X, e inverte em X portanto

st(xl) + st(xz) =0
e portanto

deg(f,Y) = 0.

Falta ainda analizarmos o caso em que vy ndo &
valor regular de F (mas sim de f). Pelo Teorema de
Sard, o conjunto dos valores regulares de F, € denso em
N. Sabemos que deg(f,y) & localmente constante, isto
€, existe vizinhanga V de y em N" tal gue para cada
z € V temos deg(f,z) = deg(f,y). Mas V  encontra os
valores regulares de F, logo podemos tomar =z € V e sen
do valor regular de F e a demonstragfo acima aplica-se

e temos demonstrado o Lema (7.13).
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(7.14) Lema, Sejam M e N variedades diferencidveis de
. mesma dimensdo, sem bordos, orientadas, com

M compacta e T e g: M 4 N aplicagOes diferenciavel-

mente homotdpicas atravds de uma homotopia

F: Mx[0,1] » N, £(x,0) = £f(x) e F(x,1) = g(x). Nes-

tas condigSes, se v € valor regular de £ e de g

temos

deg(f,y) = deg(s,y).

Demonstracfo: M x [0,1] € variedade diferencidvel com

bordo igual a (MX0) U (Mx1)

1 C:::::::_czzijf,

Escolhemos—a orientagfio de [0,1] dada por veto-
res no sentido positivo. A orientagdo de M juntamente
com esta de [0,1] permite-nos dar uma orientagio a
M x [0,1] .de modo natural. Esta induz em MX1 a orien-

taglo de M e em MX0 a orientacdd oposta. Veja a fi-



-83-

gura acima. Assim sendo, o grau da restrigdo de F a

rd

3 (M x [0,1]), num valor regular y € igual 3 diferenga

deg(g,y) - deg(f,y).

Segundo o lema anterior (7.13), este grau deve

ser nulo e portanto

deg(g,y) = deg(f,y).

Nos argumentos apresentados até agora, nflo neces-
sitamos da hipdtese de N ser conexa, pois sempre nos
referimos a um valor regular vy, isto &, at€ agora o grau
estd associado ao par (f,y) onde v & valor regular de
f. Do mesmo inodo como foi feito para a nogdo de grau
(mod 2), vamos agora procurar livrarmo~nos- do valor regu-
lar. Para isso precisamos.da hipdtese do contradominio

de f ser conexo. O caminho a seguir € idéntico ao que

foi feito para deg2(f).

(7.15) Teorema. Sejam M e N variedades diferencidveis
de mesma dimensfo, sem bordos, orientadas,

M compacta e N conexa. Seja f: M4 N aplicag®o di-

ferencidvel. ZEnti3o deg(f,y) tem o mesmo valor para to-

do valor regular v de f.

Demonstrag@o: Sejam v e z valores regulares de f.
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Por (7.4) existe um difecmorfismo d: N 4 N, diferencia-
velmente isotdpico A identidade e tal que d(y) = Z.
Por ser isotdpico a4 identidade, d preserva a orienta-

gfo de N, Temos gue

£ (y) = £~ @™ (a(y))) = (ae)"t(a(x)).

Entio vale

deg(f,y) = degl(ar,d(y)).

Como f & diferenciavelmente homotdpica a df

temos
deg(df,z) = deg(f,z)
pelo Lema (7.14). Ent8o
deg(f,y) = deg(f,z)

como queriamos.

Temos entfo que, para centradominio de f cone=-

4

x0, o inteiro deg(f,y) nfo depende do valor regular ¥y

de f e estd associado & fung@o apenas. Pomos

geg(f) = deg(f,y).

0 prdéximo teorema & agora imediato.
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(7.16) Teorema., Sejam M e N variedades diferencid-

veis de mesma dimensdo, sem bordoes,
orientadas, M compacta e N conexa. Se f e gt M4 N
s&o diferenciavelmente homotdpicas entZo ambas tem o mes—
mo grau:

deg(f) = deg(g).

Demonstragfo:s Basta escolher um valor regular y comum

para f e g e usarmos (7.14). Podemos
em seguida abandonar y gragas a (7.15) e temos o teo-

rema.

Exemplos

1. Consideremos o circulo Sl de centro C e raio 1,

isto €, os mnimeros complexos de norma 1., Seja

dada por f(=z) = zk onde k & midmero inteiro. Temos
entfo que

deg(f) = k.

Se k =0 f ¢€ constante logo deg(f) = 0

Se k > 0 f(z) percorre s1 no mesmo sentido
que =z cobrindo Sl k-vezes.

Se k « 0 o sentido de percursc inverte porém

cobrindo novamente ke-vezes,
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2. Seja N compacta, sem bordo, orientada e conexa.

Um difeomorfismo de N +tem grau +1 ou -1 respecti
vamente se preserva ou inverte a orientagfio, Pele gue j4a
vimos podemos dizer que se um difeomorfismo tem grau -1

ele n3o pode ser homotdpico & identidade.

Seja s™ a esfera de cerntro O e raio 1 em
n+l . . . n
R . Consideremos o difeomorfismo de S dado por uma

reflexdo

ri(xl,...,xn+l) = (xl,...,-xi,...,xn+l)

Este tem graun =1 deg(ri) = =1,

A composigfo de um mimero par destas reflexdes
preserva a orientagfo e a de um mimero impar, inverte a
. : . n .
orientagfc. Como a aplicagf@o antipoda de S, ¢é a compo-

sigZo de {n+l) reflexJes, temos que
- n+l
deg(antipoda) = (-1) -

Portanto esta nova nogdo de grau, distingue a a-
plicaglio ant{poda da identidade, em esferas de dimensdo
par, como jd comentamos. E mais ainda, neste caso a an-

tipoda nfo & diferenciavelmente homotdpica 4 identidade.

Com esta negio de grau podemos Provar gue as es-
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feras de dimens3o par, nfc admitem campos tangentes de
vetores nflo nulos,

. . . . n

Um campo vetorial diferencidvel tangente a S

é uma aplicagfio diferencidvel

v: s 4 mn+1

tai que, v(x) € tangente a S no ponto x, isto €&,
(x,v(x)} = 0. Vamos demonstrar, por absurdo, que um tal
campo de vetores tem gque se anular em algum ponto se n
¢ par. Suponhamos que v nfo € nulo em nenhum ponto,
Dividindo pela norma, podemos entio supor que v(x) tem
comprimento 1 para todo x, isto €, temos de fato a apli-
cagflo

v: g™ - st

com (x,v(x)) = 0. Com o auxilio de v podemos agora
definir uma homotopia diferencidvel entre as aplicagdes

identidade e antipoda de Sn, da seguinte maneira:
F: s x [0,1] 4 s™

F(x,t) = x cos tn + v(x) sen 4.

Temos entfio que F(x,0) = x e F(x,1) = -x, mas
pelo comentdrio do Exemplo 2 acima isto ndo pode aconte=
cer quande n ¢€ par. Logo nas esferas de dimensSo par

nfo existe campo vetorial diferencidvel tangente que nfo

se anule em nenhum ponto,
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Exercicio

Seja f: S™ 4 s aplicaglo diferencidvel., Pro-
ve que se n & par e f ¢ diferenciavelmente homotdpi-
ca 4 identidade ent3c f tem ponto fixé, isto &, existe

x € 8% tal gque f(x) = x.

8, Campos de vetores e mimero de Euler

Vamos agora apresentar uma aplicag@o da nogllo de
grau de modo resumido e fazer alguns comentdrics sobre o
Teorema de Poincard-Hopf gque relaciona singularidades de

campos vetoriais numa variedade com sua topologia.

Seja UC R™ aberto. Um campo de vetores dife-

rencidvel em U & apenas uma aplicagfo diferencidvel
n
v: Ua R,

Por causa dos aspectos que se estuda neste tema, os pon-
tos de U que vio no O € r" passam a desempenhar papel
importante. Chamamos tais pontos de singularidades do
campo V. Uma singularidade &-isolada se ela € um ponto

isolade no conjunto de todas as singularidades de V.
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Seja = € U singularidade isolada de v. Sabe=
mos entfo que existe um disco fechado De de raio e > O
e centro =z tal que v nfo se anula em nenhum ponfo de

D distinto de z. Podemos entfio definir a seguinte fun-

glo na esfera S5, que € a fronteira de Dg, com valores
em Sn-l.
F:s st
e €
- .
¥ (x) = v(x)/||v(x)]|.

€

Se tomarmos & com as mesmag propriedades que € obte-

L

mos Ve que € diferenciavelmente homotdpica a ;E (bas-
ta deformar radialmente S  em  Sg)e Assim sendo ;e e
;6 tem o mesmo grau. Podemos entflo definir indice de

uma singularidade.,

(8.1) Definigﬁo. Com as notagdes acima, chamamos de in-
dice de v na singularidade isolada =z,

ao grau da aplicagfo ;; e denotamos com ind(v,z)
ind(v,z) = deg(;;).

As orientagBes que assumimos para S ¢ S

. n
sfio as dadas pela base candnica de [R .

Com Bz como o plano complexo e k inteiro po-

sitive. A fungfo zZX define em R® um campo vetorial
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diferencidvel com uma singularidade isolada na origem,

- - "k » »
de indice k. Se tomarmos =z teremos a singularidade
com fndice -k. Basta ver gqual o grau desta fungfo res-

trita ao circulo unitdrio.

Dado um campo de vetores v como acima, podemos

formular a seguinte equag®o diferencial

dx,

El— = Vi(xl,ooogxn); i=l,..-,1’l

isto €, quais as curvas que tem para vetores tangentes
0s vetores do campo v, Tais curvas s@o chamadas curvas
integrais de w. P, demos entdo dar um campeo através de
curvas integrais. Nas figuras abaixo esbogamos alguns
campos através de curvas integrais e indicamos seus in=-

dices.
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(8.2) Definigfo., Seja M c R® variedade diferencidvel.
‘Um campo de vetores tangentes a M di-
ferencidvel é uma aplicagfo diferencidvel wv: M 5 R tal

que w(x) ¢ ™, .

Um ponte x € M €& uma singularidade de v se
v(x) = 0. Queremos também introduzir a nogdo de indice
de uma singularidade isolada de v em M., Para tal,
precisamos provar que a definig@o de Indice dada em (8.1)
€ invariante por difeomorfismos num sentido que precisa-

remos abaixo.

Seja *: U+ V aplicagdo diferencidvel entre dois
abertos de espagos euclideanos. Sejam wu e v campes

vetoriais diferencidveis em U e V respectivamente.,
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Dizemos que u corresponde a v (por f), se para cada

x € U tivermos
pe(x)(u(x)) = F(e(x)).

Se Df(x) & isomorfismo para cdada x € U entfo
u fica determinddo por v. Em particular, se f & di-

feomorfismo temos

viy) = pe(£"H(¥) ) (ulz™1(¥)))

e anotamos abreviadamente com

v=Dfnuaf_l.

Se f €& um difeomorfismo como acima, entdo os
indices de u e Vv s&o0 os mesmos. Para provarmos tal

fato utilizaremos o seguinte resultado.

(8.3) Lema, Qualquer difeomorfismo 1 R" 5 R®™ que pre-

2 A £l - L3
serva a orientagfio canonica, ¢ diferenciavel-

mente .isotdpico & identidade.

Demonstragfior Podemos supor £(0) = 0. Como a derivada

de f em O € isotdpica a identidade,
basta definirmos
F: R x [0,1] + ®"

pox
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F(x,t) = f(tx)/t para O < t g 1

i
F(x30) = Df(O) (x) ’

ou seja, f & isotdpica & sua derivada no ponto O.
Para provarmos que F & diferencidvel, vamos escrever

¥ npuma forma cenveniente.
£(x) = x18)(x) +.oor x 8 (x)

onde Brrvens8y s8o fungdes diferencidveis. Tal decom-

posigdo pode ser obtida do seguinte modo

1 1
£(x) = f Df (tx)(x)dt = f b —g—f—(tx)(x.)dt =
i 9xj it
0 o T :
Ta
= I x, 2L (¢x)at,
i i Bxi
&)
isto €, basta tomar gi(x) = [' gﬁi(tx)dt. ‘Observe que
1

0

g;(0) = §5-(0).

Vamos agora provar que F & diferencidvel.
F(x,t) = xlgl(tx) tooot xngn(tx) para O < t < 1

portanto € diferencidvel e

F(x,1) = xlgl(x) Foeot xngn(x) = f(x)
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F(x,0) = xl-%él(o) et xnﬁ%%L(o) = pr{o)(x);

(veja (3.7)) como queriamos.

(8.4) Lema. Sejam f: U+ V difeomorfismo, u e v cam
pos de vetores diferencidveis em U e V

respectivamente. Se u corresponde a Vv, por £, isto €

v =Dfouof " entfo o indice de u numa singularidade

isolada x € U & igual ao indice de v em f£(x)

ind(u,x) = ind(v,f(x)).

Demonstragfo: Podemos assumir que U €& convexo e que

x = 0 = £(x}). Suponhamos primeiramente que
f preserva a orientagfo. Podemos entflo construir, como
em (8.3), uma isotopia diferencidvel H: ux[0,1] » R"
tal que H(x,0) = x, H(x.1) = £f(x} e H(0,t) = 0 para

tode t. Anotemos com u, o campo de vetores

-1
u, = tho 1 vft

onde f_t .8 o difeomerfismo dado por H( ,t). Os campos

de vetores . estdo definidos, em particular, numa es-

fera de raio suficientemente pequeno, de centro 0., Lo-

go o indice de u = u € igual ao fndice de v = u

em
&)

l’
0, pois estes indices sfo graus de aplicagdes diferencia-

velmente homotdpicas.
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Agora se f ndo preserva a orientacfo entfio f
€ isotdpica a uma reflexfo r (conseqttdncia de (8.3)).

Entdoc

Vs Treuer

e a fungdo ;;(x) = v(x)/|[v(x)|| definida numa esfera de

rajio € > 0, como em {(8,1), satisfaz

v, = red, or T
e - € '
0 que mositra que Ge e ﬁe tem o mesmo grau e portanto

0s campos u e Vv tem o mesmo Indice em 0, como que -

riamos.

0 Lema (8.4) permite-nos definir fndice para came %

pos em variedades, isto &, podemos agora definir atraveds
de uma carta local e (8.4) nos garante que tal definigfo

serd independente da mesma,

(8.5) Definigfo. Sejam M c R™ variedade diferencidvel

e vi M4 R? campo de vetores tangen=
tes difgrenciével. Seja x € M singularidade isolada
de +v. Consideremos uma carta local h: U4 M em torno
de x. Definimos o indice de v em x como sendo o fn-

1

dice do campo correspendente DBh™ s veh, em h-l(x).
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Se v & campo vetorial e permitimos que v te-
nha singularidades nfo isoladas, entfioc v torna-se real-
mente bastante geral. As propriedades de v em torno de
um ponto podem nfo ter interferéncia nenhuma com as em tor-
no de outro ponto. Se pedirmos porém, que todas as singu
laridades de v sejam isoladas, entdo VvV passa a compor-
tar;se de modo mais "rigido", por exemplo, propriedades
do seu domfnio interfere com as propriedades de v, como

no seguinte teorema.

(8.6) Teorema (Hopf). Seja Mc R" variedade diferencid-
vel compacta, com borde M ﬁ ¢. Seja

vi M4 R campe diferencidvel de vetores tangentes com

todas singularidades isoladas e tal que para x € 3M

v(x) 0 e v(x) €& exterior. Entf#o a soma dos indices

de v € igual ao grau da aplicagfo

gt 3M o Sn-l

dada por

g, (x) = v(x)/]v(x)

I

Demonstracfo: Como indice foi definido como sendo o grau

de uma certa aplicagfio, a iddia aqui € ds

ajeitar as coisas de modo a poder utilizar o Lema (7.13).

Como as singularidades de v s8o isoladas, exis-
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te apenas um numero finito delas, digamos em xl,...,xk.
Removemos de M, bolas de raio € » 0O em torno de cada

Xio obtendo entfo uma variedade W cujo bordo agora &

formadoe por B8M e mais k "esferas",

oM

Observe que guando orientamos a esfera como bordo
do disco, a normal deve ser exterior aoc disco, pordm as
esferas que estfdo no bordo de W, tem os normais em sen-
tido oposto quande recebem a orientagfo induzida pela de ki
W.

O campo v mnfo tem entfo singularidade em W,

Consideremos a aplicagfo

. n-1
Byt 8W o 5
dada por I
gy &) = v(x)/v(x)]].
Como g, estende-se a W (com a mesma férmula) :

podemos utilizar o Lema (7.13) e termos que o grau de
By ¢ nulo

deg(gw) = 0.
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Mas pela maneira como fol construide W e pela

observagfio sobre a orientagfio das esferas acima, temos

que
k
deg(g,) = deg(e,) - I ind(v,x,).
i=1
Logo
k
.Z ind(v,xi) = deg(gv)
i=1 :

como gueriamos.

Observemos que se tomarmos um outro campoe u, sa-
tisfazendo as hipétesés deste teorema, obteremos a aplica
gfo g, diferenciavelmente homotdpica a g, ¢© portanto
os graus de g, ¢© de 8, sdo iguais. Para sabermos
qual € a soma dos indices de um campo gualquer v gque
satisfaz as condig8es deste teorema, basta tomarmos um
campo de vetores wmitdrios normais exteriores em aM e
calcularmos seu grau. VeJja portanto gque I ind(v,xi)
fica totalmente determinada por 3M. Este € entfo um
teorema jd profundeo, que mostra a inteferdncia que a
"forma" da variedade tem, nos campos de vetores que ela
admite. Neste tecrema o importante entfo nio é M mas
sim aM. O teorema gque enunciamos a seguir mostra que a
soma dos indices estd determinada por propriedades bas-

tante simples da variedade.
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(8.7) Teorema de Poincaré-Hopf (sem demonstragfo)

. n . : . .
Seja M variedade diferencidvel compacta e Vv
campo de vetores tangentes diferencidvel com todas suas
singularidades isoladas. Entfo a soma dos indices de v

€ igual ao numero de Euler ¥X(M) de M que & dado por

x(M) = T (-1)F xk(m, (M)

n
i=1
onde Hi(M) € o i=-€simo grupo de homologia de M e

rk(Hi(M)) ¢ o posto de Hi(M)°

Este teorema, além de dar o valor da scma dos in-
dices de v, nos diz que tal ‘soma nfo depende de v e
sim apenas da variedade M. Observemos ainda que na de-
finigdo de v - e das singularidades de v utilizamos a
estrutura diferencidvel de M. Pois bem, o teorema acima
nos diz ainda que a soma dos indices, alédm de nfo depen-
der do campo, nfc depende da estrutura diferencidvel da
variddade M, pois os grupos de homologia Hi(Mfm estfo
determinados apenas pela topologia de M. Um bom esbogo

da demonstragfio deste teorema ¢ dado em [ 10].

Exercicios

1. Seja D3 o disco (fechado) de centro O e raio 1l em

R3 e portanto s* = ap’, Seja v um campo diferen-

S EY)
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cidvel de vetores em D3 com suas singularidades no in-
terior de D3 e todas isocladas. Suponhamos que para ca-
da x € S°, v(x) & vetor exterior. Calcule a soma dos

indices de v.

2. Calcule o mimeroc de Euler da esfera 82.

3. Prove que as esferas de dimensfo fmpar tém nimero de
Euler nulo. Conclua dai que as variedades do tipo

M ¥ S2n+l também tem numero de Euler nulo.

9., Cobordismo de Pontrjagin

Vimos no Capftulo 7 a nogd&o de grau de uma apli-
cagHo diferencidvel f: M 3 N onde pedimos que M e N
tenham dimensSes iguais. Estudaremos neste capitulc uma
generalizagfo da nogfo de grau introduzida por
Pontrjagin onde nfo mais pedimos que as dimensdes de M
e N sejam iguais, fixaremos porém o codominio de f
como sendo sempre uma esfera, ilsto &, vamos generalizar
a nogHo de grau para fungSes diferencidveis f: M 4 S5
onde M € variedade diferencidvel compacta e sem bordo.

Pontrjagin introduziu tal nogfo pard estudar, especifica=-
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mente, classes de homotopia de aplicagles entre esferas

Sm -+ Sn.

Seja fi: M4 8" diferencidvel e y e yte s®
valores regulares de f. N&s estaremos interessados em

. . -1 -1, ,
comparar as duas subvariedades £ (y) e f {(v*) ae

M,

(9:1) Definigfo. Sejam M variedade diferencidvel, N e
Nt subvariedades de M de mesma dimen-

s80, todas estas variedades sem bordes, Dizemos que N

¢ cobordante a N', em M, se o seguinte subconjunto de

MXZT,

Nx[0,e) UN' x {1-¢,1]

pode ser prolongado a uma variedade compacta X,

XCMX I
tal que
3X = NXO U Nix1
e
3X = X n 3(MxI)

Vemos pela figura a seguir gque um circulo € co-

bordante a dois circulos, em M. Observe que se N e N!
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Mx1

s830 subconjunto finitos de pontos de M. e N € cobor=-
dante a N' entfo a soma dos mimeros de pcrtos de N e
de N' & par, pois deverfic ser extremidades de segmentos
compactos.

E fdcil ver gue a relagdo de ser cobordante € uma

relaggo de equivaldncia. Para a transitividade basta

"emendar e corrigir a escala', veja figura abaixo.
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(9.2) Defini¢fo. Uma trivializagHo de uma subvariedade N
de M € uma fungfo diferencidvel v

que a cada x € N aééocia uma base
v(x) = (Vl(x)s"-!vk(x))
do subespaco normal a TN, em TMx'

Cada wvetor vi(x) ¢ tangente a M no ponto x
e normal a N em x, OComo pedios que formem uma base,

nenhum deles pode ser nulo.

Chamamos o par (N,v) de subvariedade trivializada de

M.

Kem toda subvariedade admite trivializagfo,

como mno caso, por exemplo, do circulo médio da faixa

de Moebius
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A nogf8lo de cobordisme que demos nos permite gene-~
ralizar o conceito de grau modulo 2, Para incluirmos o
grau de Brouwer precisamos de introduzir cobordismo entre

subvariedades com trivializagSes.

(9.3) Definig¥o. Sejem (N,v) e (P,u) subvariedades
trivializadas de M, Dizemos que

(n,v) & cobordante a (P,u) com trivializacgHo, se exis-

te um cobordismo Xc M x [0,1] entre N e P, como em

(9.1), e uma trivializag8o w de X, tal que

wi(x,t) (vi(x),O) para x € N e Oz t <€

I

wi(x,t) (ui(xO,l) para x € P e 1-e < t 5 1

Da mesma forma que antes, ¢ cobordismo com tri-

vializag8o & uma relagfo de equivaléncia.
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A intengfo aqui € de estudar imagens inversas de
valeres regulares de f;uQSQS diferencidveis, como foi fei
to c¢com o grau de uma aplicagfo; sd que agui as dimensdes
das variedades nflo precisam ser iguais e portanto tais
imagens_invérsas nfo precisam ser conjunto de pontos isow-

lados mas sim subvariedades. Consideremos entfo

f: Mo N

aplicagao diferencidvel e ¥ € N wvalor regular de f,

-l(y) € subvariedade de M de dimen-

Temos entfo que f
sfo igual a dim{M) - dim{N). Subvariedades obtidas des-
ta maneira admitem trivializagf2o, foi por esta razZo que

demos as DefinigSes {9.2) e (9.3). Vejamos entfo como

definir uma trivializacgfo para f_l(y).

(9.4) Escolhemos uma base (wl,...,wn) para o espago
tangente a N em v, TNy. Para cada =x € f"l(y)

sabemos que

Df(x): TM_ 4 TN
X ¥

¢ sobrejetora e tem para micleo T(f—l(y))x, levando
portanto seu complemento ortogonal isomorficamente sobre
TNy. Fazemos entdo a escolha da trivializag@o v de
f-l(Y) assim v(x) = (Vl(x),---,vn(X)) tal que cada

vi(x) € normal a f-l(y) no ponto x e
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Df(x)(vi(x)) = W

Denotamos a trivializagfo v dinduzida por f e
w = (wl,...,wn), por v = £*(w}. Que tal escolha de Vv
€ diferencidvel, decorre do teorema da derivada sobreje-
tora.

Temos entdo a subvariedade trivializada

-1 * . i x

(f (y),f (w)) que chamamos de variedade de Pontrjagin
associanda a f e w, Vejamos o que acontece quando tro-~

camos a base w de TNY por outra w' da mesma classe

de orientagfo gue w.

(9.5) Lema. Sejam M e N variedades diferencidveis,
f: M+ N aplicaéao diferencidvel, vy € N
valor regular de £, '"w e w' duas bases de ’I‘Ny de
mesma orientagfo. Entgo as variedades de Pontrjagin
(f-l(Y),f*(W)) e (f_l(y),f*(w')) sfo cobordantes com

trivializag#o.

Demonstragfo: Primeiramente uma observagfo a classes de

orientagfo de R", Sejam (él,...,en) e

(fl,...,fn) duas bases quaisquer de R

de uma mesma
classe de orientacfo, Podemos considerar a matriz
E = [el...en] tendo para i-dsima coluna o vetor e,

Com a outra base obtemos analogamente uma matriz F,.
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Temos entdo que det E £ 0 e det F # O e ambos deter-
minantes tem o mesmo sinal isto € E e F estdo numa
mesma componente conexa de GL(n,R), grupo das matrizes
nao_singulares. Isto nos permite definir um caminho di-
ferencidvel

[0,1] %+ GL(n,R)

a(0) =E e a(1) =F

Temos entfo uma aplicagdo diferencidvel a de [0,1]

nas bases de R ligande E a F. O mesmo ocorre para

TN_. Seja entfo a{t) famflia diferencidvel de bases

Y
de TN& com t & [0,1] e a(0) =w e a(l) = we.
Seja afl(t) = (al(t),...,a {(t)) base de TN_ no

n ¥y

instante +. Queremos definir uma trivializagfo u para

a subvariedade f_l(y) x [0,1] de M x [0,1] que indusz

£*¥(w) em f“l(y) X 0 e f¥(w') em f-l(y) X 1. Defi-

nimos ui(x,t) pelas condigBes

ui(x,t) tangente a M em x
ui(x,t) normal a f“l(y) em x

Df(x)(ui(x,t)) = qi(t).

E temos entfo que (f_l(y),f*(w)) e

(f-l(y),f*(w)) cobordantes com trivializagfo.
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Este lema nos diz entio gue a classe de cobordis-
mo com trivializagHZo de £™1(y) nfo depende da base W
gque escolhemos em TNy mas sim aﬁenas da orientaglio de
TNy determinada por w. Se N & uma variedade orienta-
da, usaremos apenas a notago f”l(y) indicando a subva-
riedade “rivializada (f_l(y),f*(w)) onde w & uma base

da orvientagfo de TNy.

Queremos agora comparar f-liy) e fﬂl(z) para
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dois valores regulares y e z de f, NS&s vimos em
(5.19) que se M e N +tem a mesma dimensS0 ¢ M &
compacta, sem bordo, entfo o nimerc de pontos #f-l(y),
do conjunto f-l(y) € localmente constante, Vamos ago-

Ta a uma forma correspondente para nosso caso generali-

zado.

(9.6) Lema. Sejam M e N variedades diferencidveis,
a;bas sem bordos, com M compacta e N o-

rientada. Sejam f: M+ N aplicagfo diferencidvel e

¥ € N wvalor regular de f. Entfo existe uma vizinhanga

de ¥y formada apenas de valores regulares =z de ' f o

f"l(y) e fil(z) sfio cobordantes com trivializagfo.

Demonstragfo: -Sabemos que o conjunto dos valores regula-

r

res de f & denso em N, e quando M &
compacta, tal conjunto € aberto. Portante estd claro que
existe vizinhanga de ¥y formado sd por valores regulares.
Vamos considerar agora uma vizinhanga V de v, difeomor
fa a bola de raio 1 e centro na origem de R ¢ V con-
tida no conjunto dos valores regulares de f. DPado um
ponto 2z de V temos um difeomorfismo d de N isotde
pico a identidade com d(y) = z e que.deixa todo ponto

de N, fora de V, fixo, como em (7.4). E ainda todo pon

to de V permanece em V durante a isotopia e todo pon-
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to fora de V permanece fixo durante a isotopia. Pode-

mos ainda supor que a isotopia d satisfak

d, € a identidade para Oz t < €

dy € jgual a d para 1l-€ < t=< 1

e sabemos ainda que d;l(z) estd em V para todo © e

portanto € valor regular de f.

Vamos agora definir a fungfio que nos dard o co=-

bordismo. Pomos

F: M x [0,1] » W

F(x,t) = dtf(x)

F & difervencidvel e para cada +, z & valor
regular de dt° f e isto nos diz que a "derivada par-
cial® de F com relagfio a x ¢€ sobrejetora, loge =

€ valor regular de F também, Entdo
~1
F*>(z) c ¥ x [o0,1]

é subvariedade com trivializacgfo que dd€ o cobordismo en-

tre £l (y) e £ i{(=).

Observagﬁo: Estamos interessados apenas no fato de que
f_l(Y) e f-l(z) sflo cobordantes, mas €

possivel aqui, dizer mais; estas duas variedades s&o real
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mente difeomorfas, para =z na vizinhanga especificada,

A expressfio de que f_l(y) € localmente constante € basa=

tante sugestiva. Se\ ¥ e =z sdo valores regulares de
f porém distantes um do outro, ainda temos um difeomor-
fismo d com algumas das proptriedades acima, pordm ac
irmos de y para =z pode aconiecer de pPassarmos por um
valor critico de f e af n¥o mais podemos garantir que

f-l(y) e f-l(z) sejam difeomorfas. Vejamos um exemplo

Iy fad 'y . . - ] b
simples, onde ndo incluiremos as trivializagdes,

Yy Y9 V3 ¥4 Y5 Vg

Tomamos M como o toro N sendo a reta e £ 'a proje-
?
gfo como na figura acima. Temos entio que para irmos de

ys a Yy nﬁd passamos por valores criticos de f e por.
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tanto f—l(y3) ¢ difeomorfa a f_l(ya), 0 mesmo ocorren-
do com Y5 ¥ge Observe agora que f-l(yl) e f'l(y3)
s8o cobordantes, mas naoc difeomorfas e isto pode ocorrer

N ad . e
porxr causa da existencia do ponto critico x e COI‘I’GSPOE

2
dente valor critico y, entre y, e Yqe
Como tivemos para a nogao de grau, temos agui o
seguinte lema, que além de dar sua informagfo especifica,
nos permitird analizar o caso do lema acima para valores
regulares ¥y, 2z nio necessariamente "prdximos", como por

exemplo os valores regulares yl e da figura acima,

73
(9.7) Lema., Sejam M e N variledades diferencidveis,
ambas sem bordos, com M compacta e N
orientada. Sejam £ e gt M4 N aplicagaes diferencial
mente homotdpicas, ¢ y +valor regular de ambas. Entfo

f-l(y) e g_l(y) s¥o cobordantes com trivializagfo.

Demonstragfo: Seja H homotopia diferencidvel de f pa-

ra g satisfazendo

H(x,t) f(x) para 0O < t = ¢

i

H(x,t) g(x) para l-¢ < t < 1
Seja 2 valor regular de F suficientemente

préximo de ¥ de modo que ffl(y) e f-l(z) sejam co-

bordantes com trivializag@o, o mesmd ocorrendo com
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g‘l(y) e g-l(z). iIsto é garantido pelo Lema2 (9.6).
Agsim sendo, i (z) & um cobordismo com grivializaglo
entre £~ (z) e g t(z). Por transitividade, £ ()

e g-l(y) s¥o cobordantes com trivializago.

podemos agora provar © teorema analogo ao (7.15).

(9.8) Teorema. Sejam M e N variedades diferencidveis
sem bordos; com M compacta, N orienta-
da e conexa, £f: M3 N aplicagéo diferencidvel. Entio
para dois valores regulares v e = gquajisquer de ¥
temos que e~ y) e £~ (z) s¥o cobordantes com trivia-

lizagio.

Demonstragﬁo: Se jam ent8o vy e 2 ¢ N wvalores regula=

| res de f£. Como N & consxd, por (7.4%)
temos que existe um difeomorfismo ‘d de N que é dife-
renciavelmente isotépice A4 identidade € tal que d(y) = Ze
Sabemos Jjd que 4 preserva @ orientagdo de N. Temos el
t%o a isotopid a, com a, sondo a identidade de N e
4. = d. Assim sendo temos que £ é diferenciavelmente

1

nomotépica a 43T © pelo lema acima (9.7)» £ Y(=z) €

cobordante 2 (dlf)_l(z) - £~1(y) com privializagdo.

Temos entido que & classe de cobordismo com trivia
1izagldo de £~1(y) nfo depende do valoT regular y de

£ mas sim estd associado apenas & f desde que satisfa~
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§8 as condigSes deste Teorema (9.8). o resultado (9.7)
nos diz maisg ainda, que tal classe de cobordismo estd
realmente associada 3 classe de homotopia diferencidvel

de f,.

Exercicio. Sejam M variedade diferencidvel sem bordo,
Compacta e f; M o, rD diferencidvel, Mostre
que as unicas subvariedades trivializadas de M que pow~
dem ocorrer como variedades de Pontrjagin de ¢ s8o a-
quelas gque s&o bordos de subvariedades compactas trivia-

lizadas de M x Lo,1].

0 exercicio acima mostra que o codominio de r
tem grande influénecia no tipo de variedade de Pontrjagin
de f que pode ocorrer. Dada uma subvariedade triviali~
zada de M, serd que ela 6 uma variedade de Pontrjagin
de alguma aplicacio diferencigvel? Como Tais aplicacdes
Sé relacionam? Pars analizarmos tais questdes, nos sersd

importante o seguinte

(9.9) Teorema (da vizinhanca produto),

Seja (N",v) subvariedade trivializada de M,
Entdo existe uma Vizinhanga U ge N, em M e um difeo.

morfisme p: NxgR®™ | gy tal que p(x,0) = x e a

-n

Dp(x,0) leva a base candnica de g™ em v(x),
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Demonstragdo: Ndo daremos 2 demonstragfo completa, mas

sim um esbogo.
. . 2
Ve jamos um exemplo. Consideremos M = S a esfe-
ra de raio 1 e centro na origem de RB, N sendo seu e-

quador e v a aplicagfio constante v(x) = (0,0,e), com

O< e =<1

M

Para cada ponto x de N consideramos o gcrande circulo
de S° gque passa por x e (0,0,1). Dado agora um ve-
tor u tangente a M em X e normal a N em x de
comprimento Hu“ € ¢, procuramos o ponto p(u) no grande
cfrcule correspondente, tal gque o arco de x a p(u)
percorrido‘no sentide de u tenha comprimento igual a
|[vl| . Definimos assim uma fungio de um cilindro, gue tan-
gencia a esfera em Sl, numa faixa da esfera que € vizi-

nhanga produto de Sl e 82;
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que leva Bl(O) difeomorficamente em S'-s, e o comple-
mentar desta bola em s, onde s € Sk e gue preserve a

orientagfo., Agora podemos definir a fungflo procurada f,

do seguinte modo.

£: M4 s¥
£/U = @ F

f(x)_: s para x € M fora de U

F imediato ver que f satisfaz as condigles pe-

didas no teorema.

Sabemos entfo que subvariedades trivializadas
ocorrem como variedades de Pontrjagin de fungBes diferen-
P .
cidveéis com valores numa esfera., A pergunta agora e:
se pedirmos que tais subvariedades sejam cobordantes, o
que ocorre Ccom as fungses correspondentes. Vamcs anali-
sar um caso particular desta guestdo, mas que reune o

essencial do casoc geral.

(9.11) Lema. Seja (N,v) subvariedade trivializada

de M, ambos compactos e sem bordos. Su-
ponhamos que (N,v) seja wvariedade de Pontrjagin para
duas funglSes diferencidveis f e g: M 4 Sk, isto €,
(£ (), e* (W) = (7 () e* (W)

g s8o diferenciavelmente homotdpicas.

{N,v). Entio f e
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Demenstragfo: Vamos supor inicialmente gque as fungdes f

e g ceoincidem numa vizinhanga U de N em M, Consi-
deremos a projegiio estereogrdfica T Sk-y 4 B, Podemos
agora definir uma homotopia que leva f em g dc.seguig
te modo

H: M x Lo,1] & gk
H(x,t) = f(x) = g(x) para Xx € U

H(x,t) = r_l(trf(x) + (1-t)reg(x)), =x € M-=N

e temos entdc f diferenciavelmente homotdpica a g.
0 essencial da demonstragfo estd entdo em mostrar que &
possivel deformar g por uma homotopia diferencidvel,
de modo a fazé-lo coincidir com f em uma vizinhanga de
N.
. e ~1 -1
Temos -por hipdtese que f (y) = g (y) e

£f*(w) = g*(w) e isto implica que

Df(x) = bg(x), x € N.

Podemos supor f como sendo a construida em
(9.10), jd gque a relagfoc de homotopia & transitiva.
Como estamos interessados com o gue ocorrera numa vizie
nhanga de N, graéas a0 teorema da vizinhanga produto,
podemos.supor
f: N % Rk -+ Rk

f{x,u) = u
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F: Mx L0,1] » s¥

cuja variedade de Pontrjagin (F-l(y),F*(v)) € exatamen-
te (X,w). Temos entfo que F( ,0) e £ tém a mesma va
riedade de Pontrjagin e portanto F( ,0) e f s8o dife=-
renciavelmente homotdpicas o mesmo ocorrendo com F( ,1)
e g, gragas ao Lema (9.11). Assim sendo f e g sdo

diferenciavelmente homotdpicas.

Este teorema transforma problemas de classes de
homotopia de fungSes M 4 Sk em problemas de classes de
cocbordismo de subvariedades de M e wvice-versa.
Pontrjagin introduziu esta nogfo de cobordismo para estu-
dar especificamente, classes de homotopia de aplicagles
s . Sk com n > k, Por exemplo, se n = k+l = 4, exis-
tem apenas duas classes de homotopias de aplicagles
s™ o Sk e este resultado foi demonstrado por Pontrjagin,
classificando as subvariedades trivializadas, compactas
e sem bordo, de s™. O mesmo acontece no caso n = k+2z 4
onde o grau de dificuldade € bem maior, Este relaciona-
mento entre cobordismo e homotopia foi desenvolvido lar-

gamente por Thom [20] e vem produzindo trabalhos dos mais

profundos em topologia.

Haviamos desenvolvido a nogfo de grau e agora o

fizemos com cobordismo. Vamos observar mais detalhadamen
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te que a dltima inclue a primeira,
|

Seja M variedade diferencidwvel, orientada com-
pacta e sem bordo. Uma subvariedade de dimensfc zero
trivializada, de M e apenas um mimero finito de pontos
XyseeorXy com uma base w, de TMxi fixada para cada

i=1,...,k. Se w; concorda com a orientag@o de M

.) = 1, caso discorde pomos

em xX. omos s{X, ,wW
i (x;,w;

i
s(xi,wi) = -1, Vamos entfo fazer algumas observagles
entre o mimero

k

T s(x,,w.)

. 1’71

i=l

e a classe de cobordismo com trivializagfo de ((xi),(wi)).

Se ((xi) (wi)) € cobordante com trivializagZo a
((yj)(vj)) ent3o por (9.10) e (9.12) temos fungles dife-
rencidveis

f e g: M s™

que sSo diferenciavelmente homotdpicas e f—l(a) = (xi)
e g_l(b) = (yi) com a e b valores regulares de f
e g respectivamente, Mas entfc f e g devem ter o

mesmo grau e portantoc

T
’E s(xi,wi) = z s(y.svi)e
i=1 Jj=

Observe que para este argumento ndo necessitamos

de M ser conexa. Se quizermos provar a reciproca, is-
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to &, estes nimeros iguais implicam nas variedades serem
gobordantes, precisamos de M conexa, Ve jamos o seguine

te contra exemplo.

Wy Xy x Wo

1 ¥ Yo Va
S(Xlswl) + s(xz’WQ)

1
=
1
o
I
(o]

s(yl,vl) + s(yz,vz) = =1+l = O

Portanto temos os nudmeros iguais, mas (xi) ndc € cobor-

dante com trivializagfo a (yi), pois o segmento, do co-

bordismo, de extremidade Xy sd pode ter a outra extre=-

midade em v., mas a trivializagfo preserva a orientagdo
1
. 1 . . . ) .
dada a X,s Ppois 5 ¢ orientdvel e assim Vi deveria
concordar com a orientagfo daguele circulo. Logo ndo e-

xiste tal cobordismo.
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Se pedirmos que M seja conexa entdo temos que
o mimero Es(xi,wi) determina uma udnica classe de cobor-
dismo que € a de ((xi),(wi)). Para isto basta conside-
rarmos variedades (x,w) e (y,v) reduzidas a um ponto
com mesma orientag#io e o caso (xl,xz,wl,wz) com orien-

tagdo opostos, isto &
s(x,w) = s(y,v) =1 e s(xlwl) + s(x2w2 = O.

Como M & conexa temos MXI conexa e podemos
ligar x X 0 e y x 1 por uma curva com trivializagfo

como na figura (1) abaixo, No segundo caso podemos ligar

(L
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x, ¥ 0. e x

1 5 X 0 com uma curva com trivializagdo como

na figura (2).

Temos entdo demonstrado o seguinte

(9.13) Teorema (de Hopf). Seja M variedade diferencid-
vel conexa, orientada, compacta e sem bor-
do. Entdo dvuas aplicagSes diferencidveis de M em s™

s&o diferenciavelmente homotdpicas se e somente se elas

A
tem o mesmo gramu.

Se M & nf8o orientdvel e conexa, dado X &€ M e
base w de TM  existe uma curva € que comega e ter-
mina em x, tal que se "deslizarmos™ W ao longo de C
voltamos a x com w' de orientacgfo oposta a de w,.
Assim € possivel construir um cobordismo, de x X O a
x ¥ 1 com trivializag8o induzindo w em x X O e wt

em x X 1. Portanto temos o seguinte resultado.

. m . . .
(9.14) Teorema. Seja M variedade diferencidvel conexa,
compacta, sem bordo e nfo-orientdvel,
' . . P m ne
Entf8o, duas aplicagles diferencidveis de M em S sa0

diferenciavelmente homotdpicas se e somente se elas tem o

mesmo grau (mod 2}.

Finalmente wvamos A seguinte observagdo. Sejam

M e N variedades diferencidveis e f£: M 4+ N fungélo



continua apenas. Entdo na classe de homotopia (continua)
de f, sempre existe uma fungfo diferencidvel e esta pode
ser escolhida t&o l"p::*é:r.ima.“ de f guanto guizermos. Em
outros termos, dada uma fungflo continua entre variedades
diferencidveis podemos deformd-la tdo pouco quanto quizer
mos e obter uma fungfo diferencidvel. Assim sendo, 0s
conceitos introduzidos agui podem ser definidos para fun-
gBes continuas, via suas homotdpicas diferencidveis.

Dado o prdprio fato que acabamos de comentar nfo se ganha

em nada porém de generalidade.
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APENDICE

Teorema da fungldo inversa

Sejam E e F espagos vetoriais normados de di-
mensdo finita sobre R, UC E abertoe £: U4 F apli-
cagdo diferencidvel de classe C', com =r = l. Se a deri

vada de f no ponto x, de U for isomorfismo sobre F
Df(xo)=E 4+ F

entfo existem abertos Vo U e WcC F com x €V,

I

f(xo) € W, tais que a restrigfo de £ a V & um difeo-
L]

morfismo sobre W e (f/V)-l ¢ também de classe G,

Demonstragdo: Faremos a demonstragfo em trés etapas,

Primeiro verificaremos que f admite, em
torno de x_, uma inversa continua. Em seguida veremos
0
. 1 . .
que tal inversa & de classe C e finalmente, um simples

. . o
argumento de 1ndu950 prova gue a mesma ¢ de classe €7,

Ve jamos entfo que f admite um inversa local
continua. Como Df(xo): E s F ¢ isomorfismo podemos
considerar E = F identificados atravds de Df(xo) e

passaremos ao problema na forma (justifique)
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Uc E, f: U E, Df(xo) = I = identidade

= s o
Como as translagBes sf8o difeomorfismos C tomaremos

também x_ =0 e f(x ) = 0.
o o

p

‘
.
v

Queremos provar que, numa vizinhanga conveniente
de O, a eguagdo £{x) =y tem solugfo em x, unica pa-
ra cada ¥y fixado prdximo de 0, Podemos escrever o prg
blema na forma

vy - f(x) = ©

ou y+x - £{x) = x

Assim sendo, zchar soluglo para f(x) =y & o mesmo que

achar ponto fixo para a aplicagfo

v+x = f(x).
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Bsta aplicag@io tem o conveniéncia de ser uma con-

traggo em alguma vizinhanga de 0, como vamos ver agora.

Seja g(x)—: x-f(x), temos entdo que Dg(O) =
= I-I = 0. Como f & de classe ' com = > 1, temos
que Df & contfnua e portanto Dg & contfnua. Logo PO~

demos tomar 'e > 0 tal que
IDg(x)]] < 1/2 para |x| < e.
Pelo teorema do valor médio temos gue
lelxy)-elx)ll s 1/2]|xp-x 0 para [ix;]l £ /2 o [x,] = e

Portanto g € contragfio na bola ﬁe/z(o).

Seja vy ¢ Be/h(o) fixo, Temos entfio que a apli-
cagio y + g(x) leva Ee/z(O) em ﬁe/2(0) e € ai uma
contragfo pois “y+g(xl)-y-g(x2)“ = ”g(xl)-g(xZ)” =

< ”xl—x2

Como Ee/z(o) € compacto temos que ¥y + g(x)
admite ai um ponto fixo e como a mesma contrai com razXo
1/2 tal ponto fixo & dnico, isto &, para cada 1y € Ee/h(o)
existe um udnico x € Ee/Z(O) tal que ¥ + g(x) = x ou
seja f(x) = y. Podemos definir entfo uma fungdo
hi Be/a(o) -+ ﬁe/z(O) por h(y) = x temos entfo que

fh(y) = y. A fungfo h & contfnua, pois
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Ia(y ) n(r )l = lxg-xy] & f2Gx) 2GR + elxy)-elxy)l

t

portanto

In(r)-hr )l 5 2(x,)-5(x,)

Tomemos agora

= -1
(f/Be/z(O)) (Be/q(o)) N BG/E(O) =V
gue € um aberto em U, e
-1
£(V) = h™7(V) = W
que € um aberto em E e temos assim que
£/V: Vo W
¢ homeomorfismo,

Queremos provar agora, gue (f/V)-l &g diferen-
cidvel em W e de classe CT. Secja (f/V)-l = 4.

Antes, vamos verificar que

Hx-xl” = c“f(x)-f(xl)“

com x e x; em V e X enm alguma vigzinhanga de x,.

Chamemos Df(xl) = L. Pela diferenciabilidade de £ em
xq temos que

f(x)-f(xl) = L(x—xl) + r(x,xl)

donde



-13%3-

L_l(f(x)-f(xl)) = x-x, + L—l(r(x,xl)).

Dado € > 0 sabemos que existe § > 0 +tal que
”r(x,xl)” < e”x-xl“ para ”x-xln < &. Assim sendo, pow

demos escrever

L 1 O R O e P N R B

ou

==l s (2/(1-eflL™H) £ (x) -2 (x,)

Portanto tomande g < 1/HL"1“ temos ¢ = 1/(1-e”L-l”) > 0.

Vamos agora & diferenciabilidade de (f/V)-l =4,

A diferenciabilidade de f nos permite escrever
f(x) - f(xl) - L(x-xl) = r(x,xl)
com lim r(x,xl)/”x-xl” = 0,
XXy

_Sejam x = t(y) e x, = %(yl). Como L & iso-

moriismo temos que .

L r-vy) - 0()-4)) = L (n),(r,)).

Se provarmos que lim L7 (r(4(y),4(v;)))/|ly-y,| = o
y4Y,

teremos provado que 4 € diferencidvel em Y- Mas como

= P R . A . .
L € isomorfismo linear, o limite acima & equivalente a

1lim r(&(y),&(yl))/”y-ylu = 0, Como 4 & homeomorfismo
Y"yl
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este limite & equivalente a 1lim ‘r(x,xl)/”f(x)-f(xl)u = 0.
XX
1

Mas vimos acima que numa vizinhanga conveniente de x;

vale ”x-xl“ < ch(x)uf(xl)“ e como sabemos gque
lim r(x,xl)/”x-xln = 0 temos gque o limite acima € de
X4X

fato nule e portanto 4 & diferencidvel em ¥y, com de-
rivada

) -1 -
Db(yl) = L = Df(xl) 1 onde x, = L(yl).

Num ponto ¥y € W temos

pt(y) = (De(e(v)))~"

ou seja, a derivada de 4% € obtida como a composta de
trés fungles, que sfo 4, Df e a inverséo ( )_l que
s3o0 todas continuas, portanto D{ & continua em W, logo

4 & de classe Cl. Se r = 2 suponhamos que 4 seja

de classe Crﬂl. Sabemos que f & de classe ¢t e pPor-

tanto Df & de classe C*~1. Como a invers¥o ( )-1 g

o r g
de classe C temos novamente gue a composigao nos da

r-1 1)

DL como sendo de classe C e portanto ¢ de clas-

r
se C.

cqp
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Teorema da derivada injetora

Sejam E, F, U e f como acima, Se X, €EU e
Df(xo) € injetora entfo existem vizinhangas V de X,
W e W! de f(xo) e um difeomorfismo h de classe CT,

h: W4 W', tais que

h-f(x) = f(xo) + Df(xo)(x-xo)‘ para x em lV.

Demonstragfo: Podemos supor gque x =0, f(xo) =0 e
identificarmos E com um subespago de F

através de Df(xo) e considerarmos Df(xo) como sendo

a inclusfo Ec F (justifique). Assim sendo, tomemos G

complementar de E em F, isto &,

F =E& G.
Consideremos o aberto U X G de F e definimos

f: UXG 4+ F
por

F(x,y) = (£(x),v)

logo F/UX0 = f,

Temos entfo que

Df(0,0) = (Df(O),IG) = (IE"IG)



136

~

o entfc Df & isomorfismo. Pelo teorema da fungdo in-
e

versa, f ¢ difeomorfismo local em torno de {0,0), de

classe Cr, isto &€, existem wvizinhangas VXV', Vc E,

Vic G e W de (0,0) em F tais que

F/VXVi: VXV 4 W
r N - r 4 -1
¢ difeomorfismo de classe C' . Tomande h = (£/VxV1)

temos que

hoef(x) = x = DF(0) (x) .

gue prova o teorema.

cQD

Teorema da derivada sobrejetora

Sejam E, F, U e f como acima. Se x, e U e
Df(xo) & sobrejetora, entdo existem vizinhangas V e
V' de x_ e um difeomorfismo ki V4 V' de classe ¢t

tais que

foek(x) = f(xo) + Df(xo)(x—xo).

Demonstragfo: Podemos supor x =0 e f(xo) = 0. Seja
G = ker Df(xo) o nucleo de Df(xo). Pode=-

mos entio escrever

E=F"'a&d G
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e entfo temos que DFf(0)/Fi: F' 4 F & isomorfismo. Po-
demos entfo identificar F com F' através deste isomor
fismo e Df(0) passa a ser apenas a projegfo em F (jug
tif'igue)

E=TF& G

Df(0) (x,¥) = x.

Definimos agora

E(st) = (f(st),Y)-

"
. r R
Temos assim que f & de classe C e ainda

(Df(0,0)(xl,xz),Xz) = (xl!xz)

Df(0,0)(xl,xz)

isto €&, Df(0,0) ¢ a identidade. Entfo pelo teorema da
fungao inversa temos que existem vizinhangas VXVi e

W de (0,0), Vc F, V'c G tais que
T/Vvi: Vv 4 W

¢ difeomorfismo de classe €', Tomando k = (E/V)(V')"'1
temos (x,y) = fo k(x,y) = (£ k(x,y),y), logo
fok(x,y) = x = DF(0,0)(x) que prova o teorema.

cQb
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Teorema do posto constante

Sejam E, F, U e f como acima, BSe Df tem
posto constante em U, entdo para cada x, € U, existem

difeomorfismos de classe ¢t

k: Vo V! entre vizinhangas de L

h: W' + W entre vizinhancas de f(xo)

tais gque

hfk(x) = f(xo) + Df(xo)(x-xo).

Demonstragfo: Demonstraremos este teorema numa situagdo

especial e observaremos no final que o caso

geral se reduz a este de modo trivial.

Seja p © posto de Df(x) o gual é constante em

U por hipdtese. Consideraremos entfio o seguinte

E=Pa@E", F=PaF!, 0€U, x =0,
o

f(xo) = 0, onde P fem dimens¥o p e Df(0) = T, ea

projegfo na primeira coordenada
D£(0)(x,7) = my(x,¥) = (x,0).

Seja T, a projegdo de F na primeira coordena-
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ﬁF(x,y) = (x,0)

E!

£(U)

Nesta figura U estd no plano vertical (que € E) e
£(U) estd no plano horizontal (que € F) e P & a ima=

gem de Df(0).

Consideremos agora a fungfo

f=1’anf:U->P

* Ir
que também de classe C e Dfl(o) = Tpe DE(O) = T my,
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portanto Dfl(o) & sobrejetora. Pelo teorema da deriva-

da sobre jetora, existe difeomorfismo k de classe ct

k: Vo V!
. .

V e V' vizinhangas de 0 em E, tal que

£,0 k(x,y) = p£,(0) (5,3 = x

para (x,y) em V. Podemos tomar V como sendo a bola

de raio € > O e centro na origem O, Be(O).

Temos entfo, pela definiglo de f; e de k, que

m.e fek(x,y) = x

F

para todo (x,y) em V. Assim sendo, fek & do tipo
T k(x$Y) = (x!e(st)); (X9Y) em V.

Queremos provar agora que, se fixarmos X E P e
variarmos ¥y "verticalmente® (ve ja figura acima), entfo
e(x,y) permanece constante. Consideremos, para isso, a

matriz da derivada de f ok

IP 0

D(f s X)(x,y) = calculada em (x,y) de V
20 20
¥x 3y

onde I, & identidade de P. OComo fo k +tem posto cong

tante igual a p, concluimos que -%g = 0 & identicamente
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nula em V, pois caso contrdrio o posto da matriz acima
seria maior que p em algum ponto. Como V = Bb(o) te

mos que © depende apenas de x, isto &,

£ex(x,y) = (x,8(x)).
Podemos entdo definir a fungfo

h: (VN P)XF' 4 F

h(x,z) = (x,z-6(x))

Temos entdo

Dh(0) =

“3x  Tre

que ¢ isomorfismo, ldgo pelo teorema da fungfo inversa,
h € um difeomorfismo em torno da origem O, Podemos
escolher a vizinhanga W' de O onde h € difeomorfis-

mo e h(W') = W = BG(O).
Observemos agora que h(x,0(x)) = (x,0) e por=
tanto tomando-se €' = min{e,8] temos

hefeoek: Vo W

€ dado por

hofek(x,y) = (x,0) = D£{0)(x,v)
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que prova o teorema neste caso. Para o caso geral, pode-
mos continuar supondo X =0 e £(x) = 0 jd que as

- N o .
translagBes sfo difeomorfismos € e consideramos de-

composigles

E

P @ ker Df(0); T = Im Df(0) & F!
e temos que
pf{o)/P: P 3 Im Df(O)
g isomorfismo. Basta considerarmos agora o isomorfismo
L: P> P& F!

L(x,y) = ((D£(0)/P) " (x),¥).

A aplicag8o Lef satisfard o caso especial de-

monstrado,.
cQD

Teorema de Sard

Sejam Uc R" aberto e f: U RX fungfo dife=~
rencidvel de classe c”. Seja C o conjunto dos pontos

criticos de £, isto &,
C=4§{xeU l Df(x) tem posto sk-1}.

Ent3o o conjunto dos valores criticos £(c) c RS de £
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tem medida nula, isto &€, dado € > O podemos cobrir
£(C) com uma seqiidncia de cubos de RS com a soma dos

volumes menor que €,

Demonstragdo: Seja C; c C, c, = {xEU]Djf(x)=O para l<ji)

Temos entfo

£{¢c) = f(Ci) U f(C-Ci).

Vamos provar inicialmente gque, se tomarmos i su
ficientemente grande, f(Ci) tem medida nula e depois fa
remos mMesmo com f(C-Ci) e portanto f£{C) terd medida

nula, [

Seja I™c U cubo de aresta de comprimento §.
Provaremos que f(In n Ci) tem medida nula, para i e
8 convenientes. Como Ci pode ser coberto com uma sex

gliéncia de tais cubos teremos que f(Ci) terd medida

nula.
Podemos escrever
f(x+z) = £(x) + R(x,z).
O fato de DYf(x) = 0 para 1< j < i, para
X € Ci, 0 Teorema de Taylor e a compacidade de 1™ nos

permite concluir gue

(1) IR(x,2)| < Maff**t
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para x € C; N " e xtze I™ e M € constante positi-

va gue depende apenas de f e de ™, Subdividimos ago-
n n .

ra I' em = cubos de arestas de comprimento 8/r.

Seja I, o cubo destes, que contém o ponto x. Qualguer

ponto de Il € do tipo x+z com

”z” s diagonal de I, = Jn(s/r).

De {1) temos gque f(Il) estd contido no cubo de

centro em f{x) e aresta de comprimento

ZM(*\/H 6 )i-i-l/ri-l—l.

Logo f(ci N I") estd contido numa unifo de r"

cubos com volume total T onde

. . k
T g 2(2Ma §) /)
donde

Ts (2M(/m 5)i+1)k rn-(i+1)k_

Portanto se i+l > n/k temos que T +tende a
zero quande r tende a infinito. Entdo f(Gi) tem me-

dida para i+l > n/k.

Fixemos um fndice s » n/k - 1 e consideremos

C-Co

Um ponto X de C - C_ ‘tem a seguinte proprie-

dade. Para algum 1< j s s-1 temos DYr(X) £ 0. Entdo
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deve existir uma componente de T, digamos fl’ tal gue

anl/thl o e xt_(J-C) ,’é Q.
J
Consideremos entfo a fungfo
n(x) = 3971e_sax x, (x)
; . i PO '
J
Temos entdo que

dn/ox, (X) £ o,

Podemos supor t, = l. Tomemos a seguinte fungfo

de classe C°

El(x) = (h(x),xza -°-!x1-1)

cuja derivada no ponto X ¢ isomorfismo. Logo exdistem

abertos V e Vi, X €V e fl(i) € V! tais gue
fI/V: Vo4 VI

€ difeomorfismo. Seja agora a composigZo

-1
g = fo fl 2 Vi Rk.
Observe que o conjunto dos pontos critices C' de g

é El(v N c). Ent¥o g(ct) = £(vn ©).

Agora estamos em condigdes de reduzir a dimensZo

do dominio da fungfo, o que nos permitird aplicar argu-
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mento de indugfo.
Se (Xl,.a-,xn) € A temos

k-1
g(xl:xgs---sxn) € {xl} X R

e portante g leva "hiperplanos em hiperplanos" e assim

podemos tomar, para cada X, fixo, a fungfo

x
=4 L. ({xn} X Rn-l) n vt a {xl} x rE-T

*1
= (xl,xz,...,xn) = g(xl,..‘,xn)

mas um ponto de ({xl} X Rn'l) n V! & ponto critico de
x
£ se e somente se este € também ponte critico de g,
pois

1 0

aq./ax. = x .
i J 1
* Y- /ij

Supondo entfo que o teorema seja valido para di-

mensfSo do dominioc igvwal a n-=1, temos que o conjunto dos
oo *1 . k-1

valores criticos de g tem medida nula em {x }xR .

Chegamos & seguinte situacgdo
k
£(vn ¢) = g{ct) c R

” rs . ] » P
& mensurdvel, pois pode ser escrito como uniac enumerdvel

de conjuntos compactos, e
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£(vnc)n ({x} x &1

. M
1 as um
conjuntc com tais propriedades tem medida nula em Rk

tem medida nula em {xl} X Rk-l, para cada x

(Teorema de Fubini), Como C - Cs pode ser coberto por
uma seqftdncia de tais vizginhangas de V temos gue

f(C - Cs) tem medida nula., Falta apenas observar gque a
indug&o pode ser comegada, isto €, para n =0 o que &

dbvio,
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