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FREFACIO

Os cgrébs de Cdlculo Diferencial e Integral minig
trados peios.institutos ou Departamentos de Matemdtica de
nossas unifersidades destinam-ée a um mimero muito grande
de estudantes pertencentes ds mais diversas dreas, como as.
engenharias, as ciénqiagréxatas, as ciéncias bioldgicas,

e as ciéncias humanas. .Numa universidade, como a de Bra-
sflia, a maior parté dos alunos admitidos tomam pelo me-
nos um curso semestral de cdlculo. Portanto, apenas uma
percentagem muito pequena da populagfo estudantil do Cdl-
culo € constitufda por alunos da drea de Bacharelado e Li
cenciatura em Matemdtica. A compreens3o desse fato & es-
sencial para que se decida o modo eomo o Célculo deve ser
ensinado. Nio & correto, para.oé objetivps a que se des-
tina fal curso, tentar ensind-~lo com um rigor que cabe
mais em um curso de Andlise. Por outro lado, nfo se deve
cair no estilo "Dona Bénta". E possivel escolher um cur-
so.médio entre os dois extremos, apresentando (sempre) os
conceitos corretamente, demonstrando alguné teorémas, e
fazendo muitas aplicagles is diversas dreas do conhecimen
to.

Ndo ¢ de esperar.que um aluno apds um curso de cdl

I

culo saiba demonstrar os fatos que conduzem ao teorema do
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valor médio, digamos. No entanto, serd imperdodvel se
e v - Y
ele nio souber aplicar esse teorema na pesqulsa dos pon-

tos criticos de uma fungSo. Julgamos que, para s estu-

dantes do Cdlculo, € mais importante saber utilizar os

teoremas do gue propriamente demonstrd-los. As aplica-
¢Ses sfo muito importantes por que d¥o um sentido prdtico
ao que o aluno aprende. Afinal de contas, o Calculo foi
criado por Newton, tendo em vista uma aplicagfo: a mecd-
nica.

Os estudantes da drea de matematica ficariam pre-
judicades em ser "submetidos" a um curso de Cdlcule como
propomos? Cremos que 20, Em primeiro lugar, o nosso
curso secunddrio &, via de regra, deficiente, o gue forga
o aluno de primeiro semestre na universidade a gastar par
te de seu tempo preenchendo lacunas, e um curso de Cdlcu-
lo, como propomos, estd mais ao nivel desse estudante.

Em segundo lugar, € muito salutar, para gualquer um, ter
uma visfdo geral 'das questles tratadas no Cdlculo, ter um
sentimento de sua importAncia no corpo da matemdtica e
das outras ciéncias, ter o manejo adequado de algumas fer
ramentas, como a derivada e a integral, tudo isso vale a
pena ter, antes de descer aos detalhes delicados (e, via
de regra, diffceis) da formalizagdo 16éica, rigorosa e de

dutiva da teoria & qual essas questBes pertencem.
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0 curso de Andlise cobre praticamente o mesmo
material do Cdleculo, mas com uma diferenga essencial, A
atitude perante as vdrias situagBes & outra. Na Andlise
a base axiomdtica € estabelecida com detalhe, os teoremas
sfo, a partir dai, demonstrados com rigor, e, principal-
mente, a atitude critica e inquisitiva diante das ques-
t3es deve estar sempre presente. A Andlise € um ramo da
matemdtica, com sua vida prdpria, gerando seus prdéprios
problemas, com ou sem influéncia das outras cidncias gque
a aplicam,

Houve no passado, e talvez ainda hoje, certa con-
fusfo entre Cdlcule e Andlise. Por exemplec, em escolas
de engenharia, as vezes um curso de Andlise era forgado
em vez de um de Cdlculo, com conseqﬂéncias desastrosas:
nem o estudante dominava propriamente a andlise, nem a-
prendia o Cdlculo que necessitava para sua vida acadéﬁi—
ca. Quando uma situagfo desse tipo prevalece, as cadei-
ras do curso profissional dfo a matemdtica que eles vio
utilizar. NJs vemos essa situagio andmala com grande
preocupacgfo, pois ela representa um certo perigo para o
prestigio e importéncia dos departamentos de matemdtica
nas universidades. Muitos cursos de matemdtica, e parti-
cularmente o de Cdlculo, devem ser pensados tendo em vis-

ta o servigo gue prestam i comunidade universitdria.
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Um curso de Andlise deve compreender duas partes:
a Andlise de fungles de uma varidvel, e a de fungles de
vdrias varidveis. Cada parte deve ocupar um semestre,
com noventa horas de aula. A primeira parte € o objeto
da presente monografia; dois capitulos adicionais, inte-
grais imprdprias e sucessdes de fungBes, serfio acrescen-.
tados na prdxima edigdo. Julgamos que o aluno dessa ge-
qﬁéncia de Andlise deva ter feito antes o curso correspon
dente de Calculo. Assim, o cdlculo de fungdes de uma va-
ridvel deve preceder o curso de Andlise de uma varidvel,

N8o faremos, neste prefdcio, um detalhamentoc do
contelddo da presente monografia. Uma vista d'olhos no
Indice fornecerd toda a informagfio gque alguem desejar.

A preparag@o dessa monografia tem consumido muito
tempo do autor, o gual teve de usar a tdcnica de permane-
cer em casa, e, simultaneamente, estar ausente! Agradeci
mentos & Maruja, por compreender esse paradoxo. O Cold-
quio deve ser sempre um pesadelo para o Wilson que, em
tempo pinimo, tem que datilografar todos os cursos, a par
tir de manuscritos dificeis. Apesar diéso, ele faz um
trabalho excelente, e com isso sé tornou uma instituigio
na comunidade matemdtica, A ele nossos agradecimentos,
também,

Brasilia, abril de 1973
DJATRC GUEDES DE FIGUEIREDO
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CAPTTULO 1

0S NUMEROS REAIS

1,1 - Conjuntos e Fungdes

Os conceitos de conjunto e fungdo pertencem aos
fundamentos da matemdtica moderna. Portanto, ao iniciar
o0 nosso trabalho, sentimos a mecessidade de fazer algumas
consideragdea sobre tais conceitos a fim de evitar seu

uso inadegquado posteriormente.

A formalizagio da teoria dos conjuntcs em um con-
texto logicamente rigoroso € obra de grandes matematicos
deste e do sdculo passado. As contribuigSes de Cantor,
Hilbert e Gbdel sfo decisivas e profundas. Mencionamos
também © nome do matemdtico contemporﬁneo, Paul Cohen,
que féz uma contribuigio extremamente importante a teoria

dos conjuntos.

No presente trabélho, nio utilizamos nenhum dos as
pectos delicados da teoria dos conjuntos. Na verdade, ne
cessitamos apenas definir alguns termos. A palavra con-
Jjunto ¢ usada para designar uma colegdo qualguer de obje-

tos. Por exemplo, o conjunto das carteiras em uma sala
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de aula, o conjunto das criangas menores de 10 anos, o
. rd .

conjunto dos nuUmeros pares. Lidaremos, em geral, com

conjuntos numéricos, isto &, conjuntos constituidos por

i .
nimeros. Como, por exemplo: o conjunto N dos nimeros

. . . . +
naturais, o conjunto R dos numeros reais, o conjunto R
o

dos numeros reais positivos, etc. Chamamos a atengdo do
leitor para o fato de que consideramps a nogdo de conjun-

r oy

to como primitiva e que, portanto, mié & passivel de defi
nigdo,

Os objetos que constituem um dado conjunto sdo cha
mados os elementos do conjunto, Usamos a notagdo x € A
para dizer que um elemento x estd em um conjunto A, e
lé-se x ‘"pertence a" A. Uma propriedade P caracteri
za um Qonjunto A, se todo elemento de A satisfaz a pro
priedade P e se, reciprocamente, todo elemento que satis
faz 4 propriedade P pertence ao conjunto. Via de regra,
um conjunto é dado através de propriedades que o caracte-
rizam,

Por exemplo: R* ¢ o conjunto dos elementos x de

R tais que x > O, ou, em simbolos
+
R™ = {x € R: x > 0}.

Cada parte B de um conjunto A € chamado um sub-
conjunto de A. Mais precisamente, B € um subconjunto

de A (em simbolos, Bc A ou A D B) se todo x € B
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é tal que. x € A. A.expréSSﬁo Bc A lé-se B ."contido

em" A e AD B 1lé-se A "contém" B.

Usamos as seguintes notagSes: A U B para designar
o conjunto dos elementos que estd3o em A ou’'em Bj;
AN B para designar o conjunto dos elementos que estdo
simultdneamente em A e em B; A\B para designar o con

junto dos elementos que estdoc em A mas ndo em B,
L3

Uma fungao £f de um conjunto A em um conjunto
B € uma regra que a cada elemento x .€ A associa um ele
mento f(x) em B. f(x) & chamado o valor de f no
elemento x. O conjunto A & chamado o domfnio (conheci

do também por campo de definigfo) da fungdo f, e o con-

junto B € chamado o contradominio. Usamos a seguinte

definig¢8o que explicita o dominio e o contradominio da
fungdo: f: A 4 B, Ndo € demais repetir que, dada uma
fungfo f: A+ B, o valor da fungdo em um elemento x € A

€ univocamente determinado.

Exemplos de FuncgJes

(i) A=B =R e f(x) = x2, isto é, a fungdo que a
cada real x assotia o seu qﬁadrado x2.
(ii) A=B=R" e f(x) = wx, isto &, a fungﬁo\que
a cada real positivo x associa sua raiz quadra-
da positiva.

(141) A =R', B =R e f(x) = «/x, isto &, a fungdo



ho

que a cada real positivo x associa sua raiz gqua

drada negativa.

1
fws]
]

(:i_v) A R e

v
<

x, para x
£f(x) =¢1, para x =0
3 0

x”, para x <

(v) A =8B R* e f(x) = 1/(1+x).

(vi) (A fungdo de Dirichlet). A =B =R e f a fun-
gdo gque a cada racional associa o ndmero 0, e a ca

da irracional associa o ndmeroc 1.

Uma fungdo entre conjuntos numéricos nioc € neces-
sariamente definida por uma férmula algébrica, cf. exem-

plos (iv) e (vi) acima.

Dada uma fungdoc f3 A -+ B, o conjunto dos elemen-
tos y de B tais que existe {pelo menos) um x € A tal
que f(x) = y, é chamado a imagem de A pela fungfo f,

e & designado por f(A).

A imagem do dominic pela f nio &€ necessariamen-
te o contradominio todo, cf. exemplos (i), (iii), (iv),
(v), (vi) acima. No exemplo (ii), a imagem do dominio
coincide com o contradominio. TUma fungdo f: A+ B tal

4

que f£(A) =B & chamada de sobrejegdo, ou fungdo sobre-

jetiva.
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Elementos distintos do dominio de uma fungdo f
pPodem ter o mesmo valor no contradominio. Em outras pa-
lavras, pode-se ter a seguinte situacgfo: Xy # x, e
f(xl) = f(xz). No exemplo acima (i), a fungdo f(x) = x°
tem o mesmo vaior nos pontos 1 e -1. No .exemplo (vi) to-
dos os racionais vd8o no mesmo ponto pela fungdo de

Dirichlet. Uma fungdo f{ que leve elementos distintos

em valores distintos & chamada de injegfio, ou fungfo in-

jetiva. Em outras palavras, f: A + B & uma injegio se,
para todo par de pontos X, e x, em A  tais que xq #

X,, tem-se f(xl) # f(xz). As fungSes (ii), (iii), (v)
acima sfo injetivas.
Uma fun¢Zo que €, ac mesmo tempo, uma injegdo e

uma sobrejeg¢fo € chamada de bijegdo ou fungfo bijetiva.

A fungfo (ii) acima & bijetiva.
Sejam f: A+ B e Cc A dados. A fungfo f:caB
definida por f(x) = f(x), para tode x € C, & chamada a

,

restrigdo de f ao subconjunte C. Essa fungédo f e,

geralmente, designada por f[C. Por exemplo, a fungdo
F: R" 4+ R definida como ©(x) = x & a restrigfo da fun-
¢do (iv) ao conjunto RT.

0 leitor interessado encontrard um tratamento de-
talhado das ideias aqui apresentadas na referéncia [9].
O artigé de Paul Cchen e Reuben Hersh na referéncia Ehj_

faz um tratamento completo da axiomatica da teoria dos
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conjuntos.

1.2 - Os nimeros racionais

Usamos as seguintes notagSes:

N - conjunto dos ndmeros naturais 1,2,3,...
Z - conjunto dos nimeros inteiros ..., -2, -1, 0, 1, 2,..:
@ - conjunto dos numerocs racionais, isto ¢, dos muimeros

da forma ©p/q, onde p e q sdo inteiros e q £ 0.

NTo estd no nmosso programa fazer um estudo sistemd
tico dos trés conjuntos numéricos acima. Faremos apenas
alguns comentdrios rdpidos.

Como o leitor deve observar o0s nimeros racionais
nada mais s8o que as fragdes da aritmética do curso pri-

- r . i ~
mario. Quando lhe ensinaram a cperar Ccom as fragoes, a

- = . L d
rigor, o que se estava fazendo era definir as operagoes
de adigfo e multiplicagdo. As propriedades (1) a (6)
dessas operagles enunciadas abaixo, apesar de usadas fre-
qllentemente, ndo receberam maior atengfo. Isso parece

. . . .

explicdvel porque os nNnuUmeros inteiros gozam de quase to-
das essas propriedades. E, na verdade, se construirmos
os racionais a partir dos inteiros, tals propriedades po-
dem ser deduzidas facilmente de propriedades andlogas pa-

ra Z. Também foram ensinadas relagSes do tipo 8/6 =

= 4/3 e 3/1 = 3. No fundo, essas duas relagdes sdo es~-
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critas por definigfo e, portanto, nio se demonstram.,
A primeira define a relagfo de igualdade entre as fragdes,
isto €&, p/q = r/s se Pps = qr. A segunda igualdade fagz
uma identificagfo do conjunto Z com um subconjunto de

@, isto €, com o subconjunto

{p/q € @: q

1}.

Portanto, com um certoc abuso de linguagem, dizemos qué Z

¢ um subconjunto de @,

Um corpo F ¢ um conjunto de elementos X,V ,Zj...
onde se acham definidas as operagdes de adigf8o (i.e., a
cada par de elamentos x e ¥y em F corresponde um ele~
mento de F que se designa por x+y) e de multiplicagfo
(i.e., a cada par de elementos X e ¥y em F correspon
de um elemento de F gque se designa por xy) satisfazen

do as seguintes propriedades:

(1) Leis comutativas x + ¥y = ¥y + X, Xy = ¥X.
(2) Leis associativas (x+y) + z = x + (y+z), (xy)z =
= x(vz).

(3) Existéncia de um zero: existe um elemento O € F tal
que x + 0 = x para todo x € F,

(4) Existéncia de uma unidade: existe um elemento 1 € F
tal que x1 = X.

(5) Existéncia de inversos: d%do X € F existe -x €& F

tal que x + (~x) = 0, e dado X € F, x £ 0, existe
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x~1 € F tal gque xx~1 = 1,

(6) Lei distributiva: (x+y)z = xz + vyz.
E imediato verificar que o conjunto € dos racio-

nais ¢ um corpo.

0 leitor deve ser familiar com a interpretacgio geo
métrica dos racionais utilizando uma reta R, onde se es-

colhem dois pontos, o O e o 1:

Fig. 1

Os inteiros sdo marcados, facilmente, usando o
segmento de extremidades O e 1 como unidade. Os racio-
nais s&o obtidos Por subdivisSes adequadas do segmento
unidade. Se imaginarmos os ndmeros racionais marcados 50
bre a reta, veremos que eles formam um subconjunto da re-
ta que é denso no sentido que esclarecemos a seguir.

Dado um ponto qualquer da reta poderemos obter racionais
tdo perto dele gquanto se queira; basta tomar subdivisdes
cada vez mais finas da unidade. Pode parecer, pois, gque
0s racionais cobrem a reta R, isto é, a cada ponto de R
corresponde um racional. Que isso nfo € verdade, jd era
conhecido pelos matemdticos da Escola Pitagdrica. Sabiam

eles que a hipotenusa de um triﬁngulo retﬁngulo isdsceles
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ndo ¢ comensurdvel com os catetos, isto é,’se os catetos

tém comprimento igual a 1, entf@o a hipotenusa nfo & racio
nal. Portanto, o ponto P da reta R, obtido tragando-se
a circunferéncia centrada em 0 e raio igual & hipotenusa,

[ = = =
nac corresponde a um racional; veja figura 2.

Fig. 2.

Demonstracdo de que a hipotenusa ndo € racional,

Suponhamos, por contradiggo, que a hipotenusa seja um ra-
cional p/q. Podemos supor que p e q sdo0 primos en-

tre si. Pelo Teorema de Pitdgoras (p/q)2 =14+ 1, ou

2 2 I s LY - -
‘seja p2 = 2q . Logo, P € um inteiro par, o que impli
. . . 2
ca que p € par, istoc é p = 2r. Portanto, i4r" = 2q2
ou seja q2 = 2r2, de onde se segue que gq € par. Ora,

P e q sendo nimeros pares, ndo podem ser primos entre

si. Essa é a contradigfo.

0 fato acima demonstrado de que existem pontos de
R que nao correspondem a elementos de QJ indica uma dew
ficiéncia dos racionais. Procederemos agora mo sentido
de obter um conjunto numérico mais amplo que ¢ dos racio-

. . . i - - -
nais e cujos elementos estejam em correspondencia biunivo
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ca com oS pontos de R, (Dois conjuntos A e B estdo
em correspondéncia biunivoca se a cada elemento de A cor
responde um e somente um elemento de B, e vice-versa).

0 conjunto gue vai resolver essa questfio é o corpo dos nﬁ

meros reais.

EXERCICIO 1 - Demonstre ¢ seguinte fato, o qual foi utili
zado na demonstragfo de que a hipotenusa

) P A . .
do triéngulo retangulo isdsceles de cateto 1 ndo & racio

. . 2
nal. Um inteiro p &€ N e par se e so se p for par.

EXERCYCIO 2 - (Unicidade do zero de um corpo F). Se
Ot ¢ F € tal gque x+0' = x para todo
x € F, entfo 0% = 0. {Sugestfo: use a igualdade prece-

dente para x = O).

EXERCICIO 3 - (Unicidade da unidade de um corpo F). Se
1' € F & tal que x1' = x para todo

x ¢ F, entdo 1% = 1.

]

EXERCICIO 4 -~ Dados a e b em um corpo F, mostre que

L d o Fd »
a equagdo a+x = b tem solugao unica.

EXERCTCIO 5 - Dados a # O e b  em um corpo F, mostre

que a equagfio ax = b tem solugdo unica.
EXERCICIO 6 - Ox = 0, gualguer que seja x € F.

EXERCICIO 7 - 1 = O se e somente se F = {0}.
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EXERCICIO 8 - Dois corpos F; e F, sdo chamadns isomar- -

fos se existe uma fungfo T: F, + F, bije-
tiva e tal que T(x+y) = T(x) + T(y), T(xy) = T(x)7(y)

para todos x e ¥ em F A aplicagdo T € chamada

1-
um isomorfismo. Mostre que T(O) =0 e T(l) = 1, onde
estamos utilizando o mesmo simbolo O para os zeros de

F e F

1 o1 bem como 1 para as duas unidades.

1.3 - INF e SUP

Un corpo F € ordemado se contém um subconjunto P

com as seguintes propriedades

(Pl) x¢€ P, y€P implica x + ¥ € P e xye P,
(P2) dado x € F, entfo uma e somente uma das trés

possibilidades ocorre: x€ P, -x € P, x = O,

0 leitor verd imediatamente gque @ € um corpo or-
. + . . s
denado, onde P & o conjunto @ dos racionais positi-

vos., Isso motiva o nome de elementos positivbs para os

elementos do subconjunto P de um corpo ordenado qualquer
F., Em um corpo ordenado F, pode-se introduzir uma rela-

gdo de ordem entre seus elementos do seguinte modo:
X >y 8e X -y € P,

No caso dos racionais essa & precisamente a ordem usual,
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pois x € Q+ se x > 0,

EXERCICIO 1 -~ Seja O o© zero de um corpo ordenado F.
Demonstre que: (i) x € P se, e sd se,
x> 03 (ii) 0> x se, e s6 se, x £ 0 e x¢g P.
Deixamos ao leitor a verificagdo das seguintes pro
priedades, que sfioc vdlidas em gqualguer corpo ordenado:

(1) x

(2) X > Vv, z>t=x+z >y + t

v

¥ YV > Z = X > Z

(3) x>y, z>0> xz>yz

() x>0, xy>0=73>0

(5) x>0, 0>vyv=0>Xxy

(6) 0>x, O>y=xy>0

(7) x>y, =z qualquer = X + 2 > ¥ + =
(8) se F #£ {0}, entio 0 < 1.

(9) 0O<ca<b = 0< = é

b
{(10) a< b = ~a> -b

1 1

(ll)a<b<0=¢0>-5>s

1 1

(1) a<0<b =< 0<%
(0 sfmbole = , que se 1& "implica", & usado para expres-

sar que as asserg¢des do lado esquerde acarretam ¢ gue vem
escrito do lado direito. Nos enunciados de teoremas, "="

substitui a palavra "entZo'".)

Usamos ainda os seguintes simbolos: =z, <, £, que
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tém o seguinte significado:

X2z2Y se x>y ou X =Yy
X <y se ¥ > X

Xs Y se ¥ =z x.
Além disso, utiliza-se a seguinte terminologia:

X >y 1l8-se x maior que vy
x 2y lé-se x maior ou igual a y
X < y 1lé-se x menor que Yy

~ .
X<y le-se x menor ou igual a ..

Cota superior. Seja F um corpo ordenado e A um sub-

conjunte de F. Um elemento x ¢ F € uma

cota superior de A se x 2 ¥, para todo v € A. Existem

conjuntos que nfo tém cota superior. Por exemplo, consi-
dere o corpo ordenado § dos nuimeros racionais; & fdeil
de ver gque o subconjunto N dos numeros naturais nfc tem
cota superior (cf. Exercicio 2, seg¢fo 1.4). Esse fato mo
tiva a seguinte definigdo. Um subconjunto A de F se

diz limitado superiormente se ele possui cota superior.

Cota inferior. De modo andlogo, introduzimos os conceitos

de cota inferior e conjunto limitado infe-

riormente. Um elemento x € F & uma cota inferior se

x £ ¥, para tode y € A. Existem conjuntos que nfo pos-

suem cota inferior. O conjunte #Z dos numeros inteiros
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~r . - rd 3 .
nac tem cota inferior no corpo ® dos numeros racionais.
Um subconjunto A de um corpo ordenadoc F se diz limi-

tado inferiormente se ele possui cota inferior.

Supremo de um conjunto limitado superiaermente. Seja F

um corpo
ordenado e A c F um subconjunto limitado superiormente.
0 supremo do conjunto A, gue designamos por sSupi, € de-
finido como a menor das cotas superiores de A (gquando
existe!). Em outras palavras, x € F & o supremo de A
se

(i) x for cota superior de A, e

(ii) x =2 z, onde z & uma cota superior de A, impli-

que X = Z.

0 Exercicio 2 no final desta segdo mostra um con-

junto limitado superiormente que ndo possui supremo.

EXEMPLO 1 - Considere o corpo ordenado @}, e o subconjun-
toc A dos racionais maiores que (O e menores
que 1, i.e.

A=fye g 0<y<1}.

Qualquer racional maior ou igual a 1 é cota superior, e
supA = 1. E fdcil de ver que supB = 1, onde
B={y€ @ 0g y < 1l}. Por esses exemplos, vemos que o

sup (quando existe!) pode pertencer ou nfo ao conjunto.
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Infimo de um conjunte limitado inferiormente. Seja F um

corpo orde
nade, ¢ A C F um subconjunto limitado inferiormente.
0 infimo de um conjunto A, que designamos por infA, &
definido como a maior das cotas inferiores {quando exis-

te!). Em outras palavras, x € F € o infimo de A se

(i) x for cota inferior de 4, e
(ii) x < 2z, onde z & uma cota inferior de A, impli-

que X = Z.

0 Exemplo 3, abaixo, mostra um conjunte que nfo

possui inf.

EXEMPLO 2 - Con5idére no corpo ordenado dos racionais os
conjuntos A e B definidos no Exemplo 1

acima. Vé-se gue inf A = 0 e dinf B = 0. Como no caso

do sup, o inf {quando existe) pode pertencer ou ndo ao

conjunto,
EXEMPLO 3 - Considere o seguinte subconjunto deos racionais
: 2
A=fx€e Qx> 2, x> 0}.
Demonstraremos que A ndo tem inf (em Q). Seja
2
B=1Iixe€eq x“<2, x>0},

Como ndo existe racionmal tal que x2 = 2, segue-se que da

do um racional positivo 1, entdo ou T € A ou r € B.
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Em primeiro lugar, provamos

(8) se x€ A = existe y € A tal que y < x.

(9) se x€ B = existe y € B tal que x < y.

A
Para provar (8) escrevemos x = p/a. A idéia & procurar

um inteiro n tal que ¥y = (np-l)/nq pertenga a A,

Isso ocorre se (np-l)z/nzq2 > 2, i.e.,

2

(10) (p®-29°)n® - 2pn + 1 > O.

2
Como x £ A temos que p -~ 2q2 > 0. Logo, (10) se verji
fica para n- suficientemente grande (qudo grande?). De
medo andlogo provamos (9). A seguir, suponhamos que A

tenha infimo, que designamos por x . Entdo x, € x pa-

ra todo x € A. A vista de (8), x nio pode pertencer
a A, pois, de outro modo haveria y € A tal que ¥y < X
¢ qgue seria absurdo. Logo, Xq deve pertence a B. A
vista de (9), existe pois =2z € B tal X, < z. Como

2

Z < 2, segue~se que =z € cota inferior para A. Isso,
porém, contradiz o fato de X, ser o inf de A.

Conclusfo: A nfo tem 4inf.

EXERCICIO 2 - Usando um argumento andloge ao empregado no
Exemplo 3, o leitor pode demonstrar que o

conjunto B definido ne Exemplo 3 nfo possui supremo.

EXERCICIO 3 - Um subconjunto de um corpo ordenado se di=z

limitado se € limitado superiormente e li-
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mitado inferiormente. D& um exemplo de um conjunto limi-

tado que nflo possui nem sup nem inf.

1.4 - 0s nimeros reais

Agora definimos o conjunto R dos numeros reais

como sendo um corpo ordenado onde se verifica a seguinte

propriedade:

Postulado de Dedekind. Todo subconjunto nfo vazio de R
constituido de elementos positi-

vos tem um infimo.

O Postulado de Dedekind realmente determina o cor-
po dos reais entre todos os corpos ordenados. (A rigor
essa determinagdo € feita a menos de isomorfismos.) O
corpo R assim definido contém um subconjunto que estd
em correspondéncia biunivoca com o conjunto €@ dos ra-
cionais. Na realidade, essa correspondéncia goza da pro-
priedade de preservar as operagles de adigfo e multiplica
gdo; correspondéncias biunivocas desse tipo tomam em élgg
bra o nome de isomoifismos. Para todos os efeitos, pode-
mos simplificar essa questdo do isomorfismo e simplesmen-
te dizer que R contém Q: @ R. A reta R & um belo
modelo geométrico para o corpo IR: cada ponte de R re-

pPresenta um real, e vice-versa, a cada real corresponde
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um ponto de R. As afirmagles feitas no presente pardgra
fo requerem demonstragdo. O leitor poderd encontrd-las,

por exemplo, na referéncia [2].

Deixamos ao leitor as verificages dos seguintes

fatos que decorrem diretamente do Postulado de Dedekind.

EXERCTCIO 1 - Se um conjunto A de R +tem uma cota infe
rior, entdo A +tem inf. (Sugestdo: seja d

uma cota inferiorrde A, considere o conjunto

A-d = [x € R: x = a-d, a € A}, isto €, a translagfo do

conjunto por =-d, de modo qQue o nove conjunto é constitui

do de reais positivos.)

EXERCICIO 2 - Se B & um conjunto que tem uma cota supe-
rior, entdoc sup B = - inf(-B), onde
-B={x€R: x =-b, b€ B}]. Dai se segue que todo con-

junto nfo vazio, que tem cota superior, tem um sup.

EXERCICIO 3 - Mostre que o conjunto N dos mimeros intei
ros positivos n&o tem sSup. (SugestEo: su-
ponha que m & o sup de N e mostre que existe mgN

tal que m - 1 < n,)

EXERCICIO 4 - Mostre que dado um real positiveo a, existe

. . g 1
um inteiro positive n tal que = < a.

EKERCfCIO 5 - Mostre gque o corpo dos reais € arquimedianco

isto &, dados dois reais a, b, com
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0 < a< b, existe um inteiro n tal que na > b.

EXERCICIO 6 - Sejam x € R e A= {r € Rt r € Qe x< r}.
Mostre que x = inf A. (Sugestdo: chame b

0 infimo de Aj primeiroc mostre que a assergdo b < x

nfo pode gser verdadeira; a seguir admita que b > x e

use o Exercicio 5 para tomar n tal que %—< b-x. Tome

x € A tal gque b< r< b+ %—, e mostre que x < 1 -

- %-< b, chegando a uma contradigfo).

EXERCICIO 7 - Mostre que o conjunto € € denso em R.
Em outras palavras, dados dois nimeros reais
quaisquer x < ¥y, existem racionais r tais que x<r <Y.

(Sugestdo: use o Exercicio 6).

Os ndmeros reais, que nfo sfo racionais, sdo chama
dos irracionais. Um modo de produzir exemplos de mimeros
reais € tomar inf de subconjuntos nfo vazios de racio-
nais positivos. Por exemplo, o cenjunte A do Exemplo 3
da segdo 1.3, olhado como um subconjunto dos nimeros
reais, tem um infime b € R, em virtude do Postulado de
Dedekind, Provamos na segdo 1.3 que b mndo &€ racional.
Eis pois, um exemplc de um nimero irracional; esse mimero
& designado por 2. A justificagfo dessa notagdo jaz no

seguinte resultado.
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A equacgdo x* = 2 tem uma e s& uma solugdo real
positiva®,.

Esse € um resultado soYre a existéncia e unicida-
de de solugfo para uma equagdo. A unicidade & facilmente
provada supondo que existem duas solugdes reais positivas
a e b: a2 =2 e b2 = 2 ©0 que acarreta a2-b2 =0
ou seja (a-b)(a+b) = 0. Como a >0 e b >0 temos
a+b > 0 o que implica a-b = 0, ou seja a = b,

A existéncia de solugfo real positiva para x2 = 2

€ obtida provando-se que b = inf. A (4, o conjunto do e-

xemploc 3 da segﬁo 1.3) satisfaz & equagaoz b2 = 2. Bas-
2

2 facd ~ I
ta mostrar que b7 < 2 ou b > 2 ndo sfo verdadeiras.

Primeiro suponha que b2 < 2. Como

1.2 2 2b 1 2 2b+1
(b+?1_) =b -!-—""ﬁ"-l-?sb o ’
vé-se que (b + £)2 < 2 se n 3> EEi%. Isso mostra que
H 2-b
b + é— é uma cota inferior do conjunto A3 portantoe b

ndo poderia ser o infimo de A. Por ocutro lado, suponha
que b2 > 2. E fdcil de ver, como se fez acima, que se
2
n € N for tomado adequadamente, teremcs (b - %) > 2.
Em virtude do Exercicio 7, existe r € @ tal que
1 2 2 .
b -~ E—< r<b. Logo 2 < r” <« b” o que contradiz o fato

de b ser o infimoc de A.

EXERCICIO 8 - Mostre por indugdo que
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n-1 n-=2 ~1 n-l)

x"-y™ = (x-y) (x +Xx y+...+xn-jyj ooty .

onde n€N e x,¥vy € R.

EXERCICIO 9 - Seja a um mimero real positivo e p um
inteiro positivo. Mostre que a equagfo

x = a tem uma ¢ s uma solugdo reil positiva. Essa so-

lugfo que se designa por '53 'ou aﬁ‘, é chamada a rajiz

p (ou p-dsima) de a. (Sugestfo: use o Exercicio 8 para

provar a unicidade. A existéncia € demonstrada de modo

andlogo ao que se fez para a raiz quadrada).

Poténcias. Se a & um real positivo e p €& um inteiro
fotencias

positivo, aP designa o produto de a por

1
si mesmo p vezes. Usando o Exercicio 9, aP designa a
solugdo positiva (dnica) da equagfo x® = a. Definimos

agora dg-= (ap)l/q para p e q dinteircs positivos.

-

Finalmente se r €& uma racional negativo definimos

r -ry=-1 . r . -r .
a” = (a™)7", isto a’ & o inverso do real a » que jd

estd definido pois -r > 0. Adiamos para o Capitulc 6 a

V2

questf{o de atribuir um sentido a expressSes como 2 .
X - - g
1dJ§; ¢, em geral a , onde a & um real positivo e x

é um numero irracional.

EXERCICIO 10 - Mostre que se r e s sdc racionais e a

r_s r
a_a-l-S

€ um real positivo, ent3oc a
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GComentdrios sobre a definigdo de nmimero real. No comego

desta se-
Py - . ” -
gdo definimos os numeros reails como sendo um corpo ordena
b
. ~ . N

do onde vale o Postulado de Dedekind., Poe-se, imediata-

N ~ .
mente, a guestfio da existencia de um tal corpo. Essa
gquestdo deve receber uma resposta positiva para que a de-
finigdo dada de numero real tenha sentido. Ndo & fdcil

. - . .

provar que existe um corpo nas condigdes pedidas. Do pon
to de vista histdrico, essa questfo foi resolvida relati-
vamente tarde. Coube aoc matemdtico alemfo Richard Dede-
kind, fazer a primeira apresentagfio rigorosa do conceito
de numero real. Isso foi feito em um pequenoc livro "Con-
tinuidade e Numeros Irracionais'", publicado em 1872. A
ele se deve a nogido de "corte', com a qual & possivel pro
var que existe um corpo ordenado onde vale o postulado de
Dedekind, veja abaixo, Hd um outro modo de introduzir os
reais, através das chamadas sucessoes de Cauchy, cf. se-

950 1.11.

A atitude adotada no presente trabalho, além da
vantagem de introduzir os nimeros reais sem maiores de-
longas, fornece-nos os elementos de prosseguir com abso=-
luto rigor. Cremos que essa é a melhor atitude a tomar

em ecursos introdutdérios de cdlculé ou andlise.
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Somente a titulo de ilustrac¢fo, faremos alguns co-
mentdrios sobre o método de Dedekind. O leitor interessa

do poderd ver os detalhes na referéncia L10].

Cortes de Dedekind. O método consiste em partir o corpo

ordenado @ dos ndmeros racionais e
construir um outro corpo do seguinte modo. Primeiramente,
um subconjunto A dos racionais € chamado um corte se as
trés condigdes seguintes sfo satisfeitas: (i). A & nfo
vazio e ndo contém todos os racionais, (ii) se r € A,

s € Q@ e s<r entfo s € A, (iii}) dade r ¢ A, existe
t € A tal que r < t. Considere o conjunto € de todos
0os cortes. (Um tvlemento de € & um subconjunto de Q.)
Em € , pode-se definir operacgdes de adigdo e multiplica-
gdo e provar gue, com essas operagBes, C € um corpo.
Define-se, também, uma relagdo de ordem e prova-se, entio,
que € € um corpo ordenado. Finalmente, demonstra-se que
esse corpo satisfaz o Postulade de Dedekind., Observe que,
seguindo essa apresentaggo, 0 dito postulado deve ser cha

mado: Teorema de Dedekind!

1.5 - Desigualdades

. + . .
Designemos por R 0o conjunto dos elementos posi-

tivos do corpo ordenade R. O conjunto R* contém todos
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08 racionais positives.

0 valor absoluto de um numero real a, que se desig

na por |a|, ¢ definido do seguinte modo:

lal =
-a, se a < 0,
Por exemplo, o valor absoluto de 3 € 3, e o valor absclu-
to de -3 também € 3. Vé-se que, em geral, temos para
qualgquer real a:

la| = |-a

Seja a um ndimero real positive, Observamos na 5
. - ~ 2 d - b d
gdo anterior que a equagdoc x = a tem uma unica soclugdo
s . . . + 2
positiva, isto e, existe b € R tal que b = a. Este

valor € chamado a raiz gquadrada positiva (ou simplesmente

a raiz quadrada) de a, e serd representada por +a. Se
. b 2 I

considerarmos a equagdae x = 0, vemos que x = 0 ¢é soln

gdo; logo, a raiz quadrada de 0 € 0. Se considerarmos a
~ 2 ~

equagao X = a, como a < 0, vemos que ela nao pode ter

solugdo, pois, o quadrado de um ndmerc real, positive ou
. . . . .

negativo, nunca € negativo. Logo, um numerc real negati-

vo ndo tem raiz quadrada. Provaremos agora ©os seguintes

fatos relativos a raiz quadrada,

TEOREMA 1.1 - Seja ¢ wum real qualquer. Entdo |c| = ch.




-25.

Demonstragfdo: Imediato se ¢ 2 O, Se ¢ < 0, entdo
c® = |c|2 e, portanto, Jc> = J|c|2 = |c|,

onde se usou na udltima igualdade o resultado jd provado

para o caso de <c¢ E O,

TEOREMA 1.2 - Sejam a e b reais positivos, tais que

a < b. Entio +~a < J/b.

Demonstragao: Escrevamos x =+a e v =4+b. Dai x° = a

e y2 = b. Como a < b, entdo x" < y~.

. 2 2
Isto €, ¥~ - x>0, ou {(y-x){yv+x) > O. Sendo x e v
positiveos, temos que vy+x €& positivo. Pela propriedade
{4) da seclo 1.3, segue-se que ¥y - x > 0. Dafi x < v,

como quer:ifamos provar.

Temos as seguintes propriedades do valor absoluto:

(1) lab] = |a][b]
(ii) la+b| 2 |a|+|b| (desigualdade do tridngulo)
(iii) | fa] - |b| ]| s |a-b] {2¢ desigualdade do tridngulo)

quaisquer que sejam o5 reais a e b,

Demonstragdo de (i): Consideremos os trés casos possiveis.

Primeiro, a =2 O e b 2 0; entdo (i)

se reduz a ab = ab, Segundo, a = 0 e b < 0; entio
ab < 0, e temos |ab] = -ab, |a| =a e |[b] =-b, o
que implica (i). Terceiro, a < 0 e b < 0; entdo ab >

> 0, e temos |ab| = ab, |a] = -a, |b| = -b, e daf (i).
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Ndo hd necessidade de analisar um gquarto caso, a < 0 e
b > O, pois, os papeis de a e b na relagfo (i) sdo
perfeitamente simétricos, em virtude da comutatividade do

produto de reais.

Demonstragfo de (ii): A demonstragfo poderia ser feita,

como no caso anterior, pelo exame
das diversas possibilidades, Preferimos, porém, dar ou-
fra demonstragdo, a fim de ilustrar um outro método. Da
definig8o de wvalor absoluto, segue-se que para qualquer
real ¢, temos que

c < |ef,
a igualdade ocorrendo se c¢ = 0. Portanto, temos
ab < |ab] = |a]|b],

onde utilizamos (i) para escrever a igualdade. Multipli-
cando ambos os membros por 2 e somando a2 + b2 a cada

membro temos

a® + 2ab + b < a4 2 la| |v] + b2
ou

(a+b)? s (]a] + |b])?

2
em virtude de a2 = Ia[ + Tomando a raiz quadrada de am-

bos os membros, e usando os Teoremas 1.1 ¢ 1.2 obtemos a

desigualdade (ii), que querfamos demonstrar.
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EXERCICIO 1 - Usando (ii) acima demonstre (iii).

. + . P
O conjunto R ¢ chamado a semi-reta positiva.

Por analogia, o conjunto {x € R: x < 0} & a semi-reta
negativa. Em geral, uma semi-reta & um conjintoc de uma

das formas seguintes.

(a,») = {x € R: x> a}, (-=,b) = {x¢€ Rt x < b}

1]

[a,=) {x € R: x= a}l, (-»,b] = {x € R: x s b}

[ - Y - . »
onde a e b sda0 reais quaisquer. Nos dois primeiros
casos, a semi-reta nfo inclui a extremidade, e entfo &

chamada semi-reta aberta. Nos dois 1iltimos casos, ela

inclui a extremidade, e, entfo, ¢ chamada semi-reta fe-

chada. Veja figura 3 abaixo:

semi-retas abertas

semi~retas fechadas

Fig. 3

Dados dois reais a e b, como a < b, um conjunto

de uma das gquatro formas abaixoc € chamado um intervalo.

(a:b)

I

{x € Rt a<x<b}, [a,b] ={x€ R: a < x < b}

[a,b) = {x € R: a< x< b}, (a,b] = {x€ R: a < x < b}.
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C intervalo (a,b) ndo inclui suas extremidades e &€ chama-

do um intervalo abertoc. O intervale [a,b] dinclui suas
extremidades e € denominado fechado. Veja figura 4 abai-~
A
xo: .
a b a b a b a b
intervalo aberto intervalo fechado
Fig. 4

O interior de um intervaloc de um dos quatro tipos

s - . I 3 A
acima €, por deflnlgﬁo, o intervalo aberto (a,b). Ve-se
dque o interior do intervalc pode coincidir com o prdprio

intervalo,

Por uma questdo de uniformidade na nomenclatura,
as semi-retas e a reta inteira sfo chamadas tambdm inter-

valor ou, mais precisamente, intervalos infinitos.

Definimos interior de um intervalo infinito de mo-
do andlogo a interior de um intervalo (finito). Por exem
plo, o interior de f[a,=) & (a,=).

- Intervalos também podem ser descritos em termos do

valor abscluto. Por exemplo:

(-3,3) = {x € R: |x| < 3]
(-4,4] = {x € R: |x]| < 4,

Nestes exemplos, o centro do intervalo (i.e., o ponto mé-

dic do intervalo) € a origem O da reta. Mostraremos ago-
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ra que intervalos, ndlo necessariamente com centro na ori-
gem, também podem ser descritos usando o valor absoluto.

Por exemplo, consideremos o conjunto
A= {x € R: |x-1] < 2},

Pela definigdo de valor absoluto, temos que se x € A, en

tdo hd duas possibilidades:

1) x - 1= 0 e, neste caso, x - 1 < 2. Estas duas
desigualdades ddo x = 1 e x < 3. Logo, neste

caso, x pertence ao intervalo [1.3).

2) x - 1< 0 e, neste caso, «~(x-1) < 2. Estas desi
gualdades dizem que x < 1 e x > =1. Logo, nes~

te caso x pertence ao intervalo (-1,1).

Juntando os dois casos, vemos que A € precisamen

te o intervalo (-1,3).

Pelo mesmo argumento desenvolvido acima, o leitor

pPode provar que:

{x € R: |x+3] < 1] (~4,-2)

{x ¢ R: [x=3]

A

2} L1,5) .

Trace uma figura e observe que no primeiro caso o
nimero -3 & o centro do intervalo e 1 & a metade do co—
primento do intervalo. O comprimento de um intervalo (de

qualguer um dos tipos acima) com extremidades a < b &
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por definig¢fo o mimero real positive b-a. ‘A metade do
comprimento de um intervalo € chamado o raio do intervalo.
Assim no intervalo [1,5] o centro € 3 e o raio 2. Em
geral, o leitor poderd provar que se a e T sdo reais

quaisquer, com 1 > 0O, entdo

{x € R: |x+a| < 1} (-a - r, -a + 1)

{x € R: |x+a| s r} (wa = r, -a + )

fx € R: [x-a| < T} (a -1, a+r) .

Dados dois ndmeros reais a e b, dizemos que
|a-b] & a disténcia entre eles. Tal conceito tem um sig
nificado geométrico evidente,se lembrarmos a correspondég
cia entre os mimeros reais e os pontos da reta. O compri
mento de um intervalo [a,b], (ou (a,b), (a,b), (a,b]) €

. fag - .
entfo a distancia entre suas extremidades.

EXERCICIO 2 - Usando valor absoluto escreva expressoes

para os seguintes conjuntos:

(i) ¢ conjunto dos pohtos cuja distancia a 1 € menor
ou igual a k.
(ii) o conjunto dos pontos cuja distancia a -5 é menor
que 2. 7
(iii) o conjunto dos pontos cuja distancia a 6 € maior

que 3.
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EXERCICIO 3 - Descreva geometricamente o conjunto
{x € R: |x-2| < |a-2]|},
considerando os vdrios casos possiveis para o parametro a.
EXERCTCIO 4 - Mostre que os dois conjuntos abaixo sdo
iguais
[x:ix < 4} e ([x:]x-2| < [x-6]}

(Observe que usando a nogfdo de disténcia, o segundo con-
junto pode ser descrito como o conjunto dos pontos cuja

distidncia a 2 & menor que sua distancia a 6.)
EXERCICIO 6 - {A desigualdade do trifdnguloc generalizada.)
Sejam a, b e ¢ mimeros reais. Prove gque
a+b+c| < |a| + |b| + |cl.

(Esse resultado pode ser provado, usando indugfo, para

qualguer niumexro (finito) de termos, i.e.

n n
Z a,l =< I a.f).
| ol B legD

EXERCTICIO 7 - Descreva geometricamente os seguintes con-

juntos:
{x ¢ u=1<%< 2}
{(xe R: $<1}
{XE‘R=9<x2<16]
{x e R: 0« x3].
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IXERCICIO 8 - Descreva geometricamente os conjuntos:

2

{x € R: x* - x - 6 < 0}

[x e m: x>

- 2x + 1> 0}
S
[x € R: 2 6 x s lc< 0}

{x € R: (x-1)(x-2)(x-3) =z 0}

EXERCICIO 9 - Se a < x < b, mostre que |x| < |a| + |b

(Sugestfo: x < b implica x < bl a < x

implica -x <« -a < |a[).

EXERCICIO 10 - Mostre que a2 + ab + b2 z 0 quaisquer

que sejam os reais a e D.

EXERCICIO 11 - Se a e b sio reais positivos mostre
que J;;'s %~(x+y). (Sugestao: use 0s pro
dutos notdveis da dlgebra do curso secunddrio). Essa de-
sigualdade diz que a média geométrica de dois mimeros
reais positivos (Vxy) "¢ menor ou igual que a mdédia arig
mética (E%XJ desses mesmos numeros. Mostre que geoe-
tricamente essa desigunldade éxpressa o fato gque a altura
de um triangulo retidngulo tendo por base a hipotenusa &
menor ou igual que metade da hipotenusa. Quando € que as

médias aritmética e geométrica sfo iguais? Que quer di-

zer isso geometricamente?

EXERCICIO 12 - A média harmdnica de dois mimeros reais ro

sitivos a e b & definida como sendo o
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nimero h tal que h™' = l-(a-l

> + b_l). Mostre que a mg

- [ad . - v .
dia harmonica € menor ou igual gque a média geométrica.

Quando € gque essas duas médias s3o iguais?

EXERCICIO 13 - (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).

Se KyseeosXy © Fipeeesy, sfo nimeros
n n n
reais mostre que ( I x.y.)2 s I x? - Z y? .
n=1 171 i=1 1 i=1 1
~ A n 2 .
(Sugestdo: o trindmio em t, _Zl (xi-tyi) y € sempre = O,
i=

Qual € seu discriminante?)

EXERCICIO 14 - Se Ajrese,a sdo reais positivos mostre

I

que

l
ﬂal...an < E»(al teeat a ).

1.6 ~ Sucessdes numéricas

Uma sucessfo numérica (ou simplesmente, sucessﬁo)

€ uma fungdo s: IN % R definida no conjunto dos nidmeros
inteiros positivos tomando valores reais. Assim a cada
n &€ N corresponde um real a . Observamos que os an's

ndo sdo necessariamente diferentes. Os elementos a,

s&o chamados os termos da sucessfo, e a notagio (an) e

usada para designar a sucessdo.
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EXEMPLOS:
(i) 1, 1/2, 1/3,...,1/n,...
(i) 1, 3, 1/2, 3, 1/3, 3, 1/4, 3,...
(iii) -1, 1/2, 1/2%, 1/23,....
(iv) 1, 2, 1, b,...
{(v) 2,2, 2,....

(vi) 1, 2, 3, 4,...

Atengdo: A notagfo (an) nfo deve induzir o leitor a pen
sar que uma sucessao ¢ um conjunto de reais. E

essencial ter uma definig&o de sucessao que impligue que

a sucessdo (i) acima seja diferente de 1, 1/2, 1, 1/3,

1, 1/4, 1, 1/5; l1,.... Quando nos referimos ao ccenjunto

formado pelos termos da sucessfo, usaremos a notagio [an}.

Uma sucessdo (an) ¢converge para um ndimero real
r, se, para qualguer real e > 0 dado, existir um mimero

natural n (que pode depender de e } tal que

(1) : jr - a | <e,

para todo n 2'n0.

" Na verdade,'ao testar a convergéncia de uma suces-
sdo, nds nos interessamos somente no que se passa quando
580 dados "pegquenos" e's., Isso porque se a desigualdade
(1) se verificar para um dado e, > 0, ela necessariamen-

te se verificard para todo e > €, O mimerc r €& chama-
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do o limite da sucessdo, e toda sucessdo que converge &
denominada convergente. Usamos as notagdes a +r, e

r = lim a_.,
n

OBSERVAGOES: 1) A sucessdo (i) acima converge para O.
De fato, dado um e > 0, tomaremos um
o

n > l/e. Entao, para todo n > n_, teremos n > l/e, o

que implica 1/n < e ou | - O] < €.

BiF

2) A sucessdo (ii) acima nfo converge, pois, por um lado,
hd termos da sucessdo iguais a 3, para n's tdo gran-
de quanto se queira e, por outro lado, os termos a  pa-
-* -~ .
ra n impar convergem para ©O. Poderiamces formalizar

esse argumento do seguinte modo: seja dade e = 13 entdo,

qualquer que fosse o real r, o intervalo [ xeR:

x-r] < 1}
ndo poderia conter o mimero 3 e algum termo a_ para n

”
impar.

3) Por um argumento semelhante ao de 1) acima podemos pro

Var que a SUcCessao (iii) converge para O.
L)Y E imediato que a sucessfo (iv) nf#o pode convergir.

5) A sucessfo (v) obviamente converge para 2.
!

Quando uma sucessdo ndo converge, diz-se que diver-

ge e ela é entfo chamada uma sucessio divergente. Uma su

cessfo ao divergir pode fazé-lo de modo gue os termos a_

se tornam "arbitrariamente grandes". Formalmente, isso
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quer dizer que dado qualguer real M > 0, existe no
(que pode depender de M) tal que para todo n » n, te-
mos a > M. DNeste caso, dizemos que a sucessdo (an)
tende para +o. Usamos a notagdo a_ - +» ou lim a =
= 4w,

Por exemplo, a sucessdo (vi) tende para +=. De

modo andlogo podemos definir o conceito de uma sucess&o

tender para -w=: a =+ -= se dado qualguer M > 0 existe

nO (que pode depender de M) tal que, para todo n = n o

temos a_ < =M,

n

Uma sucessdo pode divergir sem que seus termos se
tornem arbitrariamente grandes, como por exemplo, a su-

- = s . A 3
cessio (11) acima. A divergencia, neste caso, decorre de
1l . . .

que os termos se "acumulam® junto a dois pontos diferentes,
3 e 0.

Seja A = {nl < n, < ...} um subconjunto infinito

2
de WM. A restrigfo s|A de uma sucessfo s: Na R
(s: n 4+ an) a A & chamada uma subsucessf®o. Portanto

a subsucessao SIA € uma sucessfo definida do seguinte

modo: a cada j& N corresponde o real S(nj) = ap

EXERCICIO 1 - Seja k um ndmero real positivo dado. Prove
gque uma sucessdo (an) converge para r
se, dado e >» 0 existe o, € N tal que |aIl - r| < ke

para n 2z n_.
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EXERCICIO 2 - © limite de uma sucessdo convergente ¢ uni-
co, isto €, se para uma dada sucessdo (an)

tem-se lima =T e 1lim a, = s, entdo r = s,

EXERCICIO 3 - Mostre que as sucessdes (ii) e (iv), apesar
. "
de nfo convergirem, contem subsucessdes con
-~ A~ b d g
vergentes, De um exemplc de uma sucessdoc que ndo contém

nenhuma subsucessio convergente.

EXERCICIO 4 - Seja (an) ‘uma sucessdo convergente. Mos-
tre que qualquer, subsucessdoc ¢ também con-
vergente. Aldm disso, se o limite de (an) é r, o li-

mite de qualguer subsucessdoc & também r.

. ~
EXERCICIO 5 - De exemplo de uma sucessfo que contém sub-
[ d
sucessodes convergentes para cada mn € N,
(Em outras palavras, os termos da sucessfo se "acumulam"

em torno de todos os inteiros positivos).

*EXERCTCIO 6 - D& exemplo de uma sucess3o que contém sub-
sucessdes convergentes para cada real “do

intervalo (0.1).

*EXERCTCIO 7 - (1lim sup). Dada uma sucessio (a,), defi-

ne-se o limite superior de (an) {0 qual

se representa por lim sup an) .como o nimero real s
que goze da seguinte propriedade: dade e > 0O existe

apenas um nuimero finito de termos de (an) maiores que
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s+e, e existe um numero infinito de termos de (an) maip
res que s-e. Para entender bem esse conceito, determine
os 1im sup das sucessOes exemplificadas acima., Observe
-~ Pt v 3 £y -
que se a sucessdo converge, entfo seurlimite coincide com
3 Py . - » b d -

o 1im sup. As sucessdes (iv) e (vi) nfo tem 1lim sup.
Mostre que se uma sucessfio tem 1lim sup, entHo existe uma

subsucessdo que converge para esse lim sup.

*EXERCTCTIO 8 - (1lim inf). Dada uma sucessdo (an) define-
se o limite inferior de (an) (o qual se
representa por 1lim inf an) como sende o mimero O que
goze da seguinte propriedade: dado e > O existe apenas
um mimero finito de termos (an) menores que UJ-g, €
existe um mudmerc infinito de termos de (an) menores que
C+e. Analise os exemplos. Prove resultados andlogos aos

do 1im -sup.

1.7 = Propriedades do limite

Propriedade 1. Se. (an) e (bn) sfo duas sucessOes con

vergentes, entdo a sucessfo (an ¥ bn) é

convergente, e

lim{a_ + b
n n
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Observagdo: DE um exemplo para mostrar que (a,) e (b))

podem divergir, mas (an + b_) converge.

Propriedade 2. Se (an) e (bn)

sdo sucessfes conver-
gentes, entfo a sucessfo (anbn) € con-
vergente, e

.lim(aan) = (lim a ) (1lim b ).

Observagdo: Em particular, se (bn) fosse uma sucessfo

constante, isto &, bn = b para tode n, a
Propriedade 2 se reduziria ds seguintes assergles:

n rd Ll - .

se (an) ¢ convergente, entdo ,(ban) € convergente,

onde b & um real gqualquer; além disso, tem-se

lim(ba_) = b lim a_ ",
n n
Decorre, pois, que lim(-an) = -lim a_. E isso, juntamen
te com a Propriedade 1, implica que a diferenga (an—bn)

de duas sucessdes convergentes ¢é convergente, e

lim(a_=b_)} = lim a_ - lim b_.
n n TL TL

Propriedade 3. Se (an) ¢ uma sucessfo convergente, en-

tdo a sucessfo (Ian|) dos wvalores absow-

lutos € também convergente, e

lim|a | |1im a_|.
n n

Propriedade 4. Se (an) € uma sucessdo convergente tal

que a ﬁ 0O para tode mn, e 1lim a, ﬁ o,
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entdo a sucessdo (1/an) é convergente, e
lim(1/a ) = 1/lim a .

Propriedade 5. Se (an) € uma sucessfo convergente tal

que a >0 e lima =0, entio (1/an)

tende para +«. Reciprocamente, se (bn) tende para 4w,

>,

. T
e bn > 0 para tode n, entdo a dlicessdo (l/bn) conver

ge para O.

Observagido: Uma propriedade andloga pode ser enunciada
e o~ .
com relagdo a -=, Pondo as duas assergoes

em um enunciado unico teremos: 'se a < 0O para todo n,

entfo lima = 0 se, e sé se, lim(l/an) = -2 ",

0 leitor pode concluir facilmente que ndo € neces-

sdrio supor a > 0 para todo n na Propriedade 5 {ou

a < 0 para todo n na abservagdo acima). De fato, co-

A . s .
mo a convergéncia ou ndo de uma sucessdo € consegiflencia

do comportamento da sucessfo a partir de um certo n

0’

0 que se passa em um numero finito de termos da sucessfo

nEp perturba as questdes de convergéncia. Entfo, no pre-
sente caso, poderiamos pedir a, # 0 para todo n e

an > 0 para n maior que um certo n,. Exemplo: a su~
cessio -10, -3, 10, -1, 1, 1/2, 1/3, 1/4,... converge
para O, e sua inversa -1/10, -173, l/lO, -1, 1, 2, 3,

4,... tende para +=,.
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Propriedade 6. Se (an) e (bn) sdo duas sucessGes con

vergentes e an =< bn’ para todo mn, entdo
lim a_ < lim b_ .
ol n
Observagdo: Do que foi dito acima, a conclusfo da Proprie

dade 6 &€ ainda wvdlida se a < bn se verifi-

ca somente a partir de um certo no.

Propriedade 7. BSe (an) e (bn) s8o sucessdes tais que
a = b, para todo n (ou para m maior
gue um certo no), e (an) tende para +o, entdo (bn)

também tende para +.

As Propriedades 6 e 7 tem bastante utilidade no
cdlculo explicito de alguns limites. Por exemplo, supo-
nhamos que queremos calcular o limite de uma sucessdo
(an), e que podemos determinar &uas outras sucessdes (bn)
e (Cn) que tém o mesmo limite r, e tais que b s a <
< ¢ Entfdo, pela Propriedade 6 acima, 1lim a = rT. Uma

tal situacdo ocorre na segdo 1,8, Uma outra situagfo que

requer o uso de Propriedade 7 também 1ld ocorre.

Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar as pro-
priedades actima. Apenas para ilustrar o tipo de argumen-
to gue é!usado nessas demonstragdes, daremos a seguir a

demonstragdo da Propriedade 2. Utilizaremos o seguinte
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teorema que € também importante em outras ocasides.

TEOREMA 1.3 - Seja (an) uma sucessdo convergente. Entdo

existe k > 0 tal que |an| < k para todo

Observacgdo: Quando um tal k existe a sucessfo & dita
limitada. Portanto, o Teorema 1.3 poderia ser
assim enunciado "toda sucessfo convergente ¢ limitada,
Comparando os conceitos de sucessao limitada e de conjun-
to limitado (cf.‘segﬁo 1.3), o leitor verd que uma suces-

s30 & limitada se o conjunto {an] for limitado.

Demonstragfio do Teorema 1.3 - Seja r o limite da suces-

sfo. Entdo, dado e, digamos e = 1, existe

n_ tal que |an -r| <1 para todo n =2 n_. Usando a

2¢ desigualdade do triingulo temos

la | - Izl = [lagl « |ril's |a -r] < 1.
Logo, |anl < lrl + 1 para tode n =2 n_ . * Seja agora k!
o maior dos mimeros [al|,]a2i,-..,|an -1|. E claro, pois,
o

que se tomarmos k como sendo a maiar dos dois nimeros,
k' e |r| + 1, entdo, lanl < k para todo n, como que-
~ ]

riamos provar.

Demonstragio da Propriedade 2: Dado e > O existem nime-

ros n! e n" tais que
o o
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[an -r| <e para n = n!

- a n
|bn sl < &€ Dpara n = n0
onde r = lim a, e s = lim bn' Agora para provar quo o

I

limite de (anbn) € rs, deveremos obter uma majoracgfo
para a b« rs:
nn

anbn - rs| = ianbn - as + ans - rsl <

s la_||b

n—Sl + |an—r||s

Pelo Teorema 1.3 temos

lab, - »s| s k|b - s| + |a, - r[]s],

onde k € tal gue |an| % k para todo n. Logo para n

maior que =n _, onde n ¢ o maior dos dois mimeros n!

e ng, temos

]anbn - rs| £ ke + |s|€.

Como k e |s| sfo constantes, temos, a vista do Exerci

cio 1 (segdo 1.6), que a.b -+ rs.

EXERCICIO 1 - Se (an) € uma sucessdo convergente tal

que a # 0 para todo n e 1lim a £ 0,

mostre que existe & > 0 tal que Ia >0 para todo n.

nl

Use esse resultado para demonstrar a Propriedade 4 acima.

EXERCICIO 2 - Se p & um inteiro positivo e (an) € uma

sucessfo convergente, mostre que (ag) 8
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também convergente e lim aﬂ = {1lim an)p. Observe que a
sucessdo (aﬁ) pode convergir sem que (an) convirja.

Dé um exemplo.

EXERCICIO 3 - Se (an) é uma sucessfo de termos positi-

it - I’ 4 .
vos converglndo para 0, e q e um intei-

/q _ o,

ro positivo, mostre que lim a = (Sugestgo: racio-

cine por contradigde suponha que dade e > 0, existe uma

sucessdo de inteiros positivos n, < n, < ... tal que

1 2
al/a > e).
B

EXERCICIO 4 - Se (an) € uma sucessdo de termos positi-

vos convergindo para r > 0, e g € um ni-

. . - . 1
mero inteiro positivo, mostre que 1im an/q =T .

{sugest&o: use o Exercicio 8 da segdo 1.4 para escrever

a -r = (a3/9 - pY/ayala-1)/a ,(a=2)/a _1/a

I

r +...). Em
vista do Exercicio 1 acima, obtemos (an—r) =

= const(ai/q - rl/q) > 0 e dafi o resultado se segue).

”
EXERCICIO 5 - Se (an) ¢ uma sucessfo de termos positi-
vos convergindo para r =z 0 e s & um mi-
. P ., . _S s .
mero racional positivo mostre que linm a =71, Discuta
os casos de s negativo, € de s nuleo. Por que consi-

derar apenas a > 07

EXERCfCIO 6 - Estude a convergehcia de (ai) onde (an)

€ uma sucessB8o0 tendendo para +» e 5 = O
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EXERCICIO 7 - Calcule os limites das sucess3es

3 :
( 3 = )s ( 3n ), (nr-n.) onde r ;é 1,
n o+ 2 4n” 4+ 1

@l oy,
A n+2 ’ ,/E

EXERCTCIO 8 - Calcule o limite das sucessSes

(/n¥3 - ¥n), (J:F’m - n).

EXERCTCIO § - Se (an) converge para a mostre que

A, +.st a

(c) = (2

a. D& um exemplo para mostrar que (an) pode diverginr

n .
—~ )  também converge para

e -
e a sucessdo (Cn) correspondente pode convergir.

EXERCICIO 10 - Se- (an) converge para 0O e (bn) € li-

mitada mostre que (anbn) converge para O.

1.8 - Exemplos de sucessdes

n ' . .
1) Sucessf8o (a”) onde a & um real. Necessitamos da

seguinte desigualdade.

IEMA 1.1 - Se r ¢ um real tal que r > =1, entdo

(1) 1 +nrs (l+ar)® ne w,
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Demonstragfo por indug8o: A desigualdade € verdadeira pa-

ra n = 1. Suponhamos que seja verdadeira
para um n_ e provemos que ¢ também verdadeira para
n_ o+ 1. {Isso feito, o principio.da indugfo nos dird que
a desigualdade & verdadeira para todo n.) Tomemos, entfo,
a desigualdade (l) com n = no, e multipligquemos ambos os

membros por l+r, que € um numero positivo:

n +1
(l + nor)(l + r) < (l + r) ° ’

que fornece

P n0+l
(2) 1+ (ng+1)r +nr" s (L + r) .

Como nor2 & positivo, o primeiro membro de (2) € maior
que 1 + (n0+l)r, de onde se segue a desigualdade (1)

para n = n_ + 1. Logo, o lema estd provado.

Observacfo: Obviamente, a desigualdade (1) & vdlida para

r = -1. De fato, neste caso (1) se reduz a
desigualdade 1 - n < 0, a qual se verifica, pois, n =z 1.
Ve jamos - agora a andlise da convergéncia de (an).

Caso 1. a > 1, Entfo, a=1+r onde r > 0. Pela de-

sigualdade (1) acima temos
a = (L + )21 + nr.

Pela Propriedade 7 da segdo 1.7, segue-se que a a4 4w,
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Caso 2. a < -1. 0Os termos da sucessfoc alternam de sinal,
de acordo com a paridade de n, e tendem em va=

lor absoluto para +o. A sucessdo também diverge neste

caso,
Caso 3. a = =1. A sucessfo é: -1, 1, -1, 1,..., e diver-

ge .
Caso 4, a = 1. A sucessdo é: 1,1,1,1,..., e converg:.
Caso 5. a = O, A sucessfo é: 0,0,0,0,..., e converge.
Caso 6. 0 < a < 1, Entdo a = I%F onde r > 0. Entdc.

pela desigualdade (l) escrevemos:

0<an= lns 1 .
(l+r) l+nr

Pela Propriedade 6, seglo 1.7, segue=-se gue 1lim a = o,

Caso 7. -1 < a< 0, 0Os termos da sucessdo alternam de

sinal, mas a sucessfo converge para O,

2) Sucessfo C?E), onde a & um real positivo.

Caso 1. a > 1, Neste caso Ba > 1 e escrevemos

(3). 1;.1/;=l+b

n

onde b > 0, e varia para cada n. De (3) obtemos

a= {1+ bn)n 2 1+ nb_,

onde usamos a desigualdade (1) acima. Daf bbtemos
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a=1

0< b =<
n

Pela Propriedade 6, segdo 1.7, concluimos gque 1lim bn = 0,

Portanto, a sucessao (ﬁa) converge Eara 1, pois

Il
lim J/a = 1 + 1lim b = 1.
Caso 2, 0 < a < 1. Neste caso 9; < 1 e escrevemos

(4) Va = e

n
onde ¢_ > 0, e varia com n. De (4) e (1) obtemos
1 1
a = o *
(L + ¢ ) 1 + nc
n n

De onde se segue
1 1
0 < ¢ = (—a- - l)E-

I

. n
Portanto, ¢ -+ 0. quandoc n + . E dai (J/a) con-

. .
verge para 1, também neste caso, pois,

1 1
11““/5—TTmcn-1-

3) Sucessfo C}H). Necessitamos da seguinte desigualdade.
LEMA 1.2 - Se r €& um nudmero real tal que r 2 0, entio,
(5) (1 +r)"21+nr+na(n - 1)r7/2,

Demonstragdo por inducfo: A desigualdade (5) € verdadeira

para =n = 1, Suponhamos (5) vdlida para
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n=n, 2 e provemos que ela é também vdlida para n = n0+l.

Feito isso, a desigualdade estard provada para todo n.)
Tomemos (5) com n = n0 e multipligquemos ambos os membros
relc mimeroc positive 1 + r., Teremos

n0+l P
(6) (1+r) 21 + (n0+l)r + no(n0+l)r /2 +

+ n_(n_-1)r/2.

Como o Udltimo termo no segundo membro de (6) € po-
sitivo, podemos elimind-lo e a desigualdade em (6) fica
preservada. Mas, entdo, teremos precisamente (5) para
n=n_ +1. O lema estd provado.

Observagdo: E claro gque sendo r 2 0, a desigualdade (3)
implica

(7) (1 + )™ 2 n(n - 1)r%/2.

Voltando 4 sucessdo (95), escrevemos
(8) Vo= 1+ n, h_>o.
Aplicando (7):

n=(1+nh)"2 n(n - 1)s/2.
n ok
Daji se segue
2 \1/2

0 < hn < (E:I .

Pela Propriedade 6, segfo 1.7, temos que lim hn = 0.
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Exemplos de sucessdes crescentes sio (an) =1n e (a ) =

= (223).

TEOREMA 1.4 - Seja (an) uma sucessdo nfo decrescente

tal que o conjunfo [an] tem uma cota supe-

rior (cf. secfo 1.3). Entfo, (an) é convergente, e seu

limite & o supremo do conjunto {an].

Demonstragdo: Seja m o sup do conjunto [an], o qual
existe em virtude do Postulado de Dedekind.
‘Provaremos que (an) converge para m. Suponhamos, por:
contradigdo, que (an) nfo convirja para m. Isso quer
dizer que existe um e > 0O com a propriedadé que, para
todo n_, existe n > n_  tal que Ian—m] > e. (Isso &
a negagfo da afirmativa: a, = m Quando selfaz uma he-
gagdlo, uma expressfic como "dado'" ou "para todo" & substi-
tuida por M"existe um", e a expressfo "existe‘um" € substi
tuida por "para todo".) Observemos que a desigualdade
lx-ml > e quer dizer que o intervalo Em - é, m + €] n&o

contém x:

a m=e m m+e

Fig. 5 i.

Pertanto, a negagifo acima diz que para todo on, existe
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um n > n, tal que an ndo estd no intervalo [m-e,m+e].
Como a sucessfo {an} € nfo decreécente, concluimos que
nenhum a, Pode estar nesse intervalo. Logo, m-e &
uma cota superior para [an}. Sendo m~e < m, isso con-
tradiz o fato de que m & o supremo de {an}. 0 absurdo
pr;veio da suposigdo de que m nfo fosse o limite de (an)
Logo, m €& o limite de (an) e a demonstragdo estd com-

pleta,

EXERCICIO 1 - Demonstre o seguinte resultado: "Seja (an)
uma sucessdo ndo crescente tal que ¢ conjun
to {an} tem cota inferior. Entdfo, (an) é convergente

e seu limite € o infimo do conjunto {an}.

EXERCICIO 2 - Usaremos o resultado do Exercicio 1 acima
para dar uma outra demonstraggo de que

n n -, e

r + 0, gquando 0 < r < 1. Ora, (r ) & uma sucess3o

decrescente e 0 € uma cota inferior para ela. Pelo coro-

ldrio, existe mz= O tal que o + m. Pela Propriedade 2

P n n+l n
de limites, segue-se que r r = T -+ rm. Mas, (r } e
n+1 A - - . Y e . .
(r ) tem o mesmo limite m, pois & excegao do primeiro
n . . n+l
termo de (r ) ambas coincidem. Como, ento, (r )

converge para m e para Irm, segue-se- que rm = m, o0 que

implica m = O, pois r < 1,

EXERCICIO 3 -~ (Teorema dos intervalos encaixantes). Seja
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La,b] D [a2,b2] D.,..2 Ean,bn] S... uma sucessdo de inter
valos fechados, cada um contendo o seguinte. Suponha que
a sucessdo (bn—an) dos comprimentos de tais intervalos

tende a 0., Demonstre que existe um dnico ponto ¢ comum
a todos esses intervalos. (Sugestao: Considere as suces-

sGes mondtonas (an) e (bn) e aplique o Teorema l.4.)

~
EXERCICIO 4 - D& um exemplo para mostrar gue & conclusfo
do exercicio precedente nfo se verifica se
N
os intervalos forem abertos. Mostre também que se os com
primentos dos intervalos nfo tenderem a zero, a intersec-

¢do pode ser vaszia; para tal use intervalos infinitos.

EXERCICIO 5 - Mostre que a sucessfo V2, /2 s 2,0,

24/24/2, .. converge para 2. (Sugestfo:

seja s, © termo geral da sucess8o. E claro que S+l =

= 42+5n. Mostre que s, < 2, para todce n, do seguinte

modo: admita que s > 2 e conclua que (s,) ¢ decres-
cente, o que ndo & possivel., Use o Teorema l.4 para con-

cluir que sh + s, Portanto s = +2+s, de onde se segue

s=2.)

n
a

EXERCTCIO 6 - Mostre lim _—~= O, onde a & real positi-

vo dado. (Sugestfo: mostre que a partir de

um certo 1n & sucessfdo torna-se decrescente. Representa

a
por bn o termo de ordem n. Tem=-se bn+1 = bn el
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Como (bn) converge em virtude do Teorema 1.4 obtemos o

resultado).

1.10 - 0 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Diz-se que um subconjunte A de R 1limitado se
existe um k > O tal que Ix] < k para todo x € A. Em
outras palavras, um conjunto & limitado se ele esta conti

do em algum intervalo. Ou ainda, se ele tem cota infe-~

T

rior e cota superior. Dizemos que uma sucessao (an)
limitada se ela estd contida em um conjunto limitado A,
isto &, se a € A para todo n. (H um certo abuso

de linguagem, pois, como chamamos a atengdo anteriormente,

o o d ” +
uma sucessao nao € um conJunto.)

TEOREMA 1.5 - (Bolzano-Weierstrass). Toda sucessfo limita-

da (an) contém um subsucessdo convergente.

Demonstragfo: Definimos um conjuntoe B de reais do seguin

te modo: "x € B se existe no mdximo um mi-
mero finito de termos de (an) que sfo méiores que x ",
Por exemplo, se M & o sup de A, onde 4 & um conjun
to limitado contendo (an), entdo gqualquer ponto x > M
Pertence a B. Exemplifiquemos ocutra possibilidade: seja

(an) = (1/n); entfo, qualquer real positivo T pertence
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a B, pois, apenas um ndmero finito de termos de (an)
sfo maiores que 1r; nesie exemplo, B seria precisamente
o conjunto dos reais positivos. Um terceiro exemplo se-
ria (an) a sucessfo 1, 1/2, 1, 1/3, 1. 1/4,...; neste
caso x € B se, e s se, x = 1l; observe que pontos

x < 1 e perto de 1 nfio pertencem a B, pois, apesar de
apenas ©0s termos iguais a 1 serem maiores que Xx, eles
sfo em mimeroc infinito. Voltemos ao caso geral. B € um
conjunto com cota inferior, pois, qualquer cota inferior
de A & obviamente cota inferior de B. Portanto, pelo
Postulado de Dedekind., B tem infimo, seja m tal infi-
mo., Agora vamos construir uma subsucessdo (anj) de (an)
tal que anj + m. O intervaloe (m-1, m+l) contém um ni-

mero infinito de termos da sucessfo (an), pois, de outro

modo, m~1l estaria em B, e portanto, m nfo seria o in
fimo de B; tome um desses termos de a anl, entdo
a - m| < 1.
g, -l
0 intervalo (m - 1/2, m + 1/2) contdm um nidmero

infinito de termos da sucessdo (an), ¢ que se prova do

mesmo modo que no caso precedente; seja an2 um tal ter-

mo e tal que n, > n,. (Observe que an2 pode ser igual

a anl!). Entfo,

]a - ml < 1/2.

o

Assim por diante, tomamos a, € (m - 1/5, m + 1/3) e
J
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Sseey N, » n.. Deste modo constroi-se

ﬁal que n‘j > n 2 1

j-1

uma subsucessdo (a, ) de (ah) tal que a, - m quan-
J J

de Jj -+ =, pois

|anj - ml < 1/,

Se ja (an) uma sucessfo e ¢ um nmimerc real. Di-

, ~ ol
zemos que c¢ € um ponto de acumulacfo da sucessfo (an)

se, para cada e > 0 dado, existe um mimero infinito de
inteiros n tais que lan—c| < ¢. 'E fdeil de ver que ¢
¢ um ponto de acumulagdo da sucessdo {a ) se e somente
se ela contém uma subsucessfic convergindo para ¢, O teo
rema de Bolzano-Weierstrass pode ser também enunciado
assim: "Toda sucessfio limitada tem pelo menos um ponto de
acumulagdo.” E claro que tal ponto pode ser ou nio um

termo da sucessdo.

EXEMPLOS: (i) a sucessfioc 2,2,... tem um dnico ponto de
acumulagdo: 2.
(ii) a sucessio 1, 1/2, 1, 1/3, 1, 1/4,... tem dois
pontos de acumulagfio: 1 e O.
(iii) a sucessio 1, 2, 1, 3, 1, 4,... tem um ponto de

acumulagfio: 1.

Seja A um subconjunto de R. Umnmal c &€ um

pontoc de acumulagﬁo do conjunto A se, para cada e > O,

existe um ndmero infinito de ¥ € A +tais que |y-x| < e.
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E claro que conjuntos A com um mimero finito de pontos
ndo podem ter pontos de acumulagfo. Hd, por outro lado,
conjuntos infinitos que nfo tém pontos de acumulagfo; por

exemplo {1,2,3,...}. Entretanto vale o seguinte resulta

do.

PROPOSIGAC 1.1 - Todo conjunto infinito limitado A de
numeros reais tem pelo menos um ponto

de acumulagdo.

Demonstragdo: Temos falado tanto em conjunto infinito,

mas até agora nio o definimos. Bom, ndo o
fizemos porque todo mundo tem uma nog§0 intuitiva do que
queremos dizer. Mas, jd que vamos dar uma demonstracgiio
em que esse conceito entra de modo essencial, serd neces-
sdrio formalizd-lo. Um conjunto A € infinito se existe
uma aplicagdo injetiva de W em A, ou seja, existem
x € A, n€ N, distintos dois a dois, isto <, x # x
para n # m. Agora demonstramos a Proposigdo 1.1 sim-
plesmente considerando a sucessdo (xn) e aplicando o
teorema de Bolzano-Weierstrass para concluir que existe
um ponto de acumulagdio ¢ da sucessfo (xn). E fdcil de

ver que tal ¢ € também um ponto de acumulagdo de A4,

EXEMPLOS: 1) Os pontos de acumulagdo do conjunto [0,1] =

= {x€ R: 02 x< 1} s#o todos os pontos de
fo,1].
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2) Os pontos de acumulagfo do conjunto [x€Q: 0 < x < 1}

s8o todos os pontos de [0,1].

3) 0 conjunto {l, 1/2, 1/3,...} tem um udnico ponto

de acumulagio, 0.

Observagdo: Vé-se pelos exemplos acima gue o conjunto dos
pontos de acumulagdio de um conjunto dado pode

3 > . - . fag
ou ndo interseccionar o conjunto, Pode inclusive conte-lo,

EXERCICIO 1 - Dé um exemplo para mostrar que uma sucessio
(an), como no teorema de Bolzano-Weiérstrass

pode conter mais de uma subsucessdo convergente.

EXERCICIO 2 - Sem a hipdtese de (an) ser limitada nio
se pode concluir gque ela contenha uma sub-

sucessio convergente. D& um exemplo. Entretanto pode-se

concluir gue, quando tal coisa ndo ocorrer, entfo existe

uma subsucessf@ic convergindo para -« ou 4®.

EXERCICIOC 3 - Releia a demonstragfo anterior e se conven-
ga que m € o limite superior da sucess8So

(an). Mostre que uma sucessfo (an) limitada tem limite

inferior. (Veja as definig8es de 1im sup e 1im inf,

nes Exercicios 7 e 8 da segdo 1.6).

EXERCICIO 4 - Seja S o conjunto dos pontos de acumula-
950 de uma sucessfo (an). 0O exemplo gque

A - a =
voce construiu no Exercicio 2 acima serve para mostrar
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que S pode ser vazio. Supondo (an) limitada mostre

que sup S = lim sup a e inf 5§ = lim inf S,

EXERCTICIO 5 - Demonstre as seguintes propriedades dos

lim inf e 1im sup de sucessSes limitadas:

(1) 1lim inf a = -lim sup (—an).

(ii) 1im sup(an+bn) < 1im sup a_ + lim sup b .

(SugestEO'para (ii): seja s = 1lim sup(an+bn) e seja
(anj + bnj) uma subsucessdo convergindo para s. Pelo
teorema de Bolzano-Welerstrass existem subsucessdes de

(anj) e (bn.) convergindo para =r e T

1 respectiva-

2!

mente. Logo s = r; + T,. Use o Exercicio 4 acima para

concluir a demonstragio).

EXERCYCIO 6 - Através de um exemplo mostre que desigual-
dade estrita pode ocorrer em (ii) do Exer-
cicio 5.
EXERCICIO 7 - Prove gue lim inf(an+bn) z lim inf a_ +
| + lim. inf b e
EXERCICIO 8 = Analise (i) e (ii) do Exercicio 5 no caso

de sucessoes ndo limitadas.
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1.11 - 0 critdric de Cauchy

A presente segfo trata de um critério que caracte=-
riza a convergéncila de uma sucess&o. Ele oferece uma ma-
neira de saber se uma dada sucessfo & convergente sem se
ter o conhecimento prévio do limite. Isso €& importante
Pois se em alguns casos se tem uma indicagdo dbvia do que
venha a ser o limite, em outros casos o nudmero que € o 1i
mite da sucessdo & definido precisamente pela sucessfo e
ndo se tem para ele uma representagfo decimal ou fraciond
ria simples. Tal limite € um mimero real, que pode ser
determinade aproximadamente tomando-se um termo da suces-—
sfo; quanto maior fér a ordem de tal termo melhor serd a

aproximagao.

TEOREMA 1.6 - (Critério de Cauchy). Uma sucess3o (a)) €

convergente se, e s se, dado e > Q exis-

te n, € N +tal que a_ - < € para m, n > n .

=3
m

Demonstragdo: Suponhamos, primeiramente, gque (an) seja

convergente e seja r seu limite. Entfo,
dado e > O existe n_  tal que [a - r| < ¢/2 para
nzmn_. Logo, se n e m sdo maiores que n_  temos,

usandoe a desigualdade do triéngulo:

a -a_| < lan-rl + |a_-r] < e/2 + /2

i}
O
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i

Reciprocamente, suponhamos que a condigdo do teorema seja
satisfeita e provemos que (an) é convergente. Devemos,
pois, descobrir o limite r. Pela hipdtese, dado ¢ =1

existe n, tal que

Ia -8 < l, para I, m = Il_.
LOgO’

a_=a < 1 ara o n .
n nol s P z 0,

Da desigualdade do tridngulo segue-se entdo:

la | = [anol + |an-an0] < 1 + |an0[ para n =z n_.
Seja agora k' o maior dos mimeros ]al],|a2|,...,]an -1/,
o
e seja k o maior dos dois mimeros, k' e 1 + lag |-

Portanto,

(1) |]a | ¢ k, para todo n.

Aplicando o teorema de Bonzano~Weierstrass, segue-
se que (aﬁ) céntém uma subsucessfo convergente (anj)“
e seja r seu limite. Logo, dado e > 0 existe né eEN
tal que

(2) . anj - 1| € €

para nj z nt. Por outro lado, em virtude da hipdtese,

temos que dadoe e > O existe ng € N tal que

a_ =-a | < e
n m

para T, m 2 ng. Agora, pela designaldade do triangulo,
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temos

(3) lay-rl < Ja -2 | + |a -r|

para quaisquer termos a, e ag de (an). Lpgo, ée em

‘(3) tomamos m =z max(né,ng) e n = nj P2 max(né,ng) temos
|am—r| < e + e = 2¢,

fag .
0 que prova a convergencia de (an).

Sucessfes de Cauchy. (i) Uma sucessfo (an) de mimeros

reais ¢ denominada uma sucessfo
de Cauchy se, dado e > 0, existe n, (que pode depen-
der de e) tal gque an-am < e para todos n, m > n,.
0 Teorema 1.6 diz que uma sucessdo (an)- de nimeros
reails € convergente se, e s¢ se, ela é de Cauchy. Em vir
tude deste fato, que toda sucessiq de Cauchy tem um limi-
te, o conjunto dos reais é chamado completo. A nogdo de
completo, como o leitor vé, depende somente das distdn-
cias {cf. seéio 1.5) entre os elementos da sucessdo; em
virtude disso, tal nogdo pode ser estudada em outros con-
juntos onde se pode medir "distincias" de pontos. Esses

conjuntos sfc chamados espagos métricos; ao leitor inte-

A r
ressado recomendamos a referencia E?].

) fad [ + . 4 .
(ii) Uma sucessdo (an) de numeros racionais ¢ denomina-

da uma sucessao de Cauchy se, dado e > 0, existe

n0 (que pode depender de e) tal que an—am < & para
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todes n, m=z n . (E a "mesma" defini¢fo acima, exceto
que consideramos apenas racionais.) Considerando apenas
racionais, vemos que eXistem sucessdes de Cauchy de ni-

meros racionais que nio convergem para um numero racional.

Exemplo: a sucessfio 1, 1,4, 1,41, 1,414,... que conver-

ge (no conjunto dos reais) para +2. Em virtude de haver
[ v - fad

sucessbes de Cauchy de racionais que nZo convergem para

um racional, dizemos que o conjunto dos racionais ndo €

completo.

i) 0 conjunto dos reais pode ser construido a partir

(i

-

dos mimeros racionais, do seguinte modo. Daremos,
a seguir, um esbogo do método, cujos detalhes paodem ser
encontrados na referéncia [2], cf. também [7]. A impre-
. ~ g # .
cisdo desse esbogo sera perdoavel, se conseguirmos desper
tar o interesse de algum leitor para estudar a questdo

i

mais a fundo!

Considere o conjunte € de todas as sucessOes de
Cauchy de ndmeros racionais. (Um elemento de C €& uma
sucessfo de nimeros racionais!) Como n¥o desejamos dis-

tinguir entre sucessdes que estao "perto" uma da outra

’
(por exemplo: (1 + %) e (1 - %)) consideramos um novo
conjuntoe C?!', cujos elementos sfo classes ou subconjuntos
de C. (Um elemento de C!' & um conjunte de sucessoes de

Cauchy de racionais!)} Nesse conjunto C?, define-se ope-
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ragdes de adigfo e multiplicagl8o e demonstra-se que C? &
um corpo. Define-se também uma ordem em C', e prova-se
que, com essa ordem C?' & um corpo ordenado. Finalmente,
demonstra-se que ¢ corpo ordenado C' satisfaz o Postula
do de Dedekind., Esse corpo C! & definido como o corpo

dos reais.

1.12 - Séries numéricas

Nesta segdo trataremos de atribuir um sentido &
"soma infinita'

=]

(1) nEl a = a; + 3, +eee;

onde os termos a, s8o numeros reais dados. Uma expres-

s8o da forma (1) ¢ chamada uma série numérica.

Associamos A sucessio (an) dada acima, uma nova

sucessido (An), chamada sucessfo das reduzidas ou das so-

- . d - - -
mas parciais, que € assim definida

b
1l
4
o
u

a Feast A .

Se a sucessdo (An) tem um limite S, dizemos que

”~ - rd b d

a série (1) converge, e que sua soma € S, Se a sucessio
(An) nfo tem limite, dizemos que a série (1} diverge. No

A x
caso de convergencia, escrevemos
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5 = E a_ .
n=1 n
i n
EXEMPLO 1 - El 2 . A soma parcial A & igual a
Il=
1 -271

, cf. Exercicio 2 da segdo 1.8. E cla

ro que © limite de An € 1. Logo, a série em pauta con

verge e sua soma € 1,

EXEMPLO 2 - I r", onde |r| < 1.
n=o

Deixamos ao leilor a
- . o~ “~ . i TS
verificagdo da convergencia dessa serie, e a
a ~ . -1 P
emonstragdo gque sua soma & (l-v) ~. Cf. Exercicio 2 da

fad N -
segdo 1.8, Essa € a chamada série geométrica.

@
Observagio: A série I a  converge sec, e s6 se, a série
n=1
o

I ba_ também converge, onde b & um mime-
n=1

ro real qualquer. De fato, se A ¢ a reduzida de ordem

da primeira s€rie e B ¢ a reduzida de ordem mn da

segunda série, temos qué B = bA . Portanto 1lim B =

!

«©
b lim A . Podemos, portanto escrever £ Dba

In n=1 n
o
=b E a_ .
n=1 1
[--1
TEOREMA 1.7 - A série z a_ converge se, e sé se, dado

n=1

e » 0, existe n_ (que pode depender de ¢}
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n
tal que | £ a.| < e para todos n, m= n_.
e P P 2z o

Deixamos a demonstragio a cargo do leitor e suge-
. ) . “ A N
rimos o uso do critério de Cauchy para convergencia de
e s
sucessoOes, i.e., Teorema 1.6.

o
COROLARIO 1.1 - Se a série El a ~ converge, entdo
=€ a serie -

lim a_ = 0O,
n

fad +
Observagio: O Teorema 1.7 mostra gque a convergéncia ou nfo
de uma série ndo € influenciada pelo gque se
passa em nuimero finito de termos. Mais precisamente:

. 4 - L3 I} v - b d I
seja p um numeroc inteiro positivo fixado, entdo, a sé-

=
rie z a_  converge (ou diverge) se, e s6 se, a série
n=1
[=2]
Z a converge (ou diverge).
= n .
P
o l -
EXEMPLO 3 -A série harmonica, El 5 » diverge. De fato,
=
temos
S N A RO S SRS S
j=n J n o+l terrt 3 7 3ttt 3 < 2

e aplicando o teorema acima, o resultado se segue.

@« )
EXEMPLO & -~ As séries L1 e Z n divergem.
n=1 n=1

Vé-se que a sucessfo das reduzidas tende para
+o. Neste caso a sucessio das reduzidas torna-se ilimita
£ n . -
da. A série El(-l) ¢ um exemplo de uma série diver-
=

gente cujas reduzidas se mantém limitadas; de fato a su-
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cessfo das reduzidas §& {(-1,0,-1,0,...).

Observagdo: O Exemplo 3 acima mostra que o Coroldrioc 1.1
fornece apenas uma condig8c necessdria para a

[ad 3 - .
convergencia de uma série. Em outras palavras, a sédrie

o

nEl an pode divergir e, apesar disso, pode-se ter

lim a, = 0. Entretanto, se os termos a, alternarem de
sinal, entfo a condigfdo 1lim a, = 0 & "quase" suficiente
para a convergéncia da série. Mais precisamente, temos o

seguinte resultade, que & conhecido como o Teste de

Leibniz.

TEOREMA 1.8 - (Série alternadas). Se ja (an) uma suces-

fad rd - ol - .
sdo _de numeros reais nado negativos, tais

Que a; 2 a, % ... 2 a = ... e lima_ =0, Entdo a

” .
serie a, =~ a, + a - a; + . converge
i 1 a2 3 g * *

Demonstracgio: Primeiramente, observamos que as reduzidas

de ordem par formam uma sucessaoc ndo de-

crescente. De fato

S, = (aj=a,) + (aj-aq) aaet (a2n-l-a2n)’
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A~ A . P - s
onde as expressoOes em cada parentesis sfo ndc negativas.

Analogamente, a sucessdo das reduzidas de ordem

- s
impar e nao crescente:

Sane1 = 21 (aE*aS) - (ah-a5 T (a2n_a2n+l)’
onde as expressSes em cada paréntesis sfo ndo negativas.

A seguir, observamos que a sucessfo (SZn) é limitada

superiormente, pois S <

2n 5 Sl’ e dai S, . uma

S2n+l 1

cota superior para essa sucessfdo. Do mesmo modo, a su-

cessio (S ¢ limitada inferiormente, pois

2n+l)

= 5 = 5

52n+l 2n+2 o e dai 52 € uma cota inferior para

a sucessfo das reduzidas de ordem impar. Aplicande o
Teorema 1.4, conclufimos que existem mimeros reais r e

s tais que

- ﬁ”‘

1im SEn =1r e lim 52n+l = 8. .
Como 1im S2n+l = 1lim SZn + ldim Bone1? © A, o,
segue=-se que I = s, 0 que demonstra o tecrema.

EXERCICIO‘l -~ Use o Teorema 1.4 para provar o seguinte

teorema: "Uma série de termos nfo negativos

€ convergente se, e 8¢ se, as reduzidas formam uma suces-

s8o limitada",
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EXERCTCIO 2 - Use o exercicio precedente e demonstre:

"Seja (an) uma sucessdo de mnimeros reais
.

nio negativos e tais que a; =z a, = a3 Z e Entdo, a

@©
série z a ~ converge se, e 56 se, a série abaixo con-
n=1 '

verge

nil 2 a2j =a; + 2a2 + i-;aL‘L + 8a8 + .

[=-]
Una série I a é majorada por uma série de ter
mos positivos z bn’ se existe n, tal que, para todo
n=1

n = n,, tenhamos |an| < b, E comum dizer-se que a sé-

[ -3
rie z b é uma majorante da série L a_.

w
TEOREMA 1.9 - A série Zl a_ € convergente se ela possui
I=

@

uma_sdrie majorante £ b, gue convers
n=1

Demonstragdo: Basta observar que

m m m
£ a. < = Ja;/s I by,
j=n 4 j=n -J j=n J

para n.0 < ns m, e aplicar o Teorema 1.7.
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COROLARTIO 1.2 - Suponhamos que a série de termos positi-

[=-]
vos b ¢ uma majorante de uma série

[=2] n=l n f==]

LI a divergente. Entdo a série L b € também di-
n=1 I n=1 n — "™
vergente.

=]
Demonstragao: Suponha que El bn converge e aplique o
=

teorema anterior para chegar a uma contra-
dig#o.

COROLARIO 1.3 - Se a série Z ]an| converge, entdo a

=]

s .
série I a também converge.
n=1 N

A demonstragdo do coroldrio precedente & imediata.

- e # . = -1 pus n =1
A reciproca ndo é verdadeira: I n e bX (—l) n .
n=1 n=1

EXERCICIO 3 - Aplique o Coroldrio 1,2 e mostre que a sé-
=]

rie Z nP diverge, se p < 1.
n=1

EXERCICIO 4 - Aplique o Teorema 1.9 e o Exercicio 2 acima

e mostre que a série Eln-p converge, se
=
r > 1.
o
DEFINIGX0O: Uma série nEl a, converge absolutamente (ou,
€ absolutamente convergente} se a sdérie
nil[anl conjerge. 0 Coroldrio 1.3 mostra que toda série

absoclutamente convergente € também convergente.

Apresentaremos a seguir dois tester para a conver~

" - ] *
géncia absoluta de séries numéricas.
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TEOREMA 1.10 - (Teste da razfio). Congideremos uma série
=]

a

. n+l
I a_ e suponhamos que lim |
n=1 N« n

te. Seja 4 tal limite. Entfo: (i) a série converge abso-

| exis-

AS
lutamente se 4 < 13 (ii) a série diverge se 4 > 1;

(iii) o _teste nfo fornece informagdo se 4 = 1.

a
Demonstragfo: (i) Do fato que 4 = 1imL—%il4, segue-se
n

que existe n, tal que

a
(l) i—%i;4 <= b , pdra n 2 s

onde b = (1+4)/2. Observe que b < 1. De (1). cbtemos

ol = Ol |
ian +2| < blan +lI
o )
no+pI bian0+p-lI !
e dai se segue:
|an . | bp|an .
otP o

oo
A desigualdade acima mostra que a série & |a

p=1 n0+p]

o <

¢ majorada pela série geométrica I |a, |bF = |ap | Elbp.
o} Q p=1.

Como b < 1, segue-se, pelo Toorema 1.9, que a série

[--]
pEl]an| converge.

(ii) como ¢ > 1, segue-se que existe n  tal que, pa
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ra n =2 ns tem=-se

Logo |a 2 Iani, para n 2 n . Portanto, Gﬁg

n+l|

ndo pode convergir para 0. Logo, pelo Coroldrio 1.1, a

[+]
série I a deve divergir.
n=1 o
. =1 o .2
(iii) Para as séries I n e I n", temos 4 = 1.
n=1 n=1

Por ocutro lado, a primeira série diverge, enquan
to a segunda converge.

o

TEOREMA 1.11 - Consideremos a série El a, e suponha-
n=

mos que lim glanl existe. Seja 4 esse

limite. Entfo: (i) a série converge absolutamente se

L < 1; (ii) a série diverge se 4 > 1; (iii) o teste

nfo dd informagfo se 4 = 1.

Demonstragfo: (i) Pela definigio de limite, segue-se que

existe n, tal que, para n 2 I, te=-

mos
(2) Vla | = b,
onde b = (l+£)/2a Observe que b < 1. De (2) obtemos

]anl < b%, para =n 2 ng.

-]
A desigualdade acima mostra que a série El |an|
n=

o
6 majorada pela série geomdtrica L b, Como b < 1,
n=1
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segue~se, pelo Teorema 1.9, que a sdrie ngl ]an| conver
ge .

(ii) Se 4L » 1, concluimus que existe n, tal que,

para n z n_, temos 9T;;T = 1, Dai lanl z 1,

para n =z n_, e portanto, a sucessdo (an) nao tende a O.
Pelo Corglério 1.1, concluimos que a série ngl a,  diver
ge.

(iii) ¥ fdcil ver, usando resultados da seg¢fo 1.8, que

@ -1 @ -2
£ = 1 para as séries L n e I n”. A

n=1 n=1
primeira série diverge, enquanto a segunda converge.

EXERCICIO 5 - Beja (xn) uma sucessdo de termos positi-

vos convergindo para 1 > 0. Mostre que

lim %xn = 1,

EXERCICIO 6 - Sejam SRR TL mimerocs reais positivos.
Mostre que

1lim

= max{al,. . .,ap} .
N-So

Ja]
[
Ilﬂ
=
[
[T

Sugestfo: chame m maior dos mimeros Bireresd, @ seja

; n/ P n
b. = aj/m. 0 problema ¢ mostrar _Zl bj + 1),

J J=
r x I
EXERCICIO 7 - Demonstre que as séries El nr e
=
fod
Ei n{n=1)r" convergem se |r| < 1.
In=
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=]
EXERCICIO 8 - Se nél a ~converge e a = 0, mostre que

=]

. 2 a

a série El a. também converge. De um
n=

exemplo para mostrar que a condigdo a, z 0 ndo pode ser

dispensada,

[--]

EXERCICIO 9 - Demonstre que se asdrie El a ~de termos po-
n=

» N L4 o gl - Iy
sitivos e convergente, entao a serie

-

também &. (Sugestﬁo: use o Teorema 1.7 e a desi

s Mn
n=1
gualdade de Cauchy-Schwarz para obter uma estimativa da

diferenga de duas reduzidas).

1.13 -~ Representacfo decimal

Nesta segdo0 mostraremos como os numeros reais po-
dem ser representados por expressOes decimais. Restrin-
gir-nos~emos aos reais do intervalo EO,l); os demais se-
r8o reduzidos a esses mediante translagdo conveniente por

- - - s L = -
um numero inteiro. Uma decimal € um conjunto enumeravel
. o 2 ’
cujos elementos sdo os algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9;
uma decimal serd representada assim: -3, a, a3 +es, onde
o ponto antes dos a's € para indicar que estamos consi-
derando apenas o intervalo Lo,1), e a; é um dos dez al

garismos acima. Seja & o conjuntoc de todas as decimais.

~
Nosso objetivo serd estabelecer uma correspondencia entre

® e o conjunto dos reais no [0,1).
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Definimos a fungdo 1: § + R pela expressdo

= a
n -
f(.a A,ess) = Z —— o+ Inicialmente observamos que essa
172 n=1
= 10

série € convergente; de fato ela € majorada pela série geo

[=1]
métrica El-I%E cuja soma € 1. A seguir observamos

n=

gque f ndo € injetiva pois,
(1) f(.al...aj_l(aj—l)99...) = f(.al...ajOO...)

Por outro lado, se 61 = .8 8geen, 6, = .bl LPREE
e f(ﬁl) = f(62) mostraremos que & e & devem ser

1 2

da forma das decimais que aparecem em {1). De fato seja

j o primeiro indice onde o a €& diferente de b: supo-

@ a_-b
nhamos a., < b.,, Entfo de I 0.2. 0 obtemos
J J n=1 lon
1 bj-aj @ an-bn @ g 1
() —ge—7= L —5-% L —g=—7;
10 109 n=j+l1 10 n=j+1 10 10

e logo em (2) sd temos igualdades e dai se segue que

bj = a'j + 1, a, = g9 e bn =0 para nz j+l.

5¢ definirmos #£%* como o subconjunto de & for-
mado por decimais que nfo tém todos os elementos iguais a
9 a partir de uma certa ordem, entfo a fungdo f, defini-
da acima, restrita a 8% & injetiva. Mostraremos agora
que f & sobre [0,1), e portanto temos a correspondén-

cia biunivoca
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8% «= [0,1)

[+ a

n
B, A reewd I —
1 "2 n=1 10"
Seja pois 1 € [ ). Consideremos a decomp031950

9
[0,1) = U io

) e portanto r pertence a um e sd

1 R N
um desses subintervalos: r € Il [10’ 10 ). A seguir
9 .
1 ‘ 1 el
consideremos 16’ l LJ 32 y— 4 5) e
j=0 - 10 10 10
a a a a_ +1
selecionemos a tal que r ¢ I, = [—i-+ -EE’ 1 .2 2%
2 10 10 10 10

E assim por diante. DPelo teorema dos intervalos encaixan
[+

tes, rw I consiste de um dnico ponto} in designa o
n=1

intervalo fechado que tem as mesmas extremidades que In'
Comao r} I 3> r, segue-se que a sucessio formada pelas

exiremidades esquerdas dos In converge para I, € pPOTr-

@ a.
n

n=1 ;o™

tante r = s € a decimal que se toma para corres-

ponder a r @& .al az...
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capITULO 2

AS FUNGOES REAIS

2,1 - Fungdes Reais

Na gegdo 1,1 definimos o conceito geral de fung#o.
Neste trabalho, porém, estamos interessados em um tipo eg
pecial de fungBes, as fungdes reais. Diz-se que uma fun-
gdo f & real se seu campo de definigdo € o conjunto R
ou um subconjuntc dele, e seu contradominioc € o conjunto
R. Usamos a notagfo 8(f) para designar o campo de de-
finigfo da fungdo f.
EXEMPLOS:
x para todo X € R. Aqui #&(f) = R.

(1) £(x)
(11) £(x)

I

X para X € [0,1]. B(f) = [0,1].

(iii) f(x) = x + 1 para x € (0,1)

0 para x = 0. #8(f) =L[0,1).

(iv) £(x)

2x-1 para x € (1,2]. 8(f) = (1,2].

(v) f£(x) x? para x € R. #(f) = R.
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(vi) f£(x) = /x para x =2 0. 8(f) = [0,+=).
(vii) f£(x) = |x| para todo x ¢ R. BO(f) = R.
(viii) f(x) =1, para x> 0

0, para x = 0

-1, para x< 0., B(f) = R.

(ix) rf(x) = Ix], para todo x € R, onde [x] designa

0 major inteiro menor ou igual a x. 8(f) = R.

(x) f(x) = 1/x, para x £ 0. B(f) € o conjunto R

menos o pontoe x = 0,

Um modo de interpretar geometricamente uma funggo
€ tragando seu grdfico. Para isso tomamos um sistema car
tesjiano de coordenadas, isto &, um par de retas perpendi-

culares onde se marce o O e o 1, como se indica na figu-

ra 6,
1
R, 0 1
R?.
Fig. 6
Assim, como jd se viu na segdo l.4, cada ponto da
reta R é representdvel por um real, o mesmo acontecen-

1

do com os pontos da reta R2. Vé~se entfo que dado um
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ponto P do plano podemos determinar um nudmero real x

como & intersegdo da reta Rl com a reta perpendicular

a Rl e passandb por P, Um outro real ¥y & também de=-

terminado como a intersegfo da reta R, com a reta per-

pendicular a 'R2 passando por P,

Pig, 7

Com esse procedimento,'associamos a cada ponto P
do plano um par (x,y) de reais, que sfo chamados as
coordenadas de P. Reciprocamente, dado um par (x,y)
de reais, determinaremos um ponto P como a intersegio

da reta perpendicular a Rl passando por x com a reta

perpendicular a R2 passando por ¥y. VeJja os exemplos
da figura 8. 4
L3
2., 02
-z,3/2)

i
M S

-4 -3 -z T
Fig, 8 !
i

(-1,-5/2) [ 3
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Pelo que acabamos de expor, vé-se que hd uma cor-
respondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pa-
res (x,y) de reais. A primeira coordenada, x, € sem-
pPre marcada sobre a;. reta Rl, que € chamada o eixo dos x.
A segunda coordenada, ¥y, € marcada sobre a reta R2, que

¢ chamada o eixo dos 7¥.

Voltemos a questdo da interpretagfo grdfica de uma
fungdo., O grdfico de uma fungfo f & o subconjunto do
plano formado pelos pontos (x,f(x)), quando X percorre
o campo de definigfo da fungdo. Tracemos o grdfico das

fungdes definidas acima. (Veja fig. 9.)

@) (vii)

1
W
]
(o]
1
—
Wheserasnaa

i i 01 2
-1 1 i :
: i — -1
i ..__i. ........ -2
(viii) : '
i ] -3 {ix)
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fard - > ) . -
N&o € diffcil ver que o grdfico de 1/x & simdtrico em

relagdo & diagonal A indicada na figura 12.

2.2 - Limites laterais de uma funcfo

Consideremos uma fungfo real f: A 4+ R definida

em um subconjunto A dos nudmeros reais.

DEFINIGEO 1 - Seja ¢ um ndmero real tal Qque, para algum

d » ¢, o intervalo aberto {c,d) esteja
contido em A, Esta situagfdo ocorreria, por exemplo, se
A = (a,b] e ¢ fosse um ponto do interior do intervalo
(a,b] ouse ¢ =a. A fungfo f: A+ R tem limite & di-

reita no ponto ¢ se existir um real r tal gque, para

qualguer sucessdo (xn) contida em A, com X, > C, e
convergindo para ¢, tenha-se que a sucessido (f(xn))
converge para T, isto &, lim f(xn) = r. Tal mimero T

é chamado o limite & direita de f no ponto ¢, o qual €

geralmente designado pelas notagdes f{c+) ou 1im f{x).
X4C+
Observe que a fungdo nfo precisa estar definida no ponto

¢ para o limite & direita existir, pois ¢ podia ser

jgual a a no caso A = (a,b] exemplificado acima,



~85~

DEFINICXO 2 - Seja agora ¢ wum real tal que, para algum
c' < c, o intervalo aberto {c',c) este-

ja contido em A. Por exemplo, A [a,b) e Cc um pon-

to interior do intervalec A ou ¢ b.. A fungfo f:4 + R

tem limite & esquerda no ponto ¢ se existir um real s

tal que, para qualquer sucessio (xn) contida em A, com

]
)
M

X, < ¢, e convergindo para ¢, tenha-se 1lim f(xn)
Tal nimero s €& chamado o limite & esquerda de f no
ponto ¢, o qual € geralmente designado por f(c.) ou
1im f(x). Como no caso do limite 3 direita a existancia
x4C-

do limite & esquerda no ponto ¢ nada tem a ver com a

fungdo estar ou nio definida no ponto c.

DEFINIGAO 3 - Seja agora ¢ um real tal gque existam in-
tervalos abertos (c',c) e (c,d) contidoes %

em A. Por exemplo, isso seria o caso se A contivesse E

um intervaleo I e ¢ fosse um ponto do interior de I;

ou ainda, se A fosse composto de dois intervalos conse-

cutivos, como por exemplo, [0,1) e (1,2) e c = 1.

Vé-se, no primeiro exemplo, que ¢ pertence a A, e no

segundo, que ¢ nfo pertence a A. A fungfo f: A4 R

tem limite em um tal ponto ¢ se existem os limifes a di

reita e a esquerda, f(c+) e f(c-), e s¥o iguais. Esse

valor comum & chmado o limite de f no ponto ¢ & desig

nado por %ig £{x}.
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As definigSes dos limites laterais de uma fungdo
f no ponto ¢, usando sucessJes (xn) convergindo para
¢, foram preferidas no presente trabalho por dois moti-
vVos: (l) parece-nos mais fdcil entender tais limites re-
lacionando-os diretamente com os limites de sucessSes jd
estudados, (2) as demonstragfes dos teoremas e dos exer-
cfcios da segdo 2,3 sfo mais simples usando essas defini-
gdes, Entretanto o problema de, dada uma fungfo, provar.
que certo ndmero ¢ seu limite lateral, problemas dessa na
tureza s3o mais facilmente resolvidos usando os resulta-
dos abaixo, os gquais d3o condigles necessdrias e suficien
tes para ser limite lateral. Em alguns textos essas con-

digBes sdo as prdprias definigSes dos limites laterais.

TEOREMA 2.1 - Seja f: A+ R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que o intervalo (c¢,d) c A para

algum d > c. Entdo, a condic@io necessdria e suficiente

para que T seja o limite lateral & direita de f no

ponto ¢ & que dado € > O, exista § > O (8 depen-

dendo de e€) tal que lf(x)-r| < € para c < X < c+b.

Demonstracdo: 1) A condigfo & suficiente. Dada (xn)

tal que XL € (c,d) e x. + c, e dado
e > 0 segue-se que existe n fal que x e (c,c+b)

para n 2 nO.Orb é aquele do enunciade. Portante usando
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a hipdtese obtemos |f(xn)—r| < € para n = n_. Mas
isso quer dizer que f(xn) 4+ r. 2) A condigdo € necessd-

ria. Suponha, por contradigao, que exista eo > 0 tal
que para todo 8 > O se tenha‘ |f(x)—r| > e_ para algum
x tal que ¢ < x < c+b, Tomando-se para & os termos
da sucessdo (%), obtemos uma sucess3o (xn) tal que

x_ 4+ c¢c e |f(x )=} > € . Mas isso contradiz o fato de
n n o

r ser o limite lateral & direita de f no ponto c.
Assim fica estabelecida a necessidade da condig¢fo do teo-
rema, |

De modoc andlogo demonstram-se os resultados se-

guintes:

TEOREMA 2.2 ~ Seja f: A+ R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que o intervalo (c',c) C A para

algum c¢' < ¢. Entdo, a condicHo necessdaria e suficiente

para que T seja o limite lateral 4 esquerda de f no

ponto ¢ € que, dado € > 0, exista 6 > 0 tal que

|£(x)-r| < ¢ para c-8 < x< c.

TEOREMA 2.3 - Seja f: A -+ R uma fungdoc real e ¢ um

ponto tal gue os intervalos (c',c) e

(c,d) estejam contijdos em A para alsum c¢c?' < ¢ e al-

gum d > c. Entdo a condigfo necessdria é suficiente

para que I seja o limite de f no ponto c¢ & gue dado
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e >0 exista 6 > 0 tal que |f(x)wr| < e para

0 < |x-c| < 6.

Usando esses teoremas podemos estudar eficiente-
mente os limites laterais das fungEes exemplificadas na

segfo 1.2,

(i Para a funcgfo (i) temos f(0+) = £(0-) = 0, e
¢

portanto lim f(x) = O.
x40 ‘

(ii) Para a fungfo (ii), 1im f(x) =nfo existe, ape-
x40
sar de f(0+) existir,

(iv) Para a fungfo (iv), f£(1+) =1, e f nfo & de-
finida para x = 1,
(v) Para a fungfo (v) temos 1lim f(x) = 4 pois
xrd 2
[x*-u| = |x+2]|x-2| < 5|x-2|

para O < |x-2| < & « 1. Portanto dade e > 0,

tomemos § = €/5.

(viii) Para a fungdo (viii), f(0+) =1 e f(0-) = -1,

enquanto f(0) = 0,
(ix) Para a fungfo (ix), f(3+) =3 e f(3-) = 2.
(x) Para a fungfio (x), f(0+) e f(0-) nioc existem.

0 leitor pode facilmente ver que para 0s exem-

plos (ii), (iii) e (iv), as fungles tém limite & direita
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em certos pontos, mas ndo limite A esquerda, ou vice=ver-
sa,

O exemplo (x) € de uma fungdo para a qual f£(0+) e
£{0-) ndo existem. Neste caso, a nio existdncia desses
limites decorre do fato que a fungﬁo se torna ilimitadar
nas proximidades de 0., Nas circunstancias do exemplo (xi
¢ comum dizer que o limite lateral € +o ou -o confor—
me o caso. O leitor deve, porém, compreender que isso &
uma convengdo e que de nenhum modo essa situaglo estd in-
corporada na definigfo. (De fato, +® e -=» nfo sfo
nﬁmeros!). Daremos agora um exemplo de uma fungio cujos
limites laterais em um ponto nfo existem, apesar de a fun

gHo se manter limitada:
1
f(x) = sen < » para x £ 0.

Para esta fungfo, f£(0+) e T£(0-) nio existem.

O cardter local do limite. Nas trés definig8es acima pe-
.diu—se a existéncia de inter-

valos adjacentes ao ponto ¢ onde a fungdo f fosse de-

finida e uma certa propriedade fosse vdlida. FE fdcil de

ver qﬁe, no caso da Definigdo 1, poderiamos tomar, em vez

do intervalo (c¢,d), qualquer intervalo (c,d'), com

c < d!'< d. Em outras palavras, f{c+) existe se, e so=

mente se, existe um real r tal que, para qualquer d!



-90-

com c¢ < d!' £ 4, temos que: dada (xn) c (c,d') e con-
vergindo para ¢, entdo f(xn) converge para T. 1sSo
mostra que a questdo da existéncia dos limites em um pon-
to depende tdo somente do comportamento da fungfo “"perto"

dagquele ponto.

+

TEOREMA 2.4 - Seja f: A2 R uma fungfo real, e suponha-

mos que ¢ seja um real tal que existam in-

tervalos (c',c) e (c,d) contidos em A. Entfo, f

tem limite no ponto ¢ sSe, ¢ sd se, existe um mimero

real r, tal gue f(xn) » r, para qualguer sucessdo (xn),

contida nos intervalos (c',c) e (c,d), e convergindo

para C.

Observagfoi Como antes ndo se requer que ¢ pertenga a
A. As sucessdes (xn) nf¥o estfo necessaria-
mente em um mesmo intervalo (¢',c) ou (c,d); elas po-

dem oscilar de um lado e¢ outro de c.

Demonstragio: Deixamo-la ao leitor. Como sugestio lem-

bramos que hd trés possibilidades quanto a

localizagf@o dos termos Xt 1) existe um n tal que
para todo nzn_, x € {ct,c); 2) existe n_  tal que
para tedo n =z mn_, x € (ec,d); 3) x, se comp3e de duas

subsucessdes (xn ) e (xm ) satisfazendo respectivamen
J J
te 4s condig¢8es postas nas Definigl8es 1 e 2 'acima.
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Observagi : 0 que estabeleceremos a seguir tem o mérito

de gimplificar a verificagfo se certo nudmero
r & limite lateral (ou limite} de uma fungdfo f num pon
to c¢c. Na Definig&o 1 acima vimos que deviamos tomar to-
das as sucessfes (xn) contidas em A convergindo para
c ecom x > cC e provar gue f(xn) +.r. Uma pergunta
natural é a seguinte: serd necessdrio verificar isso para
todas as sucessSes? E também natural esperar-se que bas-
te considerar as sucessdes decrescentes. F isso gue pro-
vamos a seguir, Suponha, entfo, que para toda sucessfo
decrescente (xn) contida em A convergindo para c
tenhamos f(xn) + . Seja agora (yn) uma sucessio ar-
bitrdria contida em A com Yn > c e yn =+ cj; suponhamos,
por contradigfio, que f(yn) " nflo convirja para r. Logo,
existe d > 0 e uma subsucessfo (yn_) de (yn) tal -~
que: (*) |f(yn_) - r| > d. Como (yn_) converge para

J

J

c e Yy, > ¢ segue-se que existe uma subsucessfo (ym)
J

de (yn_), a qual € decrescente e converge para c.

J
(Prove isso!) Entf8o, pela hipdtese, temos que f(ym) + T,
0 que contradiz a desigualdade (*) acima. De modo andlo-

go podemos provar gue na Definigfio 2 basta tomar sucessses

X, 9due Se jam crescentes,

Limites quando x 4 ®, Ao tentar tragar o grdfico de uma

fungfio f: A4 R definida em um
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conjunto A que contédm um intervalo infinito (por exemw

plo, 42 [a,+»)) vemos que ¢é extremamente importante sa

ber qual é seu comportamento para valores arbitrariaménte
AN

grandes de x, ou como é comum dizer-se, guande x tende

para +=, Uma resposta adequada a esse problema serd comn

seguida através da introdugfio do limite de f({x) quando

x + +=, e do limite de f{x) quando x + -=, o que fare-

mos a seguir.

Seja A um subconjunto de R que contém um inter
valo da forma [a,+m) para algum mimero real a. Uma
fungfo f: A B,‘tem limite gquando x 4+ 4o se existe um
nimero real r tal que, para gualquer sucess&o (xn) con
tida em A e tal que X, e, tem-se que f(xn) -+ 1.

O mimero r €& chamado o limite de f({x) gquando X =+ +a, e

se usa a notagdo r = lim f(x).
X4 e

EXEMPLC 1 - f{x) = sin x, para todo x real, Apesar de
nio havermos introduzido ainda as fungdes

trigonométricas, imaginamos que o leitor seja familiar

. com as mesmas, e queremos dar este exemplo para mostrar

que o limite de f{x) quando x =+ +» pode nfo existir,

De modo andlogo podemos definir o limite de f{x)
quandoe x =+ -», para fungles f: A+ R, cujo campo de de-

finigf8o A contém intervalos de forma (-=,a].
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EXERCICIO 1 - Seja f: A + R uma fungfo definida em um
conjunto A, o qual contédm um intervalo da
forma [a,+M). Prove que r € o limite de f(x) quando
X+ +o» se, e s6 se, dado € » O existe um real N (o
qual pode depénder de €) tal que [f(x)-r! < & para to

do x = N.

EXERCICIO 2 - Enuncie e prove um resultado aﬁdlogo para

limite de f(x) quando x + -w.

EXEMPLO 2 - f(x) = Il—- para x > -1. Temos |f(x)-0| =
+X

=X <e para x > N onde N & um intei-
l+x
ro maior que'-% - 1. Logo 1lim f(x}) = 0.
X o0
x+1 ‘
EXEMPLO 3 - f(x) = <~ Para x> 0. Neste caso
|£(x)-1] = %, e usando um argumento semelhan 3

G

te ao do exemplo anterior, mostra-se que lim f(x) = 1.
Xe=p O

EXEMPLO 4 - f(x) = x> para todo real, Neste caso

f(x) > x se x> 1, o que implica que nfo
pode existir nenhum mimero real r > 0 que seja |
lim f(x). Como, para qualquer M > O dado, existe N > 0
X+

tal que f(x) > M, para x > N, dizemos que

lim f(x} = +w.

X+ +co

EXEMPLO 5 - f(x) = -x>. Como no exemplo anterior

lim f(x) nfo existe pois £(x) < -x. Acon~-
X+ +®
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tece entretanto que dado M > O existe N > O tal que
f(x) < ~M, para x > N. Neste caso dizemos que

lim f(x) = -=.
X4 +oo

#

EXERCTCIO 3 - Mostre que o limite de f no ponte ¢ e

determinado univocamente. Isto &, se
1im £(x) = r e 1lim f(x) = s entdo T = s.
x4 C xhc

EXERCICIO 4 - Seja [x] o maior inteiro menor ou igual a

Lx]
x, Mostre que lim -/x = 1. (Sugestfo:
X5 +oo

use o Exemplo 3 da segHo 1.8).

EXERCTCIO 5 -~ Seja f: A + R uma fungdo real e ¢ um

ponto tal que (c',c) C 4 e (c,a) c &
para algum c!' < ¢ e algum d > c. Mostre gque o limite
de f em ¢ existe se e sé se dado € > O podemos de-
terminar & tal que |f{x)-f(y)| < e para 0¥ | x-c|< &
e 0< |y-c| < 8. (Sugestdo: seja (xn) uma sucessfo
contida em A convergindo para c¢. A sucessdo (f(xn))
& ent®o0 de Cauchy. Pelo Teorema 1.6 existe r tal que
f(xn) 4 r. Agora dado € > 0 tome & > 0 tal que
|£(x)-£(¥)| < % para 0 < |x-c| €8 e 0X |y-c| < &.
Seja n_ tal que, para n > n, [f(xn)—r] < % e

Ixn—c[ < §. Use finalmente |f(x)-r] s |[f(x)-f(x, )| +
o

+ [f(xno)-r| .
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EXERCICIO 6 - Seja f: R+ R, Mostre lim f(x) existe,
X4 4@
se e somente se, dado € > 0 podemos de-
terminar N tal que |f(x)-f(y)| < € para .x,y 2 N,

(Sugestfo: proceda como no exercicioc anterior, obtendo

primeiro um mimeroc r que seja o candidado a lim f(x)).
X4 oo

2.3 - Operacles com limites de fungdes

Pode-se definir operagles de adigdo e multiplica-

g¢8o de fungSes reais do seguinte modo.

Definigfo de adig8o. Sejam f: A+ R e g: A R duas

fungSes reais com os mesmos campos

de definigfo. 4 fungdo s: A+ R definida por
s(x) = £{x) + g(x)

para todo x € A, é chamada a soma das fungles f e g,

e se designa por f + g.

Definic8o de multiplicacfo. Sejam f: A9 R e g: A R

duas fungles reais definidas
sobre o mesmo subconjunto A dos reais. A fungdo

p: A+ R definida por

p(x) = £(x) e(x)
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para todo x € A, € chamada o produto das fungdes f e

g, e se designa por fg.

Observagao: 0 leitor pode ver facilmgnte que as duas ope=
ragSes, acima definidas no conjunto das fun~

gdes reais do tipo f: A » R, satisfazem ds leis comuta-

tiva, associativa e distributiva. Isso decorre do fato

de serem os reais um corpo, cf. segfo 1l.h.

Um caso particular da multiplicagfio € aquele em
que , g(x) € uma fungdo constante, isto &€, g(x) = a pa-
ra todo x € A. Portanto, af, onde a & numero real, &

a fungfo real definida por (af)(x) = af(x).

Definigfo da fungﬁo |f . Seja f: A+ R uma fungdo real.

A fung8o |f|: A+ R €& definida
por

[£1(x} = [£(x)]

para todo x € A.

Definigfo da fungdo 1/f. Seja f: A+ R uma fungdo real

tal que f(x) # 0 para todo

x € A, A fungdo 1/f:+ A+ R ¢ definida por
(1/£)(x) = 1/£(x)
para todo x € A,

Agora enunciamos algumas propriedades do limite de
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fungSes em um ponto.

TEOREMA 2.5 - Sejam f: A4 R e g: A+ R duas funcles

reais definidas em um subconjunto A de R.
Entdo:

(a) Se os limites & direita de f e g no ponto o

existem, entfo as fun¢ldes f + g, fg e |f]| tem

limite & direita no ponto ¢ e:

(1) lim+ [f(x)+e(x)] = lirn+ £(x) + lim+ g(x)
(2) lim [f(x)-g(x)] = lim+ £f(x) - lim+ g(x)
(5) vim [£(x)] = |1im £(x)]

x+ct x»ct

(b) Enunciado andlogo para os limites & esquerda,

(c) S5e os limites de £ e g mno ponto ¢ existem,

entdo, as fungles f + g, fg e |f| tem limite

no ponto ¢ e

() tim [£(x)+g(x)] = Lim £(x) « 1im g(x)
(5) 1im [£(x)+g(x)] = lim £(x) » 1im g(x)
(6) lim |[f{x)}| = |1im £(x) |A

X=»C Xx+C
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Demonstragfo: Para ilustrar demonstremos a relag#o (1)

as relagdes (2), (3) e as andlogas para o
limite 4 esquerda tém demonstragfes femelhantes. Seja
(xn) uma sucessdo decrescente contida em A e conver-
gindo para c. Como f e g tém limite & direita no
ponto ¢, temos que (f(xn)) converge para f(c+) e
(g(xn)) converge para gf(ct). Entdo, a sucessdo
(f(xn) + g(xn)) converge para f(ct) + gl(ct), em virtu-
de da Propriedade 1 para limites de sucessdes., Logo, o
limite a direita de f + g mno ponto c¢ existe e satis-
faz a relag®o (1). A parte (c) do teorema & conseqhén-

cia imediata das partes (a) e (b).

TEOREMA 2.6 - Seja f: A+ R uma fungdo real definida em

um subconjunto A de R, Suponhamos que

£(x) £# 0 para x € A. Entdo:

(a) Se o limite & direita de f no ponto c existe e

& diferente de zero, entfo o limite & direita de

1/f no ponto c¢ existe, e

1
(7) lim 1 = .
oot £x) 1im f(x)
x+ct

(v) Enunciado andlogo para o limite i esquerda.

(c¢) Se o limite de f no ponto ¢ existe e ¢ dife-

rente de O, entfo, o limite de 1/f existe, e
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lim 1 = 1
- f(x) lim f(x)"'
X3 C

he -
Demonstragdo de (a): Seja (xn) uma sucessio decrescente

contida em A e convergindo para c.
Entfo, em virtude da Propriedade 3 para limites de suces-
sSes, a sucessfo [l/f(xn)} converge para 1/lim f(xn).
Mas, a existéncia do limite & direita de f mno ponto c
implica que 1/lim f(xn) - 1/f(c+). Logo, a fungdo 1/f
tem limite 4 direita no ponto ¢, ¢ qual satisfaz a rela-
gfo (7). A parte (b) tem uma demonstragdo andloga. A

parte (c) é uma conseqﬁéncia das partes (a) e (b).

EXERCTCIO 1 - Sejam f: A+ R e g: A+ R duas fungdes

reais definidas em um certoc subconjunto A
dos reais, tais que f(x) s g(x) para todo x € A. Se
f e g tém limite em um certo ponto ¢, mostre gue

1lim £(x) £ 1im g(x).
X3 C X+ C

EXERCTCIO 2 - Se mo exercicio anterior tivermos f(x) <
< g(x) para todo x € A, dé um contra-
exemplo para mostrar que, em geral, ndo se tem

1lim f(x) < lim g(x), admitindo a existéncia dos dois
X3C x~c

limites,

EXERCTCIO 3 - Sejam f,g e h fungBes reais definidas

em um conjunto Ac R. Se f(x) < g(x) <
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< h(x) para todo x € A e se os limites de f e h
existem e sdo iguais em um ponto ¢, prove que g também

tem limite em ¢ e 1lim f(x) = 1im g(x) = 1im h(x).
X+ cC x4c > X»C

EXERCICIO 4 - Enuncie e demonstre resultados andlogos

aos do Teoremas 2.5 e 2.6 para o caso que
dos limites de f(x) e g(x) quando x - +w (ou X -m)
EXERCICIO 5 - Prove que 1lim f(x) = r e 1lim g(x) = +o

b 27! b 2!
implica

1im [£(x) + g(x)] = +o
x4 C

e lim Ef(x) * g(x)] = #», conforme r > 0 ou =r < O,
x+C

EXERCTCIO 6 - Dé exemplos para provar que a dltima rela-

glo do Exercicio 5 nfo se verifica, em geral,

no caso de r = 0.

EXERCICIO 7 - Seja f: [a,+») » R uma fungZo positiva,
i.e., f(x) > 0 para todo x =z a. Prove

que 1lim f(x) = +» se, e 86 se, 1im [1/f(x)}] = 0.
X +oo X+
EXERCICIO 8 - Considere dois polindmios P(x) = aoxn +

n-1 m
+ ax tiauta e a(x) = b x +

m=1 . N
+ blx toaat bm, cujos coeficientes ao,...,an,bo,.u,qn
~ I3 — N .
sdo mimeros reais e a_ A0 e b # 0. Os inteiros =n

e m sdo os graus de P e Q, respectivamente. TUm po-



=101=

lindmio de grau n tem, no médximoe, n raizes reais, is-
to €, a equagdo P(x) = 0 tem no mdximo n solugdes
reais (nfo necessariamente diferentes). Portanto para
todo x feal, diferente das rafzes de Q(x), podemos de-
finir uma fungdo pela expressio f(x) = P(x)/q(x).
Problema: calcule os limites de f(x) quande X -+ 4= e
quande X 4+ -o, Considere os diferentes casos:

L >mMnh=m ¢ n< m

Observagio: 0 "teorema fundamental da dlgebra" diz que um
polindmio P(x) de grau n ten exatamente

n raizes complexas (nfo necessariamente diferentes).

Observe que o conjunto doslnﬁmeros complexos inclue o con

Junto dos numeros reais; pﬁrtanto algumas das raizes (ou

mesmo todas, dependendo do polin3mio) de P(x) podem Ler

reais. Uma demonstragio do teorema fundamental da dlge=-

bra pode ser encontrada na referéncia [11].

EXERCICIO 9 - Se f(x) 2 0 o 1im f(x) = r, mostre gque
- X+ C -

1im /f(x) = o/r. (Sugestfo: faca a deﬁ?ns_

x=c
tragdo usando sucessales).

EXERCICIO 10 - Mostre que
(i) 1lim N 1+x ; l=x =1
x=0

3
(ii) J]E_J;B !{l+x - 1 1

x =7
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(Sugestfo: para (ii) use a férmula da sugestdo do Exerci-

cio 4 da segdo 1.7).

2,4 = FungSes continuas

Seja I um intervalo de qualguer um dos tipos se=-
guintes: (a,b), [a,b), (aQb]! [a,b]’ (a,=), (._m,b],

[~a,»), (-=,b), (-=,=). TUma fungdo real f: I 4+ R se

diz continua em um pontc ¢ do interior de I se
£(e) = £le+) = £(c7).

Se o intervalo contém a extremidade a, entio a fungdo

. f: =R & continua em a se f(a) = f{a+). Se o inter-

vale I contém a extremidade b, entfo a fungdo fiI —+R
se diz continua em b se f(b) = £(b=-). Uma fungfo

f; J+R se diz continua no intervalo I se ela for con-

tinua em todos os pontos de I. Serda Util para futuras
~ . . . . . -
referéncias introduzir as terminologias: f continua a

direita em ¢ se f£(c) = f(c#) e f continua & esquer-

da em ¢ se ffc) = flc=).

Exemplos da seglo 2.1, E fdcil ver que as fungdes (i),

(v) e (vii) sfo continuas em R.
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A fungfo (ii) € continua no intervalo [O,l]. A fungdo
(iii) nfo & continua para x = 0. A fungfo (iv) & conti-
nua em (1,2]. A fungdo (vi) é continua em [0,+=). 4
fungfo (viii) nfo &€ continua em x = 0. A fungfo (ix)
ndc é continua para x € Z. As restrigdes da fungfo (x)
4s semi-retas (-=,0) e (0,+»}) sfo contfnuas. A fun-
¢3o (x) nfo estd definida em x = 0; o leitor pode ver
facilmente que nfo & possivel defini-la afi de modec que a
fungﬁo resultante seja continua; de fato, jd observamos

que f{0+) e f(0-) nfo existem para a fung¢do (x).

0Os pontos onde uma fungdo f: IR nio & conti-

nua s&c chamados pontos de descontinuidade’, Costuma-se

dizer que a fungdc tem uma descontinuidade em tal ponto.

A descontinuidade € de primeira espécie se os limites &

direita e 4 esquerda existem, mas s8o diferentes. Qual-

quer outro tipo de descontinuidade € chamada de segunda
espécie. Nos exemplos {viii) e {(ix) da segfo 2.1 as des-
continuidades sfo de primeira espécie. No exemple {x)},
0 ¢é um ponte onde f tem uma descontinuidéde de segun-
da espécie. A fungldo f{x) = sen (1/x) apresentada na
59950 2.2 tem uma descontinuidade de segunda espécie em
x = 0. As seguintes fungaes tém também descontinuidades

de segunda espécie em x = 0,
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Definigdo da funcfo composta. Sejam f: A—=R e @i B—*R

duas fun¢des reais: tais que
a imagem f(A) estd contida em B, A fungdo h: A—R

definida por
h(x) = o(£(x))

para todo x € A €& chamada a funcgfio composta de f e

e se designa por pof.

Fig. 13

. TEOREMA 2.9 -~ Sejam f: A+R e @: B—+R duas func8es

reais, tais gque f{A) © B, Suponha que T

tem limite em um pontec ¢, e seja m tal limite. Supo-

nha que ¢ €& continua no ponto m. Entfo, a funcdo com-

posta ® ¢ f tem limite no ponto ¢ &

lim o@(£{x)) = @(m).

Demonstracdo: Seja (xn) uma sucessSo contide em A\{c}

convergido para c. Pela hipdtese sobre f
sggue=se due f(xn)-¢1n. Como ¢ & continua, usamos o

Teorema 2.7 para obter m(f(xn))—¢-¢(m). Ora, isso & ver
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dade para todo sucessdo (xn) « A\[c} convergindo para

c. Logo, pelo Teorema 2.4, o resultado se segle.

2.5 - Operacdes com fungdes continuas

Usando as propriedades de limites de fungfio, obte-
mos facilmente os seguintes resultados. Algumas das de-

monstragdes ficam a cargo do leitor,

TEOREMA 2.10 - A soma de duas funcdes contfnuas f: IR

e g+ IT4R definidas em um mesmo intervalo

I €& continua.

TEQREMA 2.1l - 0 produto de duas fungSes continuas

f: T4+ R e g: I+ R definidas em um

intervaleo I ¢ continua.

COROLARIO 2.1 - S f: T+ R & uma funcfo continua em um

intervalo I, e a & um mimero real, en=-

t80, a funcfo af € continua,

Demonstracfio: Use o Tedrema 2,11 com a fungfo g cons-

tante e igual a a.

COROLARTO 2.2 - A diferenga (f - g) de duas fungles con-

tinuas f: T4 R e g: I 4+ R em um in-
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tervalo I € contfnua.

Demonstraggo: Do Coroldrio 2.1 segue-se que -g & conti-

nua, Portanto, o resultado se segue pela

aplicagfo do Teorema 2.10 a f & -g,.

TEOREMA 2,12 - Se f: I+ R & uma funcf#o continua em um

intervalo I e f(x) £ 0 para tode x

em I, entfo, a fungfo 1/f(x) & continua em I.

COROLARIO 2.3 - Se fy I+ R e g: I+ R sfo fungdes

continuas em um intervalo I e f(x) # 0

para todo =x € I, entfio, a funcio g/f & contfnua em I,

Demonstracgio: Direta a partir dos Teoremas 2,11 e 2.12.

TEOREMA 2.13 - Se f: I 4 R & uma funcio continua em um

intervalo I, entfo, a fungfo |f| & tam-

bém continua em I.

TEOREMA 2,14 - Sejam f: I 4R e o: J 4+ R duas funcles

continuag em intervalos I e J, e _tais

que a imagem f(I) esteja contida em J. Entdo, a fun-

g8o composta @ of & contfnua em I,

Demonstragﬁo: Provemos a continuidade em um ponto ¢. Co

r'd -~
mo f ¢é continua em ¢ +temos que

lim £(x) = f(c). E, como a fungfo ¢ & contfnua em f£(c)
x™c
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temos que 1im w(y) = ¢(f(¢)). Pelo Teorema 2.9 sobre
yqf(c
limites de fungdes compostas temos que

lim @(f(x)) = o(£(c)),

X=3C

rd -
o que mostra que @ of é continua em ¢,

EXERCICIO 1 - Sejam f: I 2+ R e 'g: I+ R duas fungSes
continuas definidas em um intervalo I.

Mostre que as fungdes

h(x) max[f(x),g(X)]

k(x) minl £ {x),e(x)]

I

sfo continuas em I, (Observe como as fungies h e k
sflo definidas: dado x € I, considere os‘dois nudmeros
reais f(x) e g(x), e defina h(x) como sendo o maior
dos dois, e k(x) como o menor.) Sugestdo: prove primei-
ro que

max( £ (x),e(x)] [£(x) + a(x) + [£(x) - &(x)]]
Le(x) + g(x) - {r(x) - g(x){].

i
(ST Y.

min[f(x),g(X)J

EXERCICIO 2 - Seja f: R+ R uma fungio tal que f{ix) =
= Af(x) para todo A € R e todo x € R.

Mostre que £ € continua.

EXERCICIO 3 - Seja f: R =+ R definida assim: f(x) = O

se x & irracional, e se x for racional

tome a representagdo de x por uma fragfo irredutivel g
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. 1 -
onde g » 0O, defina f(x) = g’ Mostre que f €& continua
nos irracionais e descontinua nos racionais. (Compare

essa fungdo com a fungdo de Dirichlet, veja segdo 1.1).

EXERCTCIO 4 - Seja I um intervalo qualquer dadoj; uma

fungfo f: I+ R & Lipschitziana se existe

M >0 tal que |f£(x)-f(y)| £ M|x-y| para todos x,y em

I. Mostre que f & continua em I,

EXERCfCIO 5 - Seja I um intervaloj; f: I » R & HBlder-
contfnua se existem a > 0 e M tais que
|f(x)—f(y)] < M]x-yla para todos x,y em I. M & cha-
mado a constante de Hdlder e qoq o© expoente de Hblder.
Mostre que f & continua em I. (Observagﬁo: a =1 §&
o caso do Exercicic 4 acima. Se a > 1, prova-se que f

é constante, cof. Exercicio 2 da segdo 3.6).

' EXERCTCIO 6 - Mostre que a fungfo f(x) = x~ definida em
|x| s 17 €& Lipschitziana, mas f(x) = x>

definida em =-» < x £ « ndo é&. D& outros exemplos de

fungdes Lipschitzianas.

EXERCTCIO 7 - Mostre que a fungfo f£(x)} = /2 gefinida
para x = O, ndo é Lipschitziana em nenhum
intervaloc contendo a origem., Entretanto f Hblder-con=-

tinua com exXxpoente 1/2 em cada intervalo finito.
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(Sugestio: comece cCOm X » ¥y 4 escreva J; -.J; < JE +

+ J;I e multiplique ambos as membros por J;-- J;).

Q

EXBERCICIO 8 - Mostre que x%, 0 < o = 1, &€ H8lder contf-

nmia em 0 < x < 1 com expoente q.

EXERCICIO 9 - Uma fungfo f: R+ R & localmente Lipschit-

ziana se para gualquer e € R existem

€ >0 e M> 0, ambos fungdes de x,, ‘tais que
|f(x)—f(y)| = M]x—yl, para Ix-xol < € e Iy—xol < €.
Mostre que f ¢é continua em R. D& exemplos de fungdes

localmente Lipschitzianas que nfo sfo Lipschitzianas.

EXERCICTIO 10 - Uma fungfo f: R+ R & localmente HB8lde-

riana (ou localmente H#lder-continua) se
para qualquer x = existem € > 0, M> 0 e 0< @,
tais que |f(x)-f(y)| = M|x-y|a para ;x—xol < e e
Iy-yol < €. Mostre que f & continua em R. (Se a = 1
temos o caso do Exercicio G, e se @ > 1 entdo f &

constante, cf. Exercicio 2 da segfo 3.6).

EXERCICIO 11 - Seja I o intervalo aberto {(0,1) e
f: T 3 R uma fungfo HBlder-continua em I,
Mostre que 1lim f{x) e 1im f{x) existem. (Sugest3o:
x40+ X4 1=

use o Exercicio 5 da segfo 2.2, devidamente adaptado para

limites laterais).




=112~

2.6 - Fungles continuas em intervalos fechados

Uma fungfo f: A 4+ R definida em um subconjunto A

A
dos reais € limitada superiormente se existe um nudmero

real M tal que
(1) f(x) <« M, para todo x € A,

Em outras palavras, usando a terminologia introduzida na
segdo 1,3: f €& limitada sﬁperiormente se a imagem f(A)
tem uma cota superior. Portanto, o M da relagifo (1)
pode ser qualquer cota superior. Pelo Postulado de
Dedekind, o conjunto f(A), no caso de uma fungflo limita=-
da superiormente, tem um supremo, Definimos, entf#o, o

_supremo _da fung@io f (em simbolos sup f)} como sendo o

supremo do conjunto f({A).

Analogamente, uma fungfo f: A + R definida em um

conjunte AC R € limitada inferiormente se existe um ny

mero real N +tal gue
f(x) = N, para todo x € A.

0 infimo de f, due se desgina por inf f, é definido co-

mo sendo o infimo do conjunto f(A).

EXEMPLOS: As fungdes (i), (ix) e (x) definidas na segfo

A
2.1 n3o tém nem supremc nem infimo. ¥ comum
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dizer-se que o supremo de f €& +mo quando tal supremo
ndo existe. Analogamente, usa-se a convengdo inf f = -w
se o Infimo nflo existe., Para algumas das outras fungdes

definidas na segflo 2,1, temost

ii) dinf £ = 0, sup f = 1, (iii) inf f = 0 e sup f=

iii) inf f = 0 e sup f = 2.

v) inf f 0, sup f = 4=,

(
(
(
(vii) inf £ = 0 e sup f = 4m.

Uma fungfa f: A + R definida em um conjunto
AC R ¢é limitada se for limitada superiormente e limita-
da inferiormente. As fung¢Ses dos exemplos (ii); (iid),
(iv) e (viii) sdo limitadas. FE claro que uma fungdo f
é limitada se, e sd se, existe K > 0 +tal que

|f(x)]| €« K para todo x € A.

Dada uma fungao limitada superiormente, pode exis-

tir ou nfo um ponto X, € A tal que f(xo) = sup f. Pa-
ra a fun¢fo (1ii) nfo existe um tal X, enquanto que pa-
ra a fungfo (iv) existe, Diz-se que a fungfdo assume mdxi-
mo em A quando existe um tal X, €0 ndimero sup f\ é
chamado de mdximo de f. Consideragdes andlogas pafé o
infimo: quando existe x, € A tal que f(xo) = inf f,
entdo, o inf f & chamado o minimo de f e diz-se que a

fungdo assume minimo em A.
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TEOREMA 2.1 - Seja f: [a,b] » R uma funcfoc real conti-

nua definida em um intervalo fechade [a,bl.

Ent8o, f assume mfximo e minimo em [a,b].

Observagfo: A existéncia de um tal ponto parece dbvia a
partir do exame do grdfico da fungdo continua
f, ef. figura 14. Entretanto, ndo devemos basear mossas
demonstragSes em argumentos geométricos com os grdficoes,
pois, em certos casos o grdfico pode ser complicado e di-
ficil de visualizar, Como, por exemplo, o grdfico da fup

gflo de Dirichlet definida na segfio 1.1,

[>]

&

[ery R
£ opaes

[+

oo I,
uk

o

Fig. 1h

Para a demonstragdo do Teorema 2.15 necessitaremos

do seguinte lema!

LEMA 2.1 - Seja f: [a,b] + R uma fungdo continua em um

intervalo fechado [a,b]. Entfo £ €& limitada.

Demonstragfo: Vamos mostrar que f & limitada superior-

mente. De modo andlogo demonstrariamos que

f & limitada inferiormente. Suponhamos, por contradigdo,
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que f nfHo fosse limitada supericrmente. Logo, dado

n € N, existe x € [a,b] tal que f(xn) > n. Pelo teo-

rema de Bolzano-Weierstrass (segdo 1.,10), (xn) contém

uma subsucessfo (xn‘) convergente, seja r o0 seu limi-
J

te. Pela continuidade da f, segue-se (Teorema 2.7) que

f(xnj) + f(r), Portanto, a partir de um certo nj temos
fxp ) < £(r) + 1.
J

Isto, porém, contradiz o fato de que f(xn ) > nj. 0 le-
J
ma estd provado.

Demonstraggo do Teorema 2.15 - Seja M o sup de f em

[a,bp], o qual existe, em virtude do Lema 2,1,
Dado n € N, existe x_ € [a,b] tal que M -.f(x ) < 1/n.
Pois, se ndc existisse, entdo M - f(x) = l/n para todp
€ La,b] e dai M - 1/n = f(x), o que contradiz o fato
de M 8sSer o sup de {f. Construimos deste modo uma
sucessdo (xn). Pelo teorema de Bolzano-Weierstirass, se-
gue~se que (xn) contém uma subsucessdo convergente (xn},
e seja r seu limite. Pela continuidade de f, segue-se
(Teorema 2.7) que f(xnj) + f(r). Como M - f(xnj) < l/nj,
concluimos por propriedades de limites de sucessdes (Pro—
priedade 6, segfo 1.7) que M = f(r), como querimmos pro=-

VAT .

Outro resultado que também parece razodvel a par-
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tir da andlise do grdfico de uma fungdo continua é o se-
guinte teorema, conhecido como o Teorema do Valor Inter-

medidrio.

TEOREMA 2.16 - Seja f: [a,b] + R uma funcfo continua de-

finida no intervalo fechade [a,bl. Entfo,

a funcfo f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Em outras palavras, a imagem f([a,b]) contém o interva-

lo fechado com extremidades f(a) e f£(b).

A demonstragao utiliza os seguinte lemas.

LEMA 2.2 - Seja f: I + R uma fungdoc continuanum inter-

valo L. Suponhamos que, para um ponto

x, € I, se tenha f(xo) < c¢. Ent8o, existe um € > O

tal que f(x) < ¢ para todo =x € I +tal que lx-x0| £ €,

Demons tragdo por contradigﬁo: Suponha que, gqualguer que

seja n, exista X, € I tal gque xnuxol <
< 1/n e f(xn) = c. A sucessido (xn) assim construida
converge para X . Pela continuidade de f, segue-se
(Teorema 2.7) que f(xn) -+ f(xo). Dai decorreria f(xo)z

= ¢, o _que contradiz a hipdtese f(xo) < ¢,

LEMA 2.3 - f como no Lema 2.1. Suponhamos que, para

x € I, f(xo) > d. Entfo, existe e > O

tal que f(x) > 4 para todo x € I e Ix-xol < €,
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Demonstracf8o: Aplique o Lema 2.2 & fungdo g(x) = ~f(x).

Demonstragdo do Teorema 2.16: Para fixar as idéias, su-

ponhamos que f(a) < f(b), e seja ¢ um pon
to do intervalo (f(a),f(b)). Queremos provar que existe
x, € la,b] tal que f(xo) = c. Seja A = {x€[a,b]:f(x)sd).
O conjunto A € ndo vazio, e b €& uma cota superior pa-
ra ele, Logo, o supremo de A existe; seja x' tal s5Up.
E clarc que x' < b., Aldm disso, x' < b. De fato, sen-
do f£(b) > ¢ segue-se pelo Lema 2.3 que ‘existe um € > O
tal que para todo x € [b - g, b] temos f£(x) > c. Logo,
08 x desse intervalo_sﬁo cotas superiores do conjunto A
e, portanto, b nfdo pode ser o supremo de A. Agora,
provemos gue f(x') = ¢, Suponhamos que f(x') < €, ehl=
tdo, pelo Lema 2.2 segue-se que existe € > O tal que .
f(x) < ¢ para todo x € [x - €, X' + ¢], 0 que contradiz
o fato de x!' ser o 'sup de A. A outra possibilidade,
f(x') > ¢ também nfHo ocorre, pois, usando o Lema 2.3
termse-ia um € > 0 tal que f{x) > ¢ para todo
x € [x' ~ ¢, xt re], o que mostra que x' -¢ & cota
Superior para o conjunto Aj; isso contradiz o fato de x!
ser o supremo de A. Logo, f(x') deve ser igual a c,

0 que prova ¢ teorema.

EXERCICIO 1 - Seja f: [0,1] 4 R uma funglo real conbi-
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nua. Suponha gque f(x).E § para qualquer x € [0,1] e

que f£(0) = 1.. Mostre que f = 1.

EXERCTCIO 2 - Se“—ja £: [0,1] + [0,1] ruma fungfo continua
_ ‘cujos dominio e contradominio sfo o inter-
valo fechado ftd,l].'-Mostre'que existe x_ € {o0,1] +tal
que f(x ) = x (Sugestdo: suponha que £(0) >0 e
r(1) < 1, pois se uma dessas desigualdades nfo ocorresse
id terfamos o x| procurado., Agora considere a fungio
g(x) = f(x)~-x e aplique o Teorema 2,16). Observaglo: O
ponto X é chamado um ponto fixo da fung8o f. Um re-
sultado semelhante ¢ vdlido para fungSes de vdrias varid-
veis, mas a demonstragfo nfio é tdo simples; nesse caso O
resultado toma o nome de Teorema de Brouwer e & uma das
poderbsas armas da Andlise mnas investigagges em campos da

matemdtica e em suas aplicagles.

7

2,7 - Fungles mondtonas

Seja f: I + R uma fungd@o definida em um interva-

1o I. Damos as seguintes definigdes:

f & crescente se f(xl) < f(xz) para X, < X em 1T

1 2

f & decrescente se f(x;) > £{x,) para x; < X, em I
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£ é nfo decrescente se f(xl) = f(x2) para x; < X,

em I

f ¢é ndo crescente se f(xl) z_f(xz) para x; < x, em xX.

crescente nio decrescente

Fig. 15

E claro gque toda fungfio crescente é nfo decrescente, e to
da fungfo decrescente é ndo crescente. Obviamente, esses
conceitos sobre a variagfo de uma fungHo nada tém a ver
com continuidade, cf. exemplos (viii) e (ix) da segdo 2.1,
Usa-se a expressao mondtona para qualquer um dos quatro

tipos de fungles acima definidas,

TEOREMA 2.17 = Uma funcdo ndo decrescente f: I » R defi-

nida em um intervalo I tem limites late-

rais em todos os pontos de I.

Observagdo: I claro que se ¢ € I & uma extremidade de I,
ontdo sd existe um dos limites laterais. Se

uma das extremidades do intervale I n#o pertence a I,

entfo o limite lateral em ¢ pode nfHo existir, cf. exem-

plo (x) da segfo 2.1,
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Demonstragio do Teorema 2.,17: 1) Seja ¢ um ponto do

interior de I ou a extremidadé direita no
caso desta pertencer ao intervalo I. Provemos que o li-
mite a4 esquerda de f no ponto ¢ existe. Considere o
conjunto A dos f(x) para x < c, Como f(c) é uma
cota superiof para A, segue~se pelo Postulado de Dedekind
que A tem supfemo, que designamos por m. Seja agora
(xn) "uma sucess8o crescente contida em I e convergindo
para c. Como f & nfo decrescente, (f(xn)) é uma
sucessgo ndo decrescente e, portanto, converge, e seja d
o seu limite. E claro.que d < m. Se d< m entdo exis
ter x < ¢ tal ques (*) d < f(x). Como x - ¢ segue-
se que existe n tal que x< x_ e daf f(x) = f(xn).
Esta desigunaldade juntamente com (*) dd 4 < f(xn), o
gue contradiz o fato de a sucessdo nfo decrescente
(f(xn)) convergir para d. Logo (f(xn)) converge para
m, qualquer que seja a sucessao (xn) crescente, contida
em I e convergindo para c. Isso mostra que f(c=)

'y rd -
existe e é igunal a m.

2) Se ¢ & um ponto interior ou a extremidade esquer-
da no caso desta pertencer ao intervalo, entéo,
f(c+) existe, De modo andlogo ao procedimento da primei
ra parté, provamos que f(c+) & o fnfimo do conjunte dos

f(x) para x > c.
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Nota: Deécorre da demonstrag@o acima, que se f & n3o de~

crescente e ¢ & um ponto interior, entdo

(1) fle=) = £(c) = £(c+).

COROLARIO 2.4 ~ Toda funcfo n¥o crescente f: I =+ R, onde

I & um intervalo, tem limites laterais

nog pontos de T.

Demonstragdo: A fungdo -f & nfHo decrescente. Pelo Teo-
’ rema 2,17 '-f +tem os limites laterais. Pe

las propriedades dos limites laterais de fungSes, cf.

.segdo 2.3, segue—se que £ também tem os limites late-

rais nos pontos de 1I.

EXERCICIO 1 - Seja. I um intervalo. Diz-se que uma fun-

¢80 f: I + R satisfaz & propriedade do

valor intermedidrio se dados p,q € £(I),. entfo os pon-

tos entre p e q pertencem a f(I). Mostre que se f
satisfaz a prdpriedade do valor intermedidrio e & mond-

tona entfo .£f & contfnua.

*EXBRCICIO 2 -~ Uma fungdo f: I 4+ R & localmente mondto-
na se para qualquer X, € I existe €>0
tal que f & mondtona em (xo—e, x0+€). Demonstre gque

f & mondtona em T.
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EXERCICIO 3 - Seja f: I + R uma funcgfo real mondtona de-
finida em um intervalo I. Mostre que o©
conjunto dos pontos de descontinuidade da f é enumerdvel
ou finito. (Um conjunto AcC R € enumerdvel se for pos-
.sivel definir uma fung¢do bijetiva ¥: N -+ A. Exemplo:
(i) - o conjunto dos ndmeros pares: P = [0,2,4,...}; nes
te caso a fungSo y: N 2 P serd dada por §(x) = 2x ).
Sugestfo: viu-se no Teorema 2.17 que as descontinuidades
de f s80 todas de primeira espécie. Considere primei-
ramente o caso quande T & um intervalo fechado limitado;
basta também considerar o case de f n#o decrescente.
Os saltos da f nos pontos de descontiﬁuidade sdo no md-
ximo f£(b) -~ £(a), onde I = Lla,bl. Agora considere os
pontos de descontinuidade onde o salto € maior que 1:
prove que hd apenas um mimerc finito de tais pontos. 4
seguir os pontos de descontinuidade onde o saito é.maior
que 1/2: novamente apenas um mimero finito. E assim por
diante: 1/3,1/4,... . Finalmente prove e¢ use o fato que
a unifo enumerdvel de conjuntos finitos é enumerdvel. O
caso quando I = (a,b) ¢ aberto pode ser tratado escre-
vendo-se que I = J:& [a + % s b = % ], usando o caso jd
visto anteriormente-e o Exercicio 4 a seguir. Finalmente

considere o caso de intervalos n#o limitados),

EXERCTCIO L4 - Mostre que a unifio enumerdvel de conjuntos
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enumerdveis € enumerdvel. (Se nfo conseguir olhe a figu-

ra da pdgina 30 da referéneia [10].)

2.8 - A funcfo inversa

Seja f: A;*B uma fungfo injetiva definida em um
conjunto A e tomando valores em um conjuntoe B. Relem-
bremos que f injetiva significa f(xl) ﬁ'f(xz) . para
xq # X, em A; c¢f, segdo 1,1, Para uma tal £, pode-sé

definir a fungfo inversa £ty £(a) — A, que tem por domi

nic a imagem f(A) o por contradominio o conjunto A, do
seguinte modo: para y € f(a) . temos ;ffl(y) = x, ‘onde
x € A € o elemento (dnico, por ser f injetiva) tal que
f(x) = Y.

Observe que £~ ': £(A)—+A & sobrejetiva. Obvia=

mente toda fungdo crescente (ou decrescente) & injetiva.
Para fungfes continuas vale uma reciproca deste fato:
"toda fungfio f: I-— R injetiva continua € ou crescente

ou decrescente®, . Isso serd provado na segio 2.9,

LEMA 2.4 - Seja f: I—+ R uma funcgdo contifnua crescente

*

em um intervalo I. EntSo, a imagem f£(I) ¢
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um intervalo. Além disso, se ¢ pertence ac interior de

I, entdo f(c) pertence ao interior de f£(I).

Observagdo: O teorema acima nos diz entfo que se I & um
intervalo aberte (a,b), entfo f£(I) & tam-
bém um intervalo aberto (c,d), onde uma ou ambas as ex-
tremidades podem ser infinitas. Se I & um intervalo fe
chado Ea,b], entdo, f(I) é também um intervaloc fechado.
Intervalos do tipo [a,b) s#o transformados em interva-
los do tipe [c¢,d), onde d pode ser +=. D& exemplos
das vdrias possibilidades. Sugestfo: fungSes como
f(x) = -1/x para x> 0, e g(x) = 1/(1+x2) para todo

x € R podem ajudar,

-

Demons tracfio do Lema 2.4: 1) Para mostrar que £{I) & um

intervalo, o que devemos fazer ¢ provar gque
se ¥y, e ¥,y ¥;<7¥,, pertencem a f(I), entdo, o in-

tervalo [yl,y2] estd contido em f(I).  Sejam x e x

1 2

os pontos de I tais que f(xl) =Yy, ®© f(xz) = Yoo
Logo, devemos provar que [f(xl), f(xz)] c £f(I). 1Isto,

porém, decorre do teorema do valor intermedidrio, cf.

Teorema 2,16,

2) Seja agora c¢ wum pontgo do interior de I. Seja

€ > 0, tal que [c = ¢, ¢ + €] ¢ I. Pela primeira
v
parte deste teorema, jd provada, a imagem do intervalo
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(e -e, ¢ +e] & um intervalo J, cujas extremidades s&o
f(c-e) e f(c+c). Sendo ¢ crescente, segue-se que
f(c-€)< f(c)=< f(c+€), © gque mostra que f(c) €& um ponto

do interior de J, e, a fortiori, de £(1).

TEOREMA 2.18 - Seja f: I ~R uma funcf¥o continua cres-

cente em um intervalo I. Entfo, a funcfo

inversa f£~1: f(I) =R €& também contfnua.

Demonstraggo: Primeiramente, observamos que a fun¢fo in-

versa é tambdm crescente. Logo, os limites
laterais existem em todos os pontos do.intefvalo f(I).
Vamos provar que se d pertence ao interior de f(I), en
tfo £™(a=) = £73(a) = £71(a+). (0 caso em que 4 ¢ £(1)
€ uma extremidade pode ser atacado pelo mesmo processo.)
Pela Nota da segfio 2.7 temos gue
*(

f'l(d-) < £ (d) = f“l(d+)

Suponhamos gque f-l(d') < f-l(d). Como f—l(d-) é o su-

pPremo dos f_l(y) tais que ¥ <« d, segue-se que existe
=1 -1 ;

Yypo<d e y —-d tal que f (yn)—— £f77(a-). Como f

€ crescente temos
-1
(1) y, < £(£71(a"))

Por -outro lado, da hipdtese f-l(d') < f-l(d), e do fato

de f ser crescente temos
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(2) £(e~L(a")) < £(£7(a)) = au

As desigualdades (1) e (2) implicam que
Lm y_ < £(r7H(a7)) < 4,

o que contradiz o fato de (yn) convergir para d. De
. : -1 -1 ~
modo andlogo prova-se gue T (a) <« £77(a*)} nfo pode

ocorrexr.

COROLARIO 2.5 - Seja f: I + R uma fungfo_ continua de-

crescente em um intervalo I. Entfo, a

fungfo inversa £t £(I) + R & também continua.

Demonstragfo: A fungfo g = -f & crescente. Por conse-

guinte, pelo teorema anterior g_l:g(l) -+ R
& continua, Ora, g(I) = -f{(I) e f-l(y) = g-l(-y) para
todo v € £(I). A continuidade de f-l, segue~se usando
o Teorema 2,1lt, pois a funglio 1 ¢ a composta da fun-

¢80 continua el ¢ a4 fungfo continua
h: R+ R

definida por h(x) = -x, para tedo x € R.
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2.9 - As funcgdes injetivas du reta

TEQOREMA 2.19 - Seja f: I + R uma [un¢gfo continua e in-

jetiva definida em um intervaloc I. Ent&o,

f & uma fungfo crescente ou uma fungHo decrescente,

Demonstragdo: (1) Sejam a,b € I, com a < b. Sendo f

uma injetiva, segue-se que um dos dois

casos deve ocorrer:
(1.1) fla) < £(b); (1.ii) f{a) » f(b).

(2) sejam a,b,c € I, com a < b < c. Provemos que um

dos dois casos deve ocorrer:
(2.1) fla) « v{b) < r(ec); (2.44) fla) > £(b) > f£(c\

Suponhamos, em vista da parte (1} acima, que f(a) < f(c).
(A outra possibilidade poderd ser iratada com um raciocf-
nio andlogo.) Devemos provar que o Caso (2.1) ocorre.
Suponhamos, por contradigio, que f(a) > f(b). Seja, r
um mimero real comum aos intervalos (f(b),f(a)) 95 
(£{b),f(c)). Pelo teorema do valor intermedidrio exiptem
pontos x; € {a,b) e x, € (b,c) tais que f(xl) =T e
f(xz) = r, Isso, pordm, contradiz a injetividade da fun-
gdo f. De modo inteiramente andlogo, provemos que

N
f{(b) > £f(c) ndo pode ocorrer.
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(3) Sejam a,b,c,d ¢ I, com a< b< ¢ < d. Provemos

que um dos dois casos deve ocorrer:

(3.1) f£(a) < £(b) < f(e) < £(a); (3vi1) f(a)>£(0)>

> £(c) > £(a).

Suponhamos, em vista da parte (2) acima que
(1) o f(a) < £(b) < f(e).

(A outra possibilidade, i.e. (2.ii), poderd ser tratada
de modo andlogo.) Devemos provar que, feita esta hipd-
tese, i.e. desigualdade (1), o caso (3.1) ocorre. Con-
sideremos os pontos b,c,d. Aplicando'a parte (2) nova=-

ﬁente, conclufmos que
(2) f(b) < £{e) < £(d),

pois a outra possibilidade estd descartada em virtude de
jd! sabermos que f(b) < f(c)