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INTRODUGAO

0 objetivo principal déste trabalho & estudar pro-
priedades de estabilidade das solugbes de sistemas de e-
quacgbes diferenciais com retardamento.

No Capitule I introduzimos o conceito de equagao
diferencial com retardamento. No Capitule II apresentamos
fatos bdsicos sobre existéneia, unicidade e prolongamento
de solugbes, bem como sdbre continuidade em relagiio as
condigdes iniciais. No Capitulo III damos diferentes con-
ceitos de estabilidade e discutimos critérios de estabili
dade, na linha do segundo método de Lyapunoff, para os di
ferentes conceitos de estabilidade. O conteddo do Capitu-
lo IV refere-se aos problemas de estabilidade e dinstabili
dade de‘sistemas autdnomos, tomando como instrumento fun-
damental o uso simulténeo dos conceitos de conjunto inva-
riante e funcional de Lyapunoff, No Capitule V estudamos
um principio de comparagao, devido a J. Hale, para o estu
do do comportamento das solugdes, nas vizinhangas do infi
nito, de um sistema perturbado de um sistema de linear de
equagbes com retardamento. A idéia bdsica & reduzir o pro

blema de comportamento das solugdes de um sistema de equa
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gdes com retardamento ao problema do comportamento das sg
lugdes de uma equagio diferencial ordindria escalar. Uma
série de resultados de estabilidade € estabelecida usando

o mencionado principio de comparagao.

ste trabalho dependeu de auxilio concedido pelo
CNPq. e pela FAPESP. Aos responsdveis por essas institui-
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goes 0s nossos agradecimentos.

NELSON ONUCHIC
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CAPITULO T

INTRODUGAO AQ PROBLEMA

1. EXEMPLO

Para um primeiro contacto, num casoc bastante sim-
ples, do tipo de equagBes gque consideraremos, vamos abor-

dar a seguinte equacgho:

x(t) = £(t,x(t=1)), + = %% , onde f{t,x} €& suposia
continua para + = 0, x rzreal.

Nio temos neste exemplo uma equacio diferencial or
dindria, uma vez que ndo se trata de uma equagao do tipo
%(t) = g(t,x(t)) em que %(t) depende de t e da fungio
x calculada no instante t. Vemos, no nosso caso, que
i(t) depende de f e da fungio x calculada no instan-
te t-1. Este & um exemplo do que chamaremos, mais adian-
te, uma equagao diferencial com retardamento. Vamos ver
que neste tipo de equagbes a determinagfio da solugdo x
depende nao apenas do conhecimentc da mesma em um instan-
te to’ come no caso "bem comportado" de uma equagao dife

rencial ordindria, mas sim do conhecimento da soluglo em

um certo intervalo anterior a to. Em outras palavras, no
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caso das equag%es diferenciais ordindrias, dentro de cer-
tas exigéncias, o conhecimento de uma solugho em um instan
te to ¢ suficiente para determinar a solugfo. No caso
das equagdes diferenciais com retardamento isto nloc ocorre.
E breciso conhecer-se um certo passado da solugfo anterior
a to. Vamos ver isteo no exemplo que estamos abordando.

Pomos o seguinte problema:

Determinar a funcdo x(t), definida em [0,w), tal
que %x(t) = £(t,x(t-1)) para t 2 1 e =x(t) = xo(t)
para O g t < 1, onde xo(t) é suposta continua em [0,1]

Para 1 < t < 2, a solug&o, que denctamos por

x.(t) satisfasz

.
£(6) = £(6,x,(+-1)), =, (1) = %, (1),

e, portanto,
t
xl(t) = x (1) +‘[ f(z,x (6-1))dz para 1le¢ t <= 2.
] 1 o]

Supondo conhecida a solugao em [n-1,n], que deno-
tamos. por xn_l(t), determinamos @ solugao em [n,n+l] co

mo segue:

xn(t) = f(t,xn_l(t—l)), xn(n) = xn_l(n)

ocu seja,
t

xn(t) = xn“l(n) +’[.f(6,xn_l(t-l))dz para n g t < n+?
n



Assim, a solugio de mosso problema fica determina-
da para t =z O.

Vemos em nosso problema que precisamos ter como da
do inicial o comhecimento da solugio no intervalo [0,1],
nao bastando conhecer o seu valor no instanté to = 1,\

como jd observado préviamente.

2, DEFINIGAO DE EQUAGAC DIFERENCIAL COM RETARDAMENTO E

EXEMPLOS.

Sejam h, H com O= h<w, 0« H=s =,
n
Cg = {o € ¢ = ¢([-n,0],R") | |9} < H} omde ¢([-n,0],R")
€ o espago de Banach das aplicagbes continuas de [-h,0]

denotando

no R™ com a norma ”@” = sup [m(9)|, f .
=hz8< O
uma norma usual do Rn. No caso H =« fica, pois,

Sejam A, O < A= =, e x(t) continua em
[t,-Bs t _+A) com valores no R". seja %, t, % t <t +A.

Por definigio x é o elemento de C dado por x,(8) =

t &

= x(t+9) para ~h < €& < O, ¥ £dcil ver gque a aplicagao "

de [to,to+A) noe espago de Banach C dada por X e

4
continua.

Seja f(t,p) uma aplicagho de [O,=) x CH no R".

A equacgho
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(1) x(t) = £t,x,)

€ chamada uma equagho diferencial com retardamento.
Uma funcio x(t), continua em [to-h, to+A),

0O< A<=, t =20, ¢&dita uma solucdo de {1) se existir

a derivada de x(t) em [to,t0+A) e %(t) = f(t,xt) pa-
ra to £ t < to + A. Observamos que n2io € exigido de x(t),
definida em [to—h,to+A), que seja diferencidvel em to.
.No instante to consideramos apenas a derivada direita.
Note-se que, gquando h = 0, uma equagao diferencial
com retardamento se reduz a uma equacdo diferemcial orgi—
ndria.
Apresentamos a seguir alguns exemplos de equag%es
com retardamento:
i) A eguacgio i(t)r= g(t,x(t-1)), discutida no inicio, &

uma equagho com retardamento, vista da seguinte forma:
() = f(t,xt), onde f{t,p) = g{t,p(-1)) com
¢ € ¢{[-1,0],R} |
ii)} Mais geralmente, o sistema
x(t) = g(t,x(t),x(t-h (t}), ..., x(t-n (t))) ,
0« hj(t) g h < o, J = 1;ea.,m, € uma equagéo com retar

damento, vista como segue:

i(t) = f(t,xt) ’
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onde £(t,p) = g(t,0(0),p{-ny(t)),.eerp(-n,(+))) com

» € ¢([-n,0],R"). \
0 /
iidi) x(t) = f g(t,0,x(t+6))d®, que podemos escre-
: -h

ver como 5
x(t) = f(t,xt) onde f£{t,p) =’[ g(t,0,2(0))ae ,
h

v € ¢([-h,0],R)






CAPITULC II

FATOS BASICOS

1. EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCDES

Vamos estudar o problema da determinaghio de soli-

cho, com condigfo inicial, da equagio
(1) x(t) = £(t,x.)

onde f(t,p) estd definida em [O,») x C 0O < Hz =,

H!
Sejam to =20 e | € CH.
A funglo x(t), continua em [to-h,t°+A), A > 0,

diferencidvel em -[to’to+A)’ é dita uma soluglo de (1) com
fungdo inicial § em t_  se

i) x, € CH para to = t < to+A

ii) = =1,

iii) %(t) = f(t,xt) para t_ % t < t_+A

Dizemos que f£{t,p) satisfaz i condiglo de
Lipschitz ou é lipschitziana relativamente a @ em

[0,2] x cHl 0 < H; < H, se existir L = L(%,Hl) tal que
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|f(t’cp2) - f(t,cpl)] < L|Icp2-tp1” para 0 s t <% e ,9,

em C .
Hy

Dizemos que f(t,m) € localmente lipschitziana re

lativamente a ¢ em [0O,x) x Cy se f(t,p) for lipschi

i{ziana relativamente a @ em [0,%] % C para todo

Hl’
T,H 0<«<T<o>», 0« H, < H.

1’ 1

TEOREMA 1 - Seja f(t,m) continua e localmente lipschit-

ziana relativamente a © em [O,m) X CH.

Entfo, para qualquer t, 2 0, § € Cy, existem

A > 0 e fungao x(t) definida em [to-h,t0+A) ue e

solucio de (l) com fungho injcial em to.

. - el d -
Ainda mais, esta solugdo & idnica.

Prova: Seja F = [x ¢ C([to-h,to+A], Rn)|Hx“ s Hy e
x(to+e) = §(8), -h = 8 < 0} onde H, € escolhido
de modo que ”¢“ < Hl <H e A >0 a ser fixado conveni

entemente. C([to-h,tO+A], R") €& o espago de Banach das

aplicagaes continuas de [to—h,tO+A] no R" com a norma

=] = sup |x(t)
t -het<t _+A
o] Q

F ¢ um espago métrico completo,
Consideremos T, aplicagdo de F em

C([to-h,to+A],Rn), definida por

{(Tx¥(t +8) = w(®) para -h < & < O e
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t

(Tx)(t) = ¥ (0) +‘£ f(s,xs)ds para t_ < t s t_ o+ A.
o

Vamos mostrar inicialmente que T, para A conve-

niente, & uma aplicagiio de F em F

tot+A
I(Tx)(t)l = J¥(0)] +‘f |f(s,xs)]ds para t_<t<t +A .
to

Fazendo a restriglo A < 1 e observando que

”xS“ < H, para t < s< t 44 decorre que para t_ € s<

< to+A temos

If(s,xs)[ < |f(s,xs) - £(5,0)| + |f(s,0)] = L H + K,
onde X = sup I£(z,0)] e L = L(t0+l,Hl). Entio,
tos%sto+l

[(Tx) ()] = |¥(0)| + A[H,L + K] para &t s t < t +4 .

Por outro lado, como ”¢” < Hl’ resulta gque existe
H, tal que lvll < B, < Hy.
Logo | (Tx)(t)]| < H, + A[H L + K] < Hj para A
conveniente., Portanto, com uma tal escolha de A vem que
x|l < H,.
Assim, T '€ uma aplicagio de F em T.
Escolhendo agora A nio sé com a indicagao ante-
3 4 . ~ = 1
rior mas também com a exigencia A < T vamos mostrar

que T €& também uma contraciao de F em F.

Dados. x e v de T, sejam (Tx)(to+9) =t(e) e
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(ty)(6,+@) = ¥(8), -ns e=< o0, (Tx)(z) = §(0) +
t
+‘f f(s,xs)ds e {Ty){(+) = ¥v(0) + ‘[ f(s,ys)ds para

t,, to
para to < t < to+A.
Entao,
| (tx) (£)-(Ty)(t)| = O para t,-h < ts t
€
e | (Tx) (£)-(Ty) (£) | S/ |£(s,x ) - £(s,y)|as <
to

t0+A
S,J L”xs-ysnds, para t s t s t_+A .

tO

Como Hxs-ysn < ||x-v|| para t,< s < t +A,

vem gue
l(tx) (£) - (Ty)(t)| ¢ ALllx-y| para t,=h s t < t +4

e ”Tx-Ty“ = ALHx-y

Logo T & uma contragao porque AL < 1.

Entio, pelo teorema do ponto fixo de Banach existe
uma e uma sé funglo x € F tal gque Tx = X.

Em outras palavras, existe uma e uma sé fungéo

x € F tal que
x(t +6) = ¥(8), -h=< o650

t
x(t) = U (0) + /[ f{s,x_) para t_< t < t _+A .
+ s o o
o

G nosso teorema € uma consequéncia imediata déste

fata.
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No casc em gue SUpOHIOS f(t,m) apenas continua po
demos provar a existéncia, mas nfo a unicidade, de uma sgo
luglo da egquaglo (1) em um intervalo {to—h, t0+A), com A
suficientemente pequeno, do problema de wvalor inicial. A
prova, neste caso, pode ser feita como. uma aplicacgio natu
ral do teorema de ponto fixo de Schauder. Ver, por exem-

plo, [14~b, Theorem 37.1, pg. 184].

2, EXTENSAO PAS SOLUGDES

Com relagho A4 equagdo com retardamento consideremos

as seguintes hipdteses:

i) o segundo membro da equagéo € uma fungéo continua
que leva conjuntos [0,%] X Cyy em conjuntos limi-
1

tados do R" para todo %, H 0 <%< o, 0« H. « H,

i’ 1
ii) vale alguma condigfo de unicidade relativamente ao
problema de funglo inicial, isto &, se x{t) e

v(t) sho duas solugbes definidas em algum intervalo co-

mm [to-h, t0+6), 0< § g », com entao,

to © Ty’

x(t) = y(t) para todo tomh = t < t0+6.
Como consegliéncia do Teorema 1 segue que (i) e (ii)
sao satisfeitas no caso em gue o segundo membro da equagéo

€ uma fungho continua, localmente dipschitziana relativa-
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mente a .

Indicamos por x(t,to,m) a solugho da equagdo (1)
cuja funclo inicial em t, € . Usamos a notacgio
xt(to,m) para indicar o elemento de C dado por

x (t,,0)(0) = x(t+0,t ,¥).

As seguintes propriedades sao verdadeiras relativa
mente ao problema de extensio de solugaes de (1), supos-

tas satisfeitas as condigbes (i) e (ii):

a) Se x(t), definida em [t_-h, ¢ _+6] & solugio de (1)
e se |x(t)|] < H neste intervalo, entdo, x(t) po
de ser estendida & direita de t0+6, como solugao de (1),

tomando para fungdo inicial em t0+6

V(8) = x(t_+6+8), -h < 6= 0.

Esta afirmaglo segue do teorema de existéncia men-
cionado no fim da secglo 1. Se f(t,9») além de continua
€ localmente lipschitziana relativamente a ¢, entdo, baz

ta usar o Teorema 1.
b) Se x(t), definida em [to-h, t,48), 0 < 8 < =,
é solugho de (1) e se, neste intervalo, |x(t)| < H<

< H, ent8o, podemos estender x(t)}, como solugdo de (1),

D)

[to-h,to+6] e, por conseguinte, pela afirmagao (a),

g

direita de t0+6.
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A demonstragao segue do critério de Cauchy tomando-

=-5e

t
x(t) = x(to) + L f(s,xs)ds

e usando a hipdtese (i).

Necessitamos da hipdtese (i) para aplicar o crité-
rio de Cauchy porgue num espago de Banach de dimensfo in-
finita, como & o caso de C([-h,0], R"), h > 0, uma bola
fechada nfo & um conjunto compacte e, portanto, nioc pode-

. - - L4
mos garantir a limitacfo de uma fungao continua.

Vamos indicar por [to—h, t+), t, < tT £ », o mexi,
mo intervalo aberto 4 direita ao qual podemos estender
x(t) como soluglo. Quando t+ = » dizemos que x(t) &

definida no futuro. Se x(t) ¢ definida e limitada em
[touh,w) dizemos que x(t) & limitada no futuro.
c) Seja x(t) solugao de (l) tal gue |x(t)[ < ﬁ < H
para t_-h < t < tF, Entfo, +t+ = » e, portanto,
x(t) & limitado no futuro.
Em particular se H = o e se x{t) & limitada em

seu mdximo intervalo aberto & direita, entdo, +% = «,
Esta propriedade & uma conseqlidncia imediata de (b).

d) Em geral ndo¢ podemos estender x(t,to,w) como solu

clo a4 esquerda de [to-h,t+), isto €, nfo podemos
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garantir a existéncia de § > 0 e de uma funglo x(t) de
finida em [to-é-h, t*), =x{t) coincidindo com x(t,to,m)

em [to-h,t+) tal que

%(t) = £(+,x para t -8 < t < t* .

)

Por exemplo, se tomarmos ¢ € C tal que ©(8) nfo
tenha derivada esquerda para 6 = 0, entdo, x(t,to,m)
ndo admite prolongamento é.esquerda gualquer gue seja
to z 0., Mas um prolongamento & esquerda nfic ocorre, em ge

ral, mesmo que @(©) seja diferencidvel.

3. DESIGUALDADE FUNDAMENTAL

.A desigualdéde seguinte estabelece a continuidade

de x(ﬁ,to,m) em rolagio a @.

TEOREMA 2 - Seja f£(%,9) continua e localmente lipschit-

Ziana.
Dados to = 0, ¥, & %, em CH s+ Sejam

x(t,to,ml) e x(t,t0,¢2) definidas em um intervalo co- -

mum ;to-h,a], t,<t< e, com ”xt(to,wj)“ < H; < H,
t,e ts%, j=1,2,. Entdo,

JL{t-t,

2y (50s0) = x, (t,,0,)] = Mo o, t, s <o,
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onde L = L('@,Hl).

Prova: Vamos supor, sem perda de generalidade, que

lf(t,mz) - f(t,ml)l < L”wz—mlu para ®, £ 9, e mostrar

a desigualdade seguinte dque ¢ equivalente 3 proposta.
(2)  lx(b,,00,)=x(t 0@ J1ee Tt g o, b, s b S©
1YotV TorT P2=®allr To .

. Como esta desigualdade & ébvia para @, = @, VET
mos supor @, PP
A desigualdade (2) € verdadeira para t = ¥ .
Vamos supor que (2) ndo seja verdadeira para todo

t, t st <%, Entfo existem % e seqitdneia {t 1, T, > %,

~
t -+ t com m-+ %, de modo gque
m

11

Hx%(t0!$2) - X%(to!wl)n lx(%!toimz) = x(%!to!mz)l =

i

Mo,

o x(bgityioy) = x(byto®)l > Llmto) o, 0,

Temos que

tl_t [|x(tm,to,w2)_x(tm,to,ml)|-lx(%,to,mz)-x(%,tb,@ln]>
m . ~
, 2 EeL(tm-tc,) ) eL(t_to)]“CPZ-CP]_H )

tm—t
-
eL(tm’to) - éL(t‘to) H

(tptg) - (B-t,)

cpz'cPlH ¢

- ——
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(3) fEm L

['x(;+ﬂtst 2 ) - x(%+ﬂt,t [l )] -
At"o-‘_ ﬂt [s) 2 Q 1

~ ~
- lx(tstos$2) - X(t,togml)ll =
'eL(tm-to) _ oL(t-t,)

2 lim

Mo (t -t ) - (%-‘t ) ”@2—@)1” = LeL(t-,tO)HCPZ'CPl”

Sejam K = 0 ¢ €, > O tais que

(4)

i(E,to,wz) - i(%,t0,¢l)] < K < K =+ e, <

Hixg (ronmp) = xg(e 0,0 = o oM(E-00yy
< xt O,sz = XCE O,Cpl - e @2‘-(‘01 .
Se ja 60 > 0 tal que

3@:|[x(t+At,to,mg)-x(t+At,to,wl)J-[x(t,to,mz)-x(t,to,mlni

< ]i(%,to,me) - i(%,to,wl)] + e para O <.At SR
Em vista de (4) segue que
1 ~ —~ i ~
K;[Ix(t+At,to,wg)-x(t+At,to,ml)i-{x(t,to,wa)—x(t,to,ml)u <

= ‘ﬂl—]:t.] [X('E'l-ﬂ\.t,t0,¢2)-xf$+ﬁt,to,ml)] '[x(%ltoimg)'x(%lstoscpl)]fs

. o T-
s [x(%,to,wz) - x(t,to,wl)] +e <K+ e, <L oL tﬁ“q@-@ﬂ

Para O < At < 60.
Portanto,

Aiiﬁ [|x(E+At,to,mz)-x(%+At,to,ml)]nlx(%,to,mz)-x&ﬂtoﬂpglj
t30+ -
< L e(t*t

com (3).

O)”mg-wln, que nos leva a uma contradigio



-17-

0 teorema fica assim provado.

Para uma discussfic geral das equagbes com retarda-
mento destacamos as freferéncias [1], [2-a-b-], [3], [4-d],

[5] e [8].
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CAPTTULO TITTT

ESTABILIDADE: DEFINIGDES E SEGUNDO METODO

DE LYAPUNOFF

1. DEFINIGCDES DE ESTABILIDADE

Neste capitulo supomos que as condigfes (i) e (idi)
da secgfio 2 do Capitulo IT estejam satisfeitas relativa-

mente A& equaglo
(1) x = f(t’xt)

em [O,=) x C_ . Supomos ainda que a origem seja um ponto

H
de equilibrio de (1), isto &, f£(t,0) =0, t = O.
As definigbes seguintes de estabilidade sfo dadas

em relagio ao ponto de equilibrioc x = O de (1).

(1) BEstabilidade

Dados e >0 e t_ =2 0 existe & = é(e,to) >0

tal que |ofl <8 e t =2 t, dimplicam th(to.m)H < €.

No caso de uma equagio diferencial ordindria

x* = £f{t,x), £{t,0) = 0, se 6(e,to) puder ser determina
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do de acordo com a definigdo acima para algum to = to’
entio, 6(e,to) poderd ser determinado para gqualquer
t, 2 0. Isto se deve ao fato de que a aplicacio
x o x(to,fg,xo) induz um homeomorfismo entre duas vizi-
nhangas de x = 0, desde gque f(t,x) seja continua e sa-
tisfaga a alguma condigio de unicidade para o problema de
valor inicial. Mas, um tal homeomorfismo nfo existe para
o caso de equagbes com retardamento positivo.

0 seguinte exemplo, devido a Zverkin [15], mostra
a existéncia de dois instantes iniciais de modo que para
um déles a condigho de estabilidade € satisfeita e para o

cutro nio.

Consideremos a seguinte equagéo com retardamento

() = p(t) x(¢- -g—n) onde

3

b(t) 0O para 0= t < ST

b(t) = -cos t para %-n < t = 3m

1 para t > 31

b(t)

Para to =0, o€ C, temos que x(t) = x(t,O,m)

é dado por x{(t) = p(0) se 0= t < %—ﬂ e x(t) =
= -p(0) sen t+ se t > %~ﬂ. V&-se, entlo, que a condigio

de estabilidade € satisfeita para to = 0., Por outro lado,

se t_ = 3m, nossa equagho fica %(t) = x(t - %-ﬂ) para

o
t 2 3T e vé-se que existe A > O de modo que x = ¢ R
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seja uma solugdo da mesma para todo c. Isto significa,

entio, gue em qualquer vizinhanca da fungdo inicial zero
existe uma infinidade de fungbes iniciais ¢ de modo que
x(t,37,9) + = com t + =; assim, a condiglo de estabili-

dade nfo estd satisfeita para t, = 3.

{(ii) Estabilidade uniforme

Dados e > 0 e t_ 2z O existe & = 6{e) > 0 tal

que [0l <5 e t = t, dimplicam ”xt(to,w)” < e,

{iii) Estabilidade assintdtica

(i) ¢ satisfeita e a todo to 2z 0 corresponde
o = p(to) > 0 +tal que |lg|]| < p dimplica x(t,to,w) + 0

com t 4 e,

(iv) Estabilidade equiassintdtica

Dados e > O e to 2 0 existem p = p(to) >0 e
T =T(e) 2 0O de'modo que |jofl <p e t =2t  + T impli-

cam ”xt(to,¢ﬂ < e,

(v) Estabilidade assintdtica uniforme

(ii) & satisfeita e existe p > 0 de modo que a
todo e > 0 corresponde T(e) = 0 tal que se Jjo|| < p

e t, =z O, entdo, ”xt(to,m)” < e para t 2 b + T(e).
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(vi) Estabilidade exponencial

Existem constantes positivas p, o e B de modo

que se |joll < p, entdo,

th(to,@)” < B e-a(t_to)ﬂmn para t 2 t, 2 O

(vii) Estabilidade assintdtica global

H=w® e a condigho (iii) & satisfeita com p(to)=
= @

As seguintes implicagbes sdo facilmente verifica-
das

(vi) = (v) = (i1) = (1)

(vi) = (v) » (av) = (311) = (1)

N&o 4, em geral, verdade que (v) = (vi) como se
pode ver no exemplo x = —x3 analisado em [10]. Contudo,

se f(t,p) €& linear em ¢, entdo, a estabilidade assintg
tica uniforme implica a estabilidade exponencial [3, pag.
3467,

Se ja y(t,to,m) uma solugho de ¥(t) = g(t,yt)
definida no futurc. Consideremos a mudancga de varidveis

X =35 - Y(t,to,@). Temos que

2(t) = £(6,x,) = g(t,x,) = a(t,x +v, (t,9)) -

- g(t,Yt(to,CP))
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’

onde f(+,0) = O. Dizemos que a soluglo y(t,to,m) g es-
tdvel num dos sentidos acima especificados se a solugdo
x =0 de % = f(t,xt) for estdvel no correspondente sen

tido.

2, SEGUNDO METCDO DE LYAPUNOFF

Seja g(t) wuma fungfo escalar continua definida

em [a,b), b < ». A expressfo Iim g(t+r)r- g(t) tem
40+ .
sempre significado podendo ser *x, Este limite & denota-

do por &(t). No caso em que g(t) ¢& diferencidvel,

é(t) coincide com a derivada de g(t) no sentido usual.
Com relagfo & derivada de g(t), tomada no sentido

acima, témos 0s seguintes lemas que sfo fundamentais no

segundo método de Lyapunoff.

LEMA 1 - Seja g(t) continua com g&(t) < 0 {&(t) = 0}

para a < t < b. Entlo, g{t) & nfioc crescente

infio decrescente} em [a,b).

Prova: Consideremos o caso g(t) £ 0., O tratamento no caso
g(t) = 0 & andlogo. Mostremos que se a < by € <

< b, entao, g(tz) < g(tl). E suficiente provar gue para

qualquer e > 0 vale g(tz) - g(tl) < e(tzntl). Supomos

- que nfo seja verdade. Entfo, existe e > O tal que



24

G(tg) > 0, onde G(t) = g(t) - g(t1) - e(t-tl). Como
g(t) < 0, existe uma infinidade de pontos + em (tl,tz)
de modo due g(t)t:tg(tl) < e, ou seja G(t) = O. Entéo,
1
{t ¢ (tl,t2)|G(t) =0} £ ¢. para £ = supA

o conjunto A

I

temos t, < § <t G(§) =0 e &(t) >0 para & < t =

2!
< b, Entio, G(E) 2 0 e como &(E) = &(§) - e, segue que
g{e) = e, contrdrio & hipdtese.

A prova estd completa.

LEMA 2 - Seja g(t) contfnua com g(t) s -o {&(t) = o},

6 >0, em [a,b).

Entdo, g(t) s &(t,) - o(s-t ) e(t)zg(t,)ro(t-5,)]

para a < to = t < b.
Prova: Aplicar o Lema 1 & funglo h(t) = g(t) + Ot.

seja v(t,p) um funcional definido para t 2 O,
© € Cy, isto é, v(t,p} & uma aplicagio numérica conti-
nua definida em [0,e) X Cpye

Serd suposto v(t,0) = O para t = O.

0 funcional v(t,p) & dito positivo-definido se

existir uma funclo escalar contfnua w{r), r = 0, tal que
v{t,p) = w(”m”) para t =z 0, @ € CH, w{r) > 0 para

r > 0. 0 funcional & dito negativo-definido se =v(t,p)

£8r positivo-definide.

Para todo funcional v(t,9), t_ =2 0, @ € Cy, defi '
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(t

@ ))

vi(t_,p) = v(t,x

—= 1
iig+ E[v(to+r,xto+r(t0,m)) -

- v(to,m)} onde x(t,to,w) € solucglo de (1).

t' o

TEOREMA 1 - Suponhamos gue exista um funcional v(t,p),

positivo-definido e satisfazendo ﬁ(t,m) =z O,

Entfo, a solucfo x = 0 de (1) & estdvel.

Prova: Dados e > O, to z 0, segue que existe § = é(e,§)<
< H tal que “wn < 8 implica v(to,m) < w(e),
ande w(e) > 0,
Afirmamos que || < ¢ implica “xt(to,m)n < e
-para t = to. De fato, do contrdrio existiria tl > to

tal que [x (¢ ,9)|| = ¢ e, portanto, v(tl,xtl(to,mn =

t1
z W(”th(tdsw)“) = w(e) > V(‘to,tp) = V(to’xto(tqu’)) mas
tal desigualdade nos leva a uma contradigao porgue pelo

Lema 1 temos que v(t,xt(to,m)) é ndo crescente.

A prova estd completa.

Digzemos que o funciomal +v(t,p) tem extremo supe-

rior infinitdsimo se existir uma fungdo escalar continua

E(r), r 2 0, tal que |v(t,9)| < §(||o||) para t = O,

©® € CH, §(O) = 0.

TEOREMA 2 - Suponhamos que exista um funcional v(t,p)

positivo-definido, tendo extremo superior in-
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finitdsimo, com V(t,p) s O.

Entdo, a solugido x = 0 de (1) ¢ uniformemente es-
tdvel.
Prova: Na prova do Teorema 1l podemos tomar 6§ = 5(e) > 0

desde que v(to,m) s E{(]|ell]) e E(r) & continua

com £(0) = 0.
A prova estd completa.

Seja a solugho x = 0 de (1) assintdticamente es-

tdvel. Dado % = 0, o conjunto

DtO = {p € CH|X(t,tO,@) + 0, com t 4 =}
€ chamado o centro de atragao do ponto de equilibrio
x=0 em t_.
o

No caso de um sistema autdénomo, isto &, f£(t,p) =

1

h{(p), o conjunto D nfo depende de 1 e D =D
to o to

simplesmente chamado o centro de atragao.

Oy

No caso em que a origem é globalmente assintdtica-

mente estdvel temos D, =C para todo t_ z O.
o

TEOREMA 3 - Suponhamos que exista um funciomal v(t,@),

positivo-definido, tendc extremo superior in-

finitdsimo e com v(t,p) negativo-definido.

Entéo, a solucfio x = 0 de (1) € uniformemente

assintdoticamente estdvel,
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Prova: A estabilidade uniforme segue do Teorema 2, Como
v(t,?) & positivo-definiglo e tem extremo supe-
rior infinitdsimo, existem funcdes escalares continuas
w{r) e E{r), com w(r) >.0 para » > 0, &(0) = 0, de
modo que w(|l®]|l) s v(t,e) s 5(jlv|) para t = tos ® € Cy .

H O0<H, <H

1* 27 1 2
que E(Hl) < W(Hz). A existéneia de H, H, com a proprie-

Sejam I < H, escolhidos de modo

dade pedida segue das hipdteses sGbre E(r) e w(r).

Afirmamos que ©_ 2 G, ¢ CHl implicam

+ . , -
xt(t0,$) € CH2 para t_ s t < t . Admitamos que isto nfo

seja verdade. Entho, existem t t, < t; < t,, com

2' "o 1
H

l!
ey (boo@)l =1y o lxy (5,0l
v(t) %y (8550)) = &z (@)D

= w(”xtg(to,m)”) < v(tz,xtg(to,@)). Segue do Lema 1 a e-

Portanto

n

5t
§(Hl) < w(Hz) =

xisténcia de um mimero T, t; <T< t,,

#(0,%g(t,:9)) > 0, © que nos Lova a uma contradigho.

tal que

Entdo, t_ 2 0, ® € C implicam xt(t0,¢) € CH2 para

Hy
+ +
t = t < T e T = o,
o
Como x = 0O uniformemente estdvel, dado e,

51
O<e<H existe & = &6(e) tal gue © € Cg implica

l’
Xt(to’¢) € ¢, para t < t < w. Como v(t,») & negati-
vo=definido, existe fungéo escalar continua G(r),

o(r) >0 para 1 > 0, com v(t,p) = -o(/lo|).

Sejam 0 < y = inf o(r), M > sup §&|lr| e
6srsH2 OsrsHl
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Vemos que T nfio depende de t,» e portanto,

T = T(e).
Afirmamos que © € C implica X~(t ) € C
Hl t Q 5
para algum instante %, to < ¥ < to + T. Suponhamos que

isto nfo seja verdade. Entdo, & < “xt(to’m)“ < H, para

2
to = t < to + T e, portanto,
(t,x, (b,,9)) < -0 (|lx (t,0)]) = - int o(r) = -v
b<r<Hy

para to‘s t < to + T. Segue do Lema 2 que
v(t,xt(to,m)) < v(to,w) - Y(t—to) para O s t, stst +T

e, por conseguinte, v(t0+T, X, +T(t0,$)) = Q(H@H) - T <
: c

<M - yT = 0, o que & impossivel porque +v{t,p) & posi-

tivo~definido.

Entao, P Cp’ com p = H implica x%(to,w) €

11

¢ C para algum %, t < % = to + T, e, portanto,

3]
xt(to,m) € ¢, para t = t_ + Ts

o}

0 teorema estd pois provado.

Dados H H como ne Teorema 3, vemos gue C

1* 2 H1
estd contido no centro de atragfo do ponto de equilibrio
x = 0 para todo to =z 0,

0 funcional +v{t,p), definido em [0,») x C, & di-

to radialmente ilimitado se existir uma fungao escalar

contfnua ¥(r) tal que v(t,p) = y(/lo}]) e y(r) + = com

T = .
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TEOREMA 4 - Suponhamos que exista um funcional v(+4,p),

positive-definido, radialmente jilimitado,

tendo extremo superior infinitdsimo e com v(t,?) nega-

tivo=-definido.

Entfo, a soluclo x = 0 de (1) € globalmente

assintoticamente estdvel.

Prova: Como +v(t,p) €& positivo-definido e tem extremo su
perior infinitdsimo, existem fungbes escalares

continuas wl(r), E{r), com wl(r) > 0 para 1 > O,

£(0) = 0, do modo que wy(lloll) = v(+,8) = & (o]} para

t =2 0, @ € CH.

Como v(t,m) € radialmente ilimitada, existe fun-
¢ho escalar continua y(r) tal que ~v(t,p) = Y(H¢”) e
Y(r) + ® com r 5 . Definindo W(r) = max{wl(r),y(r)},
temos gque w(r) >0 para r > 0, w(r) 34 @ Ccom I 4 o
e w(|e|l) = v(t,0) £ §(lg||). Entho, dada qualquer constan
te positiva H

podemos encontrar H, tal que §(Hl) <

1! 2
< W(Hz).

Como CHl estd contido no centro de atragdo do
ponto de equilibrio x = ¢ para todo to =z 0, segue que
x = 0 €& globalmente assintdticamente estdvel,

A prova estd completa.

Os Teoremas 5, 6 e o Coroldrio dados a seguir sdo
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bastante convenientes nas aplicagbes como critérios de es

tabilidade.

TEOREMA 5 - Suponhamos que exista um funcional v(t,9),

Ay

definido em [O,=} X C e satisfazendo &s se-

H’

guintes condigbes:

1) v(J9(0)]) = v(t,%) = w(®), t20, 9€Cy, onde w(p) & fun-
cional em Cy, com w(0) = 0, e y(r) ¢ uma funglo esca- .

lar continua em [0,H), com y(r) > O para = > 0;

ii) v(t,») = 0, t =0, 9 € Cy .

Entfc, a soluclo x = 0 de (1) € uniformemente

estdvel.

Prova: Dado e, 0 < ¢ <« H seja & = 8(e), 0< d < e,

1!

escolhido de modo que w(p) < Y(e) para o € Cy.
Entdo, t,2 0, © € C;, implicam V(t0s¢) < wip) < v(e).
Como, do Lema 1 e hipdtese {(ii), segue que v(t,xt(to,w))

€ nfio crescente, entao, v(t,xt(to,m)) < v(to,m) < y(e)

para t =z to.

Afirmamos que xt(t°,¢) € C, para t = t;. De fa-
to, pois do contrdrio existiria +t satisfazendo
]x(t,to,m)| = e e, da hipdétese (i), seguiria que
v(t,xt(to,m)) > Y(]x(t,to,m)l) = v(e¢), levando-nos a uma

contradigao.
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Assim, © € Cg» T, 2 0, implicam |x(t,t0,¢)[ < &
para t 2 t . Portanto, =x =0 €& uniformemente estdvel.

A prova estd completa.
Exemplos
i) Mostrar que & solugao zero do sistema

() = y(t) - x(¢) glt,x,,v;)

F(t) = ~x() - v(£) nlt.xpv,)

onde g(t,ml,mz) 2 0 e h(t,ml,mg) > 0 para t z O,

o = (ml,mz) ¢ C, é uniformemente estdvel.

- . 2
Sugestio: Usar o funcional v(t,ml,mz) = [ml(o)] +

+ [wg(O)]z-

ii) Mostrar que 2 solugio zero da equagao x(t) =
= -x(t)g(t,xt), onde glt,p) = 0, € uniformemente

estdvel.

TEOREMA 6 - Suponhamos que exista um funcional v{t,9)

definido em [0,®) X Cy © satisfazendoe & con-

dicho (i) do Teorema 5.

" -~
Suponhamos ainda que exista uma funcao escalar

T(r), r 2 O, positiva e continua para r > 0, tal que

v(t,x,) s o{|x(%)]|) para tdda solucdo x(t) de (1}.

Suponhamos_que f£(t,p) seja Jimitada em [0O,®) X
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Entfo, a soluglio x = 0 de (1) € assintdticamente

estdvel,

Prova: Nesta prova vamos tomar por conveniéncia |[x| =
= sup |x,| .
i< jsn M

Se jam Hl’ H2, 0 < Hl < H2 < H, escolhidos de quo
que se © ¢ CH s entéo, w(@) < Y(HZ)' Procedendo como na
1
prova do Teorema 5 segue que P e CH1 implica xt(toﬁpke
€ CH2 para t > to =z 0.
0 Teorema 5 mostra que, para completar a prova de
nosso teorema, € suficiente mostrar que 9 ¢ CH sy t_ =20,
1

implicam x(t,to,m) + 0 com t 4 o,

Suponhamos que existam t,z2 0, pec de modo

H. *
que x(t,to,m) nfo tenda para zero com t 4 m% EntZo,
existem seqliéncia crescente {tm} com t .-t >2 e
m > 0 de modo que !x(tm,to,m)] > 7 para todo m. Ga-
rantimos que existe B > 0, nfo dependendo de m, tal que
|x(t,t0,m)| > n/2 para [t ~t| = B. De fato. Seja o o,
satisfazendo |f(t,p)]| = 9 para todo t 2 0, ® ¢ Cye -
Ent8o, usando o teorema d;'média e dbvias desigualdades,
segue gque Ixj(t,to,m)l > Ixj(tm,to,m)l - Ult—tm[. Assim,
ix(t,to,m)| 2 fx(tm,to,m)] - Ult-tml > n-0|t-t_| e, por-
.tanto, ]x(t,to,m)] > n/2 péra ]t-tm] £ B , onde

= min{ é%—ﬂ,l}. Observamos que B nfo depende de m.






-3k

Sejam H e a escolhidos de modo que 0oH < a,
H e a sendo reais positivos.

Entio, a solugho x = 0 da equagao
x(t) = -ax(t) + b(t)x(t-8(t}) x(t)

¢ assintoticamente estdvel e CH esta contido no centro
H)

de atraglo para todo t_ =z O.

COROLARIO - Suponhamos que exista um funcional v(t,?p)

definido em [0,=) X C e satisfazendo as se-

guintes hipdteses:

i) v(lp(0)]) s v(t,») = wlg), = 0, ® ¢ C, onde

w(w) & um funcional, limitado sSbre td&da bola de

¢, com w(0) 0 e y(r) ¢ _uma funcgdo escalar continua

para © = O, com y(r) >0 para >0 e y(r) -+ =;

ii) Existe funcfo escalar continua TI'(r), r 2 0, po-

sitiva e continua para r > 0, tal gue

%(t,xt) € ~-U'(]x(t)|) para tdéda soluglo =x(t) de (1).

iii) f£(t,9) ¢ limitada em [0,») x C, para todo

- H< =,

Entlo, a solugho x = 0 de (1} € globalmente

assintdticamente estdvel.

Prova: ¥ suficiente provar que CH estd contido no cen-
1

tro de atragho para todo +_ 2 O e todo H; < =.
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como Y(r) o « com T+ @ € w(p) ¢ limitado so
bre tdda bola de ¢, segue que para todo Hl -~ 0 existe
H2 tal que @ € CHl implica w(w) < V(Hz). Entao, CHl

estd contido no centro de atracio da origem € O coroldrio

estd provado.

Aplicagao

Seja b(t) funcio escalar continua para t = 0 €
sejam a, O constantes positivas de modo gue a z'lb(t)[+
+ 0 para todo t = 0.

Ent8o, a solugdo x =0 da equagho

x(t) = -ax(t) + b(t)x(t-h), O = h <=,

,

& globalmente assintdticamente estdvel.

Prova: Desde que £(t,p) = -2 gl{0) + b(t) @(-h), segue
que a condigdo (iii) do coroldrio estd satisfeita.

Tomando

v(@) = wip) = (017 + a[° w2(e)ae o Y(x) = T

a condigho (i) fica satisfeita.
Mostremos que a condigho (ii) também estd satisfel

ta.

Seja x{t) wuma solucho da equagio acima

o t
v(x,) = x (%) +’[h-x2(t+9)d9 =.x2(t) + a J;-h x%(s)ds .
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Entfo,

v(xg) = 2 x(6)%(¢) + aix?(t) - x2(-n)7 =

2 x(t)[-ax(t)+b(t)x(t-n)] + alx*(t)-x(t-n)]

]
It

[~ax2(t)—ax2(t-h)] + 2b(t)x(t)x(t~n) <

—a x°(t) + Ib(£) [[x®(t)+x2(t-n)] - a x2 (t-n)

n

-2 + |p(6)110x"(£)4x?(6-n)] < -0 xZ(t) .

Entio, a hipdtese (ii) do coroldrio fica satisfei-
ta tomando TI'(r) = 0r2. Portanto, x =0 & globalmente

assintoticamente estavel,

As seguintes referédncias sfo sdbre o segundo méto~
do de Lyapunoff para equagdes com retardamento: [3], [5],

[14-b].
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CAPTTULO IV

CONJUNTOS INVARIANTES E FUNCIONAIS DE LYAPUNOFF
PARA SISTEMAS AUTONOMOS: ESTABILIDADE,
INSTABILIDADE E APLICACDES

1. CONJUNTO w-LIMITE

Consideremos o sistema autdnomo

(1) i(t) = P(xt) .

Supomos P(w) continua em C 0O« H= », o que

H?
P(p) 1leva conjuntos Cp, 0 < p < H, em conjuntos limita-
dos do R, Admitimos também gque esteja satisfeita alguma
condigio garantindo a unicidade de solugao do problema de
fungdo inicial. Tddas estas condigbes estlo satisfeitas
no caso em que P(w) é localmente lipschitziana em CH.

A solugho x(t,0,p) de (1) serd, daqui para a fren
te, denotada por x(t,p) e a correspondente xt(0,¢) por
x (9). |

Um conjunto M c € € dito imvariante relativamen-

te a (1) se a todo ©p € M corresponder uma solugdo x(t)
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de (1), =» < t <« =, tal que X, € M para todo real t e
X, = ¢.

Seja © € Cy tal que xf(m) existe em [O,w}.
0 conjunto w-limite de xt(m), que indicamos por Q(w},
ou simplesmente 0, &, pof definigho, o conjunto de todos
os elementos | € C de modo que existe seqgliéncia {tm},
t 4+ o com ma =, satisfazendo xtm(m) + § quando

m -4 «,

LEMA 1 - Seja xt(m), gque supomos existir em [O,«), tal

que ”xt(m)“ £ H; < H para todo t = O.

Entfo, o conjunto B = {J xt(m) € relativamente
t=0

compacto em €, isto é, a aderéneia B de B em C £

compacta.

Prova: Como a imagem de ¢, por P(o)} & limitada para

tode p, O < p < H, 'segue gque B € equicontinua
em [-h,0]. Comoc B C EH
1

y 0 <« Hl <« H= o, segue, do co-
nhecido teorema de Ascoli, que B & compacta.,

A prova estd, pois, completa.

TEOREMA 1 - Seja xt(m), que supomos existir em [0,=),

tal que ”xt(m)n € H) < H para todo t 2 O.

Entdo, 0(9) € um conjunto nfo vazio, invariante

relativamente a (1), compacto e conexo. Ainda mais,

x, (g) » 0(p) com ¢+ =, isto &, dist{x,(p),0(p)) » ©



-39-
cont t -+ o,

Prova: a) Mostremos gque Q(p) €& nio wvazio.

Seja [tm} seqiéncia qualquer com t_ -+ =, para

m 4+ o, Como xtﬁ(m) ¢ B para todo m e B & compacto,
em vista do Lema 1, segue que existe subseqliéncia {tmj]
de {t ] tal que xtm.(m) + algum § ¢ B com j-o = e,
portanto, ¢ € Q(p). >
b) Mostremos que Qf{p)} ¢ invariante.

Seja ¥ € 2(p). Entio existe seqtiéncia {tm}, B, » @
com m 4 «, tal que xtm(w) + ¢y para ma w. Dado 4 >0

podemos supor tm+1 >t e tl > 2h + 4.

sejam K = sup {|P{p)|} e =x(t) = x(t,9).
H¢“5Hl

Para -h -4 < t < 4, m=1,2,..., temos

t+ty
x(t+tm) = x(tm) + f' P(xs)ds .
t

m
Isto faz sentido porque T + tm 2 tm-h-L > h .

Definimos xm(t) = x(t+tm), -h - &L s t = 4,

g
11

1,2,...

Assim, para =H ~ 4 < t s 4, segue que
' t
(2) x () = x(s,) [ p((x) )ds .
)

Consideremos o espago de Bamach W = c([~h-2,£],R" )
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Seja F = {xm€V|xm(t) = x(t+tm),—h-%sts&, m=1,2,.0.]s

Mostremos que F € compacto. Como |xm(t)[ < Hl
para todo m e todo t, =h -4 £ ¢ < 4, basta provar,
em vista do teocrema de Ascoli, que F €& equicontinuoc em

[-h-4,4].

Para ~-h - L = Sq < So < 4, vem gque

5ls) = mples) = [ 5 B((y) )as

e, por comnseguinte, |xm(52)-xm(sl)| < K|52-sl|; o que
prova a requerida eguicontinuidade e, portanto, gque F &
compacto. Segue entfic que existe uma subseqliéncia de
{xm(t)},rque continnamos a denotar por {xm(t)}, e uma
fungdo y(t) tal que xm(t) = x(t+tm) 4 y(t), com m =+ =,
uniformemente em t € [-h-£,4]. Isto implica (xm)t + Yy
com m 4+ », uniformemente em + € [-4,L] e Yo = ¥,
Defininde V = {(xm)t]-&sts%, m=1,2,..,.} € C -ve-
mos, pelo mesmo argumento anterior, que v oé compacto e
Yy € V, -4 s t< 4. Como P(p) & uniformemente continua

em V e (xm)t + ¥,» com m 5 =, uniformemente em

t € [-4,£], resulta que

t t
fP((x )} dds o /P(y Jds com m 4 «, =i=t<d .
o m’ g o 5

Considerando o limite para m + «, de ambos os mem
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bros de (2), segue que
t

y{t) = v{0) +f P(y_lds , -t < t= 4.
0

Tomando 4 = 1,2,... € usando o processo de dia-
gonalizacho, construimos uma seqiiéncia ?@m}, subseqfién-
cia da original {tm}, e uma fungio v(t) definida em

(-w,+0) tal que:

t .
i) y(t) = v(0) +‘/ P(ys)ds, e < t < », Pportanto
o}
5(8) = By,), =<t <o
ii) Xt+Bm + Ygs cOm M 4 e, uniformemente nas partes

compactas de R, Yo = y e, portanto, Y ¢ al(y),

- < bt < @

As condicdes (i) e (ii) dizem, entdo, que Q(p)

¢ invariante relativamente a (1).

c) Mostremos que f{(p) & compacto.
Como ({p)c B e B & compacto, em vista do Lema 1,
basta provar que Q(p) ¢& fechado em C.
seja {¥ }, ¥, € () e b, ¥, com ma =.

Vamos provar que Y € Qfp)-

Existe subseqiiéncia de {wm}, para a qual usamos a

me sma. nota@%o, tal que “wm—wn < 5%-. Dado m natural,
seja t, =z m tal que th (w) - wm“ < ;; . Entao,
m
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“xt (m) - ¢H < %— e, portanto, tm -+ «@, xt (w) + |, com
m m

m+ =, Logo {(p) € fechado e, portanto, compacto.
d) 0 fato de Q(p) ser conexo & de fdcil prova.

e) Mostremos gue dist(xt(m),ﬂ(@)) + 0 com t 4 «,
Supomos por momento que isto nfo se ja verdade. Entio,
existem Toeomn >0 e seqliéncia {tm}, tm 4 © CcOm m4w®,
de modo que dist(xt (m),ﬂ(m)) 2 mn para todo m. Podemos

m
supor {t } tal que x_, (p) -+ algum ¢ € B, com m 3
m tm o
e, portanto, dist(xt (¢),W0) + 0 com m+ », Como
m
¥o € 0(p) vem que dist(x, (p),¥, ) = dist(x, (p),0) + 0
: m m
golm ma o, levando-~nos a uma contradigao. Logo,
xt(m) » Q(p) com t 4+ w.

A prova do teorema estd pois completa.

2. CONJUNTOS INVARIANTES: ESTABILIDADE E INSTABILIDADE

Dado um funciomal +v{p) continuo em Cpy »
0 « H= », definimos
E={peCy| v(p) =0}
» = 1
onde V() = Iim = [v(x_(¢)) - v(p)] .
Ot
Seja E_ o maior conjunto invariante de (1) tal

gque Eo c E.
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LEMA 2 - Seja x(%) wuma solucho de (1) tal que thn £ p<
<H o ﬁ(xt) < 0 para tedo t 2 O,

Entlo, x, + E com t 4 «,.
_ t I's) ——

Prova: Como %(xt) < 0, segue que v(xt) € nio crescente
e, portanto, v(xt) a4, 4 2 ==, com t 4 w». Desde

que Q € nfo vazio existe {tm}, ty,» ® Ccom Mo w, e

¥ € 0, de modo que Xy o { para m -+ ». Entdo,

v(xtm) + v(i) com ma o e, portanto, 4 = v(§) & fini

to. Isto implica que v{p) = £ para todo ¢ € Q. Desde

que 0 € invariante temos que, para todo © € Q, xt(w)en

para t = 0. Como v(xt(@)) = 4 resulta que v(p) = 0 e,

portanto, { C Eo' Desde que X  com t 4+ «» segue

que X, -+ E0 com t 4 », completando a prova do lema.

TEOREMA 2 - Seja P(0} = 0. Suponhamos gue existam funcio-

nal continue v{P) em Cy ¢ funcio escalar

continua u(s) em [0,H) de modo que ps seguintes condi-

gOes estejam satisfeitas:

i) v(p) s O,
ii) u(0) = 0, u{r) > 0 para O < r < H, lim u(r) = =,
‘___’ ™H

u(le(0)]) = vlp) e v(0) =o.

Entfo, a soluglo x = 0 de (1) € estdvel e para

todo @ € € existe p, O < p < H, tal que [x(t,0)}] < p

para todo t = O,



.

Mais ainda, se E_ = {0} ent@o a solugho x = 0 de

(1) € assintdticamente estdvel e x{t,p) » 0, com % »+ «,

para todo ¢ € CH'

Prova: A estabilidade de =x = 0 segue do Teorema 5 do

Capitulo ITI.

Dado © € CH,rseja py O < p < H, escolhido de
modo que u(r) > v(m) para r & p. Como v(xt) é nao
crescente para t = 0 segue que |x(t,p)| < p para t20.
De fato. Do contrdrio existiria % = 0 satisfazendo
|x(z,p)| = o &, portanto, v(xg(p)) = ul(|x(z,0)[) > v(9),
levando-nes & uma contradigido. Portanto, lx(t,m)l < p
para t = 0.

Desde que dado o € CH existe p < H +al que
th(m)“ £ p e como %{xt(m)) £ 0 para t 2 0, segue do
Lema 2 que xt(m) + E, com t 4 @, Entdo, se E = {o},
resulta que xt(m) + 0 com t -+ ®», completando a prova

do teorema.

Dado U C C U denota a aderéncia de U e aU

H)
a fronteira de U relativamente ao espacgo CH'

TEOREMA 3 (s8bre instabilidade) - Seja P(0)} = O. Suponha-

mos gue exista v(w) continuo em CH e gue

exista um subconjunto aberto U de C de modo que as

H

seguintes condicbes estejam satisfeitas:
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i} v(p) >0 em U e v(p) = 0 em 3U;
ii) 0 € a3Uu:
i1i) V() 2 0 em U;
iv) © conjunto F = {g € U | ¥(p) = 0} nlo contdm

qualguer conjunto invariante de (1).

Entfio, a todo ® ¢ U corresponde uma seglidncia

{t } tal que |x(tm,w)| + H com m+ » e, portanto,

em vista de (ii), a solugfio x = 0 de (1) & instdvel.

Prova: Suponhamos por momento que existam @ € U e Hl’

0 < H; < H, de modo que th(m)n < H, para t 2 O,

Mostremos inicialmente que xt(m) € U para t = O.
De fato, Do contrdrio existiria %> O tal que xE(@)EaU
e Xt(®) € U para 0= t < %, Mas, isto implicaria
v(xt(m)) >0 para Og t <% e v(x, (p}) = 0, o que ndo
é possivel porque, por (iii), v(xt(m)) deve ser nio de-
crescente em [0,%). Entio, xt(m) € U para 0z t < .

Sabemos que Q(¢) € um conjunto nflo vazio e inva-
riante., Como xt(m) c U e v(xt(m)) 2 v(xo(m)) = vip) > 0
para todo t 2 0, segue que Qf{p) c U.

Como v(xt(m)) é nfo decrescenie e () & nao
vazio segue que v(xﬁ(m)) 4+ 4, 1 sendo um mimeroc real,

com t 4 «, Conseguentemente, v(w) ¢ uma funcgho constan-

te em Q{p), acarretando v(y) = 0 sdbre Qfp).
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Ent8o0, o conjuntorio vazio, invariante e compacto
Q(e) estd contido em F, contradizendo (iv).

A prova estd completa.

COROLARIO (Teorema de Cetaeff) - Seja P(0) = 0. Suponha-

mos que exista v{(9) continua em Cy e_gue

exista um subconjunto abertoc U de. CH de modo que as

seguintes condigaes este jam satisfeitas:

U e v(p) =0 em 3U;

©
g

i) () > o
ii) 0 € au;

iii) V() > 0 em U.

Bntdo, a solugho x = 0 de (1) & instdvel.

3. APLICAGDES

a) Seja

0]
£(®) = - £ [h glv(8))[h+e]ae

onde g(x) & uma fungfio escalar de classe Cl, —_ < X <o

Em adigéo supomos que x.g(x)} > O para x £ 0 e que

G(x) » » com |x| 4 «, onde G(x) =‘éxg(s)ds.

Entfo, as seguintes propriedades sfo satisfeitas

relativamente 4 equacgio

(3) x(t) = f(xt) = - lj%fhg(x(t+6))[h+9]d9, t 2 0- :
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i) a solugho x = 0 ¢& estdvelj;

ii) se a Unica soluclo x(t) da equagBo X + g(x) =

»

satisfazendo x{t+h) = x(t) para todo real t ¢

a solugdo x = 0, entfo, a origem é um ponto de egquilibrio

globalmente assintdticamente estdvel de (3).

Prova: Consideremos

(o) = G(u(0)) 2—11] tj £(o(8))ae1%a%s .

Seja =x{t) uma soluglo de (3). Entdo,
0]

wlxg) = Glx(0)) + & [ 1] elx(ere))a0s?
0 t
S ox(0) ¢ [ U] ele(e)asn)?
Logo,
o)
1;.r(xt) = -g(x{t)) % /h [h+0jg(x(t+8))de +

0 L. .
i [t exenasitets(n) - ex(erias -
t
- ig(x(t))[ (hes-t] g(x(s))ds +
. -/ [/ g(x(s))as][a(x(+))-g(x (++2)) Jaz =
= - L g(x(v)) [ (hea-t] g(x(s))ds +
' t=-h

géx t))/ /+Eg(x( ) ds]d"fp -
[h L A g(x(s ))ds]g(x(t+%

Pl S
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A’
Levando em conta que a derivada de ‘/ g(x{s))ds
t

+%
em relagho a T & -g(x(t+%)), segue que
0 :t
- % f_h [ Jorn e(x(s))as] g(t+z))de =
® z =0 1 fF )
= %ﬁ { . g(x(s))ds}zjtz_h = = EEEJC- g(x(s))ds] .

Uma integracgio por partes mostra gque

0 + st
}[ []( g(x(s))dsldz = )[ [h+s-t] g(x(s})ds .
«h “t+C t-h

t
- . 1 . 2
Entdo, v(x.) =-s¢ [ . g{x(s))das]” < 0 .
Defininde u(x) = min{G(x),G(-x)}, 0 = x < =, vem
que uf{x) & continua, u(0) =0, u(x}) > 0 para x > 0

e u(x) + ® com x -+ =, Vemos também que

v(p) 2 6(p(0) 2 minfc(le(0)]), e(-[p(0)[)} = ulle(o)]) .

Entlo, segue do Teorema 2 que a solugao x = 0 de
(3) € estdvel e que t8da solugho de (3) € limitada no fu-
turo.

Desde que tdda solugdo x(t,p) de (3) & limitada
ne futuro, o Lema 2 implica que xt(m) - E0 com t o+ .

Mostremos que se (ii) & satisfeito entio E = {o}.
Isto implicard a estabilidade global assintdtica de x = O.

Temos que mostrar que se x(t) & solugho, defini-

da em R, com %(xt) = 0 para- todo real i, entio,



z{t)

it

x(t)

0,

~hg-
t € R.

O £
%% j[h [h+elg(x(t+0))de = - %Ul-h [hes-tle(x(s))as

Conseglientemente

£(t) + glx(¥)) =

f: g(x(s))as .

& BIH

Mas, %(xt) = 0 implica..f g(x(s))ds = 0 e, portanto,
t

=h

#(t) + g(x(t)) = 0. Segue gue x(t} - %(t-h) =

t-h
=/f g(x(s))ds = 0. Como =x(t) & limitada em R, porque
t

tdda soluglo de % + g(x) = 0 & periddica, a condigdo
%(t-n) = %(¢) dimplica x(t-h) = x(t}, t € R, e portanto
x(t) = 0 para todo t € R.
A prova estd completa.
b) Seja o
1
fp) = - & fh e (9 (6))[nro]as

onde g(x) & fungho escalar de classe ¢t para |x| <

<« H < », com g(0) = 0. Admitamos ou

(A)
(B)

(4)

que g(x) « 0 para O <« x < H, ou

que g(x) > 0 ara =-H < % < 0,

Entho, a solugdoc x = 0 da eguagao

o)
x(t) = f(xt) = = %_J[h g(x(t+9))(n+0]de

é instdvel.
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Prova: Consideremos o caso g(x) <« O para 0 < x < H.
0 tratamento no outro caso & andlogo.

Definimos

&(x)

e g(x) = 0 para -H < x< O

g(x) para 0O = x < H

o

' o
v(p) = -G((0)) - 2—l—hjh [ [z, g(o(0))ael®as ,

x
onde G(x) =,[ g(s)ds.
Q

Seja U = {g ¢ CHlv(m) > 0} . Entho, para 8ste
conjunto U as condigdes (i) e (ii) do Teorema 3 estio
satisfeitas.

Mostremos que a condigfo (iii) tambdm estd satis-
feitao

Seja ©® € U. Entho, G(@(0)) < 0 e, conseqiiente-

mente, &((0)) = 6(p(0)) e
o) 0
vi{p) = -a¢{p(0)) - % f_h []'e g(p(0))de]?dy .

Procedendo como na aplicaglo (a) vemos que

o
%w)=%w[hamamazzo.

Entéo, a condiglo (iii) do Teorema 3 estd satisfei
ta.

Mostremos que a condiglio (iv) também estd satisfei
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ta. Para tanto basta mostrar que nfio existe soluglo x{t)
de (4) tal que: x €U com %(xt) = 0 para todo t € R.
Suponhamos que existisse xt c U e G(xt) = 0 para todo
t € R. Entfio, terfamos 0 < x(t) < H para t € R e, pro
cedendo como na aplicaglo (a) viria x(t) + z(x(t)) = o.
Isto implicaria x(t) crescente e a existéncia de um %
tal que x(%) > 0 ou =x(%) < 0. No primeiro caso teria-
mos x(t) 2z x(%) > 0 para t 2% e portanto =x{t)} -+ =
com t 4 =. No segundo caso terfamos  %(t) s x{(2) < 0 pa
ra t <% e portanto x(t) + ® com t =+ -, Seriamos
pois levados a uma contradicfo, Donde, (iv) esfé satisfedi
ta.

Segue pois do Teorema que a solugao x =0 & ins-

tdvel.
¢) Seia
X(pys@,) = (9,(0),-F(p,(0) )-g (e, (OD+

o}
f n(.(8)),(0)a0)

h

Pyap, em Cy = ¢([-h,0],R), localmente lipschitziana e

f£X) ~b s 0, Eéfi >a » 0 para tode x # 0, Im(X)| <L,
L <'§ » para todo x.

Entio, a solugio zero de
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0

x(£)\ (Y(t)
v(t) -f(y(t))-g(x(t))«-f m(x(t+e))y(t+e)de})

~h :

é globalmente assintdticamente estdvel.

Prova: Usar o Teorema 2 tomando

2
v(oy,0,) = 2 Glp,(0)) + [9,(0)1° +
b 0 0 2
" /_h {/a [p,(8}17 aB}dn
x

onde G(x) =({ g{s)ds.
¢

v{ep)

+

d) seja
X(9109,) = (9,(0),0(9,(0),9,(0)) + g(®,(-)),

ml,mz em Cl, localmente lipschitziana,

f(x,y) - f(x,O) < -a f(x,O) < =

v ? x b

para tode x £ 0, y # 0, com a >0, b >0 e |gly)| =
< L[y|, a > L.

Ent&o, a solucho zero de

sc(t)) /()
F(t)) \ £(x(t),v(t)) + gly(t=h))

€ globalmente assintdticamente estdvel.
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Prova:

Usar o Teorema 2 tomando
p(0) - 5
vip) = v(e,,9,) = - fo £(s,0)ds + 5 [9,(8)1" +
0
+ % }ih [mz(s)]zds .

Principais referéncias sdbre &ste capitulo:

[4-b-c], [9], [12-d].

Referéncias relacionadas: (6], [7], [11], [12,c,e],

[1b4-a].
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CAPTTULC V

ESTABILIDADE E COMPORTAMENTO ASSINTOTICO
EM SISTEMAS PERTURBADOS DE SISTEMAS LINEARES

O objetivo déste capitulo € apresentar uma sdrie
de resultados soObre sistemas perturbados de sistemas 1li-

neares, usando um principioc de comparagdo de Hale [L4-a].

1. PRINCTPIO DE COMPARAGAO

seja L{t,p) continua para t 2 0, p € C e li=
near em Q.

Consideremos o sistema
(1) ¥(¢) = L(t,y,) -

LEMA 1 - Suponhamos que existam fungfo numérica af(t),

*
com a(t) contfnua para t = 0, e fungio numéri-

ca K(t), contfnua para t 2 O, de modo que para todo

t, 2 0 e todo t2=t%t_ 20, ¢E¢€ ¢, a solugio y(t,to,m)

de (1) satisfaca

La(t)-a(t.)]
ST

(2) ly, (6500)]] = K(5,)e
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Entio, existe um funcional +v(t,p), continuo para

t =2 0, @ € C e satisfazendo &s seguintes propriedades:

i) el s v(t,0) = K($)||®]
ii)  Y(t,0) < -&(t) v(t,0)

iii) IV(tsml) - V(tsmz)l < K(t)ﬂml"$2”

Prova: Definimos

La(t+%)~a(t)]

v(t,cp) = sup ||Yt+-6(t,cp)”9
%20
De (2) segue gque

ol = v(t,9) < x(¢)|oll
e, portante, (i) estd satisfeita.

v(t,,0) = im = {v(b 4y, (@) vty (8,,9))] =

_ ke (b +rreg)-a(t +r)]
R T :
[a(t0+6)-0«(to)]
- sup Hyt +% p)e ] =

=0
la(t _+r)=g(t _+r)]
-— ! — 0 0
- o r[;:E“Yto+v(to+r’Yto+r(to’¢))“e ]

[af(t +'C9)f0’.(t 1]
- sy oltg@)le 7 =
- [al(t +8)-a{t_+r)]
R 1 o o
T el T
[a(t +2)-a(t )1
- ;:g v, %(t o)e ° °7 s
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[a(t0+b)—a(t0+r)]

R 1
S paot f’{iiﬁ ”yto+a(to:w)He
L (to+ﬁ)—a(t )]
- ;up Hyt +C(t o) |e o’
=0

sup h(t) - sup g(t) < sup [n(t)-g(+)]

t=0 t=0 t=0
onde h{t) e g(t) sfo supostos limitados em Lo,=),

Desde gue

segue que

la(t re)=a(t,)]

}

[a(to)—a(to+r)
-1} = v(toaw)E}{e =0

* 1
v(t, o) = Iim  sup {ly, , (e .@)]e
ra0+ T 220 7T :

{a(to)—a(to+r)]

= -v(to,m) . a(to) .

Entfo, (ii) estd verificada.
Se jam Pis®, em C.

t+ie)-alt
IV(tsml)—V(tsmz)|=|§ug{“Yt+%(t,@l)He[a( * ) &( )]} -

- sup {”yt+z( ,wz)“e[a(t+6)-a(t)]] |

(1Y
Como |sup h( ) =sup g(t)l € sup |h(t) g(t)l, temos gue
t20 t=0 t20

|v{t,e,)-v(t,9,)| = sup Ty, o(Ese N = Ny, (B9 )

e[G(t+T=)—a(t)]} <

"« sup “yt+b(t’w1) - yt+E(t,mz)”eta(t+%)—a(t)]
20
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<

la(t+w)-a(t)]
S L LRI Ly

~la(t+%)-a(t)] .e[c“(t”’)-a(t)]”@l‘“pz” =

< sup K(t)e
%20

Entio, (iii) estd verificada.

Para a prova da continuidade de v(t,@) ver

[14 -b -"pag.loh].

seja X(t,p) continmue para t = 0, © € Oy,
0 < H= @, localmente lipschitziana em ©.

Consideremos o sistema perturbado
(3)y - x(t) = L(t,x,) +« X(t,x;) .

LEMA 2 - Suponhamos que as solugbes de (1) satisfacam i

condicdo (2).

Seja v(t,p) definido como no Lema 1. Entdo,

%(3)(t,m) < ~a(t) v(t,9) + K(t)[x(t,0}]

para t 2z 0, ©® ¢ CH .

Prova: Sejam x_ . (t,9) e v, .(t,¢) solugbes de (1) e

(3) respectivamente.

'\"(3)(to:tp) = i—_\_,i_rg"l' %{V(to-’rrgxto_*_r(toycp))-V(to,Xto(tQ,QP))] =
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== 1
= ijg+ = [v(to+r,xto+r(to,w))-v(t0+r,tt0+r

(t,.2))
+ v(t0+r,yt _I_r(toscp)) - '\r(to,cp)] =

1
< Iim —-[v(to+r,yt +r(t0,@)) - v(to,m)] +
0+ 0

= - l
ST E v (he)) v sy, L (6ge))]

Usande a2 fdérmula (iii) do Lema 1 segue que
hd ol — 1
V(3)(tosCP) = V(l)(to’cp) + l{irg+ EK(toJ“r)“xto-:-r (%)
-yt0+r(to’m)n

= 1;r(l)(tcu’CP)"'K(JGO)ﬂTn %’ sup Ix(t +T+0,t m)y(t+r+9 t ,m)L
=0t -reBg 0

Existem seqiiéncias {r_}, {Om}, r, > 0, -r <6 <0,

Th 0 com m 4 «, de modo que

Iim %— sup Ix(t +140, ¢ ,m) - y(t +14+0,t ,w)[ =
=0t -r<B< 0

= rﬁz r—m |x(t +r, 40, .t ,9) - y(to+rm+9m,to,tp)| <
< ;ig e |[x(t0+rm+em,t0,m) - x(to,to,m)] -
- [y (e +rpve st s0) - ¥(t b ,9)]]
iam x(t;+rm+6m,to,cp)-x(to,to,cp)—limy(t +r +6 to,cp--y‘( ,t:,,c;)

r +68 ro +9
My m m m-+eo
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= (et 0) - (gt =
= lL(to,xto(to,m)) + X(tgxy (8509)) --L(to.yto(to,w»L=
= | xX(s 0] -
Ent30, do Lema 1, fdrmula (ii), segue que

(g (5g0) = V(g (Egi0) # Klr) [X(e@) ] =

< ~a(t,) vt ,e) + k()| x(t,,®)] -
A prova estd completa.

TEOREMA 1 - Suponhamos que as solugles de (1) satisfagam

3 condigao (2).

Suponhamos gque exista uma fungao numérica w(t,r),

continua para t = 0, T 2 0, nao decrescente em 1, tal

que
(&) lX(t,cp)l = W(thcPH')s t =z 0, p¢ CH

Se ja u(t,t0,$) a solucho mdxima da egquagdo dife-

rencial ordindria escalar

(5) 4= -a(t)a + K(s)w(t,u), ult)) = v(t,,®)

onde v(t,p) ¢&_o funcional dado no Lema 1 e @ ¢ Cy -
Seja u(t) = u(t,to,m) <H para t S t < =.

Entdo, a solugdo x(t,to,m) de (3) satisfaz




=61

(6) ”xt(toscp)” = u(toscp)s to £ t < e,

Prova: De (4) e do Lema 2 segue que

V() (8% (5,8)) 5 & (6)v(5,3, (50,0048 (8) | X(,x, b6, 0) [
< e (0)v(t,x,(6,,0)) & K(0)w (e, lixg (5,00,

para t_ s t < t¥, tt s =, [to,t+) sendo o mdximo inter
valo aberto & direita onde xt(to,m) estd definido.
Desde que w(t,r) é nfio decrescente em r, para

cada t fixo, segue do Lema 1, fdérmula (i), que
Wt lxy (5 0) ) 8 wl(ssv (o, (5, ,0))) -
Portanto,
Gof 0, (£02)) = < (E)v (2, (50,00 )45(8) w(s,v(x, (b,,9)).
Desde gue u(t,to,m) € a soluglo mdxima de (5) se
gue gque
v(t,xt(to,m)) < u(t,to,m), t, s t < tt

[14-b, Th. 4.1, pag. 18].

Do Lema 1, fdrmula (i), segue que
”xt(to,m)“ < v(t,xt(to,w)) < u(t,to,m), t,s t <ttt

Como u(t,to,m) <H para t_ s t < =, vem que

tt = » e,'portanto,_“xt(to,w)“ < u(t,to,m), t, s t < =

A prova estd completa.
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2. ESTABILIDADE UNTIFORME

LEMA 3 -~ A origem é um ponto de equilibrio uniformemente

estdvel para (1) se e sdmente se existir constan-

te k tal que ”Yt(to,w)n < k|¢!| para todo t =z t 2z O,

Provas: Supomos gue & solugho y = 0 de (l)
seja uniformemente estdvel. Entao,existe
5 » 0 tal que nyt(to,w)” < 1 para t = 0, ol = 6.
Logo, para todo ® € C, £0, e t=z=t=0, segue que
v, (b, -[r%“cp)u < 1, ou seja, [y (t,:0)| = Ko com
k = —g—- 3y t = tOI

Como a reciproca & dbvia, a prova estd completa.

LEMA & - Suponhamos que as seguintes condigBes este jam

satisfeitas:

i) a solugio y = 0 de (1) ¢ uniformemente estdvels -

1i) para todo H positivo existe uma funcho escalar

B )
continua hH(t), 0 t < =, com f hH(t)dt < =,

tal gue
|x(t,9)| < by(t), para ¢ = O, loll = & .

Sejam ¢ € C, to = 0, 0 < H< », dados de modo gue

e
k[ lol} + ,L hH(S)dS] < H, onde k ¢ dado como no Lema 3.
o
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Entdo, a soluglo x(t,to,w) de (3) satisfawm

‘£
I, (6000 < kL]l + ‘L hy(s)ds], para ©z %, .
[a]

Prova: Aplicamos o Teorema 1 tomando w(t,r) = hH(t),
K(t) =k e a(t) = 0. Como a solugic mdxima da

equagao diferencial escalar

0=k b)), u(t ) = sup |ly, , _(t_,0)] < x|y
520 o
é
%

u(t) = u(t ) +‘/t k h_{s)ds £ k[|g] 4tf h (s}ds] < H
o to H £, H

para to < t <« @, segue do Teorema 1 gue
t
I, (5400)] < uls) < o] +,£ hy(s)ds], +_ < <=,
o
completando a prova.

TEOREMA 2 - Suponhamos gue as condigdes (i) e (ii) do

Lema 4 estejam satisfeitas.

Entdo, tdda solucgfo de (3), limitada no futuro, &

uniformemente estdvel.

NOTA: Quanto ac problema de existéncia de solugBes limita
das de (3), sob as condigaes acima, observamos o se

guinte: dado qualquer @ ¢ C existe & = Z(w) tal que,

para tode t_ 2 &, temos x(t,to,m) limitada no futuro.

. Entdo, escolhemos 3

...De fato, dado © ¢ C. seja H > k|o
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de modo que killol| +'é hH(s)ds] < H. Do Lema It segue que

”xt(to,m)”sk[umu+j;0 hH(s)ds]<H para t 2 t_ 2= 7%. e, por

conseguinte, x(t,to,$) € limitada no futuro.

Prova do Teorema 2: Seja x(t,to,m) uma solugao de (3)

limitada no futuro. Fazendo a mudanga de varidveis
z = x - x(t,t_,p), em (3), vé-se que a nova equagio & da-
da por

() = L(t,zy) + Y(t,zt)

onde Y(t,V) = X(t,¢+xt(to,cp)) - X(t,xt(to,tp)) satisfaz
34 hipdtese (ii) do Lema 4 e -Y(t,0) = 0. Isto mostra que
nfo existe perda de gemeralidade em se supor X(t,0) =0
e que € suficiente provar a estabilidade uniforme da solu
go x = 0 de (3).

Dado e > O, existem T = T{e), 0 = c{e), de modo

gque a seguinte desigualdade se verifica para todo tl 2 T

e ol <o

ki ||o]| +-L he(s)dsj < e .
1

Ent8o, segue do Lema 4 que a solugao x(t,tl,m) de

(3)y onde t, 2 T(e) e |v| < o, satisfaz a relagao

t
=, (t150)] = =Ll +£; n (s)ds]l < e, 2t -
1 ‘

Em vista do Teorema 2 do Capitulo II segue que,
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dado e > O existe & = 6{e) > O +tal que @ ¢ Cy e
t 2 t, 2 0 implicam xt(tl,m) € C, .

A prova estd completa.

COROLARIO - Suponhamos que a soluglo y = 0 de (1) seja

uniformemente estdvel e gue

|%(t,9)] < n(t)o], © =0, © ¢ ¢ com [Oh(t)dt < =

,

Entdo, tdda solucho de (3) & limitada no fuituro e

uniformemente estdvel.

Prova: Usando a bem conhecida desigualdade de Gronwall,

ndo € diffcil ver que tdda solugho de (3) & defini
da no future. Mostremos gue +dda solugao de (3) é limita-
da no futuro. Como tdda solugho &€ definida no futuro, bas
ta provar que existe T 2 0 +tal gue, para todo to 2T e
todo ® ¢ C, x(t,to,m) g limitadamno futuro.

Tomemos T > 0 tal gque ki[.h(t)dt < 1, Sejam
t,2 T e ¢ ¢ C. Podemos esc:lherT H suficientemente
grande de modo gque k[“m“-+/-H h(t)dt] < H. Tomando, no
Lema U4, hH(t) = H h(t) segge que a solugdo x(t,to,W)
de (3) satisfaz a relagio th(to,¢)” < H.

Como toda soluglo de (3) € limitada no futuro, en-

t80, o Coroldrio segue do Teorema 2.

A prova estd completa.
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3. ESTABILIDADE EXPONENCTIAL

Consideremos a equag&o
(7) 1 = -au + b(t)u

onde b(t) ¢ continua e nio negativa para t =z 0 e a>0

Consideremos também a condigéo

t+v
f b(s)ds < o .
t

Nio & diffcil ver que (8) € equivalente & seguinte

S

(8) lim su
(60v)a (=59)

. -~
condigao:

(9) Existem &> 0, T > 0 e 0 < B < a de modo que

t+T
% J; b(s)ds = B para t = T .

- I . . -
0 lema seguinte € essencialmente uma comunicagao

que nos fizeram A. Strauss e J. Yorke.

LEMA 5 - A solugBo u =0 de (7) € uniformemente assintd-

ticamente estdvel se e sOmente se b(t) satisfaz

4 condigdo (8).

Prova: Suponhamos (8) satisfeita
to+t )
(ot + + b(s)ds)

u(t+f0,to,uo) =u_e o =
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to+t
-t[a—t-lJ[r b(s)ds
to

Seja € > 0O escolhido de modo que

t+v
1im sup %-‘f b(s)ds =& <o - e
(t,v)+{(=,=) t

e, entdo, escolhemos T, > 0, T > 0 de modo que

Tttt

t-l j, b(s)ds < a~e para t 2 T, t, 2 T,
t
0

to+t
Seja k escolhido de modo que ‘f b(s)ds < k

t
o
para t_ = T e O< t=< T, Entdo, se 0= t< T, t 27
o o o "o
temos |u(t+to,t0,u0)| < ug etk , enquanto que se t z T
-et
temos ]u(t+to,to,uo)| = ]uo]e .

Assim, para t = O, to z To’ temos

Iu(t+to,t0,uo)| < |u0|eeT ek e—et .

Portanto, a solugho u = 0 de (7) é uniformemente
assintoticamente estdvel para t, 2 T,. Do teorema da con
tinuidade em relagfio &s condigBes iniciais segue que a so
lugio u = 0 de (7) é uniformemente assintdticamente estd
vel.

Suponhamos que b(t) mnfo satisfaga (8) e que u=0

seja uniformemente assintdticamente estdvel. Entdo, exis-
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tem o6 >0 e B > 0 de modo que

10 () L(tst ,6 ,1) < B, t 20 e t=0.
o] 8] o]

Como estamos supondo (8) nfo satisfeita, existem

seqiiéncias {tm}, {vm}, t, o+ @, Vo b @, com m3 =,
de modo gque
t_+v
m o m
1 1
= b(s)ds 2z o - 50 para todo m .

m

Tm

Segue entfo que
[tm+vm
oV, ‘ (o v - v, + . b(s)as]
e u(tm+vm,tm,1) = e =
tmtVm
: 1 1
Vm[u_a+;ﬁ b{s)ds] 50V

= e Zz € -+ « com m -+ o,

t
m

Mas, isto contradiz (10) e, entaoc, a prova estd com

pleta.

TEOREMA 3 - Suponhamos que as seguintes condig%es este jam

satisfeitas:

i) a solugao v = 0 de (l) € exponencialmente estdvel,

isto &, existem constantes positivas 0, B tais gue

para todo P € C temos

-o(t-t,) -
(11) v, (t,.@) < B e o]l » &2 t, = 0 ;



-69-

ii)  |x(¢,9)] s b(t)|e)l, ® € C t 2 0, onde b(t)

il H

satisfaz & condicglo (8) com 0 < g %-.

Entéo, a solugio x = 0 de (3) & exponencialmente

estdvel,

Prova: Da hipdtese (ii) segue que

|x(t,9) | = w(e,|ef), ¢ =

@]

y ® € Cy

onde w(t,r) = b{t)r.
A fim de aplicar o Tecrema 1, consideremos a equa-

-
gcao escalar

(12) w = -ou + B b{t)u, u(to) v(to,m), onde

. 30
vt ,p) = sup Hyto+b(to,m)ﬂe .

De (11) segue que v(to,m) < BH@

Como conseqliéncia do Lema 5 temos que a solugéo
u =0 de (12) & uniformemente assintdticamente estdvel.
Desde que (12) ¢ linear, u = 0 ¢é exponencialmente estd-

vel [3 - pag. 43]. Entao, existem k > 0, € > 0 de modo

que ‘
—e(t-t ) -e(t-to)
u(t) = u(t,t _,9) s ke u(t )eBk e &
H - -
para t = to 2 0, S¢ p = B’ entao, [ € Cp’ t 2 to ime

‘plicam u(t,to,m) < H para t_ s t < =,
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Portanto, aplicando o Teorema 1, segue que

meltto)y,

th(to,m)” < u(t,t ,®) s Bke para ® € C_ e

p
t = t < =,
o

A prova estd completa.

4, ESTABILIDADE EQUIASSINTCTLCA

n -~
Consideremos as equagoes escalares

[

(13) v = q(t)v

P
I

(1%)

q{t)u + ¢ tv|u|]‘+a

onde q(t) ¢ continua para t 2 0 e a,v,c constantes

positivas.

LEMA 6 - Seja a solugio v = 0 de (13) exponencialmente

estavel.

Entlo, a solugBo u = 0 de (14) € equiagsintdtica~

mente estdvel.

Prova: Para cada s 2 O, seja‘ v(t,s) a solugao de (13)
satisfazendo +v{s,s) = 1. Entlo, a soluglo u(t) =

-

= u(t,to,vo) de (14) satisfaz & equagdo integral

v 1
u(t) = v(t,t )u, + f; v(t,s)e s |uf(s)|"*® as .

o
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Desde que a solugio v = 0 de (13) & exponencial-

mente, existem constantes positivas 0 e K de modo que

Iv(t,s)l £ X e-c(tﬂs), para t 2 s .
Seja n » 0 escolhido de modo que ckn < 0. Tome-

mos em seguida P tal que K e-gﬂt t¥ < P para 0Ogt<e,

onde B =0 - cnk, e também & = é(to) < 1 tal que

a v a apt
67 t < mn e P& e Bto . e

Para cada real u, satisfazendo Iu;f < 8 e todo

t 2 to 2z 0 segue que

t
-0 (t=t )
[u(t)|<ke °lu ] + x ™" [ ¢?% ¢ s |u(s)|**® as
t
o

¢, por conseguinte,

£
ot .
egt]u(t)l s Ke O[uol + K‘/-ecsc s’ |u(s) | |u(s)|®as
to

Afirmamos que ]u(t)]a t¥ < n para t < t < =,
Supomos por momento que isto nfo se ja verdade. En-
t80, existe < » tal que |u(t)]|* t’ < n para t St<%
‘ot is
e |u(z)|® %Y = n. Logo, ectlu(t)1 < Ko OIuol +
-t
+ K'[ ecs|u(s)[ cnds para t_ < t=<?% e, entlo, usan

o
do a desigualdade de Gronwall, vem que

+ .
ect]u(t)[ <Ko D]uOIeCKn(t-t-O) para t_ s t <% .
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t (o-cKn)

Donde, |u(t)]| € Ko ° e(CKn-G)t|uo[ =
= K e-B(t-to)luol para t < t <% e, portanto,
t - to2 ~ta
]u(t)la tV = Iuola K e 0aP e taf Y < 6% e ° BKae Btvs
toa
s 8% e ® P Psn, para t_ = ¢t <7%.

Somos, pois, levados a uma contradigao e, portanto,

t, s T <, ]uQI < &, implicam |u{t)|?* t’ < n.
Usando o mesmo argumento anterior wvemos que

-B{t-¢t
[u(t)] = K e B ( o)luol para t = t_, |lu | <5 .

Dado e » 0, escolhemos T = T(e) tal que
nk e PT L ..

Entio, t = t_ + T(¢), |u | < &, implicam
-B(t-to)l

lu(t)]| s K e uol < nk e BT < €, completandb a pro

va do lema.
Consideremos o sistema
(13) x(t) = L{t,x,) + X(t,x) + Y(t,x,)

onde L(t,@) ¢ continua para +t =2 0, ¢ € C e linear em
v, X(t,p)}) e Y(t,p) sfo contfnuas para + =z 0, ¥ ¢ Cys

O« Hsg », e localmente lipschitzianas em @.

TECREMA 4 - Suponhames que as seguintes condigBes estejam

satisfeitas:
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i) a soluglo y = 0 de (1) € exponencialmente estd-

vel;

ii) |X(t,p)] < b{t)ol, o ¢ Cys t 2 0, onde b(t) sa-

tisfaz & condigado (8), com O < ¢ < %—, c e B

sendo escolhidos como em (11);

iii) existem constantes positivas a, V e k de modo

que

[Y(t,0)] < x ¢ o1 , v ¢ Cy» t20.

Ent8o, a soluglio x = 0 de (15) & eguiassintdtica-

mente estdvel.

Prova: a prova é feita com argumento andlogo ao da prova

do Teorema 3 e usando o Lema 5, Lema 6 e . Teorema 1.

OBSERVAQAO: Usande o Teorema 2 do Capitulo iI podemos £aﬂ
bém mostrar a estabilidade equiassintdtica da

solugdo x = 0 de (15), supondo no Teorema L as hipdteses

(i1) e (iii) satisfeitas para t = algum % 2 0 e Y{t,0)=

=0 para +t = O,

5. ESTABILIDADE ASSINTOTYCA UNIFORME

LEMA 7 - Seja b(t) contfnua e nfio negativa para

0< t < w, com
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t+1 .
(16) f‘ b(s)ds + O para t -+ o .
t

Entdo, para todo a > 0, temos gue

t
et '[ e“%{b(s)ds + 0 para t -+ =,
0

Para uma prova ver [13].

TEOREMA 5 - Suponmhamos que as seguintes condigaes estejam

satisfeitas:

i) a solugho y = 0 de (1) é exponencialmente estdvels

ii) |x(t,9)| = b(¢), ® € Cy, t = O, onde b(t) satis-

faz A condiclo (16);

iii) IY(t,m)l < y”@”, p € CH’ t = 0, ¥ sendo suficien~

temente pegqueno;

iv) X(+,0) = 0 para todo t 2 O.

Entlo, a soluclo x = 0 de (135) & uniformemente

assintoticamente estdvel,

Seguir argumento andlogo ao da prova do Teorema 3,

usando Lema 7, Teorema 2 do Capitulo II e Teorema 1,
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6. SOLUGDES LIMITADAS

0 seguinte lema estd essencialmente contido em [13].

LEMA 8 - Seja c(t) uma funclo escalar continua com

t+1
L c{s)ds 1limitada em [O,w)}.

Entfo, dado & > O existe A = A(6) > O tal que

e-ét ‘ﬁ e&s c(s)ds < A, para t 2 to =z 0.
0

Levando em conta o Teorema 1 e o Lema 8 o seguinte

teorema pode ser provado.

TECOREMA 6 - Suponhamos que as seguintes condicbes estejam

satisfeitas:

i) a solugho y = O de (1} & exponencialmente estdvel;

ii) |xX(t,9)| < p(t)floll, ® € Cys t 2 0, onde b(t)

. - g
satisfaz 4 condicho (8), com 0 < a < g 3

t+1
iii) |Y(t,p)| < e(t), t = 0, ® € C, onde [ c(s)ds €
B

iimitada em [0,=),

Entdo, existe uma constante positiva K tal que,

dado qualquer p positivo, existe T = T{p) tal que

ta t + T(p) e o] = p implicam ”xt(to,m)" < XK, onde

x(t,to,w) € a solucho de (15).
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7. ESTABILIDADE NO ESPACC PRODUTO

Vamos, nesta secgao, usar a notagio c™ para desi
gnar o espago de Banach C([-h,0], R™).
Consideremos a seguinte hipdtese em relaglo a uma

fungfo continua e nfio negativa a(t), t = 0O:

=]
(17) sup ]' oYt a(t+t Jat <= , y >0
tbzo O

ou, edquivalentemente,
)

t -
{171) sup o' o j' e"Y?t a(t)dt < o .
ton t,

Uma condigio suficiente para (17) &
(18) a(t) « M + c(t)

oo
onde M >0 e c{t) =0 com I c(t)dt < =.

As condigdes (17) e (18) nfo sfio equivalentes., De

fato, a fungfio definida por

a(t) =n se t=mn +-=
n
2
a(t) =0 se t¢ [n,n+%&
a(t) linear nos demais intervalos, n = 1,2,...

satisfaz (17) mas nfo (18).
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Consideremos os sistemas

(19) a(t) = L(t,u;)
(20) v(t) = J(t,v,)
£(t) = L(t,x,) + X(5,%,,5,)

(21)

l}(t) J(t,y’t) + Y(tgxtsyt)

onde L{t,p) & contfnua em [O,=) X ¢® e linear em @,
J{t,¥) €& continua em [O,=) x ¢™ e linear em {,
X(t,p,¥) e Y(t,0,¥)} sho continuas e localmente lipschi

tzianas em relaclo a (p,¥) em [O,») X CE % CE .

TEOREMA 7 - Suponhamos gque as seguintes condigaes estejam

satisfeitas:

i) a_soluglo zero de (19) € uniformemente estdvel;

ii) a solugho zero de (20) € exponencialmente estdvelj

isto &8, existem constantes positivas ¢, B de modo

que para todo § € C temos

(22) vyl < B e T, e e s 0

aii) |x(8,9,0)] = a(t) H'LIIB +e(t), peC . v ey, 20

_onde B > O, a(t).? satlsfaz 4 condlgao (17) com ¥

suficientemente pequeno e g(t) 2 0 com f g(t)dt < =.
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iv) [Y(6,0,0) | = p(V] + &fv|™P, o e cf, ¥ el

t = 0, onde b{t) satisfaz & condiclo (8) com

& p, G sdo constantes positivas.

f
A
i Q

Entlo, as seguintes conclusbes sfo verdadeiras:

Existem constantes positivas b, y T tais que
H o 2ls dque

P € CE s Vo€ Cg s to 2 To’ implicam y(t,to,w,w) + 0 com

t 4 o e, em adigéo, se .|L(t,w)| < l(t)”m“; o ¢ Cn R

[+2] .
t 2 0, com / A{t)dt <« =, entho, 1lim x(t,to,m,¢) exis-
Teboo
te. Aqui (x(t,to,m,$), y(t;to,m,w)) denota a solucho

de (21) com fungho inicial (v,}) em + = T

Dado, e > 0 existem T(e) 2 0 e 6(e) > 0 de

modo que @ ¢ Cg , U € C? » b2t 2 T(e) dmplicam

xt(to,w,¢) ¢ CE e yt(to,m,w) € CZ. (Em particular isto

diz, levando em conta o Teorema 2 do Capftulo II, que se

X(t,0,0) = 0, t » 0, entho, a solucho zero de (21) &€ uni-

formemente estdvel).

Prova: Sejam P € CE s U G‘Cg e (B(t),m(t)) =

= (x(t:toscpo1¢'o)s Y(tstqu’o"ifo))s t()—h s t < tt,
onde [to—h,t+) € o mdximo intervalo, aberto & direita,
em que (5(t),n(t)) estd definido.

Consideremos ¢ sistema

(23) v(t) = J(t,vy) + Y(£,6,,7,), t, s t < ¢+ .
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Da hipdtese (iv) segue que
(6,800 = wle,llwll)y ¥ e o, o=t <t

onde w(t,r) = [b(t)+GHp]r, t=zt,, r= 0.
Para aplicar o Teorema 1 consideremos a equagéo es

calar

(24) z = -0z + B[b(t) + Gi’lz =

-[o-BGE’ ]z + B b(t)z

[l

2(t.) = 2(t ,t,,8) = v(t ,¥) < Bl¢| .

Sem perda de generalidade podemos supor H sufici
entemente pequeno de modo que Ba < [c-BgHEP ]. Entlo, do
Lema 5, segue que a solugho 2z = 0 de 1z = -[U-BGHp]z +
+ B b(t)z € exponencialmente estdvel. Portanto, existem

constantes positivas ko’ ao’ de modo gue

- - L - -t :
z(t) = z(t,t_,0) < k_ e o ¢ t°)z(to)sBkO e Sl °)HwH,

para t z t_ =2 0.

H

B k
[}

z(t,t0,¢) = z(t) <« H para t, < t < =

Tomando % <

, segue que ¥ ¢ Cg implica

Entho, aplicando o Teorema 1 ao sistema (23), com

b=y

o ! Sesue que

-0

(t-t,)
“nt“ = Hyt(to,cpo’llfo)” = Z('ﬁ,‘to,lljo)gBko e © le] Hwol

| <

m m
< Bk0z9< H, para ¢0 € C,é » 0, € CH , 0 = to < t < tF .
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0 fato de estarmos aplicando o Teorema 1 a um sis-
tema em gque na perturbagfo temos t € [to,t+), t* ¢ =,

nfio oferece gqualquer dificuldade.
Consideremos o sistema
(25) x = L(t’xt) + X(tsxtsﬂt) .

Temos que

|X(t,0,m ) | s ale) [ngllP + e(s) s

—Bag(t-tg)

< a(t)[BBKO]B e + g{t) para ¥, € cg ,

PECh, t, S t< bt

Da hipdtese (iii), com Yy = ga,, segue que existe

M = M(y¥) tal que

o
. - (s-t )
J; a(s)e ° %ds < M, . to 2 0,
o

Portanto, existem constantes positivas % e u, su

ficientemente pequenas e To > 0 suficientemente grande

de modo que

o]

© -a (s-t )
k[“+(%Bko)B[t a(s)e PEo1E %o ds + /T g(s)ds] <

o o

w
< k[p + (@BkO)BM + ‘f g(s)ds] <« H, onde k €& dado

To

como no Lema 3 em relagéo aoc sistema (19).

Aplicando o Teorema 1 em relagdo a (25), com
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P =0, K(t) = k, a(t) = 0, segue que

1Bl = flx (.04 ) =
b -3% (s-t ) ®
< k[ lo | +-£ a(s)(eBK )P o = © CI +‘£ g(s)ds] =
) v . =Ba _(s-t ) e
£ + B a e o ° s + =] )
= ko |l + (&Bk,) fto (s) d [to g(s)as] <

< kly + (EBRO)BM + /fm g(s)as] < H,

To
n m
para T < t0.< t+, @, € Cu, ¢o € Cyp .
Entdo, ®_ e ¢,y e€cl , t >t > T , implicam
! o M’ To ! o o’
t* = » e, consequentemente,

: ”xt(to,w0,¢0)” g k[u + f&BkO)BM +l; g(s)ds] <« H

~ao{t-tgy)
]]yt(to,wo,wo)u < Bk, e ° ' < Bk T < H

para todo td =t < w,

T

temos gque yt(to,mo,wo) + 0 com t 4w e, em adigho, se

€Cg, b, =T,

Isto implica que para mo € C o o

o
L(50) [ s A (E)ol, ® € 0™ 20 com [ A(t)as < =,
entdo, 1im x(t,to,mo,ﬁo) existe.
taee
Dado e, O < e « H, sejam & = 5(6) <:T£;—’

T(e) = T, escolhidos de modo que
o

k(6 + (6Bk0)BM +[ g(s)ds] < e .
T(e)
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- ' n
Entao, procedendo como antes, vemos que @0 € C@’

¥, € C? , t=z T = T(e) dimplicam

HXt.(to’q)o’ll'lo)“ < €

—ao(t-to)
||Yt(t0,CPosLI‘o)|l < e.e < e .

A prova estd completa.

Referéncias para dste capitulo: [h-b-], (8], [12, a-b],

(131, [14-al.
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