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INTRODUGAO

Estas notas apresentam uma introdugao & parte da
Topologia Algébrica que poderia ser denominada a teoria
cldssica da homologia singular, isto €, aquela parte da
teoria singular anterior a introdugao das operagBes de
cohomologia, das seqliéncias especirais, etc. O ma&ximo
que nos permitimos foi a introdugdo do preodute em cohomo-
logia, embora sem demonstrag%es. Achamos gue a maneira ng
tural de apresentar éste produto ¢ por meio da técnica
dos modelos aciclicos e introduzi-la seria nfo somente a-
longar as notas mas como forgar a introdugdo dos concei-
tos de categoria e funtores, que resolveﬁoa evitar nes-
tas notas introdutdrias.

K&o hd nada de ndvo nestas pdginas. Baseamo-nos no
livroe de E. Artin, "Einflihrung in die Algebraische Topo-
logie". Pode-se argumentar, com razho, que a parte da to
pologia algébrica aqui apresentada ¢ incapaz de resolver
novos problemas, e gue O grande re juvenescimento do assun
to nos ultimos vinte anos se deveu a tdenicas inteiramen- -
te novas. Achamos, todavia, gue uma exp05igéo a estas no=
vas tdenicas, antes que © aluno se tenha familiarizado

com o material cldssico mais intuitive e geoméirico, pode



id

ser prejudicial.
! “
Estas notas, elaboradas ds pressas, contem certa-
. . - . > - -

mente erros e imperfeigoes. Desejo agradecer a Comissao
Organizadora do 8¢ Coldquio Brasileiro de Matemdtica pela
oportunidade de ministrar éste curso. O grande esfdrgo
feito para traduzir um manuscrito hieroglifico nao deve
passar silencioso: meus sinceros agradecimentos ao Sr,.

Wilson Gées.

Fortaleza, Janeiro de 1971

Rio de Janeiro, abril de 1971

Joao Bosco Pitombeira
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-1-

capfTULO 1

PRE-REQUISITOS ALGEBRICOS

. -
Reunimos, neste capitulo, as nogoes de algebra que
- . . -
seraoc diretamente utilizadas no restante do curso. As Te-
~ . g - - . -
feréncias candnicas para o material aqui apresentado sao

Cartan-Eilenberg [9] e Mac Lane [I10].

§1.1 - 0s complexos-cadeia e sua homologia

Tomemos um anel R, comutativo e com identidade

multiplicativa.

DEFINIGAO 1.1.1 - Um complexo-cadeig C sbbre R & uma

familia {C_} , onde as C s&o
R-médulos, e homomorfismos de médulos d_:C ~+ C tais
n n n-1
que dn-l'dn = 0, para todo n € Z
dn dn-l
vee + C —== C —— 2 e
n n-=1 n-2

Observemos gue, Sse Im dn ¢ o sub-mddulo de Cn—l

formado pela imagem de d_, e Ker d__; é o sub-médulo

de C constituido pelo nucleo de d , entio vem, da
n-1 n-1

definigao, que Im dn = Ker dn—l'



-2 -

Se Cn = 0, para n < 0, dizemos que o complexo-ca

deia & positivo.

Exemplos de complexos=-cadeia:

Em ambos os exemplos o anel R serd o anel dos

inteiros,

1.1.2) Seja o complexo tal que Cn = Z,an € Z e
dn(k) = 2k, se n € par, dn(k) =0, se n & im~-
par. -
cee = L a4 Z 4 Z 45 Z 4 2 4 4.

2 1 c -1 =2

1.1.3) Considere o complexo-cadeia abaixo:

d, dg
2 09 0o 3 0 Z — 7F — Z2 + 0 ... 40 4.,.
3 2 L 0o -1
onde C, =2, C; =132, C =1%,, €, =0 se n4#o0,1,2
e dy(k) = 2k, 4a;(k) =k, k a classe definida por k
em Z2.

DEFINIGCAO 1.1.4 - Dado um complexo-cadeia Cl um sub=-com-
plexo K de € € uma colegho de mddu-

los {Kn}nEZ tais que K = Cn,-¥-n € Z e dn(Kn) < K4

#116 Z.

DEFINIGAO 1.1.5 - Um complexo-cadeia € & dito exato se,

para todo mn € Z, Im dn = Ker dn-l'
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0 complexo do Exemplo 1.1.3 € exato, mas o mesmo

nfo acontece com o do Exemplo 1.1.2.

Chamando de Z_ = Ker d_, B_ = I d vemos gue,
n n n m n+l

para um complexo-cadeia, B_= Z_< C_ .
n n n

DEFINICA0 1.1.6 - 0 n-dsimo mddulo de homologia de um com
plexo-cadeia C, Hn(C), é o médulo quo
ciente Zn/Bn; ¢ tambdm chamado o mddule de homologia de

de C em dimensfo n.
EXERCICIOS

1.1.,7 - Quais os mddulos de homologia do complexo de 1.1.2?

e de 1.1.37

1.1.8 - Sejam G,H e L grupos ciclicos de ordens 8, 16
e 2 e com geradores a,b e ¢ respectivamente,

Prove gue o complexo (sdbre Z)
o a
ceeO Feea » 0O G+ H § LA 094 ,i40 3...

onde afa) = 2b, B(b) = ¢ tem médulos de homologia tri-
viais.

Um complexo-cadeia tem todos seus mdédulos de homo-
logia triviais se e somente se é exato. Referimo-nos, mais

- concisamente, & homologia de um complexo i

. DEFINIGAO 1.1.9 - A homologia H,(C) de um complexo-ca=-

deia € € a coleglo de mddulos {H @)}
n- ey



.

Os complexos como os que aparesem em 1l.1.3 e 1.1.8

ocorrem freqfientemente e merecem um nome:

DEFINIGAO 1.1.10 - Uma seqténcia curta € um complexo-ca-
o B
deja da forma ...90 2 H 4 L 4 M 504,..

- . . - . . .
onde  todos os R-mddulos nao indicades sao triviais., Uma

seqfiéncia curta exata € uma seqfidncia curta que € exata

(considerada como complexo-cadeia).

EXERCICIOS
p
-

o3 . - .
1.1.11 - Mostre que se O 4+ L » M N + O é uma  seqliencia
curta exata, entfio ¥ & um monomorfismo e § um

epimorfismo,

o -
1.1.12 - 8¢ 0O+ L+ M E N+ 0 & uma seqiliéncia curta exa
ta e se x € M € tal gque B(x) = 0, entho exis-

te um dnico y € L tal que af(y) = x.

Passamos, agora, a estudar aplicagbes entre dois

complexos=-cadeia:

DEFINIQAO 1.1.13 = Una aplicacio f de grau_n entre

dois complexos-cadeia (¢ e B & uma

cdeolegho {fm} de homomorfismos entre R-mddulos tais
mE Z
B c
que fm'Cm -+ Bm+n ey para todo m, dn+m.fm = m~l'dm N



N\

m+ 1 n+m

c B

dm+l l ﬁn l dn+m
Cm Bn+m-1

c ‘

s | |
Cm-l *

. -
Trabkalharemos, quase sempre, com aplicagoes de grau

. . B c
Zerc, ou seja, aquelas para as quais dm-fm = fm-l.dm .

TEOREMA 1.1.1%4 - Sejam ¢ e R complexos-cadeia e
£:¢ 2 B uma aplicaglo de grau zero entre
C e B. Entho f induz uma aplicagio f, = {f en
P g * { n)*}nEZ n

tre as homelogias de C e @: fn)%=Hn(c) - Hn(ﬁ).

Demonstragdo: Se X ¢ Hn(C), definamos fn)*(i) = (fn(x))E

€ Hn(ﬁ). Resta mostrar que fn(x) é um ci-

clo e que se X = y, entao fn)*(i) = fn)*(i). Com efeito,
se d;(x) = 0, entio, como dﬁ-fn = fn—l'di’ vemos gue
dﬁ(fn(x)) = 0, Por outro lado, se X = ¥, segue-se que

X =y + dg+l(w), w € Cn+l; mas entdo fn(x) =

= Iy + d;+l(w)) = fn(Y) * fn(d;+l(m)) = fn(Y)+d§+l(fh+ﬂm)
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e assim (f_(x)) = (£ (v}). E dbvio que fn)* ¢ um homo

morfismo de R-mddulos.

EXERCICIOS

1.1.15 - ¥ possivel formular um teorema andlogo a 1l.1.1hk

para aplicagbes f:C + B de grau mn,n # 07

1.1.16 - Se fi:G » B8, g&:B » C sko aplicagdes de grau

zero entre complexos, mostre que (g-f)* = gy Ty

1.1.17 - Se 1C:C 5 € €& a aplicagho de complexos dada
por 1C)n = lcn, o homomorfismo identidade de C_,
entao 10)* é a aplicagho que, em dimensao n €& a iden-

tidade de Hn(c).

1.1.18 - Se f:G » 8 € uma aplicagio de complexos que €
um isomorfismo para todo n, serd

£,0H,(G) » H(B) wum isomorfismo para todo n?

DEFINIGAO 1.1.19 - Os complexcs-cadeia G, #, C e os ho-
momorfismos de complexos-cadeia,

o » B, B2 =+ C Tformam uma segiiéncia curta exata de

o B
complexos, denotada por O + (G = B + C>» 0, se, para todo
n Bn - » .
n, 0= Anf__’Bn___b Qn* 0 € uma seqfiencia curta exata

de R-mddulos.

TEOREMA 1.1.20 - Uma seqifiéncia curta exata de complexos-

! B
cadeia O« 4+ B + C + 0 induz, em ho=-
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mologia, uma seqifiéncia (complexo-cadeia) exata

e B T 0%
v ot Hn(a) —»Hn(ﬂi) —>Hn(C)-—~>Hn_1(C‘L) — e e

onde a, e By sfo as aplicag&es em homologia induzidas
por @ e £ e T & definida como segue: se x € Hn(C),
Ibc Bn tal que B(b) = x; mas entdo Bd{b) = 0 e isso
implica que ¥ a € A . com a{a) = a(b). Defina

Tn(i) = a (resta mostrar que esta aplicagho estd bem de-

finida. Isso serd feito na demonstragfo do teorema).

- - .
Demonstracac: Em primeiro lugar, devemos provar gque T es

td de fato bem definida. Se X = ¥ € Hn(C),

entao d ¢ € Cn+1 tal que x = y + dec., Tome b € Bn tal
que B(b) =x e bt € Bn+l tal que B8(b') = ¢ e assim
B{b+db!) = p(b) + Bdb!' = ¥ e comoc d(b+db') = db, vem

_— Cc
Agsr —  Baya n+l
bt = C
¥
A, B, — C;
b —> x=y+dc
\
A —— B — C
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Por outro lade, se b e b' € B , com g(b) =

= g(br) entio

Xy

a(at) = b-b', Logo se

B(b-bt) 0O e ¥ a"€ A tal que

al' € A é tal que af{at) = dbt',

=1

como afa-a') = db-db', vem que da" = a-a' e assim
a = at e Hn_l(A). Desta maneira, fica provado que
a ¢ Hn-lﬁa) nao depende da escolha do representante de
classe de X € Hn(c) nem da escolha do elemento b € Bn
tal que B(b) = x.
A e B - C
n n n
l b—bx
An-l Bn—l Cn_l
a l db o l
An-2 Bn—2 Cn-2
Devemos, agora, mostrar que I (o )x = Ker(Bn)*,
Im(Bn)* = Ker 7, I T = Ker(an_l)*. Com efeito, o resul

v

tado de 1.1.16 mostra imediatamente que

Im(un)*sKer(Bn)*.

Por outro lado, se Bn)*(i) = 0, onde x € Hn(B), entao

HFeecC, , tal que d{c) = sn(x); mas I b' € B, com
Bn+l(b') = ¢} assim, Bn(db'+x) = 0 e portanto  a € A
tal que an(a) = ~db'+x e vé-se ficilmente que an)*(5)=

is i & =
%, @ isso conclui a demonstraglo de que Im(an)*“Ker(BnL€
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Mostremos também que Im(Bn)* = Ker 7 _. BSe
X € m(B }x» entéo dx = 0 e I b ¢ Hn(ﬁ) tal que
) () = x; mas entdo db = 0O e podemos tomar b com a
propriedade de que Bb = x (por qué?); venos assim gque

T(X) = 0 pois db = 0 (veja a definigho de TI!},

por outro lado, T(x) =a = 0 ¢ Hn_l(G‘,), entio & atea

com da' = aj; mas entlo d(-a{a')+b) = 0 e logo vemos
que Blx (b-af{a')) = X, como querfamos demonstrar.
0 —= A —E—-:- B L C 0
n n
|a' l b — » x
a db - O
Apay = By 0L

O restante da demonstragio € o exercicio abaixo:
EXERCICIO
1.1.21 - Mostre que, na situagio de 1.1.20, Im(Tn)

= Ker(an_l)*
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CAPITULO 2

A HOMOLOGIA SINGULAR E SUAS PROPRIEDADES BASICAS

§2,1 - Definiglo da homologia singular

. . . . w
Seja R o conjunto dos mimeros reais e R~ um pro

duto infinito enumerdvel de cdpias de R. Considere os

o

pontos Eo’El’E2"“’En"" de R definidos por

B, = (0,0,...,0,...)
E, = (1,05044,0,0..)
E, = (041,0,004,0,...)

DEFINIGAO 2.1.1 - O simplexo geométrico de dimensho q, A

q!
€ o fécho convexo dos pontos E_,E

IRARRY
E .
q
Damos, abaixo, uma representagao de AO, &1 e A2:
EZ
N ® v zﬂﬂzgﬁbh
40 9—_—-41 ED El
Ao Al A2
A aplicagio (continua) identidade de A em Aq

sera denotada por 1

-
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DEFINICAO 2.1.2 - Se X ¢ um espago topoldgico, um g-sim-

plexo singular em X & uma aplicagio

continua Aq + X. 0Os g-simplexos singulares sfo também

chamados de simplexos de dimensio q.
EXERCICIOS

2.1.3 = Se X & um espago topoldgico, quantos O-simple~
xo0s singulares hd em X?

2,1.4 - Se X = R2 o que sao os simplexos em X de di-

mensio 17

Aprenderemos , agora, Como associar a um espagce to-
poldgico X um complexo-cadeia extremamente importante,
. p s ' " Py -
e que nos conduzird a definigao da chamada homologia sin-

gular de X.

DEFINIGAO 2.1.5 - Para um espago topoldgico X e um anel

comutativo R, o R-mddulo das g-cadeias

singulares em> X, Cq(X), ¢ o médulo livre sébre R gera
do pelog g-simplexos singulares em X,

Frizamos que os elementos de Cq(X) ndo sho fun-
¢bes continuas de Aq em X; serfio combinagbes lineares
formais com coeficientes no anel R, de fungbes continuas
A

. 8 - + s
+ X. Para uma revisho sbbre mddulos livres (sua exis-

téncia, construgho e propriedades bdsicas) veja Lang [14].
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EXERCICIOS

"2,1.6 - Se X = {pto}, descreva Cq(X), q arbitrdrio,

quando R € sucessivamente o conjunto dos intei-

ros, dos racionais, dos reais e finalmente o anel 25. Em
cada caso, quantos geradores possui cq(x)?
2.1.7 - Se X = {xl,xz} o espago discreto com dois pontos,

descreva CO(X) (rR=2).

Gonsidere a famflia C(X) = [C_(X)}} ; a fim de
q qz0
_obtermos um complexo-cadeia (seré o chamado complexo sin-
gular de X), falta definir aplicagaes convenientes entre
os diferentes mdédulos Cq(X); neste sentido, pomos a se-

guinte definicgéo:

DEFINIGAO 2.1.8 - Para gq > O, counsidere as aplicagdes
i

fi 1 ti F: 4

afins {logo continuas) q Aq—l s b

0 i< q definidas por suas agbes sobre vértices de Aq—l

i B, J<di
Fa(By) = ’ ’
Ej+l Jjzi
Por exemple, as figuras abaixo ilustram a situagao

para dimensbes pequenas:
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EXERCICIO

2,1.9 - Quantas aplicagbes do tipo F; hd de A2 em AB?

DEFINIGAOC 2,1.10 - A i-d¢sima face de um g-simplexo de X,

denotada por U(i), § o {g~1)-simplexo

em X dado por O .FliA + X,
q 9q

-1

DEFINICAO 2.1.11 - A fronteira d{¢c) de um g-simplexo em
X € o elemento de Cq_l(X) dado por

-
sua aglo sdbre os geradores como segue:

4,(9) = igo(_l)i o) igo(_'l)io'Fél

Como o mdédulo Cq(X) ¢ livre, podemos, de fato,
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definir d:Cq(X) + C (X) por sua aglo sbbre os gerado-

q-1
res, como acima, e extendéd-la a Cq(X) por linearidade.
A fronteira de um g-simplexo nfio € uma aplicagao
continua, mas uma combinaclo linear formal, com coefici-
entes no anel R, de um mimero finito de aplicagbdes conti
nuas.
Se Po’Pl""’Pq sdo pontos de um espago afim,
(P, Pl....Pq) serd a aplicagio afim tal que E, -+ P,
0= i< q. Com esta notaglo, vemos que d(EoEl) = (Ei) -

- (EO), d(EoElEz) = (ElEg) - (EOEB) + (EoEl).

- - i .‘ ] .-l
LEMA 2.1.12 - As aplicagbes F;-Fg_l, F;-F;_lzaq_z + A
sdo iguais, se j<i.
Demonstracdo:
rod
Fq(Ek) = B k< j
*
P q( k+l) - Ek+l k< i1
Fq-F;_l(Ek) = 4
Fq(Ek+l) =B, Jsks=i-l
i .
Fq(Ek+l) =E , k2z2i>j
r nd _
Fq(Ek) = Ek k< j< i
J - -
- Fq(Ek) = B, Jj< k< i-1
Fg_'Fq-'l(Ek) = b J.
Fq(Ek+l) = Ek+2 J= k=il
J _ <
(Ta(Buy1) = B, d<isk
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@4

(x)

TEOREMA 2.1.13 - A aplicagéo d _;-d; 210 (X) - Cq 1
“nula. SR ' o

Demoﬁstragéo. Mais dma vez, & suficiente verificar o que

sé'ﬁaSSa com os gérédoresfderrc*(X):”J"

° " 3=0 - - '=o - q -1
5"5%; (—iji#jé;(Fg'ini)'+ EJ( 1)1+Jc (Fq-Fg_i) = 0
i=1 . ; =0 A,

tPélbrléhé'anfériof;'
DEFINIGAO 2. 1 ‘34 - Um elemento' x € C (x) ¢ ‘chamado de

' q-cadela 51ngu1ar- se .d(x):= 0, x @

(X)), "x & um boxrdo.

um ciclo. Se x = dy, com ¥y € Cq+1

Duas g-cadeilas que diferem por um bordo sao_ditas_hqmélo-
gas.
Podemos, agora, associar a um espago topoldgico X

um complexo~cadeia.

DEFINIGAO 2.1.15 = Se X & um espago topolégico, © com-

plexo-cadela s1ngular de X sébre o

anel R & o complexo-cadeia positivo c(X) = {Cq(X)} o
ane’ e o6 conm ‘ 051t .

com aplicag%es dq:Cq(X) -» Gq_l(k); (se q = 0, ponha

d
q

6):
. | < . L
1(3)_4 cq(x)-éﬂ-cq_l(x) 4'f€4 ¢, (%) » ¢, (x) + 0.
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DEFINIQAO 2.1.16 -~ A homologia singular do espagoe X, com

coeficientes no anel R, H,{X;R) € a

homologia do complexo-cadeia singular de X sobre R;

assim
Hn(X;R) = Ker dn/Im dn+l n =z 0.
EXEMPLOS

2,1.17T - Se X & um espago constituido por um ponto, cal

culemos H,(X3;Z). Para todo q 2z O, Cq(X) € o

méduleo livre sdbre Z com um gerador aq:Aq + X. Assim,
se X € Cq(X), X = mea . Determinemos, agora, a agao de
dq:Cq(X) - Cq_l(X) sobre o gerador aq. Por definigao,
a : ; ‘
i i .
da = L (=1)"a_-F_ . Se é par, segue-se gue d a_ =
o*q i=0( )ra Fy a par, seg q o*a
= aq-l e se g e 1impar, dqaq = 0 (por que?). Assim,
o complexo-cadeia singular de X &
2n Zn-1 - 3 2 1 o}
7 —= P > Z, > L —>Z —L — L — O
azn—eaazn:Ie-O . aB-——>O a, 0
fon-2 apg—ra; 0
e vemos que, se n # 0, Hn(X;Z) = 0, enguanto que

HO(X;Z) = Z.
EXERCICIO
2.1.18 - Se X €& um espago topoldgico e 0 ' ¢é um gerador

de Cl(X) (isto &, uma fungho continua A, - X),
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. - # .
em gue condigoes ¢ serd um ciclo?

EXEMPLO

2,1.19 - Para um espago topoldgico X, conexo por arcos,
HO(X;R) é um mddulo livre sObre tantos gerado-

res gquantos sao as componentes conexas de X. Com efeito,

dado x € X, seja Gx:ﬁo + X a fungho continua tal gue

Ux(EO) = x e escolhamos um ponto fixo x_ € X. Vemos
entio que, ¥ x € X, o, é homdélogo a Uxo (€ suficiente
tomar um caminho ¢ em X ligando X, a X e calcular
a(c)).

Por outro lado, se c € CO(X), entdo ¢ = erﬂx e

vemos gue ¢ € um cicle. Defina f:CO(X) + R por
fe) = Erx. 0 micleo de f & precisamente o conjunto das

cadeias cujas somas dos coeficientes € nula. Obviamente,
f & sobre, logo —Egifl-m R.
Ker(f)

Além disso, c € CO(X) ¢ bordo se e sdmente se
¢ € Ker(f); com efeito, se c¢ € bordo, isso se verifica
trivialmente4 por outro lado, se c¢ = Erxdx tal gue

= ES E=3 - = 1
Erx 0, entdo ¢ = Ir 0 Erx0x0 d(Erxcx), onde

O:A 4 X 1liga x a x e isso conclui a demonstragao.
X q o 1
Podemos mesmo demonstrar a proposigéo seguinte:

TEOREMA 2,1.20 - Se {Xk} ¢ a fam{lia de componentes por

arcos de X, entfio hd um isomorfismo
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Hq(x;RS . % Hq(Xk;R) \Lq=z O.

Demonstracio: Come, para todo g = 0,- Aq € conexo por

arcos, um g-simplexo singular qualguer leva
Aq em uma das componentes por arcos de X; assim, tdda
g-cadeia se decompe Unicamente em uma soma finita
c = Eck, ¢ note que se Sy é uma q-cadeia em Xk , entao
d(ck) é um bordo de Xk (por qué?), de maneira que a ai
ferencial d opera invariantementée gdbre as componentes por
arcos de X e de Sq(X) = % Sq(Xk),\lq z 0, podemos en-
t8o tirar que Hq(X):% Hq(Xk).

Uma aplicaglio continua f entre os espagos topolgd
gicos X e Y dinduz uma aplicagao f, de gran zero en-
tre os complexos-cadeia singular C(X) e C(Y): se O© €
um gerador de Cq(x), ponha £,(0) = £+0 = Aq + Y e ex-

tenda f, a C (X) per linearidade; entdo, pelo Capitu-

q

lo 1, £, dinduz uma aplicacgfo
f,iH,(X;R) » H, (Y;R).
EXERCICIOS
2.1.21 - Se X e Y sio espagos homeomorfos, entho mos-

tre que H*(X;R) e H*(Y;R) sdo isomorfos, com

um isomorfisme induzido por uma aplicagéo continua,

2.1.22 - Se f:X = Y, g:¥ 4+ Z sho fungaes continuas,

mostre que g+f)x = Zx+Lfy
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2.1.23 - Se I, :X =+ X é a fungho identidade em X (logo
continua), mostre que IX)* € o homomorfismo

identidade em H*(X;R).

2.1,24 - Mostre que a aplicagio f, introduzida acima &

um morfismo de R-mddulos.

Pamos, a seguir, um exemplo extremamente elementar
e simples gque ilustra o método da topologia algébrica,
que é tentar resolver problemas geométricos transformando-
- ” . i - o~ . rd
-0s em guestoes algébricas que sao, as vezes, mais acessl
veis do que o problema geométrico original. Exemplos mais
interessantes poderfico ser vistos no decorrer destas notas

e em estudos mais avangados de topologia algébrica.

EXEMPLO
2.1.25 - Um espago X com duas componentes conexas por
arcos naio & homeomorfo a um espago Y com uma

componente conexa por arcos: Com efeito, se f£:X » Y f sse
um homeomorfismo, f dinduziria um isomorfismo
f,tH, (X;2) ~ Hy(Y;2); em particular, teremos um isomorfig
mo HO(X;Z) r HO(Y;Z); mas HO(X;Z) ~ ZOZ e HO(Y;Z) o Z.
Com 8stes dois mddulos livres nfio podem ser isomorfos (por
qué?), tal homeomorfismb f nlo pode existir.

Embora muito simples, &ste exemplo mostra bem o mé

todo de boa parte da topologia algébrica: dada uma situa-
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gho geométrica-topoldgica, construir um modélo algébriceo
para ela com a esperanga de que as informagbes obtidas sd
bre o modélo algdbrico possam ajudar & compreensio da si-
tuagho geomdtrico-topoldgico original. E mais ou menos
dbvio gue, guanto mais complexo e diffcil foér o problema
geométrico atacado, mais refinado e complicado deverd ser
o modélo algdbrico escolhido, a fim de fornecer informa-
gaes lteis. O modélo do exemplo acima, o grupo de homolo-
gia de dimensfo zero, feci extremamente simples, mas tam-

bém o problema nao era dificil.

§2.2 - A seqfiéncia exata de homologia de um par

DEFINICAO 2.2.1 - Um par (X,A) de espacos topoldgicos &
um espago topoldgico X e um seu subes
pago A. Uma aplicagao continua f entre pares
£f:(X,4) » (Y,B) & uma aplicagfo continua f£:X + Y tal
que f(A) £ B. Dado um par de espagos (X,A), a fungao
contfnua i:A + X, definida por i(a) = a ¢ X €& chamada
de inclusfo candnica. O par (X,¢) sera interpretado co-
mo sendo o espago X. |
A inclusfio canonica i:A + X induz uma aplicagio
i1C(A) » C(X). Seja C(X;A) a familia {gj—((—g-}qzo e se

X € Cq(X,A), defina aqi = (dq(x)); & trivial verificar
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que d estd bem definida e que -q l'dq = 0, Assim,
C(X34A) & um complexo-cadeia. O lema abaixo relaciona os

complexos C(A}, C(X) e C(X;a).

LEMA 2.2.2 - Os mddulos Cq(X;A) sdo livres e a seqiién-
cia 0—C(4) —1—*>c(x)—p—c(x,A)—a-o $

uma seqliéncia curta exata de complexos.

Demonstragio: & fdcil e fica a carge do leitor.

DEFINIQKO 2.2, 3 - A homologla singular do par (X'A), com

-

coeficientes no anel R, H (X A3R) € a
"homologia do complexo-cadeia C(X,4) definido acima. E

tembdm chamada de homologia relativa de (X,A). Um elemen

to x € Cq(X) tal que dx € Cq(A) ¢ chamado de ciclo

relativeo mddulo A,

TEOREMA 2.2.4 - Dado um par (X,A) de espacgos topoldgicos,
existe uma seqtidncia longa exata de homow-

logia
— Hn(A) — Hn(x) —»Hn(x,A) --—>Hn_l(A) -——-—Hn_l(X)—:- vee

onde i, é reduzida pela inclusfo candnica i:4 + X,

CiX

(A e T € defini

‘py € dinduzida pela projegao C(X) -+

da como em 1.1.20.

Demonstracdo: é um coroldrio imediato de 2.2.2 e de 1.1.20,
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Para um espago topoldgico X e X, € X, o par
(x,{x_}) ¢ denotado simplesmente por (X,xo). A relagio

entre H,(X;R) e H*(X,xo;R) é dada por

LEMA 2.2.5 -~ Se x € X, entao
H (X,x3R)  a #0

H (X;R)} = .
d Hq(x,xo;R)en q=0

Demonstracho: Observeamos a seqfiéncia longa de homologia

do par (X,xo):

- Hq(xo) - Hq(X) - Hq(x,xo) - Hq-l(xo) G oaee

» Hi(x,)) H,(X) » H (X,x_ ) » Ho(xo) + H (X) » Ho(x,xo)..o

1(

Vemos assim que Hq(X,xo) e Hq(X), se q > 1. Resta estu
dar os casos q = 0,1.
Consideremos, para tanto, a segiiéncia

0 + H (X) » Hl(X,xo) + R+ H_(X) » HO(X,xo) + 0, Ora, a
aplicagio Hl(X,xo) 4+ R & trivial; assim, Hl(X)mHl(X,xo)
e 04+ R % HO(X) & HO(X,XO) + 0 & exata. Mas se aGHO(X),
o = Eriii onde Ei denota a classe do ponto x,, defina
f:HO(X) + R por ah—(Eri)-io, onde io é o gerador de R

e vemos entho que f.a = I logo a segléncia acima se fa

Rl

tora na forma O + R 4 RQHO(X,xO) + H (X,x_ ) + O mostran

do que H_(X) ~ HO(X,xO) ® R, como querimmos demonstrar.,
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§2.7 - Homologia aumentada

Um epimorfismo entre complexos ¢ uma aplicagéo en=-
tre complexos que € um epimorfismo em t6das as dimensdes.
Dado um anel R, chamaremos também de R o complexo que
€ constituido pelo mddulo trivial em tddas as dimensdes
exceto em dimensfc zero, onde € o mddulo livre sdbre R

com um gerador.

DEFINIQAO 2.3.1 - Dado um complexo-cadeia positivoe C, um
aumentagéo e de ¢ & um epimorfismo

de C mno complexo R

= Cq"“’Cq_ g en = C im0 — O
b bl
0—=0 — -...-——:-O—n-R—vO

DEFINIQlO 2.3.2 - Se (¢ €& um complexo-cadeia positivo

- .
com aumentagaa e,-0 complexo-~cadeia

— -
reduzido assocciado a C, C, é definido como Cq = Ker ©qr

d=d|
a AlKer eq

—~

DEFINIGAO 2.3.3 = Os grupos de homologia de C com coe-
ficientes no anel R sho chamados de

grupos de homologia redu=zida de C, e denotados por

Hq(C;R).
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LEMA 2,.3.4 - Se C € um complexc-cadeia positive com au-
mentagio, entdo

£
H_ (C3R) q # 0

H (C;R) A - .
d H (C;R)8R  q = 0

- . . g a
Demonstracgaoc: Observemos, em primeiro lugar, a seqgfiencia

curta exata de R-mddulos:

e
0 — Ker{e )-—C_ —=R-—>0
. o o

0 médule R & livre sébre o anel R, e ¢ € um
epimorfismo e assim existe O:R =+ C0 tal que cofa = IR.
- ~ . e
Mas entho a seqgfidncia O-+Ker{e )—=C —= R— 0 se fato
o 0 — 2
o
ra como

0—~Ker(e )— Ker(e )&R-=>R ~=0
o o
e assim C_ =~ Ker(e )®R.
o o

Em segundo lugar, note que d(Co) < Ker(eo), pela

comutatividade do diagrama

d
Cl —C  ~ Ker(eo)®R

Lo

—a R
. . a
e isso conclui a demonstragao.

LEMA 2.3.5 = O complexc singular C(X) s8bre um anel R,

onde X & um espago topoldgico nio vazio,
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admite uma aumentagio definida por 0O+=1, onde 0 é um

gerador de CO(X).
Demonstracgho: trivial.

EXERCICIOS

2,3.6 - Podemos também definir uma aumentacho de um com-
plexo positivoe C como um epimorfismo e:Co -+ R

tal que e+d;:C; + R seja trivial. Definimos, entfo, o

complexo cadeia aumentado E:Eq =C, se a £ 0 e Eq =

= Ker ¢ se q = 0., Mostre gue as duas definigbes sho e-

quivalentes.

2.3.7 - Se K & um sub-complexo de C e e:C 4+ R & uma
aumentagho para C, e:X + R € uma aumentagho pa

ra K.

2.3.8 - Mostre, nas condigbes de 2.3.6 e 2.3.7, que

Hy(C) Hy(C)
ﬁ*(}{') = H*(}()
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CAPTTULO 3

INVARTANCIA SOB HOMOTOPIA E EXCISAO

Demonstramos, neste capitulo, dois teoremas que
sho armas poderosas para o cdlculc dos grupos de homotopia.
§3.1 - Invariancia sob homotopia

DEPINIGAO 3.1.1 ~ Se f,g:X » ¥ s&o fungdes continuas,

diz-se gue f e g sao homotdpicas,

por meio de uma homotopia H, f E’g, se existe uma fun-
gao continua H:XxXIL »+ Y +tal que H(x,0) = f(x) e
H(x,1) = g(x),¥x € X. Nesta definigho, I denota o in-

tervalo unitdrio [0,1].

X X
Xx I — s v
X

X

{o}

Podemos, agora, enunciar o teorema importante déste pard-

grafo:

TEOREMA 3.1,2 - Se X e Y s&o espagos topoldgicos e

f,g:X + Y slo fungdes continuas homotd-
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picas, entho as aplicagdes induzidas em homologia, £, e
&y Coincidem.
A fim de demonstrar este teorema, necessitaremos

- 3 -
de algumas definigbdes, construgoes e lemas.

DEFINICAO 3.1.3 - Duas aplicagbes de complexos, f,g:8 -+ C

ambas de grau Zero, sho homotdpicas por

cadeia se existem homomorfismos de mddulos, hq:B + C

q+l
. c B _
tais que, para todo g, dq+l hq + hq_1 dq = fq-gq
: dgﬂ d];
Cq+1 cq CCl-l
f h
Bq+1 B Bq B g-1
d d
g+l q

LEMA 3.1.4 - Se f,g:B8 » C sao aplicacgbes de complexos
homotdpicos por cadeia, entho as aplicagdes

induzidas em homologia, f,,5,:H,(B) - H,(C) concidem.

Demonstraglo: Se x € Bq é um ciclo, temos que
C ——
h = - i =
dys1 q(x) fq(x) gq(x), logo q(x)
g (x).

q
‘ Mostraremos que aplicagBes continuas f,g:X -+ Y

conduzem & situagae do Lema 3.1.4.

DEFINICAO 3.1.5 - Dado um espago X, o© operador de Prisma
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Py € definido como segue:
Se 1 A - A € o simplexo singular identidade em
A onha:
a p

q .
i .
P, (1q) = iio(—l) (Ao-Al...Ai Bi...Bq)ECq+l(AqxI)

onde A, ,B, € AqXI, Ay = (Ei,O), B, = (Ei,l) e

(Ao-Al,...,Ai B.....Bq) éd o (q+l)-simplexo em XXI de-
finido por th-Ao, Er—*Al,...,EiH’Ai, E1+I*'B s e a ey
Eq+1F—>Bq.

Se o € um gerador de Cq(X) ponha

px(c) (oxl ﬁ (1 )

c XI)

q+1(Aq
(ox1.),

cq+l(xx1)

LEMA 3.1.6 - Se f:X 4 Y & uma fungho continua, entfo

Pof, e (fx1;) Py -

Demonsiragio: Seja O um gerador de Cq(X); vem entio

que (fxll)* Px(o) = (leI) Oxl1ly ) Py (l ) =

(fcxlI)* P, (1q) = PY(fO) = P, flo).

LEMA 3.1.7 - Se A _:X 4 XxI ¢ a aplicaglo definida por

x+>{x,t}, entho dP + Pd = kl)* - Ao)*
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Demonstraclio: Como & fdcil verificar,

de maneira que

o) ullg) = (A Apeenia))
?\l)*(lq) = (B0 Bl....Bq)
), = A, = (BoBl...Bq) - (AOAl...Aq).

Por outro lado

dP(lq) 2 (l)d(A....A B. ....B)

+

q
‘E

il=

i=0

q . i .

T (-1)*(-1)%(A ... A,...AB. ....B ) +
jsi Q J I =}
i=0

i j+1 ~
(-0)* (-1} (A eeiay Biael BB ).

i<j

Se j=1, obtemos os térmos

(B B ...Bq)

(a BBy

(A 4 ...4

...Bq) - e+ (Ao...A

1 g-1

(a Bl...Bq)+(A0B ...B ) (a,4.B ceeBg) #

o*18285
A ...A B
q2qlq)( Ag-1Bg) *

Bq)-(Ao...Aq) = (BoBl...Bq) - (a4

...Aq) .

Assim,

ap

1q) = (BoBl...Bq) - (AOAl...Aq) +

o J ivdi q

q " .
+ z (—1)1+J(A veedh 4. A B,...B )+
<

q .

i+j+1 ~
E (-1) (AOAl...AiBi...BJ....Bq) .
<
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Temos também que:

Pla(1,))

além disso:

q
= ¥ (-1

W op(F) = (szl)* P(1

’ q q—l)

h
(Fq X l)*(AOAl...AhBh...Bq_l) =

(AO...AkBk...Bh...qu) k<h

(A soedyoneh o Bk+l...Bq) k=2 h

P(di ) =

gq=-1 a-1

+ A &
q

q
L (-1
h=0

)h

i B. Jj< i
definida por Fq(Ej) =¢ Y

Ejp1 J= i

d
P(F) = I (-1)"(Fgx1),P(1 ;)

- % zo (-1)h(-1)k(Fg x 1), (AO...Ak.Bk....Bq_l) =

k=0 4i=

= by
k=0
h>K

+ =
k=0
h=k

= =
k=0
h>k

+ z
k>0

h<k

(_l)k+h (

(_l)h+k (
)h+k (

(-1

(_l)h+k+}

~

Ajveddy By... B B} +

ko By

Ageashpeeeid Bk+1....Bq) =

AO...Ak...Bk...Bk...Bq) +

(Ao..,ﬁh een Ay Bk...Bq) e vemos

e a(P(1)) + Pa(1)) = 1)) (1) <2 ) (). ()
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EXERCICIO

3.1.8 ~ Mostre que a igualdade (A), acima, acarreta que,

se x & uma cadeia de Sq(x), entao
dr{x) + Pa(x) = ll)*(x) - ho)*(x).

LEMA 3.1.9 - As aplicagbes KO,llzx + XxI definem, em

homologia, uma mesma aplicacgho lo)

*

= ll)*:H*(X) 4 H, (xxI).

Demonstracho: & uma conseqliéncia trivial de 3.1.7 e de

3.1.8,

Podemoes, agora demonstrar o Teorema 3.1.2.

Demonstragfo de 3.1.2: Note que, se faﬁ g, entho f = Hj

e g =H\, donde £, = H, lo)* =

= H* }tl)* = By

§3.2 = 0 teorema da excisho

O objetivo déste pardgrafo ¢ a demonstraglo do se-

guinte teorema:

TEOREMA 3.2.1 - Se X €& um espago topoldgico, e Us A<
< X, com U< A, entdo a inclusho candni-
ca i:(X—U,A—U) - (X,A) induz, em homologia, um isomorfis

mo
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i*:H*(X-U,A—U)-Jﬁe—H*(X,A) .

- L] 3 rd
A demonstragao, mais uma vez, exige a apresentagéo de vd~

- . . L
rias definigoes e lemas.

DEFINIQAO 3.2.2 - Seja E um espago vetorial euclideanc
e U:(Po....Pq) € sq(E)- O cone de 0,
Bo, 6 o elemento de Sq+l(E) dado por BJ = (B,PO,.H,Pq).

E ébvio que B pode ser extendidoc a um operador

B:Sq(E) 4 Sq+l(E).

DEFINIGAC 3.2.3 - O suporte de 0 = (Po,...,Pq) € Sq(E),
denotado por |o]|, € o fécho convexo

dos pontos Po’Pl""’Pq'

Se x,v € ]0], entao x = EaiPi, Yy = EBiPi, em
coordenadas baricéntricas e entao d{y,x) = |y-x| =

= |y-2aiPil = !(Zai)y - EaiPii = }Zai(y-Pi)|5max|y-Pi|;

repetindo &ste raciocinio, chegamgs enfim a que )
IY—X| < ??? IPj_PiI e Ccomo Pi’Pj € IUI, segue~-se que o
difmetro de |o|, &(|0}) & dado por &(|0]) =

max IP.—P
. i

: J
1,4
Por outro lado, se y € |ol, Iy-PiI = iZBij—Pi[ =
= . P .= JP. | = AP =P, = z AP .=P.
R AR P NN A NOER
< iij Bj max|Pj-Pi[ = (l—Bi) max|Pj-Pi| e se by €o
1

ponto de coordenadas baricéntricas I( )Pi’ vem entao

a+l

que lbU-Pil < E%I 6([0!) e segue-se gque Ibg-xl <
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Demonstracgho: A demonsiragho se faz por indugao. Se g=0,

a desigualdade € trivial. Seja T um sim-

g ) = igst

plexo de Sd(0); como Sd(o) B, qu-l dq’ existe um
simplexe o de _d(c) e um simplexo g de qu-l & com
a propriedade de que T = bU 8. Mas comoc f & um sim-

plexo de qu_l(a) vem, por indugho, que &(|p]) =

= 22 e (la]) = Lo (lo]) s gip s (loD).

Dispomos, agora, das ferramentas necessdrias i de-

N .
monstra¢ao do teorema.

DEFINIQAO 3.2.9 - Seja X um espago topoldgico e U ={va}

uma cobertura por abertos de X. Um

g-simplexo singular ¢ em X €& pequeno em relagho a Ir

se o conjunto O(Aq) estd contido em algum elemento da

cobertura.

LEMA 3.2.10 - Seja X um espago topoldgico, U = {vd}
uma cobertura por abertos de X e ¢ um

simplexo singular em X, Existe entho r > 0 tal que

r . . . . .
Sd"0 é uma comblnagéo linear de simplexos singulares pe-

-
quenos em relagao a .

s
/

Demonstracho: Seja a cobertura de Aq dada pelos conjun-

tos {G-l va} ‘e ¢ > 0 um nimero de Lebes
gue para esta cobertura. Pelo lema anterior, existe r

tal que Sdr(lQ) ¢ uma combinagho linear de simplexes sin
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gulares de didmetro menor que c¢. Se Sdr(lq) = EaiTi’ sa

T
o} = T = T i i~
bemos que Sd (o) U*(Eﬂi i) £ a; 0,7, e acontinui

dade de ¢ conclui a demonstragdo.

TEOREMA 3.2.11 - Se X €& um espago btopoldgico, U = {Vd}
uma cobertura por abertos de X, A um

subespago de X e X € Hq(X,A), entdo X pode ser repre

sentado por um ciclo relativo em Sq(X,A) que & uma com-

binacho linear de simplexos pequenos em relagao a U,

Demonstracgho: Seja x € Sq(X) com dq(x) € Sq_l(A). Vemos

entdo que x - 8dx = dT{x) + Td(x); mas co-

mo dx € Sq_l(A), segue-se gue Td(x) € S (A) (Por qué?)

q-1
e assim X = Sdx (mddulo A); uma repetigho finita déste

. . - T
raciocinio mostra que x = Sd X, M-r > 0 e a demonstra=-

¢ho fica concluida.

() : - -
Podemos enfim demonstrar o teorema da excisao, cu-

Jo enunciado repetimos

TEOREMA 3.2.1 - Se X & um espago topoldgico, A o U
subespagos de X tais que U s i, entao
a inclusfo candnica (X—U,A—U) > (X,A) induz um isomor-

fismo em homologia

q.Hq(X-U A-U) =>H (X A},
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{

Demonstragho: A famflia v = [ (x-T),4} constitui uma co-
bertura de abertes para- X. Pelo lema ante-
rior, qualquer classe de Hq(X,A) pode ser representada
por um ciclo relative x = I aioi onde cada o4 ¢ peque
no em relaglo a U. Observe que para i = 1,...,n,
Im g, < X-U's X-U ou Im 04 < A < A; desta maneira pode-
mos desprezar os Ui tais que Im Gi < A, sem alterar a
classe em Hq(X,A) representada por Xxj; mas se
x =20, 0, , onde Im0, < X-U, entdo x definird uma
i i i
k k k
classe em Hq(X-U,A—U) (por qué?), e assim a aplicacho

Hq(X-U,A-U) - Hq(X,A) é sdbre,

>

Mostremos, agora, que i*=Hq(X—U,A—U) - Hq(X,A) é

injetora: se =x ¢ um ciclo relative em X-U mod(A-U) e

Z representa a classe O em Hq(X,A), entfio x = x'+dw,
onde x' & uma g-cadeia em A e w uma (q+l)-cadeia em
R r r T R

X e assim BSd x = Sd"x' + d Sdw representa unida a

mesma classe de homologia. Se r fdr suficientemente
T . , ‘ .
grande, Sd'w serd uma combinagao linear de simplexos pe
. T
guenos em relagao a b e assim S8Sd w = wl+w2, onde w

€ formado por simplexas cuja imagem estd em X-U e w

1

2
¢ formado por simplexos de imagem contida em A, Mas en-

tho SdTx = sa¥x! + d(w1+w2) e assim Sd'x - dw, =
. =8d¥x |
Tﬁ?é xV + d Wo o

T r
Note que Sd'x - dw; € Sq(X-U), Sd"x*+dw, € Sq(A)
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1? sdfxt 4+ dw2 €

€ S (a-U) e se sa"x - dw, € 5,(a~U) temos que sa"x

e entdo, obrigatdriamente SdTx - dw

representa a classe zero em Hq(X—U,A—U) (por qué?) e a

- ¥ L)
demonstragao fica concluida,
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cAPTTULO &4

A SEQUENCIA EXATA DE HOMOLOGIA DE UM TERNO

E A SEQﬂﬁNCIA DE MAYER~-VIETORIS

Damos, neste capitulo, duas conseqﬁéncias puramen-

te algdbricas dos resultades sdbre homologia singular obti

dos nos capitulos precedentes.

§4.1 - A seqliéncia exata de homologia de um terno

DEFINIGAO L4.1.1 - Um terno (X,4,B) & um espago topoldgi
co X e subespages A,B s X tais que

B< As X. Uma aplicagdo f entre (x,4,B) e (Y,A,B")
¢ uma aplicagho contimua fi:X + ¥ +tal que £(a) = av,
f(B) < B', Podemos formar, com X, A e B 08 pares
(a,B), (X,B), (X,A), &, X e B (0s trés dltimos, como
sempre, identificados com (A,@), (X,¢) e (B,¢)). As
vdrias aplicagbes inclusbes entre &stes pares estdo des=
critas abaixo:s

i:(4,B) + (X,B)

je (X,B) » (X,4)

il:A + X

JyiX o (x,4)



42

12:B + X

JytB 4+ (x,B)

i.:B A
:|.3 -+

Jgia o (4,B).

Us operadores fronteira das seqﬁéncias exatas de
‘homologia dos pares (X,A), (X,B) e (A,B) serao deno-

tados por dl, d2 e d3 respectivamente.

TEOREMA 4.1.2 - Dado um terno (X,4,B), a seqfiéncia de
grupos de homologia (sébre um anel de coe

ficientes R)
iy Ik a
—>Hq(A,B) ——Hq(x,B) —»Hq(x,A) — Hq_l(A,B)—-Hq_l(X,B)
. L .
onde d = 33)*d » & exata.

-~ -
Demonstragiio: A demonstragho & longa, mas fdcil, e andlo-

ga 34 demonstragho de 1.1.20: Trata-se de Ve
rificar exatidio em cada estdgio. Sua compreensio fica

facilitada pelo seguinte diagrama:
i)« dg)w
H .(B)—3.H 3

a3
qsl (A)~9Hq+l(A,E)—>Hq(B)—>Hq(A)

qu}& B H (4,B)
H, . (B) iz)—i’ﬂi?i(x)—) Hy,p (5B)SH (B) =B (X) —1_(X,B)
1 1

i lax '
H_ - (a) ~—1—)_~.*Hc£‘ 1K) —=H (X, 8) —d~Hq(A)—-=~Hq(X) — H_(X,4)

g+l +
d3 Il . )

Hq+l(A)ﬂ_ﬁ. Hq+l(A,B)—>Hq+1(B) —>Hq(A) 3% Hq(A,B)
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§4.2 - A seghiénecia de Mayer-Vietoris

DEFINICAO 4.2.1 - Uma trfade (X,A,B) & uma lista ordensa
da de trés espagos topoldgicos tais que

A e B sao subespagos de X.
Consideremos as inclusoes:

: (A,AnN B)- » (AU B,B)

: (B,AnB) + (AU B,A)

DEFINIGAC 4.2.2 - Uma triade (X,A,B} & prdpria (ou exa-
ta) se as inclusbdes kl e k2 induzem
isomorfismos em homologia:

ky)et He(a,4n B) ==H,(4 U B,B)

Ky)yt He(B,A N B) “=H,(a U B,a)

Antes de definirmos a segliéncia de Mayer-Vietoris
de uma triade prdépria e provar sua exatidfo, wvejamos o

seguinte lema puramente algébrico: i

LEMA 4.2.3 (Lema do Hexdgono) - Se, no diagrama de R-mdédu

los e homomorfismos entre R-mddulos



entao

A

B

.

4

z// C
Tk
o
kl i
7
1

G

E}\ H

2

N
iy 2
/g/” .

LA E

N\
e 3

Ao

- - 3
os tridngulos sko comutativos e

k e

1

ko

- - Y
sao isomorfismos

Im(il) = ker(jz), Im(iz) = ker(jl),

-1

h, 'k

171

4

1

+ h kT 2

2

2

zzg’-f.

Demonstracho: Mostraremos, em primeiro lugar, que a apli-

a identidade.

h = 1_-e

[t}

G

.
cagaoc

Com efeito,

e ‘tomemos

-1

e = i,k

171

seja

-jl

+ &2'k

-1,
2z "d2

1G 2 G

h:G » G definida por

x € G; entao,

jz.h(x) =

. . -1 . B oL, . . -l.
Ja(x-il'kl'ﬂl(X)'ég'kg -32(x)) = Jz(x}ﬂE'%l'kl Jl(x) -

. =1 . . . s :
- Jpehg ek, -Jz(x) = Jz(x) - Jz(x) = 0, Da mesma maneira,

iih(x)

i,(y)

k, (y)

1

= 0, Mas se

h(x)

e

jz-h(x) = 0, vem

'
y' € B,

som L,(v')

Jl&l(y‘) = jl'h(x) = jl"{'z(Y')

um isomorfismo,

Mas se

4

¥

1

K

=0

1

3y

e assim h(x)

-1
+ &2 k2 .

Ja

que

n

1

i v € B

1

-
e

com

h(x}. No entanto,

o

0,

G

e como
logo 1

vem que

G

1

e

0.



45

-1 -1 . . -1
g(%l-kl -Jl)f + g(&z k, 'Jz)f = g-f e assim h k™ 2, +
+ h2-k;1-{2 = g+, como queriames demonstrar.

EXEMPLO 4.,2.4 - Como aplicacho do lema do hexdgono, se
{X,4,B) € uma triade prdpria com

AUB=X e C=4NB, e hh ,h,:(X,0) » (Y,D) sho

1

llA_hIA’ hle =hlB,

hl(B) <= D, hz(A) £ D, entho os homomorfismos induzidos

aplicagaes de pares tais que h

by, hl)*’ hz)*:H*(X,C) + H,(Y,D} satisfazem a relagho
hy = hy)x + hy) .
Com efeito, apliguemos o lema do hexdgonoc ao dia-

grama

H (4,C) Id H_(B,C)
ix J*
Olasi e \ Hq(X,C) B*l ~
AN |
H (X,B) { Ky Hq(X,A)
9
R\\ ///a i
i_(X)

1 s -1 o B-l £
g nen gque Hq(X,C) = 1x Q* &y Jy Py % *
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Podemos definir aplicagbes kl:(X,B) + (v,D),

kzz(X,A) + (Y,D) =a partir de h, e h, respectivamen-

1 2
te, visto que kl(B) < D, kz(A) < D. Por outroe lado,

h(u) = nof (i,0ite) (W) + (3.877°0,) (@)} = hd,0i g, (u)+

. =1
+ hyJuBx f*(u) .

Mas como os diagramas abaixo comutam

(a,0) —2 (x,0) (B,c) — (X,0)
a l lh B l ]h

(x,B) = (Y,D) (X,4) —;;(Y,D)
vem gue

=1 -1
hy(u) =k oy ay gx(u) + Xy By BT, (w) = kl*g*(u) +

+ kz*f*u
e da comutatividade de
(x,c) —&—~ (x,0) (x,0) —&— (x,4)
hl\ l 1 N Jr 2
2
(¥,D) (v,p)

-
segue~se entao o resultado procurado

h* = hl-)(- + hz* .

Em particular, se D =< Y € contrativel e denctando

por £, f£.,.f, as aplicagbes de X em Y induzidas por
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h, hl, h2, teremos, entio
fe = fl* + f2* .
De fato, examinando
o~ iy -~ Je™ d ..
H (C H (X H {X,0) ——H c
o(©) o0 o(%:0) —H__ (c)
Ex 1 f*l b, J Ex l
H (D) ~—H (Y H (Y,D I D
L(®) o (D) S(£sD) T (n)
vemos que j}l € um isomorfismo e assim £, = j%'lh*j* H
de maneira andloga, segue-se gue fl* = f;-lhl*j*,fz* =
_ s'=1 . ~ . opio s
= Jy hz*J* e como hy = h;, + hy » Ty = fy l(hl*+h2*k%_
= fl-x- + fz*.
Seja agora (X,A,B) uma triade prdpria, onde
X=AUB, C=AN B. Definamos um homomorfismo

¢q:Hq(C)-—* Hq(A) @ Hq(B)

U — [hl*(u)! ’hz*(u)]

onde h1:C +4 e h,:C 4B sho as inclusbtes candnicas.

Pér outro. lado, temos um homomorfismo
tH (A)PH (B - H (X
0+, (4)0H, (B) — H_(x)
(x!Y) o ml*(x) + mz*(Y)

onde mle + X e m2:B 4+ X s8o as inclusdes candnicas.
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0 lema do hexdgono pode ser aplicado ao diagrama
H (X
e

I

e obtemos um homomorfismo
A 3H (X) — H c
G (X) — 1 (©)
x e =d vkTieb, (%) = d, kot (x)
171% T1erT4 T T2 T2 2% *
TEOREMA 4.2.5 - Se X = AU 3B e a triade (X,A,B) €
prépria, a segliéncia
] ¢q 8q
. 7 {c) — H {(aA)eH _ (B) —= H (X) —= H C)—w ..
—~1(c) g (W)er (3) ey 01 (©)
é exata,.

Demonstragios: A demonstragho ¢ longa e sem dificuldades,

sendo deixado como exercicio.

DEFINIGAO 4.2.6 - A seg#éncia do Teorema 4.2.5 € chamada

de seqiiéncia de Maver-Vietoris da tria-

de (X,4,B).
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EXERCICIOS

4.,2,7 - Demonstre, com detalhes, 4.2.5.
4.2.8 - se (X,A,B) €& uma trfade prdpria, com X = A U B
e C=ANB# ¢, entho a seqhidnecia de Mayer-Vie-

toris em homologia aumentada & exata.

h,2.9 ~ Se X, e X, sho subconjuntos abertos de X =
= X; U X,, entdo a triade (X,Xl,Xz) £ exata.
Sugestfo: ponha A = Xys U = Xl-(Xl n Xz), e apligue o

. -
teorema da excisao.

1
Sl IEY

4.2,10 - Mostre que se E; = {x € R 1ex 0}

b
n+l

n+l|”x|| =1l e x £ 0} entao

(Sn,E;,E;) ¢ uma triade prdpria.

4k.2.11 - Se (AU B,A,B}) & prépria e AN B £ $ €& con-

—_~

® Hq(B), ¥q = O,
4.,2.12 - Se (A U B,A,B) & uma trfade prdpria,
' C=ANBZd, e X & contrdtil, entlo

Hq(A) ® Hq(B)f Mq = 0.

s
a
2

4,2,13 - Se A

1)

1}

{(x,y) € B® | (x-1)% + ¥
' 2

B = {{x,v) ¢ Rg-i (x+l)2 + ¥

calcule os grupos de homologia com coeficientes em Z de

v

X = AU B.






SEGUNDA PARTE

APLICAQéES DA HOMOLOGIA SINGULAR
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CAPITULO 5

0S GRUPOS DE HOMOLOGIA DA ESFERA S E o

TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER

Podemos, enfim, comecar a colher frutos da teoria
desenvolvida até aqui. Apresentamos, neste capitulo, al-
gumas aplicagaes elementares da homologia singular.

§5.1 - Os grupos de homologia da esfera SB

DEFINIGAO 5.1.1 - Dados dois espagos topoldgicos A < X,
diz-se que A & uma retragho de X se
existe uma fung&o contfnua r:X + A que faz o diagrama

abaixo comutar.

T

=

Ta

e

A

A fungao r & dita ser um retrato de X em A.

DEFINIGAO 5.1.2 - Dados dois espagos topoldgicos A < X,

A € um retrato por deformacho de X

se existe r:X 9 A, r uma retragio de X em A tal

que iespr = lX



LEMA 5.1.3 - Seja A um subconjunto convexo do R® e

x € A. Entfo o conjunto {xo} € um retra-

to por deformagdo de A.

EXERCYCIO

5.1.4 - Demonstre o Lema 5.1.3.

0 Lema 5.1.3 forma um exemplo da situaglo descrita

pela definigho abaixo:

DEFINIGAO 5.1.5 - Um espago X é contritil se existe um
ponto x_ € X tal que {xo} € um retra

to por deformagao de X.

LEMA 5.1.6 - Se A & um retrato por deformagho de X,
entho a inclusao 4i:A 4 X dinduz um isomor-

fismo em homologia.

Demonstraglio: Com efeito, come r-i =1, e di-r= 1,

-’

vem que wT,+i,:H,(A) 4 Hy(X) » H,(a) € a

identidade e também, pelo teorema da invariidncia sob
homotopia, que i,+r,:H,(X) » H (A) + H,(X) & a identi-

dade .
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EXERCICIO

5.1.7 - Determine a homologia, com coeficientes em um

anel gqualquer, de um espago contrdtil X.

TEOREMA 5.1.8 - Seja X um espago topoldgico, V= U< A<
< X, onde Vs & e (X-U,A-U) & um re-
trato por deformaglo de (X-V,A-V). Entdo, a inclusio

(Xx-U,A-U) 5 (X,4) induz um isomorfismo em homologia.

-~ Iy .
Demonstracao: Consideremos o diagrama

(x-v,a-V)

)

(X~U, A~U)—2» (X-U, a=T) fer = 1
1

(X-v,A-V)

Jd sabemos que i :H {X-U,A-U) + H (X-V,A-V)} & um
isomorfismo; mas, pelo teorema da exciséo,

i*:H*(X—V,A—V) -+ H*(X,A) ¢ um isomorfismo, e o teorema

estd demonstrado.

. - s
Passamos, agora, a determinagiao da homologia da eg

fera Sn.

Suponha n =z 1 e considere, mais uma vez, 0S con-

juntos E; = {x ¢ gh+l | x| = 1, X .12 o},
- n+l
En = {X £ 5 ] ”x“ =1, xl’l+l = 0} .
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R a Lol A= = A n o, -~ N
LEMA 5.1.9 - A aplicaghoe i:(S -E_,E_-E ) + (8 yE ) din

duz um isomorfismo em homologia.

Demonstracac: Note que nfo podemos aplicar diretamente o

- 0o .
teorema da excisfo se A =E_, U =E_; seja
. n n

V= {x¢€ Sn+l I < %-} e cobservemos que o par

n+1l

+ .n-1 n - - 2 . -
(En,S ) =8 - En’ En - En) € um retrato por deformagaoc

»

de (s%-v, E; ~V) e assim i*aH*(E;,Sn-l) - H*(Sn,E;) é

um isomorfismo.

Por outro lado, mote também que

- Px - .
h*(E:;,Sn 1)-———+-H*(En,Sn 1) € um isomorfismo, onde p
é o homeomorfismo (E;,Sn"l) - (En,Sn"l) obtido projetan-

do E; sobre ED.

LEMA 5.1.10 - Na seqgliéncia longa de homologia do par
n _n-1 n . n=1
» 3 ) ) -+

(e o homomorfismo d:Hq(E S

-+ (Sn—l) é um isomorfismo se q 2 2.

Hq-l

- -
Demonstracao: Temos a seqliéncia

n=-1 n n . n-l n-1 n-1

HJS pgﬁE}mqm,s pgkﬂs p.“fmﬂs Yo
-1 -] - -

N H2(En)4H2(En s )am, (s )4Hl(En)»Hl(En,Sn l)-.Ho(sn .

+ 1 (8%)+u (57,57 1)s0.

Se g > 1, temos que Hq(En) = 0 (por qud?) e assim

-1 - P
Hq(En,bn ) Hq_l(sn l) é um isomorfismo se gq = 2.

Desta maneira, para q 2z 2,
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-1
H (g7,s" H (s
qBn ) i g )
2| Py
n n-l d n-~1
Hy (B, s777) ——H__,(s777)

- I In - -
LEMA 5.1.11 - Se g 2 2, 1*=Hq(s ) - Hq(S ,En) ¢ um

isomorfismo.

EXERCICIO

5.1.12 - Demonstre o Lema 5.1.11.

Observe que temos agora o seguinte diagrama de

isomorfismos, para q 2 2

H_ (s™
o (5™)
lg|ne
+ D=1 = n
H 3 E
q(Bn» )= B (s )
P*l@
n _n-=1 d n=-1
H (B5,8777) ——H__,(s777)

e podemos enfim concluir:

LEMA 5.1.13 - Se q 2 2, H_(s%R) ~ Hq(sn“l;R), com nz1.
Se q = 1, voltando a seqliéncia de homologia do par
(g",s7h)

vemos que:
O

: i
Hl(sn'l) + Hy(E") » H (8" s?Ly HO(Sn-l) + H_(E") »
n  n- -1

-+ HO(E )+ 0
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que se reduz a

n-l)

0 - Hl(En,sn‘l) - Ho(Sn_l) » H (8°) + H (", + 0.

; n-1 n
Seja x_ ¢ s ; se ¢ = Eaixi, Xy € B, tome um

. 5. ] ‘ . . - 0.
caminho ; Que liga x_  a x; e assim seja ¥y Eal ;€
€ cl(X); vemos assim que d(y) = ¢ - (Bai)xo de maneira

- n n=1 .
que ¢ € HO(E .S ) & a classe zero e a seqgfiéncia se rg

0+ H, (8%,8%7Y) 4 H (s"71) » H (") 4 0 .

EXERCICIO
5.1.1% - Se X & conexo por arcos e A < X, ent&o

HO(X,A) = 0,

Se n > 1, Ho(Sn—l) ~ R, Ho(En) ~ R e como
i*=Ho(Sn-l) - Ho(En) deve ser sbbre, segue-se que
n n=1

ker i, = O e assim H (E",8°77) = 0. Se mn =1, H (s%) =

= ROR, HO(El) = R,

Se x = (1,0), X, = (-1,0)}, tomemos os geradores
Eo’ El de HO(SO) e escolhamos Eo como gerador de
-~
1 . . = - P o .
Ho(E ); vemos assim que 1*xo = xo, 1*xl = xo e a%51m
. n n-1
ker i, = R =~ Hl(E 'S ).

Observando a seqfiéncia (para n 2 1)
n o n .- d - I
ﬂ 4_H1(S )———»Hl(s ,En)-——>Ho(En) + HO(S ) - 0
- . n _~
" (E) H_ (s7,B)

»

. - n . . . :
vem que 1*:HO(EH) -+ HO(S ) & um isomorfismo e isso im-
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plica que

n ~ n -
a:H, (87) =-H,(8",E )

€ um iscomorfismo. Mas

n _n-1
Hl(E .S
i
+ ~n-=-1
H,(E ,5 )
[id
n b= I
m, (s7,5;) <2 u (s7)
e assim
n n>1
Hl(S ) =
R n=1
TEOREMA 5.1.15 - Seja S™ a esfera unitdria em R-'T,
Entio
R g=n gzl, n=1l
4 lO a#n

-
Demonstracao: Como

( n n>1
H.(57) =
1 R n=1
1n n-1 :
e Hq(S ) o Hq-l(s ), n=1l, g=2, o resultado fica demons

trado por indugdo.

Uma aplicagho imediata da homologia de S™ & o

teocrema abaixo:

TEOREMA 5.1.16 - A esfera Sn-l nho é um retrato de E™.

n a . n
Demonstracho: Se S fosse um retrato de E, com re-
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tragéo r:En -+ Sn_l, teriamos que a aplicagao

Hn_l(Sn"l)i’-Hn_l(En) i>Hn_l(sn'l) seria a identi-
dade, o que ¢ um absurdo, pois Hn_l(En) =0 (se n=1,

use homologia aumentadal).

TEOREMA 5.1.17 (Teorema do ponto fixo de Brouwer)- Toda

aplicagdo continua £:E" o E®  tem um pon

to fixo.

Demonstracao: Supontha que exista f:En -+ En continua

sem ponto fixo, ou seja, ¥x € E®, f£{x) £ x,
e assim os pontos x,f(x) determinam um segmento de reta

que, prolongado no sentido de f(x) para x, intercepta

n=-1

s em um ponte p. Defina r:ET o Sn-l pondo r(x) =

= p. B fdeil ver que r € continua e uma retragldo de E"
n-=1 o -

em S s O que & impossivel.

Uma outra maneira de calcular os grupos de homolo-

n

. - -
gia da esfera 35 é usando a nogao de suspensao:

DEFINIGAO 5.1.18 - Se X & um espago topoldgico ndoc va-

zio, a suspensao de X, S(X) g o espa
XXI
Xxfojuxx{1}

Podemos supor que X s S(X), por meioc da aplicacgho

(continual) xr—+(x,%). 1
Xx {3}
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Se U e V sho os subespagos de S(X) definidos

por U= [(x,t)es(x) | x€X, 75 < 1}, v = {(5;5)es(x)|
| XX, 0< ¢t < %ﬂ, vemos que UM V=X, UUV=s8(X) e
U e V sio contrdteis.

Mas entlc, a seqliéneia exata de homologia
5 Hq(X) 3 Hq(U) - Hq(U,X) + Hq_l(x) + eee s Hy(X) o
-+ ngu) + H, (U,X) - H_{X) H, (U) -+ H (U,X) » 0

]
0] 0

mostra que Hq(U,X)Jiqu_l(X) € um isomorfismo se gz 1.
Por outro lado, a seqlidncia exata de homologia de
(s(x),v)

-+ Hq(V) -+ Hq(S(X)) -+ Hq(S(X),V) 3 Hq_lgv) + Hq_l(S(X)) -+

0
Hq_l(S(X),V) G oeee Hlﬁv) » H,(5(x)) » H, (s(x),v) -

o

-+ HO(V) - Ho(s(x)j + H (5(x},v) 2 0
1

(8]
mostra que Hq(S(X))Jﬁﬂ-Hq(X(X),V) € um isomorfismo para

a2 1 (por qud isso ¢ verdade se q = 17)

] 'y
Se V & o interior de V, consideremos a inclusho

(U,v) = (s(x)-¥, v-¥) = (s(x),V). Se 2z = {(x,t)es(x)|
|x€X, 05 ¢ < %}, temos que Z éhe'-eﬁgue (s(x)-V,v-¥) &

um retrato por deformagdo de (S(X)-%,V-Z) {(por qué?).
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Logo temos um iscmerfismo
Hq(U,X) —ia-Hq(S(X),V) » ¥a ' }z
e assim obtemos o diagrama

(x) <= H_(U,X) —=H_(s(x),V)

[0

H(5(x))

H
g+l

A aplicagho O € chamada de isomorfismo suspensio

em homologia.
EXERCICIOS

5.1.19 - Mostre que, ¥Yq, ﬁq(X) e ﬁq+l(S(X))

5.1.20 - Mostre que, ¥n, s(s™) & homeomorfo a s+l

Agoré, para calcular os grupos de homologia de Sn,

se 8° = {(1,0),(-1,0)}, a seqiéncia exata de homologia
(reduzida!) de (s$°,{(1,0)}) mostra que ﬁq(So) Py
- Hq(So,(l,O)), \fqg. Aplicando o teorema da excisio ao caso

em que X = 8%, A= {(1,0)} e U = {(1,0)}, vemos que

5, ([(2,00]) ~ H,(s°,0(2,00]), ¥a

— q-:.O

e assim - Hq_(?o)' A Hq(So,(l:O) ~ H (1,0} = { 0 o

e o restante da demonstragho procede por indugao.
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CAPTTULO 6

ALGUMAS APLICAGOES A ESFERA

§6.1 - 0 grau de uma aplicagho f£:S° » sT
LEMA 6.1.1 - Se s! = {z ¢ c| la] = 1}, seja fn:Sl 4 st
a aplicaglo definida por fn(z) = z". Entlo,

1 1 .
fn*=Hl(S yZ) 4+ Hl(S »Z) & dada por x-—»nx.

Demonstragac: Procederemos por indugao. Se n = 0, nada

hd a demonstrar; suponha, portanto, o teo-

s . . s . L]
rema vdlido para o inteiro n-1 e considere as aplicagoes

g,h:Sl -+ Sl definidas por
( i -
£_(e*779) 0ses B2t
g(e:i.21'r8) = < nel
1 —~ s 8= 1
n
(1 0s @« Eii
h(eiEﬂB) =
£ _(e1778) 2=l ce< 1
n Il
Pondo
A = {27 | 05 85 B2l
B o= {&M10 2l 5.1
1 iZH(E:l
vemos que AU B =8, C=AfN B = {pto}= {e n } e
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, h(a) = {1} e

que g|, = f , gB) =1{1}, n|,=r*
A n', B _

temos entho as aplicagbes f,g,h:(Sl,C) - (Sl,[l}) donde

concluimos que fn* = g, + h,.
. 1 1
Definamos, agora, para O=s t =< 1, gt:S -+ S por
elzne(n-l) 0= 6 < E:i.
g, (e*"%) =
K 1 n-l . e9< 1
n=-t
e vem que 8, = & 35 8y = fn—l’ logo g~1f 1" Se defi-
nirmos
1 0< @ < t+n-tn-1
<o
ht(elﬁ. G) =
e:‘.2ne(t+n-tn) ten-tn-1 _ o _
n
ven que ho = h1 hl = fl. Entfo, podemos escrever
fn* = f(n—l)* * fl*

e a hipdtese de indug&o concluir que, s8¢ =x 2 O, fn (x) =
%
= nx.
" ’ rd
Se n < 0, entao fn = f-l‘f(—n) e e portanto su-

*iciente estudar o caso de £ l:

Definamos g:Sl -+ Sl por

’eize 0< 8 <
g(e*®)

1 mT< 6 5 27
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e h:st s s, x:st ., st

1 0=
i6

n(e™) = -2i8
m =

1o
o _ &™) o

k(e™") = i6
{h(e ) no<

venm, novamente, que
k, = g, + hy .

Mas se mS:[O,Zﬂ] + [0,2r]

y:Lo,21] » [0,2n] sfo dadas por

0= s< 1

t
m 0 t = TT(S-i-l)
o (t) =
t m ﬂ(s+l) = t = 2
2t O0< t=m
v(t) =
21 mTs<s ¢ £ 2n

vem que ¢-@s ¢ uma homotopia entre g e f

ra andloga, podemos ver que f .~h e assim

=1

k, = f + T

* 1% 1

Além disso, se ktzsl 4+ st

por
i20t
i8 e
kt(e ) =
-iz2et
e

0= t< 1

0O 6=

m<s 8 < 21

e

1

De manei-

é definida
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vem que fon-k e assim

fo* = fl* + f-l* donde

e o lema fica demonstrado.

LEMA 6.1.2 - Seja nz 1 e rn:Sn + s® a aplicagho

)r—>(-x Entao,

(xl,...,x l,x2,...,xn+l).

n+l
¥ xe Hn(Sn) rn*(x) = =X.

Demonstracho: Seja a aplicagéo f_l:Sl ) S:L dada por

ze=z"t. Pelo lema precedente, f_;_ é

multiplicagho por {-1). Mas f_, =7r e assim fica de-

monstrado o lema para n=1l, Observando o diagrama

I a
Hn(S ) ~— Hn_l(S

.| |-

o -1
Hn(sn) *__;_——-Hn-l(s? )

n-l)

onde 0 & o isomorfismo suspensfo, a demonstragho fica
. . -
concuida por indugao.

" EXERCICIO

n

6.1.3 = Seja a:s™ 4 S a aplicagfo Xer=x, Mostre que

a, ¢ multiplicagho por (_1)n+l.
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DEFINTCAC 6.1.4 ~ Um campo de vetores sdbre S & uma

aplicacho continua f£:8% 4 R ga1
que (x,f{x)) = 0, ¥x ¢ s, um campo & dito ser nao nulo

se f(x) £ 0, ¥x ¢ s,

TEOREMA 6.1.5 - Existe um campo de vetores nfo nulo sdbre
n - &
S se e somente se n €& impar.

Demonstraglo: Se n = 2k+l, defina f£:5% rRoHL por

(xl,xz,...,x2k+2)k»(-x2,xl,-x&,x3,...,

"x2k+2’x2k+1) e fica assim construido um campo nao nulo

s0bre 82k+l.

Por outro lado, se partirmos de um campo ndo nulo

sobre Sn, podemos construir um campo vis™ o Rn+1 de ve

tores unitdrios pela fdrmula v(x) = ﬂi%f%ﬂ . Defina, ago
x

ra, uma homotopia Ft:Sn » R por Ft(x) = x cos tM +

+ v(x) sen tT e vemos gue F0 = Isn, Fl/2 = Vi Pl = a,

onde a € a aplicagio antipoda 8™ 4+ 8™ e assim I = v =

= a, No entanto, se =n ¢€ par, a aplicagéo antipoda nio

pode ser homotdpica a identidade.

TEOREMA 6.1.6 - Se f e g sho aplicagdes S 4 8™ tais

que f(x) £ g(x), x ¢ s™, entho f~ag

e assim f, = (—l)n+lg*.

Demonstracho: B fdcil construir uma hiomotopia entre f e

ag (proceda de maneira andloga & demonstra-
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gao da segunda parte do teorema anterior), o gque demonstra

o teorema).

EXERCICIO

6.1.7 - Por que nfio se pode, para duas aplicagdes arbitrd
rias f,g:Sn -+ Sn, construir uma homotopia como

‘no teorema acima?

n

COROLARIO 6.1.8 - Se f£:87 4 S € homotdpica a uma cons-

tante, entho f tem um ponto fixo e

existe também um ponto x, e 8% a1 que f(xo) = =X,

Demonstracho: Se f mnlo possui ponto fixo, f(x) # x,

x € 8™, e a proposiglo anterior mostra

+ - N . - n+1l
que f~a, e assim f, ¢ multiplicagao por {-1) , lo=
go f nho & homotdpica a uma constante. De maneira and-

loga, demonstrariamos a segunda parte do enunciado.

2n -» 52n ou tem um

TEOREMA 6.1.9 - T&da aplicagao f:8
ponto fixo ou leva algum ponto em seu an-

tipoda.

Demonstracho: Suponha que “x ¢ s%, f£(x) £ x, e f£(x) #

# -x3 & entlo fdcil construir uma homotopia
entre f e a identidade e f e a aplicagho antipods o

rd - -
gque € uma contradigao.

Como Hn(Sn;Z) & ciclico infinito, dada uma apli-
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cagho f£:S" 4 8", a aplicagho induzida f*:Hn(Sn;Z) -+
-+ Hn(Sn;Z) fica perfeitamente determinada se conhecer-

mos o inteiro f*(l).

DEFINIGAO 6.1.10 - O grau de uma aplicacgho continua

I

£:5™ 4 8% & o inteiro £, (1),

Um fato trivial € que aplicacbes homotdpicas de
n n A » - M .
5 4+ S tem o mesmo grau. Por ocutro lado, ndoc & trivial
. - L] - r .
mostrar que aplicagoes do mesmo grau s&o homotdpicas e

admitiremos, sem demonstragho, o teorema seguinte:

TEOREMA 6.1.11 (Hopf) - Duas aplicagbes f,g:s™ o 8% sho
homotdpicas se e sdbmente se tém o mesmo

grau.

EXERCICIO

I n

6.1.12 - Se f£:5 -+ S nlo & sdbre, entlo grau (f) = 0,
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CAPTTULO 7

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA E

O TEOREMA DE SEPARACAO DE JORDAN-BROUWER

§7.1 - 0 Teorema Fundamental da Algebra

K bem conhecido que a compatificagéo pPor um ponto

de R™ & homeomorfa a s™. Esta compatificagfo serd de-
=N - - n n
notada por R’'. Por outro lado, tdda fungdo f:R" 4 R
induz uma funglo f:R" 4+ R™. F fdcil ver que a continui-
dade de f nlo acarreta a continuidade de f (ache um

exemplo!}.

©,

DEFINIGAO 7.1.1 - Uma aplicacgho continua f£:R® 4 RO
admissivel se sua extensfo T:R" o AT
£6r continua.
TEOREMA 7.1.2 - Uma aplicagho f:R"” 2 R™ & admissivel se
e sdomente se, para todo mimero real posi-

tivo r, existe um real positive N tal que

”x” >N 9 ”f(x)” > r.

Demonstracio: & um exercicio de topologia geral, usando a

definigio da topologia do R,



=T2=

EXERCICIOS
7.1.3 - Demonstre 7.1.2.

8.1.4 - Mostre que a proje¢ho estereogrdfica Sn—{pto] -+ r"

pode ser extendida a um homeomorfismo h:s™ 4 RO,

DEFINIGAO 7.1.5 - O grau de uma aplicacho continua admis-
sivel fiR™ 4+ R® & o grau da aplicagio

h-l-foh:Sn -+ Sn, onde h € o homeomorfismo de 7.l.4,

LEMA 7.1.6 - Se f:R" R" & uma aplicagho admissivel e

grau (f) # 0, entic f & sGbre.

Demonstracho: Por definigho, grau(f) = grau(h-l-f-h) @

assim h T.F.h:s™ 4 8™ & sdbre (por qué?);

mas entlo T = h(h-l-f-h)h_l B 4 R* & sbébre (por quéd?)

e entdo segue-se que f €& sodbre.

Definamos, agora, os seguintes subespagos do R™:

™" [x € rR" | |1x|| = 13

r {X.E R | =[] = 2}.

i

LEMA 7.1.7 - Se f£iR™ 4 R® & admissivel e F(E") < E',
£(Fr") < ¥", as aplicagbes
* - -
£ = n~tFonis® 4 s”
g 15" = s(s™ 1) 5 s = s(s™h)

(x,8) —= (£(x),%)

s8o homotdpicas.
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n

LEMA 7.1.8 - Se f:5% 4 s é uma aplicacio continua ento

a aplicagho S(£):s™71 4 s™71 4efinida por
(;T%)F—b(f(x),t) tem ¢ mesmo grau que f,

IL

LEMA 7.1.9 - Se f:R" + R" & uma aplicacho admissfvel e

£(E") =« B®, £(r") 2 ¥, entho se g = ¢ i

S
temos que grau(g) = grau(sf).

EXERCICIO

741,10 - Demonstre 7.1l.7, 7.1.8 e 7.1.9.

LEMA 7.1.11 - Sejam f,g:R" » R® aplicagbes contfnuas e

ht:Rn + R uma homotopia entre f e g

tal que ¥k > 0, @ r > 0 com a propriedade de que se
lx] > r, entio |B (x)|| >k, ¥t ¢ [0,1]. Entdo £ o g

- Y - . g
sao admissiveis e tém o mesmoc grau.

Demonstragio: ¥ imediato ver que, Yt ¢ [0,1], h, ¢

admissivel, logo pode ser extendida a uma

aplicagao continua ﬁt=ﬁn i

E também fdcil de ver que f e g sho admissi-
veis e que h, € uma homotopia entre F e g. Mas se
f e g sio homotdpicas, o mesmo acontecers com

I+ e g*:Sn‘a s™ (qual serd a homotopia entre entre estas

fungdes?), logo grau(f) = grau(g}.
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TEOREMA 7.1.12 {Teorema Fundamental da £lgebra) - Todo jelo]

. . i n ..
lindmio ao + alt +ew ot ant com coefici

entes complexos possul pelo menos uma raiz complexa.

Demonstracio: Sejam f,g:R2 -+ R2 as fungaes definidas
por f(=) = A + ayzZ k...t 2z e glz) =
= 2", onde z ¢ CG. Se t¢€ [0,1], ponha ht(z) = 27 4
. N n-1 . .
+ (l—;;?ao t A% teeet A 4F }J. Se k ¢ um mimero real
positivo, ﬁtha r = max(k+A,l) onde A = |al|+...+|an|
- ) N
e vem entido que se |z] > r, Iht(z)[ z |z -

-1 -1
- (1=t) (o, [ 121" woiir Ja bzl + day]) = [2]7-a]2]" =

z |Z|-A>k.

111

Mas enthec f e g serio admissiveis e terao o
mesmo grau. Noﬁe também que g satisfaz_és condigbes do
Lema 7.1.9, logo grau(f) = grau(g) = n é 0 e assim £
¢ sobre. Logo, & go_e c, tal que f(zo) = 0, e a demong

- - -
tragao fica concluida.

§7.2 - O Teorema de Separagéo de Jordan-Brouwer

Neste pardgrafc, calculamos os grupos de homologia
de alguns subconjuntos da esfera g™ e, como conseqfién-
cia, chegamos a teoremas importantes, o de separagéo de

Jordan-Brouwere o da invariincia da dimensfo.



T

DEFINIGAO 7.2.1 - Uma cdlula fechada de dimensfio = &

um espago topoldgico homeomorfo a I,

onde I = [0,1].

LEMA 7.2.2 - Sejam e uma célula fechada de dimensfo r,

$:1°¥ 5 e_ um homeomorfismo, Jy,J, sub-in-

r

tervalos de I ‘tais que J, NI, = {xo}, x, €I

el = @(Jle'l), e" = ¢(J2x1r"l), X =5 r-¢(xox1r"l)

suponha que existem cadeias w! € SQ+1(Sn—e'),

wh € Sq+l(Sr-e" tais que B8w' = z = ow". Entho, se

'ﬁq+l(x) = 0, existe we S_ _(s"-(etWe™)) tal que =z = dw.

q+l

Demonstragdo: A demonstragho se faz usando a seqfidncia de

Mayer-Vietoris. Se Xl = Sr—e', X2 = Sr—e%
X = ¢(x0x1r~l)’ a trfade (X,Xl,Xz) é exata (por qué?).
T

Observe que A = § = (e'Ue") # ¢ e assim a seqiéncia de
Mayer-Vietoris € exata em homologia aumentada.

Examinemos agora a seqilénciat

Hy o Wt n o den ) () 2w (0B (a)

—'L.Hq(xl) @ Hq(Xz)—LHq(X)

e sejam z, z, Zz as classes definidas pela cadeia =z em
(X2) e ﬁg(A) respectivamente. Vem entfio que
= 0; mas entlo, se % ¢ Hq(A), ¢(E) =0, o

= = ¢
que acarreta z € I_A logo z = 0 € Hq(A),
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n

TEOREMA 7.2.3 = Se e < S é uma cdlula fechada de di-
mensfo ¥, entao Eé(sn-er) = 0, ¥q= 0.
Demonstraclio: Usaremos indugho em r. Se r = 0, o teoreg

ma é trivial (por qué?, o que ¢ eo?). Supo
nha r > 0 e que o teorema seja verdadeiro para r-l.
Seja = wum ciclo em Sq(Sn—er) e tﬁme $:17 o e, um hp
meomorfismo. Se t € [0,1], defima e_ ,(t) = d(exT= 1Y,

Como Sn-er < s - e l(t), z € realmente um ciclo em

s™ - er_l(t). Pela hipdtese da indugho, existe uma cadeia
n

w, € Sq+l (s" -~ er-l(t)) tal que awt = 7. Se W, =

= Eaici, seja |wtl =1£ Ui(Aq+1) e vem que ]th é um

conjunto compacto, disjunto do compacto er_l(t), logo a
distidncia et entre &stes conjuntos & maior que zero.

A continuidade uniforme de ¢ garante que Hét>0
tal que se x,y € I°, d(x,y) € 6., entdo a(dp(x),p(s)) <
< €, Tomemos T um intervalo aberto com centro em +t

t

e comprimento menor gque Bt' 0 conjunto er(t) =¢(ItXIr-l)

serd aberto e se x € er(t), d(x,er_l(t)) < ey ®© assim

e.(t) n |wy[ = ¢ e vemos que realmente wtesq+l(sn-er(£3.
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% 0,1 (t)

A )
er(t) l”, \ Iw-t I
Ly &N
t .
Como os intervales abertos I cobrem o compacto

t
!

I, 3 p >0 tal que se J €& um intervalo fechado, J = T,

8{J) < p=>J< 1 para algum +. Se m & um inteiro po-

y considere os intervalos fechados

sitivo tal que $-< p
a],...,Im_l = [1%11,1] e defina

1 1

IO = [Oua:lt Il H[l'—n"

., = ) (IjXIr-l). Pelas consideragbes anteriores,
13

n
q W € Sq+l(s ﬁer,j) tal que =z _.awj. Podemos agora

aplicar 7.2.2 um mimero finito de vézes para concluir que

, n 5
4 we sq+l(s (e, ;U U...U e

1 er,2

Zz = 3w , 0 que conclui a demonstragio.

r,n+l)) tal que

Este teorema acarreta os resultados abaixo:

TEOREMA 7.2.4 - A esfera S” nfo pode ser tornada desco-

nexa pela remogho de uma célula fechada

e < Snl
r

Demonstragio: ¢ uma conseqlidncia trivial do teorema prece

dente.

TEOREMA 7.2.5 - Se s, <S5 e s € homeomorfo a Sn,
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entfo r < r. No caso em que r = n entéio, forgosamente,

Sr = 8", Se r < n, teremos que
—~ g = Ner-1l
H (8™-s_) =
q 0 q £ n-r-1

r . :
Demonstracfo: Tome ¢=S + s, um homeomorfismo e sejam

+ - - =1
of = $(81), o7 = $(8]), s, = $(s7°1),
r T + : T - r
X=858 - 817 Xl = 5 = e X2 = 87 - €. A =5 - S

No caso em que m # r, temos que A #£ ¢ (por qué?
olhe para a seqfiéncia de homologia do par (Sr,sr)).
Temos entho que ﬁq(xl) = ﬁé(xz) =0, Yg2 0 e a seglién
clia de Mayer-Vietoris de (X,Xl,Xz) para homologia aumen

paed o r ~ T
tada garante que Hq+1(x) e Hq(S -sr-l? ~ Hq(S _sr-l)’

q = 0 e uma aplicaglo repetida déste resultado garante

cmm e e ; )
q+r(Sr-so) A Hq(Sn-sr), %Lq = 0.

(Sn'l),xiq z 0, vem entdo gue

»

R q+r = n-1 °

Mas como H (Sn-so) ~ H

q+r q+r

-~ . o~ -1
H (s"s )= _(s"")=
a x atr 0 g+r # n-1

Se n = r, suponha gue s™ £ B, © assim A # ¢.

e vale ainda a seqfiéncia de Mayer-Vietoris em homoloéia
- g pul

aumentada para (X,Xl,Xg) e obteriamos H_l(S--sr) = R,

o que € um absurdo e assim a demonstragio fica concluida
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(como se conclui que =z < n?).

COROLARIO 7.2.6 ~ Se = £ n, entdo S - s, € conexo por

arcoe se e somente se v = n-1,

TECREMA 7.2.7 (Jordan-Brouwer)- Para todo r, e Sh-1 < S{

n .
entdo S -8 _1 consta de duas componentes

conexas por arcos tendo sn ; como fronteira comum,

Demonstracho: O fato de que Sn-sn_l tem duas componentes

conexas por arcos decorrée de gque

—~
Ho(Sn-én_l) ~ R, que serfo subconjuntos abertos de Sn,

U, e U,, e vemos assim que fronteira (Ui) < s

1 2? n-1"
r = 1,2 (por qud?). Resta sdmente mosirar gue
Shol £ fronteira (Ui), i=1,2.

Seja, portanto, x € S,.1° Devemos mostrar gque
quaiquer vizinhancga aberta de x intercepta U1 e U2.
Tomemos a, € Ul’ qd5 S U2. Seja A < S$,-1° ¥ E A e A

- . -
homeomorfo a um intervalo aberto; entao, e 1 = sn_l-A

é uma célula fechada de dimensfic n-l e assim

D

ﬁo(Sn-en l) = 0, logo Sn conexo por arcos, e po-

“®no1

demos tomar um arco fi:I + S tal que f(0) = aps (1) =
= qp; se 0 = £(I), vemos que § £ o s 1% A (por qué

cnN s _, # 0?). Mas note que 0 N s é fechado em 0.

nel

2
= sup{t € [0,1]]|f(¢) € o n s 1} Se x; = f(tl), x2=f(t2)

Sejam t, = inf{t € [0,1] | £(t} € o n s,_1}r t, =
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e t < t,, entho f(t) € U;. Note também que x,,x, € U,

1
tal que t_ ¢ f-l(U), lo-

1 1

27 U) £ 0 e entho & to <ty

go f(to) € Ul N U e de maneira andloga mostraremos que
U, N U £ ¢,

TEOREMA 7.2.8 = Se n = 2, seja S,.1 % R®™ homeomorfo a

n=1 .

S . Entfo R - 5.1 tem duas compo~

. . .
nentes conexas por arcos, cuja fronteira comum e s

n-1

Demonstracho: R € homeomorfo a S" - {pto}] e a demons-

tragio € agora trivial.

TEOREMA 7.2.9 = Se n =z 2 e £:E_ R? & uma aplicagaa
injetora, enthc f €& um homeomorfismo de
E  sbbre f(En) e f leva o interiar de E_  sdbre a
Il '

componente limitada de R~ - B_1*.

Demonstragfio: O fato de que f(En) € homeomorfo a En é

fdcil de ver (por qud?). Mostremos, portanto,

que f leva o interior de En sdbre a componente limita

da de R™ - s

n

s Seja e,

nel® f(En). Podemos supor que

e s s® pois 5™ - {pto} & homeomorfo a R e podemos
portanto garantir que g™ - e, € conexo por arcos. Em
verdade, podemos garantir gue rR" - e € conexo por arcos
(n 2 2) (por qud?). Como (Rn-en) néo & limitado, estd
contido na componente ilimitada (Uz) determinada pela

fronteira de e S,-1? RO plano Rn. Mas se U, s R'ue

n' “n- 2 n
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n .
vem que e » R - U, =g, u U,, onde U, & a componen
. . r . . & .
te limitada; como f € injetora, e, = f(En) U Bh.1 ©
] o » 2
s 1N f(En) = §, U, s f(En); mas como U, ¢ maximal e
o
f(En) é conexo, Ul = f(ﬁn) e a demonstragéo fica con-
cluida.

TEOREMA 7.2.10 (Teorema da Invaridncia do Dominio} - Supp
nha gue n =z 1 e seja Uzx R™ aberto co

nexo e f£:U » R uma aplicagao continua injetora. Entfo,

£(U) ¢é conexo, aberto, e f €& um homeomorfismo sdbre

£(u).

Demonstracho: O dnico fato a demonstrar € que £(U) &

aberto. Mas se x € U, seja V uma vizinhan
ga aberta de x, V £ U. Tome uma célula fechada e, tal
que x € e = V. Pelo teorema precedente, f(gn) serd

uma wvizinhancga aberta de f(x) contida em f(U), e a de-

- Y 3
monstragaoc fica concluida.

TEOREMA 7.2.11 - Se n # m, R® nfo & homeomorfa a R-.

Demonstragao: Usaremos o fato de que um subespago prdprio

de um espag¢go vetorial normado nio pode con-

ter abertos de N (aberto na topologia induzida pela nor

ma)., Suponha m < n e seja £:R® 4 R™ um homeomorfismo.
b

Considere a composta g:Rn-——* Rm-—Ia-Rn que ¢ uma apli-

.. n
caglo continua injetora. Se U £ um aberto do R, vem
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que g(U) serd um aberto do R? contido no subespago Rm,

uma contradigio.

OBSERVAGAO: Em verdade, provamos que nfio hd injeglo do RrR"

m
ne R, se n > m.

COROLLRIO 7.2.12 - Se n # m, s™ nfo & homeomorfa a S™.

n

Demonsirachio: Suponha gque £:8" 4 8 é um homeomorfismo.

. - . . r..n m .
A aplicagac induzida £ :R -+ R sera
admissivel e sua extensfio serd um homeomorfismo, o que &

uma contradigaa.
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cAPITULO 8

0S5 COMPLEXOS CELULARES

Estudaremos, neste capitulo, uma classe importante

de espagos cuja homologia pode ser, em geral, calculada.

§8.1 - Definigao e exemplos de complexos celulares

DEFINIGAC 8.1.1 - Um complexo celular finite X € um es-

pago de Hausdorff compacto tal que:
1) H4 uma colegfio finita de subconjuntos fechados de
X, 0% »y 4 =0,1,2,...yn, J=1,2,,..,t.

2) Se x9 = U 0? e £9= 03 n Xq-l,
pq J
e (of-£2) n (Ug—fg) Adep=q e 1i-=j.

temos X1 = ¢

3) x={x*
q

4) Para cada Ug, hd uma aplicagho continua wg:Eq 4 X

que leva st Sbre f: e € um homeomorfismo de

de EI-s*1 ssbre Ug - fg. A aplicagio ¢2 é cha

made de aplicacho caracteristica de Ug- x9 8o

g=-esqueleto de X.

a - rd
0Os conjuntos 03 sao chamados de células abertas
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de dimensao q. Dizemos que X9 ¢ obtido a partir de
x2-1 pela adjuncdo de cdlulas de dimensio q. A dimensiao

de X & a maior das dimensodes das cdlulas de X.

Se X € um complexo celular finito, examinemos

Xo, o seu O-esqueleto. Por definigao, x° = LJ U? que
o p=q
se reduz, neste caso a U 01 , mas uma célula de dimen-
p=0

»

- . (o] -
s5a0 Zero se reduz a um ponto e assim X ¢ uma colegao
finita de pontos. As células de dimensfo 1 serfio os cami-

nhos (ou lagos) unindo células de dimensfo zero.

. 1
91
o]
(s} o
°7 1 2
2
O
1 O3
g
3 1
[s)
i
0_0
y

n

EXEMPLO 8.1.2 - § € um complexe celular; com efeito,

tomg o polc norte x . de ™ como &dlula
de dimensio O, Entfo, S serd obtida pela adjungho de

uma unica célula de dimensfic n a {=x.}.

EXEMPLO 8.1,3 - O espago projetivo real de dimensho n,

I

RP € um complexo celular finito. Com

efeito, mostraremos como obter RP® a partir de gp™™1
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pela adjungdo de uma c€lula de dimensfo n.
. In 1 . - .
Seja 09:5 = P & projegao mnatural e definamos

n n
®:D7 + PT por @(x) = o(/1-|x] 1Xyse00,% ). Vemos ime-
diatamente que $|B & um homeomorfismo, enguanto gque

n

n=1 n=1

-

mlsn-l’s P ¢ a projeglo canbdnica.

EXERCICIO 8.1.4 - Complete os detalhes da demonstracho
acima.
EXERCICIO
n

8.1.5 - 0 espago projetivo complexo de dimensho n, CpP’,

€ um complexo celular finito.

§8.2 - A homologia dos complexos celulares

DEFINIGAO 8.2.1 -~ Seja X um espago topoldgico, A< X o
£:A + ¥ uma fungao continua. O espaco

colagem de X e Y por £, X Uf Y € o espago obtido

da unifo disjunta X+Y pela identificagfio de a com

£f(a), ¥ a € a.
EXEMPLb 8.2.2 - 8¢ X & um complexo celular finito, en-

tho x? & obtido de x3°1 pela colagem
x3-t

a de células de dimensio q, pelas fungdes caracte

risticas @,
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LEMA 8.2.3 - Suponha que X & um complexo celular finito
cujo n-esqueleto possui apenas uma célula de

dimenshe n, entdo
?

Hq(Dn,Sn-l) ~ Hq(xn,xn'l), \iq = O.

Demonstracho: Considere B = {x € p™ | |x|| > %} e seja

(Dn It~ 1) N

(p™,B) a inclusfo candnica.
Seja m:Sn-l + X714 funclo caracteristica da célula
p?; entfo X© = Dn Ucp 1, seja p a projegho candnica
noL o™t 4 XM vemos que DV S D o+ ™1 ¢ tome
n=-1 - . A -
H=X u pl n(B). Temos, Obviamente, uma inclusao
. 1D
(x, P y—d» (x*,H). Por outro lado, pl , induz uma apli
D
n n—l)

cagio (D7,S i Xn"l)

(x (DP,B) —2 o (x™,1).

0 &iagrama ¢omutativo
(Dn’snﬂl)___i_*_(Dn’B)
g1 o
) e (1)
induz, para todo q, um diagrama comutativo de homologia
H (Dn n= l)-——EL--Hq(Dn,B)
S1x lgz*

H (x Ly 9% g (xn H)
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n_Sn-l’B_Sn-l)

. - I I .
A inclus3o (D » (D",B}) € uma exci-
sfo, logo induz um isomorfismo

‘Hq(Dn“Sn_l1B'Sn-l)—&b-Hq(Dn!B): Vq = 0.

0 mesmo vale em relagao 3 inclusao
(-x*hp| L (B-5771)) o (X7 m);
temos também um homeomorfismo
(Dn-Sn-l,B—Sn_l) 5 (xn_xn-l'pIDn(B_Sn-l))

e portanto o diagrama comutativeo

Hq(Dn-Sn-l,B—Sn_l) ~ H (D",B)

Lk

H (x®-x*"1,p| _(B-s""1))
q o™

mostra que € um isomorfismo.

€5,

Poroutre lado, observemos as seqﬁéncias exatas de

homologia
H(s™ D) o m () -1 @%s™ ) anw (™Y su (O 4
q q q q-1 ! q-1
| oy [ 2 l ig lfB | £
n IL n
Hq(B) -+ Hq(D ) - Hq(D ,B) Hq_l(B) 5 Hq_l(D ) -+
Como S™1 & um retrato por deformagho de B, se-

gue=se gue fl, fz, f3 e fh sdo isomorfismos, donde se

conclui que i, ¢ um isomorfismo (prove issol!).
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As seqliéncias exatas de homologia dos pares
(x* %) e (x%,H)

(1) Hq(Xn) - Hq(Xn,X -1y Hq_l(xn‘l) - Hq_l(Xn) "

q
bty 22 | &2, L=y L=t
n n
Hq(H) N Hq(X ) o Hq(X JH)Y o Hq_l(H) - Hq_l(X)
mostram que fi, fé, fé, f& sho isomorfismos
(mostre que ™1 ¢ um retrato por deformagho de H!) e

portanto . é um isomorfismo,

Eax

. s - Y .
Mas se dx, Jjx © 8&,, sao isomorfismos, o mesmo

acontece com e o teorema estd demonstrado.

gl*
Mostramos, pois, que a aplicagao Hq(Dn,Sn-l) E1a
Hq(xn,xn‘l) induzida por (D%,s™71) Plpn P, XYy ¢

um isomorfismo para todo g = O.
Por outro lado, cobservemos o diagrama comutativo
= n . n-1 ) = n=-1
H (D",S — H S
(057 N Ciany'

l E1n l g

ﬁq(xn,xn'l)-———> ﬁq_l(xn'l)

e a seqliéncia exata de homologia do par (Xn,Xn-l)

ﬁq(xn'l) » H (x) - ﬁq(xn,xn'l) —§+-ﬁq_1(x“'1) -+
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que pode, portanto, ser escrita como

(Snpl) _§+ ﬁ l(xn-l) - Eq(Xn)

~ n_l — n P
X
H ( ) = Hq(X ) » H -

q q-1

. - . . - .
em vista das identificagbes acima.
Podemos, assim, concluir que:

TEOREMA 8.2.4 - Se X € um complexo celular e XU possui

-~
sdmente uma cdlula, entio

a) ﬁq(xn) ~ ﬁq(xn'l) a £ n, n-1

~ n s n=1
b) Hn_l(x ) = Hn_l(X )/Im g
c) 0= ﬁn(xn-l) -+ ﬁn(Xn) + ker g 4 O
é exata.

EXERCICIO
8.3.5 - Modifique 8.2.3 e 8.2.4 para que se apligquem a

complexos celulares arbitrdrios de dimensho finita.

EXEMPLO 8.2.6 =~ Suponha que R & um anel noetheriano

(%, por exemplo). Se X & um complexo
celular entlo, para todo g, Hq(x,R) € um R-mddulo fini
tamente gerado. Se dim X < n, entho Hq(X) = 0 se g>n.
Com efeito, H_(X) & um R-mddulo livre finitamente gera-
do. Como todo submédulo e todo mddulo quociente de um mé-
dulo noetheriano € noetheriano, a conclusho segue-se por

indugio.
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TEOREMA 8.2.7 = A homologia do espago projetivo complexo
de dimensSo n, CP®, & a seguinte

n 0 g > 2n ou g impar
H (CP3R) =
a R q par e <=2n

Demonstracho: Se n = 0, cP® &€ um pento, cuja homologia

n 1

é conhecida. Mas * CP & obtida de cpP*”

pela adjuncho de uma célula de dim 2n. Se q # 2n,

-1
q £ 2n-1, Hq(CPn) = Hq(cp”L ). Por outro lado th_l(cpn)

= ker (g}, g:Hzn_l(Szn-l) -+ Han_l(CPn-l) e assim ker g=
=R.
0 cdlculo da homologia dos espagos projetivos reais
.11

RP ¢ mais laborioso.

TEOREMA 8.2.,8 - A homologia do espago projetivo real RR

’

o g>rn
R g par, l<gq=<n
n 2
Hq(R.P ) = ﬁ .
R/2R q dfmpar, 1= q < n-1.
R =0, g=n se n ¢ impar
.
onde R, = {x € R| 2x = 0},

Demonstracho: A demonstragic se faz por induglo, sendo ne

rd ]
cessdrio apenas estudar o caso em que n>0,

) n-=1 - ~
Seja p:S + RP" 1 a projegéo canonica e consideremos o

diagrama
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Hn(E;) =0

H_(s™) —

a3
azéa

H_(s",B})
,sn-1y Gpdj00
woj-al C(.2k021
1 H (£2,8"7)
/fzcr.l

n=-1 n-1,0 n-1
o=H_(RP )—'Hn(RPn)?Hn(RPn,RP )7=H, _ (P

Tf If 1 TfB
0 ——m Hn(Sn)-——> Hn(Sn,Sn_l) . Hn-l(sn-l)

0Os morfismos denotados por &'s sho induzidos por
- - - - . -
aplicagoes antipodais, os denotados por f sfo induzidos
- ' - - -
por p e os outros saoc fronteiras ou inclusoces.

0 lema do hexdgonoe garante que

. =1 -1
1d = f2 H f2 k Lo

f
e assim

. _ . n+l1 -1,
Jf = £53 = (1 + (-1) )£, K7L

@y

note gque camo f2 é um isomorfismo, segue-se que fl
um epimorfismo.

Se n & par, Jof = flj =0 e como Jj, é um mo-
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nomorfismo, obtemos que f:Hn(Sn) -+ Hn(RPn) é nulo.

Se n €& fmpar, usamos o resultado acima para (n-1)

Sn-l) + H

n_l(RPn—l)

e logo fB:Hn

o que mostra que j2 ¢ uma bijeg&o e vem que f & um

_1( ¢ nulo, logo af1'= 0,

isomorfismo seguido de multiplicagdo por 2 e Hn(RPn) i
~ H_(5") =~ R.

Os resultados acima permitem calcular Hn(RPn).

Para achar Hn_l(RPn), vemos imediatamente gque

Hn-l(RPn) ~ R/2R e como Hn(RPn) = 0, segue-se que

n
Hn(RP ) =~ ker fq = R,.
Além disso, se n & fmpar, de H l(RP

segue-se gue Hn_l(RPn) = Hn_l(RPn-l) ~ R

™)

2-



TERCEIRA PARTE

COHOMOLOGIA SINGULAR
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CAPITULO 9

A COHOMOLOGIA SINGULAR E SUA RELAGAO

COM A HOMOLOGIA SINGULAR

§9.1 - Definigho de cohomologia

Seja C = {c_} um complexo-cadeia com diferen-
q gt z
cial d 3¢+ C , onde os C sfo R-médulos e os d
q q q-1 q
sfo R-homomorfismos (R, como sempre, um anel comutativo

com identidade),

DEFINIGAO 9.1.1 - Dado um complexo-cadeia C, e um R-médu
lo M, o complexo-cadeia Hom(C,M) € o

complexo definido por:

(Hom(C,M))q = HomR(Cq,M)

*
dq:HomR(Cq,M)-—a-HomR(C M)

g+l

b — f-d

q+l

EXEMPLO 9.1.2 - Seja R = Z e considere a seqlidncia cur-

ta exata (encarada como complexo-cadeia):

2
O Z a4 Za 22 -+ 0.
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Se M =12 obtemos para Hom(C,M) o seguinte com

2!
plexo

Of—sz‘sz—Zz*—O.

EXERCICIO
9.1.3 - Mostre gue o complexo Hom(C,M) obtido acima nfo

¢ exato.

Podemos, no entanto, afirmar o seguinte:

o _ 8 . a
LEMA 9.1.4 - Se 03 A3 B+ C+ 0 ¢é uma seqliencia curta

exata, e A¥* = HomR(A,R), B¥ = HomR(B,R),

- B ¥ .
o*x = HomR(C,R), entho O 4 % —=B¥* ——= A% & exata.

Demonstraclo: Devemos mostrarque B¥

é injetora e que R «—
a

Im(g*) = Ker(a*). Mas B*(f) = 0« R «—
B

©ff = 0« Fp(x) =0, ¥x € B e R <

O e 56— I e—i «—0O

como B & sdbre, issco acarreta que
£f = 0.

Seja.agora g € B¥ tal que oa*(g) = 0. Note que
‘ﬁ*(g)\: O«r gea = 0. Defina entfo hiC % R como segue:
se x€ C, TyE&B tal que B(y) = x e ponha h(x) =

= g{y). E entho fdcil ver que B¥(h) = g.

EXERCICIOS

9.1.5 - Se M & um R-médulo e C um complexo-cadeia, de

fina, por analogia com 9.1.1, o complexo Hom{M,C).
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9.1.6 - Mostre que se O+ A= B 3 C 4 0 ¢ uma seqlidncia
curta exata, e A, = HomR(R,A), B, = HomR(R,B),

C, = HomR(R,C), entio 0 4 A, + B, » C, & exata.

DEFINIGAO 9.1.6 - Seja X um espago topoldgico e C(X)

seu complexo singular. Formemos o com-
plexo C*(X) = Hom(c(X),R), como em 9.1.1. A cohomologia
singular de X, com coeficientes em R, € a homologia do
complexo Hom(C(X),R), mais precisamente:
se ca(x) = HomR(Cq(X),R) e dg:Cg(X) -+ cz+1(x) é dado
por f = f'dq, entao

Ker d*

HZ(X;R) =2

*
Im dq-l

Partindo desta definigéo de cohomologia, poderia-
mos provar que a cohomologia singular satisfaz tddas as
propriedades formais jd achadas para a homologia singular.

Dispensamos-nos tal trabalho.

§9.2 - Resolugbes e Ext,

DEFINIGAC 9.2.1 - Um R-mddulo P & projetivo se,
Mf:PaC, g:BaC, C e B R-médu-

los, g um epimorfismo, &a:P 4+ B tal que g-:a = f,



Ta.”” lf
Jﬁ,
B —E.C
DEFINIQAO 9.2.,2 = Seja M um R-mddulo. Uma resolugéo pro
jetiva para M € um complexo exato de

R-mdédulces
O<M <-9--—Pof—P<—....-¢—P — P

1 n=-1 n

- - .
onde os Pi sao médulos projetivos.

LEMA 9.2.3 - Todo R-mddulo M possui uma resolugéo proie

tiva.
Demonstracho: Com efeito, M & imagem homomorfa de wum mé
dulo livre Pi PD—Eﬂ-M. Se ja K, = ndcleo

de e. Temos entio a seqlléncia curta exata
Qe—Mwe—P =K <0,
o o

Por sua vesz, Ko é imagem homomorfa de um mddulc liwvre

PPy o KO; obtemos assim uma seqliéneia curta exata

0'&-KO<—'P1<—'K1'¢—O

e um proceésso de indugho conclui a demonstracho.,

TEOREMA 9.2.4 (Teorema da comparagho): Sejam M e M!
R-médulos e f£:M + M! um R-homemorfismo.
Suponha que

(>}
s O<—M<——-P0€—-Pl<—.-.<—-—Pn-~-
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é um complexo onde Py € projetivo, i=0,1,... e
el
Pl: O« M!' «-— PlePle .., « P! « ...
0 i n
€ uma resolugio projetiva de M!. Entao, hd uma transfor
magio de complexos g:f -+ P! tal que elg = ef o duas

quaisquer de tais transformag&es sho homotdpicas por ca-

deia.

Demonstracgios

e
0 «—M <-—PO&P1<—-... <—Pn_l~ﬁ— Pnc— Pn+l& cen

| N ~
1 AT A N
£ l goi '%\ l gn-l\\n-lJ, g . l Enil
v N

] P i T ¥
O0=—M -=-——P0<. Pl<— e Pn-—l'“— Pn<—Pn+l<F

Como Py € projetivo, e e' um epimorfismo,

HgozPo - P; tal que e’.g0 = f+e., Suponha que construi-

. — ] T =
mos gn.Pn - Pﬁ tal que gn-ldn = dngn. Como dngndn+1“

0, vemos que I_ 4! z Im gnd e assim,

gn-ldndn+l = m n+l n+1l
-+ P

visto que P € projetivo, existe gn+l=Pn+l nel

Tn+l

d

com n+l "

t . = .
dn+l n+1l €n

Suponha agora que existe g':P 4 £! uma transfor-

magiao de complexos tal que elgl = ef; .Consideremos
h = g=-g':® 5 ', Observe que e':h =0 e assim, Im h =

. ; ] — -
< Im di logo & tO.P0 > Pi tal gque dlt0 = ho. Suponha

. ' _
que construimos tn-l tal que dntn-l + tn-2dn—l = hnnl'

] - = t - 1. = ! - =
Vemos que cln(hn too1dy) = dth - d! tne19y dfh <h_.d =0
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i { . 3 [ [N = -
e assim H ﬁn .Pn - Pn+l tal gue dn+l tn = hn tn—ldn

¢ a.demonstraglo fica concluida.
DEFINIQAO 9,2.5 - Seja M um R-mdédulo & £ uma resolu-
cho projetiva para M
d

O-—M £ PD*—-Pl*——;.. —L P <« ...

Se N & um R-mddulo, formemos o complexo Hom(P,N):
OaZHom(PO,N) -+ Hom(Pl,N) 4.Hom(P2,N) Do Hom(Pn,N}hn

Ker(Hom(P_,N) + Hom(P_, .N})

. P
Entldo Extl(M,N) =
nean R (M) 1, (Hom(P _.,N) -+ Hom(P_,N))

-1°
¥ uma conseqgfiéncia trivial de 9.2.4 que Extg(M,N) inde~

pende da resolugéo'projetiva escolhida para M.

EXERCICIOS

9.,2.6 - Seja G wum grupo abeliano livre, consideradoc co-
mo um Z-mdédulo., Calcule Ext;(G,H), p=z 0, H um

grupo abeliano qualquer.

9.,2.7 - Se G € um grupo abeliano qualquer, entao

1 G TPy,
Ext;(Z_,@) = ne Ache -Ext,(Z _,G), p = 2.

- 9,2,8 - Caléuié".Extg(G,H), p=z= 0, .G um grupo abeliamo

: finitamente-gerado, H um grupo abeliano.

9.2.9 - Se G e H sko grupos abelianos, ExtP(G,H) = o0,

pz 2.
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. - .
Os seguintes fatos serdo dteis no gque se segue:

EXERCICIOS

9.2,10 - Se P & um R-médulo projetivo, entfio tdda se-
gliéncia curta exata 0 3+ M a N3 P 3 0 € da

forma O -+ M+ MGP + P 5 O, com N =~ MBP,

9.2.11 - Dada uma seqiéncia curta exata da forma
0+ M3 MBP » P + O, entdo O<Hom(M,P)<Hom(M®P,L)
<-Hom(P,L)<= 0 & curta exata, L um R-médulo. O mesmo acon

tece com O = Hom(L,M) -+ Hom(L,M%P) -+ Hom(L,P) -+ 0,

Suponhamos, agora, uma segfiéncia curta exata de
R-médulos O + A+ B C 3 0 e resolugbes projetivas P

e P! para A e B respectivamente

=

! l
P P
1
| l
PO P;
e l l el
a _ B
Ca A3 B+ Cao 0O

Nesta situagho, vale o seguinte teorema:

TEOREMA 9.2.12 - Se O 4 A+ B C a3 0 €& exata # uma
resolugdo projetiva para A, P' uma re
solugho projetiva para B, entlo existe uma resolugio prg

jetiva " para B tal que a seqliéncia de complexos-ca=- *
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deia O =+ P 4 P" 2 P 4 0 €& exata.

Demonstracho: Ver Northcott, pdgina 82.

Podemos agora demonstrar o seguinte:

TEOREMA 9.2.13 = Se O+ A=+ B3 C o 0 & exata, e
04 P 2P 4P 4 0 & uma segfiéneia
curta exata de complexos, onde P, " e ! sho resolu-
_gbes para A, B e C, P’ projetiva, entdo, se L & um
R-médulo
0 + Hom(P'!',L) + Hom(P",L) » Hom(®,L) » O

€ exata.

Demonstracéoz € uma conseqﬂéncia trivial de 9.2.1l1.

TEOREMA 9.2.14 (A seqiidncia exata para Ext): Se

O+ A+ B C23 0 & uma seqlidncia curta
exata de complexos, e L & um R-mdédulo, entio a seglén-
cia
. ExtR(C,L) + ExtD(B,L) + Bxtp(a,L) 4. aExtp(C,L) o
+ Ext;‘{(B,L) -+ Extfl{(A,L) + Homp(C,L) » Hom(B,L) 4
+ Homp(4,L) » O

€ exata.

Demonstracio: & uma conseqlliéncia de 9.2.13, levando em

conta que se M e L sho R-mddulos,

Extg(M,L) ~ Homy(M,L).
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EXERCICIO

9.2.15 - Mostre gue se (X,Y) & um par de espagos topold
' gicos, entio existe uma seqtiéncia longa exata de

cohomologia

0+ H(X,Y) » HO(Y) » HO(x) » BY(X,Y) » HY(Y) » .... o

- Hn(X,Y) + Hn(Y) - Hn(X) F eene

§9.3 - O Teorema dos Coeficientes Universais

Neste pardgrafo, estudamos as relagaes entre homo-

logia e cohomologia.

TEOREMA 9.3.1 (Teorema dos Coeficientes Universais):
Seja K um complexo-cadeia de R-mddulos
livres, onde R & um dominio de ideais principais (P.I.D.)
e N um R-mdédulo. Entho, a seqlidncia
0 4 Exté(H (K),N) 8 " (K,N) 3 Homp (H_(X),N) » ©
n-1 n

€ exata e se fatora.

Demeonstracgho: Se K = {K }, seja Z,, o© submddulo dos
K
n-ciclos de K. Se B_ = 2> » podemos fato-~
n Zn
rar dn:Kn - Kn-l da seguinte forma
P 3t i
K —ep —s gz . —=K
n n=i n-1
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onde p € a projecdo Kn -+ Bn. Temos as duas seqliéncias
exatas abaixo
i P 3!

z, — K, ——=B, e Bn+l——m$-zn——*Hn(K).

Considere o diagrama

Exté(Bn,N)=o 0

T }

) d
0-—sHom(Hn,N)‘—’Hom(Zn’N)'—a'Hom(Bn+l’N)
1 Ti* lp*
5 5
—> Hom(K__,,N) —= Hom(K_,N) Hom (K ;,¥)

li* Tp*

' 1 1
N) 4 Hom(B,N) 4= Extg(H _,,N) — Extp(Z, N)

T ' u

o 0

Hom(Zn_l,

s -
Observe que tanto as limhas como as colunas sao

exatas. Além dissco Ker 5 _ Ker di*) =H e ix
* ! s ~ Im P¥*dr¥x)

m
induz uma aplicaglo de H sobre Ker(Hom(Zn,N) =)

Y Hom(Bn+l,N)) A Hom(Hn,G); esta aplicagho & chamada de a.
» ImP * - ’
Seu nucleo e ‘f;T§¥E¥7 " Ext(Hn_l,N); esta aplicagao e B,

e provamos assim o teorema.

EXEMPLOS
9.3.2 - Se N = R, o teorema dos coeficientes universais
se apresenta como O - Exté(Hn_l(K),R) + H*(X,R) +

+ HomR(Hn(K),R) + 0. Se R € um corpo, entho
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1 .
Extp{H_ _,(K),R} = 0 e assim H"(X,R) ~ Homy (H_(X),R) =
= (Hn(K))*, o espago vetorial dual de Hn(K).
9.3.3 - Dado um espago topoldgico X e R um P.I.D., en
t3o o teorema dos coeficientes universais se apli

ca (por qué?) e nos dd a relagho entre a homologia e a co

homologia de X com coeficientes em R:

0 + Ext;(Hn_l(X;R),R) + H*(X;R) = Homy (H_ (X;R),R) » O .
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CAPTTULO 10

A EXISTENCIA DE UM PRODUTO EM COHOMOLOGIA E APLICAGDES

0 objetivo déste capitulo & tratar da existéncia
de um "produto" na cohomologia singular_de um espago X.
Ao contrdrio dos capitulos anteriores, que eram auto-sufi
cientes, éste citard, sem demonstragbes, resultados que,
incluidos, o alongariam demasiadamente, Apresentamos, em

primeiro lugar, algumas idéias algébricas.

§10,1 - O produto tensorial de complexos. A iddia de "Tort

O Teorema de Eilenberg-Zilber.

DEFINIQAO 10.1.1 - Seja R, como sempre, um anel comutati

vo, com identidade. Se K = {Kn} e
M= {Mn} sfo complexos-cadeia s8bre R, o complexo KR M
é definido como segue

o —_
(K@M)= I X 8 My
k+j=n
d_(¥@m) = dk @ m + (-1 el o a,

onde |k| = dimensfo de K.

DEFINIGAO 10.1.2 - Seja M um R-médulo, e P uma resolu

¢do projetiva para M
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T awse =P =

OQeM=—P =P wean
o] 1 n

Se N € um R-mddulc, entho
TorR(M N) = H_(Pg.,.N)
n‘? = FpleRt /e

onde N € considerado como um complexo trivial, cujo uni

- . -
co médulo nao nulo € N, em dimensao zeroc.

DEFINIGAO 10.1.3 - Um R-médulo N & chato se Torﬁ(N,K):

= 0, para todo R-mddule XK, n = 1.
EXERCICIOS

10.1.4 - Se P € projetivo, entho P & chato.
10.1.5 - Sejam X e 1L complexos-cadeia; entho, existe
um homomorfismo p:Hi(K) &, Hj(L) N Hi+j(K3L)

dado por p(ﬁ@f) = xB¥y.

Podemos agora enunciar um dos feoremas importantes

do capitulos

TEOREMA 10.1,6 {A férmula de K#inneth) - Sejam L e K
complexos~cadeia tais que Zn(K) e BnGQ

sfo mddulos chatos, para todo n, Entao, existe uma se-
gtténcia curta exata

‘ P
0 Z:, H_(x)}®H_(L)—H_(KSL)— E: TorN (H_(K),H (L)) + 0

m n q 1Y'm n
m+n=qg _ m+n=q-~1

para todo q.
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COROLARIO 10.1.7 - Se, aldm das hipdteses do teorema,
Hm(K) € projetivo, ¥m, entio

H (K®L) ~ E: H (k) ® H_(L)
q m4n=q m e

Outro fato importante, que nfo provaremos, ¢é o

seguinte:

TEOREMA 10.1.8 - Sejam X e Y espagos topoldgicos e
c(xxY), C€(x), C(Y) seus complexos sin-

gulares respectivamente. Entao hd aplicagbes

p:C(XxY) » ¢(X) ®n C(Y) e V:C(x) ® c(Y) » C(XxY) que

induzem um isomorfismo em homoclogia e cohomologia. Mais

precisamente, ¢ 9 € homotdpica por cadeia i identidade

de C(XXY) e ®.} €& homotdpica por cadeia 3 identidade

de C(X) ® ¢(y).

Este € o chamado teorema de Eilenberg-Zilber. Sua
demonstragio € feita com o auxflio da técnica dos modelos
aciclicos, Uma demonstragao pode ser encontrada em Liule-

vieius [8].

§10.2 - 0 produto interno em cohomologia

Usando 10;1.8 podemos definir agora a nogéo de

"produto interno" em cohomologia.
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Seja A:X 5 XxX a fungio diagonal em Xix— (x,x).
se % ¢ HP(X;R), X & representado por uma co-cadeia
x € HomR(CP(X),R). Seja também v € H3(X;R), representado
por ¥ € HomR(Cq(X),R). Podemos, portanto, definir uma
co-cadeia m(x®y) € Hom(Cp(X) @ Cq(X);R) usando a multi-
plicag&o R®R + R

c(x) ® ¢(x) 2% mSR —>R .

LEMA 10.2.1 - Se x e y sfo co-ciclos em cp(x) e cq(x)
respectivamente, entfio m(x®y) serd um co-

ciclo de dimensfio p+gq em C{X) ® C(X).

Demonstracio: é imediata, sendo suficiente relembrar-se

da definigio da diferencial em c(x)®c(x).

Consideremos agora o diagrama de aplicag%es
c(x) -2~ c(xxx) —2= c(x)9e(X)
onde ® & aplicaglo do teorema do Eilenberg-Zilber.

DEFINIGAO 10.2.2 - Se X & um espago topoldgico, e
% e HP(x), ¥ € HY(Y), entho o produto
interno de x e ¥, ou produto de x e v, x Uy,
& a classe de HF'3(X) definida por
x Uy = 8%*(m(x®y)).

£ a existéncia déste produto, para um espago topo-
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1dgico qualquer X, que torna a cohomologia de X um ar-

ma bem mais poderosa que sua homologia.

O produto interno goza de vidrias propriedades for-

nais, que podem ser resumidas como segue:

TEOREMA 10.2.3 - Se X €& um espacgo topoldgico, entlo
H*¥(X3;R) €& uma Hlgebra graduada sdbre o

anel R. Ou seja H*(X;R) (1™ (X;R), n = 0} goza das

seguintes propriedades: I 1 € HO(X;R) e um produte U tal

que se x € HP(X), y € HY(X), entdo x U y ¢ HP'I(x) &

1.x = x = x+1 ¥x ¢ HP(X), p = 0; 21ém disso, se

x ¢ BHP(X), vy ¢ H4(x), z € H%(X), entho x(yz) = (xy)=.
Além disso, a dlgebra graduada H*(X;R) & anti-

comutati?a; isto &, se x € HP(X), v € HY(X), entho

xUy= (-l)lelyl y U x, onde |x| =dimx e |y| =

= dim vy.

Demonstragac: A demonstragho déste teorema poderd ser en-

contrada em Liulevicius [8]. -

EXEMPLOS

n R g=0,n

10.2.%4 - Seja X = S, ¥ fdcil ver que HI(s",R)=

0 q#Oul

Isso pode ser feito usando o teorema dos coeficientes uni
ou

versais Vdiretamente a partir das propriedades formais gue

a cohomologia satisfaz (a mesma demonstraglo feita para
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homologia). Entho, a estrutura da dlgebra de H*(S™,R) &
gue H*(Sn,R) serd uma dlgebra exterior sdbre R, com um
gerador XX em dimens8o n.

10,2.5 - Seja X = CPn, o espago projetivo complexo de di

It - -

mensfio n. A cohomologia de CP e facil de

obter (e.q., pelo teorema dos coeficientes universais).

Como d4lgebra sdbre R, H*(CPn,R) m-—B%%%— , uma algebra
(y""7)

polinomial sdbre um gerador v, de dimensfo 2, dividido

pelo ideal gerado por Yn+l. A demonstragao déste résulta

do encontra-se em Liulevicius [ 8] ou Spanier [ 6].

10.2.6 - Tomemos, agora, X = RPT, cuja homologia & mais
complicada que a homologia de cP". Considerare-
mos somente o casc em que R = %,. Entdo, H*(RPn;Zz) Az

2
Zpl x] . , u
AY g isto €, uma algebra polinomial sobre um gerador
(=77) :

de dimensdo 1 dividido pelo ideal gerado por xn+l. A de
monstTagéo déste resultado, mais,uma vez, poderd ser vis-

ta em Liulevicius [ 8 ] ou Spanier [ 6 ]J.

10.2,7 -~ Sejam X e Y espagos topoldgicos e f£:X 4+ Y
uma aplicagéo contfnua. Entlo f induz uma apli
cagho de mddulos f*:H*(Y;R) » H*{X;R). E um fato impor-
tante que f* serd de fato uma aplicagao entre dlgebras,
isto &, se x,y € H¥(Y;R), entfio f*{(xUy) = £#*(x) U £*(s)e

€ H*(X;R).
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10.2.8 - Consideremos uma aplicacho continua f:5~7~1 g%

Podemos usd-la para formar o espago X = eQHL%Sﬁ
obtido pela adjungfio de uma célula de dimensfo 2n & es-
fera S7. B entlo bem fdcil determinar a cohomologia de X

(tome R=Z):
Z q = 2n, n,0
HA(x) =1
0 q # 2n, n,0

Seja x wum geradbr de H™(X); entlo, xUx ¢ HZH(XL
Se y € um gerador de Hzn(x), vem que xUx =ny, n € Z.
Demonstra-se que n depende (a menos de sinal), somente
da classe de homotopia de f£:5°0-1 s™. 0 inteiro n &

chamado o invariante de Hopf da aplicagiio f, e fol a cau

sa de um grande desenvolvimento da topelogia algébrica.

A estas alturas, achamos talvez convenientes algu-
mas consideragbes de ordem geral.lJé vimos que a introdu-
¢io dos grupos de homologia mnos permitiu a solucgho de alw
guns problemas importantes (e.q., 0 teorema do ponto fixo
de Brouwer, o teorema fundamental da dlgebra e o teorema
da separag&o de Jordan-Brouwer).ﬁstes teoremas poderiam
ter sido demonstrados, de maneira formalmente idéntica,
usando a cohomologia singular. Surge entlo a pergunta:
por qué introduzir mais estrutura neos grupos de cohomo-

logia, tornando-os mais ricos (mas também mais complexos)?
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A resposta € gue isso se faz necessdrio a fim de resclver
problemas mais complexos e diffceis. A procura de invari-
antes algébricos cada vez mais refinados que possam ser
associados & um espago, para resolver os problemas que
resistiram aos ataques anteriores & continua.

tomo exemplo, Jjd vimos, por meios muito simples,
que a esfera s™  admite um campo de vetores nfo nulos se
e sdmente se n €& impar. Dois campos de vetores f e
g sho linearmente independentés se, ¥ x ¢ s, £(x) e gx)
sAo linearmente independentes. Um problema sem solugéo por
muitos anos foi achar o muimero de campos linearmente inde
pendentes sobre st Este problema foi finalmente resolvi
do por J.F. Adams em 1962 ("Vector Fields on Spheres",
Annals of Mathematics, vol. 75, 1962, p.603-632), apds ter
ocupado a atengao dos matemdticos por cingfienta anos! As
téenicas usadas por Adams e os invariantes algébricos uti
lizados por éle Toram bem mais complexos e ricos gue 0S8
aqui descritos.

Damos abaixo um exemplo de uma situagio em que te-
remos de usar o produto em cohomologia para poder resol-
ver o problema em questio {veja N.E. Steenrod, "Cohomology

Operations and Obstruction to Extending Continuous

Functions", Princeton University, 1957).
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Consideremos o espago X dado pelo plano projeti-
vo complexo e A o subespago de X dado pela linha pro-
jetiva (complexa}, definida por A = {[zl,zz,z ]EX]z3=0}.

7,0

Z,[v] vl
Por 10.2.5, H*(A3Z,) = —25—= e H*(X;Z,) = —2_—=. Mostra-

(¥") (¥3)

remos que A mnAaoc & um retrato de X. Se assim o fdsse,

teriamos o seguinte diagrama comutativo

X
de mddulos e homomorfismos ffp” l r
A —— A
H* (X) 1a

1 Jer

H*(A) ~ Hx{4)

Usando somente a estrutura do mddulo de cohomolo-

gia, wvemos que tal situagho € perfeitamente possivel:

H*(X) Zz, ¢ Z, 0 Z

o e

H*(A) zZz, ¢ Z,2 0 0O

Seja y o gerador de HZ(X). Se A fdr um retra-
to de X, ¥ estd na imagem de 1r*; logo, se x € o ge-
radoer de Hz(A), r*(x}) =y e assim r¥{xUx) = r*{x) U
U r*(x) = yUy = Yg. Mas xUx = O logo y2 = 0, uma con-
tradigao!

Em verdade, éste resuliado permite resolver um pro
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blema de extensfo: Sabemos que g3 = {(zl,zz) € c? |

+ 7,7, = 1] e p* = {(zl,zz)ec2lzl_

5%5 Z1+Z‘ Sl}

Z1%q 2%2

e que S ¢ a linha projetiva complexa [zl,zzj.

- 2
Hopf definiu a aplicagaoc h:S3 + 5 dada por h(zl,z2) =

= [21’22]’ A adjungéo de D;"L a S2 por meio de h &

o espago X e & entdo imediato de ver que h nao pode
L

ser extendida a E (se o fésse, teriamos uma retragio

de X em A).
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