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APRESENTACAOQ

As presentes notas visam dar uma pequena introdugdo
4 Andlise Funcional levando a uma aplicaglo importante e
significativa desta teoria, A resqlugao do problema de
Sturm=-Liouville da teoria das Equagaes Diferenciais Ordi-
nérias. Estas notas foram escritas especialmente para o
82 Coldgquio Brasileiro de Matemdtica mas nelas aprovgita-
mos ao mdximo possivel o mosso texto de "Andlise Funcional

e Aplicag%es“T ao qual nos referiremos como AFA.

Para a compreensio das presentes nﬁtas exige-se . a
familiaridade com a linguagem dos espagos métricos e dos
espagos vetoriais.

Demes uma visfo de conjunto sdbre o problema de
Sturm-Liouville e sua relagfo com o resto destas notas:

0O teorema fundamental da teoria de Sturm-Liouville
€ o teovema 2.4 do cap. IV. Quando aplicamos o método de
separagéo de varidveis a prob}emas de Equagﬁes Diferen-

. » * Y s - ~ . :
ciais Parciais caimos muitas vezes num sistema de Sturm-

1.
Chaim Samuel H¥nig, "Andlise Funcional e Aplicagbes”,

2 volumes, Insfituto de Matemdtica ¢ Estatistica da Uni-
versidade de Sao Paulo, 1970.
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Liouville (ver cap.IV, §2,A) e num problema de desenvolvi
mento ortonormal em série de autofungdes do sistema de
Sturm-Liouville. No caso particular da equagdo da corda
homogénea vibrante isto se reduz a um problema de séries
de Fourier (ver o Exemplo do fim do Apdndice "Séries de
Fourier" no cap. II) o que nos leva naturalmente ao estu-
do destas e da teoria dos espagos de Hilbert. Neste caso
a possibilidade do desenvolvimento oftoﬁormal é demonstra
da de modo relativamente simples; no casec geral porém &s-
te estudo € muito mais complexo. Comegamos transformando
o problema diferencial numa equagao integral de.Fredhdlm
com nicleo hermitiano através da funghoc de Green do pro-
blema (teoféma 2.3 db.cap. IV). Esté'equagéo iﬁtegral,-é
qual corresponde um operador hermitiano compacto no espa-
¢o prehilbertiano ‘CLz(P)([a;b])’ é estudada no §1 do-
cap. IV e éste estudo € baseado na teoria espgctral dos o
ﬁeradores hermitianos compactos (teoremas 3.8, 3.9-9 3.10
do cap.II1). Os pardgrafos iniciais do cap.lil sAo prepa-
ratdrios para esta tesria espeétral e nos capitulos T e iI
damos, entre outros, os resultados necessdrios para o
cap.IIT. Partes complementares nfio necessdrias para a li-
nha acima levando & solugdo do problema de Sturm-Liouville
sdo precedidas de E:; .

Estas notas contém perto de uma centena de exerci-
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cios. O0s precedidos de (4) sfo em geral rotineiros e ser-
. - - L]

vem para verificar se as nog¢des apresentadas foram bem

compreendidas; os exercicios precedidos de (*) sfio em ge-

ral mais dificeis.

S&o Paulo, margo de 1971

Chaim Samuel Hbnig






NOTAGDES

Usamos as notagbes habituais de Bourbaki para a teo
ria dos conjuntos, a dlgebra e a topologia geral.

Lembremos que N, Z2,'Q, R e C indicam, respecti
vamente, os conjuntos dos inteiros naturais, dos inteiros
relativos, dos numeros racionais, dos nimeros reais e dos
mimeros complexos. R+ indica o conjunto dos nﬁmerps re-
ais positivos.

Dados mimeros reais a < b, fa,b] e ]a,b|] indicam,
respectivamente o intervalo fechado e o intervalo aberto
de extremidades a e b,

Se ) € um ndmero complexo, A indica seu comple
xo conjugado,

¥ indica o conjunto das fungdes ou aplicagbes f
definidas no conjunto £ e a valores no conjunto Fj; es
crevemos |

fi:B s F
e também
f:1x € E W f(x)eF
para indicar a funclo f.
Dade uma aplicagédo f:E + F e um subconjunto A CE,

indicamos por fl a restrigdo da aplicagdo f ao subcon

A
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Junto 4.
Por seqfiéncia entendemos tanto uma seqfiéncia fini-
ta
(xn) n=l,...,m

como uma sequéneia infinita e quando nido houver

(xn)neN
perigo de confusfo escrevemos simplesmente "a sequdncia
xn" .

Dado um espago vetorial E sébre um corpo K,
E* dindica o seu dual algdbrice, isto &, o conjunto das

formas lineares definidas em E (aplicagdes lineares de

E em K). Dado x' em E¥, para tode x € E escrevemos

{(xt,x) = {x,x?) = xt(x).
Num espago métrico E com uma distincia d, dados
ACE e x€ E, d(x,A) indica a distadncia do elemento
X ao conjﬁnto A:.

.d(x,A) = inf{d(x,a)}a ¢ A}.

Dado um subconjunto A de um espago topoldgico E,

indica o interior de A e A sua aderéncia.

o

PARA OUTRAS NOTAGOES, VER O INDICE DE NOTAGDES.

A menos de mengio explicita em contrdrio todos os

resultados destas notas, bem como as respectivas demons-

- - . . .
tragbes, sfo vdlidos tanto para espacos vetoriais sobre. o
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corpo € dos mimeros complexos como para espacos vetori-

. A e »
ais sobre o corpo R dos nimeros reais.

Consideramos sempre egpagos vetoriais complexoes,

a passagem para espacos vetoriais reais fazendo-=se por a-

daptagaes dbvias. Por exemplo, passando a considerar,

quando for o easo, seqliéncias e funcbes a valores reais

em vez de valores complexos etc.

As proposigaes e os exercicios_ sfio numerados den-
tro de cada capitulo. O exercicio 3.5 se refére a0 exerci
cio 5 do §3 do capitulo em que a referdncia & feita; o teo
rema ITT.2.7 se refere ao teorema 7 do §2 do capitulo IIT.

As partes assinaladas por g:; nio sao necessdarias
para 65 resultados levando ao problema de Sturm-Liouville.
0 leitor qué néoltiver lido as desigualdades de Hblder e
Minkowsky pode éempre substituir a norma || “P pela nor-
‘ma ||.||2 e aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwartz em

vez da desigualdade de Hblder ( tomando p = pt = 2).
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CAPITULO I

ESPAGOS DE BANACH

§1 - Espagos normados

A - Normas

DEFINIGAO - Dado um espago vetorial E 'sdbre €, uma

seminorma sdbre E € uma aplicagdio p:E 4+ R

tal que 7
SN, - Para todo x € E e A € ¢ temos p(Ax) = [A|p(x)
SN, - Para quaisquer X,y ¢ B temos plx+y) = p(x) +
+ p(v).
Dizemos gue uma seminorma & uma norma se p(x) = 0 impli
ca x = O. Neste caso, em geral, escrevemos | x| em lugar

de p(x) acompanhando eventualmente esta notagldo por ou-
trans indicagdes (por exemplo, (x| _, ”x”(m), 1|l soetal -
- T p pipic T
como veremos).
Se p & uma seminorma scbre E, € imediato que pa
ra quaisquer x,y € E temos |p{x}-p{y)| = p(x-v).
Um espago vetorial munido de uma mrma se chama de

espago normado.

Dado um espag¢o normado E, 4 sua norma estd natural



-2a

mente associada uma disténcia d(x,y) = |x-y

E fdeil verificar que estlo satisfeitas as proprig

dades que caracterizam uma distdncia:

dl - d(x,‘y)

V)

0 e d(x,y) =0 ¢ x = v;

d2 - d(y,x) = a(x,v);

a3 - d(x,z) = d(x;v) + d(y,2z) (propriedade triangular).

Quando a distidncia & definida a partir de uma nor-

ma, & imediato que ela ainda goza das seguintes prbpriedg
des:

d4 - d(x+z,y+z) = d(x,y) (invarianga por translac¢des);
d5 - d(ix,\y) = |A]d(x,y) (homotetia).

-+ EXERCICIO 1.1 - Demonstrar que se uma distincia sobre
um espago vetorial E satisfaz as pro-
priedades di4 e d5, ela provém de uma norma. [Sugestlo:

considerar ”x” = d{x,0)].

Consideramos sempre um espago normado como munido
da disténcia natural associada 4 sua norma. Déste modo &le
se torna um espa¢o métrico e como tal herda portanto tdda
linguagem associada aos espagos métricos e A sua topologia.

Lembremos algumas definigdes e propriedades: Se ja
E um espage métrico com disténcia d.

1) Dizemos que a seqliéncia X, converge para o elemento

E
X, escrevemos X, + X ou X, + X gquando d(xn,x) -+ 0,
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2) Dizemos que a seqliéncia X, € uma seqBidncia de Cauchy

W
(~]
o
o

se dado e > 0 existe n, tal gue para m,n
mos d(xm,xn) < e, Téda sequdncia convergente & uma seqlién

cia de Cauchy.

3) Dizemos que B & completo se tdda seg#éncia de Cauchy

de E f£O6r convergente {em E). Exemplos: R, ¢, R®, ¢™
com a disténcia euclidiana habitual sfo completes., O con-
junto Q dos numeros racionais nfo & completo guando mu-
nido da mesma disténcia,

Dade a > 0 e x € E indicamos por
Ba(x) = {y e E | a(x,y) < a}

a bola aberta de centro x e raioc a e por

1A

a}

B,[x] = {y ¢ E | d(x,y)
a bola fechada de centro x e raio a.
EXERCICIO 1.2 - Seja E um espago normado e | [ a sta

NOITME

a) Demonstrar que a aplicagio xEElf-Hx” € R & contimua.

b) Demonstrar que x —x dimplica Hxn”-—>”x .
¢) Demonstrar que as aplicacgbes
(x,5) € ExEr=x+y € E e (A,x) € CXEr~Ax € E

sdo continuas {consideramos EXE e OCXE munidos da

topologia produto).
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d) Demonstrar que X, * X, ¥y, *¥y e A -+ ) dimplicam

X + vV

+ X+ e X 4 Ax .
n I o4 )\nn

DEFINIGDES - Um espago de Banach € um espago normado com-

pleto. Um subconjunto A de um espago norma

‘do se diz limitadq se temos sup|x| < =.

EXEMPLO N1 - C - Sdbre o corpoe € dos ndmeros complexos

a fungdo X € C+— |X]| € R, € uma norma.

EXEMPLO N2 - ¢(X) - Dado um espago compacto K, indicamos
por C(K) o conjunto das fungdes de-

finidas em X e a valores complexos que sfo continuas.

A menos de mengdo explicita do contrdrio, C(X) ¢&.sempre

munido da norma
x € C(K) — ||x|| = sup |x(&)]| .
: t€K

EXEMPLO N3 - Cp ([a,b]) - Indica o conjunto ¢([a,b]) mu-
1

nido da norma
b
x € c(law])—=[xly = [0 |x(e)|at .

¥EXEMPLO N4 - t_(I) - Indica o conjunto das familias
% = (xi)iEI de mimeros complexos
tais que |[|x|_ = sup |xi| <ws x €4 _(I)—|x[| & uma nox
ieT = ®

ma .

£ EXEMPLO N5 - &l(N) - Indica o conjunto das seqléncias
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@

x = (x de mimeros complexos tais que Hx“l =T |an““
=

n’‘neN

x € %l(N)wa-”xHI é uma norma.

EXEMPLO N6 - C(m)([a,b]) - Indica o conjunto das fungdes
definidas em [a,b] e a valo-
res complexos que sio m vézes continuamente diferencid-

veis; com a notagho do Exemplo N2

x € ¢l ([a,p1)— [x| (™ - Joup =2y

(1N

uma norma.

+ EXTRCICIO 1.3 - Demonstrar que o espag¢o normade C(K) &
completo.

=+ EXERCYICIO 1.4 - Demonstrar que CL (Ca,bl) nab é com-
1 .

pleto.

¥ EXERCICIO 1.5 -~ Demonstrar que o espago Ll(N) & com-

pleto.
EXERCICIO 1.6 ~ Definig¢des: Dizemos gue um espago topold-
gico é separdvel ou de card-

ter enumerdvel (escrevemos C RO) se existe um subconjun

to enumerdvel denso no espago todo, Dizemos que num espa-

go topoldgico estd satisfeito o primeiro axioma de enume-

rabilidade (escrevemos VR ) se todo ponto tem um siste

ma fundamental enumerdvel de vizinhangas. Dizemos gque num
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espago topoldgico estd satisfeito o segundo axioma de enu-

merabilidade {escrévemos O NO) se &éle tem uma base enu-

merdvel de conjuntos abertos.

a) Demonstrar que O No = V &0 e C Ro'

b} Demonstrar que num espago métrico temos C R = OR .,

c) Demonstrar que todo subespago de um espago O No g
¢} RO. Isto vale para espagos C NO ?

d) Demonstrar que o espago de Banach C¥(R), das fungdes
continuas e limitadas definidas em R (munido da nor-
ma sup), ndo € separdvel. [Sugestlo: considerar

”eirx _ eist

para 1,8 € R.]

LEMA 1.1 - Sejam E e F espagos normados ¢ f uma apli
cagdo linear de E em F. Slo equivalentes as

seguintes propriedades:

a) f & continua na origem

b)  sup [f(x)|| =M< =
[=[l1

¢) Existe C > O +al que |£(x))] = ¢]x| para tode =x ¢BE

d) f & continua,

Demonstracdo: a) = b). f sendo continua na origem, dado

€ >0 existe & > 0 tal que

|zl ¢ & implica l£(x)]| £« e e portanto |x| € 1 implica
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[£(x}} = g-. b) = c). Para todo x € E, x £ 0, ¢ eclemen-

to ﬂﬁmﬂ tem norma 1 e portanto ”f(ﬂfﬁ)” < M, isto £,

|£(x)| = Milx|'s c) = a). se Hx-xou < %; entdo
”f(x)—f(xo)” = ”f(x-xo)H < C”X—Xon < e. d) = a) € evi-

dente.

EXEMPLO N7 - L(E,F) - Dados espagos normados E e P,

L(E,F) indica o espago vetorial
das aplicagdes lineares contfnuas dee E em F munido da
norma

= L(E,F)b-”f“ = up ”f(x)n .
<1

I
Para todo x € B temos portanto |f(x)| = [£}f |[x|| e ||
¢ a menor constante C tal que |£(x)|| < c||x||] para todo
X € E (ver o exercicio 1.7).

Quando F = € indicamos por E' = L(E,C) o dual
topoldgico de E, isto &, o espago vetorial das formas 13i

neares continuas sdbre E. Escrevemos L(E) = L(E,E).

+ EXERCICIO 1.7 - Com as notagbdes do Exemplo N7 demonstrar
que

a) f ¢ L(E,F)— ||f]| & uma norma

p) £l = inf{c ||£(x)[| s ¢||x|| para todo =x ¢ E}

e) |If(x)| = i£lllx]| para todo =x € E e f ¢ L(E,F)

* BXERCICIO 1.8 - Seja E wum espago normado e F um es-
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pago de Banachj; demonstrar que L(E,F) & um espago de

Banach.,

EXERCICIO 1.9 ~ Sejam E,F e G espagos normados e
s ¢ L(E,F), B € L(F,G). Demonstrar que

Boe 4 ¢ L(E,G) e que [|Beal = |alliBll.
LEMA 1.2 - Seja E = ¢([a,b]) e F = C([lc,d]); seja
K:le,d] % [a,b]—C

uma funcfio continua. Para todo x € E definimos
b

(xx) (%) = ‘f K(t,s) x(s)ds {(c =t = d);

a

b
k € L(E,F) e temos |k| = sup '[ IK(t,s)|ds .
cst=d “a

Demonstracfo: E imediato que k € uma aplicagfio linear

de E em Fj; sua continuidade segue=-se de

b

b
[Go) (9] 5 [ (500 x(o)lax = [ [x(e,0) |as ]
que implica gue

b
|iex]l = sup [ [K(t,5) [as.|x|
cstsd

e portanto

b
x| = szp j, |K(t,s)|as .
a
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OBSERVAQAO - Pode-se demonstrar que na majoragido Preceden
te de |k| vale a igualdade [ver AFA, cap.II,

§3, Ex, L3]. Em geral, porém, nos exemplos concretos conhe

ce=-se apenas majoragaes Para a norma do operador; ver os

exercicios 1.11 a 1.14.

.

EXERCICIO 1.10 - Sejam E = ¢([2,b]), F = C({c,d]) e
G = @{[e,f]); sejam Kl:[c,d]x[a,b] -+ ¢
e Kzz[e,f]X[c,d] % € fungbes contfinuas e k, € L(E,r) e

k, € L(F,G) os operadores definidos por K, e X, res-

pectivamente. Para (t,x) € [e,f]x[a,b] seja K(t,r) =
d

='[ Kz(t,s)Kl(s,r)ds e seja k € L{E,G) o operador de-
c

finido por K. Demonstrar gque k = k2° kl.

X APENDICE - As desigualdades de Hblder e Minkowsky.

Dado 1 =< p = « indicamos com p' o elemento de
[1,2] tal que %—+ %ﬁ = 1. Temos p" =p, 1l' =« , 21=2
dizemos que p e p! sfo expoentes conjugados.
1 1/p
n s s P
.Dado x € € definimos HxHP = [jéllle ]
quando p < = e ”x"m = sup |x.|.
’ ' l< jen Y
o b Yo
Dado f € ¢([a,b]) definimos ”f”p = E/ If@dpdx]
a
gquando P < = e ||f||m = sup |f£(x)].
agxgb

LEMA 1.3 - Seja 1 < p <« «3; para quaisquer a,b ¢ R+ temos
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ap bp‘
N
p pt

A

ab

.

Demonstracgdo: Comsideremos a curva

1

b = aP"l (a = pP7L = P’

que & estritamente crescente (convexa se p =z 2 e cSnca-

va se p = 2).

b=ap-l
LI
b E’, a='b:p 1
A
0 el
a

Temos, entdo, ab < drea OaA + drea 0Bb, isto &,

a 1 b ‘1 p bP'
ab = /f tP™as +’f P g = 2 4 2
0 0 Y p
TEOREMA 1.4 (a desigualdade de Hblder) - Sejam 1 = p,piso,
. 1 1
tais que 5—+ Pt = ls

a) dados x,v € € temos “xy“l = ”X”p ”Y”piT , isto &,

definimos =xy = (xlyl,xzyz,...,xnyn), interpretando
x € ¢”  como umae fungdo Jj ¢ {l,...,n}ha-xj € C e Xy

é portanto a fungio produto.



1, 1/p?
y.|p ) guande 1 < p <

n n :
<e e I |xy.l= = |xj[v sup |yj]1 quando p = 1,

b) Dados f,g € C([a,b]) temos “fg“l s ”f“p Hg“Pl .
isto €,
b

N
[Cetet0las slf Teo1Pax]

a

||—'

b
ﬂ; lg(x)]p?dx] quando

o=
e

l<p< o e

b b '
j, [f(x)g(x)ldx éj/ If(x)IdX°sup |g(x)| quando p=l.
a a aZxshb

Demonstragﬁo: a) Supomeos 1 « p,p' « » pois senfio o teo-

rema & evidente. Pela mesma razfio, basta
considerar o caso em gue X # 0 e ¥ # C. Aplicando o
Lema 1.3 aos pares

|x, | |y .| :
a, J e b, = —3 J=1,2, 4 ee,m,

A EN T

P p'
=gyl 2 Iyl +% byl

Il P Uxl)® P (vl

e ofetuando a soma membro a membro das desigualdades wvem

g- IXJYJI

. 1 n
< 1 1 g%}]x [P+AE, 5 [ Ipi
. == - & ; Tt T Y

e L <3 3=+ 2 P ||Y||§. j=1 Y
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11
= F+ts =1, cQD

b) O teorema € evidente para p = 1 ou «. Quando 1 <p<

< ®, para todo x € [a,b] consideramos o par
a(x) = |£{=) | e  b(x) = |e(x) |
BN el

ao qual aplicamos o Lema 1.3:

le(x)e(x)] | le=)IP le(x) [P

e Tel,, 2 T el P
Hlplslpr =2 (e )P P (lell, 07
Integrando esta desigualdade em [a,b] segue o resultado.

TEOREMA 1.5 (a desigualdade de Minkowsky) - a) Para quais-
guer x e Yy en c™ temos ”x+y”p = “x”p +

+ Hy”p , isto &,

L

P

o p %’ o p %' - D
Z | x_ 4y, ] = [ n o |x. ] + [ b . ]
AR ENEN Z,7l

b) Para quaisquer .8 € ¢([a,b]) temos ”f+g“P < Hf“p +

+ lefl, -

Demonstragio: a) Temos

z AV, = e Y
j:lli+yJ| jElli+yJ| IxJ+yJI



n
D=l p=-1 T
= jEllxj+yJ| x50+ Ellxa*y | lyjl
1 1
n ( -
- p-l)p']s‘f [ 3 p]p
AL 2 D
1 1 tt
n n —
(p-l)p']F* [ p]
+ | = + z b
[J=llx v .l j=l]YJ|
n p11- %
= [ Z 1P Py, 5 Il

isto €,
s p o p l'%
Ealxgrgl® = [2 I IP] 2l + D9l

Dividindo ambos os membros pelo primeiro fator do segundo
membro obtemos a desigualdade de Minkowsky.

n
b) A demonstraglo € andloga 3 de a) substituindo I _ por

b J=1
fa. .

EXEMPLO N8 - m’; - Seja 15 psx o, mg indica o espago
vetorial €¢" munido da norma
n
n 1
=€ €% x|, ondo [lxl, = [E Ix,IP1™? quamao p x =
e |[x||m = sup |x.|. Da desigualdade de Minkowsky segue
l¢ jsn Y

a propriedade SN2; as outras propriedades de norma sfo de

verificagio trivial.

Aplicamos a desigualdade de HBlder a ambos os t8rmos e
relativamente ao par (p',p).

Tt Lembrando que (p-~1)p' = p e =

1 - P °

B =



e1ke

EXEMPLO N9 - G (Ffa,b]) - Seja 1= p 2 o e ([a,b]) in
P 5]
‘dica o espago vetorial c([a,b])
munido da norma f € G([a,b])r—*”fﬂp onde ”f”
D[ |f lpdx] /p quando p < = e ”me = sup |[f(x)].
a<xgb
Da desigualdade de Minkowsky segue a propriedade SN23; as

cutras propriedades de norma sZo de verificag&o trivial.
3 ’ '

OBSERVAGAC (para quem conhece a teoria da integracaoc de
o Lebesgue) - As desigualdades de Hblder e
Minkowsky ainda valem guando comnsideramos os espagos veto
riais LP([a,b]) das classes de equivaléncia [identifica

mos fungdes que sé diferem num conjuntoe de medida nula]

de fungaes mensurévels b [a b] + C tais que “f“

onde |f” D[ ]f(x)lpdx] quando p < e e

”f“m = supess |[f(x)]| = inf{C]{xE[a,b]llf(x)| > C} tem me
xcla,

dida nula}. O espago LP([a,b]) € completo e C([a,b])
é denso nele quando p < =,

Mais geralmente, dado um aberto U c rR" pode-se
considerar andlogamente os espagos Lp(U).

Nos 4 exercicios que seguem consideramos o mesmo
operador k definido em 1.2 mas munimos os espaces

€([a,b]) e C([c,d]) de outras normas.

EXERCICIO 1.11 -~ Seja E = cLl([a,b]) e F = GLl([c,d]).

Demonstrar que
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b

”k” £ sup }/ ]K(t,s)]dt .

asss=b

EXERCICIO 1.12 - Seja E = ¢ (laypl) e F = c(le,d]);
1

demonstrar que

[} 3¢l

A

sup{|K(t,s)| a =

1A
on
1A
P‘
o
A
ot
1A

al .

* EXERCICIO 1.13 -~ Seja E = ¢ ([a,bj) e F = ch([c,d]);

P
demonstrar que

[/dc{/bhqt,s)[w ds]q/p'dt]é—

onde %—+ %ﬁ = 1. [Sugestdo: aplicar a desigualdade de

%]

WA

H8lder.]

* EXERCICIO 1.1% - Seja E = C; (Lasb]) e F = ¢y ([e,da])
‘ P P

se ja
d b :
A = sup ‘/ IK(t,s)ldt e B = sup / IK(t,s)Ids .
ass=b J, cEt=Ed /4
11
Demonstrar que || = AP BP,
1004
[Sugestio: considerar |K| = |K|p ]K|p e aplicar a desiw

gualdade de H¥lder no cdlculo de | kx| .]
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*
% B - Topologia dos espag¢gos normados

DEFINIGAO - Dadas duas normas p e g s8bre um espago
vetorial E dizemos que a norma p € mais
fina que a norma g, escrevemos Pp » q ou d < p, Se &
aplicaglo idéntica
E C.E i
P a

for continua, isto &, se p define sobre E uma topolo-

gia mais fina que q.

PROPOSIGAO 1.6 -~ Sejam p e q duas normas sdbre espago
vetorial E; as seguintes propriedades

s3c equivalentes:

1) a < P;
2) existe uma constante a tal que para todo x € E

temos q(x) = ap(x).

De fato: gq(x) = ap{x) « p(x) = ;- impliga

1A

g{x) = ¢ e p(x-xo) %— implica q(x-xo) s e @ Ep c. B

9

€ contfnua no ponto x .

Dizemos que duas normas p e d s0bre um espacgo

vetorial E sio equivalentes se temos ao mesmo tempo

t indicamos poxr Ep o espago vetorial ¥ munido da nor-

ma p e da distédncia e topologia correspondentes.
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P>rq e g p.

E imediata a demonstraglo da

PROPOSIGAO 1.7 - Sejam p e q normas sSbre um espaco
vetorial E; as seguinﬁes propriedades

sfo equivalentes:
1) »p e g s80 normas equivalentes.
2) A aplicagBo idéntica E, e E, ¢ bicontinua.

3) Existem constantes a,b > 0 +tais que para todo x€E

1A

temos: ap(x) 5 q(x) = bp(x).

OBSERVAGAO - Se duas normas s3o equivalentes as suas dis-
tdncias sfo uniformemente equivalentes e por
tanto ambas tém as mesmas sequéncias de Cauchy e os mes-

mos subespagos completos.

EXEMPLO - SSbre C" tddas as normas || l, (1=p=a)

sfo equivalentes; isto segue imediatamente da

relagao 1
Il = lI<ll, = = J=l,
isto €&,
n L L
sup ]x_| = [ z |x.[p]p = nP sup ]x.] .
lgjsn J j=1J isjzn ¢

TEOREMA 1.8 - T3das as normas s8bre um espago vetorial E

dimensfo finita sfo equivalentes.
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Demonstragao: Se ja e e uma base de E; vamos

PYEEREL

demonstrar que gualquer norma, p sobre B

¢ equivalente &4 norma

I}
ey
3

x € Ev~beHl
n

onde X = ii X@g
Seja b = sup{p(el),...,p(en)}; para todon x € E  temos
p(x) = ofxl, pois p(x) = B(E %) = F Ix;ln(e,) =
= b”x”l. Portanto, a funglo p:x € EH ”i—u-p(x) € R, é
continua e como S; = {x € E | |Ixfi, = 13 '§ um subconjun-
to compacto de E“ ”l, .p atinge seu minime a =z O num
ponto x_ € S;3 X £ 0 e portanto a = p(xo) é estrita

mente positivo pois p & uma norma. Daf segue que para

todo x € E temos pfﬂiﬂ;) z a, isto &, a“x“l = p(x).

COROLARIO - Todo subespago vetorial de dimensdo finita de
um  espago normadce é um subespago completo

(e portanto fechado) e localmente compacto.

Demonstragao: Do teorema segue qﬁe se © subespag¢o tem di-

. n
mensio n entlo 8le & equivalente a C

munido de sua norma habitual. O resultado & pois conse-

gliéncia da observagho que segue a Proposigio 1.7.

EXERCYCIO 1.15 - Seja m > 0 um inteiro; demonstrar que
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entre todos os polindmios P ¢ G[X] de grau =m e tais

que P(O) = 1 existe um que torna minimo o valor

1
/,[P(t)]dt.
o _

=+ EXERCICIO 1.16 - a) Definir a nogéo de norma para espa-
¢os vetoriais sdbre o corpé Q dos

nimeros racionais.

b) Demonstrar que sdbre Q2 nem t4das as normas sio equi

valentes. [Sugestlo: Seja E € R n-[ Q ; mostrar que
(x,5) € QxQ — |x+yE| ¢ R,

define uma norma gque nio € equivalente as normas "habitu-

ais" sSbre QxQ .]

PROPOSIGAO 1.9 - a) Dado um subespago vetorial fechado F
de um espago normade E, F £ E, e da

do e > 0 existe X_ pertencente a E com ,er“ =1 e

tal que d(xe,F) > l-e, 4 '

b) Se F fér de dimensBo finita existe X € E tal que .

x| = 1 = a(&,F).

Demonstragéo: a) Seja x ¢ E, x ¢ F e seja 6§ = d(x,F).

Entdo existe ¥, € F- tal que
yo‘x '

8 (1+e); tomando Ky = = ﬂ;;:}ﬂ— temos

”xe“ =1 e para tode v ¢ F temos

1A

b5 v,
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=

I

) ot ol = 5o

&

& i l+e j > 1 - . e"::-

vzl = Iy * o

[

b) Se F for de dimensfo finita, F & um subespago veto
rial fechado e localmente compacto (Cf. o coroldrio do

Teorema 1.8} e portanto dado x € E, X d¢F e b; >8 =

= a{x,F) entdo Bél[x] nF € um conjunto fechado, limi-

tado nfo vazio de F e portanto compacte e existe pois

um ponto Yo déste conjunto tal que d(x,yo) =

= d(x,Bg_[x] N F); mas d(x,B6 [x] n F) = d(x,F} = entfo
1 x~¥q 1

basta tomar X = s

X—y’o

d(X,'YO) B

d{x,F) = W§%§;ﬂ d(x-yO,F) = HE%;—“d(x,F).= —ﬁ;:§—ﬂ-_ 1.

COROLARIO (F. Riesz) - Um espago normado E € localmente
compacto se, e sbméﬁte se, £8r de dimensfdo fi-

nita.

Demonstracho: Do Teorema 1.8 segue que todo. espago de di-

mensio finita ¢ localmente compacto. Se um
espago normado E nfo £3r de dimensfo finita, entho, se-
gue da Proposigfio que existe uma sequéncia x € E com
“xn” =1 e tal que Hxn-xm“ z 1 para m < nj basta to-

mar x, com lx, ]l = 1 e J& temndo xj,..eyX, nas condi

~ r . » » 3
goes acima seja T o subespago vetorial de dimensdo fi-
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nita gerado pelos _xl,...,xn; entdo, existe X1 € E

com Hxn+1” =1 e tal que 1 = d(xn+l,F) = ”xn+l_xm” pa-
ra m = 1,2,...,n. Segue que a bola unitdria fechada de E
nio & compacta pois a sequdnecia acima, (xn), nfio contém

nenhuma subseqfiéncia convergente. Por homotetia o mesmo
vale para qualquer bola fechada e E  nfio & portanto lo-

calmente compacto.

PROPOSIGAO 1.10 - Sejam. B .e T espagos normados E de
dimensfo finita; tdda aplicacfio linear

de E em T & continua.

Demonstraglo: Seja ©)5es09e  uma base de E; de

n n
X = iﬁlxiei segue~se que f(x) = iglxif(ei)
e portante |£(x)| = b”x”l onde b = sup Hf(ei)” s
n l=i=n

X = I X.
Idy = £ I,
4 afirmagio segue do Teorema 1.8.

OBSERVAGCAO - Nio vale um resultado andlogo se apenas F
£f3r de dimenso finita, mesmo se F = € pois
sobre todo espago normado E de dimensdo infinita existem

formas lineares f:E + € que nfoc sfo contfnuas.

I
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C - Somabilidade em espagos normados

A definiglo habitual de série convergente de nidme-
ros reais ou complexos se estende naturalmente aos espa-

gos normados: dada uma seqliéncia (xn)neN de elementos

’

de um espago normado E, dizemos gque a sérieT z xn e
. . . n=1
‘convergente para o elemento x € E, escrevemos
. ’ i m
£ x_ = x, se para a seqlidncia das reduzidas s_= I x
n=1 1 . ’ : n=l
temos So + x quando m -+ o,

I

Mas em espa¢gos normados e especialmente em espégos
de Hilbert temos a nécessidade de dar um sentido a somatgd

rias da forma EI xi' guando o conjunto I dos indices
. i i _

“mnfo & necessériamente o conjunto N dos inteiros naturais.
- Quando | I .= Z, ﬁXN, Zn, etc., podemos ordenaf o conjunto
dos indices de um modo conveniente procurandec recair no
caéo que nos & familiar. Neste caso a soma da série pode

depender da ordem em gque se efefuam as somas parciais.

[==]

Por exemplo, € bem conhecido que se a série El xn de mi-~
=

meros reais x = nlo for absolutamente convergente {isto
- :

é, se I |x

I = ®} entfo dado um ndimero real qualquer T

nl

-t.

- - '. ) : x
Quando nao houver perigo de confusfio, por abuso de lin-
. - - 'y - =
guagem e de notagao, diremos simplesmente "a sdrie
©
* E x 1
n=1 =

em lugar de "a série associada a seqiiéncia (xn)nEN v,
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podemos "reordenar" a seqlidncia (xn)nEN (ver abaixo a

definigio exata) de modo que a soma da série corresponden

te seja r. Vamos dar um sentido a somatdrias I xi, sen
icI -

tido éste que vai ser independente de qualquer estrutura

de ordem sdbre o conjunto de indices T.

DEFiNIQAO - Dada uma familia (xi)iEI de elementos de um
espago normado E dizemos que esta famflia &
somdvel e tem por soma x € E, escrevemos iEI X, = X, se
dado e > 0 existe um subconjunto finito Fe c Iﬂ tai
que para todo subconjunto finito Fc I com F S Fe te~
mos |[x - igF xin < e. |
Motivaglio desta definiglo: seja (xn)nleN uma se-

quéncia de numeros reais ou complexos. S&o equivalentes

as seguintes propriedades:

o«

A) A série 3

X, € comutativamente convergente para
n=1

x.
B) Dado e > 0 existe um subconjunto finito F_,c N

tal que para qualquer subconjunto finite Fc N

com F o F_ temos |[x - nEF x| < e.
@ .
OBSERVAGOES: 1) Dizemos que a série I x € comutativa-
n=1

mente convergente para x - se reordenando=

-~a de um modo qualguer obtemos sempre uma série convergen

. N . - =
te cuja soma é x; isto &, se ¢ & uma aplicagao biunivo-
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~ @ -
ca de N sobre N e se colocarmos X = X entao
m— n - “¢(n)

2) As duas propriedades acima sfo equivalentes a dizer que
(o]

a série El X ¢ absolutamente convergente.
Il=

PROPOSIGAO 1.11 - Sejam E; e E, espagos normados e

f € L(El,Eg). Dada uma familia somdvel
(xi)ieI de elementos de E; e cuja soma & x entao.g
familia (f(xi))iél é somdvel em E, ‘e tem por soma

£(x).

Demonstracdo: Segue imediatamente da definigfo de familia

somdvel e da desigualdade

f -« & fix, = |[f(x~- . f - .
li£ (=) Ze (=) = |£(x ingl)ll < el == 2, x4
* EXERCTCIO 1.17 - Demonstrar a equivaldncia A) e B).
[Sugest8o: proceder por rédugio ao ab-

surdo para demonstrar que A) implica B).)

+ EXERCICIO 1.18 - S?Ja,*(ai)iel

uma familia de ndmeros
reais positivos e Va um numero tal gue

para todo subconjunto finito F de I temos iEF'ai £ q

demonstrar que a familia (ai)iél € somdvel e que temos

-

Z_a, = sup{'g a; | Fc I, P finito} = a .

iex 1 i€F
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»+ EXERCICIO 1.19 - Demonstrar que se as famflias (xi)iEI
(yi)iEI de elementos de um espago
normado E sdo somdveis e t8m por somas x o ¥, Tespe-
ct a -~ - . .
ivamente, entao as familias (xi+yi)iEI e (kxi)iEI
também sfo somdveis e tém por somas xX+y e Ax, respecti

vamente.

Do mesmo modo que para sdries de mimeros reais ou
complexos temos o critéric de Cauchy que nos dd uma condi
gao necessdria e suficiente bpara que uma série seja cone
vergente sem termos de cbnhecer a soma da mesma, assim
também vamos dar um critdrio andlogo para famflias somd-

velis.

DEFINIGAO - Dizemos que uma famflia (xi)iEI de elemen-
tos de um espago normado E satisfaz a con-

digao de Cauchy se dado € > 0 existe um subconjunto fi-

nito Fe c I tal que para todo subconjunto finite FtcT
e disjunto de F_ (isto € F' F, = # ou ainda

Tt [:Fe) temos “iEF' xi” < e.

OBSERVAGDES: 1) E evidente que se a familia Sam

(1) ie1
‘tisfaz a condiglo de Cauchy, entlo dado
Jc I a subfamilia (xi)iEJ também satisfaz a condigao

de Cauchy,

2) Tdda familia somdvel (xi)iEI satisfaz a condigfo de
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Cauchy. De fato, seja x = & x, e seja F_c I tal gue
lEI 1 €
para todo P O F_  com Fc I temos |[x - Z_ x.|| < e.
[ iEF 1
Tomando qualquer (subconjunto finito) Ff c I com FINF_ =
= ﬁ temos
z o= b} -x = (T .- =
“iEF‘ L niEF'UFexl * (iEFexl =)
= bN x. - x| + bX x, = x| « 2e .
AR RAE N

3) Se a familia (xi)iEI satisfaz a condigBo de Cauchy
entdo o subconjunto I¥ = {i€ I | x; # 0] ¢ enumerd-
fee]
. 1
vel., De fato, temos I¥ = A!lln onde I = {iEIIHxiuz ﬁ}

e pela definiglio da condigdo de Cauchy cada I, é finito.

TEOREMA 1.12 (o critério de Cauchy) - Seja E um espago

de Banach. Uma condigfo necessdria e sufi-
ciente para que uma familia (xi)iEI de elementos de E

seja somdvel € que ela satisfaga a condigfo de Cauchy.

% Demonstraclo: Na Observagio 2), precedente, mostramos

. - #* s . h 3
que a condigaoc € necessdaria. Recilprocamen
te, se a familia (xi)iEI satisfaz a condiglio de Cauchy,

. .
entfo, com as notagbes de Observagido 3), tomemos

2

Yo = .E X, . Vamos demonstrar que a seqliéncia v
1EIn

uma sequéncia de Cauchy: pela condiglo de Cauchy, dado

11

e > 0 existe {um subconjunto finito) F o I* (para os
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indices i & I* temos x, 0) tal que para F! c I*

com F'n F_ =@ temos | I x.J| < €. Tomemos n_ tal
e jepr 1 o
que In > F_ (isto & possivel, pois no conjunto finito
o
{=; | 1 ¢ F.} todos os x  ~tém nmorma >0 e portanto

maior que um certo 1/n ). Para m > n z n_  temos

Pt=I -I c [F, e portente |y -y || = 1,20, =il < e

(Yn)nEN sendo pois uma seqliéncia de Cauchy e E sendo

completo seja x o seu limite. Temos “x-ynn = ¢ para
n = n,. Vames demonstrar que z X, = X: para todo
i€T
F > In0 temos F' = F = Inoc: C Fe e portanto
lx -~ Z =x./l =|x - & x, = I x| =

i€F il i€Tny * ieFt i

R A I R IR

EXERCICIO 1.20 - Dizemos que uma familia de ele

(xi)iEI

mentos de um espago mnormado E € absolu~

tamente somdvel se a familia (”xi”)_eri&(de nimeros
i€l

reais) for somdvel. Demonstrar que num espago de Banach
toda familia absolutamente somdvel € somdvel. Dar exemplos
moatrandé que (ao contrdrio do que acontece em R ou -C)
uma familia somdvel nfo € necessdriamente absolutamente

somdvel. [Sugestfo: procurar em %1(N)'e em C([0,1]).]
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% §2 - Construgio de espagos normados

A -~ Subespagos

Seja E um espago normado de norma p e E0 um

subespago vetorial de E munido de uma norma p_j3 se p

o] o]

coincide com a restrigioc de. p a E0 dizemos gque EOP
. o

€ um subespago de Ep.

B - Espago quociente

PROPOSIQKO 2.1 = Dade um espag¢o nermado E e um suﬁespa-

go vetorial E0 c E a aplicagio

x| = inf |ix]|

x=x+ B € E/Eo._>
: XeEX

6 uma seminorma gque € uma norma se, e somente se, E é

" fechado em E.

Demonstracho: Temos evidentemente [|[A%| = |A][|%] pois
| li = l(x+Eo) = kx:f E . De ii} é'x+y+Eo =
;i+i segue-se quer_”i + 7 = &%) = ihf{“z” | 2z € x+¥} =

.inf{”k+y“ | x ¢ %, y€ 3} = inf{”x“+“y”lx € %, y'€l§} =

IES

1l

« 170

Para demonstrar a segunda afirmativa basta lembrar

que
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ES

O inf |[x] = G = 0¢ 3B = x+F_ = x ¢ &
XEX e

e que X =06 x¢ Eo'

TEOREMA 2.2 - Seja E um espago de Banach e F um sub-
espago vetorial fechado; o espago normado

quociente E/F €& completo.

Demonstragao: Seja in ¢ E/F uma sequéncia de Cauchy;

passando a uma subsequéncia podemos supar

. . . 1 A
que para m = n temos ”xn - xm” < . Por recorréncia
2
. 1
odemo scolher x X tal - -
P 5 e n € Xy que “xn. xn+lH < PE: ¢ @

seqiléncia x €& E ¢& portanto uma seqgi#éncia de Cauchy. E

sendo completo ela converge para um eleméﬁto X € E; . de

. .
X - X
n

= ”xn - x| segue-se que x o ifi Y caD

EXERCICIO 2.1 - Demonstrar que toda espago normado £ po
de ser completado; mais precisamente:
a) Demonstrar que sébre o espacgo vetorial E das seqitén-
cias de Cauchy (xn)nEN de elementos de E a aplica-
gdo (xn)nEN € E'~*H(xn)n = sup Han é uma norma.
neN
b} Demonstrar que o0 subespago vetorial EO de E formado

pelas seqiiéncias convergentes para 0 & fechado,

~

c) Demonstrar que o espago quociente & = E/Eo € completo.

d) Demonstrar que a aplicaglo x ¢ E~—% ¢ £ (onde %
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indica a classe de equivaléncia em E/ﬁo da seqiténcia de
Cauchy constante x = x) & uma isometria (isto &, ]| =

= ||x||) 1linear de B s0bre um subespago denso de E.

¢ - Espago produto

PROPOSIGAO 2.3 - Seja E = E XE, X...X E_ o espago veto=

2

rial produto dos espagos normados

B Eyse.,E ;5 para todo x € E difinimos =i, =

1A

n s
= sup x| e x|, = [j.siluxjup]l” se 12 p< =, As

1= jEn
aplicagbes X € E«—e~“xup €R,_, 12psE =, sfio normas e-
gquivalentes que definem a topologia produto sdébre E e

induzem sdbre cada Ej sua norma. Indicamos éste espago

P
por El XewaX En .

Demonstracho: Da desigualdade de Minkowsky (Teorema 1.5)

segue que as_apliéagaes | Hp sdo normas
sdbre E. A-quivaléncia destas normas segue de
x|l = Hx”p = nﬁux“m; as outras afirmagdes sio trivialmen

te verificadas.

D -~ Qutros processos de construgao de espagos normados

PROPOSIGAO 2.4 - Seja E wum espago vetorial.

a) Se p & uma seminorma sébre E e )\ > O entdo Ap

é uma seminorma sdébre E (onde (Ap)(x) = Ap(x)).
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b) Se PiseessP, s8o seminormas, sdbre E entlo Pqteset

+ p, € uma seminorma sdbre E (onde (pl PR pr)ﬁﬂ=

= pl(x) taaat pr(X))-

c) Se PysesesP sho seminormas sdbre E, entdéo sup Pp.
¥ : 1=i=r °
é uma seminorma sobre E (onde ( sup P.)(x) =
1sis=r *
= sup p,(x)).
1=iZr

A demonstragho desta proposigho & imediata como

também o & a demonstraglo da

PROPOSIGAO 2.5 - Seja E wum espago vetorial e seja
(Ei)iEI uma familia de subespagos veto-

riais de E; seja p; uma seminorma sdbre Ei.
a) 0 conjunto E_ = {x ¢ || E, | sup p.(x) < »} & um
o . i . i
i€ i€XL
subespago vetorial de E (eventualmente reduzido a
fO}) e a funglio x € B+ (sup p,)(x) = sup p.(x) & uma
o ] i . i
: icT icT
seminorma.

b) O conjunto E__={x€ (| E, | T p,(x) < »] & um
o0 - T . i
iecT i€l

subespago vetorial de E (eventualmente reduzido a

{0]) e a funcdo x ¢ Eoohﬂ-( z pi)(x) = I pi(x) é
icI icI

uma seminorma.
EXEMPLO N 10 - Ca(U) - Seja U um intervalo (finito ou

infinito, aberto ou nfic) da reta

e seja 0 < a = 1; para tdda funglo f definida em U
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definimos
| £(x)~-£(¥)|
sup{ —m8M8 ——— | x,v € U, x # ¥}
| -y |

'inf{cl |f(x)-f(y)| = clx-y|a, ¥ x,yeU}

[£]

a

e indicamos por Ca(U) o conjunto das fungbes f defini

das em U e tais que [:E‘]OL < ®.

¥ imediato que ca(U) § formado por fungbes conti

nuas e que [f]OL = 0 ® f €& constante. Tomemos um ponto
x_ € U; para todo f ¢ ca(U) definimos ||f||OL = [f(x )| +
+ [f], + Vamos demonstrar que “f”CL define uma norma so-

bre cd(U){ do que acabamos de dizer segue que € sufici-
ente demonstrar que [ ]a ¢ uma seminorma: para cada par
X, vy € U com x #y &a fungho f ¢ Ca(U)r—*If(x)-f(y)] é

uma seminorma e da Proposigfo 2.4-a) segue que a fungfo

f e cc(,(U)'“’- |f(x)-f(y)| € R

| x-y]® *

também & ume seminorma; da Proposigdo 2.5-a) segue entdo

que a funclo

f € Ca(u)k—, sup{lf(x)-f(g)l | x,v € U, x#y }
| - |
tambdm € uma seminorma. cQD

OBSERVACOES: 1) Costuma-se chamar as fungOes de CG(U) de

-a;Hﬁlderianas'ou H¥%lderianag de ordem @
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(e também Lipschitzianas de ordem als

2) Para o > 1 & imediato que as fungdes g-HbBlderianas
sdo constantes e a noglo nfio apresenta pois interdsse.

3) Variando o ponto o € U obtemos normas quivalentes
"sdbre Ga(U); éste espago é completo (ver exeréicio

2.2).

"EXERCICIO 2.2 - Seja {d um espago métrico e d a sua
distdncia; seja O'< g = 1. Definimos
c () = {£¢ CQ[[f]a < »} onde
b i -1
[f]a= sup{%| X, ¥ € 0, x £ ¥}
d(st) )

= inf {c | |£(x)-£(y)| = ca(x,y)%}.

Tl

Dado um ponte x_ € Q, para todo f.é'ca(ﬂ)- se ja
e = 1ot )]+ o1, -

a) Demonstrar gue variando x5 € 0 obtemos normas equiva
lentes e que, quando 1 - é compacto, estas normas sfo

equivalentes d norma ||f| + £el, -

b} Demonstrar que Ca(Q) € um espag¢o de Banach.
[Sugest@o: demonstrar que uma seqlidncia de Cauchy de
Ca(ﬂ) € uniformemente convergente em gqualquer bola de

centro X, € demonstrar que a fungfo limite ainda & de

Ca(n)' e que a convergéncia tem lugar na norma i “a].
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c) Demonstrar que quando 0 g a < g8 = 1 temos CB(Q) C

c CQ(Q) com imersfo continua quande Q ¢é limitado.

d) Quando Q = [a,b] demonstrar que C(l)([a,b]) c
c cl([a,b]) com imersfo contfnua (sdbre C(l)([a,b])

consideramos a norma Hfﬂil) = supl|£]l_, Neell 1)

¥ APENDICE - Os teoremas fundamentais dos espagos de

Banach

No que precede desenvolvemos apenas a lihguagem
dos espagos de Banach sem apresegjﬁr nenhum resultado mais
profunde. Isto € mais que suficiente para as necessidades
do presente curso, isto &, para os capitulos IIX e IV. A
verdadeira justificativa da teoria dos espagos de Banach
‘se encontra mnos teoremas fundamentais que enunciamos a sg
guir junto com alguns exemplos de apiicagaes dos mesmos.

Para as demonstragbes damos referéncias a AFA.

I - 0 teorema de Hahn-Banach - Seja E um espago normado:

t6da forma linear éontinua
f, definjda so0bre um subespago E~de E pode ser pfo-
longada a umaAforma linear continua f definida em ﬁ e

tal que |f| = Hfo“ [ATA, cap.II, corol. 3 do teorema 8.5
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Aplicagbes - 1) Dado um subespago vetorial fechado F de
um espago normado E e um elemento xleE,

x; ¢ F, existe f € E' com |f|| = 1 +al que f(x,) =

= d(xl,F) e f(y) =0 para todo y € F [AFA, cap,II,

Prop. 8.7}%.

2) Seja E um espago normado: a aplicaglo natural
X €EE+=~x € E'* de E em seu bidual E" (onde
x(x') = (x,x'Y para todo x! € E') € um isomorfismo do

12 espago no 2%,

3) Dada uma forma linear continua F sébre o espago de
Banach @([a,b]) existe uma fungle a:[a,b] » € que
€ de variagdo limitada e tal que para todo x ¢ ¢([a,b])
b
temos F(x) =J[ x(t)do(t) (esta integral sendo de
a
Riemann~Stieltjes) [Teorema de Rieszj; AFA, cap.II, Teore-

ma 9,2].

IT - O principio da limitagho uniforme - Seja E um espa
¢o de Banach, F
um espago normado e B c L(E,F) tal que para todo x ¢ E
se tenha sup ||f(x)| < =; entio sup ]l <« « [AFA, cap.
feB - fEB .
i1, corol. 1 do Teorema 11,.1].
Uma das conseq#idncias do principio da limitag8o u-

> ‘ -
niforme & o

IIT - O teorema de Banach-Steinhaus - Seja E um espago
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de Banach e F um espago normado; seja fn € L(E,F) uma

seqliéncia de aplicagles lineares continuas tal que para

todo x € E existe o limite f£(x) = lim fn(x); entdo
N :
f ¢ L{E,F) e an < 1lim inf ann [AFA, cap.Il, teorema
n 4 o
11.2].

Aplicagfo - Para a maioria das fungbes continuas e perid-
dicas definidas na reta a sua série de Fourier
¢ divergente na maioria dos pontos da reta; mails precisa-
mente: existe um subconjunto E ¢ ¢(T} que € um Gﬁ (ig
to &€, intersegao enumerdvel de conjuntos abertos) denso
em (T} e tal que para todo x ¢ E existe um subconjun
to Dx c T gue & um Gé denso em T e tal que nos pon-

. N s bl
tos t € Dx a série de Fourier de x naoc converge para

x(t) [AFA, cap.IT, teofema 11.67,

IV - O teorema da aplicagao aberta - Seja f uma aplica-
¢do linear continua
de um espago de Banch E =§§p§§ um espago de Banach F.

Entfo para todo conjunto aberto Uc¢ E, f(U) é aberto

em F [AFA, cap.Il, teorema 12.3].

AplicagBes: 1) Seja f wuma aplicagifo linear biunivoca e
continua de um espago de Banach E §§p§g

um espago de Banach Fj entdo f & bicontinua [AFA, cap.

II, corol. 1 do teorema 12.3].
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2) Todo espago de Banach separdvel & um quociente do espa
co &l(N).
Uma outra conseqliéncia do Teorema da aplicagdo

aberta &

IV - 0 teorema do grafico fechado - Sejam E e F espa-
¢os de Bamach e
f:£ 4 F uma aplicagéo linear cujo grdfico, em ExF, & fe
chado} entaon f € continua [AFA, cap.II, teorema 12.5].
Lembremos que para verificar que o grdfico de f
é¢ fechado, & suficiente demonstrar que xnﬁga.o e

f(xn)-—ga-y implicam ¥y = O,

Aplicagbes: 1) Seja 1< psg ® e @ = (an)nEN uma se-

quéncia de nudmeros complexos tal que para

[==] J—

todo x ( ) =a série T aqa._x seja convergente. Entio
n=1 nn
o pn(N) (; %ﬁ = 1) e & continua a aplicaglo linear
@ .
x € 4 (N)—{(x,0) = L o_x [AFA, cap.II, §12 c, apli=-
P nel B n

cagio 1].

2) Seja A e A% aplicagdes lineares de um espago de
Hilbert H em si mesmo e tais que (ax|y)} = (x|a*y)
para quaisquer x,y € H; entdc A e A* sfo contfnuas

(ibidem, aplicagio 3].

3) Sejam E e F espagos de Banach e G # {0} um espago
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normado; seja f£:E 4 F uma aplicaglio linear tal que para
todo g € L(F,G) se temha gof ¢ L(E,G); entdo f ¢&

continua {AFA, cap.IT, Prop. 12.6].

L) Sejam 1l g p, 9 € » e £fix € %P(N)P¢ vy = £(x) € Lq(N)
uma aplicaglo linear tal que exista uma matriz
( ) i,j € N de numeros complexos tal que
o
. o= L. X, 1 N, Entdoc f € continua,
Yi jElalJ g €

aij

5} seja o:fa,b] + € uma fungfio tal que para todo

fe Lp([a,b]) tenhamos of € Lq([a,b]) onde

12 gg p= o entio o ¢ Lr([a,b]) com r:I)PTC;.'

Referéncias: [1], [3], [41, (51, [12].



-39-

CAPTTULO IT

ESPACOS DE HILBERT

§1 - Produto interno

Seja E um espago vetorial sébre C. Por defini.-

g&o, um produto interno sébre E ¢ uma forma sesquiline~
ar (bilinear no caso real), hermitiana (simétrica no caso
real), positiva, definida, isto &, & uma aplicagio

f:EXE + € que tem as seguintes propriedades:

1) ela & sesquilinear, isto é, para quaisquer x, X1y X5
Y9 ¥, ¥, de E e ) €C temos
f(1‘:1'*'}32’30 = f(x1!Y) + f(xz,y), f(Ax,y) = x£(x,y),
£lxyi4yp) = £lx,yy) + £(x,v,),  £(x,0y) = Re(x,y);

2) ela & hermitiana, isto &, para quaisquer x,y ¢ E te-

mos f(y,x) = £(x,v);

3) ela & positiva, isto é, para todo x € E temos

£f(x,x) =z 0;

4) ela & definida, isto é, para todo x € E +temos

f(x,x) =0 = x = o.
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OBSERVAGAO: As propriedades acima n&o sfo independentes.
Em geral indicamos um produto interno pela no-

tagho simplificada (x|y) = f(x,y) e escrevemos ||| =(=lx) " -

TEOREMA 1.1 (a desigualdade de Cauchy-Schwarz) - Seja E um

espago com produto interno (|). Para quaisquer

x e yv em E temos I(X|Y)| = Hx“HyH'

Demonstracho: Podemos escrever o mimero complexo (x|y) sob

a forma (x|y) = eie|(x|y)| e portanto
. -i06
(vix) = (x[y) = e {x]¥)]. _ _
Para tode AE€EC temos O = (lx+eley|kx+eley) =
i o 2 -
= Al P rne 0 (x| 3) A (| x) ey = AT P eI+
+ 2
+ X (xly) [+llv] "

Para MR temos portanto
2 2 2
A =) + 2a](xly}] + ¥ 2 0
2 2 2 .
donde segue-se que H4|(x|y}|® - 4|ix|"|l¥y|® = 0, o que im-

plica a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

COROLARIC 1 - Num espago E com produto ingerno () =
2

aplicaglo x € E —|x|l= (x|x)" ¢ R é uma
norma.
De fato: verifiquemos SN2. Temos
2 —
[x+7)|® = (x#y | x+v) = [[%]|* « (xly) + (=[¥) + [¥]?
2
= [xI® + 2re(x|y) + [ly[® = =] + 2| (=|¥)| +
2 2 2
+lxl® = 2f=lllvll + lvll® = Uil « [I¥)™ -
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As outras propriedades sfo de verificaglo trivial.

Um espago de Hilbert € um espago com produto inter

no que € completo (relativamente & norma associada ao seu

produto interno). Passaremos a chamar de espago pré-hil~

bertiano a um espago com produto interno. .

COROLARIO 2 - Dado um espago prehilbertiance E, para.todo

vy € E a aplicagio fy:xéEr——fy(x) = (x]|y)e

€ ¢ & linear e contfnua e temos ny” = |y

Demonstragao: Da desigualdade de Cauchy~Schwarz segue que

”fyu = Hy“ e tomandoe x =y em fy(x) =

= (x|y) segue que ”fy” = ||y

COROLARIC 3 - Seja uma familia somdvel de ele-

(x5 }ier
mentos de um espago prehilbertiano ™E, téendo
pPoOTr soma X. Ent&o para todo v € E a familia (xily),

i€I, de miimeros complexos ¢ somdvel e tém por soma (x|y).

Demonstragfo: segue do Coroldrio 2 e da Proposigfo 1.11

do Cap. I.

COROLARTIO 4 - Num espago pré~hilbertiano E o produto in
terno ¢ ﬁma fungéo continua dos seus argu-
mentos.
A demonstraglo segue imediatamente, usando a téeni

ca dos e e &, lembrandoe a desigualdade
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Hxly) - (xtly) ] = [xly)-(=ty)+ (=t y)-(xt ]y ") |

[ x=x]y)] + =t [y=y7) | = lx=xrflllv]l + =y

COROLARIO 5 - Dadas duas segliéncias convergentes x X
e ¥y, - ¥, de um espago pré-hilbertiano E
temos (xn|yn) + (x|y).
EXEMPLO H,1 - C" - Sdbre o espago vetorial c™ dés n-uplas
de numeros complexos a expressio
(xly) = jgl xj?g define um produto interno. Sdbre R2 ou
R3 isto corresponde ao produto interno habitual do cdl-

culo vetorial.

EXEMPLO H.2 - € (p)([a,b]) - Seja p:[a,b] » R uma fun-
2
¢do continua estritamente
positiva. & a,b indica o espago vetorial c([a,b
Lo(p) s

munido do produto interno

b —_—
xy € 6fa,p]) = (xly) = [ x()y(®)o (e)at

Indicamos a norma correspondente por Hx” Hx“é o
Quando p = 1 escrevemos simplesménte @ ([a,b]), neste
caso a d951gualdade de Cauchy-Schwarz & um caso particular
da desigualdade de HbBlder para p = pt! = 2,

Lz([a,b];p) indica o espago vetorial das (classes

de equivaléncia de) fungdes mensurdveis x:[a,b] » € tais

que
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b
2, = | 1x(0)12 p()as % < o

o produto interno € definido como acima. L,([a,bl;p) &

um espago de Hilbert e @{[=a,b]) € densoc nele.
EXEMPLO H.3 - ¢,(N) - Definimos

Lz(N) = {x = (xn)nEN € CNlngllxnlz < w0}

De [xn+yn|2 = 2[]xn]2 + [yn[2] segue-se que

X,y € Lz(N) = x +y € LZ(N) e por outro lado 5 evidente
que A € C e x € 4,(N) implicam que ix € 1,(N) e
Lz(N) € portanto um espago vetorial. Soébre 8ste espago
vetorial definimos um produto interno por (x]y) = E X F

n=]1 n°'n
|2

De |x ¥.| = %—[[xn + Iynlzj segue-se que a série

nn
w

ngl xn?£ 8 convergente (e mesmo abscolutamente convergen-
te) para quaisdquer x,y € %2(N). B fdcil verificar que es

t3c satisfeitas as propriedades de produto interno.

EXEMPLO H.h4 —(!£;)([a,b]) - Indicamos com (3(1)([a,b]) o
espago das fungaes continuas
x definidas neo intervale [a,b] e que tém derivada pri-
meira continua. Neste espago consideramos o seguinte pro-
dutec interno
b

(xIY)‘l) =]. EX('t)m + xt(t)yr(z)ldt .

a
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EXERCICIO 1.1 - a) Estudar o espago E das fungdes «x
: 5

definidas na reta que admitem uma re-

presentagfo da forma

x(t) = TE* c_eiTt (c_ € ©)

ER r i
onde I¥* indica que se trata de uma soma finita, isto g,
para cada funclo x existe apenas um numero finito de e-
lementos r € R com c.. # 0. Demonstrar que dados
X,y € E a expressio

T
(xly) = Lim ng f_T x(t)y(t)as

estd bem definida e define um produto interno. Qual a noxr

ma associada a' 8ste produto interno? o espago € completo?

b) Demonstrar que o espago E nfo & separdvel.

EXERCICIO 1.2 - Demonstrar que a aplicagao idéntica

GLE(D)([a,b]) Cﬁ.GLz({a,b]) '€ bicontinua.

§2 -~ Geometria dos espagos pré-hilbertianocs

PROPOSIGAO 2,1 - Num espago pré-hilbertiano vale a lei do
paralelogramo: para quaisquer x e y

temos
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20)|=][* « [y}

[xev|® + fx=y?

ou

1]

IZ20% ¢ 15712 = Lx)2 « (ly)?

Demonstragéo:'Basta'desenVolver ¢ primeiro membro lembran

do que o produto intermo & sesquilinear.

PROPOSICAO 2.2 (a fdrmula de polarizagho) - Temos, em to-

do espago pré-hilbertiano

]

complexo: (x|y) = 7 [[lx+y|®~ f|x=y|2+ if|xriy]|®~ 1||x-iy]?]

real: (x]y)

It

1 2 2
7 Ulx+v]|™ = flx=y|l

Demonstiracdio: Basta desenvolver o segundo membro lembran-

do que o preduto interno € sesquilinear (e

usando sua simetria no caso real),

OBSERVACAO - -Pode-se &emonstrar {ver AFA, Apéndice do §3
do cap.I] uma reciproca da Proposiglo 2.1:
se num espaco normado vale a lei do paralelogramo, a sua
norma provém de um produfo interno. Neste casc a Proposi-
¢do 2.2 mostra como deve ser definido o produto interno a
partir da norma; usando a lei do paralelogramo demonstra-

-se que de fato obtemos um produto interno.

AEXERCICIO 2.1 - Demonmstrar que a norma de C(K) (Exemplo

§1, cap.I) nlo provém de um produto
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interno (quando ‘K tem mais de um ponto).

EXERCICID 2,2 - Demonstrar que se num gspago normado- E
ndo vale a lei do paralelogramo, entao e-

xistem elementos x, v, u, v em E +tais que
2 2 2 2
[+l + Jx=yll™ < 200=™ + [l¥)| )
2 2 2 2

[asvll™ + fu=vl|® > 20fjul|* + Ivf*1.

i Sejam E., i=1,2, espagos prééhiibertianos com
produto interno (I)i. Um isomorfismo de E; em (sdbre)
E, ¢ uma aplicaglo biunivoca linear de E; em (sdbre)
E, tél que para gquaisquer x,& € B, temos (f(x)]f(y))2 =
= (x|y);.

EXERCICIO 2.3 -~ Seja f uma apliqagéo linear do espago

pré~hilbertiano E no espage pré-hijilber-

i
tiano E2 tal que para todo x ¢ E, temos Hf(X)H2 =
= ”x”l (isto €, Ff & uma isometria de E, em Eg)- De-

monstrar que f €& um isomorfismo,

DEFINIGAO - Dizemos que um subconjunto A de um espaco
vetorial E & convexo se Para quaisqguer

X,y € A temos ix + (l-A)y € A para todo X € [0,1].

%¥ E imediato que todo subespago vetorial de E &
convexo; que o transladado de um conjunto convexo ¢ um

conjunto convexo; que a intersecgao de uma familia qual-
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quer de conjuntos convexos &
um conjunto convexo (eventual
mente vazio). Dai segue-se

que dado um conjunto X c E

existe a envoltdria convexa

de X, isto é, o menor con-

junto convexo, I'X, que contém X (basta considerar a in-
tersecgdo de todos os subconjuntos convexos de E que
contém X). E fdecil verificar que dada uma semi-norma p
sdbre E, para todo r Z 0 os conjuntes {x€E | p(x)sr}

e {x¢E | p(x)<r} sio convexos.

4, de um espago pré-hilbertiano E, exis
te um e um sd ponto a¥A tal que para todo a € A te-

mos [lax| = |

Demonstragdo: Seja & = d(0,A) = inf d(0,a) = inf |a|.
ach acA

Pela definiglio de § existe uma seqgfidncia
de pontos a_ € A4 tais que ”an” + §. Vamos demonstrar
que os a_  formam uma seqliéncia de Cauchy. De fato, pela

lei do paralelogramo temos:

2 2 2 2
lag=agll™ = 2[a ™ + 2fla ] - [la,+a |

a_+a
Lembrando que A & convexo temos —EE—E-E.A e portanto
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a. +a, 2 2 s
I = | =8, isto &, ||an+gm|| z 43° . Pela definigao

da segiéncia a,s dado e » 0 existe n, tal que para

1A

&d+e 3 portanto, para .n,m = n te-

nzn temos |a_|i
0 n o

mos

la-a |12 = 2(6+e)® + 2(6+e)® - w* = (8o+he)e.

Os an formam portanto uma seqﬁéncia de Cauchy e A sen
do por hipdtese bompleto existe um elemento a* ¢ A tal
que a - a* e portanto lla*|| = 8, pois ”an” + &,

0 elemento a¥* ¢ A tal gue “a*” = § & dnico. De

fato, seja a' ¢ A outro elemento com a mesma proprieda-

a¥ 4+ at

de. Da convexidade de A segue-se que —a € A e
portanto ”Ef“%_ﬁlu = §, Mas pela lei do paralelogramo te
mos .

2 a* + at, 2 1 2 1 * 2

8% = B2 22" = - llex|® + 3 flovl|- =57 =

1.2 1.2 a%¥ - aty2 2
=§-6 -l-'-z*—é -'”_'26-” < &

se a' #£ a¥*,

COROLARIO - Seja B um subconjunto convexe e completo de
um espago pré-hilbertiano E, Para todo x € E
existe um e um sd elemento xg € B tal gue para todo

b € B temos

d(x,xB) s d(x,b) .
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L4 . A . s .
Demonstragao: Lembrando que a distancia & invariante por

translagido, basta aplicar a proposiglo ao
conjunto

A =3B -x = {b-x|beB}.

Temos xﬁ = a¥ + X.

EXERCICIO 2.4 - Consideremos o espago de Banach C([0,1]),

.

Dar exemplos de conjuntos convexos comple

tos A tais dque se & = inf ||alj, entfo:
1) Existem infiﬁifos pontos a € A tais que ”aH = §.
2) Existe uma seqilencia a € A tal que ”an” + 5 mas

tal que nenhuma subsegiéncia de a € uma seqliéncia
de Cauchy.

3) Nao existe a € A tal que lal| = 5. [Sugestio para 3):

o
-

tomar A = {x€c([0,1])|x(0) = O e x(t)dt = 1}].

§3 - Projecglo ortogomnal

Dizemos que dois vetores x e y de um espago

pré~hilbertiano E s8o ortogonais ou perpendiculares,

escrevemos X1y, se temos (x|y) = 0. Evidentemente X.iy

implica v. x. Dizemos que x € ortogonal a um subconjun
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to A de E, escrevemos X1 A ou x ¢ AJ', se x4ia pa

ra todo a € A; & claro que se X € ortogonal a A entio
x também é ortogonal a gqualguer combinacao linear de ve-
tores de A e x €, portanto, ortogonal ao subespago Ve
tprial ij de E gerado por A; do Coroldrio 5 do Teo-
rema 1,1l segue-se que Xx & mesmo ortogonal ao subespago
vetorial fechado EKj de E gerado por A.

A" = {x€E | x14} € um subespago vetorial fechado de E e

(A")" o [4] (cf. exercicio 3.1) mas ndo vale necessaria-

mente a igualdade se E nfo fir completo.

EXERCTCIO 3.1 - Seja E um espago pré-hilbertiano.

a) Dado um subconjuntoe A de E demonstrar que AT &
um subespago vetorial fechado de E.
b) Demonstrar que A c B dmplica 4" > BY; que A c A"
que A**'= A% e que (J Ai)Lc N A; .
icT iel
c) Dados subespacgos vetoriais Fl e F2 de E, demons-

trar que

1. AL Jda
(Fy + F,)" c F{n Fy .

TEOREMA 3.1 (Teorema de Pitdgoras) =

x1y = [xvf® = =+ v? .

Demonstragio: ¥ s8 fazer o desenvolvimento de ”x+y”2 =

= (x+y|x+v).
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+ EXERCICIO 3.2 - a) Demonstrar dque num espago pré-hil-
bertiano real temos |lx+y||% = ||x||? «

# Iyl® - <y

b) Demonstrar que o mesmoc nio vale num espa¢o pré-~hilber-
tiano complexo. [Sugestfio: considerar vy = ix.]
c) Demonstrar que dados Xysees,X  tais que X;Lx; pa-

ra 1A entlo flxpre..ex ||If = 117 i [x )|%

PROPOSICAO 3.2 - Seja F um subespago vetorial de um es-
pago pré-hilbertiano E; dado =z ¢ E s80

equivalentes as seguintes propriedades:

a) lz|| = ”z-y” para todo ¥y € F;
b) ziF;

c) d(z,F) =_“Z”-

Demonstragio: E evidente que 2) e c) sio equivalentes.

a} = b). Se z nlo & ortogonal a F existe e € F tal
que (z|e) £ 0 e podemos supor que |e| = 1., En

tdo, =z - (z]e}eJ.e e do Teorema de Pitdgoras segue-se

que
”2”2 = ||z-(z|e)e + (zle)e”2 = Hz-(zle)e“2 +
+ [(z]e)e]® > ||z-(z]e)e]? ,
isto €, achamos um elemento y = (z|e)e € F tal que

izl > flz-y
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b) = a). De z+F - segue-se que =z LY para todeo v &€ F

e pelo Teorema de Pitdgoras temos portanto que
2 2 2 . 2
lz=vi® = fi=l® + [v]° > l=I® se v # o.
COROLARIO 1 - Seja F um subespago vetorial de um espacgo
pré-hilbertiano E. -

A) Dados elementos X € E e xp € F sfo equivalentes as

propriedadess

A

a) para todo y € F temos .”x—xF”

ljx-y

b) x-x_ L F3

F
c) d(x,F) = Hx—xF

B) Quando F € complete, para todo X € E, existe um e
um sdé elemento Xp em T satisfazendo as proprieda-

des equivalentes a}, b) e c).

Demonstragdo: A} segue da proposigio tomando z = X-Xp .
B) segue do coroldrio da Proposicgda 2.3,
0 elemento xp do coroldrio 1, B) se chama proje-

¢80 ortogonal de x sdbre F.

COROLARIO 2 - Seja F um subespaco vetorial completo de
um espago pré-hilbertiano E, F # E: exis-

te z¢ E, z £#0 tal que zL1F,

Demonstragldo: Seja x € E, x g F; pelo coroldrio 1, B)

existe =z = x-xp que & ndo nulo e ortogonal
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a F,

EXERCICIO 3.3 - Nas hipdteses de coroldrio 1, B) para to-

de x € E definimos pF(x)

Xp . Demonsg
trar que Pp € um operador linear continuo de E sgdbre
' 2
F, que HpFH =1 se F #£ {0}, que Pp = Pp © que para
todo x € B temos x - Pp* € Fr.
J4 vimos (coroldrio 2 da desigualdade de Cauchy-
Schwarz) que para todo y € E o funcional xEE!—ﬁfy(x) =

= (x|y) € linear e continuo com ny” = |l¥[[. O teorema

que segue & uma reciproca déste fato.

TEOREMA 3.3 (de Riesz) -~ Seja E um espago .de Hilbert e

f:E + C um funcional linear contfnuo. Entio

existe um e um s6 y € E tal que f(x) = (x|y); temos
Il = Nl
Demonstragdo: A unicidade & imediata pois (xlyl) = (x|y,)

para todo x € E equivale a (x[yl-yg) =0
e portanto para x = y,-y, temos Hyl-y2H2.= 0, isto &,
Vi = Ve
Existéncia. f sendo um funcional linear continuo, entio
F = fl(O) € um subespago vetorial fechado de
E. Se F=F temos f =0 e tomamos y = O, Se F £ E

tomemos b.LF com f£(b) =1 (pelo coroldrio 2 preceden-
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te existe z g F, zoF e portanto f(z) # 0; tomamos

z - . . -
b = ?TET ). Para todo x € E- temos pois a decomposigao

x = £{x)b + [x-f(x)b] onde x-f(x)b e F (pois f{x-f(x)b)=

£(x)-£(x) = 0) e portanto x-f(x)blb donde segue-se

que (xlb) = {(£(x)blp) = f(x)”b”z. Basta pois tomar

y = b/|/p||%.

EXEMPLO ~ Quando E = Lz([a,b];p) o Teorema de Riesz a-
firma que dado um funcional lineaxr continuo

F:Lz([a,b];p) 2 ¢ existe uma e uma sé fungio

fe Lz([a,b];p) tal que para todo g € Lz([a,b];p) temos

b ———
F(e) = | s(x)EtR)p (x)ax -

a

EXERCYCIO 3.4 - Seja E um espago de Hilbert e F um

espago pré-hilbertiano;

a) Demonstrar que para todo u € L(E,F) existe ﬁma e uma

sé aplicaglo u* ¢ L(F,E) +¢al que para quaisquer =x£E
e v.€ F temhamos (u(x)|(y) = (xfu*(y)) [Sugestfio: indi
car por u¥*(y) o elemento de E que determina o funcio-

nal linear continuo xcE+— (u(x)|y) € cJ.

b) Demonstirar gque Hu*“ = Hu
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§4 - O Teorema da base

Neste pardgrafo muitas das definigdes e pProposigdes

serfio ilustradas nos dois exemplos seguintes.

EXEMPLO A) - 0 espago R® ou c® com o produto interno

X.¥V.

(xly) = = x,37

i

nry
H

EXEMPLO B) - O espacgo L2([0,l]) com o produto interno
1 —_
(x]y) = [“x(6)5(B)as
(8]

ou o seu subespago CLZ(T) onde C(T) dindica o conjunto
das fungdes contfnuas {(a valores complexos) definidas s&-
bre o tore T = R/Z; €{(T) se identifica candnicamente
com o espago das fungbes definidas na reta (a valores com
plexos) que sBo contfnuas e periddicas de periodo 1.

A distancia e

| ' ¥
2y) = xvl = [ [F1x() (8 [2at]

assbciada a 8ste produto internoc muitas vézes se denomina

ovde distancia mddia quadrdtica.

DEFINICAO - Dizemos que uma famflia (eu)aGA (um sistema

{eal o € A}) de elementos de um espago prd-
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hilbertiano E & uma familia ortogonal (sistema ortogo-
nal) se para o,p € A e o # B temos eaJ_eB. Se além

disto os vetores e/ férem unitdrios dizemos que a fami-

lia (o sistema) & ortonormal (abreviamos o.n.).

No Exemplo A) os vetores Crseer®y formam um sig
. n c s . :
tema o.n. (ei é o elemento de C cuja i-ésima coorde-
nada ¢ 1 sendo nulas as outras coordenadas).
2mikt
e

No Exemplo B) as fungdes , k € Z, formam um

sistema o.n.. Isto segue imediatamente de
2mi 2riiht * 2mi(
(o2Tikt | 2miht) =,f G2mi(keh) by by
0 .

-+ EXERCICIO 4.1 - Demonstrar que toda familia ortogonal

-~
(ea)QEA formada por vetores naoc nulos

¢ linearmente independente.

Dado um vetor unitdrio e para todo vetor x € E

o nimero complexo x = (x]ea) & denominado de componente

ég x segundb " 0 vetor xaea = (xlea)ea é chamado
de projegfo de x na direglo e_.
No Exemplo A), dado x = (xl,xz,...,xn) ¢ ¢" temos

(xle;} = x, .

No Exemplo B}, dado x eLz([O,l]) temaos

. 1 .
(xle2ﬁ1nt) =[ x(t)e—gnlntdt
0
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que ¢ justamente cn[x], ¢ n-ésimo coeficiente de Fourier

(exponencial) de x. Por esta razlo dada uma famflia o.n,

)

(ea Q€A de um espacgo pré-hilbertiano E muitos autores
chamam os nudmeros complexos x, = (x[eu), 0CA, de coeti-

cientes de Fourier do elemento x € E.

PROPOSICAO 4.1 - Seja (ea)aGA uma famflia o.n. de um es

pago pré-hilbertianc E.,

a) Se a famflia (haea aCA (onde os la sfo numeros com
Plexos) £8r somdvel, entdo (Z 2 e IeB) =) para

a€A 0 G B

todo B ¢ a.

b) Sejam x = ¥ x o e v = ¥ v e entia
) J acA QO o GEA O QO
(x|y) = GEA S
- 2 2
¢} Seja x = I x e entido I[x{/* = ¥y x .
) Ses aa “o'a =il wta 1%l

DEMONSTRAGAO: a) segue do Coroldrio 3 do Teorema 1,1;
b) segue déste mesmo coroldrio e da parte a),

Fazendo y = x em b) segue c).

PROPOSIGAO 4.2 (a desigualdade de Bessel) - a) Dada uma

famflia o,n. (ea) de um espago pré-

aEA
hilbertiano FE, para todo x € E temos 3 |x [? = Hx”2
aka @
conde  x = (xlea) (isto &, para todo x € E a familia

2 L4 L '
('xa] )aEA de mimeros complexos & somavel e vale a desi-
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gualdade acima).,

b) T qulz = |x[® & x =

I x e
aEh acA © a

Demonstracho: a) Para tdda parte finita F c A temos

12 - B Ix | = (x- 3 me |x-5 xe)z0
aER o4 G‘GF a o aeF a &
o resultado segue portanto do Exercicio I.1.18,
b) Na Proposigdo 4.1 vimos que x = L x e implica que
acA a o
”x“2 = QEA Ixulz; a reciproca segue de HX-QEF xaeaH2=
= Hx”z - = Ix Ig e da definiclo de somabilidade.
acld @

No Exemplo A) a desigualdade de Bessel nos diz
simplesmente gque dado um subconjunto AcC {l,2,...,n} te~-

mos

11

g |x|? 1% .

2_ 3
ica *t =l = i=1Ixi

No Exemplo B) a desigualdade de Bessel exprime que

para todo subconjuntoe A C Z temos
2 L 2
b¥ = t dt .
2, lo L=l fo |x(t)%at

Mais adiante demonstraremos que, neste exemplo, quando

A =2 ~vale a igualdade (Teorema L4.7).

TEOREMA 4.3 (da melhor aproximaglo) - Sejam (ea)aeA uma

famflia o.n. de um espago pré~hilbertianc E
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¢ um subconjunto finito F de A, Para tode x ¢ E temos

= =2 x e | =]x -2 2 e |l
aEFP @ ocF @«

onde x, = (x1ea) e onde os Aa, o € T, sio ndmeros com-
Plexos quaisquer. Vale a igualdade se, e sdmente se,

A= x para todo o € F, € a projeglo ortogo-

E x e
o a pnelr o O
nal de x -sdbre o subespago vetorial de E gerado pelos

e a € F,

a!

Demonstragdo: Para todo § ¢ F  temos

(x =T xe | e

= - = 0
geF o a o) = %

e x - € portanto ortogonal ao subespago veto-

X x e
gElRr O o
rial gerado pelos e O resultado segue pois do Corold-

rio 1 da Proposigio 3.2.

No Exemplo B) 0 teorema acima exprime gque a melhor

aproximagio (em média quadrdtica) de uma fungho

x ¢ Lz([o,l]) por combinagbes lineares de exponenciais

2rri . .
e nlnt, n¢ F, & obtida tomando como coeficientes 05 coe

ficientes de Fourier de x:

1. 1
2nint, 2 2mint | 2
x{t)- I ¢ [x]e dtgfxt-z A e dt.
/Ol()nan] l Ol() » n l

PROPOSIGAO 4.4 (Fischer-Riesz) - Seja (ea)aeA uma fami-

lia o.n., de um espago de Hilbert E e se
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ja (ka)aEA uma famflia de nuimeros complexos tal que a

familia (Ikalz)meA seja somdvel. Entfio a familia

& somavel.

(Raea)aeA

Demonstragio: E sgendo completo é suficiente demonstrar

(cf. Teorema I, 1.12) que a familia
(lae&)aEA satisfaz a condiglo de Cauchy, istg €, que da-
do € > 0 existe um subconjunto finito Fe c A tal que

para todo subconjunto finito F' de A com F'* A F_ = @

tenos “aEF' xaeaﬂ < €. Isti segue de “agF' laeauz =
= T |»_ |? e da hipdtese de somabilidade da familia
aelf! &

Urg %) gea -

OBSERVAGAO - O teorema de Fischer-Riesz foi originalmente
demonstrado para o espago de Hilbert

( e21'rint )

E = Lz([O,l]) e a familia o.n. de fungdes nez

o seu ponto crucial estava na demonstragao de que o espa-

go Lz(EO,l]) é completo.

PROPOSIGAO 4.5 = Seja (ea)aeA uma famflia o.n. de um es
pacgo de Hilbert E. Para todo x-€ E a

famflia X e & somdvel.
( a a)aEA

Demonstragao: 0 resultado segue imediatamente da desigual

dade de Bessel, aplicando a proposigio pre-

cedente.
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EXERCICIO 4.2 - Conservando as hipdteses da Proposiglo 4.5

demonstrar que LI x e
togonal de x sdbre o subespago vetorial fechado gerado

€ a projeglo or

pelos e, & € A,

TEOREMA 4.6 (Teorema da base) - Se ja {ea[ 0 € A} um sis-
tema ortonormal de um espago pré-hilbertiano

E. S&o equivalentes as seguintes propriedades:

1) Para todo x € B temos x = &

X e (isto &, a fami

lia ( € somdvel e tem por soma x).

X e
o o aEA

2) Para quaisquer x,y € E temos

(x|y) = = =¥ (identidade de Parseval).
acA o a

3) Para todo x ¢ E temos

“X”2 = QEA |xa|2 (igualdade de Bessel),

4y o conjunto das combinagbes lineares finitas dos €y
@ € A, €& denso em E, isto &, dado x EE e €3> 0

existe uma combinag¢lo linear finita Z X e tal que
aEF @ Q

= = B Aol < e

5) Todo funcional linear cont{fnuo :E -+ C que € nulo sé
bre todos os e,r @ € A, é idénticamente nulo,

Quande E & um espago de Hilbert as propriedades pre-

cedentes ainda sfo equivalentes s seguintes:
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6) O sistema o.n. {ealq ¢ A} & maximal em E (isto &,

lgeB} 3 fe laca} ).

nfo existe um sistema o.n. {f

B

7} Dado e € E tal que e.Lea para todo g € A, entdo

e = 0,

Se um sistema o.n. {ealaEA} satisfaz as proprieda
des equivalentes 1) a 5) dizemos que éle € um gistema or-

tonormal completo ou uma base hilbertiana (ou simplesmen-

te base - nfo confundir com "base algébrica"!) de E.

Demonstragho: 1) = 2): Foi demonstrado na parte b) da Pro

posiglo 4.1. 2) = 3): E sd tomar
v = x. 3) = 4): Segue de |[x -aéF xueauz = |=i® -

- & |=x |2 e da definigio de somabilidade.
acl -«

4) = 5): Se o funcional linear £ ¢€ nulo sbbre os e,
o0 € A, 8le & nulo sdbre o subespago vetorial das combina-
gﬁes lineares finitas dos ea e da continuidade de £
segue que f & nulo em E. 5) = 1): Seja x ¢ E tal

que X T x e 3 da Proposicho 4.2 segue que
# =a %0 posig gue g

Hx”z - EA Ixa|2 > 0, Consideremos o funcional linear
o .
- continuo

vye E + £y} = x) - X
(v) = (¥|x) 2, Yo%,

para todo o € A temos f(ea)

|
A
1
|
i
o
g
B
[0

I
3
Tm
I
1
"

l = XX - X 2
£(x) = (xlx) - % |x|
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5) = 6): Se o sistema o.n. {ea|aEA} ndo fdsse maximal e-
xistiria um vetor unitdrio e tal que ele, para tode
@ € A e o funcional linear contimuo y€E 4+ f(y) = (v]e)
seria portante nulo s&bre todos os ea sem sex nulo pois

f(e) = 1.

6) = 7): Senfio seja e € E tal gque ele para todo g
em A com e £ 0O; tomando ei = e/|ell, {ealaEA} U {et}
é um sistema o.n. que contém propriamente o sistema
{ea]aeA}.

7) = l) (Esta € a dnica parte da demonstragio em gque usa
mos a hipdtese de que E & um espago de Hilbert,): Dado
x em E segue da ProposicBo 4.5 que a familia (gae )

a’acd

é somdvel; tomemos pois e = x - ; para todo

Z x e
aEA a
0O e de 7) segue portanto

il

a € A temos (elea) = x -x

ue e = 0, isto & X = I Xe
q ’ ’ aea oo

¥ OBSERVAQDES: 1) Num espago pré-hilbertianoc um sistema

o.n. maximal 1fio € necessidriamente uma
base hilbertiana (isto &, 6) ou 7) nfo implicam as pro-
priedades 1) a 5)). Mais ainda: um espago pré-hilbertiano

pode nfo ter uma base hilbertiana; ver Bourbaki, Espaces

'ﬁﬁectoriels Topologiques, Cap.V, §2, exerc. 2.

nﬁf2) Usandeo o Teorema de Zorn demonstra-se que todo espago

de Hilbert tem uma base [AFA, Tedrema 6.4 do cap.I];
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o mesmo ainda € verdadeiro para todo espago pré-hilbertia
no separdvel (isto é, que contém um subconjunto enumerdvel -

denso em todo espago) [AFA, Teorema 7.2 do cap.I].

+ EXERCYCIO 4.3 - a) Mostrar que o funcional f definido
na demonstraglio 5) = 1} & continuo.

b) Por que nfo definimos £ por f£(y) = (y[x-agA xaea)?

EXERCYCIO 4.4 - Seja E o espago prehilbertiano definido

no exercicio 3.5. Demonstrar que as fun-
goes elrt, r € R, formam uma base o.n. déste espago.
Antes de demonstrar gque em E = C (T) ou
o :

E = L2([O,l])‘ as fungdes (92ﬂ1nt) formam uma bhase,

ncZ
vamos traduzir as diferentes propriedades l) a 7) para éé
te exemplo.
1) Para todo x € E temos x(t) = Z ¢ [x]ezﬁlnt a so-
E ne 4 n

mabilidade sendo no sentido da norma de . Lz([o,l])+ e
nfo no sentido pontual. Alids, até hd poucos anos nao se
sabia siquer demonstrar gque dada uma fungdoc continua

x € ¢(T) bhd pontos. t € R nos guais a série de Fourier

t isto &, dado e > 0, existe um subconjunto finito F,cZ
tal que para todo subconjunto finito F c Z que”contém
Fe temos

1/2
J =

1
2nint 2nint | 2
I 2y ealsde ™ [ () B Lde T P 2 e
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de x & comvergente.

2) Para quaisquer x,y ¢ T, temos
1 -
x(t t)dt = T ¢ [xle [¥y].
[xerTac = e iy
3) Para todo x ¢ E, temos
1
[x(0)1%ar = 5, fo (1%

L) Dados xc B e e > O existe um subconjunto finito

F de Z e ndmeros complexos (An)neF tais‘que
1 2nint 2 2
[x(t) = E_ "™ |% g4 < &°
0 nclF n .

7) Se x € E €& tal que

1 .
cn[x} =J/-x(t)e-2wlntdt = 0
0

para todo n ¢ Z entic x = 0, isto &, uma funcdo que

tem todos os coeficientes de Fourier nulos & nula,

2nint
TEOREMA 4.7 - 0s (e ) ez

na de CLZ(T) e de LZ([O,l]).

formam uma base hilbertig

COROLARIO - Para tdda fungfo ¢ de C(T) ou de L2([O,l3)

temos

10z = 2, le L0117
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Demonstragio do Teorema 4,7 - Pelo teorema precedente &

suficiente demonstrar que estd satisfeita
uma das propriedades equivalentes 1) a 5), por exemplo a
4}. Lembrando gque C{T) €& denso em Lz([O,l]) T, basta
pois demonstrar a propriedade 4) para €(T), isto €, que
dados ¢ € C(T) e e > O existe um subconjunto finito F

de Z e numeros complexos (kn)nEF tais que
1] (+) E' amint |2, _ 2
A ¢ - nep kne | < €

Para isto & suficiente demongtrar que podemos determinar

Fc 2 e os tais que para todo t € [0,1] temos

(o) ner

l8(8) - B o™ <o

Teto & consegliéncia do Teorema de Weierstrass ou do teore-

T
=

Quer por definigAo, quando definimos LZ([O,ll) como ©
completado de C(T) relativamente & norma '

lel] = [Llw(t)lzd;,]i“,

quer pelo Teorema de Lebesgue (dados x € L2([0,1]) e
e > 0 existe ¢ € C(T) tal que :

1..

- -
f |x(t) -8 (£)|2at < &%) ,
0 ‘

quando definimos L2([a,b]) como foi feito no Exemplo.

H.2,
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ma geral de Stone-Weierstrass., Enunciaremos &dste ¢ltimo:

TECREMA DE STONE-WEIERSTRASS COMPLEX0O - Dado um espago

. compacto K e um
subconjunto separante S = {éi|i§I} de C(X) (isto &,
tal que dados x,y € K, x # y;fexiste uma fungdo e; €8
tal que ei(x)A% ei(y)) entio a dlgebra gerada pelas fun
gaes de é, pelas suas conjugadas e pelas fungdes constan
tes é densa em C(K) (na topﬁlogia.da convergéncia uni-
forme sdbre K) isto &, daéos ¢ € C(K) e e >0 oxiste

um polindmio a coeflclentes ccomplexos P +tal gue

¢ (t)-Ple. l(t),...,e (t),e. (t),...,e. (t)1| < e

para todo +t € K,

Para aplicar &ste teorema ao nosso caso basta lem-

brar que a fungao ezﬁlt é seﬁarante sobre T (isto g,

s ¥ t mod. 1 implica que o~ 1% # eZNlt)
e2ﬂ1t _ e-2ﬂ1t o _(é2ﬂ1t)n - e2ﬂ1nt

e como

- . - -~ P
entac um polinomio

em M1t 2t nada mais § gue um polindmio exponen
cial A ezﬁlnt . cQD
nckFoon

EXERCICIO 4.5 (0 processo de ortonormalizagio de Gram-
Schmidt) - Seja (fn)néN uma seqiiéncia de
vetores linearmente independentes de um espago pré-hilbe;

tiano E. Demonstrar gque existe uma seqﬁéncia 0,1,
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(en)neN_ em E tal que para todo m € N {fj,...,f } e
{€,,+0258_1 geram o mesmo subespago de E. [Sugestio: de-
1 n £ £
. - 1 “m+1
finir e por recorvencia e, = e e + ——
n ; 1 Hfl” m+1 “f;+1”
onde
*  _ _ (e U '
Ther = sl (fmfl|el)el e (fm+1|em)em ]

EXERCICIO 4.6 - Demonstrar que todo espago de Hilbert com

L . n
plexo de dimensfio n € isomorfo a €.

EXERCICIO 4.7 - Demonstrar que todo espago pré-hilbertia-
. no separdvel B tem uma ba;e. [Sugestio:

se {xnlnEN} € um subconjunto enumerévelldenso em E, ex~

trair uma subseqgiiéncia linearmente independente (Xfl)

o 1n

tal que o subespago vetorial de E gerado pelos X é -
. " N . - . . n L

denso em E; aplicar o Exercicio 4.5].

% EXERCICIO 4.8 - Demomstrar que ¢ espago pré-hilbertiano
CLE([a,b]) tem uma base enumerdvel.

[Sugestao: aplicar o Exercicio L,7 e o Teorema de Stone-

Weierstrass ou ...]

Referdncias - [2], [3], [4], [10], [14].
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APENDICE - Sdries de Fourier

As fungdes que consideramos neste apéndice sfo de-
finidas na reta e a V§lores complexos, periddicas de perio
‘do P > 03 elas ficam}portﬁnto completamente determinadas
pelo seu valor num iﬁtervaio [a,a + P[ e qualgquer fun-
950 dada num intervalo dé comprimento P pode ser esten-
dida de um e um.sé modo a uma fungfo definida na reta, pe
riédica de perfodo P. Assim, por exemplo, quando considé
ramos a fungdo f(x) = x no intervalo L-mynl , éstd sup

entendido que se trata da fungﬁo periddica de perfodo 2n

que coincide com a fungfo f(x) = x .naquele intervalo.
- iwnt\; 21 -
As fungoes e .y tER, n€ 2 onde w = - sao

exemplos de fungbes periddicas de perfodo P; idem as fun
- .
¢goes c¢cos wnt e sen wni,

Consideramos séries exponenciais formais da forma

iwnt .

EZ c, © onde os c. . sfo nimeros complexos. A rela
ng

-~ iwnt . .
cao e = cos wnt + i sen wnt nos permite passar a

séries trigonomdtricas formais

a

o
-+ [ak cos wkt + b, sen wkt]

el 8

k=1
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a_ = 2c c_ = zda
. o o o 270
- 1 .
onde 1 a, = Cy+c_p ; as relagbes ¢, = -z—(ak-:l.bk)
k>0 1
b = i{e,-c_y) C_y = E_(ak"'lbk)

permitem a passagem inversa.

1 - RelagBes de ortogonalidadei

dt = P &

a+P
f iwnt -iwmt
e e
- mn

a+P a+P
f cos wnt .cos wmt dt =/ sen wnt .den wmt dt =
a a

a+P
f cos wnt . sen wmt dt = O
a : ’

2 -~ Dada uma familia (Cn)nEZ absolutamente convergente
de nuimeros complexos,a série L ¢ oWt ¢ absolu-

ncZz n
tamente uniformemente convergente na reta e sua soma &

uma funglo continua f de periodo P; para todo m € Z

1 a+P I
=3 Wi . .
temos c¢ . = ¢ fa £t)e _ dt .

~

Demonstraclo: O limite uniforme de fungdes continuas &

uma fungio continua e como cada um dos so-

mandos tém perfodo P o mesmo vale para a soma f. Multi
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plicando a série pela fungio o ~Lwmt™ podemocs integrd-la

térmo a térmo mo intervalo [a,a+P[ pbr causa de sua con
vergéncia uniforme; usando entfio as relagdes de ortogona-
lidade segue-se a expressfo de S

De modo andlogo demonstra-se que

a @
. ) . .
3 - Se a série 5+ kgl [ak cos wkt + ?k sen wkt] & uni-

formemente convergente para uma funglo f entlo £

€ continua na reta, periddica de perfodo P e temos
N a+P. . ‘
a, =5 f f(t)eos wkt dt  k=0,1,2,...
a
2 a+P
by =5 f f(t)sen wkt dt k=1,2,...
a

2 e 3 motivam as seguintes definigaes: dada uma

' -
. y . ésimo
fungéo f integrdvel no intervalo [a,a+P[ o n coe-

ficiente de Fourier expomencial de f, n € Z, ¢ o mimero

a+P .
cn[f} = %,f 2(6)e ™™ 4t ¢ a sdrie formal
a

ZZ cn[f]elwn$ ¢ a série de Fourdier exponencial de f.
ng

Analogamente definimos os coeficientes de Fourier trigo-

o a+P
nométricos de T, ak[f] = ?-4[' f(t)cos wkt k=0,1,2,..,
a

o a+P
e b [f] = 5/ f{(t)sen wkt dt k = 1,2,... bem como a
. a

série de Fourier trigonomdétrica de f£i

Fa (f] + =

5 1 [ak[f]cos wkt + bk[f]sen wkt] .
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Para fungdes reais prefere-se em geral trabalhar com
a sdrie de Fourier trigonométrica. Se a fungdo f for
par, isto é, f(-t) = £(t), temos b [f] =0 e a, [£] =

L p/2
=3 ,[ f(t)cos wkt dt. Se f for impar, isto &,
0O

f(-t) = -f(t) entao a lf] =0 e b [£] =

1 p/2
= ?f f{t)sen wkt dt.
O .

EXEMPLOS - a) E imediato que a série de Fourier da funglo
£(x) = x mno intervalo [-m,n[ €& dada por

2[sen x - sen22x 4 sen 3x _ e

3 !
b) A série de Fourier da funglo f(k) = |x| no intervalo

[-m,m] &

% - ﬁi [COS X + COSEBX + 00525x + l.l]
3 5
c) A série de Fourier da fungio f£(x) = x* mo intervalo

[-1,m] &

2 «©
1T ] KNIl €C0O0s nNx
Lk p (-1)R8es nx
3 n=l( ) n2

4 -~ Seja f uma fungho continua definida na reta, perid-

dica de periocodo P e lisa por partes [isto &, existe

» . -~ . .

uma  divisao a g to < tl < t2 <ew el tn =a + P do dinter
~valo [a,a+P] tal gque em cada subintervalo [ti 1’ti] a

fungio f & continuamente diferencidvel]. Entdo para to-
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do n ¢ Z femos

c [£'] = iwn c [£] .

Demonstragio: segue por integragao por partes.

Um dos problemas fundamentais da teoria das séries
de Fourier 6 determinar condigbes para que a série de
Fourier de uma fungao f, convirja, em algum sentido, pa-

ra a fungdo f. Mencionemos os seguintes resultados:

5 - Seja f uma funcio continua definida na reta, perid-
dica de periodo P e lisa por partes. Entlo a sua sé
rie de Fourier converge uniformemente e absolutamente paw

ra f. [Demonstraglo: AFA, cap.II, exerc.11.3].

Se a fungdo f f£or apenas continua (e periddica
de periodo P) a seqliéncia de suas reduzidas

sm(‘b) = gl

iwnt
cn[f]e nio €, em geral, convergente
n=-=m

(ver Apéndice do cap. I, aplicagao do Teorema de Banach-

Steinhaus); temos pordm

6 - Teorema de Fejer: Seja f continua, periddica de pew

riodo P; entfio a seqitdncia

g (t} = mil (s (t) + sl(t) Faeet sm(t)] converge fmiforme

mente para a fungfio f. [AFA, cap.IT, teorema 11,8],

7 - Teoreme de Jordan: Seja f wuma fungdo periddica de
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per{odo‘ P, de variagao limitada no intervalo [a,a+P[;
entio em cada ponto + a seqfiéncia sm(t) de suas redu-

zidas Converge para i-[f(t+) + £(t=)].

8 - Seja f ¢ LZ([O,l]); entfio temos Hf“z = ”(cn[f]%EZn2
1
. isto €, / [£(t)|%at = = e [£]1]2 e a série de
0 ncZ n
Fourier de f converge para f em média gquadrdtica

[coroldrio do Teorema 4.T].

A teoria das sdries de Fourier pode ser usada para

achar a soma de certas séries numéricas; exemplos:

at) de 7 segue que a série de Fourier da funglo f(x) = =x

no intervalo [-7,n] converge em todo ponto x # =N

para esta fungio. Fazendo entfo o cdlculo no ponto x = %
(ver a série em a)) vem a férmula de Leibniz:
T 1,1_1;
E_l_3+5-7+”'
b1) de 5 segue que a série de Fourier da fungfio £(x) =
= ]x| no intervalo [-m,m] (ver o exemplo b))} conver

ge uniformemente para esta fungao. Calculando entfo seu
valor no ponto x = 0 vem

2

mF
I
i—l
3

N
+

.
+

c!) um resultado andlogo vale para o exemplo c). Calculan

do entfo o seu valor nos pontos X =T e x =0 vem
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respectivamente
2 L] 2 ™
T 1 o n-1 1
= by —_— e —_— = = (-l)
6 n=1 n2 12 n=1l n2

A teoria das séries de Fourier ¢ de grande impor-
tancia no estudo de muitas partes da Andlise, particular-
mente na resolugfio das Equagbes Diferenciais Parciais da

Fisica Matemdtica.

EXEMPLO - Consideremos a equagfio da corda homogénea vi-

brante
2 2
(*) -é—g = a? gmg- no intervalo O g x < L
3t 3x ' '

com condigbes de fronteira U(0,t) = 0 e U{L,t) = 0 e

com condigdes iniciais U(x,0) = f{x) e %%~(x,0) = g(x).

Procurando inicialmente solugdes de (*) que sejam

da forma U(x,t) = X(x)T(t) (o chamado método de separa-

. 1 tt
2xnp, isto &, XL o T

a T

gque se separa en
(**)- © X" - AX =0
(***) T - ka2T =0
As condig¢des de fronteira implicam que X(0) = x(L) = o0

e uma soluglio de (¥*) satisfazendo estas condigdes & da

forma
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nux
Xn(x) = c sen — -
PN . . oy 2
onde n € inteiro e por conseguinte A\ = —(—E) donde

segue que para cada n a soluglo geral de (¥¥¥) &

' ‘ anilt anlit
Tn(t) = An cos —3— + Bn sen —

donde segue que a fungao

T & annt ot
Un(x,t) =(An cas aE + B sen ,Eﬁ Ysen —T;E

§ soluglo de (*) e satisfaz as condigbes de fronteira.

Procuremos agora ver gquando € gue uma série da
forma

<o
anmt anmt
U(x’t) =n§l(An cos T + Bn sen —-L—-)Sen

nrx
L

satisfaz também as condigbes iniciais., Para isto devemos

ter
£f(x) = U(x,0) = nEl A sen E%ﬁ_
e
(x) = 2% (x,0) = § T 5 gepn X
& =3t VYT L~ “n T

n=1

e se de fato estas sdo as séries de Fourier de f e g
respectivamente, entfo (as séries sfo de senos e portanto

o perfodo § 2L) <temos
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L L
A = —E—{ £(x) sen n;:x dx e B_ = _~ g(x)sen M0X 4x
0 0]

n n anm L

e estd portanto determinada a funcglo U(x,t). Naturalmen-
te & preciso verificar em que condigdes (sbbre f e g)
a série que define U(x,t) & convergente, satisfaz (*) e

as condigdes iniciais [ver tambedm Cap. IV, §2,a].

Réferéncias: [9], [13].
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CAPITULO IIXT

TEORIA DOS OPERADORES

No presente capftulo vamos estudar operadores com-
pactos em espagos normados, isto é, operadores gue levam
a bola unidade num conjunto relativamente compacto. Os e-
xemplos mais importantes de operadores compactos s8o obti
dos a partir de'equagﬁes integrais da forma
fK(t,s)x(s)ds = y(t) ou ‘[K(t,s)x(s)ds - ax(t) = y(t) on
de x e ¥ sio elementos de um espago normade E de
fungﬁes. No Capitulo IV vamos aplicar os resultados déste
capitulo ao estudo das equagﬁes integrais de Fredholm com
micleo hermitiano (§l) e ao estudo do problema de Sturm-

Liouville {§2).

No &1 do presente capituio estudamos os operadores
compactos., Para isto estudamos inicialmente espagos métfi
cos compactos (item A) e a seguir o Teorema de Ascoli (i-
tem B) que vai dar um dos critdrios mais dteis para de-
monstrar que certos operadores sio compactos. No item C &

feito o estudo geral de operadores compactos, No §2 estu~
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damos operadores hermitianos para no §3 dar a teoria es-

pectral dos operadores hermitiancs compactos,

§1 - Operadores compactos

A - Espagos métricos compactos

Lembremos que um espago topoldgico separado E se
diz compacfo se todo recobrimentc aberto de E contdm um
subrecobrimento finito., Um subespago de um espago compacto
€ compacto se,é somente se, for fechado. Um espago discre
to € compacto se, e sdmente se, £or finito., A imagem de

. . N -~ 3
um conjunto compacto por uma aplicagao continua (a valo=

res num espago separado) ¢ um conjunto compacto.

TEOREMA 1.1 - Seja E um espago métrico; sfo equivalen-

tes as seguintes propriedades:

A) E & compacto.

B) E ¢ seq#iéncialmente compacto (isto €, t8da seqtdncia
de pontos de E contém umh subseqftdncia convergente).

C) E & completo e totalmente limitado (istd ¢, para to=
do e > 0 existe um recobrimento finito de E forma

do por conjuntos de difmetro = e),

Demongtragao: 4) = B). Seja (xn)nen uma seqiiéncia de
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pontos de E; se o conjunto X = {xn|nEN} é finito a se=

aliéncia tem evidentemente uma subsegfiéncia con-

(xn neN _
vergente. Suponhamos pois que o conjunto X € infinitoj

se a seqgfidncia nfo tivesse nenhuma subsegliéncia

(xn)'ne N
convergente o conjunto X seria ao mesmoc tempo fechado
(pois nfoc tem pontos de acumulagfo) e portamto compacto,

e, discreto; X seria portanto finito, contra a hipdtese.

B) = C). B) implica que tdda seqliéncia de Cauchy de E

¢ convergente {pols se uma seqlidnecia de Cauchy
contém uma subseqiiéncia convergente, ela tdda & convergen
te). Se por outro lado E nfo fisse totalmente limitado
existiria um e > 0 tal que poderiamos construir uma se-
gliéneia XysXpsoen de pontos de E com d(xi,xj) > e
para i £ j. Entlo a seqfiéncia (xn)nEN ndo pode ter uma

subseqtiéncia convergente, contra a hipdtese B).

C) = A). Se E ndo fdsse compacto existiria um recobri-
mento aberto (Oi)iEI de E que nlo conteria
nenhum subrecobrimento finito. Dado portanto um recobri-
mento finito E£l),E£l),...,E£i) de FE por conjuntos de
didmetro =1, um deles pelo mencs, seja E&i) , ndo pode
ser recoberto por um mimero finito dos 0;, 1 € L. Do

mesmo modo dado entfo um recobrimento finmito

e{?) 5{2) .. ,El(li)

de Eél) por conjuntos de didmetro
1
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1 ~
= o pelo menos um déstes conjuntos, seja Eéz), naoc pode
ser recoberto por um ndmerc finito dos Oi' Assim wvamos

. - : n .
construindo sucessivamente conjuntos E; ), de di&metro
.

1A

1 R
o » embutidos (E(n) > E(n+l)) e que ndoc podem ser re-
mn mn+l .

cobertos por um mimero finito dos 0,, 14 € I. E sendo
completo existe um e um sd ponto X, € fq E(n); mas e-

neN
xiste i0 € I tal gque X, € Oi e portanto existe e >0

o
(n)

tal que Be(xo) c 0; donde segue-se que FE c Be(xo)c

[¢]

c O, se £.< e contra a escolha dos E(n) que nio po-
ig n My,

dem ser recobertos por um nudmero finito dos Oi'
COROLARIO -~ Dado um subconjunto X de um espago métrico
completo E, sfo equivalentes as seguintes

propriedades:

At) X € relativamente compacto em E (isto &, X &
,compacto).

B') Tbéda seqiéncia de pontos de X contém uma subseqiidn
cia convergente em E,

»

¢1') X & totalmente limitado.

Demonstragao: Basta lembrar que cada uma das propriedades

A'), B') e Ct) de X & equivalente & pro-

priedade correspondente A), B) e C) de X.

OBSERVACOES: 1) A equivaldncia entre A') e B') vale num

espago métrico qualquer: sempre vale
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A') = B') e se X satisfaz B') entdo X €& completo e

aplicando o coroldrio a E = X segue-se que B') o A'),

2) B imediato que em C) ou C') acima podemos substituir
"conjuntos de didmetro Se " por"bolas abertas de raio

e " ou por "bolas fechadas de raic e ".

EXERCICIO 1.1 - a) Demonstrar que todo espago métrico to-
talmente limitado & separdvel.

b) Concluir que todo espago métrico compacto é separdvel.

+ EXERCTCIO 1.2 - Seja E um espago métrico ¢ X c E tal
que para todo e > O existe um subcon-

junto totalmente limitado K c E +tal que para todo x €X

temos d(x,K) ¢« e. Demonstrar que entfo X ¢ totalmente

limitado.

* EXERCICIO 1.3 - Demonstrar que um subconjunto K c QP(N),

lg p< o, ¢ totalmente limitado se e
sOomente se XK € limitado e dado e >» O existe um subcon
junto finito F ¢ N +al que x € K dimplica

‘gF Ixi]p < eF . [Sugestfio: aplicar o exercfcio 1.2].
1.



-83-

B - 0 Teorema de Ascoli

- Neste item E indica um espaco compacto e F um

espago métrico completo com distincia d. C(E,F) indica

© conjunto das fungbdes contfnuas de E em F munido da
distancia
a(f,g) = sup d(r(x),e(y));
XEE
lembremos que C(E,F) € completo em relaclo a esta dis-
tancia.
Seja H um conjunto de aplicagbes de E em F;

dizemos que H ¢ equicontinuo no ponto x, € E se dado

€ > 0 existe uma vizinhanga Ve de x_  tal que-se
o]
x €V, temos d(f(x),f(xo)) < e para todo f € H; en-
O
tdo t8das as fungbes de H sfo continuas no ponto X

Dizemos que H € equicontinue se H €& equicontinuo em

todo ponto x € E; entio H &€ formado por fungaes conti-

nuas, H c C(E,F).

EXEMPLOS ~ 1) Tdda reunifio de um ndmero finito de subcon-
Juntos equicontinuos de C(E,F) & um con-
Junto equicontinuo; em particular todo conjunto finito de

fungbes continuas ¢ equicontinuo.

' 2) bado m > 0 o conjunto
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- g2 e ¢l ([a,b])] sip [£1(t)] <m)
agtsb

é um subconjunto equicontinuo de ¢([a,b]) pois do teore
ﬁé'da*méﬁi&féegue-se que para x,x' ¢ [a,b] temos

|f(x)-f(x')[ £ m|x-x'| para todo f € H.

-+ EXERCICIO 1.4 - Seja f_ € c(E,F) wuma seqiidncia de fup
g¢bes uniformemente convergente para uma
funglio f. Demonstrar que o conjunte H = {f | ne N} €
éduiconténﬁb.
* EXERCiCIQ 1.5 - Seja f_ ¢ ¢(E,F) uma seqfiéncia equi-
continua que converge simplesmente para
uma, fungaoruﬁ:E 4+ F (isto é, para todo x € E temos
fn(x):? f(;)). Demonstrar que entfio a seqliéncia f = con-
verge uni{grmemente para a fungio f.
TEOREMA 1.2 (O Teorema de Ascoli) - Um subconjunto
H c C(E,F) € relativamente compacto se,e

sdmente se, &le satisfaz is condigbes:

1) H:.: é equicontinuo;
2) para todo x € E o conjunto H(x) = {f(x)|r ¢ H} ¢

:relativamente compacto em F.

;Demonstragfo: Seja H relativamente compacto; entfo H(x)

também o € por ser a imagem de H pela a-

“plicaglo contfmua
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fe C(E,F)r=> £(x) € F,

Demonstremos também que H & equicontinuo: da proprieda-
de C') do coroldrio do Teorema 1.l segue-se que existe um
recobrimento finito Hl""’Hn de H por conjuntos de
didmetro = ¢/3; fixemos entio elementos flEHl,.n,anHn.
Da continuidade das fungaes fl,...,fn segue=-se que dado
X, € B existe uma vizinhanga Vx de X, tal que para

o}

x € VXO temos

d(fi(x),fi(xo)) < % 2 1= 1,2,4..,n;

X

dado f ¢ H seja 1 +tal que £ ¢ Hi; para x € V te-
[+

mos entdo
a(e(x),£(x,)) = ale(x) e, (x)) +

+ d(fi(x),fi(xo)) + d(fi(xo),f(xo)) < e
0 que prova a equicontinuidade de H no ponto xo .

Reciprocamente: seja H = C(E,F) equicontinuo e
tal que para todo x EIE o conjunto H(x) seja relati-
vamente compacto em F. Do coroldrio do Teorema 1,1 sew
gue-se que para demonstrar que H € relativamente compa-
cto € suficiente demonstrar que H & totalmente limitado;
isto €, dado e > 0 existe um recobrimento finito de H-
por conjuntos de didmetro = e, H sendo equicontinuo

Segue-se que para todo x ¢ E existe uma viginhanga aber
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ta O de x tal que se x'¢€ 0_ temos a(f{xr),f(x) <

< %— para todo f ¢ H; E sendo compacto pode ser recober
to por um mimero finito de abertos O ,...,0xn com esta
propriedade. Por outro lado H(i) = H(xi)L i=1,...,n, poOr
hipdtese, é relativamente compacto e existe portanto um
recobrimentoe finito Hgi),Héi),...;Hé%) de H(i)_ por con
' 1
=

Juntos de didmetro = e/3. Para cada seqliidncia de inteiros

= = y
pl""’Pn com 1 _pi = mi se ja

lesé--,p = {fe¢ H|f(xi) ¢ Héf), i=1,2,...,0} .
. I 1

"
Tstes conjuntos evidentemente formam um recobrimento fini

to de H; resta mostrar que cada tem diametro

H
PysevesPy

< e: sejam f,g e H ; para todo x ¢ E existe
PpsecesPy

ie¢ {1,2,...,n} tal que x¢ O __ e portanto
R

a(e(x),e(x)) = a(e(x),e(xy)) + ale(x,),e(x,)) +

+ d(g(xi),g(x)) < €4
cQD

n n o .
ou C para verificar a coile

OBSERVAGAO - Quando  F = R
diglo 2) & suficiente verificar que todo
H{(x), x ¢ E, € um conjunto limitado pois em ¢® um con-

junto € relativamente compacto se, e sdmente se, for li-

mitado.
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C - Operadores compactos

PROPOSIGAC 1.3 - Sejam E e F espagos neormados e
k:E 4+ F uma aplicagBo linear; sfo equi-

valentes as seguintes propriedades:

a) k leva a bola unitdria B de 'E num conjunto rela-
tivamente compacto de F.

b) k leva os conjuntos limitados de E em conjuntos re
lativamente compactos de F,

' ¢) Tdda seqfidncia limitada de pontes x  de E contém

»

uma subseqfiéncia x tal que a segiiéncia k{(x_ ) &
Ty TR

convergente em T,

Demonstracio: a) = b): Seja L c E um conjunto limitado;

entio existe a > 0 tal que
L c_aE'=:Ba e portanto k(L) c ak(B)- donde segue-se gue
k(L) € relativamente compacto pois k(B) e portanto

ak(B) o €.

b) = ¢): {xnInEN} sendo um subconjunto limitado de E

‘ entfo fx(x ) | nEN} ¢ um subconjunto relativa
mente compacto de F e do coroldrioc do Teorema l.1 segue-~
~se que a seqildncia k(xn) tem entfio uma subseqtiéncia

convergente,

¢) = a): Da hipdtese segue-se que toda seqiiénecia x, €B
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contdém uma subsegfiéncia x tal que k(x_ ) €& conver-
Tn Tn

gente em F. Isto equivale a dizer que o conjunto k(B)

satisfaz a condigio BY) do coroldrio do Teorema 1.1 e ele

é§ portanto relativamente compacto (Cf. a Observacgio 1)

gue segue agquele coroldrio).

Dizemos que uma aplicagfio linear k:E + F é com-

pacta ou completamente contfnua se ela satisfaz as condi-

gﬁes equivalentes acima; como todo conjunto relativamente
compacto de um espago normado ¢ limitado, segue-se do
Lema 1.1 do Cap. I que toda aplicagao linear compacta €
continua.

S&o de verificagao imediata as seguintes proprieda
des:
¥ 1.4 - 0 conjunto das aplicagBes lineares compactas de E

em F & um subespago vetorial de L(E,F) (segue

da propriedade ¢) da Proposiglo 1.3).

1.5 -~ Sejam E,, E, F, F, espagos normados, u € L(El,E),

1,
v € L(F,Fl); se k ¢ L(E,F) & compacta entdo

vekKou ¢ L(El,Fl) § compacta.

1.6 - Se k ¢ L(E,F) & compacta entdo a restrigio k_ de
k a um subespago vetorial E_ de E também € com

pacta.
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1.7 - Se k € L(E,F) tem pdsto finito, isto &, se k(E)
tem dimensizo finita, entic k & compacta; em par-
ticular, se dim E & finita tdda aplicagdio linear de E

em F & compacta.

n
EXERCICIO 1.6 - Seja K(t,s) = I x (s)y_(t) onde
=1 Ir r
x. € C([a,b]) e v, € C([c,d])}. Demons-
trar que o operador k:C([a,b]) - C([c,d]) definido pelo
nicleoc X (ver cap. I, 1.2) & compacto. [Sugestio: apli-

car 1,7].

¥ 1.8 « A aplicacgfio idéntica de um espag¢o normado E em
si mesmo & compacta se, e sdmente se, E f8r de

dimensfo finita.

Demonstragao: Segue do coroldrio da Proposigio 1.9 do

Cap. I.

EXERCICIO 1.7 - Se k ¢ L(E,F) & compacta demonstrar que
k(E}) & um subespago separdvel de F.

[Sugestho: aplicar o exercicio 1.1].

1.9 - Seja k ¢ L(E,F) compacta e 5L ¢ L(E,F) sua exten-
sdo continua de £ (completado de E) em F. Entho

'_k(ﬁ) cF e ke L(E,F) €& compacta.

Demonstraglo: Por hipdtese k(B) & um subconjunto compa-

cto de F. Da continuidade de k seglue-se
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que R(B) ¢ K(B) = k(B) ¢ F e portento k(E)c F.
Daf segue-se em particular, gquando F = BE:

1.10 - Se k ¢ L{E) ¢& compacta entfo R(E)cE e k e

% +8m mesmos autovalores (nfo nulos} e autovetores
Exemplos de operadores compactos:
EXEMPLO K 1 - Seja E = ¢([a,p]) e F = c(lc,al); seja
K:{t,s) ¢ [c,d]x[a,b]—=K(t,s) € €

uma fung¢do continua. Para todo x ¢ C([a,b]} definimos

y = k(x) ¢ ¢([e,d]) por

b
(*) v(t) = (xx)(t) =‘£ K(t,s)x(s)ds onde t ¢ [c,d].

Em I.1.2 j& vimos que k € L{E,F). Para demonstrar que Ik
& compacto vamos demonstrar gue k(B) ¢ um subconjunto
relativamente compacto de C([c,d]); para isto, pelo

Teorema de Ascoli, & suficiente demonstrar que
1) k(B) ¢& equicontinuo;
2) para todo t, € [c,d] o comjunto

k(B)(t ) = {(kx)(t)) € Clx e B}

+

¢ limitado em C.

Demonstragio de l): Da continuidade uniforme de K segue-

-se que dado e > O existe 68 -0
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tal que para todo s ¢ [a,b] e tl,t2 € [c,d] com
|t;-t,] < 6 temos [%(tl,s) - K(t,,s)] < e,
De |y(tl)-y(t2)| §‘£ iK(tl,s)—K(t2,5)||x(s)|ds segue-gse

entao que para [t-t0| <% © X¢g B temos

1A

| () () = () (5|

e(b-a)

© que prova a equicontinuidade de k(B).

Demonstragdo de 2): Para todo x ¢ B e to € [e,d] temos

b b
| Goe) (61 = [ 1K(eg,8) [1x(s) las = [ [K(s,,9) [as -
a a
EXERCICIO 1.8 -~ Sejam abertos limitados Uc R® e V cR™
e uma funcgfo continua X:VxT 4 €. Demons-

trar que o operador integral k de C(U) em C(V) defi

nido pelo micleo K & compacto.

EXEMPLO X 2 - Dado 1= p <« seja E =C. ([a,b]) e
P

F = ¢{[c,d]). Consideremos o mesmo operador

k definido no Exemplo K 1. Dado
B={xe¢ ch([a,b;)] ”x”P £ 13,

para demonstrar que k(B) ¢ um subconjunto relativamente
compacto de C([c,d]) & suficiente, pelo Teorema de Ascali

demonstrar que

1) k(B) ¢é equicontinuo;

2) para todo t_ € [c,d] o conjunto k(B)(t,) ¢ limita
: -
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do em C.

Demonstracio de 1): Conservando as notagbes de Exemplo K1

temos para tode x ¢ B e t,to€[c,d]

com [t—to| < &
b

| (ex) (£) = (xx} (6 ) | éié |k(t,s)-K(t ,s)||x(s)]|ds

1

[Lé|K(t,s)-K(to,s)|Pgds]%'nx“p = e(b—a)p'.

A+

Demonstragdo de 2): Para x € B temos

b . b. &n
[0a) (5,1 = [ 16,00 1x(e) las =[[ [5(e,,0) [P as]P".

a

OBSERVACOES: 1) Como C([a,b]) & denso em Lp([a,b])
segue-se de 1.9 que (*) ainda define um

operador compacto de LP([a,b]) em C([c,dl).

2) A aplicaglo idéntica C([c,d]) < Cp {(lc,d]) sendo
P
‘continua, segue-se de 1.5 que (*) ainda define um ope-
rador compacto de C. ([a,b]}) em €. ([c,d]) e de
LP Lp

LP([a,b]) em CLP([c,d]).

EXERCYCIO 1.9 - Dado 1 < p £ », seja E = Cp (Ta,b]) e
P
F = €([{a,b]). Para todo x ¢ E definimos
£ | _
(7x) (¢) =j/ x(s)ds onde t ¢ [a,b]. Demonstrar que J
a

é um operador linear compacto de E em F,

T Aplicando a desigualdade de Hblder.
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EXERCICIO 1.10 - Seja E um espago normado e F um espa
co dé Banach.
* a) Seja T € L(E,F) " tal que existe uma seqiiéncia de
operadores compactos kn € L(E,F) tal que

HT“kn“ + 0. Demonstrar que T & compacto,

b) Concluir que todo operador T ¢ L{E,F) que € o limite
(na norma de L(E,F)) de operadores do pdsto finito

L4
e compacto.,

§2 - Operadores hermitianos
A - Formas sesquilineares

Lembremos que dado um espago vetorial E s&bre K
(R ou C€) dizemos que uma forma

f:(x,y) € EXE - f(x,y) ¢ K

€ sesquilinear (bilinear se X = R) se temos

A {x,y)

Xf(x:Y)

£(x)4x,5,7) = £(x3,7) + £(x,,7), £(x,y)

f(x!yl) + f(x’Y2)! f(x’AY)

£(x,y+y,)

onde )\ &€ K e x,y,xl,xz,yl,yz € E, |

EXEMPLOS: 1) Se f & uma forma sesquilinear sdbre .E en

tdo f£¥(x,y) = £(y,x) define uma forma ses-—
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quilinear sdbre E e f£¥** = f,

2) Se £ € ama forma sesguilinear sdbre E e A:E 4 E
uma transformacdo linear entao 'fA(x,y) = f(ax,y) de-

fine uma forma seéquilinear sdbre E. No caso particular

em que f & o produto interno de um espago pré-hilberti-

ano E escrevemos wA(x,y) = (ax|y) e ¥,(x,¥) = (x| ay).
Lembremos os seguintes resultados:

2.1 -« A £érmula de polarizaqio: se f @ uma forma sesqui

linear definida sdbre E entfo temos
no caso real: 2[f(x,v)+f(v,x)] = £(x+y,x+y) - £(x-v,x-y)

no caso complexo: 4f(x,y) = f(x+y,x+y) - £(x-y,x-y) +

if(x+iy,x+iy) - if(x-iy,x-iy).

+

Demonstra950= Desenvolver og segundos membros.

PROPOSIGAO 2.2 - Sejam E;y...,E, e F espagos normados
e f:E; XeeoXx B -+ F uma aplicaglio n-1i

Ll v v >
near; sao equivalentes as seguintes propriedades:

1) £ €& continua.

2) sup{“f(xl,...,xn)H] x;, € B, ”xiuél; iz=lyeee,n}s M <o,

3)  inf{C|[[£(xy,emx ) |IsC]x,]

LY Y]

xn" H .Xie-Ei,i=l,.--,n} EM<o,

Demonstraclo: 1) = 2): f  sendo continua na origem, dado

e > 0 existe & » O tal que
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Hxl” < 6,:..,”xn” < § implica ”f(xl,...,xn” < e e por-

e
611

tanto ”x = l’ ey ”Xn” = 1 impl:i.ca. ”f(xl, ...,xn” =

il =

B imediato gque 2) = 3). 3) = 1): Queremos demonstrar que
’ - o] o

f €& continua em todo ponto (xl,...,xn) € By Xeaux E_;

isto segue-ge de

10 Gy enimy) = (xS, ein x| =

o]

39%5410 00 00X ) I

n
= ”igl[f(x]o_’ rae ’x:?_-l’xi’ > e an)—f(xi,coch

n
Eigl”f(xi,...,xz_l,xi,...,xn)-f(xi,...,xg,xi+l,...,xn)”

o [¢]
=M :LE=1”x-'1-I

xnn.

o o
xi_IHHxi-xi””xi+l

LI IR

Indicando com L(El,...,En;F) o espago vetorial
das aplicagbes n-lineares continuas de E} X+eeX E em T
segue=-se da Proposiglo 2.5 a) do Cap. I que
fGL(El,...,En;F)h,”f” = sup[”(xl,...,xn)nl x; € E,

“xi” =1, i=1,u..,n} =

= inf{C|[f(xy,e0eux )] = Cfx ... x|, x;€B, i=1,...,n}

define uma norma em L(El,...,En;F). Temos pprtanto

-

1€ xgeessx M = 2]y

¥ imediato que dado 'um espago pré-hilbertiano E

vale um resultado andlog para formas sesquilineares
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£:ExE =+ C e definimos entao
Il = sup{[£(x, ¥} | [I=] = 1, |lv]l = 13

PROPOSIGAQ 2.3 - Seja E um espago pré-hilbertianoc e

A ¢ L{E); consideremos a forma sesquili-

(x,7) € ExE =+ ¢,(x,v) = (ax]y) ¢ €
Temos [¢,]l = [a], disto &,
supl | (ax|y) | |]|x] = 1, [yl = 13 = sup [lax]| .
ll=f}=2
Demonstracgio: De
6, (x,¥) | = [(ax]y) | = [laxlllyl]l = [afllxf}~]

segue-se que "¢A“ = ||al|; por outro lado temos
2
ax||® = (ax]ax) = ¢,(x,ax) = |80 [=} [lax|
o portanto |ax| = [l ,fi x| isto &, [lafl = flo,|.

COROLARIO - Consideremos a forma sesquilinear WA(x,y) =

= (x|ay) temos [lufl = [lall = lig,ll -

B - Adjunto

Seja E um espago pré-hilbertiano e A uma trang
formagdo linear de E em E. Dizemos que uma transforma-

¢l linear A* de E em E & adjunta de A se para
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quaisquer x,y ¢ E temos (Ax|y) = (x]|A*y). B imediato

‘que o adjunto de A, quando existe, € iUnico e gue A¥%¥ = A,

EXEMPLOS: Al - Seja E = C",Lz(p)([a,b]) e K:[a,b]x[a,bl~
+ C uma fungBio continua. Consideremos o

operador linear k:E + E definido por (kx)(t) =

=iééK(t,s)x(s)p(s)ds onde x € C([a,b]) e ¢ [a,b].

Temos (k*x)(t) =/abK*(t,s)x(s)p(s)ds onde X*(t,s) = K(s,t)

De fato: (kxly)p:éb[gbK(t,.s)x(s)p(s)ds]m)p (t)at

o b
= [ X a0y (2)p ($)avlp ()as = (xliny)

A2 - Seja E = ¢", A ¢ L(C™) o (aJ.i) i,j=l,0.0,0 a ma-

. N . n .
triz de A em relaglo i base candnica de " [isto
n

(4e.}e.) ou Ae. = % o, a,., ou ainda Ax = y
i 17 52173 T4

-

g, a

B

ji

- . - *
com v x;]. Entdo a matriz adjunta (aji)

Z a..
i=1l Ji

onde a?i ='Eij ¢ a matriz de A¥ em relagio i mesma
base.

De fato: agi = (A*ei]ej) = (ei|Aej) = (Aejlei)=5ij

PROPOSIGAO 2.4 -~ Seja E um espago de Hilbert e f uma
forma sesquilinear continua definida so-
bre E; entdo existe uma e uma sé transformagio B ¢ L(E)

tal que f£(x,y) = (x|By) para x,y € E.

Demonstragio: De |f(x,y)| = el flxl] [l¥]l seeue-se que para

todo y € E a forma linear x€Ew—»f(x,y)€C
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& continua e pelo Teorema de Riesz existe um e um sé ele-
mento de E, elemento éste que indicamos por By, tal que
f(x,y) = (x|By), para todo x ¢ E. E imediato que a apli
caglo ¥y € Er=By € E & linear e continua (Bl = 1I£hs

¢f. a demonstragio de “Au‘é ”¢A“ em 2.3).

Da proposigdo precedente segue-se o

TEOREMA 2.5 -~ Seja E um espago de Hilbert; para todo A
em L(E) existe um e um sé A% ¢ L(E) tal

que (Ax|y) = (x|a*y) para x,y € E.

¢ - Operadores hermitianos

DEFINICOES - Dizemos gque uma forma sesquilinear f defi-
nida sdbre um espago vetorial E & hermitia-

gg‘(siﬁétrica, no caso real) se para quaisquer Xx,¥ € E

temos f(y,x) = ETET;S. Dizemos que uma transformagao 1i

near A de um espago pré-hilbertiano E € hermitiana

(simdtrica no caso real) se a forma sesquilinear ®, o©

fér, isto €, se para quaisquer Xx,y € E temos (Ax|y) =

= (x|ay).

EXEMPLOS: 1) Do Exemplo Al segue que o operador k defi-
nido pelo midcleo K & hermitiano.se e somen

te se o micleo for hermitiano, isto &, se temos K(s,t) =

a0
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= K(t,s) para quaisquer s,t ¢ [a,b].

2) Do Exemplo A2 segue que o operador A definido pela
matriz (aji) € hermitiano se e sdmente se a matriz

f8r hermitiana, isto ¢, se temos aij = aji sy 1,J=1,...,n.

2.6 - Seja f uma forma sesquilinear éabre © espago veto
rial complexo E. Sfo equivalentes as seguihtes pro

priedades:

1) r .é hermitiana;

2) f£* = f;

3} f£(x,x) ¢ R para todo x ¢ E.

Demonstracéo: ¥ imediato que 1) = 2) o 2) = 3); 3} = 1)

segue-se da fdrmula de polarizagho.

OBSERVAQAO ~ 0 resulitado precedente nio vale Para espagos

vetoriais reais: a forma

2 o2
(x,7) € RER™—1£(x,5) = x;5, - 5,7, ¢ R

1Y

tal que f(x,x) = 0 ¢ R para todo x € R2, mas f nfo

simétrica,

Dy

Da fdrmula de polarizagao ainda segue-se que

2.7 = Dada uma forma sesquilinear (simétrica no caso real)
f definidd sdbre E se temos f(x,x) = O para to

do x € E entio f = O,
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De 2,7 segue=se que
2.8 - Dado uma transformagdo linear (simétrica no caso

real) A de um espago pré-hilbertlano E entao

(Ax|x) = 0 para todo x € E implica A = O.
De 2.6 segue

2.9 = Seja E um espago pré-hilbertiano complexo e A

uma transformacgho linear de E; s@o equivalentes as

seguintes propriedades:

1) A & hermitiana
2) existe A¥* e A¥ = A

3) (ax|x) € R para tode x € E

2.10 - Os autovalores de um opetrador hermitiano sfo reais
e autovetores correspondentes a autovalores distin

tos sfo ortogonais.

Demonstraclio: Seja Ax = Ax e Ay = yuy com A AU, x£0,

v £ 0. A 1% afirmagdo segue de A”x”z =
= (ax|x| = (ax|x) = (x|ax) ='XHx”2' e a 22 segue de
AMxly) = (axly) = (x]4y) = w(x]y).
+» EXERCTCTO 2.1 -~ Determinar se os operadores gue seguem

sdo hermitianos:

a) x€ E = CLz([a,b])w+ ax € E onde of(t) = t, t € [abk
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b} =xcE = GL2([a,b])H+Bx E B ondé g{t) = itz, tela,b].

/[ 2 /71N _ /1w /R 2
c) x = <§2)EC. v o= <?%> = (o )¥> <%2> € C7 .,

d) x e & (T)r—x7 ¢ (T) onde 8, (T) indica o espa
go 8(T) das fungdes definidas na reta a valores com
plexos que sfio infinitamenté-derivévgis, periddicas e
de periodo 1 e no qual consideramos o produto interno

induzido por ¢, ([o,1]).
2

PROPOSIGAO 2.11 - Seja E um espago pré-hilbertiano e §
‘uma forma hermitiana contfnua definida
em E, Temos

le] = sup |e(e,x)|

xi=1
isto €,
sup{ 1£(x,¥) | ||x]=1, |l7]=1} = sup [£(x,x)] .
, || x[j=1 |
Demonstracfio: Seja sp = sup |f(x,x)|; € evidente que
flx[l=1

temos sf

dade |If| = s, € suficiente mostrar que dados X,y ¢ B

= ||£

« Para demonstrar a desiguai

com x| =1, ||y = 1 +temos I£(x,y)]| = spi se f(x,y)
€ real entio pela fdérmula de polarizagao temos (quando
K = C a parte imagindria do segundo membro ¢ necessaria-

mente nula):

L f(x,y) = %[f(x+Y.x+y) - f{xey,x~y)]
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e portanto

l£(x,y) | = § |E(xey,xey)| + ﬁrlf(x—y.x;y)l
s Lo Cxev]? « Nxvl®1 7
= Lo lf=l® + 151 = s

se f(x,y) mnio & real seja u tal que

|£(x,vy)| = uf(x,y) = £(ux,¥) 3
L & um mimero complexo e |ul = 1; portanto lux|l =
= Hi” =1 e do raciocinio precedente segue-se que
|£(x,y)] = £lux,y) = sg- cQD

COROLARIO - Seja A € L(E) hermitianc; entdo temos

= su x) .
Jlaf i | (ax]x) |

Demonstracios Se A € hermitiano a forma sesquilinear

¢A(x,y) = (axly) & hermitiana; o resultado

segue-se pois .da proposigho.

EXERCTCIO 2.2 = a) Seja f uma forma sesquilinear defini
da num espago pré-hilbertiano complexo
E; demonstrar gque

2] s 2s, -

aplicamos a leli do paralelogramo.
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[Sugestdo: aplicar a f a fdérmula de pelarizacglo e usar

a lei do paralelogramo.]

2
b) Seja E = C° com o produto interno habitual e seja

.

a @ forma sesquilinear definida pelv operador

2 2
Atx = (xl,xz) € G r— Ax = (x2,0) € ¢~ .

Demonstrar que

el = lla] = 2 Wis | (ax|x)] = 2 %, °

2.12 - Seja E um espacgo pré-hilbertianoc e A,B +trans-
formagbes lineares de I3 valem as seguintes prow-

priedades:

a) Se existem A* e B* entho (A+B)* = A*4iBx,

b) Se existe A* entlo (MA)* = A%,

¢) Se existe A* entho A¥* = A,

d) Se existem A* e B* entho (AB)* = B*ax,

e) Se existe (A'l)* ou (A*)'l entio (A'l)* = (a*)"L,

f) Se A & contfnua e existe A* entho llax| = jia

De fato: do coroldrio da Proposigao 2.3 segue-se que
Al = fld gull = ll® 40l = [al-

g) Se A & continua e existe A* entho [|a*a] = ”A”2 =

= [laa¥|

+

De fato: de f) segue-se que [laxall = lax|[la] = ”A”2

]
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por outro lado temos HAH2 = sup ”Ax“2 = sup (ax|ax)
[ESIESS [ESER

= sup (a*ax|x) = |a*4].

[ESIES

h) Se existe A* entBo A¥A, AA¥ e A+A* e i(A-A%)
sfo hermitianos.

i} Se existe A* e se. F @ um subespago vetorial de E
invariante por A (isto &, A(F) c F) entdo F- &
invariante por A%,

De fato: dado ¥y € FJ', isto &, tal que (y|x)

I

e}
e}
o

ra tgdo x ¢ F, entfo A¥y ¢ Ft pois (A*y|x)
= (yrAx) = 0 para todo x € F jd que entlo Ax ¢ F.
} |

; E i
j) Se existe A¥ e se F € um subespago invariante por

!

A e/ por A¥*, entfo FJ‘ € invariante por A e por A¥,
1
- i
De fhto: segue-se de c) e i),
k) Se existe A*¥ e se F € um subespago imnvariante por

A e%por‘ A* entdo (AlF)* = A*IF .

£ D - Operadores normais

PROPOSIGAO 2.13 - Dada uma transformagio linear A de um
espago pré-hilbertiano E e tal que A¥

existe, sfo equivalentes as propriedades:

1) AA* = A%*A;

2) para todo x € E temos [A*x| = |lax
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Demonstracio: Temés sempre ”Ax”? = (Ax|Ax) = (A*Ax[x) e
HA*x”z = (A*x|a*x) = (AA¥x|x). Portanto te
mos |Ax|| = |a*x]| para todo x € E se, e sdmente se,
((Aa*-a*a)x|x) = O para todo x € E; de 2.8 (no caso rew
al lembremos que AA¥-A%¥A ¢ sempre uma transformagdo si
métrica) segue-ge que a Ultima igualdade & equivalente a

AAX-A¥A = O, cQD

Dizemos gue um operador & normal se éle satisfaz
as condigaes equivalentes acima. Todo operador hermitiano

& normal.,

COROLARIO 1 ~ Se A & normal entfo ”A2H = ”A”Q.

De fato: tomando x = Ay em [Ax|] = [jaxx]|
vem [la%y| = |la*ay| para todoe ¥ € E o portanto 43 =
= |la*A|l; o resultado segue-se de 2.12 g).

COROLARIO 2 - Seja A normal;. x & um autovetor de A
correspondente ao autovalor ) se, e somen-
te se, x € um autovetor de A% correépondente a0 auto-
valor X.
De fato: Se A & normal, A-)\ +tambdm o €; o re-

sultado segue-se de

Ax = x o [[(a-2)x]

]

0 = [[(a-2)¥*x]|= 0 & A*xTx = O,

COROLARIO 3 ~ Seja A mnormal; se x e Yy s8o autoveto~
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res de A; correspondentes a autovalores distintos X e u
entfo x 17¥.

De fato: do coroldric precedente segue-§e1que
Mxly) = (xly) = (ax|y) = (x|a*y) = (x|0y) = u(x][y);
A £y dimplica portanto (x|y) = o.

COROLARTO 4 - Seja A normal; se e ¢é um autovetor de A

4 rd - £ ‘
entdo f{e} € invariante por A e por A¥,

Demonstracio: Segue-se do Coroldrio 2 e de 2.12 j).

COROLARIO 5 - Se A €& normal e se F & um subespago

@

invariante por A e por A% entlo AlF

normal.,

Demonstracho: Segue-se de 2.12 k).

EXERCICIO 2.3 - a) No espago de Hilbert LZ(Z) seja A a
_transformacloc linear definida por

Ae = e

n n+1? ° € Z; determinar A¥*¥ e demonstrar que A

(/18

normal.

b) A restrigido B de A ao subespago LZ(N) ¢ um opera
dor normal?

p) Demonstrar que el ¢ um autovetor de B* mas nio & au

tovetor de B.

EXERCTCIO 2.4 - Verificar quais dos operadores do Exerci-

cio 2,1 sfo normais.
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§3 ~ Teoria espectral dos operadores hermitianos compactos

$ A - Teoria espectral dos operadores normais em espagos -

de Hilbert complexos de dimensfo finita.

3.1 - Seja E um espago vetorial complexo de dimensho fi
nita n. T8da transformagho linear A de E tem

relo menos um autovalor.

Demonstraglo: Considerando uma base Cprevese de E e

a matriz (aji) de A em relaglo a esta

base, entfo tdda raiz )\ do polinémio P(n) = det[aji -
z lﬁjil ¢ um autovalor de A e uma solucho x = (xl"'”ﬁ)
n
ndo trivial do sistema de equagbes % a.x, = Ax.
i=1 J1l 1 J
J=1,2,.0.,n & um autovetor de A,

Dado um espago vetorial E sdbre um corpo K e

uma transformagio linear A de E, para todo ) € K seja

A, = N(\;a) = (A-—)\)_l(o) = {x € E|lax = Ax} ,

iste é, o subespago de E formado pelos autovetores cor-

respondentes aoc autovalor A (podemos ter 4, = {o}).

3+2 - Dadas duas transformagdes lineares A e B de E

tais que AB = BA, para todo A € X, Al € um sub-

espago invariante por B,
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Demonstragio: Dado x € A, temos ABx = BAx = B(Ax) =

= ABx e portantoc Bx € AK'

3.3 - Seja E um espago vetorial complexo de dimensfo fi

nita e A,B transformagbes lineares de FE tais

que AB = BA; entfo A e B tém um autovetor comum.
Demonstragac: Por 3.1 existe um autovalor XO de A e
por 3.2 Al & um subespago vetorial de E
o

que ¢ invariante por B, Por 3.1 a restrigao de B a Al
o]
tem autovalor e um autovetor correspondente & entao um

autovetor comum a A e a B.

TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES NORMAIS - Seja E um
espago de

Hilbert complexo de dimensfo finita n e seja A € L(E);

existe uma base o0.n. @reensey de E em relagéo a qual
a matriz de A & diagonal [isto €, Ae; = kiei’ i=l,.e.,n,
n
ou Ae.|e.) = k.56, . i = X, e,
( 1| J) Aléla ou ainda Ax iEl Ai;x.e.  onde
x, = (xlei)] se, e somente se, A & normal.

Demonstragfio: Se existe uma base ortonormal

e resese
de E tal que A4e, = ).e, entdo A¥e, =
i i1 : i

= Xiei (de fato: para todo j = 1,...,n. temos

(A*eiéiieilej) = (ei|Aej-liej) (ei](kj-li)ej) = 0) e

2 .
portanto Ad¥e, = |Ai] e, = A¥Ae , i = 1,...,n donde se-~
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gue=-se que AA¥ = A¥A, isto €, A & normal. Vamos demons
trar a reciproca por indugho sdbre a dimensho n de E:
© resultado € trivial para n = 1; se AA%¥ = A¥A, segue-so

de 3.3 que A e A* tém um autovetor comum e e

1 i
= . % = 5 . , . e .
Aey = h e, LA ) = Ay®;, Cf. o Coroldrio 2 da Proposigdo
rd s —L rd
2.13]. Do Coroldrio 4 de 2.13 segue-se que {el} € um
subespago vetorial de FE, de dimensfo n-1, que € invari-
ante por A e A%; da hipdtese de indugdo aplicada 3 res

trigio de A a {el}L (ver corol. 5 de 2.13) segue-se

A
que existe uma base o.n. Gprevsse,  de [el} tal que
Aei = l.ei y 1=2,...,n

o que completa a demonstragao.

Lembrando que todo operador hermitiano & normal e

que éle tem sdmente autovalores reais (2.1) segue-se o

‘TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES HERMITIANOS o Seja E
um espago

de Hilbert complexo de dimensfio finita n e seja AcL(E)j

A & hermitianc se, e sdmente se, existe uma base o.n, de

E em relagio & qual a matriz de A & diagonal real.

0 teorema precedente ainda vale para espacos de
Hilbert reais (de dimensfo finita); a demonstragio pode

ser feita por “complexificagéo" ou diretamente, .como aci=
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ma usando 3.6 que se segue.

REDUQQO DE UMA FORMA HERMITIANA A EIX0S PRINCIPATS - Seja
8 E um
esp#go de Hilbert complexo de dimensfio finita n e seja
f um forma sgsquilinear hermitiana definida sdobre Ej
existe uma base o.n. e;,...,¢ de E e existem numeros

n

reais ll,...,Kn tais gue tenhamos

I
r{x,y) = iil AT, .

Demonstracio: Basta lembrar que existe um e um sé opera-

dor linear A ¢ L(E) . tal que f£(x,y) =
= (ax|y) e que A & hermitiano (Cf. 2.4 e 2.9); a se-

guir aplicamos o resultado precedente.

4+ EXERCTCIO 3.1 - Dizmemos gque um operador hermitiance A
[uma forma hermitiana f£] & positivo se

0] para todo =x € E.

1

temos (A;[x) = 0 [f{x,x)

a) Demonstrar que sdbre um espago de Hilbert de dimensfo
finita uma forma hermitiana & positiva se, e somente

se, todos os Xi (quando reduzimos a forma a eixos prine-

cipais} sfio positivos.

b) Demonstrar que téda forma hermitiana sdbre um espago
de Hilbert de dimensfio finita pode ser expressa como

diferenga de duas formas hermitianas positivas.
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¢) Demonstrar que um operador hermitiano sobre um espago
de Hilbert de dimensfio finita ¢ positivo se, e somente

se, todos os seus autovalores sao positivos,

d) Demonstrar que todo operador hermitiano positive A
sGbre um espago de Hilbert de dimensSo finita tem uma
raiz’ quadrada B (isto &, B = A) que € um operador

hermitiano posditivo.

EXERCICIO 3.2 - Seja E um espago de Hilbert complexo de
dimens8o finita n e A,B ¢ L{E) dois

opérédores normais tais que AB = BA,

a) Demonstrar que existe uma base ortonormal Gqreaese
de E em relagéo 4 qual A e B sio simultdneamente
diagonais. [Sugestfio: por 3.3, A e B +&m um autovetor

comum e que pelo Coroldrio 2 da Proposigio 2.13 tambdm

1
L

€ autovetor de A¥ e B*, e, por 2,12 i) (el) € inva-

riante por A, B, A* e B¥ e portanto pPodemos prosseguir

por recorréncia,]

b) Demonstrar que AB* = B¥A , (Este resultado nfio pode
ser demonstrado de modo puramente alg€brico}.

[Sugestdo: aplicar a).]

EXERCICIO 3.3 - Seja E. um espago de Hilbert‘complexo de
 dimensio n e A c L(E) um conjunto de

operadores normais que comutam dois a dois; seja Dﬁ] o
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subespago vetorial de L(E) gerado por J%.

a) Demonstrar que os operadores de [A] sfo normais e co-
mutam dois a dois. [Sugestfio: aplicar o Exerciaio 3.2

b).]

b) Demonstrar que existe umabase ortonormél €yreeesCy de
E em relagio & qual todos os A € [£] s&o diagonais.

[ Sugestlio: & suficiente diagomalizar simultaneamente to-

dos os operadores Al,...,Am de uma base de D&ﬂ; para

isto aplicar ju&iciosamente 3.3 (cf. também o Exercicio

3.6).1

B - Teoria espectral dos operadores hermitianos compactos

Seja E um espago pré-hilbertiano.

3.4 - Dado um autovalor A de um operador A € L(E) te-

mos [n] = ||a

De fato: de Ax = Ax segue-se gue

L=l = Dl = flax] = (afl =] -

1A

Dado x ¢ B com |x[| =1 temos ](A#|x)| s Ha|

mas

3.5 - Seja e € E com |lefl = 1; temos [{aele)| = |4

’

se e somente se, e & um autovetor de A de auto-
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valor X} = (4ele) com |[A| = |a|.
Demonstragho: Seja e € E com e = 1 tal que
| (aefe)} = flall; tomemos A = (acle); tomos
A= fa] e
0 = |lac-rel® = (Aé—;elAe-Ae)

I

lae]l® - (aefre) - (hefae) + [1]2

Ia)? - (AeTe)(sele) - (ac|e)(@ale)+]a|? = o.

A reciproca & trivial.

De 3.5 e do coroldrio da Proposigao 2,11 segue-se

que

3.6 - Seja A um operador hermitianc continuo; a fﬁngao

It

xe€B={xeE| |x]= 1} | (Ax|x)]| € R atinge

seu médximo num ponto e € B (e entfo 8ste mdximo & lla]})
se, e somente se, e & um autovetor de A corresponden-

te ao autovalor HA” ou - ”A .

Se A & um operador hermitiano de E lembremos
que todoé os autovalores de A sfo reais e que autoveto-
res correspondéntes a autovalores distintos sfo ortogonais_
(2.10); além disto segue-se de 2.12 J) que‘se E, € um
subespago de FE invariante por A entho Egitfambém é

invariante por A.

TEOREMA 3.7 = Seja- A um operador hermitiano compacto,

Af0; ehéao Al ou -||Al 6 um autovalor de 4.
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Demonstracio: Vamos demonstrar que existe y # O com

Ay = Ay onde |k| = ||a]|. Do coroldrio da

Proposigao 2.1l segue-se que existe uma seqliéncia e, € E
com “en“ = 1 tal que |(Aen|en)|v—-HA“; a seqlidncia
(qenlen) sendo formada por mimeros reais, podemos achar

uma subseqfiéncia que aimnda indicamos pela mesma notaglo

tal que (4e_le )= % onde X = [|o] ou A = -jjall e
portanto |A| = [|4|. Temos
0= HAen-kennz = (Aenaken | Ae_-he )

2 2
lae |7 - (Aenlken) - (re lae ) + |2 ]

A

a]1? - 2 (4e_le ) + lla)® —o

pois (4e je ) —A\. Temos portanto iae -re | —0; 4

sende um operador compacto, existe uma subseg#iéncia en

n

da seqfiéncia limitada e, tal que Aer converge para
n

um elemento v € E. Temos entéo Ae,, = Ae -

n n
- (Aern - lern)~a~y e portanto A(Kern)-—a Ay; mas
A(her ) = Aa(e, )= Ay e portanto Ay = Ay; de
n n
Ae, — v segue-se que |y| = [[Ae. | = [A] # 0 o que com
n n

pleta a demonstracgio.

TEOREMA 3.8 (Teorema espectral dos operadores hermitia-
nos_compactos) - Seja E um espago pré-hil-

bertiano (real ou complexo) e A um operador hermitiano
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compacto definido em E, A ¥ 0. Existe uma segfidncia
A, € R (finita ou infinita) de autovalores nfio nulos de
A e uma seqliéncia e, autovetores correspondentes
que formam um conjunto o.n. tal que para todo elemento

x &€ E +temos

(*) Ax = i A xoe onde x = (x|en).

Temos |A.| = [X.

i 1+1|; a seqliéncia contém todos os

autovalores ndo nulos de A e se ela f3r infinita temos
A 0
| n l -+ .

Dado um particular ) = lm a dimems2o do subespa-

co Ah gerado pelos autovetores correspondentes aoc auto-
valor A ¢ finita e é igual ao numero de vézes que o au-

tovalor X comparece na seqfiéncia Ay

Demonstracho: Indiguemos por A e e, o autovalor e o

1

autovetor unitdrio correspondente de A

1

cuja existéncia foi demonstrada no Teorema 3.7. Fagamos

E,=E e A, = Aj; temos |kl| = uAl” e E, = [elTL € um

subespacgo de El‘ invariante por Al. A restrigio A2 de

Al a E2 1 u¢ operador hermitiano compacto e novamente

pelo Teorema 3.7 existe um autdvalor kz e um autovetor
unitdrio correspondente e, de A2 (e por conseguinte
-também de A) tal que |A2| = ”A2” = ”Al” segue=se que
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ol = Iyl

Repetindo éste processo obtemos sucessivamente au-

tovalores nado nulos Rl,...,ln de A, com

Iy lz gl 2oz Ingls

autovetores correspondentes SRR formando um sis-

tema o.n., subespagos E2,E3,...,En+1 onde Ei+l indica

o subespago de B, (ou de E) formado pelos vetores or-

togonais a €1reeesCyn

» b4 A~
A) Se a restricgao An+1 de A a En+l for nula te-

mos para todo x € E

n
Ax = I A.x.e. onde x, = (xfe.),
i=1 i 1 1 1 1

isto &€, A(E) & o subespago de E gerado pelos vetores

el,...,en).
n

De fato: seja X = x - I x,e.; entho (X]e.)=0
i=1 b B 1

para i = l,...,n e por conseguinte X ¢ E_,, donde se-

gue-se que AX = 0 e por conseguinte
n n
Ax = I x.Ae. = ¥ A.x.e. . cQD
i=1 a1 i i=1 i 1 1

B) Se para todo inteiro natural n 2a restrigio A 1
n+

de A a E__, £for sempre nfio nula entfo o processo

acima nos dd uma seqgiiéncia infinita An de autovalores

ndoc nulos de A com
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1

LIS

11

Ix;l Al 2 oo 2 2]

n
e um sistema o.n. (en)neN formado pelos autovetores cor

respondentes,

a) A seqiéncia decrescente |ln| tende para 0O: senfio e-

xistiria um e > 0 tal que [xn[ z ¢ para todo n €N

1A

e a seqliéncia e /A~ seria entfo limitada (llepy/A I

1A

1/e} sem que a seqtiéncia A(en/kn) = e~ contenha uma
subseqfidncia convergente, pois, ela é formada por vetores
o.n. (d(en,em) = ¥2). Chegamos assim a uma contradigio

com a hipdtese de que o operador A & compacto.

{==]

X e
I, Ao,

1l

b) Para todo x € E +temos Ax

=]

ra todo x € E a série ¥ A _x e € convergente para
n=1 nnan

s isto &, pa~

Ax: basta demonstrar que dado xXe E e e >0 existe um

inteire m_  tal que para m = m_  temos |Ax - Z K x_e_jl<

o nn on
< e. Seja x(m+l) =x - & x e_3 temos evidentemente
n=1 o n
m
)2 2 x? - E {x,1% 5 [x]® (aesiguaraade ae
Bessel) e x(m+l) € E ., Pois, para n = m temos

segue-se entfo que

|2

m+l[

(™1 )e ) = 05 de Ja_ | =

ax ™) < ja (me)) 2 )y

m.|..]_””x m+l| ||X||
e como a seqfiéncia |Kn[ tende monotdnicamente para O
basta tomar m_ tal que |k | = ﬂgﬂ- para que tenhamos
x
lax - 2, Ao, = ) s e e ms

B )

o]
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¢} Todo autovalor X # O de A se encontra na seglténcia
hn: pois senfio o autovetor correspondente e seria or
togeonal a todos os e, e de b) seguiria que Ae = 0O con-

tra a hipdtese de que Ae = he £ 0O,

d) Dado um autovalor } % 0 que aparece p vVézes na se-
qﬁéncia ln entfo o subespago gerado peloas autovetores
correspondentes ao autovalor A +tem dimenso Z p, pois
existem pele menos p autovetores ortonormais correspon-
dentes a A. O subespago ndo pode ter dimensBo > p pois
senfio existiria ainda um autovetor e correspondente a A,
ortogonal aos anteriores e a todos os e, como em c) se-

guiria entdo que Ae = O,

1

COROLALRIO 1 - Para quaisquer x,y € E temos (Ax|y)
=]
= nil hnxnyn'

o
Demonstracgio: Por (*) temos (Ax|y) = nEl lnxn(en|y)

o

= nil ')\nxnyn .

Ax
% COROLARIO 2 - A, | = sup{ |- [ I(xle;) = 0, i=l,,nl}

Dizemos gque um operador (simétrico, no caso real)
A de um espago pré-hilbertianc E & positivo se temos
{Ax|x) = 0 para todo =€E ;

por 2.9 segue-se que entdo A €& hermitiano; do Teorema
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3.8 segue-se imediatamente o

COROLARIO 3 - Seja A um operador hermitianc compactos
A & positivo se, e sdmente se, todos os

. . L
seus autovalores sfo positivos.

- EXERCICIO 3eb - a) Demonstrar ‘que azsoma de dois opera-
dores positivoé"é um operador positi

vo.

b) Tentar demonstrar que o produto de dois operadores po-

sitivos que comutam & um operador positivo.

-+ EXERCICIO 3.5 - Seja E .um espago de Hilbert,

a) Demonstrar que todo operador compacto

Positivo A tem uma raiz quadrada B (isto &, B®

A)
que é um operador compacto positivo; 8ste resultado vale

"num 2spago pré-hilbertianoc?

b) Demonstrar que todo operador hermitiano compacto € a
diferenga de dois operadores compactos positivos gue

comutam,

#* EXERCICIO 3.6 -~ Seja E um espago prd-hilbertiano e

4 c L{(E) um conjunto de operadores her
mitianos compactos que comutam dois a dois; demonstrar
que existe uma famflia ortonormal (ei)ieI tal que para

cada A €4 existe uma famflia de numeros reais (A?)iEIE
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€ co(I) tal que para todo x € E temos

Ax = L K‘{Lx.e.
1€I 1 1 1

(xi = (xi|ei)) [diagonalizagho simulté-
nea.] [Sugestfo: considerar um elemento maximal {eiliel}
na classe de todos os conjuntos ortonormais de vetores que
sio simultidneamente autovetores de todos A ¢b; seja E
o subespago vetorial fechado gerado pelos e, ieTl. Para
todo A €A e A #£ 0O temos E, > Ay pois sendo

AN (EO n AX)L , que € um subespago vetorial de dimensao
finita e invariante por todos B € 5 conteria um autovetof
e comum a todos B €4 (Cf. o Exevcicio 3.2) e ortogonal

a todos e i€EX, contra a hipdtese da maximalidade de

{e; |i€1}.]

¥ EXBERCICIO 3.7 - Demonstrar que o produto de dois opera-
dores compactos positivbs Que comutam €&
- -

um operador compacto positivo. {Sugestfo: aplicar 3.5 e

3-4 a)-]

TEOREMA 3.9 - Com as notag¢dés do Teorema 3.8: dado )\ C K,
A A0 tal que M # A, para todo n entao

o operador A - A tem um inverso continuo definido em E;

indicando éste inverso por (A-A)-l entko x = (A-A)-ly
€ dado por
1 1 Yn .
*¥* - —_
(*%) X =3 Y+ x—i My Tor °n Onde v, = (y]en).
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OBSERVAGAO - Quando os e formam uma base o.n, de E

entfo usando o desenvolvimento y = X Yol
n
Y
segue de (*¥*) que v = I oy nx e_ .
ntpT n

Demonstragio: 1) Se a equaglo Ax-Ax =y tem uma solugdo

x, esta certamente € unim e dada pela sg

rie acima pois de (¥) vem

lx—-y:Ax-.—.E?\xe
n

nnn
L]
e efetuando o produto interno por e -Vvem me - ¥, =
. . Ym A
= kmxm,.lsto é, x_ = T:_r; e portanto X = vV =
n
= I A Y e , que equivale a {(*¥).
n nA-A_m :

2) ¥ imediato também que se a série de (¥**) for convergen
te, o elemento x definido por ela satisfaz a equagio

(X-A)x = V.

3) A série de (**) satisfaz 4 condigdo de Cauchy.

Demonstragdo: seja

n

oA \ e B = sup 1xfx‘|
n n n

o = sup
I

que sio nimeros finitos pois A # 0, X # A, © I»_| » 0

al

(se a segfiénecia An £f&r finita o teorema & evidentemente

trivialmente verificado); seja
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m ¥ m ¥
v = & X D oe e u = Av_ = & X X f e .
m n=1 -An n m n=1 1 A-A_ "n
Temos
' 2 P A B2 2 mp o
e I = A EET N A TR
. n=m+1 n n=m+1
A série
ly_|?
n=l""n

sendo convergente, satisfaz A condigéo de Cauchy e a dlti
ma relagdo mostra que o mesmo € verdade para a série (%%).
0 espago E pordm nio sendo suposto completo nfo podemos

concluir que a série de (**) & convergente.

%) A série (¥*) que define x & convergente: por

Tn (2 _ 2™ 2 a2
e R A L

2 m
A e WA

n=1
vemos que a seqgléncia Vi ¢ limitada em E e A sendo
um operador compacto existe entfo uma subseg#iéncia v

m
tal que a segliéncia u, o= Av seja convergente. Porédm,

) m m
se a seqfiéncia de Cauchy w. contém uma subseqgfidncia con
vergente entfo ela mesma ja ¢ convergente, o gue completa

a demonstragfio da convergéncia da sdrie (%**),

5) Do (**) vem x|l = Tylvl + iy alvl = Iy + pellv)

0 gue prova que o aerador (A-A)-l é continuo e que
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1 (-a) 71

LA

1 o | i { I Kn_

o+ ) =l el ]
TEOREMA 3,10 ~ Com as notagoes dos Teoremas 3.8 e 3.9:

Dado um operador hermitiano compacto A
num espago pré-hilbertiano E, e dado um autovalor A #£ O
de A uma condigao necessdria e suficiente para que a
equacgio

Ax - Ax = ¥

tenha uma solugdo € que ¥ seja ortogonal a todo autove-
tor de A associado a MA. As solugbes x da equaglo-acji

ma sdo entfio os elementos da forma

1 1
(#%%) ® = V 4+ & A e +. .z
X X ank ‘n k-ln n

onde 2z ¢ qualquer autovetor associado a A, isto &,

Az = Am.

i}

Demonstragio: Seja Ax - Ax = y; entfio (x|Az-Az)
) = (Ax|z) - (ax|2z) = (¥v]|=)

e portanto para todo =z tal que Az = Az temos (y]z):(l

= (x|xz) - (x|az

Como em 3.9 se demonstra facilmente que x & da forma
(#**) bastando lembrar gue Y, = (y]en) =0 se A_ = A

A -
ois entac Ae_ = Ae .
P n A n

Reciprocaménte, se (y|z) = 0 para todo =z tal

que Az = Az, ¢ imediato que todo elemento x da forma



-124-

(***) & uma solugdo de Ax - AX = Y.
A conjungfio dos Teoremas 3.9 e 3.10 d4 lugar a al-

ternativa de Fredholm:

Seja E wum espago pré-hilbertiano (real ou comple
x0), A um operador hermitiano compacto definido em E

e Ag¢g XK (R ou C, conforme estamos no caso real ou com

plexo), A # 0; vale a seguinte alternativa:

ou a equagho Ax - Ax = y tem soluglo para todo 7y €E;
entho esta solugho & idnica, dada por (**) e A nfo

é um autovalor de A

ou a equagho Ax - Ax = O tem soluglo nao trivial;

entfo o conjunto destas solugbes forma um espago ve
torial de dimensfo finita e a equagdo Ax - Ax =y

tem soluglo se e sdmente se y for ortogonal a t4-
da solugho =z da equagho Az - Az = O; entdo as sgo

lugbes x sho dadas por (***) e A & um autovalor

de A,

OBSERVAG30 - Se A = 0 a alternativa de Fredholm ndo va-
le: no espago de Hilbert L2(N), o operador

hermitiano compacte A que a todo x = (xn) € L2(N)

associa o elemento x'! = Ax = (x1) € &2(N) onde
1 ¢
P = = = ; ; = -
x! = x é tal que Az = 0 dimplica =z = 0 mas a equa

¢do Ax =y onde vy, =L

= mnao tem soluglio em 4,(N).
Referdncias: [2), [4], [12], [1&].
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CAPITULO IV

APLICAGDES
§1 - A equacgdo integral de Fredholm com ndcleo hermitianoc

Vamos aplicar os resultados do ftem B do §3 do
Capftulo IITI na resolugéo da equagdo integral de Fredholm
de 2% espécie

b

(F) ax(t) = y(t) + [ K(6,8)x(s)ds

a
com nidcleo hermitiano (isto &, X(s,t) = K(t,s)) e conti-
IO »
EXERCYCIC 1.1 - Seja K:[a,blxla,b]l » € da forma

m

K(t,s) = iil ai(t)bi(s) onde a ,b, €

M

¢({a,p]). Demonstrar que dado ¥ € c([a,b]) entao

[

¢ ¢([a,b]) & soluglo de (F)} se e sdmente se x(t) =
m

y(t) + X =x.a.(t onde X ,.ss4X é ‘solugao do siste
4=1 1 & 1 m -
ma

m
ax, - L xK.. =¥

. i=l,--n,m
1 j=1 J J* 1

b b
onde ¥, =j/ y(s)bi(s)ds e K.. =‘/.aj(s)bi(s)ds.
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Consideremos o espago pré-hilbertiano E = CLZ([aJﬂL
Jd vimos no Exemplo K 2 do §1 do Cap.III que o operador
kixcE'—= kx € E onde (kx)(t) = ébK(t,s)x(s)ds é compa-
cto e no Exemplo 2) do ftem C do §2 do Cap.III vimos gue
o operadér k & hermitiano se o miclec K o £8r.

Indiquemos por A, a seqtidncia de autovalores nfo
nulos de k, e por e, 0 sistema o.n. correspondente de
autofungdes, cuja existéncia foi demonstrada no Teorema

IIT.3i8, Temos pois

b .
(1) ke = ke isto & {Q K(t,s)en(s)ds = lnén(t) (a=zt=b)

~

b /b
1.1 - Temos I AZ? gj( jr |X(t,s)|%ds dt .
n noJy g

Demonstragio: Para todo t € [a,b] a desigualdade de

Bessel aplicada & funglio s € [a,b]F—K(t}s)e

€ € e ao sistema ortonormal de fungdes En nos dd que
b b
2 2
I ]/[ K(t,s)e (s)ds| é‘[']K(t,s)I ds
n
a a o

isto &
b

(2) ZA%le,(6)]? [K(t,5)]%as

I
g

donde segue-se que

b . b b
2 2 2
s a2 f o, () |Zat f[m(t,sn o as,
a2 t= 8 a

i
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isto €&,

2 b 7b 2 !
LA ;/ f |K(t,s)["as dat .
n n A a ’ B
OBSERVAGA0 ~ Pode-se demonstrar que temos

K(t,s) = i Xnen(t)enis)

esta udltima série sendo convergente em Cy ([a,blx[a,b]);
2

daf segue-se 'que temos

2 b b 2 | 2
5 [l =}£ j; |%(t,5) [Pasar = [x)2 .

EXERCICIO 1.2 - Seja m(A) a multiplicid;de do autovalor
A de (F) (isto &, a dimensfo do espago
vetorlal dos autovetores correspondentes ac autovalor kk
= =iz
XZ
EXERCICIO 1.3 - Demonstrar diretamente 1,1 considerando

demonstrar que m(l)

que as fungbdes (t,s)cla,blx[a,b] — ~
en(t)emisi € € formam um sistema ortonormal de

¢ ([a,blx[a,bl).
2
Do Teorema IIT.3.8 segue~se que para tdda funglo

X € ([a b]) temos y = kx =Z A x en onde
: n

x_ = x]e ) = j, x(s)e f )ds, disto &,
n n a

b
(3) y(s) = [ x(t,8)x(s)ax = Z Ao (®)

nnn

(t ¢ [a,b]) a série sendo convergente em E = Cy, (La,b]).
2

Para todo x € C([a,b]) a série (3) & absolutamente e u-

niformemente convergente no intervalo [a,b]. De fato apli

cando primeirc a desigualdade de Cauchy-Schwarz e depois

"
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2 desiguhldade de Bessel e (2) temos

1 1
Z e = [ 2 PRRE RN OIN
b_ 1 L
= [ [xtero)1%as]? Il = (o-2)® il
onde M = sup ‘K(t,s)l . cQD

a=s,t=b

Demonstramos portanto o

TEOREMA 1.2 - Para todo x ¢ C([a,b]) temos

b
y(6) = [ K(t,s)x(s)as = % A xee,(6)

esta série sendo uniformemente e absolutamente convergen-

te em [a,b].

0 Teorema III.3.9 nos assegura que dado A # 0 tal
que X\ # A, para todo =n entfio dado y € B = C (La,b])
2
a equagho integral (F), isto &, vy = (A-k)x, tem uma e

uma sd soluglo =x = (l-k)-ly € E dada por x = %Jy +

Y

b

1 n oy — . -

+ x—i An-x:fz e, onde y = j/ y(s)en(s)ds, isto €&,
a .

@) x(s) = (6 ¢ FE A, e, (8) (v e [ap])
n

esta série sendo convergente em E = C_ (la,b]). Para todo
2

ye€E=2Cy (la,b]) a série (4) € absolutamente e unifor-

) 2

memente convergente no intervalo [a,b]. De fato: x sa-
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tisfaz a relaglio x = %—y +-%kx que comparada com (4)

nos mostra gue

b ¥,
(kx) (t) =,[ K(t,s)x(s)ds = i AT e (t)

e de 1.2 segue-se que esta série € absolutamente e unifor

memente convergente. cQD

Demonstramos porxrtanto o

TEOREMA 1.3 - Seja K:[a,b]x[a,b]l » ¢ um ndcleo hermitia
no continuo; seja A, @ seqﬁéqcia de seus

autovalores nio nulos e e, 2 seqliéncia ortonormal das

autofungdes correspondentes. Para todo A\ £ 0, A # A, =

equagdo integral -
b

ax(t) = y(b) +f K(t,s)x(s)ds

a

tem uma e uma sé solugio dada por

1 1 Yn
x(t) = &v(t) + =T A e {t
(t) * (t) A A=A n )

esta série sendo uniformemente e absolutamente c¢onvergen-

te em [a,b].

OBSERVAGAO ~ Quando os e formam uma base o.n. de

€, ([a,b]) entho substituindo y(t) =
> .

Inn

= i v.e (t) em (4) vem



série esta porém que & apenas convergente em C, {([2,b])
2
e nado uniformemente absolutamente (se o desenvolvimento

o.n. de y mnho o £or).
Andlogamente segue-se do Teorema IIT.3.10 que
1.4 - Dado um miclec hermitiano contfnuoc K e um autova-

lor A £ 0 do operador hermitiano compacto Kk

associado a K, entldo a equacio integral

b
Ax(t) = y(+) +f K{t,s)x(s)ds

2

tem solugBo se, e sdmente se,

b S
f y(t)z(t)dt = 0

para toda funglo continua z € C([a,b]) tal que

{5) 4{ K(t,s)z(s)ds = rz(t) .
. a
As solugbes sfo da forma

(6) %(t) = le(t) * %)\Eﬁ"n%‘ en(t) + z{t)

n

onde z € um elemento de C(la,b]) que satisfaz (5) e

b
Vn =4[ y(s)enis)ds. A série (6) & absolutamente e unifoz
a

°
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memente convergente.

EXERCICIO 1.4 - Com as hipdteses do Teorema 1.3 para todo
(t,z) ¢ [a,b]lx[a,b] definimos Kz(t,z) =

b
='f:K(t,s)K(s,z)ds. Demonstrar que o micleo X, & hermi-
a
tiano e continuo e gue se e, € uma autofungfio de K
correspondente ao autovalor An entao en também & uma

autofuncao de K, correspondente aoc autovalor ki.

OBSERVAGDES: 1) Pode-se demonstrar [ver AFA, Cap.III, %eg

rema 6.8] o

TEOREMA DE MERCER - Se o micleo hermitiano continuo K &
| tal que o operador k definido por

éle & positivo [isto &, (kx[x) =z 0 para todo =x; lembre

mos que k sendo compacto esta condigao equivale a dizer

que todos cs seus autovalores sfic positivos] entlo temos
Kit,s) =% A e (t)e (s
(t,8) = T A_e_(t)o ()
esta série sendo absolutamente ¢ uniformemente convergen=
te. A mesma conclusfio ainda vale se o operador k for ne

gativo ou se todes os autovalores, exceto um ndmero fini-

to déles, tiverem o mesmo sinal.

2) Nas condigdes da Observagho 1) temos

b
gxn = /;K(t,t)dt .
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3) Todos os resultados déste pardgrafo ainda se aplicam

ao estudo da equagldo integral

b
ax{t) = v(+) +j/ K(t,s)x(s)p(s)ds

onde p ¢ uma fungio continua estritamente positiva defi-

nida em [a,b]. Para estender os resultados mantendo as
mesmas demonstragdes basta trabalhar no espago
CLz(p)([a,b]), isto &, no espago C(la,b]}) munido do pro

duto interno

b —_—
(x19), = [ =()7T0p (0)as

e substituir em t&das as integrais ds por p(s)ds e

dsdt por p(s)p{t)dsdt.

Referéncias - [2], [4], [61, [81, [14], [is5] .

§2 - 0 Problema de Sturm-Liocuville

Consideremos o operador diferencial linear de 2%

ordem

Lyl = ~(e(t)y)r + La(t)-rp(t)]y

ne intervalo [a,b] onde bp € C(l)([a,b]) com p(t) >0
para t € [a,b], p € c({a,b]} com p(t) > 0O para

t € [a,b] e q € c¢(la,b],R)}, e, condigbes de fronteira
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iyl = o y(a) + a;yt(a)

Folyl = g y(®) + B,y (b)
onde ao,al,BO,Bl € R com
lagl + layl A0 e s | + | | # o. ‘

0 problema de Sturm-Liouville consiste em achar

uma fungfio y soluglo do sistema

(SJ\.) L)\[Y] (t) = f(t) para t € [a’b]

(F) Filyl =0, F,lyl =0 .

Os exemplos mais comuns de condicgdes de fronteira

y(a) =y(b) =0 e yi(a) = yt(b) = 0

% OBSERVAGDES: 1) Se o problema de Sturm-~Liouville +é&m

solugado para todo f € €{[a,b]) entlo

também tém soluglio o problema

LKEYJ = f, Flfy] = ¢y, F2[y] = c,

De fato: se y € 0(2)([a,b]) € uma fungdo +al que

Fl[yo] c, e Fz[yoj = c, entdo temos y = z + ¥y, on-.

solucgdo de

(L1

de =z

Lk[z] = f_Ll[yo]’ El[z] = 0, F2[z] = 0.
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2) Pada uma equaglo diferencial linear de 22 ordem
—a (t)y" o+ a (8)yr + [ay(6)-du(e)ly = ()

onde a_ e ¢([a,b]) com ao(t) > 0 para t € la,b],
TS C([a\p]) com Mt} >0 para t € [a,b] e ay,a, €
€ ¢(la,b],R), se multiplicarmos todos os seus térmos pela
fungao
a, (s )
2(6) = oy e |,

obtemos uma egquagio da forma (Sk) com

a(t) = -p(t)a,(t), o(t) = p(s)ult) e £(t) = -p(t)s(t).
3) A me sma equagao pode ser posta sob a forma
v o+ (k(t) - av($))v = h(t)

para isto basta dividir todos os térmos por 2, fazer
Yy = uv com
‘ a
u(t) = exp[ -é ——%i;—ds]
e dividir todos os t8rmos por uj obtemos entfic a equacho

sob a forma dese jada com

n
It = u_ + 1 2
u aou a2

’ hY] =—l;- (<] h = gu .
) o 2o

Dizemos que A & um autovalor do sistema (S, )+(F)

ou do problema de Sturm-Liouville se a equagao homogénea
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isto &

Lo[Y]

Ao (t)y

=135

Lk[y] =0

ou ainda

-(p(t)y1)t + q(s)y = ap(8)y

tem uma soluglo

¥ # 0 que satisfaz as condigdes de fron

teira (F). A solugho v

pondente ao autovalor

se chama entio autofungio (corrqg
A).

+ EXERCICIO 2.1 - Determinar quais dos problemas seguintes

a)
o)
c)
da)
e)

f)

T

t

sdo problemas de Sturm-Liouville:

em [a,b], v(a)

em [a,b], v(a)

y(®), yt(a) = y'(b)

0, yt(b) =0

]

.cos t em [a,b], y(a)+yt(a) = 0, y'(b)=0

em [a,b], y(a) = y(b) =0

0 em [O,n],

y' o+ Ay =
y" o+ ¥
ty"+yl+hy
¥v" 4+ Ay =
YUy =
Y'HAy = £

em [0,7],

2y(0) + y(m) = 0, 2y*(0)-y' (D=0

y(0) = 0, y(1) « gy (1) = o.

EXERCICIC 2.2 - Consideremos o operador

Lly] = -(p(t)yr)r + g(t)y em fa,b] com
g € C([a,b],R).

a) Demonstrar que dados u,v € 8(2)([a,b]) temos a iden-

tidade de Lagrange

b ' _—
J( (VL{u] - uwLl~])dt
a

= Mlu,v](b) - Mlu,v](a)
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onde :
M{u,v] (8) = ~p(t)ut (+)v(®)-uls)v? (£)].

b) Sejam ¥,,¥, solugbes de (5§) + (F); demonstrar que

M[YlnY2] (a) = M[Y]_!Yz] (b)

e portanto
b S
.f (ylLv[Y2] - yéLv[yl])dt = 0 para todo V.
a .

EXERCICIO 2.3 - a) Demonstrar que autofungdes ¥q:¥, do
problema de Sturm-Liouville, correspon

dentes a autovalores distintos sBo ortogonais relativamen

te a p, isto €, satisfazem

b
[To (8)y, ()7, (Bav = 0 .

[Sugestio: integrar yzLofylj - ylLo[yz} e aplicar o E-

xercicio 2.2 b).]
b) Demonstrar que todos os autovalores do problema de

Sturm-Liouville sfo reais. [sugestfo: demonstrar gque
o=

A

se y € uma autofungfo correspondente ao autovalor

. -~ - -~
= r+is ent8o ¥y €& uma autofungao correspondente a

(% se A ¢ R); de a) vem

b 2
[ o (5) y(#)|%at = 0. 3



-137~

¢) Demonstrar que tdda autofungfo do problema de Sturm-
liouville ¢ uma combinagfio linear de autofungdes reais,
correspondentes ao mesmo autovalor (ver também corol.s do

Teorema 2.3).

A - Exemplos de separacgho de varidveis levando ao proble-

ma de Sturm-Liouvilie

Os problemas de Sturm-Liouville aparecem natural-
mente quando se aplica o método de separagao de varidveis
ao estudo de certas equagBes diferenciais parciais linea-

res de 2& ordem.

EXEMPLO 1 - Consideremos a equagio da corda vibrante
> 3U 22y
Tx(p(x)3) - alx)u = P(X)g;?r

com as condigbes iniciais U(x,0) = f(x) e -%%{x,o) =

g(x) e condigbes de fronteira Ul(a,t) = 0 e U(b,t) =

[}

c.

1t

P e p rTepresentam a tensfio e a densidade dé coxr
da respectivamente, sendo portanto fungaes continuas e es
tritamente positivas em [a,b]. Procurando solugBes da e-
quagao diferencial parcial que sejam da forma

U(x,t) = X(x)T(+}
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wvem

que se separa em

(o) (p(x)x7)r =« g(x)X =.—Xp(x)X com X{a) = X(b) = 0

(B8) 1" = -xT .

Vamos demonstrar no item B gue apenas para uma se-
gfiéncia ?\n de mimeros positivos tendendo para infinito
o problema {(a) tem uma solugiho nfo nula, dnica a menos
de uma constante multiplicativa; chamemos deb ¢n a auto-
fungfo normalizada correspondente [isto é,fa [¢n(t)|2p(t)dt=
= 1]. Procuremocs entlo a solugao do problema oriéinal sob

a forma
= ' T
U(x,t) —.i l:bn(x)[cncos JA gt + d sen VA t]
Para satisfarer as condiges iniciais devemos ter

f(x) = U(x,0)

i e p.(x)

g{x) = g—g—(x,O) = ;"'..lﬁ;drﬁn(x)

lembremos que a solugao geral de T" = -XnT com A >0

é Tn(t) =c cosWAh_ t +d senwr t.
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Se f e g admitem éste desenvolvimento em sdrie 0s coe

ficientes c, e d, sflo determinados por

. .b ca
°n = (€lon), = [ £(0)F (2o (x)ax e a - Alels,), -
Vemos pois a importdncia do estudo sdbre a possibi
lidade de desenvolvimento de uma fungdo f em sdrie de
Fourier das autofung%es ¢n bem como a importdncia de
condigﬁes Que assegurem que esta sdrie & absolutamente e
uniformemente convergente em [a,b], e nio apenas comnver-
gente em CLz(p)([a,b]). Naturalmente ainda subsiste a
questio de saber como devem ser as fungﬁes T e g para
que a série de U -seja convergente, para que ela repre-
sente de fato uma solugao da equagéo diferencial parcial,
para que tenhamos U(x,t) + f(x) quando +40 etc. Estas
Ultimas questbes em geral +3m de ser estudadas particular

mente para cada tipo de equacho,

EXEMPLO 2 - Para a mesma equaclo do Exemplo 1 com as mes-
mas condi¢des iniciais poderiamos considerar

outras condigbes de fronteira:
a) %g(a,t) = %%(b,t) =0 (extremidades livres)

para obter as condi¢bes de fronteira

Xi{a) =.X'(b) = 0 (em lugar de X(a) = X(v) = o)
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b) QLU(a.,b-'t) +§T§(a:t) = BU(b:t) ""%%(bst) =0

(extremidades elasticamente fixadas)} para obter as condi-

¢des de fronteira

]
o

wx(a) + x'(a) = pX(b) + xt(b)

EXEMPLO 3a - No estudo da equagho de difusao

1A
o
]

ot
W
o

‘%R(P(X)%EJ - q(x)U = p(X)%% para a = X

com condigdes de contdrno U(a,t) = U(b,t) = 0O e condigdo
inicial U(x,0) = f(x) o método de separagho de varidveis

nos leva ao sistema
‘(P(X)X')' - q(x)X = -}p(x)X, x(a) = X(b) =0
Tt + AT = O.

b) Se as condigbes de contdrno sio

U U
%I(a,t) =v,t) =0

(por exemplo um corpo tdrmicamente isolado nas extremida-

des x = a e x =b) vem as condigboes de fronteira

xt(a) = X'(b) =0 (em lugar de X(a) = X(b) = 0).
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B - 0 Problema de Sturm=-Liouville

Lembremos os seguintes resultados da teoria das e-
quagbes diferenciais lineares: consideremos o operador di

ferencial linear de ordem n

Ly] = a (e)y®) 4 o (6)y e a (8)y

‘onde a; €-C([a,b]), i = 0,1,00u,r e ao(t) # 0 para

todo t ¢ [a,b].

a) O conjunto das fung%es Y € C(n)([a,b]) _qﬂéanq solu-
¢bes da eguaglo homogénea L{y] = O formam7ﬁﬁ;e§pagq

vetorial E_ de dimensg&o n

b) yl,..i,yn € Eo formam uma base de E0 se e_s§mente

se ¢ seu determinante wronskian

H{o]

Yl(t) e —yn(t)

wit) = Wlypseee,y 1(8) = |vi(e) wennn y2(%)
yin"l)(tl--- Yinfl)(t)

f8r £ 0 em todo ponto t ¢ [a,b]l. Fixado um ponto

t, € [a,b] temos entfo (Teorema de Liouville)

-t ay(s)
w(t) = W(to) exp{- A ;iTET ds] para todo t ¢ [a,b]
o
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TEOREMA 2.l - Todo autovalor do problema de Sturm-Liouville
tem multiplicidade 1, disto &, o espago veto

rial das autofungbes correspondentes tem dimensfo 1.

‘ Demonstrag&o: S5e jam yl,yz duas solugaes linearmente in-
dependentes de LK[Y] = 0 e satisfazendo

Fl[y] = F2[y] = Q. Consideremos o wronskiano
- vy {t) v, (%)
He) = Wryvpl (4) - yi(8)  yy(e)|
de b) acima segue-se que

Wly,,v,]1 #0 para t ¢ [a,b]

. pois ¥12Yo sao solugﬁes linearmente independentes_e que

w(t) = w(a) eXP[-[t 2i{s) ds] - ¥ 5(a)

isto é p(+)W(t) = pla)w(a).

Por outro lado as hipdteses

[}
Q

Fylyyl = agyy(a) + agyi(a)

|
(o]

CPyly,) = aya(a) + agyi(a)

5 -~ . ~
com ao € o, mnao simultaneamente nulos implicam gue

vi{a) vi(a)

vo(a) yi(a)
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I

isto €&, W[yl,yzj(a) = 0 e portanto W[yl,y2]_= 0 con-

tra a hipdtese da independéncia linear de Y1 e Y,
cQp

LEMA - Seja x ¢ Cig)([a,b]); para todo t ¢ [a,b] temos

x(6) 1% = G212 + 2llxll, x|, -

Demonstragdo: Seja % ¢ [a,b] ponto de mdximo de |x(t)].

Temos entio

t
%(6)1% + [ “Tx(e)xTm)1 Has

‘%

|x(%) |2

1]

T
hunz+[twuﬁﬁhﬂaﬁuhu
+

1A

2 .
()™ + 2)lx]l, =],

pela desigualdade de Cauchy~Schwartz. Integrando esta de-

sigualdade wvem

(b-a) [x(2)|* = [|x|3 + 2(0=a)|jx]|,l|x"], -

COROLARIO - Seja x € C£l)([a,b]) com |lx|, = 1; para to
2 Bl

de t ¢ [a,b] temos

x(e)1% = 5+ 2=l -

TEOREMA 2,2 - Existe €, € R tal que para A € R auto



-1hh-

valor do problema de Sturm-Liouville temos Aoz Cye

Demonstraclo: Se ¥y & uma autofungio correspondente ao

autovalor A ‘Lemos Lk[y} = 0, E pois su-
ficiente demonstrar gue existe c, £ 0 tal que para

A< e e v € 0(2)([a,b],R) com ”Y“2 = 1 ‘temos sempre

b
,[ Lm[Y](tjy(t)dt > 0,

isto &,
b
j, [-(py')t+qy-Apylydt > O .
a.
Temos
P b b, b 2
)[ [-(py')t+ay-Apylydt = —(pY')yla +’f.py‘ dt+lf qy“dt -
a a

b 2
- lf py dt
a

- fad
e minoremos éstes quatro somandos.

1¢ somando - Se -y{a) = 0 entdo p(a)y'(a)y(a) = 05 se
y(a) #0 de F,[y] = 0 e do coroldrio aci-

ma segue-se Jque

lp(a)y'(a)y(a)]| = lp(a)—z v(a) |<|——lp(a)+2P( )I—H4HY 2

isto &, existem constantes c¢; e ¢, tais que

IP(a)Y'(a)Y(a)l ER CQHY'HQ
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e portanto

.P(a)Y'(a)YFa) 2 —cy = cyllytl, .

Andlogamente existem constantes cy © '04 tais
que

-p(b)y! (b)y(b) = ey + cyflytf, .

b
22 somando - Temos evidentemente / p(t)y'(t)zdt = plnyfng
a

onde P; = inf p(t) > o.
ast=b
P 2

32 somando -‘[ aqy~dt 2 ¢ onde c¢,. = inf g{t) .

a 5 5 t

. b 2
he somando - -l){ py dt = —lpz onde P, = inf p(t) > 0

t
a

(lembremos que A < 0).

Efetuando portanto a soma wvemos que existem cons-

tantes c6 e ¢ tais que

7
° 2
[a LIYI(£)y(+)as = ogrenllytl, + 2yl )2 - e,
| c 02
— 1 1
S CACTRE TS S
= cg - Ap,
02 Cc
= 177, 8 _ .
onde 08—-06~Epo,temos cg-lp2>0ﬁk<g_c9
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e basta pois tomar ¢ _ = inf(O,cg). cqp T

EXERCICIO 2.4 - Demonstrar o Teorema 2.2 sem usar o lema

' e © seu coreoldrio,
f

a) quando temos condigbes de fronteira y(é) = y(B) =

e

]
o

b) quando temos condigbes de fronteira ¥'(a) = y'(b)
¢) gquando temos condigoes de fronteira com Q. 0q 20 e
=
BB, = O.

[Sugestio: seguir a demonstraglo do Teorema 2.2]

Do Teorema 2.2 segué—ée que substituindo eventual-
mente q(t) éof 4(t) = q(t) - Ep(t)y onde &€ <0 e
g < S5 ltemos um operador £o tal que A = O nao & autg
'valor do problema de Sturm-Liouville correspondente (e do
qual além disto todos os autovalores sfo estritamente po-
sitivqs).  |
DAQUI ATE 6 FIM DO PARAGRAFO FAZEMOS A HIPUTESE DE

QUE A =0 NAQO E AUTOVALOR DO PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

'Esta hipétese implica evidentemente que para todo
f € C([ayb]) o problema Lo[y] = f, Fl[y] = 0, Fz[y] =0

- . -~
tem no maximo uma solugao.

esta demonstragio é adaptada de H. Widom, Lectures om
integral equations, p.73 - Van Nostrand Mathematical
Studies 17
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TEOREMA 2.3 - Existe uma funcio continua

G:[a,b]lx[a,b] =+ R

tal que 'dado f E-C([a,b]), v E-c(z)([a,b]) € solugao
de

-

(So) Lly] = LOEY] -(pyi) + Qv = £ em [a,b]

1]

Filyl = agy(a) + a;yr(a) = o,

(F)

Polyl = 8 y(B) + 8.y (p) = 0

se, e somente se,
' b
(o) v(t) =‘f G(t,s)f(s)as .
a

A fungao G se chama de funcio de Green do proble

ma.,

Demonstragio: a) Construgio da funglo de Green: se ja

¥, i=1,2 uma solugho real nlc nula de

Lly] = 0 satisfazendo

Fi[yi] =0,
Yy e ¥y sfio linearmente independentes, isto &, nfo pro
porcionais pois por hipdtese A = 0 nfo & autovalor de L,

isto €, o problema homogéneo L[v]

11l

0, Filyl =Pyl =0

nfo tem solugio y £ 0.

Procuremos a fungio G sob a forma



~148-

1A
d.
TIA

¢t (t,8) = o(s)y (8)y,(s) se a
Gs(t) = G(t,s) =

Gz(t,s)ﬂ

Il

liA
ot
A

c(s)y,(t)y (s) se 57

Com esta defimigho jd temos assegurado

il
[
e}

(1) Fi[Gs(t)] =0 i

(2) L[Gi(t)] = 0 i =1,2.

Temos Gz(t,t) = Gl(t,t) mas nao podemos ter

2 1
G 3G
S (es)| = ge(ts)]

pois com (2) e (1) isto implicaria que G_ & solughio de

il

Lly] = 0, F,iv] = F,ly]l =0 .

Procuremos entfio G tal que

2 1
3G AG 1
K-AC g -2G (4 - - .
(3} 3t ( ’S)]s=t- S5t ( 'S)|s=t+ P(Sj

Como temos

1 .
()|, - ee(te)|__, = o) vy, viv,1(s)

c(s)Wly,,y,1(s)

entlo para termos (3) basta tomar

1
o(s) = - Z(e)Wh, v,1(s)
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portanto

v, (8)y,(s) .
T p(sIWly Ly, I(s) %% A EtEs
G(t:S) = .
v, (t)y, (s)
TR(Wy v, I(s) % s ETED
De

p(a)Wly,,5,](a)

p(6)Wly, 7,0 (+)

p(S)ﬁ[yl.YZJ(s)

1

(Cf. a demomstraglo do Teorema 2,1) segue-se que
(4) G(s,t) = G(t,s) .

b) Demonstremos que a fungdo y definida por (a) € de fa
to soluglo de (So) + {F). De (1) segue-se que y sa-

tisfaz as condigdes de fronteira. Temos

b
/ G(t,s)f(s)ds

a

t b
.[ Gz(t,s)f(s)ds +‘[|Gl(t,s)f(s)ds .
a t

v(t)

Diferenciando vem

£ :
yi(t) =J/"§5£2¥%L§)f(s)ds + Ga(t,t)f(t) +
. ,
B j/ -ég;%Eiglf(s)ds - ¢l(t,t)e(t) =
&
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t 2 b 1
= [’ é—G%éi—’i)f(s)ds + ]i-jg%éjlélf(s)ds
a : t

pois Gz(t,t)

1

Gl(t,t). Diferenciando novamente vem

: t 2.2 2
¥ (%) =/ 3767 (ts0)p(s)as + E“Zi—ts) ()| o+

a 3t =
b
2,1 2
+J( §~§—L;lﬁl-f(s)ds _ 367 (1) gy .
£ 3t" 3t s=t+

Multiplicando estas expressGes de ¥y, y' e y"

respectivamgnte por =P, —pf e q e fazendo a soma vem
t . : b
Ly1(8) = [ 1063 (k) e()as + | LGH(s,0)10(s)as -
a o t

: 20, - 1
- P(t)[ §g€%34§2l5=t- - Egséfifl1s=t+]f(t) = £(¢)

por {(2) e (3). Da unicidade da solugfo segue-se que a so~

lugdo do problema (So)+(F) é necessariamente da forma (o).

¥ OBSERVAGDES: 1) A demonstragho do teorema mostra que a

aplicacgio f ¢ C([a2,b])— y.=

: | 5 :

gt € ¢®(la,p]) onde (g£)(¥) = [ ol(t,8)f(s)ds & con
: a

tfnua. Bste fato também segue imediatamente do teorema do

grdfico fechado [ver o Apéndice do Cap.I].



-151-

2) (para quem conhece a teoria da integragho de Lebesgue )
0 Teorema 2.3 ainda vale quando f € Ll([a,b}); neste

caso a fungio y definida por (a) €& tal que
1
¥ € c( )([a,b])s
y'! € absolutamente continua o para quase todos os pontos

t em -[a,b} temos Lly](t) = £(¢).

EXEMPLO 1 -~ Consideremos a equagﬁo v' = £f em [a,b] com

condigodes de fronteira y(a) = y(b) = 0.

L = 0 nfo &€ autovalor déste problema, Yl(t) = t-a e
yz(t) = t-b s8o solugdes de y" = 0O satisfazendo respe-
ctivamente

Yl(a) =0 e yz(b) = 0.

Temos
t-a t-b
Wiy, ¥y, 1(x) = = b-a .
172 1 1
Portanto a funglo de Green do problema &
gE:ElLE:El se a s t=s
b-a
G(t,s) =¢
M se s =t=1%
b-a

donde segue=se dque a solugéo v do problema € dada por
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t b
_y(t) = g;g J;,(s-a)f(s)ds + E:: J; (s-b)f(s)ds .

EXEMPLO 2 - Consideremos & equagao
y*" + y = f em [0O,m]

com condigbes de fronteira y(0) = yi{g) = 0. A = 0 mnfo
¢ autovalor ddste problema pois a solugdo geral da equa-

¢fio homogénea y" +y =0 ¢

y(t) = c, sen t + c, cos t

e y(O) = O dimplica €y = 0, y’(ﬂ) = Q0 implica c, = 0.
yl(t) = sen t, yz(t) = cos t shAo solugbes da e-
quagao homogénea y" + v = 0 satisfazendo respectivamen-
te
v,(0) =0 e yi(m) =0
Temos

sen t cos t|

=1 .

I

W[Yl'yzi(t) cos t -sen t

' Portanto a funglo de Green do problema é dada por

~sen t cos 8 para 0 t
G(t,s) = -cos t sen s para s = t

1A

8

WA

1IA

™

e a solugdo do problema & dada por

t LT
v(t) = -cos t,f sen s f(s)ds=sen t.[ cos s f(s)ds .
0 o t
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+ EXERCICIO 2.5 - Determinar quais dos problemas seguintes
tém solugio para qualquer f, isto g,

tém uma funglo de Green:

a) y" +y=f em [o0,m] éom v(0) = y(m) = 0
b) y" =f em [0,1] com v(0) + y1(0) =0, y'(1) =0
-c) y" =f em [0,1] com y(0) =0, y(1) - yi(1) = o

d) ¥v" + vy = f em [0,m] com Y'(O) =y'(n) =0

+ EXERCICIO 2.6 - Achar a fungho de Green da equacgho
¥y" = f em [0,1] com condigbes de
fronteira v(0) = yt'(1) = o,

+ EXERCICIO 2.7 - Achar a funclio de Green da equagio
y" = f em [0,1] com condigbes de fron

teira y{(0) = 0, y(1) + gy'(1) = o.

+ EXERCICIO 2.8 - Achar a funglo de Green da equaglo
y" = f em [a,b] com condigbes de

fronteira y(a) = yt(a) = 0.

-+ EXERCICIO 2.9 - Achar a fungho de Green da equacgho

y" +y =f em [0,1] com condigdes

de fronteira y(0) + y'(0) =0 e y(1) = 0O,

"COROLARIO 1 « y - € solugao do problema de Sturm-~Liouville

s

(S))+(F) se, e sdmente se,
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b
v(t) - X/f G(t,s)y(s)e(s)as = g(t)

a

]
onde g(t) =‘( G{t,s)f(s)ds.

Demonstracgho: Pelo Teorema 2.3 temos Lly]l = Apy + £ com

Fl[y] = Fz[y] =0 se, e somente se,

a

b
y(6) = [ 6(6,5)000 (s)y(s) + £(s)]as

isto &, se e somente se
b

7(8) = & [ 6(t,0)y(s)p(s)as = () . CaD
a

Indiquemos por { o operador integral definido em
CL (p)([a,b]) pelo nmicleo G (Cf. Observagho 3 do fim
2

do §1i), isto €,

b
r1(5) = [ 6(e,edy(edple)as  telarn).

a

Ainda pelo Teorema 2.3 temos que Lo[Y] = hpy <com

Fl[y] = Fz[y] =0 se, e sdmente se,

b
Y(t) = lf G(t,S)Y(S)p(S)ds = 0

a

. rd B . l . » 1 ’

isto €, se, e somente se, X—y = Q[Y], isto e, b e auto
valor de §; portanto

COROLARIO 2 - a) A & autovalor do problema de Sturm-

. . 1
Liouville se, e somente se, x ¢ auto=
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_ wvalor de (.,

b) y € autofuncgho do problema de Sturm-Liouville corres .

pondente ao autovalor A se, e somente se, y .6 au=

tofungfio do operador § correspondente ao autovalor % .

0 micleo G sendo real e simétrico (Cf. (4) do
Teorema 2.3) segue-se (Cf. Observaglo 3 do fim do §1) que
o operador (§ & hermitiano e compacto e todos os seus au

tovalores sdo reais; portanto

COROLARTIO 3 ~ Todos os autovalores do problema de Sturm-
Liouville sfo reais, (Ver também o Exerci-

cio 2.3 b).

COROLARIO 4 « Todo autovalor do probiema de Sturm-Liouville

tem autofungio real.

Demonstragéo: Seja v =u + iv # 0 uma autofungao do pro

blema de Sturm-Liouville corréépondente ao
autova}or A. Do fato de que p, q, p; A, G %ys B, @
ﬂl serem reais segue imediatamente que as fungbes reais
u e v s8o0 autofungdes do mesmo problema corresponden- )

tes ao mesmo autovalor A.

G sendo hermitiano compacto podemos aplicar a éle
todos os resultados do §1; éstes resultados, Jjunto com os

do presente item nos permitem enunciar o
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TEOREMA 2.4 -~ Consideremos o problema de Sturm-Liouville

(5)  Lv]

~(py?)* + (q=Ap)y = £ em [a,b];

P.ly] =ay(a) + a;yi(a) =0
) r
Flyl = gy(e) + 8,v'(b) =0
onde L, F, e F, satisfazem as condigdes mencionadas

no comégo déste pardgrafo.

a) Os valores A € C tais que exista uma soluglo vy #£ O

de Ll[y] = 0 satisfazendo Fl[y] = F2[y] = 0, isto
é, os autovalores do problema de Sturm~Liouville formam
uma seqgiiéncia infinita crescente Xn de numeros reais
tais que

lim Kn = 4% e i-%— < © .

Ti-yoe

- . .
b) Cada auntovaloxr Kn tem multiplicidade 1, isto &, o es

pago vetorial das autofungdes correspondentes tem di-

mensfo 1; fixando uma autofungdo real ¢ = tal que

/b o (£)% (t)at = 1

entfio qualquer outra autofunglo correspondente a kn &

miltipla de. ¢n'

c¢) A seqlidncia ¢ é uma base ortonormal do espago pré-

hilbertiano € (p)([a,b]) e do espago de Hilbert
2
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Lz([asb] 0 ).
d) Para tdda funglo x € 0(2)([a,b]) tal que

F.lx] = F[x] =0

temos )
x(t) =2 x ¢ ()
onde b
%= 10, = [ 269 (00 (0)as

a gérie sendo uniformemente e absclutamente donVergente

em [a,b].
e) Seja A # A, Para todo n e f ¢ C(la,b]): o sistema
LKEYJ =f com Fl[yj = Fz[y] =0

d -
tem uma ¢ uma soJ solugao ¥

(£]8_)
v(t) = ﬁ‘*xixg— ?a(t)

esta série sendo uniformemente e absolutamente convergen-
te em [a,b].
f} Se A = A, dado f € C([a,b]) o sistema

Lk[y] = £ com Fl[y] = Fz[y] =0

tem solugio se, e sdmente se, (f]¢m) = 0, isto &,

b
jf f(t)¢ﬁ(t)dt = 03
R -
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neste caso a solugao ¢ como em eL a componente Y de ¢m

sendo arbitrdaria.

Demonstracio: b) Segue do Teorema 2.1 e do Coroldrio 4 do

Teorema 2.3.

d)} Do Teorema 2.3 segue-se que

b
x(t) [ G{t,s)h(s}ds

a
b
= }; G(t,s)%{g%-p(s)ds
'h
= 51 (%)
onde h(s) = L{x](s) e do Teorema 2.1 segue-se que
(1) X)) =% T EPa(8) = 50 (4)

onde
b
z = (zl@bn)p = [ z(t)e (t)p(t)dt

e portanto

b
@)= [ B ealonnar - oy

a série (1) sendo uniformemente e absolutamente convergen

te.

¢) Como 8(la,b[) & denso em CLz(p)([a,b]) (cf. Apéndi

ce déste Capftulo) e como tode x ¢ #(]a,b]) satisfaz



~159~

as condigdes de fronteira Fl[x] = Fz[x] = 0, segue-se
que d) vale para as fungbes de #(]a,b[) (com convergén-
cia uniforme e absoluta e portanto, a fortiori com conver
géncia em CLz(p)([a,b])).AEsté portanto satisfeita a pro
priedade 4) do teorema da base (Cap.II, Teorema 4,6) don-
de segue-se gue os ¢n sfo uma base ortonormal.de .

CL (p)(fa,b]) e portanto existem infinitas autofuncdes
2 .

¢ L

n
é) No Coroldrio 3 do Teorema 2.3 vimos que todos os auto-
valores do problema de Sturm-Liouville sao reais e do
Teorema 2.2 segue-se gque quase todos sfo positivos. De c)
segue-se que a seqﬁénc;a déles, Kn’ é infinita e do Teo-

rema IIL.3.8 e do Coroldrio 2 do Teorema 2,3 segue-~se que

‘%u * 0 e portanto A - +=, De 1.1 (e do Coroldrio 2 do

n
Teorema 2.3) segue-se que %_%? < = . D& Observaglo 2) do
n
1
fim do §1 segue~se mesmo que E-X— < @,
n

=

e) Do Coroldrio 1 do Teorema 2.3 segue-se que a soluglo

¥ do problema de Sturm-Liouville, istao &, de
LIyl = dy + £

com F,[y] = F2EYJ = 0 satisfaz

b
v(6) = [ ots,5)0hy(s) + Zledio(s)as

isto 4,
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%— Gl vy - Gly]d.

o |k
>

] =
Do Teorema 1.3 T segue-se gue

: 1
| £ ar
y(t) =2 2 6rEI(e) 2z F S8R (v)
n tp =

|l
—

n
esta série sendo uniformemente e absolutamente convergen-

te em [a,b]. Usando (1) acima vem

1 (£ 1 %QE§]n
y(6) = £ @) 0,00 an § F—F e, (v)
- XX
1
(e]e_) A_n(fl‘bn)
=Z () + I 2 (8)
n n

(£l9,)
= )I:,_T-—;\.n_ ¢n(t) *

f)} Segue-se andlogamente de 1l.4.

OBSERVACAO - de a) e do Teorema de Mercer segue-se que

| ?_(+)9_(s)
G(t,s) = ﬁ“—l—““ .

=}

onde substituimes A por %, ln‘ por —)%—, X por ¥y
. 'n

. 1 f
e y por TQ[B'H-
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% OBSERVACOES {(para quem conhece a teoria da integracgdo

de Lebesgue).

1) O resultado de d) pode ser estendido:
d¥) Seja x € C([a,b]) absolutamente contfnua tal que
existem pontos

ia = to < tl <owasl tm-l < tm =b

tais que para i = 1,2,,..,m x' & absolutamente conti-

nua em }tiel?ti[ com x" ¢ LZ(]ti-l’ti[) e tal que
Fl[x] = le:x] = 0 4

entio vale a conclusfo de d).
De fato: i) Da observaglo gue segue o Teorema 2.3

segue-se que d*) vale (e com a mesma demonstragio de d) se
1
X € c( )([avb])
com x' absolutamente continua e tal que x“eLZ([a,b]).

ii) No caso geral, seja c; = x'(ti+) - x‘(ti-)i=l,...,m-l.

Entao por (3) do Teorema 2.3

m=-1
2(t) = x(t) + ;2 eap(edele,t;)

estd nas condigbes de i). Por outro lado da observacho
acima segue-se que
t

Gy (8) = &(s,1,) = g%masn(t)
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esta série sendo uniformemente e absolutamente convergen-

.I.

te. Dai segue-se gue o resultado ainda vale para x. CQD

2) Da observagho que segue o Teorema 2,3 resulta que e) e

f) ainda valem para f € L,([=2,p]).

EXEMPLO - Consideremos a equagiho y" = f em [O,7] com
condigbes de fronteira vy{(0) = y(m) = O, Vimos
no Exemplo 1 que segue 6 Teorema 2.3 que A = 0 nio & au

tovalor do problema homogéneo. A solugho geral da equacgho

homogénea y" + Ay =0, A #£ 0, &

v(t) sen At

o

Ty cosﬁt + c2

para satisfazer y(o) 0 devemos ter ¢y = C e para
além disto satisfazer .y{(m) = O devemos ter AT = mm.

n=1,2,... e portanto
¢n(t) =« é—sen nt n= 1,2,...

é o sistema ortonormal de autofungdes do problema de
Sturm=-Liouville acima ¢ a solugao ¥y pode ser escrita

sob a forma

[=-]
2
v(t) = nil b~ 3 sen nt

onde

m .
2
b = '\/n:fo f(s)sen ns ds

Cf. Dieudonné, Foundations of Amalysis (11.7.10d)
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a série sendo uniformemente e absolutamente convergente.
Da observag&o segue-se que a fungao de Green do problema
é dada por

2 2 sen nt‘éen ns
Guﬁ)=ifl -
= n

No Exemplo 1 gue segue o Teorem& 2.3 vimos outra expressao

para a fungho de Green (tomar a = 0 e b = T),

-+ EXERCICIC 2.9 - Achar os autovalores, autofungaés e s0-
lug&es dos seguintes problemas de Sturm-

Liouville.

em [0,L] com vy'{0) ='y'(L) = 0.

a) y"sly = T

b) y"s+hy. = f em [O0,L] com y(0) =0 e y'(L) = 0.

¢) y'"«aAy = £ em [0,1] com y(0)+ry'(0) =0 e yr(1) = O,
*

x OBSERVAGDES: 1) Pode-se considerar problemas diferenci-
ais mais gerais gue o problema de Sturm-

Liouville e mesmo ﬁroblémaé de ordem superior i 2%:
Lly] = ao(t)y(n) + al(t)y(n”;}+§..+an(t)y = £(t)

onde .f, aj € C([a,b]). e ao(t).# 0 para t ¢ [a,b]

com condigdes de fronteira

n-=1

F,ly] = jio Lo v a) 4 Bjj v ()] 121,2,000m

onde aij’sij c C.
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Se A = 0 nfo ¢ autovalor do problema, isto &, se
nio existe, v # O soluglo de Lly] = o, Fi[y] =0
i=1,...,n entdo o probiema acima tem uma funglo de
Green, isto €, uma fungdo G:[a,b]x[a,b] =+ € tal que
v € C(n)([a,b]) é solugio de LLy] = f, Fi[y] =0
i=1...,n se e sdmente se y(t) =}/bG(t,s)f(s)ds [ver

a
AFA, Cap.III, Teorema 7.3)

Pode~se também demonstrar que a fungdo de Green &
hermitiana (isto é,j G(s,t) = G(t,s)) se e sdmente se pa
ra quaisquer fungdes wu,v ¢ C(n)([a,b]) que satisfazem
as condigbes de fronteira Fi[u] = Fi[v] =0, i=l,...,n
temos (L[u]|v) = (u|L[ul) e diz-se neste caso gue o pro

Para problemas autoadjuntos valem resultados anélg

gos aos do Teorema 2.4 [ver AFA, Cap.III, Teorema 7.8].

2) Quando consideramos o problema de autovalores e auto-
fungdes, isto &, procuramos solucdes de
Lly] =y
FH[YJ =0 M=l,...yn

sem ulteriores restrigdes, podem acontecer diferentes si-

tuagdes:
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EXEMPLO 1 -
y' + Ay =0 em [o0,n]
v{0) = ¥(m), v1(0) = -y (n)

entio qualquer } € R ou © € autovalor déste pProblema

*

e a autofunglio correspondente &
T W
yh(t) = c cos Jk(t - z) .

Bste problema nfo & autoadjunte: se u e v sa-
tisfazem as condigbes de fronteira entho por integracgho

por partes vem

T m
j/ u"vdt -_[ uvidt = -2[ur (0)v(0} + u(0)vr{0)] £ 0.
0 o

Por conseguinte nfio existe a funcdo de Green.

EXEMPLO 2 -
[y" +Ay = 0 em [O0,n]

[7(0) = (1), v1(0) = 3o (m)
éste problema sdé tem solugho nédo nula se
2
A=A = 4n sy n =1,2,,..
e entdo a solugho ¢ dada por

yn(t) = ¢psen 2nt + d cos 2nt ,

Este problema & autoadjunto: se u e v .satisfazem ag

condigdes de fronteira entio fazendo integragdo por par-
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tes vem

™ _ m _ )
f a"vdt -,f uvvdt = 0;
0 0

porém &ste ndo ¢ um problema de Sturm-Liouville.

EXEMPLO 3 ~
¥y o+ AY = 0 em [0,T]

2y(0) + (1) =-0,.2y$(0) - yt(m) = O3

gste proﬁlema nho tem nenhuﬁ autovalot' k: real ou com-
plexo. |

De fato: guéndo A =0 a solug&6 geral de y" =0
é v(t) = a + bt; da segunda condigho de fronteira segue-
-se que Db = O‘ e da primeira segue-se entfio que a = 0O e

¥ = 0 nao é portanto um autovalor do sistema. Quando
A £ 0 a soluglo geral de v o+ Ay = 0 €
T i
Y(t): cel’\/it + de ivAht
e as condigbes de fronteira implicam que

i/ AT i
© + de

2(c+d) + ce = 0

lz(ciJi-diJi) - ¢i keﬁJiﬁ + diJie-iJin = 0
isto &
3 s
(246 M) + (24 1Jiﬂ)d =0

(2% - iJieiJiﬂ)c + (-2&Ji+iJie‘fJ1”)d =0
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sistema &ste que tem soluglo (c,d) ¥ (0,0) se, e sdmen-

te se, for nule o discriminante

4 = (2+eiJin)(-21J1+iJXe"iJX”)_(2+e-iJiﬂ)(ZiJi_iJieiJin)

mas O = 6ivl; portanto A #£ 0 também nfio & autovalor do

Sistema., O problema acima nfo ¢ autoadjunto.

As situagdes dos Exemplos 1 e 3 ndo podem aconte-

cer para problemas autocadjuntos.

% APENDICE - 8(]a,b[) & denso em Cp (p)([a,b]); 1Sp<o,
P

Lembremos que #®(]a,b[)} indica o conjunto das fun
gdes definidas em la,b[ e a valores complexos que sio
infinitamenfe derivdveis e nulas fora de um intervalo fe-
chado contido em |a,b|. ch(p)([a’b]) indica o espago

C({a,b]) munido da norma

b=l

: b
x e o(lapDelxl,, = [[ 1x(0) 1P ()]

onde p € uma fungao continua estritamente positiva defdi

nida em [a,b].
TEOREMA - #(]a,b[) & denso em ¢ (p)([a,b]) para lSpco,
’ P

Demonstragdo: I) Vamos demonstrar primeire o teorema quan

do p.= 1{ Seja r € C([a,b]); dado
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e, > O ¢ imediato que existe &, > 0 e £ € c([a,b])
tal que _
: 8
0 se aZ t =a +~§} -
£ (8) =f(t) se a+by =t =Dbb; e tal que ||f-foup =

1
b

1
0 se b =~ 2-61 = £

1A

SejéA ¢ uma funcdo definida na reta que ¢ positi-
va infinitamente diferencidvel, nula fora do intervalo
{-1,1] e tal que

[¢(t)dt =1
[exemplo: @& (t) = ¢ exp[- ——E——ﬁi se |t] 1 e =0 se
1-]t]
lt] 2 1 onde ¢ & tal que _f¢(t)dt = 1]. Dado A > O
definimos
1 t
6, (5) = 2o -

,
¢X ¢ uma fungho infinitamente diferencidvel e

(1) ) 1'1" ¢K(t) = 0 para |ti z A

(2) o -/¢k.(t)dt =1.
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A funcgdo

fl(t) = /’ ¢k(t-s)fo(s)ds

¢ infinitamente diferencidvel [podemos derivar sob o si-
nal de integragido pois ¢k é infinitamente diferencidvel
e por causa de (1) a integral se estende apenas a um in-

tervalo finito] e € imediato que fh(t) = 0 se

-

t &/ Ja“él";\-’ b-61+l_.[

portanto f € ﬁ(]a,b[) se )\ < 61, 0 _gue suporemos no

que se segue.

b b ‘
”f-fong =,[ |fl(t)-fo(tﬂpdt=J/ U&R(t-s)fo(shs-fo(t)lpdt =

b
=f Ifas,\(t-s)[fo(s)-fo(t)ldsIPdt

por (2); f_  sendo nula fora de um limitado ela & unifor
memente continua e portanto dado €, > 0 existe 62 > 0
(e tomamos 6, < 51) tal que para |[s-t| = 6§, temos

Ifo(s)-fo(t)l = e,; tomando X £ 6, temos por (1) que

¢l(s-t) =0 se [s-t] = 6, e portanto a udltima integral
é

EIJ; ¢k(t-s)e2ds|p = ez(b«a)
isto €,

1
ka-foﬂp s e,(b-a)f
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se A

1A

& o} temos porianto

1

e, + ez(b—-a.)P

1A

he-g = le-g )+ leg=ry )

1A

se A 62 .

II) Seja agora £ € C (p)([a,b]). Pela hipdtese feita sd
i P N
bre p existe 0 > 0 tal que p(t) z 0 para

t

o
TiA
1A

b. Pelo Teorema de Weierstrass dado e > 0 exis

te um polindmio
oy € c¢®)(1a,0])

com ]p(t)-pl(t)[ < epl(t) para t ¢ [a,b] e temos ain-
da pl(t) > 0. Temos
1

£l € ¢ (la,p])
P

e portanto por I) existe ¢ € 8(]a,b[) tal que

b b

L |£ -;%E,IP py(s)ds = { | £6
1 a

=

-¢

1
tomando $, = ¢/p1/P € 8(ja,b|) temos

b b b
P 1
fa |£-¢, [ pas _s_[a lf'¢l|pplds+L |f—¢l|P|p—pl|dS < ePeeP™,

cQD
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