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PREFACIO

Neste curso 580 desenvolvidos os fundamentos do Cal
culo para fungdes de vArias varisveis reais, em forma intrin-
seca. Isto significa que usames a linguagem de vetores, segumn
do a qual uma fungdo real f(xlgxz,XB) de 3 variaveis reais
bassa a ser umafungdo fFf(x) do vetor -x = (xl,x2,x3)€R3, en
quanto, por exemplo, duaz funcbes reais .fl(x19x29x3),
fg(xlgxz,x3) 880 consideradas como uma fungdo vetorial
f2:R3—*-R2, onde ffx) = (fl(xl,x29x3),fe(x19x2gx3))g

A notagén vetorial simplifica ac Tirmulas, esclare-
ce =i enunciados, "limpa" ag demonstracgles e contribui para
ums compreensac melhor dos fendmenos difereneciais. (Vide, por
exemplo, a Regra da Cadeia, ¢ o Teorema da Fungao Inversz),
Além disso, ela dd maior amplitude & validez dos resultados.
Quase todos os teoremas aqui demonstrados se mantém verdadei-
ros3, com as mesmas demonstrag?ea, pare o Cdlculo em Espacos
de Banach, Na realidade, apenas por motivos psicoldgicos &
gque consideramos os espagos euclidianos R em vexz de egpa=
¢0s normados mais gerais,

Usamos livremente a linguagem e o3 resultados ele=
mentares da Algebra Linear e ndo nos abstemos de usar também
alguns fatos simples da Topologia dos Espagos Fuclidianos.
Bstes s80 os principais pré=requizitos para a leitura destas
notas.

Como leitufa complementar, a fim de melhor ilustra
~ge $O0bre os pontos agui consideraaos, o0 leitor podera consul
tar os seguintes livros:



ii

M. Spivak ~ Calculus on Manifolds
$. Lang - Analysis I (Capitules 153, 16 e 1i7)
W. Rudin - Principles of Mathematical Analysis

(Capitulo 9}

H. Cartan Calcul Différentiel.

Como de hdbito, os originais foram datilografados
de maneira competente e rdpida por Wilson Gdes e impressos,
com igual zélo, pela turma da Secfio de Publicagdes do IMPA.

A todos, meus sinceros agradecimentos.

O0s originais déste trabalho foram notas de aula
de um curso que lecionei na Universidade da California, em
Berkeley, no ano de 1967. A tradugao para o porbugues foi
feita por Henrique Browne Filho, Israel Vainsencher, Jair
Koiler e Milton Kelmanson, &@0S guais estendo meus cordials

agradecimentos.
Rio de Janeiro, 30 de junho de 1969

Elon Lages Lima
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§ 1., Definicio de aplicagdo diferencidvel.

[

RER af‘"zgeja ﬁE:Rm\ um conjunto aberto. Dizemos que uma apli

~ n. ca -
cagao f£:U-=R"' & diferengidvel em um ponto xeU quando se

tem, na vizinhanga de x, uma "boa aproximaggo linear para a
f Ho
Mais precisamente, deve existir uma transformagao 1i

near T:R™ =R tal que f(x+h) = £{(x} + T.h + r(h) onde

‘Na expréssgo acima, h deve ser tomado suficientemen
te péqueno para que x+h € U e portanto f(x%h) tenﬁa sen-
tido, Comd U é aberto, existe #*0  tal que Ihlff? impli
ca ‘x+h'e U,

| A igualdade f(x+h) = £{x) + T.h + r(h) €& simplesmen

te a definigcao do "resto" r(h) e R, A diferenciabilidade

de £ mno ponto x mnos diz gque éste resto € um "infinitdsi-
. g : " - ) ; ' r(n
mo de ordem superior a h ", isto & 1im “TéTl'= 0 .

h-=0
Isto ‘significa: € claro, que



_2; ‘
'Dado‘ £>0, oxiste &>0 tal que. se jnj<. entdo
lr(h)l<¢flhl

Ag vezes é convenlente escrever a condlgao para a di

férenciabilidade‘de _f:UFw-R em er do segulnte modo:s

f(&gh) f(x) + T.h +. p(h) lhl _b'nt::le "15;&1 e(h)

. : h— .

Para tal,-basta fomar p(h) = r(h)/‘hl Isto delxa P(h) em

sentido quandq h.—”O Mas comor f é dmferenc1ave1 em X,. € ?
'natural deflnlr (0) = Oo-Ehtaé p(h) sera uma fungao con--

tana:de h no ponto n = 0.

4

Se f3 U-ﬂ-R é'diferenciével:em Jer -entﬁo;fpa?a
‘éada‘vétor heR ‘ tem-se ev1dentemente. 

f(x+th)"- f(x)

T h = 1i %

tﬂ-o

E unica, portanto, a transformagao llnear,-Tsz—ﬂ;Rn
gue da a boa-aprOX1magao para é' £ perto ‘de . Ela é cha-
mada de.derivada de £ mno ponto X, € 1nd1cada por f‘(x)
ou’ Df(x)' | : |

Abandonemos agora a notagao prov1sor1a' T. A condi-
cao para a.dlferen01ab111dade de uma apllcagao  fﬁU-:r-R

KUC:R. aberto) em um ponto- "xeU - se escreve-'

|'I_
.

f(x+h) = f(x) + f'(x) h 4 r(h), ‘com” iim r(h)/‘hl

E claro que se T é diferencidvel no ponto x entdo

1 . .
B . . .
£ & continua néste ponto,



§ 2. Generalizacio.

As definicgoes acima (como tudo o mais néste capitulo)
se aplicam com poucas excegoes, ao 'caso mais geral de uma
fungao II—DF‘ onde UCE & um- congunto aberto e E,F
830 espagos ‘vetoriais normados (as pr1n01pals excegoes sao
as observagoes que faremos-sobre matrizes'jacobianas € outras

] M . . ) . 7 n »
maneiras de usar a base canodonica do R )u

Nas pdginas seguintes, esta situagao mais geral serd
considerada sem maiores comentdrios, especialmente em se tra
tando. de subespagos E,F, etc, de espacgcos euclidianos R,
Tais subespagos sao0 espagos vetoriais normados mas nao sao0,

. ' - s g o n - .
estritamente falando, espagos euclidianos R'. Uma outra si-
tuagdo que escidpa ao contexto de espagos euclidianos & a con
l.l i ~ . ’ "- . m _1mn.: - ) . e .
81deragao dos_espagos- E = &(R 9R ) de transofrma¢oes linea

: m _Iiy- o,
res entre espagos euclldlanos, Se_ uedL(R ,R") & uma trans-
coom noco .
formagao llnear de R para R, sua norma |u] se define

naturalmente por.

[

Jul = sup {|u(x)l-xeR lxl-l}

Lembramos que esta norma 1nduz uma t0polog1a em

ﬁ(R ,R ) gque o fazm homeomorfo a R?n, 0 homeomorflsmo asso-

cia a cada transformagao llnear u:R™ -*-R ;armenuupla for-

mada pelos elementOS'da matriz de 'u  relativa as bases ca-
oA m n . _ .
nonicas de R e R, arrumados em uma dada ordem.

e



il

Mais géralniente,'- se Ejsee ,_E]-p e F sé'o'A-éspa'g'os ve
torlals normados, o espggp : A&tEl,e.o,E F) das transforma-
goes p-llneares‘.u;ﬁi k;.,x:EpfﬁjF tem uma norma natural,

 def;n1dg por
R e SR emp Iml =)
Frequentemente se tem El ;..;.'%;Eé'éiE;”e se.escre_

ﬁp & (E F) ara 1ndlcar o espago vetorial das transforma-

'Qoes p—llneares .u%E_xjaox E — Fhr

. § 3. Comentdrios sobre normas.

Récordemos—os seguintes fatos:

1) ﬁﬁas.nOrﬁas= |'|l e l 12 ;no'mesmo espago vetﬁrial- E

sao dltas equlvalenteé quando elas 1nduzem a mesma topg
'logla em’ E Isto acontece se; e soménte se, ex1stem constan
tes 'a>0 e-' b>0 ta_:\_s gue .alxl lxlz\blxl para todo
LxéE.; | | o

'2) Num cartesiano "ExF .de espagos normados, as trés nor-

ety - mle el
|(h,%)|, = max {[nl, lkl}
jl(h,kYLB' - I¥I; +a‘kl 1/2

sao equivalentes duas a duas.’
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A diferenciabilidade de uma aplicagio f:U —w F

(UCE, aberto) depende da topologia dos cspagos E e T,
mas nao depende das.particulares normas usadas nésses espa=
gos,; pois pcdemos substitulr essas normas por outras que
lhes sfo equivalentes, sem mudar a validade das assergSes
h-=>0 e x(h)/|h|->0. Ao tester portanto, a diferenciabi-
lidade de uma aplicagao podemossl de acordc com nossa con-
veniéncia, substituir as normas dos espagos em questao por

outras equivalentes. (cf. exemplo 3, abaixo).

CAPTITULO 2

EXEMPLOS

1) Aplicagdes constantes. Uma aplicagdc constante ¢ clara=-

mente diferencidvel e sua derivada em qualquer ponto &

igual & transformagao linear zero.

2) Transformacoes lineares., Uma transformaggo linear

n & § - - P' m
T:R" — R ¢ diferenciavel em cada ponto xeR e

T“(x) = Ts De fato, por linearidade, T(x+h) = T.x + T.h

logo r{h) =0 e Tt (x) = T,



. =6-

3} Transformagdes bilineares. Uma transformagao bilinear

r'd

$:RmepF—> RP ¢ diferencidvel em cada ponto (x,y)eRmen

e sua derivada é a transformagao linear B?(x,y):Rmen — rY.

definida por

B! (x,7) - (n,R) = B(x,k) + B(h,v).

Y

De fato, dada a transformagio bilinear B, existe
uma constante c¢>0 tal que ]B(h,k)lstzhﬂ.lkl para todo
h e R® e para todo k e R, (Basta tomaf c =
ézsupﬂB(ﬁak)l s |n| =1, x| = 1}=)

Agora, '

B(x+h,y4k) = Blx,y) + B(x,k) + B(n,y) + B(n,k).

Nossa afirmagao ficard provada quando mostrarmos que

Bih,k

lim - = 0O,
(5,k)wo P |
Usemos em R'xR" a nofma | (n,k)| = sup {Ihl |}|B(h k)l

| (h,%) |

1B(h,k nllx . '
- R eI - o e dnl ] e onae

se segue o resultado.
Casos especiais de transformacdoesibilineares sdo o
. m__m . i_i :
produto interno R xR — R dado por <X,¥> = Xy, e a

composigao de tran%formégaes linearess
' m 1
p: L(R?,RP) x &L(&,R7) — L(R™,RP)

onde p(S}T) = ST. Em particular, a multiplicagao de numeros

reais € bilinear.

&



-7 = X
Também & bilinear a aplicagdo

. o o
B: of/(Rm,Rn) x R —-Bn , onde

B(t.,x) = T.x . :

LI

4) Inversfio de Matrizes. O conjunto ¢L(R™) © (R™), das

o

) o . .. . n 1
transformagoes lineares invertiveis T:i:R —= R é aberto.

De fato, T e GL(Rn) se e somente,se det(T) £ 0, e

det:cﬁ(Rn)—+-R € uma fungfo continua.’ )
Considere a-aplicagao'inveyéao f:GL(RF)-—*Eﬁ(Rn),
definida por %(X) = Xfl} A expressdo cldssica de x1 em
térmps de determinantes mostra que f & continua. Afirmamos
quew £f € diferenéiﬁvellém_cada' X e GL(Rn) e que sva deri-

vada f‘(X):cﬁ(Rn)'“*<£(Rn) é a tréhsformaggo linear

Hpf» - X“l H X_la De fatﬁ? se Bséréﬁémass

(x+m)"t = x™t - xtw x4 p(w)
e'multiplicamos ambos os membros desta igualdade por ﬁ;H

r(H) = (X—lH)z(X+H)_lc

.

obtemos, apds uma fdcil simplificacio,

Portanto Ir(ﬁjl = |X'l|2 IH]2 ]X+ﬁ]-l e 1im ‘r(u)/|H| = 0.
. ' _ H-=o0
Em particular, para n = 1, ‘E(Rl) se identifica

com - R e GL(Rl)z.ﬁ* = R~{0}. Segue-se que a funcio
£ JF —= R, dada por f(x) = 1/x &, diferencidvel em cada
xeR¥* ¢ sua derivada & a transformagdo linear f?(x):R-—*-R

tal que ff(x).h =7-h/x2, Em outras palavras, f'(x) € iden

ficada com o numero -l/x2 (ver exemplo 8 abaixo).
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5) As coordenadas de . uma aplicaéao diferencidvel. Dado um
coﬁjunto aberto AUI:Rm, uma aplicaggo f:U-;* R" fica
determinada por n fungaes reals fl,.,.,fnsU —= R, chamadas

de coordenadas de f e definidas pela relagao

(1) = (£5(x), 00 ertR(x)), el

Uma aplicagaéf f & diferencidvel mno pontb' xeU se,
e somente se, cada fungao coordenadas £l for diferencidvel
no ponto x. Além disso f"(x):Rm.-—----RIl serd dada por
f1(x).h = (Dfl(x).h,...,Dfn(x).h), onde preferimos a notagao
Dfi para evitar escrever fi' due ficaria deselegante.

Para provar isto, observe somente que a igualdade
f{x+h) = f(x) + T.h + v(h) & equivalente a n igualdades
fi(x+h) = fi(x) N ri(h), onde T.h = (Tlnh,.,;,Tn.h)?
Aldm disso, r(h)/|h|-=0 se, e sdmente se ri(h)/lhl-ﬂa 0,
para cada i=l,;,.,n. |

Um resultado inteiramente andlogo se verifica para

aplicagoes f:U —=E_xE vcR" aberto, B

12?2

1,E2 espagos ve-

toriais normados, f  dada por f(x) = (fl(x),fz(x)).

6) A matriz jacobiana. Se ja f:U-ﬂ'Rn' diferencidvel em xeU

R . . m.
=} ej = j-ésimo vetor da base canonica do R . Entao

£1(x).e, = lim f(x + b oj) - £lx) o g®
J t =0 t

0 limite acima ¢ usualmente chamado de j-€sima derivada par-

cial de f mno ponto x, e € indicado por f'(x)oej =

of ‘
::.——,—(x)_ R
<J



.=..9.=. '

) . 1 X1 ~
Pelo exemplo anterior, se f soaegf 2U—* R sao as
coordenadas de f entio

fl’l
‘_"(x) ( ( )s°°°s 3 (X))

dx dx*

Isto nos leva a uma expressfo cldssica para a matriz

da transformagdo linear f1(x):R"—=R"™ relativa is bases ca

o~ - m n ) . - + - -
nonicas de R e R, conhecida como a matriz jacobiana de

f no ponto x. O elemento (i,j) desta matriz & a -i~dsima
coordenada do wvetor f*(x)oej, e portanto:

1 1
-Zfluc) gi‘-g(x) O (x)

ax

L]
-]
L]

2 2
of of
O (x) 2 (x)

=

L

H
=1 O]
f‘"\

b
g

Jf{x)

7) Adverténciao A existéncia das derivadas parciais

( )(x)g e portanto a existéncia da matriz Jf(x), ndo
é suflclente para garantir a diferenciabilidade de f no
ponto x, Podemos dizer ainda mais: dada f:U-*-Rn
(UcR™ aberto) e =xeU, heR™, o limite

1im R
t—=0

.gi(x) I f(x+th£ -~ £(x) S}

o

{quando existe) & conhecido como a derivada direcional de £




~10=-"

na diregao h. Observamos 1o Capitulo 1 que se f é diferen
cidvel no ponto x entao existem +5das as derivadas direcig
nais e (3f/dn)(x) = £t(x).h., A reciproca é falsa e o contra-

exemplo cldssico € f:Rz—*-R definido por

. 2
£(x,y) = Y5 se (x,y) # (0,0), £(0,0) =0
‘ X +y

F fdcil de ver que se I = (a,h) entao (3£/3n)(0,0)=
= azﬁ/(a2+b2)o Portanto . f nao pode ser diferencidvel na ori
gem, pois (3£/dh)}(0,0) mndo depende linearmente de h.

Como veremos mais tarde, a dificuldade ai se de;e
ao fato de gque a derivada direcional (af/aei)(x,y), com

respeito a e, = (1,0) & uma fungao descontinua de (X,Y) na

origem.

8) Caminhos diferencidveis. Uma aplicagao definida num inter
valo, tomando vaidores num certo espago, é chamada de wm
caminho neste espago.

Dado um caminho f:J-ﬂ-Rn, seu ﬁgﬁor velogidade em wn

ponto interior Xxed ¢ definido por

fx+t) ~ £(x) c ®®

v = lim

R
t-=o0 v
desde que este limite exista. Escreveremos VvV = (df/dt)(x)

para indicar o vetor velocidade do caminho f mno ponto X.
0 vetor velocidade (af/dt)(x) existe se, e s dmen-

te se,ro caminho £:5 —=R" £or diferencidvel no ponto X.

Além dsso, este vetor velocidade se identifica naturalmente

L
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com a derivada f‘tk),-(ﬁompare com o'ekemplo anterior, onde
o dominio tem dimgnsgo >1,) Vamos deﬁonstrar isto. |
Primeiro devemos notar o isoﬁbrfismo natural
‘ﬁ(R,Rn)zﬁRn,‘qﬁé associa a cada fransformagio A ¢ &(R,R™)
o vetor a = A.l, imagem de 1l¢R por A. Como .
At = A {(t.1) = t.(A.1) = t.a, ao identificarmos £(R,Rn)
com R™ ddste modo, a;operégao‘ A.t da transformagao A
sdbre teR sefé énterpretada como o produtoe t.a do esca-
lar t com vetor a. |
Dada f:J—*Ifﬂ e dado xeJ, escrever f(x+t) =
= f(x) + f‘(x).t'+ r(t)‘ € o mesmo:que escrever

fx+t) = £(x) + t.v + r(t); onde v = ft(x).1l. Portanto

r.~(t)= £ [f(x+t) - £(x) . ]

| | T

Segue-se que lim r(t) =0 sé, e somente se, - £ tem um
Lo t

vetor velocidade em x e, neste caso, céste vetor v & i-

dentificado com f£t(x).

Em particular, dados JCR e f£3J-=~R (uma funcgio
real de varidvel real),'vemos gqgue f & diferencidvel - num
ponto interior xeJ se; e somente se, f tem derivada ﬁo*
sentido cldssico

a = lim
t-m0

f(x+t)t— f(x) _ %%s(x)—a

Neste caso a € um ndmero que identificamos com a

transformagao linear t —=at de R em R, Esta transfor=-
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magao linear é a derivada f‘(s) no sentido da nossa defini-

gao.
. - . . n
Se as fungoes coordenadas de um caminho f£:J —» R
TN | ‘ .
sao f ,...,fn, o vetor velocidade %%{x) € dado por
1 : n .
df : daf - df
9t (x) = ( O (x)ssees Tt (x) ).
A noggo de vetor velocidade nos dd uma interpretagao
geométrica para a derivada £1(x):R" — R" de uma aplicagao
£:u — R® , (UCR", aberto xeU).

f

Dado VeRm, seja J um intervalo aberto contendo O
tal que X + tv e U para cada teJ. A aplicagao f transfor
. . m .
ma o caminho ¢:J-—a-R ’ ¢(t) = X + tv, no caminho
t = £(x+tv) e R, e f'(x).v € o vetor velocidade déste
ltimo em t = O. Verams adiante‘que'nﬁo é necessdrio usar
o caminho linear ¢. Qualquer caminho ¢ tal que ¢(0) = X

ab (o) »
e 3t (0) = v., servird.

9) Funcoes Rea'is ~ Enquanto gue a derivada de um caminho

f:J->Rp § um vetor, a derivada de uma fungao diferen~-
cidvel f:U—=R, IJCIﬁu em um ponto xeU, ¢ um elemento de
L(R™,R) = (R™)* = espago dual de R™. Ou seja, f£'{(x) & um

funcional linear. Neste caso a notagao tradicional & drf(x)

ao invés de £f1r(s) e af(x) ¢ chamada a diferencial de f

no ponto X. A matriz jacobiana de £1(x) = df(x) tem uma

linha e m c¢colunas:

.
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70(x) = (p(x),eee, 22 _(x) ) .
: Ox Ox

Os nudimeros

afi(x) sdo as coordenadas do funcional linear
9x '
df(x) relativas & base candnica de (R™)*, espago dual de
R™. Recordemos que esta base (e°) de (R™* & caracteri-

zada pela propriedade de gque, dado qualquer vetor

v o= (al,,.n,am) e R", e'v = av, Portanto, podemos escrever
. o, ,
df (x) = z: —Jﬁi(x).el
. i=1 3dx-

. . i ~ .
Frequentemente os funcionais e sao escritos como
i, - i : ~

dx™, ja que os e podem ser interpretados cbmo as fungoes
i .m -1 . m S
coordenadas x ;R —= R, que a cada x = (X goeaypX ) fazem-:

. : . ) i S .
corresponder sua i-ésima coordenada x—. Como estas fungoes

m

~ . i i L
sao lineares, tem-se que dx (x) = x para cada XeR .

Entdo, escrevemos

11
ar(x) = ) 2L (x) axt .
. i=1 oxt

A expressao acima ¢ uma igualdade entre funcionais

. m ; o :
lineares no R . Ela significa que, para cada wvetor

v o= (alsuoo,am) = Rm,

df (x).v = Z%E—i(x).(dxiuv) = Zgil(x) at

10) Fungoes Holomorfas., Vamos identificar o corpo C dos

nimeros complexos com.o'plano R " pela correspondéncia
x+iy —= (x,y). Seja TeccC aberto., Uma funcao complexa

f:U-—*;C é dita holomorfa quando, para cada zeU, existe o .
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limite

f(z+h)

- £(z) .

A(zj = lim =

h-e=o
A definigd@o acima se toma possivel pela estrutura de
corpo de C e significa precisamente que

f(z+h) = £(z) + A(z).h = r(h), onde iim r(h)/lbﬂ = 0,

Portantoe, f € holomorfa se e somente se:
12) A aplicagio f£:U—=R> & diferencidvel.
2¢) Sua derivada _f'{z):Rz-*-Rz- é,.em cada zeﬁ,'ﬁma
transformaggo'lineaf da forma 'hl—*.A(z).h '(multif
‘plicagao pelo nﬁmerd‘complexolfA(Z)). _' N
Mas as transformagoes lineares no plano que consis-
tem na multiplicagﬁo pelo numero comﬁlexo A sao: a trans-

formagao zero (multiplicagdo pelo numero complexo O ) e

as semelhancas positivas (transformaéﬁes da forma T, onde:

>0 e T wuma rotagho no sentido poditivo. Para se ver

isto, basta escrever A = p.elo.

Em resumo: uma funcho complexa de varidvel complexa
£:U —=C €& holomorfa se, e sdmente se, vista como uma apli-

e

_cagﬁo f:U—d-Rg, & diferencidvel e, em cada ponto =zelU, sua

derivada f!'(z), ou § 0, ou é uma semellanga positiva.
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CAPTITULO 3

AS CLASSES DE DIFERENCIABTLIDADE Ck

§ 1. Derivadas de ordem 2.

Dado UCR™ aberto, dizemos que uma aplicagao
£sU —m R ¢ diferencidvel em U ‘guando ela for diferencid-
vel em todos os pontos xeU, Define~se entidao a aElicaggo
derivada

£1:U0 —= L(R™,R™).

Ela, associa a cada ponto xeU a transformagdo linear
m n ;
£1(x):R —= R » & derivada de f no ponto =x. Como e espago

ﬁ(ngﬂP) tem uma topologia, definida por sua norma, dizemos

n . . -
gque T:U—=R é continuamente diferencidvel, ou gue £ & de
l _I__ ~ L "~ o . &
classe C7; e escrevemos feC , quandec f For diferencidgvel
cqe . m _n o~ . .
e, além disso, f1:U — L(R ,R) Ffor continua. :
Ao testarmos a diferenciabilidade de wuma aplicaggo
n ‘ .
£f:UJ —= R em todos os pontos xeU, & conveniente sscrever a
condiggo de forma mais explicita, deixando claro gue o resto
r nao sd depende de h, como também do ponto x em questac,
Portanto, f & diferencidvel em U precisamente guando,

bara cada xeU, existe uma transformacgao linear f1{x) e
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e T(Rm,Rn) tal que

f(x+h) = £(x) + £1(x).h + r(x,h),

onde
1im 3%%%21 = 0.
h-=o

Tsto significa, é claro, qué dado & >0 existe,.

para cada xeU, um § = §(x,&)>0 dependendo de & ‘e de X,

tal que |d|<5 implica [r(x,h)l< £|h|. Serd provado abaixo
(Capitulo 5) que se f‘eC:L entao poderemos escolher & inde
peﬁdente de x em cada subconjunto compacto de U,

Quando f:U —Rr" & de classe Cl, podemos pergufn-
tar quando a aplicagﬁo £:0 — A{Rm,Rn) tem uma derivada.
Esta pergunta faz sentido porque ﬁ(Rm,Rn) é um espago Ve~
torial normados Se guisermos, OS elementos de -ﬁ(Rm,Rn) PO
dem ser pensados como matrizes nxm & £t pode ser conside?
rada como a aplicagao que a cada xeUU associla afmatriz jaco-
biana Jf(x) de £ em X Entao fect dimplica que a matriz
Jf(x) depende continuamente de xelU, isto &, cada uma dé suas
Bfl(x) .

. & uma funcio continua de X. (serd mos-
dxd

trado adiante que a reciproca também & verdadeira. Veja o

componentes

Capitulo 9,) Além disso, I ¢ diferencidvel no ponto X
art
3xY

for diferenciavel no ponto x. Isto se segue do exemplo 5

se, e somente se, cada elemento da matriz jacobiana

acima.

Se f1':U —*‘ﬁ(Rm,Rn) tem derivada no ponto xeU, di

.

‘zemos que T € duas vages diferencidvel no ponto X € €S-
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crevemos f"(x):Rm'—* ﬁ(Rm,Rn) para denotar a derivada de

£' em x, isto €, a segunda derivada de f em X, Assim,

£1(x) e L(R", L(R",R™)). Quando f & duas vézes diferencisg-
vel em todos os pontos =xeU, dizemos que f €& duas vézes

diferencidvel em U, Se, além disso, a aplicagdo

£1:U —*?£(ng £(Rm,Rn)) for continua, dizemos que f£ &

e - -
duas veézes continuamente diferencidvel em U e escrevemos

f e 02, Podemos dizer também que f & de classe 02,

Existe um isomorfismo natural L(rR™, ﬂ(Rm,Rn))z
z,cz(Rm,Rn) qu; associa a cada transformagao linear
T:R" —» L£(R™,R") a transformagfo bilinear #F:R xR~ —= R"
tal que f(u,v) = (T.u).v. Isto nos permite considerar a de-
rivada segunda como sendo uma t?ansformagao bilinear
' (x):R "XR™ —e R

VeJamos de mais perto o caso especial de uma fungao
duas vézes diferencidvel f:U —=R, UCR”, Sua derivada &
uma aplicagio f£:U —» L(R",R) ° dada por

{x) = Z: jzgz(x) dxi

i=l Ox

1 my . ~ -
onde {dx PP o . 4 } € a notagao tradicional para a base ca

ndnica de &L(R™,R) (R")*. As fungSes coordenadas de

f‘ﬂj—-(Rm)* 's3o portanto gfi,onn, Efﬁ + Scgue-se do exem
' Ax ax
plo 6, Cap. 2, que a matriz jacobiana de f£" em x tem ele
2 .
mentos ————— (x) = )(x) Como transformagio linear,

ax dx
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b - * ’ .
a aplicagao f“(x):R@W—b(R?) é caracterizada por

113

2 .
1 (x).e., = o x) = zz, ——ELE;—(X) dax? .
+ axT j=1 BxlBXq_ ,

VVamos, por um momento, fazer uma diétingéo éntre‘if"ﬁx)-“eaa'
transformagao bilinear 'dzf(x) e ﬁb(Rm?R) que lhe é associa
da pelo isomorfismo -ﬁ(Rm,(Rm)*) zﬁﬂQ(RmQR). Por definigﬁo
dzf(x) (u,v) = (£"(x).u).v. A expressao.anterior de
f”(x).ei nos dd

3%¢

Bxiax

dzf(x).(ei,ej) =

3 (x).

Lembremos agora gue O esSPago ﬁz(R?;R) tem uma base
_ . s i Jj ,m__m
natural, que consiste das formas bilineares dx .dxv:R xR —R,
definidas por axt.dx(u,v) = dx™ (u).axd(v) = «g’ se

u = (dl,...,ﬁm) e VvV = (@l;...,@m), Qualquer forma bilinear

C]) € odz(Rm,R) se escreve do modo unico (§)_£Zﬁijdxide, onde

a;y = ¢(ei;ej). Portanto

m . "

: 5 ) .
dzf(x) = E: a:f ; (x)dxlde

i.,3=1 dx dx

é a expressao de dzf(x) em térmos da base candnica de
m .
L, (R™,R).

De agora em diante, nenhuma distingao serd feita en-

tre dzf e Y,
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§ 2. Derivadas de ordem superior.

As derivadas de ordem superior sao definidas induti-
vamente. Suponhamos que f:U-=R" ¢ (k-1)-vézes diferencid-

vel. Entdo sua (k-1)-&sima derivada & uma aplicacgao

k-1)

f( :U‘—*‘Ck l(Rm,Rn) de U mno espago das aplicagles

(k-1)-lineares de R em R".

Se f(k"l) £or diferencidvel em um ponto xeU,

L] s -~ . .
diremos que f & Xk vézes diferencidvel neste ponnto e, usando

o isomorfismo candnice ﬁ{Rm,zk_l(Rn)):z jk(Rm,Rn), idenfi-

k-1)

caremos f(k)(x), a derivada de f( em x, com uma apli

~ . m n ' .
cacao k«linear de R em R, que chamaremos de k-dsima de=

rivada de J em x. Quando f(k)(x) existe em cada ponto

xeU dizemos que f € k vézes diferencidvel em U e se de-
fine a aplicacgao f(k):U”—*-Ck(Rm,Rn). Dizemos que f & uma

L k :
aplicacao de classe C ou k vézmes continuamente diferen-

(1)

. * k ~ -
cidvel, e escrevemos f e C ,» quando for continua.

S o . . ~
Por comveniencia denota o conjunto das aplicacbes con-

tinuas.
- . co . ~
Definimos a importante classe C das aplicagoes

- - + - O 4 - ’ L] ~ ~
infinitamente diferencidveis como sendo a intersegao de to-

das as classes CX: c® = COITCliﬁcZI\... Assim f e c%
se, e somente se, possuir devivadas de tddas as ordens em
cada ponto de 'U{

E claro que COOC: . C'CkC Ckul(: R ClC c®.
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Frequentemente € necessdrioc usar uma notagda mais prg
~ , ' k n .
cisa e entao, ao inves de Ck, se escreve C (U,R ) para in-
. ~ . ~ . n ~ .
dicar o conjunto de todas as aplicacgoes f:U—= R gue sao k
vézes continuamente diferencidveis. As regras elementares de
. . ~ . . . k n .
diferenciagao (veja abaixo) mostram gque cada ¢ (uU,R ) é um
espago vetorial real (de dimensaoc iinfinita) e que a derivada
. ~ . k-
Df = £' & uma transformacgao linear D: Ck(U,Rn)-—i c l(U;RnL
- ® . P P -
Entre todas as classes, C é a Uunica gue e invarian
. . . o L. o
te pela aplicagao derivada: f e C implica f' e C . Isto
a faz especialmente interessante. Uma classe também importan-
te, mais pestrita que c®, &' a das aplicagdes analiticas.
Nestas notas nao vamos trabalhar muito com aplicagoes anali-

ticas, mas algumas palavras sobre elas serao ditas no Capitu-

lo 11.

§ 3. Exemplos

‘11) Seja £:U—=R" dada por f(x) = (fl(x),...,fn(x)),
Entao rect se, e somente se, cada coordenada fi:U-f-R
& de classe CX. Se 8ste & o caso, f(j)(x) = D(j) f(x) =

= (D(j) fl(x),...,D(j)'fn(x)), onde xeU e § = 1,...,k.

12) Tdéda transformagdo linear £iR®—~R" & de classe C%,
pois f£1iR" — (R™,R") & constante (a saber, £1(x) =

f para todos os XeRm) e portanto f(k) = 0 para k>1.

Analogamente, tada'transformagao bilinear g:Rmen —» RY

& de classe €% porque gf:Rmen ——— £{Rmen,Rp) & uma
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transformacao linear (cf. exemplo 3, acima).

13) Seja £:R" —» R uma fungao polinomial, isto &, para
J : iy J

x = (xl,,..,xm), temos f{x) = z:aj j 1) l...-(xm) m

i ' l-"m .

Dado h = (hl,.,.,hm) € Rm, podemos, com um desenvolvimento

(x .
elementar, colocars f(x+h) = £(x) + P(X).h~+_r(k,h), onde
P(x).h & a soma de todos os tdrmos de f{x+h) de primeiro
grau relativamente a h e r(x,h), considerado como um poli-
nGmiq em h;‘tem todos os térmos de grau >1. P(x).h pode
ser visto como o resultado de uma operacao da matriz mxl,

P{x) (cujos elementos sfo polindmios em x ) atuando no ve-

tor h. Segue~se gque f & diferencidvel ¢ fi{x) = P(x),
logo f!' e CO ou seja, feCl.-Isto mostra que tdda fungao
polinomial & de classe Ol. Mas cada coordenada de IV e

também uma fungdo polinomial. Portanto f£' ¢ C- isto g,

f ¢ 0. E assim por diante. Entfo rec¥ para cada k>0,

logo f e Ca).'Definimos uma aplicacao polinomial £:R" —=R"
como aquela cujas coordenadas é§o fungdes polinomiais, Trans
formagdes polinomiais s@o portanto de classe C° . Definindo
o grau de uma fungao polinomial £:RT —= R do modo usuél,
vemos que se o grau de f & p- entio f(k) = 0 lﬁara
k2p+l. Observe gue as aplicagses p-lineares sao particula-=
res aplicacOes polinomiais de graﬁ P.
lﬁ) Nenhuma das inclusoes Ck+l(U,Rn)CZCk(ﬁ,Rn) se reduz A
a

igualdade. Por exemplo, seja U = R° = R e considere as

fungSes fk:R-ﬂ-R definidas como se segue:



T xk, se :x;bo
- £, (x) = S
‘ o, se x¥£0.
.A fungab £, é'dgscdhtinua; fi..é céntiﬁua mas nao
éldifgfénciévei no ?6nt6' O; iogo) fi'é_CO -.C%. Em gerai,
como L = k.fy i, temos 1fk'@‘ck"% mag, £, 'é‘ck

. Um exemplo mais soflstlcado é o das fungoes gk(t)'=
=7t3 sen( ), R gk(o) 0, k ? 0,1 2,..;f._Enfao
é é c® é, para4Cada k:>0 é.Ck  mas deixa dé.pef—
ntencer'a Ck+i porque”sﬁa (k+l) eslma derlvada nao- existe

g2k+l

~tem uma (k+1)-e51ma

'kfl

no ponto. 0. Por outro lado,r
*derlvada .em todos oS pontos mas nao pertence a ¢ porque

ng 2

 .suardérivada nao & POntlnua em O. w o e a !

15) Se ‘ ;IER é’ um . intervalo ab.erir:.o-e.. fJ—'--RIl $ um caminho
de classe Ck,;eﬁtaé,'péra éadél i= l,.;.,k, é j-ésima

derivada (J)(x) em“»er, é alnda-um vetor no' Rn; De fato,

'f':JW—¥Rp- é ainda umlCAmlnho,lcnmo sao- f" f"', efc.'(ver

o exemplo & 501ma) f(t) (f (t),...,f (t)) -ehtéo-.

'D(J)f(t)- (D(J) l(t),..., {?):f_(t)),-q vetor |D2f(t)- é'

chamado de aceleragao:do camlnho‘.f no instante . t.

& h Observacao sobre camlnhos ée001onalmente d1ferenc1avels.

f ' Dado‘um caminho f b,tﬂ — R” dizemos que f é di-~

‘ferencidvel & direita em: um ponto S e_[a,b) guando o limite

lateral . I : B - - e
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f(c+h) —'f(c)

f'(cj) = lim i existe.
h-=o
h>o '
Chamamos f'(cf) de derivada de f & direita em x = c.

Isto, € claro, faz sentido sdmente para e £ b. Uma

afirmacao equivalente &

fc+h) = fc) + f'(cf)h + r{h), onde 1lim E%El = 0.
’ h-mo
h>o
Andlogamente se define a derivada & esquerda £1(c7),

em um ponto c € (a,b].

" Por exemplo, o caminho f: [-1,+1] — R dado por

f(x) = |x|, tem derivadas latérais £1(0")y =1 rt(07) = -1
no ponto x = 0. O caminho f: [-1,+1] —= R, definido por
f(x) = x sen i , (£(0) = 0) nfo tem derivadas laterais em

x = 0,

Um caminho f:[a,b]-—> RIl € chamado seccionalmente

diferencidvel quando for continuo e diferencidvel a menos de

um numero finito de pontos Xl""’xr € [a,b], nos quais exis
tem as derivadas laterais f'(xi+)_ e f'(xi-). Isto € equix=
valente a dizer que f & continio e existem

¢ diferencid-

a = x <x;<...¢ x,  =b tais que f|[ki,xi+l].

1
vel, para cada i = 0,1,...,r-1.

Analogamente, um caminho f:[a,b]—*-Rn é chamado

. k - 1 .
Seccionalmente de classe se f @& continuske existem

pontos 2z = x <X, <... <x_ = b, tais que f| [Xi’xi+1] é de

k
classe C bPara cada i = O0,...,k-1.
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CAPTTULO &4

A REGRA DA CADETA

O teorema abaixo é a versfo intrinseca da regra da

cadeia.

TEOREMA 1 - Sejam UCR®™ e VCR' conjuntos abertos,

n . ~ . . .
£:U =R uma aplicacgao diferencidavel no ponto

xelU, com f(U)CV, e g:V-ﬂ-Rp uma aplicacio diferencidvel

no ponto vy = f(x)eV. Entdo a aplicacgao composta gaf:U-ﬂ-Rp

¢ diferencidvel no ponto x e (gef)'(x) = g'(y) f‘(x):RQbRp.

Em resumo, a derivada da aplicagﬁo composta é a com-

posta das derivadas.

DEMONSTRAGXO: Podemos escrever

p(xenf = £(x) + 2y(x).n ¢ o(h).|n|, com Lin o(n) -0
g(y+k) = gly) + &' (¥).k + p(k).[x[, com Lim e(k) =0
Entao
gof(x+h) = g(f(x) + £:(x).h + o(n).|nl).
Sejé agora k = f£'(x).h + ¢(h).|n|. Isto foﬁqgce
(go%) (x+m) = g(£(x)+k) = g(£(x)) + g (£(x)).£*(x).1
v (£(x)).o(n).|n] +o(x). x| = (ge£)(x) +[g' (v) £1(x)]-h +

+ T(hn).

hi,

onde
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t(n) = g'(#).e(n) + o(k). [P (x). 5+ e(m)] .

Se h-—»0 entao k-=0 e :E"(x).(h/lh]) ‘.e' limitada. Por-

tanto 1lim 7T(h) = 0, provando o teorema.
h-=o
COROLARIO 1 - Se f:U-—bRn, g:V—bRp sao ambas de classe

Ck e f(UlC vV, entdo gOf:U—-Rp ¢ também de

classe 'Ck.

De fato, a expressao (gof)'(x) = g‘(f_'(x)) o £1(x)
mostra que (geof)' = pon:U -—i-.{",(Rm,Rp) onde
B L(R™,RP) x £(Rm,Rn.)'%£(Rm,Rp) é a multiplicagdo
(composig’éo) de transformagoes lineares e %:U—h.C(Rm,RP)X
X -G(Rm,Rn) ¢ dada por suas coordenadas: )\-:": (gtof,f1).
Sabemos (exemplo 1"2, Cap.3) que n e ¢ o .Suponhamos due o
coroldrio estéfprovédo para a classe del:-(éle € dbvio
para k = O) Entao, dadas f,g e Ck, temos que
glef, f' e Ck_l logo A e Ck-l (ver exemplo 11, Cap. 3).

Portanto (goﬂf)f = ;J_n)\e.- Ck_l, que significa gef e Ck,

APLICAQﬂO: usemos 0 cérolaf;:*io acima para mostrar gue a inver
sao de transformagdes lineares & uma operacao ¢
Seja f:GL(R™) — L(R™) a inversdo: f(X) = x"1, Por simpdi
cidade, escrevamos -E = £ ,C(Rm) ,£(Rm)) e conside-remos a‘
aplicagao bilinear g: LERM x LE™)—E que associa a cada
.'par (Y,Z) de elementos em oC(Rm) o elemento g(Y,Z) e B
tal que g(Y,Z)eH = Y.H.Z. Sabemos (exemplo 4', acima) que T

¢ diferencidvel e que sua derivada & f£°: -go(f,f):GL(R™) = E,
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!

onde l(f,f)(X) . (£(X),£(x)) = (x"1,x71). E claro que f e c°.

Suponhamos por indugao, que f ¢ Ck"l. Como g © CG), a equa-

: o k-1
—go(f,f), mais o coroldrio, mostram que f' e C ,

~

gao T

logo f e Ck. Isto prova que feCk para todo Kk, portanto,

. ~ =1 , o0
a inversao f:X—»X & de classe C .

COROLARIO 2 - Seja f:U—=R diferencidvel em x_ e U. Dado

v e R, seja x:t = x(t) um caminho em U,

diferencidvel em t = 0, com X(O) = ¥, e x'(O) = v. Entao

f'!xo).v é o vetor velocidade do camiftho % = £(x{t)) em
t = 0. .
De fato, o vetor velocidade do caminho t f(x(t))

em O & a derivada (fex)'(0) = f'(xo).x'(O) = f'(xo).v.

NOTA: Bste coroldrio generaliza o modo geométrico de calcular
v f1(x).v. Veja o fim do exemplo 8, §2. Ali, o caminho

H

x(t) +tinba a forma t+—= x_ + tV.

COROLARIO 3 - Seja fH[I—DRP diferencidvel em erCZRm e

suponha que f admite uma inversa & = .

"

f~l.v »R", veR™Y, (isto &, f£(U} = V, g(v) = U, fog =

= id,_e gof = iéU) que & diferencidvel no ponto ¥ = £(x).

~ m n . . . .
Entaoc f'(x):R —=R € um isomorfismo cujo 1nverso e

g'(y):Rn —*-Rm. Em particular, m = N.
De fato, como (idU)' = idgm e (idv)‘ = idgn, as
relagdes feog = idy, e gef = idy implicam, pelo Teorema 1,

que £fi(x)eg'(y) = idgn e g'(y)ofr(x) = idym, logo £1(x)
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e g'(y) sao isomorfismos, sendo um o inverso do outro.

COROLARTIO 4 (a antiga regra da cadeia) - No Teorema 1, siu-

ponha que f = (fl,...,fn) e g = (gl,...,gp).
Entdo, para cada i = 1,...,p e j = l,...,m, temos:
a(el ) R gt ark
Ae D) - kZl Y (e() 27 ()

- 3 - - -
Isto € uma consequeéncia imediata do Teorema 1, mais o fato
de que a matriz da composta de duas transformagﬁes lineares

€ o produtec das matrizes das transformacgces.
OBSERVACOES :

1) Se UCR" e f:U—=R" ¢ diferencidvel no ponto xeU, en~
tdo sua derivada f'(x):R" ~=R" & um endomorfismo (isto &,
uma transformacao linear de um espag¢o em si mesmo) e faz sen-

tido falar no seu determinante, det(f'(x)). Ble & chamado de

determinante jacobiano de f em x e pode ser calculado
i

af.(x)). Segue-se do
dx
coroldrio acima que o determinante jacobiano da aplicagao

usando a matriz jacobiana Je(x) = (

‘composta € o produto dos determinantes jacobianos das aplica-

¢0es gque estamos compondo.

2) A notagao cldssica do Cdlculo Diferencial - um pouco mais
= . - o~
ilmprecisa que a nossa, porém sugestiva e de acdrdo com a

prdtica (entao universal) de enfatizar quantidades (" y &

uma fungdo de x ") ao invés de aplicacdes ("f leva x em
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v ") - serid a seguinte, para O Coroldrio 4. Os pontos do pri

meiro espaéo, Rm, serao escritos como "X, e os pontos do se
n ‘ - i o .
gundo espago, R , como "y?; as fungoes f1 serdo escritas
i i 3(gte £) . .
como vy w.(=7v¥ (x)). A derivada — 3 serd a "derivada
- ; . ox .
parcial de gl*'com respeito a varidvel xJ ", e denotada por
i .
qu—. A formulagdo equivalente do Teorema 1 serd:
;aXJ
1
_a_g._=,z % 3y _
J ' k N
Ox =1 dy ax

Esta &, sem duvida, uma férmula atraente, cujo préco, entretan
to, € o de esconder o simples significado de t{ransitividade"

(ou functiorial) do Teorema 1.

3) Com respeito ao Coroldrio 3, temos o exemplo ddssico da

fungao f:R-—= R, dada por f(t)‘= ¢, B tm homeomorfismo
o0 .. 1/3 . . e
de classe € , cujo inverso sSi—=S nio pode ser diferencizg
vel no ponto O = £(0) porgue £'(0) = O mndo é um isomorfismo.

COROLARIO 5 - (regras elementares de diferenciagﬁo) -~ Sejam

f,g:U—-Rn diferencidveis no ponto xeUC RT e

um mimero real. Entdo :E‘-:-g:U—-Rn e Nf:U—=R" sfo diferen-

cidveis no ponto x, com (Frg)t{x) = £'(x) + g1 (x) e

@f)‘(x) = Af'{x). Quando n=1 e f(x) #Z 0 para todo xelU,

entio 1/f:U=R & diferencidvel 1o ponto X € (1/£)(x) =

= —(l/f(x)z).f'(k). Finalmente, se B:Rann-—ian é bilinear

entio B(f,g):U—=RP, dada por v —=B(f(y),g(v)) & diferen-

 cidvel no ponto x e B(f,g)'(x).h = B(f'(x).n,s(x)) +

+ B(f(x),g'(x).h).
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Em‘particular,lquéndo n=1 e B#th-—b-R € a multi-
pliéagao de nﬁmeroé reais, B(f,g) = f.g, entio (f.g)'(x) =
= g(x).£1(x) + £(x).g'(x). SRR

Isto resulta do Teorema 1, se notarmés gue
f+g = do(f,g), Af = Nfof, 1/f = ief e B(f,g) = Bs (f,g)
onde (f,g):U-=R" & dada por (f,e){x) = (f(x),g(x));
&:RUxRT —= R & dada por o&f{u,v) = u+v; X*;Rn;*-Rn ¢ dada
por M(u) =Au e i;R;{O} —= R & dada por i(t) = 1/t.-
As aplicagles &« e A* g3o lineares, logo «!'(u,v) & & * e
(AM*)t{u) = ¢ para cada u,v e\Rn, A aplicaéﬁo i & a in-
versao de matrizes nao singulares 1x1. Usando os exemplos

3 e 4 do §2, o coroldrio fica provado.

EXEMPLO 16 - Diferenciabilidade de produtos internos e normas.

Un caso especial do Coroldrio 5.qué merece degta-"’
que é a fungido < f,gxU-—»R, definida por <f,g>(x) =
<f(x),g(x)>. Como o produto interno A< , >t RP°xR" —= R & bi-
linear9 a diferenciabilidaderde f e g no ponto x implicg
em que <f,g> & diferencidvel no ponto x, e <f,g>' (x)eh =
= <f' (x).h,g(xD>+ <f(x),g'(x).h> para todo h e R'.

Se tomarmos f = g, vemos que dada f;UWﬂ-Rn diferégé
cidvel em x, a fungao |f|2:yr—a If(y)!z = <f(y),f(y)> &
diferencidvel no ponto x, e sua derivada & o funcioﬁal linear
ht= 2<f'(x).h,f(x)> . -
Ainda pela regra da cadeia, como a fungao t = tl/2

€ diferencidvel nos reais positivos, segue-se que a norma
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l p . no .
ub—» Tu[ = '<1J.,1.'l>]'{'2 gque provém do produto interno do R, e
uma fungdo diferenidvel | I:Rn-{O}-a-R, (note que a origem
deve ser excluida). A derivada de ]ul = <u,u>;/2 em um pohn-

to u # 0 mo R & o funcional linear h = <h,u>/<u,u>l/2.
Andlogamente, se f}[L;-RP & diferencidvel no ponto. xeU e
f(x) £ 0, entao lf]:y'p—-lf(y)l = <f(y),f(Y)>l/2 é diferen-
cidvel no ponéo x e sua derivada € o funcional linear
hi=<f'(x).h, f(x)>/<f(x) f(x)>l/2, heR".

Mais prec1samente, as fungoes uJ—blul = <u,u>  e
ube |uj = <u,u>-/2 <%0 de classe €% em R" e rR"- {0},
respectivamente.

Devemos chamar a atengao para o fato de que se uma
norma em R© nio provém de prodiuto interno, entao ela ndo &
necessariamente uma fungdo diferencidvel em ﬁn-{o}, nem
lu]2 tem de ser diferencidvel em R?.

Vamos ilustrar éste ponto com a norma p(u)

= max {[x|,[y|}, u= (x,v) e R®. Esta norma deixa de ser di-

ferencidvel em todos os pontos das diagonais x =Yy e X = -¥.

Por exemplo, no ponto 1 =_(l 1) tem-se ap/a(-e ) = 1,
Bp/a(-el) - 0. 0 grdfico da fungdo p(x,y) = max {le |y]}
R

pode ser fécilmente visualizado no . E uma plramlde de. qua

tro faces, infinita, invertida.
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CAPITULO 5
A DESIGUALDADE DO VALOR MEDIO

A seguinte proposigao desempenha um papel de impor-
tdncia fundamental no desenvolvimento do Cdlculo em uma va-

ridvel.

TEOREMA DO VALOR MEDIO - Seja f:[a,b+h]——-iR uma fungao
continua tal que f|(a,a+h) & diferencidvel. Entdo

existe t _, O<t <1, tal que
O O
f{a+h) - f(a) = h.f'(a+toh).

Este resultado pdde ser facilmente generalizado para
fungdes reais com mais de uma varidvel.

Se a,b e R", indiquemos por [a,b] = {a+t(b-a);0sts1)
io segmento de reta (fechado) ligando a e b. O corresponden: -
te segmento de reta aberto & l(a,b) = {a+t(b-a); O<t<l } .

Seja f:U-—=R diferenc¢idvel em vcr™. Suponha que
o segmento @qa+h] estd contido em U, Entaerxiﬁte to’
0< tx<1l, tal gque f(a+h) - f(a) = f'(a+t0h).h.

De fato, considere a fungao real de uma varidvel
¢: {0,1] — R, definida por §(%) = f(a+th). Ela satisfaz as
condigoes do teorema do valor médio, logo existe to e (0,19

tal que ¢(1) - ¢(0) = 6(t, ). Mas ¢(1) = f£(a+h), ¢(0) =
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= f(a) e, pela regra da cadeia, ¢‘(to) = f'(a+toh).h.
Para aplicagoes f:U —> RY, com n>1, nao se ve-~
rifica a igualdade do valor médio, como mostra o exemplo

abaixo.

EXEMPLO 17 - Seja f:iR—=R> o caminho de classe c® defi-

nido por f(t) = eit = (cost,sent). Seu vetor
velocidade, f£'(%) = i.eit = (—sent,cost), é distinto de,
zero para todo t e R. De fato £ (t)] = 1 para todo t.
Por.outro lado, f(2W) - £{0) = 0, logo menhuma igualdade da
~ forma f£(2m) - f(é) = f’(to).ZW poderd ser verdadeira.

No entanto, uma forma mais fraca do tedrema do wvalor
médio, formulada como uma desigualdade, ¢é satisfeita para
aplicagoes diferencidveis f:U->Rp_ em geral. Este teorema
é t3o dtil quanto o resul%édo cldssico, pois nas aplicagoes
raramente se precisa da igualdade, devido ao fato de nada se

~ r - J . .
saber sobre o numero intermedidrio td'

TEOREMA 2 - (desigualdade do valor médio)}: Seia f:U-—'-Rn

continua no conjunto aberto UcR™. Se o seg-

mento de reta fechado [a,a+h] estd contido em_U e f &

diferencidvel em todos os pontos do segmento aberto

(a,a+h), entao

V£ (a+th) - f£{a)]| |n|. sup \f‘(a+th)
! Oct<l

DEMONSTRAQKO: Suponhamos, inicialmente, que T também é di-

ferencidvel no ponto a. Seja @:[O,l]—*— r™
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o caminho definido por (%) = f(a+th). Entdo ¢ 'é continuo
em [0,1] e diferencidvel em [d,l)o Como ®(0) = f(a),
d(1) = £(a+h) e ¢* (%) = fi(a+th).h, é suficiente provar que
|b,{1) - d(0)| €M, onde M= sup |[§'(t)]. Isto serd obtido
O<t<l
quando mostrarmos que |$(1) .- ©(0)| € M+é para todo €& >0.

Consideremos o conjunto
X = {te[0,1] ; |$(s)-0(0) |s(M+&)s para todo se [0,1] }.

E claro que X & um intervalo fechado da forma [O,a]. Deve~
mos apehas mostrar gue o = 1. Suponhamos, por absurdo, que

1. EntSo 3 §>0 +tal que «+ S<1 e tal que Oshc?d
implica O®(x+h) = ¢(x) + ¢t (x).h + r(h}, onde lr(h)| g & .h.
Segue-se que Q(«+h) - ¢(&t) | € (M+ & )h, se OFf n<b.
Como & ¢ X temos também que () - ¢(0)} € (M+E) & . Por-
tanto, O€h<8 acarreta |{(x+h) - d{(0)| € (M+&) {x+h).
Tendo em conta gque & & X, isto mostra que todo « +h 06m
0g h<® também pertence a X. Contradigao.

Da mesma maneira demonstrariamos o caso em que £ é

diferencidvel num segmento do tipo (a,b]. Em seguida, obser
vamos qué se a desigualdade dq valor médié vale para (a;b]

e [b,x), entao vale para (a,c).

OBSERVACXO: Quando f f£or diferencidvel no segmento fechado

[a,b], podemos tomar o sup para Ofgtgl.

COROLARIO 1 - Seja uecR™  um conjunto akerto conexo e

£:U—=R" uma aplicacao diferencidvel tal que
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f'(x) = 0 para todo xeU,. Entao . f €& constante em U,

Fixemos um ponto aeU. 0 conjunto X dos pontos xelU

tais que f(x) = f(a) & fechado em U, pois f & continua.
Além disso, se f(x) = f(a), xeU, podemos encontrar &>0
tal que |h|< ) implica que o segmento [x,x+h] estd con-

tido ém U. (Basta tomar como ® o raio de uma bola centrada
em x e contida em U). Entao, pelo teorema, e pelo fato de
gque f'! E 0, vemos que |h{< 8 implica |[f{x+h) = £(x)]| = O,
isto é, f(x+h) + f(a), logo =x+h e X. Portanto X & aberto

e fechado em U, e nao vazio. Como U & conexo, éegue—se que

X = U, provando o corocldrio.

COROLARIO 2 ~ Seja :E‘:U—-'-Rn continua em um conjunto aberto

UCR™. Se o segmento de reta fechado [a,a+h]

estd contido em U e f & diferencidvel em todos os pon-

tos do gegmento de reta aberto (a,a+h), entdo, para cada

transformacao linear T:Rm——*-Rn, vale a seguinte desigualdade:

nlo.

|f(a+h) —Vf(a) - T.h| sup ]f‘(a+th) - T
' Ostsl

Para ver isto, usemos a desigualdade do valor médio
com a aplicagao g:U —=R", definida por g(x) = £(x) - T.x.
0 caso especial do Coroldrio 2 em que f'(a) exiéte
e T = f'(a) nos dd uma estimativa para o resto r(é,h) =
= f(a+h) - f(a) - f£!'(a).h. Vamos usar isto para mostrar que
fungdes de classe ¢! sfo uniformemente diferenciéveié‘em

conjuntos compactos.
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Uma aplicagio diferencidvel f:U—=R" & dita ser

uniformemente diferencidvel em um subconjunto XCU quando,

para todo &>0, pode ser encontrado um &>0 tal que

Ir(x,h)| = ]f(x+h) - £(x) =~ f‘(x).hw < Clhl qualguer gue

seja xeX e lh[< & com x+h e U.

COROLARTO 3 - Seja f:U~*-Rn uma aplicacaoc de classe Cl.

Entio f & uniformemente diferencidvel em

cada subconjunto compacto KC U,

De fato, dado KCU compacto, existe &>0 tal que
x+h ¢ U para todo xeK e |hl< §. Isto implica, em parti-.
cular, que para xeK e Ih}-(ﬁ, o segmento k4X+hJ estd in-

teiramente contido em U. Portanto, podemos aplicar o Coro-

;ério 2, que da
{

Ir(x,h)|/|hi$ sup lf'(x+th)_f‘(x)|
O<t<l

-

para todo xe¢K e lh|<'6. Como f! & uniformemente continua
em K, & possivel, se necessdrio, reduzir % de modo que
If"(x+h) - f“(x)|< & para todo x e K e |hl<:6, Isto prova

o coroldrio.

COROLARIO 4 - Seja c¢ & U e suponha que f}Urﬂ-Rn & uma

aplicacio continua, diferencidvel em U- {c}.

Se existe o limite 1im £'(x) = T e L(R",R™), entdo £ &
X~ C
diferencidvel em c¢ e f'(c) = T.

Na demonstracdo usamos o Coroldrio 2 com toda a sua



-36-

forga e vemos porque, no Teorema 2, nao € preciso supor que
f €& diferencidvel em todo o segmento fechado,
Seja 8>0 +tal que c+h e U se Ihl( 5. Entao, pelo

Coroldrio 2,

|r(c,h}| _ |f(c+h)-F(c)-T.h| < sup |£'(c+th) - T] .
Ihi fhl Oo<t<l
Portanto, 1lim Ir(c,h)]/lh] = 0, mostrando que- f ¢ diferen
h—=o
cidvel em c¢, com f'(c) = T.

E ainda uma consequencia imediata da desigualdade do
valor médio que se £:U—R" & diferencidvel e sua derivada
é limitada em U, isto &, |f'(x)|€ M para todo xeU, entao
f satisfaz uma condigao de Lipschitz |f(x+h)—f(x)|£3ﬂ.|h|,
desde que o segmento de reta [x,x+h] esteja contido em U,

Uma.espécie de dual deéste resultado é o seguinte:

PROPOSIGAO 1 - Seja £:U—=R" de classe CT no aberto

UCR". Suponhamos gue f’(x):Rm'—* RrR™ seja

injetiva em cada ponto x de um compacto KCU. Entao exisw

tem numeros ¢ >0 e &>0 +tais que x,v ¢ K, com

|x-y[ < §, implica |f(x) - £(v)]|2 c|x-y

DEMONSTRACAO: Como f£'(x) & injetiva para cada xeK, a fun-

gac continua X:szm_l-a-R, definida por
Alx,u) = |f'(x).u|, assume apenas valodres positivos. Como
kxs™ 1 g compacto, o nimeroc 2c =_inf{|f'(x).u|;xeK,ueSm-l}
é positivo. Notemos que |f'(x).v|2 2c|v] para todo =xekK

e qualquer veR"™. Escrevamos f(x)-f(y) = f'(y).(x—y) +



, | S -37-

. Pela diferenciabilidade uniforme de £ em

+ plx,v).|x-vy

K, (vide Coroldrio 3) existe >0 tal que x,y e K,

|x-y| < & dimplicam |p(x,v)|< c. Assim, para tais x,y, temos
2()-2(v) | > 21 () =y - Je() x| 2 ,
2c|x-y| - o|x-y| =[C|X"Y| .
EXEMPLOS :

18) Seja f:R—=R definida por f(x) = exp(—l/xz) se x#0

e f{0) = 0. E uma funcao de classe c®. Realmente, se
x £ 0, f£'(x) = 2x"3'exp(-l/x2) e lim _f‘(x) = 0, Pelo Co-
i ' X—=0
roldrioc 4, f£'(0) existe e é igual a zero. Andlogamente,

para cada k = 2,3,... a k-¢dima derivada de f €& da forma
f(k)(x) = P(l/x). exg(—l/xz), se x £ 0, onde P{l/x) & um

-

polindmio em x ~ . Segue-se gue lim f(k)(x) = 0, logo to-
Lo : (k) x=rO
das as derivadas f° (0) existem e sao iguais a zero.

19) A Pr0p051950 1 implica que, dada £:U ~»R" de classe Cl,
com f‘(xo):Rm—*-Rn in&etiva, existe &3>0 tal que a restri
cdo de f a bola Bs(xd) € injetiva.

Como uma aPlicg?ﬁo deste comentdrio, consideremos o
caso de uma fuﬁgao duasgvézes diferencidvel f:U-=R. Se
x, eU Vé tal que ff(xo) =‘O, dizemos que X é um ponto
critico de f. Investiguemos a fungao derivada f':U0 —= tRm)*a
Se f"(xo):Rm-—* (R™)* £8r um isomorfismo, diremos que x

é um ponto critico nioco degenerado (isto significa que a

"matriz Hessiana® (azf/axlaxJ) tem determinante ndo nulo
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no ponto X5 Se xo é um ponto critico nao degeneradd de
f, entao, aplicando a qbservagao acima a f£':U —= (R")*, con
cluimos que existe uma vizinhanca V dé X tal que xeV
implica £1{x) # 0.

Em outras palavras, o0s pontos criticos nﬁo&degenera-
dos sao isolados mno coﬁjunto de todos os pontoé criticos de
f:U=—+R., Em particular, como os_pontOS'criticos de f 3bbvig
mente formam um subconjunto fechédo de U, n¢ caso em que T
possuir sbmente pontos criticos ndo degenerados, um subédnjuﬂ
to compacto de U ndo poders conter um nimero infinit6 de

pontos.é;iticos de f.
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CAPTITULO 6

INTEGRATS

§ 1. Integracao de caminhos.

Nesta segao, usamos pela primeira vez o fato do es-
pago R" ser completo." |

Uma partigdoc de um intervalo fechado [a,b] C R §
um conjunto .P = {to,...;tk} tal qge a = toé-tlﬁ veo € tk =
= b. 0 conjunto de t&das as partigaes de [a,b] ¢ parcialmen
te ordenado pela relagao de inclusao. Quando PCQ, dizemos
que a partigao Q@ € mais fina que P. Denotemos por
|P| = ﬁax {ti+lT?i;0'l""’k-l} a norma da partigao
P = {to,...,tk} .

Um caminho f: [a,b] — R" induz uma aplicagdo

Zﬁﬁﬁa—'Rp do conjunto & de tddas assparticdoes de [a,b]

em Rn; dada P = {to,.;.,tk} e definimos
. | Kol ‘
Zf(P) = Z (ti+l-ti):l’:‘(ti) .
i=o .

A menos que haja ambiguidade com respeito a aplica-
gao f gque estamos considerande, vamos escrever simplesmen-

te Z(P) em lugar de Zf(P). ‘
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Um vetor veR~ chama-se integral do caminho
f: [a,b] — r" quando, para cada €>0 for possivel achar

§>0 tal que IPI( § acarreta Ivm Z(P) |<£ . Escrevemos

‘entao b
v:f f(t)dt.
a
Essa definicao pode ser reformulada mais concisamente
como 4 :
b
[ f{t)dt = lim Z(P).
a [Pl—-bo

*
F fdcil ver gue se a integral existir ela €& unica.

Quando a integral de um caminho f:[a,b]-—; R™  exis
te, dizemos que o caminho f é integrdvel.

Denotemos por B= & ([a,b];Rn) o conjunto de todos
os caminhos limitados f:Ea,b]~¢-Rn. Evidenteﬁente as opera-
¢oes usuais f+g e' Af tornam ® um eggééo vetorial. Sal-
&o mengﬁo explicita, emngbHritrario, considereﬁsgcﬂggéom&a-tog
po;géiaLde‘obﬁ&ergéﬁcia uniforme, definida pela norma

hel = sup {|£(t)] | astsb}.

PROPOSIGAO 2 - Sejam f,g:[a,b] —= R integrdveis, Entdo,

para qualguer numere real « e gqualquer apli-

cacao linear T:Rn'—b RP, as aplicagaes Kf, Tef e f+g

s3o também integrdveis. E mais, valem as seguintes relag0les:

b

: b b
(1) f [fre(+e(t)]dt = [f(t)dt+ f g(t)dt

b

(2) fbu.f(t)dt = af f(t)at

e
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b b
(3) [ (rer)(8)as = 2( [ #(s)at)
b
(4) lf £(t)at | s (v-a).|f} = (b-a) sup {|[£(t)| | astsb }.

DEMONSTRACAO: Essas relagdes seguem-se, por passagem direta

ao limite, dos seguinfes fatos evidentes:
Lo®) + L (®) 5 L () =aly(?); &
T2 (B) |Z ()] < (b-a)icl,

™
v}
o

|

Tof(?)

porque sao vdlidos para uma partigao P gqualgquer do inter-
valo [a,b].

Naturalmente, (2) é um caso especial de (3), Um outro

caso especial de (3) que destacamos para uso posterior € o

COROLARIO - Sejé T:[a,b]—*-ﬁ(Rm,Rn) integravel. Para todo
vetor fixo heRm, o caminho tF= T(t).h também

b b
é integrdvel e [ T(t).h dt = ( f T(t)dt).h
‘a a

Para a demonstragaoc, faga em (3) f = ?, e considere
para o papel.de T a aplicagao linear S+ 5.h de
LHER",R") em R ,

A proposigao acima nos diz que o conjunto J deos
caminhos limitados e integrdveis € um subespago vetorial de
B e gque a integral é uma transformagao linear j'_PIRn. A
afirmativa (4) significa que k+:fb £(t)dt & uma aplicagao

uniformemente continua. Mais precisamente, temos:

PROPOSIQKO 3 & 0 conjunto J dos caminhos limitados integrd-
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veis € fechado em @. Notras palavras, dada uma sequéncia de

. , . n .
caminhos limitados integraveis fm:[h,ﬁl—*-R convergindo

uniformemente a f: [a,Db] —= R™, entdo f & (limitada e) in-

tegrdvel. Além disso,

fb £{t)dt

a M —=CO A

1
ot
H
8
Hy
_——
ot
o
o]
ot

b
DEMONSTRAGAO: Excreva I =f £ (t)at, m=1,2,... . Como

a -
[T - I, | € (b-a) “fm - fk“; por (4) acima,

m k|
segue-se gque as integrais Im fqrmam uma sequéencia de Cauchy
em Rn, e portanto, convergenm para um vetor . IeRn. Afirmamos
qgue I & a integral de f. Com efeito, seja ¢ >0 dado.
Existe um inteiro m>0 tal que Jf-f | < &/3(b-a) /e
|Iw1ml < &/3. Existe também 8>0 tal que |P| <& acarreta
]me(P) - I_| < &/3. Observe que [Zf(P)-me(P)I s (b-a)le-£ |
Entao |Pl< 8§ acarreta |I - Z%(P)|$'[I-Im| + IIm - sz(P)| +

+ sz (p) —zf(P)|<6. Isto completa a demonstragao.
m

Como exemplos de caminhos integrdveis temos evidente-
. n
mente os caminhos constantes f: [a,b] —= {c}CR . Exemplos me-
nos triviais serao fornecidos agora.

Um caminho f:[a,b]—*ﬁRn é chamado um caminho de

saltos quando existe uma partig@io P = {to,...,tk} de [a,b]

n
e Lk constantes VoreerosVy 1 © R tal que £(t) = v, para

ti< t <ti+l'

PROPOSICRO 4 - Seja f:[a,b] —= R? um caminho de saltos como

acima. Entao f & integravel e




b k-1
[' £(t)as = 3\ by, 4-t;)v, -
a. i=o
k=1
DEMONSTRAGAO: Escreva z: (ti+l_ti)vi = I(P). Observe gue
. . i=o

I(P) nao se altera se acrescentarmos mais
pontos & particdaoc P. Em particular I(P) = I(PUQ) para

todas as partigaes Q. Agora, suponha dade &€>0O. Escreva

d = max {lf(s)—f(t)[ | S,te[a,ﬁ]}..Escolha d »0 tal gque
dS<e/(k-1)a e 6<ti+l-—ti para tode i = 0,1,...,k-1 .
Agora seja Q = {So’f'°’sr} uma particdo de [a,b] com

IQ[< d. Nenhum intervalo de Q conterd mais de um ponto de
salto ti. Por outro lado, cada intervalo de - P conterd
pelo menos um 55 e Q. Denote.por' (E¢’gd+l) ~os intervalos
de @ que nao contém nenhum ti, e por (EG’S@+1) aqueles
que contem (exatamente um) t., i = i(@). Entao

1

Y(q) = Do, -8,)f(6y) + 2(5@‘+lé'_§é)f(é@) = s, -5 (50)+
. Z(§@+l—ti)f(‘s‘@) + L6, -8)F(85) 5 T(PUQ) = L8, -8, )F (5)+
+ Lfbg,q-t3)8(5;) + (5;,-84)7(s4)]; porsanto

| Z(@) - B@)| = | Z2(0) - Z(rua)| € Lls,, -t;) |2(85) -1
A dltima soma tem k-1 t8rmos. Logo -

| 2.(q) -ZP)| < (k- 1)6d<£

o que demonstra .a proposicao.

COROLARIO ~ Todo limite uniforme de caminhos'de saltos & ine-

. tegrdvel.
B fdcil mostrar que todo caminho continuo é um limite

uniforme de caminhos de saltos. Porém wvamos provar agora um



resultado mais geral,

mes de caminhos de

Um caminho

Ll

caracterizando todos os limites unifor
saltos.

£ hqlﬂ'~ﬁﬁﬁn é dito regular se, para

cada ce[a,b], existem os limites laterais lim f(x) e
‘ Xw-mC™
1im  £(x).
X—mC
Exemplos de caminhos regulares s50 os caminhos con
tinuos, assim como os caminhos de saltos. A conhecida fungao

fiR —= R definida

£(p/a) =

fornece um exemplo

1/q se o©

ceR,

1im f(x) e 1lim
X—»cC"~ X C
nétona

Um caminho

£f(t}) = 0 para ¢t - irracional e

por

racional ‘p/q estd sob forma irredutivel,

de um caminho regular. De fato, para todo

pode-se ficilmente ver que ambos os limites laterais

f{x) s8o iguais a zero. Uma fungdo mo-

f:[a,b] —= R & também um exemplo de caminho regular.

. n ’ : - .
f:[a,b]—*-R é regular se, e somente se,

d8le € o limite uniforme de uma sequéncia de caminhos de saltos.

Isto € equivalente

PROPOSIQKO 5 - 0 conjunto dos caminhos regulares

a dizer

£:{a,b]=R"

Id
[cHe]

fécho, em @([a,b],Rn), do conjunto de ca-

minhos de saltos.

DEMONSTRAGAO: Suponha que

que dado um €& >0

caminho de saltos

para todo

o centro de um intervalo Ix

te[a,b].

f:[aﬂﬂ—*Rn & regular. Afirmamos

arbitrdrio, pode-se achar um

g:[a,b]uﬁ-Rn tal gue lf(t)-g(t)|< &

Ora, sendo f regular, cada xe [a,b] €

tal que If(s)—f(t)|<5 para
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tedos os s,t € Ixﬂ[a,b], com s,t<x ou x<s,t. (Nos pon-

tos exXtremos tomemos Ix = [a,a+6),‘e.‘I :;t(bx&,b].) Por

b

compacidade, EiJﬂ pode ser coberto por um nmimero fihito

< .. CX = Db,

X 1 a

O désses intervalos, com a = x <X
o £k )

Eliminamos os intervalos supérfluos, de sorte que nenhum

Ix- estd contido na unizao dos demais. Assim, para cada
i .
i=o0,1,s0.,k=1l, existe um ponto vy, ¢ I NI com
- S + X3 Xitl
. Entao [f(s)-f(t)|<& desde que s,t perten-

).

Agora define uma funcao de saltos: 9:[a,5]—+-Rn pondo ' g=f

X<V X501

gam ao mesmo intervalo aberto_ (xi,yi) ou (Yi’xi+l

)

nos pontos X;9¥; e, em qada‘intgrvalo (xi,yi) ou (yi’xi+l
. tomandoe g consténte e igual ao valor de‘ f no ponto médio
do intervalo..Evidentemente,i |f(t)—g(t)l<‘£ para todos os -
te[a,b]. . | . o

Pof outré lado, considere uma seqﬁénpia de géminhos
de saltos_ fm:[a,ﬁl—*iRn que convirja unifqrmgmenﬁé a um
caminho fd[a,ﬁ]—*IRn. Para deﬁonstrar quer;f -é rééular,

tome um é@[a,b] arbitrdrio ({c#d). Mostremos que lim f(x)

XemC™

existe. De fato, se 1im fm(x) = Voo entao (vm) converge
m X=—mC™ . ’

a veR e v = lim f(x). Senfo vejamos: dado & > 0, ache

CX—=CT o :
m tal gue ]Hﬂ?;ﬂ%; acarrete |fm£x)—fp(x)|< é/3 para todo

xe[a,b]. Entao, para thx;n%) podemos escolher x<c¢ sufi-
cientemente prdéximo aA ¢  para que Ifm(x)—vm|< 6/3 e
]fp(x)mvpl < &/3. Isso fornece

Vo < Pt ()| 4 T, ()=, () v g, () v, [< &
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para todos os m,p;bmo. Portanto (vm) é uma sequéncia de
Cauchy em Rn, tendo pois um limite veRn. Finalmente, mos-
tramos que. v = l1lim f(x). Seja &> 0. Existe m tal gue
!vm-v|<:é/3 e T;;?x)-f(x)|<é/3 para todo xe [a,b]. Também
existe &3>0 tal que c-9¢<x<c acarreta \fm(x)-vm|<:&/3.
Logo, c-3<x <c acarreta If(x);vlslf(x)-fm(x)] +
+ Ifm(x)wvﬁl + |vm-v|< é. |

.Isto méstra gque o conjunto dos caminhos regulares €
fechado sob limites uniformes, de sorte que a proposigao es—-

t4 demonstrada.

COROLARIO - Um caminho regular tem no maximo uma qﬁantidade

enumeravel de descontinuidades.

Realmente, seja £ o limite uniforme de caminhos de
saltos fm. 0 conjunto D dos pontos de descontinuidade de
todos os fm é enumerdvel. Visto que o limite uniforme pre-

serva continuidade num ponto, f & continua fora de D.

EXEMPLO 20 - Damos aqui uma aplicagfo de integragao de cami-
nhos a um tdpico cldssico: a fdérmula para o com

primento de um caminho de classe Cl.

. n .  pe 2 .
Um caminho f:lﬁ,b —=R diz-se retificavel se exis-~

te um numero real 4 = 4(f), chamado o comprimento de f, com

a seguinte propriedade: para todo £>0 existe um &>0

tal que se P = {to,...,tk} é uma particio de [a,b] cuja nor

ma lPl' & < entao



k7=
k-1

[205) = ) Iy, )=l | < €

i=o

Poderiamos escrever

k-1 .
) = 1im ), onde LR = () = ) [e(v,,)-2(t,)]
. . . codi+l i

|P{—=o . : ! : :

. : | . d=o _ :

Nem todos os . caminhos continuos sfoc retificdveis.
Por exemplo, se f:[O,l]—bR? é definida porl £(t) =
= (t,t sen(1/t)) +t#0, f£(0) = (0,0) pode-se mostrar que f
nao & retificével. No entanto, afirmamos gue se :E‘:[a,b-—--Rn

” - l ~ ” - - a
¢ um caminho de classe C, entao f é retificdvel, e mais

ainda, seu comprimento € dado por

b ' ,
o) = [ Iei(s)as. .

a
Realmente, seja &€ > 0 dado. Pela definigdo de in-
tegral existe dt>0 tal que para toda partigao

P = {to,...,tk} de [a,b] com |P|<8’:

b k-1
() [ derlar = 5 (oo ler ) <oz

Pela continuidade uniforme de f'{t), existe .6"> 0
tal que se u,v e [a,b] com’ ]ﬁ~v]< §" tem-se | |
|£1{(u)-rtv) | < /2 (b-a). Assim, se |P|<d", temos (usando
a desigualdade “x[ - |y”g|x—y| e o Coroldrio 2 da Desigual-

dade do Valor Médio:

180y, )-e08)] = Lo, -t )10 (6,0 ]] €
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T le(ty,,) = £(8;) - (o5 -85)8 (8) ] <

Y (b, -ty). sup  |£r(ey + (b, -8))-21(8;) ] €
Ogsgl

Y (b, ,-t)e/2(b-a) = &/2.

i+l”

Se ja 8§ = min {6',6“} . Combinando ésta Ultima desi-

gualdade com (¥) vemos que |p|< S acarreta
b k-1 '
[ Clewlar - 3 el )-rG 1< e
i=o

de sorte que nossa afirmativa estd provada.
Em particular, quando f:[a,b]—*~R2‘ é um caminho no
planc, dado por f(t) = (x(t),y(t)), e a norma em R° & a

induzida pelo produto interno usual, entao nés obtemos a

familiar expressﬁo para o comprimento de arco:

() = (\/( )dt.

§ 2. Relagoes entre derivadas e integrais.

0 Teorema 3 abaixo (ou seu segundorcorolépio) g tra-
dicionalmente conhecido como o Teorema Fundamental de Cdlculo,
visto éue 81le nos habilita a computar integrais por meio de
primitivas. Do ponto de vista conceitual que_adotamos aqui,

trata-se de um resultado uUtil, mas ndo tao fundamental.

PROPOSICAO 6 - Seja f:[a,b]— R® um caminho regular. Para
b

todo xela,b], fxf(t')cjt‘t +£ f(t)at.

a
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DEMONSTRACAO: Sejam g = f|Ja,x] e h = £| [x,b]. Cada parti-

950 P de ﬁqkﬂ gue contém x como um ponto
~
de partigao induz partigSes P de hqxﬂ e P" de [x,b],

tais que Zf(P) = Zg(P“) +Z.h(P“). Como todas trés integrais
no enunciado de pfdposigao existem, podemos calculd-las %o-
‘mando uma sequéncia qualquer de parfigaes Pm de hqb], com
|Pm|-+-0. Escolha uma tal sequéncia com,xer para todo -m.

Entao

fbf(t)dt = lim Zf(Pm)

a

13;m Z.g(Pn*l) + 1;m2h(-p&) =

[Xf(t)dt + [bf(t)dt,

X

OBSERVAGAO: A proposigao acima & vdlida para um caminho 1i-
mitado integrdvel f:[a,ﬁ]“*-Rn qualquer, sendo
necessdrio apenas provar que £ & integrdvel em todo subin-

tervalo deA[ﬁ,b].

TEOREMA 3 - Seja f:[a,b] — R" um caminho regular. Defina-

x ~
mos F:[a,b] — R por r(x) = [ f{t)dt. Entdo
a
F & continua e tem, em cada’ ponto xe[a,b), uma derivada &

direita, F'(x*) = £(x*), e, em cada ponto =xe{a,b], uma de-

rivada a4 esquerda Fi(x") = f(x7).

DEMONSTRAGAO: A continuidade de F decorre do item (4) da
Proposigao 2. Quanto a derivabilidade, seja
x e[a,b). Pela Proposigdo 6, para x<x+a<b,

F(x+h%—F(x) - f(x+)

x+h _
—5};[{ [(t)-f(x")]at} <
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€ sup |£(t)-f(x+)| de modo que 1lim F(th%-F(x) = £(x¥).
Ostgx+h _ h=—=o*

Demonstracao andloga para Ft{x=).

COROLARIO 1 - Para todo caminho gontinuo f:Ea{ﬂ —*-Rn, existe

um_caminho de classe Cl F:[a,b]—a-Rn tal gﬁe

F'(x) = £(x) em todos os pontos xela,b]. A saber:

F(x) = fx f£(t)ds.

COROLARIO 2 - Seja f:[a,b]—*ﬁﬁn de classe C . Entdo

Hf(b) - f(a) = fb fri)dt.

TIsto se evidencia considerando-se F{x) =‘[xf'(t)dt.
Pelo teorema F'(x) = f!'(x) para tode xel[a,b]. E; vista do
Coroldrio 1 da desigualdade do valor médio, f(x) = F(k)+C,
sendo C uma constante. Como F(a) = O, segue-se que

c = f(a) e F(x) = £(x) - £(a). Em particular, para x = b,

obtemos o Corolario.
i

EXEMPLO 21 - Sejam UCR aberto e f:U—=R" uma aplicagdo
de classe ct. Suponha que AGTU " é um subcon-

junto com a seguinte propriedade: dados dois pontos quaisquer

a,d e A existe um caminho ¢:[O,ﬂ —= R seccionalmente Cl,

com ¢{(0) = a, ¢(1) = b.. (Por exemplo, os conjuntos abertos

conexos tém essa propriedade, visto que dois quaisquer de
seus pontos podem ser ligados por uma poligpnal).

Se f‘(x) = Q0 para.todo xed entao f & constante em A.

Com efeito, tome um ponto arbitrdrio aeA. Afirmamos que



51—

£f(x) = £(x) para todo xeA, Como para quaisquer pontos
le,...,xk ¢ A temos f(x) - f(a) = [f(xl)—f(é)] toaat

+ [f(x)-f(xk)], podemos supor, em vista de hipdtese sGbre A,
que existe um caminho de classe Cl '¢;[O,ll—*'A com

0{(0) = a, ¢(1) = x. Entdo fed & um caminho de classe ¢t
e portanto, pelo Coroldrio 2 acima

. 1 1
£(x)-f(a) = £O(1)-£$(0) = g (£(0) 1 (s)dt = g £1(9(+)) - b)dt=
: : ' 0

visto por ¢(t) e A e f' & zero em A.
Iéto-generaliza 0 Corqlérid 1 da desigualdade do va-
lor médio. .

. . s ~ n
Dizemos que uma sequéncia de aplicagdes fi:U-u-R

) : . . : - . 13
converge local-uniformemente para uma aplicagao £:U —= R

gquando cada ponto xeU +tem uma vizinhanga v{x) tal que

-

fi-—* f uniformemente em V(x).

PROPOSIQKO 7 - Seia UCR um conjunto aberto conexo. Se

’

uma sequéncia de aplicagaes de classe C

n . A .
fi:U-ﬂ-R converge em um ponto X, € U e a sequencia de

. m .
derivadas fi:[I—-I{ converge local-~uniformemente para uma

aplicacdo g:U —= (R,R"), entdo (fi) converge local-uni-

: - m
formemente para uma aplicacao de classe Cl f:U-—»= R .

Além disso, f' = g.

Em particular, D(lim f,) = 1im Df, desde que
i 1 i 1 .

Dfi convirija local-uniformemente.

o
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DEMONSTRAGAO: U & coberto por bolas B, em cada uma das quais
fi coﬁverge uniformemente a g. Fixe uma dessas
bolas B e seja d{B) seu diadmetro. Para cada par de pontos

x,y ¢ B

1
(%) fi(y) = fi(x) +.£ fi(x+t(y-x)).(y-x)dt , logo"

£, ()£ () [sle, (1) -2, (x) | + sup|fi(=)-£5(2)]-a(®) -

zeB

Isto mostra que se (fi) converge em algum ponto xeB ela
converge em todos os pontos yeB e de fato .(fi) converge
uniformemente em B. Como U & conexo, cada bola B  de dada
cobertura & o udltimo elemento de uma cadeia de bolas
B_y+++3B, = B, tél qﬁe x, e B_, (fi) convergé uniformemen
te em cada -Bj e Bjr]Bj+l £ . Segue-se que (fi) conver-—
ge local-uniformemente em U. Finalmente, fazendé i—=~00 em

1
(*) segue-se gue f(x+h) = f{x) + £ g(x+th).hdt, e portanto

£1(x) = g(x).

§ 3. Integrais repetidas.

Dada uma aplicagdo f:[a,b]x [c,d] — rR™ sﬁponha'que,
. b .
para cada te[c,d], a integral &(t) = f f(s,t)ds existe,

a .
e mais, que t —= &(t) & um caminho integrdvel. Entao

£dc‘,(t)dt = [1[53 £(s,t)ds]dt

& chamada uma integral repetida. Também & usada a notagao
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b

fd dtf f(s,t)ds

a

tendo~ée em mente a ordem da integragao.

As pr@priedades das integrais repetidas seguem-~se das
concerhenteé as integrais;simplés. Por exemplo, a Propo&icao
2 da seggo anterior, permanece vdlida com a seguinte édaptg

r~

cao

I/cddt [abf(s,t)d's IS (d—c)(b-—a)“fﬂ; onde
Iz} = sup {I£(s,t)] sela,b]; telc,d]}.

PROPOSIGAO 8 - Seja X um espaco topoldgico e f:Xx[a,b] —=R"

uma aplicacao continua. Defina @:X—*-Rn por

b
Q!x! = f f{x,t)dt. Entdo ¢ & continua,

a

DEMONSTRAGAO: Seja x, & X arbitrdrio. Vamos provar que ¢
¢ continua em X+ Dado &> 0, o conjunto de

todos os‘pares (x,t)eXx[a,b] tais que |f(X,t);f(XO,t)|<

< &€/(b-a) ¢é pela continuidade da f, uma parte aberta

UCX;<[a,b] que contém xox[a,b] . Como [a,b] ¢é compacto,

existe uma vizinhanga V de x, em X, tal que Vx[h,tﬂCIL

Isto significa que, para cada er,.lf(x,t)wf(xo,t)|<é/(b-a)

gqualguer que seja te[a,b]. Entao xeV acarreta

[9(x)-0(x )| € (b-a) sup [f(x,t)-(x_,t)|s& .
agtgb

Isto completa. a demonstracao.
A Proposigao 8 mostra que uma aplicagio continua

f:[a,b]xfk,cﬂ-bRp possui uma integral repetida,
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EXEMPLO 22 - 0 que segue € um exemplo simples de uma aplica-
cdo descontinua ¢: [a,b] x k,dl—*'Rn que admite
uma integral repetida, independente da ordem de integragﬁo.

l Sejam P = {so,...,sk} :g Q = {to,.,.,tr} pgrtigoes
dos intervalos [a,b] e [c,d] respectivamente. Escolha pon-
tos vijeRn, Og¢igk-l, O€jgr-l. Seja o:[a,b] x[c,d] —

n
-R%Y tal que O(s,t) = vy Para se(xi,sifl) e te(tj,tj+l).
0s valores ¢(si,t) e ¢(s,tj) nao estao sujeitos a nenhu-
ma condigao.

‘Para cada te [c,d], a aplicagao sk d(s,t) & um ca

minho de saltos, tendo como integral

E(t) =-'£ ¢(s,t)ds = 2: (Si+1-si)vij , se tj<1:<tj+l .
- i=o0

Portanto a:[c,d]—*-Rn & tambdm um caminho de saltos. Como

tal, &le é integrdvel, com
‘ d b Z: .
_ fdt[ d(s,t)ds = - (si+l—si)(tj+l-tj)vij .
‘e a _ i,J
Em particular, ‘a ordem de.integragao ¢ dirrelevante. .
TEOREMA 4 - Seja f:[a,ﬁ]x,&,d]—bR? continua. Entio

d b b d
[fat [“e(sit)as = (7 ae [ £ls,udar.

DEMONSTRACAO: E suficiente mostrar que, dado um &E>0 qual-

~
~

quer, existe §>0 tal gque, se P e Q' sao
partigaes de [a,ﬁ] e k,d] respectivamente, com |P[< $ e
Q| < & entdo

If dt [f(s,t)ds - Z(s:;H_l—si)(tj+l-tj)f(si,tj)|_<o5 ;

C a
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0 resultado decorrerd por simetria, visto que a outra inte-
gral serd aproximada pela mesﬁa soma., )

Ora, em virtude da continuidade uniforme da f, dado
E>0 existe &>0 tal que |[f(s,t)-f(s',t')| < é&/(b-a)(d-c)
desde que |s-s'|<?9, [t-61| < $. Dadas as partigdes P,Q, com
|P|< &, |Q|< 8, seja O:[a,b] = [c,d]—-lin definida por
¢(s;t) = f(si,tj) se .ég[si,si+l); te[tj,tj+l), e ¢(b,t) =
= £(b,t), d(s,d) = £(s,d). Entdo |£-0]< &/(b-a)(d-c). Cal-

culando a iﬁtegral repetida de ¢ conforme o exemplo ante-

rior, obtemos
d b z : ' ‘
|L at L fs,t)ds - (si+l—si)(_tj_*_l.-tj):f‘(si,tj” =
d b d B
I[ dt [ f(s,t)ds - [ at [ b(s,t)yds| =
C C a - . R

a

d b : ‘
I[ dt f [f(s,t)-(j),(s,t)]ds[ < (d-_c)(b-a) fr-0l< €.

§ 4. Integrais miltiplas.

Dadas uma aplicacdo f:[a,b] x [c,d] = R" e partigdes
P = {So""’sk} de [a,b],‘ Q = {to,...,fr} de E,d], podemos

escrever

Lo#,0) = Ly (s, qmm,) (gt )0 (a0 )

e dizer que 1lim z:f(P,Q) = Vv 'quando, para todo &>0
i |PMQ|""0 i .
existe &3>0 tal que |v- Zf(P,Q)I < & desde que |P| <,
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Q] < 6.

Dizemos que f:[a,b] x [c,d] = R" integrdvel quando
1lim z:f(P,Q) existe. Se &ste & o caso, escrevemos
|P, Q=0 ‘ '

b ,d
f f f(s,t)dsdt =' lim Zf(P,Q)
a c [Pl,IQ]=0

e chamamos éste vetor de integral dupla da aplicagao f.

Segue-se de propriedades geréis relacionando limites

‘duplos com limites repetides que se Tim Z(P,Q) existe e
p,qQ

lim E:(P,Q) existe para todo Q, entdo lim(lim z:(P,Q))

P . Q P

existe e & igual a lim ( 2.(F,Q)).

P,Q
Dai decorre que se a integral dupla fff(s,t)dsdt
1o}

existe e uma das integrais simples, digamos f(s,t)ds
d b a

existe, entao a integral repetida f dt f f(s,t)ds existe
C a

e & igual a integral dupla.

Em particular, se a integral dupla existe juntamente
com cada uma das integrais simples, as integrais repetidas
.existem e sao ambas iguais a integral dupla. A demonstragao
do Teorema 4 consistiu em mostrar que tdda aplicagdo conti-
nua f:[a,b] x [c,d]—=R" possui uma integral dupla. Disso se-
guiu-gse o resultado.

Observe que a mesma demonstragao do Teorema U4 se a-
plica para mostrar que f:[a,ﬁ]x [c,dJ—-RF: possui uma inte-
gral dupla, desde que possa ser uniformemente aproximada por
aplicagoes ¢:[a,ﬁ]x]b,d]—*‘Rn como no exemplo 21. Tais a-

plicagdes ¢ ' podem também ser chamadas de "fungGes de saltos™
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E ébvio que todos os resultados desta segao sao vdli
dos para integrais m-uplas de aplicagoes f:[al,bllx...x;Em,bﬂ
— R™,

Seja X wum espago topoldgico. O suporte de uma apli
cagdo f:X—=R" & o f&cho do conjunto dos pontos x onde
f{(x) # 0. E o menor subconjunto fechado fora do qual f &
idénticamente nula.

Por exemplo, dizer que uma aplicaggo f:X-*-Rn tem
suporte compacto significa que existe um subconjunto compécto
KCX tal que f(x) = 0 para todo x ¢ X-K.

Se ja .UCRm aberto. Se f:U—=R" & continua e tem
suporte compacto entac f pode ser estendida a uma aplicagao
continua F:R"—R" pondo F(x) = 0 para x#U.

Dados UCR" aberto e f:U~—=R' uma aplicagao con-

tinua com suporte compacto, definimos a integral . ff esten-

0

il

dendo f a uma aplicagao continua F:R" — Rn, com F(x)
se X e Rm—U, depois escolhendo um paralelepipedo
= [al,bll KeooX [am,bm]—*Rn forda do qual f se anula, e

pondo pI b2 bl
f = f ax™ ... ax® f(xl,...,xm)dxl
: m - 2 1
- a a

E claro que esta definigao nao depende da escolha do

paralelepipedo TI.
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CAPITULO 7

DERIVADAS PARCTIAIS

Seja R™ = EOF o espago euclidiano Rm, escrito como
a soma direta de dois subespagos E,F. Cada elemento zeRm
se escreverd como um par z = (x,y), xe¢E, yeF.

Dados um aberto UCR" e uma aplicagao £:U—= R",

as derivadas parciais de f num ponto' (a,b)eU sao aplicé-

¢coes lineares alf(a,b):E;*-Rn, azf(a,b):F-—+ R"™, definidas

pelas seguintes relagoes:

| r, (n)
f(a+h,b) = £(a,b) + alf(a,b).h,+ rz(h), com —= 0
. inl
gquando h —= 0,
ry(n)
f(a,b+k) = £(a,b) + azf(a,b).k + rz(k), com 'lhl —— O
gquando k — O,
Naturalmente, ¥ \bode possuir uma, ambas, ou nehhuma

das derivadas parciais alf, 82f em um ponto . (a,b)eU.

Por vézes usam-se as notagdes le(a,b) = %g(a,b) e
o &L(B,RY) e Dyf(a,b) = %%(a,b) ¢ &(F,R") para as deri-
vadas parciais. |

A derivada parcial alf(a,b), caso exista, é a de-
rivada da "aplicagao parcial" X b— f(xgb) no ponto aeE,

estando tal aplicagdo parcial definida numa vizinhanga de a.
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em E. Andlogamente, 3,f(a,b) & a derivada, em beF, da a-

plicacao parcial v = f{a,y). Assim, as regras das derivadas
ordinérias aplicam-se as derivadas parciais.

Se a aplicagao £:U —RY & derivdvel no ponto ceU
entio, qualquer que seja a decomposicio em soma direta
R™ = EoF, com ¢ = (a,b), acE, beF, as derivadas parciais
Blf(c), azf(c) existem, e f'(c).(h,k) = alf(c)oh+32f(c).k.
Em outras palavras, 8lf(z) = f‘(z)]E, azf(z) = f'(=z)]|F.

A reciproca € falsa..Se considerarmos a decomposigao
em soma direta usual R2 = EOF, onde E = eixo dos x e
I = eixo dos 7y, a funcao £1RZ —= R, definida por

. I .
f(x,y) = xzy/(x2+y2), f(0,0) = 0, possui na origem c=(0,0)
derivadas parciais alf(c) =0 e Bzf(c) = 0, mas f mnao &

derivdvel na origemn. (Cfr. Exemploc 7, Cap.2).

Observe gque as derivadas parciais aqui introduzidas

T- A diferenga é a seguin
ox 5
te. Dada a decomposicao em soma direta usual R~ = EOF, se-

diferem ligeiramente das usuais

jam UCR® aberto e f£:U—=R" definida. Entdo, num ponto
¢ = (a,b)eU, Blf(c):E—a-Rn e azf(c):F—*-Rn sao transfore

magoes lineares tais que alf(c).el =-9£i(c) e azf(c).e2 =
3r ' ox
x>

com o vetor

(c). Como sempre, identificamos a transformagﬁo Bif(c)

of
-(c).
dx™

Dado um conjunto aberto Uc;Rm e um espago topold-

gico arbitrdrio Y, pode-se falar da derivada parcial

alf(a,b):Rm—-Rn de uma aplicagio f:UxY —= R", Ela & defi-,
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nida como a derivada ordindria da aplicagdo parcial
n
xi—-f{xgb), de U no R, no ponto a.
0 teorema abaixo dd uma comndigdo suficiente para de-
rivabilidade em térmos de derivadas parciais. Na prdtica, ele
fornece uma maneira muito Util de reconhecer se uma fungao

£:U —= R & de classe Ck.

TEOREMA 5 - Sejam RT = EOF uma decomposicao _em soma direta,

e UCR™ um aberto. Uma aplicagdo £:U-—=R" &

. . m
de classe Cl se, e somente se, para todo =z = (x,y)eR as

derivadas parciais alf(z):E)—bRFQ azf(z):F-ﬂ-Rn existem

c, além disso, as aplicagoes Blf:U —*,Q(E,Rn) e

sz:U‘—+-£(F,Rn) sao continuas.

DEMONSTRACAO: Se reCl entdo as derivadas parciais 3,f,
azf, existem em cada zelUU, com alf(z) =

= £'(z)|E, Bzf(z) = £1(z)|F. Isto mostra que 03 f(z) e
azf(z) dependem continuamente de zeU.’

Reciprocamente, suponha que alf(z) 3 L{E,Rn) e
Bzf(z) e L(F,R”) existem @ dependem continuamente de
z = (x,v)eU. Vamos mostrar que f?(z)e‘ﬁ(Rm,Rm) existe e
é igual & aplicagdo linear (h,k)kﬁalf(z).h+32f(z).k. De
fato |
|f(z+h,y+k)-f(x,y)-aif(x,y);h-azf(x,y).k[ =
= If(x+h,y+k)-f(x,y+k)-alf(x,y).h+f(x,y%k)—f(x,y)-azf(x,y)st

g |b

. sup }Blf(x+sh,y+k)—alf(x,y)[+|k| sup lazf(x,y+tk)-
Ogsgl ostgl o
-Bzf(x,y)l,
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em virtude do Coroldrio 2 da desigualdade do valor médio. O

teorema agora decorre da continuiddde de alf e Bzf em

Evidentemente pode-se considerar gualgquer decomposi-
¢do em soma direta R = E, @...0 E_ ¢ definir as derivadas

parciais aif(z):Ei—- R"  de uma aplicagaa £:U—= R™ (uvc R™
abeérto) relativamente a esta decomposigdo. O Teorema 5, com
a mesma demonstragao e apenas notagges'um:pouco mais compli-
cadas, vale nesta situagao mails geral: a aplicagao f serda
de classe C} em U se, e.sdomente se, as derivadas parciais
Bif(z), i=1l,...,r, existirem em todos os prontos zeU e de-
prenderem continuamente de g.

No caso da decomposigao usual R™ = El @...@ Em’ onde
cada Ei € o subespago unidimensional gerado pelo i-gsimo
vetor bdasico ei; identificamos cada Bif(z) com o vetor

§£-5.-_(2). Podemos entao enunciar:
ax

COROLARIO - Seja UCR" aberto. Uma aplicaglo f£:U —= R%,

com f(z) = (fl(z),...,fn(z)), é§ de classe CF

se, e somente se, tdodas as derivadas parciais mixtas

el
1
dx l...ax

de ordem &fk existem e dependem continuamente de zaelU.

ia(z)’ zeU, lgisn, 1§ip,...,i, ¢m,

Para comegar, observe que o Teorema 5, enunciado

.~ m . . . .
para a decomposigaoc do R como a soma direta de seus ei-

. 1 N . . .
x0s, afirma que feC se, e somente se, as derivadas parciais
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afl(z),...,éﬁﬁ(z) existem em cada =zeU e sao aplicagbes con

ax 5 x

tinuas f.ﬂJ-Rp. Isto significa a existéncia e a continui-

dade das derivadas parciais j:U—ﬂ-R. 0 resultado segue-se
ax '

. ~ k . -
agora por indugao, observando que feC se, e somente se,

. f(k_l) € C:L

TEOREMA 6 (Leibniz) - Sejam UCR® aberto e f:Uxfa,b] —=R"

continua, com alf:Ux[ﬁ,ﬁl——* L(R™,R?) continua.

b
Entio, 0:U—=R", definida por "d(x) = f £(x,t)dt, & de
a

b
classe CY o 0t(x) = f 3, f(x,t)dt. )
a

: b
DEMONSTRAGKO: |¢(x+h) - O(x) -(f Blf(x,t)dt).h] =

b | .
- 1([ (e, 0)-2(x,0) -0, 2 (x, ) m)at ] €

¢ (p-a)|h| sup |alf(x+sh,t)-alf(x,t)|
agteb
Ogssl

em virtude do coroldrio da Propésigao 2 (Cap; 6) e do Co-
roldrio 2 da desigualdade do valor médio. Como Blf(x,t) é
continua em Ux[a,b]l, decorre da compacidade de [a,b] que
esta continuidade ¢é uniforme com relagdo a t. Portanto,

dado qualguer &30, podemos achar 0>0 tal que ih|l<d

acarreta |Blf(x+h)-alf(x,t)l(é/(b—a) para todo te[a,b].

Isto demonstra o teorema.

EXEMPLO 23 - O Teorema 4, sobre integragao repetida, decorre
do Teorema 6 acima. Com efeito, dada

£:la,b] x [c,d —= R continua, seja &:[a,b] — R" definida
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d X
por &(x) = f dt f f(s,t)ds. Entao &{a) = 0, 2&(b) =

d b .
= f dt f £f(s,t)ds e, pelo Teorema 6, & & de classe Cl,.
C a

com &'(x) = -{ f(x,t)dt. Pelo Coroldrio 2 do Teorema 3,
c

temos entao

&(p) = & a) +‘£bﬁj(s)ds = Lbds £df(s,t)dt.

CAPITULO 8
C TEOREMA DE SCHWARZ

TEOREMA 7 -~ Seja £:U —= R" uma aplicacao de classe - 02

UJCIFI aberto). Para cada xeU, a segunda de -

rivada f"(x) e £2(Rm,Rn) = uma'aplica¢§o bilinear simdtrica.

DEMONSTRAQKO: Fixe xeU, E necessdrio mostrar que, quaisquer
que sejam h,k e Rm, f“(x).(h,k) =

= #"(x).(k,h). Considere a "diferenca de segunda ordem"

O(h,k) = f(x+h+k) - £(x+h) = f(£+k) + f(x). Bla poésui a

propriedadefgimétrica @(h,k) = ¢(k,h). Inicialmente mostre-

mos ~que, para todo &£>0, pode ser escolhido um &3>0 +tal

gue |h|< 5, |k|<.6 implicam |¢(h,k)~f“(x).(h,k)|<%Ih]|k|.

Realmente, dado EX>0, temos
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¢ (n, k)-f"(x).(h,k) = ¢(h,k)-(£"(x).h).k =

= {.g x+h+sk) - f'(x+sk) - f“(x).h]ds}.k =
{‘él ds £ [£7(s+thesk) - £7(x)]at}. (B,k).

Como £":U —*'ﬁé(Rm,Rn) ¢ continua, existe $>0
tal que |h|<§, |k| <& dimplicam | £ (x+sk+th)-£"(x)] <&/2
quaisquer.que sejam s,t &[0,1] . Portanto |0 (h,k)-£7 (x). kK
< % Ihl]k] desde que |hi<d, |k[<b. Anélogameﬁte, as mesmas
condigoes sobre h,k acarretam |¢(h,k)—f“(x).(k,h)1<%|h|lk].
Pela simetria de Q(h,k)}, segue-se que | £ (x). (h,k)-£"(x)dep)<
< é|n||x|, desde que |h|< S, |kx| <8. Como ambos os membros
dessa desigualdade sao homogeneos do segundo grau ém‘ h,k,
segue-se que a mesma desigualdade vale para h,k -arbitré-
rios. Portanto, a aplicagdo bilinear (h,k)h-f"(x)(h,k)-

- £"(x).(h,k) tem norma <&. Como EDO & arbitrdrio, éssa

aplicagfo bilinear & zero, e portanto fr(x) & simdétrica.

OBSERVAGXO - O Teorema de Schwarz & verdadeira para aplica-
¢Oes que sado apenas duplamente derivdveis, mes-~
~ 2 ~
mo que nao pertengam a C . No entanto, provendo esta versao
mais fraca, nio perdemos muito pois a maneira habitual de
mostrar que uma aplicagﬁo e duplamente derivavel consiste em
verificar que ela possui derivadas parciais de segunda ordem

R ' 2
continuas, i.e., que ela é de classe C .

COROLARIO 1 - Sejia £:U—=R" de classe o<, Entao, para cada
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xelU, a k-ésima derivada f(k)(x)ecak(Rm,Rn) é uma aplicagao

k-linear simétrica.

Isto se demonstra por indugao sdbre k. Vejamos, por
exemplo, o caso k=3. Podemos.encarar ‘f"' como derivada de
f* (i.e., de uma aplicagado cujos valores sao aplicagdes bi-
lineares simétricas). Entdo f£"{x).(u,v,w) = (£"(x).u)(v,w)=
= (En(x) @) (v,w) = EW(x). (w,w,v). |

Por outfo lado,.pédemos-olhar para f"!'' como a segun
da derivada de f'. Entao,'emrcada xeU, fﬁf(x) ¢ uma apli-
cagao bilinear simétrica cujos valores sao aplicagbes linea-
res. Bntdo fM(x).(u,v,w) = (f"(x).(u,f)).w = (P"(x).(v,u)).w=
= f"Tx).(v,u,W). ) ‘ '

Visto que podemos obter todas as permutagdes do ter-
no (u,v,w) por intermédio de permutagoes sucessi#as dos dois
primeiros e dos dois dltimos elementos, segue~se por .f"(x)

»

' . ”» -
¢ simetrica.

COROLARTO 2 ~ Sejam UCR™ e f£:U-=R"™ uma aplicacio de
classe Ck. Para cada inteiro &, l¥d gk, as

derivadas parciais mistas de ordem

3%f _ N .
" (x), L€ig,e0e,iyg € m,

= i
ox l...Bx

nao dependem da ordem em gue foram efetuadas as derivagbes.

De fato, por definicao

£ () <) (e o
Bxll...axlu(X) = ‘( ) ( il’...’ i“)

. : ~ . m

onde €19eses@ sao os vetores bdsicos do R . O resultado
s fe

decorre entac do Corolario 1l.
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CAPTTULO 9
A FORMULA DE TAYLOR

§ 1. Teorema de Taylor.

A Fdrmula de Taylor provém da idddia muité natural
de géneralizar a‘noéad dé derivada e tentar aproximar uma
aplicacaoc por um polindmio de grau -k na vizinhanga'dé“um'
ponto, com uﬁ resto R, , que seja um infinitésimo de'ofdgm
supérior‘a k. Tal!idéia bode ser desehvolvida, mas nés aqui
nos contentaremos em demonstrar o Teorema de Taylor, o qual
afirma que toda aplicagao de classe -Ck é suscetivel de

' !

tal aproximagdo, e fornece uma fdérmula explicita para o po-

- ~ - =
linomio aproximador.

EXEMPLO 24 - Considere a funcgio f:R-=R, dada por £(0) = O,
£(x) = x> sen (1/x3), x#£0. Para cada ponto XeR,
existe um polindmio p(x,h) em h, de grau £2, tal que

lim lf(x+h)-f(x)-p(x;h)|/h2 = 0.
h-=00 . 2

Como f|(R-0) & de classe C°, o polindmio p(x,h),
para x#£0, & dado pela Férmula de Taylor usual. Para x=0,
tomamos p(0,h) = 0. Entao

Lim |£{0+h)-£(0)=p(0,h)|/h> = 1im h.senﬁiﬁ) = 0.
h-so00 ‘ _ h—= 00 h
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Consequentemente. f pode ser aproximadé, em cada’
ponto xeR, por um polinamio de grau €2, com um resto pequerno
de ordem »2. No eﬁtantp, pode~-se ver ficilmente que f mnao’
é neﬁ a0 menos derivével‘no ponto O, ﬁste exemglo mostra
que a existéncia de uma aproximagao polinomial do n-ésimo
grau é_uma:hipétese mais fraca aque a de ser u vézes derivavel.

Se h € um vetor em R™, escrevemos h(j) i
= (hyH;v..,0) e R™ x...x R® para representar a j-upla de
vetor;s iguais a . h. Assim, se ¢:Rm‘x...x Rm__.an & uma
aplicagao j-linear, ¢.h(j) significa $.(h,h,...,n).
Aplica-se multilineares restritas a j-uplas da forma h(j)
desempenham o papel de polindmios homogéneos do grau J
(a m variéveis) gquando nao queremos usar coordenadas.,
TEOREMA 8 (Taylor) - Seja £:U = RS uma aplicacio de classe

k

¢%. Se o segmento da reta [x,x+h] estd inteira-
mente contido em U, entho f(x+h) = f(x) + £i{x).h +...+
t;%Tf(k)(x).h(k) + Rk(x,h), onde o resto Rk(x,h) tem a

seguinte propriedade: para todo E>0 & possivel achar

$>0 tal que |n|<® acarreta |R (x,n)|¢ [n|*. ¢.

. DEMONSTRAGAO: Seja ¢:[0,1] —~R" um caminho qualquer de
classe Ck em U, (Recorde que, para 1lg j<gk,
e te[0,1] , a j-ésima derivada ¢(j)(t) & um vetor em R').

Comsidere o novo caminho p: [0,1] —= R™ dado por

p(t) = ¢(t) + (1-t)¢(t) Sevod %%5%%$:£ ¢(k’l)(t). Um cdlculo
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-

P 1-¢) k-1 (k)
fdcil mostra que p'(t) = t). Isto faz com que
k- l

a férmula .p(l) = p(0) + f pt t)dt tome o aspecto:

(k-1)
0(1) = 0(0)+4(0) ..o+ TETYT o 1)(0)+ £ %‘“3—“ ¢(k)(t)dt

Usando o que precede para o caminho ¢(t) = f(x+th)‘ obtemos

(somando e subtraindo I3 f(k)(x);h(k) E

f(x+h);f(x)+f'(x).h+...+ri%i77f(k_l)(x);h(k-1)+%jf(k)(x).h(k)+

+ . Rk(x!h) K
, ol ,
onde Rk(x,h) = fl %&%%%T-»f(k)(x+th)°h(k)dt~%7f(k)(x).h(k)

Visto que 1/k; = f [(1 t)k l/(k_l) 1Jdt, obtemos

Ry (x,h) _.{[ &(k)(x+th) f(k)(x ]dt} h ), do que

decorre o teorema, em virtude da Proposigao 2 (4) §6, junta-

mente com a continuidade de xi~¢>f(k)(x).

ESCOLIO - 1) Sob as hipdteses do Teorema 8,

f(x+h)=f(x)+f‘(x)°h+°'°+(E%ITT (k l)( ). h(k 1)

+ [ Li—zl“"- (k)(x+th).h(k)dt,
o]

(k-1)!
‘2) Ainda sob as mesmas condigses
]f(x+h)‘f(x)—f'(#).hﬁuf,mimf(k)( ) h(k)lf

< |nl® o 5k ’(mh) £() (x) .

Em particular, para k=1 obtemos novamente o Coroldw

rio 2 de desigualdade .do valor médio {§5).
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Uma aplicagao f{U—*Ifh definida no subconjunto aber
to UCR", chama-se analitica em U se &le & c® eﬁ U e,A.
para cada xeU, existe:um " §>0 tal que |h]< d acarreta
xth e U e .

@
£(x+h) = £(x) =+ Z %—, £03) (x) .n(3)
R j=1 :
isto &, a série de Taylor converge, na vizinhanca de cada
ponto de U, para o valor da aplicagao f.

0 exemplo cldssico de uma fungdo € que nio & ana-
litica € o seguinté, devido a Cauchy: 'f:R-—;-R é definida
por f(t) = e“l/t2 para t#0 e £(0) = O. Vimos no Exem~
plo 18, Cap. 5, que fe-COO e tadés as derivadés f(k)(O)
sao nulas. B claro que f' nao pode ser analitica, visto que

rd

sua expansao em série de Taylor em torno do ponto 0O &

. 2
£(t) = Z:%ﬁ.o.tJ = 0, ao passc que e_l/t

# 0 para qual-
quer t # O.

A despeito do fato de gue a maibria das aplicagSes
que se encontram "naturalmente" sdo analficos, a classe das
aplicacdes C° & muito maior que a das aplicacdes analiti-
cas e na realidade as aplicagSes construidas na tegria das
Variedades Diferencidveis sao duase todas nao-analiticas. =
Mais precisamente, o exemplo de Cauchy dado acima desempenﬁa
um papel muito_importanfe em tais conétruQSés.

Entre as muito importantes propriedades das aplica-

coes analiticas registramos a seguinte, conhecida como o
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principio de unicidade do prqlongamento: Sejam f,g:U - R
analfticas, e U conexo. Se existir. um subconjunto aberto
nao vazio VECU tal que f]V = g|v, entdo f = g.

A demonstragao é simples: a diferenga 'd = fmg:U-*-Rn
€ analitica e idéntidamenté nula no aberto V, e assim todas
as derivadas de d se anulam em V. Em vittude da série de
Tayior, o] conjunlo dos pontos nos quais uma aplicagao anali-
tica se anula Jjuntamente com todas as derivadas ¢ um congunto
aberto. Por continuidade, tal conjunto & também fechado em
U. Como éle mnao é vazio (pdis contém V) e U € conexo, se-
gue-se que 8le & todo o U; isto g, d=0 em U, e portanto
f(x) = g(x) para todo xeU.

¥ exatamente &ste fato o respoﬁsével pelo papel re-
lativamente pequeno da analiticidade na teoria das Varieda~
des Diferenciéveis.atualmente. De fato, um dos métodos mais
eficientes desta teoria consiste em construir aplicagSes di-
ferencidaveis comeg¢ando com aplicagges de "suporte pegueno
(isto &, aqﬁelas que.se anulam fora de uma pequena bola) e
depois somando-as, Devido ao principio acima, tal méto&o,
quando empregado para aplicagSes analiticas, produziria
apenas a aplicacdo iddnticamente mula., Nao estamos querendo
dizer aqui que nao existem teoremas profundos sbobre Varie-
dades Analiticas. Existem. Mas sfo escassos e de dificil

demonstracgao.
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§ 2. Mdximos e minimos.

Sejam UCR" aberto e fiU-+=R uma fungao com valo

res reais. Ditemos que f possui um mdximo local num ponto

xer quando existe uma vizinhanga. V de xb tal que f(x)<
< f(xo) para todo xeV. Quando f(x)'<f(xd) para todo
x#x em V, nés dizemos que f possui um mdximo estrito

0 .

(ou equivalentemente, um mdximo isolado) no ponto X, De

maneira andloga se defime um minimo local para ﬁma fungéo
f:U—=R.

Quando f:U-+=R & derivdvel, todo méximo local
x eU tem que ser um ponto critico de f, i;g.,. f‘(xo) = 0,

Com efeito, se tivermos f’(xo).h £ 0 para-algum h % o,

trocando h por -h se necessdrio, podemos supor que
' f{x +th)-f(x )
£f'(x ).h>0. Como ft{x }).h = lim 2 T 2 , Segue-se
0 o] £ GO

que existe &€ >0 tal que O<t «<§ acarreta
%[f(x0+th)~f(xo)]:=0, i.e., f(x0+th)>>f(xo) para todos os
t >0 suficientemente pequenos. Isfo contradiz a hipétese'de
que f£ possui um méximo local em X

Anélogamente, se f:UwQ-R- é derivdvel e possui um
minimo local em x eU, entao xo.é um ponto cﬁfico‘de f.

Naturalmente, nao & verdade gque uma fungao diferen-
cidvel f£:U--=R +tenha que possuir um mdximo local ou um mi-
nimo local em cada um de seus pontos criticos. Por exemplo,

seja f:R°~=R dada por f(x,y) = xz-yz. A origem ©0 = (0,0)
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¢ um ponto critico de f wvisto que f£'(0) = %%(O)dx + >
+ %g(@)dy = 0. No entanto, f ndo possui nem um mdximo nem
um minimo local no ponto 0, pois f{0,0) = 0 e f assume

valores positivos e megativos em qualquer vizinhanga da origem
Seja x_ e UcR™ um ponto critico de uma fungdo de
2 ' : . : m _n

classe C f:U-+ R. A segunda derivada . f“(xo):R xR~ -—= R

é uma forma bilinear simétrica, chamada a forma hessiana de

f em X Recordemos que o ponto critico x é dito nao-de-
o

generado (veja o Exemplo 19, Cap. 5) guando a forma f"(xo)

é nao-singul r, isto &, f"(xo).(u,v) = 0 para todo Vv
acarreta u = 0. Isto & equivalente a requerer que o deter-
minante hessiano det( (x )) seja nao-nulo,

. ' 3xtax? :

Se a forma hessiana f"(xo) ¢ definida positiva,
isto &, f"(xo).u?‘>0 para todo ufg0 em R™, entio o ponto
critico X, & necessariamente ndo-degenerado. Afirmamos que
éle ¢ um minimo local.

‘ Realmente, pela fdrmula de Taylor, f(x +h)
= f(x ) + 1 £ (x ).h2 4+ T (x ,h), onde 1im (r (x h)/]h|2)=o.
o 2 o 2
h-=0
Ora, como f"(xo) é defini a positiva,
a = inf {f"(xo).uz, ueRm,lufxl} & um.nudmero real positivo.
Existe &>0 tal que |lh| <& acarreta Irz(xo,h)|/[h12

Para O<|h| <®, temos

X + ' ~'h|2 n hy2 2f2(x°,h).>[h|2 2 s
% h)_f(xo)"”?"_[ (o) - Gy In|* ]" ol R L

Por conseguinte, f(x0)<:f(x) para cada x = x +h -
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na bola Bo(xo), mostrando que £ -possui um minimo local es-
trito em 'xo.
‘Andlogamente, .se a forma hessiana f"(xo) é definida
. . . " 2 ' - M
negativa, isto ¢, f (XO)JA <0 para todo uﬁO em R, en-
~ » > .‘ ¥ ~ . h
tao f possui um mdximo local nac degenerado em X
Por outreo lado, se a forma T“(x ) ‘¢ indefinida,
o
. s . : m " 2
isto €, se existem u,v & R com f"(x ).u">0 e
2 T
f"(xo);v <0, entfo T nao possui nem um mdximo nem um mini
mo local no ponto X, Isto serd demonstrado mais abaixo.

Quando a forma hessiana & apenas nio-negativa, isto

. ' 2 I | ~ : L.

g, f“(xo);v >0 para todo upR" , a fungdo f pode possuir

ou nao um minimo local em X Por exemplo em x =¥y = 0 a

funcao f(x,y) = x> possui um minimo local mas a fungdo

g(x,y) = X +y3 naoc o possue. As formas hessianas dessas

hessianas dessas fungles no ponto critico x =y = O s@o a
32f ) é

mesma: H =—ﬂm§fdxdx = 2dxdx. Assim qualguer que seja o ve~
ox 2 2 . ,.2 |

tor u = («,8) € RT, H.u = 2~ 20.

Em geral, podemosfénunciar o seguinte.
Seja f:U-=R uma fungao de classe c® ) UCRm aberto

Num ponto critico X, seja f(k)(xo) a derivada de

menor ordem nao idénticamente nula. Entao:

1) Se _k & dimpar, f mnao possui nem mdximo nem minimo

local em X3

2) Se_k & par e f(k)(xo);uk:>0 para todo uf£0 em R™

entao f . possui um minimo isolado mno ponto-lxo. Um e
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nunciado andlogo vale para maximo com <0 mno lugar de >0

3) Se f possui um minimo local em  x_ entao f(k)(xoydﬁfg

- para todo ueR". Andlogamente para um mdximo localj;.

L) Nos déﬁ%is casos nada sé'podé afirmar.
, ! _
Todos ésses enunciados decorrem do desenvolvimento de
Taylor -
| iy L e(x) kK . 4. -
f(xo+h) = f(xo) + f (xo).h o+ rk(xo,h).

Suponha, por exemplo, que, para alguﬁ vetor veRm,
fk(xo).vk& a>0. Existe &8>0 +tal que Ih] < & acarreta
]rk(xo,h)l((a/2]v|k)|h|k. Assim, O<1:<5/lvl acarreta
|tv] <8 e portanto er(xo,tv)]<(a/2)tk. Para &sses valores

de t, temos, pela férmula acima:
f(:;o-ijtv) - f(xo);tk(a_%) = g-. > 0.

b
Isto significa @ue f(xa) < f(xo+tv) sempre que O0OC<Ct <Tﬁ‘ .
Noutras palavras, se f deve possuir um maximo local em
X entao deve-se ter f(k)(xo).fKS(J para todo veR".

Isto demonstra 3).

0 enunciado l) decorre de 3) porque, para k {mpar,
e () (x ) ()® = 209 () o%
o o
- 0 enunciado 2) se demonstra tomando-se
a = inf {fk(xo).uk;ueRm,lul = 1} e procedendo como no caso de
uma forma hessiana definida positiva.

Pode-se ter num ponto critico isolado X todas as

detivadas fk(xo) = 0. Isto,aconteée por exemplo quando £(x)=
exp(—l/kz),f(O) = 0. |
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CAPITULO 10

FUNGOES IMPLICITAS

§ 1. Q_Teorema da Funcao Inversa.

Nesta segﬁo chegaremos ao mais importante teorema do
curso, o qual € um dos resultados mais lteis e bdsicos na
teoria das Variedades Diferencidveis.

Sejam U,VCR™, abertos. Um difeomorfismo f:U-—e=V

é uma bigjécao diferencidvel cuja inversa & também diferencid

vel. Se ambas, f e £l s3o0 de classe Ck, dizemos que f

é um difeomorfismo de classe Ck.
| Em particular, um difeomorfismo é um homeomoffismo.'
Por exemplo,. £:R-={(0,c0) definido por f(x) =
= exp(x) & um difeomorfismo (de classe €% ) cuja imersa
f—l:(O,a))ﬁw-R ¢ dada por f—l(x) = log(x).
Se f:U-wV ¢ um difeomorfismo, entao f‘(x):Rm-ﬁ-Rm
-é um isomorfismo para todo xeU e Ef‘(xﬂ_l = (f-l)'(f(x)).
E claro que nao hd perda de generalidade em supor U e V
contidos no mesmo espago éuclidiano r™.
A composta de difeomorfismes e a inversa de um di-

feomorfismo sao ainda difeomorfismos.

Uma aplicagao de classe Ck, T:U-—-=V pode ser um



~76- ' .

homeomorfismo de U sobre V mas, mesmo assim, sua inversa

-1

£f77:V-=U pode deixar de ser diferencidvel. Por exemplo,

f:xbﬁ'XB de R em R. Serd mostrado mais adiante que, se
. ., - - Kk

feCk e f 1 é diferenciavel, entao T 1 e C .

Se ja UCR®  um aberto. Uma fungao diferenciével

f{U-f-Rm ¢ chamada um difeomorfismo local se para cada xeU

existe uma vizinhanga V_  que & aplicada difeomdrficamente

por f s0bre uma vizinhanga W_ de  f£(x). Quando f, res=+
k

trita a cada VK’ € um difeomorfismo C dizemos que f ¢&

um difeomorfismo local de classe Ck.

EXEMPLOS:

24) A aplicagdo £:R% = R® definida por f(x,y) =
= (excosy, exseny) é um difeomorfismo local de classe
0 2 a 2 . s
C de R sObre R -{O}, Isto resultard trivialmente do

Teorema 9, abaixo (Vide Exemplo 26). Podemos também tirar a

conclusao da teoria da varidvel complexa, se identificamos

(x,y) com =z = x+iy, obtendo entdc f(z) = e?, Dado z, e R
2 _

seja wo = e O. Qualquer ramo-de log w, definido em uma vi-

zinhanga de Wo e tal gue log W, = 2 fornece uma inversa

local para f. Observe que f nao € um difeomorfismo (glo-

bal) visto que f mnos é biunivoca.

25) Se J & um intervalo aberto da reta, todo difeomorfismo
local f:J~=R & 1-1 sendo portanto um difeomorfismo de

J sobre .f(J). Isto se segue imediatamente do fato de que



=77 -

tdda aplicagao continua aberta f:J-~=R & forgosamehte 1-1
(se existissem a#bJ em J tais'qué f(a) =If(b) existiria
ce(a,b) .tal que f(c).z max {f(x);xe[aqtﬂ} ou no caso em que
f(a) = £(b) = max f ;7tallque fc) = min.{f(x);xe[ﬁ,ﬁ]}.
Entao f levaria um pequeno intervalo aberto (c- ,c+ ) sd-
bre um intervalo nio-aberto do tipo (d—s,d] ou [d,d+6) em

) : : o
contradigao com o fatd_de f ser abérta).

Um difeomorfismo local € uma aplicagﬁo aberta. ?al
aplicagao ¢ um difeomorfismé (sdbre sua imagem) se, e sdmen-
te se, for biunivoca. Dado um difeomorfismo local f:Uw**Rm,
f'(x):Rm-¢ﬁRm € um iéomorfismo (de‘éspagos vetoriais) para
cada xell. h

0O resultado principal desta segﬁo estabelece que,
reciprocamente, se fGCk(U?Rm);-l$]£§<D, e ft(x) & um iso
moffismo para todo xeU entao f & umldifeomorfismo locai

de classe Ck.

Para demonstrda-lo, usaremos o meétodo das aproxima-

coes sucessivas, um principio de grande utilidade para pro-
var exist;ncia e unicidade de solugdes de equagoes diferen-
ciais, equacoes integrais, étc.'

Sejam M e N -espagos métricos. Uma aplicagaol
f:M—=N ¢ chamada’ gontragéo quando existe AeR, O<A<l, tal
que d(f(x),f(y))g Ad(x,v) para todos os x,yeM.

s m .
Por exemplo seja UCR aberto e convexo, i.e.,

]

.a,beU  implica [a,b] & U. Seja f£:U-=R" uma aplicagdo di-
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ferencidvel, tal gue lf”(x)lslﬁ<l para uma certa constante
A e para todo xeU. Entao, pela desigualdade do valor médio,

| £(x)-£(v)]| € N|x=v] efpoftanto £ € uma contragao.

Um ponto fixo de uma aplicagao f:X—=X é um ponto

xeX tal que Tf(x)} = x.

PROPOSICAO 9 - (Aproximacoes sucessivas). Seja M um espaco

métrico completo. Tdda contragao M —=M

tem um uUnico ponto fixo. Dado qualguer ponto xoeM, se ja

§lm§_£LXo)$m}2_3m£Lxl),... A sequénéia (xn) converge em M

para o inico ponto fixo de f.

DEMONSTRAGAO: De d(f(x),f(y))s Md(x,y) segue-se que
.

. n :
d(xn,xn+l)s X«i(xo,xl), Portanto
p=l1 [ps1
kS < LJ+1 .
d(xn’xn+p)é:.ia d(xn+i’xn+i+ly“iéz A 'd(XO’Xl) s
1=0 1=0
n
& Qhud(xo,xl).
1-3
Isto mostra que (xn) & uma sequéncia de Cauchy no espago mé-
trico completo M, Seja a = lim X,. Como, evidentemente, T
¢ (uniformemente) continua, f(a) = £(lim xn) = lim x_ . = a.

Quanto & unicidade, se f(a) = a e f£f(b) = b entdo d(a,b)=
= d(f(a),f(b))g Ad(a,b) e portanto {1-A)d(a,b)§ 0 o que |
implica d(a,b) = O ou seja a = b,

Como aplicagao déste principio, m&straremos que se
perturbamos a inclusic U-=R" adicionando uma contragio

o . : A m
entao obtemos um homeomorfismo de U gobre um aberto de R .
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PROPOSICXO 10 - (Perturbacao da identidade). Seja UCR" um

aberto. Se: ¢:U~me & uma contracao entao

a funcao r:U-=R", dada por f(x) = x + &(x) & um homeomor-

fismo de U, sobre um aberto _de RO

DEMONSTRACXO: Dados x e 7y arbitrdrios-em U, tem-se

| £(0)-£() | + [x-y + $(x)-0(r) | 2 |x-v] -
= 10()-0() | 2 (1-3) |x-y] . | | |
Desta expressao sai diretamente que f & 1-1 e que sua in-
versa f—l:f(U)~w=U é continua, i.e., f & um ﬁomeombrfis-
mo de U sdbre f(Uj. Para ﬁostrar que £(U) & aberto, seja
bef(U), b = f(a). Escolha uma bola fechada A de centro a
e raio &3>0, ACU. Afifmamos que a 5ola aberta- B de centfo
b e maio (1-A)8 estd contida em f(U). Realmente, seja &eBQ
Isto significa |y-b] < (1-1A)8. Devemos entao achar umé solu~-
cdo xeU para a equagdo vy = f£(x). Isto & equivalente a en-
contrar um ponto fixo xeU para a contrag§0 ¢Y:Uﬁme defi
nida por ¢Y(X) = y~¢(x), Como A & um espago métrico comple
to & suficiente mostrar que ¢y(§)c:ﬂ. A contragao
¢y[§:ﬁ—¢fﬂ terd entfo um ponto fixo pela Proposigfo 9.
Seja portanto xelA, i.e., |x—a1$ &. Devemos mostrar gque
|¢Y(x)—a|$ §. Como b = a+{{a), temos

6, (a)-al = [y-0(x)-alely-0(a)-al + [9(x)-0(a) s

€ |y-bl .+ Alx-alg(1-2)6 = A8 = &,

como queriamos demonstrar.
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COROLARIO - Sejam UCR™ um aberto e f:U-=R" uma aplicagio

da forma f(x) = T.x + 0(x) onde TeGL{R™) e
—.J_I

¢:U‘?Rm satisfaz |¢(x)-¢(y)|s klx—y|, com 'ﬁ<|T Ehtég

£ & um homeomorfismo de U sobre o aberto f(U)CIRm.

,De fato, T_lf(x) = X+T_l¢(x) onde T_l¢(x):UuwaRm
é uma contragao. Desta forma Trlf leva U homeomorficamen- -

te sGbre o aberto T#lf(U)C:Rm, Segue-se a conclusao desejada.

TEOREMA 9 - (Teorema da fungido inversa). Sejam UC R um_a-

berto e f:U—-=R" uma aplicacio c* (1sk €0 )

tal que, em um pontd M;Oey#“mfilxo) e L(R™) & um isomorfismo.

Entao f aplica difeomdrficamente uma vizinhanga V de X,

sbbre uma vizinhanca W de f(xo).

DEMONSTRACAO: Para simplicidade de notagao suponhamos que

x, = 0 e f(xo) ; £(0) = 0. Entao temos
£(x) = £1(0).x + r(x), onde =r(x) = £(x) - £'(0).x & de
classe Ck Ugélj e r'(0) = 0. Seja A  tal que
o< K-cl/lf‘(o)"ll. Existe uma bola aberta V em toérmo da o-
rigem tal que |r'(x)l< A para todo xeV. Entﬁo; pela desi-
gualdade do valor médio, |r(x)-r{y)| < Alx-v| ﬁara todos
os Xx,yeV. O coroldrio anterior nos diz que f|v & um ho-
meomorfismo de V sobre qm aberto W que contém f(xo).
Além disso, visto que £1:U-= L(R") €& continua e f‘(xo),
‘estd no aberto GL{R™), a bola V‘ pode ser escolhida de

forma a que f'(x) & invertivel para todo xeV.

-
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Seja g =T l:W-*'V o0 homeomorfismo inverso de f.
Mostraremos que g & diferencidvel em cada ponto v = f(x)eW{
Ora, se existe, g!(y) deverd ser igual a [f'(x)]’l. Por-

tanfo; escrevemoé
g(y+) = a(y) + B ()] 7k + s(x)

e tentaremos mostrar'qﬁe 1im s(k)/|k| = 0. Seja f(x+h)
‘ k-o : '
y+k, de modo que k = f{x+h) - f(x). Observe que k—=0 se,

e somente se h —w O visto que .f|V ¢ um homeomorfismo.
Temos h = g(y+k) - g(y) = [f?(x)]—l[f’(x);h+r(h)]+
+ s(k) e porténto h = h+ [f?(x)I-l.r(h) }'s(k), i.e.,

Stk) = ~[f“(x)}-l.r(h). Logb

-1 [£:(x)" tem)].

Ikl lkl
Quando k-=0 a razao ]hl/fkl permanece limitada (V;Propo-
sigao_l, Cap. 5) e o fator entre colchétes tende a zero.
Isto mostra gue g & diferenicdvel para cada vyeW, com
gt (y) = [f’(x)]-l, onde ¥ = f(x). Em particular f]V:Vm¢-W
¢ um difeomorfismo.
Para concluir, resta apenas mostrar due geCk. Antés,

porém, fazemos uma pequena digressao.

APLICAQKO: Vamos usar.o reéultado acima para redemonstrar
5. gque a inversao de aplicagdes lineares

. m m ¢ @ . -

i:GL(R )=+ GL(R ) €& de classe C . Por simplicidade ponha-
mos U = GL(Rm). Definamos ¢:Uwaw'UXU por ¢(X,Y) = (X,XY).

Entdo ¢eC® oom ¢*(X,Y).(H,K) = (H,XK+HY). Logo fo -
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¢(X,Y):£(Rm)x£(Rm)——* HERM)xLR™) & um isomorfismo cujo in-

verso é dado por (A,B) += (A,X-lBux_lAY). Segue-se da parte

ES demonstrada do Teorema 9 que ¢ é um difeomorfismo local.

Como ¢‘ é 1-1, € um difeomorfismo. Em particular, sua inver

#

sa ¢_1:UxU—*Ide dada por ¢";(S,T) £ (S,$_1T); é diferen-

cidvel. Isto € equivalente ‘a dizer gque &:UxU-—= U, definida

por &(s,T) = gt

T, & diferenciével. Seja w:U = UxU defi-
nida por n(S) = (8,T). A composta zon{U—bII é diferencid-
vel. Mas :aqKS) = st = i(s) e portantq‘ i:U~=TU & realmen
te um difeémorfismo (igual ao seu inverso). De X.i(X) = I
segue-se por diferemnciacao que pa?artodo He L(R™), H.i(X) +

+ X,i'(X).H = 0 e portanto i'(X).H = _x~t

ux~1. Como no
Cap. 4 (Vide Aplicagao apés o Coroldrio 1 do Teorema 1),

segue-se que i(X) = x~1 ¢ de classe c®.

Final da Demonstracao do Teorema 9

”

Jé conseguimos mostrar que g = fnlzw-*-v e dife-
rencidvel com g'(y) = [f*(g(y))]_l para todo vyeW. Logo a
derivada g':W —= L{R") & a composta g' = iofog onde

i(X) = Xfl:

W —E8a v £l a gL(R™) —2= GL(R").

Como feCl e i,f',g sao continuas, entao g'eCof e por-
tanto. geCl. Suponhamos agora feC?. Entdo i,g,f‘eCl, logo

1. . .
g'eC”, implicando geCz. E assim sucessivamente.
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COROQLARIC - Sejam UcR™ um aberto e _f:UW"mRm uma aplicacao

k ‘ o~ » .
de classe C (k>1), Uma condicao necessdria e

suficiente para que f seja um Ck-difeomorfismo local & que

m m -, . .
para cada xel, f'(x):R —= R seja um isomorfismo.

Na prdtica, verifica-se freqguentemente que fr{x) &

um isomorfismo observando gque o determinante jacobiano

i
det [af.(xiE é nao - nulow
o 4

2.
L]

EXEMPLO 26 - Reconsideremos f:R?-ﬁ-R definida por, f(x,y)=

= (e® cosy, e seny). O determinante jacobiano &:

i Fe

émi Qii excosy exsiny ‘
0x - 3y - 2x, 2 . 2 2x

= = e " fcosTy+sin"y) = e .
35" 3y o' siny y

que € nao-nulo para todo (x,y)eRz. Concluimos que f & um
difeomorfismo local de classe Ca{ (Compare com o Exemplo 24,

acima).-

APLICACAO: O Teorema Fundamental da Algebra.

Se ja p:RZ“'*’R2 um polinﬁmio complexo naoc cons-

tante, p(z) = a_ta z +...+ anzn, an#o, n»l. Afirmamos gque
p €& sobrejetivo. Em particular, existe zOeR2 tal que
p(z_ ) = O.

Como se sabe, para cada zeR2 a derivada p'(z) &

T~ . 2 ' . A v
a transformacgao linear em R que consiste na multiplicagao

elo numero complexo a. +2a,%Z +...+ na_z ‘gque identifica--
1 2 n !
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mos com p‘(z).

Como um ﬁolinﬁmio nao nulo pode ter apenas um nime-~
ro finito de faizes, 0 conjunto' P = {zeRz;pﬁ(z)=O } é findi-
to, assim como p(F). Em particular, “R® - p(F)J é conexo.

Considere a-aplicagao P:Rz—p_l(p(F))jﬂmRz-p(F) de
finida por restrigdo de p.

Para cada = no dominio de P, zgF. Entao P'(z)=
= P'{(z) & um complexo nao nulo e portanto P‘(z) é um iso~
morfismo. Pelo teorema da fungdo inversa P & uma aplicagdo
aberta. |

Por outro lado, P €& uma aplicagao fechada. Isto
pode ser prgvado com facilidade diretamente, ou como segue:
por uma propriedade éonhecida de polingmios, lim p(z) = .

Zma 00
Isto significa que p & uma aplicacao prépria, i.e., a ima-

gem inversa de todo compacto € compacta. Como p(F)CiR2 é
fechado, a restrigao a Rz-p”l(p(F)) é ainda uma aplicacgao
prépria em Rz-p(F). Aplicagoes prdéprias sao fechadas. Logo
P €& uma aplicacgao fechada.

A imagem de P € portanto aberta e fechada no espa-

. . 2 s A 2

go métrico conexo R -p(F). Logo P & sobre R™. Como p(¥)
estd contido na imagem de p, segue-se que p €& também

sobre Rz.
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§ 2. A forma local das submersoes.

Seja vcrR™ um aberto. Uma aplicagao diferencidvel
f£:U-=R" & chaméda uma gggm§£§§g se, para todo XéU, a deri.-
vada f‘(i):Rm-thn é sdbre. Claro que tal sd po&é ocorrer
quando maxn.

Pela regra da cadeia, a composta de duas submersoes

rd » o~
e ainda uma submersao.

EXEMPLOS ;

27) Seja WiR"xR"—eR" 4 projegdo definida por T(x,y) = v.

Entao W'(x,y) = T para tode (x,y)eRmen, portanto

é uma submersdao. O Teorema 10 abaixo mostra que ‘toda submer-
kN

sdo se comporta localmente como esta.

28) Seja R = R™% ® RY  uma decomposicao em soma direta.
J ¢

Defina f:R" == R por f(x,y) = ]x|2 - fy|29 onde

m-rg veR". Entdo

2 . 2 : :
x| = <x,x3 ¢ |¥|® = ¢y,y> para xeR
f'(x,y)o(h,k) = 2<x,h> = 2 2y, k> , portanto - ff(x,y) # ]
exceto na origem (x,y) = (0,0). Assim f, restrita a
Rmﬂ{o}, é uma submersdo, pois como funcional linear,
f?(x,y) pode ser apenas nulo ou sobrejetor.

Sempre que escrevermos um espago vetorial como uma
. m+n

soma direta, da forma R = EQF, os elementos do espacgo

original serao representados por pares (xgy) onde xeE

e vyePF.
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Com relagéo ao teorema seguinte, lembramos gque dada

: : L L . T m+1 noo. .
uma transformagao linear sobrejetora T:R —= R, existem
. ' i : . m+n s
muitas decomposigoes em soma direta R ' = E@F tais que T
e p . . ~ n R
restrito a F & um isomorfismo 'sobre R . E suficiente to-

‘mar E = micleo de T e F = gualguer subespago;suﬁlementar
: ' ' _min n ' . .

de E em R . Em tais casos, obviamente, dim E = m e
dim F = n.

TEOREMA 10 - (Forma local das submersdes). Seja UcR"™  um

‘aberto e f:U—=R" uma funcio de classe cX

#

(k»1). Suponha que para algum ZOeU; f'(zo):Rm+n =R & so-

brejetora. Dada uma gqualguer decomposiqao em goma direta

m+n : ' '
R = EQF (com zo=(xo,yo)) tal quie Bzf(zo) = f'(zo)lF:

n . . . . . .
1B —w R ¢ um isomorfismo, existe um difeomorfismo,

h:VxW—= %, de classe Ck, tal que foh (x,w) = w_para todo

(x,w)eVxW, onde 'xoeV aberto em E. f(zo)eW aberto em R

e =z cZ aberto em R (z€U).

Rn
£
s Rl
T
L : de=f(z,)

h:»("x"lﬂ. ). W .

4
. |'% e '} 1 i

s
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DEMONSTRAQKO: Defina a aplicagao ¢:Uhﬂ=Ean, de classe Ck;

pondo ¢(x,y) = (x,f(x,¥)). A derivada

¢'(zo):Rm+n-**-Ean ¢ dada por (h,k)i (h,3,£(z ). .h+3,(z )X
Ora, a aplicagao linear (u;v)kﬁw(u,lazf(zo)|ml.(vfalf(zo).u))
é claramente uma invefsa para ¢(Zo) que € entao um isomor-
" fismo. Pelo teorema da funcao inﬁersa, se fazemos f(zo)zc,
¢ ¢ um difeomorfismo de classe Ck de uma‘vizinhanga de Z
sobre uma vizinhanga de (XO,C). Esta Udltima pode ser esco-
lhida na forma VW ‘onde V € aberto em E e W € aberto
em R". Ponha % = ¢"l(vxw) e h:¢_l:VxW-wb Z. Entao, para
qualquer (x,w) em VW, afirmamos que fﬂh(x,w) = w. De
fato, como ¢(x,y) = (x,f(x,y)) segue-se gue h = ¢"l é da

forma h(x,w) =-(x,h2(x,w)). Portanto para todo (x,w)eVxW,

(x,w) = ¢h(x,w) = (x,foh(x,w)) donde resulta w :.fah(x,w)c

COROLARTO: Uma_submersao de classe Ck (kxl) & uma aplica-

cao aberta.

OBSERVAGOES :

l) Segue-se do Teorema 10 que se f£:U-=R" & de classe Ck

(k21) e f’(zo) é sobrejetora, entidoc f'(z) ainda &
sobrejetora para todo 2z mnuma vizinhanca Z de Z,e Isto
também pode ser observado diretamente como resultado de dois

fatos:

m+1r , RI].)

a2) f1:U-=4(R é continua;

b) O conjunto das aplicagoes lineares sobrejetoras for-

m+n

mam um aberto em (R ,Rn). Para mostrda~lo observe
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apenas gue se 7: R e R®

é sobrejetora entao algum deter-
minante menor nxn da motriz de T & nao nulo. O mesmo de-

terminante serd naoc-nulo em uma vizinhanga de T.

2) Na categoria cujos objetos sao abertos de espagos eucli-
dianos e cujos morfismos sao as aplicagOes de classe CF

£:U—» R para um dado k21, as equivaléncias sao os difeo-

k ~ “ : ~
morfismos € . O Teorema 10 nos diz entao que toda submersao
k

C é localmenfe equivalente a uma projegao H:VxW —= W.

3) Uma‘decomgosigao em soma direta do tipo R = rR™ @ RT
significa uma escolha de uma partigao {el""’em+n} =

= {eil,,..,eim} U {ejl,...,ejn} da base canonica dg Rm+n.

Dada a partigao, pomos R R™*™ * como sendo o subespaco ge~

rado por {ei 1eves®y } e R'HCIRm+n como o0 subespacgo gerado
1 m

. m+n .
pelos vefores restantes {e, - }. E 6bv1oique R e
91 In
a soma direta désses dois suhespagos e portanto escrevemos
m+n m n
R =R @& R .
Uma vez dada uma decomposigao em soma direta
M1, m n m-+T1
R =R ® R, escrevemos os elementos de R como pares

z = (x,v), xeR" e yeR™. Por exemplo, seja ‘R? = R®6R  onde

2 ., ~
R € gerado por el,e3 e R por SPE Entao todo z=(xl,x2,x3)
serd denotado por =z = (u,v), u = (xl,O,x3)6R2 e

v = (o,xg,o) e R.

‘Dada uma aplicagdo linear sobrejetiva T: R e R,

existe uma decomposigao em soma direta do tipo R
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tal que T RY:R™ == R" & um isomorfismo. Basta observar que

Te geral R™ portanto é possivel se

os vetores Te_,...,
1 H+1L

lecionar dentre éles uma base {’I‘ej ,...,”I‘e‘j } . Sejam
: n

il,...;im os indices restantes. A partigﬁb {1,2,;..,m+n}‘=

= {il,...,im} U {jl,.s.,jn} fornéce\a,decomposigao desejada;

8 = r™ @ RV,
Desta forma, no Teorema 10 (e também no Teorema 11 .
. e . m+n ' L
abaixo) a decomposigao em soma direta R = e®F pode ser

sempre tomada com E e F gerados pelos eixos coordenados.

TEOREMA 11 -~ (Teorema da fungao implicita). Sejam U'(:Rm+n

e £:U—=R" uma aplicacao de classe Ck (k21).

Suponha gue Rm+n = EGF & uma decomposiqao em soma direta
tal que, para Z, = (xo,yo)eU, a segunda derivada parcial
3. f{=z :F-*-Rn ¢ um isomorfismo. Ponha f(=z =cCc & Rn.
=2 o - . - - o

Entao existem abertos VCE contendo X, & ZCU conten-

do ZO com a seguinte propriedade: para cada xeV  hd um

Unico &(x)eF tal que (x,&(x))eZ o f(x,&(x)) = C.

A aplicacao Z:V—= F assim definida € de classe C

e _sua derivada & dada por 2Z'(x) = - Bzf(x, (x))_%blf(x,&ﬁcn.

DEMCNSTRAQﬁO: Usando a notacgao do Teorema 10, temos Z = h. (VW)
e hi(x,w) = (x,hz(x,w)) prara (X;W)GVXW. Ponha

E(x) = hz(x,c). Entao &:V——=F & de classe Ck e

f(x,&(x)) = fh(x,c) = ¢  para todo xeV. Quanto 3 unicidade

de &, se]ja '(x,y)eZ tal que ‘f(x,y) = ¢. Entao, (x,y) =
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ho(x,y) = b(x,c) = (x,b,(x,¢)) = (x,&(x)) e portanto
v = ﬁ(x); Finalmente, derivando f{x,&(x)) = ¢, obtemos
3, £ (x,&(x)) + 8,5(x,8(x))e& (x) = 0. Logo

20 (x) = -[3,0(x,&(x))] " e 3,8 (x,8(x)).
OBSERV%QGES:

l) O parégetro ¢ do teoreﬁa da fungao imp;icita pode va-
riar no aberto W. A conclusao entao serda: existem aber-

tos VC'E, contelndo X, WCRY éontendoge ZZU con-

tendo =z com a seguinte propriedade. Para cada (X,y)erW,

existe um udnico &(x,y)eF tal que (x,&(x,y))eZ e

f{x, &(x,y)) = y. A aplicagao &:VxW-—=F assim definido &

de classe Ck. Basta colocar &(X,y) = hz(x,y).

2) A unicidade de & no Tedrema 11 pode ser colcocada sob
forma diferente. Em vez de unicidade relativamente as

condigdes (x, E(x))ez e f(x,&(x)) = ¢, podemos mostrar

que & €& a Unica aplicacao continua &:V -+ F tal que
2(x,)

V conexo. Dada qualquer outra aplicagao continua AiVem F

Yo © f(x,&(x)) = c. Para provar isto, escolhemos
satisfazendo aquelas condigdes, seja X = {erI&(x)=%(X)}.
E claro que X & fechado em V. Por outro lado, observamos
qie X = {xéV;(x,l(x))eZ} pelo argumento usado na demons-
tracdo de unicidade do Teorema 11. Portanto X & aberto em

V. Como erX, segue~-se que X = V.

_3) A conclusao do Teorema 11 significa, geométricamente que .
.
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f_l(c)wa ¢ o grdafico (relativamente & decomposigao
R - BEoF) de uma aplicacio &:V—=F de classe ¥ com

Ex)) = vy

§ 3. A forma local das imersoes.

- . m . o~ . T
Seja UCR um aberto. Uma aplicagac diferenciavel
n » ) . "~ .
f:U—=R é chamada uma imersao quandc, para cada xeU, a de-
. - m Iy ~ . ~t . - o
rivada f£'(x):R —=R for uma aplicagao linear biunivoca.
E claro gque tal s6 pode ocorrer quando mxn.
Como a composta de aplicagges lineares biunivoca
ainda € biunivoca, segue-se da regra da cadeia que a compos-

ta de imersdes € uma imersao.

EXEMPLOS:
. ., om m__n . o e .
29) Seja 1:R —= R xR a aplicagao de inclusao, definida por
i(x) = (x,0). Entdo i'(x) = i para todo xeR™ e portan
to i & uma imersioc. O Teorema 12 abaixo mostra que toda i-

mersao se comporia localmente como esta.

30) Seja JER wum intervalo aberto. Um caminho diferencid-
vel. £:J—=R" & uma imersfo se, e sbmente-se, seu vetor
velocidade € nao nulo em cada ponto tedJ. Desta forma, um
caminho f € uma imersdo se, e sOmente se, sua imagem f(J)
tem, em cada ponto f(t) wuma "tangente", a saber a reta

L = {£(t) + Aft(t); AeR}. Observe que f pode nio ser 1-1.
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Entao, quando f(tl) = f(tz), as duas retas tangentes
L, = {£(%,) + A£ (6 )5heR) o L, = {f(tz) +'}~.f'(t2);3\eR} |
podem ser distintas. Se consideramos, entretanto, uma peque-

na vizinhanca V de t a mesma serd transformada por t de

l!

forma biunivoca e assim Ll serd a Unica tangente no ponto
f(tl) para o caminho . f|V.

0 Teorema 12 abaixo mostra que toda imersao de classe

ck (k1) £:U —» R & localmente equivalente a uma inclu-

sio xi» (x,0) de R em R™xR™. A nogfo intuitiva de' uma

kal

imersao X £:U-=r"™ (k21) & a seguinte: para cada aber

te VCU convenientemente pegueno f(V) € uma "superficie
. . " m+1n . "
m~dimensional suave" em R , que admite um "plano tangene

te f(x) + f'(x).Rm em cada ponto f(x)ef(V)a‘Esse "plano"

varia continuamente com XxeV.

TEOREMA 12 -{Forma_ local das imersdes). Sejam UCR®™ um aber-

to e £:U=~» R de classe Ck (k&l). Suponha

que existe x eU tal que f‘(xo):Rm—ﬂhRm+n ¢ biunivoca.

Entao existe um difeomorfismo de classe Ck, h:7Z ~= VxW, de

uma_ vizinhanca Z de .f(xo) sSbre um aberto VxW(CR xR

L;Oev, OeW, F(V)C Z) tal que hof(x) = (x,0) para cada

xeV.
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X, hef:x (x,.Oj (= ,0)

DEMONSTRACAO: Sejam E = f'(xo).Rm e F qualquer suple-

mentar de E ‘em -Rm+n9 ou seja R™™ - EoF.

Batdo £'(x_ ) & um isomorfismo de R om B ’e‘ dimF = n.
Defina ¢:Uxﬁ-—b Rm+n' pondo {(x,y) = f(x)+y;.Ent§0‘

¢eCk, ¢(ZO,O) =‘f(xo) e para {(u,v) e Rme, '¢'(x0,0)(u,v)=
= f'(xo).u+v..Logo ¢'(x0,0) & um isomorfismo de R xF s

bre Rm+Il

. (Observe que f'(xoo.u e F e veF). Pelo teorema
da fungdo inversa, ¢ é am difeomorfismo de classe Ck de
uma vizinhanga de (xO,O) (ﬁue poaemps escolher na formal
VxW, onde Vax e aberto em  U e W30 & aberto em F)

sO0bre uma Vizinhanga\abefta Z de f(xo) em R™™, Seja h
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o difeomorfismo inverso de O|(VxW). Cpmo ¢(x,0) = £(x), te-
mos hf(x) = h$(x,0) = (x,0), para todo xeV. Para terminar,
identificamos 'F com Rnl éscolhendo uma base conveniente eﬁ
F (a dnica razdo para esta Ultima passagem € simplificar o

enunciado do teorema).

COROLARTIO 1 - Se F:U-—mR™® & do classe C- (k»l) e

:_[j.‘_:"_(xo):Rm~--=~Rm+n § injetiva para algum x eU

entio em uma vizinhanca V de X £:V—ef(V) & um homeo=-

-1 . I
formismo cujo inverso f :f(V)-=V & a restrigao de uma

aplicacao de classe Ck, E:Z-=V onde Z € uma vizinhanca
de f!xo).

Basta tomar V e 2 como no teorema acima e defi-

nir &= TMeh onde T:VxW~e=V & a primeira progggéo. Entao

para xeV, &of(x) = Thf(x) = M(x,0) = x e portanto &£ (V)=

Id e a k - .
= £, Como é Sébvio que & e C , segue-se 0 corolario.

m+1

OBSERVAGAO: Em particular, se f:U-=R é de classe CF

(k»1) e f’(xo):Rm-w%-Rm+n é injetiva, entao
f'(x) & injetiva para todo x em uma vizinhanga de X .
Tsto segue-se diretamente dos dois fatos seguintes:
1) £1:U0 = LERT,RTTT) & continua.
2) 0 conjunto das aplicagSes lineares dinjetivas € aberto
om £(Rm’Rm+n)'
Para mostrd~lo observe que T:R® e RTT? & biunivoca se, e

-~

somente se, existe um determinante menor mxm nao nulo em

sua matriz. O mesmo menor serd naoc nulo em uma vizinbanga de T.
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§ 4. O teorema’ do podsto.

0 teorema seguinte contém, como casos particulares,
as formas locais das submersoes e das imersoes,
~ .‘ ~ . m 1‘1 - -
0 posto de uma aplicacao linear T:R -—+R e a di-
~ . m .
mensao de sua imagem T.R , i.e., o humero mdximo de veto-
res linearmente dndependentes entre T.el,...,T.em . Assim
posto de T = p(T) = r se, e sdmente se, a matriz de T
' . N AL m ny .
(por exemplo, relativamente as bases canconicas de R e R )
tem um determinante menor rXr nao-nulo e todo menor de or

dem x+1 €& nulo.

0 posto de uma aplicacgac diferencidvel £:U~> R” em

um ponto xeU ‘é, por definigao, o pdsto de sua derivada
fi(x):R" — R, Assim, uma submersio f£:U-+=R" tem pdsto =n
em todo ponto xeU e uma imersio f£:U-=R" (UcR") tem
posto m em cada ponto. SubmersSes e imersoes sao chamadas,
por isso, de aplicagdes de pdOsto mdximo.

'

Lembramos que um subconjuntoe A de um éspago veto-

rial E & conwexo quando, para cada par de pontos x,yeA,
0o segmento de reta Bgychq Por exemplo, uma bola aberta

Bé(a), de centro a e raio &, num espago normado, & con-

vexa. Para mostrd-lo tome x,y e Bb(a) i.e., |x—a|<:6' e
ly-a| < . Para um t arbitrdrio, O§t&£1l temos
| (1-t)x + ty-a| = |(1-t)(x~a)+t(y~a)|e(1-t)]|x-a|+t|y-a) <

< (1-t)8 + td6 = §. Andlogamente a bola fechada de centro a

& raio & & convexa.
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Se ACExF & subconjunto do produto cartesiano de

dois espacos vetoriais, dizemos que A & verticalmente con-

vexg se todo segmento de reta vertical [(x,y’),(x,y")] cujas
extremidades estio em A, estd inteiramente contido em A.
Por exemplo se A = VxW onde .V € qgualquer subconjunto de

E. e WCF & convexo, entdo A € verticalmente convexo.

i

LEMA - Seja v R"xR® um aberto verticaimente convexo. Se

£:U~=RPY  tem uma segunda derivada parcial Bzﬁm idén-

ticamente nula em U entio f & independente da segunda va-

ridvel, i.e., f(x,y) = f(xty‘) para gquaisquer (X’Ylmémlmgﬁlli

cU.
DEMONSTRAGXO: Dados (x,y) e (x,y’)eU; o caminho ¢:[0,1]=R"
dado por O(t) = £(x,(1-t)y + ty*) & bem defi

nido e diferencidvel. "Além disso ¢t(t) = Bzf(x,(l-t)y+ty7).
«(yt-y) = 0 para todo te [0,1] . Logo ¢ ¢ constante. Em
particular ¢(O) = ¢(l), ou seja f(x,y) = flx,y?).

Antes de demonstrar o préximd teorema, recordaremos -
um fato dementar de Algebra Lineax. |

Seja £ cR™P  um subespago m-dimensional. Existe

m+p

uma decomposicao em soma direta R = R®oRY +tal que a pri-

meira projecao ﬁ:Rm+p~ﬂ-Rm, w(u,v) = u, aplica B isomorfica=

\ m
mente sobre R .

DEMONSTRAGA0: Escolhamos uma base {ul,..a,um} em K. Salvo

m+p

se E =R (e portanto p=0) existe um ve-

y , m+ ~ . .
tor bdsico e, € R P_g., Entao Upseoes 0, sao linearmen

Ji Ji
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< R™P

te independentes e geram um mbespago E,

. Salvo se

E = R™ P, existe um vetor bdsico e, o ROTP_E

. Entdo
Jo 1

Ugseees sao linearmente independentes. Prosse-

e, ,e.
m-J, Jdz
guindo déste modo, obteremos vetores bdsicos 'ej ,.},,ej'
. . - : ' ’ 1 D
. . : m+p
tais que {ul,...,um,ejl,...,ejp}.seJa uma base de R .

Isto determina as decomposicdes em soﬁaé-diretas R™P _
= R"6RP, R™P = BoRP. A projéeglo W, relativa & primeira
A

decomposicao, transforma RP em zero, logo apiica E. diw
¢ d g0 :

s . m
somdrficamente sobre R .

TEOREMA 13 ~ Sejam UCR™™ um aberto e f£:U—R™P uma

gplicacao de classe ¥ (k>»1). Suponha que £

tem pésto m em cada ponto de U. Entao, para todo zoqg_

existem difeomorfismos de classe-'Ck: o, de um aberto de

m n ~n . . N 7 . .
R xR sobre uma vizinhanca de z € B8, de uma vizinhanca

de f(zo) sdbre um aberto em_ R™xRPY  tais que @o fox:

——

:(x,y)|—+ (x,O).

DEMONSTRAGKO: Seja B = £'(z_).R ' "CR"P. Como dimE = m,

existe uma decomposigao em soma direta

Rm+p

,ﬁ R7erP tal gue a primeira projegab'correspondente,
T:(u,v)~= u aplica E isomdrficamente sdbre R". (Vide
Observacio acima). Ent8o (Wﬂf‘)(zo) ='W9f'(zo):Rm+n-u~ rR™

é sobrejetora. Pelo Teorema 10 existe um difeomorfismo tKeCk,

, tal

de um aberto V _xW R™XR" sébre uma vizinhanga de zZ,

que Mf« (x,y) = x. Isto significa que - fa(x,y) = (x,N(x,v))

onde A:voxw-—* RP & de classe ¥, Afirmamos que azkEEO.



-08- -

Realmente as derivadas (fe)', Bll, 82% sendo calculados em
um ponto (x,y) & Vbxw fornecem:
(fo)  :+ (h,k) ——= (h,d,A.h+d,A.k) heR™, keR"

segue-se due TTO(fM):(h,k)P*-h. Portanto, se denotamos por

Exy a imagem da aplicagao linear (f«)‘, T leva Exy sobre

R™. Como dim‘Exy = m para todo (x,y)eVoxW, leva forgosa

mente todo o Ex; _ isomdrficamente sdbre R™. Se em algum ﬁog
to  (x,v), Bék fosse mao nula, i.e., agx.k £ 0 para algum
keRn, entao (fu)’.(O,k) = (O,égk,k) % 0, ou seja (fa)'
levaria um vetor nao nulo no zero, O que contradiz a condi-
950 de isomorfismo. Como podemos tomar W convexo, sSegue-se
gue A(x,y) naq depende de v. Seja q(xo,yo) = Z - Conside-
rando a injegdo i:VO-—-VBXW, dada por i:X|—-(x,yD), obte-
mos fdi:xwa-(x,X(x,yo)) que & uma aplicagdo de classe o
derivada injetora em x_. Além do mais, fai(xli = fd(xay):
para todo (x,y)eVOxW, Pelo Teorema 12 existe um difeomrofisg
mo de classe Ckﬂ g, de uma vizinhanca de f(zo) sObre um a-
berto em R™xRP tal que @fai:xr= (x,0) (x aqui estard
passivelmente em uma vizinhanga VCiVO)° Como f«i(x) = i
= f«(x,y) para todo xeV yeW, temos @fdi(x,y)i;ﬂm (x,0).
Em seguida mostraremos que, dada gqualquer aplicagﬁo
de classe Cl, f:UF-Rn, definida num aberfo Uf:Rm, existe
um subconjunto aberto denéo ACU tal gque f tem posto

constante em cada componente conexa de A, Entao poderemos

usar o teorema do poésto a fim de obter informagdes sobre f
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na vizinhanga de cada poﬁto de - A.

Primeirameﬁte, notemos qﬁe.p posto de ﬁmaaplicagao
£1U—=R®, de classe C1, & uma fung’aio semi-continua ir;.feriéz
mente (com valores inteiroé)} Mais precisémente, se T tem
pésto T num ponto 'er:'existe uma‘viZinhanga V'de x tal
que f tem posto 2r em.ﬁddos.os pontos de V. Com efeifo,
existe um déterminantg'menor rxr da matriz If(x) que &
nao-nulo. Por continuidade, ésfe'ménor é nao-nulo em todos os
pontos de uma vizinhanga V de X,‘dé mﬁdo gue o posto de
f é zr em todos oé pontos de V.

PROPOSIGKO 11 - Sejam UCR™ aberto e f£:U-=R” de classe

Cl. Para cada v = 0,1,...,p (onde

p = min {m,n} )}, seja A _o interior do conjunto dos pontos

xeU nos quais f tem posto r. Entao A = Aoq;élu .-.L}AP

é (aberto e) denso em U,

DEMONSfﬁAQKO: Seja V um_subconjuntoraberto nao-vazio arbi-

trdrio de U e seja xeV um poﬁto onde o pos
to de f assume seu valor maximo r, em V Existe uma vi-
zinhanga 'W de x na qual o posto de £ é T Podemos to-
mar WEV, de modo que o pasto de f sera exatamente rs

em todos os pontos de W. Portanto WC:ArOu Isto mostra que

VNA £ @, logo A ¢é denso em U,

COROLARTO 1 - Dada f:U—=R de classe cl, existe um sub-

_conjunto aberto denso ACU tal que o posto

de Ff ¢é constante em cada componente conexa de A,
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COROLARTO 2 - Seja UCR"™ aberto. Se uma aplicagdo £:U —= R,

- l rd - ’ ~
de classe €, é biunivoca, entao mxn e 0 con~

junto dos pon%os xelU tais que f'(x):Rm—*-Rn & injetiva ¢

aberto e denso em U.

De fato, seja A = AoU'AlU"“U'Ap’ p = min {m,n},

como na proposigﬁo acima. Pelc teorema do pasto, f nao pode
ser biunivoca em Ar’ a menos que r = m =‘p. Portanto mE£n
e A = ¢ para r # m, de modo que A = A . Isto demonstra

o coroldrio, pois o conjunto de todos os xeU tais dque

ft(x) +tem ponto m é certamente aberto.

COROLARIO 3 - Seja UGCR" aberto. Se uma aplicacio £:U— RO,

. 1 ~
de classe (¢, & aberta, entao m2n e O COI-

junto de todos os xeU tais que f’(x):RmVﬂ-Rn & sobreijeti-

va & aberto e denso em U.

A demonstracao &, mutatis mutandis, como a anterior.
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" CAPITULO 11
MUDANGCA DE VARIAVEIS EM INTEGRATS MULTIPLAS

Seja f:RT—=R" uma aplicagao.continua com suporte
compacto. (Ver no fim do §8). Orsimﬁolo, £ foi definido co-
mo uma integral repetida. Aqui, usamocs a notagao tradicional
ff(y)dy, que significa o mesmo que ff(z)dz ou ff(x)dx.

Nossa definigao foi:
pm

bl | o
1 2 ‘ 1
[f(y)dy = [ dy [ dy " ... [ f(y 3--°;Ym)dym s
1 2 | ‘ .

m
a

onde [ai,bl]x...x,bm,bm] é algum paralelepibedo-contendo o
suporte de f.

Suponha agora que U,VI:Rm saq abertos, V conten-
do o suporte de f, e ¢:U-4-V € um difeomorfismorde classe
Cl. A aplicagﬁo composta f¢:U-*-Rn tem suporte-compacto e,
de fato, supp(fd) = ¢—l supp(f) .

Podemos encarar f¢ comq'uma aplicagﬁo continua
f¢:Rm-*-Rn pelo procediﬁénto usual de defini-la igual a
zero fora de U.

Indiquemos com ‘A¢(x) o determinante jacobiaqo de

d em =xeU. Assim, AQ:U—~R & a aplicagao continua definida
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por AQ(x) = detd'(x) = det(a¢i/axj)(x)° Quando m=1,
Ad(x) = ¢ (x).

A correspondéncia x-é—“A¢(x).f(¢(x)) define uma a-
piicagao continua U—=R", com suporte compacto, logo ela pode
ser considerada cémp definida em Rm; sendo zero fora dev U.
0 mesmo & verdade parar x —= |AO(x) | £(0(x)).

Nosso objetivo nesta seéﬁo é provar o seguinte teorg
ma .

TEOREMA 14 - Seda f:R-—=R" uma aplicacio continua com su-

porte compacto, U,VC:Rm conjuntos abertos,

com supp(f)cV, e $:U—=V um ctdifeomorfismo. Entio

[e(x)ay = [180(x)].£(6(x))ax.

A demonstragao do Teorema 14 obedecerd ao seguinte
esquema.
. ﬁ ~ 1 . .
Indicaremos com a colecao de todos os C ~difeo~-
. . - m .
morfismos entre conjuntos abertos em R para 08 guais o
teorema & verdadeiro (relativamente a todas as aplicagodes

admissiveis f ). Entao provaremos:

A) Quando m=1, ﬁ contém todos os Cl—difeomorfismos;

B)‘A classe € contém todos os difeomorfismos “pfimiw
tivos", os gquais serfo definidos abaixo;

C) O composto de dois difeomorfismos de 4, estd ainda

em ©G;

D) Seja ¢:U-*-V um Cl—difeon}:orfismoe Se todo =xeU
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possui uma vizinhanga W_ tal que ¢|Wx e G, entdo Oetb .
E) Dado um Ck-difeomorfismo o:U—=+»V (k>1), todo xeU
possui uma vizinhanga Wx tal que '¢|Wx é o composto

de Ck-difeomorfismos primitivos.‘

0 resultado A) & coroldrio da seguinte proposigdo.

PROPOSICAO 12 -~ Sejam Q:[a,b]-—s [c,d] um c¢l_gifeomorfismo e

f:[c,d]—*-Rn um caminho continuo. Entao

o N .
[ e(#)as = f t¢;(s)|ff(¢(s)>gs :

(o]

DEMONSTRAGXO: Defina os camlnhos de classe ¢t F:fa,p]—r"

T

e Gt[c,dl=E" pondo P(x) = f¢ (s)2(d(s))as
o o) = [t(v)at. Eario Pi(x) = 91 ()D(0() e
G {y) = f(;). Pela regra da cadeia segue-se que F'(x) =
= (Ged) ' (x) para todo x em [;,b], portanto existe uma
constante veR™ .tal que G($(x)) ~ F(x) = ¥ para todo
xe [a,b] . Agora hd dois casos. ou ¢*(x)>'0 para toao x em
[a,b], e entdo ¢§(a) = c, ¢(b) = d, ou entio ¢( ) <0 para
bodo s, de modo que $(a) = @, O(b) = c. No primeiro caso,
temos v = G({(a)) - Fla) = ¢(c) - F(a) = 0, portanto
¢(¢(x)) = F(x) para todo dxe[a,bj]. Em particular a(a) =
= G(0(0)) = F(0), 1u0, ff(t)dt fdg (s)£(d(s))ds. No
segundo caso, V = G(¢(a)§ - F(a) G(d), logo G(¢(x))

F(x) = 6(a) para todo xe[a,b]. Em pgrticulag,- G(d)
G(¢(b)) - F(b) = G(c) - F(b) = np(b), ice., f £(t)dt =
[P0 ()e(0(s))ae. )

]

il

1
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< Em cada caso, a proposigio estd provada.

COROLARIO - Seja f:R-*»Rn continua, com suporite compacto.

Sejam T,JCR dintervalos abertos, com

G:sT—~J um C;—difeomorfismo. Entao

[ee)ar = [ 187 ()£(d(s))as.

supp(f)C J,

®©

Com efeito, seja f[c,d]CJ wum intervaio.compactd
contendo o suporte de f. Seja [g,b] = ¢"l|;,d]. Entao ¢ §&
um difeomorfisme de @qtﬂ sobre &,d]. 0 coroldrio entao
decorre diretamente da Proposigao 11.

-Um difeomorfismo ¢:U-ﬂ-Rm é chamado primitivo
quando consiste da trans?osigao -de dﬁas coordenadas dadas
ou entao quando afeta né maximo uma dada coordemada de todo
ponto xeU., Mais precisameﬁte, um difeomorfismo primitivo ¢
défe ter uma das duas formas abaixo:

k . .
ves), i,j fixos, ou

O(...xt, o u,xd, o )=(ouxd . ux
¢(xl,...,xm)=(xl,...,xi_l,h(xl,...,xm),,..xm), i fixo.
Agora provaremos que todo difeomorfismo pfimitivo
pertence a classe '6,-Por simplididade de notaggo, considew
ramos o caso de duas varidveis. A.situagao geral‘poderé,
naturalﬁente,'éer tratada da mesma maneira.
7 Sejam ?:Rz-*-R continua, com suporte cocmpacto, e

¢:R%—= R>

da forma O(x,y) = (y,:lc). Entdo A = -1, logo
|A¢] = 1 em todos os pontos V(X,y)eRg. Temos

f} = fﬁx:-[ffxy)dy. Por outro lado fo@:(s,t)t—s= £{t,s),
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L(£00) = fdé f(t;s)dt.'bs nomes das varidveis

. ' _  (£09)

= Idt If(s,t)ds, que é igual a fﬁs‘ff(s,t)dt, pelo Teorema
4, §8. Portanto: ‘f.f = f ad] (£2¢). | '

Suponha agora que ¢:UFPV‘ tem a forma

b:(x,y) = (x,h(x,v)). Entdo. |A¢(s,t)]| = [3 h(s,t)L. Agorai
f fdx ff(x,y)dy, v1sto que f|A¢|(f°¢)
= f[as|3,n(s,t) |£(s,n(s,8))dt. -

Observe que, devido a sﬁa fofma especial, ¢ aplica,
para:cada éb fixo,.o conjinto abérto' U ﬂ(sOxR) da linha
vertiqai soxR,'diféombrficamente saﬁre-q conjunto aberto
V'n(soxR) .da mesma linha. Isto signifiéa qué para'cada S,
fixado, a fungao +t hJ-h(so,t) € um difeomoffismo entre
dois conjuntos abertos de'nﬁmeros reais. Podemos, portanto,

aplicar o corpldrio da Proposigao i1, para concluir gue

I|A¢|(fo¢) fas JECROL jf

Isto demonstra a aflrmagao B). 1
Se jam agora ¢:U-—V, Y:V —= W difeomorfismos de con-
. : Com m n : . ~ . v |
juntos abertos em R , e f:R —R uma aplicagao continua,
com supp(f)S W. Temos:
U ——g)—- v -—‘P-W '-—f"' R™ .
Suﬁonha que '¢,w pertencem a . Entid_

fe(o)as = (184 [£(¥6))ay = [180(x)b- 1a9(b(x)) | £(y(b(x)ax
Ma.s Ad(x). Ay(d{x)) = A(ye d)(x). {Veja Observagio 1 depois ,
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da’ regra da cadela, Cap. 4) Portanto

.f(z-)dz jA(q:oq))(x) f(q?((b(x)))dx, e assim qmpe .
A afirmaggo c) est%_demonstrada.

A seguir, sejam U,VW:Rm 'abeftos e ¢:U-V Tum difeg-
morfismo com a seguinte propriedade: todo xeU pertence a um
aberto WX tal que ¢IWX estd ma classe ﬂ, Para provar gque
¢§"G, seja £:vV—=R" uma aplicag§0 continua gue se anula fora
de um conjunto compacto KCV. Entao K, = ¢_1(K)CZU ¢ com-
pacto, logo podemos escrever KOCLWlU ..;LJWr, onde cada Wi
e aberto e ¢i = ¢]Wi e b. Seja Zi = ¢(Wi). Entao
¢.:W.—=Z. ¢ um difeomorfismo, e ZCUW,.

i™vi i i _

Dese jamos escrever f = fl +o.ot fr’ onde cada

:f.‘i:Rm—---Rn é continua, com supp(fi)C Z,. Supomha que isto

tenha sido feito. Entao

ffszl+...+ffr ZLIWA¢ (x)£ ¢ (x))dx=
g [ £ 180 () 12508, ().

Il

Ora, se xeW,, (])i(x) = 0(x) e &(bj_(x) =A(1)(x). Logo

£ (b(x))

; B0, (x) £, (0, (x)) = |80(x)

para todo xewi. Mas para os restantes ' x ambos os membros
desta igualdade sao zero. Portanto ff = flb¢(x)|.f(¢(x))dx,
e concluimos que ¢eﬂ’1

Resta mostrar que a decomposigao f=f,+...+f  pode
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ser encontrada comtas‘prbpfiedades fequifidas.'IStd é feito
definih@o;se-fuhggeé bantinuas ”pl,...,pr r™ f*IR fa;; ﬁue
SUPP(uijCZZia é pl(x) *ee ok Fr(x) _ para aaqa-.xeK. En-
tao, basfa por f.(x) By (x)f(x)

| Obter ras fungoes ‘Pi‘ é um exeréicio em: toéologla
elementar._Nos o 1nclu1remoa aqal para éermos completos.

Primeirameﬂte diminuimos os gonJuntos ii’ e encon-

tramos conjuntos abeffoé “Al,;..;Ar tais que
KCAl_U Ua_ e K Cz, para cada | .i..‘ Para fazer iato,
seja .Zg ='{xe2 dlst(x R™-7. )>é} onde‘ 6‘> 0. Afirmaﬁos
que, para cé> 0o . 'saf_:l_clentemente pequenos,  KC ZlU.'o e U Zr.

Com efeito, se nao fosse assim, para cada n=1,2,3,... Ppo-

deriamos encontrar z_eK com dist(Z‘,Rth.)S i , para
n M n i n
i=1,...,r. Passando a uma subsequencia, se necessdrio, po
demos supor que z —= zoeK._Entﬁo adist(zo,Rm-Zi) = 0,
gqualgquer que seja i = 1l,...,r. Logo zoézl,...,zong, uma

contradigao. Para um &£ >0 suficientemente pequeno, toma-

_ gE _ zE. . - ~
mos Al = Zl,...,Ar = Zr. o : . ‘
A seguir escrevemos A = A U;.}lJA ‘e definimos

fungdes continuas A % .A—*-R pondo ﬁi(x)

ERRLE
= disﬂx,Rm—Ai). Entao Ai(x) # 0 se, e somente se, -xeAi.
Em particular, %l(x) ‘oot An(x) £ 0 para todo  xeA.
Assim, as fungoes Pl"‘l’Fr:A-*;R’ definidas por Pi(X)

= Xi(x)/[Al(x),+...+ Ar(xﬂ_ s3o continuas. Além disso

§ P.i(x) = 1 para todo xeA e -supp(ui()c AiC Zi..Finalmen{:e,
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estendemos p, continuamente a todo R™, pondo Pi(x) =0
se xéA.
TIsto completa a demonstragao do D).

0 resultado E) é demonstrado abaixo.

PROPOSIQEO 13 - Seja (NJ—-RW- um Ck difeomorfismo local (k;lL

Todo ponto xeU pertence a um conjuntoc aber-

to W __tal que ¢lw, & uma composicio de C* difeomorfismos

primitivos.

”

DEMONSTRAGKO: E suficiente provar que se ¢:U—=R" & um di-

feomorfismo locai'ddvtipo

B(x) = 0(xtseesx™ = (BH(x), oo 03 (x) I,

entao, para todo - xoéU;:éxistem difeomorfismos primitivos
hl’h2 tais que a imagem de hl é'uma vizinhanca de Xo. e
¢hlh2(z) = (El(z),...,ijl(z),zj,zj+l,...,Zm) péra todo =z
no dominio de. h,.
Para ver'isto; notemos que a fungdo ¢j:U-*-R € uma

submeréao, pois ¢j = Fjo‘¢, onde Wj:RmF*fR é a projegao
ssbfe 0o j-désimo eixo. Portanto, pelo menos uma de suas deri-
vadas parciais} digamos‘”8¢j/6xi,'é £0 mno ponto X, - Aqui,

podemos. supor iﬁsj porque o determinante jacobiarae de ¢
é det(ajr/axs),' r,s = 1,2,...,J. Seja h, o difeomorfismo

i i ~
primitivo que permuta as coordenadas X e . xJ, Entao, de

i<€j, segue~-se que g = ¢hl tem a forma

() = (8(). e e () ™)
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Além disso, agq/ayU € #0 no ponto yol tal que hl(yo) =

= xé. Se ja R™ = Rm_l®R a decomposicdo de R™ como soma
direta do hiperplano yvd = 0 ‘com o jedsimo eixo.

Como DgJ(y ), restrita ao j-ésimo eixo, € um isomorfismo
. [n] . .
.7 - . . : : . k . .
linear sobre R, o Teorema 10 fornece um C ~difeomorfismo

hz, onde

1 jedl j+1
‘hz(z) = (2", ..2" ,hg(z),sz yeeeyZ)

tal que gJo h2:21#-zJ. Isto significa que'

I

q)hlhz("’;) ghg(,z) = (gl(hg(z) ) 0‘:gj-l(h2(z)) szj ’Zj+l'°'?m)=

(Z;(z),...,ajf;(z),gj,zj+l,...,zm)

para todo =z no dominio de h2, como era para ser demonstra
do.

Isto conclui a demonstragdo do -Teorema 14.







