INTRODUCAO AS FUNCOES DE UMA
VARIAVEL COMPLEXA |

CHAIM SAMUEL HONIG

6.° COLOQUIO BRASILEIRO DE MATEMATICA

- POCOS DE CALDAS
julho de 1967






-0

PREFPLCIO

As presentes notas reprodﬁZem um cursce gue demos ho 12 sg
mestre de 1966 para os estudantes do 3¢ arno dog cursos de licencia
tura em Matemdtica da Faculdade de Fllosofla, Ciéncias e Letras da
‘Universidade de Sao Pauloo Bste curso é habitualmente seguido por
mais de cem estudantes, 95/2 dos guais nao vao ser ma tematicos pPro
fissionais. O curso é desenvolvido levando em conta 8ste fato.
Procuramos dar uma vis@o de conjunto da teoria elementar das fun-
¢%es analiticas de uma varidvel complexa e de suas aplica¢oes, e-
vitando porém certos tdpicos (a teoria da homotopia, por exemplo)
que ndo s6 dificultariam, inicialmente, a compreensio da teoria
das fungoes analltlcas, como desviariam a atengao para questoes a
cessorias (do ponto de vista da teoria das fungoes analiticas) e
téenicas, f

Esta em processo de criacdo na Paculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras da Universidade de S80 Paulo um curso de Bacha-
relado em Matemdtica destinado primordialmente a um nimero bem me
nor de estudantes, que tenham a inten¢do de ficar no magistério

superior de matematica, Parm o curso de Bacharelado de Puncoes
Analltlcas, e para estudos posteriores, aconselharlamos um dog
excelentes livros '

“Complex Analysis” de Lars Ahlfors (Editdra Mo Graw-Hill,
N.7ork) ' |

“Théorie élémentaire des fonctions analytiques d'une ou
plusieurs variables complexes” de Henri Cartaﬂ (Editdra Hermann,
Paris)., :

Como texto de consulta, exaustivo e completo, indicaria-
mos o0 livro de Bennke ¢ Sommer, “Theorie der Analytischen
Funktionen einer komplexen Veranderllchen” (Editbra Springer,
Berlim). '
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Fagamos alguns comentarios sObre os diferentes capitulos
destas notas: _

No capitule I fazemos a construcio do corpoe dos numeros
complexos., '

No capitulo II comegamos dando a linguagem topolégica
(convergéncia, continuidade, séries etc.) necessdria para o resto
do curso e a seguir fazemos a extensdo das chamadas “fungdes ele-
mentares”do campo real ao campo complexo. Para fazer esta extensdo
nao se necessita da nogBo de fungio analitica pois ela pode ser
feita a partir da série de Taylor real da fungdo; a unicidade 4o
prolongamente, a conservacdo dac propriedades algébricas ete, sdo
asseguradas simplesmente pelo Teorema de Abel sdbre séries de P o-
téneias convergentes, No ultimo pardgrafo déste capitulo introdu-
zimos a nogao de logaritmo de um mimero complexo e por meio déle
podermos posteriormente caracterizar as “funcOes elementares.

E neste parégrafo que Va0 aparecer pela primeira vez fatos essen-
cialmente novos (em relagao & teoria das fungdes de uma varidvel
real), Quando procuramos estender as fun¢Bes log X, xY etec., de-
finidas en 1R+ ou R, ao campo complexo, mantendo ao mesmo tempo
ag saas propriedades algébricas habituais e sua continuidade cai-
mos forg¢osamente em fungdes ou expresstes mulitivalentes. SO Euler
se apercebeu disto claramente, explicando assim as divergéncias
anteriores entre Leibniz e Jean Bernouilli [ 18 argumentando que
o logaritmo de um nfimero negativo deveria ser um numero imaginario
puro e o 2° “demonstrando” que log(-a) = log a ~ ver no $6 do
Cap{tulo I1: o paradoxo de Bernoullll] Para nao trabalhar com
_fungoes multivalentes introduz-se a nogao de ramos ou determina-
coes de Log z e de outras expressoes multivalentes; mas esta no
¢80 ¢ artificiosa e s0 a nogao de Superficie de Riemann val resg-
taurar a harmonia e a naturalidade nes te dominio,

Nos capltulos ITT e IV & que comega o estudo das funcgoOes
analfticas proprlamente ditas, As fungbes analiticas podem ser |
caracterizadas por 4 propriedades equivalentes (a derivabilidade
complexa, as equagoes de Cauchy~Riemann, a representacaoc local
por serie de poténcias convergente, a existéneia de umas primitiva
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local) e a maioria das suas propriedades elementares s&0 uma con-
sequéneia trivial de uma destas gquatro propriedades (ver o resumo
—-recapitulacgio no §10 do capitulo IV); o que ndo & trivial é a de
mongtracao da equivaléneia daquelas quatro propriedades e e isto
que fazemos, enitre outras, nos capitulos III e IV,

A demonstragao do Teorema de Cauchy-Goursat que apresents
mos no §6 do capitulo IV é elementar, nio usando o Teorems de
Jordan, nem a possibilidade de decompor um poligzono em tridngulos
(fato éste de demonstragao bastante complexa), Naturalmente o ver
dadeiro contexto do Teorema de Cauchy-Goursat (excetuada a sua de
monstraglo para um tridngulc) se situa na Topologia Algébrica.

Terminamos o Ultimo cap{tulo mostrando como por meio do
4 . . . Id
calculo de residuos temos vm procedimento muito simples e automa-
tico para calcular diferentes tipos de integrais definidas.

A maior parte das presentes notas. foram fédigidas pela
Assistente D, Alcilea Augusto Homem de Melo; os exercicios foram
elaborados pela Assistente D, Sakuya Aoki Honda em colaboragac
com a D, Aleilea. A elas os meus mais sinceros agradecimentos que
também estendo & nossa colega D. Elza Gomide que reviu criticamen
te a malor parte do presente texto.

Chaim Samuel Honig

S80 Paulo, junho de 1967
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Capitulo I

- NUMEROS ~ COMPLEXOS

M ~ »
I.1 - Operagoes com numeros complexos:

Indicamos com % o0 corpo dos nﬁmeros.reais e com € O CcOnm=
. : ’ . o’ P -
junto dos numeros eomplexos, isto e, © conjunte % x % dos pares~
ordenados de numeros reais munldo das operagoes de adlgao e multl-
pllcagao, definidas como segue. S8 Zqy, Z, € g, sendo Zq =
= (xy,7y) e z2_=-(x2,y2}, a adigdo faz cqrresponder_ao par

Z19Z, O elemento. z1 + 2, € € definido como

Zy + 2z, = (Xl o ylfyz)

e a multiplicacao faz corresponder a0 mesmo par O elemento
Z42, =_(xlx2uyly2, xly2+x2yl) R

No parégrafo 1.6 demonstraremos que em relagao_a.essas operagoes os
. e e ) 7
numeros complexos tambem formam um corpo.

As operagoes que acabamos de definir gozam das .seguintes

propriedades:

Al, A adigdo e associativa, isto €, se Z15%p%y € €1
(Z +2, )+ 237" 2y ¥ (22+23) ;
A2, A adicg8o & comutativa, isto é,_se "Zy9Zo € €

Zq + 2y = 2By 4 By o

A verificacao das duas propriedades enunciadas e imédiata a partir
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da definigdo de adigdo e do fato de que a adigdo de numeros reais

goza também destas mesmas propriedades;

A3, Fxisténcia do elemento neutro, isto é, existe um elemento
0Oeg tal que O + gz =-z para qualquer z € €, Basta tomar

o par O = (0,0); quandoc a operacdo de grupo € indicada aditiva-

mente, 0 elemento neutro denomina-se zero.

A4,_Existéncia do simétrico, isto &, dado um elemento qualquer
7€6 eXiste em € um outro elemento que denotamos com -z
“tal que:
z + (=) = O,
De fato, se =z = (x,y), basta tomar como -z o0 par (-x,-y).

, . ’ :
-0 numero complexo =~z diz-se o0 oposto de =z.

As propriedades Al — 4 dizem que o conjunto & forma

um grupo comutativo em relacao a - adigio.

O leitor pode verificarzque o elemenrnto neutro & Unico
e que para cada z&§ o simditrico. -z também & Unico. Este &
um fato geral da teoria dosg grupos.

Daqui por diante, se 2z,z, € € usaremos zli-z2 para
indicar 3z + (-22),.

Propriedades da multiplicagao:
D. A multiplicaéao é distributiva em relacdo a adicdo, isto &, se

21325923 € € 21(22 + Z3) = 292y + 29%3 ;
M1, A multiplicacad & associativa, isto é, S€  Z7,%5)%3 € §:
(my2y)2y = 29(2524) 3

A verificagao destas propriedades e feita a partir das. definicdes
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das Operagaes,'levadas em conta as propriedades das operagdes com
nimeros reais; '
M2, A multiplicacao e comutativa, isto é, Se ZysZ, € €,
21Z2 = Z2Zl )
De fato, a expreséﬁo que define o lemento 212, € simétrica em re
lag80 aos indices 1 e 2,
As propriedades Al-4, D; Ml—é j& nos asseguram que &

’ .
e um anel comutativo.

I,2 - Imersaoc de % em &

Podemos considerarros'nﬁmeroé reais como nimeros complexos,
pois existe uma aplicacgfo. biunivoca naturalrde ® em & que con-
serva as operagoes definidas anteriormente. |

Na realidade esta aplicagéo e um isomorfismo do corpo
dos nﬁmeroé reals no corpoe dos numer os complexos., A aplieagao.é
aquela que faz_corresﬁonder 20 elemento x€R . © elemento X =

= (x,0) € €, B imediato verifiear que esta aplicacgao:

. . 4 i ~ ~
- é biunivoca, isto é, X,y e R e X Ay =X #£5;
: ,.~ . L. ; ~ . ,
- conserva a adic¢ao e a multiplicagao, lsto e:

—— ~ —— o~ .
x+y = X+y e Xy = Xy, para quaisquer X,y €-R .

-Em virtude destés propriedades, usaremos daqui por diante
o mesmo simbolo x para indicar =xe® ou Xe€, isto é, estamos i-
dentificando o ntmero real- X e 0 nUmero complexo X, consideran-
do assim R 'coﬁo parte de &, E'opgrtuﬁo destacar que, gragas a

g . ) M . . . ~ L
esta notacdo, ja estd definida a multiplicacfo de um numero com—
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. ¢ , ) ’ . - ,
plexo por um numero real e, portanto, tambem a divisao., Com efei-

to, se "z = {x,y) €6 e 1 € R

1l

rz = gr = o(x,y) = (r,0) (x,y) = (rx,ry) e

HER

1 S <
“;Z*(fl',;%).e

I.3 - 0 elemento i, outras definicles e nqtagBes:

i . - - ~ ] " - - . ’
Das definigoes dadas, é simples verificar que  um rumeroc com-—

‘plexo g = (x,v) pode sempre ser escrito como:
z = (x,0) + {y,0) (0,1) = X + y(0,1) .

Introduzimos,. entdo, o 'simbolo i para indicar o ndmero .
complexo {0,1)., Assim sendo, pelo que vimoslacima e usando a iden
tificacao que elimina o -~ 5 teremos.paxa qualquer z€€
z = (X,5) = X + yi. | |

Como (o,1) (O,lj = (=1,0), temos, com -a notagaoc acima
que i = =1, |

Traduzidas as definigdes de adigao e multiplicacdo ﬁara

a nova notagdao agora introduzida, obtemos:
(zy +393) + (xy + 741) = (xg4x,) + (yl+y2)l ;
(xq + 771) (%, + ¥,1) = (xyx, =~ §1¥,) + (x99, + %5701 3
Observe-se que €ste meswo seria © resultado se desenvolvéssemos
distributivamente o bprimeiro membro levando em conta que i? = -1,

Se zeC, z=(x,y) =x + yi, 0 elemento x diz-se

parte real de =z e é denoctado com Rez ou ‘Re(z) e 0 elemento

y diz-se parte imagindria de =z e denota-se com Imz ou Im(z).



Entao, se z € C,

7z = Rez + ilmz,
As propriedades seguintes sdo imediatas:

39 = 2 @ Rez1 = Rew e Imzl = Imz

2 2 A

Re(zl + Z2)‘=.Rezl + Rez,

Im( =z

1+ ;2) Imz, + Im22 ;
 para quaisquer Zyy Zy € Co

Dado um numero complexo  z = (x,y) = x + yi, define-se

. . . ’ » . _—
como seu complexo conjugado o numero complexo denotado com Z:
z = (x, =y) =% = yi.

. - . . . ~ ’ .
Fica a cargo do leitor verificar que saod validas as

propriedades enunciadas a -segulr:

Cl. Z =73

Cza Z
C3. z z2 = Zq 22;
C4., 2z + Z = 2 Rez;
ChH, g — 7 = 2ilmz

Co, 7z = X~ + y2, sendo, portanto, um’nﬁmero resl positivo.

1.4 -.Representagao geométrica dos numeros complexos:

Sendo % x % o© conjunto dos numer os cbmplexos, éstes po-
derfo ser representados geométricamente pelos pontos do planc ou
pelos vetores do plano com origem no ponto O. 0 nimero complexo.

z = (x,y) =% + yi sera representado pelo ponto de coordenadas
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(x,y) ou pelo vetor de origem O e extremidade (x,y).

3

e

‘ o X
Dentro desta representacgdo, a soms 21 + 2

5 dos nume-

ros complexos z1 e Zp corresponders a soms 40s vetores zy e

Zo, de acdrdo com a regra do paralelograma, e o complexo conjuga-

T z, fw;? +25 . Pr do z de um numero
Efﬁft;// / - complexo =z correspon
‘ﬁéé;:;’"?&l > 5 % - de a0 vetor simétrico
E 80 vetor =z em rela-
i
\\NE ¢ao a0 eixo dos x.

L3 [ ’ - 3
0O eixo dos X € chamado eixo real pois seus pontos corre spondem
’ . . ,
80s numeros reais. Os pontos do eixo dos Yy correspondem aos nu-

neros complexos da forms (O,y) = y1i chamados imaginérios PUros ;

3 #. 3 - 3 - .
1sto da ao eixo dos y o nome de eixo imagindrio.

I.5 ~ Médulo de um nimero complexo:

- [ N . .
Chamamos de modulo do nUmero complexo z = x + yi e indica— -

mos com |z|, a raiz quadrada positiva do produto de 2z por seu com

plexo conjugado Z _ .
lz] = Vz.2 = Vz° + 32
0 médulo ¢ também chamado de valor absoluto ou norma de

5 . °
z« Geometricamente Iz[ é o mbdulo do vetor que representa =z ou a

disténeia do ponto z & origem.
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Estao satisfeitas as seguintes propriedades:

"~ Ni. Jz| = O, para qualgquer =z €& e |z| = 0 e z = 0

N2, se zy,z, € §, |2122[ = lzﬂ lz2|;

como ambos oS membros sd0 reais positivos, verifiquemos que seus

quadrados sio iguaig:

222 =+(212,)(212,) = (212,)(%)3,) = (Z;E;)(zzza) -
7 [P |

tevande=se em eonta a propriedade 63 e 2 comutatividede e a
asseeiatividade da muldiplieacdos

Mo 88 2948y € Oy gy ¥ 55| 5 By * |7y

esta € o chemads prepriedade trienguler pois, geombirieamente, diz
que o eemprimento de uR dos lades de um %rigpgulg é mener eu 1@&@1
2 soma 495 cemdrimentos des gutres égisa Para a é@maastxaeag anail
tiea, eonmvém lelbrar gue:

Bez = |Res| s |g| (o mésme vale pave Imz: Ims s |Ims|s|s|) e
ER |

]
il

de fate, das @@fi@i@%@g e H=Se 3

j%l¢%@|2 = (5

H_Ll
-
(53]

fIAV]

i
A
jisy]
=
-H.
N
R
S
Il
A
usy|

H=
_H..
AN

[1vo)

wair
s
el

H-_J
.J.|.

[EA)
Mot

il

= gigl + %1§@ *

msy 538 + Bgy = 5;8, + 515, = 2 Re(5y5,) = 2legryl = 22y |5yl
enide; |%1*%52 = lgﬂ@ B@( 1=@) + |z é Igil2 + 2|5y l@gi+ l@é
iste 8, 1@1¢gé4 < (I@11¢lg§|)' e, eome sfe ndneros pesitives:

Izl¢@2| £ _|%l[¢l%2|a
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’
1.6 = Corpo 'dos numeros complexos:

. . Id
Das propriedades N1 e N2 conciuimos que o produto de dois nu
~ ’ -~ . ’ N .
meros complexos nzo nulos e tambem ndo nulo, isto e, se indicamos

por €% o conjunto dos nume r 0s complexos niao nulos, entao

£ 8% == 7.7, E % ,

21159 1%

Podemos, entaoc, considerar a operagao de multiplicagaoc no conjunto
) - - ~ : f!

€* e vamos verificar que com esta operagao €* e um grupo comuta

tivo. De fato, a multiplicacgao ¢ associativa e comutativa como di-

zem ag propriedades Ml e M2; vejamos as demais:

!
M3. Existéneia do elemento unidade (elemento neutro de um‘grupo
com operacao de multiplicacZo): basta considerar o 1 =.(1,0)€

€ &%, pois 1l.z = z, para qualquer =z € C¥;

M4, Existéncia do inverso (o simétrico num grupo com operacao de

N
il

o ~ , -1
multiplicacao): dado zeC*, consideremos O nimero z =
. . caa . - . -1
que Jé foi defirnido, pois =zz ¢ real, e vejamos que 2z = 1, De
-1 - ’ . . 1
fato, zz =22 - L. O elemento =z L serd também indicado com Z
ou 1/z.
Estd visto, portanto, que o conjunto dos numeros comple-
N -~ o .
xo0s forma um grupo comutativo em relagao a adigcao, os complexos
ngo nulos formam um grupo comutativo em relagdo a multiplicacdo e
que a multiplicacdo & distributiva em relagho & adigao, isto &, o
. ’ . - ’
conjunto €& dos numeros complexos munido destas operacgoes € um

corpo comutativoe.

I 4 .
Exercicios

1. Sendo z = 1l+i, representar geométricamente os pontos =z, %,

Z2 ; Z-‘?)
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2., Sendo zl'z 1+i e Z, = 2-1i, repregentar geométricamente 0s

PONtOS 7y, Zyy Z9+Zys Z9Z,, (z2/zl),'
3. Demonstrar que: a) VY2 - lz| 2 (x| + |7 b) |zl—22|2“zll—lzéﬁ
4a Calgular 21+Zp; Z1Z5y ZqPny Re(zlE2 + 2122) e Im(zlz2i% le2)
A _ . : _ 1 A
quando: a) z; = cos 302 + i sen 30¢ e 1z, = 5(V§ +‘1 VE)’

b) 2z, =1+i e z, = l-i,

2
5. Calcular Re[(515)2/(3+4rﬂ e Im[}l-r + 12 4+ 10 4 r4)/(l+2r)?]

Observagao: O leitor pode reconhecér no processo aqui usado para a
cbnstfug&o do corpo dos nimeros complexos a partir do
corpo dos numeros reais um caso particular dé uma, qonstrugao algé—
brica mais geral., De fato, se K, é um corpo comutativo e se de€k
é um elemento que n&o seja o quadfado de elemento algum de . K, isto
g, x° #’d, vara qualquer x€K, entao, a construciao do menor corpo
(a menos de isomorfismo) gue contenha XK e no qual 4 seja o qua
drado de algum elemento & anélogo a0 que ge acabou de fazer. Com
efeito, indiguemos por K(VE) 0 conjuntﬁ K x K munido das opera-~

coes de adigao e multiplicagao definidas como segue:
se (x1577) 4 (x5,7,) € K(VA):
(x1,77) + (x507,) = (x5 + %y, 3, + 3,)
e (21559) (x,05,) = (%%, + Ay 15,y %17, + X,77) 5
em relagdo as gquais véiem as-ﬁropriedades Al-4, D é Ml-2, A seguir,

consideramos a imersdao de X em K(Vd), identificando os elementos

que se correspondem pela aplicacgao

x e K — %= (x,0) ¢ K(VA) ;
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esta aplicagao € biunivoeca e conserva as operacgdes de adigio e
multiplicacao.

Considerando o elemento de X(VAd), w = (O;l), verifi-
ca~se que w? = d e que qualquer elemento (x,y) € RIVE) escre-—
ve~se, ¢Omo

(X,y) =X +J0 =% + 3w .
A seguir, dado a = (x,y) = x + yw, definimos o conju-

gado

e a funcao

¥ imediato que:

valem também as propriedades:

N(a) = 0® g = 0, pois d nao € guadrado de nenhum
elemento em K;

N(aB) = N(a) N(B) .

Isto basta para verificar que, se a, B € K(VAd) sao
diferentes de zero, entfo seu produto a«f também o é. Proceden-
do como para C, verifica-se que EKE(Yd) ¢é um corpo. A proprieda-
de triangular N3 e a representacao geométrica nao tém anélogo

no cago geral,
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I.7 - Forma polar de um numero complexo:

Seja- z =X + yi um numero complexo nao nulo, Eritdo se tém

N — - 2 : N
Consideremos as equagao em 8
|z] _
\@ . X =r cos ®, ¥y =1 sen @,
O X -

Uma solugdo ©, destas equa-

coes chama~-se argumento 4o numero complexo 2 € escrevemos @l =

= Arg 2.
E claro que entdo, para todo inteiro k, 6 + 2km =

= Arg z. Um dos valores de Arg z Dpertence ao intervalo [0,2ﬂ[

e 8ste valor chamaremos de valor principal do argumento de z. e 0
indicamos por arg z. Geometricamente, o argumento Se interpreta

como o édngulo que © vetor 2z <forma com o eixo 4os X,

Obsgrvaga : muitas vézes vamos escrever arg z + 2ky para lembrar

a “multivalédncia” do argumento. Poderiamos também con-

siderar o argumentc como ums fungao definida em C* com valores no
grupo quociente R/2mZ.,

Sendo, entdio, r o0 médulo de z e © um de Geus argu-

mentos, -~ pode~se escrever
z =x +yi=r(cos® + i send)

que € a forma polar de Z.

A forma polar nos permite dar uma interpretagdo geométri-
ca para o0 produto de dois numeros complexos. Com efeito, sejam

Zyy Zy € c*,

72y = Tq (cos@:L 4+ i sen@l), 2, = T {cos®, + i sen®

2 2 2)
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e Z = 293, = r(cos® + i send).
Efetuando o produto, cbtém-se:
2,2, = rl(cos®1 + i sen@l) r2(005®2 + i sm@z) =

= r1r2[bos(®1+®2) fisen(@l+@23

€, pOor comparagao, tiremos:
r = ri7, (ja visto em N2)

e Arg(zlz2 = Arg zq + Arg Zs
esta Ultima igualdade devendo ser entendida no seguinte sentido:
dado @l argumento de z, e @2 argunento de Z,y UR valor ©
do argumento de 21259 difere de @1 + @2 por um miltiplo intei-

ro de 21,

] Geométricamente, entdo, multi-
plicar Z1 PoOr z, significa tom
mar na circunferéncia de raio

|zﬂ|22| o ponto cujo argumento seja

= 8 soma dos argumentos dos fatores.

Por exemplo, a multiplicacio de um nimero complexo por

iz : i corresponde & rotacao de /2
. do vetor 1z, pois |il=1 e
I,/////” Arg i = n/2 + 2km,

A férmula do argumento do produto de dois numeros esten~

de-se para o produto de m mimeros complexos quaisquer (nao nulos)

. ’
assim e que, se

2y = rj(cos(@j +-isen@j), =1,2,...,m
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T (cos§;® + 1sen§:® )

:ja

entdo T_]z.

j=1 9 i=1

. ’
isto e:

. m m
Arg T_]z. = z: Arg 7. «
j=1 =1 .

Forma polar da poténeia m-ésima de um numero complexo: na expres-—

sdo acima, considerando=se Zy = Bp T ees = Zo = Z obtém-se a

m
forma de 1z :

z8 = r™ (cos mO® + i sen me), . (1.1),

: , ‘m . : I '
isto e, Arg z = mArg z, para m Iinteiro positivo. Tomando-se

N + .
ainda lzl= 1, obtém-se a formula de Moivre:

(cos® + i sen@)@ = cosm® + i genm® (I.2)

que pode ser desdobrada em duas, tomadas as partes real e imagi-

L . . .
nagria do desenvolvimento do primeiro membro.

Forma polar do inverso e do guociente: vamos provar que se z # O,

z = r{cos® + i sen®), entao.

M-
Hi-

[cos(-0) +isen(-®ﬂ = % (cos® -isen®).
Isto é verdade pois = % [cos(f®) + 1 sen(-8)] = 1, Entao,
Arg % = -Arg z.

Daqui ‘segue imediatamente que:

Z
1

Arg —— = Arg 7z, - Arg z
Zo 1 2

isto &, se zy = rq (cos@:L +isen@l) e z, =T, (cos®2 + isen@z),

z2g T
Tp T }T‘[bOS(@l 2) + i sen(@l O2ﬂ .
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y ~ I . .

Mostremos que a expressao (I.l), valida para m intei-
r0 positivo valerd também se m Fdr inteiro negativo. De fato,
se m = -n,

s .
2)" = =5 [cos(-n6) visen (-n®)] .
Il .

Assim, a formula de Moivre (I.2) € vdlida para m intei

ro qualquer.

. . ’ . ) , - B . .
Forma polar da raiz n-esima de um numero complexo: se 2z € um nu-

~ . ' . ’ ’
mero complexo nao nulo, raiz n-ésima de =z sera um numero z tal

o
que zg = gz, Ora, se 2z = r(cos@+ isem®) e Z =‘r0(cos®o+ isen@h),
de zﬁ = gz, témese

n 8=

r =1r, e, portanto, r, =Nr
e cos® =.cos n @O , Send =genn @0
ou seja: 0 = n@o = 2km, keZ
0 que equivale a:
_ e k
®O—E+E2‘ﬂ', keZ

# claro, porém, que se Lk assumir um dos valores O0,l,...,n-1, os
valores correspondentes para '@o diferirao entre si de menos que

2nm dando, portanto, valores diferentes de = e que, a qualguer

o?
outro valor de k corresponderé umn valor para @0 que diferirs
de um déstes de um miltiplo de 2w, (basta dividir k por n e
tomar o resto que estd entre O e mn-1), resultando, entao, para
z, um nimero ja obtido. Concluindo, haverd exatamente n valores

distintos para a raiz n-ésima de z, & saber:

n ' : ‘
. . ® k
Zy = Vr (cos@k+-1sen%9, onde O ==+ =27, k=0,1,...,n-1
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Geometricamente, 0s pontos Zye

pertencem todos a circunferéneia

0
de centro na origem e raio \V/r

e dividem egta circunferéncia em

n partes iguais. Indicaremos com
n .
Vz ou zl/n -qualquer umd destas

?
ralzes.

Raizes n-ésimag da unidade: Como 1 = cos® + i sen®, Marg‘%’l =
= k]zﬂ_ﬂ" ' k=0,1,...,1‘l-1. |

Em geral, costuma-se escrever:

= cos-ﬁﬂ +iseng%E, entao, as raizes n-égimas de 1
gerao 1=0° w, w2,...,wn_l.
Exemplos: VI = cos k-%ﬂ + i_sen—%ﬂ-, k = 0,1, isto é, VI = 1 ;
§?i = cos kF%E + 1 sen-%ﬂ-, k ='O,l,2, ou sejas
3— _ L 3 1 V3.
Vi=tl =5+5° 4 -3 -5t

I.8 - Poténeia de um numero complexo com expoente racional:

Se m,n,p s80 inteiros, p, n £ 0O, ¢ x ¢ um nimero real
estritamente positivo, entio
V- (V)" -
X :(X) = X .
Esta propriedade, com tal generalidade; nao se estende
’ P .
208 numeros complexos, o gue se pode verifiecar com o0 simples exem-
To: Va2 = # .
plo: 7z = ¥ z , Veremos, no entanto, que se m e n forem in-
m, 1/ 1 1/n 0 ‘
(z) = (2¥/7)

teiros primos entre si, entao - num sentido
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1/n

. . : m . . ,
evidente: o0s elementos representados por (gz ) . coincidem vom

- ' 1/n\m .- A
0s elementos representados por (z /n) e mis, se defln;rmos

zm/n como:
(1.3) ‘ zm/n-z ?/n[cos §(®+2knﬁiseﬁ§(®+2knﬂ y k=0,1,.4.,0-1
onde z = r(cos® + iserd) ,
' - 1 m /
entao (z™) /n = (zl/n) = Zm/n 5

Em.primeiro.lugar, ve jamos que a expressao (I.3) define
exatamente n nilmeros complexos dlstlntOS. Para tal, seja ®k =
(®+2kn), keZ e veaamos que tomados dois valores distintos.
kl e Lk, entre 0 e n-1, os anguloes correspoﬁdéﬁfes ®kl e
8, mnao serdo cbngruos mod 2m e, por outro lado, dado um keZ

2 . _
qualquer, existira um niwmero k, entre 0 e n-1, tal que

®E - ®k se ja um mﬁltiplo inteiro de‘ 2m. De fato, se “ki. e ké'

sao tais que @El e ®k2 sejam cdngruos mod 2m, existe 4 € 3

- tal que
8 - O = 2tm e isto daria T = fk'
2 F1 | | 271
e,portéﬁto+ seria absurdo éuﬁor 0 < ky < k, < n-1 i que a fra-
¢a0 % e irredut{vel;e 0< kz’kl < n. A segunda parte verifica-se,
facilmente, tomando comO'ik‘ o resto da d1v1sao de k por n.
‘Conhecida a forma polar de Zm e zm/n,‘é facil verifi-
n/n

: =, £ L m . ’
car que =z sa0 a8 n ralzes n-esimas de =z , isto e,

(zﬁ)l/h = Zm/n

= ;
) ’ j ! ) . L p A s
tambem, elevando ¢ada um das ' n rafzes n-dsimas de =z & poténecia

’ * S ~
.M, obtem-se cada um dos® n numeros Zm/n, e entao:
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l/n) m/n

Ld

No futuro, daremos uma definigao gérél para z%, em que

~ - ' f . . 4
z#0 e a sio niimeros complexos englobando 6s casos vistos até

agora.

1)

3)

Exercicios
Verificar que:

2 (3,1)03,-1(5,qp) = (2,1)

Y TGy T

Representar §raf1camente 21’22’ zl+z2,f i—ZéifzizQ, Z11259
-1 -1 %1 % e S
Z1 79257 s 22, ) ’ quanda._.

1+i, 22 = 1-i

o
o]

=
|

B) 2y = (-3,1), z, = (3,0)

Provar que

a) se z # O,-;;x z

4)
5)

6)

,b) Im (iz) =

1
Z
Reg
Quais os argumentos das rafzes sextas de um numero real
negativo? _

. ¥ 1/2 3 .
Quantos valores admitem .z2/3, z3/2, z /?, 25 se z & um ni-

mero complexo nao nulo,

Determimar a forma polar- de 2] = T3iV5 y By =
 (Viot)§ . _ ‘
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’

. /—_- .
7) Obter-as formulas de Moivre equivalentes a (I.2), fazendo o de-

éenvolvimento sugerido no texto.

8) Moétrar que |22=zﬂ representa a distdncia euclidiana no plano
entre,os pontog repregentantivos de %1 © Zge

9) Qual o.lugar geqmétrico dos pontos =z = xX+yi que satisfazem a
condicgao: :
a) Ee z > 0

b) x° + y2 < K2

¢) O<arga<f,nez, n#O

2 < 77 < B2

d) k
e) |z <ce
£) lz| > |z=3]

&) ]Z_Zol> |Zo|

h) z =z, + re'® onde O<irs1, 0= o < g.
i) IZ—ZJ = |Re ZO‘ onde IRezol A0

3

. ~ . . . 4
10) Mostrar que .a circunferénecia de centro Z, © raio r e deg-

crita pelos pontos =z tais que:

a) lz-z | =71
b) 2=2 = r(cose + isengp), com ¢ real
e) 2F - 2% ~Zz_ + 5.3 = pd

o 0 0“0

s . ~ . N ~
11} Provar que as raizes n~ésimas nSo reais de um numero real s&0

duas a duas conjugadas.,



19~

12) Determinar e representar geometricamente +6das as ralzes da

equacao 2 +T =0

13) Mostrar que a equacao da reta determinada por dois pontos
: Z=Z

% e =z e Im

14) Representar geometricamente os numeros (1l+i)z , quando z per

. A - . ’ . ; .
corre a parte da circunferencia unitaria de centro na origemn,

gque fica no 12 guadrante.

15) Usar a forma polar de wm numer o complexo para demonstrar que
a) (14iV3)710 = 271 + 1V3)
b)  (-1+i)7 = -8(1+i)

. - . . Py 4
16) Determinar as partes real e imagindria de t®das as raizes

cubicas de (1l=i)el™,
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Capitulo II

SERIES E PUNGOES NO CAMPO GOMPLEXO

IT.1 - Distancisa e convergéneia:

Definimos como disténcia entre dois nimeros complexos
21*22‘6.@ - que indicamos com d(zl,zz), o modulo da diferencga

d(zl,zz) = [21522[': \J(XI_XQ 2 + (yl-y2)2

Esta disténcia goza das propriedades habituais:
D1. d(zl,zz) = 0 ,‘para quaisquer 21922'6 & e
d(zl,z2) = 0 ‘Zl = 2,
D2, d(zl,z2) = dsz,zl) ,'quaisquer que sejam zy,z, € €
D3. (desigualdade triangular):

d(zl,z3)_s d(zl§22) + d(Zz,ZB)' para gquaisquer 21125,23 € G

A verificagao déstaspropriedades e imediata a partir da-
quelas vélidas#para:o modulo dos nimeros complexos N1-3,

Munido desta disténecia, ¢ conjuntoc dos nimeros complexos

ﬁassa a ser um espago métriGO'herdando, pnrtanfb, fﬁdé a linguagemn,
definigﬁes‘e'conceitos_de espacgos métricos, éomo sejam: convergén~

cia, limite, continuidade, etc... Faremos, a seguir, uma exposicao
de tais definigBes e alguns resultados. O leitor pode verificar que
a maioria déles estd ligada sOmemte & estrutura métrica dos nimeros

complexos, valendo, portanto, para espagos mais gerais,
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_. . e~ ‘.,r , o
Definicdo - Se 3z, & um numero complexo e a > 0 um numero real

positivo, definimos como bola de ceniro z, © raio a,

B, (3,);, o conjunto dos nimeros complexos z cuja disténcia a z

a o)

seja menor que &, isto &,
Ba(zo) = {zea |d(z,zo) = |z-zol< a },

Geometricamente, os pontos de Ba(zo) sa0 os pontos in-

ternos ao ecirculo de centro z, e raio a.-

. . ~ -~ . ’ B
Definigao - Dada uma segquencia 2y de numerog complexos, dizg-se

4., ™ 2

Id
que 2 converge para um humero complexo Zor Dy 0!

n

s, . . ) ~ . »
e que z, €0 limite da segquencia Z, 8, dado um numero real

m

. . # ; ‘ '
> 0, existir um indice n, tal que: para un = n, d(zn,zo) =

= lz -z | < €, ou seja, a partir de n,, 2z, € B.(z,). Neste caso,

n n

a sequéneia z, diz-se convergente.
. . ~ i . - . [4
A definigao de convergéneia de sequénecia de numeros com-
. [ . +
plexos relaciona~se com a de numeros reais pela propriedade enun-

ciada a seguir:

. ~ X - — ) . . — + . r
Prqp031gao I1,1 = Se Zy x, + 7,1 ez X5 Yols entao

- — —> °
™%, Se, e somente se, XX, B YV,

A verificacao é imediata a partir do seguinte fato: se

z=x + yi, x|, |yl=<lzl < Il + |yl

Exercicio: Provar que z_-—>z se, e somente se, lzn]*a>|z e

n % ol

Arg z_—= Arg =

o . Dar um significado para Arg z —>~Arg 7

0 )

O que acontece guando 2o = 0?
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11.2 - Sequéneias de Cauchy:

Num espaco métrico qualguer, uma sequéncia z, diz-se

sequéncia de Cauchy se dado & > 0, existir um indice n, tal

que para n, m = n., d(z_,2z;) < €. Se num espago métrico tida

sequéncia de Cauchy for convergente, €ste espago diz-se um espaco

n

métrico completo, Como t0da sequéncia convergente & também uma
sequéneia de Caudhy, num espago métrico‘completo s2.0 equivalentes
as condigoes de uma sengncia ser -convergemte ou de Cauchy. Neste
parégrafo nos nos propomos demonstrar que O espaco métrico dos ni-

meros complexos & completo., Isto € consequéncia do fato de que os

” . . . .
numer os reais formam um espagco métrico completo.

Diz-se, portanto, que uma sequéncia de nUmerocs complexos

’ Al ' ' . .
z, € uma sequéncia de Cauchy se, dado um numero real € > O, exis

tir um indice n tal que,; para. n, m 2 n_, se terha:
0 Que, ? o?
. — - < £,
d(zn,zm) : |ZIl Zpl .
. . o~ L ’ .
Cabe aqul uma proposicac anélOga.é do paragrafo anterior:

I - .
e uma sequencia de Cauchy

Proposigdo II.2 - 7 = ;

roposigao 2 Se Zy X, * ¥t 2z,
Y M~ ’ .

ge e gomente se, as sequencias de- numeros reails

x, © ¥y, forem sequéncias de Cauchy.

Deixamos ao leitor a verifieagao do fato geral para espa-
, N ~ ~ . ) ~ .
¢os metricos de que t0da sequéncia convergente é uma, . sequencia de

. | ‘ ) ‘ )
Cauchy e passamos a provar gque a reciproca € verdadeira para sequen

. 14 i .
ciag de numereos complexo0s € que, portanto, os numeros complexos for-

- . ’ . 4
mam um espago metrico completo: com efeito, se z, = X, + ¥y, e

uma sequéncia de Cauchy, péla proposigdo II.2 x, e y, também o
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S80, mas 05 numeros reais formam um espago métrico completo, por-

tanto exigtem X, & y, reais tals que X=X, € y,~*T,e

A proposigac II.1 garante, entdo gque Z =X, + Fyle

IT,3 - Fungdes de varidvel complexa ¢ continuidade:

Consideraremos um subconjunte O < € e uma funcao
f:Q—=¢ definida em O e com valores complexos, Do mesmo modo
que num egpago métrico qualquer, dado um ponto z, € 0, a funcao

. ¢ ~ .
f diz-se comtinua em zZ, ©Se para qualquer sequéencia Zy de pon-

tos de O que converge para =z z. €0 e Z"Z,, S€ tEém

o! n

(2, )— (2

o)°
LN ’ .
O leitor pode demons trar, analogamente.ao gque e feito no
casoc real, que esta condicdo € equivalente a seguinte: dado um ni-

mero real & > O, existe um & > O +tal que se =z€Q e d(z,z,)
|z-z ) < & entao
a {£(2), 8z )] = |2€2) - Az ) <€ .
Anélogamente, consideremog doigs subconjuntos Ql,ﬂz CE
e uma funcao g:Ql X 02-a~@, definida para os pares (z',z") €

~ . 7 .
€ Q. x Q e com valores complexos. A fungao g , a duas variaveis

1 2
complexas, diz-se continua no ponto (zg,28) € 07 x 0, se, cada

ver que tivermos sequencias zﬁ, z !

ne de pontos de Q7 e 0,, res-

pectivamente, tais que =z!—>z! e z!'—>=zl entdo

g(zﬁ,zg)f—ﬂb glzl,zl) .

o~ . I3 . A~ 4
Umna fungao diz~se continua num conjunto se for continua

em todog o0s pontos de tal conjunto.
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As propriedades enunciadas a seguir permitirao a cons-—

trugbes de fungPes continuas a partir de outras:

1. A composta de fungdes continuas é uma fungio continua, isto &,
dados subconjuntos 91,92 cE e fungaes_cont{nuas file_*'@’
: , entd ot ¢
£,:0,7> ¢ @e modo que fi(ﬂl) < q, , eptao a;composta  5oL e
uma fungdo continua de Q; em ¢,
Lembramos que & fq@§§o~composta
£, £ é aquela que a cada zeQy ,

. faz corresponder 0 numero complexo
fof )(z) = £ (f (z)
( 5 1)( ) 2( 1( ))

2. Dados:subéonjuntos Ql,QQ,Qi,Q"G € e as fungaes continuas

2
T N
o, —Lnay
| .

g( .fl’ f2 )

entdo, ¢ continua a funcdo g(fl,fg) definidas como: se
(Zlyz2) € Ql X 92 y g( flq fg)(zl’ZZ) = g( fl(zl)ff2(22)-)°

L 4

Exemplos:

1) A funcao identidade: zf>Z¢7defihida em & o cort tnua ;

2) As fungdes definidas em € x € que um par de complexos

fazem corresponder a ‘sua soma e a sua diferenca:
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:-(51’22)__ﬁ’ Zl+Z2
(29,25) —> 2-2,

sao funcdes continuas.

3) A fungdo que ao par ( l,z ) EG X & faz oorresponder Seu pPro=-

duto 2122 é oontlnga.

A verificacao déstes’exemplos fibaﬁéu9hfgofdo leitor,

4) A funcio que a cada .z # 0 faz corresponder seu 1nvefso % é
continua., Esta fungao esta definida em G* Con51deremos um ni-
wero  z £ 0 e vegamos que esta fungao é contlnua em  Z. .

0
Ora, dade € > 0, temos

= - = = | 2= = = = <z |4
Z ~ 3z, z2z izl 1z %o

entao, se tomamos Iz-zol< &, com & > O satisfazendo simulténea-

mente as condigoes:

_ é}zdz

\ /’ \\ IZOI
¢ 2 N S5 <« —— d <« —— teremos:
i L7 7 A 2 2
L . *%0 | N 1
AL r lz| = 0, logo = s 2
4 \/’ 7 k- .
Ry R . SR b4 1z
s - N = ) .
Lo ‘ | . 1 1
L~ e consequentemente — - g,
> z Z
, , 0
5) Dos exemplos e pfbpriedades acima mencionados, vem gue: se .

fl,fZ:Q-—h@ sa.0 fungoes continuas deflnldas em um subconaunto

Q< €, entao as’ fungoes"fi + f2, 1 - fzifé"ﬁlfg sao fungoes

. ’. A = 1 ' ,
continuas. Se f:N—=€ ¢ uma fungdo continua, entdo : 7 . serd con-

T

tinua em todo ponto"Z;efQ ffal que f(z) #-Os

6) O exemplo anterior garante, entao, gue todo pollnomlo

P(z) = adﬁ+ alz + eos + & g
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= 7 . . 4 ~, 4
‘de variavel e coeficientes complexos, e uma fungao continua e gque
~ i - ~ . ' e . P
se P e Q sao polindmios, a fungao racional ) ¢ continua em

todos os pontos =z € & ‘tais gue Q(z) # O.

II.4 - Series:

o0

. : ’ ’

Diz-se que ums série de numeros complexos 529%1 e conver-
n=o0 = m

gente e tem goma 1z  se a sequéncia de suas reduzidas s = EZ‘ Zn

n=o

o

. : ’
converge para z, isto e, z = z: Z, ® S8pT>Zs
‘ n=o
m - m
S = + i a = }: X+ 1 zz tem—se
e 2, =X, ypl, entao s 4L, *n Lt In S

portanto, levando em conta a proposicao II,1 o seguinte resultado,

anélogo équele:

. Eall ‘ - L) o~ [ »
Proposicgao 11,3 = Se z, =%, +y,l e z=2x+yi, entao a serie
" o
rd B
z, € convergente com soma z sSe, € somente
=0 : &
& . # . Y
se, as series de numeros reais X9 5“ In forem convergentes
' n=o n=o

com somas X e ¥y, respectivamente.

o] o]

- - - - 4 -
B imediato verificar gque se as series 5 Z, © E W
1n=0 n=o

ru . . ’ .
sao convergentes com gsomas gz e W, respectivamente, entac a serie

[s2]

[ ’
Z:(zn+wn) sera convergente com soma z +w e gque se a € € e um
n=o0 _ :

o]
4 ' 2, 4
numer¢ complexo gualquer, a serie Z: az, © convergente com soma
n=0
az.

o0
o, ' » .
Uma serie EEJZA de numeros complexos diz-se absoluta-
=0

=]
4 . b n
mente convergente se a série de seus médulos, E |z,|] for uma 5€~
‘ 1=0

rie convergente:
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E imediata a verificagio de um resultado andlogo & Pro-

posigao II.3 para a convergéncia absoluta:

Proposicao II.4 - Se =z = x +iy._ , a série ;ﬁ Z & abgolutamen
n I n n?to n —

te convergente gquando, e sé guando, as séries

reais i;xn} E:yn forem absolutamente convergentes.
n=o n=o

A proposicao II.4 permite-nos transportar para as séries
de nUmeros complexos propriedades jé conhecidas para séries de nu-

meros reais, como:

[+0)
1. Se uma serie SHzn é absolutamente convergente, entao gual-
n=o - :

gquer série obtida desta por mudanca de ordem € ainds absoluta-

‘ L4 . . .
mente convergente e tera a mesma soma que a série originalj;
oo

[==]
o, ~
2. Se as series z:zm, E:zﬁ sao absolutamente convergentes,
' =0 m=0

~ o, 4 .
entao a sgerie Z:z z! € absolutamente convergente e mais:

n“m
n,m - -
z:z z' = 712 W) zt)
n,m nom n=o - n=o =

Como no caso real, ha interdsse em considerar séries de
funcgdes de variavel complexa, com valores complexos, e, entre es-—

i . Sy .~ , N ~ .
tas as que apresentam maior interésse sao as gerieg de potencias:

o0
I
z: a{z-a)” , a_,qE
Ly S n

Un tal série diz-se convergente ou absolutamente con-—
. - ’ ' » -
vergente num subconjunto (I < & se para cada =z € O, a serie

numérica
20
n
E: an(z-a)
=6

£8r convergente ou absolutamente convergente, respectivamente.
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Isto é, esta série se diz convergente em Q se, para
cada z € {, dado é > 0, existir um indice nd(z) -~ 8ste indice
pode variar com ‘'z - € um nUmMero compiéxo f(z) tais que, para
m = no(z) se tenha H

) _
n _ _ )
!nZo an(z @) f(z)! <e

No caso em que exista um Indice n, satisfazendo a con-

digdes acima para todo 2z € {, entdo a série se diz uniformemente

convergente em (., Se a série

N

~ . ' N L It 4
fOr uniformemente convergente em Q , a série E an(z~a) gera
. n: . .

dita uniforme e absolutamente convergente em Q,

Observe-se que estas definigoes sao validas pafa séries
de fungodes quaisguer.,

Critério de Cauchy para séries de funcbes uniforme e
absolutamente convergentes: uma condigao necessaria e suficiente
para que a série de fungdes ii fn(z)' seja uniforme e absoluta—
mente convergente num conjuntgmoo é que dado € > 0O exista um
n, tal que para p > m z n, tenhamos ﬁi f;(z) < & para todo

» n=m
z € {1,

A respeito de regibes em que uma série de poténecias con-

verge vejamos o seguinte resultado, enunciado aqui para a = O,

’ .
mes. valido no caso geral:

o .
: - . n o -
Teorems de Abel - Se a série 2: 8,7 for convergente num ponto
" n=o

Z,y entdo sers absolutamente convergente para

. o ’ .
qualguer =z tal gue |z| < |zO[ e mais, esta serie sera uniforme
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e absolutamente convergente em qualguer circulo de raioc estrita-—

mente menor gue |z |: |z| < |z |~ € . Finalmente se f£(z) =

n i [ . .
= ;? a z" , a funcao f(z) ¢ continua no imberior do circulo
=0 ‘

de raio lz_j: |z| < |z
. . .
~ LD I ’ ~ .
Demons tracao: Se a serie j? 8,2, ¢© convergente, entao existe
=0
n
L > 0 +tal que para todo m, Ianzol < L, mas

|anzn| = |anz§ |§—F’ e Ié}| < g < 1, portanto:
o o
& n | 3 n 1
Lyl e 2 Q= gy

isto é, a série dada é absolutamente convergente para lz] < N
Se € dado & > 0, para os pontos do circulo de raio
IZOI— € ¢ possivel determinar o nimero gq < 1 tal que |§—|s q
0
independentemente do ponto =z, entao, neste circulo, a série é
uniforme e absolutamente convergente. Para provar a terceira par-~

te, lembramos que,

0

|
f(z) = ;r anzﬁ, entao f(z) = lim Sm(Z), onde Sm(z) = z:anzn
n=o0 - n=o

s80 polindmios e, portanto, funcdes continuas e, para |z| S[zo,- £
a convergéneia & uniforme; usando a propriedade “o limite uniforme
de fungOes contIinuas € ainda uma funcdo contfnua”, fica provado

e esta demonstrado o Teo—

que f(z) ¢é continua para |z| < EN

rema de Abel.

[ . ~ .
Dada uma serie de poténecias
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. . F
podemos considerar o elemento p, extremo .superior d4Os nNUmMeros
reais r tais que (*) seja covergente para todo =z que satib-

faz [z-a| s r. Podemos ter p = O (ex.: >, n! zn) ou p = ®

' n . e . ' A . s,
(ex.s %T—). Dizemos que p e o0 raio de convergencia da serie
a

(*#*) no ponto a e que Bp(a) é o seu circulo. de convergéncia.

.~

- &,
Exerciciocs

1. A formula de Cauchy-Hadamard: demonstrar que 1

P
. n - o~ ¥ -
= lim sup \Han|. [Sugestao: lembrar que dada uma sequéncia I
N—a o t
de numeros reais definimos lim sup rn:m,lim (mup rn) e gque para
, n—=-c T meee  nEm
uma sequéncia p, de numeros positivos femos
: . o -
' n .
lim sup‘vg_ <1 = z:p < @
n & TN,
. " ,
1im sup \/}T = 1 = Z P = 4o
n o 1
Tomar entdo p. = la ||zn a] '
S n n
. =)
. L . * 2 &« . ” n-l
2, Demonstirar que a série ( ) e a serie “derivada n an(z-a)
: ) n=1

tem o mesmo raio de convergénecia.

3. Demonstrar que dado f € C tal gue |B-a|< o, a série de potén-
cias em z-8 obtida a partir de (¥) desenvolvendo (z—a)" =
=(z -p+p-a)t tém raio de convergéncia = p - |p-a|/ no ponmto

B |
4. Determinar o raio de convergénecia das seguintes séries de pPo-

téncias:

a) z: %ﬁ Zn‘ (p>0). b) E: '%n Pl
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I1.5 - Funcoes elementares no campo complexo:

Vamos agora estender ac campo complexo algumas fungodes ele-—
mentares jé‘conhecidas no campo real. O gue deVemos esperar de uma
tal extensao? |
19) Certamente exigiremos que a funcao prolongada f(z) coincida

com a funcao f(x) dada no campo real'quando z f0r real;

29) esperamos que T(z) conserve o maior nimero possivel de pro-
priedades de f(x), como propriedades algébricas, propriedades
de diferenéiagao, propriedades de ordem e majoracgoes (observemos
que, em geral, nao serd possivel conservar estas Ultimas proprie-
dades) ;
32) seria desejével gue © prolorgamento nas condigles acima Ffosse
unico.
Por exemplo, a funcao exporencial gque tem as proprieda-—
+X X
1 1 2 (%)

X . .
des e = e tera estas mesmas propriedades

. X # ~ rd LI
no campo complexos A propriedade e > O, porem, nao sera valida
no campo complexo,
~ e '
Para estender fungoes com e, cosg X, sen X vamos lalw

and ¢, A . ~
car mao de suas series de poténeclias. Lembrames, entao, que se

x € R
2 3 = n
e =1 +x + gi + §£ — E: ig (II.1)
N=0
3 5 = 2k+1
_ X X _ _ayk X
sen X = X = 35 + 51 = ase — nZ‘o ( l) (2k+1)l (II32)
2 4 2 2k
cos X = 1 = g: + z; - s = ;Z' (wl)k f%ETT - (II.3)
=0 i .
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Observacao: Lembremos ainda que, apesar das fungbes e, sen x,
cos X serem infinitamente derivaveis e que as séries
dos 22 membros s&o seus respectivos desenvolvimentos de Taylor,
em t0rno da origem, isto ndo é ainda suficiente para gque o 2¢ mem-
bro convirja para o 12, De fa%o, a fungao
f(x) = e!;?

¢ infinitamente derivavel, seu desenvolvimento em série de Taylor
em tdrno da origem é convergente'pois, como f(n)(O) = 0, tem to=-
dos os coeficientes nulos, mas se x # 0, f(x) # 0, logo f£(x)
ndo é a soma de sua série de Taylor.

Isto ndo se d4 em (1I1.1), (II;Q) ou (II.3) como se pode

verificar aplicando os resultados‘que enume ramos a seguir:
12) Seja f{a,B] ¢ ® um intervalo e f:[a,f—>R uma fungdo defi-
nida e com n+l derivadas em [a,B]. Se a €[a,p], entdo

(x-2)°

X—a fr{a) + 51

11
(z-a)®
nl

n+l ' :
onde R (x) = L%%%%TT— f(n+l)(§) , X compreendido entre a e X.

~ Bste ¢ o desenvolvimento de Taylor de f£(x) em t0rmo do ponto a,

f(x) = f(a) + £f%a) + 00 +

+ f(ﬂ)(a) + Rn(x)

com resto Rn de Lagrange., .

29) Se f:[a,fl~% £0r infinitamente derivdvel em [a,f] e exis-
tir ¥ tal que lf(n)(xﬂ < X", para todo n=1,2,... e 1£0do
x € [a,p], ent3o a série de Taylor (infinita) converge uniforme-

mente para a fungao.

Demonstracdo: vejamos que, de fato, dentro de tais condigbes o
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resto de Lagrange tende a - 0 quando n—w 3 pondo L = K( B-a),
temos : _
' ' Ln—l—l

_‘IRn(XN < NES TR

tomemos m tal que E%i =g < 1, entao, se n > m:
L

7 I T I n4lem
an(XN =Wl mrl m3s °°° el S mr @ —= 0

guando n-—== -pois g < 1.

Ora, as funcoes sgen x e cos x t8m derivadas limitadas
entre ~1 e +1, logo suas séries de Taylor convergem para as res
pectivas fungdes.

Andlogamente, em.cada intervalo [ﬁ,@ as derivadas ‘de
e* =30 limitadas por eB; logo sua sérié de Taylor converge, em
cada ponto X para eXo

‘Definimos, entao, as fungOes exponencial, seno e cosseno

da variavel complexa =z pondo, analogamente a (II.1), (IT.2) e

(II.3):
exXp z = e% = Z: f?r \ (IT.4)
: n=o —° o
o 2k+1 2k
k =z k¥ »
sen z = (=1)% $#—=—=x- e ¢0s z = E (-1) ,(I1.5)
L (2k+1): = (2k) !

Como estas séries convergem para qualquer =z real, em
consequencia do teorema de Abel convergem também para z € §
qualquer e as fungGes definidas como duvas somas si0 continuas em
todo plano complexo, Ainda mais, as séries s80 absolutamente con-—
vergentes e uniforme e absolutamente convergentes em qualquer cig

culo.
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Por substituigao em (II.4) e separando as poténcias pa-

¢ i .
res e 1mpares, tem-se a formula de Euler: e*2 = cos z + i sen z.

As fungoes acima definidas s8o prolongamentos das fun-
cbes reais, pela propria definicio; ve jamos se 580 conservadas
. ro . Kp+x R 2 2
propriedades algebricas cano: e : = e “.e 5, sen“x + cos"x =
= 1,..0

Vamos, primeiramente, demonstrar que, se Z192, € €

entao

. e = e ".e ; (I1.6)
' , Zl 22 ~
como as series que definem e e e sao abgolutamente con-
vergentes, pode se fazer o produto e soma-lo em qualquey ordemn,

sendo assim, fagzemos:

2] n ® m nm £ n m
ezl eZZ B (Z zq ) Z 3-2") _ 21 %o ~ T 2122 ~
4 . I ! - [ | i t ] -
=o =% o n,meo MM k=0 n¥m=k T
o o k
=Z_l__ kim0 L5 ki onanck
= k! 5K nimi “1°2 =3 k! = ni{n-k)! “1°2
) .
1 X Z1%25
= ={(g.+z,) = e .
=5 kiv2179o

Esta demonstrada a foérmula (II.6).

A partir das definigdes (II.4) e (II.5) e da formula de
Buler, o leitor podera deduzir as seguintes formulas:
Ccos z = = [elz + e"lz] , sen g = %1 [elz - e-lz] (II.7)

De (II.6) e da formula de Euler, segue que se 2z = x+yi,



z * o9t = ¢® (cos y + i sen y) © (II.8)

Daqui segue também que |e?| = e,
Como apllcagao da formula (II. 6), o leitor pode verifi-

car que ainda walem no campo complexo as seguintes relagoes,

en +2,.) = + sen
s (zl 5 sen z, COS 7, sen z, COS zj

+Z = y - sen n
cos (zl 5 cos zq COS Z, sen z, sen z,

Estendemos a0 campo complexo as funcodes hiperbdlidas,

definindo

senh z = % (e?-e™%), ecosh z = % (e®+e™ %) (I1.9)

. . “ ~ ~ # . A
Partindo desta definicao, tém—-se ag series de potencias

de z para serh z e cosh z:

I . i O%k+1
sernh z = 7 + 37 +-§T—+ - ya 2k+l)“
2 4 =
4
coshz-—-l+gg+-ﬂ—+”a Z

De (IT.7) e (TI.9) se concluem, sem dificuldade, as relagoes:

it

senh iz i sen z, sen iz = 1 senh g

I

¢cosh 1z = ¢€O0s % ’ cos iz = cosh 2z
Destas relagdes vem ainda, se =z = x + yi,

sen % = sen x cosh y + i cos x senh ¥y

cos z = ¢0s X cosh y - 1 sen x senh ¥y

Outras relagles que se estendem sao:
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cosh(zl+z = cosh z, cosh z. + senh z, senh z

2) 2 27
senh(zl+zz) = senh z, cosh z, + cosh z; senh z,.
Uma propriedade da fungio e? que n3o possui andloga
no campo real € a seguinte: a funcdo e” & periddica e 2pi @

um dos seus periodos, de fato,

Z+21mi Z ezni z

e = e = e® (cos o + i sen 2m) = e

Mais ainda,'se k€Z & um inteiro qualquer, 2kmi é

” ~ ~ LA . ’
tambem um periodo de e? e 8stes s3o os unieos, isto e,
B . . .,
e =e” & g = 2kmi, k inteiro (exercicio).

Rste fato aliado &s formulas (IT.7) e (II.9) garante
que as fungdes sen z e cos z 880 periddicas com periodo 2nm
e as funces senh z e cosh z 880 periddicas com periodo 2ni.

0 leitor pode, ainda, verificar que sao validas as se-
guintes relacoes:

; 2 2 .

senh z[~ = senh® x + sen y 3

jcosh z|° = senh® x + cox® Y o

Vamos agora demonstrar um teorema gue, num certo senti-
do, “prolonga” as propriedades das func¢des do campo real ao campo
complexo, guando estas forem dadas por série de poténcias, evitan-
do o calculo direto como agqudle que fizemos para demonstrar (II.6).
0 teorema que vamos mostrar agora, embors jd nos seja suficiente

-~ ’ . . .
no momento, nao ¢ o mais forte que existe neste sentido.

Teorema II.1 - Consideremos duas séries de poténcias:
o

f(z) = nZo anzn_ e glz) = Zb bnzn
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convergentes para |z| < ¢ , tais que exista uma sequéncia de pon-

tos ap,—=0 de modo gue: f(am) = g(am).

Entao, a, = b, para todo n e, portanto, _f(z)-= glz).

Demonstragao: Para demonsirar o teorema basta considerar uma série

de poténcias convergentes para |z| < p

1]

hi(z) = Z ez
=s 2
tal que h(am) = 0 e provar que isto implica c, = 0. De fato,

. ? . .
mogtrando isto, 0 teorema estara verificado se tomarmos h(z) =

= f£(z) + g(z) e portanto, ¢, = a, - b . Provemos, entao, que
h(am) =0 = ¢ =0.8ej k o primeiro {ndice para o qual cy #
# 0, entao
hiz) = ¥ (e, + ¢, .2 + ¢ 2° + ) e, # 0O
k k+1 k+2 el k y

. foud LT
Ora, a seérie do 29 membro é convergente, entdo a serie

2

Z+c Z +0l0

®k+1 k+2
- obtida da anterior multiplicando por sz e subtraindo ¢,
é também convergente e para z = O +t8m soma O, isto &, dado o

numero real positivo lckl> 0, existe & > 0 +tal gue, se

lz|< &, entao
2

]ck+lz + CpynZ Tt eas < !Ck‘ ,

isto é,

ley + ey 12 + +eo| > 0 para |z < &
o que é absurdo porque existem infinitos pontos a  tais que
lajl< & e h{a_) = 0 e h(z) seria o produto de zF por um nu-

i
mero nao nulo, logo h(z) s se anularia na origem.
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£ -. 3 [ .
Este teorema seria vdlido se tomdssemos z - z, &0 in-
» '
ves de zZ.
~ »
Com éste resultado, demonstra-se também a formula (II.6):

Zo +7
e 172 = @ e

em dois passos:
12) fixando %, € %, os dois membros da expressio e =e T e
"sao. expressOes em séries de poténcias de z, -que coincidem sem

pre gque Z, é real, entao coincidem para qualquer complexo z2,

pelo teorema agora visto., . .. .
22) fixado z, € §, faz-se 0 mesmo para provar que
Z- +7 7
1
J1%2 |71 %2
‘pois ambos os membros sao expressds em sériesg de poténeias de
z) coincidentes gquando 1z, ¢ real,
Um outro exemplo da aplicacio déste teorema seria o de
provar que:

sen® z + cos® z = 1,

' ’ 13 . - . A . -’ ‘ -’ -

De* fato, o primeiro membro pode ser desenvolvido huma série de PO=~
téncias de =z que coincide com a do segundo membro, 1, sempre gque
'z £0r real,

Andlogamente, prova-se que
cosh2 z - senh2 z =1 4

Verifica-se, sem dificuldade, a partir de (II.7) ou das
‘expressOes que 480 sen z e ¢OS z em‘fungao de x e ¥y, gque

as fungles sen z e cos z anulam-se sbmente nos pontos em que
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. 88n X e c¢O0s X 880 nulos, respectivamente, isto &, os zeros da
e, o~ A . ’ ~ g .
fungao sen z s30 unicamente aquéles da fungao sen x :
~ 1
z =%k , keZ, e os zeros da fungio com z : gz = (k + §)n ,
k € Z. Sendo assim, se definirmos as demais fungdes trigonométri-

cas pelas relacOes:

sen z co8 = 1 1
tg z = —/——= cotg z = —==. ec = — = ———
& cos z ! 8 sen z 7 ° 2 cos g ! ©osec g sen %

elas estarao definidas no campo complexo menos os valores reais Pa-—

fa os qdais tg x, cotg x, sec x, cosec x n3o estaﬁam definidas«
Sﬁb, portanto, prolongamentos continuos das respecfivas fungodes
reais e continuam.vélidas, no campo canplexo, relagbes que as en-
volvem como: '

tg z, + tg = g
1 2 s 1+ tggz = secgz 0

tg(zl * Z2) T IStg z1 18 2z,

Anglogamente, se definem as fungdes hiperbdlicas

senh =z
cosh z !

cosh =

tgh z = cotgh z = Seth 2

que estao definidas e sfo continwms nos pontos em gue o denoming-

dor mao se anule, Como senh z = -i gsen iz e cosh z = cos iz,

serh z =0 o z=%kmi, kel

e cosh 2 =0 & g (k + %)wi , keZ

O leitor pode verificar que sio validas relacdes como:
tg iz = i thg z
cotg iz = =i cotgh =z
tgh iz = 1 tg =z

cotgh iz = -1 tg z
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4 .
BExercicios

1. Mostrar que, para todo z € & , |ez—l|s e“ﬂ'— 1 s g e!zI

2. Mostrar que, para todo n = 1 e todo =z complexo vale

; b

I -

(l+§) Zl+Z+ (l-i_-l) o a8 (l-E_l)i—‘
2<p=n

' ; Z . 7y 2
e portanto, para todo =z € & , e° = lim (1 + 5) ,

3. Mostrar que:

a) exp (2 £ 3mi) = —e?
b) exp (% i) = 4
¢) exp (zz“i = e l%;
4, Mostrar que exp (z + mi) = -~eXp 2
5 Se. z = r exp (i®) entao 7 = exp (-16)
6. Mostrar que: 2;%—;? = eXp (21—22), ex% =~ = exp (-z)
7. Mostrar que (exp z)" = exp (nz)

BB

it

8. Mostrar que (exp ) exp [% (z+2ﬂkiﬂ onde k = 0,1,2,.,..,0-1

9, Mostrar que exp z = €Xp 3
10, Simplificar [Re (exp (2))|

11. Mostrar gue |semh y| < |sen z| < cosh y,

A

|senh y| = |cos z| cosh y
12, Mostrar que |sen z| = |sen x| e |ecos z| = [cos x

13, Mostrar que:

a) cos (iz) = cos (igm)
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b) sen (iZ) # -sen (iz),

a menos que z = X nmi, =n = 0,1,2,...

14, Determinar t8das as ralzes das seguintes equagGes:

a) cos z = 2
b) sen z = cosh 4

¢) cosh z =

H ol

d) genh z =

e) cosh g = =2

15, Mostrar que os zeros das fungdes cos Z e sen z sa0 sd-
mente 0s seus zeros reais; mostrar que os zeros da fungao
~ r . _' ~ ~
senh 7z sac os numeros kri e os da fungdo- cosh z s80 o0s nu-

meros (k + %)ﬂi ; onde keZ,

16, Mostrar ques

senh (z + mi)

i

- genh =z

cosh (z + 7i) - cosh z

TI1.6 — A definicBo de Log z; APLICAGUES

. ~ .
Vamos definir a exprecssao logaritmo da variavel complexa z,

Logz, do seguinte modos

w
w=DJlogz © 7z =e¢e

Podemos verificar ji algumas propriedades:

IeWI _ eBew

12) Tog z nfo ests definida para 3z = 0, pois > 0,

’ . .
para todo numeroc compleX0 Wo

r ~ . ‘ + ~ .
22) Log z e uma expressao multivalente, 0 que € consequéncia da
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periocidade da funcao exponencial. De fato, verifica-se que

Zq Zgy
e = e ® 2y - Z, = 2kmi, ke Z
0 que equivale a dizer que
eZ¥0 = g% o a = 2kmi, ke”Z

L -+ B :
(exercicio do paragrafo anterior)

ou, que
e =1 e g = 2krmi, k e Z .
Demonstraremos‘esta ultima afirmagdo: sendo a = a + ib,
: _ a -
e =1 e ea+b1 = ea(cos b+1iesend) =1 « eaCOS b=1 b =
. le“sen b = 0
=2km e a=Q, kel e a=2kri, kel .

- - L4 L)
Dagui, ja se conclui que, sendo w um valor de Log z,

”

w + 2kmi também serd. Vejamos que se k e um inteiro gqualquer e

Wy = log |zl + i (arg z + 2krm), onde 1log ¢ a funcao real 1ogarif-

mo de um numero real positivo e onde se considera o valor prineipal

de Arg z, entao W é um logaritmo de z. De fato, pois

W . | . : )
. k _ Jlog lzl + i(arg z + 2km) _ olog izl i arg z _ 1z) et 278 2 _

|z] (cos arg z + i sen arg z) = Z.
Donde se conclui que todos os valores de Log z s20
. ’ ‘ ‘
dessa forma, isto e,

Log z = loglz| + i (arg z + 2kﬁ), kelZ.

Exemplos:
Se a € R ¢é um nimero real, a > 0, entdo
| Loga = loga + 2kmi , k el;
se beR ¢ um ndmero real, b < O:

Log b = loglbl+ (2k+1)mi , k €Z;
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. 1y . .
Log i = (2k + 5)ri , kel;
2 2 |
se o € ¢ e um numero complexo qualguers

Tog e = ¢ + 2kmi, Xk € Z.

Lo .
e ® = 4, mas, ao contri-

B interessante observar que
rio do que acontece no caso real e, como acabamos de ver, nao e
verdade que VIOg e? = q.

Outros fatos assim aparecerdo, devido & multiplicdidade
de. valores no estudo das propriedades do Log z -e de outras ex-

pressoes gue definiremos a partir desta.

Por exemplo, a propriedade

Log zqz, = Log z + Log By : (I1.10)

2
¢ verdadeira para quaisquer numeros complexos 2112, € € nao nu-
log, desde que seja entendida da seguinte manéira: dado um valor
de Log Zq %y exlstem valores de Log zZy € Log Zg cuja soma
seja o valor dado, e, reciprocamente, a soma de dois valores quaig
gquer de Log zy e Log Zg & sempre um valor de Log 21 %Zp 0 Demong
tramos esta propriedade verificando que todos os valores do 19 mem

bro de {II.10) sao da forma:

Log 2125 = 10g12122|+ i (areg Z1Z, *+ o2km) =
= log|zﬂ + log122]+ i (arg Zq + arg %, + ok'm) , k,k' € Z s

e os valoresg do 292 membro tém a forma:

Log zq + Log Zy =

= log|zq + i (arg zq + omm) + 10g|22[+ i (arg zZ, + onm) =

log |zq| + loglzﬂ + i(arg z; + arg 2o + o(m+n)m), m,n € .
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Finalﬁente, como todo numeroc inteiro k 'pode ser pdsto
sob a forma de soma de dois inteiros m+n e vice~-versa, a proprie
dade (II.10), com o sentido que lhe foi dado, esta demonstrada.

Do mesmo modo, demonsira-se que, seqdo z7 € 2, nao

nulos
’ Zq ,
Log -= = Log z; - Log z, (I1.11)
2

e se a€ €&, a Log Z1%5 = Q Log Zq + a Log T s
De (II.,10) tira-se que, se =z # O,
n
Tog z© = Log 2 + +.» + Log z (n parcelas) (I1.12)
Nao é verdade, porém, que Log z% = n Log =, pois
1Og Z + ovo + Ldg 7z (n parcelag) # n Log z ! Ilustraremos é&ste

fato mostrando o que acontece no caso particular em que n=2, isto

é, vejamos que TLog z + Log z # 2 Log z : realmente, pois

il

~Log z + Log z = loglzl+ 1 (arg z + 2mm) + loglz| + i(arg z + 2nm)=

2 logizl+ 2 i arg z + 2(m+n)ni, myn e e

2 Log z =2 loglz|+ 2 i arg z + 4kni, k € Z , e, embora todo nu-
mero da forms 4k seja da forma 2(m#n), nao ¢ verdade que todo
nimero da forma 2(m+n) seja um miltiplo de 4.

| NZo levando isto em conta, da~se uma “demonstragéo”.nafg
ral, porém falsa, da relagdo, igualmente falsa Log(-z) = Log =z.

- Y
’ . -
Fste ¢ o paradoxo de Bernoulli, que se demonstra assim:

25 Log (~z) + Log (-z) =

(;2)2 = 22 = Log (-2)2 = Log z
*
= Tlog z + Log z = 2 log (~z) = 2 Log z = Log(-z) = Log (2)

(a implicagao 3 nio é verdadeira).
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Tog i = (2k + %)wi . kel

[yl

[4 Kl
gse a § e um numero complexo gqualquer:

Log e% = a + 2kmi, k elZ,

Lo a ’
8 = q, mag, a0 contra-

E interessante observar que e
rio do que acontece no caso real e, como acabamos de ver, nao é
verdade que Log e® = a.

Outros fatos assim aparecerao, devido & multiplicddade
de valores no estudo das propriedades do Log z e de outras ex-

presstes que definiremos a partir desta.

Por exemplo, a propriedade
Log 212, = Log zq + Log Zg (I1.10)

é verdadeira para quailsquer mimeros complexos Zy1%, € € nao nu~
log, desde que sgeja entendida da seguinte maneira: dado um valor
de Log 2y %o existem valores de Log z; e Log %y cujé soma
seja o valor dado, e, reciprocamente, a soma de dois valores gquaig

gquer de Log zq € Log = ¢ sempre um valor de Log Zq %50 Demong

2
tramos esta propriedade verificando gque todos os valores do 12 mem
bro de (IT,10) s@o da formas

Log zyz, = log[zlzz|+ i (areg 21 Zy + 2kw) =

= loglzq| + 10g|22|+ i (arg zl + arg z, + okim) , k,k' e Z,
e os valores do 22 membro tém a forma:

Log zq + Log Zy =

= log|zq| + 1 (arg zq + omm) + log|22|+ i (arg Zy + ong) =

I

log lz4] + log]z2|+ i(arg z1 + arg zy + o(m+n)m), m,ned ,
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Finalmente, como todo numero intéiro k pode ser pdsto
sob a forma de soma de dois inteiros m+n e vice-versa, a proprig
dade (II.10), com o sentido que lhe foi dado, esta demonstrada.

Do mesmo modo, demonstra-se que, sendo 2z, e 3z, hao
‘nulog,

Z :
Log E§~= Log zq = Log Zg (I1.,11)

e se a€ €&, a log ZqZgy = O Log Zq + G Log Zip s
De (II1.10) +tira-se que, se =z # O,

Tog z° = Log z + ... + Log z (n parcelas) (I1.12)

N&o é verdade, pordm, que Log z' = n Log =z, pois

.~ Log z2 + +4. + Log z (n parcelas) # n Log z ! Ilustraremos &ste
fato mostrando ¢ que acontece no caso particular em que n=2, isto

é, vejamos que Log z + Log z # 2 Log z : realmente, pois

il

~Log z + Log z = loglz]+ i (arg z + 2mm) + loglz[ + i(arg z + 2nw)=

2 loglzl+ 2 i arg z + 2{(m+n)ri, mn el e

2 Log 2z =2 logiz|+ 2 1iarg z + 4kni, ke Z , e, embora todo nu-
mero da forma 4k seja da forma 2(m&n),.n§o ¢ verdade gque todo
numero da forma 2{m+n) seja um miltiplo de 4.

Nao levando isto em conta, défse uma “demonstragao”. natu

ral, porém falsa, da relacdo, igualmente falsa Log(-z) = Log z.

’ - -
Bste € o paradoxo de Bernoulli, que se demonstra assim:

2, Log (-z) + Log (-z) =

(-2)2 = 2% = Tog (~2)° = Log z
. *
= Log z + Log z = 2 Log (-z) = 2 Log z = Log(-z) = Log (z)

(a implicacao 2 ndo é verdadeira).
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Poténecia com expoente complexo: Estamos, agora, e condicoes de

| -de definir, como foi prometido no
capitulo anterior, o que seja of , onde a, B sBo nimeros com-
plexos, a # O, de modo a englobar o caso ja visto: aquéle em que
B ¢é um numero racional.

Pomos, por definicao:

o’ = eﬁLogal i .(II.IB)

Ora, no caso em que f € o racional x = % (% fracdo

irredutivel), tinhamos, no pariagrafo I.8:

oF = la|r [cos r (arga + 2km) + i sen r (arga + 2kﬂ)], x €/,
entso of = e’ loglaf (i T (arga + 2km) , kel
T _ erlﬁoglal+ i (arg a + 2km)] _ T Loga

Como aB é definido a partir de TLoga ©pode assumir
muitos valores, de fato, se B for um inmtelro aB admite um
dnico valor, se B fdr um racional representado pela fracao irre-
dutivel 1©v/q, qB admite g valores e se B fO0r um outro comple
X0 qualquer ag admi te infinitos valores.

Algumas regras de cdleulo, validas para poténcias de nu-
meros reais continuam validas, quando entendidas convenientemente,
déda a existéneis de muitos valores, como por exemplo: se o, B,

ye®, o« e [ ndo nulos:
(OLB)Y = GYBY ’
y

isto &, qualquer valor de (ap)Y & o produto de um valor de o

por um valor de BY e vice-versa.
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Fagamos a demonstracsos

(ap)Y = eYho8ap _ vLoga + yLogp _ yLoga yLogh _ a¥pY

Outras j& nao se estendem ao camp o co%plexo, como por

B1+B, By B 5t
exemplo: q + 2 # a 1o 2 (basta considerar z° ¢ = z e
£ 1 , L
22 22 = % z). , (aB)Y £ aPY (vasta tomr (aP)™ gque assume np

valores e =z~ que assume n valores) e ILog af # B Log® (como

. . '
Ja se viu no caso em que { = 2).

LR
i i Log i - e 2 e2kﬂ

Exemplos: i~ = e , kel ;

e—2knb

se a =a + ib: 1% = (cos 2kam + i gen 2kaw);

se b=0, a=a: 1% = cos 2kam + 1 sen 2kar 3

se a =0, a = ib: 110 o 2k

o

Tendo definido «F; para cada o e 8 fixos podemos
considerar as expressdes a2 e zB que podem ser multivalentes
.o ~, M .
(aZ Sempre 0 e e zB o é para ( nao inteiro) e vamos procurar
. ~ B Y £ 23 ‘ -~
agsociar fungoes (unlvalentes) ou ramos” a estas expressoes.
z

Vejamos o que aconiece com « , definida, como em

(I1.13), por:
2% = o Loga - ez[logla]+ i (arga + 2kﬂﬂ , keZ, (IZ.14)

Sendo q £ 0, a? estd definido em todo o planc comple-
X0, podendo assumir diversos valores Para um mesmo z. Fixado, no
entanto, um valor de Loga, oque corresponde a fixar um valor de
k em (II.14), tem~ge, automaticamente , distinguido um dnico valor
de o” para cada =z em todo o planoc. Esta fuﬂéao univalente,

. f . .
assim construlda, diz-se um ramo a2, Qualquer ramo satisfaz a se
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guinte propriedade: fixemos um ponto Zg € @ e consideremos uma

circunferéncia passando por Z o Fazendo =z percorrer esta cir-

cunferéncia a partir de =z e retornando a = 0 valor que o

0 o!
Z . - » O - :
ramo de ¢ atribui a8 cade =z varla continuamente. inda uma

volta, isto é, aproximando-se =z de 2z novamente, ©s valores

0
do ramo de a° “aproximam-se” também do valor de partida de
o .
0
a (do mesmo ramo).
1
B

Repitamos esta operac¢ao com z

4B = oB Dogz _ eB[IOg[z|+ i (arg z + 2km)] . xeZ (I1.15)

gue esta definida no plano complexo, menos a origem.

. i f 1
Apenas para fixar idéias, facamos B = 5 e tomemos,
como z,, um ponto Xy > 0 no eixo real, Congideremos a cir-

cunferénecia C com

centro na origem e raio

X + Tentemos cgnstruir

0
2

um ramo de 7= =

1
5(argz + 2km)
Vigle? o0 ,k=0,1

de modo a obtermos conti

nuidade sdbre a circunfe

réncia C, como no caso
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acima descrito. No ponto inieial Zy = X & féeil distinguir um
dos valores de x01/2 . Consideremos, por exemplo, a raiz positiw
va Vx (que corresponde a tomar argx_ =0 e k = 0)  cujo

0 o

’ ' N . L
argumento e O, Fagamos =z percorrer C no sentido anti-horario

e, enquamto, 2z estd no 12 gquadrante, tomemos para a definigZo

1/2

d8ste ramo o valor de z7 mais proéximo de \Ga;,.seré portanto
um ponto da circunferéncia C, de raio VE;, localizado no 12
octante, Passando adiante, enguanto z, Dpercorre o 22 gquadrante
de C, tomemos como VE; o valor de a%/z que esteja maisg pré-
ximo do valor escolhido para VE;, isto €, aquéle gue esta no 29
octante de C,- Prosseguindo, passamos ao 32 guadrante de C, com
z3 © escolhendo para VEE o valor de z§/2 lque egteja no 39

octante de Cl e agsim, se =z ests no 42 quadrante de C, o

4
valor distinguido Vz, é um-ponto do 42 octante de C,. Assim

sendo, Quando z4 completando a volta, aproximar-se de X, bor
pontos do 48 quadrante,'os valores escolhidos, dentro do critério

da continuidade, estarfio proximos de - Vx_ e n3o do valor de par

0
tida V=x_! Realmente, para atingir o valor de partida seria neces-

)
s8rio gue © ponto X Dpercorresse meis uma vez a circunferéncia C.
Nao € dificil ver que éste fato se repete para outro valor qualquer
de B, sendc que se @ f0r racional representado pela fracgao irre-
dutivel p/q serdo necessarias q voltas gbbre C pars que o va-
lor de Zp/q atinja o valor de partida e, se [ nao fdr racio-

nél, qualguer que seja o numero de voltas nunca se retorna ao valor
inicial., Este fato se repete para outro Z, £ 0 gualquer desde que

a circunferéncia € envolva a origem. Ist0 nos mostra a impossibi-

lidade de construir ramos para zB em carater global como se fégz
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. » rd »
para a?, Localmente, no entanto, isto e possivel, ou sejat: para

cada ponto Z # 0 existe uma bola Ba(zo) na qual se possa dis-

tinguir um ramo de ZB, Em outros térmos, tomado a suficientemen

te pegueno (basta 0 < a < Izof), e coneiderados dentre os

fechados que passam por 2z aquéles inteiramente contidos

0
. . - ~ . . . : » . ¢
Ba(zo), sempre que fOr fizxado um valor de =z, , e possivel

dé-1lo a todo o arco continuamente e de modo que, ao fim de

ta, se retorne ao valor de partida.

Vamos definir, agora, as expressOes inversas das
introduzidas no parégrafo IIL.5 e algums em II.7: . arc sen

arc cos z, ar senh Z, ssa
w

arcos
em
esten-

uma vol

fungdes

Ziy

Se f{w) ¢é uma das fungdes e" , senjw,;cbs w, bg w,

cotg w, senh w, cosh w, .... ¢ definimos a invers&' g(z)ﬂ(que em

geral serd multivalente) por.

w=glz) = z=tw ,
ent30, quando f(w) = eV, jd definimos g(z) como Log z.
Vamos nos utilizar do logaritmo para_eip@i@ir‘as

~, . - ¥
expressoes inversas. Assim e que, se pomos

W = arc sen z ® 2 = gsen w ,

tem-se =z ='%I (e*™ « ™) &, portanto,

2iz = e ~ 7"
ou: ez:LW - 2:1_Ze:LW -1=0,
donde: et = iz + V1 - 2°

. . 2
logo: iw = Log (iz + V1 - z°)

e finalmente:

demais
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1—z2 como a eXpressao bi~valente (1-22)]‘/2

arc sen z = % Log [ié +-'l;;2]

considerando-~se

Z

0 quando

€ eomo

72 £ 1

definida no campo complexo para

+ 1.

1-2°, da qual se deve calcular o lo-

~

A expregsao iz +

!

garitmo, nunca se anula, pois

1—22

-1z

=

iz + V1-2% = 0

existem

Zy

um absurdo., Isto significa quey para qﬁalquer

,

0 que e

cujo seno seja z.

w

gempre valores

na

A

logamente, se
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8 expressso %;g- néo‘esté definida para =z = -1 e se anula para
z = 1, por isso temoss que eliminar_éstes‘pontos do campo de defi-
nigao de arc tg z. De fatd; néo existe numero complexo cuja tan;
gente seja i ou ~i. |

Passando &s fungaes'hiperbélicas, se

arcsenh z . # z = genh w ,

W:
como 7z = gsenh w;; %'(ew -,
27 = eV - W  ,ou | e2w - 2ze" - 1 = 0, donde
eV = g +F¢22#1 , logo:
arcsenh z Log (z +-Vz +l) , (11.19)
aqui tambem z€41 = 0 quandp 'z =21 e a expressao

z + Vz2+l & sempre diferente de O.
Analogamente, témyse:
w = arccosh z ©® z= cosh w
0 gue nos da
alccosh.z;élLog (z-+\4;:E) (IT.20)

definido pars todo zj e, se .

w=arctgh z « z=1tghw,

l+Z)

arctgh z = % Log ( z A1, (IT.21)

-

o gque se da agul para Z'=Ai 1 & o mesmo gque com (IT.18) para
z = X i,
Encerrando o paragrafo, queremos ehamar a atengao do

X

leitor para o seguinte fato* as fungoes reais, de varlavel real,
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ditas elementares: poténeias, polindmics, fungoes racionais (quo-

ciente de polindmios), funcao exponencial (eX, &%), fungbes tri-
gonométricas (sen X, COS X,...), Tungoes hiperbdlicas

(senh %, cosh X, +..), suas inversas (log X, arc sen X, .:.) &

t0das outras, obtidas por meio destas, compondo-as entre si ou ain

da com adigBo, subitracao, multiplicacao e quociente; tSdas esias

fungoes e ramos de expressoes multivalentes guando prolongadas ao

campo complexo admitem uma caracterizacao comum: podem ser expres—
sas a partir‘da func¢ao exponencial e? e de sua imversa Log =z
por meio das quatro operacles e da composicao de fungodes.

= preciso ressalvar que gquando se faz um quociente por
alguma expressso ou quando se toma o seu logaritmo, ficam exclui-
dos os pontos em que esta expressao se anula,

A classe das fungbes elementares tem a seguinfe vantagem:
dada uma propriedade que se conserva pela composigao de fungoes e
pelas quat:o operacdes de numero complexos, se ela for valida para
a funcéo e? e og ramos de Log z valerd, automdticamente, para
£6da fungdo elementar. Veremos isto quando falarmos em derivagao de
fungdes de varidvel complexa, por exemplo.

Observemos poreém que a primitiva de ums fungao elementar
nao é, necessériamente, uma funcao elementar. Basta lembrar gue
exilstem as chamadas “funcbes nio integraveis elementarmente”, que
s80 justamente as funcdes elememtares cujas primitiva nio & uma fun-
cao elementar, por exemplo, as primitivas das fungoes

—X2 sen X

e R < y, etc...
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Exercicios

Caleular arc sen O, arc cos 0, arc tg O, ar sen 1, ar cos 1,

arcsenh O, arccosh O, arcsenh i,

"
L]

Estudar a variacgdo de |sen z] e |cos z

a) ao longo de retas paralelas ao eixo real;

b) ao longo de retas paralelas ao eixo imaginario.

P e . .
Mostrar que o logaritmo de um numero complexo =z & um imagi-

4 T . ’ ’ :
nario pura se, e sbmente se, z tiver modulo 1.

Mostrar que se =z 7percorre uma circunferéneia com centro na
origem, todos os valores de Log = pertencem a uma reta para-

lela a0 eixo imaginario.

Mostrar que dois pontos distintos pertencentes a uma reta para-
. . r~ N »
lela ao eixo real nao podem ser logaritmos de um mesmo numero

complexo =z.

Caleular 1lim le?| .
Rep-=0

Estudar s variacio de |Log z| guando

a) 2z ©percorre uma semi-reta que passe pela origem;

b) =z percorre uma circunferéncia com centro na origem.
Calcular:
a) Log (172);
b) Log (1-i);
c) TLog (-ei);
d) Log (11/3)
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10,

11,

12.

13.

14 L
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Determinar t08das as rafzes de cada uma das equagoes:
m .

a Log z = = 1

) g 5
b) e” = =3
Calcular:

1 i\ i

a) [3e (-1-1V3)

b)  (1-1)%%

o) (1+i)~%

Mostrar que, se =z # O,

a) ZO = 13

b) |25|= exp (k Toglz]) = |z| ¥

Determinar ¢s valores de:

a) arc tg 2i
b) are tg (1+i)
¢) arc cosh (=1)
d) ar tgh (O)
arc cotg (~1)

)

f) ar serh (- 23)
) 21~
i=1

arc cos

Resolver a equagao sen z = 2,

- . . « . L
a) identificando as partes real e imaginaria em ambos os

membros da equagso;
- ~ ) # . .
b) usando a forma da funcao trigonometrica inversa.

) . e
Fazer o mesmo gque no exerclcio antericr para a equagaoc

cos 2 :\/—a
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Capitulo ITI

"DIFERENCIABILIDADE COMPLEXA

IIT.1 - Derivada de uma func@o de varidvel complexa:

Seja U< & um conjunto aberto de nimer os complexos e
f:U=¢ ‘uma funcio definida em U e com valores complexos. Se

Z, € U ¢ um ponto de U, diz-se que a fungao £ & derivavel no

ponto z, se existir o limites

f(z) = f(zo)

¢ = lim (IT1.1)
2 = 2
Z—=2 0 :
0
no caso de existir, ¢ diz-se o valor da derivéada de f em Z,
e é indicado com f”(zo) ou %%(zo)y Esta definicdo, formalmen—

& .
te, € a mesma do caso real, o que nos faz esperar que valham as
- mesmas regras formais de derivagao gque para O caso real -~ vere-
mos isto adiante.

Un funcdo f diz-se derivavel num conjunto se for deri

.vavel em todo ponto do conjunto e a funcao que a cada ponto z
déste conjumto faz -corresponder o valor f'(z) diz-se derivada
de £, |

Verifica=se que a condigao de existéncia do limite em
(IIT.1) e de que seu valor seja ¢ ¢ equivalente & seguinte con-
di¢ao: existe uma furcao 8(z=zo) definida para z numa %izinhag

ga de 2z, e tal que lim e(z=z,) =0 e

Z—J‘-Zo

f(z) - £(z,) = C(Zmzo) + E(szo)|Z_zo| : _(III.2L
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A condigdo (III.2) é, portanto, uma condigdo equivalen-
te para que f seja derivavel no ponto Z,y cCOW derivada ¢ e
Taz-nos lembrar a condigao de diferenciabilidade de funcOes de
variavel real. Mais tarde situaremos melhor egta analogia.

Embora formalmente a definicao de derivabilidade de uma
funcgao de varidvel complexs seja a mesma que no caso de uma funcdo
real de variavel real, veremos, mais tarde, que para funcdes de va
rigvel complexa egta definigao tem consequéncias bem mais fdrtes.
De fato, uma fungdo de varidvel real pode ser derivavel até ums

3/2

certa ordem e deixar de s&-lo dal por diante (x na origem) ;
pode uma fungao continua e derivdvel em todos os pontos ter deri-
vada nao continua (x gen % na origem) ou, ainda, pode uma funcio
admitir derivada de qualquer ordem, ndo sendo, porem, sua série

de Taylor convergente para ela ( e“l/x2 ne origem, como vimes

em II.5). Nada disto ocorre com as fungdes de variavel complexas
derivaveis num conjunto aberto, pois, entao, como veremos édiante,
sua derivada € ainda uma funcdo derivavel, a funcdo admite, por-
tanto, derivada de qualquer ordem e sua série Qe Taylor converge
mesmo para élao

Observa-se que de (IIIQ2) sai imediatamente que se uma

~ [4 . ’ . »
fungao e derivavel em z, © também continua nesse ponto.

IIT.2 -~ Regras formais para o caleculo de derivadas:

I3 . R ~ I ~
Analogas ao caso real e gde verificacao tambem anéloga 520

as seguintes regras para o calculo de derivadas.

F]

dl, Se f ¢ derivavel em Z, € € €g é um constante, entdo



57—

a funcaoc cf & derivévelﬂemi‘zo e’

() (zg) = o £1(z,) ;

d2., Se f e g s30 funcoes derivaveis em z s entao sua soma

7 r~ ) N
f+g e uma fungio derivavel em o, €%

(£+8)'(2g) = £'(20) + g'(3) 3

a3, Se f, g sao fungdes derivaveis em z_, entio seu produto

0 9
’ . ' ’
fg ¢ derivavel em Zy- €

(£8)'(2,) = £'(z )a(z,) + £(z,)g' (z,) ;

. . - ‘ - o~ ,~ 5 L4 - ~
daqui ge conclui gque se fl,o..,f gao fungoes derivaveis entao

n

o produto fy...f ¢ uma fungao derivavel em z, ©

oo . n ' .
(£100.2,)(2) =‘£i%fl(zo)aa.fi_l(zo)f{(zo(fi+l(zo)...fn(zo),

portanto, se f & derivavel em Zgs 1 ¢ derivével em =z, e
“Haz,) £1(z,)

(fn)“(zo)’=nfn o o

Das regras dl, 42, 43 segue-se: Como %% =1 e, se ¢
de

L ~ ~ ' . S . ’
e uma funcgao constante, iz = 0, temos entao que um polindmio e

derivavel em qualquer pontd do plano e

Iy n .
(B, + a2 +oos+ a2 )= ay + 28,2 +o.o+ DA Z ;

o)

d4. Se f,g sao0 fungdes derivaveis em z, e se g(z,) # 0
entao g é derivavel em Z, e
£ Gy 1 | : -
(é)?(zo) ﬂ-;?*;r—-&“(zo)g(zo) + f(zo)g‘(zoﬂ ;
0 .

As regras acima podem ser enunciadas para funcoes deri-
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’ : . - .
vavels em um conjunto e suas derivadas neste conjunto, bastando

para isto, fager Z, variar no conjunto.,

d5. Se as fungdes £ e g 580 derivéveis e podem ser compos-
tas, isto é,‘se Uy, Up =€ sa 0 abertos do plano complexo e
f

g . _f
1 U, ¢,

U

" entao a composta f(g(z)) € derivavel e:
[flalz))] = £'(e(2)) g'(2) 3

. 4 A . ’ ~
pontualmente, dirlamos que se g fOr derivavel em zZ, © f for

derivavel no ponto g(zo), entao a composta serd derivavel em Zys

d6. Teorema da derivacio da funcio inversa (cuja demonstracao é

andloga & do caso real): sejam U, Vc & conjuntos abertos
de nﬁmeros complexos e f:U—=V uma funcsao biunivoca definida em
‘U assumindo os valores de V, e seja g:V—=U ¢ a fungdo inversa
de £.

Se f & derivavel em z, €U e f£'(z,) # 0, entdo, g

& derivavel em w, = £(z,) e
f'(w.) = % s

0 337?;3—

. a - M [d
Ver também o exercicio do fim do proximo paragrafo,

Exemplo: Vamos demonstrar que dada uma série de poténecias

n g A
a,2 de raio de convergéncia p > 0, se representar
n=o

-mos por f(z) a sua soma, definida para |z|< p, entdo f ¢ uma
- [=e]

' ~ . . . . -
. fungao derivavel neste aberto. Mais ainda: a série Z&n 8y, 2 1
. =

~ tém o mesmo raio de convergéneia (ver II.4, exerc,2) e converge
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portanto para uma funcdo g(z) e vamos demonstrar que em todo
ponto z, com IZOI< o temos f'(zo) = g(zo).
De fato: consideremos a identidade
s (z) = s
- 1 °n 1
- g(z,) —[ . -

(z4)
0 2 T 4o
tRn(z) - Rn(zo)
Z—70

f(z)—f(zo)

Z=-2

- aytag)] + [aatag) - etz +

+

n=1

| m
onde tomamos =z # Z, € [z] o [zo[< Py < Pe (sn(z) = gi; am?

e R (z) = E: amzm)o Basts demonstrar que cada um dos trés soman
mxn '
dos se torna arbitrariamente pequenc para [z-zot suficientemente

pequeno., Para o 12 somando isto & evidente pois 8, & um polind-
mio cuja derivada & s para O segaundo somando temos sn(z)—sg(z)
se |zl < p. O 32 somando pode ser egcrito como

m=1 mM=2 -2 m-L
am(z + 3z zy *teost Z Zg + 2 }

=N

e temos portanto

\ Fale) = Rn(zo)l < E: m}aﬁ|p§ml

=2, mn

que é convergente para po < Po

Exercicio

Demonstrar que &, =-%T'f(n)(0)o

TII.3 - Condigdes de Cauchy-Riemann:

A osta altura, poderiamos dar exemplos de funcdes derivi-

veis, mostrando diretamente a partir de sua definigao que & fungao
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,

exponencial eZ £ derivavel e, entéo, em abertos onde e? foese
biunivoca, terfamos a funcio Log z derivdvel e, portanto, com
88 regras vistas, t6das as fungdes elementares seriam derivaveis.
Nao faremos isto, no momento, pois vaﬁos antes desenvolver um pe—
queno algoritmo, que nos bermite mais facilmente verificar quando
uma fungao de varidvel complexs & derivavel, por meio de relacdes
entre suas componentes real e imaginéria.

Com efeito, se f(z) & uma fungio da varidgvel complexa,
2 =X + 1y, podemos decompd-ls em sua parte real e imaginaria,

escrevendo:

£(z) = £(x + iy) = £(x,y)

u(XaY) + 1 V(X,y) .

Lembremos que, se Zo = %y + 1y, 4 temos:
i lim £(z) = a+bi & @ lim u(x,y) =a e 1im v(x,y) = b
z2=2, (=, 5)+(x,,5,) (%,3)>(x,5,)

Supondo, agora, que f seja derivdvel no pomto z =

=X, 4 iyo, vejamos o que isto acarreta para as fungdes u e v,

Sendo Z = X + iU um ndmero complexo, tem-se:

f(zo+Z)wf(zo) _ul=x +X, Yo ri) - w(x,,y,) +
V/ h X + iY

V(XO+X1 yO+Y) - V(Xosyo)
X + 4iY

(ITI.3)

+ i

Ora, quando 20, o 19 membro de (III.3) tem limite e
éste limite & £'(z,), além disso, Z—=0 equivale a dizer que
X>~0 e Y—0. Isto significa que a parte real e sz barte imagi~-
naria do 29 membro em (III.3) +8m limites bara X-=0 e Y-—=0,

Pode-se, portanto, calcular o limite déste 20 membro, fazendo o
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ponto (X,Y) tender & origem por caminhos particulares. Usemos
dois déstes caminhos, tomando inicialmente o ponto (X,Y) ten-
dendo & origem sdbre o eixo dos x (X=0, Y = 0) ¢ depois fa-
zendo (X,Y) +tender & origem $8bre o eixo dos y (X = 0, Y—0),
obtendo, assim, respectivamente, os éeguintes resultados: as fun-
¢oes W, v admitem derivadas Parcilais em relagio a x e ¥ no

ponto (xo,yo) e

£1(z2)= &F (x457,) + 18T (x557,)

ITI,3')
_ . 81 dv (
'(zy)= ~1 5y (For¥o) + 37 (%507)
donde concluimos que as fungaes‘ U e v g30 derivaveis no pon-

o (xo,yo) € que, neste ponto, swas derivadas satisfagem as

condicdes

(III.4)

que 850 as chamadasg condigGes ou equacdes de Cauchy-Riemann.

As condigdes (III.4) de Cauchy-Riemann v4lidas no ponto
(xo,yo) s80 condigdes necessarias para que a fungao f = u + iy
seja derivavel em relagao a 2 1no ponto Zge Pergunta-se: seriam
estas também suficientes? Ngo, como se pode ver no exemplo dszdo
pela funcao |

(z) = £f(z + iy) = xy + i\%;

~ 3
com z, = 0, De fato, na origem, as fungtes u =3xy e v = vV Xy
sao derivaveis em relagao a x e y e t8m t8das ag derivadas
nulas, satisfazendo, portanto, (III.4), O leitor .pode, no entan~

‘to, verificar que 0 29 membro de (IIT.3) ndo tem limite para -
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X—=0 e Y—=0, bastando comparar O resultado gue se obtém fazendo
(X,Y)—(0,0) sbbre um dos eixos ou uma das diagonais (X = ¥=0,
por exemplo).

fste fato se dé porque, para mais de uma variével, a con
' dicdo de derivabilidade ¢ muito fraca. B preciso langar mao de al-
go um pouco mais forte que ¢ a diferenciabilidade, Usaremos o pa-
régrafo segu;nte para recordar éste concelto, comparandoéo coﬁ o]

de derivabilidade e enunciando resultados que utilizaremos adiante.

Exercicio
Seja f:U—C derivavel. Demonstrar que paré todo ponto 2z, € U
tal que f‘(zo) 4 0, éxiste uma vizinhanga aberta U, de 2z,
tal que a restrigdo de £ a U, leva U, biunivocamente e bicon-
tinuamente sdbre um aberto Vo c §, A funcao inversa W E'Vo—a-z =
= W) e U, $ derivivel. [Sugestdo: Demonstrar que em todo pon-

to =z € U o jacobiano da transformacao (x,y)—f(z) =

- (wlx,y), v(x,3)) é ezl

I1I.4 - Fungoes diferenciaveis:

Neste pardgrafo consideraremos fungdes de duas variaveis
reais. Sejam portante U um aberto do plano, (xo,yo)e U um pon-
to déste aberto e f:U—=C uma fungao definida em U com valores

reais ou complexos., Diz-se que T ¢ dgiferencidvel no ponto (Xo,y&

se existem constantes a e b, e, uma funcso &(X,Y) tals que:

£(x, + Xy, + ¥) = £(x,7,) = aX + b + e(x,7) VX2 + Y2 (IL.5)

0

e 1im  &(X,¥) = 0,
(%,Y)—(0,0)
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i~ L4 N . . [ . LA
E, entdo, facil verificar que se f e diferenciavel em

. 4 . .
(xo,yo), f gerd continva, derivéavel e mais:

af of '
gg“(xo,yo) = a e 35'(X09Y0) =b .

E interessante notar que © concelto de funcao diferen-
cidvel coincide com o de fungio derivavel quando lidamos com fun-
¢Oes de uma Unica varidvel real, més para duas ou mais varidveis
o oconceito de fungao diferencigavel é realmente mais forte do que -

o de funcao derivavel, como se pode ver pela fungao

f(x,¥) = —5x se (x,y) # (0,0), £(0,0) =0
X +y .

’ . . ~ . A L4 N
que € derivdvel na origem, mas n&o diferenciavel. Alilas, a eXis-
téncia de derivadas parciais nem garante a continuidade da fungao

como se vé& pela fungao

£(x,y) =-—§§1§—se (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0, na origem.
X +y

Lembramos, agora, um teorema que compara estas duas no-

¢cOes. Daremos somente seu enunciado:

Teorema - Se a funcao f:U=€ +tiver derivadas parciais %%— e

%§ continuas numa vizinhanca do ponto (xo,yo) € U,

entdo f & diferenciavel no ponto (Xo’yo)°

A seguir, demonstraremos o0 teorema que estabelece a
relacao entre os conceitos de derivabilidade complexa e diferen-

ciabilidade real.,

Teorems IIL,1 — A fungio f:U—&, considerada como funcao da va-

L . ’ .’
riavel complexa =z = x + 1y, & derivavel, em re-
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que sB0 fungbes ocontinuas em todo o plano e patlsfazen ag oomdi=-
gBes de Cauechy-Riemann, A fur¢Bo exponencial 4, pertante, asnalis
ti0a em tode o plane, Para 0 esleule de sua derivada, langamos

we o de uma des férgul&g em (III.3') e obtenmest
(e®)! = %§=+ i=%%=a e* (cos ¥ + 1 sen y) = e® ,

Maie terde, veremos que © cdloulo da deriveda pode eer
enquedrado num teorema reils geral; se uma fungao derivevel de vam
ridvel real f(x) pode ser estendida ao campo complexo de modo
que f(z) seja derivavel, ent8o fF'(z) serd o prolongamento de
£'(x). |

Usando as regras dl-5, concluimos que séo angliticas,
em todo o seu campo de definicao, as fungoes construidas a par-
tir da expomencial, pela composig¢ao de fungoes e pelas. quatro
operagdes de mimeros complexos. Estio neste caso, por exemplo,
as fungdes sen z, cos z, senh z, cosh z, tg Z, +...

Facamos, a titulo de exemplo, o cdlculo da derivada
de sen z como |

sen z = 5=

1 iz -ig
21(6 - e )

L

(sen z)! :'%E'(i e ® + i e "% =cos z ,

. r~ . .’
0 que era esperado depois da observagao acima e ja que
(sen x)' = cos x ,

. . = 3 3 4
0 leitor podera, como exerciclp, verificar as formulas
seguintes, fazendo o Qélculp diretamente pelas componentes reais
de cada ume das funcdes e usando (III,3!) oy pelas definigOes

das fungbes, aplieande as regras 41=5:
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Q_ cog Z = = gen H

az - s s

a d | 1

= tg z = : =— cotg 2z = - 3
dz 00822 dz -, sengz

a_ senh % = ¢cosh z 3 g;-cosh 7z = gsenh = H
dz ? dz - ?
d 1 . d - 1

— tgh 2 = ———F— 3 = ¢cotgh 2 = = ———— «»
dz c08h2z dz;¥ 2

-~ senh”z

Facamog agora algumas considefagBes s8bre o0s ramos (fug
cbes) associados a Log z e a oubtras expressoOes multivalentes
afim de ver o gque significa dizer que uma.expressao‘mﬁltivalente
¢ analitica. Dizemos que uma eXPressan ﬁﬁlﬁivalente ¢ analitica
“num ponto gquando cada um de seus ramos - considerados numa vizi-
nhanca d&ste ponto — é uma fungéo_anal{tica neste ponto”.

Por exemplo, como z = log w & W = e e como a fungdo
e? & periédica com periodo 2ni, se congiderarmos como aberto U

a faixa dos pontos 2z tais gque:
a2 < Im =z < a + 27, com a € ® qualquer,

neste aberto U a funcio exponencial é 1-1.
Por outro lado, se consideramos o aberto V do plano
complexo definido poxr: {plano complexo menos a semi-reta de argu-

mento a e a origem)
_ ‘ ,
w0 e a<Argw<a + 27, isto e,

Arg w admite um valor neste intervalo (por ora, quando escCrevemnos
Arg w estemos considerando somente um valor: &ste pertencente ao
. 4 .

intervalo Ja,a+2m[), teremos que todo weV e a exponencial de

algum zeU pois todo w de V possui um logaritmo em U, pre-
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cisamente aquéle dado por:

z = loglwl+ i Arg w (o valor ja destacado), e

vice~versa, se z€U, entio &2 g V,

Tem-se entfo que o aberto V & a imagem do aberto U

pela fungdo exponencial:

k

______ @f?fl_______h____“__n
H T

24 2
z! . '
1 U

eZ
Zl . 220 Z3¢ ————
——— e — -a- ————————————— ‘T“-—-—
N og W

Z

|
v
W .
3.
W ’ z” 1 *
.7 w
%/ 3
//’ w!e
LI
Rkl 2
- I 5
- Wl
X
0

Como e ¢é biunivoca, derivdvel em U com derivada #0

. Id . L4
sua Inversa Log w serd derivavel em V

e sua derivada, calcula-

. ~ ~ . ’
da pelo teorema de derivagao de funcao ilnversa, sera:

1
(TBog w)' =—=— |

(e%)r

em que 2z e w estao ligados por gz

il

1 1
W)t == =
(Log w) o eLog w

cane no caso real,
Observa-se aqui que a derivada
dentemente do ramo que se considere,

. ~
Isto ja ndo se da com z% , em

Log w, entio:

1

w

de

que

y

Log w

a E g

’
e

% » indepen

é constante,
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%E-cos Z = = 8en g ;

a 1 1

iz tg z = 5 3 %E cotg z = = 5 H
cos g ‘ sen-z

%E senh z = cosh z ; %E-cosh 7 = genh % ;

d 1 d 1

=— tgh g2 = ————— —— ¢otgh 2 = = ———M— ,

dz cosh2z dz . senh®z

Fagamos agora algumas considefagﬁes sfbre os ramos (fun
gOes) associados a Log z e a outras expressdes multivalentes
afim de ver o que significa dizer que uma expressdo multivalente
¢ analftica. Dizemos gue uma expressao multivalente & analitica
“num ponto guando cada um de seus ramos - considerados numa vizi-
rhanga déste ponto — € uma fuhgéo'anal{tica neste ponto”,

Por exemplo, como z = log w e w = e~ e como a funcio

Z 4 . . f . .
e e perioddica com periodo 2ml, se considerarmcs como aberto U

a faixa dos pontos 2z tais que:
a<Imz<a+2m, com a € % gualquer,

neste aberto U a funcdo exponencial e 1-1,
Por outro lado, se consideramos o aberto V do plano
complexo definido por: {plano complexo menos a semi-rets de argu-

mentc a e a origem)
. . )
w#tO0O e a<Airgw<a+ 2y, isto é,

Arg w adwmite um valor neste intervalo (por ora, quando escrevemos
Arg w estemos considerando stmente um valor: 8ste pertencente ao
. ’ )

intervalo Ja,a+2m[), teremos que todo weV €& a exponencial de

algum ze€U poils todo w de V possui-um logaritmo em U, pre-
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cisamente aquéle dado por:

z = log|wl+ i Arg w

. ~ P
vice-versa, se 2€U, entao e“ e V,

(o valor ja destacado), e

Tem~se entio que o aberto V € a imagem do aberto U
pela funcao exponencial:
i i
______ N A v
t ]
Z2o 2’30 W3'
zd . o7
1 P
u Wol 77 gl
Z PR 3
7 . - Z4 e —-—-—-—-E—-—-—---—-——b - w'e
1 2 3 | R R 2
e A —————— ’/,/ wl.
a Log w - a
> S
0
Como e? & biunfvoca, derivdvel em U com derivada #O

gua inversa Log w

da pelo teorema de derivacao de funcgao

1
(Bog w) ' =—2—

CON

em que =z e w estdo ligados por =z =
1 1
(Log w)' = 2 = -
o2 eLog w

camo no caso real,
Observa-se agui que a derivada

dentemente do ramo que se considere.

a

. ~
Isto ja n8o se da com z~ , em

. r
inversa, sera:

- 4 . .
serd derivavel em V e sua derivada, calcula-

Log w, entao:

de

que

Log w

a EE

’
e

, Indepen

=i

é constante.
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De fato, formalmente, conserva-se a analogia com 0s reais:
a a-1
(Z )? = a i ’

mas esta igualdade devendo ser entendida como igualdade entre ex-

pressbes multivalentes, isto €, dado um ramo de z* sua derivada
’ Cf,-l . a—l A
e um ramo de a3z e, vice-versa, dado um ramo de a 2 ele

# : . :
e a derivada de algum ramo de z%,

. . - . ., e 2
O leitor pode recorrer as definigoes de 7% s A
. . 4 - 3
arc sen gz, arc tg z, para verificar a formula acima e as seguin-

tes:

&N

= o2 Log a 3

e

. 1
(arc sen z) = Vieg? }

(arc‘tg z) :if%=§,'
1+z°

S 4 o .
t08das elas analogag ao casoc real, mas devendo ser convenientemente

ﬂ@@@ag
S N

interpretadas como relacbes que envolvem expressoes multivalentes.

Exercicios

1) Mostrar que T'(z) nao existe em nenhum ponto do plano se:

ca) fl(z) =& b)) f(w) 7 - %
2

c) f(lz) = 2x + xy“i a) f(z) e* (cos y - i sen y)

1l

2} Mostrar que T'(z) e sua derivada f*(z) existem em tode o

plano e calcular f'(z) e f£™z) quando:

il
h

a) f(z) =iz + 2 b) f(z) = e (cos y -~ i éen y)

¢) £(z) = 23 a) f£(z)

cos X cosh y -

- 1 genh x senh y.
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3) Verificarvquando existe e calcular f'(z) quando existir se:

a) f(z) = 2% + ixy2 e) f(z) = x° + iy2

b) f(z) = xy + iy f) f(z) =2z Im (z)

e} f(z) =z % g) f(z) = e¥(cos x + i sen x)
d) f(z) = % .

. . 7 ~ ~ ‘ | ST .
4) Provar que as seguinte s fungoes sao analiticas em todo ¢ plano:

a) f(z)
b) f(z)

3x + y + 1i(3y - x)3

1l

sen x cosh y + 1 cos x cosh y 3
‘e) f(z) =e ¥ (cos x + i sen x);

d) f(z) = (z°-2) &% (cos y - i sen y)

5) Mostrar que se as fungdes f£(z) = u + iv e glz) = £(z) sdo
simultdneamente analiticas num aberto U serao congstesntes em

U.

ITI.6 ~ Fungoes harmdnicas.

Seja D wuma regiao do plano, isto é, um aberto conexo,
Uma fungdo real ou complexa u:D—~% ou & , definida e derivdvel

" 'l B - o - .
(ate 2a, ordem, pelo menos) em D, diz-se uma fungao harmdnica se,

’ . . EN ~
e s0 se, satisfizer & equacgao:

22, , 2% _

P
ax2 oy

’

ou Au = 0 ge definimos o laplaciano de wu, Au, como:
2 T2
3x dy

Au =
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Proposicgao - Se a funcio f:D—=g ¢ analitica em D, entio sua

parte real e parie imaginéria sao fungOes harmbnicas.

Demonstracio: Se f = u + iv é uma fungdo analitica, entdo, ela

r Y . - . ‘ . .
e uma fungao infini tamente derlvével, (ver IV.8) lo-
go também o serdo as fungdes reais u e V. Além disso, as fun-

.G%es u e Vv satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann (III.4):

IV ou 3V

du _ . v
8x oy - v 3X
derivando a la. delas em relacao 2 X e a segunde em relagao a

¥y € somando teremos:

3y + 2%y _ 2%y _ 2%y - 0
2 ay2 BX 3y 3y ox !

3w
jé gue as derivadas no 22 membro sao continuvas Sendo, portanto,
iguais.
Andlogamente, obtém-se, para v, AV = O se derivarmos
a la. das equagdes (III.4) em relaggo a y, a 2a. em relagdo a X
e subtrairmos a 2a., da la, 7
Na realidade, a relacio emtre fungdes amaliticas e fun-

o~ ~ . # N . S - s
¢oes harmbnicas e mais forte ainda, cono se vé no seguinte teorema.

Teorema - Seja D uma regifo simplesmente conexa (ver IV.4). Se

w:D—=% ¢ uma funcao harmdnica em D, entio existe uma

funcao harmbnica v:D—>% tal gque a fungao £:D—¢& definida como

. . Lo~ [ - o~ ’ Y
f =u+ iv ¢ unma funcao analitica. E mais: a fungaoc v: esta uni-

vocamente determinads a menos de uma constante aditiva.

~ . . I3 [4
Demonstracao: Em primeiro lugar, consideremos o caso emque D e

um circulo. Se existir a fungao v, ela deve ser






tal que
3y  ox 39X y !
igto é, se existir v e se

(xo,yo) é um ponto do eireulo

D entao, certamente, v sera

tal que:
. ¥ y
v(x,y) = v(x,7,) +£ 2Yx,t)at = vxyy) + ) Xx,v)at
0 Io
e pela segunda equagao:
X X
v(ix,y.) = v(x ) +:f (5 v Yds = v(x ) - J QUrs,y Yds
0 0

Assim, teriamos para Vv a expressaoc:

X y
v(x,y) = v(x_,¥,) »J g—;(s,yo)dx +J X x,t)at (II1.8)
. % v
0 0
Isto j& nos mostra que, se existir, a fungdo v esta de
finida univocamente a mMenos da constante aditiva v(xo,yo). Mostre~
mos agora que se W ¢ harmdnica, a fungio v definida em (III.8)

€ tal que uw e Vv satisfazem as equagles de Cauchy-Riemann:

de fato,
| v 5 ) -
%%(x,y):...._g—;(x’yo) +j “_: S(X;t)dt = - "a_l_;(Xﬁyo) _/ é-;"y_l_él(x’-t)d.t =
Yo 0% Jo
ou 3 du ou
- a—y(X,yo) - a—;‘(X,Y) + é_y(X’yO) = - -a—y(x’y)
e ainda:

DV, _ du,_
s7UET) = 3(x7)
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Estd demonstrado o teorema. para o caso do cireculo.

No cago de D quaiquer, congidera~se para definicao de
v ne_'-i‘b-‘mais o caminho
(x,57,) —=(x,5,) —>(x,y) que
pode.nao‘estar contido em D,
mas sﬁbétitui—se éste por ou-
tro caﬁiﬁho liso por partes
que v& de (xgs5,) 2 (x,¥)
e tomam-se integrais curvilineas (ver IV.1 e IV.2 para a defini-
¢ao de “camirho” e “integral curvilinea”), |
Um-exemplo nos mostrara que a'hipétese de que D seja
simplesmente conexo & seencial neste teoreﬁa: tomemos-comq u a
funcao real (univalente), definida e hafmaﬁica plano menos s ori-
gem:

. 1
u(x,y) = Re (Log(x + iy)) = 5 log (X2 + 3

%)
sabemos que a fungBo v tal que u + iv seja analitica,
v = Im (Log(x + iy)) mnBo & univalente.
Se as funcoes harmOnicas u e v satisfazem, nesta or

dem, as equagoes de Cauchy-Riemann (III.4); elas se dizem funcoOes

harmdnicas conjugadas.

f .
Exercicios

. . ~ . . L4 -~ .
1) Verificar que cada uma das funcoes abaixo é harmdnica e calcular

a funcao harmdnica cenjugada:

a) u=3x + 7y
b) u = zx° - y2 ;
¢) u=xy .
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2} Demonstrar o teorema precedente usando o teorema de Green

(ver IV.4).

3) Mostrar que, se u(x,y) e v(x,y) sdo funcoes harmdnicas con~
jugadas, entdo v(x,y) e -u(x,y) também si0 harmdnicas con-

jugadas.

4) Mostrar que, a fungdo wu(x,y) ¢é harmdnica em algum dominio e
achar ums harmdnica conjugada v, quando:

a) u = 2;(1 - y)' Resp: (v = %2 - y2 + 2y)

b) w = 2x - x7 + 3Xy

~cosh X cos ¥)

I

gsenh X seny Resp: (v

-1
d) u = y(x2 + yz) !

i

¢) u
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Capitulo IV

INTEGRAL COMPLEXA

IV.1l -~ Curvas no plano complexo.

Para fungdes complexas, vamos definir integrais curvilineas
_ff(z)dz. Fagamos, para isto, uma intrddugéo a fim de estabelecer
Y

algumas notagbes a respeito de curvas.

Definigao -~ Chamaremos de curva do plano complexo a uma funcao
continua y:[a,b]->€ definide num intervalo [2,b] aa
reta e com valores no plano complexo. Se ¢ € [2,b], o ponto

Y(t) € € gera indicado de uma das seguintes maneiras:
v(t) = 2(t) = (x(+),y(%)) = =(t) + 1 y(t) .

As fungdes reais =x(t) e v(t), componentes da curva

Y, sao fungdes continuas.

y(t)=2(t)

Y(b)=2(1)

- e —Y | Y(a)=Z(aﬁ
]
|

x(t)

Unma tal curva diz-se uma curva lisa se as funcoes =x(1t)

o~ . . . ~ ’
e y(t) s@o derivdveis em [2,b] e se suas derivadas sdo contilnuasg

o~ . ~ 4 .
€ nao se anulam simultidneamente no mesmo ponto. Isto e, exister e
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sao continuas as derivadas de x'(t) e y'(t) e, para cada 1,
a < t =< b, [x"(t)]2 + [j'(tﬂg # 0. Neste caso, a curva vy admite
tangente em cada ponto, de fato, em cada ponto (%) = z(t), o

vetor (x'(t), y'(t)) € tangente & curva y:

A

. (X!(t)’y|(t))

; | /~e(t) :j |

¥

Assim, y € uma curva lisa quando, e s6 quando, existe
e ¢ continua a derivada v'(t) -(= z'(4)) e esta nunca se anula:
z'(t) £ 0, Vt e [a,b].

. N - I
Ume. curva diz-se uma curva lisa por partes se for possi-

vel subdividir o interwvalo [a,b] em um numero finito de intervalos,

em cada um dos quails a fungao vy seja uma curva lisa.

z(b )

L

z(e,) z(e;y)

z(a) Z(Cl)

Nos pontos ci, existem as derivadas & esquerda e & di-

reita, z'(e. ) e Z'(ci+), no entanto Z'(Clﬂ) # z'(ci+).

1w
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Lembremos que, se Yy '€ uma curva lisa ou lisa por par-

tes - z'(t) é continua em todo o [a,b] ou contima em [a,b] com

excegdo de um nimero finito de pontos — o comprimento de Yy, que

se indica com |y|, € dado por
b b o2 .
Y| ='[‘[z'(tﬂdt = ‘/.]x’(t)2 + y'(t)2|2'dt (1v.1)
a a . _

Dadas duas curvas vq: [2,0]—¢& e -72:[’0,0]—--@ defini~
das em dois intervalos consecutivos e taig que v1(b) = yz(b), PO
demos definir uma curva y:[a,c]—& que vamos indicar com |
Yl + y2, pondo:

() [yl(t) , quando 1t €[a,d
t) = A
Y 72(1:) , quando t € [byd

(3 ~ : . ’
bbvlamente, Y ¢ uma fungao continua. Sempre que es-—
crevermos Yy + Yo fica subentendidoc que estao satisfeitas as
condigoes que possibilitam a construcao da curva soma. Esté, DPOor—

tanto, definide & soma Y- +...+ Y. de n curvas tais que
’ 1 n ’ 7

Yyt [bi_l,bﬂ-—-@ (i=l,...,n) e _yi(bi)_;,yi+1(bi) (i=1,.4..,0=1)

Dadas duas curvas Vi [a,b]—=€&, yq: 61,05l =& de modo
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s30 continuas as derivadas de x'(t) e y'(t) e, para cade 1,
a< ts b, [x?(tﬂz + Ij'(tﬂz,% 0. Neste caso, a curva Yy admite
tangente em cade ponto, de fatc, em cada ponto y(t) = z(t), o

vetor (x'(t), y'(t)}) & tangente & curva y:

C(x (), (1))

N | 7 z(t) :

o |
o

Assim, vy & uma curva lisa quando, e s0 quando, existe
e € continua a derivada v'(t) (= z'(%)) e esta nunca se anula:
z'(t) # 0, Vt e [a,b].,

N . r
Uma curvs diz-se umae curva lisa por partes se for possi-

vel subdividir o imntervalo [a,b] em um numero finito de intervalos,

em cada um dos quais a fun¢ao Y seja uma curva lisa.

z{a) z(cl)

Nos pontos Csy existem as derivadas & esquerda e & di-

reita, z’(ei_) s z'(ci+), no entanto z'(cl_) # z'(ci+).
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Lembremos que, se vy 'é unma curva lisa ou lisa por par-

tes -~ z'(t) € continua em todo o [a,b] ou contimua em [a,b] com

excecao de um mimero firito de pontos -~ o comprimento de vy, que
se indieca com |y|, ¢ dado por A
b oL

f x'($)2 + y ()22 at (IV.1)
a - ,

b
V] =£ 2 ()

Dadas duas curvas ylz[a,d-—#s_'e ygz[b,Q]—>G defini-
das em dois intervalos consecutivos e téisfqﬁe v1(b) = yz(b), PO
demos definir uma curva y: [,c]—& que .vamos indicar com

Y. + y2, pondo:

1 o
(+) [yl(t) , quando t efa,l

y(t) = R

Yz(t) , quando % e[b;d

i
Y1(B)=v,(b)
L i ___,,,_Y e
a b c

Obviamente, 7y & uma fungdo conifinua. Sempre que es-
Crevermos Yy, + y, fica subentendido que estfo satisfeitas as
condig¢Oes gque possibilitam a construgao dargurva SOomg, ., Esﬁé, D or—
tanto, definida a goma Yp teeod Yn de ”n;-curwas tais que
vi: [by_1,0]—=€ (di=1,...,n) e vi(bs) =y (by) (i=1,...,0-1)

Dadas duas curvas vys [a,b]—¢, Yt [a1,b] —¢ de modo



~70~

que existe uma aplicag¢ao t:[él,bﬂ——*[é;q biunivoca, continua e

crescente e que se tenha para todo T € [ag,bq]: y(E(7)) = vo{7),

A
v(t)=y,(7)
Y1
r -
/
I T .' —t—a- — ‘t="t( T ) ) Y N 4
al bl a b

e se y1(7) = 2z9(7) = (x,(1),y1(1)) e v(t) = 2(%) = (2(t),y(t)),
diz-se que zl(T) e z(%) s8o0 parametrizacgdes diferentes da mes-
ma curva (y ow yl) e que a funggo t{(T) e a mudanca de pard-
metro.
Costuma—ge tembém chamar uma curva de arco ou gaminho.
Og pontos v(a) e y(b) dizem-se, respectivamente,

ponto inicial e final de Yy ou, simplesmente, extremidades de vy.

IV.2 - Integrais curvilineas reais

#

Tembremos a definicio de integral curvilinea de fungdes
reais para facilitar a compara¢ac com 0 gque faremos no caso cCOm=-
plexo. Citaremos tawbém resultados que nos Serao Uteis nos Proxi-
mos parégrafosa

Sejam y wuma curva do plano, f e g fung6es defini-

das sbdbre os pontos da imagem de Y.
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y(b)
= %, a
N I RS T A
.tluaa.tj_l .tj tn:; b yj t
3
Vamos definir a integral curvilinea /%(X,y)dg(x,y).
: . ¥
Partimos tomando subdivisao T, =a < ;< t2 < ees <%, 4 <t =
= Db do intervalo [a,d e sejam, correspondentemente a esta sub-
divisdos
& = sup (ti=t. ) x. = x(t.) v. = y(t.) e
X =1 * ’
J:l,ooa’ﬂ J J J J J J
Agj = 8(3{3-,3’3) - g(xjml,ijl) e

Send o %j um ponto gualguer do. intervalo [tjul’tj]’ PO

nhamos ij = x(%j) e ﬁj = y(%j) e consideremos a seguinte soma

1 .
toriac

Se existir o limite das somas déste tipo guando se con-

~

sideram t0das as subdivis®es possiveis tomados os ty de todos

os modos, limite &ste para & +tendendo a zero, o valor déste 1li-

mite ¢ a integral curvilinea, ao longo de v, de fdg.

Exémplos: Como exemplos, lembramos 0s seguintes resultados:
i
19) Se a fungdo t—f£(x(t),y(t)) e continua em [a,b] e a fungio

t—g(x(t),y(%)) ¢ derivédvel em [a,b], entfio existe a inte-

'gral curvilines que pode ser caleulada por meio de uma integral
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]
comum segundo a formula:

b
ff(x,y)dg(x,y) =f £(x(1),7(t)) g5 a(x(t),y(t))as (1v.2)
Y a .

29) Se as fungdes P e Q sSo definidas e continuas na imgem da
curva Y e esta € lisa por partes, entio existe a integral
curvilinea, sbbre vy, de Pdx + Qdy, cujo cdalculo pode tambem

ser feitc por meio de integral comum:

. -
{P(X,Y)dx + Q(x,y)dy ”fa {Pl(e), ()] =1 () + (Iv.3)
+ Qx(%),5(t)] y' (1)} at

Pomos, por definicgao:

: . |
/f P(z,y)ax + Q(x,y)dy = ‘£ {P(t),y(tN = (%) + Q[x(+)] y(t)} at
=Y

e entao:

Pdx + Qdy = - j/de + Qdy (IV.4)
-y Y '

-ObservagOes: 1) Se nbs interpretarmos 7y como um “caminho orien-
- tado”, percorrido de y(a) a v(b) entido -y serd
- considerado como percorrido de y{(b) a vy(a). Naturalmente como
nés s6 vamos usar caminhos para considerar integrais curvilineas
sbbre éles, entao basta a definicaéo (IV.4) e podemos prescindir

de discutir caminhos orientados.

' 2) Recordemos também que a existéncia e o valor da integral cur-
~ vilinea ff(x,y) dg(x,y) € invariante por mudancas de parime-

'tro do tipo descrlto no paragrafo amterior, isto e, congservando



aquela notagao, onde y(t{(T7)) = Yl(T),

[ tx,5) aetx,y) = [ £(x,3) aglz,y) -
Y Y1

3) Dai segue em particular que guando a imagem de Y £for um
segmento, jpf(x,y) dg(x,y) sé dépende do gsentido em que Y

é percorrido e nao da representagéo paramétrica.do segmenfo.

0 me smo, portanto, também vale para uma linharpoligonal ou uma

reuniao de linhas poligonais: a integral 50 depende dos segmen—

tos e do nimero de vézes gue éles sao percorridos em cada senti-

do.
Exercicio

Demonstrar que dado um abertc 0 < Rz, entao ff(x,y)dx +
’ Y .
+ Q(x,y)dy (onde v ¢é uma curva lisa por partes em 0 ) 80

depende dos pontos inicial e final de y se e somente se exis-

tir uma funcao U definida em Q e tal que %ﬂl: P e
b4
sl . ~ ’ . .
3y = Q , Diz-se entao que P dx + Q dy e um diferencial exato

el (.
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IV.3 - Integral de fungdes de variavel complexa

Para definir j}(x)dz, onde Yy € uma curva no plano com-

y

plexo e f uma fungao definida na imagem de 7y, procedemos de

mo anélOgo a0 que se féz com funcdes de varidveis reais:

se v:la,bl~~¢ é uma curva em questao, considera-se uma subdivi-
Py i ‘ = A " < = -
sao do intervalo [a,b], & = t < t, < ... < t 1 <t,=Db e to

mam-se pontos %j € [tj-l’tj] s d=1ls24 44040,

Sejam & = éup [t: = 15 1]y 2y =2(t:) = vy(t,) .,
X -1
J:l,val,n ;] J a ) J J
Ej = Z(%j) = Y(tj) ¢ 4 24 = Zj = Zi_qe Tomadas as somatorias

n ~
E;-f(zj) Azj
J:.

de todos os modos possiveis e se existir seu limite para &—0

a fungao f diz-se integravel sbbre vy e

1
_{f(z)dz = %jfo z f(’éj) Azj . (IV.5)
J=1

Com esta definigdo, poderfamos elaborar condicdes sbdbre
f e y para a existéncia do limite em (IV.5) e, por consegﬁinte,
da integral de f sObre vy. Deixaremos de fazé-lo preferindo re-
duzir a situagao para o caso real, tomando as componentes de f e

de vy. Com efeito, se f(z) = u{x,y) + i v(x,y), Ej = (ij’ﬁj) €



-85~

Azj = ij + 1 ij , tem-se, para cada divisao e cada escclha dos

t.e
J
n n o .
E:f(zJ)Az = E:[u(xa.yJ)Axa - v(xj,yJ)AyJ] +
=] j=1
n
+ X ., V.)AX. + X . VAT,
3§= [V(Xa’ya) ¥ u(xa,yg) ya]

e, como o 1% mémbro tera limite ée, e somente se, a parte real e a
parte imaginaris do 292 membro tiverem 1imites e ainda €stes limites
s8.0, respectivamente, as integrais curvilineas, sbbre vy, de

udx - ﬁdy e vdx + udy, conclui—se‘que‘a fungao f é integrével
sbbre a curva Yy se, e somente se, forem integraveis, sbbre v,

as formas udx - vdy e vdx + udy e, entao

f;(z)dz = _[ﬁ(x,y)dx - vix,y)dy + i /;(x,y)dx + u(x,y)dy (IV.6)
Y Y ' Y

Assim éendo, no caso em que a curva Yy for uma curva li-
sa por partes e as fungoes u e v forem continuas sbbre vy (o
- que equivale.a_dizer que f & uma fungdo continua sdbre y) exis—
te a integral e pode ser calculada pér meio de integrails comuns,

de (IV.6) e (IV.3):

b
/f(Zsz = /_{u[X(t),y(t)]X“(t) - v[x(2),y(t)] v ($)}dt +
Y o a |

- | R
s [ R, 3] 1 (8) + ux(6),3(0)]y ()} at

a
ou seja, como vy(t) = z(t) - x($) + 1 y(%) ,

[e(w)az = [ £(=()z (vas . . (IV.7)
Y . Y
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Exemplos:

1)

Seja y um caminho liso por partes com ponto inicial =z e

extremidade =z, caleculemos

_4ﬂdz o

-

Como vy & lisa por partes e .f{z)=1 ¢ continua, a in-

. [
tegral existe. Para o ealculo de seu valor recorramos, a titulo de-

exemplo, &4 definig¢ao da integral,

donde jﬁz = 7 e

1 n
Ybzy= ) (zy-25) =2-25,
= §=1

0! €y COmO 0 seu valor depende a0 somente dos
‘Y .

pontos extremos =z e =z, pode~se escrever

2)

do

Sobre o mesmo arco Yy, calculemos ‘/édz. De acdrdo com a notagao,

, Y ~
até agora utilizada, tomemos uma subdivisao do intervalo [a,b]

~

como tj congideremos primeiramente tj—l. e depols tj, obten-

assim, duas somas: _
n - R .
8. = z.bz. = Z: z. (2. = 2: )
1 = i R R -.’Jfl
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[~Ts

n
82 = [/, B Azj = gg% Zj(zj - Zj-l)

Ora, a fun¢ao f(z) = z ¢é continuas em todoc o plano,
entzo existe a inte gral, logo S, e 8, t8m limites — e o0 mesmo
limite - para &—0, logo %(Sl + 82) também tenderd a 8ste limi

te que é o valor da integral em questéo,'mas

. |
1 1 2y 12 2
3 (X3 +8,) =3 ;jz;l'(z' - 25a) =5 27 -],

[

entao, _/ zdz = %[22 - z%], Mais uma vez, a integral independe do

varticular caminho liso por partes que une os pontos z, € zj

podemos entao escrever

3) Sendo a €& e p > 0, indicamos com yp a © seguinte ca-
)
minho:

Yoiat © € [0,2n] —= 2(%)

N+
=

N . 4 N ~ - : .
a lmagem de Yp g © @ circunferéncia de centro a e raio p,
. H

s . co 14 . .
o sentido de percurso - para t crescendo - e 0 sentido anti-

horario. Caleulemos
dz
Z - 8
’nga



t

Como z(t) -~ & = pe e z'(t) =i pe’", usando a fér-

mula (IV.7),

2T 2n .
[ e s(e) spett
z—a z(t)—a it~ =T .
0 0 pe

b,a

As integrais que estamos considerando szo invariantes
por mudanga de pardmetros, podemos portanto deixar de especificar
qual a parametrizagfo da circunferéncia em questfo, bastendo indi-
car ¢ sentido do percurso. No que segue, salvo citagao em contra-
rio, estaremos tomando como sentido positivo de percurso de uma
circunferéncia o0 sentido anti-horario e com ests conveng¢io, escre-

Vemos sempre /ﬂ f(z)dz para indicar /f f(z)dz,
|z-gl=p Yo,a

Exerclicios

{l se = =1

A N
1) Mostrar que omi (z-a)dz = 0 se n# -1, neZ .

2) Para cada 1n=1,2,3,,.. consideremos o0 arco

Yui b€ [0,1] — 2 (t) = (t,t%) = ¢t + 1 )
[

calecular

(Resp. f

Y-




~89-

3) Idem, idem,

sendo Y 0 caminho definido como:

yor b e 00—z (%) = (t,4=t") = t + i(4-t"),

- ——

s
- ~ .
~
- ~
»

.‘, //1?'2‘\\:‘

4
Y1
4) Sendo vy{(r) o¢ arco de circunferéneia |z|= r contido noc semi-

\41 ] n:l.,z,aoo

plano Im z = O e percorrido no sentido enti-horario, calcular

P(r) = (z=z)dz .
-4(:) R ’

5) Sendo y o0 arco de elipse x2/4 + y2 = 1 contido no 12 qua-

drante, do ponto 2 ao ponto i, calcular ‘/’E dz.
Y

Enunciamos a séguir propriedades formais da integral com-—
plexa: ‘
il, Se f & integrével a0 longo de vy e ¢ € € & uma constante,

a funcao cf sera integravel sdbre y e

4.cf(z)dz % c 4ﬂf(z)dz ;

i2, Se f e g sdo fungles integraveis sbbre a curva vy, entao

ri
"sua forma f+g também o sera e

4[f(z) + glz)] az = if(Z)dz + 4.g(z)dz :

i3, Se f & integrivel ao longo de Yy, entao pela definig¢ac dada
em IV.2 de integral sdbre -y e, levando em conta (IV.6) e

(IV.4), tem-se:
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7
j f(z)dz = - ff(z)dz :
- =y Y

i4. Se vy, y; e Yo 880 curvas tais que vy = E, +7v, e se f
| e uma fungio integravel ao longo de Y1 € ao longo de Yoo

entdo f sera integrdvel sbbre y o

J(:f(z)dz = J/ f(z)dz + //.f(z)dz
Y Y1 ' Yo
i%, Se vy é uma curva liss por partes e f & umas fungao conti-

nua nos pontos de 1y (isto é, continua na imagem de y),

entac

Je(@aa| < 1 supleco
Y B

Note-se que as hipéteses feitas garantem a existéncia
da integral do 192 membro comoc foi visto acima, esta também defini
do o comprimento de vy, |y], e o sup|f(z) & finitoc pois f &
uma fungso continua .sbbre a imagem ge Y e esta imagem & um con-
Junto fechado e limitado. Para demonstrar a relacgao acima, lembre-
mos que & integral foi definida como um limite de somatorias 4o
tipo n
;g; LRI CHEE N
bastanto, portanto, verificar que estas somas sao, em médulo, ma-—
~ joradas pela expressao -do 29 membro da referida relacio., Com efel

to,

‘ I
J=1

Zf(Ej)(zj - 259

n

n
= gup |f(2)l z:Izj - Zj—ﬂ
Y J=1
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Ora, se chamarmos de Yj 0

arco de curva compreendido

entre =z ) € Zy (isto &,

a restrigao de y ao inter-

valo {fjwl,tjl), teremos, pa

ra cada J

n : lzj
|yj|=[y|, tem-se, finalmente:

- Zj—lls ij[ e, como

J=1

];2£f(ﬁj)(zj - zj_l) < |v| sﬁplf(z)l,

valendo, portanto, o mesmo resultado para o limite das somas;

i6. Se s8bre um arco y estao definmidas e sio continuas as fun-

¢oes f e £ (n=1,2,00.) € 8€ fn(z)"f>f(z) unif ormemen-~

te ne imagem de vy, entao a sequéncia das integrais _/ fn(z)dz
Y

jf f (z)dz —ﬁ*j(f(z)dz o
Y Y

4
gerem contlnvuas e conver

,
e convergente e

Obéerve-se que o fato das fn
girem uniformemente para f jé garante a continuidade de f e
lembreﬁos que fn(z)mﬁbf(z) uniformeme nte equivale a dizer gque,
dado € > 0, exigte um indice n, tal que para n'= I,

£, (2(%)) - £(z(t))] < &, para todo t em [a,b] e onde z(%) =

= y(t) como anteriormente. Em vista disso, para 1n 2 n,
sup |f,{z) - f(z)] <&,
Y

donde, usando 12, e ib5.,
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:,"4‘]fn(z) - 2(=) az| =

"4 fn(z)dz - _/ f(z)dz

Y

< |yl sup|fn(z) - £(z)[< [y] €
v .

© que demonstra a propriedade enunciada.

i7. A propriedade anterior pode ser transcrita na linguagem de
. . ’ . o ~
séries, asgim é que, se T e f, (n=1,2,...) =s&o fungles
definidas e continuas sdbre a curva Y (também torna-se supérflua

a hipotese de continuidade da f ) e se

L=s]

T (Z) = f(Z) '
). *n

n=1
uniformemente na imagem de vy, entdo a serie das integrais _/% (z)

¢ convergente e sua soma & h[f(z Ydz , isto é:

A_/f(ﬂw= /fumz.

y

Basta aplicar i6 & sequéncia das reduzidas gn(z) =

= £1(2) + o00 + fn(z), pois dizer que a série
o
Z £ (2)
n=1
& uniformemente convergente equivale a dizer que a sequéncia das

reduzidas converge uniformemente para a soma da série f(z).
&n 23

IV.4 - Teorema integral de Cauchy

Un primeiro teorema fundamental no curso atual é o teorema
de Cauchy que se demonstra sem dificuldade com o auxilio do teore-

ma de Green para o plano, Lembremos, portanto, o enunciado déste
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teorema.,

Teorema de Green (no plano) = Seja G uma regifo do planc limita~

da por um numero finito de curvas lisas por partes

Y15 YpseeeosYys ( orientadas de mo-

do que a0 serem percorridas no

sentido positivo os pontos de

G figuem & esguerda); se P e

Q sso funcdes definidas, conti-

nuas e com derivadas primeiras

3P 3P 2Q 3Q
3x ' ¥y’ 9x ’ ¥y

G (= aderénecia de G = conjunto dos pontos de G e dos pontos da

r
continuas em

fronteira de G), entao

fr.G

f P(x,y)dz + A(x,7)dy - Jf[% -»%?] axdy (1V.8)
A |

ondé por fr G entenda-se fronteira de G e por /’ considera~
‘ _ , . frG -
—Seasoma / +‘f + oaa.l+ f a .
Y1 Yo. Tn

Bastava exigir a existéncia e continuidade das derivadas

envolvidas em (IV.8):

Meorema de Couchy - Sejam D uma regido do planoc complexo, D c €,

' ~ = . .
f uma fungso analitica e com derivada continua

em D, Se G & uma regido como a descrita no teorema de Green e

tal que G c D , entdo

fr.G
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Observagao: Como j& observamos antes, uma fungao analitica num
aberto tem todas as derivadas continuas e, portanto,.
. & hipOtese da continuidade da derivdda de f! neste tecrema &
supérflua. E, de fato, o teorema de Cauchy~Goursat demonstra a
mesma tese sem usar a continuidade de T, Demons traremos mais
adiante €ste teorema; bor enquanto, utilizaremos a hipétese da

continuidade de f' que gimplifica grandemente a demonstracso,

Demonstraciao do teorema de Cauchy: Usando s decomp 0sigao (IV,6)
l sObre a curva Y5 tem-se, sendo f(z) = u(x,y) +

+ 1 v(z,y),

/ﬁ f(z)dz = .// w(x,y)dx - v(x,y)dy + i.gu v({x,y)dx +
G rG

frG fr
+ u(x,y)dy ,
sendo f derivavel e com derivada continua tém-se que: as fun-
¢0es U e v 830 derivdveis em D, com derivadas parciais con-
tinuas podemos, portanto, aplicar o teorems de Green:

) .
jf f(z)dz = - 17.§§-+ g% dxdy + i jyﬂ-%% - %% dxdy = 0 ,
frG G G

pois as duas funcgdes integrantes anulam-se idénticamente em D

pois estao satisfeitas as condigbes de Cauchy-Riemann (ITI.4),

Consequéneias do Teorema de Cauchy

e f' continua. Se Y € uma curva

lisa por partes contida em D (igto

€, cuja imagem estd contida em D) que

linita uma regifio também contida em D,
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entao:

j-f(z)dz =0,
’

Exemplo - Tomada a fungdo  f(z) = podemos tomar como D o

z=8° |
plano menos o ponto a., Entao, sbbre qualquer curva vy
que nao envolva © ponto & nem passe por &le:
4z
== = 0
/‘Z—a ?
Y
~ + ~ .
0 mesmo hao se da se a curva emn questac envolver o ponto a, de

fato, no exemplo 3 do paragrafo anterior, vimos que
dz _ :
/ _Z":a— = 2nl a
|z~gl=p

. . ~ F % -
Na figura acima, j[ f(z)dz nao e necessariamente nula.

-

s, , - £, .
Corolario 2 - Se temos na regifio D, em que f & analitica e £

cont{nua, dois caminhos lisos por partes Y1. & Yo
que tenham em comum 0s pontos inicial e final, e sbmenie éstes,

e de modo que a regiao compreendida entre &les esteja em D, entao

Obgervagoes: Na figura, o0s caminhos Y. e Yo satisfazem & hipd-

[ L]
tese do corolario, 0 mesmo
nac acontecendo com o0s cami-
nhos Y1 e YSQ
Se os caminhos vy e Yo

encontram-se em myis pontos

ou mesmo tenham partes em

L] .
comum, © corolario continua.
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valido bastandc, para demonstra-lo,
considerar um conveniente caminho

liso por partes y, que s0 tenha

em comum com Y, Ou Y, Os pon-

tos inicial e final,

Exemplo - Consideremos a fungao f(z) = TE;E%TE:ﬁS’ a, be€, Esta

fungao é analitica, com derivada continua no plano menos

os pontos a e b. Tomados dois pontos Zys 2 € € distintcs de

a e b a integral

z
dz
.f (z-2)(a-b)

pode assumir valores distintos, conforme se considerem entre =z

e}

e 1z, caminhogs desenhados com —=-0u --»- OU - -—-->-0U ainds

R TR = P

, mas sObre dois caminhos desenhados - na figura abaixo -

do mesmo modo o valor e da integral tambem ¢ o mesmo,

Para enunciarmos o 3¢ coroldrio, vejams algumas defini-
¢Oes: um conjunto do plano diz-se conexo se dois quaisquer de seus

pontos podem ser ligados por uma curva t8da contida no conjunto,



Uma, regiaé (conjunto aberto
conexo) diz~se simplesmente
conexa se unindo dois pontos
:qga}squer de sua fronteira por
umaménrva contida ns, regiao
nés'dgsconectamoé a regifo,
iSEQWé, se excluida da re-

glao uma curva qualquer com

g,_Uma outra caracterlzagao de regides planas simplesmente
*Qpéxgs ¢ a seguinte: uma regifo plana & simplesmente conexa se, e
Bméﬁﬁe se, dados dois pontos guaisquer desta regiao e duas curvas
q é-os unem,_ggﬁﬁggas na regiao, uma das curvas pode ser “conti-
lamente deforméda” na outra sem sair da regiSo. A iddia de “de-

prmacao continua” pode ser definida com rigor, mas deixamos a car-

2 intuicao do leitor o bom entendimento das definigoes scima,

A . » L . I
orolario 3 ~ Se D ¢é uma regifo gsimplesmente conexa e f e uma

~ £, R . ~
funcao analitica com derivadsicantinua em D, entdo

”tegral .ff(z)dz nao depende do partlcular caminho llSO por

"artes y, contldo em D, unindc os pontos z, & %z _de D, mas

sbmente de. Z, & Z.
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Exercicios

1) Verificar a existéncia e calcular o valor de _[f(z)dz quando

) Y
a) f(z) =y =-x - 3x21, y & o segmento retilineo que vai das

origem ao ponto 1+i, (Resp. 1~i)

25, vy & o caminho composto Ao segmento

b) f(z) =y - x = 3x
que vai da origem a i e do segmento que vai de i a 1+i.
(Resp. %(1-1)).

it

c) f(z) = E§g~, vy & o semieirculo =z = 2¢~ , 0 <tsm,

 ouy ¢é o semicirculo =z = 2elt, -m<t = 0,
ou y € o circulo =z = 2elt, -7 <t = m,
(Resp., -4+2ni, 4+2mi, 4mi)

4y quando y > O , 3

a) f(z) = ¥ € o -arco da curva y=x~ que
1l guando y < O

val de «1 =~ i a 1+i, (Resp. 2+31)

Se y é o contdrno do qumdrado com vértices nos pontos O, 1,

‘141 e 1, calcular

f‘(32+l)dzf _{ mexp(nz)dz,.
¥ Y
(Resp. O, 4(e™-1)

Mostrar que j[ f{z)dz = 0 gquando:

lg=1

tg =z

5 .
a) f{z) = ZZ_ 3 b) f(z) = sech =z "‘ c) f(z)

. Tomando um caminho conveniente, calcular:
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A m+21
\ 1/2 Tz z o
a) e “dz _ b) cos = dz
b o
. 23
c) (z - 2)° az
1 : .
: 1+ 1
(Resp. “‘ﬁ“]; H e + s H O)
5) Calcular as seguintes integrais:
1+i : —mx
a) f z e"? dg ' b) J, z cos z 4z

IV.5 — Primitiva de uma fungao complexa

Dada uma funcao f definida num abértq U de & ,
f:U—>¢g, diz-se que a fungdo F ¢ uma primitiva de f se P &
analitica e Ft =1,

Neste-parégrafo vamog congtrlir primitivas de ﬁma fungab
"analitica. De fato, pelo coroldrio 3 do teorema de Cauchy (IV.4),
se f ¢ uma funcdo analitica ﬁuma fegiéo simplesmente conexa D
(com derivada continua - exigénecia removivel em pardgrafo poste-
rior), a f f(z)dz onde 7y € o caminho liso por partes contido
em D comYponto inieigl Zg © ponto final =z, nao varia se con-
siderarmos outros caminhos com estas mesmas propriedades. Esta in

tegral depende, portanto, somente de Z, € 2, logo, podemos es-—
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crever:

7, z
[ f(z)dz . ou ,/ flw)dw .
z

20 0

‘ I . o~ - - - ’
Ora, se D e f satisfazem ag condigoes acima enunciadas e se
fixamos o ponto zé € D, a integral acima define uma nova funcao

em D:
2

F(z) = ]ﬂ flw)dw .

ZO |
Vamos mostrar que, andlogamenie ao que se dd com fun-
¢cOes comtinuas num intervalo fechado, esta ¢ uma pfimitiva de T,
Para tantoc, mostremos que F & derivavel em cada ponte z € D e
que sua derivaeda nesse ponto € f(z), isto é, mostremos que existe

F{z+h) ~ F(z)
h

lim
[ h—>O

Z
e que éste limite é f£(z). Se, no calculo de (=) :_f esos
Z
: o

_— Usarmos um conveniente caminho

v e no caleculo de

Z+h
F(z+h) = f 800

o

usarmos o caminho y+y; ( onde

Y] € o segmento retilineo de
2z a z+h = pars |h suficientemente peqﬁeno 0 arco Yy esta
“todo contido em D), entdo tem-se:
#[P(z+h)-P(2)] = ¢ [f Flw)dw - ff(w)dw] - %Jf(m)dw -
- z+h ARG Y

1 . 1 z+ 1 (2th

= f) e =g [T g [ [20) - 22)] w
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h h N
Ora, % IZ+ f(z)dw = Q%El fz+ dw = i%&l (2 +h -2z ) = f(z)
z z

(v. Exemplo 1 em IV.3), donde:

s z+h o
F[P(ath) - F(2)] - £(2) = £ [ [£(w) - £(2)]ds -
. Z ’

Vejamos que o médulo do segundo membro tende a O quan
do h-%>0; ficando assim provado Que F € derivavel e que
Fi(z) = £(z). '

Tem-se que dado um nimero real & > 0, existe & +tal
que para |w-z| < & tem-se [f(w) - (=) < €& porque f ¢é conti-
nua. Tomando-se, emtdo |h| < & temos |w - z] < |h|] < & quando

w for um ponto da imagem de —Yl’ logo, como lyl] = |n|:

1 z+h . ‘
lﬁfz [£{w) - £(2)| dw <-ﬁl|—8|h|;go

Observacgo: E imteressante notar gue s6 tulizamos a hipotese de

que a fun¢ao f e continua e de que sua integral ao
longo de um caminho vy qualquer g0 depeﬁde do ponto inidal e fi-
‘nal déste caminho. Mais farde, utilizaremos esta observagao.
Note-se tambem que, das condigbes de Cauchy-Riemann, con
clui=-se que uma fungio analftica num aberto com derivada nula nesse
aberto € congtante. Assim, dadas duas primitivas F, G da mesma
fungdo analitica f elas diferem, necessiriamente, de uma cons-—

tante.
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IV.6 - Teorema de Cauchy-Goursat

Vamos agora demonstrar o teorema de Cauchy-Goursat que, co
mo j& foi dito, é o mesmo teorema de Cauchy (§IV.4) em que se pres
¢cinde da hipétese de continuidade da derivada da funcgao analitica

f.

Teorema de Cauchy-Goursat - Seja f:D-%*G uma funcao analitieca

[ . )
num dominio simplesmente conexo D < €,

oe vy e uma curva lisa por parteg fechada contida em D, entéo

f-f(z)dz =0,
v _

Observactess 1. Dlembramos desde jé gque, como demonstraremos no

§IV.8, se f € analitica numa regifio do plano,
ela é infinitamente derivavel nesta regifio e portanto f' € con-

4 L
tlnua hnessa regiao.

2. A demonstragao sera feita em diversas etapas: comegamos por
mostrar que o teorema é valido quando y F£8r o contdrno de
um tridngulo, passamos entdo a considerar poligonais quaisquer e,
~ ! . . ' . .
com estes elementos, construlmos, num terceiro lema, uma primitiva
de f que resolvera o problems para curvas quaisquer. Demonstre—

mos, portante, €stes lemas:

Lema 1 - O teorema de Cauchy-Goursat ¢ valido quando y = A & 0

contdrno de um trifngulo contido em D,

Demonstragao: Seja 4 o cantdrno de um tridngulo contido em D

orientado, por exemplo, no gentido anti-hordrio.



M = | £ f(z)dz

sabemos que M = O, provemos

H

que M = O,

Para isto, sObre cada lado do tridngulo A consideremos
’ . ~

0os pontos medios e unamos €stes

pontos médios obtendo gquatro

tridngulos cujos contdrnos, o=

rientados sempre no sentido

anti-horario, chamaremos de

{1, b, Agl) e Agl)

Usando as propriedades i3 e i4 relativas & integral de

uma, fungao sdbre curvas que se somam, podemos escrever:

©) ’////\\\\\\\\\

A
[ s [ et |
f(z)dz = f(z)dz + f(z}dz + f(z)dz + ,_f(z)dz,

'{ Agl) Aél) . Agl) Ail)
donde se conclui que 7
0< M i - S s .fﬂ .F(z)d

< M < {gl)f(Z)dZ + ‘£(l)f(g)dz + {(l)'(Z)dZ + A(l) (z) z

10 2 3 4

Tem-se entao gue, pelo menos uma das parcelas do ultimo

-~



~104~

1)

membro niac pode ser inferior a M/24, Chamemos de A( 0 tridn-

gulo relativo a esta parcela. Teremos, entzo:

M
IR !
_£(1) (z)dz | = i
E claro, pela construcdo, que, sendo |4 e IA(l)l os comprimentos

S £ . A
déstes arcos (perimetros dos respectivos tridngulos), temos

Y- &

0 mesmo acontecendo com seus' didmetros. 7

Procedendo com o tridngulo 4(1) (na figura: a{1) o
= Agl) ) de maneira analoga ao que se T8z em A , obtemos um novo
tridngulo A(2)' de comprimentc e didmetro iguais, respectivamente,
2 metade do comprimento e didmetro de 2 (1) e tal que

‘_&(2) f(é)dz > %%? .

. . f . ~
Prosseguindo do mesmo modo, construimos, por indugao,

uma sequéncia de tridngulos de contornos A(n) tais que:

a2
211

H

os didmetros de A(n) tendendo a 0O e

’ {;n)'f(Z)dZ .

4

=

n

kstes trifngulos ( o contdrno e os pontos interiores)
formam uma sequéneia de conjuntos fechados, embutidos cujos did-

metros tendem a O, entao sua intersecciao se reduz.a um ponto

ZOEDa
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Sabemos que, em 1z, a fungdo f & analitica, isto &,

o’
se

£(z) - £(z.)

(%) Mayzg) = ————F - 5(5)
_ o]

para um dado numero real positive & >.0, existe & > 0, tal que
|z~z | < &, entdo [A(z,z ) <& .
Ora, de (%) tem-se
f(z) = f(ZQ) + ff(zo)(z-zo) + A(z,zo)(z—zo)

donde, g0bre um tridngulo A(n) de difmetro suficientemente peque

no de modo que todo o trifngulo esteja contido no ecireculo de cen-

#

tro 2z, e raio & : Iz—iol< & (o que € possivel pois = e pon-

0
to de qualquer tridngulo aln) g

os didmetros de A(H) tendem a

zero), teremos:

/ . f(z)dz = f(zo) f dz +

aln) 4 (n)

+ fv(zo) f(n)(z-zo)dz +
A
o+ -&(n) A(z,zo)(z-zo)dz 0 '

Ora, as fungbes g(z)=1l e g(z) = z = Z, tém deriva-

£ . -
das continuas e satisfazem, portanto, ao teorema de Cauchy, logo,

suas integrais sobre a(n) s80 nulas e ficamos conm

£ n)f(z)dz = {(n) A(z,zo)(z - zo)dz o

Como A(n) < Bé(zo) e, na bola Bé(zo’ temos [A(z,zo)ls
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n)

< &, além disso, se 3 é um ponto do contdrno de A( ; certamen
te, |zmz | a n” temos, portanto, para o modulo da 1ntegral a-

cima g segulnte magoragao

| f' A(z,zo)(z-zo)dz .

< €|A(n)[ Ia(ﬁ)l = e-'é—'2—

4"
Por outro lado, o tridngulo A(n) foi constru{dc de mo-
do a que' .
l f. f(z)dz | { (z -7 )dz = Mn .
47" .

Destas duas relagoes, obtemos M s-&le e, como €& > O,

€ um numero arbitririamente pequeno mostramos que M = 0 e

encerramos a demonstracao do Lema 1,

Lema 2 - Seja D um aberto simplesmente conexo do plano comple-

X0 e seja Yy um poligoral simples (i.e. sem auto-inter-

secgoes) fechada; tomemos um vértice a de Y € segam b e ¢

os vértices que lhe sao adjacentes. Em um dos angulos determlnados

no veértice a pelos segmentos ab e ac existe uma semireta ar

que nao encontra a fronteira de D sem antes encontrar Yo

Observacao: lembremos gue um aberto anexo D 4o plano complexo

‘se diz gimplesmente conexo se o complementar, em D,
de t8da curva que une dois pontos da fronteira de D f0r um con-
junto n3o0 conexo. Lembremos ainda que quando o abértq D nao for
limitado, consideramos o “ponto no. infinito” como sendo da fron-

. * ~ 7 .
teira do D, €& =& -{0} nao € portanto simplesmente conexo.
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Demonstracaoc: Se em arbos os dngulos houver semiretas ar' e

ar® , encontrando a fronteira de D antes de encon
trar <y , indiquemos por a' e
a' , o 12 ponto de encontro de
ar' e ar' , respectivamente,
com a fronteira. Vamos demons-—
trar que nestas condigdes D
~ [ . .
nao e simplesmente conexo, isto
, ‘
¢, vamos demonstrar -que o aber-

to D, obtido de D retirando

a poligoral [a',alU [a,a" que’
val do ponto a' da fronteira
de D ao ponto a' da fronteira de D ainda & conexo., De fato;
lembremos que num abert6 conexo do ™ dois pontos quaisquer po=
dem ser ligados por uma poligonalo_Sejam X € y dois pontog de
Dl; L  sendo um aberto conexo, existe uma poligonal Yo contida
em D que vali de x a y. Vamos a partir dela comstruir uma po-
ligonal Y1 téda contida em Dl e que liga x a ;- -se a poli-
gonal vy, =ndo encontra [a',a] U [a,a"] nao hd o que demonstrar.
Em caso contrario seja -X* 0 12 ponto de encontro de Yo com
[at,a] U [2,a2"] e seja ‘y" o Ultimo ponto de encontro de Yo com

estia mesma [a’,é] U [a,a‘ﬂ,

Usando a poligonal vy é faeil congtruir uma poligonal

(ver a figura a seguir) contida em Dl e unindo x a Ve
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Lema 3 ~ O Teorema de Cauchy-Goursat ¢ valido quando ¥ ¢ uma

poligonal simples e fechada.,

Demonstragéo: Vamos fazer a demonstrag¢ao por recorréncia sbbre o
nimero n de lados da poligonal Y.

Se n =3 o0 resultado foi demonstrado no Lema 1, Supo-
nhamos ¢ resulftado verdadeiro para poligonais simples e fechadas
de n lados, com n < m, e vamos demonstrar que 0 mesmo vale
para uma poligonal simples e fechada, Yo »+ de m lados. Tomemos
um vertice a de Yy € sejam b e ¢ os vértices que lhe sdo
ad jacentes; supomos a poligonal orientada no sentide ¢ a D.
Vamos agora examinar sucessivamente diferentes casos possiveis.

4 . . * g .
Em cada caso nos supomos gque os anteriores Jja estaoc excluidos,

. i ing .
isto e, nao se realizam,
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12 ¢aso: o segmento bec esta 19
do contido em D e nao encontra
A entdo fazemos a seguiﬁte.de-
composicaoc .

(+) [ £(z)az = [£(a)az +
Ym A

+f £(z)dz ,
' Ym-1

onde A €& o trlangulo de vértice a; b- e ¢ e Yp.1 € a po-

~ligonal de m-1 lados obtida da anterlor pela substituigao dos-
lados ca e ab pelo lado ch. (Cfola‘observagao 3, no fim do
§2). Em (+) as parcelas 4o segundo memﬁfq ahulamyse, respectiva-
ménte, pelo 1ema anterior e pela'hipétésg:ée‘indugéo, Isto demons
tra o lema para éste caéo, | B

Dad segue em particular gue o:Té§rema de'Cauchy—Goursét
é verdadé gquando m = 4 pols pelo lema brocedente numa pbligonal‘
fechada a2 b d ¢ a de 4 lados, contida numa regizo 31mplesmente
anexa D um dos segmentos ad
ou bc- estaAtodo corntido em D,

Podeﬁqs poig supor que

mz 53 éejé ‘b’. ¢ vértice que

segue b e c' o vértice que

precede :C.

59 caso: 0 segmento ab' (ou, andlogamente, o segmento ac')

esta todo contido no imterior de D e nao encohtra outros pon-



~110-

- tos de Yim® Neste caso pode-
mos usar éste segmento para
fazer uma decomposicao se~
melhante a que fizemos no
12 caso caindo no caso de

duas poligonais com n < m

lados.

Nao se verificando nenhum dos dois casos precedentes, lem
bramos que do Lema 2 segue que em um dos 2 angulos determinados no
vértice a pelos lados ab, ac nfo ha nenhuma semireta de ori—
gell a que encontre a fronteira de D sem amtes encontrar Yo 0
Fagamos pois a escolha do dngulo com esta propriedade e gdbre uma
das semiretas interiores a &ste &ngulo tomamos o sen 18 ponto de
encontro, p, com Yy 3 o segmento [a,p] nioc contém entio outros
pontos de Yno

32 cago: P nao se encontrs

stbre [b,b!'| nem sdbre [e,el;

entao podemos usar o segmen-

t0 ap para decompor Yo

em duas poligonais simples

¢ fechadas de n < m ldgdos.

Observagdo: quando p estd

s0bre [b,b'] ou sbbre [c,cﬂ
S . oo o i . . ) P
este raciocinio nao funciona pois na decomposigao, uma das novas

poligonais ainda tera m lados.
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49 .caso: a) Se o ponto p esta

sdbre o segmento 'bb!' (ou sdbre
. Ffo, -ﬁ' B -

‘ec'; o0 raciocinio e analogo) e

se o Angule bac que tinhamos.

escolhido for - gy , estao per-

correndo'o'segmento bb! (neste
sentido) tomemos ¢ 12 ponto py - que encontramqs que seja tal que
o segmento a py encontra v, [existe um ponto assim‘(événtual
mente p; = Db') pois sgnéq {a,bﬂ_ estaria contido em D e nao
encontraria Yy s 1St é,_estariaﬁos no 29 éaSo], 0 ponto v de
Yo s6bre a p; que esﬁé mais préximq de a & necesshriamente
em duas poligonais

um vertice e podemos usa-~lo para decompor Ym

simples e fechadas com n < m lados. i
- el A |
'b) Se o &ngulo bae escolhido

for < ¢ , O mesmo argumento

ainda vale se

éﬁ%?rs é%b

c) e também -vale se.
P
abb! > é%E
N N
bab? < bac
d) finalmente, ormesmo'argumen-
. to ainda wvale quando temos

TN AN N\
5%%? > abec e bab' z bac:

guando o ponto p percorre
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0 segmento bb' entzo no &ngulo bac o segmento ap encontra
necessariamente pontos de - Y pois senao o0 segmento b ¢ esta-
ria todo contido em D e nao encontraria Yps isto é, estariaﬂ
mos no 12 caso,

Com isto esgotamos todos '0s casos poss{veis, terminando

pois demonstragao do Lema 3.

Observagao: Ao contrdrio do gqre acontece nas dempnstrag%es ele-
mentares habituais déste lema, na demonstracdo aci-
ma nds nao usamos o Teorema de Jordan [que diz que uma curva sim-
plés e fechada decompde o plaho em dois abertos conexos, © “iﬁte-
rior” da curva e o seu “exterior” ] e hem demo nstramos ou umamos
o fato que o poligono determimmdo por uma linha poligonal simples

‘e fechada pode ser decomposto em um numero finito de tridngulos.

Lema 4 - O Teorema de Cauchy-Goursat & vdlido quando Y & uma po-

1igonal fechada gualiguer (eventualmente com auto inter-

gecgoes ),

- ~ . ~ ?
Demonstracao: Vamos demonstrar o lema por recorréncia sdbre o nt-

mero m de vértices da poligonal fechada., O lems
‘é.evidente quando m = 2 [y = (lez’zzzl)] ou quando m = 33; SU=
ponhamos © lema demonstrado para poligonais fechadas com n < m

vértices e vamos demonstra-lo para poligonais fechadas de

Ym
m-vértices, Yg = (Xlzg,zgz3,...,zmzl), (Lembramos que, do mesmo
ﬁoao qQue 0s segmentos geométricos, um mesmo ponto pode dar lugar

- L4 -
a mais de um vértice).

Vamos percorrer a poligonal a partir 4o ponto z1 ateé

encontrar pela la. vez um ponto pelo gual jé passamos. Ha duas



~]13=

possibilidades

- . 9 po i | nun . j
1 encontrarmos,um 12 ponto asglm, t, num.segmento ]Zr+s?zr+s+1]
(s>1) com te[zr,zr+1[;

entsao

-Yl = (tzr+lg Zr+lzr+2,ooa,
)

I‘+S

é uma poligonal simples e

fechada e pelo Lema 3 te-

mos j-f(z)dz = 0; por ou~—
’YF

tro lado
vh o= (z1 2,oa,,z By T2, o110 By z1) € uma poligonal fechada
com n < m vertlces e pela hipotese de 1ndu9ao temos, portanto,

f' f(z)dz = 0 donde segue gue .
AYW
f-f(z)dz = _[ f(z)dz + /’ f(z)dz = O
"Y' 'Y? rYH

2 = Depolis de um vertice 2., encontramos nao um ponto mas todo
t [' t] c [ '] 0 j ont g mos ;
um segmento [z, Z.3%.,7] POr cujos pontos ja passamos;
& B E ] = [z ]
temos entaso necessariamente [Zr—l’zr] N r’Zr+1 Zs e por=

No 12 caso temos

_ z zr—l
é:.lif(z)dz + .éj f(z)dz=

r-1 r

tanto t = 2z, , ou t = z..5.

= 0 e a popligomal fechada

. (2122”°“’Zrh2zrw1’
r+l s\ Dy
\
RN N\ Zp_iZp4lsec o1 Pgll)  tem
-~ \ ' ' .
\ m~1 vértices e o resulta-
N\
¥

do segue pela hipodtese de

indugado. De modo analogo
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pProcedemos quando + = Zi Terminamoes assim a demonstracso do
Lema 4; esta demonstracio é de Markuchewitch: “Pequeno curso de

Fungdes Analiticas” (em russo).

»” . ~ - .
Corolario - Se z, e _z sfo pontos do domfnio simplesmenmte co-

nexo D mno qual f ¢ analftica, entSo a integral de

f esgstendida a duas poligonais contidos em D, com origem em Z,_€

extremidade z € a mesma.

Demongtracao: Se Y. e Y sao estas poligonais, 0 resultado

segue do Lema 4 considerando a poligonal fechads

‘Yl - Yz‘

Lema 5 -~ Nas condicOes do teorema de Cauchy-Goursat ( f fun-

~ £ o, .
¢ao analitica num dominio simplesmente conexo D ) a

funcdo f admite, em D, uma primitiva.




~ . . : 7 ~
Demonstracaco: Fixamos um ponto Z, € D e construimos a fungao

. : ” ;
F(z) = '[ f{w)dw ,.
- : &0_

onde a integral € estendida a uma poligonal gualquer que va de

. ~ £, . . ’
Z,- @ Zo Demonstra-se, entao, que F é analitica e que & uma

primitiva de £, isto é, que F'(z) = £(z) para todo z € D, de

. ¥ ~ . .
maneira analoga 20 gue se féz no §IV.5 - aqui, as curvas conside-

/

radas devem ser sd poligonais.

Demonstracaoc do Teorema de Cauchnyoursé% - A demonstrag¢io agora

| | - & simples. De fato;
se y:la,bl —Dc @15é.uma curva lisa pdf partes de D, fechada,
isto &, tal que vy(a) = y(b),.entﬁo comb%}f admite uma primitiva
T e levando em conta a formula (IV97)-ﬁafa o ecalculo da integral,
teremoss b | : | ‘b

[2(z)az = _[fw(z)az _f Fr(y($))y'(£)at = ‘f CGE(L)) gy -
Y Y a a

= 2(v()) - F(v(a)] = O, pois y(a) = y(b) .

IV.7 - Férmula integral de Cauchy

Seja f ‘uma funcgio analfitica numa regifo D e seja zeD
um ponte qualquer. ,

’ . . ' o . Y
Se y e um caminho satisfazendo as seguintes condig¢oes:

yl: € liso por partes;






A curva y e a circunferéncia
lw = z| = a (percorrida no sen=
tido negativo) formam a frontei-
ra de uma regiaoc G que satisfaz
as condicOes do teorema de

Cauchy-Goursat relativamente &

£(w)

Wz,

fungao ‘que é definida e

£ . ~
analitica nos pontos w de D menos o ponto =z, entao, pelo

referido teorema temos

fr.G Y lw-g=a

Temos, pbrtanto:

1 £(w) _ A f f(w)
2mi I’w -z T B3 W -z d@

Y w-7=a
_ 1 . £(=) 1 flw)-f (=)
- 2ni ./’ -zt oni W=z d
lw—zfa [w=zf=a
| 1 f £(z) . _ £(z) f aw
Como 53 i~z dw = 51 m = f£(=z)
' [w-z=a o= zj=a

(v, exemplo 3 em IV.3), a férmula (IV.({) estard demonstrada se ve-

rificarmos que

f £(9) - 2(3) 4

TR
[w—g=a

.6 nula., Paremos o seguinte: pela continuidade de f, dado & > 0,
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tomemos & > O +tal que paras w-z = & se tenha [f(w) - £(z)] < €

entdo, se a < &, teremos:

|z tlo)=z(a)y,

lw=zf=a

po

1 -
2n1 = omagem = Eo

Como &€ ¢é arbitrdrio, a diferenca 2ﬂl 9( f(w)dw - f(z) &, em
modulo, menor do que qualguer € , sendo nula portanto.

Assim, fica demonstrada a férmula (IV.9) e mais, tendo
en vista a ﬁltima‘parte daldemonstragéo, vemos em particular que,
se sdbre a circunferéncia |w-z|= a tivermos |f(e¢) = M entao,

como

f(Z) = A / de

tambem {f(z) < M .

H

Exer0101o

(Teorema do maximo mdédulo): Demonstrar gue se o médulo de vma,
fungdo analitica numa reg;éo, atingir seu madximo num ponto desta
regido, ela € uma funcao constante.

Passamos, agora, a mogtrar que valem, para as derivadas
de f(z) formulas analogas a (IV.9), obtidas como se fOsse possi-
vel permutar as operagoes de derivacao e integracdo (o que, sob
certas condi¢des, é possivel, como veremos a seguir). Isto &, ve-
remos que

£1(z) = 2n1 _§ —iiﬂ—_-dw (IV.10)

(w=2)



S11e-

€, sucessivamente:

! f{w o |
f(n)(z) :%l-ﬁ o i)gu_ dw | , n=1,2,,,. (Iv.11

Faremos a_ demonstracso de (IV,ll) pPOor indugao, comecando
bor mostrar que vale (IV,lO).‘Tomemos, porém, ums situagao um pou-
€0 mais geral do gue esfa: cons ideremos um caminho Y 1liso por
bartes e gseja I = Y([a b]) a
imagem do 1ntervalo [a,b], em
€, por vy, Se & =€ & uma
fungdo definida e cont{nug em
r, podemos definir em € - r,

isto é, rara todo énmplexo

Se oot z £T , a funcdo h como:

h(z) = f ag%dw . o (Iv.12)

Y
Vamos mostrar que h & analitica no seu campo de defi-

nigéo e que

hi(z) = j[—ELEQ—-dw : (17.13)
(w_z)2 | .
ist0 significs que, neste caso, Se pode permutar derivag¢ao com ‘in-
tegrégéo, Se tivermo s demonstrado isto, a formula (IV.10) esté
verificada como caso barticular, em que 'y é um caminhho gque sa-
tisfaz as condigfes Y1-5 e g ¢ g restricdo de f g (mul-

tiplicada.pelo Ffator constante 1/2mi),

Wostremos, entfo, que n ¢ analftica provando que
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hiz + Az} - h(z)
Ag

tem o limite dado emd (IV 13), Com efeito,

h(zmz)—h(z) 1 H aw) &) Ja -

Az w - 72 — Wz w - Z
Y

(w) '
jﬂ( zUU-zf?.‘[-JZ)(UL‘--rfﬂ'd“u ’

ol (w) _ rz g(w)
mas Ty -~ g — AZ)(w -z) (wg-wz)2 ) (0 =z - 2z)(v - 2)°

Se provarmos que esta expre ssao tende & 0 gquando
Az —=0 uniformemente (isto . essencial) em [, entao sua inte-
gral ao longo de Y também tendera a O e estars demonstrada
o formula (IV.13). Chamando de 6, = distdnecia de z a I , de
M uma qualquer majoragao de lglw) em T, [g(w)li M Fooel,
entdo sempre gque jAz| = & S 61, teremos: cOROo o - z - Azl = 61 >
>86 e |w-— z]2 z 04

Az g(w) 5

< [

(0 - 2 - bz)(w - 2)% (61-6)8%

e nesta relagdo a 29 membro tende a O quando &—=0, independen-
temente do particular ponto w e I', logo o 1% membro converge uni
formemente em I . Fica assim verificada a férmula (IV.10) que ¢
a mesms Qque (IV.11) para n=1l. Para prosseguir com a indugao, es-
tudemos novamente algo um pouco mais geral do que nN0sSO cago, con
siderando uma curva Yy lisa por partes, cuja imagem se ja

= y([a,b]) e Deg um conjunto aberto. Consideremos uma fun-

cio g(w,z) definida para w € T e gz €D, continua em ambas as

A
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. P . . - .
variavels e tal que para todo w fixo em I, g(e,z) seja ana-
£ . ™~ ; ¥ - . .
litica em relacao a =z e de modo que a derivada gé(w,z) se ja

ainda continua em w e z. Vamos, entdo, provar que a funcgao

G(z) = fg(W,Z)dw- (IV.14)
Y

¢ [ P
¢ analitica em D e gue

¢r(2) = | gylussdn .
Y

Como, por hipétese, a fungao g(w,z)'_é analitica em

z, podemos usar a formula de Cauchy (IV.9) e escrever:

glw,2) = 53 f ACTREA

ls=—zl=a

onde a & suficientemente pequeho de modo que o circulo ls-z|= a
esteja todo contido em D, mas entio, substituinio esta expressaoc
na definigio de G(z) teremos dvas integrais - em relagdo a s

‘e a W - 7para as quals se pode inverter a ordem de integracao,
desde que as fungdes integrandas envolvidas 50 tddas’ continuas
(esta permuta vale para integrais complexas pois estas se reduzem
a integrais em intervalos fechados para as‘quais a permuta é 11-
cita tendo em vigta a continuidade das fungdes integrandas), Obte~

mos, entao:’ |
G(z) = f[—%il f gé%f—)ds}dw = L f 1 [fg(w,s)dw]ds,
| Y |s~z=a | | ls—g=a Y

donde:

G{z) = L j’ G(s) ds .

ls—z=a .
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G(z) é, entdo, uma fungdo da forma de h(z) em (IV.12), sera en-
|
40 uma funcso analftica em D e com derivada

G'(z) = 2—1]__:5’ ] (L(%—;—z— ds ,
lowz=a * 57

conf orme {IV.13),
Por outro lado, sendo g(w,z) analitica em =z, podemos

calcular sua derivada por (IV.1l0), obtendo:

S lw __1 g(w,S)

g (w,2) = 5= 5ds
i
e, integrandc esta expressao sdbre vy, mudando depois a ordem de in
tegracao (com justificagBo andloga & precedente), teremos:

_f g(w,z)dw = -4 [E%E /‘ 3§&£L§%-ds] dy =

[s~zFa (s-2)

= i ]- S 5—{-fg(w,s)dw]ds = 2;1 f Gs) 44 - G'(z),

2
js=z=a ¥ : lo—z=a. (8-2)%

de acbrdo com o que vimos acima., Estd assim verificada a relacdo

(I\V.l5’) .

flw)

n
W2z

faz as condigles impostas para =z £ T e completamos o processo de

' Usamogs €ste resultado com g(w,z) = que satis-
indugao para a demonstracio das foérmulas em (IV.11),
Assim demonstramos gue © simples fato de uma funcgao
! . . P . . . ~ N .
ser analitica ja implica gque existam t0das as derivadas sucessivas,
que serao pois fungdes analiticas e portanto cont{nwas, como jé ti-

nhamos adiantado varias vézes.
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Iv.8 - Consequéneiag dg formula de Cauchy:

A primeira comsequéncia do que se viu & ums reciproca do

teorema gde Cauchy=Goursat:

Teorema de Morera - Se f € uma funcido continue numg regido sim-
~torema de Morera

Plesmente conexa tal Que sue integral sdbre

qualquer caminho fechado liso por partes (contido nessa regiso)

~ ’ . W Rt
Se_anule, entso T e anglities nessa regiso,
2= dlllle, en;

Observaces: : .

1, A demonstragao que faremos déste teorema diz um bouco mais,
POis exige menos, De Tato, mostraremos que f € analitica,
Supondo apenas que f & cantinua numa regiso (nfo necessariamen-

te, simplesmente conexaj, e tal que pars todo o ponto 3 degsa
regiao seja possivel tomar um cfreulo fechado, conm centro Z, con-
tido ainda na regizo e de modo que sbbre caminhog fechados, lisos

Por partes, déste ecirculo g integral de f ge anule,

2. Dizer que a integral de £ ge anula stbre qualquer caminho fe-
chado ligo POr partes duma regigao & o mesmo que diger gque a in-
tegral de £ a0 longo ge caminhos (lisosg por partes) quaisquer_dg

Pende tao0 somente dos pontos inicial e Tinal, isto é, Pode-se de~

Z
/’ flw)aw

2o

finmir

para z, e 2z nessa regido.,

Demonstracso: Se ja 25 Um ponto da regiao D en que f estd de-

« N o N I 4
:finida e € contfnua, Consideremos o circulo com cen—

tro em Zo Que satisfaca 2 hipdtese da dbéervagéo 1 acima e escre
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ymos, para 2 neste circulo:

Z

F(z) = _[ Flw)dw ,
Z :

~ PRI - o~ . £

ntao, comno primitiva de £, a fungao T & emalitica neste Clrou~
° . ks 3

o, e F' =1f e continua. Logo, F admite derivadas sucessglvas

e qualquer ordem, entdo £ ¢ analitica neste circulo e, como Zg

qualguer, £ S anslitica na regifo de pertida.

F . ~ . ~ [ .
sorolario - Seja Ty (n=1,2,,00) UME sequéncia de fungdes analiti-

L4

cas numamregiQQWQEHEEQE_QEEL_EQQ? PontQmQEEEQ_Egﬁiégmﬁ

4 s - Pl
sentro_de um circwlo, amdﬁm,g_qﬁ;i@__@__zggJ..e,a.o.J__e._zlp__g}&%}_ £, 71

uniformemente. Entio f & tembém analitica.

~ . ~ #
Demonstragao: Se, localmente, fo;f uniformemente, entao f e
¢
continua.
Dado wm ponto  Zgy consideremos ull circulo no qual &
convergéneia f —=7% se ja uniforme. Entao, sObre qualquer caminho

liso por partes contido nesse .circulo, tem—se
[ 2, [ 2.
Y ¥

Ora, se Y ¢ também fechado, peio teorema de Cauchy f T, = o,
entao f § = 0 e estho satisfeltas &8 hipoteses 40 tleema de
Morera Zobservagao 1), logo £ ¢ analitica.

Note-se, que na reta, podemos ter funcdes snaliticas
convergindo uniformemente numa vizinhanga de cada pontc {isto €,
localmente) para f(x) sem gue f(x) seja analitica. De fato,

N N . ~ N o~ . 4 .
ja vimos da existéncia de fungoes continuas (e mesmo derivaveis)

na Teta que nao sao analiticas, mas, pelo teorema de Weierstrass,
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+8da fungao continua ¢ o limite (localmente uniforme) de uma se-
guéncia de polindmios.

Lo . 4 . - '
Proposicao - Nas hipoteses 40O wltimo corolario tem-se também gue

£l £ e cada ponto ¢ centro de um circulo em gue

~ . r M
a convergéncia e uniforme.

Demonstragaoc: Sejam z, Ul ponto da regifio considerada €

[z—zois a um cirpulo desta regiso no quél a con—
vergéncia fn(z)“ﬁhf(z) é uniforme., Se & é tal que O < & < a,
vamos mostrar que
fﬁ(z)ﬂﬁ’f‘(z) uniformemente
no circulo de centro 2z, ©
raio a - & , Podemos escre-

ver,por (IV.10) para qualgquer

, adsse ciroulo: |z-z,|< a-&,
£ (w)
1 - f. ol
(z) = 5= | T QW
fn( ) 21t (wﬂz)2
lw-z J=a

» ’
e como f' tambem e angli-

tica

£ (z) = Elf ]ﬂ £(w) dw
] wil (W—Z)2
|w—zd=a
Dagul segue a tese pois, rara {ndices n suficiente-
mente grandes tem-se fn(w) ~ f(y) < & para todo W da circun-
feréncia w-z, = &, 10go para tais {ndices

1 &

o)
S 2na = 5o
2Tt (2&)2

4a

£1(z) - £ (=)l <

que tende a 0 gquando &—=>0, independentemente de Z.
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Note-se que esta proposicio nio € vdlida na rets,

+ . £ .
Tudo isto Pode ser reeserito Para series., Assinm que,

o

. nz_l £.(z) = £(3)

de modo que localmente g convergéneis seja uniforme, entao £ ¢

se as fungdes £, sHo analiticas numa regiZo e se

analitics e

s

12“1 £1(2) = £1(z) .

. - 4 . ~ .
Em particular, se tivermos uma serie de poténcias

oo

n
E: a,(z - Z,)
n=0.
que converge num ponto z1s J& sabemos que sendo P = ]zl-zol, a

» . .
serie sera uniforme e absolutemente convergente em qualguer circulo

[z—zols P-€, entdo teremos que a série das derivadas

4]

ZII an(z - ZO
=l

tambénm serd uniformemente convergente (e, ent@o, também absoluta
mente) em qualquer eirculo désses.

Isto jd foi demons trado diretamente pars gs séries de
poténcias por meio de um calculo direto, dispensando t8ds ests ba-

gagem de fungdes anali{ticas (ver II.4),

Consequéncias das férmulas (IV.11):

L. Limitacdo para ag derivadas., Seja, novamente, f wuma funcio

analitica numa regifo D, =z um
pontode D e p s 0 tal que o eireculo -zl <p  esteja todo

contido em D. A funghio f(w) € continua ng circurf eréneia
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lw-z|= p sende, portanto, limitada, suporhamos que PoOr Mp , is=

+t0o é:
[£(w)| = M se |w-z|l =090,

entao, cOmMC

f(n)(z) - De J/ ' 1;§Q£lm“_ dw ;

o el oo (wnz)n+l
teremos: |
f-( %) (Z) < fli Mp G__,%I,T_p_ - ...__E.__PEQ
s sS40 2 -pn+l pn' - °

2, Teorema de Liocuville: Se f ¢ uma fungéo.definidamgpalitipg

.:em;%odo o.plano, se T for limitada, en=-

tho . f  é uma constante.

Demonstracgao: Aplicando (1IV,16) no caso em que n = 1, tem-se

' M
|fE(Z)I S'""b"@" 9
mas como f & limitade, [£(z)| s M, Vz €€, entdo, para qual-

quer o > O real, temos M, = ¥ e

£1(=) < 5, ¥,

. ' 4 . .
isto &, f£'(z) §é, em mbdulo, arbitrariamente pequexa, logo

£'(z) = 0, Vz e g, dorde f ¢ constante.

Ums funcio definida e analitica em todo © plano diz-se

n

A, ~ . . ~ 7 ~ .
uma funcao inteira (as fungoes e, sen Z, 8, +eset ay% 820 1n-

teiras;. as fungoes tg z, ndo sao). Entao, o teorema de

. - > 4 - ~ - ] - - ~
Liouville diz que as unicas fungoes intelras limitadas sa0 as
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constantes,

3. Teorema fundamental dgmﬁlggggg - Como aplicagao do teorems de

Liouville, podemos demonstrar

0 teorema fundamental da Algebra Todo polindmio de_grau n > 1

(i ist0 e, nao constante) admite pelo menos um zero. Isto €, se

P(z) 8y + agZ + ... 4 anzn (de grau n = l), entao existe
2z, € € tal que 'P(zo) = 0,

Mostremos que se P(z) # O para todo z € & entao,
certamente, P(z) gera constante.

De fato, podemos escrever:

- n _
P(Z)—ao+alz+oc' +8.Z —_

Suponhamos P(z} # 0 pars todo g € €, entao a fun-
cao -—T_T esta definida e ¢ analitica em todo o plano complexo.

Pelo que vimos, se lzj= K = 1, teremos:

n [, 1
[P(z)]z K Danfu 2 (Ianh1|+.,a+ laolﬂ
e, entdo, para X suficientemente grande, temos
P(2)f = &% [lay] -] » 0

londe, invertendo

ﬁ—_)l K@ [ I- &] y DPara |zl=z K,

Por outro lado, sendo 'ﬁ%ET continua em todo o plano,

lerd limitada no efreulo lz2] = K por uma comstante W:
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(2 < M, para lz] < ¥ -

Concluimos entdao que & fungho inteira 'ﬁ%ET'é limita~
da, 1080, pelo teorema de Liouville & constante, gendo também

- . L
constante seu irverso P(z).

Iv.9 - Série de Taylor de uma funcio analitica.

Para as fungoes elemenfafeé, demonstramos algumas proprie-
dades interessantes‘— como a unicidade do prolongamento analitico
£(z) de f(x) - usando seu desenvolvimento em sdrie de Taylor.
Vamos mostrar que toda fungao . analitica numa regido admite um de~
senvoiviménto en serle de Taylor para cada ponto desta regigo,

Seja £ uma fungao analitica numa regiao D seja 2Zg4

un ponto de Do Tomando O numer 0 realrpositivo p tal que:
O0<p < dlst(zogfroD)

temos garantido que O 01rculo_|z-zcys o esta todo contido em D.
Seja y um caminho satisfazendo as condigBes y1-5 e contendo em
geu interior todo © cireculo
|z—z < P4 entdo, para qual-
quer pontoc z ddste circulo
podemos esCrever, segundo

(1V.9):
f(z) = -—L-l aw

2n1
Y

Mas:



1 1 1 1

W-gz (w—zo) - (z~zof': wez 7z o~z e

Oray; se ® € um ponto ga imagem de

€ Z um pontq
IZ"ZOI< P, entdo: *

tal que

I 2 - 3

@ g=z_ 1
- . 0
¢ nestas condigBes, a série E (w—z ) converge para
n=0 0

1
)
1 _.fMM:&L
w -z
Podenos, entdo, escrever:

. - S (__‘)l'l
) T . ) ez

L. W=z n+l °
© n=0 ° n=0 (w‘ZO)

’ . . -~
Se, alénm disso, consideramos um nimero real

?< ¢ <1 e tomamos um eireulo um pouco menor lz~zo|$ ap ,
;eremos
Z - g
0
e <
w - 7, < g 1

altiplicd-la por f(w)  (eujo méaulo & limitado para que

Y) e integrd-1is termo a tdrmos:
! --_].'.._ f(m) _ 1 [ n f(w)
Y Y n=0 (w_zo)

RIS N R

n=0 Y ¢

lagem de

]
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Obtivemos, entdao, um desenvolviment o em série de po~-

téneias para f(z) da forma

£(2) = ) ez - z) (IV.17)
n=0 ' .
convergente para tode z : |z - z < 0 ,

Ainde mais, tem~se como coeficientes:

n ﬂ+l N ni

(n), | |
. = —[ P Ad €79 (IV.18)
2n1
Acabamos, entso, de provar que f admite un desen=

volvimento em série de Taylor nume vizinhanca de Z

= f(n) ‘ '
£(z) y (z - 2 )" (1v.19)

Esta série é convergente no efreulo 2=z | < a(z,,fr.D)
e uniformemenfe convergente em qualquer circulo fechado contido
neste. Portanto, o raio de convergénecia da série do 22 membro de
(1V.19) é = a(z,£r.D).

Temos, agora, para fungdes ansliticas quaisquer coro-

o, . ~
larios anélogos a0s que foram vistos para funcoes elementares.

. g ST - . .
Corolario 1 - Uma fungao analitica 50 tem zeros de ordem inteirs.

Isto é, se f ¢ analitica na regido D e se

£

2, €D e tal que f(zo)': 0, entao num vizinhanca de =z

o
escreve~ge Ccomo

£(z) = (z - 20" g(z) ,

em que g ¢ anmalitica e g(z,) # O,
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De fato, basta considerar o desenvolvimento (IV.17):

f(z) = a

o

0+a1<Z—Z)+uoa

onde f(zo) =0 = a_ =0, Seja entéo m (m > 0) o 12 inteiro

0
para o qual se tenha a # 0, entdo teremos:

)m'l"l

_ m _ _
£(z) = am(z - zo) + am+l(z Z + e

= (z - Zo)m a + &8 (z-— ZO) + e = (Z- Zo)m g(z) ’

m m+1

4 - r .
= - . i nal
onde g(z) N +.am+1(z Zo) + ... €, Obviamente analitica e

g(z,) # 0, ’

N ~ | P
Corolario 2 - Os zeros de uma fungao analitica numa regiao D e

~ . . .~ . ,
nao nuls sao pontos isolados negsa regiao, Isto e,

~ | o~ P s ’
os zeros duma fung¢ao anal itica, nao identicamente nula, so0 podem
acumular-~se na fronteira de D, nunca no interior.

Da fato, suponhamos por absurdo, que Z, € D fodsse

um ponto de acumulagso de zeros de f, ms entdo, como f & con-

r . .
tinua em =z f(zo) = 0 e terfamos, pelo corolario anterior,

09

numa vizinhancga de Z ¢

£(z) = (z ~ z,)" glz) ,

| ST ~ I'4 ~
onde g, sendo analitica (e, entao, continua) e nao nula em Ziys

i . . - . ~ .
e diferente de zero ainds numa vizinhanca de =z entao nesta vi-

o?

m :
=0® 3z =g 0 que contradiz a

zinhanga f(z) = 0 & (z = =z o

o)
- 4 . ~ . N .
hipotese de existencia de outros zeros em gualquer viginhanca de

Zoo

, v ~ Lad . . P
Corolario 3 - Se duas fungoes f e g sao analiticas num regiao

D e coincidem num conjunto de pontos que ternha pon-
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to de mcumulacio em D, entdo elas sio iguais em t0da a regifio D.

B claro porque, entaoc f - g e uma, fungao anal{tica
cujos zeros tém ponto de acumulagso em D, logo f - g =0 em D,
0 leitor pode verificar que 8ste cofolério é uma generalizacio do
Teorema II.1 demonstrado 1o capitulo II. -

Em seguida, observemos que éste.corolério garante a
unicidéde do pfolongamento analftico de uma fungao real -qualquer
para 0 campo compleko. De fato, se f(x) & uma fungio real, duas
fungBes‘anal{ficas f(z) e g(z) que a estendam a0 campo comple-
%0, coincidem sdbre o0 eixo real, entdo, pelo Corolario 3, f£(z) =

= g(z) em todo 0 seu campo de definigao.

Conclusdo: Embors gse pudesse fazer diretamente a, demonstragao para
séries de poténecias, vimos neste capitulo, como aplica-

~ ’ ~ I )

gao de resultados para fungoes analiticas que, se a serie de po~-

téncias

®© . . n
E an(z - ZO)
n= )

I'd . ~r
converge. num circulo Iz-20|< p, com soma f(z), entdo, como num
raioc um pouco menor .a convergéncia e uniforme, temos que a serie’

das derivadas converge também, que - f{z) ¢ analitica e:

ii na(z - zo)nml' = ' {(z) ,

n=1
Temog, com isto, fechado o circuito, mostrando que
sao equivalentes as seguintes condicoOes:
‘ ’ . ’ L~ .
1. f ¢ derivavel na regifdo D (analitica em D );

2, em todo ponto de D, f admite um desenvolvimento em seérie
de Tayloxr. '
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Iy g " £ -
Uma condi¢ao menos importante mas tambeém equivalente
as anteriores, como vimos, é:

3. £ & continua em D e, localmente, a integral de £ entre

dois pontos independe do caminho.

Qualquer uma destas condigdes serviria, portanto, pa-

ra a definigao de fungdo analitica na regiso D,

Exerecicios

1) Se para |z] # 3:

e(z) = f 2w2-w-—2,

w -2
fw| =3

mostrar que g(2) 8ni . Qual o valor de g(z) quando lz| > 3°7

2) Usar as férmulas (IV.9) e {IV,11) para calcular as seguintes in

tegrais:
o [ o) | sese g,
’ Tr2 Y z( z°+8)
: z
g =
c) f' 22 Ezl a) /,*———2—2 (1xf < 2), e) /(ggg%qg_dz
‘ (z=x) 2
y ‘¥ %o Y

onde y € o ceminho formado pelos lados do quadrado de vértices

+ 2 ¥ 2i, percorrido no sentide anti-horario.

Resp: (2, -%3 y =TZ , im 5902(529, 0)

H
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3) Se f ¢ analitica nums regific D e se Y € um caminho fe-
chado de D cujos pontos interiores sejam ainda de D, mos-

[t . [ s
Y SR

trar que

para 2z, D nao na imagem de vy,

4) Dar o desenvolvimento em série de Taylor:
a) para cos =z aums vizinhanca do ponto gz, = 5
b) para os diferentes ramos de Log z numa viginhanga do

3

VA S

ponto =z =1 3
Z

c) para na origem.

5) Determimr dentre as seguintes fungGes, guais as que admitem

desenvoivimento de Taylor em tdrno da origem:

2 2
-1/z y 25+ 3 gos z = 1. 1/cos =z
a) e b) cosh = c) Z2 a) e
Z
e 1 z° = 1
e) g ) Semm

IV,10 ~ Resumo = Recapitulacso

P £ - -
Revendo o que se féz até aqui, lembremos as propriedades
. Lot - . F
que caracterizam ag fun¢des analiticas numa regiao., Se D c € e
um aberto do plano complexo, e se f:D—=8 & uma fungao definida em

D, sao equivalentes as seguintes condigoes:

P . Y . .
FA 1. Localmente, f ¢é a.some de uma série de poténecias, i.e.:
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Todo ponto z € D ¢ centro de um circulo no qual f admite um
desenvolvimento em série de poténeias de 3z - z,, isto é, para

cada z, € D, existe p > 0 +al que se |z - zol< o, a série

=s]

2: an(z - zo)n.

n=0

”
é convergente com soma f{z);

FA 2. £ & derivavel em D, isto é, para todo ponto z € D,
existe o derivada f'(z),; (esta é a condiclo gue usamos cOmoO

definicHo de fungdo analitica);

FA 3. (esta condicdo é formulada em térmos de fung®es reais de
duss variaveis reais): se a fungdo £(z) = f(x + 1y) =

= £(x,y) = w(x,y) + i v(x,y), £ & diferencidvel, como fungao de

x e y, pare todo ponto (x,y) = z € D e estao satisfeltes as

condicdes de Cauchy-Riemann (III.4):

FA 4. Localmente, f & integrdvel: f ¢ continua em D e admi-

te uma primitiva local, ou seja, cada ponto de D ¢ centro

de um cireulo comtido em D, tal que, a integral de L estendida

g um caminho todo cantido nesse cireculo depende somente dos pontos
inicial e final de tal caminho.

Qualquer uma destas condigtes pode, portanto, ser usa-

de. como definicio de funcéo analitica em f. Isto nos dd ums idéia

da rigqueza desta teoria e de quantos modos diferentes gla pode ser

construida.

A demonstracio das equivaléneias acima j& foi feita-
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no transcorrer déste curso. A titulo de recapitulagao, citaremos
o roteiro para algumas demonstracoOes, que O leitor podera rever.

| A demonstracdo de que uma serie de poténeiss é deri-
védvel no sen circulo de canvergéneis (FA 1 = FA 2} foi obtida
de dols modos; primeiro diretamente por calculos sdbre os coefi-
cientes (exemplo em III.2) e, depois — um tanto sofisticadamente
-~ como consequéncia do teorema de Morera e da formuila de Cauchy.

A reciproca (FA 2 = FA 1) foi vista no §IV.9. |

A equivaldnecia de “derivabilidade complexa” e “dife-
renciabilidade real + condicdes de Cauchy-Riemamn” (FA 2 = FA 3)
foi vista no Teorema ITI, 1 (§III.4).

Finalmente, demonstramos gque FA 2 = teorema de
Cauchy~Goursat = FA 4 e a reciproca, FA 4 = FA 2 ¢ demonstrada
usando o Teorema de Morera (§IV.8) no gqual se tomam as hipéteses
mais fracas das observagbes feitas naquels ocasiao.

| Chamamos 2 atencao do leitor para o fato de que as
condigoes FA 1, PA 2 e FA 4 sdc de naturezas bem distintas en-
tre si, nao tendo rela¢ao aparente. Assim sendo, certas proprie-
dades de gque gozam ag fungoes analiticas sao quase surpreendentes
guando se toma uma das definicoes acima (e, quase sempre de de-
monstraciao direta djf{cil) mas 550 naturais (e de verificacao i-
medlat ) se ume outra definigao e a considerada. Quando fdr, pois,
preciso mostrar uma propriedade gualguer de fungodes analltlcas,
pode-se escolher dentre as definigdoes FA 1-4 aquela que torne
mais simples a demonstracao da propriedade procurada.

Como ilustracgao, lembremos algumas consequéncias tri-
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. . ‘ ~ £,
vlials de cada uma destas defini¢Oes de funcéo aralitica:
P . ~ f
Assim & qQue, se considerarmos como fungao analilitics
aquela que, localmente, é desenvolvivel em série de poténecias,

FA 1, tém-se imediatamente: -

i. os zeros de uma fungdo analitica s80 de ordem inteira (coro-
lario 1 do $§IV.9);

ii. (conmsequéneis de i): ume fungao analftica em D e ndo idén-
ticamente nula, nao admite, em D, ponto de acumulagao de

zeros., (coroldrio 2 do §IV.9);

iii, (consequéncia de ii): se duas funcdes analiticas em D
coincidem num subconjunto de pontos de D com ponto de
acumulagac entdo elas coincidem em todc ¢ aberto D (coro-

1drio 3 do §Iv.§); |

iv. (consequéncis de 1ii): Unicidade do prolongamento analitico:
dados um subconjunto A de D com ponto de acumulacsao (por
exemplo uma parte abertas de D) e uma fungio f definida em
A com valores comp lexos, se esta fungao admitir um prolonga-

ment ¢ analitico a todo ¢ aberto

D (isto é, se existe uma funcao

g:D € analitica e que coineids

com f nos pontos de A), entso

A LR
€sse prolongamento e unico.

. o . ~ £,
V. a derivada de uma fun¢ao analitica & uma fungao analitica (se-

gue do calculo elementar do exemplo em III,.2);

vi. (consequéncia de iv e v): se f(z) §é o prolongamentc analiti-
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co de f(x), entdo f'(z) ¢ o prolongamento amalitico de £'(x)

(resultado prometido em IXI.5). |
Partindo agora da definigéo FA 2 = a adotada neste

texto: funcgao analitica ¢ uma fungao derivavel - tém-se, de ime-

diato:

. fad o B . ~ ;
i. 830 validas as regras formals de derivagae na reta (d 1 - 6 no

rl

§ ITI.2). Assim e que a scma, © produto e a compbsta de fungodes

aneli{ticas sio fungbes analiticas, o produto de uma fungao anal{ti
ca por uma constante é uma fungao anal{tica; o quociente de duas

funcdes araliticas € uma fungdo analitica nos pontos em que o de-
nominador ndo se anula} a inversa de uma fungdo analitica (biuni-
voca) é analfitica nos pontos em que a derivada da primeira ndo se

anula s

.. ) A . . . . 14} ’
ii, (eonsequéneia de i): levando em canta que a exponencial e e

uma funcdo analitica, concluimos que sdo analliticas tbdas as
fungdes elementares.

A definigéo FA 3 gerve para reduzir o calculo de de-
rivadas no campo complexo aoc calculo de derivadas de varidveis
reals e, finalmente, em parégrafos,futuros, usaremos a definigao
FA 4 para simplificar o calculo de integrais no campo complexo e
mesmo calcular infegrais de funcgdes reais, cujo tratamento elemen—
tar & artificioso e dificil = isto serd feito na Teoria dos Resi-

ducs.
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Capitulo V

CALC‘U‘LO DE rEsfpUOS

V.1l - Séries de ILeurent

Ja foi visto que se uma série da forma

o

E: a (z - zo)n (V.1)

n=0

converglr pera z = a;, entao a série sers convergente em todo

ponto z do eireulo lz—z | < ]Zl”zo] e mais, considerado um

e 7 - raio um pouco menor gque |zl—zo[,
’ \ ) . . o,
'y ' isto e, para & > 0O , a serie
[ 3
/ ; )
; . ' serd uniforme e absolutamente
\ ' = '
\ 0 ' ’
\ / convergente no circulo
AN i s

~ 7

~ o

Tl Ia_a‘o[ s la‘lhzoi -8

” t3
Do mesmo modo, teremos que se uma serie da forma

=
21@ (E*:ngzyn _ (V.2)
n=

fdr convergente para gz = Zy, entdo a série convergirs para todo

- v ~

- s Zp ponto z tal que |z-z|> |z5-2
# 4
3 i 4 0
/ o € mals, se € > O, entao a série
[ i
' . ) (V.2) converge uniforme e sbso-
! ZO '! ’
Yo ! lutamente fora do circulo de raio
\ . ¢
A 'I. Z . ’ .
.. - [2,~2 [ + & isto &, no conjunto
" 27%0

dog =z tais que
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Entao, onde convergem uniformemente, cada uma das sé
ries acims tem como soma ume Funcao analitica. Combinando as duas

’, . ' . . e ‘
seires acima, obtemos uma serie que se diz serie de lLaurent:

0.

©  . . B +e ’
E:an(zrzo)n~+ Z:_E;:E—TE- = ;{:.An(z-zo?n ' (v.3)

‘n=0 . n=1 ) n=—o
que ¢ tal-qﬁe: se existirem dois ponfos' 27 € 32y situados a
distancias diferentes de Z ¢ 92 = |z2-zo‘< [zl—zolz P1+ Para Os.
“quais a série comverge, entdo a séirie converge na coroa:
o, < |z=z ) < oy
e, tomados g4 >0 e &, > o,
a convergéncia na coroa
-y | = -
Py + &5 < |z-2 % o7 - &9
é absqluta'e'uniforme, Assim

sendo, na coroa

Py 12~zo| < bl , a soma ds

série (V.3) & uma fungao analitica.
Seja f(z) esta fungdo., Vejamos qual a relagao que

hd entre a soma f e os coeficientes A, da série (V.3). Se ¥

[d - S N . .
e uma circunferéncia de centro 2z, e raloc P, tal gque P <

< p <'pl, mostrenos qué

m 2ﬂ1

- [Aﬂ”m | ()

oL Y S 2 .
(ecomo ja vimos, esta expressao e valida no caso em gque 30 existam
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. - g £ . . . ’
coeficientes com indices positivos). De fato, se T = v({la,b|) é
a imagem de vy, entao sbbre T a convergéneis de (V.3) é unifor—
me e, fixado um indice m & possivel multiplicéﬁla, térmo a Htér-

mo, por
1
T
(w - z,)

1

. [ . )
que teremos, ainda, uma serie uniforme absolutamente convergente,

dando:

“+ oo

f{w) N n-~m-1

(o - o )m+l = é} An(w - Zo)
0 n=-o

Esta série pode, portanto, ser integrada térmo a tér-

mo sbbre vy, e, como
/’ femel 0 se n-m-1 £ =1
(W—ZO) dw =

Iansz {2Wi gse n-m-1 = -1

obtemos o seguinte resultado:

_“iiﬂ%ﬁ$1 dw = 2mi A, o que demonstra (V.4).

-2
W o

Veremos a seguir que vale a reciproca déste fato, is-
, 4 ~ -
to e, se f e uma funcio analitica numts coroa p2 < |z=zo|< P
entac f admite um desenvolvimento em série de Iaurent. As for-

’ : - . - A » .
mulas (V.4) mostram que se existir o desenvolvimento 8le € Unico.

Demonstramos, entao, a existéneia do desenvolvimento

de Laurent para a fungao f analitica na coroa <

- <
2 2=, < Py
Seja 2z um ponto qualquer da coroz e consideremos

circunferéncias Y1 e Y5 de centro z, e tais que
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de Yy < Py

limitada por Y1

mos:

1 [ £(w) 1
“2nif w-z T an [
Y1

» ' Lo
ora, quando w e um ponto de Yq¥ podemos escrever:

. < .
P, < raic de ¥, lz-2 | < raio

Pela formula de Cauchy rela

tivamente & fronteira da coroa

e Yo tere-

1l 1 __ 1 1 _
w-2 ~ (w-2z_.) = (=2 ) = W=z -
: 0 0 ¢ Z -z
1 - TR
0
- <) _ ral i - n
T w3 W—2 " ' n+1,
° =0 ° n=0 (tho)
: . E=Z , L
porque entao: Wz < -1 e a serie em questao converge (e
0

ralis, como raio de

Yl < pl, a
tamente) .

Entao, podemos escrevers:

f %&g—)dw = Z (z—zo)nl f

Y1 141

f(w)
(w=2

)l’.H’l dw .
0

- Donde, se pusermos:

_ 1 _f(w)
8n © 2mi fQ( _ )n+1 dw
. W=z

Fo .
serle converge uniforme e absolu-

(7.5)
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(y uma circunferénecia gqualquer da coroa em gquestao e de centro

| z,), teremos

2ni W - 2

L _flw) dw = Z an( Z—Zo)n
Y1 n=0

Obgserve~se que, pelo teorema de Cauchy-Goursat, no
caleculo dos 2y, pode-ge tomar a integral sdbre uma circunferén-
cia Y qualguer nao precisando ser Yqe

Analogamente, se w € um ponto de Y, teremos:

| W - 2
Y
e podemog escrever:
-— 1 = l - = l l =
W—2 .(Z—zo) - (w-z) z=2 L. w—zq
_ Z—2
fos] @
¢ B M 2)"t
Z=% /  ‘m - g _ n
° =0 ° n=1 (z Zo)

’ ¢ . '
0 que e, de meodo analogo, uniforme e absolutamente convergente

e podemos, entao, integrar:

_ ]ﬂ %;éﬂ%—dw - ji: _d = jﬂ f(w)(w—zo)n_ldw )

_ = (z-z_)
Y2 n=1 0 yg

donde, se pusermos

b = 5%3 j.f(w)(w-zo)nfldw ) (V.6)
Y
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teremos:
! _£lw) Z
Cemi ) W= 2 (z-2 )
Yo o o=l
Concluindo, podemos escrevers:
‘ « | . ‘ 5
£(z) = EE, an(z—zo) + ‘(;:g—jn (V. 7)

n=0 n=1

-

gque € © desenvolvimento em série de Laurent para f(z).
Observe-se que as formulas (V.5) e (V.6) sdo as mes-

mas (V.4), em que A = a, para I 2 0. e Ay =Db_, para m< 0.

Como exemplo, vejamos as fungoes seguintes:

1. f(z) = ———E——u—ﬂ que é anslitica para = # z, e cujos coe-
(-2, y* .
flClentes de Laurent sao, obviamente, A, =0, m £ -n e

A =1,

-n

- e? ¢ '

2. f(z) = 2— , analitlca para =z # 0, cujo desenvolvimento de

" Laurent é obtido a partir do desenvolvimento.em serie de

Taylor de - é i
: al n
oy 1 1 1. S _ @ . r
£(2) = 3 Z ni -z j (m+1): ¢+ 8%0 ey

by = 1 e b, = 0O para n = 2 .

8y T Tuel)? ?

3. 'f(z) = f_";Lif' que € analitica para 2z # 0, -z Ai e
S z{1+z°)
'}Ez # -i., Podemos considerar duas coroas com centro na origem

. nas.quais f seja analitica: O0< |z <1 e |z|] >1:
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z,. O ponto singular removivel pode aparecer de duas maneiras:
- a partif de uma funcao analitica, em que se muda o valor
no ponto =z, como no seguinte exemplo: a fungao f(z) = sen z,
para z £ 0 e £(0) = 1000 tem um ponto singular removivel na
origem, pois volta & ser anal{tica, se consideramos f(0) = 03
- funcdes definidas por expressoes asparentemente indetermi-
nadas, como & o caso, por exemplo, da fungdo f£(z) = §§§“§‘ que
‘aparentemente, nao esta definida para 2z = O, Demonstra-se que,
se pusermos f(0) = 1, obtemos uma fung¢do analitica na origem:

' . 2 ~
de fato, como sen z +tem um zero na origem e € uma funcao ana-—

1{tica, sabe-se, pelo corolario 1 do §IV.9, que se pode escrever
sen z = z° g(z) ,

em que m = 1 e g ¢€ uma fungao anglitica numa vizinhanga da
origem e g(0) # 0. Se m > 1 também a derivada de sen z se

anularia na origem, o que nio é verdade, entdo m =1 e tem-se
sen z = z g{z) ,

# N . ~ A
donde =222 = g(z) e anallitica na origem. Entg8o, como sObre

sen X

a reta real tem-ge s

-1 gquando x —0, certamente, tere-
mos também g(0) = 1, isto &, f£(z) g(z) ¢é uma fungdo analiti-

ca também na origem, desde que se faga f(0) = g(0) = 1.

2. um ponto singular isolado gz, da fungao f diz-se um polo

de ordem m - com m inteiro, m = 1 =~ se a fungao
glz) = (z—zo)m f(z), definida numa vizinhancga de g for uma

fungao analitica em z, e tal que g(zo) # 0. No caso de m = 1,

Zq diz-se um polo gimples de f, quando m = 2, Zy & polo du-
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plo, etc. CondigOes equivalentes a esta sao:

- z_ ¢ polo de ordem m de f e f, numa vizinhanga de

o
Z 4. tem a forma seguinte:
f(z) = ——Emm—ﬁ g(z), onde g(z) ¢ analitica e nao nula em zo.
22
o]

° ' 1 ’ o .
- 2z, € polo de ordem m de f « () ¢ aralitica numa vi-

zinhanga de z, € tem, em Zgy UL 2ZETO0 de ordem m.

Exemplos: f(z) = cotg z +tem, na origem, um polo simples.
- . . . _ .z ’
Com efeito, pois, =z cotg z = cos =z Sen g © uma

funcao analitica nums vizinhanca da origem como produto das fun=~

s ’oL . . ~ £
goes c¢os zZ, que e inteira, e do inverso da fungao analitica

sen =&

~ - . . ! 3 4 L3 . .
= gue nao se anulg na origem. Alias, € facil verificar que

todos 0s pontos singulares de cotg z s40 polos simples.

3. um ponto singular isolado z, da fungaoe £ que nao seja

3 . | . ;
removivel nem wn polo, diz-se, um ponto singular essencial.

Mais adiante, daremos um modo simples para verificar que a fun-—

~ 1 . ; e
¢cao e % tem um ponto singular essencial na origem.

. ’ id N
A seguir, veremos como e possivel 0 reconhecimento

déstes pontces.a partir do desenvolvimento de Laurent de £ Lemf

bramos que, sendo Z, um ponto singular‘isolado de f e,-p0r¥
tanto, sendo f analitica na regido O <|z—zo|< p , com O gue
vimos no §V.l, f admite, nessa regiao, um desenvolvimento em

I -
gerie de Laurent

[e1] o« .b
f(z) = ZE: aﬂ(z—zo)n + ZE; (E:ggjﬁ- ,
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onde os coeficientes a, € b, sao definidos como em (V.5) e -
(V.6).

Podemos enunciar as seguintes propeosigdes que servem
para classificar o ponto singular isolado z, de acdrdo com os

coeficientes b désse degsenvolvimento.

' . - ’
Propogigao V.1 - O ponto = sers removivel quando, e SO quan-

0

do, todos os b, fbrem nulos, isto é, b, = 0,

n=1,2,... . Neste caso, o valor que se deve atribuir a f, em

4 .
para terna-la analitica é a_.

7
c

0!

A demonstragio € evidente e se conclui da unicidade

do desenvolvimento de Laurent. De fato, dizer que z, ¢ ponto.

removivel equivale a dizer que a fungdo g(z) = f(z) quando

z £ z, e &(z,) = c, ¢ analitica numa vizinhanca de Zgyy isto

’ . . . ~
e, g admite um desenvolvimento em série de Taylor em t8rno de

Z

0
glz) = c, + cl(z~zo) + cz(z-zo)g + o

e 8ste € o desenvolvimentec de Laurent pare f, guando z # Zge

a em geral, a_= ¢ e b, =0,

n n n

Ou seja, &(z,) = ¢, o

n=1’2’ 8 08

Proposig@o V.2 - O ponto z, serd um polo de ordem m - quando,

o
e 80 quando, os b, se anularem de m+l em
diante ou mais precisamente: b £ 0 e b, =0, n=m+l,m+2,.,,

Demonstragio: Se =z ¢ polo de ordem m, a fungdo glz) =

= (z—zo)mf(z) ¢ analitica numa vizinhanca de Z,

admitindo, portanto, um desenvolvimento de Taylor da forma:
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glz) = nZO cn(Z-zo)n' e glzy) =c, # O.

Entao, para z # z, » teremos, efetuando a divisao

m
por (z—zb)

e ¢ ' e
M-
0 l + 400 + _"—;L—'— +

+
m M=1
(Z-ZO) (z—zo) 7 - 7

f(z) =

+ E: c (-2 Yo
Lo mn 0

que é seu degenvolvimento de Laurent em t8rno de Zo dond e,

por identificagao dos coeficientes, tiramos:

bm fo co % O e bn = O, n-'-_-' IE+1, m+2, u._o

Reciprocamente, se o desenvolvimento de Laurent de f

tem os coeficientes b, = O para n>m e Dby # 0, entdo a
funcao
; m _ m m+1
glz) = (z-zo) f(z) = b, + bmml(ZmZO) +oaot ao(z-zo) + al(Z"Zo) +
+ * o9

’ r o . ’ . '
& o soma de uma série de poténeias convergentes do tipo (V.1l) sen-

do, portanto uma fungao analitica numa vizinhanga de Zo € mis,
g(zo) ;bm;é O 3 C-q_adn

Destas duas proposigdes e ja que a definigao de ponto
gsingular essenclal é a negativa das anteriores, conclui-se que

vale 0 seguinte:

Proposicao V.3 = O ponto singular isolado Z sera essencial
\ ' )

4 N . s
quando, e s0 guando, houver uma infinidade de

coeficientes bIl ns.o nulos.,
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de Laurent em 1%

e um ponto singular isolado da funcao
£ _no pomto

o

(4

Daqui se conclui, que, realmente a funcao

’ L)
em serie
z # 0,
%o
-se © resigqude

Se

na origem um ponto singular isolado essencial, pois seu desenvole

V.3 - Residuos

vimento
para
mo:

oo

L1

o

inter-

8

v

sem aut

]

itivamer

nes

[

seu interd

a

8¢ ja

o 1

2T o .

Regrema V
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sa._por partes orientada positivamente que contenha no seu 1nte—

rior sbmente um numero flnlto de pontos 51ngulares 1solados de .
f__.

e _Zl’_z2,‘ocs’zk._, entao ‘

T 1

.j f(z)dz = 241 (res f + ves T + 44s + TEs T) .
Ly 1 %2 | %I |

——— ._.._...‘-_.-...-‘w-—‘_ e

Pembgstrggég: A verificacgao € imediata. Como os pontos Z 4 £80
isolados e estdo no in~
terior de y, € possivel
considerar circunferén-—
cias-'yj orientadas po-
sitivamente e de modo
que: cada Yj contém Zj
no interior e nenhum ou-
tro ponto singular de f,
as Y; Nao se encontram

J
entre si e estao tddas

contidas no interior de Ya Nestaé condigﬁes, a8 eurva Yy e as
curvas —yl,..,,-yk (isto é, Percorridas no sentido negativo})
830 a fronteira de uma reglao em que f ¢ analitica, éntﬁo, pelo
teorems de Cauchy-Goursat (§IV.12), temos:

jff(z)dz - j coo = -{ boe = oo ;  /,.o;a é_.O..

Ora, por (IV.8), temos que Jr £f(z)dz = 2ni res T,
_ Yy | z3
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Levando isto na expressao acima, fica demonstrado o teorema.

0 teorema V.l mostra & vantagem do cdlculo dos resi-
duos para o calculo de integrais complexas. Esta vantagem e ain-
da maior pois, como veremos no préximo paragrafo e em outros, ha -
algumas integrais reais, cujo calculo elementar pode ser multo
difficil, que se calculam facilmente por meio de integrais comple-
xas e, portanto, por meio dos resfduos. Istc nos mostra a necessi
dade de construir algoritmos que facilitem o cdleulo dos residuos.
Deixaremos, porém, igto pare mais tarde, utilizando o préximo pa-—
régrafo com exemplos gque bem ilustram a aplicagao dos residuos no

-’ . - 3 .
calculo de integrais reals.
Exemplos:

1. Sendo a > O, calculemos a integral real

:’.+m N
‘ ax
I — . O g
. %% +a
Temmse
T
o a
I = lim j —5% 5
Trsacn X< +a
-1
o r 'd ‘
: . dx , '
A integral real Ir = f NN pode ser considerada como inte-
‘ _ . § <24 _ _
: o -r : SR N
gral da fungao complexa -wél*g s8bre o segmento do eixo real que
o o x%+a I
vai de ~-r a 1, isto é:
R - SRR LT
r 2 2 . . .
. z< + a (z+ia)(z-ia)
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= o 1

.
e e B
'

Y. tem dois pontos singulares iso-
7 mﬁ;x\ lados ia e =-ia que s&0 am-
J ;ia \,- | bos polos simples, como se vé
;ﬂm__“jr_ - f | . ;“~~ﬁJ diretamente pela definicao.
| } —ig Se considerarmos a semi-circun-

feréncia Y, de centro na ori-
gem e ralo r contida no semi-
plano Im z = 0, e pelo Teorema V.l, onde tomamos como Yy O ca=-
minho composto do0 segmento do eixo real que vai de -r a r e

0 arco Y., tem-se sempre que I > .a:

82 oy |
Ip # -[. (z+ia)(z—ia) = 2mi res £ .
Yr : ia
Primeiramente, pela formula de Cauchy, pode-se calcu-
lar o residuo de ‘(Ziia;tz¥iaf' no ponto 1a e obtemos E%aﬂa

Calculemos, agora, a integral sbbre v e mostremos que ela tende

T
a 0 guando r-=~=x @
Em  vy,, tem-se z =r ei®9 onde O<®=<mwm , logo:
| . ST M ie
g, 00 T2 218 2 ST 2i@  al
YI’ 0 r-e Cotoa e e . +?..

que, como a fungao integranda'tem médulo limitadb para r arbi-
trériamente grandé, ténde a- 0 quandofffiéum pois vém mualtipli-
cada por Z e

Logo, I =1im I,'= 2ni res f - lim ses =

—= - ia T W
. T
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_ .1 g
Toemlinig t g

Temos, entao o seguinte resultados

+o

{
W

4o ‘ +c0
n 1 n
Ora; I= .f §§£m§hd :.5 {’ seX X ax =
0 ' —
r
- 1im f sen x g
_ r'—=o _r
X /a' -"'3.
d FN
d - Y ~
/ \\ Novamente, se pomos
/ ‘ *
0 i = sen x
—_—— : s Ir % dx ,
-\ \\\*W,/f“ Jr ~r
\. 'Y . 4 ) . »
5 1 / : podemos considera-la como
A S
\ Iﬁ’.
S P 3 . integral complexa da fun-
¢ao inteira EE%JE_:

™ .

I =‘/( SeL 2 4z = ]/ §§§~E—dz , pois, sendo a fungao inte-
-1 . Y1

granda analitica em todo o plano, poddnos considerar o caminho Y1

que substitui um intervalo contido em ]-r,r[ por uma semi-circun-

feréncia do semi-plano Im z < O, como na figura.

Levando (II.7) em conta, podemos ainda escrever:
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iz

A fungao tem um polo simples na origem onde se
pode calcular o regiduo pela formula de Cauchy e obtem—-ge:

iz

Por outro lado, se Y, e Y, s80, respectivamente,
a semi-circunferéncia superior e inferior da circunferéncia de

centro na origem e raioc r orientadas como na figura, entao:

iz iz iz |
+ e 1 e ; e
51 .( z dz = Qi f_ z dz + 21l r%s - e
11 Yo
_1 o~iz -1 o=iz
231 J. 74z = 53 f z 4z .
Y1 Y3

Mostremos, que, nas expressoes acima, as integrais

sObre Yo & Y3 tendem a O gquando r —==, De fato,
. . i@
iz T iye™ . LI .

f e dz = - j/ e = rie1®d® - _ 4 ]f elr(cos®+1sen®)d® _
Z i® 0

Yo 0 re

1 .
= _ 1 f circos@ -rsené .o
0

Em médulo, tem-se:

i

T
51
< ,[ Lelrcos® e"rsen®ld® _ ‘[’ e—rsen@ 40 =
0 ‘

o

0

rAS
o

e—rsen@ ae

o

Tem-se, ainda que para O = 0 < g y 1 = gg%—g-a g

logo sen @ = 2%;, donde
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J. ; rTf/2 _2r® » 28 n/2
I

que tende a O quando r =,

-iz
Analogamente, demonstra—ge que _f

pa dz —= 0
Y3
quando n -=»=«, donde se conclul finalmente, que

(=]

jo S_e...i_(l..._?s dx =

AV} b= |

3. Calculo das integrais de Fresnel (que aparecem na Otica):
Provemos que:

= [ 2 . _ [7 2 . _1
I—[) cog x° dx = "() sen x dx“g\ﬁp}_ .

2~ . : i
Ora, cos x° e sen X~ sao, respectivamente, parte real e ima-
. 2
LA ~ £ . ’ .
ginaria da funcdo analitica e~ 2 guando =z esta no eixo real,
Seja vy o0 caminho que vai da

s £
origem ao ponto r, dal ao

ponto

stbre a circunferéncia de raio

r e voltando a origem por um

. . 2
~ i

segmento, Como a fungao e z

r, .

e inteira, tem—-se

2
jelz dz = O
Y
Esta integral pode ser decomposta 4o seguinte modo:

. 2 . 2 L2
0 = /"o. _ /f elz dz + // elz dz + /, elZ dz .
Y ' 0
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Calculemos cada uma. das integraig do 292 membro:
. 2 T ' T
e ? dz = e™* ax = cos x° dx + i sen x° ax, que
Or 0 0 ' 0

tendem para a integrails que pretendemos calcular:

' /4 - - /4 L2 . .
’/ 552 B .[ / ir2e21®ire1®d® _ ir./ oir (cos2®+1sen2®)el®d@=
. e dz = =
rB 0 &

n/4
1(r20052® + @) —r2sen2@
ir e e . de,

O
' n/4 o
| / PR ] < r / e»r Sen2®

rB 0

~ ”
entzao, tomando os mo-

dulog:

dae.

_ . . ; ' m
Pelo gque vimos no caso anterior, considerando agora 0 < 26 < 5

temos:
48
gsen 20 = -
logo
il
oW T T Ll ' —r2
css t ST e dé = r|l-——= e = — [1 - e ]
. 4-1‘2 41’

B 0

gue tende a 0O gquando 1T — =,

Continuando: ‘ g
. B .o r . o*35 400
f elZ dz = “Qf elz_dz = - -[ elp © e & dp =
-BO 0 0

Lembremos como se pode calcular a ‘integral real
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T2
jr e™* dx :
0
o o~ o o) % L= "%'
2 2 2 2,.2
/( e dx = [_[. e™* ax ‘[. e ¥ dy} = {/ / e (x54y )dxdy]
0 0 | 0 0°0

fazemos agora a transformagaoc para coordenadas polares:

X =1 cos @ e Yy =r sen @6

e Obtemos:

1
LLEgPY '
0

Agrupando os resultados temos, finaglmente:

© =]
j’ cos x%dx + 1 .[ sen x°dx = \Jg i » 0 que demonstra gque
0 0

j[ cos x°dx = [J sen x°dx = : Vﬁf o
0 0 2 2

V.4 - Caleculo do residuo num polo simples.

Seja =zo um‘polo simples (polo de ordem wm=1 ) da fungao f.
Lembramos que, nestas condig¢Oes, numa vizinhanca de zo e pars

z # zo pode-se escrever

*©

b
f(z) = —F— 4 E: a, (z-z o)™

em que by, £ 0 € o resfauo de f no polo szo.
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. ?‘ S : LA
Neste paragrafo, veremos algumas regras praticas para
, ) ‘ y
0 calculo do resf que podem ser aplicadas uma ou outra conf orme
z0
geja mais conveniente.,

Veljamos em primeiro lugar que

1

resf = b, = lim [(z -~ 20) f(z)] (V.10)
Z0 Z—>3%0 | : ‘

De fato, dizer que =zo & pelo simples equivale a di-
zer que a fungao g(z) = (z-20)f(z) & analitica em 320 com
g(z0)#0; entdo:

g(z) = g(zo) + Cq(z-z,) + 02(z~zo) + sus

logo para =z #£ gzo:

f(Z) = gigg = §£§8) + Cl + CZ(Z-ZO) + easa

. L N
que deve ser portanto, o desenvolvimento em série de Laurent de

f em torno de =mo, logo by = g(zo0) = 1lim [(z—zo)f(zﬂ .
Z 70

Ve jamos que o resfduo pode também ser calculado por

. -1
d 1
rESﬁE::b = [“— __] ] (V¢1l)
%0 1 { dz £ 20

Conservando a mesma notacao temos:

“

4 1 d z-zo_ 1 - ()
dz f(z) = dz g(g?_— g(z) - (z-20) §2(z).
donde:
g_(l)u_;l'zl: 1
dz ‘f(z) g{zo) by res.f !
o= Z0 .

0 que demonstra a foérmula (V.11). A férmuls (V.1l) envolve os
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seguintes passos: “inverter, derivar, substituir e inverter”.

No cago em que f(z) seja um quociente de forma

£(a) = V2L,

com k e h funcdes analiticas numa vizinhanga de =zo tals que:
h(z,) Z 0, k(z0o) = 0 e Xk!(zo) # 0, entdo f +tem, em zo, um

polo simples e seu residuo pode ser caleculado por

reg,f = bl = P__(_L‘ﬂ_.. (V.12)
Z0 k'(zo)

Basta, para verificar a férmula acima, aplicar ums
das foérmulas (V.1l) ou (V.10).

Por (V,11), por exemplo

h Hd _k_] (}-1: h(zo) k'(zo) - h'(zo} k(zo) -
h |, |

res = -
70 k dz hz(zo)

' h(zoln )
k' (zo)

Exemplos:

1. Consideremos a fungao tgz, cujos pontos singulares

1l _ cosz
tgz senz

z = 5 + km, keZ , s@o polos simples (pois,

. . 4
tem, nesses pontos, zeros simples) e calculemog seu residuo em

cada um désses polos. Sendo tgz = g%gﬂg-, podemos tomar h(z) =

=gen z e k(z) = cos z e aplicar a f ormuls, (V.12), pois es-
tao satisfeitas as condi¢des exigidas e obtemos:

sern 7
eIl 2y

res.tgz = - == -1, VkelZ.
2, -Sen Zy ’
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log 7.
, 22+1
zo =1 e 2y = -i, Usando a regra (V,10), temos:

2, Calculemos o resiguo de f(z) = nog polos simples

'n' -
:|.(§ + 2km) =

oq sl . logz o logi _ 1
T§S°f = ﬁ{?i [(Z‘l) (z+i)(z—i)] = o1 T 21

= % + kT, kegz ,

V.5 - Caleculo do residuo num polo de ordem m:

L
Mostraremos que em geral, se z0 € um polo de ordem m

de f, a férmula (V.1l0) se generaliza da seguinte maneiras

m-1

_ _ 1 d m
res £ = by = 1mapyTe —1 (27200 "E(2) | (V.14)
Z dz St z=z
0 o
Como £ +tem 1 polo de ordem m em 20, para 2z
nume vizinhanga de z, a funcao g(z) = (z - zo)mf(z)- é anall-

tica e g(z,) # 0. Entdo, numa vizinhanga de 1z, temos:

(m-1
1 -1
g(z) = alz,)+g'(2.)(z=5,) + 55 2% (5-20)24.. .4 & m_%z?)(z~zo)m .
+ ..ﬂ’o
logo, para z#zo nesta vizinhanga:
3 1" l
g(z) = -8L2) = g(ZO)m . & (zogﬂ_l . &"(z0) -
(z=z0) (z=z0) (z—z0) 21 (z-z0)

I CONE!
(m—l) ] Z=~Z0

+

que ‘serd, portanto, o desenvolvimento de f£(z), em série de Laurent

na vizinhanca do polo zo, donde tiramos:

221 (50)
(m—1)!

res £ = by =
z0 1
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que € a mesma formuls (V,14),

Exemplos:

1, Calcular res 1 » Ora (23+1)3 = (z'+l)3.,(z2--z+l)3

-1 (z2+41)3

tem um zero de ordem 3 no ponto -1, logo para f(z) = ‘31 3’
, , _ (z”+1)
'z0 = -1 e um polo de ordem 3, Aplicando a formula (V.14),
com m = 3, para calcular o residuo, fem-se:
1" : — i ’ .
res T = % (z+l)3 ——§AWW§] = % [(22—z+1) 3] y ora:
-1 (z7+1)

Z=em] ‘ z=-=1

[(2%-2+1)73] = 3-[(22-2+1) 7% (22-1)] = 6 [2(22-241) 5 (24-1)2

- (22~z+l)_4] logo, com g substituigao =z = -1 : ris T z'é%?g
L - e2z ~ 2% :
2., Calcular res T A fungao 1 - e temr um zero simples

O z
na origem enguanto z% tem um zero de ordem 4, loge f(z) =

= (1_822) : 2% tem um polo de ordem m = 3 na origem. Negte
. - £ . -
cago, 0 mais facil & recorrer diretamente ao desenvolvimento de

Taurent de f(z) na origem:.

1-¢22 1 N 02 o3 %
e ot T T35 T T
Z Z = i z 21z 3iz 43
25
M e T ™ s s0s s
§
. . . 1 _ 4
Donde se tira o coeficiente de z ¢ b1 =3
(log z)3 ~ ,
3. Calcular res » Como a fungao Log z e multivalente
1 (z - 1)
e Log 1 = 2kni, KeZ , apresentam-se aqui 2 casos diferentes:

19: quando XK = 0 (i,e, consideramos, a determinagao principal
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de TLog z : aquela em que se toma -7 < arg z < m e LOg‘é =

= log |z]+ 1. arg =), Log z tem um zero simples no pornto zo = 1,
pois Log 1 = 0 e (Log)l(l) = 1 # 0, Entao a fungdo f(z) =

= (Log z)3/(z-—l)5 tem, no ponto 1, um @olo de ordem m=2. Pela

formula (V.1l4), devemos calcular a derivada da fungao

g(z) = CZ“l)2 f(z) = (;§§T§)3 , ora:
gr(z) = 3 (boa2)2 (log 7y
z = 1 - 1

Como, nesta forma, g'(l) envolve expressoes indetermiradas, re-
corramos & série de Taylor de Log z / (z-1) para tais calculos.

De fato, para |z-1|< 1,

Logz _q_z=1, (z2=1)° _(2=1)3

z-1_ 1773 3 i ’ Logo
Log 7yt _ _ 1,2 3¢, - 1)2
(Z - 1) =-5+5 (z - 1) = 7 (2 = 1) 4 oso0 donde

pela substituigaoc z = 1, tem—se:

g (1) =3 .13 (-2) =~

Ml

e res f = gl(l) = -2,
1 2

22; guando K £ O, entSo ILog 1 =2 Kni £ 0 e f£(z) = (Log 2)3/

/(2—1)5 tem no ponto 1 um polo de ordem m=5, Donde:

IV

res £ =47 [(2-1)7(Tog) /(210 =4 [(Tos 27], -

_L[o36_ 28(Log2)? , 66 Loga) .3 [ 12 2 - 1]+ Sk
Y R ) Z 5 ' 2 .
' =1
4, Dada a fungao f(z) = ——§~l-m§-, calcular I (zo,r) =
(z@ + 1)

f(z) dz , onde 20 e r devem ser tals gque a circunferénecia
|z—z0| = r
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|z~zol= r n8o passe por ponto singular de £(z).
Os pontos singulares de +(z) s20 os pontos -1, a ,
a , onde

a = % (1 + iV3) , pois

22 + 1 = (z+41)(2%-241) = (z+1)(2~-a)(z-3) .

Sao todos zeros simples de z3+1, portanto, serac polos

de ordem 2 de f(z). Calculando os resfduos em -2 e a, por

meio de (V.e), obtém-se:

4

res £ = [(242)2 f(z)]':_l _ [(22-z+1)'212=“* -2
ris f = [(z—a)2 f(z)];za = [(z+l)"2(z—5)—2]zza = - % - izg .

Comparando a expre ss&o acima de res f e a que

a
nos daria res f, observa-se que, neste caso, res f = res f,
a a a
logo
| 1 iV
res f = -« = +
_ 9 2 ¢

Agore, o valor de I (zo,r) & facilmente calculado

pelo Teorema V.l bastando verificar quais dos pontos -1, a, a
pertencem ao circulo |z-zo|< r, lembrandc que res f = O se T

Y
4 4 . .
e analitica em 'z, Podemos escrever:

I {zo0,r) = 2ni Z , res £ ,

|z—zol< »r 2

pois estas soma terd, no maximo, 3 parcelas nio nulas.



~167-

[4 .
Exercicios

1, Se uma fungso h ¢é analitica em um ponto z, © h(zo) # 0,

h(z)

Z-*ZO

e

mostrar que Z, & um polo simples da fungao f(z) =

que h(zo) 6 0 residuo de T nesse polo. Dar exemplos.

3 » »
2. Se h(zo) = 0 no exercicio anterior, provar que 3z, € um

ponto singular removivel de f.

3, Mostrar que todos os pontos singulares de cada uma das seguin-
tes funcdes s80 polos. Determinar a ordem m de cada polo e O

residuo da fungao nesse polo:
' z+1 .. 1 3
a)-. 2 [m =15 - o ! 2]

b) teh z [m =13 1]

2%
1 -e 4
¢) =——— m =3} = =
Z4 [ ! 3]
eEZ
8 ——s
(z = 1)
Z
e) cos %
Z
) R
22 - T

4, Achar o residuo no ponto z = 0 das funcoes:

- 1
a) cossectz ; b) =z 3 cossec z° H c) z cos z

1
(Resp.: a) O3 Db) % HORS ),
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V.6 - Caleculo de integrais resis (improdprias) por meio de resi-

duos.,
Acompanhando o que foi feito no ecaleculo da integral

400
fﬂ 'ETngE? (exemplo 1 do §V.5)
—c0 X + a

vemos gue houve duas propriedades de f(x) =-—§;—§-, que influi-

X“+a
. . A . . f S
ram essencialmente na conveniéneia do artificio usado:

1%: a fungao £(x) se estende a uma fungdo analitica f(z) =

= ;5%;5— comrum numero finito de pontos singulares no semipla
no superior: isto possibilitou a existénecia de um v de modo que
- ao substituir a integral de f sébre o segmento -r, r pela in-
tegral de f gdbre a semi-ecircunferdnecia 5, de raio r, centro
na origem e contide no semiplano Im z 2 O, acrscentavamos um tér

mo (envolvendo a soma dos residuos) - que era ume some firita que

8¢ conservava constante quando r crescis para 0 o ;

22; .f f{z)dz = 0 quandec r = « ,
Sy

. . Fo
Isto quer dizer que o mesmo artificio pode ser usado

para o calculo da integral

oo
I-= ‘/’ f{x)dx ,

no caso em que f satisfizer as seguintes condicdes:
fl. #£(xz) ¢ analftica para todo x € % e pode ser estendida a
uma fungao analitica f(z), que no semiplano Tmz > O +tenhs

somente um numero finito de pontos singulares (que, serao, portan
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to, isolados);

f2. = f(z)dz tende a 0 quando r = ® , _ B

Sy

Com o mesmo processo, obtém-se entdos

1l

[. f(x)ax = 2ni zﬁ res £ . - (V.15)
. m@e s

il

«D

pétese £1,
A gegu1¥; vejamos algung eages part Qula}es i ggg

m gue © 29 membre represehris sembre ume some finite -gracas & hi=

estde eatiofeitas as eondicoes £1 e #£2 e Egggmo 5y @@Ita&tg,?
usar 8 férmula (V,15). o N

Gase & em gue: N R
£(x) = g&% L e

é o gueeiente 46 deois pelimfmies P e §, teis-que:

= 8(x) 4 @? VEeR, iste §; Q =nds se anula na rede peal;
= grau 9= gy T ¥ 2. = S

Vejsmes, primsivamente, que nestes cendigBes existe
g integral: | |

B e g@aﬁ @=1n (me ), @ﬁ%&@; §@ RN TS

MAVOPOC IR

' Bl
b@% ¥ bgsi@ ¥ o552 F blg *K?QR

Sejam gray P

il

Ly

il

Seja B _ 20 _- . o 1‘ i{ :;?: <
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. a a a
P . ‘ 1 an + “‘2-1 + 400 + - i-l “1 + "':'g"
(z) _ 1 R - - )
Qz) ~-.p- b b b vt
- 25 m-l 1 )
] . b + "'"‘é" = 4 s as + “"“m_j: 4 —Z‘iﬁ'-
P(z

oz _;- 0' quando Izi » o e mais, para |z| suficientemente

: grande. ou seja, parse |zi> riy (r, convenlente)

 ] Q%“%l < 7;%p M s €M que se toms

RN
M= ym§~{* 1, ja& que 2P : <R quendo |z| = o,
o _bni'_ e . QH b
‘Dada, entdo & integral I, fazemos a decompogigao:
+eo - *r to
| P(x} i
- I= / “Q‘%';de = ,[ ves t / iy -"fj 142y
o = o o ‘e ‘4p
ora 8 1qtss?gl _/ @( f8% existe pois a funcde integrande ¢ con-
%inua 99558 1n¥8¥¥§19 (Q(X; £0) e, se tomgmes

VF . ¥g i E%*}’ §“—“- ¢, sende a funcéo 4§g‘€£5§) integravel nes
iﬁtefveleg ]-s,-ﬁl ‘e [tr,4s], fiea provado que eenverge & inte=
g3 I e que ﬁeas ger esleniads come:

o @ /‘¥
Is= jf r3s = 1im t2s 3
. Em A

Veaaﬁeg g8 esiie saticfeitas g5 eendisbes £1 e £8:
7~seﬁde () um pelindmie tem um mimero £inite de zeves, legs,

#(s) %em um nimere Finito de peles 8, pertente, ua niMere finite
46 Beles ne semiplane Tmg » 0 (#1),
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Quanto a f2: para r > r 3

: 0
Pl z

’ £ Qla dz
T

(pois p = 2).

1 ™M
= — M = tend -0 nd = ®
mr D "531 que tende a - guando r

Pode-se, portanto, aplicar a férmula (V.15) para o cal-

culo desta integral.

Exemﬁlos:

P o

1., Calecular I = jﬁ —-ZEE——~ o
‘ 0 xt + 1

: 4o
Ora, I = 1 dx e esta integral enquadra-se no caso
2 x4+l _

que vimos acima, logo teremos:

I . Azi; 1
= i res —p——— .
Imz>0 2 z' + 1 )

Ora, 2l = (z - a)(z - E)(z.n B)tz - B), onde
a =-¥Z (1 + i} e B = :%é (-1 + 1) .

Og polos de f(z) s80 a, @, B € B e sdo todos sim

ples, mas sbmente « e B estdo no semiplano Imz > O, temos

entao:
I =mi |res ) + res—jf———
a z' + 1 Bzt + 1
Calculemos 8stes residuos por (V.1l3), por exemplo:
res 41 = 4 L — = 13 = - % = . —%z-(l + i)
a 27 + 1 (z"+l)__ da 4
T g
res — =t = % =-:gz-(-l + i),
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Entdo I-—-h-ﬂi%/-—?— [1+i—1+i]=-1\[3n.
2. Calcular I = -—T'—"—?- dx.
(x7+ 1)

Anglogamente ao caso anterior:

+oo
1 x6
I == -Z—+—§-dx, pode ser calculada do mesmo modo.
2 (x*+1)

26
(z%+1 _
2%+ 1 ®, &, B e { como no exemplo 1, aqui, no entento &stes

Os polos de f(z) =. 880 ainda o8 zmeros de

)2

pontos sao polos duplos de Ff(z),

I = ni [res f + res f] '

p

Calculos andlogos ao caso precedente, mais longos, po-

rém levam ao resultado final

I = 3'”\/?

————

16 °
Exercicios

’ . ~ .
dz, onde ¢ e a circunferéencia per-

3
l. Calecular /~ 3 z +22
A (z-—_-l)(z ‘+‘9)

corrida no sentido entihordrio:

a) |z-2|= 2 [mi]

b)  Jz| =4 [6mi]
2. Achar o valor da integral da funcgao —TT;L*“_ a0 longo da
z{ z+4) :
circunferéncias
a) Jz| =2 [ZX] ; b) |z +2| =3 [0] .

32
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Sende C a eircunferéncia |z|= 2 descrita no sentido positi-

vo, calcular:

Va) _{3 'tg‘z . 4% [wﬂrni] ; b) {} gﬂ%‘z"é'—g [-Tri]

cosh m z -
C) f—f) dz
: §;

z(z° + 1

Calcular a integral de f no sentido positivo ao longo da cir
cunferéncia unitéria em tdrno da origem, gerando f£(z) é:
a) z 2 72 PQni] b) g~ cossec z‘{O]
L
¢) z 2 cossec z d) z e” ]

0 o]

. ’
Se f & anslitica em z. e z. € zero de ordem m de f,

provar que % tem um polo de ordem m em zo.

. ~ . | S .
Seja uma fungao f analitica em um dominio D e seja Zo, ©

Unico zero de f em D, Se y € um contbrno em D que envel

ve Z, percorrida no sentido positivo, mostrar.que:

1 f'{z) _
v
onde m & a ordem do zero 2o

Mostrar, pelo método dos residuos, gque:

‘ ) x2dx _ T
* £ (x2+1) (x°+4) 6
” _dx  _ ©
®) .f’ (x2 + 1)2 4

0

e X dx _
C) / 2 2 - -
[, (x5+41)(x“+2x+2)

il =
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8. Calcular, pelo método dos residuos:

) A dx ) x°
a : b ——m——~~m§-dx
x° + 2% + 2 (x2 + 1)
| e 0

- i | -

c) dx : a) ~3§i—~— dx
| < + &2 1+ x*

¢ ’ e

9. Se z, fbr um zero simples de f(z), mostrar que:

o 1 - f1(g)
Z. = —— Z = dz .
° . emi T (z)

’ s ) - . . ’ . . [ P
Calculo de integrais reais (improprias) por meio de residuos:

caso B,

Ve jamos um 22 caso em que, estando satisfeitas as condi-
20es fl e f2, podemos aplicar a foérmuls (V.15) para o calculo

le uma integral.

Seja f(x) = %%ﬁ%—eimx , onde P e Q s30 polindmios

tais que

Q(x) n8o tem raizes reais, isto €, Qx) #0, ¥x e ;

=~ grau de Q = grau de P + 13

rd ”
} ™ e um numero real: m £ 0O,

Ve jamos que entzo, existe a integral de f(x) estendida
. t8da a reta e pode ser calculads pela férmule (V.15), dando~nos:

+om _
_ P(x) . imx - . :;ﬁ' Pz img
I= j/; a(x) © dX.“ omi rzg 5%5% e . (V.16)

e —

Im z.0

Mostremos a existénecia da integral I
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. o 8 b e

szf&Mx;j’°”+-f‘”;+f

| Gl , o . e b

ve jamos que existe cada uma das integrais do 22 membro: domo

Q(x) £ 0, Vx e R, entdo f(x) € continua em t0da a reta sendo,

portanto, integrével no intervalo fechado [ﬁ,b]. Quanto é'inté—

gral no intervalo [b,+e[, podemos fazer a integragio por partes

que é licita ji que os limites envolvidos existem, como o leitor

pode verificar: de fato, se tomamos:

B
j— Plx) imx. _ 1 Bz eimx
A Q(xg © = 1n Q(x -

e se figermos B—=+4w:

B B ooyl 4 :
Cim j/ [Q(i' e™™ ax (V.17)
b b

(265} =] - [l

grau de Q = grau P+1, entao o 12 térmo no 29 membro de (V.17)

gquandoe B-—=« porque, por hipétese,

tem limite finito para B = .

0 2¢ $érmo envolve a integral:

_ 3 -' B
.j/ PraQ E PQ?elmde < /[
b o Q . ‘ b

e temos; novamente, como no caso anterior (caso A do & V.8), um

PIqg - PQ!

gquociente de polindmios, onde o denominador tem grau = grau do
numerador +2 sendo, portanto, convergente a integral.

. [4 . 4 N E
Raciocinio analogo mostra-nos ser convergenie a inte-

'Z;a f(x)dk ,

=logo, existe a integral I que pode ser calcuilada por:

gral
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“+eoo ’ ‘
I= ELK% e ™ 4% = lim P(x) et gy
Q= oo x)
) ‘ -~ -1

Podemos, entdo, considerar esta Ultima integral como in-

tegral no campo complexo:

T r
P . P .
Ir.: jir ng;elmxdx = ~/P ng; e TM%ax

-1

€, como anteriormente, considerar a semi-circunferéncia Sr com

centro na origem e orientada de -r a r obtemos:

- P(=z img . E Pz imz
Ir = .], Q%E% e dz + 2mi res Q%E% e
z
Sy ‘ ,

In z=0
1Z] <r

Sendo Q(z) um polindmio ters um nimero finito de zeros
que s80 os Unicos polos da funcdo f(z) (que nzo apresenta outros
tipos de singularidades). Tomemos = suficientemente grande de mg
do que f(z) seja analitica para [z > r ‘e, entdo, o térmo

J.res... mndo varia se fizermos r-=e e mostremos que

_ P(z) img .
J = 'éi" E&;%e dz 0 guando r'—’m.s
r

~ ) 1 @
Sobre Sr’ bodemos fazer =z = r e e teremos:

. ™ : .
_ ' P(z)  imrel® (1 r el@)d@ ,
Ip = - C(z) ©

0 ,

. Tr _@
Pz imre™
o = [ B e
0

Jonde:

r dé =




~177-

¥ - .
< r osup ]—(H;(E ‘ [ — sen ae ,
z€Sr 0 | _

vimos, no caso A, do §V.,8, que se grau de Q =,grag'de P.+ p,
com p = 1, entdo, existem M e ’ro tais que, para r = [z|= réf
_ |P % M -
S D ——
Q(z) P
e tambem gue para O < @ < 5 i sen ® 2 —— , donde
i /2 o =
/f oI sen@ 40 = o ‘[ ity sen® a0 <
o o . _ ‘ ‘
m/2  _ emrg _2mrg NE ”
< 2-/, e 40 = [?ﬁéle_ | [2mr] ( 1)

0
Usando éstes dois fatos obtemoss::
Ui ™ -1y S ' ko
lJrl S-;EZI (- EE)(G - 1)==0 quando r tende a infinito
porque p =z 1 . C,Q,D,

‘Desdobrando a integral I em sua parte real e imagind- -

ria obtemos de (V.16) as seguintes foérmulas:

B . —i“% cogmx dx
.  Q(x LEREE R

e

Re |2mi 2{: res Plz e 1% (V.18)
I 50 4 .Q Z :

'flm[éhi"=z;ii \féé g ngéémzﬂa ;agv:ig)

1

A
Im z>0

+o . p S
_/r %%%%—senmxﬂdx
P(x

. \‘. o .-;‘ wE . .
No caso em gue (= e uma fung@0m1ﬂpar,'a primeira
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r

tas integrais se enula e, entdo, o 22 membro de (V.19) € um nu

a . ’ 3 -
0 imaginario puro e temos, diretamente:

oo
P(x _ P(z) imz .
‘/’ 5%§% sen mx dx = 27 EZJ ris fﬁ?ﬂ-e . (V.20)

im >0

Analogamente, se -%%%%— ¢ uma fungso par, temos:
+m
P(x L . ZE; Plz imz V.ol
l( Q%%% ¢cos mx dx = 2ni r;s oz e (v.21)
- . Im z>0

rplos:

Calecular I =.[ X Sen X 4z (m £ 0)
0

1 + x2
Tem-—ge:
+en )
1=1 —* - gen mx dx ,
2 ‘ 1+ X2
. se enquadra no vaso estudado acima, em gue X 5 é fungao
+ X
ar, logo, por (V.20),
- eimz z eimz
T=m res Z-f—ps- = T res F——p
T z50 2 1+ z i 1+ 3z

~ # . ) . . - ~
gue esta fun¢ao so tem os pontos singulares +1 e -1 que sao

.08 simples. Prosseguindo no calculo:

imz imz imz ~In
. . Z &
res =% = linm [(Z—l) z ¢ ]: [z € } =

i 1 + 22 Z =1 1 + z2 2+1

-

-4
I
o] =
o
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“+o
' ‘ eix .
2. Caleular I = ~5 ax .
' X"+ 4x + 5
Sendo z° + Az + 5 = (z +2 ~1) (z + 2 + 1), a fungso
' o1z

22+4z+5

tera, como singularidades, os polos simples =2 + 1 e -2 - i,

dos quais sbmente -2 + 1 estd no semi-plano superior. Temos
1% Iy P

portanto:
iz [ -2i-1
I = 2ni res 5 .e = QHi[jizﬁf—“}: g tcos2 - isen?)
~2+i 2z 4+ 47 + 5 :

Daqui, tiramog:

+o - e
os x d m , n x 4x
20 = T .= 2 cos2 e ;e = - I gen 2,
x¢ 4+ 4% + 5 : X“ + 4x +'5 €
s 03 - .
Exercicios

Calcular, por meio dos residuos, as geguintes integrais:

1. j{ -Egg—?z-dx = g e 2 (a > 0)
X<+

2, o8 X gy . I
[o (X2+l)2 ‘e

dx i e e
3. cos X = - (a > b > 0)

-
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A - . ' . . '
[s}

e™® sen'as (a > 0)

(NG b=l

)
5, X sen ax dx =
j/. xl + 4

-0

o0

6. X Sen X gy .o
(x%+1) (x%+4) .

0.
+on
7, sen x dx = =0 gen 2
x2.+ 4x + 5 €
8. cos X dx = °?
(x + a)% + b°
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V.7 - Integrais envolvendo fungdes trigonométricas.

Veremos neste paragrafo, um outro tipo de integral real

que pode ser calculada por meio de residuos.
Seja

2m :
T I‘/f R (cos ©, sen ©) 46 ,
0
em que R e uma fungio racional de cos @ e sen O, continua
no intervalo [b,zn]. Observe~se que, sendo cos @ e sen © fun-
coes periédicas de periodo 21m, o intervalo [b,2ﬂ] pode ger subs-

tituido por qualquer outro de ampditude 2m: [ﬁ,a + 2n].

Desta ' vez, consideraremos I como integral no campo

complexo, efetuando a seguinte substituicao: e

10
z = e"

gue nos da:

_ 1 i@ -iel _ 1 ly _z% + 1
cos © = 3 [e + e ] =5 (z + Z) = 2
. . 2
1 i@ -i@ 1 1 7o = 1
-sen@z———.[e - :l:—, (Z_.,_.):_—.
21 el z 2iz
i ei® 40 = dxz e de = %%
obtemos enteo:
2 2
R Z"+1 z=1y 1
T= jf B( 5z ° Eiz)'EE dz
2] =1

e, pelas hipoteses feitas, sbbre a circunferdncia [z]= 1 a fun-

¢80 integranda é continua. Apliquemos, agora, a esta integral o
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Pambém esta integral pode ser calculada por (V.22) e te-

remos:
I=2nm Ez‘ res % - 1’,2 = 27n 57 res 5 2
IZI<1' 7 5 & 3.z2;-l [érzl' z 3z + 10z + 3
2 ' _ 1
Sendo 3x° + 10z + 3 = 3(z - a){(z - B), com q = - ; e

I’ ~ . . o~ ~ o,
B = ~3, estes sergo os polos simples da funcao e sao suas unicas

singularidades.
Como Jal<'1 e [B]> 1 , temos:

1 Ay 1 7
I = 41 res = = = .
1 322 +10z+3 3 @B 2
3 ,
Exeréicias

Calcular, por méio dos residuos, as seguintes integrais:

) tl .
cos @ . T
1. j/A 5 + 4 cog © d® = - 3

o de 2 2
_ il
3e J/r 1 +kecos 6 g _ .7 (k% < 1)
A .

20 |
de 217 (k2 < l)

4, ) =
l + k sen 8
V1 - k2
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o . . 5
. cgs 20 a0 = T . (k2 < 1)
1l + k° = 2k cos © 1 -k
0
ﬂ ]
, do 2:ﬂa(a2—=l) 2 (a > 1)
(a + cos 8)
o .
2T 5
cos™ 36 _ a7
' 5 - 4 cos 20 8
0
: i
2
» sen n@ = n__%]'})_i___é_ (l’l = 1,2,005)
(2™ ni)
0
. Integrar a funcdo f(z) = e 2 sdbre o contfono do retdngulo

-8 £ X < & e O=<y< b, Em seguida, fazer a-—s=« para

provar gue

2
J/F e™* cos 2bx dx = % \r e P
0

). Integrar uma fungao f(z) conveniente sbbre o cmtdrno do re

tdngule -a <= x s a e 0= y =< 2rm, Em seguida, fagzer

a-—= para mostrar que

+o i

kx '

/ '%—-g'—;i— = —é—éﬁr 2 onde O<«<k<1l
+ e

-0

T
.+ Caleular e -
(b + cos 8)
0

s Determinar e calcular as integrais que puderem ser calcula-

das por meio de residuos:



a)

g)

[
[
[7=
[
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[
r

d

0
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gen ® — cog & 4+ 2

sen € -~ cos e

x + 2% + 4

X + 2r

dx

_.,e.__dx

X + 2i

ae

4 + sen © + cog ©

elX

X+1

dx






