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PREFACIO

Q0 presente trabalhe foi prepsrado pare ser apresentsdo co
MO UM OQUrso no IV Coléguio Bresileiro de Natemdtica.
: A escolha do assunto Be deveu nao somente a0 1nter§sse do

autor como também & auséneia de textoq em portugués sdbre Equ agdes

: par01als, ‘Estas notas poderiam ser esuudadas em um curso de ter—
celro ano da PFaculdade de Fllesofia, Quy com certeza, em um pri-
melro ano de eursos de pés-graduacgio. O finico pré-requlslto sendo
célculo, esta apostila poderisa constitulr um curso introdutério
de equagoes parnlals, omitindo-ge eertos tépicos para que seja
possivel apresentar um pouco de equagldes hiperbéllcas e parabé¢¢
cas' isto €, equacdes da onda e do calor.

i Antes. %?,cada capitulo, damos um pequeno sumérlo do con-
teudo do mesmo. Isso dard ao leltor uma ideia dos vdrios assun-
tos 'aqui abordados, N ¢

| A bibliogra¥ia, dividide em trés partes, tem a flnallda—
de de orientar estudos colaterals e prosseguimento no sentido das
equagoes eliptlcasa

i 0 Wltimo pardgrafo do ﬁltlmo capitulo historia, répldamen
te,.o desenvolvimento das equagbes elipticas apés .o principio de
Dirichlet. Obv1amente, as referéncias al dadas n8o sdo exaustivaz,
Traﬂalhos importantes omitidos podem ser 1ocallzados nas biblic-
grafias dos trabalhos citados. .

| Dada & preméncia de tempo ndo nos foi possivel prepara“
um ndmero maior de exerclcios. Para suprir, parcialmente, essa
def1c1enc1a lembramos que o livro de Epstein, eitado na biblio~
grafla, contém interessantes exercicios.

g Uma boa base de c¢dleulc € essencial para que o leitor 01r
cule livremente nas diversas dedugoes d€ste trabalho. Indicamos
équeles que se sintam deficientes um estude de capitulos do livro
de Fulks (vide bibliografia).

g Em muitos lugares, soltamos rédeas B imaginagio e falamos
de certas teorias mais avangadas, nao na esperangs do que 0 leitor

_enténdease completamente o que era dito, mas com ¢ objetivo de ten
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td-1lo a investigar melhor essas questies.

Agradecimentos sao devidos a Elizabeth, Ida e Romé&io,
datildégrafos do Departamento de Matgmétida da Universidade| de
Brasilia, ¢ a Wilson do IMPA. A minha espSsa, cujo estimulo e
dedicacgao foram valiosos, expresso minha gratidio.

Djairo Guedes de Figueiredo

Brasilia, junho de 1963
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CARLTULO T

THEOREMA DA DIVERGENCIA T INTRODUGAQ

Suﬁério, Bate capitulo tem duas finaslidades. A primeira é apre-
een%ar 0 teorema de divergéneia para regided bastante gerai§ do
i ; o que & feito detalhadamente no $l. O teorsma ds divergBnela
é d% t8o grande uso na teoria do potencial e.a ausdneia de dém&ng
traéaes gimples e gerais nos livros é ﬁao séria que o $1 & oportu
- no e Utile A segunda finalidade do capitulo é ser a an+esa1a do
curﬂo, que. a bem dizer ccomeca no capitule II. Tentamos por melo
de gxempios mostrar ac leltor dque fungdes harmbnicas aparecem em
pro%lamaa de interemme prdtlico, v.g. em cempos vetoriails (§2), A
seg?ir visamos i1lusirer o aparecimento de problemas de contdrno
paré a equagﬁolde Laplace Au = 0, 08 quais g8o o objetivo ceu.-
trai da. teoria cldssice do potencial, pois s8o precisaments proble
masgdesse tipo gue aparecem em fisica matemdtica. O exemplo esco-
lhiao é o do equilibrio da memﬁrana, e visando utilizar‘b princi-
pioéde Hemilten introduzimos nos &3 e 4 um minimo (autosuficiente)

de conceitos sdbre cdleculo das variagles,



$1. RegiOes e teorema da diversgéncis

Por regiao entendemos qualguer conjunto aberto e conexo

“do espago euclideano de dimensgo_fn_,wque designaremos por R

Com o objetivo de fixar a notagio defln Temos os conceltos que

intervém nas definigBes acima,

)

]

Rn, é o conguntokdaﬁkn-uplas orde sdas de nidmeros reals

X = ( l,.a.,x ) munido de uma estrutura de espago vetorial com

w0 £ |

soma e a multlpllcagao por um escalar (1aé, mimero real) &aflni~

das como se segue
| (xl,pno,xn) + (yl’.”.,yn) = (Xl + yl’ooo,xn_'f' yn) .

'?\(xl, coa ','x'r"i) = ) ()\xl,.. ey A Xn)_l.

a

e munido de wme eStruture de espago métrico com a disténeis enhtre

dois pontos K X = (xl,,,.,gn)' e, ¥ = (yysevesy,) definida como

-

-4

| 1
a(x,y) = [(xl-—yl)2 + aee +-(xn-.-:fn)2] 2

Umé bo}a (aberté) B = Br(x) de raio r - e ceniro" Xx

R® ¢ o conjunto dos pontos .y  tais que d(y,x)<r :

B o= {-y 3 Rn-s a(y,x)< » } .'

Um conjunto A # ditb absfto-aé com centro em gualguer

em

de seus pontos exlste ume hola inteiramente contida nc conjunto A.

Um conjunto A é dito conexo se dados dois guelsque:
geus pontos X e y existe uma funcfo continua F(t) definide

intervalo fechado [0,1] com valores em A e tal que F(0) =

=)

X

n

.

r de

0

e
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v o Bm realidade, essa & a definig¢Bo de conexBo DOr_ereos,

nara ¢ caso de conjuntos abertos ne B (que 8 o gque noa
ana ) 4 eguivalente & conexay cowo definida nes livros de to
ingia {ofr. Newman, Elementa of the topology of plane sets, 2a.

pag. 92),
Wezte ecapitulo consideraremos integrais miltiplas sbbre

i

r gspe motivo admitimos, sempre, que {1 tenha con-

1
v

de Jordan., Para a teoria da integra¢do multipla de Riemann

ite o Livre 42 Fulks, Advanced Calculus.
4
Az regidtes consideradas neste caplivlo deveraoc ser par-

eiarizadas mais ainda, pols necesalitaremos utillzar o heore-

divergéneia, Precisaremos: as regides O devem ser tais

para qualguer funcas vetorisl F(x) contin e Qul (T &

dontarne ds (1) e com derivadas de la. ordem continuas em O

a seguinte formuis:

"Jdiv F oax = J/’E‘n v do
n r

Y {vg,qoo,vn) = ¥Y(x) ¢ a normal unitédria exterior z [

ponho % , a primeira integral € uma lintegral miltipla n~dimen

!

(S

F o,y =F, Y, 4 coo +F_ VY & o produto escalar dos ve

1 L n o n -
¥ e v , e a asegunda integral ¢é uma integral de superficie
variedsde de dimensSc n - 1

P fundsmental saber gue condicdes devem ser impostas &

para gue (1) se verifigque. Caracterizag coes de familias de re~

n

0 vpara as gqueis (1) vale sao dadas nos livros de edlculo,

exenmple Fulks, citado anteriormente, considera regibes que =ao




—dm |
. o
projetdveis em pelo menos um dos eixos, isto &, X, -projetdvel si

o ' !
gnifica que Q ={x = (x,%5) 3 a<x;<b e f(xy)< %, < %(Kl)
onde f e g sao diferencidveis por partes } |

Para o caso de regices planas, citamos o trabalho recente de| D.H.

: . |
Potts no Journal of the London Methematical Society, vol.26(1951),

que demonstra que ume férmule andloge a (1), isto &, |

| f 0F, OF, |
(2) A §§1"~'§§;) dx; dx, = . Fix + Fody %

e
se¢ verifica para t8da regifo N ecujo contbrno [ ¢ uma curva re

N
tificdvel. ;

Devido & dificuldade de encontrer nos livros de cdleulo
uma demonstragido do teorema da divergéneia em R™ para regites de
tipo bastante geral, resolvemos apresentar agui um teorema de di-

|

Vergéncia em. R™ bem eome sua demonstragao. A demonstragio apre—
aentada é calcada nas idedas de Whitney (Geometrie Integratl?n
Theory), o gual apresenta um resultado mais geral valido par% for
mas diferencidveis., As régiBes Q2 pars as quais demonstramoé Ho
baixo que vale a fdérmula (1), 1nc1uemos tipos uswais 1nclual%a as
regides regulares no sentldo de Kellogg (Potential Theory)., Gom o
- objetivo de definir as regloes que utilizaremos daremos uma sérle

de definicgdes,

Un conjunto A do R ¢ dito ter p-contetds zero 2e pa
ra cada &>0 . existem ké bolas de raio & que cobrem A e tal
que kg 8 — 0 quando & =0 , ‘Apenas o caso Dpsgn ‘tem interesse

pois qualquer 4 de R™ tem p-conteddo zero se p>n . O o&so

p<o também nioc tem interesse polis apenas o conjunto vazio |tem




| =5
p-conteddo zexe e p<O . | i,
Exémpln: um megmento de rets e, em geral, qualquer ourva retificd
vel em: R" y 3, tem 2wconteﬁdo Zero. |

0 lama sbaixo relaolona 0 aono@ito de nmﬁonTeﬁdo aaro a&m

Tl |
RY com # Je conteudo. de Jordan zerc. Um conjunto de A go B ¢

diﬁo ter conteudo Jordan zero se dado & >0 existem conjuntos
(dig&mns cubos ) Al,nan,Ak que cobrem A e tal que z:vol(A.)< 8,
eré usado na dnmonsbraqao de lems abaixo o fato de que na definie

gé¢ de p-contevdo zero polermos tomar cubos 2o invés de esferas.

LQ@@MLL;_— Un conjunto A em R™ tem conteado de ;ordan zZero se
; g6 se éle tiver n-conteude zero. |
19L Admitemes gue A tenha confelddo de Jorden zero. Suponhemos,
poy cunﬁradigéo, gue A néo tem n-conteddo zero. Isso significa
qué-exiﬁt@ : >0 +4al que para ume sucessio él,éz,n}ﬂ de numeros
p081t1vos tendendo a zero temos (1) 'ké(j) 63;6;,onde 'ké(j) é
0 nﬁmqro de eleémentos de uma cobertura arbitrdria de A por cub s
de.lado 6j . (A relacao (1) se verifice para gualquer cobertv...
de? A por cubos de lado éj ). Por outro lado, tepdo A e-nteddo

de| Jordan zero, & possivel determinar cubos Bl,af°93% gque cobrem

A :e tais que z:vol(B ) < £ o Por subdivisﬁo, se necessdrio, deter
mipamos k  c¢cubos de 1ado% todos iguals a um determlnado 63 , que

cobrem A e cujo somatério dos volumes & menor que. € , isto é
i L LT
kK 6, <&
J ?
o gque confradiz (1).
_ o, _ o
29, Suponhamos agora gue A  tem n-contevwdoe zero., Dail se segue que

‘dado € >0 pode-se determinar & 20 talique' ké bolas de ralo o




- ‘-6;6.— -
cobrem A e Ik 6ni‘£ » A soma dos volumes dessas bolas € menor.
que ¢ kg 8% , que por construqﬁo serd menor que ct .
A seguir demonstramos a invarifncia de p-conteudo medi-
ante transformacdes lipschitzianas.
Uma transformacgio F, entre dols espacos euclideanos (em gera;,jkn“
métricos) R® e R® , & lipschitziana se qualquer que sejam x-e
y em R® temos - |
|7(x) - F(y)| € K|zx-y]| | (
onde K ¢ a chemads constante de Lipmchitz. |
ngg_;;g - Se A em R® ‘tem p-contelddo zero entdo F(A) tem

p~conteddo zZero. . : I
|

Demonsiracdo - Tendo A p-conteddo zero podemos determinar ké
I'd . ' '

. bolas de raio &/K tal que ké(%)p-—a-o qﬁando
§=—=0 . Agora ?ela.transformagﬁo F essas bolas irdo em conjuntos
de didmetro menmr_qué 26 os quails estao contidos em bolas de
raio .6 as qﬁaié cobrem F(4) . Eles 580 também em ntmero ky o
teremos kg &P e o quando & -—+ 0 , provando que TF(A) tem phoon~
teudo zero,

Ume. fung@o (vetorial) P de ACRT em R 4 dita de

' - , . . |
classe Ok ge ela tem itodas as derivadas paerciails continuas aFé )
ordem k , Representamos F £ 0 (A) . _i

. _ _ |

. . |
Um elemento de superficie no R® & a imagem de uma ?ola

do R™L mediante uma fungfo biunivoca de classe C, s cuja me-

triz jacobiane tem caracteristica n-l ,

Uma guperficile regular [’ é um subconjunto conexo do BR"




camga propriedade que todo ponto = € [ tem uma vizinhanga V(x}
taléqua MNV(x) & um elementec de superficisz.

| Introduziremos agora o conceits de integral sdbrs uma
perficie regulan F'G_Para fazer as colisss wals éimples imaginare
mqs%que 7 é a imagem de uma regiSe A Ido Y o

x = B(u) = E(ulgogg,uq”l) de clasge 0, cuja matriz jacobians

tem caracteristica n-1l em todos pontos de A . Des

l_l
o]
3
O
21
O
m
el
(@]
e

J.(1),se0,d. (1) o0s determinantes das n matrizes ds onrdsm gl
1+ 'n
gque se pofs obiter da makriz jacoblana retirando ume linha de cada

s

vez. Seja agara h(x) ume fungdo real continue definida em [ j

entiio definimos
| ‘ . 1/2
(2) ’ / h(X) dO‘ = f h(E(u))(Ji '+abo+ J2) C.".u £
Z r A H
ond? devemsns supor gque A terha conteldo de Jordan.
Una regiﬁo Q ligitada do R ¢ dita de Gausg se sua
freﬁteira " ¢ constituida de duas partes [, e r] com A8 Se~

)
gui%tes propriedades: 19) FO' ¢ um conjunto fechado com {41
feﬁdo zero, 2¢) Cada x awri. tem uma vizinhanca V(z) tal sue
v(x5r1F1 é um elemento de Superficie; alénm disso, apbs ums rotae
géoide_eixas fazendo a normalrexteriof V(x) coincidir com & di-
regéo posiftiva do eixo X, , V(ix) N Pl pode ser representads pe-
laéequagﬁo Ry o= h(xg,}ap;xn)¢, onde h & de classe Cl‘ e 88
X é (xlgaoaézn) estd em V(x)nn entgo_ x1<:h(X2,5ap9xn} . Esta
dl{ima condicdo significa que V(x)n O estd de um mesmo lado de
L

Observando que o R" ¢ um espago separdvel (i.é, contém um svi=



8

conjunto enumerdvel dens¢ nele) Segue-se que rl é uma unigo fi-

nita ou enumersvel de superficie regulares.

Um exemplo de regizo de Gauss que esbrange os tipos usualmenté tra
tados nos & dado por O tal gue [T & uma uniZo finita de super-
|

ficies regulares e de seus “bordos". Com efeito, seja Fl =ljFl 5
: : H
n-1i o

onde [ ¢ a imagem de um aberto A CR por uma fungdo Ej

1yd
de classe Cl N

Se extendermos E; até o contdrno BAj de Ay de modo queiem

. |
aAj a fungzo E3 seja lipschitziana, teremos pelo lema 2 que

l,] }.J i

Ej(BAj) que é o contdrno 3. de I.. tenm (nwl)nconteﬁdeézero.

Sendo FO ='anrij concluimos que r; tem (n-l)-conteddo zero.
| - : : !
O teorems da divergéntis serd ajgora enunciadoe para negi-
des de Gauss.

_ C
Teorema 1.3 - Seja N uma regigo de Gauss, comoe definide acima,

 Seja P = (Fl,n,.,Fn) = F(x) wuma funcgao vétorﬂal 11

mitada pertencente a CQ(II U ﬁl)FiCl(fl) . Além disso, supqm&S'que
. R

div F seja integrdvel. |

Entdo a seguinte férmula se verificas

(3) .jfdiv Foax = Jr F .Y do |
n . r . ;

1 i
A demonstragfio repousa em uma série de lemas, dois dos

guais s80 o teorema de divergéneia em casos particulares.

Lems 1.4 ~ Seja Q um paralelepipedo {x H aj«zxj'éb j=l,...,n},

N ,
Admitindo tddas as condigbes de teorema 1.3, a férmula

(3) se conserva.,




-9-

! . . ﬁ '
Demonstracio - Usando integrais iteradas obtemcs

. - Y. '
: 67 .Jf 1A,
(4) ’/W?EfL dx = J(‘ : EEL Az, dx, ... 82
| Q" 2, Yay 1 < "
onde SZl‘s{(xg,.u,xn)s ajequbj s 3 = Piaeesn} s

Pelo teorems fundamental do'célculo, em (4) obtemos

[Fl(bl’xz""’xn) - Flcal’x2’°?°’xn)]dx2 >oa dﬁn =

.:‘f]'"' ‘Flovldo

onde r(xl) & a unizo das duas faces do cubo para Xy = 89 e
xlf“ bl . |
De modo andlogo para as demais parcelas de divergénecia e chega~

mos, por editividede, a (3).

- Leﬁa 1.5 ~ Seja‘£1 a regidio dos pontos x = (Xqsoees%,) tels

i gue h(x2,,..,xnj< x<1 e ml‘1Xj <l , [3=2,..0,n}),
onde h e de classe Cl . Designamos poxr A a parte curva do
coﬁtﬁrno M, i.e., a parte dada por x; = h(xz,o..,xn)‘, Seja
R % (Fl,oo.,Fn) uma fungio pertencente a C (ulnc, () e
F % O em uma vizinhanga de [ - A . Entao

Jf giv T ax v{ .Y do
A

vl

1l

Demonstracho ~ Mediante a mudangs de varidveis dada por

(T) A y1 = Fp = WXy, e00,%y)

Yy = Eg o (j = 2,30.,n) ‘




«10- %
obtemos a imagem Q¥ de r; como 0 conjunto dos pontos v %

= (ylgyE,lon,yn) tals que ‘ ‘ - l
05y1<1-h(y2,.f.,yn)' & —l<yj<l, (3:2“_”_1’1) |

. I !
Seja K. o paralelepipedo O< yl< Loyl yj <1, (J = 2, 'o-!in) .

A fungao G(y) = F(yl + h(y2,...,yn),y2,...,yn) definida em “1*,
pode sef'extendida a todo K definindo G(y) = 0 para ¥y e@
K - Qf , o que implica que G(y) seja de classe Cl. em- K‘ﬁ
Aplicando o lema 1.4 obtemos |

(5) fdiv (y) dy = - f G, (y) dyy «»» Gy,
X | o Ax |

]

onde A* = {y = (yy,eeeyyy) t vy =0 e ~leyy<l,j = 2,;...1,-.,?}.

Usando as relagoes

oF, ) Z 3G, By _ ¥,  Byy
0xy j 5«‘/;] ) 8y, Oxy
/. : e 0y . G oy Gles
~k K _ %y 1 K
X o ; By, W, ~ Ty O T Ty

 concluimos gué pela mudance de varidveis (T) acima div F trane-
7 Oyq,
forma-se em div G, pois- (EE%"°‘ 3§%4 é a normal & x de A,
a qual pela transformegdo (T) vai em (1,0,...,0) .
Desde que © jacobianp ‘da transformagdo (T) ¢ igual a 1, temos
(6) f div F dx =f div ¢ dy = f div G ay
Q ox* K

Por outro lado, A & a imagem de A* pela transformagdo




| | ~11—

(8) %y = yq + blygyeea,y,)

éo-%etor de componentes 8(-2y +éiex23°"’xﬁ)),‘iétoé,'o.vétor
- | g | |

(-i,-%gggc.a, agn) ,‘tem a diregéojde, vtx) y O quél serd

§.6~lf-§%21auu,%§;) , onde J_ﬁl[lgf(%gz)? +oaat (ah ° ]%.a

ObQErVando que o'vefor'_ﬁ(x) 'tran$forméwse por (S} no vetor

(-1, 0,...,0) obtemos pela definigdo de integral de superficie

(7)| T . | ‘. ’ .-[A F ® v dc . = -l ‘.... ‘gf Gl(y) dy2 o e s dyn

Finalmente (5), (6)_9.(7)'implicamz(3) .
| | . Q. E. D,
_ A demonstragic 4o teorema . l.3 para uma regifo de Gauss
qualquer serd feita em duas partes. Primgiro, para fungfes T que
)

se;anulam em ume vizinhanca de [ .. Dapois 0 caso geral Serd iomm'

to?aproximando«a por fungdes do tipo anterior.

: Lema 1.6 - Supornhamos tbdas as condigBes do teorema 1.3 e mzis que

F =0 em uma vizinhanca 7V de FB . Entgo (3) se con- -

serva,

Deﬁonstyacﬁo - ?ara cada ponto x £ (L-V ﬁodemos determinar um
‘ I cubo U(x) que esteje contido em . Para cada
poﬁtp ‘x e[ -~V podemos também determinar um cubo U(x) com a
pr&priedade que U(x) NN & uma regifio do tipo definido no. lems

i -
1.5, uma vez gque Q ¢ de Gauss.
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Agora os U(x) constitu-inaoumafcobertura do comnjunto compacito

0 =0 -7V s pode-se pelo téorema de Heine~Borel determinar um

ntmero finito Ul’”"’Uk de tais cubos que cobrem & . Em sé tra

tando de um numero finito de cubos abertos que cobrem s pode~ge
| ' .

determinar cubos UﬁC:Uj lquéféihdé cobrem £ Agora, para\?ada

j consgideramos uma fung§0£unacide classe Cl-‘tal gue aj = b _

fora de U;J e aj >0 em"’-U’g:"‘. Seja o = Zaj' . Definindb ﬁij =
= Ctj/ct obtemos Z ;3j = 1 , e Bj> 0 em U.ll e zero fora de U& '

Por linearidade, obtemos: |

8 - ;/. div F ax
0 .

(9). y P .Y do
e

Zf div (B, F) dx
e ’
Z[_. (ﬁj FYy ¥ do

1

i

Para cubos Uj contidos em Q temos pelo lema 1.4 que

10 _[4 div (B,F). dx = J[ F) .Y do
(10) g GV (B ax = ) (80)

d J
onde BUj é o contdrno de Uj » Sendo zero a Ultima integrall,

concluimos que

(ll)“ ' ~£; aiv (BJF) ax _Q‘J; (ﬁjF) v do

1
uma vez que também a Ultima integral em (11) & zero.
Pare cubos Uj que contém parte do contdrno Fl temos pelo lema
1.5 que

.jfdiv ~(53F) dx = “/p(cjw) . Y do
U0 TUny

e dail




(12;)‘, -{1 div (ﬁjF) ax = ji"l (ﬁj'F) Y do .

Ag&ra (8), (9), (11}, (12) implicam (3), n€ste caso.
0 seguinte lema desempenha papel crucial ne parte final

|
dagdemonstragao do teorema 1.,3.

Lema 1.7 - Sejam A e B dois conjuntos abertos tais que
dist(A,B) & maior ou igual & d . Ent8o existe uma

funcdo o(x) infinitemente diferencidvel e tal que' 

p(x) =0 , x em A,

| =1 , % em B

, X “fora de AUB ,

210

| grad o(x)]| =

onde ¢ ¢ uma constante,

Demonstracgéo ~ Seja Y(x) uma fungéo infinitamente diferencidvel

tal qge k
v(x) = 0 , Ix] >1
f’ly(x)_dx -1
Agéra_definamos o conjunto C como se segue
| C %{x:dist(x,3)<g}.

Definamos entso

- o(x) = f VD) ay

: o |
E fa011 de verificar gue @(x) =0 para x em A & igual a 1l
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para x em B , E

_n | (ﬁLX)

a% % d -2 d/2
;1):=(§) ‘£ d |

| | aﬁ—a,??)

3 2 d ¥(=z) ! i
,_%%El = 3 J( az(z az = & |

1 1z]<1 |
Q. E. D.i

Agora completamos a demonstracgo do teorems 1, definimos &uaé

sucessoes de conjuntos
_ _ |
{x : d(x, )< -—},3 = 1,21oon. é
Bj ={x 1 d(x,rb)_ ~%r},3 C1,2,0e.
, 2 :
Usando o lemé 1.7 serd possivel determinar uma fungao 1nf1n1ﬁamenn-

te dlferen01avel @j
A

(x) que seja O emnm Aj e 1 em Bj t al que
(13} | grad wj(X)I< i

para X enm E Bj - Aj 5

E claro gue ij é uma fungao continua em. Qurly , com derivadas

continuas em Q e gque se anula em uma vlzlnhanga AJ de Fo >

Portanto vale o teorema 1,3, como foi demonstrado no lema 1. 6
(-14) f div (ch) dx = f p.F -V 4o : ;
Q J . ry "4 N

Como JF converge paraﬁiF em QU gquando Jj-— 00 8Segue-se
QJ 1
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(li) l lim J}_¢ F o,V do ij P .Y oas e A

J—00 1

on&e a Yltima integral pdde ser tomada como integral impréprisa.

Poﬁ outro lado,

(16) f aiv (g4F) ax = f ¢4 div Fodx + f grad ¢ . F dx
| Q o @ T

A primeira integral no‘aegundo membro tende pafé_j; div B dx .
Seédemonétrarmos que a segundo integral dende a zero, completare-
moé a demonstragéba ; .
Da ﬁipétese adbre r; , concluimos que dado &>0 , o conjunto A6

(dos pontos x tais gque dist(x,rb)< &) ¢é coberto por kg esfe-~

n-1l_ ¢ guando & —=0 .,

ras de raio 26 ; e temos kg O
"Assﬁm o conjunto EBj pode ser coberto por kj bolas de raio
l/2?’2 , digamos, e kj éété relacionado com Jj pelo fato

1 n-l___’_ _ .
kj(?23“2) 0 ‘qugndo j— 00 .

fPorianto,-chamanﬂo M o médximo deF]Fl em L obtemos

1 n
e, (—5—=)
1 23—2

(17;) | ]fn gred g, » F dx Is‘Mc 23"11{5

ondé cy €0 volume de bola unitdria em . B .0 segundo membro de
n
(17) pode ser escrito como ot gy cey k. (————% = const k. ( 3= l)
2

0 qual tende a zero quande j-—=o00 .

82, Potencial de um campo vetborisl

Um campo vetorial F = F(x,y,z) ¢ uma fungdo vetorial

“coniinua definida em uma regiao YV do R3 assumindo valores né
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’ 33 . Uma imagem geométrice de um campo vetorial é dada imaginado

que a cada ponto (x,y,z) de V =& achas ligédo o vevtor F(x,y,z).

- Exenplo 1 - Campo gravitacional induzido por uma particuls, %upom

| nhamos que uma pariticula de massa m seja posta!em um
ponto Q = (xo,yc,zo) . Pela iei'da gravitacdo universal de ﬁewton
egssa particula gera um campo gravitacional F = (L,M,N) . Is%o &,
ume particula'de.massa uniﬁéria colocada em um ponto P = Qz%y,z)
é atralda pela primeir%'por uma forga I de cpmponentes ,L,@ €

. |
N dadas por . _ - , !

km(xuxo) km(ymyo) km(z-zo) 2
ber—3—, M=oy N=-—m——

T - r |

2 _ ye 12 2 2 o
onde r ;‘fo§gl +.Iy-y°l +|z-2,|° e Xk ¢ ume constants,

Usando notacdo vetorial o campo gravitacional pode ser escritio

como L.
= o 3 L]
™ .

Exemplo 2 ~ Campo_eletrostdiico. Pela lei de Coulomb o-campo ele-
trostétiéo.gerado por uma carga elétrica Q colacada
em um pontoe Q &

p - ka(P-0)
o

expressando a fdrga de repulseo sdbre ume carga elétrica unitdria

em P, k' ¢é uma constante que depende do meio.

Exemplo 3 - Campo magnetostdiico. Pels lei de Coulomb do magnetis—

mo, um pclo wagnétice p colecado em um ponte Q ge-

ra um campo magnetostdtico dado por
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k'"p(P —~ Q)

1'3 ’

B =

quefé a forga de repulsgo & um poloc magnético unitdrio colocado em

P . k' & uma constante gque depende do meio.

Exemplo 4 = Oampo gravitacional gerado pof distribuicdes de massas,

N . Seja V uwa regifio onde se tem uma distribuigo de
maséas de densidade T(Q) . Pela lei de Newton o campo gravitacio~
nalfgefado serd, '

P) = k t(Q)(Qm?) -
fv lo~P|°

'Se ?e tratar de uma distribuicio superficial em S de densidade

p(Q? entao

fs ]QF’PIS

Exehplo 5 - Campo _de velocidades. Suponhamos que uma certa pPorgao

de fluido se acha em movimento., Em cada ponto do ‘espa-
go i (x,y,2) temos em um determinado instante t a velocidade

(u(%,y,z,t) , v(x,¥,2,%) , w(x,y,2,t))} da particula que por al

pasés,au Temos portanto um campo vetorial, chamado um campo de ve-
locidades, o qual varia com o tempo., Um campo de velocidades que

néoédepende de t & chamado estaciondric. A equacdo da continui-~

dade para campos estaciondrios expressa
i = = J
div(u,v,w) U, ¥V, W,

ondb-*c representa a contribuigao - das fontes, Se o fluido & in-

compressivel o = 0 e a equacgio da continuidade é



O trabalho de um cempo vebtorial F ao lengo de uma curvs

¢ ¢ Qefinido como sendo a integral de linha

(1) - - W) = f F . 4P

‘ |
onde a curva C €& suposta ser diferencidvel por partes, isto C
é o imagem do intervalo [0,1] pela fungdo vetorial P(%)=(x(1),y(+),
z(t)) onde x(t) , y(t) e z(t) s8o0 fungBes diferencidveis ﬁor
partes,‘Tadas as curvas‘usadas nesse pardgrafo sgo desse tipda'Se

P = (L,M,N) , a expressan (l)_ﬁode ser eserita ;
- W(C) =:_Jf'de + Mdy + Ndz .
0 campo é dito conservativo se CW(C) = W(CH) quais@uer
: : . : | !
que sejam 08 pares de curvas € e C' gue tenham o0s mesmos pontos
inieials e finais.. Isso & eéuivalente a dizer que o trabalhofaa Lon

go de qualquer curve. fechada ¢ zero.

Um campo F €& dito derivar de um poten01a1 se ex*ate ums

fungdo escalar ¢ contlnuamenteq@;ferenclével tal gue F = g¢ad Qe
A fungéd‘-m ¢ dita o potencial do campe T .

Exempio 1.A.  No exemplo 1, o potencial & P - kn

r

S ' : ' . i 5
Exemplo 2.A. No exemplo 2, o potencial seria ¢ = EEQ- ' |

Teoremz 2,1 ~ Um campo é conservativo se e s6 se deriva de um po-

Tencial,

uDemonstracgo.—'Sufieiéncia, Seja C uma curva P(t):(x(t),ydt),ztﬂ
“ . . i -
|
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ligando og pontos Q. e Q , isto &, P(0) = Q, e P(1) =g ,

Entﬁo ‘
j(;(F . 4P = f(} cpxd:{ + cpyd;y + cpzdz

ou,?desde que C ¢é diferencidvel por partes

: 1 :
fF . 4P = f (gpx'(8) + ¢ 5" (6) + o, (%)) dt =

;l : |
- fo I (B(1)) at = o(B(1)) - o(B(0)) = ¢(Q) - ¢(Q)

o que mostra que o trabalho W(C) depende sbmente dos pontos ini-

cial e final da.curva C , isto é, ¥ ¢ conservativo,

Necbssidaden Seja F = (L,M,N) um campo conservativo. Portanto a

fungao
‘ P
¢(P) =f F , 4P
2o

estd bem determinada, iéto ¢, independe da particular curva que 11
gue% PD 'a P . Provamos que o, = I, e andlogos, o que mosgtra qus
© ¢ um potencial do campo F . Com efeito, seja

P = (x,y,%) e P+ AP =(x + h,y,2) , entao.

B

| ‘ P+ AP X+h
Lo CP(?-'I-AP)-"cp('P):J_.I FndP=ldex
A ¢ h h P <

e pélo teorema do valor médio para integrais
-“&‘-—‘% = i(z + O h,y,z) , Os0O<l .,

Pela continuidade de I obtemos, fazendo h tender para zero,

QaEnD.a



!
~20- | !
| |

Daremos uma outra caracterlzagdo mais prétlca de campos

conservativos deflnldoa, porém, enm ura regido simplesmente copexa,

Eeoréma 2.2 = Seja F = (L,M,N) wum campo vetorial contiﬁuameﬁte

dlferenelével definido em ums regido 81mp1esmente co
nexa V . EntBo F & conservativo se e sé se VT = .
Omitiremos =z demonstracéo déste teorema, a gqual se aﬁoia
no teorema de Stokes, Consulte Fulké (bibliogr,) para uma demﬁnsm
- ; : |
tragdo no caso da regido V .ser-co#vexa, que & um caso particu-~

ler de regifio simplesmente conexa.

Um campo vetorial F ¢é dlto golenoidal se 4ivF = O

Exemplo'lo campo de velocidades de um fluido 1ncompressivel em re-~
gime estaciondrio é solenoidal“ F
Usando o teorema 2.1 conclulmos gque se um campo soleﬁ01m
dal & conservativo, a fungao poten01al ¢ que 0 determlna seré
tal que
div grad mé = 0

isto &, usando o laplaciano A, qué é o operador'difereneial@

2 . 2 . R o o
i o o e e : :
ax® e w? :

Do = CPxx +-¢§y * gy = 0 s

ou seja o potencial o de F é uma fung¢8o harménica, c»ncelao

este gue definiremos no pr6x1mo parégrafo. Resumlremos isgo ﬂo

Teorema 2.3 - A fungao ® quemggragum campo vetorial solenﬁidal.
| satisfaz & equagdo [&@ =0,
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! Pars finalizar €ste pardgrafo observemos gue um critério

paré determinar se um campo é solenoidal pode ser obtido usando o

teorems da divergéncia:

Teorema 2,4 = Um campo F & solenoidal se e s6 se

Y. =
Jg F as 0

quaiquer que seja a superficie S Ilimitando uma regidoc de Gauss.

g 3., ObservacOes sbbre cdleule das variacoes

Neste paragrafo_expliearemos sucintamente o objetivo do
cdlculo das variacdes e obteremos a equacao de Euler, a qual desen

penharé pepel importente no parégrafo 5 e no capitulo V.

Seja A um conjunto onde se acha definida uma fungdo re-
al: I , Supondo que I seja limitada inferiormente (ou superior-
meﬁte), isto &, existe m (ou M) tal gue I(x)>m (ou I(x)=< M)
paﬁa todo x €& A, perguhta—se: existird =x, ¢ A tal que I(xo)
—m (ow I(xp) = 1) ?

Exemplo 1 - Seja A o intervalo [0,1] e £ continua. EntSo a
. rasposta 3 questao acima é sim. De fato, o seguinte
tedrema vale: Uma fungdo real continua definida em um intervalo

fechado assvume seu mdximo e seu minimo em pontos déste intervalo.

Exemplo 2 — Se A é um conjunto compacto em um espago topoldgi-
co E e f ¢ uma funcao real contfnua em E , ent3o

f iagsume seu mdximo e seu minimo em pontos de A .



DD

Se A & uma colegdo de fungdes, a funcdo real I

B —
o)
K. _
=
i

¢ chamada um fyncional e a pergunta acima, em geral, recebe res-

‘posta negativa, como mostra o seguinte o

. |
Contra-exemplo: Seja 4 a cole¢do das fungdes continuas x = x(1t)
em [O,l] tais que x(0) = x(1) =1 ., E seja éI o

seguinte funcional

B fdeil de ver que o Infimo de I(x) quande X  varis em A! g 0

e -no entanto nfo existe X em A tal que I(x) seja 0,
. [

O fato de gue a pergunta formulads acima nenm gempre@rsce—

be resPOSta rositiva, hoje se nos afigura dbvio e o contra—efemplo
|

acima nos convence. Exngte, porém, uma histéria em tdrno desse ore
blema. Matemdticos do séeculo pas sado, notadamente Dirichlet é

Riemann foram levados a c¢rer qug, a semeihanca do qu@ gcgntega ne

: . . I
Exemplo 1, Tureionais 1 limitados inferiormente assumiam . gey Ll

|
nimo paré um eglemento da classe A . Tal aceitacao impliea, L:ma
|

- Veremes no Oapitulo V, na prulblleade de resolver o probl amé de

D&r&@hlet para a equagao de Laplace (efr. 8§ 2, capitule II), @m
sua tese de doutoramento, 1851, Rlemamn apresentou sua teorla ge0-
métrica de fuﬂgoes analiticas repousando na solubllldade do Droble
ma de Dirichlet, demonstxado usandoe o fato incorreto observado a~
cima, Em 1869, Weierstrass aescobrlu,allncorregao e o problem@ de
Dirichlet passou a cénstituir o desafio aos matemdticos da ép%ca,
0 problema egperarila, porém, quase meio sédculo até que, em 1900

Hilbert descobrlrla um modo de provar que ¢ tal minimo & realmente
I

3
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a2tingido, em muitos casos.

Exemplos importantes de funcionais I s&@o dados por inte
gra@isu Néste caso, o problema de achar uma funcao da c0leg§o A

‘que minimize (ou meximize) o funcional I dado é chamado um pro-

blema variacional. Os quatro exemplos a seguir sdo tipos gerais

de problemas variacionais,
i .

Exémplo 3 - Seja A =a colecdo das fungdes x = x(t) de classe
|

i - C, em [a,b] e tais que x(a) =zx; , x(b) = X, « Seja

. b )
(1 I(x) = f P (1,%,%) 4t

a

I

on&e F é de classe Cé' nas varidveis 1t , X , X .,
Véﬁios exemplos de fisica caem em problemas veriacionais désse
tipo. ’

| 0 exemplo seguinite é uma mera extensso do anterior para
du%s varidvels independentes X e ¥y .

i - . .
Exemplo 4 - Seja A =& colegao dos pares (x(t), y(t)) de fun-

St

¢coes de classe 02' em [a,b]:e tais que x(a) = Tty

XKﬁ) = X5 y(é) =y, e y(b) =y, . Seja

? b
(2) I{x,y) = f F (‘G,X,y,i,:ff) d%
a

‘ on&e F é de clésse 02 nas cinco varidveis de gque depende.

Apresentamos agora dois exemplos onde as fungdes que apa-
reéem dependem de mais de uma varidvel:; para simplificar a notagéo

to@amos o caso de duas varidveis independentes, 0 caso geral apre-
! .
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sentando apenas diferenca de notacfo.

Exemplo 5 ~ Seja (1 uma regiso de Gauss em R . |

Seja A a colecdo das fungbes u = u(x,y) def%nidas
em £ , de classe 02 ei e assumindo valores dados no contdrno

M de 0 . O funcional sendo

(3) "I(u) =f F(XaYsu-suxsuy) dxdy ﬁx = 3x ¢
L. ) ;

onde I ¢é de classe 02 nas sues cinco varidvels. S
. . ' L
No pardgrafo seguinte apresentaremos um problema de mec8nica que

corresponde a um problema vairacional déste tipo.

" Exemplo 6 - £ como 1o exemplo 5 e A a colecao dos pares;
(u,v) de fungBes de classe C, em Q- e tais éue
‘u=f e v-= g em [, onde f e g 880 fungdes dadas. é fun
ﬁiénal sendo | | | ' i

(4) Hu,v) = [ T (x,5,8,7,0,,%,0,,v,) dxdy , onde| ¥
S

é de classe 02 nas suas oito varidveis.

-E'um'pyobiema dificil dizer quando um determinado proble—

ma variacional tem solugdo. Nao héd condigles suficientes amplas

gque assegurem a existéncia de solucdo. Cada problems deve ser e-

xaeminado de per si. Apresentaremos a seguir condicOes necessdrias

para que 0s problemas. variacionais dos Exemplos 4 e 5 tenhaﬁ 80—

lucdo. O seguinte lema serd essencial,

Lems 3.1 ("Lema fundamental do cdlculo das variagdes') - Seja
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|
|
f($) una funcao real continue definida em uma certa regisd O

do, E®

. Se para tdda fungas n(x) real continua em O e ge anu
laﬁdo 2 uma vizinhanga de | tivermos Jﬁfndx = 0 -entao,

f(%) =0 para todo x em £ .

Qgigngtragﬁg f'Por contradican, suponha que existe x® em
onde f(xo) £ 0, digamos maior que O u‘Séndo f
cohtinua existe uma vizinhanrcga N(x°) onde f(x) ¢ mainr que
ze?oa Tomando agora n(x) maior que zero em N(x®) e 0 fora
deia, teremod _“[fndx mzuffndx , que & obviamente positivo,

)
Absurdo. M(x7).

Tepreme 3,2 = Se % = ¢(1b) e ¥ = y(t) s&o0 uma soluglo do prg
blema variacional proposto mo exemplo 4, entfo,

também si0 solucgdo do sistema de equagdes diferenciails

d -
o g - Fx 2 O
(5) X
: ¢ =
'a“_E‘F§ has F:Y - o "

(Eksas equsgdes 80 chemades as equagdes de Buler do problema va-

riécional)a

De@onstrggﬁg - Suponhamos que I(x,y) definido em A assume seu
. minimo (andlego raciocinio se fora mdximo) em

(mbfy)n Igso implica que
I(CP!'LV)QI((P + g_l LS Y o+ €o nz)

quaisquer gue sejem £, €& &5 € My = ﬂl(t) e Ny = ﬂg(t) ’
f@ngﬁes de clésse 02‘ em [a;b] e que se anulam em a e b ..
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Definimos a seguinte fung’é’tb_i real _c_‘l,e‘ duas varidveis &, e &,

. q(sl,a2) = f Tlt,o £ EIN Y+ EgTyy ¢+ E'lﬁl’ Vo Egng):dts
a '

a:qual assume seuw minimo na 6rigemr(0,0), Teso implica que sy

derivadas primeiras sejam nulas ne origem; portanto
N | .., _

.[a (anX(t’CPs’Y’i)y-'\? )'+' 'FllFi(FﬁP}f‘I’ 9(?39 '\’}’ )).dt

i1
Lo

il
)

. b -' ’ 0 o
fa '(nng(t‘,cp,‘.q',cb, K ) \.+.n2Fy(t,<p,1r,cp, v ))dt

Integrando por partes a segunda parcela e lembrando que Ny e

a8
|
i
i
i
i
|
|
i
1
i
1
i
|
I
|
|
|
i
i
|
i
i
|
i
|
i
I
1

N, Se anulam nas extremidades do intérvalo de integragdo
b a o
J -G o er =0
b a - -

Usando o lems 3.1, o resultado se segue.

Observacéo -~ As equacdes de Fuler apbs efetuamda a derivagBo em

|
+ tornam-se !

X FXX + X ka + ¥ ?ﬁy + yFiy t Fypqpem P =0

F_. - F =0
vy

X Fij +_XFyx + ¥ Fyy + ¥

Teoreme 3.3 - Se o(x,y) 6 wme, solugBo do problema variacional

proposto no Exemplo 5, entdo ¢ € também sdluéao

da equagdo diferencial parcial




(6)i HFUX +—3§Fu -F, =0

! o .
Dembnstracao - Suponhsmos que I(u) assume seu minimo em A para

umw = ©® ’En‘bﬁo

(7) () < I(p + €n)

qualquer que seja €& e qualquer n de classe C, em Q e

igﬁal 2 O no contdrno | . Definimos a seguinte fungdo real

a(e) =_£.Fj_(x,y&cp ¥ OEN Gy + EMyg,y 0 + EN) Axdy

Em virtude de (6) q'(0) . deve ser zero e portanto

-4: (nFuﬁx,y,¢,¢#,¢y) + Ny Fu (X;stv@x,¢y) +

1
(&

;Y u_y Xy T 20y (PX,CPy)) dxdy

'Inﬁegrando por partes e usando o fato que' 7 8e anula em uma Vi-
zinhenga do contdrno [ de £ obtemos
3 ?
(P, -~ P~ P )n dxdy = O
_ AR B Tu, ~ Wy Uy
e ﬁelo lems 3.1, segue-se & equagdo de Euler (6).
Uma boa referéneia pare um’ estudo mais detalhado de cdl-

i
culo das variacoes € o Courant—Hllbert, volume I, Methods of Ma—

thematlcal Physics.

Exer0101o 1 - Qual deve ser a forma da curva ¢ 1ligando os pon-

tos P e Q em um plano vertlcal para gque uma

particula deslizando sdbre’ ¢ , sem atrito, somente sob a agdo



|

|
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da gravidade gaste um tempo minimo? !

Sugestao: Sendo m & massa da particula, a velocldade em uﬂ‘pon-

to R qualquer séra tirada da lei de comservagio da energis, is-
to_é, a soma das energileas potencial e cinética da particula%deve

ser zero % m v% $ mg(yR - yP) = 0 , Fagende P = (0,0) eéorieg
“tando 0 elio dos y para,balxo'ébﬁemos & forma conhecida d% velo

cidade v = V 28y . | | L

Q Q
Por flm, observe que jﬁ dt jﬁ

|
|
|
. ) |
Bxerclcio 2 ~ Ache a'fungﬁo positiva x = x{1) tal que q) = a

e x(1) =b e que gera, por revolugdo em tqrﬁo do
’ |
eixo 1 , uma superficie de érea minima. ;

Exeroiclo 3 - Qual é o trageto ‘de um raio de luz partlndo da ori-

gem (0,0) até um ponto (a,b) em um meio de indl

ce de refragfio x+l . , ‘ o ‘ !
~ |

Sugest@ot A velocidade v(x,y) da luz no meio é e/x+1 oﬁde c

¢ a velocidade da luz no védeuo. O principio de Fermat_afirmé qus

a luz viaja pelo caminho que minimiza o tempo.

§ 4. Problemas variacionais sem condicCGes de contdrne.

: !
No pardgrafo anterior obtivemos condicdes necessdrias pa-

ra que uma certe fungio da classe A fosse solugdo de um dado
. ‘ ‘ S . ' ;
‘problema variacional. L&, as fungoes de A deviam satisfazer

» el : - e (. s |
condicdes de contdrno. No presente pardgrafo discutiremos pro-
blemas variacionais sem condigBes de contdrno, isto &, as fungdes

o
|
I
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C _ , A
deé A nBo s&o0 requeridas satisfazer condigles de contdrno. Nos
textos em lingue ingless, a terminologie useda é "free boundary
problems". |

- Primeiro introduziremos o conceito de primeira variagéo

“do funcional I , A primeirs variacdo de T é a diferencial da

fungdo qle) , definida no pardgrafo anterior, calculada na ori-
gem ¢ = 0 , Utilizando & notagho . | |
: o .
[F]x'-_ Ty — @t "%
obteremos, por cdleculo de diferencial de q(el,az) , Que & pri-

meira variagéio do funcional do exemplo 4 (8 3) ¢é

N

8q(0,0) = &, %%_1.(0,0_) + gy %EE(-O’O) =

b, . _ ‘ b
fa {IF], eqng + [F] £, } at + [Py €10y + Fy82n2]a

que designaremos por &I .

'Deéignando por
S 3 a

-[E]u = Ty -3 Fu.X T 0y Fuy
obteremos, facilmente, que a'primeira variagdo do funcional I
do exemplo 5 (B 3) ¢
5T =f [F]u en dxdy + f (Fuxvl + Fﬁy‘s’Q)and'c
: a T o

onde (v1,¥y) ¢ a normal unitdrie’exterior a -

Suponhamos agora'que o seguinte problema variacional €
proposto: minimizar I do exemplo 4 (ou 5) supondo x(t), y(t)

(ou u(x,y)) 1livre no contbrno t=a e t=b (ou ). Em
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. pontos externos a diferencial se anula, portanto decorre da arbi-

trariedade Ge n

1 e 7, que no caso do exemplo 4

_[Fl_x=o, [r]l, =0, 'FizszF-.:o em t=a e 1::;":},,

onde as duas primeiras expressdes sfo as equagoes de Buler que
s8o também condigbes necessdrias no caso de problema variacional
com condicao de contdrno.

No caso.do exemplo 5 decorre da arbitrariedade de 1n que

: [E]u = 0 e Fu ﬁ)l-+ Fu_'ﬂz =0 em [,

X v : .
onde a primeirs expressao é a equaczo de Fuler o funciOnal!do
exemplo 5. . - . i

Resumiremos isso nos dois seguintes tsoremas: i

Teorema 4.1 - Se¢ x = ¢(t) e y = Y{t) sdo uma solugdo dd Pro-

blema variacional‘proposte no exemplo 4, sendé A
constituido de fungdes de classe 02 sem condiéﬁes imposta%\nas
extremidades s e © do intervalo de definicBo, entdo aléﬁds
¢ e 7 seren solugdes das equagbes de Buler [F]x =0 e[F%]y =

= 0, elas satisfazem as chamadas condig®es naturais de contbrno

F, = F, = 0 2 t o= a e -t.:-bo
77y

Teorema 4.2 — Se o(x,y) ¢é uma soluggo do problema variaciénal'

propdsta'no exeﬁplo 5, sendo A constituida de
' . |

2
de ser solucdo da egquacio de Euler [F]u = 0 , deve satisfazer &

fungdes de classe C, sem condigbes de contdrno, entdo ¢ |além

condici&o natural de conitdrnoe

Fu. V

. _ | |
V1t Fuyv 5 = 0 em [ .. | |
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i Encerraremos &ste pardgrafo estudando o funcional

(1) I =.f Ffoy,u,u~,uy) axdy + J[ G¢(x,y,u) do -
: - Ta ' : , ' I" .

Se; ¢(x,Y) é ume minizente de I , entBo a fungéo

e}
Pt
m
S .
il

‘/.F(X,y,¢ + En’f¢x + enx; @y'+ sny) dxdy +
ie] ) .

+ [ o(x,y,0 + ) do
r |

deve ter d;ferencial nula em € =0 , isto é, a varﬂagéo'primeira
6L de I €& szero:

Fuy)dxdy + € _qu do

O=61=Ef(nFu+n F "f+'rg
‘ r

X W
Q _x .Y

e integrando por partes
0 = 81 ='{1 en [F]u axdy +jrap(;}(:}u+\)l Fux"' Y, FU-;;) do

Desde que n € arbitrdrio segué—ée que ¢ deve satisfazer a
equacio de Fuler EF]u = 0 (que é a mesma do funcional do exemplo

5, § 3) e & condiglo natural de contdrno

(2) % _ G+ Y

§ 5, 0 equilibrio da membrana

Negte pardgrafo aplicaremos os resultados dos dois peard-
gréfos anteriores pare deduzir a equagso diferencial parcial apre

sentativa do equilibrio de uma membrana.
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- (2) : : J[ M(u + uy) dxdy )
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Seja N & parte do plano (x,y) ocupads por uma membrea-

ne dé‘desni&ade w(x,y) em sua posigao de repouso. Tensdes 580
aplicadas & membrana e ela passé & ume pbsigao descrita pela sque
¢80 2z = u{x,y) . Consideraremos apenas deslocamentos pequeﬁos

com relecgso b poslcio de repouso. A-énergia potencial da me%brana'

em wma posigho u(x,y) ¢ dada por | N

1) : ,.:5,;3. \[ pao -7J[ AL A v @Mﬁ,,.ﬂ,wu_vwxéA_,
§ o | :
onde ' ¢ a superficie 'z =5u(x,y) » O deslocamento é supésto
pequeno de mbdo‘a {4 ndo variar gensivelmente de 0 pars ; at .
Pela definigdo de‘iﬁtegral de superficie (lj se torna |
2)1/2

U= ‘f (l + u +u | dxdy r_jﬁ_#dXd&
. e}

y,'l.

'("Fe, novamen%a uaando o fato. de sa'ter yaquenos dealooamentos, PO~

tanoias de quarta ordem de wu, e de Uy ggo deixades de lqdo:

g |
A energia potenci&l da membrana dede em (2) ¢ enﬁﬁséfunﬁ

¢do da posicio  u(x,y) da meama. |
Estamos supondo que ‘nao exlstem forcas extexlores agindo na memm
brana, | '

| 0 primeiro problema que prbpomos para a membrana & 4 de
equilibrio da mesma com o contdrno fixo ao longo de uma curﬁa re-—
versa z = f(x,y) (x, y) £ r' O problema & determinar dentre 46

das as posigoes u aquela que representa a posigao de equllibrlo,

;Do principio de Hamilton decorre gue na posicdo de equllibr;o g
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energla potencial U assume um valor minlmo. Portanto, usando
08 resultados do pardgrafo 3 concluimos que u(x,y) que represeg
ta”g posicao de equlllbrlp de membrana deve satisfazer a equagaon

diferencial

(pux)i'#.(;.u?)y = 0 em Q

e estd sujeita &8 condicBes de contérno

qué:é'o problema de Diriéﬁiét‘ﬁara g equagac de Laplace.

0 segundo problema é também o de egquilibrioc de membrana,
agofa com © eontorno r'-ligado 8 sue pesicao de repouso por for
gaséeléaticaa (de médulo de lemstioldade o ) e sujelto & ume
fﬁr#a externa p . Néste Qaao‘a energia potenciallé dada por

%)

B 2 2y 4 1
U = J; wlug + uy) dxdy,+-_[ (pu+5peu

nj=

do

Usando 09 resultados do é 4, vemos que & funclonal U acima €
do tipo (1) do 84 e portanto a fungéo u que minimize U deve

satﬁsfazerra equagao de Euler‘ e & condig8o natural de contdrno

%%- + pu'+ p=0 em [ .

Resﬁmindo, a posicgBo de quilib%ia”da membrane neste caso & deda

,poréuma fungéo u(x,y) qua‘é solugdo 4o seguinte problems de con
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-

tdrno, supondo p = constante, _ |

Ugy + uyy = Q em [0 i _
i

o |

55+ ou=-p emn [ r

que ¢ chamado problema de Robin. | , ' |
‘Pinalmente, no caso de inexistirem forgas elésticae‘hue‘

: ' l
mentém o contdrno, ¢ =0 e a posigao de equilibrio da membrana

é solucgdo de

|
= o !
Uy o + uyy = 0 | -f
i
du
2y =~ P

-que & conhecido como problema de Neumann., Sente-se por razocels fi
sicas que tal problema pode nao'ter solugdo, isto é, o probllema

variacional pode ndo ter umalfungao u que minimize & energia

potencial, No capitulo II, veremos que & fisica € confirmads (ou
v geja, s metemdtica da membrana & boal) provando-se que © pr&blema

de Neumann sé € soluvel se ,f p do = 0 ,
| ' r L




capfiTULO II

| FUNGUES. HARMONICAS

Sumanlo. Neste capitulo introduzimos as funqoes harmonlcas e estu
damos vdrias de suas proPrledades (é 1). Alnda no § 1 damos exem-
plos de funcdes harmonlcas e ressaltamos o papel da chamada solu-
an fundamental da eguacgaéo de Laplace Au = 0 na comp051gao de
fuﬁg%es harménicas. No §§ 2 apresentamos alguns prob;emda de con-
t6fno para'a equag&o de Leplace, isto &, problemas de determina-
958 de funcdes harmdnicas satisfazendo certas condig¢des no contdr
no;da regifio, Sdo &les os problemas de Dirichlet, Neumarn e Robin.
A duestao de unicidade da s0lugao désses problemas é atacada no

8 3 por meio da la, identidade de Green. Tentemos (8 7) usar as
idéntidades de Green pera resolver a quest@o de existéncie da so-
1u§§o dos problemas de contdrno em pauta; Chega-se, af, a conclu-
sdo de que por ésse método a questdo recal na determinagio de fun
gﬁé de Green &a regifo, e tal problema resultea tao difieil gquento
0 Cem verdade, équivalente a0) original. Apesar disso no Q 8 te-
mos uma recompensat o método da funcéoc de Green func1ona para re-
solver o problema de Dirichlet para a bola; a simetria da bola
aggda a que se determine facilmente a fungao de Green pana a mes-
ma; A solucBo do problema de Dirichlet para a bola xem ume repre-
sentagao 1ntegral g férmula de Poisson, Esta, pode~se dizer, é

o resultado central 4o capitulo. Dela ge seguem resultados impor-

ta$tes como & analiticidade da fungf@io hermbnica (8 8), uma forma
i
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forte do teorema do. mdximo para fungbes harmdnicas (8 9), alca-

racterizacio das fungbes harmbnicas como as fungdes continuas
que satisfazem & pfopriedade do valor medio (g 9), e finalm%nte
tbda a teoria da convergéncia das fun¢des harmbnicas que apfeseg
tamos no 8 10 . C capitulo III-sentiré;consequentémente, fo%te
“influéneia da férmula de Poiéson, ne parte do método Perronilo
pardgrafo 12 apresenta a equagdo de Poisson e .a discuss&o d$ po-
teneial de volume para distribuiglo de massas dadas por fun%ﬁes

H8lder-continuas, : : .

i
0 capitulo termina com o principio de reflexdo de Schwarz e|o
celebrado exemplo de Hadamard de um problema de Cauchy gque ndo

tem solugdo.
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g8 1, Funcoes harmdnicas

N o n . ' . .
Seja (! uma regiao do R~ ; consideraremos sempre regioes

de Gauss, as queis foram definidas no Capitulo I. Uma fﬁngao real

u(xh definida em 1 ¢ dita harmbnics se é continua e satisfaz S

équbgﬁo de Laplace Z&u = 0 em todos os pontos de Q .

Exemplo 1l «Para n =2 , uma ClaSue ampla de fungoes harmonlcas
¢ dada pelas partes real e imagindria de qualquer

fungao englitica u(x,y) + i v(x,y) . Des condigBes de Cauchy-

ngmann Uy T vy ,e 'uy = - Vg segugfse por dgrlvagao ‘uxx +
- = - 0 . Aqui - ou
+ ?yy = Vex + vyy = 0 , Agui Uy = Bz f

Exémplo 2 .~ Polindmios homogéneos que satisfazem a quagao de

Laplace sdo chamados esféricos harmdnicos. Ve jamos

éxemplos para n = 3 . Qualquer polinﬁmid do lQIgrau ax + by +
+ cz, é um esférléo harmdnico de la. ordem. Um polindmio do. 2¢
griu ax2 + by + CZ2 + dyz + exz + fxy ‘é um esférico harménico
seé a+b+ec= c . | |

Na definicfo de fungfo harmdnica ¢ necessdrio incluir a
cbﬁtinuidade, pois a mesma nao & implicada pelo fato de existirem
as;derivadas de segunda ordem de u ., Um exemplo é dado pela fun-
¢o

~4

w(x,y) =Re e™® , z=x+1iy #0.

u(0,0) = 0 ,

a qual satisfaz a equagdo de Laplace em todo o plano 2z e é des~
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|
continuae para 2z = O . ' |
Introduzindo coordenadas esféricas (r,ﬁl,,..,@n) l#gam

das & (Xy,..0,% ) Dpelas equagles |

xj‘=r3.j (3= 1yseeyn) | :

1 | |
2 :
2, ti=1 -
~ 1 J
J
. i _
obtemos & seguinte expressio para o laplaciano nessas coordenadas:

| o !
(1) fosw SRl AW

; U . . |
onde /\ & um operador diferencial que sé envolve derivadas com

‘relscdo a & 3 : o !
T

e 1-n
A] = Zl 5 5 ufqa Ek L% Yagay Y

1 .
+ -;2' Z;]l]_ u"j?’j‘

De (1) concluimos que ume.fungdo harmdnice u(x) que
|

depende mpenas de r , isto é; w(x) = f(r) satisfaz & equagho

(2) o | £ () +§§lrf'(r) =0 .

A equagio diferencial (2) tem, além da solugdo f{r) = constante,

outra solugao linearmente independente da primeira que € singular

para' r =203

(3 f(r) = ™™ g6 n>2 . » |

ou
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(B‘i . f(r) = logr se n=2 ,° |

Assim u(x) = [xlz”n

, n>2 , é uma fungdo harmbnica em todo es-
pago com excegao da orlgem,

| A selugao fundamentél da equacgdo. de Laplace QAu = é
definida como sendo alfupggq

1 1

Y(|x"xol)7= (n-2)c o ¢ BSe n>2
[3_{-'3{0' -
ou
1 1 |
([x—xol) = = l0g —"—— , 88 n =2 .,
B

Observagao. A fungao -f(lx—x°|) satisfaz & equagio Au =0

|  para todo X # x° . Usendo a teOriagdas d1s tribui-
§Beé podemos prover gue tal fungao é-a.solqgﬁo de Au = 6(x°
no éentido das distribuicdes., Aqui 8(x% , & a diSfribuigﬁo )
de‘ﬁirac, istb‘é, < é(xo),f¢(x)> = ¢(x9) , para as futheé
“te?te“‘ @(x).;- } ’

: A sélugaﬁ fundamental é usada para compor novas fungles
bar@ﬁnicas, Sejéﬂ‘r.uma‘ﬁuperficie no . B¢ . Sejaml-p(x) e o(x)

funéﬁes definidas em [ . 0 potencial de cemada simples em [

com densidade superfieial 39(3)1 ¢ definido por -

() o = [ e vyl s
ou 2 menos de uma constante multipiieativa

(4'5 —u(y) - ujr p(x) . do.  se 0 a3 a‘
E | x-yF T
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0 potencial de camada dupla em [ com densidade superficial‘ a(x)
‘ |
é definida por :

(5) wy) = [ oz L vy |
ou a menos de ume constante multiplicativa _ i

(5") w(y) = | o(x) o= 49 |
‘4j W ey |2 |

Teoreme 1,1 - Os potenciais de camada simples e de camada d%pla
‘880 fungdes harménicas em R™ - [T, |

A demonstrégéo ¢ feita lembrando gque se Yo nao pertence a%f’,

existe.uﬁa vizinﬁanga déle onde cada uma das integrais .(4) % (5)

- converge uniformemente em y . Portanto pode-se permutar o qurg

n 32 l ' ‘ . I
dgor A = ?;ZT com o sinal de integral. Desde que,
i

y(|x-y]) ¢& harmonlca segue-se entdo que o0 potencial de cémdda

81mples ¢ Uma fungao harménica. Para o poten01al de camada dupla
€ preciso a:.nda observar que A~a—v A porgue o operador 3—}-’-
! .
‘Uma mudanga de coordenadas x = ¢(y) pode afetar'aihar-

mon101dade, isto é u(x) narménica nao implica, necessiriamente,

nao depende de y .-

que w(e(y)) seja harmdnica em y . B facil de ver gque traﬂsla;
¢oes, homotetlas e transformagdes lineares ortogonais das varlé—
veis 1ndependentes nao afetam a harmonicidade. Isto €&, vale'o se

guinte teorema:

Teorema 1,2 - Seja u(x) harménica em R" . Entdo 1e, v(yﬂ =




| ]

= ﬁ(y—h) , onde h & um dado ponto em RY , & uma funcio harmd-
ni@a. 2e, vy) = u(hj) , onde A & um nimero real gualquer, &
ume fungéo harménica. 3¢, v(y) = u(Ay) , onde A 4 uma“matﬁiz

ortogonal, & umz fun¢io harmdnicea.

Demonstracao ds 3a. parie — Seja A = (a.,) uma matriz ortogo~

_ 1d
nal e X, = fﬁ Q.. Vs o
i = 1 J
Calculando as derivadas de v
v _ du axi _ o ou
_Byj =) x4 dy . =3 13 ox.
e ‘ ‘ . .
2 ¢ S 2
8y _ - 9°u
32 E ®13 ®xy B, ox,
I3 iEFE1 e
Pela ortogonslidade de A obtemos
n n
z: 9%y _ 3%y .
7 = 3 2. = 3}:2
=1 y;} d i

Q.E.D.

Parsz n = 2 um resultado muito mais forte que o teorema

1.2 vale, conforme mostra o teorema abaixo

Teorema 1,3 - Seja u(x,y) narmdniea no plance x,y . Fazendo a

mudanga de varidveils

x =&,  v=VYEm ,
a fungdo v(Z,n) = ule(Z,n) , y(&,n)) ¢ hermbnica em & e 1
se o(Z,n) + iy(z,n) ¢ uma fungao analitica da varidvel comple-

xaé &+ in .
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A demonstragio faz-se facilmente usando as condigdes de Cauchy-

Riemann.

0 teorema 1.3 nos diz gque transformagoes conforme no pla-

no preservam a hermonicidade, O que acontece para n 237 Em
meiro lugar vejamos quals sdo as representagdes conforme no

go. Temos 0 seguinte

pri-

gspa-

Teorema 1.4 (Iiouville) ~ No espago, as Unices representacoes con-

forme s80
1¢) Translacao: X—= X + h -

22) Homotelia X —— AX

32) Rotacgao

X _

X — :
% o

49) Inversao

ou combinac¢des das mesmas.,
Para uma demonstracao déste teorema consulte Ereyszig (Bibl

Nevanlinna (Bibl,).

X —— Ax , onde A ¢ uma matriz ortogonal

L), ou

Exercicio: Prove que a inversfo com relaclo & esfera unitdria ¢

uma representagdo conforme,

O teorema 1.2 assegura que as representagdes conforme 12,

2% e 39 preservam a harmonicidade. E a inversdo, preserva harmo-

nicidade? Ngo, mas o seguinte vale:

Teorema 1.5 (Transformecdo de Kelvin) - Seja u(x) harmdniea em

- ’% | Entdo

L (

]y[n—z )

V(Y) = L 2
7]

é uma funcao harmdnica.
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A demonstragéo faz-se por um uso repetido da regra da cadeia,
0 teorema 1.5 serd importente mais adiante no tratamento
dos chamados problemas exmerlores, cujas regides contendo ume vie

z1nhanga do infinito podem ser transformadas por 1nversao em re-

- gi%es limitadas.

§ 2. Problemas de contdrno

Em muitos problemas fisicos em qﬁe aparece a equagao de
Laplace, procura-se acher uma funcéo harménics em ums certa re=
glao Q llmltada e que satisfaga uma condlgao no contdrmo [ .
Problemas de -contdrno para regibes 111m1tadas serao estudados no
Capiﬁulo TII, Seaam f(x), g(x) e h(x) funcdes continuas dadas

em..r‘ ‘Temos os seguintes problemas de contorno

19{£;gp;gmg de Dirichlet: achar u(x) continua em { tal que

Au=0 em

u'= f em [°

.28, Prqb;ema'de Neumann: achar u{x) continua enm 0 tal gue

ﬁsul= 0 em O

onde ¥ = ¥(x) ¢ a normal exterior no ponto x em .

32, Problems de Robin:.achar u(x) continue em . f1 tal que

au+ 35 = h em [,
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onde a = a(x) & uma funglo positiva em [, isto &, existe k >0

tal que a(x)=2k , para x em [ . |
Abaixo provaremos o teorema do médximo na forma frac%, 0
.qual implicard a unicidade de solugdo do problema de Diridhiet. |
A unicidade de solugdo dos demais problemas serd demonstrad% no
pardgrafo 3 pelo método das integrais de eergia de vasto uaé em

equagoes parciais, hoje em dia. A questdo de existéncia de solu—

cdo é bastante delicada e a ela consagraremos todo o) capitulo ITI,

Teorema 2.J. (Tebrema'do méximo na forma fraca) -VSeja u(x)| uma

|
fungio harménica em Q e continua em 0 . Entao| u(x)

assume seu miximo e seuw minimo no contdrno [0 de £ .

Demonstraqao (Prlvalov) - Seja ¥ o méximo de u{x) em f? , O

qual, por contradicao, supOe-se asgumido apends em :
‘pontos interiores de Q . Admitamos gue na origem a fungdo |u(x)
é igual = .M , 0 que serd conseguido-por uma translac¢so das|ve-
ridveis indepehdenﬁés, operacglo que preserva a harmonicidade de
fungao. | |

Definamos & fungao

v(x) = w(x) + '%:%z' Ix |2

by

onde 4 €& o didmetro da regido N e m & o méximo de uw(x) em
", o qual é menor que M ,

A funcio +v(x) assume seu mdximo em pontos de  , pois

v{x)e m + lgiigi 3 < | , x em [
2 4 .

e #(0) = u(0) = I
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Poﬂ outro lado | _
: (K - m)n

Av(x) = Au(x) + 5
SERESE o R
_Qué é maibr que zero para tode x em (el
Iséo; porém;‘contradiz o fato de que enm um.ponto P de Q onde
unm imaximo ¢ agsumido deve-se ter Av(P)<O .
o Para demonstrar que ﬁ(x) agssume seu miﬁimo em [, to-

maremos & funcdo - u(x) , que tem miximos onde u(x) ' tem minimes.

Q.EI:D'

Teorema 2.2 (Unicidade da solucao do problema de Dirichlet) - Se
- ul' e U, sao duas solucbes do problema de Dirichlet,
en?ao ‘ul-; Uy e

Deﬁonstracao - A fungBo u = ﬁl - u, & solugho do problema

Au = 0 em O

w = 0 em [ .,

Pelo. teorems 2.1, & fungdo u(x) em 0 estd limitada pelos seus
valores minimo e mdximo em [ ., Desde que &sses s8o zero, segue-se
que u =0,

Um concéiﬁo"de‘signifioativa importéncisa histérica & o de

prdﬁléma bem posto, introduzido por Hadamard. A grosso modo, um
prdbiema é‘dito bem posto se a solucio depender céntinuamenfe dos’
daéos no cpntﬁrho, A importdncia disso se prende ao fato de que, os
dados Sendb determinados apenas éproximadaménte, uma fequena varia
ééo_de dados nao deveria afetar muito a solugdo,

Para a equagﬁo'de Laplace o0 problema de Difichlet ¢ bem

posto, isto &, vale o seguinte
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Teorema 2.3 - (Continuidade da solugSo com os valores iniciais).

Sejem f; e f, duas fungGes continuas eu ﬁ e
tais que |
max‘lfl(x) - fz(x)]s e ' i

L '

Entdo, se os problemas de Dirichlet !

Au=0 em Q u
Au=0 en 2 u

£, em r
il

5 el s,

tém solugéo u, e u, respectivamente, ent&o
max]ul(x) - u2(X)|sezx !
xeQ o
Este teorems decorre do teorema 2.1 aplicado & fungéo u = ua-uz.
E interessante observar que o problema de Cauchy par% a
equacao de Laplace ndo é bem posto, néste sentido. :

De fato, uma solugdo do problema

Av =0, no semiplano y >0 , =00 < X <00

v(x,0) = 0

vy(x,o) = 0¥ sen nx’

-(k+1)

v(x,y) = n sen nx senh ny .

Observe que se n tender para infinito os dados iniciais tendenm
' !

uniformemente para zero, mas em pontos do semiplano para yl t20
. : i

pequeno quanto se gueira v(x,y) tende para infinito.

Portanto, os problemas de Cauchy
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ALu =0 , y>0 Al&l= 0 , y>0

u(x,0) = £(x) uh('X';O) = £(x)

‘ N - -k

uy(x?O) = g(x) n y(x 0) = g(x)+n " sen nx
;cuaas solughPes u(x,y) e ‘(‘,y) ‘podem dlferir muito se n for

grande, correspondem a dados iniciais multo proximos|
| ‘Hadamard introduzindo o concelto de bem posto e dando

exemplos de problemas nao bem postos chamou a atengao para o &rro
da atltude de que 2 teoria analitica de equac¢des parciais era o
‘baStante para as aplicagoes, atitude Justlflcada pelo fato de que
fungoes néo ansliticas (digawos apenas continuas) podiam ser a-
proxlmadas por fungoes analitlcas. Tirha~se como 6bvio que 20 &a=
‘prpxlmarwse os dados iniciais ter-se-ia consequente aproximagZo

dels solugdes.

§ 3, Primeira identidade de Green

Apresentaremos'neste pardgrafo uma'consequéncia imediata
dd teorema da divergéncia. Seja Q uma regido em R". Consideremos .
as fungGes u(x) € Oo(ﬁ)rlcltﬂ) . e V(x) £ cl(ﬁ)n Cz(ﬂ) . Temos a

seguinte identidade em £ :

. n
wAv + grad u.gred v = Zl -%j‘_(u%};)'

e pelo teorema da divergéncia

{ ' - S .8y

. ulAv dx + grad u.gred v dx = “‘Z T -Jj do

o | a R T R
'onde Vo= Y(x) = ( 1cx),...;v (x)) ¢ s normal exterior a x em
F . Como o scmatério no segundo membro neda: mals é que a derivada



uw=0 em [, Sendo u continua em {I e constante em Q ,

concluimos w =0 em Q .

E48“
difecional Q% , Obtemos:

(1) J[ u Av dx + .figrad U.grad v dx = Jr u %% dc
2 : - r ,

pare t60e funcio u & O (M) N0;(A) e t3da v e O (8)N Oy (n)
| Supondo que w =V € qﬁe u & uma func¢ao harmdnica

obtemos de (I)

f grad u.grad m 4x = u %_% do

0 | r

Dai concluimos:

' S
(a) S¢ u=0 em ", entdo gred u =0 em £ , o que implica

u = const. em N . Como u € continua em O e é igual 2 0l

, Segue-se que u =0 em Q .

{(b) Se '@E_: O em [, temos que u = const. em £ .
3y 4

(e¢) Se al(x)u oA = 0 em [, onde a(xj:’O,, temos i

o f' grad u.grad u 4dx + fa U do =0 ,
Q ' n ‘ '

0 gue implica o anulamento da primeira integral, e dal wu =

em

= congt. (como nos cesos anteriores), e J; auf do=0,0 fato

de que a>0, e o anulamento desta Wltima integral implicam

' y
De (a) inferimos que o problems de Dirichlet tem no mé-

ximo uma solucaoc u emnm ‘cl(ﬁ)r102(n) . Foi provado no § 2 4

capitulo, usando o Teorema do Mdximo, & unicidade da solugao
problema de Dirichlet na classe mais ampla 'Co(ﬁjr102(ﬂj .

pe (b) segue~se que se uq A? u, em 'Cl(ﬁ)f102(ﬂ)

Bate

do

sao
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50¥u95es do problems de Neumann entdo uq - u, ¢ uma constante.

| De (¢) segue-se gue o problema de Robin tem no méximo uma
solugdo em Oy (R)N C,y(Q) .

E Suponde w =1 ‘em 0 e que VvV seja uma fungao harmdni-

ca -em €1, obtemos de (I):
gy o
J & 0
r 0 .

gue é 0 Leorema de Gauss: g integral no contbrno [ da derivada -
normal Ge uma fungﬁo v harménica-em Q ¢ zero'"., BEste teorema
1mpllca que a fungdo g(x) 4o problema‘de Neumenn (cfr. S 2)‘de—
ve 'satisfazer & relagéo _/”g(x) doc = 0 , para que o problem te-

nha solugao.

§ 4. Segunda identidade de Green

| Supoﬁhamos que tanto u como v perfencem a
Cldfi)rICé(fl) . Aplicando & identidade (I) dos dois.-modos possi-
veis & u e Vv, e subtraindo os resultados obtemos
(II.)V' f (u 'Av - v. Au) di = f (u v _ s au.)‘ad
Y o ' ' r 3v av

que é a segunda identidade de Green.

§ 5, Terceira identidade de Green

0

Seja x- um ponto de L . Tomé, em (II), v(x) = :

ol—(n-2)

| x—x , n$3 , e u(x) uma fungdo qualquer de

clfﬁjrlczcn) . Vimos no § 1 gue ume tal v(x) €& harmdnicea em to-
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| ‘ |
do o espag¢o menos o ponto x° . Aplicamos a identidade (II) éo

e

L]

‘par u,v na regido 0 - B, , onde B. = BE(XO) . Temos
_ o |
__/IX“X()lQ*Il Auw 8x = f (u %T;' IK"-KOl Z2-1n _IX_XOIE:—IJ BU.I) dc.
' _ | 3 -B,) B ' | vi :

onde 9(Q -B.) represents a fronteira de Q - B_ .
Considerando a orientag2o das normzis nas duas componentes dé

3(n ~ B.) , temos | : , |

—-wa—xolz"n'Au.dx + j’ |x—xo[2_n Au dx = | %
B
2

c D 02-n 02-n 3du |
(2) = f-(g a7 |%~x" | - | x=x"| 3y /4o
g _2-n 2en Ju
~ flugg et - 2" gy ) dog
|x~x% 0| =¢ '
-onde T = waxol e do v indica 1ntegragao sCbre a esfera de raio

€ Procederemos agora para obter maaoragao para as 1ntegra1s gue

dependem de & , |

Il = 1 j- 1}{—}{01 2—'_:{1 Au Xm < Mf- : [X__XO[2""I]. dx = :
Be . BE '
(& Mo .

= M Gn -fo r dr = 2n 82

onde o € a drea da esfera unitdria em R* , e M & o méximo

de Au em 388- .

Po mesmo modo

Ié:furrgndcrg:(?—n 1nfu dc
o |x-x9 X_Xolwﬁ

= (é—n)el_n ;[u(x +ay)an 1 oy =
[y1=1
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= (2_"11) ju(xo + £Y) doq .

- yl=t
onde foi feita a mudanga de varidvel x - X, = EY .
|
lf 2-n gidc | < K 27D -l o, =Koz¢

x°] =¢
o . - O | 0 7
onde K ¢ o mdximo de = em |x-x"]|g € ,

Fazendo £ tender pare zero cobtemos lim I, =0,
llm I =0 e lim I, = (2—n§dn w(x®) . Portanto em (2) temos

2-n
: - 2-n  _ |x—x© ou,
flx—x Au dx = fl" (u %]x-—xol | x=x" | 5y) 4o

- (2-m) o, u(x°)

e dai concluimos:

Au
o!n— ax +

lxx

X-X

+- 1 y (ua. L au')do‘
m- ﬁgl_x_—x_o—'z?f T——'l_—QBT

que é a terceira identidade de Green, ondeA u € Cl(ﬁ)n C2(ﬂ) .

Se n=2 , usaremos no argumento an‘terlor a fungao log 'l_x-xol

_ obteremos
(I1I,2) o ow(x® = %—“ f log |x-x° Au dx +
| | o 3
1 0
+ 35 f(u 5 log |x-x°| - log|x—x [ ) do ,
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§ 6. Propriedade do valor médio

Suponhamos que N seja a hols aberta B = B (xo) , onde

~ AL |
uma fungao harmdnica u(x) se acha deflnldq, Admitamos, mals adn

da, que w(x) ¢ cl(':é) . Pela 1dent1dade (III) temos,
+ 0y _ _g* 2-n 2-n du _
u(x”) = —n 5, ,{ ulx) 5 - = Ydo =
[x-xolqR
1 1 du
= e u(x) do + = do
oan | (n~2)chn—2 J(‘ Or
lxnxolﬂR Ix-xolz

Pelo teorema da divergéncis . N

[ %% fzg_l %;3— ~J do = fAu dx

]xnx°1~R lx-xol—R B

a qual se anula pois wu é suposta harmbnica em B .
Portanto ' |

Oy _ 1 :
u(x?) = o Rn~1
n

u(x> do
|X~XOL%R
o que quer dizer .que o valor da fungHo narménica u(x)' no e
x° da bola. B & a média dos valores da mesma na superficie
bola,

Diz-se que uma funcgdo u(x) definida em uma regido

satisfaz a propriedade do valor médio se para todo ponto x°
L e tO0das as esferas S com centro em xo e contidas em

tem—-se

o tro

da

em




| | |
B 53~
!

w(x®) = 1 Jr‘u(x) do
n-1
: cnR .
‘ 3
onde R & o raio de S .
Acabamos de provar que se u & harmdnica em Q entso els satis-
fazia‘propriedade de valor médio., A reciproca é verdadeira: se

u(xb é continua.e satisfaz a propriedade de valor médio em §1

ent8o w(x) & harmdnica. Demonstraremos €ste fato mais tarde.

Exercicio: Demonstre que se wu(x) & harmbnica na bola B =

= B(z°) ant3
= BR(X ) entao

w(x®) = 1 = '[‘u(x) ax

th‘ B

ondb W, é o volume dsa bqla unitédria.

§ 7. Fungao de Green

Suponhamos que u{x) -seja harmdnica em. I e pertenca a

€, (1) . Pela identidade (III):

(1) w(x) = T5lgyss f"-(x) & — o W -
_ . I r [}C-X |
1 1 Qu.
- (2-n)o_ Jrlx_xo[n_2 3y @ o
r

A fﬁrmula (1) expressa uma fungso harmdénica qualquer como soma de
um ﬁofencial de camada simples de densidade superficial ‘p =

= —éu/ab e de um potencial de éamada duple de densidade superfi-
cia?' ¢ = u , Observe que (1) nio é uma boa férmula de represen

tag?o da solugao do problema de Dirichlet ou do problema de Neumann
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pois para cade d8sses problemas apenas uma das fungdes u(x)| e
ou,
55 é dada.em . _

Ne. tentativa de usar (1) para resolver o problems de
Dirichlet,'nés a modificamos de modo que © potencial de camads
simples ndo figure em (1). Papa isso, se 2o deduzirmos (III) lu~

sarmos como v{x) a fungao

k 0 1
]X”X0|n~2_ f‘h(x,x ), k= f2—nicn

onde h(x,x°) & uma fun¢io harmdnice de x para cada fixado

x® , Gbtemos entdo ;
i
|
w(x®) = _f-u(x) %5‘(!X :oln_z + h(x,x°%)) . do
- )
(2) - I(E—_};_Ol—m +h(X,J_§O)) —g‘%- do -o I

" Uma regiso Q & dita ter ume. funcdo de Green G(x,xo)

o

se, para cada x° em 0 ., 0o problema de Dirichlet

An(x,x°) =0,emn 0

X=X

h(x,xo} = - T——%§F;3r , X em [

tem solugao h(x,xo). Neste caso, a funcdo de Green 4

0) ='1 ‘ % + h{x,x%
X-X

G(x,x In_2

|
Supondo que £ tem uma fungio de Green G(x,x°) , (2) se

tornas é
(3) ﬂ | u(x%) = fr %‘9‘ a(x,x%) u(x) do

que é uma férmula de representacdo de uma fungdo harmdnice ﬁ(x)
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em termos de seus valores u no contdrno ,F » Bsta formula foi,
porém, deduzida com a hipétese adicional de u(x) pertencer a .
Cl(ﬁ) » Nao & verdade,porém, que dado um probleme de Dirichlet

; Auw = O em' 0
(4).

u = f .em [,

onde  tem fungdo de Green G(x,y) , ndo & Verdade,que'a solugdo

w(x) eeja de ¢, (V) . Dail, a seguinte expressdo obtida de (3)
(5), : u(y) = f%; o(x,y) £(x) do .
' r

nﬁojé necesshriamente a solugéo'dé (4). |

Iss@, porém, é verdade feitéé algumas restrigaés em ) , como
foizdemonstrado por Liapounév (Bibl;), No préximo pardgrafo nés
adofamos ésse procedimento para determinar a Solugéo do problemea -
de ﬁirichlet para a esfera., ‘L4, deveremos préceder~diretamente
para demonstrar que a éxpressao (&) é a solucdo do problema.

o Obsefvamos, pois, que o conhecimento da fungao de Green
paré uma certa regido N nos permite resolver o problema de
Dirichlet sob restfigﬁes préprias em Q e f(x) . A reciproca é
ver@adeira: se o'problema de Dirichlet tem solugdo para f£(x)
conﬁinua em [ , entéo a funcdo de Green para £ existe., Isso
decorre da prépria definicao de tél fungﬁo.'Vé-se assim gue o8
doié jroblemas sfo equivalentes, e portanto o método acima de re-
solﬁgﬁo do problema de Dirichlet ng.o parece bom, excepto qﬁﬁndo
por;outrOSnargumentos obtenhamos & funcdo de Green., E o que acon-

tecé no cago do semi~planoc e de esfera, por exemplo, cujas fun-

gBe? de Green s8o obtidas por métodos geoméiricos.
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Exemplo ~ Seja (1 o semiespago CEy > 0 . A fuhgéo de Green é, por

definicao:

. : |
G(X,y) = I:a{_-'-—k}:[n_“é + h(xﬂr) . :

onde h(x,y) ¢ harmdnica em x para todo y em £ , e talgque
G(x,y) = O para x en xn‘m 0 . Tomamos ' ' @
S i
_ x | ;
1}.(}{ :y) e—— 7 . .
! ) lx“yi ! l’l-2 . ;

onde y' = {yl,...,yn_i, ";yn), sendo y = (yl,...,yn) .

Exercicio 1 - Mostre gque a'fungéo'de Green & positiva em !,

- | .
Exercicio 2 ~ Mostre que a fungao de Green para & esfera de ralo

R e centro na origem &

$(x,3) = (amgye [y P72 - 8 P | xen? g gy 2o

A funcao de Gbeén ¢ simétrica, isto 4, G(x,y) = G(y, ) e
Para demonstrar isgo aplique a segunda 1dentidade de Green as
fungoes u(z) = G{z,x) e v(z) = G{z,y) na regido |
[QRFS (Bs(x)LJBs(y))', onde §1“,'é uma subregiao contendo x e v
e cujo‘féého estd contido em () . Fazendo a gegulr e—+=0 obtem~

—-ge a igualdade desejada.

Exereicio 3 - Obtenhs de (2) uma férmula de representacao de! u(x):

gg em [ . A funcdo que de-

sempenhea agui o papel de fungfo de Green & a fungdo de Neumayn.

em fungado dos valores

3 8., Férmula de Poigson

Aplicando a férmula (4) do 8§ 7 para o caso da esferal de
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raio R e centro na origem, obtemos

| L2 2 | |
(B ”'-u(y)ﬁﬁ ;QYI "flxiyln v e

n
le =R
que ¢ chamada férmula de Poisébn,‘
Comé foi observado no pardgraio anteribr, &8 hipdteses utilizadas
paré chegar a férmula (1) restringem os ansos resultédos 80 pe-
guinte teorema | |
| "Se o problema de Dirichlet
Au

u = @ para |x|=R

0 para |[x|<R

tem%uma solucgao em'_C1(|x1<R) , entdo essa solugdo é representd-
velfpela férmula (1); o(x) & suposta continua em |x]| =R ,°
Prbcéderemos difetamente pars mostrar que (1) repreSenta
a sélugﬁo 8o probleme de Dirichlet acima, nao sendo necessdria fa
zeréa hipbétese inicial que & solugao é de classe Cl na esfera'

fecﬂada. Tsto é, o seguinte teorems vale

'Iéoféma 8.1_—'Seja' p(x) contfinue em [x|= R, entfo o problema
' de Dirichlet | |
Auw=0 emn |x|<R
B em |x|=R

u

tem por solugao a-fungéo_definida em (1),

Demohstracﬁo - Em primeiro lugar, para demonstraf gque a fungso
u(y) deda em (1) é harmbnica basta lembrar que

(1) hada mais é que




w8

. uly) = / %—; G(x,y) (P.(x) do
| |%]| =R

a gual converge uniformemente em wma vizinhanga de tddo' N s?f2

onde G(x,y) € harmbnice para cada x fixado o contdrno ﬁ .
Demonstraremos agora que quando ¥ tende para x° E r,

u(y) dada em (1) converge para lm(xo) » Observardo que (1) Vale

~para u(x) = 1, para [x]s R , temos. i

(2) - -Wl f o .
| | |z-y]™" S

|x]=R

De (l) e (2) obtemos . . : |

i

- 2 e : o
wy) - o(x%) = -2 o f ""'1"""'""1'1‘ (o(x) - o(x°)) do
| n y |

Deveremos mosirar que dade & >0 pode~se determinar uma esfers.

de raio & em tdrno de x° el gue para y nela [u(y)n@(x?)lia,

. _ | |

Para isso explora~se a continuidade de ¢ e o'nicleo da integral,
, i

decompondo & integral acime em dues, Il e' 12 , onde 11 é a

integral aldbre SR - Bn e Ia ,
'SR é a superficie da bola de raioc R e centro na origem e .

B, =B (% .

¢ & integral sdbre SRfﬁBﬁ , | onde

, | , |
ﬂ n 7 ' | | |
Seja M o médximo de ¢ em |x|{ =R , entﬁo |
. |
|1, ]¢ -——‘:ill— 2 N = 4o '

lx-yl

SRan

- Tomando agora &<mn , obtemos para y € Bé(xo)
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' 2 2
; n —l 1 w1
(3) | lIﬂ& —Wfl— 2 M w R dIl
Por outro lado
. | R%- Iy]° | 1
(4) |Tls =%z w(n) = 4o = w(n)
: n . SR |x-yl .

lde acbrdo com (2)3; aqui w(mn) representa o médulo de contiﬁuiégg
de de o(x) . | |
Portanfo dado £ >0 determinamos mn dJde modo Que w(n) < &/2 .
Umazvez n conhecido, & serd determinado de modo gue o0 segundo
membro de (3) sejé méhor gue ¢&/2 . |

Uma consequéncia importante da férmula de Poisson é o

seg?inte

Teorema 8.2 - T8da funcBo u(x) harmdnica em Q & analitica al,

| Lembramos gue uma fﬁngao real u(x) definida em Q
é analitica se ela tem tddas as derivadas de tddas as ordens e
se éada ponto x de O tem uma vizinhanga contida em Q onde
f(xj ¢ igual a sua série de Taylor em t8rno desse ponto. E fdeil
de ver que se u{x) & uma série de poténcias em uma vizinhanga
V(x) de cada pontoe x de 0 , entdo u(x) ¢é analitica.

i- A demonstragao do teorems 8.2 é feita usando a férmula
(1) de Poisson, sendo R o raio de uma bola centrada em vy e
contida em V(y) . Desenvolvendo lx—yfn em série de poténcias
en 'y e usando o.fato.que‘a série converge uniformemente podemos
permutar o somatdério com o sinal de integral e obter u(y) ‘como

uma | série de poténcias, como queriamos fazer.
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K

§ 9, Teorema do Miximo (forma forbe) | |

0 téorema do mdximo para fungdes nermbnicas seré_aquﬂ de-
monstrado de modo indireto via dois teoreumas gue apresentaréﬁos a
ISeguirs 0 primeiro é o teorema do mdximo para fungdes que saﬁisf§
zem a propriedade do valor médio (efr. § &) e 0 segundo & a.éarag
terizagﬁo'das fungﬁeslharmﬁnicas como aguelas satisfazem a pfoprig

dade do valor médio.

Teorema 9.1 - Seja w(x) continua em N onde satisfaz a préprie—

dade do valor médio. Se o supremo M de u(x)g em

Q ¢ assumido em um ponto x° de ‘Nl , entdo wu(x) = M paraitodo
i

x de Q . . o - . o

Demonstragio — Seja A o conjunto dos pontos x de taiséque
u(x) = M ., Por hipbtese, A & ndo vazio. Da éon—
.finuidade de wu(x)  segue-se gue A €& fechado. i
Provaremos que A é aberto., Por absurdo, admitamos &ue
existe y em A tal que qualquer bola de centro em v .conﬁém um
pohto z ndo de A , isto &, tal que w(z)< M . Seja S(y) éa
esfera de centré em y e contende =z . Pela comtinuidade de% U
segiie—se gue existe uma vizinhanga de =z em S(y) onde u<{M .

Isso implica qﬁe o valor médio de wu s0bre tal esfera é menér que

M e dai uly)< M , o gue ¢ absurdo.

Finalmente, A sendo aberto e fechado em N , que éico-

nexo, segue-ge que A = . .

Teorema 9.2 - Se uw{x) €& continua em 0 e satisfaz a proprieda-.

de do valor médio al, entdo wu(x) ¢& harmﬁnic% em Q.



61~

Demonstracibo - Mostraremos gque w{x) & harmbnica em td8da bola B

contida em 1 , o que implica o resultado do teo~
Tema ,
Seja 3 a superficie da bola B , A férmula de Poisson

nos assegura que o problema de Dirichiets

Av =0 em B
v=u em S
tem solugdo v(x) .
A fﬁngéo' v(x), sendo harmdénica em B , satisfaz ai a propriede-
de ho valor médio, cfr. & 6. Poftanﬁo w(x) -~ v(x) satisfaz a
pro?riedéde do valor médio ém B . Pelo teorema 9,1 , u(x) - v(x)=
=0 para x ¢ B , uma vez que u(x) - v(x) = 0 em S . Porten-

to  u(x) = v(x) , x € B, implica u(x) harmdnica em B ,

Q.E.D.
Como coroldrio désses dois teoremas temos o teorema 4o

mdximo para funcges harmbnicas.

Teorema 9.3 - Seja u(x) uma fungao harmbnica em £ . Se o su-
premo M de u(x) ¢ atingido em um ponto de O,

enﬁao u(x) = M qualquer que seja x em N .

§ 10. Convergéncis de fungGes harmdnicas

P

0 teorema 2.2 expressa o fato de que a solug@o 4o probls-
me de Dirichlet depende continuemente dos dados de contdrno. Esse
faﬁo pode ser expresso, de modo eguivalente, pelo teorema 10.1

abaixo. Bete resultado tem grande inter@sse prético, pois resol-
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|
vido o problema de Dirichlet para dados de contdrno que sejaﬁ po~

lindmios, obteremos wtilizando o teorenma de Welerstrass (anrox1ma
¢&0 de funcdes continuas por pol_ﬂomloﬂ) e 0s teoremas 10, 1 e
10.2 abaixo, aproxmmagoes para a solugao do problema cujo dado de

contqrno gseja uma fungfo continua qualguer. !

Teorema 10,1 - Seje uk(x) , k= l,é,aoa, uma sucesszo de fgngaes
" harmdnicas em ) e continuas em 0 . Se a sucésséo

.fk(x)-, K = 12,040, 808 valores de 'ukﬁx) no contdrnoe F'dé iyl
-converve‘uniformémente, entao uk(x) converge uniformemente%
A demonstragio désse teorema uss 8o sbmente o teorema do
maximo na forma fraca., E
|

Teorema 10.2 -~ Seja uk(x)', k= 1,2,0.., UmDA SUCESSIAO unifqrme4

‘mente convergente de fungGes harmdnicas em Q.

Entdo, o limike wu(x) & harmdnica em Q .

Demonstrag@o - Da continuidade de wu{x) e da convergéneia uni-

forme segue-se que a fungdo limite u(x) é cénw
tnua em o Para mostrar que u(x) ¢ harmdnica bastard pois,
de aedrdo com ¢ teorema 9.2, provar que wu(x) . satisfaz & pf#prig
dade do valor médio, Séja B = BR(xo) wee bola qualquer can%ida |
em Q ;- S a superficie de B . Usando o teorema &o valor médio

para uk(x)

(1) u, (x°) =-_£r juk(x) do
n S _ ;

Do fato que uk(x)' converge uniformemente para u(x) , segue-ge

passando ao limite nos dois membros de (1)
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u(x®) = nil'_' J[ u(x) do ,
R Oy S

como gqueriamos demonstrar.
0 teorema acima traduz o fato gue o espago vetorial das
fungoes harmonlcas ¢ completo com re]agao a topologia da dlvergen

cla:unlformea
Coroldrio 10,3 - Seja fk(x) , k=1,2,0s., uma sucessfio de fun-
- cdes que converge unifcrmemente para f(x) em T .

Se bs problemas de Dirichlet

i

Dy, 0 em £

il

uk fk em [

t8m solugéo v, , entdo o problema

Au = 0 em
£ em [

u
tem solugdo 1 dada pelo lim wy gquando k—oc0 .
0 teorems 4o valor médio nos sugere que o comportaments
de uma sucessio de fungdes harménicas em um ponto pode dar 1 i
formag3es do gque se passa em outros pontos. O teorema 10.5 abai-

xo descreve rlgorosamente essa situacdo, Antes, porédm, necessite-

mos ume desigualdade.

-

Tédrema 10.4 -~ (Desigualdade de Harnack). Seja u(x) wma f1neao
: continue néo negativa em B e hermdnica em 3B ,
onde B = BR(O) 0

Entéao




1-
(2)

ol (=gl

(1+

'paz'r"“é.'l ly] = r<R';

Demonstiacio ~ Usando a férmula de Poisson

. , , .
R® = » L
u(y) = - u(x) do
. ch /lx_y[n

|

|

x| =R - o
: |

i

paré'lyl =T . |
Desde que para |x| =R e |y| = |
Ro~rslx~y|sR +r l

teremos: | | 7 é
2 _2 2 2 ’
R-p® _ 1 / _ R 1 |

: - u(x) dosu(y)s : / u(x) do
Roy, (Rer)™ Roy, (Rer)™ !

1%} =R lx] =R

e pelo teorema do valor médio , Lo

2 2 '
R™—xr 1 n-1
g R u(0) < uly)s
ROy (Rer)® B -

e 2 !
RREE (Rir)n o, B u(0)
éua, apds siumplificagles, nada mais é que a desigualdade&(Z);
| . Q.E.D.
Una conéequéneia imedia ta da desigualdade de Harnack%é
0 seguinte teorema gque lembra ¢ teorema de Liouville parafuﬁgﬁes

anallticas: ‘ !

Teorems 10,5 - Uma fungio harmdnics em todo o espago R® ndo po-

de ser limitada, a menos gue seja constante.

De fato, suponha que existe c¢ tal que u(x)s e . Tome a fungdo
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v(x§ = ¢ - u(x) & qual, sendo harmdnica e néo negativa, podemos
aplicar a desigualdade de Harnack e fazendo R - tender para infi
nitp o |
l v('O”) € v(y) s v(0)

e déi ¢ - u{x) = const. , isto &, u(x) = const, .,
Chegariamos & mesma conclusgo ée gupuségsemos que existisse e

tal que u(x)2>c .

Teorema 10.6 - Seja | uk(x) , k=1,2,..,, uma sucessao nao decres
cente de fungdes harmdnicas em {1 . Se para um pon
LT (. ' ~ . ~ .
to‘:xo de {1 , a sucessao u(xo) converge, entao a sucessao

uk(k). cohverge wniformemente em todo subconjunto compacto de Q.

Demhnstracﬁo - Suponhamos que x° =0 4 O qﬁq se conseguird por

I ume. translagdo, & qual preserve g harmonicidede de
\uk(%)_ elo caracter nﬁé decrescente da sucessgo, Usando & desi-
guaidade de Harnack para a fungfo uk(x) - u%(x) veremos que
uk(%) ¢ ume sucessio de Cauchy pare todo x em uma bole
Br ; Br(o) concéntrica a ums bola By de raioc R, tai que
'ﬁR(ifL » Temos, pois, que & convergéneia de Wy em um ponto ime
pliha'conﬁergéncia uniforme em . t8da bo;a Br 'bujo fécho estéja
gonfido em 0 . |
Sej? 4 o conjunto dos pontos x de Sl'tais que W (x) conver-
ge.gPelo que-foi demonstrado acima & & aberto; | |
Mos%raremos que @ & fechado. Teremos, entgo, & = Q, o que gquer
dizér que uk(x) converge em todos o8 pontos de"x . Desde qué

quaﬂquer compacto contido em £ pode ser coberto por um niumeroc

fiﬁito de bolas, segue-se que a convergéneia de W, em compactos
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¢ uniforme. Para demonstrar que W ¢é fechado, procederemos go'

seguinte modo. Seja (xY) uma sucessBo em & que converge para
. |

x . Seja BR(XO)' uma bola de centre x° contida em £, Pa}a

. . |

j suficientemente grande [xJ - x°%|< %—., Pelo que foi demonstra-
| o : . |

do acima, segue-se que uk(x) converge em |x - XJMS%} e pbr_

. O
tanto, em particular, em X~ .

|
.0 teorema de Arzelld diz que "um conjunto .} de fun@?es
reais continuag deflnldas em uma, revlao fechada F € cowpacﬁo
gse e 86 } é limitado ee:galcontinuof‘o Definiremos os concelﬁos
que intervém no enunciado. _ ' |
o ésPaqo das fungbes reais continuas definidas em P formamgum
espago métriéo C(F) com a chamada métrica do supremo: d(fég) =
= méx[f(x) - g(x)] . Um conjunfo F emum espago métrico & éito
cogggeto_ae t8da sucessdéo de eleméntos tem ume subsucessso oéﬁ-
vergente, | _ |
Um subcdnjunto }, de C(T) é'dito ljﬁitado se existe uma cpné—
tente M>0 +tal que |f(x)| < ¥ pere todo £ € F e todo x'é F o,

Un subconjunte 3 e C(F) & dito eguicontinuo se para todo

>0, existe &>0 ., dependendo somente de si; tal que
|f(xl) - f(xp)y< £ qualquer que seja f & 3 e para todo par
Xy 4%, cOm IXi - x2| <é , (Para uma demonstragao déste teor§ma7

consulte, por exemplb, Goffman (Bibla)),

Se no teorema de Arzella introduzirmos a hipéiese adicio—
nal de que as f e J’ sa.0 harmonlcas, deveremos esperar gue as
condigoes eguivalentes sejam enfraquecidas.

I
I
O teorema 10,8 descreve a situacgdo. Necessitamos, porém, o ;
| |
|
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Lems 10.7 - Seja wu(x) harmdnica em Q , e tal que [u(x)| <M |

pare todo x £ Q . Entdo

4

o

Xy

lau x)

M, ¢ - constante ,

para todo =x & uma disténeia de [ malor do que R .

Demonstracfo - As derivadas de ume fungZo harmdnica sdo harmbni- |

cas e, portanto, usando o teorema do valor médio:

Bu(x®) 1. du '
axi - . Rn - axi Xm & o0 dxn ’
_ W) B

onde B = Bp(x®) tal que 3C Q .
Pelo teorema da divergénoia
du(x° 1 _ |
_ (1) - 3 u vy, doy

0% .
i th s

onde Qi = ﬂi(x) ¢ a componente na diregdo X, ¢a normal uni~

taria exterior ¥ 1o ponto X .,
Porﬁanto
°n WM

b
W R

'Bu(:;‘j)
Bxi

g

o} qae vale para todo ponto %° que pode ser o centro de uma bhola

de raio R , cujo f&cho esteja contida em L1 ,
| | Q.E.D.

A}

Observago: A proporgio que x°.

se aproxima do contdrno, a esti-

metiva do lems torna-se cada vez piloxr,

Teofema 10.8 -~ Seja } um conjunto limitado de fungOes harmdnicas

em Q . Entdo, para todo compacto K contido em

Y ,éo conjunto -SIK' € compacto. ' . o
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|
|
.

(3|kK ¢ o conjunto das funcdes f de F restritas a K ).

Demonstracio — Sende K wum conjunte compacio contido em 0N ; se-"

-gue-se que a distdncia 4 dé E a [ & positiva.
Pelo lema |

dulx)
Gxi

(3)

g gc M ? w £ :7[' y 8 X ‘.tal' qu'e dlSt(X,r‘)> %’

onde M & uma.consfante que liﬁita tddas as fungdes .u e 3 i.

0 conjunto g ¢ limitado; demonstrando gue o.mesmo é equi?onu
tinuo, uma aplicagdo imediata do teorema de Arzelld cdnduzir%‘ao
resultado do presente teorema. |
;Para demonsgtrar a eguicontinuidade de 3K  usaremos o teoreﬁa de
média para funcdes de viarias #ariéveis:-sejam z = (zl,...,zé) e

¥ = (yl,...,yn) pontos de X e tais que |Z-y|-:d/2 , entﬁb

uw(z) - uly) = (z-y).grad u( g )_,

onde . designa o produto escalar de dois vetores no R™ e 0

grad u ¢ calculado num ponto § do segmento que liga z a %y )

Pela desigualdade do-triéngulo.seéﬁe—se que dist(&,[‘)>-% ;

Portanto, aplicando o lema 10,7

ju2) -'u(y)ls'lz-yl n %3 Mo,
0 que expressa & equiéontinuidade das funéﬁes de. 3K .-
o Q.E.D.
- Designaremos por H o0 espago vetorial das fungﬁes_hérmﬁ-
nicas em ums certa regido £ e continuas em 0 ..O‘teoremaho.é
estabelece o fato de que se em H introduzirmos a topolégia?da

convergéneia uniforme &le se torna um espago de Banach, istol &,
‘ _ - - | .
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um pspago normado completo.
Cutras normas podem ser defiridas em H , Por exemplo, a

-nOrma P, pera lep<coo ¢
laly, = (1| a0tP
o

. Com esta norme H ¢ ainda um espago de Banach. De fato o seguin-

te teorema mais geral vale:

Teo%éma 10.9 -~ Seja (uk) uma sucessdo de fungdes harmonlcae em

i 0 . Se essa sucessao converge na norma p o, entao
exiéte uma, fungﬁb harménica w para o qual ela converge na norma
P oo |

Demonstracao -~ Em primeiro lugar demonstramos gue (un) conver-

ge uniformemente em t83a bola B = Br(xo) conti-

da em Q . Pelo teoremas do valor médios

u.(x%) - uk(xo) - Jr (u.(x) - uk(x)) dx
J W o :
‘ n B o
e pela desigualdade de Holder
L 1
- L Fd E=d
[uj(x°)~uk X )Ia Lflu. (x) - ( )P dx:lp [ JB dx ]4
onde %--I- %—m 1 . Entao
-y
0 ny P
[uj(x ) - uk(x | € w, T ) lus - ukllp .

A convergéncia uniforme em B serd agora obtida observando que
exlste ume bola fecheda de raio R maior que r, concéntrica
com B e inteiramente contida em (I , e usando a desigualdade

de Harnack.
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Portanto usando o teorema 10.2, conéluimos que existe uma
funcdo harmdnica wu(x) em Q para a gual uk(x) converge ﬁni—
formemente em.cada compacto contido ém o . i

Sendo o espaco Lp completo, &le tem uma fungdo f(%)
para o gqual ﬁk converge na norme p . Mostraremos que a fu#géo
harmbnica u(x) & equivalente a f(x) , isto &, w(x) difere de
f(x) apenas num conjunto de medida O em £ . Para isso ba;ta
mostrar que em todo cdnpacto K contido em Q u(x) #é igua? a
f(x) a menos de um éonjuhto de medida O , pois 0 pode se?

eserito como uma reuniso enumerdvel de conjuntos compactos. Pela

desigualdade de Minkowsky

(J;lu(x) - £(x) | dx)l/p < (j;lﬁ(x) - u (%) | ax)lﬁp +;

VL CEENCOIE wVee

M . wex |u(x) - un(x)l + | f = u, “p
. xek _ ;

. |

onde M €& a raiz p do volume de K , Fagendo n tender ﬁara

infinito obtemos

jﬁ]u(x) - f(x)lp dz = O
K

0 que impliéa por um teorema bem conhecido de integral de Lébesgue
que | u(x) - £(x)[? = 0 ou w(x) = £(x) e menos de um cenjunto

de medida O .
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8§ 11. Singularidades Removiveis

Un resultado da teoria das fungtes analiticas estabelece
qué se uma fungdo . f da varidvel complexa =z = x + iy € analiti

ca em uma certa regifo Q , excepto em um ponto =z e Se em uma

OJ
vizirhanca de z, & funcao f(z) é limitada, entao, definindo
f(zo) como o limite de f(z) gquando =z tende a Z, 1+ & fungao

resultante serd analltica também em z_ .

Para fung¢des harmdnicas vale um resultado andlogo
Teprems (Picard) - Seja wu(x) harmbnica em Q - x° , Se wu(x) ¢

© , entf8o, & possivel de-

limitada em uma vizinhanga de X
finir w(x®) de tal modo que a fungdo wu(x) resultante seja
hafmﬁnica em {1 .

Demonstragao — Suponhamos que .x° seja a origem; Seja B = BR(O)

cuja superficie designamos por 3 .
O problema de Dirichlet
AV

v = u en S

1l

0O em _B

teﬁ'uma solucdo tnica v . Seja w(x) = v(x) - u(x) wuma fungdo
definids em B - O . A funcido w(x) € igual a zero em S . lNos-
traremos agora que w{(x) = O para todo x em B-0, e dal de-
corre gque se definirmos u(0) = v(0) , a funcdo u resultante
sefé harmbnica em B . Para provar que w(x) =0 em B-0 , to-
meﬁos uma bola B, = BE(O) tal gue €<R . Seja M o supremo
de: w(x) em B_ , o qual existe pois u(x) € limitsdo perto da

origem. Definamos




(:L) WE(X) = T - 1 _ ‘x]n...Qv- . Rn_..

A fungdo w.(x) ~ w(x) ¢ harmbnica em B-B, e dai ussndo ol teo-

rema do mdximo

(2) a w, (%) Swx)»0 oz em B-E,

pois tal func@o se anula em Sl.
Fazendo & tender a O em (1), w.(x) tende a O e de (Eb se-
gue;se'que- w(x)< 0 . | |
Por outro lado designendo por wm o minimo de w(x) |em
B, ; definindo uma fungdo wi(x) como em (1) usando porém m em
véz de M e fazendo um raciocinio andlogo ao precedente, obtemos
w(x)a'o s Tsso Junto com & dasigualdade da sentenga enterior| im-
“plica w(x) = 0 em B0 , como gueriamos demonstrar.
0 teorema precedente pode ser utilizado para demonstrar
que um certo problema dé Dirichlét ngo tem solucio. Este exemplo

gue se deve a Zaremba (1909} estabeleceu definitivemente o fato de

que restricbes no contdrno [ devem ser feites para que o problems
de Dirichlet tenha solﬁgéo pare gqualguer funcgdo continua‘ﬁaa% emn
™. Até entBo, pensava-se que as restrigles impostas ao cqntbrno_
pare demonstrar e existéneia de soiﬁgao eram provenientes dag de-
ficiénecias dos métodos utilizados. Lebesgue (1913) daria um eiémn

plo menos artificdal.

Exemplo ( Zaremba) - Seja Q & regido O0x<Ix|<1l cujo contdrno

formado de duas partes, a origem e a superficie |x| =

[l >}

de bole unitdrie. Os dados de contdrno 880 f£(0) = 0 e F(x)
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= i , vara |x| = 1 . Suponhamos, agora, que existe uma fungdo har
- mdnica u(x) em 0<ix|<l e continua em |x| <1 satisfazendo
osgdados de contdrno. Aplicando o teorema anterior, veremos gue
u(#) ¢ harmdnica. em |x[<1 e pelo teorema do mdximo wu(x) = 1
para todo x em |x|s 1 . Isso contradiz wu(0) = O ! Portanto

0 problema de Dirichlét

Au=0 em O0<]x|<l
u(0) =0 e u(x) =1 pafa |x] =1

ndo tem solugao. .

8 12. Equachio de Poisson

A equagéo de Laplaée nao homogéﬂea.‘ﬁﬁ.= 0 & chamada e-
'quégéo de Poisson. Néste pardgrafo, mo straremos, em primeiro lu-
gaf, gue o potencial de uma distribuicdo volumétrica de massas
em O satisfaz a equacao de ?OiSSoh ém Q . Em seguida, mostra-
remos que resolver o pfoblema de Dirichlet para a equacdo de
Polisson € equivaiente a resoiver o referido problema para a equa-
gaé de Laplace., Pinalmente, exibiremos a éolugéo do'problema_de
Dirichlet para.a_equagﬁo de Poisson usando a funcéo de Green de .
Uma fungdo real (ou complexa) p(x) definida em 1 &

o

Hélder-continua em um pontoe X de 1 se existem constantes K>0

e 0O<a<l tais gue
(1) | |p(x° + 1) - p(x%)] < Kln|®

pafa todo h em uma certa vizinhanca de O .

A fungéo p(x)‘ serd Hdlder—contimus em £ se ela ¢ H¥lder—con—
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tinua em todos os pontos x° de Q com as constantes K e

independendo de x° , . ' ;

Exercicios: 1. Prove que H8lder-continuidade implica continuﬂdadé#@ﬁ

0

_.23 Se p(x) ¢4 Hélder-continua . em x° de Q e ﬁ(x)

¢ limitada em uma vizinhanga 7 de x° , entao pu & Héldeﬁmcog

tinua em x° ,
3. Mostre que se p(x) & derivdvel em 0 e tem derivada limita-

da e, entdio p(x) & H8lder-continue com qualquer eXpoente Eqﬁ

l.‘

Em verdade, (1) se verifica com « =_l>, isto é, p(x) 6 11ps-

chitziana.

Teorema 12,1 - Seja p(x) . uma fungfo Hblder-c ontinua enm uma re—

gifo limitada 0 . Entio ‘ é

) wm - [ ks e 6 |

pertence a 02(!1) e Av = (Q—n)dnp o
Na demonstragﬁoldo teorema 12.1 necessitaremos do

Lema 12,2 - Seja B = BR(xo) . Entdo pera todos os pontos x | da

bola B' concéntrica a B e de raio R/2 , temos:
(3) fley[ | flx ~y|°7 ay

Demonstraclio - Seja B* a bola de centro =x e raio R/2 , @

qual esterd contida em B , Portanto

[P mar = [ sl ay s [ ey
B

B B-B* i

Desde que para y & B-B* , [x-y| >R/2 e [x%-y| <R, obtemos
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lx-y| > |x°-y|/2 . Dai

[ =3P ay < f x%-y |2~ ay + 2772 fl:r:"—:srlzﬂf1 dy
B | X | BB+
o que implica (3) com k = 142072,

QGEDDB

Lems 12.3 - Seja B uma bola de raio € e centro x. Entso
| A +A
fBlX-yI dy = ¢ ¢ )

onde ¢ & uma contante. Assim se A & l-n ou 2-n , a integral
acima tende a zero quando € tende a zero.
A demonstracdo do lema 3 faz-se por uma mudanga de varid-

veis €2 = X -y .

Deﬁonstracéo do Teorema 12.1.;'A demonstracio far-se—3 em 5 par-
| tes. . | | |
(I) _v(i) ¢ bem definida. Com efeito. Se x ¢é um ponto do exte-

’  ribr de Ilr, a integral (2) converge e representa ai uma fun
gé@ hafmﬁnica. Se_ x“esta em <Q;, procederemos do seguinte‘modo:

seja B = BE(X) , entao

@ v = [ my PP e(ay ¢ [ w2 e(pay

o . n-B | B

A ﬁrimeira integral ¢ bem definida, e a segunda pode ser majorada
pof Mc ;2 , pelo lema 12.3, M ¢é o mdximo de p(x). em BT(X)
paga fixo r . Assim a ﬁltima integral em (4) tende a zero;_o gue

assegura a convergéncia da integral em (2).

(Ii) vix) € Co(Rn) . Com efeito. S6 falta provar que v(x) §&

contihua em x° de Q . Entdo




o (=) - v(X°)‘={£ -y 1P - =%y [ T ol dy
(5)

onde B = BE(XO) . | | |
Tomando x em B , teremos, usando & continuldade da inte ral do
g

tipo de (2) nos pontos fora de £, gue a primeira integral ém

(5) pode ser feita suficientemente peguena se x-x° for pequeno,
r ‘ peg ; q

A segunds intégrél em (5) pode ser mejorada por

_f[xmy]g"n dy + M JPIXO»y|2mn dy
B B .

que pelo uso do lema 12.2 € menor que | !
M +‘k) J’[xo—y[g"n'dy
B :
a qual por gua vez, pelo lema 12.3, é igual a
M(1 + k) ce” , | -
gue tende para zero quando & tende para 2ero.

(ITI) +v(x) = Cl(Rn) . Com efeito. Procedendo formalmente, téma—

mos & derivede primeirve dentro do sinal de integral:

|
| |
(6) fn‘a-%; -y |27 () ay = f(E-»nJ =y x5 5) pl3)ay

n

Provaremos que & ultima integral converge absolutamente e unifor-

memente, pois

(7) I,IBEE%W (x3-v4) plyldy | ¢ U f In—

onde B = BE(X) ‘e M ¢ o miximo de IP(Y)| em uma vizinhanga de
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X . Pelo leme 12.3, o segundo membro de (7) ¢ iguél a Mec g, o
qual tende para zero guando &-—=0 ,
Igso implica que
. (2-n)(x,-y;)
Sou(x) = f 44 o(y) ay
J Q ]X-yl

& qual € continua em O .

(IV)  v(x) ¢ CE(RH)_. Com efeito. Se procedermos como em (III)
obteremos que 2 intégral méﬁbrante ¢ da. ordem de uma cons-—

tante. Deveremos mudar o raciociInio e explorarro fato, até agora

nao utilizado, de que p ¢ Hélder-continua, Seja x° o ponto de

Q  onde queremos demonstrar que VvV € C, Sejal B = BR(XO) e

B! :'BR;(XO) com R<R' . Designando por A(X) umz. funcido con-

tinua igual a 1 em B® e igual & O fora de B +temos

o(x) = A(x) o(x) + (1 - A(x)) o(x)

e em (2)
o(x) =.}KIA(Y)nf§y) o+ [ @) o) g
: o vl == |
(8)
o = f + j .

B i -B
Sendo harmbénica (em B) a ultime integral em (8), o problems se re-

duz, a demonstrar que

CIE I(x) = J;, -ﬁi%iT%E%l dy

é dé classe 02

H&lder-continua em B' . Aplicando a 3a. identidade de Green para

em x° ., Pelo exercicio 2, o(y) = A(y) p(y) ¢&

202 - pi

|x~x Obtemos
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' ! ' : y wtl |
" 012 2 _ 2n 1 2 R!
(10) e-x”]" - R = 2-n)o, l;! |-y |22 YT
De (9) e (10) obtemos: |
) (2-n)o :
(1) I(x) = | Ky)-olx 2) dy + ——2 (k-x°| 2R ®)o(x°) reonst.

B 1X”Y1

0 problems agora reduz-se a demonstrar que a integral em (11) &

de classe O, . Tomando, formalmente, as derivadas da 2a.or&em

(3)-9(x°) ]
E’x"""'a"x"k f o(y cp(x 4y = -n(2-n) f( kyk}(h Efl [cp(y)—

a kv o gt XY ]n+2
- o(x%)]ay + (2-m)8, _f o(5) - ox) g4y ,
: J k ¥ T |
o FBT lx-y]. '

As integrais do 29 membro de (12) convergem uniformemen%éypéis
tomando suas contribuicdes em uma Dbola Ba\ em t8rno da singulan

ridade x obtemos que ambas séo inferiores a -

(13) | f lo(y )—cp(:x lay ¢« u f ly=x°1" ay

Be IX‘Yt , Be ]x—Yl

usando o fato de gue o ¢ Holder-continua de expoente « .f

0 segundo membro de (13) ¢ menor que e Jr 1
' Be lX-Y|

igual & Meel pelo lema 13.3, o que tende a zero e—=0 , isso

dy que é

completa a demonstragdo de que v(x) ¢é de classe Cé em x° .
(V) v(x) satisfaz & equagdo de Poisson., De fato

Av(z) = AI(X) = (2-n)o, o(x°) = (2-n)o, o(z%)

0 problema de Dirichlet pera & equacao de Poisaoh
|
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(P ) Aw = u - em 0
w = g em [

€ equivalente ao prblema aparentemente menos geral

(P) : : Av = p em

v = 0 em [°
De fato, sﬁponhamos que sabemos resolver o problema (P).
Mbstraremos como resolver o problema Pg . Seja g* uma funcdo
pertencente a Co(ﬁ)r]CZLQ) e igual a g em [ . Definindo
v = w—g* resulta que v deve ser solucio do problema (P) com

G

u - Ag* . Portanto, a solucdo w de (Pg) serd Vv 4+ g¥ .
Qudo prdtica serd redugdo depende de como se determina g* .

Agora provaremos 0

Teorema 12.4 - O problema (P) tem solugdo qualquer que seja o

se ¢ s6 se o problema

(L). Au = 0 em 1
u = f em |

tem solugao.

Demonstracio — 1¢) Suponha que (P) tem solucdo. Seja f* ¢

| € Co(ﬁ)ﬂcz(ﬂ) e f* =1 em [ . Resolvendo o
problema (P) com p = - Af* obtemos uma fungdo v . A solugho
de (L) serd entdo w = v + £% .
20) Suponha que (L} tem solucdo. Seja o(x) a fungdo definida em
(2), a menos de uma constante. Ag = p . Seja u a solugdo de
(L) com f(x) = ¢(x)' em [ . E claro, entdo, que v = ¢-u & s0-

lugBo de (P), Q.E.D.

v
| o
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Teorema 12.5 - Seja N uma regifo para a qual existe a funcao

Green G(x,y) . Entdo, para qualquer fungZo HO8l-

der-continus o(x) o problema (P) tem por solugdo

v(x) = fG(x,y) p(y) dy
n

Demonstracéo - Ora

v(x) = fl—-}f——g p(y) dy + fh(X.y) f(y) ay
Q

X=y ln- n

e sendo h harmdnica segue-se que a segunda integral é harmdnicsa.
Quanto & primeira, foi provado pelo teorema 12,1 que o laplaciano
dela ¢ k(2—n)onp =0 . |

Resta agora provar que Vv = 0 em M . Seja % el e

provemos que v(x)—=0 quando x—x° , Seja B = Be(xo) .

v(x) = / G(x,y) e(y) dy +/ G(x,y) eo(y) dy
anB a -B

Quando x—x° , a Ultima integral tende a zero pois G(x,y)—=0
’ v

quando x—x° . A primeira integral serd estimada em termos de

€ , Sendo M o mdximo de p ¢
lf lS ¥ f —*—k N2 dy + i f h(x’y) dy
QnB QB [x-y | QnB

A primeira integral de acbrdo com o lema 12.3 é menor ou igual qu

Mke g2 , que tende a O com € . A segunda tende a zero com E

pois h ¢é limitada em B na.
Q.,E.D.
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§ 13. O principio da reflexao de Schwarz

Na teoria das fﬁngaes analfticas de varidvel cOmplexé es—
tuda-se a quest@o do prolongamento analitico e vé—se\que, em geral,
uma fungéo!analitica dada em uma regiao pode ser estendide a uma
regifio mais ampla. Aqui com fungOes harmdnicas temos resultados a-

ndlogos., Um deles é

Teorema 13.1 {Schwarz) - Seja f uma regido cujo contdrno contém

uma parte plana P (sem perda de generalidade supo-
remos que [  contém uma parte F do hiperplano Xy = 0O e Q
czt? contida em xl>>0 ). Seja u continua em Q , harmOnica em
Q e u=0 em P . Designando por ' a regiao refletida de
Q em x; =0, entéolexiste uma, funcdo harmdnica w em. QUPU
U Q' e tal que w=u em L . |

QuPun consideremos o problema

i

Demonstracdo - Na regigo T

de Dirichlet

Aw = 0 em T
w = F em o (o contdrno de T ),
onde F(x) = u(x) para x e[ -P
F(x) = -u(x') no resto do contdrno.
Aqui x' = (—xl,x2,...,xn) ¢ o refletido de x no hiperplano
Xl=o.'

Mostraremos agora que a solugdo w do problema de Dirichlet aci-
ma coincide com wu em Q . Com efeito, v(x) = w(x) + w(x') €

solucao do problema Av =0 em e v=0 em T . Poranto,
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w(x) + w(x') = 0.8Se x &P, temos 2w(x) =0 e portanté w o=
=u em P, Assim w ¢ uma fungBo harmdnice que coincide com

u em [T, logo w=u em 0,
' Q.E.D,

Un teoreme andlogo vale no CHRO em que F contém uma rar~-
te de ume esfersa. ‘ | |
- 0 problems de Cauchy para & equag8o de Laplace foi;prova-
do (E 2) ser néo ben posto. Mostraremos agbra:que algo bem:mais
grave acontece, A propris existénecia da solucdo fica em 3650 se
nao tivermos dadoe iniciais snaliticos., A existéneis de solﬁgéo
quando os dados iniciais sao analitlcos é garantida pels teoria .

geral de Oauohy-Kowalevaki.

Exemglo (Hadamard) - 0 seguinte ‘problema de Cauchy é proposto.
Se ja P um subconjunte fechado e limitado de x =;0 .
Determinar ume fungéo harmanical u(x)' em umé oerta,vizinhahgé
N de P, o tal qué u(x) = 8 gmm =.g em P, onde g é
uma, fungao néo analitica. Mostraramoq gue tal problema néo tem
golugao, _ _ :
Suponhemeos, por contradigéo, que existe uma fungho harmanioé u
em_ngl\?'n{xlhvo}, continua em f1, wu(x) =0 e %-—vg em
P . Pelo principlo da reflexdo wu{x) pode mer continuade vare &
reglic eimétrioa, o resultédo'sendq ume fungéo W herménioca em
ume. regifio contendo P , Séndo w harménica, els ¢ analitiéa e

sues derivadas também o serdo,

dw _ du

e gt

= g que no ¢ analftica, Absurdo!
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CAPTTULO TIT

0 PROBLEMA DE DIRICHLET

Sumério. 0 proﬁlema de Dirichlet apresentado no pardgrafo II-2
consiste em deﬁerminar uma fungao w/x) que seja continua em fﬁ,
harﬁ6niéa em Q. e igual a uma fungio f(x) continua no contdr-
no T"‘de Q ., Naguele mesmo pardgrafo fol demonstrada a unicidade
da éplugéo problema sem muito reguerer da'regiéo Q ., exceto que
'fbséé limitada. O problema de existéncia da solug@o foi conside-
radé no pardgrafo II-7, em conexao com a funcao de Gfeen=para Q.
" No parégrafd I1-8 a férmula de Poisson foi demonstrada éer 8 80—
lugao do probiema de Dirichlet para o caso em que O € uma bolé.
0 eiemplo de Zaremba (II-11) mostra que nem sempre o problema de
Dirichlet tem‘solugao, isto &, restricoes devem sér impostas a |
i) para que o problema de Dirichlet tenha solugao qualgquer gue
sega a fungdo £(x) contlnua dada em I,

0 obgetlvo central deste capitulo sera determlnar a gue
condlgoes deve satlsfazer a" reglao {: para que o problema de Dl—
rlchlet tenha solugao, qualquer que seja a funcao f(x) contlnua

em (E elaro que para gualguer reglao il ’ ex1stem problemas de Di
richlet que tém solugao. Com efeito, seja B uma bola contendo
Q e considere a fungio u(x) que é harmdnica em ?B e éatisfaz-
7perfas condicdes de contﬁrno, Seja f(x) o valor gue UC§) 885U~
me ém . Entdo o problema de Dirichlet para Q com condigdes de

contorno f(x) tem solugdao, a gual nada mais é gque u(x)! ).
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No parégrafo 1l introduzimos o concelto de fungao subhar—
mdnica que serd de grande importéncia em todo © capitulo, O méto
do da “balayage" de Poincaré ¢ apresentado no pardgrafo 2, e o
-método de ?erron'no pardgrafo 3. Também no pardgrafo 3 a nOQQO'de
ponto regular & introduzida, O paragrafo 4 apresenta condigBés su
ficientes de sdlubilidade do problems de Dirichlet com o0 aux#lio |
da nogdo de barreira. Af, as condicdes de esfera (Poincaré), ;do
cone (P01ncaré e Zaremba) g80 apresentadas, Vlsando 0 crltérlo de
Wiener (& 7) defiﬁimos a fungao de Wiener (§ 5), o© potenczalicon—
dutor (8§ 6) e capacidade (8 7) No pardgrafo 7 aprentamos o %amo—

so exemplo da Lebesgue de uma regiao no ‘R3 com um ponto néb re-

gular na fronteira.

§ 1. FuncBes subharmdnicas e superharmdnicas

Uma funcdo real continua wu(x) definida em uma certa re-

sifo 0 do R® & dita subharmbnics se para todo ponto x° ﬁde Q

e t0da bola B de raio R centrade em -x° e contida em (? @ MM
~-ge - , | |
| oy, 1
(1) : w(x7)& g w(x) do ,
' g R

S

onde S €& a superficie da'bola B .

Ume definicggo ahéloga se dd para fungao superharmﬁnﬁca,
com 0 £ subbtltuido por » .- !
| Usando o fato de que tdda fungao harmonlca satisfaz : a
propriedade do valor meédio, concluimos que uma funcao harmonlca
. o

¢ tombém subhsrménica. Andlogamente, serd, também, superhsrmbnica. .
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Reciprocamente, usando a caracterizagdo das fungoes harmbnicas co
mo as fungdes continuas Que sétisfazem a propriedade do valor mé-
dio, concluimos gue uma fungao que é, 2.0 mesmo tempo, subharmOni-
cd e superharmbnica, &, também, harm6niéa, Em resumo, o seguinte

teorema vale,

Teorema 1.1 - Uma fungsao .. . é harmOnice em £ se e sé se &,

20 mesmo tempo, subharmlnica e superharmdnica.

Exemplo - As fung%es subharmdnicas de uma varidvel (n.; 1) s3o as

funcdes continuas conwverzs, enguanto que as fungdes su-
perharmdnicas =30 as funcBes continuas cdncavas, As funcdes nar-
mdnicas s8¢ ag retas. Uma motivacgao pafa 08 nomes sub e superhar-

mbnicas nos é dada pela figura 1. 4s curvas C,0; e C, 58.0
w _

1
I
I
|
i
1
I
1
1
!

e—— ()} ——
o8 gréficos de uma funcdo harmbnica, subharmbnica e superharmﬁni—
ca, respectlvamentea Observe gque = fungao subharménica estd por
balxo da fuaoao harmonlca que tem 0S5 mMesmos ‘valores de contorno,
mais adiante, . daremos uma caracterlzagao das fungoes subharmonl—
caséque justiflcaré ‘essa motlvagaog 0 concelto de harmonlzagao
serd, entdo, importante.

| Seja u(x) uma fungzo continua em £ e seja B umaibb—

la contida em 0 . A operacdo de ‘harmonizacio de wu(x) na bolé
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B consiste em substituir w(x) ai peia solugdo v(x) &o pro-

bhlema de Dirichlet

Av = 0 em B

v = u em S (S - o contdrno db B)

A nova funcde obtida por essa operacdo .serd representada por? uB

e serd chamads a harmonizacdo de w em B ,

A caracterizacBo anunciada acima serd a seguinte: =a %un—
gao real continua u(x) definida em Q é subharmdnica se e:sé
se para qualgquer bola B contida em {2 temos U % ug .'Anéloéa~
mente, w{x) serd superharmbnica se a desigualdade oposta ée

verifica. Provaremos &sse fato adiante, o

i

Exercicio - Se u{x) ¢ 02(..('2_) ¢ subharmdnica, entac Aux0 i
0 seguinte teorema contém propriedades das fungoes
subharménicas e superharmdnicas que sfo consequéncias triviais

das definicoes.

Teorema 1,2 - a) Se u & subharmdnica (superharm6nica), enﬁéo
-u & superharmdnica (subharmdnica). |
b) A soma de duas funcoes subharmbnicas (superharmdnicas) éé
subharmbrica (superharménica). |
b') Em particular, se u € subharmbnica (superhafmﬁnica) e c
é uma constante, entdo u + ¢ §é subharménica (superharﬁﬁni-
ca). - E
c) Se u & subharmbnica e v & superharmdnice, entéo u-v ' é
subharmﬁnicéo , | ‘ %

¢') Em particular, se v ¢ harmdnica, entao c) se verifica.
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No pardgrafo-9 do capitulo II foi demonstrado o teorema
do mdximo. (forma forte) para fungOes harmdnicas. A mesma demons-

tragdo vale para o

Teorema, 1.3 - Seja u(x) subharmdnica em & . Se u(x) tem su-

premo M , o qual é assumido.em um ponto interior

de £ , entdo u(xj =M em Q.

Coroldrio 1.4 - Se wu(x) ¢ subharmdnica em Q e continua em Q,

entdio o mdximo de wu(x) & assumido em um ponto

do contdrno [ de Q .

Coroldrio 1.5 - Seja u{x) uma fungdo subharmdnica em Q . De-

fina f(x) para x € [ como sendo lim u(y)’
quando y tende para x . Bntdo, para tddo ponto y de Q ,
temos '

~u(y) ssup f£(x)
‘ xer .

>”Demonétrag§o'; Tudo que,devémos fazer ¢ demonstrar que a fungao
o "~ v(x) , definida como u(x)_ em Q e como f(x)

em F‘, é eontinua. E para isso basta demonsirar que f(X) estd

bemfdefihida.'Suponhamos que y,—>X .e yé-wsx e provemos que

lim,u(yn) = 1im u(yﬁ) .

A parte a) do teorema 1.2 e o teorema 1.3 implicam

Teorema 1.5 — Seja u(x) superharménica em £ . Se wu(x) tem
infimo m , o qual é assumido em um ponto interior

de 2 , entso u(x) = m em Q .

Coroldrio 1.6 — Se u(x) ¢ superharmbénica em £ e continua em

0, entdo o minimo de wu(x) ¢é assumido em um




C  -88-

ponto de [,
0 seguinte teorema decorre trivialmente do teorema 2.2 e

do corolédrio 1.4 acima,

Teorema 1,7 - Seja u subharmdnica em Q e continua em (I , e

seja v superharmbnica em Q e continua em § .

Entao, se usv em [., segue-se usv. em S1 . |

Voltamos agora 2 caracterizacio das fungBes subharmdnicas
- !

€& provaremos o '
i
Teorema 1.8 — A fungdo u & subharmdnica em () se e 5d se para

t8da bola BCO , usug s

~ e . i
Demongtragao - A condigao é necessdria. De fato, se u & subhar-

mdnica, a narmonizacgio up € tal qué‘ uB(x) % u(x)
pera x em £ - B ., Désde que usug no contdrno S de Bg
(em verdade, temos igualdade), o teoremﬁ 1.7 implica u(x)s'ﬁé(x)
em B, _ |
A condicdo é suficienie., Seja B uma bola arbitrdria contidaéem

Q . Designemos por x°

y, © e R, respectivamente, o centrb;
o contdrno e o raio de B . Desde que u(x)< uB(x) qualquer hue

seja x em Q , igualdade se verificando em Ll = B obtemos:

u(x%) < up(x?) = '“"';‘?T:I‘ f a(x) ae T
o)
n g o

que ¢ a condigao para u ser subharmdnica.
Pare finaelizar €ste pardgrafo apresentamos um resultaﬁo
gque serd Util no pardgrafo 3. _ S ' |

: |
Teorema 1.9 - Se u e v sdo subharmdnicas, entdo w = max(u,v)
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é subharmbnica.

Demonstracao — Da continuidade de u e v segue-se a de w .

Resta provar que se B & uma bola arpitrdria com

x>, S e R com os significados ususis, entdo

1 ' :
(2), w(x°%) & — = w(x) do
- : 5 Rn-l
H 5
Usando os Tatos que u e v 880 subharmbnicas ¢ Usw e Vsw

obtemos:

oy ., 1 ' 1
U..(K )~‘S: “g‘“};{:’i— ]u("x) doc < --;-—--é-fl":l—- fW(J{) do
' S S

n
v(xojc v(x) do < w(
n T on=1 nul
S il S

de onde se segue a desigualdade (2).
Por indugdo, concluimos gque se Ug g oonyly sao subharmd-
nices entdo max(ul,...,uk) também o &,

Un teorema andlogo pode ser demonstrado pars fungdes i

perharmbnicas usando o minimo em vez do mdximo,

8 2, 0 método de Poincaré

Apresentaremos aqul o famoso método da "balayage" de
Polncaré (1887) que pode ser uitilizado para construir a solugdo
do problema de Dirichlet, quando o mesmo tem solugao., Nosso espi-
rit§ é apenas ilustrar o método, e portanto nao nos deteremos,

nésie parédgrafo, estudando condic¢Bes em [° pare que a fungéo u
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que determinaremos pela balayage snga solugao do problema de bl-
richlet, Esta 1mportante questdo serd exaustivemente estudadagnoa
pardgrafos seguintés, | !
Seja f continua enm [ . Pelo teorema de extensao, ?
pode ser extendlda para ! de modo & ser oontinua em 0. Pelb
- teorems de Welierstrass £ pode ser aprOX1mada unlformemente por
polindmios e como foi observado no parderafo 10 do capitulo QI
basta, entdo, resolver o problema de biriphlet para f qpe-sbja
um polinbmio, e orcaso de f conﬁinuo gseguir-se-g por aproxiﬁagﬁo.

Admitamos, entdo, que £ seja um polinbmio,

A regifo N wsendo um sberto em R pode ser cobertq por
um némero enumersvel de bolas B B BJ,con . Formaremos-uma:su-
cessBo com egsas bolas de modo que cada bola apareca 1nfinitas ve
zess By, 2,Bl,B Bj,B B, 3, 4,.0. . Egsa sucessdo serd desygna—

da por O, Ag, A3

‘0 processo da balayage € o geguinte: dado f e & suoesm

880 (Z;n) como acima, construimos a sewulnte sucessio de iunu

fo = f ] fl = (fO)A [] fz B (fl)Ag-,’e., fj = (fj"':l.) A_j’?l'ep

onde ( )ﬁx significa harmonizagso em A-(efr.81).

Fa

Entso o seguinte teorems vale,

Teorema 2.1 - Seja (fj) , (3= 0,1,2,00.), 2 SUCESSE0 construlda
pelo processb da balayage, correspondente a fuﬁgéo
£ e a sucessio (ij) , (3 =1,2,0..) o Entao, 19) fj conﬁerge

para ume func¢do harmbnica u em 0 ; 2%@'se o problema de Dﬂri—
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chlet tem solucBo, entdo essa serd funcio u .

Demonstracdo - Primeiro mostraremos gue se pode supvr f sub-

harmdnica em Q , sem perda de generalidade. Pois

f(x) = [f(x) + A[x]z] - A |x|2 - (1) _ p(2)

Af(l):Af'+2_An e AP ooan L

Sendo T de classe C, em §I, segue-se que Af é'iimitada e
.portantc tomendo A suficientemente grande [&f(l) serd positi-
vo en (2 0 que implica.que f(l) seja subharmbnica. Sendo A po
i+ivo, segue—sé que .f(z) é fambém subharmdnica, Observendo que
o processd'de determinacao da sucessao f & linear o £ , con-
ciuimos gue, realmente, podemos supor T subharmdnica. Por indu
¢do, conciuimos qué fj sao subharmdnicas, e formam uma_suéessﬁo
nio decrescenté.-Tal sucessao & limitada, pois para gualguer y

em Q : |T.(y)l s max |[f(x)].
' J - oxel .

Define-se entdo u(x) = 1im ‘£.(x) .

Provaremos gque u & harmanica em uma bola qualquer A de suces-
580 (ATQ , € portanto harmdnica em £ . As fungdes fj restri-
tas a A contém uma subsucesszo (infinita) (gj) de funcZo har-
mbnicas em A . Sendo (gj(x)) , X o centro de A , uma suces-~
séoilimitada e crescente, segue-se que ela converge e pode-se
‘aplicar o teorema de Harnack‘(cfr. § 10, cap. IT) para concluir
que . g, converge para uma fungdo harmbnica h em A , e portan-

L

to fﬁ' também converge para h . Dal se segue h =u , e portan-
Ly . .

to v harmdnica em A .
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A segunda parte do teorema é demonstrade do seguinte modo, Séja

v{x) a solug@io do problema de Dirichlet, Ent@o u -~ v ¢ harmé-

nica em Q , u-v=0 en [ e sendo u -~ v continua em {1 ,

segue-se pelo teorema 2.1 (cap,IT) que uw -v =0 em Q .

Pode parecer que & fungdo u acima determinads depende
da particular extensso de f para a regido N , e da partic@lar

sucesszo (A,) . O teorema abaixo desfaz essa duvida e legitims

: !
0 processo, tornando-o algo que conduz a um resultado_bem_deﬂini

do.

Teorems 2.2 -~ Sejam f' e f" duas extensfes de f & eise—

d

jam (A')) e (A“j) duas sucessoes de regiles
| : o~ : . : ) . i
como acima, Entao as fungoes u' e u" definidas pelo processo

da balayage aplicado aos dados ' e ', respectivamente, s%o
idénticas em £ . |

A demonstracio désse teorema serd omitida. Consulte Epstein, por

exemplo. , o ' :

§ 3. 0 método de Perron

Seja Q uma regifo limitada do RZ . Nesta secggo, es&aw
beleceremos condigdes em [ vpara que © problema de Dirichlet
Aﬁ =0 em £ e u=7Ff em [T tenha soluglo gqualquer gque sej?

e fungdo continua f dada em [ ., '

0 método que descreveremos consiste em determinar, co%—
respondendo ao problema de Dirichlet dado, uma fungo U(x) ,éque
chamaremos de funcdo de Perron, a qual ¢ qontinualem &, har@ﬁ—
nica em f2 e serd a solugao do problema de Dirichlet, se o m%s—

me tiver uma solucdo.
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Seja J a classe das subfuncoes; a funcdo wu(x) & unma

subfuncdo se ¢ subharmdnica em ! , continua em {1 e menor ou
igual 2 f(x) em [ . A classe } ¢ nio vazia pois a fun¢do cons
tante ¢ = min |[f(x) : x & T| & une subfuncio. Agora definimos =

funqao de Perron correspondente 2o dzdos de contdrne f como

sendo
U(x) = sup u{x)

L
e d

Teorema 3.1 -~ A funcdo de Perrorn {x) é limitada em Q.

Demopstracgo ~ Seja M o mdxime ée [f] em [° ., Pelo coroldrio

1.4, segue-se que szers todo u{x) € ¥ teremos

lu(x)| € M, o que implica |U(x)] € ¥ .

Teorema 3.2 - A funcao U(x) é harndnica em € .

Demonstracao ~ Para isso provaremos que U & harmdnica em qual-’

quer bola BCH . Sejam x° e R o centro e o
raio de B , respectivamente. |
Seja a sucessﬁo (uj)c.? tal que lim uj(xo) = U(XD) .
Definimos a sucessio (vj) como v, = max (ul,,oo,uj) . Pelo teo
rema 1.9 segue-ge gque vy é subharmdnica. Dai, condluimos, i |
- cilmente, gue (vj) é uma sucessidoc ndo decrescente de sﬁbfungses
tal que 1lim vj(xo) = U(x°) .
Agora, tomaremos & sSucessso (Wj) das harmonizagdes de V5 em
B . A desigualdade W”‘swj+l verifica-se em S (contdrno de B)

J
entao, pelo teorema do mdximo para funcgdes harmdnicas (w. & har-

J
ménica em B ) a desigualdade =& estende & B . Logo (wj) é uma
sucessdo ndo decrescente de subfungdes tal gque lim wj(xo) =
.0 ’
= T(x") .
|




-y
Observando que Wj ¢ harmbnica em B , podeﬁos aplibar‘o téore-
wa de Harnack (II - 10.5) e concluir que existe umne fungéo W(x)
harmbnica em B paré a gqual wj(x). converge.uniformemente%m
todo compacto contido em 3B . ;
A demonstracio 40 teorema estard ebmpleta‘se U =W . Pelas ge-
finigBes de U e W concluimos que W<U . Suponhamos que ?xig
te ¥ em B onde Wy) < Uly) e:mostremos que issorcondué % um
absurdo. Seja agora & sucesséo_ (pj)C:}'tal.que lim pj(y} aéU(y)}
Definimos qy = max (pl’°°"Pj ; wl,..a,wj) . 3?t§o (qj) é%uma
s%cessﬁo néo decrescente de subfuncdes tal que lim qj(v) = U(y)

‘Definimos (Sj)_ como sendo a sucessfo das harmonizagdes de qu

em B , Como antes, concluimos que (Sj) é uma sucessio nfo .de-

[}

crescente de subfungdes tal que lim sj(y) = Uly) e sz 5
(i =1,2,040) .« Assim pelo teorema de Harnack aplicado as fungdes
8 4 restritas a B , obtemos uma funcio harmbnica Z:Cx) pafa a

gual sj(x) converge. Por consirucaoc, segue-se que

(1) ; w(x) < Z(x) € U(x) para x em 3B .

Para x = x° , temos T(x°) = w(x°) e portanto

(2) 2 (x°) - wx° = o .
Para x =y , temos Z(y)‘ = U(y) e, portanto,
() L -wpso

em virtude da hipétese de que W(y)< U(y) -.



~95-

Agora pelo teorema da média pera funcdes harménicas

@ LG - wx®) = L f [T(x) - wx)] ao
o r " - .
onde S' & a bola de centro x° e que contém vy, €& 1r= 1y_£J.

Mas, em virtude de (1), (2) e (3), a igualdade (4) n8o pode se

verificar. Isso completa a demonstracgdo do teorema 3.2,

Teorema 3,3 - Se o problema de Dirichlet tem solugao, entao esta

serd a fungao de Perron U(x) a éle associado,.

- Demonstracdo -~ Admitamos gque exista uma funcao u(x) continua em
N , harmBnica em Q e igual a f em [, isto
é, w & a solugdo do problema de Dirichlet. Observamos, emlpri—

meiro lugar, que u € } , 0 que implica
(5) | usU .

APor outro lado seja v &€ 3 . Pelo teorema 2.2 v-u € subharmb-
nica. No comtdérno [T, v-u ¢é <C ., Portanto, pelo teoremz do

maximo (Tedrema'i.B) pars funcgoes sibharmbnicas v-u €0 em £ .
Agora, v<&u para todo v € ¥ , implica Ugu , que juntamente

com {5) &4 u="0U, _  Q.E.D.

O problema cruecial é, porém, saber quando é gque o proble-~
ma de Dirichlét tem solugao. Neste direcdo o teorema 3.3 é de pou
~ca valia, Voltemos a fﬁngao de_Pefron U(x) . O teorema 3,2 nos
garante que U & harmbnica. 0 que faltaria a ela.para ser solu-
géo-do problema de Dirichlet? Falta o continuidade em £ e a ad-
missdo dos valores de contdrno f , isto &, U=f em [ . Se,

portanto, conseguirmos provar que U(x) tende para f(xo) quando




X tende para x° , de modo arbitrdrio, teremos completado aé la-
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cunas indicadas acima. Mais precisamente temos o

Teorems 3.4 - Se todo ponto x° de [7 & tal que lim U(x) %

=_f(x°)—, qualquer que seja o modo como X teﬁde

pare x° , entfio o problema de Dirichlet

Au =0 em &

il

f em [° :;

tem solucdo. A solugio u €& tal que u(x) = U(x) para x em . Q,

i

Seguindo Lebesgue definimos um ponto regular como seédo
um ponto x° de " tal que pare Qualquer fungao continus %(x)
em [, tem-se i

lim U(x) = £(x°)
)

qualquer que seja o modo como X ‘tende a X .

Ume regido £2 é dita de Dirichlet se o problema de

Dirichlet tem solucdo qualquer que seja & fungdo f£(x) continua
dade em [ . |
Vimos em II-11 que o circulo perfurado (Zaremba) nao € uma régiéo
de Dirichlet. | :
Usando as definicdes acima, concluimos dos teoremas 3.3

e 3.4 o seguinte

Teorema 3.5 - Uma regido £ & de Dirichlet se e somente se t§d0

ponto do contdrno [ & regular.

‘8§ 4, A nogge de barreira e o prdblema de Dirichlet

No sentido de obter caracterizagdes melhores para as re-
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giles de Dirichlet, introduziremos o conceito de barreira. Uma

regiao . & dita ter uma barreira em um ponto x° de [ se exis

te uma fungdo real continua w{(x) definida em & , a qual é su-
perharmdnica em @ , w(x®) =0 e w(x) >0 para todo x # xq .
Usando &sse conceito teremos uma caracterizacio das regides de

Dirichlet do seguinte modo.

Teorema 4.1 - Uma regiac R €& de Dirichlet se e sé se 0 tem uma
 barreira em todo ponto de [ .

' Em vista do teorema 3.5, basta provar o

Teorema 4.2 -~ [ & constituldo de pontos regulares se e sé se

tem barreira em todes os pontos de [ ..

Demonstracao - la. parte: | constitufdo de pontos regulares im-

plica que Q tem uma barreira em um ponto arbitrd-
rio x° de M. | |
Com efeito, seja w(x) a fungso de Perron corfespondente a fun-
cdo f(x) = |x-x° dada no contdrno. Pels hipbétese em Q segue-
-se que w(x) 6 continua em £ , harmbnica em Q e igual a
f(x) em [ . Agora, observamos que w(x) & uma barreira, pois:
a) wi(x) & sﬁperharmanica,-desde que & harmﬁhiéa; b) w(x®) =
= £(x%) = 0 ; ¢} para x ¢ F-—'{xo} , w(x) = |z-x°]|#£0 e pa-
ra x €¢Q , w(x)>0 -porgue se w fdsse zero em algum ponto de
-Q.entﬁo w Seria zero em todo {2 e pela continuidade de. W em.
@ seguir-se-ia w =0 em O , o que & impossivel pois w & >0
_em pontos de [ . “
0

2a., parte: 1 ter uma barreira w(x) em x° de [ implieca que

x° ¢ um ponto regular, Devemos mostrar que dado € >0 existe
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§ >0 tal que

(1) | U(x) - £(x%)] <« pars ]xmxol <&

Pare lmso determinaremos ums, conﬂtante 4  tal que

(2) | A w(x) - &+ P(xO)<U(x) <& wix) +&+ f(xo)

se verifigque pera todo x & 2 , Felto lsso, usamos o fato qué
w(z) & continue em {3 e portanto existe &>0 tal que
e >|w(x) - w(x%)] :-lrw(x) i Usando ésse resultado em (2) obi‘temos
(1 + Me + £(xD) < U(x) < (1+4)e + £(x°) que & equivalente a: (1),
Resta provar (2). |

Dado £ >0 existe 71 >0 +tal que
[CD R 1£(x) - £(x°)l<e

para X em Bn(xo)ﬂr'. Sendo f(x) limitada e sendo w(x)é es-

tritemente positiva em [ - Bn(xo) existird A tal que
(4) | ClE(x) - £(x%)] <A w(x) + &

pare todo x em F-Bn(xo) .

De (3) e (4) concluimos

1£0x) - £(x%)] < A wlx) + ¢

ou
(5) A w(x) + e + £(x°) < f(x) <A wix) + £+ f(xo)é ,
para todo x em [ . o .

A fungBo no 1% membro de (5) é subharmbnica e sendo unma subfungéo,

om virtude de (5) obtemos
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_(6): - A w(x) - e f(xb)<:U(X) .

Por outro lado, a fungido no ﬁltimb membro de (5) é superharmdnica

e sendo maior que a fun¢do subharmdnica U(x) no contdrno, segue-

-Se que

(7). . Ulx)< A wix) + e + £(x%

Finalmente, (7) e (8) d8o (2), o que completa a demonsiracio 4o
teorema 4.2, ' | |

Enunciemos, em separado, a 2a. parte do teorems anterior.

Teorema 4,3 — Se Q tem uma barreira em um ponto x° e [” y €n-—

| tﬁo x® & um ponto regular, isto &, U(x)— £(x°)
guandoe x —= x° . |

O teorema 4.3 acima nos d4d um critério de solubilidade

do problema de Dirichlet, isto é, se dada uma regifo 2 podemos
decidir a existéncia ou ndo de uma barreirs em cads ponto de [
teremos a existénecia ou nao de solugao para o problema de Dirichlet.
0 pfoblema se reduz inteiramente a existénecia de uma barreiré.em -
cada ponto x° de M. Se £ & uma regifio do R" , 11;3 )

existéncia de uma barreira é garantida em um ponto gue goza da

.chamada condicdo da esfera (Poincaré). Isto ¢, {1 satisfaz a con

dic8o da esfera em um ponto x° ‘@ge [ se existe uma esfera con-
tida no complemento de 2 , e cujo unico ponto comum com "¢ o

ponto x° ; Vale o seguinte

Teorema 4.4.~_Seja 1 uma regifo do R®, n=>3 , que satisfaz &

condicao da esfera em um ponto xq de [, Entdo




|
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! tem uma barreira x° .
Demonstracio - Seja 2 o0 centro da tal esfera, % fdeil de vér
| que & fungfo |

1 ' | 1
lxo-zln'z - |n~2

w(x) =
' lx -3

definida para todos os pohtos dé ¥ ¢ uma barreira.

Pars regiodes planas provaremoa 0 seguinte teorema. Uma
curva plana € dita simples se ele ¢ 2 imagem do intervalo BJ]J
por ums fungio continua F(t) 1tal que pare to # tl tem-ge!

) # F(tl) . Uma curva simples é fechade se F(0) = F(1)
2

Teorema 4.5 - Seja  uma regido do R limitada por uma chrva

fechada simples. Entdo, Q tem uma barreira em cada

ponto do conhtdrno [ .

Demongtracao ~ Vamos construir uma barreira em um ponto xo . de r
que pare simplificar a nota¢so supomos ser a ori-

gem (0,0) , Definimos

- Xp+ix,
Re log =5 ¢
‘ w(x) = - para X # 0O
(8) xq+iX,
1og 5D
w(0) = 0,

onde x = (xl,xz) e 'D d o dlédmetro de Q . _

Em primeiro lugar, observamos que w(x) ¢é vem definido, Comge-
feito, sendo I uma curve simples existe um arco simples z&écom
extremidade na origem e indo pars infinito tél que {1 estd cbn—
tido no plano cortado por A . Isso permite definir univoéaﬁen—

te o logaritmo. Se € & convexo, A pode ser uma semireta. ?row
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vamos a segulr que w(x) & continua. Seja x £0- {(0,0ﬂ , Sew-
gue-se que o numerador de w(x) é continuo em X e o denomina-
dor é uma funcgao continua diferente de zZero pois

[xl + 1 Xd

L A . -
2D =2 - /
| | .
[xl+ix21'l ;
Agora [w(x)ysllog S5 o qual tende a zero quando =x—=0,

e isso estabelece a continuidade dé ‘w na origém.
‘Pinalmente, fato que rw(xf>-0 ¢ O6bvio e a superharmonicidade de
w segue-se do fato de- w{x) ser a parte real de uma funcao ana-—
litica., |

A fungao exibida na demonstracao do teorema anterior dei-
xaria de ser bem definida se o dominio nzo fésse simplesmente co-
nexo. Por exemplo, se O fbdsse o anel compreendido entre duas
circunferéneias concéntricas de raios.distintos e se x° fdsse
um ponto sdbre a circunferéncialinterior‘nﬁo seria possivel dar
um corte A\ mo plano de modo gue Ilrficasse contido enm Rg —_ﬁs,
Portanto, o lagaritmo da £ érmula nao ficaria bem definida. Con-
cluimos que por ésse processo uma barreira nao'pode‘ser construi-
da . Acéntece, porém, que o-problema de Dirichlet para o anel &
sabido ter‘solugéo guando os dados de contdrno sao continuos. O
gque parece esfar atrapalhandd'é a consideragao global de £ .
Se flsse poesivel concluir a existéneciz de barreira pelo exame
local de {1 na vizinhanga de x® talvez féssemos mais bem su—
cedidosQ Com €sse espirito introduzimos o conceito de barreira

local.

Uma regifio Q ¢ dita ter uma barreira local em um ponto

x° de " se existe uma bola B = B(x°) e uma funcBo real W(x)
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definida e continua.em An3B tal que W(x) éeja superharménica

em QNB, Wx)>0 em 15 - {x° e w(x° =0 . |
Provaremos agora que & existéncia de barreira local im-

plica a de barreira (gldbal), | .

0

Teorema 4.6 - Seja W(x) _uma_bafreifa local pare 2 em x é En-

~ . o)
tao 1 tem uma barreira w em X

Demonstracio - Seja r +tal que Bf(xO)CLB , onde B & a boia da

definicBo de barreira local. Da definico de barrei
ra local segue-se gque existe €£>0 +<al que W(x)=>Wo para'ﬁodo

x em |x-x°] = r . Definimos w(x) como se segue

min {(W(x) , Wo) para |x-x° s r

w(x) = , _
Wo no resto de L1 .

Observamos gue: 1¢) w(x)- é continua em ﬁ., a continuidadeéem
|x-x°| = r seguindo do fato que al W(x):*WO ;o 29)  w(x) _é SUu~
perharmbnica em. {1 , como consequéncia do teorema 1.9; 32) wdx°)=
= W(x%) = 0.4 42) w(x)>0 para x # x°® , Poranto w(x) & éma
barreira. | f
0 teorema 4.6 tem um significado prbendo: éle reduééa

questao de existéncia de soluglo do problema de Dirichlet qué §
um problema global & pesquise de uma bérreira,local W(x) eﬁ ca~
da ponto x° de [, que ¢ um problema local._ﬁste ultimo pr$b1e~
ma é mais suseepfivel de'sucesso} Os dois teoremas abaixo d§$
condicdes suficientes para a existéneia de barreira locél. Aé

condicbes dos teoremas 4.7 e 4,8 abaixo a80 mais fracas que és

dos teoremas 4.5 e 4.1, respectivamente.
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Teoreme 4.7 - Seja Q uma regifio do R®  tal gue para todo ponto
x° em [ existe uma vizinhanga T(x°) com = se-

guinte propriedade (P): em V(xo)rifl nfo existe nenhuma curva

fechada contendo x° em seu interior e formada somente de pon-

tos de Q . Entao, podemos construir uma barreira para cada pon-—
to de [ . |

Demonstragao - Construiremos uma barreira local W(x) em BN D

onde B = Br(io)C:V(XO) e - r<l . Sem perda de
genéralidade podemos admitir que x® = 0 , Definimos entio

Re log(x, + ix,)
W(X) - _ 1 2

llog(xl+ix2)]2

pars todo x = (X ,x,) £ BNa . 4 propriedade (P) implica a e-
xisténeia de uma curva ligando O a um ponto de I3 {contdr-
no d¢ B ), curva esta constitufda sé de pontos exteriorésla'JQ .

Isso implica que o log na definigso de W estd univocamente

s a Pt . . :
definido. Como no teorema 4.5 vé-se facilmente que W & uma bar-

reira loecal,

© Exemplo - Em um ponto isolado de [, a propriedade (P) n3o se
| verifica. | | |
0 teorema'4.7 resolve 0 problemz do anel gue nio pode
ser resolvido com o teorems 4.5,

Um cone circular reto XK = K(x~, A, a, b) com vértice

x© '€ o conjunto dos pontos x de Rr™ gque pertencem a

0 . (x=x°,A)
B(X)ﬂ{x .m—-hvb}

onde a,b>0 e A = (A Aﬂ) é o chamado eixo do cone.

l?ﬂﬂo,
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Agui ( , } 51gn1f:ca o produto escalar de vetores no R- .?

Uma regido .ﬂ satisfaz & condi¢do 4o cone em um nonto

x° de [ se ¢ posgivel construlr um cone cxroular reto cant;ao

¢

no exterior de [ e com vértice em x~ o (Zaremba).

Tegrema 4.8 — Se (L satisfaz & propriedade do cone em x° ,?eﬁh

ta0 € fem uma barreira local em ° .

0 +teorenma 4.4 nos permite concluir que gualquer regiéo
convexsa limitads em e ; WeSMO ¢Oom arestas, & uma regiéc dej
Dirichlet. Além disso, tdda regiﬁo lisa (isto é, um dominio %al
que todo ponto 4o contdrno tem uma vizinhanga gue poae sgr répre—

sentads como imagem de uma bola-em gt

por meio de uma fungao
de classe 1 ) é uma reglao de Dirichlet. Com o teorema 4.82 no-
vas regibes sao. v1staa qerem de Dirichlet, Por exemplo, a reglao
formada por uma bola B = B(0) menos os pontos de 19 quadrgn-
te",‘isﬁo é, os pontos da forma xq2>0 , X, 2 0,000,%,20 .|

Demonstracio do teorema 4.8 - Para simplificar, suponhamos % =

=0, Seja ¥ o cone com vértice em O e exte%iar

a QO e seja B = B(O) uma bola que intercepta K segundo'u@a
gsuperficie 8 . Designemos @ = B = K';,Consideremqs 2g0T8 aéfunm
QB0 de Peryon U(x) corraspondents a & @ & condigﬁq de c@%t&rn
no f£(x) = |x| em 8G (o contdrno de G‘), |
Provaremos que (k) & uma barreira local para SI em O & ﬁ . De
fato, l°) U(x) é harmonlca em QN3 , em.v1rtude de ser fungao
de Perron. 22) De acbrdo com oS teoremas 4.3 e 4.4, segue- se que

U(x) & contlinua em todos os pontos de G - Q} s 39) U(O) = 0 ,
provaremos a seguir. 42) Admitindo que U(0) = 0 .segue-se que
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U(x)>0 para x € QNB pelo teorems do mdximo - minimo para
fungoes harménicas. Resta provar 32. Para isso definimos 2s50-

ciado a cada € >0 os nimeros:

m, = min U(x) e \ME = max U(x)

lx|=¢ [x|= ¢
Desde que u =0 & uma subfung'_a',o, obtemos Os.mes M. e portanto
0<1lim inf m_<1lim sup m_ < lim sup N,
e=0 £~ 0 e—~+0
Se provarmos que lim sup Meso , as desigualdades acima trans~

formam~se em igualdades e teremos que U(x)—=0 gquando x— 0 ,

finalizando a demonstragéo. Suponhames, por contradigfo que
(9) lim sup M, = a>C .

Sendo B = BR(O) 'tomamos B! = BR/k ( 0) onde k>1 .

Definimos U'(x) = U(k x) para todo x € G' , onde G' = B' - ¥ ,

E claro que U' ¢ harmbnica (II-teorems 1,2). Sendo Ml =

max U'(x) , entdo 1lim sup ME = lim sup Mé = a , Agora, pax_-a'
x| = € g0 . e=0 |

X € 0G'N 3B' +temos U'(x) = R e pelo teorema do mdximo para
fungdes harmdnicas U(x)<R . Desde que B8G'N dB' & compacto e-

xiste e¢<1 (independente de x ) tal que
(10} Ux)<ec U'(x) para x € 9G'N 3IB' .

Para a parte restante do contdérno de G' , isto é, 3G'NE , temos
U(x) = |x] e U'(x) = U(kx) = k|x| . Portanto

% U'(x) para x € 8G'NEK

(11) U(x)




i
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De (10) e (11) resulta U(x)<d U'(x) , d<1 , pare todo xeaG'.
Se mostrarmos que | |
(12) | U(x)<d U (x) para. X & G
obtereﬁos
lim sup'MEs d lim sup M = & a<a y

o que contradiz (9), e a demonstragac do teorema estard termina~

da. Para demonstrar (12), procedemos do seguinte modo: seja

M = sup [U(x)‘ - d U'(X)l

- XeG!
A fungao
11
|X ln—2 Rln—2 -
u (x) =M T T para X # 0
' En—2 - R n-2

1

(onde Ri & o raioc B' , isto &, Rl = R/k ), é harmdnice em?
R#—{O} e ué(k) = M para |x| = ¢ e ua(x) = 0 paré || =§R .
Desde que  U(x) - d U'(x) ¢ harménica em &' e menor ou\igﬁal
a u.(x) no ¢ontérno de G = (B' - B_(0)) - K, segue-se qﬁe
U(x) - d U{(X)S'us(x) 'péra todo x & G, . Agora dado X ¢ G}
ﬁe(x)—é 0 quendo €-»0 e portento U(x) -~ d U(x)€ 0 se

x £ G' , que é precisamente (12).

8§ 5. A fungdo de Wiener

Seja QO uma regifio limitada do R" com conteddo dé

Jordan. Entdo existe uma sucessgo de regiodes N, tais que:
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le) UKt = 25 29) Ilk ¢ uma regiZo de Dirichlet, isto &, o
problems de Dirichlet paras dados continuos em rk (o contdrno

de 'Qk ) é solivel. |

A existénecia de uma tal sucessio pode ser vista do seguinte modo.

Tomamos reticulados do R" por planocs

Xy=ma, Jj=1l,.0.n 3 m=0,21, £2,.,, |

onde «¢ ¢ feito, sucessivamente, igual 2 1, 1/2,,..,1/2k,.,. .
Para cada valor de a , por exemplo 1/2k s tomamos o conjunto
Qk dos cubos do reticulado de malha 1/2k ihteriores a Q.
Pelo fato de Q ter conteuddo de Jordan, segue-se que a condicgao
19) & satisfeita, E do fato de que 2, satisfaz & condicgo do
coﬁe segue-se que elas s30 regides de Dirichlet.

Agora; associada a uma dadé funcao continua f{x) em [
determinaremosruma fungao harmdnica u(x) em £ , que, no c¢caso
.de o problema de Dirichlet ter solucio coincide com f(x) em [,

Chamaremos essa funcao wu(x) de funclo de Wiener. A idéia de

éeparar a resolucdo de problema de Dirichlet em duas etapas:
la. a determinagaoc da fungio de Wienmer wu(x) , 2a, a questlo dos
valores de w(x) mno contdrno, essa idéia se deve a Lebesgue e
Wiener, sendo gque o ultimo pds a guestio em t8rmos precisos. em
um artigo,pubiicado em 1924 no Journal of Mathematics and Physics
(MIT).

A fungao de Wiener, associada a uma regido Ef e & uma
funéﬁo f(x) continua em [, é'construida do séguinte modo.,
Primeiro, extendemos f(x) éontimuamente a0 interior de [ ,

isto é, a regigo Q ., Segundo, consideramos ums sucessao de re-
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gi%es Q. como acima. Terceiro, seja uk(x) o solucio i ?ro-
bleme de Dirichlet na regifo Q, com dados do contdrno f{x)

. + Quarto, resulta que a sucessdo (uw, ) € uniformemen-

te convergente e, portento, ela define ume fungio harmdnica = u(x)

sdbre [

em £ . (Cfr. teorems II-10,2). Bassa & a fungao de Wiener., Dos
quatro passos ecime, trés merecem comentdrice. Isso serd feito

nos trés lemas seguintes.

Lema 5.1 - A sucess&o (uk) definida acima converge uniforﬁemen-
te em 2, '

Demonstracgo -~ Dividiremos esta demonstragdo em trés partes.

| | la. parte. Se f£(x) & um polindmio subharmﬁﬁico
em.‘nf, entﬁo.a SUCEeSSA0 (uk) associada converge uniformeﬁente.
De fato, pelo teorema do mdximo para fungles subharmdnicas segue-
-se que a Sucessao (uk) é ndo decrescente. E desde que, aé fun-
goes luk(x)l sdo limitadas pelo mdximo de |F(x)] em ., séguen
-8e qﬁe uk(x) converge pontualmente. Usando o teoreﬁa II~%O.6
concluimos que (uk) converge uniformemente sObre compactoé con~—
tidos em 0 , Aldm disso, sendo Uy uniformemente limitedas, se-
gue-se que (u,) converge uniformemente em Q .

2a. parte. Se f(x) ¢ um polinfmio em Q , entao :(uk)‘ caqvergé
. uniformemente. De fato, seja M uma constante tal gue |£>fo)[%
< M pars todo x em & . Portanto, f£(x) pode ser escrité como

a diferen¢a de dois'polinﬁmios'subharmﬁnioos
f(x) = (£(x) +-M|x|2 ) ~ M|x|2 , [x|2 = |xl[2 +.n,+lxn|2 .

Se jam (uk),(vk) e (wk) as sucessdes associadas com as

fungoes f(x), £(x) + M[xl2 e M[xl2 . De acdrdo com a la;éparte
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temos que (vye) e (w,) convergem uniformemente; desde que,

u = Vi T W Segue-se que (uk) também converge uniformemente;

Ja. parte. Se f(x) ¢é uma fungdo contimua qualquer em 0 , en-
t80 a sucessao (uk) a ela associada converge uniformemente. De
fato, dado € >0 determinamos, pelc teorema de aproximacdo por

polindmios (Weierstrass), um polindmio P(x) tal que
(1) I£(x) - P(x)] <e .

Se jam (u,) e (v,) , as sucessdes associadas & f e P , res-
pectivamente, Pela 2a., parte, a sucessdo (v,) converge unifor-

memente € portanto

(2) ]VJ - Vk[<51 Para‘ Jok>d .

or outro lado, segue-se de (1) usando o teorema de méximo pars

fungdes harmdnicas que
(3) |, - vk|<5€ para todo k .

De (2) e (3) obtemos pela desigualdade do tridngulo que
[uj - Ul e para J,k»dJ ,

o que conclue a demonstragao do lema 5.1,

O Jemz 5.1 garantindu‘a convergéneia uniforme de (uk)
traz como consequénecie a construgio de uma fungio harmdnica u(x)
qué parece depender dos pascos 1 e 2 acima, iéto_é, da sucessio
(flk) e da extensao de f(x) para Q , coisas que obviamente
nao ss0 univocamente.determinédds por O e f(x) em [, Os le-

mas, ataixo, mostram porém, que u(x) independe de (Ilk) e da
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extensdo de f(x) .

Lema 5.2 - A fungdo de Wiener wu(x) independe da particularisue

cessao de regides (Ilﬁ) .

Demonstracéo ~ Baste provar o lema pars 0 caso em gue 'f(x).;é
um polind®mio subharmdnico. Neste caso, sejam ;
(flk) e (fl ) duas sucessoes de regides de Dirichlet taiséque
uQ, = UQ) = . Sejém '(uk) e (uﬁ) as sucescoOes nao de?reg
centes de fungoes harmbnicas associadas, Como fol visto na lé.
parte do lema 5.1 ambas &s sucessoes conveﬂgem unlrormcmepte pa-
ra funcBes harmdnicas u(x) e u'(x) respectivamente. PTovare—
mos que u = u' , Pela construgdo de u e u' a partir do.polg

némio subharmdnicoe £(x) segue-se que
(3) _  fgu e f<gu' .

Por outro lado, dado x £ fL, &le pertencerd 808 flk a par%ir
de k , digamos, e 808 Ilk a'parfir de k' . Desde gque em ir"é,
up, = f , segue-se pelo teorems 40 méximo para fungBes harmﬁﬁicas
que | - | E

u (%) < ulx)

e portanto u;j(x).su(x) ‘para todo Jjak'.. Dai u'(x)s u(x)% .
Anélogamente, prova-se u(x) s u'(x) . Conecluida a prova 4o l?ma.
Lema 5.3 -~ A fungdo de Wiener u(x) independe da particular%ex—

tenséo deg f(x) .

Demonstracio - Sejam fl(x) e fg(x) duas extensoes continhas

da fungao f(x) dada em [ . Entéo £,-f, é zero
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em ["a Dado &>0 escolhemos uma vizinhanga de [ onde Ifi—f2|<

< € . Se tomarmos k suficientemente grande de modo gque r es-

k
teja contido nessa vizinhanga, ent3o
(3) [uk - Vkl < g
onde (uk) e (vk) 'sdo as sucessOes associadas a £, e £,

respectivamente. De (3) concluimos que sendo ¢ arbitrdrio tere-

mos W =V .,

. § 6. Regibes ilimitadas e o potencizal condutor

Até agora nos 1imitamos ao estudo das regides limitadas,
Regioes ilimitadas sdo, porem, importaﬂtés e para resultados do
pré#imo pardgrafo necessitamos estudar o problema de Dirichelet
para tais.regiﬁes.

Seja Q' uma regifio limitada do R" . Consideraremos o
problema de Dirichlet na regiao £ définida como o exterior de

fi‘:. Tal problema recebe o nome de problema exterior. Observe

que o tipo de régiﬁo ilimitada considerada aqui é um tipo parti-
culér: Q contém uma vizinhanga do infinito. Regibes do tipo qua
draﬁte, isto é, quando o contdrno torna-se ilimitado, nao serao
conéideradas aqui. |

O problema de Dirichlet seria determinar uma fungdo
u{x) harmdnica em Q e igual a uma fungdo éontinua f(x) dada
em [ . Tal problema, em geral, nao teria solugao dnica, como

mostram os seguintes exemplos.

Exemplo 1 - Regido: exterior da bola unitdria no plano. Dados de
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.
, ~ . | .
contdrno: f(x) = 1 ., Solugdes do problems de Dirichlet exterior:

u(x) =1 e u(x) = loglel|x]|) .

i

Exemplo 2 - Regifio: exterior da bola unitdria em RT , 11a3é. Da
| dos de contdrno: #£(x) =1 , Solugbes do problemﬁ X

terior: w(x) =31 e ulx) = 1/|x1n“2 + Para termos unicidadé de~

veremos impor alguma condicdo no infinito., Mostraremos que sé &

seguinte condicao adicional for imposta ter-se~d unicidade,

Caso n = 2 - u(x) € limitada.

Caso n 2 3 -~ Existe ums conshante M>0 e wm ponte y tal que

vara todo x € Q temos |u(x)l =< M/]x-—yln_2 R
0 sstudo do problema de Dirichlet pars regides ilimitadas
serd feito com a ajuda de inversodes. Seja B uma bola contiﬁa em
7 que sem perda de generalidade suporemos unitdria e cent}ada
na origem. Entfo, inverteremos O com relagdo a B obtendoéuma
regigo ¥ . Designarémos os pontos de Q* por x* isto é; XH*
¢ a imagem de wm ponto x de Q ., O contdrno [* de Q¥ ééa

imagem de [ .

Teorema Ho.l - (Unicidade)ﬂ 0 problema exterior de Dirichidet poﬁ

a condicdeo adicional tem, no mdximo, uma solugao.

Demonstragio - Seja w(x) uma funcio harmbnica em N que & igual
a £(x) em [ e gue satisfaz & condigdo adiecional,

USando o teorema da transformagao de Kelvin concluimos gque

1

g

w(x) ,
o

(1) u*(x*) =

o, ~ Ny ;
onde x* = x/|x|° , é uma funcdo harmdnica em F menos a origem.
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Mas?nas vizinhangas de x* = 0 , obtemos usando a condigao adi-
ciohal, i

o M
(2) Il i S

0 gue implica qué a origem seja ume singularidade removi#el da
funéao harmdnica wu*(x*) ., Dal se segue que u*(x*) & a solucgdo
do problema de Dirichlet (interior) na regifio 0¥ com dadds de
- contdrno

1

(3) £x(xx) = e |52

f(x) em [ .

"Isso completa a demonstragao da unicidade.

Teorema 6.2 (Existéneia) - Se a regifo Q7 & delDirichiet, en—

t80 o problema exterior com a condicio adicional tem

solucao.

Demonstracio — Partimos agora da regifio Q¥ com os dados de
contdrno F*(x*) em (3). Desde que O* ¢ de
Dirichlet segue-se gque o problema de Dirichlet (interior) tem

solugdo ux(x*) . A fungfo

-1
[Il-2

u({x) =
Ix

ux (x*)
¢ harmdnica em Q e parar x em | temos
£%(x*)

que por (3) ¢ igual a

u(x) =




|
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Além disso desde que ux(x*) & continua em QO - temos que a
condicao adicional para u{x) ¢ gatisféitaa Isso completa é de~
monstracao do teorema 6.2. o i

0 feorema 6.2 nos diz que o problema de Dirichlet exte- -
rior pare (1 serd solivel se o for para N¥ , Mesmo que h'%ro—
biema exterior para O n&o tenha solucdc é importante ter a?fug
cio de Wiener. Esta serd defimida por inversso. Se jam (ffk)éuma
sucessio n¥o decrescente de regites ilimitadas cuja unifo & ;fl
e tais que fp; 880 de Dirichlet., Dada a fungao f(x) contﬁnua
em [ definimos a funggo de Wiener u(x). como © limite dez
uk(x) onde | |

(%) :-T—%E:Ed wy % (x%)
x |2 .

sendo uk*(x*) a solugdo do problema de Dirichlet em Il; pom

dados de contdrno

. . 1 ’ *
Tr(x*) = — f(x) em | )
. Ix*lnma k

A convergéneia uniforme de (uk) é consequéncia do fato de
ui(x*) também convergir uniformemente.

Uma funcdo de Wiener particularmente importante é o cha-

madolpotencial condutor que corresponde aos dados de contﬁrnh
f(x) =1 para x em [ e f(x) zero no infinito, ou mais bre—
cisamente f(x) watisfazendo & condicfo adicional do oomegoédég
te parégrafo.r | .

| Repetimos o cohceito de potencial condutor de um conjun—
to fechado'limitado_ Q' : éa fungao de Wiener corresponde a0

problema de Dirichlet exterior em O (o complemento de {' )écom
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os dados de contdrno L em [ e Zero no infinito., Com ela defini-

remos a nog¢#o de capacidade no préximo pardgrafo,

§ 7. A nogio da capacidade

Neste parégrafb introduziremos a nogao de capascidade no
sentido de Wiener. Apresentaremos algumas propriedades da mesms
e uma importante éaracterizagao dos dominios de'Dirichlet usando
€sse conceito, Todos 8sses resultados foram desenvolvidos por
Wiener, Kellogg e Bouligand na ddecads de 1920, Mais tarde de la
Vallée—Poussiﬁ extendeu e melhorou o conceito de capacidade. Ba~
ses mais axiomdticzs foram langadas por Frostman em sua tese
(Lund, 1935). Trabalhos mais modernos devem—se a Henwyi Cartan,
Choguet e Brelot. Consulte a bibliografia no fim do nosso traba-
1no. |

Seja A um conjunto limitado do R" . A capacidade de A
¢ definida como sendo

0
BT

-

onde u ¢ o potencial condutor de A (o fecho de A ), I ¢ uma
superficie gue contem A em sel interior e a derivads tomada é a
derivada na dire¢go da normal interior, |
Pelo teorema de Gauss segue-se gue a definicdo acima independé da
particular superficie [ tomada.

Os dois seguintes lemas sdbre capacidades s3o utilizados

na demonstragao do critério de Wiener.
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Lema 7.1 - Se A & um subconjunto de B entdao y(A)s y(B) .

‘Lema 7.2 -~ Seja A um conjunto limitado fechado do R™ eom'ca—
pacidade y >0 . Entdo, o potencial condutor u(x) de

A satisfaz & desigualdade

i ¢ u(x) < i
x-p |27 k|2

~onde
|x~p| = inf Dxmyl:_yeA ] e
| x-P | =‘sup lx-yl: yea ] .
Para a demonstracs.o dos lemas acima, citamos o artigo de Keliogg

no Proceedings of the National Academy os Sciences, em l926§

Teoreme 7.3 (Wiener) -~ Seja p um ponto do contdrno ¢E~de unma

regigo limitada Q ‘ém Rn', e seja A um ndmer?
fixo, O0<A<1l , Seja yh s capacidade do conjunto (Bk"Bk+l? - Q,
onde B, ¢é a bola do centro D e raio AY . Entdo, o ponto p

¢ regular ou nao, conforme a série

.
2 (yy /AN
n=1

diverja ou convirja,

Uma demonstracao do teorema-aoima'pode ser encontrada no liﬁfo de

Kellogg, pdginas 331 a 334. Esga demonstracéo ¢ mais simples gque

a dada originariamente por Wiener. |
Usando o teorema 7.3 prova-se (confira Wiener ~ The Diri—

chlet Problem, Journal of Math. Phys, 1924) que a origem nos%exeg

'plos 1l e 2, abaixo, é, respectivamente, um ponto regular e.um pon

t0 n&o regular. Os exemplos se devem & Lebesgue.
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Exemplo 1 - Seja 8 a superficie obtida pela rotagao da eurva

y=x , x20, em tdrno do eixo dos x ., Seja QO
a regifo entre S e a superficie da bola unitdria, de modo que
se tenha um ponto cuspidal reintrante. A origem gque pertence ao

contérno de N ¢ regular.

Exemplo 2 - Uma regido andloga & do exemplo anterior com & dife-

renga que a curva que gera 0 ponto cuspidal &

-
¥y = e X 4 X:ao »

A origem é um ponto nao regular.
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orpfTULO TV

PUNGURES HARMONICAS NO _PLANO

Sumério, Negte capitulo, deter;nosmemos examinando gquestoes inn
trinsecas 4o caso plano. O método “de Wourler é apresentado no g 2,
sendo precedido de uma 1ntrodugao 5 teoria cldssica das sérles de
Pourier no § 1. 0 autor n&o resistiu a tentacao de discutir em de
talhe condngoes suficientes para a convergéncia pontual da serle
de Fourier, e resulton o § 1 mais longo do que é necessdrio para
‘0o uso no presente capitulo., Nossas demonstrag¢des, no § 2 fazem
uso de propriedades gerais de fungdes harmdnicas demonstradag no
capitulo IT, o § 3 introduzimos os conceitos e teoremas sﬁb?e
representacido conforuwe que serdo utilizados no parégrafo segﬁinte.
Neste pardgrafo (§ 4) estabelecemos a equivaléneia entre a pOSSl—
bilidade de Tranaformar conformemenfe uma regifo M0 1nterﬂor do
disco unitdrio e a solubllldade do problema de Dirichlet, .isto @,
exigténeia de fungao de Green. Isso nos oferece um método da re~
solver 0 problema de Dirichlet no plano usando representagao con

forme.
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§ 1, Séries de Fourier

Consiééramos“aqui A classe ( das funéﬁes f satisfazen
do 4s seguintes promrieﬂades: 1) £ ¢é uma funcéo real de varidvel
real; 2) £ ¢ periddica de periodé 2 3 3) f €& localmente in
tegrdvel a Rieménn, isto é, integrdvel em_intervalos} Essa classe
inclue as funcbes continuas, as fungdes continuas por partes, as
fungﬁeé de vériagﬁo limiteda, t8das elas definidas em [T ] e
pfolongadas ﬁeribdicamente (periodo_ETT) pard s reta inteira.

Ume funcao f(x) €& dita continue por pertes se ela tenm

apenas um ndmero finitg de.pontos de descontinuidade RKygeonsX,
- e em cada pontb X, @ funcdo tem limite & dirrita f(xk + 0)
e limite & ésquerdé £(x, = 0) « _

Os coeficientes de Fourier de ume fungdo £ de P sdo

definidos por

3|
8, = %-”/nf(t) cos nt 4t , n=0,1,2,,.,
~T -
l T
bn = ﬁ‘.[ f(t) sen nt dt , n=1,2,...
_'ﬂ.

e a série de Fourier associada a f(x) 4

£o * ;Zi (an cos nx + b sen nx)

A pergunta natural que se apresenta € se a série de

o=

Fourier da fung@o f£(x) representa esta funclo. Mais precisa-

mehte, a sucessao das reduzidas da série
_1 : :
‘sn(x) =5 a, + 321 (a;i cos jx + bj sen jx)

convergem para f(x).
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Em ge tratando de convergéncia de uma sucessao de fungotes defe-se
precisar que tipo de convergéneis consideramos: convergéneias pon-
tual, convergéncia uniforme, aonvergénéia na noxma do aﬁg ’ étc.
Neste pardgrafo con31aeraremos apenas- os dois prlmelros tlpos de
convergen01a. No capitulo V trabalharemog com espagos de fungoes
é teremos oportunidade de considerar outros tipos de convergenci&.
0 espago .ﬁz das fungdes de quadrado somdveis a Lebesgue serd in
troduzido e mostraremos gque as fungEes désse espago S&0 représenu
tdveis por suas séries de Fourier, i.e., 2 sucessao das redu%idas
sn(x) converge para & fungéo no sentido da norms 4o espago;j
'No presente pardgrafo daremos uma condicBo necessdria e sufiéien—
‘te para que em um ponto x , S, convirja para £ . Desde-qﬁe
neo é 6bvio decidir-se ume funcéo satisfaz a tallcondiqaq, vﬁ_
rios testes foram imaginados, os mails convincentes sendo o8 de
Dini, Jordan e Te la Vallée-Pousin. |

Visando a anallse da diferenga s (x) - £(x) , temos;os

dois segulntes lemas de facll demonstragao.,

Lema 1.1 - Para f(x) em ¥ temos

8 (x) = lﬂf(x +8) D (%) At ,

onde 'Dn(t) 4 o n-ésimo nicleo de Dirichlet

_ ( 'l' 2)%
Dy() = BgRlE/Z

Tema 1.2 - Para f(x) em ¥ , temos

'TI' :
s (%) - 2(x) =& f o(x,t) D (%)
-



-121-

onde
(2) o(x,t) = 3 [E(x+t) + £(x~t) = £(x)]

Na demonstragao do lema 1.2 utilizamos & identidade

.ﬁ .
f ‘Dn(-t‘)' dt

~T

1 =

=]

qﬁe pode ser obtida aplicando o lema i.l a funcdo f£(x) =1, lem
bréndo que os coeficientes de Fourier de tal funcdo sfo todos nu-
los, a excepgao de a, - |

A geguir demonstraremos ¢ importante lema de Riemann-Le-
besgue que terd grandes implicagﬁesvnas nossas consideragbes poé—r
teriores, como sejam "localizar" o problema da convergéncia ds

gérie de Fourier e dar o comportamento dos coeficientes de Fourier

guando n-—eow .,

Tema 1,3 (Riémann—iebesgue) - Para f(x) integrdvel em um inter-
velo [a,b], temos
b | | b
‘1lim f f(t) cos nt dt = lim f f(t) sen nt dt = €
a

n— 00 n—=+=0o
)

Deﬁonstracao - 12) Se f£(x) ¢é constante em [a,b] , o resultado
| Begue-se imediatamente porgue ambas as integrais
580 majoradas por M/n onde M ¢ ume constante. 2¢) Se"f(x)
for uma fun¢do simples, isto 4, [a,b] = ﬁj Ij e £ constante
em cada Ij', entdo o resultado se segue %;ia linearidade da in-
tegral e aplicando 19, 3¢) Se f£(x) ¢ uma fungio integrdvel, ar

bitrdria, ela pode ser aproximada, a menos de qualquer £ -dado,

por uma fungdo simples o(x) ; isto &:
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f: £(t) dt - fb cp.(‘b) at -

< E

a

Isso pela prépria definicao de integral, pois a segunds integfal
acima pode ser tomada como ume some inferior de Riemann da fuﬁgéo '

f(x) . Entéo

+ lf-@(t) sen nt,dt

ra

n o B

f £(t) sen nt 4t |< \fa [f(t')—(p('t)] sen nt dt

e, . ,

onde a Ultima integral tende a zero guando n—=00 em virtudé

de 19, e a primeira integral no gegundo membro, em virtude 3eiser

o(t) < £(t) , é menor que’ e(b - a) . | |
Inspirados no lema de Riemann—Lebeégﬁe e observando q?e

a integral em (1) pode Vir a dar dificuldades nas vizinhangas%de

t = 0, onde © gen(t/2) se anula, seperamos & referida inteéral

em duas: J& er “[m; & & um nimero fixado 0<6<T . A segunde

e
integral pode ser escrita como

Bl

f z ggifﬁ}g) sen(n + 1/2)t dt

&

que & igual a _
M ' - ‘
,[ 2 tgng}zj sen nt dt + ./im(X,t) cos nt A%

as quais pelo lema de Riemenn-Lebesgue tendem a zero quando o
n—=c0 uma vez gque em [8,T] a tangente no denominador nio causs
embaragos, A primeira integral, também pelo lema de Riemann-lie~

besgue terd o mesmo limite quando n---00 que & integral
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s o _
.[ 2-$éxf§}2) sen nt dt

]

a qual por sus vez tem 0 mesmo limite que a‘integrai
<}

o(x,t) |
] T3 sen'mnt at
Q

pois

=

1
Jé o(x,t) [2 Ta(5/2) " %~]sen nt.dt-**o R

0
Resumindo, temos 0 seguinte resultado conhecido como o principio

da localizacsdo de Riemann.

Teorema 1.4 - Seja £(x) ¢ P, Entdo, a condigho necessdria e su
ficlente para que s (x) convirja para Ff(x) em

um  determinado ponto x € que, para qualquer &>0

- 00 !

, o S :
(3) Lin ./' 49L%ijl gen nt 4t = O
' c

onde o(x,%) estd definido em (2).
Vemos pelo teorema acima que a convergéneis da série de Fourier
em um certo ponto x depende t80. somente do comportamento de
f(x) na vizinhanga daguele ponto.

Como observamos antes, a condigdo adima dada no teorema
1.4 ngo langa muita luz na questao de como é a fungao f(x) bpara
gue sua série de Fourier a fepresénte, Conhece-se vafias condi-
goes suficientes a'que. f deve satisfazer para que (3) se veri~
fique. Nenhuma condigfo necessdria e suficiente simples- foi des-

coberta até hoje. Sabe~se que somente continuidade da fungdo f(x)




nao € suficiente, conforme um eﬁemplo de Fejer (cfr. Titchmaréh,
p. 416). Uma demonstracao de que existem fungodes continuasAcuéas
séries de Fourier sao divergentes pode ser dada usando o teoréma
de limitagBo uniforme, que ¢ um resultado bdsico em andlige fun-
cional, A derivabilidade de‘ f(x) ¢é condiclo suficiente maa @ué
to forte para muitos propdsitos. Appesentaremos agul dois teofen

mes gue dao condigoOes suficientes mais fracas que a continuidade.

Ume fungdo £(x) € P ¢ dita-satisfazer 4 condicao de Dini em?um

ponto X se existir &6 >0 tal que
: s .
f (X, 8) g4
t
o

é ume integral convergente.

Teorema 1.5 - Se f£(x) ¢ P satisfaz & condig8o de Dini em umé

ponto x , entdo s, converge para f naguele:

n

ponto,

A demonstracio é uma consequéricia triviel do teorema l.4 e do

lema 1.3. '
Surge agors & perguntas que'fungﬁes satisfazem & condi-

c8o de Dini? Pesquisemos a forma de m(x,t)/t :

Ei%}jl = %—{%-[f(x+t) + f(x-tj]- f(x)} .
Supondo f(x) normelizeda, isto 4, f£(x) = i/2 [f(x+0)+f(x—0ﬂ |
- teremos | | | ’ E
(2,8) _ 1 £(x+t) = £(x+0) , 1 f£(x-t) - £(x-0)
t 2 : 4 2 t

e supondo que o8 limites das duas expressbes no 22 membro exib—

tem quande t-—= 0 , chegaremos a que



-125-

el <y
e supondo f(x) continua em um intervale em t8rno de t (possi-
velmente descontinuva em t ), teremos que {(x,t)/t é‘continué'
em um certo intervaleo [0,8] e portanto & condiglo. de Dini fice
satisfeita, :

Resumindo temos

Teorema 1.6 - Seja f € Ff e suponhamos gue em um ponto x ela

satisfaz Hs seguintes propriedadeéi

(1) £(x) = 3 [£(x+0) + £(x-0)]

(ii) existe n >0 +tal que £(t) & continua em (x,x+n) e
(X-n!x)

(iii) os dois limites abaixo existem .

f(x+1t) f(x+0)

1im
t—>0

f(x-t) - £(x~0)

lim
t-=0.

cH |l

Entao, neste ponto x , 8 converge para I .

!
Exemplos de fungdes que satisfazem a essas proprisdades
em todos os pontos: 1) funcdes de classe dl s 2) fungdes conti-
nuas com derivadas & esquerda e & direita em todos o0s pontos;
' 3) fungdes continuas por partes e tais que o0s dois limites em
(iii) existem; essas sZo as fungdes quase diferénciéveis (efr.
Fulks)., No exemplo 3) elas sdo normalizadas, isto &, (i) é sa-
tiéfeito, e para isso modificaremos se necessdrio o valor da
fungdo em um nimero finito de pontos no intervalo [-1,1] ., Ape-

sar disso, 08 coeficientes de Fourier ficam inalterados e igual-




~126~

mente a questdo da convergéncia da série de Fourier nos demais
pontos. O exemplo 3) dd ume classe mais geral de fungBes que in-
clue as do exeuplo 2) e portanto,,taﬁbém'do exemplo 1).

Dessas observacgOes concluimos que vale o seguinte

Teorems 1.7 — Seja £(x) continua por partes em [T,T] e talgque
£(=T) = £(m) . Suponhamos além disso que em to&c
ponto x de [-MT] as condigdes (i) e (iii) do teorema 1.6 sé
conservam. Entao sn(x) converge para f(x) em todos os poﬁtos
de [-N1] . '
0 teorema 1.5 nos dd4 uma condigdo suficiente para que
n

s_(x) convirja para f(x) . Uma outra condigao, devide a Jordan

¢ apresentada no teorema abaixo.

Teoremas 1.8 — Se f ¢ P & tal que em tdrno do ponto x exiéte

um‘intervalo'[x—é , Xx+6] onde f ¢ de vafiagao
limitade e normalizada, i.e., f£(x) ='1/2 [£f(x+0) + £(x-0)]

entao sﬁ(x) converge para f£(x) .
Demonstracio — Sendo f de variagfo limitada, decorre que ¢{(x,%)
também o é, e como

o(x,t) = %-[f(x+t) + f(x-t)] - %-[f(x+0) + £(x~0)]

segue-se que quando t —~0 , entao of(x,t)—0 .
Ora, tdda fungfo de variagio limitada é a diferenga de duas fun-

¢%es positives crescentes
o(x,) = 9q(8) = 9p(t)

onde ¢, € ¢, podem ser tomedas de tal modo que tendam a zero



~127 =

quéndo- t—0 .
0 resultado do teorema seguir-se-4 pelo teorema 1.4 se mostrarmos

que existe §>0 tal que
o)

(4) 1im j( ¢lit) sen nt 4t 0
o _

I ->00

e fato ﬁnélogo para ¢2(t) . ‘
Dado €>0 ‘existe n tal que ¢,(t)<¢e para % <n ., A integral
em (4) serd decomposta em duas: “gn e Jgé . A Uultima teﬁde a
‘zefo quando n-—~00 pele lema de Riemaﬂn—Lebesgﬁe. A segunda se~
rd calculada pelo segundo feorema de média do ecdleoulo integral_

n o no |
J[ @lit) sen nt dt = wl(nb/ -59%—23 dt-, 0<¢ <7,

o A

o

& qual é igual a

' un gen s
<P1(TJ) / s . ds
ng

que tende a zero quando n-mo .
O teorema 1.8 contém como caso particular o resultado de
Dirichlet para fungdes com um numero finito de pontos de descon-

tinuidade e de mdximos e minimos em Eﬂfﬂ] . Pungoes satisfazendo

e esses condigdes sdo dites satisfazer s condic®es de Dirichlet.
' Deternos-smos um pouco para examinar & convergéncia uni-

forme da série de Fourier, Temos o seguinte

Teorema 1,9 ~ Se f(x) & continua em [WT], com derivadas conti-

nua por partes e £(-T) = £(T) , entdo sn(x)

converge uniformemente pars -f(x) no intervalo Eﬂhﬂ] .
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Demongtracae - Designando por aﬁ e bﬁ 0s coeficientes de?Fou-

. ! ‘ [ 1 — '
| | rier de f'(x). obtemos ay = nb, g b} = na, .
Usando a desigualdade de Béssel temos

. :

2 oo _
- oal s : , P _
(3) Oy 2{; (a1 + 01%) < & “[ (£'(1))% at
n=l -
: -~
Usando a desigualdade de Schwarz temos
ls (x) - s, (%) | = | ég; (éj cos jx + b, sen ix) | <

- o . 2,1/2
& éi& (aj_ i bj }

Usando novamente a desigualdade de Schwarzs .
' ' A
2 2,1/2 2. ,2\1/2 o 1.\1/2 2.2
(a2 +3,0YF = Y2 (2 307 P0) (agPe?)
que € ﬁenar_ou igual a
-
S 1/2
(ii-%?) -.%-](f'(t))z at .
n+l J "y
que tende a zZero quando n-—=00 .
Isso garante que sn(x) ¢ uma sucessdo de Cauchy na norme 4o md-

ximo. Desde que s (x) cdnverge pontualmente para f(x) , de

nl
.ac8rdo com o teorema 1.7, segue=ge Qque sn(x) converge uniforme~
mente pare £(x) em [77] . | '

Ume splioagéo finel do lema de Riemenn-lLebesgue é o se-
guinte |

J
constante o independente de n tal que

Leme 1,10 -~ Se f(x) ¢é de classe C, em ETNn], entao existq ume,
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a | < 2 e |b <2
_ nl Tl n' =g
A demonstracio & feita simplesmente usando a férmule de integra-~

¢80 por partes Jj vézes.

Coroldrio 1.11 - Se £(x) & de classe C, em [-T] , entdo
. m : -
ol |
7o v L (el + 1o, 1) <00

‘0 coroldrio 1.11 vale com condicoOes mais frécas_sﬁbre
f(x), isto &, admitindo apenas gque f(x) seja de classe Gl . A
demonstrag8o é como se segue. Tendo f(x) derivada continua con
cluimos, como na demonstragso do teorema 1.9 que (5) se verifica.
Entdo, usando a relagdo entre os coeficientes de Fourier de £(x)

e os de .f'(x) temos

f B o
(NI

que pela desigueldade de Schwarz é menor ou igual a

‘i""ﬁm ‘ i (lay P + [og (20>
AL K n¥

a qual pode ser majorada por
| e e /2
cffl(a' v oL 2))
T l k[ I 1{'|

onde C independe de m e n } pode ser 0 = 2; %b; .

Usando_(S) o fesultaao 56 Begue.
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#82., 0 problema”de'Dirichlet_para.o disco

Negta seccfo ilustraremos o método de Fourier que & muito
proficuc. ne resolug§o7de prob&emaS'émnequagﬁeé-diferenciais par-

clals. Este método, tambem chamado de método de separagao de va-

”uf’rlévels, con51ste, essenc1almente, e separar as varlévels 1nde~

- pendentes obtendo equagoes dlferen01a:s ordindrias e expressar a
-solugao como uma série de’ FOurler,‘

Usando coordenadae polares 0 problema de Dirichlet para
0 -disco pode assim ser enunclado' dada £(8) continua em 056¢
< 27T _e'tal que. £(0) = (zﬁ) ; determlnar u(p ®) continua no

_disco . Osp=sr , OS @ 2ﬂ e tal que

w1 Bﬁi 1 % .
(1) .l : E ap2 + 5 B + p2 , 52 = 0
(2)  ulr,) = 2(8) L

Inicialmeﬁte, inépirados_pel& excelenbe simemria do circulo ten-
‘tamos."a solu'gé“.o de (1) na forma 4'u(p,®) = P(p) Q(8) . Substituin
do em (1) e lembrando que P20 ou QEO implica w0 , o éue
néo:nos interessa,'obtemos " . |

@ 1 g - a°

By aor o, 2 e )
oy ae® P & gef
| B T2
S -

'Sendo o‘priméiro membro del(3) funéao sdmente de p e o0 segundo
membro fungao somente de'“Qi, concluimbs que tanto um como oniro

o deve ser 1gual a um parametxo EA » independente de p e 8 . De
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(4) 41 4+ a = 0
e

(5j - a®p + 1 @ Ap oo
dpa 3] ap 92

Devemos restringir A de tal modo que as solugles de (4) dejam
periddicas em 6 , Examinando as solucdes de (4) concluimos que
A deve ser da forma m2 , onde m € inteiro. Com A = m2 a,

solugao geral de (4) &
aﬁ cos m@ + bé sen m& ,

onde a' e bl s&o constanfes.

Por outro lado (5) tem duas soluctes linearmente indepen-
dentes,' pm e p"m ,» A Ultima néo‘interessa, pois conduziria a
u descontinua na origem.

Poptanto, para todo m intelro

m i o -
p (am cos md + by sen me)

é uma solugdc de (1),

Ndo € de se esperar que nenhuma deésas sdlugﬁes satiéfau
ga & condigdo de contdrno (2). Se tal coisa acontecesse f seria
da forms de seno ou cosseno, 0 que obviamente néo cobre o caso
geral, ) |
Tentaremos obter uma solugdo u de (1) .que satisfaga (2) combi-

nando as solucdes acima, Nessa conexdo, indagamos se existem cong

! f 3
tantes a  , bm tais gque
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m ' ' -
(6) al + mz‘l r (a_I;r cos m@ + b:::_ se;l ml@') = £(8) .

| Usando os resultados da secgioc anterior vemos que sendo
£(®) continua em 0<®<2T , contlnuamente derivdvel em
0<6<2Mn e F(0) = £f(2N) segue-se que ela é desenvolvivel em

gérie de Fourier. Entdo, para que (6) se verifique basta tomar

aé =-%-ao rm a& = ay e rm b& = bm
isto &
2 .
(7) » al = + fﬂf((a) ae
+) 2n
_ . A
: : on
(8) . al= 1 () coz m@ 4@
m _ﬂrm‘ ¥ T .
o,
. : 2.“
(9) - ..bﬁi=~-—lﬁ'[f(®)senm®a® .
‘ . T
0 - o

Agors provaremos que
: o |
ay + ;ﬂ p (an‘a_cos mé + by sen mé)
- mE | -
¢ solugdo do problema (1) - (2) . Em primeiro lugar, a série (10)

¢ uniformemente convergente pois ela ¢ majoradé pele série

(20 Flegl v 2 Clagl + Imal) s

a qual convergeu(cfr. § 1). Da convergéncia uniforme em Oﬁ;ﬁsxﬁ
gsegue-se gue a fungéo definida pela série (10) ¢ continua ai. Res
" ta demonstrar Que e mesma & harmbnica em O<p<r , isto &, no

disco aberto. Para demonstrar gue a série (10) é harmdnica en



o _ - . =133~ :
O<p<r' , mostraremos, em primeiro lugar, gue em gualquer disco

O<p<r' , com r'<r , a série (10) pode ser derivada térmo 2
térmo tantas vezes quantas quizermos. Isso por que a série
S _ w0 o
- RS 3
majore (10}, s as'dériﬁadas dé (ll),‘que sdo convergentes, mejo-
ram as derivadas de (10), 7
A harmonicidade de (10) segue~se, entfio, do fato que cada'térmo
de (10) & harmﬁnigo. |

A discussBo precedente pode ser enfeixada no seguinte

Teorema 2,1 ~ O problema de Dirichlet para o disco Ocpgr e

0gBeg2M
> 2 |
(1) ~ ®u ,. 1 3du 1 B%u _
' L 2 TP e YT e 0
(2) u(r,0) = £(8) ,

" onde f(©) ¢é continua em [0,2T], continuamente derivdvel em
(0,2M) e £(0) = £(2T) , tem por solugdoc

o\ .
o * ﬁi ( " ) (e, cos m@ + b sen me)

(12) u(0,8) = e,

| o =0
Observacio: No teorems 2.1 foi feita a hipdtese que ZF(8) seja

continuamente derivédvel. Isso, porém, ndo é essencial

para que o resultado do teorema seja vdlido. Isto é, 0 seguinte

teorema vale,

Teorema 2,2 - A funcio ul(p,®) definida pela série (12) para

p<r , e definids como sendo f(®) para p =1 ,




- . eom fk(®) dado no contdrno. Agqui
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é solug@o do problema de Dirichlet (1) - (2), supondo apenas :que

£(0) ¢é continua em [0,2T] & £{0) = £(271).
’ .

Demonstracao - usando 0 teorema du aproximagice de Welerstrass

£(0) pode ser aproximads uniformemente por p011~
némios trigonométricos fk(®) , tais que fk(o) = fk(2ﬂ) + Parse

cade k , a fungéo
| @ s
(13) k(p 8) = (k) E;}%Q (aé?).cos mo+ béki sen m@)
_ . om= _ | ,

definida no disco O<psxr é'soiugﬁb do probleme de Dirichlét
aék)‘; bék) sélo os coefici-
entes de Fourier de fk(®) . " "

Desde que fk(®) _converge-ﬁniforﬁemente para £(9) , segue—ée
que aék} (b é )) converge uniformemente em m para (bm;.
Portanto uk(p,®) conﬁerge uniformemenfé para  u(p,8) em todo

o disco O<pgr', r'<r. |

Ent8o, aplicando o teorema 10.3 60 capitulo IT ségue-se gque 8 50
lucdo do problema (1) - (2) é a fungdo definida em O<p<r pela
série (12) e em p = r sendo ijual a £(O) .

Neo & de sé esPérar'que (12) represehte 8 solﬂgﬁo\do?prcu
blemae de Dirichlet no disco fechado, igto é, inclusive ne gontdr-
no,. pois em tal caso u(r,8) seria o desenvolvimento em série
de Fourier de £(8) e sabemosréue nem sempre tal desenvol#imen—‘
to & f(@)_.

Einalizarémos éste pardgrafo mostrandd'que g represeﬁta—
ggo de u(p,8) pela série (12) ébnduz 8 férmula de POisson,ide-

duzida no capitulo II por outre processc, Com'efeito, ugando a
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definig8o dos coeficientes de Fourier

n
u(p,@) =-%ﬁ ~/2 fla) -do +
)
' © m 2 ‘
+ %-' Zi (%) f (cos ma cos m@ + sen mo sen m8) f(a) da
m= o .
e pela convergéneia uniforme da série com velagdo a a , u(p,®)

¢ dado pela expressdo
1 J( fa) [3;-+ z;i(r) (cos m@ cos ma + sen m@ sen ma)lda
m=
) ,

Lembrando que cos m@ cos ma + sen mwl sen ma = cos m(a ~ 6) =
- Re exp [im (a - 8)] , obtemos |

2 1 1
JC'f(a)_[Re 1o %—ei(a”e) - 5']da

ou- : om

- 2
u(e,8) %ﬁ ‘/F 5 L .~ @ 5 fla) da
0 r° - 2pr cos(a-8) + p _

i

E

u(p,®)

§ 3. Transformacio conforme

Lembremoe & definigéo de transformacgéo (ou representa-
¢ao) conforme, Uma tfansformagéo £ definida em R® tomndo va-
lores no R & dita conforme .em um ponto xo_ ge para qualquer
par de curvas Fl e ré qﬁe se interceptam em x° temos o &n-
gulo entre ri e FQ é igual a0 éngulo entre f(rl) e f(réJ.
No pardgrafo 1 do capitulo II observamos que no R™ y n>23 , hd

um ‘numero pequeno de transformacdes conforme enquanto que a teo-
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ria no R® ¢ muito meis rica. E isso se deve ao teorema seguinte

Teoremse 3.1 - Seja w = £(z) una fungéo analitica definids em u-

ma certe regifc Q do plano. Sntdo f£(z) ¢é confor-

me em +040 ponto 26' onde f'(zo) A0 .-

Demonstracio - Seja z = z(t) a equagdo de ume curva | quefpag

sa por Z, s Seja w(t) a imsgem da curva fq'ror
f ; 0 &ngulo de [ com o ei#o real no ponto oz, 6 dado pelo are
gumento de z*(to) ,;onde z, = z(to) ., Portento a conformalida-
de estard provada se demonstrarmqs que arg w'(to) - arg z'(to)
.8 uma, conatante independente da curve M, Mas, isso € verdaie

pois w(t) = £(=z(%)) 3 dai w'(t) = fi{z(t))z'(t) e

w'(t,)

- | t
| ;f'(zo) z (to)
o que implica
arg w'(to)l= arg f'(zo).+.arg z‘(to)
' Um fato notdvel é o de que t8da regido do plano pode ser

transformeda conformemente sbbre o interior do disco unitéric.

Rste teorems se deve a Riemann, e serd assim enunciado,

Teorems 3 2 ("Rlemann mapping theorem“) - Seja Q uma regifio (1.e.

congunto,aberto e conexo) simplesmente conexo que nao
é o plano todo. 3Seja P QL , Entso, existe uma e sbmente uma
fungdo snalitica w = £(z) tal que f(z ) =0, f'(z }>0 é'
f(z) cobre de modo blunivoco 0 interior do disco unitdrio {wl<.l.
Ume., demonstragao déeste teorema pode ser achada em Ahlfors (Blbl )
pg. 172, |

Uma pergunta natural € a seguinte: que relacao existe en-
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tre o contdrno de [ e a periferia do disco |w| = 1 ? O seguin-

te teoremz de Carathéodory dd uma resposta.

Teorema 3.3 - Se a reglao flrtem por contdrno uma curve simples
| [, entdSo a funglo f do teorema anterior pode

- ser exfendida continuamente até i“le estabelece uma correspondén-

" cia biunivoca entre [ e |z =1 .

Observemos que no teorema 3,1 exigia—se que £} fosse sim
plesmente conexa. E se isso n@o acontecer? As coisas se comﬁli—
cam; e podemos ter dois anéis circulares que n&o possam ser-trang
formados conformemente um no outro. Para maiores detalhes consul-

te o livro de Ahlfors, citado acima,

& 4. Funcéo de Green e func8o de Riemann

Seja 2 uma regiao nas condig¢des do teorema 3.3. Mostra~
remos que podemos determinar a fungéo de Gfeén para £ em t&€rmos
~ ‘ 3 '
da funcao £ gue aparece’no teorema de Rlemann.

ES
Com efeito, definamos

f(z) - f(w) '.

(1) - G{zew) = (2] 20wl

Nj

Re log

19, A expressg@o (1) estd bem definida pois se z € 22, por exem-
plo, |f(x)} <1, o que implica que o denominador em (1) nunca é
igﬁal a éero. . ‘ |

20, Nas vizinhancas de w , G € da forme - 1/2M log |z-w|+ h{z,w)

onde h ¢ harmdnica em =z , De fato
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f(z) = £(i0) + (z=w) £'(w) + (z-w)2 £%w) + ..
e dal ' ‘

“1- - k(z,w) _
ﬁ(ziw) =55 Re[léngfw) + log f?E%zf?w)—l l =
1

| 1 | k(z,w)
= = log|z~w| + 5= Re log —- ?
2T | e F(z) £(w)~1

onde a dltima expressao resulta sendo harménica por ser a parte
~real de ume fungdo analltica.
30, Dado wel e z e[, temos G(z,w) = O, Pois em (1) e

mos com = € [

i® - o
e ™ f(w)-1

G(z,y) = %ﬁ Re[log

Resumindo a discussdo acima temos ©

Teorems 4.) - Seja. Q ume regido simplesmente conexa do plano,
que ndo é o plano tode. Seja f(z) um fungﬁo de
Riemann do tipo do teorema 3,3, Erntio, Q tem fungdo de Green,
8 qual esté definida em (1). | o
A reciproca é também verdadeirs.
Teorema 4.2 ~ Seja fl‘uma regido simplesmente conexa do plaﬁo
que tem uma, funcdo de Green G(z,w) . Entdo Q

pode ser transformado conformemente no circulo unitdrio.

Demonstracdo - Seja z, © ponto de L que ird no -0 pela trang
formacio conforme f(z) . Entdo, a funglo f£(z) a
determinar deve ser, utilizando (1): |

G(z,zo) = %ﬁ Re log f(z) .
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Por outro lado -

G(z,2.) = - %ﬁ log lz-zol + h(z,zo)

o)

a designando por h*(z,zo) um conjugado harmdnico de h(z,zo) te

remos gque _G(z,zo) é a parte real da fungSo analitica

G(z,zo) + i H(z,2

2m

0) . [log |z—zo| + i arg(z-zo)1+

+ h(z,zo) + 1 h*(z,z

-

o)
Portanto

log f(z) = G(z,zo) + i H(z,zo) 4+ ie!

umea vez que dois conjugados harmbénicos de uma mesme fungao harmd-

nica diferem por ume congtante. Dail

f(z) = ¢ exp (G(z,zo) + i H(z,zo)) .
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CAPITULO V

0 BRINGIPIO DE DIRICHLET

Sumdrio. Dedicamos o capitulo final 8o principio de Dirichlet,

porque Este representa a transigdo entre & iteoria cldssica das

ia

quagoes elipticas e a teoria moderna. Em verdade, foi &le gue
forneceun as ideias para o grande desenvolvimento que as equagoes
elipticas tiveram recentemente., Em suma, O pfincipio de Dirichlet
inicliou téda umea nova'série de métodos gue se mostraram fortes pa
re abordar nio s6 & squaglo de Laplace e o problems de Dirichlet,
mas também, equacdes ellpticas de ordem superior e problemas:gen
rais de contdrno. | | '

No pardgrafo 1 fazemos alguns comenterioc sdbre ¢ prinoi-
pio de Dirichlet e apresentamos a lige¢8o entre o problema veria-
cional e o problema de Dirichlet; o raciocinio, ai, ¢ informal e
cremos ser o que era utilizedo por Dirichlet e Riemann, Como l&
observamos, as hipdteses A, B e C néo_os preocupavam motivo peio
gual seus arguﬁentos,careciam de jdstificagéo rigorosa. Logo; pog
tanto, o principio foi desacreditado e foil necessdrio guass meio
séeulo para que.o mesmo fosse rehabilitado. Coube & Hilbert é tra
balno de pbr o principio em hases sélidas.

No pardgrafo 2 discutimos dois subespagos do L2 gue cdng
tituem os espagos das fungles que entram em competiéﬁo no prqbleu
me de Dirichlet. .

0 pardgrafo 3 é constituido de resultados apresentados

no Courant-Hilbert II e, provavelmente, devidos a Courant nessa
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formulagﬁp. Um pfoblema variacional generalizado ¢ mostrado ter
solugao u ., Essa funglo 4 tambdm solucdo de um problems de Di-
riehlet gencrnllzado. we certas cendw des sdo satisfeitos essa
funesdo vepr*snnta a soluqao do problema clésslco de Dirichlet.

0 purdgrafo flnal contém Jnformagoes s8bre o0s progressos
naftedria ﬁas.equ&gﬁes elipticas,'principalmente indica¢des bi-

blloglﬁiju~ para aguéles que gueiram prosseguir estudos.
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§ 1. Comentdrios sGbre o Principio de Dirichlet

No_capitulo'I fol obeservado que ¢ probleﬁarvariaciomai de
‘”_mipimizarlo.funcional | |

(1) - D(u) = J[(uz + ug) dxdy

o * ¥

na colegao A(f) das funcoes wu de classe C, em- QU e que sao0
iguais & uma dada fungdo f em [ (o contdrno de Q ), tem por e
quagéo'de Euler u#x‘+ uyy = 0 . Isto significa que se o proﬂlema
variacional (1) tiver solugdo u , entfio essa fungdo u ¢ também

solucBo do problema de Dirichlet -

(2) Upy + Uy = 0 em Q

uw=fFf - em r.

A integral (1) ¢é conhecida como-integfal de Dirichlet.

Reclprocamente, se u ¢ uma solugdo do problema de Diri-
chlet (2), entdo . u resolve o problema veriacional; pois se: ¥

4 outra funcdo da classe A(f) temos, fazendo W= v ~-u ,

D(v) = D(u) + D(w) + 2_}; (uxéx Uy y) dxdyr

e supondo  ume regido de Gauss e as derivadas primeiras de u

‘eontinuas em [ vem pelo teorema da divergéncis

Dv) = D(u) + D(w) > D(u) ,
provendo que D{(u) ¢ um minimo na classe A(T) .
Certo cuidado deve ser tomado com © argumento acima. Foi assuwmido,

impllcitamente, que existe uma fungdo v , pelo menos, da classe
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A(f) para a2 qual D(v) <oo , e também que & solugdo u do pro-
bleme de Dirichlet tem derivedas primeiras continuas em [ ,
Entdo, se os trés fatos seguintes, gue denominaremos hi~-

péteses A, B e C , ocorrerem:

- Hipdtese A ~ O problema variacional (1) tem solugdo ;

Hipotese B - A classe A(f) contém pelo menocs uma fungao v pars

a qual D(v)< oo ;

Hipdétese C - A solugao u do problema de Dirichlet tem derivadas

primeiras continuas em [ ;
teremos demonstrado o seguinte teorema que Riemann denominou de

Principio de Dirichlet:

A solugdo do problema variacional (1) coincide com a solucao
do problema de Dirichlet (2)" .
As nipéteses & e B foram postas de lado como fatos incon-
testes pelos matemsticos que criaram &sse método de resolver o
problema de Dirichlet. Ocorre porém, que ambas sdo falsas, em ge-

ral, como prova o seguinte exemplo devido a Hadamard,

Exemplo de Hadamard - Deixemos ao leitor o exercicio de fazer uvma

mudanga para coordenadas polares na férmula

(1) e obter

(3) : D(u) = qé;(ui + r e ug } rdrd® .

Suponhamos agora que ' seja o circulo unitdrio r<l e F£(8)
seja uma funglo continua qualquer no contdrne r = 1 . Vimos no
capitulo IV qﬁe 0 problema de Dirichlet para o disco unitdrio com

&sses dados de contdrno £(8) tem solugio dada pela série
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(4) uw(r,o) = 5= + T (ak cos k0 + bk gsen k8) , r<l-,
K= _ .

onde a, b s80 08 coeficientes de Fourier da'fungao £(8) .
Agore, se a integral (3) converge, teremos
o D(u) lim D (u)

onde Dt(u) é a integral de Dirichlet no disco de raio %<1l ,

Usando (4) obtemos
Dy(u) = M ), K(af + ‘oe)t

Daf se segue que para cada N , temos

' | |
2 2y .2k 2 Z
‘”ké k(_ak + bk)t | S_Dt‘?J < T ki k(ak f bk)

Fazendo t +tender a 1, vemos que D(u) converge ou diverge jun-

tamente com & série
(5) | 2 k(a2 + b2
v exepplo de Hadumard repousa nesta Wltims sentenga:
Irata-ss de exibir ume fungBo continua £(0) de perfodo 27 e
tel que & série (5) divirja. | |
Tomemos & fungdo f£(8) cuja série de Fourier ¢

o .

£(0) = _2; sen(§i0)
=L ]
Os_coeficientes de Pourier de f(@) sap 8y = O_, b J%? ge

k = j! e. b, = 0 para os demais k , e portanto a serl (5)



~145-~

i b 7t
=1

a gqual diverge.

Resumindo, ¢ problema de Dirichlet para o disco com os da-—
dos de contdrno f(@) definido em{(5)-tem solugdo u(r,®) defi-
nida em (4) a qualznﬁo tem ums, integral de Dirichlet divergente.
Dai, neste caso, ambas as hipbteses A e B nfio se verificam.

ancluimos que serqueremos apliear'o‘método variacional
parse, resolver o problema de Dirichlet deveremos nos restringir a
fungoes f dadas no contbérno de modo gue a hipétese B se verifi-
que. | |

0 objetivo déste capitulo serd demonstrar que sob certas
‘condiQBes em € , a hipétese A também se verifica. |

Exercicio ~ Demonstre que definindo

D(pq405) = -I'z grad ¢, . grad ¢, dx

temos

:D(_q)l + (PQ) ='D((P:|_) +_ QD(QP:L!CPQ) + D((PQ)‘- ‘-'

8 2, Os espagos H

Seja L uma regiao limiteda do i que é suposte ter con-~
teddo de Jordan para gque se possa tomar integrais mﬁlfiplas 88bre

elas. Como em capltulos anteriores C

o) designa o comjunto das

funcbes reais continuas em S e Cl o conjunto das funcGes reais
continuas e com derivadas primeiras contlinuas em £ .

 Os seguintes espagos de funcdes desempenharzo um papel
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fundamental neste capitulo.

H, - espago vetorial das fungbes ¢ de C, tails que
2
| Hl -~ espa¢o vetorial das fuhgﬁes 0] de 'Cl tais que

- 2 N . . ' R
js‘z (P~ ax +-1_L grad ¢ o grad ¢ dx <00 .

A demonstragﬁo de que Ho e Hl sao egpagos veboriais repousa na

desigualdade de Schwarz

(u/. 91 9o dx J/~¢l dx J/'¢2 dx

para todo par de fungoes P € 9o By »

E fdell verificar qﬁe tanto Ho cono Hl 880 esﬁagos

prehilbertisnos com o8 produtos internocs

(91505) =L1 9, ¢, X

(9195) =.j£ ¢ 9p OX 4 J[ grad ¢ .+ grad g, dx

regpectivamente. As normee sssociadas a &sses produtos internoce

sfio designadmas por [ e Halll , respectivemente., Os empagos H
aqui definidos néo correspondem aos espagos K £8.0 populares hoje
em dia na comunidade dasieqﬁagﬁes elipticas. Enquento 8stes sdo
completos {i.e., Sgo‘eépéQOE de Hilbert) os nossos s80 incompletos.
Em verdade, 08 outros espagos gerao obtidos por éompletamentb dos
nossos. Nao nos prebcﬁpamos em completd-los, aquil; porque néprex—
ploraremos o fato de H ser completo; Mzis adiante introduzirev
mos um certo espaco obtidé‘por-completamento-para atender ao pro-

blema das condicbes de contdrno.
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Un teorema de densidade que serd utilizado mais'tarde é

agora apresentado.

- Teorema 2.1 - O conjunto Cgo das fungGes reais infini tamente di-
ferencidveis e de suporte compacto em & denso em

H .
°

Exercicio 1 m'Dé'exemplo'dé uma fungéo'real' k(#) definida em R%
| que satisfaga hs-seguihtes condigﬁes: 12, Xk(x) ¢

de classe C. 3§ 29. ‘k(x)E=0 ;5 38, k(x) =0 ‘para [x]»2 3

49. k(x) = k(-x) ; 5¢9. fk(X)dx =1.

Exercicio 2 - A fungdo ke(x) = g8 k(%ﬁ , onde k & a fungao do

exercicio anterior, satisfaz t6das as propriedades
acima com escepgao de 32. que & substitulda por: k.(x) = 0 para

x|>g .

Demonstracao do teorema 2.1 - Para cada €>0 oanéideremos & sub-
_ regigo 116 dos pohtos de Q a uma distédncia maior do

que 2¢ da fronteira [ de 0. | |

Dada f(x) € Ho y 8 ela'associaremos,uma sucessao de fung¢des ds

0 . .
COO assim deflnldas
fa(x) = Jﬁ;lka(x—y) f(y) dy , xeQ .,
MoStrarembs que fe(x) tende a f(x) na norma do Ho . Com éese

£ 0
de &€ . De fato, ' ' B

fl“ (x)F ax —fl f X—y) f(y)dyl

que pela desigualdade de Schwarz é menor ou igual que

intuito provaremos que f_ € H_ e ”fanﬁlm,’ onde M independe
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if%kﬁ(x—y)dy La £2(y) ay 6x

que ¢ menor que cff] , onde e . ¢ uma constante.

Pomtantoy para_demonstrar'que ity = £] — 0 Dasta mostrar que
f]f ~ 2(x)f ax—= 0

pars conjuntos compasctos A contidos em Q .

Este Ultima questéo serd demonstrada se provarmos Que' fs(x)~§f(x)
uniformemente em 4 . Bsse fato é, porém, provado por um arguﬁento,
beu conhecidot pare x em A temos

£o(x) - £0x) = [k (xey) [2(3) - 200 ay

&

ge € fTor tomedo suficientemente pegueno de modo que uma esféra
de raio & centrada em um ponto de A fique contida em ILET.
Agoré a integral acima desdobra-se em duas: uma sdbre |x-y|< 6

e outra sdbre {]x-y[Ah & FI}ILE . A primeira pode ser estimads
por p(8) onde p € o médulo de continuidade de f . A segunda
serd zero se €<8 .

Conclui~se pois gue
]fE(X)."-f(x)l < p(8) se £<&
e dai, desde que, dédo n - existe & tallque p(&)< n vemos que
| £ (%) - f(z)| < n se €< e

0 nosso objetivo seguinte & fornecer um critério mra de-
terminar se uma sucessdo de Cauchy em H1 é convergente nesse

espago.,
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Teorema 2.2 - Seja (¢k) ume sucesszo de Cauéhy em K, . Suponha

N que existe u ¢ C; tal que para qualquer subrregifio
Q' de . se tenha
~(4) o o (o - W) v ax— 0
para qualquer v € Hy » Ent8o w € H e ¢, tende paxa u na
norma de Hy . |
A demonstragdo repousa nos dois lemas seguintes
Lema 2.3 - Seja (gk) ume, sucessao de Cauchy em H, e tal que
(gk,v)-ﬂ-o para qualquer v & H . Ent&o 'gk tende g

zero ne norma de H, .

Demonstraclo ~ Dé identidade

o 2 42 2
“Ek - SJ“ = "Sk!' ~-2(gk’gj) + "gj"
segue-se o | N '
N | 2, o y L
(5) N "gku S “gk - SJH gkagj_ e
Agora, dado €>0 .exiéte ﬁm_inteir0 K >0 ta; gue 'Hgk-gjﬁg < g‘

para k,J aRﬁ , pois (gk), ¢ de Cauchy em Ho . Por outro iado
fixado ] = Kl existe K2 'tal-que\para k.hKé se tem
|(gk,gj)|< %-.'Tomandp k >uwax (K,K,) obtemos de (5) HskH2_< e,

0o que finaliza a demonstracgo do lems 2,3,

Lﬁm@mg:Q

- Seja (gk) uma sucessso de Ceuchy em Hy e tal que
(&ysv)—=0 para qualquer v ¢ H, + Entéo g, tende a

Zero na norme de Hl .

Demonstracgo - Queremos demonstrar que




Tl = lael + 2 oz,

Aqui g .. designa a derivada parcisl de &, com relacgao a Xy

T ’ - _ L
Bm primeire lugar, observamos gue ﬂgknww 0 » De fato, (gk) sen~-
do de Cauchy em Hl , também o serd em HO (do qual Hl é um sub

espago), pois a norma de - é penor gque a norma de H, . Entee

Hy
aplicamos o lema 2.3 e obtemos‘ ﬂgkﬂuw-o .

Para demonstrar que Hgk xlﬂ—q-o s tentalemos usar também o lema
2.3, Para isso devemos mostrar que a sSuUcessao (gk,xi) é de Cauohy
e que (gk %4 ,v) —= 0 para qualquex v € H . A primeira assertl-
va ¢ hipdtese do presente lema. Pars demonstrar = segunda observa—
remos primeiro que com a ajuda do teorema 2.1 basta fazé-lo para

v € Ggo . De fato, seja M tal que “gk - | < M para todo ki, e
seja dado v & H_ . Entao dado € >0 podemos determinar (pelﬁ
teorema 2.1) W € Cgo tal que [v-w|<e/M . Portanto pela deéigual

dade de Schwarz
l (-gk,xivv)lﬁl(gk,xiyw)‘ +‘(gk,xi’v"”‘))\‘
Iy, 0+ &, x| [v-wl<

Aq(gk’xi,w)]+ CH

‘Finalmente, para provar gque (gk~xs,w)——*-0‘ para qualguer WE Cgo
 Bulat B :

ugamos o teorema da divergéneia e

(gk,xifw) = _7,(gk’wxj_) —= 0

pela hipétese do lema., Isso completa - demonstracédo do lema 2.4.
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Demonstracdo _do‘ lema 2.2 - Aplicamos 0 lema 2.4 as funcdes g =
= ¢ ~ U Tesiritaes a' Q' ., Sendo Q! '.comiaac‘to, to-

das as hipbéteses do lema 2.4 ficam satisfeitas e ségﬁe—-se gue

]lcpk--u., .Q.'lll—-'-O . Aqui | ., Q.'"l dgsigna a norma do H, para

fur;g'ées definidas (e a&s integrais, 'élue aparscem nasf normes, to-

macié.s) em; L', ,

Pei.a desigualdade do trifingulo para normas ( l[a|-lb|l < |la=b| )

temos que

(6) |1<Pk!f1'”l"’"“","u' Q.'“l quando k—-o00 .

Desde que ”cpk, n'lll%ll ‘Pl-;ﬂl , e que pelo fato de (¢, ) ser de
Cauchy em H; termos llthﬂlsM , segue-se de (6) que [u,n! HlSM .
- para todo fl' , o gque acarreta |{u]IlSM y 1. ue H .

Agora, provaremos gque (cpk - u,v)—=0 para-todo v E Ho .

De fato, dado € >0 determinamos‘ Q' tal gque -
lops - ' < e/2k e Ju,-q'll < g/2K

onde K = [v| . Agora

(fpk 7- u,v) = L(cpkmu)v ax + l—n‘ (.cpk—u)v dx
e pela desigualdade de Schwarz
(o) | < l-fu (gp=w)v dx | + llgp—u, 2= 2] v, 0 - 00l <
<| [ oy ax | + (logy - '+ 12@-2Dlv]e

A Lo axle e .

Usando agora &sse fato, (cpk-u,v)—r-o , Obteremos usando o lema
2.4 que ¢, converge para u na norms de H, . Isso finaliza
a demonstracao do teorema 2.2,
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Para atender & questdqi de condigles de contorno gue apa—

recerd adiante, vamos introduzir o seguinte espaqo.

Definiggo - Hg'\é 0 opmpletamento de Cg) com relacdo & norma
7 do Hl,. o
Segue -5€ que Hl g um espago de Hilbert constituido. de elemehtos
”qvque ndo sdo necessarlamente fungdes continuas. Consulte um 1ivro
de andlise fun01onal para ésse problema de completamento de esPa—

¢os prehilbertianos., Dados g,h € Hz definimos

lgll = Llin [gl
D(g,h) =*.li’m D( gy s )
onde - (gk) e (hk) sao‘sﬁéessﬁes.de Cauchy ne norma de Hlf que
repreéentam 8 olaasé de equivalénoiea g e h , reapectivameﬁte.
0 fato de ambas as sucessOes serem de Cauchy em Hl implicafque
embos os limites acime exlstam., |
Pare elementos de I-Il Proverenmos & seguinte desigualdade,

devida a Poincaré.

Teoreme 2.5 - Existe uma congtante d tal que

(7) _ | “5“2 < ¢ D(g)

pare todo g € HY .

Demonstregio - Por continuidede, baste demonstrar essa desigﬁal-
dade para g & Ogo . Nesses condi¢des, sendo Q um

hipercubo com lados parslelos acs eixos coordenados, © qual don—

" tém Q , prolongue a fungg8o g pera Q - Q definlndo—a al’ como

‘zevo, A furicdo prolongada que também designemos por g ¢ ainda



0

de Coo ,

Se Q = {x :'-a.<xj <a , jml,...,n} temos
X1

(8) g(x) = / gy(t,x") at
-a

Onde x!' = (X2,¢n-,xn) o

Pela desigualdade de Schwarsz

X X1
]g(X)IQSf_ tas La g(t,x') at

a

f_a 't( ?7)
g ?

Integrando com relagdo &s demais varidveis

'/" Ig(x)F dx' £ 2a j/ﬁxl gi(t,x')dt dx' €

. Q' QI 2.
_ 2 '
< 2a f ge(t,x')at ax!
Q
onde Q' = {x': -8 <xj <8 , j=2,...,n} e dx' = dxz,...,dxn .

Integrando mais uma vez com relacao a Xy

a . ' - . '
j j Ié’;(x)lz. dx 'dx, € (2.a)2 fg?c(t,x')dt ax’
-8, QF _ _ Q :

ou

lg]f < 482 fgi(t,-x')dt'ax' < 42 D(g)
Q

e portanto & constante do teorema 2.5 pode ser tomada ¢ = 4a2
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 § 3. 0 método das sucessOes minimizantes

Nééte pafégrafp estabelecemos a existéneia da fungdo g

. que minimiza o prbblema‘variacional usando as chamadas sucessOes

) minlmlzantes que a segulr deflnlmos. | |
 Sendo d o infimo do conaunto {D(¢), 9 € A(f)} , podemos détér-

minar ﬁma sucessio ¢, de funcdes de A(f) tal que D(mn)#-a .

Tal sucessfo é chamada uma sucesssao minimizante. Um processo

cléséico de resolver o probleums variaéional congiste em construlr
~a fungdo minimizante wu  a partir de vma tal sucess2o, tomando mé
dias aritméticas de modo conveniente, Seguimos um procedimentb de
vido a Courant diVidindo a questio em duas partes: 12. determina-
mos uma funcho harmdnica u que satisfez &s condigdes de confﬁr—
no em um certo sentido generalizado; 2%, mostramos que u. sﬁtis—
faz he condicdes de contdrno no sentido usual. Esta segunda parte
gerd feita apenas no caso plano. | |

A classe A(f) na qual buscamos a solugdo do'problemé va
riscional € caracterizada por satisfazer & condigao de contdrnos
o € A(f) entdo ¢ - T =0 norcbntarno M. 1 1wz do parégrafo
1 vémos que s6 faz sentido considerar 0 caso f e Hl . A condigao

de contdrno serd generalizada do seguinte modo:

DefinicBo ~ ¢ € Hy satisfaz 8 condig@o de contdrno generaliéada
. . . ‘7 0 :
determinada por f €& H, se ¢ - feHy .
0 prbblema variacional que estudaremos serd o seguihte:
"Dado f ¢ Hy ,- determinar wu € Hl tal que uw - f € Hg e;

D(u) =d onde d=inf[D(g)s ¢ eH) e @-fc¢ g 1."
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Resulterd que a fungdo u que minimiza D(y) & harmdni-
caiem Nl e portanto ela é solugio de um proﬁlema de Dirichlet
generalizado. |

| Determinemos em primeiro lugar uma sucessao minimizante
(95) » isto &, gy ey , ¢, ~f ch e D(gy)—a . |

A seguir apresentamos duas proPriédades das sucessOes minimizantes.
Lema 3.1 - Dado g ¢ Hi , temos D(@k,g)———o quandoe k-+=0 .

Demonstracéo - Por continuidade, basta estabelecer o lema para

g € Cgo . Agora, a forna quadrdtica em ¢

D(p; + eg) - & = D(g;) + 2eD(g4,8) + e? D(g) - 4
é nido negativa para qualquef e, pois 4 é o
inf [D(w) ;@ € Hl e o - f & H§ ] e Py + Eg pertencem_a ésee
conjunto, O diseriminante do trinlmio serd entdo <0
(1) [D(tpj,g)]zs [D(cpj) - d] D(g) .
Sendo ¢4 minimizante, o resultado do lema seguir-se-d de (1).
Lema 3.2 - A sucessao minimizante (o) ¢ de_Cauchy em H; .

Demonstracgo - Da identidade

AD(Qj - @k) &= D(?jyr¢jf¢k) - D(@k’ @j“¢k)

segue-se usando a desigualdade (1) do lema 3.1
l R
D((Pj"(Pk) [D(CPJ)"d]‘? [D(‘Pj"@k)]% +
(2) | ‘ . %. _ %
+ Doy )-a] [D(cpj-cpk)] .

Desde que existe M >0 tal que D(@j)S]ﬂ para todo j , temos
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de (2) que
(3 - D(cpa—cpk)""*o
‘Usando a desigualdade de Poincaré (teorema 2 5) temos B@j“@kl;“o’

que junto com (3) implica que "¢ "@k“ — 0 .

. Agora usaremos a sucessao mlnlmlzante para construlr a
fungao minlmlzante U .
Para R>0 seja SIR o conjunto dos pontos x de (2 tais que
- dist(x,) >R . Definimos em QN uma funcdo uj p ©como se segue
‘ : _ i ] .
a, 0 = WAt [ ey
3R s n B J
onde. B = BR(x) e ion, & o volume da bola unitdria.

Lemg 3.3 - A sUCESSa0 (u.'j R) é uniformemente convergente emZSZR.

Demonstragao - Pela d651gualdade de Schwarz temos

< (w22 fay f(cpj(y)—cpkty))%y <
T B -
N oy = ol

e esta Yltima expresséo tende a zero em virtude do lema 3.2, E
1sso flnallza a demonstragéo,
0 lema 3.3 nos permite entao determinar uma funcéo conti-

‘nua em g ¢ up = %i?aa I A fungao uR(x) parece depender

de R . Surpreendentemente, isso nao acontece como. mostra o lema

ebaixo.
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Lema 3.4 - Seja r<R . Entdo w, coineide com up em QNyp .

Demonstracao - Associado a um ponto x°  ae IIR definamos a

fungéo
B (270 LR Jxex® (7 - RD) 22 «
5oE - - , l<x
2-n - -1 2 .
a(x) = E%ﬁ (x-x° - g° By 4 (|x-x®] ~1x-x°| R™™Y, r«|x-x%KR
0 , |x-x°| 2R .

Um simples galculo de derivadas mostrard gue a(x) pertence Cl.
Desﬁe que ela tem suporte compacto ém L , segue-se que.
D(gyy0)—>0 . | | |
Aplicando o teorema da divergéncia ds trés regibes B, , Bp - B,

.e 1 - BR temos:

e :D(cpj’q) = -— f q)j Ao dx

Mas, Ao = on(r™? - R™ em B_, e Aa= —2nR™%. em BR - Br'

Portanto

D(cpj,a) = + 2nR" fB- 95 ax - 2I_1:15"-n ]B- ¢ dx
R o T

e'quando j tende a infinito
- (+9Y _ N o
0 = 2nw, uR(x ) _2n W, ur(x )
isto é ur(xQ) ='uR(x°) , como queriamos provar.

Deste modo, segue-se como consequéneia dos lemas 3.3 e 3.4
que a partir de uma dada sucessao minimizante (wj) determinamos,
tomando médias aritméticas e passando ao limite, uma Unica fungao

w(x) =2 qual é continua em 2 . Essa funcso serd a candidata para
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golugdo do problema variscionsdl., Pars elegé-la devemos demonétrﬁ?“
trés fatos: 19, u € Hl s 29, u~f £ Hg,; 2, D(w) & um-mini—
mo ne classe das funcdes gue satisfazem a 12 e 292, Com intengdo
de aplicar resultadostdo g 2 demonsiraremos o teorema 3.8 abaixo.

Antes, porém, demonstraremos dois lemas,

Tema 3.5 - Seja A um conjunto que tem conteddo de Jordsn, iste
&, vol(4) ¢ finito. Entio, dado € >0 , existem bo-
las abe?tas disjuntes By = Brlcxl)’”“‘fBN = BrN(xN)' contidas em

3 20, vol(A mlJBj)< £ 4

A e tais gues 1%, rj< E-,'j=l,...,m

Demonstracao - Seja k = ia -ub)/Qn. g relecso entre o volume

compreendido entre a bola unitdria e o cubo cir#
cunserito, e o volume do cubo circunscrito. Dado ¢ >0 podemos
determinar um reticulado de malha menor que :g , de modo que o Vo
lume dos cubos désse reticulado totalmente contidos em A difere
do vol A de ﬁenoslque 5/2-. Se em cada désses cubos inscrever-
mos uma bola; teremos que essas bolas cobrem uma regifo Rl ;com«
tida em A , e o volume da parte néo coberta Ay = A ~ Ry é:tal
que | | | |

vol Ay & k vol &4 + 5 .

Faremos para 4 0 mesmo racioeinio que para 4 , s6 gue com um
diferente € , no caso (l;k)e/Q . Resulta que uma regifo RéCIAl
podé ser coberta por bolas de raio menor que & € 0 volume da re

gi&o nao coberta A, = A - R, é tal gue

2

vol A, sk(k volA +'7f;) + 151‘ € - 1° vol & +'-§— .

'E assim sucessivamente, desde que k<1 , tomando  j suficiente-
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mente grande kY vol A.<§- e portanto wvol A <& ., Agora a regigo
A - An ¢ a unifio de um ndmero finito de bolas de raio <€ , 0 que

demonstra o lema.

Lema 3.6 - Seja (@k) uma sucesséo minimizante e gseja u a fun-
¢ao continua a ela a35001ada pelo processo das médias
arltmétlcas. Entao, para qualquer subreglaol‘A , cujo fecho °K

esté contido em Q. temos

Demonstracae - Dado € >0 determinamos, pelo lema 3.5, bolas

Bl,...,BN de raio menor que € e tal que o yolu-

me do conjunto A' ="A - UBj -6 menor que € , A integral acima
sbbre se decompde em N+l que avaliaremos a seguir., 5
(5) I jr(¢k—u)dx Iﬁj[}¢k|dx + & max |u(x)]

Al At XEA .

que pela desigualdade de Schwarz ¢ menor que

el *+ € mex fu(x)]

As integrais sbbre as bolas s20 assim estimadas; aqui B designs

J[ (u(xj)—u)dx i&

J

uma das holas B.
f(cpk-u ) dx l/ (cpk-ux ))dx

‘ wnr?luk?r'j(xé]) - ulxy)| + wr® ole)

+

onde p(.) ¢é o médulo de continuidade da fungBio wu(x) que é con
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4$fnua em A . De (6) concluimos que

(7)- illf \svolA[i

& \uk,r_(xj)-u(xj)l + p(a)]..

J

Agora, (5) + (5') e (7) implicaﬁ (4).

0 lema 3,6 implica imediataments que u(x) seja harndni-

ca em €L , conforme o

i

Coroldrio 3.7 - A fungdo w(x) ¢& hayrmbnica em £ .

Demonstracio — Basta demonstrar que u(x) satisfaz & propriedade

"do valor médio, isto €, para ums bola qualquer

B = Bp(y) contide em Q

(8) u(y) = 0@ [ aex
| | |

Ora, pelo lema anterior temos que

(9) f((pk - u)dx = [cpkdxm /U_dx —= 0

B B B
Mas pela definigao de u @
. Ty ~1
u(y) = lim OnﬁR } Jflwk dx
De (9) e (10) concluimos (8).

Teorema 3.8 -~ Seja (@k) ume. sucessao minimizante & seja u a

funcio continua a ela assgocilada pelo processo das
médias aritméticas. Entdo, para t8da subregiso Q' , cujo fecho

' estd contido em - Q , temos
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) {e, = u) vix — 0
jg Px ,

gqualquer que seja vV ¢ Hy o

Demonstragfo -~ Sendo v contfnua em if y dade €>0 existe
| ume fun¢do simples w tal que
S lv(x)-w(x)l< e , X g0 .

o N
~ u) - . . . = ] . . .
A fungzo (x) = W, para’ X & A(_j e jglAj Q' wy Wy oo vy
sao nimeros reais. :

Agore o ‘ o |
I .n.‘(épk-?)v dx Isl_fm(cpk—U)(v-w)dx |4 lfg;. (g ~wlwdx | <

< CE + 5;. b, | Lf-(¢k-u)dx| , ¢ = const,
3 .

e 0 teorema seguir-se-d do lema 3.6.
Dos teoremas 2.2 e 3.8 segue-se que a fungao u definida
‘pelo processo da sucessféo minimizante € a solugéq do problema va-

riacional generalizado. Isto é, vale o seguinte

Teorema 3.9 - A fungao u a-Hl e & tal que u - £ estd em Hg

e D(u) =& %

Demonstracao - 12, Que u estd em Hl gsegue-se dos teoremas 2.2
e 3.8, 29, Também pelo teorema 2,2 concluimos que

¢ = £ converge para u - f na norma do H, .. Desde que ¢k - f

pertence a Hg e 8ste espago & fechado com relagfo a norma de
Hl , Segue-se que u -~ f € H . 9, Désde que D(yp) - é dominada
por H¢Hi , Segue-se gque ¢, convergir para u na norms de Hy

implica




~162-
D(Qk)-—€>D(u) e portanto D(u) =4 .

Encerraremos éste pardgrafo estudando a questao dos vélo—
res “de contarno. No estudo que acabamos de fazer do problema V-
riacional generallzado as fungoes eram dadas em QO somente (nada
em ') e a solugdo era procurada como uma fqngao definida em
" gomente (ndo em” Yy Esfé;”pOfém,'néo é o problema ecldssico de
Dirichlet. Atacaremos, agora, E€sse problena usando, porém, a fanm
¢c8o u construida acima. Serd mostrado que se a fungao dada f
’é continua em § e 51 satisfaz certas condlgoes, entao a fungao

‘1 se extende a | e & igual a f ail. Exatamenie, temos:

Teorema 3,10 - Seja Q uma regiéo no pleno gozandoe da seguinte

propriedade: para cada ponto x° de [ existe um
nﬁﬁero R>0 +tal que todo circulo de ralo menor ﬁue R e centrg
do em x° intercepta [° . Entdo, dada f(x) continua em 0 e
pertencente a Hy, , & funcdo u(x) acima determinada & tal que

u(x) — £(x°) quando x — x° .

A demonstragio d8sse teorema pode ser encontrada no livro

de Epstein, pégina 196.

g 4. Observagaes Finais

| 0 prinecipio de Dirichlet para tratamento do probWema de
Dlrlchlet teve as mals profundas 1mpllcacoes em todo o desenvolv1—
”mento posterlor das questoes de ex1sten01a de solugoes para proble
mas de contlrno das equagoes elipticas. Observou-se que & fungao'

minimizante wu do pardgrafo anterior podia ser considerada como
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umé projecac s8bre certo espago. Isso deu surgimento ao método
de=projegao ortogonal. Recomendamos nessa direcgdo 08 artigos de
Weyl [1], Tax [1] e Brelot [2]. Com isso entraram em cens métodos
de andlise funeional que resultaram adequados para o tratamento de
outros problemas de contdrno pare equacdes mais gerais que a de
La@lace,, 7

A ldeia de usar um teorema de projecao en espago de Hilbert
é de certo modo equivalente a teoremas de representac¢asc de funcio=-
néis lineares limitados. O conceito de soluggo fraca surgiu de mo-
do natural cowmo uma espécie de pré-solugio do problema., Consulte
Friedrichs [1].

Em se tratando de ter uma limitacdo dos funcionais desen-
vdlveu—se um intenso estudo de desigualdédes. Ressaltamos o traba
lho de Gdrding [1] que abriu o estudo do problema de Dirichlet
para equagbes elipticas de ordem superior. Recomendaﬁbsﬁbéfértigcs
de Lax [2], Nirenberg [1],[2]. Um bom trabélho exposiﬁafiphéﬁbre.
o problema de Dirichlet para equegdes elipticas é a ap&%ﬁiig-de
Doﬁglis, citada na bibliografia. | | R

Problemas mais gerais de contﬁrno'para equacoes elﬁpticaslﬁ
séo tratados em Schechter [1],[2], Agmon-Douglis-Nirenberg [1],
por exemplo. Uma boa referéncia é a apostila de Peetre [1] cita-
da na bibliografia, o

As chamadas desigualdades "a pfiéri" foram desenvolvidas,
entre outros, por Aronszajn, Schechter e Agmon. A introdugﬁo do
artigo [1j do auvtor do presente trzbalho faz_um'apanhado dos re-~

sultados até aquela época.
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FPinalmente, os trabalhos mals indicados ao leitor interes
sado a prosseguir os estudos aqui iniciados gfo as apostilas de

Peetre [2] e ,Douglis.‘ .
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