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~ APRESENTAGAO -

Essas notas econstituem um esquema para.s parte
baslea do Curso de Geometria Diferencial, que esta sendo da
do no 3¢ ano da Faeuldade de Filosofié da Universidade do
Reeife, e foram preparadas para o IV Goloquio Bragileiro de
Matemdtion.,

0 autor adota o ponto de vista de que a Geome-
tria Diferencial Classioca se garacteriza pelo estudo das
propriedades lo éis, em oposigao as propriedades globais,
que constitue a parte mais interessante dos trabalhos dos
Ultimos anos, Nessas notes, procuwremos apregentar gquelas
propriedades locais que sao consideradas essencizis a um
posterior estudo da Geometria Diferencial Global.

03 prerequisitos a leitura dessas notas sa0 um
Curso de Calemlo {o teorema das implicitas & particularmen-
te importante), nogoes q§w£}ggp;§ﬂng§ar e de _ggggoes M-
fg;‘enciams {esseneialmente, o enunciado do_teorema de exise
tencia, unieidade, e dependencia das condigoes inieiais, pa
Ta as equagoes ordinarias). Para facilitar a consulta, refe
rimo=nos sistematicamente aos seguintes livros:

1) -~ R. Courant - Differential and Integral Caugulus,

vols, T e II, “ond edftion, Blackge
and ‘Son, 1957 (citado como Courant)
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2) - Gelfand . = Lectures on Linear Algcbra, Interg
cience, 1962, (citado como Gelfand)

3) - Pontryagin - Ordinary Differential Equations ,
Addison Wesley, 1962 (citado como
Pontryagin).

. Numercsos livros e pessoas influenciaram a ex-
. ™ . ’ [

posigac dessas notas, e e impossivel dar crédito a todos,Em

particular, o material do Cap. V encontra-se em Pogorelo s

Diffeorential Geometry, P. Noordhoff, e a introduggo da difg

rencial da aplicaggo normel para definir a segunda forma
quadrética fol feita em um curso dado no I.M.P.dupalo Prof.
Elon Lima,

Nossos agradecimentos ac Prof, A,Peréira Gomes
pela inclusac dessas notas nos "TEXTOS DE MATEMATICAY,

Recife, junho de 1963

Manfredo Perdigao do Carmo



CAPITULO I

PRELIMINARES SORRE CURVAS

, Bstes preliminares contém os conceitos e Pro~
priedades de curvas, que utilizaremos no estudo das Bu-
perficies. 0 tratamento & esquemitico, e visa essencials
mente servir de referéncia aos oapitulos seguintes, A de
monstraggo do teoremaifundamental pode ser omitida em
uma primeira lei tura.

Por R3 denotaremos o espago euclideano usualy
no qual se fixou uma origem O3 as coordenadas de um
ponto de R? gerao denotadas por (%,yy2) e,quando conm
veniente, pensarcmos nesse ponto como um vetor de origem
0 o exiremidade (X,¥y9%)

Por R indicaremecs a reda real, na qual foi
fixada uma origem O; & aboissa de um ponto de R em rg
lagao a 0 ¢ indicada, salve mengao em contrério,por t
Por I ou J denotaremos um intervalo aberto de Ry nao
se exclue o caso I = R.

Ume aplicagao X:I — R3 é dite continua, se
escrevendo X(t) = (x(t),y(%)42(%)) entao s fangoes
roais x(t),y(ti e z(t) =sao continuas. Uma aplioagaocon

${nua, biunivoca, cuja inversa é ainda continua & chama-
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da um homeomorfismo.

Définicao 'L - - Um subconjunto € de RS &
o ,‘uma.g_t_g_'zg_;_gp_g;_regg lar, ' se
existir um homeomorfismo ' X:I-—>C C g3 ‘de I scbre C
satisfazendo as colndig;;e"s: . _ o
1) X & diferencidvel, isto &, se X(t) =
= (x(4),5(t),2(t)), =s fungoes - x(t),
y(t),2(%) admitem derivadas de t3das as
ordeng para todo +¢ 1,
2) (condigao de régula:ridade) X tem caracte
ristica 1, isto &, as derivadas x'(t),
v'{t),2'(t) nao sao simultancamente nulas
para valor algum de t¢1I .

A aplicagaoc X & chamada uma pg_r_atne“brizagf&de
Exemplo 1 - A hélice cilindrica x=a cost,

¥y = a sen 1, z,= bty 00 <'b<::oo,
é uma’ curva local (fig.l)s

Fig. 1




Exemplo 2 - 4 circunferéncia de raic r, ng

L _nos um ponto,” X = yoos t ,
y =Tsem t , O<t<2Tm, (fig. 2)~ & uma ourve 1c>cal A
c:-..rcunfarenoiu inteira nao € uma curva local, pois nao 8

homeomorfa n um intervalo aberto da reta.
Y

Exemplo 3 -~ Considere a curva "valor absolu

- _ to", dada por x=t,y= 1%l
1=<t<1, (fig. 3). Coma parametrizagao dada nao & pos-
sivel saber sé o subconjunte da figura é ou N80 uma cur-
va local; com efeito, falta a condigao (1), poisl y'(t)
na.o ¢ continua para t = 0. Isso nao quer dizer, e;ntre—

tanto, que, na.o po&sa haver outra parametrm—s.g.ao, satisfa

Fig. 3

3 % a f



zendo as condigges da definiggo_”l ‘(Y.e;emplo.E);  Mos-
traremos adianté,‘que o significado geométr;co da condi-
ggo de regularidade_é assegurar a existénecia de uma reta
tangente para todos os pontos da curvas isso gignifica
gus a curva "valoi absoluto" nac & uma curva local Tegu-
lar. '

Ezggp;g 4 - Acurva x = 3 y ¥=1 s
| ~o<t<+00 (figs 4) & 4al
e x'(0) = 3%(0) =0, o Y
portanto, falha a condigao
(2)s Levando em conta -as
fohservagges do exemplo anite
rior, o leitor se convence- ‘X
Fig. 4

Té que essa curva nao 6 uma
surva lonal regular,

Exemplo 5 -~ Se tomarmos a curva dada por
6

X = -tz,y=1; y O <t<+c0 ,

(vér fig. 5) vemos que

x(0) = 5'(0) =0, o T
portanto a condigao(2) :
" neo & satisfeita. En- ‘l.f’//// X
tretanto o mesmo @én- _ /////#flo
junto da figura pode

ser parametrizado por

Fig. &

.x.& ty ¥ =—t3 » O gque mostra que &le constitue uma
curva local regular.
Exemplo 6 - Considerc a curva em forma de 8ipn




terrompide constituidea por uma circunferéncia o uma se—
mi circunferdncia’ tangen-— - |
tes (vér fige 6), € per-

corrida no sentido 1,2,3, ' . (:D' (:)
4 .da figura. Utiliszando '

o pardmotro % dindicee

do na figura, e fasendo %.

variar de. - "ﬁ?’ a —:%;L, : "‘!' AC:)
a curva serad representada .
pelas equagges:
. Fig. 6
% =-1 + cos 2% -
,——-4—4_"'340 ’
y = — sen 2%
x =1 - cos 2%
s Oztegm
¥y = — sen 2t :
X = =1+ cos 2%
sy T é;t“'J%;5 y
¥y = - sen 2%

em que no primeiro par de equagg,o, o ponto percorre a
parte da curva indicada na figura por 1 , no segundoy
as partes 2 e 3, e mno Altimo a parte 4 . A para-
metrizagao dada gatisfaz a tddas as condiggeé de defi-
niggo l, exceto de ser um homeomorfiemo, porgue o=
pontos t =0 e t =7 vac em um mesmo ponto de. R3.

A curva dada, portento, nao & uma curva local regular.
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Uma curva local regular ¢ pode ter varias ra

rametrisagoes, B facil vér que se Y:J—>C & uma paramg

trizagao de ¢ e hsI—>J admite derivada h'{t), con-

tinua o diferez;te de zero para tode +¢1I, entao a apli

cagao composta X =YO h:I—>C & ainda uma pa.rametrizg

ggo de G,
Dadas duas parametrizagoes de Cy X:I—C
Y I—>C, a aplicagao com— .
posta b= T 0o XeI->J & V . c
- chamada ume mudanca de pa- T~ J
rimetro. - Th o 0~

R I |

posigao 1 - - o
Se hI-’J é uma mudanga

de parfmetro, entao h=h(%)

.

Fig- 7
admite derivada continua

h'(t) diferente de zero para todo t€¢I .

A demonsfragao dessa proposigao & andloge a da

proposigac 5do prdximo capitulo. Dado o carater esquemAti

~ > . > a x ~
¢o desses preliminares, omitiremos a demonstragaoc.

Observaggo - Estritamente falando, uma curvalg

cal regular & um conjunto de pon-
tos e uma parametrizaggo. A proposiggq 1 e as conside-
-:r:agges que a precodem, mostram que dadas duas parametri-
zagges, € possivel obter tSdas as outras, por meio de
’ fungges de intervalos abertos, com derivadas contiimas e

nac nulas, Em outras palavras, podemos considerar +td&das

as parametrizagoes de C como equivalentes e rensar no

10~ | ' -
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conjunto  C -como essa classe de parametrizagoes.
No tratamento de superficies, precisaremos u-

ser o concelto de curva parametrigada local, quelé defiw~

nida como aquela que satiefaz a definiggo 1, omitida'a
qondigao de regularidadé; A proposigao 1, que faz uso
essencial da céndiggo de'regularidade, nao vale pars es-~
sa classe de curvas. Uma curva parametrizada local & POr.
tanto um conjunto de pontos e uma parametrizaggo; C mes~
mo conjunto delpontos com parametrizaQGGS distintasécxgl
siderado como representando curvas distintas.
PorjéCOnomia de lingnagem, omitiremos de ago-

ra por diante o‘adje%ivo local, e diremos simplesmente
uma curva regular ou uma curva parametrizada, Quando nao
houver possibilidade de confusgo, diremos ainplegudnte
curvas ﬁd lugar de curvas regulires.

As propriedades de ume curva regular G, qua
" nao dependen da parametrizagac, terao certamente uma in-
terpretagao.geométrica em termos do conjunto Ce Por exem
plo, © médulo e o éentido do vetor tangente ‘
(27 ($),5' (£),2'(t)) = X'(+) depende da parametrizagac

X(t); entretanto = diregao désse vetor tangente & indew

pendente da parametrizagao. Com efeito, para uma muda?ga

de pardmetro s = h(t), temos

X (4 . _X(s) &' (%) o+ XMs

FUC N F U O T R ) B - U

1+

A reta que passa por um ponto p da curva Cy

~11
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e tem a diregao do vetor féngente a C em p & Qhaﬁada“

reta tangente & ocurva. O significado geométrico é S
vioe. | ‘ , i -

Se em uma mudanga de pardmetro S = h{t) de uma
curva regular € tivermos h'(4)>0 para algum t, en
tao h‘(t):»o para todo t, uma vez que h'(t) é uma
_fungao pontlnua qus naq se anula. Diremos, neEse  caso,
que ©os parémetros 5 e t definem z mesma orientagég
de C, 3B facil de vér Quéleséa é uma relagac de equiva-
léncia, e que hé apenas duas orientagoes poesiveis, isto
é, duas clasées nesga relaggo de equivaléncia., Quando se
faz a escolba de uma orieﬁtaggo para C, diz-se que a
curva C estad orientada; a outra orientag;o é chamada ¢
posta. As vézes cerd conveniente considerar propriedades
que dependem nao sé do conjuntoirc mas também de uma o=
rientagEQ escolhidas

Pixendo um t ¢ I , a integral (%) =

=l} [X*(t)]as
AR

Com oefeito, seja t = h(T) uma mudangé de parimetro }

nao depende da parametrizag;d X(t)

fazendd a mudanga de varidvel na integral considerada, €
sendo = h(T-), teremos '

t
llolx (t)mt[ IJOIX (a(r)) |-Lav |- |jo|x OILt

o que prova a afirmagao feita. O significado geom&trico

12~




da integral o(t) & que ela mede o comprimento dé areo
da ourva C entre t, o j} definido como o supremo
das poligoﬁais inscritas em lC;' uma démonstragac désse
resul tado se encontra em Courant sy vol I, pg 276
¢ seguintes. _ ' h

Por meio de o(t), definiremos uma fungao 8 =

8{t) ochamada comprimento de arco (a partir gg té) :
16 =.cs(t)' se t>t 3(t) =0 (t) se t<t . Ecla
ro que 8= s(t) é uma'fupggo continua, diferencifvel e
8'(t) #£ 0. Decorre dai que podemos parametrizar a curva
pelo comprimento de arco =. 4 definig;o de s corrés—.
ponde a uma escolha de orientagao, precisamente a  dads
pelo pardmetro t; definindo ={%) = = o), para t>%
e =(t) = o(t), para t<t_, teremos a orientagao 0pog
ta. Portanto, a parametrizagao de uma curva pelo compri-—
mento de afco,-depende apenas do conjunto C e da esoo-
lha de uma orientagao para C. Os conceitos e proprieda
des obtidas em termos désse representagao serao intrinse
cas & curva#orientadé C. .

o No que se segue, a parametr_izagao de ume curva
orientada pelo comprimento de arco, X = X(s), serd usa
da sistematicamente. Observe-se que nessa parametrizaqzo,

.o vetor tangente Xt(s) tem médulo unitédric, pois

X ()] = 1xH ()= = 2 s

] 13
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e Como o vetor Z*(s) é unitério, #‘médulo de
sua derivada |X"(s)| em um ponto, mede a derivada  do
angulo que as tangentes vizinhas fazem com a tangente no
ponto dado, ¢ dé& portanto uma 1ndlcagao de quao raplda-
mente 2 curva se afasta da reta tangente em uma vizinhan
ga do ponto,
: Definigég_2-Dad§ uma curva-regular orientado.C,
pafémetrizada pelo comprimento de
arco X = X(s), chama-se curvatura X em;um ponto de C
ao valor de |X"(s)] no ponto cons1derado.

A curvatura k & sempre posltlva e, como & fa
cil ver, nao depende da orlentagao adotada. Para uma re~
ta, a curvatura & idénticamente nula. Reclprocamente, se
a curvatura é idénticamente nula, entao - X"(s) = 0, don
de X(s) = 4s +C, com A e C vetores constantes, o
a curva é uma reta. '

Nos pontos onde k#£ 0, o vetor X"(s) §&
bem definido e normal a X'(g); o vetor unitdric de
X(s), isto 8,70 vetor n definido pela equaggo M{a)=

= kn & chamado normal principal & ourva no ponto con-

siderados. O planoc determinado pelos vetores X' (s) e-n

é chamado plano osculador & curva. Quando a curva & pla-

nay o plano osculador coincide com o plano da curvae

No que se segue, suporemos a curvatura k% Oe
Como nao mais usaremos o parametro 1, podehbs denotar
o vetor tangente unitéric X'(s) por + . J ‘

0 vetor b = tAn, onde A indica o produto

14—




vetorial, & normal ao plano osculador e chamado binormal
a curva. Como b & unitario, a derivada b'(s) ' é essen -
cialmente a derivada do angulo do plano osculador no
ponto com os planos osculadores vizinhos, e di portanto
uma medida de quanto a curva se afasta do-piano oscula-
dor em uma vizinhanga do-ponto,. ‘

Para precisar a medida désse afastamento, ob~
servemos. que de um lado - b'(s) & normal a b, e portag'
to contido no planc t,nj por outro lado bt{a) =
= t'(s)An + tAn'(s) = tAn*(s), e portanto b'(s) &
normsl & t. Decorre que bt(s) & paralelo a n.

Definigao 3-Dada uma curva,regular .orientada

' _ C,' parametrié;da pelo comprimento
de arco X = X(s), chama-ge torsao T em um ponto C
ao numero definide por b'(s) = Tn .

OhserVaggg - A torsac nao depende da orienta -

gEo da curva. Diferentemente ds
gurvatura 2. torsao pode ser positiva ou negativa.

Para as curvas planas;, a torsac & evidentemen-—
te nula. Reciprocamente, se a torsao é idénticamente nu-
la, entac. b'(s) =0 e b= b, & um vetor constante.Co
mo X‘(s).bo = 0, onde o ponto indica produto escalar,
temos X(g).b = const.s, ¢ a curva X(s) é plana., O sig
nifiocado intuitivo da torsao & indicar o quanto a ocurva
se afagta de ser uma curva plana.

B conveniente, para usc futuvro, obter uma ex~-

Lo d "~ .
pressao explicita para a torsao em termos da representa-

~15



¢ao paramdtrica X = X(s). Por definigao T = b'(s).n =

= tAn'(s)en . Porém

n'(s) = (& x7(s)) = L x"(s) -L(;gilx"csd ,

e entao,

i e (d am (a)n - - KL ARUS)EY (o)

que é a expressac procurada. - _
A cada ponto )
de uma curva regular
ineptada C, associi
mos intrinsecamente t1-8s
_ vetores unitérios e or

togonais, tenybe O

Figo 8
triedro assim constitul :

" do é chamado triedro’ de Frenet (vér fige. 8). As deriva-

das t'(g) = e b'(s) =1tn, expressas nesse triedro,
fornecem'entidades'geométricas, curvatura e torsgo, que
880 em geral independentes, e informam sdbre o comporta-
mento da curva na vizinhanga do ponto. A procura de ou-
tros entes geométricos locais nos levaria a calouldr

n'(s); Entretanto, como n = b At, teremos
nt(s) =‘b'(s)/\‘t+b/\-t'(s)= TAAt+k B AN = ~ Th = ki,

'@ nao obteriamos nada além da curvatura e torsac j& co-
nhecidasa

Para uso posterior, vamos destacar as equa =

16-
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~ "~ . . -
goes que dao as derivadas dos vetores +t,n,b, “referidas

a asse triedros

t'(s).= kn ,
. n'(g) == kt - 1 ,
b'(s) = tn ,

¢ chama-las de férmulas de Frenet.

* Refletindo um pouco sdbre a construgac de uma
curva a partir de uma reta, por curvatura (afastamento da
reta), e torsao (afastamento do planc), somos levados a
conjecturar que, dadas a curvatura (nao nula) e a torsso,
conmo funggo do comprimento do arco, & possivei reconse
truir t0da a curva. Se isso £Or verdade, qualquer tenta~
tiva, como a =2cima, de obter novos entes geométricos ine
dependentes, seréd intil e desnecessiria. Em outras pala
vras; demonstrada essa conjectura, a teoria geral dascur
vas locais fica encerrada, no sentido de que o comprimen
to de arco, a curvatura e a torsao sac suficientes rara
descrever o comportamento local das curvas. '

A formulagao correta do fato acima mencionado
constitue o '

Teorema fundamental da teoria local das curvas,

Se forem dadas fungoes diferencifveis Xk(s), 7(s), st I,
com k(s)>0, enteo para todo s ¢ I, existe um intérf
valo aberto J, contendo s, ¢ uma curva local regular
dada por X:J—-—-:*RB, “tal que |s - s,| & o comprimento de
arco de X(&) a partir de X(so) e a curvatura e ‘tor-

sao de X(s) sao dadas por k(s) e 7T(s), respectiva—

-17
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mente. Ademais, a menos de sua posigac no espago, essa
curva & unica.
-~ -~
Obsereagia ~ Dois subconjuntos de 'R3 sac i-
dénticas a menos de sua  posigao
- » » : -~ . - 2
no espage se e possivel faze-los coinecidir por transla-
goes, rotagoes, simeitrias, ou combinagoes destas.

Ladd -
Demonstragac — Considere o sistema de equagoes

diferenciais
£1(s) = k(s)n \ /
1) < n(s) = k(e)E- ¥(s) B 5 |
B'(s) = w(s)m ,

onde §=E(s), n=n(s), B=PB(s)y s€I sa0 fungoes veg
toriais desconhecidas. Seja t(e), n(s), b(s) a solu-
gao désse distema em um intervalo J! contendo 8 e
tal que os vetores iniciais dados, t(so)=’t.o, n(so)=no,
b(so)a'bo, sejam wnitirias, ortogonais dois a dois, e
tA D Wb = 1. A existénecia e unicidade de uma tal solu-
gao 6 afirmada pelo teorema fundamental das equagges di~
ferenciais ordindrias (Pontryagin, pg.20).
Vamos mostrar que os vetores 1%(s), n{s),b(s)
580 uni_térios e orfogonais para todo sedt ., |
Com ofeito, a partir do sistema (1), obtemos o
 sistema (2)
() <2x(n.E); (nz)_'=-k(£.n)-'c(ﬁ-n)a (8% 1-2t(n.p)
(2) < (&) sk -kE-T(EB)5  (BaE) =k(Bun)+ T(Ea)
(n.8)" =71n° - %6 - k(B.E) , .

18-




_. tinua de s, teremos tAN.D

T
i
.

3

onde 52, ::1]2, [32, EeTy NePsy T8 880 fu_r{gées des~
conhecidas de s, | | - _ L '

4s func;oes constantes 5,2 = 1 . B™ = 1 ,l
l';.n NeP=E.P= 0 830, como & 1med1a‘t’-o verificar, uma
solugao do sistema (2). Por outrc lado, .as fungoes
((s))%, (n(s))?, (v(s))%, +(s)a b(s), n(s)eb(s), #(s)en(s)
obtidas a partir da solugao do sistema (1), formam  uma
segunda solugao para o sistema (2). Como essas duas 80—
lugoes de (2) coincidem para s = s, ‘temos, pelo teore~
ma de unicidade citado, que €las devem coincidir para g
do s¢J'. Decorre que os vetores t(s), n(s), b(s) sao
unitirios e ortogonais, para todo s¢J! o que prova a
afirmagg.o feita.

Ademais, como tAnsb = * 1 & uma fungao con-

= 1, para todo =s.
Seja agora a apllcag,g XeJ V= RB, definida pe
. .
la integral X(s) = j t(s)ds, onde por integral de uma
~ | so ~

fungao vetorial entendemos o vetor cujas componentes  sao,

respectivamente, as integrais das fungoes componentes. A

-fungao X(s) & continua, diferenciével e jx1(s) |=14(a)}=

= Js A oondiggo. -

2 2 2 '
x()] =y @) £ o
mostra que em um certo intervalo J contendp 8,9 '
das derivedas, digamos 2'(s), & diferente de zero; en-

uma

~ N ,' - .
tao =z = z(s) pode ser invertids em J , fornecendo uma



fungao diferencidvel s =@ (z). Decorre dai que restri-
ginde X(s) ao intervalo J , a aplicagao Xed —»R> §
biunivoca, ¢ & inversa X _tp n, onde W & a proje-
¢ao do B> sbre o eixo 0z, & continua. Portanto
X7 B> & uma curva local regular.

Vamos mestrar que essa curva satlsfaz asg condi
goes do teorema. Com efeito, o comprlmento de arco ¢ do

segmento entre s, e B é dado por

=|s - sl .

o = l js Xt (s) | as

A curvatura de X(s) & dada por

[X'(s)| = 1%'(s)] = x(s)

Finalmente, a torsac é dada por

X (s)AX"(s)X" () = _takn,(k'n#km')
- 2 2 e 2 =
k k :

= ~ tAna' = - tAan{-kt- Tb) = TtAnd =7 , ;

"0-que termina a primeira parte do teorema.

Para mostrar que a curva X(sg) & tnica a mo-
nag de posigao, imaginemos outra curva f(s) J-—»R3 '
satisfazendo as condlgoes do Teorema, isto é, com curva~
tura k(s), torsao 4(s) e comprimento de arco )
a partir de i(so).
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Por uma translaggo em RB¢ & possivel trans-
" portar X(s) de tal modo que i(so).= X(so). Depois,por
uma rotaggo em torno ddsse ponto comum, levemos os Hrie-

dros de Frenet de X(s) e X(s), nesse ponto, a coin-

cidirem, isto &, t = ?o, n, = n0 ’ 'bo = Eo. Ora, co
mo t(s), n(e), b(s) e %(s), n(s), b(s) satisfazem &s
equagoes de Frenet, sao solugoes do sistema (1), que

coincidem para 8, = 'so', pelo Teorema de unicidade

t(s) = %(s), n(s) = fls), b(s) = b(s). Integrando X!(s)=

= X*(g), o levando em conta que X(s } = i(so), obte-
mos X(s) - X(s) Portanto, as duas curvasg diferem por
una translagao e uma rotagao, o que termina a demonstram

¢ao do teorema.

!
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CAPITULO II

 SUPERFICIES LOCAIS RECULARES; PRIMEIRA
'FORMA QUAIRATICA, '

1 . Notagdo. |
 Indicaremos por R2 o planc euclideanc, no

gual se fixou um sistems de coordenadass um ponto de Re
gerd indicado por suas coordenadas (u,v). B3 terd o
mesmo significado do capitulo I. ]

Uma vizinhanca de um ponto p_ =(x ,¥ ,% ) em
3, A o "+ 00’
R® & uma esfera aberta centrada em p_, isto 6, 0 con-
junto dos pontos (x,y,z) de R3, satisfazendo:
(x—xo)2+ (y—yo)2+' (2-20)2-4 const. Analogamente ,ma Vi~
zinhanga de (u_,v,) em R” & um circulo aberto, cen-
trado em (uo,vo). Un subconjunto A de B> {ou R3) 8
dito aberto se, para todo ponto de A , se pode encon-
trar uma vizinhanga d&sse ponto, enm 32 (ou R3), conti
da em A. - '

Uma aplicagao £3A —> RS (ou f:4 —>R2), onde A
é um aberto de Rz, é dito continua se, para $0da vizi-
phanga V de f(p), pe¢ A, existe uma vizinhanga U de
py tal que £(U)C V. Se utilizarmos coordenadas para

representar, por exemplo, f:A— R3, . por
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X = x(u,v) s ¥ o= Y(uav) ; Z = é(u,v),

entac £ & continua se e s§ se as fumgoes =x(u,v) ,
y(u,v), z(u,v) sao continuas. Uma apllcagao f:A'~>R3
(ou f1A—>R ) que é continua, biunivoca, e cuja inver—

rs

sa é ainda continua é chamada um homeomorfismo; nésse ca

50, o8 conjuntos A e f(A) sac ditos homeomorfos.

2 » Superficies locais regulares.

Definicdo 1 - Un subconjunto § de RS &

chamado uma perflcle local

__Agular, se existir um homeomorfismo Xi A-*¥S(:R3 onde
A é um aberto de R2 homeomorfo a um clrculo, satisfa-
zendo 3s condigoes: '
1) X & diferencigfel,istc é,representando X
por x = x(uyv)y ¥ = y(uyv), 2z = z{u,v),
entao as fungoes x(u,v), y{u,v), z(u,v) admitem deriva

dag parciais continuas de tddas as ordens.

2) (Condigao de regularidade). X tem caracte
ristica 2; isto &, os determinantes jaco-

-binas

%(Ysz) ’b(zsx)

e
Dxey) ' TR (u,v)  ? To(u,v)

Ko} u,V)

nao se'anulam simul taneamente para\ponto algum_de A.

A aplicaggo X serd chamada uma parametriza -
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pé_o_. (ou sistemas de coordenadas) de 8.

| Una in‘l:erpretaggo da condic;go de regularidade &
a seguintes Beja X = X(u,v), XthA— R3, uma parametri
zag8o de uma superficie local. regular S, Seja ,(uo,vo)
um ponto de A, e U uma vizinhanga de (uo,vo) em Rz,
contida om A, A intersegao de u = u, com U é hoEe_g_
morfa a um intervalo aberto; a imagem dessa intersegao
por X &, pela condiggo de regularidade, uma curva lo -
cal regular, contida em S ¢ passando por X(uo,vo).Prg
cedendo @éloéamente com Vv = V_ , Vemos que cada ponto
+de B tem uma vizinhanga coberta por duas familias - de
curvas locais regulares, imagens por X de u = const ,

Vv = constj essas curvas sao chamadas curvas coordenadas

da parametrizag:;o (vér fig. 1). O vetor tangente & our-

X

N
R

~
‘ .(“0’ 11'o)

Fig. 1

A ’V_o)

va coordenada X(cons%, v) tem componentes %ﬁ ’ —%g ’

D%

By~ ¢ © serd indicado por X ; anélogamepte X, indd

24~




ca o vetor tangente 3 curva coordenada 'X{u,‘const). Com
‘essa notagao, os determinantes jacobianos da condigao (2)
!sao precisemente as componentes do produto vetorial

iX )\X « A condigac de régularidade (2) & entao equiva
- len'bs ao fato de que X /\.'X’. 4 0, isto &, as curvas co
‘ordenadas ge¢ cortan segnmdo um &ngulo nac -nulo.

- As proposn.goes le?2 -abaixo, mostram a rela -
gao que ex:.ste entre o conceito ‘de superficie local regu
lar e as superficies usualmente encontradas nos cursos
de C&leulo e Geometria. Em particular, essas proposigoes
nos permn.t:.rao exibir um grande nimero de exemplos de sU

perficies locais.

>

Proposicac 1 - Se f(x,y) = z, fiA—R, &

'  uma fungao diferenciével de-

finida em um aberto A de R2, homeomorfo a um circulo,

entad o gréfico de f em Rr3 s isto &, o colnjunto dos
pontos (x,y,f(x,y)), é uma superficie local.

Demonstrag_g_o_ - Basta mositrar que x = uy y=7v,

z = f{uyv), & uma parametriza

gao do grafico. A condigao (2) é verificada, porqué o

jacobiano . olx =1 nunca & nulo. A verificagao
d{u,v)
das outras condigoes é
Proposigac 2 - Seja  9(x,yyz), cp:RB-—a R,
uma fungao diferencifvel, com .

imediata, ,

. “edracteristica 1, isto é, nao se anulam simultaneamen-
‘te as derivadas parciais Q_, @ ., p,o Seja 8§ o
subconjunto dos pontos (x,y,z) de R3 satisfazendo &
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condigao  ¢(x,y,z) = 0. Bntao para cada ponto ¢8 ,
existe uma vizinhanga 'V de s em R3, tal que & in-
terseggo V(\S. é uma superficie local.
Demopstragég ~ Beja (xo,yo,zo) um ponto de
’ S. Como P g ?y’ 9,9 nao se
anulam simultaneamente,
podemos supor, renumeran ' 'z

do o8 eixos se necessa-

rio, qize tp3 £ 0 em

.(xo,yb,zg). 0 teorema | 4{::3

das fungoes implicitas

{Courant, vol. II, pge 5 S

117) afirma entao a exig ////////

téncia de uma vizinhanga ‘ s

V de (x ﬁ z ) e de X ‘ Fig. 2
0?0?00’

uma fungao diferencidvel =z = 6(x,y), definida na proje

¢ac A dessa vizinhanga sdbre o plano X O Y, o tal que

(xyys6(x,y) = 0 em A. Isso significa que VNS & 0.

gréfico em R da fungao diferencidvel z = 6(x,y), de

finida no circulo aberto A (vér fig. 2), o qhe, junto

com a Proposiggo 1, termina a demonstraggo.

| Observagég - De agora por diante, chamaremos
de vizinhanga de um pontoc = de -

uma superficie local regular S, a interseggo de S com

uma vizinhanga gg_gf_ do ponto s.

EEQEPZB. 1 - Cada ponto da esfera x?#y2+zgap

= 0 possue, de acdrdo com a
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Proposigao 2, uma vigzinhanga que & uma superficie local
regular. ‘ '_ N
Exemplo 2 - Cada ponto do cilindro x2+y2-1=
= 0 possue, de acdrdo com a
Proposicac 2, uma vizinhanga qué é uma superficie “local
regulaf. N '
Exemplo 3 =~ Cada ponto do cone de duas  fo-
lhas, com vértice na origem ,
x-+y2-z2 = 0, exceto o'vértipe, tem uma vizinhanga. Qque
é uma superficie local regular. No vértice (0,0,0) nao
é possivel aplicar a pFo-
posigao 2, porqud tddas Z
as derivadas parciais ai
se anulam. Isso nao  nos
‘permite afirmar que o vér

tice nao possue vizinhan-

¢a algﬁma‘que seja uma su

- perficie local regular.En R ¢
tretanto, uma observagao
direta, mostra que a in-
terseggo do cone com qual
quer esfera aberta centra - Flg. 3.
" da no vértice nao pode ser pequer homeomorfa a um circun
lo aberto do plano (vér fig. 3). . |
Poderiamos tentar superar ésse inconveniente ’
considerando b uma folha do cone, que & dado pela oqua~

ggo @(x,y,z) = % - V x2 + y2 = 0, onde convenciona -
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mos que a raiz é sémpre tomada pogitive. Mais uma vem a
Proposiggo 2 nao & aplicdvel, pois wy' ° 9. nao

sa0 continuas no vértice, e, portanto, ® nao & diferen-
cidvel, Mais tarde, mostraremos que o significado geomé-

trico da condigao de regularidade & que tddas as curvas

parametrizadas passando por um ponto de uma superficie .

local regular t8m os seus vetores tangentes contidos em
um mesmo planci isso signifiéa que o vértice de um cone
do ums fqlha nao tem viginhanga alguma que seja uma su-
perficie local regular. . _

Exemplo 4 - O fato de um subconjunto & de

' R3, admi tir uma-paramétrizaggo

em que falhe a condiggo de regularidade, nao gignifica
que S deixe de ser uma superficie 1d§a1 regular. Como

-~ . .
exemplo dessa situagao, considerémos a semi esfera (sgem

o bordo) =z = Vi1 - (2 + y2) -~ 1, onde x4 yaz'l,com

a parametrizacgao.

xX=pcos ® 4 y=pa&aen 6, z=\fi-pz—1 ’

Oz «T -1l<p<1l,

onde pz = x2 + yz e

tg © = hg— (ver fig. 4).

E facil verificar que as

trés jacobianasg Dlxey)
?(ps0)
?(yyz) (zyx)

2(p,0)  (py8) | )
28-
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nulas para p = O. Entretanto, de acérdo com a Proposi

¢ao 1, = semi esfera z = \/1 - (x2 + ye)— 1 8 uma su~
perficie local regular. )

Observagég_ - 4 essa altura, o leitor se con-

7 ‘ vencerd por si préprio que uma
proposig;o anéiogg a Proposiggo 2 & walida para ocurvas
planas. Mais precisamente, o lugar geométrico dos pontos
¢ {u,v) - 0, onde @=R2——>R é uma aplicagao diferencid
vel e Epu ’ (Pv nac se amulan simultaneamente, tem, para
cada ponto (uo,vb), uma vizinhanga de. (uo,vo) que §
uma curva local regular. Bsse fato seré usado posterior-
mente., '

B usual definir superficie, como o lugar geomé-
trico dos pontos que satisfazem equagSes paramétricas da
forma x = z(uyv) , ¥ = y(uyw) , 2z = z(uyv) e que pre
enchem as condigoes (1) e (2) da definiggq 1, omitin-
do-gse a condiggo de homeomorfismo., 4 pr0posiggo seguinte

. ™ . o™ s
mostra a relagao entre désse definigao e o conceito de su

porficie local regular.

Proposigac 3 - Seja X:iB—R> uma aplicagao

L continua de um aberto B de
R® om R3, satisfazendo is condigoes (1) e (2) da de-
finigao - 1. Entac, para todo ponto b €B, eoxiste uma
viginhanga V de b em Rz, e contida em B, +al que
o conjunto X(B), imagem por X de By, & uma superfi-
cie locsl regular. \

Demonstrgggg - Seja x = x(uyv) 5 ¥ = y(uyv),
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Z = z(u,v) a representagaq de X em termos de coordena

das, ¢ seja (u "V, ) um ponto de B. Como, por (2),0s
xy)°  B(yaz) . (zex) -

gacoblnos - s DNA#O S anu-

d(u,v) ’ d(u,v) ? (u,v)

lam simul tancamente, podemos supor, renumerando os eixos

se necessirio, que R(xyy) £ 0 en (u ’V, )e Entao o
'b(u,v) ‘
teorema da funggo inversa (Courant,.II, pg. 152) afirma
a existéncia de vigzinhangas, V de (uo,vo) e U de
(go = x(ua,vo), y, = y(uo,yb)), e de fungoes diferen -
cidveis u = 0(x,y)y, v =0(x,y) definidas em U, tais

que x = x(8(x,y)y ¢(x,57)) e ¥ = y(O(x,5)s ¢(x,5)), P2

ra todo ponto {x,y) de U. ZEntao os pontos de x(V)
sao dados pela fungao z = z(8{x,y), G(x,y)), que, como

composta de fungoes diferencidveis, & diferenciivel oem

U. Désse modo, X(V) & o grifico de uma fungao diferen

Flg. §

U
Q (x_»7,)

[

ciavel, o que junto com a Proposigao 1, termina a de-

monstraggo. ) ' _ '
Observagao - Note qué a Proposigao 3 nao a-

firma, como na Proposiggo 2, que
cada ponto do conjunto ZX(B) em R3 tem uma vizinhanga

30~
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\‘— Y ‘l‘\«-.—/-.-‘w.'u-i_

3,
‘\_)l

gue ¢ uma superficie local regular. Em verdade, essa a-
firmaggo & falsa, como mostra o exemplo seguinte:
Exemplo 5 - Construindo um cilindro reto si-
_ " bre a ourva do exemplo do Capftu
1o I (vér fig. 6), o que cquivale a juntar As equagoes
da curva a equaggo 3=V, - 00<V<+ 0 , ‘teremos uma
aplicaggo de um aberto de Rz
(dominio das coordenadas %
e v) en R3, que satisfaz
4s hipdtesew da Proposigac 3e
A imagem do aberto em R3,' ig-

to &y0 cilindro assim constryd

do, tem uma auto-intersegao sd

bre o eixo O0Z; npenhum pon- _ Fig. 86

to désse eixo possue uma vizinhanga em 33 s ocuja inter- -

segao ‘com ¢ ¢ilindro seja uma superficie local,

‘ Para representar uma superficie local regular
S & necessirio uma parametmzagao. A prcpo=31gao seguin-
te mostra como construir virias parametrizagg.gjde B.
Proposigao 4 - Seja- S uma superficie local
| regular dady pela parametriza
cao XsA-+R3, ‘X = X(u,v), o seja hiB— A um homeo -
morfismo diferenciével de um aberto B do plano U,V

sébre A, dado por u = u(u,v), v = v('ﬁ',;) e tal que

—‘%{%’%3— 54 0. Entao a aplica-;;o composta J-E=thtB—sR3
?

é aa.nda uma parametrlzagao de N,

Demonstrag ag - 4 apllcagao X o h é un  ho-
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'

meomorfismo diferencidvel, como composta de homeomorfis-
. s - PRy s ' 4
mos diferenciaveis. A condigao de regularldade & ‘também

verificada, porqué se, digamos, 94 o, entao

u,v
Dlay) | By) | Bww) 4
PEY) L V) @)

a pro:po.siggo estd portanto demonstrada.

A proposiggo seguinte mostra que para superfi-
cies locais regulares, as mudangas de parametro descri-
tas na Propos:Lgao 4 sa0 as Gnicas possmvels.

__:_rgp_q'g}_g:_a;o_ S - ' Se uma superficie local regu-

: ‘ ' lar § admite duas parametri
zagoes Xsd —RJ , X(u,v), e X:B—R> y X = K(u,v),
entao existe um homeomorfismo diferenciivel h:B—A, da

do por -u = ulu,v), v = v(u,-), com & propriedade

dfu,v) .
N # 0 . ‘a B A )\

Demonstragé‘g_.

Defina-se

h:B-—-sA como B

composta h-X"To ¥ T
h

(ver fig.ThE dlaro /
que B & um homeo- X/’

morfismo,como com-

rosta de homeomor-
fismos. Nao & pos- Fig. 7

sivel concluir por
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um argumento andlogo que f & diferenciavel; com efei-
to, %1 ostd definido em S e ainda nao definimos o
que- significa ser diferenciivel para uma aplicaggo em
S. Em verdade, a proposiggo que estamos demonstrando &,
como logo veremos, essencial para dar sentido a uma tal
definigao. '

Procederemos da maneira seguinte: seja(ﬁg,;;)

um ponto de B, e (uo,vo) a sua imagem por h em A,

‘ d(x,; w
Podemos supor que nzo se anula em (u_,v_)e

Considere-se a aplicagaoc X do espago u,v,t no espa-

go x;y,z s dada por

X(uyvyt) = (x(uyv)y y(usv)y z(uyv)+ +) o
3——a33 & uma aplicagao diferencidvel, que.leva' A

XsR
- . . . 'a(xgl‘fsz) ‘B_(Xa.'f)
sobre 8, e cujo jacobiano Dluyvyt) T d(u,v) + 0

em (uo,vb,O).‘ Pelo teorema da fungao inversa, existe

uma vizinhanga V de i(uo,vo,o), tal que a inversa
i-l
tinuidade de X existe uma vizinhanga U de (E;,;; )

$al que X(U)CV. Restrita a U, a aplicagac h pode

ser escrita como h = ifl

de X & definida e diferenciivel em V. Por con-

X3 h & entao diferencia-
vel em (u yv ), ocomo composta de duas aplicagoes dife
rencifveis. O mesmo raciocinio pode ser repetido  para
qualquer ponto de B, o que mostra que h é diferen -
ciavel em B. . . | '
Comc h & um homeomorfismo, existe a inveisa

"'1 . ‘ y . - . '
h ~sA-—B. Um raciocinio an2logo ac que figzemos,: mos-
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-1 . , o~
trard que h & diferencidvel. Como, nessas condigoes

3 (u,v) . 2 (1,7) =1, decorre que -—B—(E’I)—al 0, 0
BT A(u,v) > (u,v)

gue termina a demonstragao.

Observagﬂ - As definigSes e propriedades de

uma superficie local regular 8

podem ser dadas ou em termos do conjunto S, ou em ter-

mos de uma parametrizagao XiA>R3No #1timo caso, &

necessario mostrar que as def:mn.goes ou proprledades en

questao, nao dependem da particular parametrlzagao S 800w

lhida. Para isso, o uso da Propos:.g:ao 5, 4que caracteri-
za as possiveis parametrizagges, & essencial,

" Como aplicaggo da Proposig;o 5, <vamos mostrar
que tem sentido falar em fungao diferencifvel definida
em uma superficie local regular S, Seja XiA—. 33 uma
pe;rametrizaggo de S, Diz~se que uma funggo real f:S5-R
& diferencidvel se a fungao f ¢ Xs&—>R & diferencil -
- vel, ismto §, se existem e sao continuas as derivadas par
ciais &e tddas as ordens de f(u,v), considerada  como
' fung,go das variaveis UyVe A Proposiggo 5 afirma que
qua.lquer mudanga de parametnzag,ao é dada por uma aplica
gao diferencidvel hiB—>4, isto &, por fung,o_es diferen
cidvels u = u(u,v), v = v(u,v). BEntao a fungao
foXoh : B—R”, ou seja, f(ul(u,v), v(u,v)) expressa
nas novalspoordenadas u,v & ainda uma fungao diferen ~
cidvel. Portanto, o fato de uma fungao ser diferencifvel-

em &, nao depende do particular sisteme de coordenadas
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empregado para descrové-la.
O'bservagég_ - Note~se que a definiggo‘=dada‘ de
. diferenciabilidade nao faz uso
de elementos exteriores a superficie. Uma definigg.o' na-
tural, porém fazendo uso do espago exterior & superficie,
§ dizer que f:S—R é diferencidvel, quando f & a
‘restrigao de uma fungao diferencifvel em RB; nao & di-
fi{eil verificar que essa defin:i.gao ) equivélenta 3 da_mda,
A definiggo de texto foi preferida pelo fato de termos do
considerar posteriormente superficie "em abstrato", isto
&, sem nenhuma menggo de um espago R,

A idéia de diferenciabilidade pode ser generali .
zada para o caso seguinte, que utilizaremos adiante. Be
S_ e 5Bt sao duas superficies locais‘regu,lares, dadas
por parame‘trizagses X:A --:»R3 e X':A‘«-—yRB’, respecti-
vémente, entao diremos que a aplicagﬁo f3S—>8' & dife
rencidvel sc a aplicagao composta X'_l ofoX 3 A At é
diferencidvel. Deixamos aos cuidados do Aleitor,verificar
que essa definiggo nao depende das parametrizagges adota

das.

-3 « Plano tangentes orientaq:é:_.

A definigao abaizo & feita sem mengao algu-

ma a parametrizagg,o.
Definigao 2 - Seja s¢S um ponto de uma su
perficie local regular § @

3

X:I-—»SCR” uma curva parametrizada contida em S e pag

~35



sando por s para um valor toé I. O vetor tangente

X'(t) em: t é dito um vetor tangente 2 § no ponto s
Se tomarmos uma parametrizaggo X:A—>R> da su

'perficie local regular 8, dada por X = X(u,v), . uma.
maneira de obter vetores tangentes em X(uo,vo) ¢ a se-
guinte. Considere-se uma curva parametrizada u = u(t),
v =v(t) em A, passando por ‘(uo,vo) para t = t_.

A imagem por X dessa curva é uma curva parametrizada
X(4) = X(u(t), v(%)), contida em $, passando por
X(uo,vo). 0 vetor X'(t) = X u'(t) + xvvr(t) para  t=t_
é um vetor tangente a S em X(uo,vb), Em particular ,
os.vetores Xﬁ e X, sao tangentes a S. . Observe-se
que, como S §& regular, os vetores Xu e Xv nunca
sac paralelos e, portanto, X'(t) = O se e sdmente se
u'(t) = v'(+) = o.

' Todo vetor tangente a S pode ser obtido da ma
neira aci\a descrita, Para mostrar isso, basta verificar
que $6da curva parametrizada em S Y:I»avS(fRB, pas-
sando por X(uo,vo), onde X=A->R3, é uma parametriza
gao de B, & a imagem por X de uma curva parametriza
da em A, passando por (uo,vb); Com efeito, a ocurva

-1

procurada em A & dada por X ~o YiI—4, que & evi-

dentemente um homeomorfismo diferencidvel (j sabemos o

que significa ser xt

diferencidvel em S). Nao pode~
mos portanto em generalidade, quando fixamos uma parame-
trizagaoc X(u,v) e consideramos na definiggo de wvetor

tangente a 8, sémenfp as curvas X(u(t), v(t&.
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As cdnsideragges acima mostram que todo  vetor
tangente a uma curva.loqal'regular X'(t):qu'(t)+va%¢L
pertence ao planc determinado pelos vetoraes Xu e-_xv ’
que nao sao paralelas pela condigac de regularidade, e
- Justifica a seguinte
| v Definigég; 3 =~ 0O planc que contém todos os ve

tores tangentes a um ponto de

uma superficie local regular B & chamade planc tangen-

te a S nessé ponto.
" Como & fhcil verificar, todo vetor aX + BX,
& e BER, do plano tangente a S em p & o vetor
tangeénte a curva,imagém por X da curva u - u, = at ,
V-V = Bt em 4, e & portanto um vetor tangente a S
em Do
Fixada uma parametrizagao X(u,v), fica deter-
minada uma base Xu’xv do plano tangente, que & chamada
base associada & parametrizagac. -
Obgerve-se Que o significado geométrico da ‘cone
digao de regularidade na definigao de superficie local
regular é precisamente garantif a existéncia de um plano
tangente 'em todos os seus pontos.
| Definigac 4 - Um vetor unitdrio, normel ao
plano tangente em um ponto g
de uma superficie local regular S & chamado vetor nor-
‘mel a S em s. |
' Bm cada ponto de S existem dolis vetores nor-

‘mais opostos. Dada uma parametrizagao X(u,v) de S, fi
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ca associada a ela um vetor normal N = ¥(u,v) dado por
X AX,
N = w1~——————r— y
X AT
onde A indiea o produto vetorial e | | indica o médu

lo de um vetor em R3 » Fazendo uma mudanga de parametros

u = uluyw)y v=v(uv) & facil vér que

' D1,V
X AKX = XZ-ArZX-
w Ty N U,V ’
e portanto o vetor normal .N se conserva ou muda de si-
: . . . U,V -
nal, conforme seja o jacobiano e positivo ou ne
. V)

‘gativo, respectivamente,
Como no caso das curvas, diremos qQue duas para--
metrizagoes de 8, ZX{u,v) e X(u,v), definem a mesma

YsV/ > 0., 2 facil vér que cssa

ori‘entaggo quando
é uma relag:ao de equivaléncia, e que sb hé duas orienta
goes possiveis., Quando é feita a escolha de uma orienta-
¢80, a-superficic § diz-se orientada.

Pelo que foi visto acima, em uma superficie ori

entada dada pela parametrizag:;o X{u,v), & possivel de-
X A X

finir o vetor normal N = —Im—'_ & superficie ,
que varia diferenciavelmente, e nao depende escolha de
para.metrizagao dentro da classe de orientagao fixada. Re
clprocamente, a escolha de um vetor normal em cada ponto
de uma superficie, que varie continuzmente, implica na

escolha de uma parametrizagao, e portanto, de uma orien-
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‘!:aggo.

4 . Primeira forma quadritica.

De agora por diante, utilizaremos os seguin
tes abusos de linguagem. Superficie designard o que defi
nimos por superficie local regular. A nao ser que haja
necessihade de especificaf o aberto ‘4 da parametriza -
gg.o X:h - 5C R3, esta seréd simplesmente indicada  por
X(u,v) ou X. |

0 produte escalar do espago euclideano R3 3 5,
induz em cada plano tangente a.superficie S um produto
escalar, que indicarsmos por <£,j> .‘ A 8see produtd eg
calar, que é uma forma bilinear, associaremos uma forma
quadréfica, indicada por I, que faz cdrresponder a ca-

da vetor tangente o quadrado de sua norma (médulo).Assim
I(X (%)) = <X(5), X* () > = (X' (£)]°

onde X{t) & uma curva parametrizada em S.
Definig§g  5 ~ A forma quedrdtica I associada
ac produto escalar, induzidomw
plano tangente a um ponto s de uma superficie 8C RB

por R3, chama-se primeira forma quadritica da superfi-~

¢ie S no ponto 8.
Escolhida uma parametrizagao X(uyv) da super-
ficie B, e levando em conta que todo vetor tangente a

S & o vetor tangente de uma curva X(u(t), v(%))= X(t),

terenmus
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[y

(X (4))= < T (4), T (£)> = < XuteX viy K u'+E v's =
- . | 2
- 1 11 L
= <K pX> (u')% 2<L HX >ulvi+ <X ,X > (v!)
= .E(u')z + 2F u'v' 4 G(v')2 y
oixde B s <Xu,Xu:> y F = <Xu,xv> vy G = <XV,XV>
gao os coeficiontes da primeira forma quadrética I na
base do espago tangente a S em X(u,v), associada &
parametrizaggo X
7 0 conhecimento da primeira forma quadritica,per
mite exprimir nogoes méiricas sdbre a superficie, sem )
feréncia ao espago ambiente, Assim, o comprimento de ar—
co ¢ de uma curva perametrizada X(%) = X(u(t),v(t)) &
dado por '

b

T =

130 (4) e X VB2 semrv e (v)2 gt
() (3

Decorre dai que podemos escrever

o (~%§L)2= E(u')2+ 2F u'v'! + G(v‘)g.

?or'essa razaso, a primeira forme quadrética &
usualmente referida como o "d62“ da superficie, e repre

sentada simbolicamente por

2

5 .
do” = Hdu + 2 F dudv + G dv2

A primeira forma quadritica permite calcular o

éngulo o de duas curvas sdbre uma superficie S. B

particular se a superficie & dada pela parametrizaggo
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X(u,v), o fngulo @ das curvas coordenadas u=u V=V ,

no ponto. X(up,vo),_lé dado por

Conclue-se que as curvas coordenadas sao ortogonais se e
6 w8 F = 0.

Como & primeira forma guadratica é definida po-

sitiva, os coeficientes B,F,G, satisfazem & desigualda
gilylry guaLug

de EG-F2>00

5 — frea de uma superficie.

‘Heja S uma superficie (local, regular).
Nesse pardgrafo, e em alguns dos que se seguem, teremos
necessidade de considerar ém S a imagem homeomorfa de
) . » ) .
uma circunferénecia, tal que cada ponto dessa imagem, €X~-
ceto um numero finito, tenha uma vizinhanga que é una

curva local regular. Para fixar linguagem, chamaremos um

tal conjunto de curva fechada, simples, regular por par-

tes. Como S & a imagem homeomorfa de um circulo, é in

tuitivamente*6bvio_que_uma tal curva determina em S uma
regiao "interior" que diremos limiteds pela curva. 4 de~
monstragac rigorosa ddsse fato (teorema de Jordan—FBrower)

é, entretanto, bastante dellcada.
Seja R a reglao limitada em uma SUPGTflCle 8

por uma curva fechada simples e regular por partes. Va-
mos definir o que se entende por area da regiao R, Pa-

ra isso, faremos uma decomposigao da reglac R 'em o~
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giges Ri’ ainda limitadas
ror curvas fechadasg, sim—
rles, regulares por partes,
fixamos um ponto Bi em ca
da Ri’ i

sdbre o plano tangente a su

e projetamos R

perficie enm 8;3 & proje~

gao de R, & denotada por

ﬁ; e por A(E&) indicare-

Fig. 8 ..

mos a &rea de ﬁ;. A soma
E A(ﬁ;) é uma primeira aproximagao da &rea R. Decom-

pondo agora cada R, da mesma maneira que fizemos para

: , i ~ ) _
Ry obtemos uma segunda decomposigao de R, que diremos

“"refinar" a primeira., Se, tomando decomposigoes cada ves

mais refinadas, ¢ tais que R, — s existe o limite de

i,
P A(Ri), e & independente do modo como sao feitas as de
1 -~

composigoes, entao diz-se que R tem uma Area A(R) =
= _lim. & 4(R.). '

Uuna discussao instrutiva dessa definiggo de
area de uma superficie, encontra-se em Courant, vcl. II,
PE. 341, -

Vamos mostrar agora que t3da regiao de uma Suw=
perficie limitada por uma curva fechada, simples, regu—
lar por partes, possue de fato uma dreaj em particular ,
obteremos a expressac dessa Area em termos de uma parameg
trizagao.

Seja X = X(u,v) uma parametrizagac para a su-

42



-

perficie B. S8eja R a regiZo de 8 limitadé por uma
curva fechada, simples, regular por parteé e sejam

R,

i =1yseeeyn 4 &s regioes obiidas por uma decomposi
ao de R, Como R & um conjunto limitado e fechado, &
?

possivel supor essa decomposigao suficientemente refina-

da, para que cada Ri esteja contido em uma vizinhanga -
B (xyy) (y.z) d{z,x
¥(xyv) 7 B(uyv) 7 d(uyv)

na qual um dos jacobianos
nao se anule. _
8e ja Rj uma das regices Ri (vér‘fig. 9) e
suponhgmos que Rj esteja contida em uma vizinhanga 7Vj
na qual i,v £ 0. Entao pelo teorsma da funggo in
versa, & possivel representar Vj POT X = Uy Y=V ,
z = fluy,v)a Se 8. & um vonto de Rj’ ‘a projegac Aﬁj)
da &rea A(Rj) sébre o plano tangente em 8 é dada
por : _
A(R") _ Z
<W, o> ° A(Rj)’ ?

onde ﬁ} & a projecao de

| Rj s0bre o plano X 0 Y

o ey & o vetor unitario 0. — ¥
L 1
de 0Z, isto &, <1\T,e3>- / ('"\,Rj
4 .

» A
2 0 cosseno do angulo ¢

que faz o plano tangente ' Fig. 9

em s. com o planc XO0Y.
J XAX,

1
Como W = -W y ‘teremos
u v

A(:E'j) = (X AZ | A(R;j) .



Pensando em A(R ) como uma Area do plano Uy vy
e em IX AX | como uma fungao das varidveis u,v, ve-
mos que a expressao de &rea de Ri serd a me sma‘,qualquer
que seja 1. Decorre dai que o limite

n ' n
— . 1
Ri Eigsi iélﬂ'(Ri,) = Ri}-ﬂno i;_illxu’\ Xv[ A(Ri-) o

B+ 1Y

por definigao & integral IL |Xu/\ ledudv, onde R!?
_ , . _

& a regido correspondente a R no plano u,v, @ essa in
tegral existe pela continuidade de lxu/\ le em R's Con
clue-se que a Aarea da regigo R existe, @ é dada pela ex
pressgo .

AR) = J XA X |dudv .

6 - Pai-ame”'trizac:ag ortogonal,

Seja X{u,v) uma parametrlzagao de uma su-
perficie S . Nesse paragrafo, para aliviar a linguagem,
nao faremos mengao explicita a parametrlzagao X e rensa
remos no par: (u,v) como coordenadas de um ponto da su- -
perficie 8., O leitor tomard o cuidado de verificar que
certos conceitos e resultados que uwiilizaremos, como ©
teorema fundamental das équagaes diferenciais mencionado
abaixo, sao ainda verdadeiros quando "transportados" por
X 3 superficie.

~

A equagao ¢ (uyv) = const, com ¢, © ¥, nao
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simul tdneamente milas eh (u "y )s define uma familia

de curvas regulares, em uma vlzlnhanga de (u ’V, ) Se

“u\t}, v(t) for uma parametrlzagao para uma curva de fa—
'mllla, +teremos

g, w'(t) + 9 v'(t) =0 (1)

isto é, as curvas de familia sat;sfazem a‘equaggo dife—

rencial (1)s A equagao (1) significa simplewmente que

L a dlregao da tangenie a uma curva da familiaz & a dlreqao

do vetor de componentes (¢v,—¢ )s na base associada A
parametrlzagao WV »
Recliprocamente, dar uma equaggb diferencial

Alu,viu' + B(u,v)v' = 0, onde A e B sao fungoes” di~
‘ferenciiveis de u o Ty nao simultaneamente nulas em
(uosv,), significa der para cada ponto de uma vizinhan-
¢a V de (u,,v,) uma diregao definida pela dlregao do
vetor (B,-A), de tal modo que ossas diregoes "verlam
diferencialmente"., O teorema fundamental das equagoes di
ferenciais (Pontryagin, pg. 20) afirma que, em cada pon
to de uma vizinhenga V de (uo,v Y, U V, passa uma
finica curva 1ntegra1 da equagao dada, isto 6, uma curva,
tal que a dlregao de sua tangente em qualquer ponto seaa
dada por (B,—A) .

Se representarmos a familia de curvas integrais,
ouja existéneia & afirmada pelo teorema a01ma, por

(u,v) = const, teremos, comparando com (1),
Pu Pv

-0 em U3 T (2)
A B




isto &, se ¢(u,v) = const & uma curva integral . de
Aut + Bv' = 0, wverifica-se (2).

Vamos agora mostrai que é possivel perametrizar
uma vizinhanga de um ponto de uma superficie S, de $al
modo que as curvas coordenadas se jam ortogonais. Nas pro
posigSes que se seguem, encontraremos uma situaggo tipi-
ca de Geometria Diferencial, que consiste na necessidade
de contrair varias vadzes a vizinhanga do ponto na qual
se estd trabalhando, Mais explicitemente, cada vez que a
plicarmos ou o teorema das fungSes implicitas, ou o teo-
rema da existéneia o unicidade de equagges .diferenciais
- {que sao os instrumentos bisicos da Geometria ;Diferenf
cial local), necessitaremos de tomar a intersegao da vi-
zinhanga em que estamos trabalhando com a vizinhenca on-
de o teorema & vélido. Para nao sobrecarregar a notaggo,
nao especificaremos as varias vizinhangas envolvidas e
usaremos a frase "em uma vizinhanga" para resumir a si-
-tuaggo deserita acima. ‘

Proposigao & - Seja X(u,v) ume parametriza

¢ao de uma superficie 8, o

considere-ge o par

At + Biv'! =0 (3)

! . :

. '.a'zu + 32V = 0 (4)
o : A1 B1

. de equagoes diferenciais, onde # 0 no ron
A2 B,
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to (u A )« - B possivel reparametrizar uma vizinhanga de
(uu,vo),> de tal modo que as curvas integrais de (3)
de {(4) passam a ser as curvas coordenadas da nova para-
metrizaggo. )
Demonstraggg_ - Pelo ijeorema fundamental das e-
_ quagSGs diferenciais, existemvi
zinhangas de (u,sv,)  onde estao definidas curvas inte-
grais de (3) e de (4). Seja (uyv) um ponto. da inter
" sogac dossas vizinhangas e sejem ¢(u,v) = const = u. e
9{u,v) = const = v as curvas integrais de (3) e de (4),

respectivamente, passando por (u,v)

~ Vamos mostrar que " v #£ 0 em. (uo,vo) .
Com efeito, vimos que (3) e ( ) implicam em
Pa Py b, Y¢
1] = 0 H
Al Bl AE B2
ge fosse (9,0 =0 em f(u,v ), concluiriamos que
. UyV - Ve o’?
Al Bi
= 0 em (uo,vé), o que contradiz as hipdte-
A, B
2 2
ses.
Como S # 0 em (u A )y podemes apli

U,V
car o teorema da fungao inversa, Qque garante a blunivoczu '

‘dade da apllcagao

{ B = ¢ {uyv) (5) '

¥ = $(u,v)
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om uma fiﬁinhanéa de (uo,vo), e.ﬁostré-que (5) & uma
- mudanga dé parémetro nessa'vizinhanga. B claro que a pa~
rametrizagao u,v satisfaz is condigbes requeridas, o
que Termina a demonstraggo.

Observagao - 0 significado geomdtrico da con
Al Bl £ %, & que
L B

as curvas integrais de (3) e 'de (4) se cortam sezun-

dig;o

BN

do um fngulo nao nulo. : \

' Propogicao 7T -~ Beja X(uyv) uma parametri-
- . zagao de uma, supe?ficie‘=5 e
seja  @(u,v) = const, com NI neo simultaneamen
te nulas no ponto (uo,vb), ume familia de curvas regu-
lares em uma vigzinhanga de (uo,vo). E possivel repara-
metrizar uma vizinhanga de (uo,vb) de tal modo que as
curvas coordenadas sejam ortogonais e uma das familias

de curvas coordenadas seja precisamente a familia @(u,vﬂa

= caonst. : —
A Demonstraggg_ - Como vimos anteriormente,a di
' regao da tangenté & uma curva
de familia @(u,v) = const & a diregao do 'vetor T o=
= (9,0°9,) Se '
Au' + Bv!' = 0 (6)
!

éa equaggo diferencial de uma familia o?togéhal a’
P(uyv) = const devemos ter « TeQ > = O; onde 9@ & o
- ’ [

vetor (By-A). Utilizando os coeficientes E,F,G, pode

48~



mos exprimir o anulamento do produto escalar por
E¢B—F@B—F@A+G¢A 0,'
ou seja o T _
(Eo, -Fo,)B=(Po -Hg,)A .
Note-se que os coeficientes do A e de B nao podem
sor simultaneamente nulos; caso contrario, o vetor r sg
rialortogonal a qualquer outro. Podemos entao escrever a
_equagac diferencial (6), . da familia ortogonal a p(uyv=
= ¢onst, como o -
(B9, - Fo Jut + (Fo, -G )Vt =0. (1)
 Por outro lado, 2 equagao diferencial de fami~

“lia CP(u,v) const &
(Puu"’.'(va':O' .V . (8)

{alculando o determinante dos cc;e:t‘icientes de
{7) e (8)y; obtemos

]

B(9, )°-2/p 9 +6(9,)°
<ryr> # 0,

E Py~ FPy oy - 504

en (uo,vo_). Aplicando a Proposigao 6; vemos que & pog
sivel reparametrizar uma viszinhanga de (u v, }  de tal
modo gue as curvas integrais das equagoes (T) e (8)

sejam as curvas coordenadas da nova parametrlzaggo,o_ que

termina a demonstragac.
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CAPITULO III

SUPERFICIES IMERSAS EM R>

1 . Propriedades fundamentais.

‘ Neste capitulo, trataremos daquelas pro-
prledades que dependem de como a superflcle estd imersa
no espago amblente R3. 0 fato de que nem t4das as pro-
priedades pertencem a essa categoria sera melhor COMPTEe-
endido no capitulo seguinte.

En todo éste capitulo, § & uma superficie 1o
cal regular, em gue se fixou uma orientaggo.
 Seja P um ponto de uma superficie 8, e N
o vetor normal a S em p. Por analogia com o tratamen
to das curvas, procuremos uma maneira de medlr quao ragl
damente a superflcle se afasta, em uma v1z1nhanga de D,
do plano tangente Tp de ® em p, ou seja, quanto se
afasta de N o vetor normal nessa vizinhanca. Uma manei
ra natural & considerar uma curva parametrizada X(t) em
8 passando por p; para os pontos dessa curva, teremos
N = N(t), e N'(t) no ponto p indica o gréu de varig
gao de N na diregao de X(t).

Escolhendo uma perametrizagac X{u,v) para &,
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e

e escrevendo X{t) na for
ma X{u(t), v(t)), vé-se
que -,
¥ (%) - N, u' + N v

deponde somente do ponto p
e do vetor tangente(u',v')

3 curva X(t) em p. Co-

mo todo vetor tangente em
P & o vetor tangente a al ‘

. Fig, 1
guma curva parametrizada
X(t), passando por p, conclue-se que a cada vetor tap
gente em p corresponde um—vetor N'(t). Além 'dissot
come N & um vetor unitirio, N'(t) & normal a N(%t),

donde pertence ao plano tangente TP » -

Definigao 1 ~ Seja S uma superficie ori .

entada e N o vetor normal

a S. Chama-se diforencial de N no ponto p¢sS, 8 a-

plicagao dﬁ?Tﬁ——>Tp no espago tangente T, de S em
Py Qque a cada vetor X'(t) faz corresponder o vetor
Nt(t). o 7 L
- Observagao - O vetor a¥{X*{t)) pode ser nu
lo para valores nac nulos de
X'(‘h)r. Considere-se, por exemplo, um pontc p adbre o
cilindro cireular reto (Bxemplo 2 do Cape II) e seja $
a viginhanga désse ponto que é uma superficle locele Som

ja X(t) uma parametrizagao regular da geratriz do oi=-

lindro passando por p. B imediato que N'(%) = O, sem
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que seja X'(t) =

_ Lembramos que uma aplicagac linear A4:T —» T
em um espago vetorial T, munido de um produto escalar
< > ; é dita auto ggjunfa se < Avyu > = <Au,v>,

para todo par wu,v T, Em uma base ortonormal de T, uma

apllcagao auto adjunta é representada por uma matrlz gi-
métrica (Gelfand, §12).
_E;c'_oposa.g:_a_o 1 - Ad1ferenc:.a,1 szT-——an da

deflnlgao 1 & uma aplicagao
linear,'auto adjunta.

Demqnstraggg - Seja X = X(u,v) uma parameg

: trlzagao de 3 e seja
X {+) ='x ut + X v, a expressao de um vetor tangente
em p na base assoclada Xu X,+ 4o longo de X(t) to-
remos N(t) = N{u(t), v(t)), e portanto N'(%)=N AL
(Note—se que Nu <] Nv nao 820 necessarlamente 11near—
mente independentea). Como 'Nu e N& pertencem ro pla
no tangente, teremos '

g

N =a..X +a

u 117 12 X& ! ‘ ()

N X_ .

X + 322_ -

v = %1%y
Substituindo (1) na expressao de N'(t),0b

temos

| 1 21
N'(t) = ‘ X'(‘t) y
12 - %o
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o gque prova gue 4N & uma aplicaggo linear, representa-
da ne base associada X ,X_ pelas matriz (a..).
B P R ij .
Para mostrar que dN¥ & uma aplicagao auto ad-
junta, basta verificar a condigao de definigao para uma
"bage de Tp; escolhendo a base'associada, xu’xv’ tere

mos de verifica: que

< -

| aN(X )X > = < XX )> ,
ou seja '

<Nu,xv> = < KN > .

Para provar a Gltima igualdade, basta deri-
ver as relagoes <fN,Xu;> =0 o <N,X > =0 emre-
lagao & v e u, respectivamente, e observar que Xuvg
= Kvu;’ obteremos |

LT X > = - <WE > = <H LK >
© que conclue a demonstraggo.

A aplicagao linear dN d& portanto uma medi-
da de como a superficie S se afasta do plano tangente
em p:S, em uma vizinhanga de p. No casgo das curvas,
o afastamento da reta tangenie era caracterizado por um
nfmero, a curvatura; no caso das superficies 8sse afag-
tamento estd caracterizado por uma transformaggo 11 ~
near.

0 fato da aplicaggo linear 4N ser auto ad-
junta tem importantes consequéncias sSbfe a estrutura de

dN, que & completamente desorita pelo seguinte Teorema
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de Algebra Linear (por comodidade, o teorema & enineiado
em dimensgo 2, ‘sendo entretanto vilido em dimensao n).
. Teorems - ( Gelfand, §12 o §17). Seja

AT —>T uma aplicagao linear au-

to—adaunta de um espago vetorizl T, munido de um produ—
to escalar < 4 > Ehtao'

a) Existe uma base ortonormsl 185, do T,

relativa a qual a matriz de A & diagonals

w \U/ R

os elementos Al’ A, da diagonal 520, eVi

dentemente, valores préprios de A, o os
vetores e,,e,, vetores proprios de A.
'b) Os valores préprios R 12, mencionados
acima, sa0 o mAximo e o minimo da fungao
real Q(v) = L Avyv > ,lv] = 1, v¢T; és
se miximo e minimo, existem pela continui-
dade de Q(v) no cireulo unitario |v]=1,
Antes de passarmos a aplicar 8sse teorema ,
vamos interpretar geoméiricamente o valor de Q(X'(s)) =
= < dN(X'(s)), X'(s) > xo ponto p de uma superficie
Sy onde X*(s) & um vetor unitério, isto &, o vetor de
uma curva X(e)} em S, parametrizada pelo comprimento
de arco &, - e passando por p. Para isso, observemos
primeiro que <IX'(s),N> = 0, e portanto
< Xt(s), ¥'(s)> = - <X"(s),N> ., Se indicarmos por
k a curvatura de X(s) em p, por n a normal prin-
cipal & X(s). em p, o por & o dngulo de n com o
vetor normal N 3 superficie em p, teremos
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AUX'(5)) = < A(X'(s)),X'(s)> = <N'(s),X'(e)>= ~

m < XM(g), N> =<k, N> =~k cO8 0 o

| Chamaremos k cos 6 = k ~de gurvatura por~
mal da curva X(s) s8bre a superficie '8, em p. Como
< N'(s)‘,X'(s)> depende =6 da superficie e do  vwetor
unitério tangente a curva, obtivemos, de passagem, o se-
guinte resultado conhecido como Teorema de Meusnier.
. Proposigao 2 -(Meusnier) - T&das as ourvas
_ de uma superficie que tém en
um ponto a mesma 'téngente, tém nesse ponto a mesma curva
tura normal. ‘
Obgervagao - A& ourvatura normal nao depende
do sentido da curva, porém de-
pende da orientagg.o da superficie..

, -Der;otar.emqs por ~k,s-ky; ©Os valores PTo-
prics de dN-.Tp—-—‘; ‘I.‘p, correspondentes aos vetores pro-
prios unitarios ©11853 isto &, dN(el) = = k0,
“dN(e2) = - kye,e Para fixar idéiaﬁ, suponhamos k; = kpe
Pelo que vimos anteriormente, quando o vetor veT , per.
corre em Tp o oirculo unitdrio |v] =1, entao
~Q(v) = <aN(v)y,v>  percorre o conjunto de valores da
curvatura normal. Como os valores préprios sao extremals
do Q(v), temos que k¥ = - <_dN(91%e1> é o méximo,
e k= - <dN(92),92‘> ¢ o minimo dos valores da

curvatura normal em be

Dofinicao 2 -~ As curvaturas normais mixie
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ma k1 e minima kyy em um ponto P de uma superfi-

cig, =sao chamadag curvaturas principais da superficie em
"~ . L . o~
p$ as diregoes correspondentes (nao orientadas) sao cha

madas diregoes principais.

Observagao - 8¢ p & um ponto de uma es-

' fera ou um plano, entao kl k2,

nesse caso, todas as curvaturas normais 820 1guals, to-

dos os vetores tangentes .sao préprios e tddas as d:r.regges
passando por p g80 principais. '

Definigég_ 2 = Se uma -curva regular C em

' uma superficie 8§ & tal

que para todo poﬁto pé C a tangente.a C & una dire-

gao principal de S em Py, entao ¢ & dita uma linha

de curvatura de 8.

Decorre imediatamente da definigao de o, e 6,

como vetores préprios, o resultado seguinte conhecido sob
o nome de Teorema de Olinde Rodrigues.

gggp_w_gao 3 - (Ollnde Rodrigues). Uma condi

gao necesséria e suficiente

paré que uma curva regular C de uma superficie § se-

ja uma linha de ourvatura de 8y & que exista uma para-

metrizagao X(t) de C tal que
NH{t) = A(v) x'(%) -

onde A({t) & uma fungao real de +; nessas condigdes

- = M+t) 6 o valor da curvatura normal de C no ponto
x(t). | |

56m




Uma outra consequénocia imediata do fato de
SOTOM  By50, vetores proprios e k]: sk, valores pr‘c'i'i)rios
de dW, & a seguinte. Todo vetor unitdrio X'(s) em

(tangente a uma curva parametrizads pelo comprimento de

rarco), se exprime na base oqﬂ:onormal ¢y185 DOT

X'(s) = e,cos ot + e sened

1
onde & & o &ngulo que -_X'(s) faz com € A curvatu-
ra normal ‘kn na diregao de X'{s) & ontao dada por

K
n

It

- <an(x(s)), X(s) >

= - <-klcosoc 2

-k, sen a o9 elcog o +e,sen 6> =

k

i

2 2
lcos 0£+ kzsen o .

Esta Qltima expressao de Jkn em termos das
curvaturas principais e do dngulo @ & conhecida sob o
nome de £érmula de Euler.

Em dimens;o 2, uma aplicagao linear & carac-
terizada pelo seu determinante e seu trago. No nosso ca-
so, o determinante, det(dN), de dN & o produto k, sk,
das cﬁrvaturas principais & o trago, tr(dN), é o0 simé—
trico da some, —(kl+k2), das curvaturas principais. Se
mudarmos a orientaggo da superficie, isto &, se trocar-
mos o sinal de N, o determinante nao varia (a dimensso

2 & essencial aqui), porém o trago muda de sinal.

Dofinigao 4 - Seja p um ponto de uma su
perficie orientada 8, e dN
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a'diferencial de N om p. O determinante de "dN édbhg
mado curvatura Gaussiana K de § em pj ‘o simdtrice

da metade do trago de dN & chamado curvatura médizm H

de 8 em y.

Ko

Em termos das curvaturas principaié ‘kl ¢ ky

rodemos escrever "
' 1
K=k, , H=—§—(k1+k2).
- Definigao 5 - Un ponto p de uma superfi
cie orientada § é chama-
dos .
1) eliptico, se det(dN)> 0,
2) hiperbdlico, se, det(aN) < 0 ,
3) parabdlico, se det(dN) = 0 ,
4) planar, se d¥ = 0 ,

Obéervagég - 4 classificaQQOmacima nao de-

pende da orientag;o de S
' Em um ponto
eliptico, 2 curvatura

Gaussiana & positiva.Am

bes as curvaturas prin-
» o & .
cipais 46m o meosmo sinal

€, portamto, tédas as

curvas passando pelo ron

Fig, 2

to tém a normal princi- _
pal apontando para o mesmo lado do plano tangente. - U

exemplo (ver fige 2} do uma superficie local constitui
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da inteiramente de pontos elipticos é dada por uma vizi-

nhanga suficientemente pegquena do ponto {0,0,C) do elip

-2 2 2’ A -

soide —Ts— + ~Le— 4 =2 = 1 (que & uma superficie lo-
2 o2 z _ A

calj ecf. Proposicao 2 do Cap. II).

No caso especial em que k,=kyy o ponto ée
liptico é chamado umbilico. Os pontos de uma esfera e de
uz planc sao umbilicos. -

Em um ponto hiperbélico, a curvatura Gauséiana
é negativa'e, portanto, as curvaturas principais tém si-
nais contrarios as.normais principais as curvas que pas
sam pelo ponto podem apontar para. qualquer dos éois la-
dos do plano tangente. S
Unm exemplo de superfi;'
cie local, constituida
inteiramente de pontos
hiperbdlicos & dado

por uma. vizinhanga su~

ficientemgnte pequena Fig, 3

do ponte (0,0,0) do

paraboloide hiperbblico z — %° +.y2 = 0 (vér fige 3).
Em um ponto parabélico, a curvatura Gaussiana

& zero. Uma dae curvaturas principais se anula e a outra

é diferente de zero. Uma superficie local 6onstituida:qi

teiramente de pontos parabdlicos é dada por uma vizinhan

¢a suficientemente pequena de gqualquer ponto do cilindro

I2 + ya = C. ('V'éI' fig. 4 - Pg. 60)!



i

_ Um exemplo de su—
peifioiérém que se pode encon
trar os trés tipos de' pontos
apresentados & o téro. O téro
. e Fig. 4
¢ a superficie gerada por uma
circunferdncia girando em tég
no de um eixo que pertence éo
plano de circunferdncia e nao a intercepta. Girando & cir
cunferéncia de raio r e centro (a,0) do plano X 0 2,
em torno do eixo 0Z, o omitindo-se da figura resul tante
o circulo gerador ¢ o ecirculo u = 0 (vér fig. 5), obte

mos ‘uma; superficie:local, parametrizada por:

2= (a+7r cosu) cos v ,

(a + r cos u) sen v,
Z=Trgnu, O<u<2?t , O«v<2W 3

—
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B facil wver que os pontos de coordenadas
O<u < 1f2 e %;c < u <?Z% sao pontos elipticos, os
pontos de coordenadas u =0 @ u = o S0 pontos para
~ bdlicos e os pontos de coordenadas %}-s:'u = 1?

580
pontos hiperbdlicos.

Flnalmente, em um ponto planar todas as our-
vaturas principais 820 nulas. Os pontos de um plano g8
tisfazem trivialmente a ossa condlgao. Um exemplo " nao
trivial de ponto pla 7
nar é dado pela sSu- Z P
ﬁerficie obtida gi-~ .
rando a curva 2z = x4;
do plano X O Z, em

torno do eixo Q%

(ver fig, 6). Uma pa = .
rametrizagao dessa //,//,//

superficie ot

Y
X =1 [ ]
y =V ’ . Fig* 6
2 = ('LH'V)z

um caleulo simples mostra que Nu & Nv' se anulam na
origem, donde dN = O em O, que & portanto um ponto

planar,
O0s exemplos apresentados de pontos alipticos,

PN - . ~ .
parabdlicos e hiperBdlicos sao, em um certo sentido, ti-
picos. Mais precisamente, se p é um ponto de uma super

ficie 8, entgo exigte uma vizinhange de p em 8 in-
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teirameﬁté contida em um mesmo lado do planc tangente a
p;A O mesmo se passa em um ponto parabollco, podendo,nes
se caso, a superflcle ter pontos em comum com o plano
tangente. Em um ponto hiperbdlice pé& S, qualquer vizi-

nhanga de p em S possue pontos de ambos os ladog do
‘ plano tangente.

Para provar a aflrmagao felta, congiders uma
curva regular K(s), parametrlzada pelo comprimento de
arco s, contida na superficie B e passando por p- S
para +t = O. A distincia d do ponto X(s) .ac plano
tangente TP em p é dada por

a = ;x(s) - X(0),N> .

Como X(s) & diferencidvel, existe o desen—
volvimento de Taylor

X(s) - X(0) = X‘(O)s + ——X"(O)s + eee

onde .., indica os termos de ordem superior a 2. Intro
duzindo o desenvelvimento acima na expresgao de dy, ob-
temos

2

d = "%"'< X"(O).,N>- S2+--o= "%"k(n!N} 32+ ves =
"%—k B 4.4 ’

onde k%, n, kn sa0y respectivamente, a curvatura,a nor-.

mal principal e a curvatura normal de X(s), para s = 0.
Da expressaop acima, decorre que se g & suficientementes
pequeno, digamos |s{<C€ , onde € depende da curva
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X(s), entao o sinal de d & dado pelo sinal de k o P2
ra terminar a demonstragao, basta mostrar que o  infimo
désses € & positivo, o que daré o raio de uma vizinhan
¢a com as propriedades acima mencionadas.

| Daremos um esbogo de demonstragao dessa ltima
afirmaggo. E conveniente fazer uso da seguinte proprieda
de, a ser provada no Cap. IV, Todo ponto p de uma SE
perficie 8 possue uma vizinhanga inteiramente coberta
por curvas X(s) (chamadas geodésicas) partindo de p,
que ficam perfeitamente determinadas pele vetor unitério
tangente v = X'(0) em p e variam diferenciavelmente
com v = X'(0), isto &, X(ssv) &, para s fixo, uma
fungao diferencidvel de v, Calculando a disténcia d
acima com @ssas curvas, vé-se que & possivel estabelecer
0 € mencionado como fungao continua (alids diferencii
vel) de. ve:Tp, |v] = 1+ Como v percorre um ciroulo
unitério (compacto), a fungao € =€ {v) assume um valor
minimo. O infimo dos & &, portanto, positivo, o Qque
termina a démonstraggo.

Nenhuma afirmagao sdbre a posigao da superfi-

cie relativamente ao plano tangente pode ser feita em ﬁ;
zinhanga alguma de um ponto planar. Nos exemplos vistos
de ponto planar, a superficie estava de um mesmo lado do
plano tangente {ou coincidia com éle no casgo trivial do
plano). Entretanto, o ponto (0,0,0) da superficie (ver
fig. 7 - pge 64)

-63



Teu ' N 2
y=7 L ,
Z = 73 - 3u2v ' . “’m-
é um ponto planar, e
em gualquer vizinhan

¢a désse ponto exis- ! 0

tem pontos da super- ) > 1
ficie de ambos os la . )

dog do plano tangen- ' _

; -d L, o Fig' 7
te a superfiocie em .

(0,0,0). ' | . X

‘ Como v1mos uw.‘

anterlormente, og pontos de um plano e ‘de uma esfera 580

pontos umbilicos. 4 proposigao seguinte mostra que a ro-
ciproca & verdadeira.

___p_gg;_._ga.o 4 -~ Se todos os pontos de uma su

perficie local B sao umbi-

licos, ontao S estd contida em um plano ou uma esfera.

Demonstragao - Seja X(t) uma curva parame-

trizada passando por pt€ S, e

d¥ a diferencisl de ¥ em p. Como todo'vetor tangen-

-te em p é préprio, devemos ter
aN (X' (1)) = N' (%) = p(p) x'(t) ’

onde p=p(p) & uma fungao real diferencidvel em S. Va
mos mostrar primeiro que p(p) = const em B,

. -
Para isso, introduzamos uma parametrizagao
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X(u,v) em S entao podemos escrever
' 1 _ ' ot = »
N out + N_vt = pX ut+pX V', ‘p~p(u,v)
Como a equagao acima & vAlida para qualquer par
(u*,v'), teremos
Nu - pxu ]

Nv= va ‘

Derivando a primeira equagao em ordem a vy, &
segunda em ordem a u, ¢ subtraindo as equagoes resultan
tes, obteremos

Pufe~ Pe ¥y =0

Como Xu e Xv nac sao paralelos, concluimos que P, =

=P, = 0, e, portanto, p = const, como haviamos afirma

Se pP= 0, entao -Nu = Nv= 0 ¢ N = vetor const.
Portanio
B <X(t), ¥> = < X'(4),8> = 0,

donde se conclue que < X(%) ,N'> = const, para qual-
quer X(t) em 8, e portanto os pontos de B e8480 0=

- dos em um mesmo planoc.
Se p+ 0, entao o ponto X(u,v)- -%—N(u,v) =

= Y(uyv) & fizo, pois
(%(ayv) = & Wayw), = (Klaw)- 2 Wayw)), = 0 o

Como



(X(uyv) =1)° = =L,
o

vemos que o8 pontos de B estao coniidos em uma esfera

de centro ¥ e raio 12 y © que termina a demonstira-
gao., , e
Definigao 6 -~ Seja S uma superficie e T
) o plano tangente a & em um
ponto pES. 4s diregges de TP para as guais se anula
a curvatura normal de S em p sao chamadas direcoes
assintdticas. Uma curva de § que em cada ponto & tan-
gente a uma direggo assintética & chamada uma linha as-
sintética de S,

Decorre imediatamente da definigao gue em um
ponto eliptico nao hi diregoes assintdticas.

Uma interpretagac geomdtrica Gtil das diregoes
assintdticas § obtida utilizando a indicatriz de'Du.pin ’
que passamos a descrever.

Como vimos, os vetores prdprios e119p da a-
plicagao dN formam uma base ortonormal do planc tangen
te Tp a superficie § em p. Marquemos em ‘l‘p, s6bre

a direggo do vetor unitdrio que faz um angulo « com ey
' 1

JE_ » onde k é a cur-
vatura normal na diregao considerada; o ponto assim obti
do é denotado por q. Utilizando & férmula de Euler, od
teremos

um comprimento igual a P =

g klcosza p% & lczsénaa .
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Denotando por &, 19 as coordenadas do ponto
Q@ no sistema Dys@ys@p,  temos que § =pecos & , 1N =

=pgen® , e portanto
t1l=1k g2 4 k, " . o (2)

Em_outras palavras, a medida que o dnguloc @
varia, o ponto 'q’ descreve no plano T _ a cdnica repre
sentada péla equagao (2); a ¢bnica (2) &  chamada
indicatriz de Dupin no ponto p. ,

Nos pontos élipticos; k, e ké 4tém o mesmo
sinal e a curva (2) & '
uma elipse (ver fig.8),
Quando o ponto & um um
+ bilico, k) =k,
elipse degenera em uma

s €8

circunferéncia.
Nos pontos ki
perbolicos, k1 e k,

tém sinais distintosja

conica (2) éum par

‘Fig. 8

de hipérboles conjuza-
das (ver fig. 9). B claro que nas diregoes das ass1nto
tAae fomuns & essas hlperboles, a curvatura normal se anu
la. Essas dlregoes 880 portanto glregoes asgintdticas, o
que Justlfzca 0 nome utlllzado-

Nos pontos parabdlicos, uma das curvaturas prin

cipais se anula, e a cénica (2) degenera om um par de
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retas paralelas. & di-

~ ! .
regao dessa rota deter

S

mina a tnica  diregao -

assintdética no ponto.

Fj_-gv 9

vl

2 . A aplicagao normal e a curvatura Gaussiana

Daremos uma interpretag.;o_ geométrica da
curvatura Gaussiana X, que mostra 'ser" K um ané.logop&
ra as superficies da iddia de ourvatura para as ~ourvas,
Preoisaremos de alguns preliminares.

Definigég_ 1 - Seja 8 una superfzgcie orien .

taday, contida em R” e %L uma
esfera de raio uﬁitério, centrada em um ponto 4q¢ r3 » Pa
ra cada ponto p B, transporte-se, "por translag:go, o
vetor normal N{p). de S em D, de tal modo que sua
origem coincida com @3 a sua extremidade serd entao um
ponto de % , de ‘ (p) -
hotado ainda por |
¥(p). & aplica
ggo N:S —> L

N
T
{(x({4)

‘e f
asgim definida & Xt (t)

chamada _qplica—'

¢20 normal .de
Gauss (ver fig. : | _
10). . ’ Fig. 10
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Podemos agora reformular a definig;o da aplica
ggo A em termos de aplicagzo normal N: Fixado pé¢ S
' oada vétor do plano tangente Tp & o vetor tangente de
uma curva parametrizada difereﬁciével X(t),passando por
p. 4o vetor X'(%)  fazemos corresponder um vetor do pla
no tangente{ 'UN(ﬁ) 4 esfera I no ponte N(p), cons-
truido da maneira seguinte. A imagem de X(t) pela -a-
plicagao N & uma curva parametrizada N(X(t)) em 3,
pagsando por N(p); o vetor tangente a curva  N(X(t))
em N(p) & por definigao, o vetor de 'L‘N(p) correspon
Qente a X‘(t)é—Tp.

Identificando os planos tangentes T_ e T

~ 3 - P . N_(P)_

por uma translagac de R~™, vemos que 2 correspondencia
assim definida & precisamente a aplicaggo linear
dN:TIr—>Tp construida ne §1 désse Capitulo.

A definigac acima é usualmente expressa, dizen
do que d¥ & a diferencial no ﬁonto p da aplicaggonqg
mal N; o que Jjustifica a noménclatura adotada na Defi-
niggo L. |

Seja agora X(u,v) uma parametrizagao de § .

Sey pa:éa os pontos dé uma vizinhanga V de pé¢ S, tem—

~se det(aN) £ 0 (isto &, a curvatura Gaussiana nao

se anula), entao pela expressao (1) do §1, os vetores

'Nu e Nv sgo linearmente independentes. Decorre qge. A
imagem de V pela aplicagac N & ainda uma superficie
regular parametrizada por XN o X(u,v). B claro que- uma

orientagac em V induz uma orientagac na imagem de Ve
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T N ’

Utilizando mais uma vez a expressao (1) obteremcs.
N AN = (det(ax)) XNAX . | (3)

Como a imagem de V por N estd sdbre ume esfera(mencs
um ponto), que podemos' supor orientada, a equaggo acima
significa que a orientaggo induzida em V por XN € a
mesma ou a oposta da orientaggo da esfera, conforme o si
nal da curvatura Gaussiana de V (&sse sinal é constan-
te, pois K« 0 em V).

Uma interpretagao geométrica dessa situagao &
pbtida levando em conta que tanto V como sua imagem es
t8o imersas no'eébégb_ R3, que pode ser suporto orienta
do. Orientando umé curva fechada suficientemente peque-
na em torno de p, isto &, orientando o plano tangente

em p, vemos que (fig. 11) a orientagao induzida no

N .
T

2

T0-
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plano tangente—da imagem é a mesma ou a oposmta, conforme
seja p eliptico ou hiperbdlico.

Para levar em conta o fato a2cima mencionado ,
diremos que a area de um dominio contido em V e a drea
da imagem por N désse dominio, tém.o mesmo sinal ou si
naisg contrérios, cdonforme sejam os pontos de V elipti-
cas ou hiperbdlicas.

Estamos agora em condigoes de estabelecer . a
prometida interpretag;o de K, para X qé 0.

Proposigag 5 - Seja p um ponto de uma su

perficie 8, onde & curve-
tura Gaussiasna K qé 0y, e V uma vizinhanga de " p, tal
que K §£ 0 em V. Entao o valor d¢ K em p & dado

por
A‘I

lim

A—0 4 =Ko

‘onde A & a Area de um dominioc B em V, contendo P,
A' & a 8rea da imagem désse dominio pela aplicagao nor-
mal N, e o limite & tomado quando B-—=p .

~

,Demonstracao - & érea A4 de B & dedapor

JJ [Xuﬁxxvldudv =4,
: R
onde X{u,v) & ume parametrigagao de S e R & o domi
nioc do plano wuyv correspondente a B.  Por outro lado,

a frea A' da imagem de B por N & dada por

- t
” [N AN_|dudv = 4
R



i . . . {
- VN o Vs -

.‘ \‘k( . vy
' oo

Utilizando a expressac (3), a definigaoc de
Ky e a convengao de sinal mencionada anteriormente, po-

demos escrever

At = H K|Z N X, |dudv .
R

Passando ao limite,

1 -
= Lxlxur\ ;vldudv

A
' —_—
lim -'%—: lim i = 1lim .
A—0 R—0 T R-—}O%_ JL IXuff\xvldudv
KIXAX . g
- = ’
X AZX |
u v

(para a penfiltima igualdade, veja-se Cousant II,pr.23S),
¢ que termina a demonstraggo.
- ﬁbservgggg - No caso das curvas, & natural
subsgtituir a aplicaggo normal
de Gauss pela éplicaggo tangente t: +{ransportem-se to-
dos os ;etores tangentes unitérios de uma curva orienta~
da C para ume origem fixa dj cada ponto peC & leo-
vado por % na extremidade do vetor tangente a p, uni
tério, Quando p varia em C, t(p) descreve uma ocurva
em um circulo unitédrio, chamada indicatriz tangente de
€+ Se p percorre um arco s em C, +{p) PErcorre na

indicatriz tangente um arco o = a(s), que mede o fngu-
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lo formado pelas tangentes s extreomidades de s. Como ©
vetor tangente t & unitério, a ourvatura k em p &
dada por .

dt
ds

o
s

1im
g— 0

X = | do

ds

Comparanda’ a expressao acima com a Proposi-~
¢ao 5, vemos que. a curvatura Gaussiana X & de fato o

- N P . . .\
anilogo para superficies da curvatura Xk para as curvas.

3 . Segunda forma quadritica.

Nas exposigoes tradicionais de Geometria
Diferencial, o material tratado nos §1 ¢ 2 dbsse Capi-
tulo & obtido a partir da segunda forma quadritica, Qque
passamos a descrever.
Recordemos de Algebra Linear que a uma aplica
¢ao linear auto-adjunta dN;Tpu—an, em um espago veto-
rial TP munido de um produto escalar < 4> ; c©OTTres

ponde uma forma quadrdtica @ definida por
Ou(X! (1)) = <ai(x(2)), X'(8)> , X'(%) T
Reciprocamente, dada uma forma guadrética Q
en Tp com um produto escalar < s > , existe uma a—
plicaggo linecar auto-adjunta A:Tp-ayTp , dada por
. LAvyu > = B{u,v) , u,vel,

onde B. é a aplicaggo bilinear em Tp induzida por Q.

A corresponddncia acima é biunivoca, e estabe-
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N

lece uma equivaldncia entre as formas quadriticas e as a
plicaQSes lineares auto—adjuntos, em um espago vetorial
munido de um produto escalar.

7 Para vetores wnitirios X'(s) do plano tan-
gente de uma superficie S8, vimos no §1 désse Capitu-
lo que o valor da forma quadratica Q(X'(s))}) & precisa-
mente o simétrico da curvatura normal na diregao de
¥t (s).

Definigég — Seja p um ponto de uma super-

ficie orienteda S e &N a di-

ferencial da aplicagao normal em p. A forma quadrdtica

II do espago tangente Tp a superficie § em p, dada
por :

IL(X (%) )=- <AN(X'(£),X'(2)> = = <N'(1),X'(+)> ,

para X'(t)e Tp’ é chamada a segunda forma quadradtica

de S5 em ps.

_ Do ponto de vista geométrico, & indiferente tra
tar com dN ou com II. Entretanto, por apresentar van
tagene para o célculo, e para podermos comparar as  ©X-
pressoes =naliticas obtidas com as equsigSGS tradicioe
nais, éestabelecermos algumas relagges entre II1 ¢ dN.

Dada uma parametrizagao X(u,v) de §, a ex-
pressao da segunda forma quadratica II na base associa-

da X ,X & parametrizagao & dada por
TI(K () Jom CHA(H),X (L) > == < N ' v X ul+E v =

- e(u?)? + 2rutvt + g(v‘)2 ’

14



L d
onde os coeficientes o,f,g gao definidos como

e'= - < Nu,xu> = <N,qu>
f=m- <NH’XV> = = N,Xuv>
g= - <NV’XV> = _<N9XW >

Nos pontos elipticos, II & sempre positiva,
isto &, eg—f2> 0, e reciprocamente, Nos pontos hiperbd
licos, IT +torna valores positivos e negativos, isto é,
eg—f2 < 0, e reclproéamente. Nos pontos parabblicos II
se anula para uma Gnica diregaoc, isto & eg—f2 = 0, & T8
ciprocamente. Finalmente, um ponto & planar se e sé 828
e=g=f = 0. '

' Vamos agora obter uma relaggo entre a matriz
(aij) do ¥ me baso X, o %, ‘e a matriz simé‘t',:c-icat(:EE\9 z)
dos coeficientes de II nessa base. Utilizando a expreg

sao (1) do §1, obtemos as seguintes relagoess:

- f = <NH,XV>=a11F+a12C} ’
- f = <Nv,xu> = a21 B 4+ 800 P
-e = <Nu’_xu> = 8,9 Bora, F oy
-g= < Nx'r’xv >.= a5y E + Bon G

onde E,F,G s20 os coeficientes da primeira forma qua~
» . . -~ ) ~
dratica na parameirizagao X(u,v)s As relagoes acima po

dem ser resumidas no seguinite produto de matrizest



: e £ . all a12 7 B -F . _
-1 = , y (4)
r g/ 8oy 2pp F G :

que & a expressao procurada. Observe~se que a matriz
(aij) da relagao (4) & a transposta da matriz de dN.

(4) pode ser ainda eserita
, | =1
8y %90 e f <E F>
a21 a22 f g F G/,

onde a Ultima matriz é a inversa de Como pode

ser facilmente verificado,

JE P\ Y G -F
- 1
= 2 . ]
F @ EG~F _F E:
donde as expressSes
a Fi-eG
= —m—— L}
11 EG-Eg
5 _ _eF-fE
= TR
12 EG-F2
gF-
821 = fg
EQ-F
aéz“ fF—g .
EG-F

6~




Da relagao (4) conclue-se imediatamente; a
expressao da curvatura Gaussiana det(aij) = Ky om ter-
mos dos goeficientes da 1% e 28 formas quadriticas:

‘ 5
K o 2825

_EGsz

Para o calculo da curvatura média, lembremos
que —kl ’ —k2 sao valores préprios de (aij), e portan
to satisfazem & equagao

a11+k a21
det = 0 3

40 ootk
ou seja,

2
X~ o+ k(a11+a22) + a =0 .

11%227812%

Como ky e Kk, ‘ma0 raizes da equagao 4o s@=
gundo grau acima, e & curvatura média H = 1/2(k1+k2) '
concluwimos que

1 ' 1 eG- 2fF+ gE
H = - == (a 4+ a ) = a—
5 V817 B2 2 T2

-0 -

4 o Linhag assintébicas e linhas de curvatura.

-~ . -~
Nesse payagrafo determinaremos as equagoes
diferenciais das linhas assintSbicas e das linhas de our

- Y . [
vatura sdbre uma superficie $ com uma parametrizagao

-1



X(u-,V)-
Como uma linha ‘assintética X(+)=E(u(%) ,wvit))
& tangente em cada ponto.a uma diréggo de curvatura nor-

mal nula, tsremos
11 (x'(t)) - ()% 2rutvte g(v)’- . (5)

Na viginhanga de um ponto hlperbollco(eg—f2<:0)
a equagao (5) se desdobra em duas equagoes  diferen -
ciais da forma Au' + Bv! = 0, que tendem a se confun ~
dir quando nos. aproxmmamos de um ponto parabollco; em um
ponto eliptico (eg—f >0) a equagao’ (5) nao pode ser
regolvida em equagoes difersenciais reals. Para abreviar
a linguagem, diremos Qque (5) & a equagao diferencial da
familia de linhas assintdticas.

De acdrdo com a Proposigao 6 do Cap. II , §&.
possivel parametrizar uma vizinhanga V¥V de um ponto hi-
perbdlico (tal que egyf2<:0 para todo ponto de V') ,
de modo que as curvas coordenadas sejam as linhas assin-
téticaé. 8¢ denotarmos ainda por u,v essas coordenadas,
as curvas u = const © v = const devenm satisfazer(S).
e portan®o ¢ = g = 0. Reciprocamente, se e = g = 0,
‘entdao as cugvas u = const e Vv = const satisfazem(5),

donde =e conclue que as curvas coordenadasg sao linhas ag

sintSticas,
Una linha de curvatura X(u(t), v{t)) satisfasz
a equagao de Olinde Rodrigues :

(X (5)) = A(L) X'(%) ,

18-




. que, em termos da parametrizagao X(u,v), d& origem a0

gisteona -

L}

s 1 n?'
By 't Ay v Au' ,

312 u‘<+ 8,0 vl = Av' .

Para escrever essas eQuagSes em termos dos
coéficientes da primeira e segunda formas quadraticasy
garemos os valores de aij calounlados no parégrafo'antg

rior, obtendo

ﬂ:—?&—u' *.—&E:—m-——v. = Au'
EG=-F EG,FE

ﬂ:.%'_ut +_£:E:E.§_vl = AV' .
EG--F. EG-F

Eliminando A = nas equagoes acima, obtemos a @

quagao diferencial da familia de linhas coordenadas
(eF-£0) (u? ) 2+ (gB-e0)u v+ (£B-oF(m1)Z = ©
que pode ser escrita, de maneira mais simétrica, como
w)? vt w0

E r G

(6)

f
o
L]

e f g

Exceto nos pontos umbilicos e planares, gabo~

~
' mos que existe um par ortogonal de diregoes principais.

Portanto em uma vizinhanga de um ponto, que nao seja um-

bflico ou planar, & possivel decompor (6) em um par de
)
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equagoes diferenciais satisfazendo 2s condzgoes da Propo
smgao 6 do Cap. II, ey portanto parametrizar essa vizi-
nhanga de modo que as curvas coordenadas sejam linhas de
curvatura, Como F = 0 & uma condigao necessiria e su-
ficiente para que as curvas coordenadas sejam ortogonais,
conclue-se facilmente que as ourvag coordenadas sa0 Ji-

nhas de curvatura se o 88 se f = F 0.

- ) e

80~ ' '
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CAPITULO IV

— WA — — o

. GEOMETRIA INTRINSECA DAS SUPERFICIES

1 « O Teorema "egregium"; isometrias..

No capitulo anterior 1ntroduzlmos a Cule

vatura Gaussiana de uma superficie —EE:£§~ Nesee
EG-TF
g paragrafo vamos mostrar gue K depende apenas dos coefz_
: cmentes da primeira forma quadratica, e de suas deriva -
das.
Para isso, introduzimos na expressgo dada de

K os valores

(% ,XV,X )
6 = WK > = =m0 |
mwu \fEG_FQ
(Xu,xvsxw)
f =
N Bo-F°
(X, 0% X )
g =
EG-F°

onde { 5 5 ) indica o produto mixto, e obtemos
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ko —L o (EG__F ),_ {( X oK K (KoK K ) <xw,xu,xv)}

Aplicando a expressao acima a identidads
|<ayray”> < al,b2> By 9O
(al’bl,cl)(ag’b2,02)= <.b1’a2> <b1’b2> <'-bl’°? ]

onde Ia’ijl indica o determinante da matriz’ (aij'), con
cluimos que

”

JLE 0%, > <X ok > <X K>

K= {|< %% > E , P -
(m-z« S |
5 h
('K'uv) <Xyv ’xu> R L |
<xu,x > E - .F L.
<Xv uv g F . . G
/
) .
Y >_(x ) <X %> <X 05>
1 d ‘ :
- . <X,k _> - E F -
<Xv,xw> F G
w0 .

8?- .



0 <X LK > <X _JX. >
uv’ u g uv’ v
-] <X X > E P .
u’ uv
<X K > P G

Para calcular o8 produtos escalares indicados
acima, derivamos E=<X ,K> sy F = <Xv’xv> e G =

= <X X~ em: relag:ao a u ea v, obtendo.as rela-
goos,
' . 1
< = e
LR e > By o
1
<X, K> =3B
. .
":xvu’xv> -2 Gu ?
' 1
<KW,XV>‘ =5 G,
) 1
<X Wiy = By - T B,
1 .
<X %> =, - Gy

derivando a 3% equagao em relagac a v, a 5B equagac em .
relageo & u, e subtraindo as equagoes resultantes, con

¢luimes que

2
LEX JF > - (xuv) -

wu’tvv
1 1.
= Fuv_ 2 Evv— 2 Guu *

Introduzindo essas relagoes na cxpressao de

‘K, temos finalmente
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Fuvr"-%_ E%v B -%_ Guu ‘r%? Eu Eu— ;%;E%
K = (EGin)'L‘ F- =0, B T
%? G . r G
N v .
%5 E oS, | (1)
+6, F G

que & a expressao procurada.

: Conélue-se que a curvatura Gaussiana depende
somente da primeira forma quadrdtica. Essa conclusao, co
nhecida como "Teorema egregium", & devida a Gauss e &
considerada, peia extensac de suas consequéncias, como
um dos resultados mais importantes da\Geomeiria Diferen~
cial. |

A impofténcia dégsse teorema pode'sef ilustra
da com o exemplo seguinte. Considere-se o cilindro circu
lar reto ( menos uma geratriz) =X = cosu , ¥ = sen u,
%z =vVvy, onde u e Vv percorrem o aberto 4 de R° da
do por d<u<21t,-co’<v<+ we 4 primeira forma
.quadrética désse cilindro (E=G=1 , F = 0) & idénti
ca a do piano euclideanc. Como a medida de distdncias de

pende s6 da primeira forma quadritica, a aplicaggcxxuﬂﬂ,
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entre o aberto 4 de R% e o cilindro, preserva as dig
ﬁ}féncias;‘ istové, o abefto A . aplica-se sem distensoes
s0bre o cilindro. Pelo Teorema de Gauss, a curvatura '

Gauss1ana em um ponto do cilindro & igual 2 curvatura do
ponto correspondente do planos isto &, para o cilindro
K = 0. .

No caso particular do cilindro, & geométrica
mente trivial concluir que a curvatura é zero (uma das
curvaturas principais se anula). Observe-se, entretanto,
que o argumento apresentadé faz apenas uso do fato de gue
o cilindro é a imagem sem distensoes de uma superficie de
curvaturé conhecida, e pode ser aplicado em situagges
geomdtricamente mais complicadas.

Para dar mais precisac & essa idéia, neces—

sitamos de algumas definigges.

as(xt (-ti)

Fig. 1

Como vimos no estudo da-aplicagao normal,

uma, aplicagao diferencifvel f£385-—>8' entre duas super-
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ficies, 'induz, para cada p¢ S, uma aplicagao
af: T-—=> T'( ). antre cs planos tangen"aes‘ T de § en
P ( ) de S' em f£(p)e Por definigao af(X' (%)),
onde X(t) é uma curva parame’crizada em S passando por
Ps & o vetor tangente em f£(p) .& curva £{(X(t)) de St
(ver fig. 2 - pg. 85). |
Defihig_gg_ 1l - Duas superficies. 8 e 8! s;o

_ ' ditas isométricas se existir
uma aplicagao f:S—:buS'; biunivoca, diferenciével e com
inversa diferenciével, tél que as primeirag formas qua-
dratlcas I, I' de S e B8, respect:.vamente, : ‘s_;'a'o
1gua.1s. em pontos correspondentes, isto &, para '"todo
PES e ﬁodo vé_’I‘p, plano tangente a 8 em p, teme

~-Se

A apl:x.oag.ao £ & chamada’uma igometria.

‘ Se existe uma isometria f:8— 8} e X(u,v)
& uma paralﬁetrizaggo de 8, entao fg X(uyv) = X'{u,v)
é uma parametrizagao de 8'. Decorre que para superfi -
cies igométricas ® e §' existen parametri zagoes X{u,v)
e X'(u,v), tais que E(u,v) = B'(u,v), Flu,v)= F{(u,v)
e G{uyv) = G'{u,v). Reclprocamente, se oxistom-parame-
trizagoes X(uyv) e X'(uyv) de S e 8' (X e X!
sao aplicagoes de um mesmo aberto ACR? en R3), taig
que para todo ponto de coordenadas (u,v) .se tenha
E(uzv) = B'(u,v), ~F(u,v) = F'(u,v) o G(u,v)=Gt{u,v),
entaoc § & 8' sao isométricas,
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Os conceitos e propriedades que dependem_saf
mente da primeira forma quadratica, por éxemplo; compri- y
mento, Angulo, Area, sac invariantes por isometrias. o

Com essa linguagem, o teorema egregium pode
ser exprésso dizendo gque a curvatura Gaussiana & um inva
riante por isometrias. B de fato um resultado notévé],gue
um conceito como a curvatura Gaussiana, cuja definiggofg
zia uso essencial de posigac da superficie no espago,nao
dependa dessa posigao, mas s§ da estrutura métrica ( 18
forma quadratica) da superficie,

Veremos a seguir, que nuitos outros oconceltos
interessantes da Geometria Diferencial estao nas mesmas
condigoes que a curvatura Ga.ussi&na,. isto &, 88 dependem
da estrutura métrica e nao da meneira como a superficie
esthd imersa no meio ambiente. Tem entao sentido separar
as propriedades das superficies em dois Eruposs

a) aguelas que depemden do espago ambiente, e

* foram objeto (com excegao da curvafuraGaqg
_sisna)do Capitulo anterior; -
b) aquelas que =5 dependem da 18 forma quadrd
tica,; e constituem um corpe de proprieda -
des que chamaremos "geometria intrinseca

das superficies".

2 . Simbolos de Christoffel.

No estudo das propriedades intrinsecas ,

aparecerzo alguns coeficientes que sé dependem da 18 for
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ma quadratlca. Por comodidade de exposigao, introduzimos
8sses coeficientes em separado, nesse paragrafo.
’ Seja X(u,v) uma parametrizagao de uma super-
ficie S. Como os vetores X o 5 e ¥ sa0 linearmen~
te 1ndependentes, podemos exprlmlr X un? X s X ! OOmO

comblnagao dos primeiros por meio das expressoes

2
1 .
R = P11Xu+P11XV+L11N’
1
Xy © 1‘12x+r X, + Lo ¥y ‘(2)
o pl
.va“rgz xq+ 1‘22XV+L22N.

Multlpllcando cada equagao acima por X e por
Xv, e usando as relagoes do paradgrafo anterior, obtemos

1 1 . ‘
=B = Ty, B+ I’ilF,
1 1 2
Fu ~ 3 Ev = Pl F + P11 G
1 1 2
2Ev= P12E+ P12F,
' 1 2
1 1 2
B e =5 Cy= P B+ T F
1 1 2
7 0= Top P+ Tp 6

: - k '
Os seis coeficientes Pij’ chamados simbolos
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de Christoffel, podem ser obtidos, em termos dos coefici
da primeira forma quadritica e suas derivadés,lresolven—
do o sistéma acima. Nao obteremos as expréssges explici-
tas dos P?j e nos contentaremos com a 6bservag;o, im-
portante para o que se segue, de que os conceitos e PTO~-
priedades expressas em termos dos simbolos de Christoffel

pertencem & geometria intrinseca das superficies.

3. Derivacég_covariante; transporte paralelos

geodésicas.

A partir désse pardgrafo, passaremos a uma
exposiggo gistematica daigeometria intrinseca das super-
f{cies. A fim de neao perder uma parte apreciavel do con-
tedo intuitivo, sergordadas fraquentemente definigges e
interpretagoes envolvendo o espago exterior a superficie.
Teremos, entretanto, o cuidado de demonstrar, comoc no ca -
so da curvatura Gaussiana, que os conceitos introduzidbs
dependem da érimeira forma quadritica.

Tomaremos como ponto de partida o conceito 'de
derivaggo covariante de um campo de vetoxes, que desempe
nha pars as superficies um papel anélogo & derivagao u-
sual dos aspagos ~uclideonos.

Definigég 2 - 8cja 8 uma superficie regu~

_ lar e X(t) uma curvs regu~
lar em 8. Seja v = v(t) um campo de vetores tangenw
tes ao longo de X(t), isto &, uma correspondéncia que

" associa a cada ponto ZX(t) um vetor v(t) do plano ten~
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gente a 8 em X(%). ‘Chama~se derivada covariante de

v(t), denotada por o campo vetorial ac  longo

Dv
at ? _
de X(t) obtido pela projegao normal de adbre. o

v
dt
plano tangente a § em X(%).

A derivada covariante & assim a parte tangen -
cial da derivada vsual. Decorre dal gque se duas superfi-
oieé 580 tangentes ao longo de uma curva, a derivada co-
variante de um campo vetorial ao longo désse curva & a
mesma para ambas as superficies.

A definigao de derivada covariante faz uso do
espago exterios a superficiesy para mostrar que essa, deri
vag;o'é_um conceito intrinseco, vamos obter'sua - eXpres-
580 em termos de uma parametrizagac X(u,v) da superfi-
cie 8. Seja v(t) = a(t)Xu + b(t)Xv a expressao do
campo vetorial ao longo de X{u(t), v(t)),  referido &

’ basa associada Xu’ Xv' Entaoc .

dv
dt

= 1 t t 1 L] 1
= a(Xumu + XV )+ *p(xvuu + X,V )+a (t)Xu+'b (t)Xv.

Dv . dv
3t © @ componsnte de % segundo o
plano tangente, substituiremos Kuu’ Xuv’ va pelas ox-

Como

pressges (2) do §2 e, desprezando a componente segun
do N, obteremos

I#

1 1 1 1
- 1 1 1
i (a (t)+»rllau'+ Pleav + P12bu + Pngv')xu +
2 2 2 2
] h ] ] 1 1
+ (v (t)+-I11au + rieav + F12bu + P22bv )X . (3)

A expressao (3) mostra que a derivada cova~
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riante depende da curva E(u(t), v(t)), do vetor v(%) =
= (a(t), b{t) e dos simboles de Christoffel, ou seja, da
primeira forma quadritica.

Como observamos antes,; o plano euclideanoc & uma
superficie local que pode sef pafametrizada de tal modo
que E=G=1 e F =0, Uma ripidae inspegac nas equa
gSes do §2 aque dac os simbolos de Christoffel, mostra
que, nesse €aso, 08 IP?j se anulam. Conclue-se que o
plano euclideano, a2 derivada covariante coincide com a de
rivada usuals.

No plano euclideanc, dizemos que um campo de vg'
tores & paralelo quando suva derivada usual é ' nuia.
Utilizando essa analogia, introduziremos para uma superfi
cie qualquer a seguinte .

Definigég_ 3 - BSeja S uma superficie regu-

lar e X(%) uma curva regular
em S. Um campo de vetores v{t) ao longo de () é

dito paralelo quando gg =0 .

De um bonto de vista externo & superficie, di-
zer que um campo +v(%) & paralelo, significa dizer que a
derivada v'(%) & normal ac plano tangente & superficie,
. ou seja < v,v'> = 0, para todo t. Decorre dai que
se v(t) & um campo parslelo, entao |v(%)] = const. Ume

outra consequéncia imediata, 6§ que se v(t) e w (%) sao

campog paralelos ao longo de uma mesma curva, entao

<¥(8), 0(1)> = <vI(E), B(H)> &< V() WH(E)> = 0



como |v(%)] Ie lw(t)l s;o'cqnstantas, conclue-ge que
o Angulo formado por dois campos paralelos & constante
Pela observaggo feita apds a definiggo de deri
vada covariante, conclue-se que se dugs superficies 580
tangentes ao longe de uma curva, um campo de vetores ao
 longo dessa curva & paralelo em relaggo a uma das super-
ficies se e 8§ se f£ér parelelo em relagao a outras |
Una questao que se poe perante a deflnmgao 2 é

a seguinte, Dada uma curva regular X(t) em 8, fixado

um ponto X(t ) e um vetor v ,» ‘tangente a S em
x(t ), ex1stxra um campo vetorlal paralelo v(t) ao 1on
5o da X(t), que coincide com vb para t = o ?

Para resolver esta questao, cbhservemos gque,por
(3)y a condigao de ser um campo v{t) = (a(t), b(%t)) pa
ralelo ao longo de X(u(t), v(t)) & dada pelo sistema
" de equagges diferenciais_lineares .

a'(t)+l"1

lla.v'(t)+ZPi2a vt (t)+ PiEb u' (t)+ F%Eb v1(t)=0,

- (4)

2 2
“o'('b)+ 12 v'('b)+I'12a vt {(t)+ I‘%zb u'{t)+ I-_%_zb v ($)=0,

Pelo teorema glohal de existéncia e unicidade
, das equagoes diferenciais lineares (Pontryagin, pg 22)

o siestema admite uma tmica soluggo v(t), definida para
qualquer +, e tomando o valor v, bara t - to' A
questao proposta & portanto resolvida na afirmativa, e o

valor de v(t) assim obtido é chamado transporte para~
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lelo de v_, =20 longo de X(t), de t, & t.

Observacao - 4 aplicagao do teorema de unieci

'_  dade ao sistema (4), exige ‘que
o8 ]?fj séjam fungoes diferenciaveis de %, o que &b
tem sentido quando X(t) & regular.

Ag retas do plano euclideano sa0 caracteriza-
das pela condiggo de constituirem os seus vetores tangen
tes um.campo de vetores baralelo. Para as superficies,
~as linhas que satizfazem uma condigao andloga s;o chama~
das geodésicas, -

Definigao 4 - Uma curva regular X(s), pa-

h rametrizada pelo arco s, =8
bre uma superficie § & dita uma geodésica de &, ge
os vetores X'(s) formarem um campo de vetores parale—
los. | ' “

De um ponto de vista externo, uma curva sObre
uma supérficie & uma geoddsica quando a derivada do ve-
tor unitario targente for paralelo ao vetor normal N da
superficie. Issgo significa que 2 normal n a curva o o
vetor ¥ soo paralelos, ou seja, o plano osculador a
curve contém o vetor . | | f

As coﬁsideragSes geométricas acima, permitem i
dentificar facilmente algumas geodésicas.

Exemplo 1 ~ Na esfera menos um ponio, qual-
7 quer circulo méximo & uma geodd
2iCa.

Exemplo 2 - Cilindro circular roto menos uma
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geratriz;. as geratrizes, ¢ os circulos normais a elas,
830 geod951cas. o
Exemplg;‘; - Os circulos de téro, obtidas co

“ mo secgoes por um plano que con

tem o eixo de rotagao, ‘820 geoddsicas.

De um modo geral, uma geodésica X{s), paramg

trizada pelo comprimento de arco s, s=atisfaz ao siste-
ma de equagoes diferenciais abaixo, que provém de (4),

fazendo t =8 e a=1u'(s), b= v'(s),

U"(S)+ I‘n(u'(S)) + 2 I’IQU'(S)V‘(S)+ Ty, (v ()% o,
(4')
“(S)+ I‘ll(u‘(S)) + 2 Pout (s)v! (s)+ T, (v (s))%m

Aplicando o teorema de existéncia e unicidade

de equagges diferenciais (Pontryagin, pge. 20),vé~se que,

fizado um ponto p em uma superficie S, e uma diregao

0 Ll - -~ »
nesse ponto, -existe uma e uma uUnica geodésica de. B, pas

sando por py tangente a essa direggo, e definida em
Vumé vizinhanga de p.
0 transporte paralelo de um vetor entre dois
‘pontos do plano euclideano, goza da propriedade de ger
independente da curva usada para realizé-lo. Vamos MoS-
trar que 0 mesmo nao se dé para uma superficie qualquer.
Em outras palavras, dados doig pontos p e Q@ de uma
superficie qualquer, e ‘duas curvas distintas 1igando P
a 4, pode acontecer que, fixando um vetor v em p e

transportahdo v paralelamente ac longo de cada uma das
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'curvas, cheguemos a q com dols vetores distintos,

Pard um exemplo dessa situagap, considere na es
fera menos um ponto dois circulos maximes C .e "Cf, 1i-
gendo os poritos antipodos p e @ e fazendo um ~-dngule

)
%% em p (ver fig. 2). Fizemos em p o vetor v, tan
gente ao circulo maximo C.
Como .C & uma geodééica, )
vetor v <transporiado para
lelamente ao longo de C,
chega em q como o  vetor
tangente w a C em 4q,.

Como o transpbrte paralelo ,

preserva os Angulos,ge trans
portaimos agora VvV ao lofiw 7 ‘ D Fig, 2
go de C', chegaremos em
q com um vetor W', fazendo @inda um angulo de %? com
a tangente a C' em Q. Assim, os vetores W e Wt
880 oposiosy e © transporte paralelo depende da curva, eg
" colhida para realizéd-lo. _
Obgervagac - Mais geralmente, se o &ngulo de
C.e C' em p &. ¢, entao os
vetores ® e W' descritos acima, formam um énguio 20,
‘0 exemplo acima levanta a questac seguinte: I
possivel caracterizar as superficies locais para as quais
o transporte paralelo nao depende da curva escolhida para
realizaé-lo? Note-sge que a cOndiggo & equivalente ao fato

de que o transporte paralelo de gqualquer vetor v ao lonm
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{go de qualquer curva fechada, reproduz o vator v. 2 cla
rc que isso -se passa para as superficies locais isométri-
cas ac plano euclideano. Voltaremos a essa questgo nos pa
rédgrafos seguintes. ‘

Prosseguindo na analogia com o plano euclideano,
recordemos que as retas do plano sao caracterizadas como
curvas de curvatura nula. Por outro lado, a curvatura = &
definida como o médulo da derivada do vetor tangente uni

'té.I‘iO )

Definiggg_ 5 - Chema-se curvatura geodésica
‘ kg de ume curva regular X(s)
parametrizada pelo comprimento de arco s eom uma superfi
cie By, o médulo da derivada covariante do campo de ve-
tores tangentes unitérios.
_ D8sse modo, as geodésicas passem a ger caracto-
rlzadas como curvas de curvatura geodésica nula
Do um ponto de v:Lsta exterior 3 superficie, a8
-curvatura gecdésica kg é a componente tangencial da cur
vatura k da curva considerada. Lembrando que a curvatu-
ra normal kn & .a componente de k segundo a normal A
superficis, temos . ‘
k? = k2 + k2 .
s n
Una interpretaggo interessante da curvatura geo
désica é obtida da maneira seguinte. Seja C uma curva
‘que passa por um ponto p de uma superficie 8, e seja

C a‘projeggo normal de C sObre o plano tangente a 8
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em p (ver fig. 3). Notando que a normal -principal  n
é o vetor normal 2o cilindro projetante, aplicamos o teg
rems de Meusnier a 8sse '

‘¢ilindro e obtemos
kg:k‘(h,ﬁ):f:,
onde k¥ e n sgo a
curvatura @ a normal de
C e a barra indica o

correspondente objeto de

C. Conclue-se que a cur

vatura geodésica de C o
em p ¢& a curvatura da curva plana E, obtida projetan
do normalmente € =sdbre o plano tangente a S em D.
Decorre dai que se duas superficies sgo'tangeg
tes segundo uma linha, a curvatura geodésica dessa linha
& a mesma relativamente a qualQuer das duas superficies
consideradas. A mesma conclusao é obtida & partir das ob
sarvagges feitas anteriormente sdbre superficies tangen-

tes ao longo de uma curva.

4 . Teorema de Gauss Bonnet (local)s

Dada uma curva fechada regular por partes
Cy limitando uma regigo A de uma superficie_local Tgw-
gular 8, existe uma relagao notével, conhecida sob .o
nome de Teoremz de Gauss-Bommet, enire a integral da cup

?atura.geodésica ao longo de C e a integral da curvatu-
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ra Gaussiana extendida a A,

Para estabelecer ésse__ resulta_,d.q,“ neoessit-amos
de alguns preliminares. Como sempre, superficie signifi-
card superficie local regular. ‘

Proposicac 1 - BSeja. B uma superficie,X(t)

' . uma curva regular em | 8 e
v(t), w(t), dois campos de vetores unitirios ao longo
‘de X{t)e Entao 4

D Dv 1
x| - ““a'-a'"| P,

onde cos P(t) =< v(t), w(t)> .

Demonstragg.g_ - Como <v;w> = cosQ, temos

<VL,0> + < Wyv'S> = - sen 90 . (5)

Por outro lado, WAV = § sen ®, donde

WA V) = <w,v>w - <wyw> v=-WAN gen¢p .

Como < W,W'> =0 o < WAN, w'§“—‘l%@_|’
concluimos S
<v, w'> = - I_%)— sen. @ o (6)

De modo a.nalogo, tomando v/\(wAv)=v/\N zen Py
desenvolvendo o duplo produto vetor:.al e multlpllcando

escalarmente por v', temos

sen® . (7

Dv
dt
Introduzindo (5) e (6) em {7), obtemos a

relagac procurada

<wgv‘> = |
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Dw| | _Dv
Sat | at

a9
at - *

o que termina a demonstragao.-
" Bm particular, quando v & um campo paralelo e
w & o campo de vetores unitérios tangentes a X({(s), te-

mos kg = (p'(s),' o que mosira que a curvatura geoddsica

& a velocidade de variagao do Angulo que faz a tangente 3

curva com uma diregao paralela. No caso euclideano, as di

:regges paralelas sao fixas, e & curvatura geodésica roduz
-s¢ mais uma vez & ocurvatura usual,

De acdrdo com os resultados do. § do Capitﬁlo
II, & sempre possivel introduzir, em uma vizinhanga de
um ponto de uma superficie 8, uma paraﬁetrizaggo cujas
curvas coordenadas sejam ortogonais. Seja X(u,v) uma tal
parametrizagac, X{u(t), v(t)) uma curva parametrisada
nessa viszinhanga e »w(t) um campo de vetores ac  longo

de X(t), Vamos obter uma expressac para o mddulo da da-

Ly ~

rivada covariante |—§€— de W nessa parametrizagac.
X - X

Para issoy sejam 8, = -2 e e, = z

Jo

e

os vetores unitirios tangentes as curvas coordenadas, o

seja cos@P= < w,el> . De acorde com a Px-'oposiggo 1,

D81

dt

I e O]

[ ]
ds ] 62> + tP (t) =

< eqe0p> W) + <oy ye> vI(E) + 9'(%) .

Por outro lado, como F = 0, teremos (cf.§2)
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' ' 1 1
: <:xuv’xv:> =F, - TEREV =2

&

e portanto, .

X X,
< 83u2%2” =rl< ( )u ’ - =

-~ L
-2

© Andlogamente,

mpa

< B9 > =

Conclue~se que’

& - I [orr@mp ] 9'6) , (®)

. it
que & a expressac procurada.
Em particular, se é o campo de vetores tan

gentes a X(s), onde s & o comprimento de arco
' ; N ' - 1 ! '
o - = o' (e) - 2 (&)]+ ¢+ (9)

Estamos agora em condigoes de demonsitrar o

Teorema de Gauss-Bonnet (local). Seja p um

.ponto de uma
guperficie S o V uma vizinhanga de p para a qual
é vélida uma parametrizagao ortogonal. Seja C uma our-

va fechada, regular por partes, limitando uma regi;o A
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aem V, e Sejam C{’i H i= 1,¢oo,n ] o8 anglllos d.&s ‘tan

gentes nos pontos‘ngo regulares de C. Entao

T k_ ds + kK d0 -5 a, = 27,
g . i i
o A - |

onde kg é a curvatura geoddsica e g o comprimento de
arco de C, e K & a curvatura Caussiana de 8.

Demonstragég -~ Bejam 'Qi, i=1geeeyn, as

. partes regulares de C, X(u,v)

uma parametrizagao ortogonal de V e X(u(s), v(s)) a

expressao de C nessa parametrizagao. Integrando (9),ogr

temos

< 1 1

k_‘ds = 3 (-——-—_-_—-—G du - —=——E dv) +

,L & 1V eyee U 2yme ¥
. i :

+ X J ?‘(s)ds
i
C.
1
Utilizaremos agora o teorema de Gauss-Green pa-
.r2 0 plano u-v o qual afirma que se P(u,v) e  Q(u,v)
sao fungoes diferenciiveis entao ’
' J Pdu + Qdv = ”(-%ﬂ-_—%l)du av .
i | : u v
. A
Vi

Decorre dal gue

~101

"y



| 7 B N 7 6 ¥ |
k ds = ~- A )4-(————3—) du dv +
Ay g 2 HG \ 2 EG :
! v

A ]

;3 f 29 4
% ds i .
o .
i
Utilizando a férmula de Gauss (Cf. §1)para F=0,
& facil ver que o integrando da integral dupla & a curva

tura Gaussiana. Entao

j k, @5 + ”Kdv; : J s

C A 'Ci

Se C fbésse uma curva regular, 'a integral do
segundo membro seria a variaggo total do angulo da tan-
gente, atd voltar & sua posigac inicial. Bsse Angulo &
evidentemente um miltiplo de 27, e deve variar conti-
nuamente, quando confrajimoe a curva de um modo continuoc.
Como para uma curva suficientemente ﬁeq‘.uena, o 8ngulo &
2n s+ © valor da integral do segundo membro paré uma cuy
va reguler & 2%, B possivel dar ume demonstragao rigo

. . _
rosa desse fato mas nos contentaremos com o argumento a-

cina, '

Para uma curva regular por partes, <teremos,le
vando em conta os  "saltos" @, dos Angulos das ten
gentes,
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"L ‘] L 45+ T = 2m ’
i j. -ds i 4 ,
“c.
i

o que d& finalmente

Jkgds+ f Kda+2_ai=2ﬂ;, "y
c . A

& conclue‘a demonstraggo. ‘
' 0 Teorema de Gauss-Bomnet, permite obter infor
magoes sdbre a soma dos angulos internos de um trifngulo
geodésico (isto &, um tridn
"gulo cﬁjos lados sejam geo-
désicas) suficientemente
pequeno de. ume superficie S,
Seja T um tridngulo geodé
"sico contido na vizinhanga
V de 8, onde vale o.teo-
remz de Gauss-Bonnet, e se-
jam Ylb Yoo Y3 08 seus
angulos internos (ver fig.

Fig, 4

4) & =
Aplicando o ieorema,

I 2 (e yy)
Kdo+ & (M- Y.) = 2%
o Y5/ =
T .
ou seja,
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. 3 .
X dag = . = ..

Conclue-se que se K & estriﬁamente positivo,
a soma dos anguylos internos de um tridngulo & maior do
que . Se K- O, essa soma & menor do que T e se
K = 0, o tridngulo gecdésico se comporta como um trifn-
gulo plano, isto &, a soma dos angulos internos & igual
a T, ’

0 fato acima é usade para construir modelos lo
cais de geometrias nao euclideanas., Para detalhes, vejaw
-se Struik, Classical Differential Geometry, Chep IV,
4-T.

A técnica usada para demonstrar o teorema de
Gauss-Bormet, pode servir para obter uma interpretaggoda
curvatura Gaussiana em termos do péralelismo. Para isso,
seja C uma curva regular fechada, limitando uma regigo
A contida em uma vizinhanga onde & v&lido um sistems or
togonal de coordenadas, e voltemos a expressao (9). Pe-
lo argumento usado na:demonstraggo do teorema de Gauss-

~Bonnet, concluimos de (9) aque

J |-—§%’9—ds=- ” Xdo + J-%f—ds o (10)
- A C '

c
Se W & um campo paralelo, o primeiro membro

se anula. Seja ¢ o &ngulo que faz ® com uma dada po-

'éiggo inicial, apds o'transporte paralelo ac longo de O,
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voltando a essa posiggo inicial. O &ngulc @ nao depen-
de da escolha do campo paralelo W ; e, de aclrco ocom
(10}, & dado por

Da expressao de ®, & claroc que 8le  também
nac depende da posiggo inicial escolhida. Tomando o limi
te do. quocients ig- gquando a curva se contrae s um ponto

Py temos

1im—{p—=.~1iﬁ1-i—JJKd0'=K. (11)
C—p Ao A

* A expressao (11) pode ser usada para definir
. intrinsecamente a curvatura QGaussiana em termos do para-
lelismo. _

A expressac (11) relacicna-se com o problema,
que levantamos no §3 désse capitulo, de caracterizar as
superficies locais S para as quais o transporte paralg
lo ao longe de qualquer curva fechada, reproduz ¢ vetor
inicial. Tomando curvas suficientemente pegquenas em t67 =
no de um ponto- pe S, vemos que a curvatura ' Gaussizna
em p deve ser nula. Como p & arbitririo, a curvatura
Gaussiana de & & nula. Mostraremos no pardgrafo seguin
te que isso implica em que todo ponto de S tem uma vi-
zinhanga isométrica a uma vizinhanga do planc euclideanc.

"~ .
Observagac - Como vimos no tratamento do teg
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~rema de Gauss-Bonnet, o uso de coordenadas especiais &
um artificio conveniente para obter propriedadés geomé -
tricas, que independem das coordenadas escolhidas. Entre
tanto, as propriedades obtidas por &sse método sac vAli-
dag em vizinhangas de pontos da superficie local e nao
na superficie local "inteira". Aparece mais uma vez o fe
. nBmeno de "contragao" de superficies locais, que & uma
dificuldade intrinseca dos instrumentos naturais da Geo-
metria Diferencial Cléssica (teorema das fungoes implici

tas, existéncia ‘de equagoes diferénciais, etc.)

+

> « Loordenadas geodsicas; superficieg de

. curvatura constante.

Nesse paragrafo obteremos um sistema de co
ordenadas locais em uma superficie S, para o qual a ex
pressao da primeira forma quadritica & particularmente

simples.

- Bsse sistema, que chamaremos coordenadas geodi-

. Blcas, & obtido em uma vizinhanga de peé S da seguinte
maneira. Toma-se uma curva regular C passando por p, e
considera-se a familia de geodfsicas normais a C. A fa
milia ortogonal a essas geodisicas contém, em particular,
C. Vamos mostrar que & possivel, em uma vizinhanga de
Py tomar essas duas familias ortogonais comb curvas c¢o-
ordenadas.

Para isso, seja X(u,v) uma parametrizaggo de

S, na qual p tem coordenadas (uo,vo) e uma paramee
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trizagao de € & dada por X(u(%), v(t)), com X(t0)=p.
Suponhamos que v‘(*ho)?éo9
0 que permite representar
¢ por u = u(t(v)) em
uma vizinhanga de p. A

curva C & um membro da

famflia u = u(t(v))+cons
tante. Como foi visto no v=v{ust)
Capitulo IT, & possivel
parametrigar ume vizinhan : L
ga de p de tal modo que Fige 5 ‘
essa familia ¢ sua fami-
lia ortogonal sejam as curvas coordenadas. Denotamos
ainda por X(u,v) essa parametrizacao e seja u = u,
v=v(t) a representaggo,de ¢ nessa nova parametriza~
gao (ver fig. 5)n ‘
Por cada ponto de parametro t de C, traca-
mos 2 gecdégica normal a C, dada pela equagao v=v{(ust),
onde t d4ndica & dependéncia da geodésica da  ocondigao
inicial +t. Como zs solugges das equagges diferenciais,
dependem diferencidvelmente das condicoes iniciais (Pon-
tryagin, §22, pg. 170 o secguintes), v(ust) & diferen —
ciavel em +3 ' além disso, para todo 1%, tem-se

v(uogt) = v{t), que diferenciada d&

(’%"lv(uo”))to = (_gl';_)*bo # 0.
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Aplicando o teorema das fungoes implicitas,d
possivel resolver .v = v{ujt) om uma vizinhanca de D,
obtendo . ' '
2 2
t =.¢{u,v) , ocom P, *P, A O
A equagao  ¢(u,v) = const. representa, por
tanto, a famflia de geoddsicas normal a C, em ume viéi
nhénga de ' pa | |
Desgsa maneira, recaiﬁos de novo na «situaggo
do Teorema do Capitulo.Il; tomando a familia ortogonal
is geodésicas ¢ (u,v) = const., podemos paremetrizar
uma vizinhanga de p de tal modo que as geodésicas e
sua'familia;sejam*as curvas coordenadas.
Vamos ver como se exprime a primeira forma
quadrdtica em um sistema de coordenadas geodésicas, que
indicaremos ainda por X(u,v)e Como as curvas coordena—

das -sao ortogonais, F =0 e portanto
I E(u,v)du2-+ G'_(u,v)d'v2 .

Tomando & familia de geodésicas.como curvas
v = const, e introduzindo ésse fato na equagao (4') das
geodésicas (Cf. §3) concluimos que Pil = O,  Por ouw
t;-b lado, como F = O, I‘il = —%——E-;— = 0 (Cf.§2), &
portantoy E nao depende de v. -Como E nao depende
de v, podemos introduzir um nove pardmetro u =JJﬁ'du,

com o gue a primeira forma quadratica gimplifica-se

I = dﬁ + G(ﬁ’V)dV‘? »
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O significado geométrico desss mudanga de pa~
~ » ~ — »
rametro & que o novo pardmetro U mede o comprimentoc de

arco ao longo das geodésicas Vv = const. BEm outras pala

u L4 4
vras, o comprimento do segmento de qualquer geodésica

v = const., entre as curvas U = C1 y u=C, & dedapor

2 :
|01—02|. As'curvas u = const. sao chamadas por issmo

de paralelas geodésicas.

Introdu21ndo um novo parametro Ve 1}G(u s V) av,
obtemos I na forma

I-di +0(a,5)d ,

G(ﬁO,E)

~ onde 6(50,5) = =1. A transformaggo feita

G(EO,V) ‘
significa tomar ¥ como comprimento de arco ao longo de
Ce L

-Finalmente, se C & uma geodésica, obtemos,
substituindo 3 - ﬁo nas equacoes (4') de uma goodési
ca, que Gu(ﬁo’;) = 0 .

As coordenadas geodésicas que acabamos de os-

tabelecer, e que denotaremos ainda por X(u,v), podem
ser usadas para estudar as superficies de curvatura K
constante.

Utilizendo 2 férmula de Gauss (Cf. §1), a cur
vatura K em um sistema de coordenadas geodésicas & ex-
pressa por

(Vo)
v G

(12)

~109



H

4 expressgo (12) pode ser olhada como a equs,
ggo diferencial a que deve satisfazer G(u,v), para que
a superficie tenha curvatura K. S X & constante, a e

quagao (12), que se escreve

(V&) + K(V®) = 0,

é uma equag,go diferencial linear de segunda ordém,com cog
ficientes constantes. ’ -

' Consideraremos separadamente o8 casos:(1)K- 03
(2) X=05 (3) K< 0, o admitiremos que & curva bisica
do sistema X(u,v) & uma geodisica, o que implica

. Gu(uO,v) = 0. : \
(1) se K = 0, entao (\[E)uu = 0, donde

( mu = const. Como (J-E)u = "'""'—u-_"' [ Gu(uo’v) =0 €
2\ G

'G(uo,vﬁ = 1, concluimos gue a constante de integragao &
nula, isto &, (Vfé)u = 0. Integrando mais uma vez, obte
mos G = const.; como G(u,v) = 1 = mova constante de

integragao é 1 o a primeira forma quadratica se escreve
2 2
I=2a + dv .

A expressao de. I mostra que 6 possivel esta-
belecer uma isometria entre a vizinhanga da superficie on
de & v&lide o sistema Qe coordenadas geoddsicas e uma vi-
zinhanga do plano u-v. Para exprimir &sse fato, dizemos
Que as superficies de curvatura mula sao localmente isom§
tricas ao plano euclideanoc. Bsse fato foi mencionado no

paragrafo anterior
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(2) B K>0, a soluggo geral de (12) &
dada por )

VG = A(v) cosVE u + B{v) senJE u .
Usqndo o fato de que Gu(uo,v) =0 e G(uo,v)=
= 1, &oncluimos que A{v) =1 e B(v) = 0. A primeira

. "~
forma quadritica se escreve entao

I - du® + (cos JEEIA)@VE .

Concluimos gque as guperficies de curvatura K,
estritemente positiva e constante, sao localmente isomé-
tricag.

(3) Para X< O, verifica-se, de maneira ani

loga, que

I = qu® + (cosh? V-~ K u)dv2 ’

@ portanto tddas as superficies de curvatura negativa . K,

constante, sac localmente isométricas.

6 « Coordenadas normais.

Vamos agor# mostrar quey dado um ponto p
de uma superficie S, existe uma vizinhanga V de D ,
tal que todo ponto q:V pode ser ligado & p por uma
finica geodésica contida em V. Bsse fato foi usado no §
do Capitulo III.
) Seja X(u,v) uma parametrizagac de S, que po
demos supéi ortogonal, ¢ sejam (uo,vo) aé cpordenadas

de p messa parametrizagao. Uma observagao de cardter gg
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ral sCbre X(u,v) & que, como podemos supor o jacobiano
(z,y.
of{u,v
vizinhanga de p por X =mu, ¥

- L 0 em (uo,vo), ¢ portanto parametrizar uma

]

v, z = 8(usv), nao
. perdemos em generalidade quando 4ornancs o plano tangen—
te 2 p como plano X © Y. Isso implica em que
Q(FO,vb) =0 y eu(uo,vb) = ev(uo,vo) = O. Decorre daf
que podemos supor IXﬁI = ]XVI =1 emn (uo,vb) .
Considere agora as equaggcs diferenciais (41)
(Cf+ §3) das geodésicas parametrizadas pelo arco s, Pe
lo téorema de exiéténcia erunicidade existe uma vizinhan
~¢a de p, na qual estd definida a dnica solugao X(s) =
= K(u(s)y v(s)) do (4'), al que Z(0) = p o %'(0)=
= 01Xu2+ 02Xv, onde °q
0y * &5 = 1. Como interessa considerar a dependéngia de

e ¢, sao dados e de modo que

X(s) da condigac inicial X'(0), esorevemos ag  equa-

goes de X(s) como

a(s) = 2,(65 oy, o)
v(s) = £,(ss Cys Cp)e

~ Primeiro provaremos que fi(s; ey s cé), is=1,2,
dependem realmente s& dos produtos 8C1s SCp § isto & ,

que podemos escrever

Para isso, observe-se que, se A & uma cons-

tante, as fungses

112~



13

u fl(?\si 01302) ’

v

L]

fz( A S; . 101:,02) ?

sao solugoes de (4') que satisfazem as condigoes ini

ey ' _ |
s Jeo = MO 1=L2.

Pela identidade das soluggés que satisfazem asy

cizis

mesmas condigges iniciais, conclue-se que
| fi(}\si 01’02) = fi(si hc’l!?\'cz) ,’ i=192, (13)
para todo s. Fazendo em (13) s =1, obtenos
fi(ﬁ.; 01,02) = fi(l, lcl,l-ce) s 1=1,2 ,
. Como a expressgo acima € valida pafa qualduer
A, podemos fazer A= s e escrever
£, (s3 ©)50,)= T, (13 sc)ps0p)= Fy(scyy s0p)y 1=1,2,

o que prova a afirmagao feita.

Em seguida, fazemos 80, = i, so, = v, e
‘|screvemos
u = P (U,7)
e (24)

Como as solugoes de (4') dependem diferen—
cialmente das condigoes iniciais (Pontryagin, $22, e
170 e seguintes), as fungges Fi sao diferenciiveis.

; . o
Além disso, as equagoes
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.' %F . . N . 3 (. ‘.bF ) -
‘ ( 1 ) 01' + (-————i ) 02 = 0‘1 ’
du N RdT X

/BF, \ ¥F '
52) e (GE)s
?9u /4" BF g

. .
sao vélidas para guaisquer o

t
Q

1 © Opi donde

OF JF
(), (3
Y /., 07 /o
(%FE) <F2) .

%'V' o 'bﬁ 0" '
e, portanto,

%(F&,Fb)
NG, )

Pelo teorema da fungao inversa, existe uma vi-

(15)

em {(0,0)

zinhanga U de (0,0) ‘no plano u - ¥, +tal que & apli-~
cagao hiUC R*>R% do inlano U-¥ no plano u-v, defi-
nida por (14), & biunivoce e sébre uma vizinhanca W - de
(uo,vo); além disso, a inversa dessa aplicagao & diferen
ciavel. Em outras palavras, dadc um ponto qé X(W) =V ,
de coordenadas (u,v), exisfe um e um tnico par U= Cq 8y
Vv = 0,8, correspondente a 4, e portanto uma ¢ uma Gni-
ca geodésica (de vetor tangente (c1’°2) ligando p =&
Q.

Para mostrar que essa geodésica estd  contida
N
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em V, observamos que o que foi provado equivale a intro
duzir W,¥ como coordenadas em V. Nestas coordenadas ,
as equagges,das geodisicas passando por p sao lineares:
u = cy8, v = cys3  isto & sso imagens por X dos raios
de um circulo aberto W centrado enm (uo,vo), e estao
portanto contidos em V = X(W).
' Dessa maneira, a afirmagao‘feita ro comego dég
ge parégrafd, esta completamente provada.

As coordenadas u,v, introduzidas no curso da

demonstragao, sao chamadas coordenadas normais de Riemann.

Uma propriedade importante das coordenadas nor
mals G,G em uma vizinhanga de p, é que os coeficien -~
tes da primeira forma quadritica tém em p os valores
E-G=1, F«0, e as derivadas om ordem e & a ¥
d8sses cooficientes sao nulas em D.

Com efeito, como X(u,v) & uma parametrizaggo

ortogonal, com B =0CG=1 em p , ‘temos, por (14)

- , ‘bFl 2 oF, 2
(0,00 B, ) (), + 0lagm,) () -
= Blu,v,) = 1 ;
andlogamente, obteriamos F(0,0) = F(uo,vo) = 0 e

G(0,0) = G(uo,vb) = 1. Além disso, como as expressoes 1i

neares u = C15 » v = cos 5 deven satisfazer as equa-
i~

goes diferenciais (4') das geodisicas, concluimos que

12 1 1 2 .
Pll ey + 21?12 c ey +Tpp 05 = 0
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2 .2 2 2 2
o + 27T 4;P22Mc2

11 %1 12 %% * =0.

T

Os polindmios acima, em ©y © ©py sao nulos

para todos os valores de c, 8 ¢, €m ' Do Conclue~-se

que os simbolos de Christoffei ~sac todos nulos em e U

o T wL
tilizando as expressoes do . §2, ' vé-se imediatamente que
as derivadags de E, F e G emordema U e ¥V sa0 nu-

lag em p, o qQue demonstra a afirmaggo feitad

-0 -
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carfoULOo V

O TEOREMA FUNDAMENTAL

Nesse capitulo, procuraremos responder, pare
as superficies locais regulares, uma pergunta anfloga =2
que fizemos para as curvas no fim do Capitulo I, 'Tedos
os conceitos introduzidos até agora estao contidos na
primeira e segunda formas quadriticas. BExistird a possi-
bilidade de obter novas entidades indepeﬁdentes, ou & i
meira e segunda formas quadrédticas caracterizam iécalmeg
te a superficie? Bsse é um problema fundamental, que ne-
cessita ser resolvido antes de zbandonarmos a teoria das

L 4 . »
superficies locais,

Seja X(u,v) uma parametrizagao de uma super

ffcie S, Uma primeira observagao & ser feita § que a
primeird e segunda formas quadraticas nao sao independen
tes. Em verdade, a férmula de Gauss (Cf. §1 do Cap. IV),
fornece uma relaggo de dependéncia entre essas formas qua
draticas, pois permite exprimir eg—f2 em termos de E,

F,¢ e suas derivadas. Désse modo, as fungoes E,F,G, e,

f,g, nao podem ser dadas arbitrariamente, mas certasewm -

digoes de compatibilidade devem ser satisfeitas,

Para obter outras relagoes entre a primeira e
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g
J
Y

Lt ’ . ) . ) ’ - -
" Segunda formas quadraticas, cbserve-se que, como os vetorea

Xuyxv, N sao linearmente independentes, podemes escrever

- - 1
I ™ T % * P 1 %+ Iy ¥

I 2
Xuv.- I’12X+I' Xv+112N,
]
(1) < Xoo = T3 %, +I‘22X +L12 ,
= A
N 1 %t MK rr N,
N = A_ X + A f(+7\ N.

'\ v Rl "u 22

, Intes de mostrar que o sistema (1) pode for-
necar as relaqoes procuradas, precisamos verificar que os
coeficientes de (1) podem ser expressos em termos da pri=
meira e segunde formas quadréticas.

As tres primeiras das equagoes de (1) foram ob
tidas no §5 do Gapftulo IV, onde verificamos que os simbo-
los de Christoffel I‘ 1] 8 dependem dos coeficientes E,F,

G, e suas derivadas. Multlpllcando escalarmente as tres pri

meiras equagoes por N, ve-se que 111 112 £,
= go Fara caloular os hi.’ observamos que N e Nv Peg
" tencem ao plano tangente, e portanto, Alo Mg = O, Em 36~

guida multiplicando escalarmente a expressao de N por Xu
8 Xv, obtenos

-e= h11E+ ?\12}3‘,

dpnde
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A -2 G+ T F A ~BEf+ Fe

- ’ =
o e 12 E G- P

Andlogamente, obteriamos

~

 gF-0G y - -gE+fE
J“:21"' 2 ’ }‘22“- 2

EG.-F - - EG -~ F

Portanto, os coeficientes de. (1) podem ser
. N N : . Y -
expressos em termos da primeira e segunda formas quadré-
$icas,
. . ~
Una maneirs natural de se obter relagao entre

os coeficientes de (1) (e suas derivadas), é lembrar

que a ordem das derivagoes parciais nao afeta o resulta~

“do, isto &,

( (xuu)V'— (Xuv)u '

1
O z

.(2) S (va)u - (xvu)v =‘0 '
N - N = Q.
uv va

\ . - "
Introduzindo os.valores de (1) em (2), po

.demog escrever as equagoes (2) na forma

(-A X X +C, N=0
R e By kg + 4y ¥ =0y
. , _
_(2) ¢ A, X +B, X +0C,N=0,
| C, XN =
\ AB Xu + B3 Xv + 3 r C

onde A,y B,, C
- A

i? w:'L = 1,243, 8sa0 expressos em  termos
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de E,F,G,. eyfygy © suas derivadas. (2v) implica na

existénecia de nove relagoes

A, =0, B, =0,:0 =0 1= 1,2,3

entre a2 primeira e segunda formas quadréticas.
Em verdade, é possivel verificar, que das o~
quagoes acima, apenas 3 sao independentes. Uma delas &

a formula de Gauss j& mencionada, e as outras duas

~ E E e
- u

(Ea_szfGE)(ev,fﬁ)m(Eg-aFf+Ge)(Ev,Eu)+ F'F, £f]l=0

G Gu 2

<.' : . .

1 E Ev e
.\(EG—2FF+GE)(f&rgﬁ)-(Eg—EFf+Ge)(Fv—Gu)+ F F, £l =0

G Gv 2

sao chamadas equagges de Mainardi-Codazzi.

0 apérecimento de relagges de dependdncia en-
tre as formas quadraticas vem, aparentemente, complicar
0 nosso problema, pois ainda nao sabemos se elas sgo‘as
inicas relagges independentes possiveis., Que essas rela-
QSes constituenm precisamente as condigges de integrabili
dade que permitem reconstruir ldocalmente a superficie a
partir das duas formas quadraticas, é o conteido do teo-

rema seguinte, demonstrado por O. Bonnset.

Teorema fundamental gg_teoria local das superficies.

Sejam E,F,G, ‘e,fy2, fungges diferencié -

veis definidas em um aberto A do plano u-v, tais que

120~
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-(1') <

B - F2:> 0 e verifiquem formalmente as equagSes de Geuss

e de Mainardi-Codazzi, e seja ”(uo,vb) um ponto de A .
Entao existe uma vizinhanga V de (uo,vo) em 4 & uma
superficie local regular Xi¥—>R> que ten ‘E,F,G e &,
f,g como coeficientes da primeira e segunda formas . qua—
dréticas, respectivamente. A1ém -disso, a superficie Xinv)
é dnica a menos de sua Posigac no espago.
Demonstragao - Motivado por (1), céhsi@g
' ra o seguinte sistema de e-
quagoos diferenciais parciais nos vetores & (u,v), n{uw),

C(uyv)

'

1 2
€u =T 8+ ygm+ Ly % s
E Tl g% n+ L,
v 12 12 12°* !
1 2
Ny = T8+ Tipn+ IyoG s
ﬁ _T* §+I'2n+L & .
v 22 22 gz ® ?

Gu =A% *rpn

(Sv =P bt hen -

.. k ~
onde os coeficientes rij ’ hij ’ Lij s Sao obtidos a
partir de E,F,G, e,fygy, como se fosse em unma superficie.
A condigao necessaria o suficiente (condigao de integrabi
1idade) para que um sistema d8sse tipe (lineer e de pri-~

meira ordem) tenha uma Unica solugao local para dadas con

~12)
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.digcoes iniciaig, é que
&y

Nav = My

| Loy = C

uv 3
para uma demonstraggo désse lfa'l.:o, veja-se J. Stoker,Dif
ferontial Geometrys New York University, mimeografado
1956, Cap. V, §19. As equagges acima dao, como vimos,pre
cigamente as equagges de Gauss e de Mainardi-Codazzi,que
sa0 satisfeitas por hipdtese. O sistema (1') & portan-
to integravel,

Seja . &, NyC uma solugao de (1'), defi-
nida em uma vizinhanga de (u_ ,v ) e tal que E(u ,yv )-
= E“o ’ TT](U-O’VO) =T,

tores dados éo, Ny Co satisfazem &s condigoes

’ .C(uo,vb) = Cb s, onde os ve-

EJO = E(uo,vo), ‘no.= G(uo’vo)g <(§0, ‘n0>=F{'uo,vo),
5 .
<Ep Lo> = <N l,> =0, Co =1

Como em (1) E, =M, » @ condigao de integrabilida-

de do sistema em X(u,v),
S
xv::'n ’

onde & e M sao dados pela solugao mencionada de (1'),

é satisfeita. Existe portanto, uma vizinhanga V de
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(uo,vo) e uma fungao vetorial diferencidvel X(u,v), de
finida em V, +al que X(uo,vo) =p, onde p & um pon
to dado de R3. | '

Vamos mostrar que X{u,v) & uma superficie
local regular cujos coeficientes da primeire e seghnda
formas quadréticas sg.o, respectivamente E,F,0, e e,f,g

Exprimindo as derivadas de 52, .nz, L
<§,n> <E, b5 , < N> em termos dessas 6
quantidades por meio de {1'), obtemos um sistema de 12

equagoes diferenciais

[ (), - By(E e, <mpE>)
(2 ) < ( E.uz)v = FE( §2,00¢$ < Ty L> ) 9
L (1,8 ), = Bp(E5en, <ny 5 )

Ume primeira solugao do sistema (2') & cer-
tamente §2= E, n2= Gy <E N> =Fy <MNy> = 0
<M, C) 0, C.z = ls Por outro 15.6.0, formando, a
partir da solugao EsNsC, de (1 ), as expressst
5_,2, 1’12,..., <M sC> teremog uma outra solugao de
(2) que tem as mesmas cond1goes iniciaig que a primeira.
Por unieidade, concluimos que

2 2

=1, <L N> =Py <L,HE> =

=123




Usando o fato de que _Xu‘; €y X = N oy te

mos

. | . | o B
Z]1° =8, = p%,> = T x5 & - (3)

o}
| Como,
%, )% - <x X >-BC-Fxo0,

por hipStese, concluimos que. X, xv_?é'o, e a superfi-
cie X(u,v) & regular. Aldm disso, as expressoes (3)
mostram que a primeira forma quadritica de X(u,v)  tem
coeficientes E,F,GC. i

Uma vez que < E 0> = < el > = 0, L_‘,2=1,
L & um.vetor normal a X(u,v) e portanto og coeficien~

tes da segunda quadratica sho dadas por

< EsE > <Ly B > ,‘<C‘,nv> .

‘ . Os valores acima podem ser cbtidos a partir
do- sistena {1'), dando '

'<’C9 Eu'> = 9 9 ‘<-C$Ev‘> =fs“ <l 5T]v>'=g!
é que mostra que e;f,gi sgo os coeficientes da segunda
forma quadréficalde X(u,v), e termina a ppiméira parte
do ‘tecrema. 4 '

Para nmnostrar qué a superficie & unica a menos

de sua posigao no espago, sejam X(uyv) e X(u,v) duss
superficies, cujas primeira e éegunda formas Quadraticas

coincidem. Fixamos um ponto K(uo,vo) e transportamos
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X(uyv) por uma trapglaggo, de modo que i(uo,v0)=Xﬁ%yva
Como as primeiras e segundas formas quadréti
cas £20 iguais, & possivel fazer o triedro Xu(uo,vo) ’
'fv(uo,vb), g(uo,vo) coincidir com o triedro iu(ub,vo),
Iv(uo,vb), N(uo,vb) por uma Totagao.
0 sistema (1') & satisfeito fazendo

E=X, N=%, L=N

—

X, s

T

E:xu, n CABN Y
Como ambas as solugoes coincidem em (v yv,)s

temos, por unicidade

X = xu r XV = XV s N=NX » para todo (u’V)a

Das duas primeiras equagges concluimos que
‘X(uyw) = X(uyv) + C ,

onde C & um vetor constante; X(uo,vo) = i(uo,vo), Yo
mos ‘que C =0, o que termina a demonstréggo do teoremaes
Observagég_ ~ Dar a segunda forme quadratica,

equivale a dar a diferéncisl d¥

da aplicaggo normal ou, o que é o mesmo, dar a curvatura

Gaussgiana e a2 curvatura média.

- ) -
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