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INTRODUGAO

Os primeiros seis pardgrafos do presente curso
éonstituem tdpicos essenciais de um primeiro estﬁdo da
teoria cldssica das equagbes diferenciais ordindrias. Pro
curamos nos pardgrafos 2 e 4 simplificar as hipdteses dos
teoremas fundamentais mas observamos que o teorema de e-
xisténéia e unicidade de solug%es, por exemplo, poderia
ser provado em condigﬁes mais amplas., Tudd foi apresenta-
do da maneira mais direta possivel evitando formulagaes
gerais gue poderiam tirar a visfio de conjunto dos leito-
res.

0s vdltimos quatro parégrafos.visaramrde modo inci-
sivo chamar a atengao dos estudantes para aspectos gquali-
tativos da teoria, servindo como uma primeira motivagao
para aquelas que mais tarde viessem se interessar pela tég
ria dos sistemas dinfmicos. Os pardgrafos 7 e 8 englobam
um estudo detalhado sdbre a estabilidade local no caso "1i
near, isto &, com perturbagﬁes também lineares e o Teorema
12 prova que um sistema linear homogéneoc é localmente eos-

truturalmente estdvel se, e sdmente se, a origem & um pon




ii "

to critico hiperbdlico.

Neo pardgrafo 9 apresentamos, sem prova, um resumo
de alguns resultados para o caso nao linear que constituem
uma generélizagao nétﬁral-dos correspondentes lingares.

Sem muito formalismo fomos dando alguns exemplos
gue mostraram claramente a existéncia de campos de veto-
res a%tanomos em variedades e ficou observado, por exem-
plo, que quando.as mesmas sAc compactas tddas as trajetd-
rias ficam def;nidas de ~= a +4o.

Finalmente ¢ 1ltimo pardgrafo conclue o curso com
a prova dos teoremas de Poincaré-Bendixon para a esfera
Sz.

0 assunto constante déste cursc constitue parte de
um programa que desenvolvemnos no primeiro semestre déste
ano de 1971 no Instituto de Matemdtica e Estatistica da.
Universidade de Sho Paulo,

Queremos deixar aqui expresso nosso agradecimento
4 Comissdo Organizadora do 8¢ Coldquio Brasileiro de Mate
mdtica pela confianga depositada, atribuindo-nos a minis-
tragio de tal curso. Aos colegas J..Pélis e J. Sottomayor
somos também muito gratos pelas discussdes e sugestoes sé

bre_o texto.
Sado Paulo, 30 de junho de 1971

Waldyr Muniz Oliva
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§1 - EQUAGDES DIFERENCTAIS ORDINARIAS DE 12 QRDEM

Seja A um subconjunto aberto, nio vazio, do espa
f *
¢o euclideamno r™F e f:1A o Rn,_n z 1, uma fungao defini-

. hel
da e continua em A assumindo valores em R, Dada uma

fungdo x = @(t) com valores em R™, definida num “inter-
valo abertoe I da reta R e de classe Cl Nnesse inter-
valo, indica-se por X = @(t) a derivada de ©(t), t €T,

Se estiver verificada a condigio

®(t) = £&9(t)) para todo t ¢ I, (1)

9{t) denominar-se-A uma solucdo da equacho diferencial

ordindria
x ='f(t?x). o (2)
Se n>1, (1) e (2) constituem,.na realidade, um sistema

de equactes diferenciais ordindrias. De fato, a fungaio f

define naturalmente a seqliéncia f = (fl,f?,...,fn) de
fungbes reais e continuas definidas em A:.

14 o R, 1i=1,2,...,n,
enquanto que ¢t} define (ml(t),...,wn(t)), t € I. Co-

mo conseqtidncia, as condigbes (1) e (2) transformam-se

respectivamente em (1)' e {2)':
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sl(t) = £5(6,00 (), .0 ,07(5)), i=1,2,00m, t€I, (1)

oo ei(e,xt, .0 ,x™), i=1,2,...,0. (2)

Freqlientemente consideram-se solugdbes x = ©(t), de (2),
definidas em intervalos fechados em um ou ambos o0s extre=
mos. Nestes casos, subentende-se a condigao (1) verifica-
da nos extremos fechados, tomando-se derivadas a esquerda
ou & direita, conforme o caso.

0 leitor podera facilmente formalizar o conceito
de ;olugéo de um sistema de equagaes diferenciais ordiné-

rias de ordem superior simbdlicamente representado por
. . -1
x(P) = F(t,x,x,...,x(p )) (3)

em gue x(J) representa a derivada de ordem j da fun-
gho x, j=1,2,...,p, ¢ F & uma fungho de p varidveis

reails.

No presente curso, salvo mengéo em centrdrio, esta
remos trabalhando com equagOes ou sistemas de equagoes dil
ferenciais ordindrias de 1% ordem, ou seja, equag%es—do
tipo (2). Encontram-se também na literatura equagdes ou
sistemas de equagbes diferenciais ordindrias éob a forma
implicitas: ' -

G(t,x,:’c,...,x(p)) = 0. ()
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Para mais detalhes consultar, por exemplo-.[ 1] cap.

1.

Os sistemas do tipo (2), ao contrdrioc dos do tipo
(h), sfo muitas vézes denominados sistemas na forma nor-
mal.

No presente curso, nao estudaremos sistemas sob a
forma implfcita (4) e, portanto, por simplicidade n&o usa

remos o qualificativo pnormal para os sistemas da forma (2).

Observagbes relativas & condiglo (1):

B débvio que, se @(t}) & solugho de (2), isto &,
se m(t) satisfaz (1), tém—se necessariamente, gue o par
(t,w(t)) pertence ao conjunto aberto A, para todoe +€1I.

Oucaso n=1l, por exemplo, permite representar no
planc (t,x) os grdficos das solugbes x = 9(+),

No caso em que a fungéo f, que comparece na equa-~
¢do =x = f(t,x), satisfaz uma conveniente condigao suple-
mentar, prova-se que (ver Coroldrio 1, §3) a éada ponto
(to,xo) € A corresporide uma Unica solugho x = m(t) de

(2) tal que m(to).= x e, conseqlientémente, o conjunto

(o]

aberto A serd a reunidoc disjunta dos grdficos das solu-

‘,'_(-.

goes da equagdo considerada (ver figura 1).




Enunciado de um teorema de existéncia e unicidade e alguns

exemplos.

TEOREMA 1 - Seja X = £r(t,xT,...,x), i=1,2,...,n, (2"
um sistema de equagbes diferenciais ordind-

rias de 1% ordem. Se as fungbes fl(t,xl,...,xn), 1=1,2,.ee

n, da seqiéncia f = (fl,...,fn), além de continuas em A,
i
possuirem td8das as derivadas parciais -§£T (t,xl,...,xn),
Ix
i,j=1,2,...,n, também continuas em A, tem-se:

i) Para cada ponto (to,xo) € A existe em correspon-
déncia uma solugho x = m(t) do sistema (2)I tal

que m(to) = x_.

ii) Se duas solugbes x = m(t) e v = 1{t) do sistema
(2)' coincidirem para um valor t = to’ isto ¢,

¢(to) = ¢(t0), entho elas coincidirfio idénticamente para
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todos os valores de t em gue ambas estiverem definidas.

A prova désse teorema serd elaborada no préximo pa
rdgrafo.

0 enunciado é aqui apresentado afim de que se possa
elaborar alguns exemplos ilustrativos. |

0 par (to,xo) é comumente designado por condigdes
injiciais para determinag¢lo univoca da solucgio m(t) que
satisfaz m(to) = xq.
EXEMPLO 1 - Considere-se a equacgio difgrencial

- ax (5)

.
X

onde ¢ & um ndmero real, Neste caso a funcgho £ft,x) =
= @g. Xx estd definida em R2 e assume valores reais.
Em realidade ela nfio depende da varidvel +; a equacho (9

3 ) - -
é por isso mesmo denominada autdnoma ou independente do

tempo. O Teorema 1 & aplicdvel para a equagao (5) pois

arf - - 2
f(t,x) = Qe 9% - sao_contlnuas em R7.
Por outro lado, a fungdo o¢(t) = C %% gefinida
em R, é solugho de (5) pois
.- at
P(t) = o € e*” = ap(t) para todo LER .

Dado (to,xo) € R2, se impuzemos a condigéo m(t0)=

aato _
= x_, teremos: m(to) =Ce. = x_ que determina
-0t ‘
C=ce C.x .
o ot .
Pelo Teorema 1, a funglo o©(t) = e o.xo.eOL =
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a(t‘to) rs - o - . .
X ¢ a unica solugac da equagao (5) definida

= e
em tdda a reta e que satisfaz a condiglo m(to) = X,

Nos cursos de cdlculo, sfo fregiientemente apresen-
tados processos formais para a obtengho da soluglo @{t)=
=CeO:'t.

Nio entraremos nestes detalhes de técnica de inte-

gracho no presente curso.

EXEMPLO 2 - A equacgho diferencial
% =nh{t), a<t<b, (6)

difere da equagdo (5) no sentido de gue a funglfo real
f{t,x) = n{t), suposta continua.ﬁo intervalo a < t < b,
nao depende da varidvel x. Neste caso estéo também tri-
vialmente verificadas as hipdteses do Teorema 1, A sen-~

do o conjunto aberto do plano definido por ™
' 2
A= {(t,x) € R]a < t < b}.

Trata-se de uma faixa de plano (t,x) compreendis
dg entre as retas de equagﬁes t = ; e % = b, paralelas
ao eixo dos x..

Na figura é estd feito um esbégo dos grdficos das

solugbes da equagho (6); tais solugdes podem ser obtidas

atravds da integral

t .
x=9(t) =c¢ +fh('(a)d'6, a < t,m < b.
m



De fato, conéiderado ¢ ponto (fé;ko) € A, se impuzermos

a condigho w(to) x, podemos escrever

(s}

o

to
C+[ hi{%)ds = x
m

o]

m
ou seja C = Xo-b[. h(%)d% e, finalmente, chega~se a
' t

funglo ©

t
p(t) = x +[t n(g)az ,

)
que &, evidentemente, solugho de (6) (& sd substituir na
equagho e constatar) e satisfaz & condigdo ¢(to) = #O.
E fdcil notar que neste Exemplo 2 os gréficos das solugdes

sho obtidos uns de outros-por translagbes paralelas ao ei-

xo0 dos X.
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EXEMPLO 3 - Uma generalizagfo do Exemplo 1 € a equagho di

ferencial ordindria autdnoma:

x = g(x) (7)

em que f(t,x) = g(x) & de classe ¢! num intervalo aber

to a < x < b.

Claro estd que A € uma faixa limitada por retas

paralelas ao eixo dos +t:

Voo
Vo vy
\ A
TR
A
(O
vy N A
v X R
\ A \ \ \ \\ \
\ v A \ \
AR o =) =ay
7
: ’
A A ,’ / :
’ o g ¢ L
‘ o) f’ T )
7 o, A ’
/ 3 7
/ r/
ot s e

0
//r/ff/ ’ 4 :JG
I‘,"/
’/’/’;’ A
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Se um ponto 2y do intervale a < x <« b anula a
funcgio g(x}, isto g, se g(al) = 0, a, ¢ comumente de-

nominado ponto de equilibrio, ou ponto critico ou ainda

ponto singular da equagfio diferencial (7). & generalizagfo

desta idéia para sistemas de equagbes diferenciais ording
rias constitue-~se num dos tdpicos de relevante importan-
cia dentro déste curso; voltaremos adiante 3 congideragio

de tal conceito.
Sendo g(al) = 0, € dbvio que a funcio constante
t € R,

€ soluglo da equaglo diferencial (7). 0 grdfico dessa so-
lugldo & uma reta paralela ao eixo dos +. (Fig. 3).

Se g(x) nfo se anula em nenhum outro ponto, estd
claro que g(x) manter-se-£ com simal constante nas fai-

xas abertas

Ay = {(tyx)|a < x < a e A, = {(t,x)lal < x < b},

11
Sem perda de generalidade, faremos a hipdtese:
g(x) > 0 em A e g(x) <0 em Ay

Sendo x = ¢(t) uma soluglo de (7), definida num

intervalo I, tl < t < tz, tem-se
&
?(t) = gle(t)), te 1.

x, e (to,xo) € Al tem=-se g(m(to))=

[9)]
v}
B+
—
ct
-
i
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= g(x,) > 0 donde $(t) > 0 em I, isto &, o(t) & mo-
notdnica crescente em T, (Se, ac contrario, (to,xo) € Ay,

@(t) serd monotdnica decrescente no jintervalo aberto I}.

Sendo o sistema (7) autdnomo, a fungho x = ®{t-c),

¢ veal, definida em t; + ¢ < t < t, + ¢, é tamb€ém solu
clo (7), cujo grdfico no plano (t,x) se obtém do grdafi-
co de @(t) por translagio (de valor c) paralelamente

ao eixo dos t; de fato:

$(t-c) = gle(t-c)), &, +c<t< t, + C s

Uma dltima observagho neste exemplo é a seguinie:
a soluglo ®(%), m(to) = X_, (to,xo) € 4., pode ser con-

tinuada de modo a obter-se t2 = 4w,

EXEMPLO 4 - A equaglo diferencial

% = t.(x=-1) (8)

é um caso particular das chamadas equag%es diferenciais
de varidveis sepéradas da forma x = h(t).g(x), (ver [1]).
A equagho (8) estd também nas condigdes do Teorema
1.
A fungho x =¢(t) =1, t €R, & solugho de (8) o
que se constata diretamente. Seu grdfico é uma reta para-

lela ao eixo dos t (figura h).
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Integrando formalmente obteremos

dizft-dt

x=1
. 2 2
que fornece X=1 = c._-ee(t /2) ou x =o(t) =1 + c-e(t/z) que
se verifica diretamente ser solugho de (8).
Se impuzermos a condigao $(t0) = X teremos
2 2
(t5/2) (-t5/2)
x, = w(to) + 1 + cse c = (xo-l)e
(+2-42)/2
e finalmente w(t):lf(xo-l)e ; o teorema garante
que se trata da solugho de (8) satisfazendo w(to) =x_ e
definida em tdda a reta.
EXEMPLO 5 - A equacho diferencial ordindria autdnoma de
18 ordem
/X para x = O A
.'!.C. = f(t,x) = ' (9)

o para x < O
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+

nfie estd nas condigdes do Teorema 1 pois f(t,x) ndo &
.derivdvel relativamente & x no ponte x = O.
A funglo- - x = @(t) = 0, t € R & solugdo de (9).

Também ¢ solugao a fungio

Lﬁiﬁli para t 2z c
x = ©(t) = .
0 para +t < ¢

A figura 5 mostra os grdficos das solugdes de (9);

p

N

abaixo do eixo dos t as solugcdes t&m grdficos paralelos

ac eixo dos t; acima do eixo dos t o8 grdficos séo se-
mi-pardbolas.,

Se ja (to,xo) um ponto do eixo dos t, isto &,

2
As fungbes x = 9(t) =0 e x = o(t) = LE%FQL“ ’

t 2 t_, sko solugbes de (9) e ambas satisfazem i condigho

cp(‘to) = Xg»
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Trata-gse, comoc se vé, de um exemplo para o gual
nic valem nem as hipdteses ¢ nem as conclusdes do Teorema

1 quanto & unicidade de solugio.

EXEMPLO 6 - Seja

+J's'.+y=0

™

(10)
¥Y+v+2=20

um sistema de duas equagdes diferenciais ordindrias em
que comparecem derivadas primeiras e segundas.

Para podermos transformar tal sistema em um siste-
ma de equagbes diferenciais ordindrias de 1% ordem sob a
forma normal, introduzem-~se novas varidveis u e v pe-

las relagbes

[t}
bs

“ . {(11)
v =y

e define~se (12) que & um sistema de 1% ordem:.

W
n

u

= Vv (12)
-1 = V¥

de e e
]

= =V = 1u

Pelo Teorema 1, dados (to,xo,yo,uo,vo) = R5, exis

te em correspondéncia uma dnica solucfio de {12) definida

Y(t); u = u(t')s

I

nas vizinhangas de t_, x = x(%t), ¥

1

Cwv=v(t), tal que x(t,) = x ., v(t,) Yoo u(t,) = uo;
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V(to) = V.

T8da solugho do sistema (10} determina,.usadas as
relagﬁes'(ll), uma soluclo de (12); reciprocamente, toda
solugho de (12) & uma quddrupla de fungdes em que as duas
primeiras constituem uma solugfo de (10). Portanto o Teo-
rema 1 mostra que dada a segféncia (to,xo,yo,u;,vo) de
R5, existe em correspondéncia uma unica solugio do siste-
ma (10), (x = x(¢}, vy = y(¢)), definida nas vizinhangas

de tc, e tal que

x(to)

i(to)

i
]

¥

o] o

U 3.r(to)

x ’ Y(to)

v
Q

Grande mimero de problemas de determinagio de movi
mentos na Mecdnica Newtoniana recai em sistemas de equagaes
diferenciais ordindrias em que comparecem derivadasHaté a
22 ordem, como no caso do tipo (10); a aplicagdo do Teore
ma 1, nmestes casos, corresponde a dizer que um movimento
fica determinado quandec se fixam: ¢ instante inicial to,

. a posigho inicial (x,,y_ )} e a velocidade inicial (uva.
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§2 - TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES LOCAIS

Se ja |a] o valor absoluto do ndmero real & e
1 1n ’ . P
Hy“, v = (¥ ,4.4,% ), a norma de vy, ou seja, o maximo
dos mimeros |y |, i=1,2,...,n. E imediato que, se
¥ = (yl,...,yn) e 7 = (zl,...,zn) sho dois elementos

de R™, tem-se

[x+x|| = [l + |l7]

Propriedade andloga vale para uma soma finita de
elementos de Rn.
Voltemos ao sistema (2) do §1, x = f(t,x), de e-
quagBes diferenciais ordindrias de 12 ordem, em que
‘fi4 + RY & uma funglo definida e continua num aberto ndo
n+l '

vazio A de R .

Por vizinhanga cubica (a,b) de (to,x ) entende

o
mos o produto cartesiano de duas bolas fechadas, uma de-
centro 'to e raio a e outra de centro x, e raio b,
isto &, € o conjunto (fechado) dos pontos (t,x) de R+

tais que

[t-t | = a e Jx-x s b.

Seja o(t) = (ml(t),...,mn(t)) uma fungdo contimua

(isto &€, cada 9~ (t) & contfnua, i=1,2,...,n) definida
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num intervalo T < t < r2 com valores em Rn. Dados to

t
e t mneste intervalo, define~se h(t) =‘[ (T ks do se-
t

o
guinte modo:

. t
hit) = (hl(t),...,hn(t)), h*(t) = }: el (3)d%, i=1,2,us0
PROPOSIGAO 1 - Se wu(t) = (¢l(t),;;,mn(t)) € continua em

r1 < t < T entao

t £ :
Ilft ¢ (z)ap| < I£ le(z)lagl, =, < t .t < v, -

Prova:

t t €
||ft @(B)dz| = ||(ft cpl(u)d?é),.--,(ﬁ0 $7(%)az)|[= max

[, o

=1,2,...,0n} £ max{ I[ |cp (®)|ds |;4=1,2,0un} <
< I le@las
Um segundo resultado que usaremos no presente tra-
balho € o seguinte:

PROPOSICAO 2 - Se f = (£f1,...,£%):a + R®, A aberto ndo

n+1l

vazio de R , £or continua em A e admi
tir continuas em A as n2 derivadas parciais jL——(t,xL
: 3xY
i,j = 1,2,...,n, entdo dado (to,xo) € A, existem uma

constante K > 0 e uma vizinhanga cibica (a,b) de (to,xc)

tais que
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[£(6,x) - £(t,x%)] skllx-xx]], (13)
para todo (t,x) e (t,x*) na vizinhanca cubica.

Prova: De fato, fixada uma vizinhanga cibica (a,b) de

(to,xo) € A, contida em A, seja E > 0 tal gue

art =~ -
|— (t,x)l < K messa vizinhanga.
3x?
Fixado t em |t-t | = a, temos:
£ (6,%)-£ (t,x*)|| = max{|s1(t,x)-£3(t,x*)|3i=1,2,...,n].
Se i & um indice entre 1 e n e se ¥y = X +

o]

+ s(x*-i), 0Oz s < 1, os pontos (t,y) estarfio na vizi-
: i
phanga cibica (a,b); definimos g(s) = £ ° (t,y) =
i
= f 0(t,x+s(x*-x)); por outro lado g(l)-g(o) = g'(e),

o0<B8< 1, on

+ 3 n i .
flo(t,x*) - flo(t,x) = I af. (t,x+6(x*-x)).(x*J—xJ)
J=1 x4
donde
to Yo %5 fxxdoxd| € nF
£ 2(t,x*)-f “(t,x)}] < K._Ellx* -xY| g nK|jx*-x| = K|x*-x
J=

DEFINIGAQ 1 - Uma funglo f:A + Rn, A aberto nlio vazio
n+l s . . .
de R , diz-se localmente lipchitziana

em A relativamente & x, se dado- (to,xo) € A existem

uma constante K > O e uma vizinbanga cdbica (a,b) de
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(to,xo) tais que vale (lB):
e (e, x) =2 (6, x*)|| 5 K||x-x*|

para tode (t,x) e (t,x*) mna vizinhanga cubica, isto &,

quaisquer gque sejam t,x,x%, satisfazendo
lt-tol < a, Hx—xp“ = b e ”x*erH < b .

Com essa definigdo pode-se re-enunciar a Proposiéﬁo

1 do seguinte modo: "Se f = (fl,...,fn):A = Rn, A aber

. n+l .
to nAo vazio de R , £6r contfnua em A e admitir con-

. 2 . ... ari -
tfnuas em A as n° derivadas parciais ——3-(t,x), i,3=
dx
= 1,2,44.,n, entdo f(t,x) ¢ localmente lipchitziana em

A relativamente a x ",

TEOREMA 1 - Seja X' = fl(t,xl,...,xn), i=1,2,.,..,n, (2}

. - Iy . s . I
um sistema de egquagoes diferenciais ordinarias

de 1% ordem. Se as fungbes fl(t,x;,..,,xn), i=1,2,¢0.,n,

. n+1 .
alédm de continuas no aberto nioc vazio A de R ', possui

i

i
rem tddas as derivadas parciais -E£3(t,x yeoesX ), iyd =

ax

= 1,2,44.,n, também continuas em A, tem-se:

i) Para cada. (t_,x, ) € A existe em correspondéncia uma
solugho x = ¢(t) do sistema (2)' tal que o(t ) =

= X

o

ii) Se duas solugbes x = ©(t) e vy = y{(t) do sistema

(2)' coincidirem para um valor +t = t,» isto g,
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¢(t°) = ¢(to), entho elas coincidirso idénticamente para

todos os valores de t em que ambas estiverem definidas.

Prova: Pela Proposigho 2, dado (to,xo) € A existem
K > 0 e uma viginhanga cubica (a,b) de (to,xo)
contida em A tais que para [t-to| < a, ”x—xOH £ b e

x¥*ex = b +vale a desigualdade (13):
o
l£(t,x)~£(t,x*)] = K[x-x¥| .

Come f(t,x) €& continua em A, podemos garantir que,
nessa vizinhanga ciubica (a,b) de (to,xo), contida em
A, tem-se

fe(t,x)|| <« M, M>o0 .

Seja a¥* um ndmero real tal que

0 < a¥ < min(a, %, %J .

L

Construamos a seguinte seqfiéncia de fungBes:

@ (t) = x_ .
t
01(5) = x, ¢ [ 220 (e))as, [o-r | < ax
o]
t .
#a(8) = %o + [ £(2,9,(2))a%, |omt, ] < ax
to
: t
cpn(-b)_= x +[t f(t,cpn_l('e))d“c., ]'c-to] £ a%*, etc.

Observemos por indugfo que tddas as fungdes wi(t)' da se
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qiéncia (mo(t),¢l(t),...,wn(t),...) sio continuas em

‘t—to| € a* e que seus grdficos estio contidos na vizi-

nhanga cubica (a*,b)

de (to,xo):

t t
ke, (6)-x || = Mc f<a.wi_l(e>>dc|ls|f Iz ,0, @) dz| <
O tO
£
< |f Mdt| = M|t-t0| € Ma¥* < b, isto &, |itpi(t)—x0||<b.
tO

Por outro lado para todo 41 2 1 temos:
Lt t

e .q ()2, (2)] =||/t (5,9, (2))as ft £(e,0, (2))dz] =
o

Q

t e O
- uft [£(2,9,(2))-£ (2, _,(2)1az|s |£ £ (% () -£6:q_ @) 25

- . -
Como tddas as fungoes da seqlidncia tém seus grdficos con-

tidos na vizinhanga cubica

(a*,b)
sigualdade (13} e portanto:

podemos utilizar a de

t
o5, (8)-2 (2] = i[t Kllo, (2)-0, _,(2)||dz], i=(1,2,3,...);

para i=l:

)

t t - |
”sz(t)—cpl(t)" |Loxucpl(u)-.xondzls|ftoxb_d@| s b(Ka¥);

‘para 1i=2:

1A

- t .
Io5()%, (200 % | [ Koy ()0, ()] azlen(xar) - (xan) =

b(Kax)?

il

;
e para todo i, [o, o (t)-9,(¢)|| s b(Ka*)", i=(1,2,....).
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Como a série numérica de térmo geral (Ka*)i é conver-
gente, jd que Ka¥* < 1, temos pelo critdrio de Weirstrass
que a seqgliéncia mo(t),@l(t),...,mi(t),..; converge uni-
formemente para a fungao continua ¢(t) definida =g
It-to| < a* satisfazendo ”w(t)-xonrs b. -

Por outro lado observa-se que a seqfidncia de fungoes

t .
[‘70 f('E,CPn(Z:))d'G

7
converge para [t £f(z,0(%))de; de fato
t t
I =@ one)as- [ o0 atll] T+ b, O-c6u6) a0l =

t
< |j; K”@n(u)-w(a)”dEl“s Ka*e, jd que dado € > 0 e ar-
o
bitrdrio, a partir de um certo wvalor No de n tem-se .
”mn(t)Ap(t)H < e, It-tol < a¥*. Pela unicidade do limite

t
tem-se o(t) = x +JZ £(%,9(%))d%s e portanto
o

ot ) =x, e #(t) = £(t,0(%)), lt-t,|sax .

Isto prova a parte i) do enunciado do Teorema 1.

Passemos agora & prova da unicidade, isto &, a par
te ii)} do Teorema 1.

Se- x=9(t) e vy = ¥ (t) sio duas solugbes do,sig
tema (2)' satisfazendo @(to) = &(to) = x_, denotemos por
J o intervalo aberto r, < t < Tps conjunto de teodos os

1

valores de ¢ para os quais @(t) e y(t) estlo defini-
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das. Chamemos de N o subconjunto des ¥ para os quais
se tem ©(t) = §(t); € claro que t_ € N, isto é, N néo
€ vazio. Mostremos qée N & ;berto e fechado em -J. Se
uma seqfiéncia (tv) de elementos de N converge para
me J, tem-se @(;v) = ¥(t,) ecomo o e ¥ sao conti-
nuas podemos passar ao limite esta 1Hltima igualdade que
fornece {(m) = ¢{{m) donde m € N, isto é§, N ¢é fechado.
Seja agora %, € N, isto &, m(tl) = W(tl) ='x,. Proceden
do com o par (tl,xl) como se féz com o par (to,xo) na
primeira parte do Tecorema l, determina-se uma vizinhanga
cdbica (a*,b) para o gual seja vdlida a relagho (13) e
Ka¥* < 1. |
Diminuir~se-& a* se fér necessérié, para que se

tenha pela continuidade de 9(t)} e ¥ (t), Jfo(t)|] s b,
[$() = v e [lo(t)-4(t)]l = b. Como o(t) e v(t) sho
solugbes temos: :
t t
p(t) = X +1£1 f(z,0(z))de e ¢{t) = xl+JZlf(B,$(%))d%

e _para lt-tl| < a* chega-se &
+
o ()4 @) = | [ Le(ero(e))-2(,4 (2)]as] <
' - 1y .
L t .
< | Kft o () =4 (=) az|

1

e portanto:
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flo(t)-¥ (&)] = b(Ka*) que levada novamente na relagdo an-
terior fornece |p(t)=y(t)] = b(Ka*)2 e assim sucessiva-
mente chega-se & [o(t}=¥(t)] = b(kKa*)™, para todo nzlj;
como (Ka*) < 1 conclue-se que ¢(t) = y(t) para lt-tﬂs
¢ a*, logo existe uma vizinhanga de +t, onde p(t) e

4 (t) coincidem, isto §, N & aberto. Sendo N ndo va-

zio, aberto e fechado em J, € um simples argumento pro-

var que N = J o que conclue a prova do Teorema 1.

OBSERVAGDES:

l) 0 Teorema 1 ainda € wvdlido se supuzermos as fungbes
fl(t,xl,...,xn) continuas em A e localmente Lipehi
lipchitzianas em 4 relativamente a X,

¥ suficiente olhar com cuidado a prova do teocrema.

ﬂ2) A equacgho diferemncial considerada no Exemplo 5, §1,

J; para xz20

- - r'd
ao a 1
0 para x<0 ’ n esta nas

x = £{x), em que f£(x) =
hipéteses do Teorema 1 e além disso f(x) nao € localmen
te lipchitziana pois nas vizinhangas de zero temos sempre

Vx| > x, x = 0.

3) A equagho diferencial autdnoma * = £(x), £(x) = x|,

¢ tal que. f(x) & continua para tode x real enquan-

! .

to que nio existe derivada para X = 0; entretanto ela &
] P

locélmente ﬂipchitziana jd que
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l£G) -2 = |Ix|-]¥]] s |x-¥].

Como ‘conseqtiéncia da Observacio 1}, para tal equa-
gao & aplicdvel o Teorema 1. Dadas as condigbes iniciais
(to,xo), temos dois casos a considerar: ou X, 20 e nes
te caso a solugho x(t) = X exp(t-to) definida em tdda
a reta satisfaz a condiglo x(to) =X 300 X <0 ea
solugao x(t) = X, exp—(t—to) satisfaz x(to) =x, e é

definida em t8da a reta.

EXERCICIOS

1) Construamos a seg#dncia wl(t),...,mn(t),..., que com
parece na prova do Teorema 1, para a equagao diferen-
cial ordindria =% = X, a partir das condigaes iniciais
(t,sx,) = (0,1):
v, (t) =1,

t
cpl(t)=l+/ d% = 1 + t
[0}

2
¢2(t) =1 +:/. (1+2)ds = 1 + t + g_
: 2 3 - .n
. t t t
¢n(t) =1+ t + ET + 3T—+."+ ET_

0O limite dessa seqliénecia, que converge uniformemen

te em todo intervalo da reta, & a fungho o(t) = e,
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1

2) Mesma questfio para a equagho diferencial ordindria

. .X% = 2tx e condigbes iniciais (t »x,) = (0,1).
Assim:
e () =1
' . t 2
v, (t) =l+[2‘ed'5=1+t
. 0 :
t } 4
9,(t) =1 +[ 25(1-[-;2)@ =1+ t° 4 -g—
' 4 6
2 t +
CPB(‘I:) =1+t + 3=+t g
. L n
2 t - t
mn(t) =L+ t7 4 5p o+ e+
2 i

. a . t
Tal seqliencia converge uniformemente para e . -
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§3 - PROLONGAMENTOS DE SOLUQ&ES. INTERVALOS MAXTMATS

Se ® & uma solugho do sistema de gquagotes diferen
ciais ordindrias (2), definida num intervalo aberto I,

- oo, -
dizemos gue $ ¢ um preolongamento de ¢ se © e solugao

de (2) e estd definida em um intervalo aberto i que con

-

tém prbpriamente I. Se uma soluglo ¢ nao admite prolon

N Pl - . .
gamento dizemos que ela € uma solugac maximal e seu inter

valo de definigio & denominado intervalo maximal de exis-

téncia de ¢.

Se .x = £(t,x) & tal que £f(t,x) ¢ contfnua em
um aberto nho vazio 4 c B e para 8ste sistema valem
as conclusbes i) e ii) do Teorema 1, para cada (to’xo)EA
consideremos a totalidade d&s'pares (ma,Ia), o € Q, em

que wa, definida no intervalo aberto T é a solugho de

0‘!

x = £(t,x), t, € I, e ¢a(to) = x . Seja

I = U IG
acd
a reunifo de todos os intervalos abertos assim considera-
dos; trata-se evidentemente de um intervalo aberto gque con

tém t _, denotado por m(to,xo) < t < M(to,xo).




-28-

Se os intervalos abertos Ia sho denotados por

a <t < by, é fdcil ver que

m(to,xo) = ;Z§ a, e M(to,fo) = :gg b

Por outro lado, dado t € i, existe ao €0 e uma

solugio definida em Ia de modo que t € Ia t a éste va
o o

lor.de + € I associamos mao(t)que independe, pela uni-
cidade, da particular solugéo mao considerada.

Isto permite definir a fungho a, no intervalo 1T,
pela relagio $(t) = P (t). Tal funglo § & evidente~
mente uma solugio de i?: f(t,x), definida no intervalo
aberto I e tal que $(t;)-= X % dbvio que ($,i) per
tence & totalidade de pareslacima considerada e conseéﬁeg
temente $ é uma solugéo maximal definida no intervalp
maximal T.

. - . - ‘.
As consideragoes acima sac a prova do seguinte tego

Trrema:

TEOREMA 2 - Seja % = f(t,x) um sistema de equagbes dife

1 - Rn

A . . n+
renciais ordindrias em que f:A & R

¢ continua em A e valem as conclusbes i) e ii) do Teore
ma 1. Entho, a cada (to,xo) € A corresponde uma inica

solugao maximal $ definida num intervalo aberto f ’

t € I e $(to) = X+
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OBSERVAGAO: Claro estd que, se (tl,xl) pertence ao grd-
fico da solugho @ -construida a partir de
(to,xo), isto &, $(t1) = X, entfic a solugio maximal

construida a partir de (tl,xl) é precisamente Q.

0 grdfico de uma solugho maximal @ de intervalo
maximal i, isto &, o conjunto dos pares - (t,@(t)) gquan-
do t varia em i, chama-se a drbita associada & solu-

L] s ”~
¢ao maximal .

COROLARIO 1 - Se f & continua em A C G para

x = £f{t,x) ~valem as conclustes i) e ii) deo

Teorema 1, o conjunto aberto A & a reunifio (disjunta)

das drbitas associadas as solugbes maximais de x = f£(t,x)
TEOREMA 3 - Seja x> = £3(t,xT,vee,x), i=1,2,...,n, um

sistema de equagdes diferenciais ordindrias

em gque as £fTiAC Rn+l + R sfo continuas em A e admi-
i
tem as n° derivadas parciais ij (t,xl,...,xn) tamb&m
9x
continuas em A. Seja ainda € wum subconjunto compacto
n+l . - .
de R , contido em A, e X = @(t) uma solugao maximal
de =* = fl(t,xl,...,xn), i=1,2,...,n, com intervalo maxi

mal m, < t < m,. Entio, se m, < +», existe um mimero

1 2

€y > 0 tal que para todo t > m,~e,, © ponto  (t,p(t))

nfo pertence & C. De modo semelhante, se m, > -, exis-

2

te €, > 0 tal que para todo t < m, + &, © ponto




-30-

‘

(tye(t)) mnho pertence & C.

Prova: Consideraremos somente o caso m, < +e j& que o

rd rd . ~ -
caso my > =2 @ analogo. A distancia p entre o

compacto C e o fechade F complementar de A em Rn+1

¢ positiva pois C nho encontra F, De fato, se p = O,

como p.= inf {d(y,F)}, dado n inteiro, existe Yn € C
yec

tal gque d(yn,F) < %—; como a seghidncia (yn) admite uma

subseqiiéncia convergente para Yo € C, podemos garantir

que d(yo,F) = 0, isto &, Y, bertence & F ed C o

que € absurdo. Seja C* o conjunto dos pontos de _Rn+l
cuja disténcia & € & menor ou igual & ;%-. E dbvio que

C* estd contido em A e como C% & compachto existem nu

meros positivos M e K tais que

”f(t,x)” < M e i——~(t,x)| = K

3ot
53

x .

para todo (t,x) € ©*, 1,5 = 1,2,...,n, £(t,x) = (e,
Téda a vizinhanga ciubica (-%,%—) e que tem centro em um

contida, em C%; escolhendo a*

ponto (to’xo)- de” €¢ estd

como no Teorema 1, O < a¥% < min{%, %}, teremos a e-

2_
2M*
xisténcia de uma solugho w(t) definida no intervalo

It-to] s a* o satisfazendo [ip(t)-x | s %—, a* nao de-
pendendo do particular ponto (to,xo) . tomado em C. O nﬁ

2

por hipdtese de absurdo, existir t, > (mz—ez) = (mz—a*)

mero e, procurado pode ser escolhido como e, = a*, Se,
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tal que (to,w(to)) € ¢, tomando éste par como condig%es
iniciais, a solugho w(t) estaria definida a direita de

e m < t < m, nho seria o intervalo maximal de ©(t).

n 1 2

2

Isto conclue a prova.

COROLARIO 2 - Suponhamos que nas hipdteses do Teorema 3,

o aberto A seja da forma A = RxA, O aber
to de R". Sendo K um compacto de R® contide em A& e
x = ®(t) solugho de intervalo maximal m; < t < m,, se
m, < +o existe e, > 0 ‘tal que, para ftoda t > (mz-ez),

p(t) nlo pertence & K; andlogamente, se my; > =%, exis-

te e; > 0 tal que, para todo t < (m +el), o ponto oft)

ndo pertence & K.

Prova: Provaremos para 0 caso m, < 4w, o outroc sendo ané
logo. Seja m<m, < 4o e I = [m,mzj, isto €,

o conjunto dos mimeros reais t tais que m = t = m, .

O conjunto C = IXK & compacto e estd contido em A = RxA

pois K < A, Pelo Teorema 3 existe €5 (e podemos supor

e, < (my-m)) tal que para todo t > m, - e, >m tem-se

(t,9{(t)) fora de IxK; mas t € I logo p(t) estd fora

de K o que completa a prova.

OBSERVAGAO: Se o sistema (2)' £8r autdnomo e as
fl(xl,...,xn) forem continuas e com derivadas

parciais contfnuas em A entido A = RxA, A aberto de R™
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i, 1 n 1 .
onde as £ (X,...,x" ) sho de classe C (contfnuas com
derivadas parciais contfnuas em A). Neste caso valem e-

videntemente as conclusdes do Coroldrioc 2.

. . 1

uma equagio diferencial ordindria, autdnoma ,
em que g(x) € um polindmio de n raizes reais distin-
tas duas a duas 81125,.405a « No plano (t,x) o domi-
nio A da fungdo £(t,x) €& o produto RxA, A sendo o

complementar (aberto) em R dos ndmeros al,az,...,an.

A
a3

Qo

0y

Levando-se em conta que g(x) tem sinal constante nos in

tervalos definidos por al,aa,...,an, estudar os interva-

los maximais de tdédas as solugbes da equagado (14).
Considerembé agora um sistema de equagﬁes diferenw

ciais lineares:

. n . s -
i = & a3 (8)x4b™ (1) = £ (t,xt i), i21,2n,  (15)
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s i ~ .
em que os coeficientes aj(t) e os térmos independentes

b (t) sho definidos e contfnuos no intervalo g, <t< q,.

TEOREMA 4 - Tdda solugho do sistema (15) correspondente

s ,.--,Xo '

LY - - - a s .
as condig¢oOes iniciails (to,xo o

94 < to < Ao s tem como intervalo maximal ¢ prdprio inter-

valo d; <t < dy -

Prova: Inicialmente convém notar que as fungoes
i 1 I . - PR
£5(£,% ,.00,x") do sistema (15) estho definidas

no conjunto aberto A = (ql,qz) x R, isto &, (t,x) € A

se, e somente se, x € R® e qy < t < q,. Aldm disso as

i 1 n N . .
£ (t,x"y.0.,x ) sdo dbviamente continuas em A e admitenm

derivadas parciais é—j-— 1(t) continuas em A. Ao sis-
3x

tema (15) €, portanto, aplicdvel o Teorema 1.
Mostremos agora que, fixado um intervalo fechado

r. < tsr

1 contido em aq < t < Ao isto e, qa, < Ty <

2!

s ts T, <q, a solugdo correspondente as condigOes ini-

- 1 n - PO
ciais (to,xo,...,xo) com 1y £ to £ v, estd definida em

. ~
r1 < t = rz. De fato, seja K uma constante positiva tal
que iaf | = la?(t)] < K, i,j =1,2,00e,m, T, € tsT

1 2°?
. . i

isto €& possmvel pois as fungdes aj(t) sko continuas no
compacto T <= t = T,. Usando o método de aproximagdes su-
cessivas visto no Teorema 1, pode-se construir a seqgliéncia

seguinte:
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1 2
cpo(t) = X5 = (xo:xo,---sxg) H
t
@l(t) =X, +/f (%,xo)dz, T, = to,t < Ty,
teo
t
02(0) = x, ¢ [T 29 (v))az, wy s vtk xy,

to

& .
qji-:-l(t) = XO + /t f('@ ,$i(§))d6, I‘l < to,tSI‘z,
o
etc.

Mas como tddas as mi(t) assim construidas sfo contfnuas

no intervalo fechado Ty < ¢t = T,, em particular existe

uma constante C > 0 tal que

ey ()= (8)]] < ¢

e, portanto,

t
926103 ()] = [ o690, ()20 () Tac] <

-.

t o~
< I.L (£, (%) = £(z,9 (5))]|ds| s nkc|t-t_|

~
chamando nK = K teremos a seguir

b
g ()=, (£} = I‘E I£(z,0,(2)) (2,9, ()] az] <

t 2
= CKZIj’ fe -t ]d@l = g%-lt-t |2 e assim sucessivamemte,
tO O : o]
i 4.
”¢i+1(t)-¢i(t)” S-EE—lf?Eﬂl- y e portanto:
cxt

“wi+l(t)-wi(t)” = ET_(rz'rl)i .
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oA
. C[K.(ra-rl)] . .
0s mimeros 5 formam uma série conver-

gente donde a seqiiéncia de fungaeé- (wi(t))_ converge u-
: i
niformemente para uma fungdo continua ¢(t) :definida em
t
r £ t<r,. Masa seqiténcia f f(a,mi(ﬁ))dé “eonverge
t

o]
unifeormemente para a funglo I f(E,m(B))d; ‘no intervalc

r. < ts<r

o
1 o3 de fato, dado e > 0,_existe‘uNo(e) “tal

que para todo” i = No(e) tem-se
o ()0 (e)|| < e, = sT'sr, .

< t st 5 1 teﬁbs:

Portanto para i z N_ (¢) e Ty 5

n[ (25,0, (8))-£ (2,0 (5) ] dp < |[ 1€ Gero @) -2 (61060 az| <
1[ o, (3)p (@) as] = %o (x,mr,)

isto significa que

t
e(t) = x, +[1: £(z,9(s))ds, ¥, S t_,t €, ;0

o

logo w(to) x e é(t) = f(t,m(t)) o que mostra que a

o
funglo ¢(t) definida em r; < t s 1, corresponde as
condigbes iniciais (to,xo) donde pelo Teorema 1 & a so-

-

lugfio procurada do sistema (15) e a prova do Teorema .4 s

td completa.

#EXEMPLO 8 - Um importante casco particular do sistema (15)

¢ o sistema linear homogéneo de coeficibntes

constantes
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. n i .
x = z a ., XJ .
j=1 J

0 Teorema L garante que tdda soluglo déste sistema

estd definida em t4da a reta.

Para obter uma representacfo matricial déste dlti-~
mo sistema indica-se por. A a matriz quadrada dg ordem n
em que o elemento da linha i e da coluna j €& precisa-
mente a? ; pode-se também indicar por x e x as matri

zes colunas:

1 +1
X X

2 a2
X X

.
X = e X =

hel «I1

X X

0 sistema linear homogéneo de coeficientes constan
tes pﬁde, portanto, ser representado pela equagéo matri-
cial

X = Aux .

Voltaremos a estudar éste sistema, oportunamente .
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§4 - TEOREMAS DE DEPENDENCIA CONTINUA E DIFERENCIAVEL

DAS SOLUGOES RELATIVAMENTE A PARAMETROS

Se ja

i 1 1 i o :
x = £ {t,x v s X M e eesl ), i21,2,.0.,0 (16)

- - s . N 2 3
um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de 12 ordem

em que o0s segundos membros -
i 1 n 1 £ .
Fr(E,X yeeesX sB yeneyld )y 2=1,R,440,0, (17)
assim como suas derivadas parciais

i 1 1 £
f?(t,x ,...,xn,u senssll ) =

1 (18)

af— 1 n 1 Lz . . :
= 3 (t,x saeegX s seeesld ), i,J=1,2,¢04,0,

0x

"
sho definidas e continuas num aberto " A de RP+1+%. Veto
rialmente escreveremos
£ = £(t,x,4) (16)"

1 L i
onde x = (xl,...,xn), b= ,eee ) e £=(f A )

TEOREMA 5 - Se (to,xo,uo) é um ponto do aberto A, exis-

tem mndmeros positivos a* e p tals que para
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lu-poll = o
a solugdo x = ¢@(t,d) do sistema {16)', que satisfaz a
condigdo inicial ‘ '
'

) @(tO:U) =X,

é definida no intervalo ]t-to[ € a* e ¢ funglo continua

de M e 1+, para |t-toi £ a¥ e ;”u-uoﬂ £ p.

Pfova: Para cada. 4 no conjunto aberto de RL, onde va-
riam ul,...,ut, existe pelo Teorema 1, uma nica
solugho =x = ¢9(t,u) tal que m(to,u) = x_ . Além disso,
cbgervando-se cuidadosamente a prova do Teorema 1, dado
(to,xo,uo) € A existem ndmeros a,b,p que definem uma vi
zinhanga ciubica contida em A caracterizada.pelas'desi-

guéldades
]t—to| < a, Hx—xOH S b e =k ll = p .

Existem M > 0 e K > 0 tais que
Hf(t,x,u)-f(t,x*,u)” < K”x-x*”
e
HE(t,x,u)lxM, desde que [t~t_|<a, lu-roli<, [x=x_|j<b e
fx*=x || < ®.
Escolhendo=-se a¥* tal que O < a* <miﬁ(a,§3%) che=

.ga-se finalmente A
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lo; 1 (Bou) =0, (5,0} < b(ka*)t 1=1,2,3,...

e, por ser Ka* < 1, conclue-se que a seqgliéncia

wl(t,u),...,¢n(t,p),... converge uniformemente nas va-
ridveis (t,u), ]t-tol < a* e Hu—uo” € p, para a fun-
¢do solugho x = ®(t,u), w(to,u) = x_, que serd necessé-
riamente continua nas yariéveis (t,p), 0 gue conclue a

prova.

PROPOSIGAO 3 (lema de Gronvvall) - Seja wu(t) wuma funclo
real contfnua para t no intervalo
to's t < t,; suponhamos que u(%t) satisfaga a desigualda

de integral
. S
u(t) s'/ (e.u(z)+p)dz , o« >0, g > O, (19)
to '

para todo 't  no iptefvalo t, s t< %, Entdo, vale a
estimativa seguinte no mesmo intervalo:

a(t-to)
-1

u(s) s Ele ] | (20}

Prova: .
Se ja v(ﬁ)jfﬁﬁé (z.u(z) + g)dz o que acarreta
v(t) = a.u(t) +i§ oﬁ u(t) = é—[%(t)-a] .
Da desigualdade (19) segue que
e (6)-81 < v(¢)

ou equivalentemente
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v(t) - a.v(t) = 8

que multiplicada por e—at fornece:

(1) .0 o v(t).0e™P o %;E[v(t).e'at] < g.,e0F,

Integrando.de *t 4 t e por ser v(to) =0

tem-se
B =0t

v(t).e_at < E[e ° - eat] donde a tese (20).

Voltemos ao sistema (16) de equagdes diferenciais

ordindrias em que os segundos membros (17) sio continuos

n+1+4

no aberto A C R assim comeo suas derivadas parciais

(18). Fixemos (to,xo) em Rn+l tal que existe Mo € R&
para o qual (to,xo,uo) € A; seja A(to’xo) o conjunto

dos elementos uy de R& tais que (to,xo,p) € K. J4 que

A(to:xo) ¢ nio vazio (pois Mo € A(to’xo)) ~considere-se

£+1

o conjunto constituido dos pares (t,u)GR

E
(tosxo)

tais que W € A(t e t pertence ao intervalo maxi-

osxo)

mal da solugho ©(t,4) de (16) que satisfaz a condigio
inicial @(to,u) =x_. A solugho ©(t,d) pode portanto
ser considerada como uma fungio definida ne conjunto

E . Indicando por T a projegéo definida em
(tor%g) - _
g1+t que & terma (t,x,d) associa o par (%,x), pode-

mos concluir que (to'xo) pertence evidentemente ao con-

junto T, (R) c rA+L,

3
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TEOREMA 6 - Suponhamos que o sistema (16) de equagdes di-
' ferenciais ordindrias satisfaga as condigdes
(17) e (18) e seja '(td,xo) um elemento de ‘HZ(K)..Entao

L+1

"é aberto em R e (t,n) & continua em

E
'(to’xo)
E .
(t,(jf" x‘o )
Prova:.Notersg.inicialmente gque o par —(to,xo) pertence
ao cohjunto 'E(t x,.) e 0o Teorema 5 garante, eséeg
7 : ! c*®ol. ‘ .
cialmente, que ®(t,u) & contfnua nas vizinhangas de
(to,xo) e,'portapto, (to,xo) ¢ pento interior de

Parsa mostrar que ., E(£ ¢ aberto vamos coH=

E . :
(to,xo). O,XO)
siderar um ponto gendrico (t,l) de E , isto &,
: B (tolxo) )
% pertence a0 intervalo maximal da soluglo @(t,h) ca-
racterizada pela condigho inicial Q(to,ﬁ) = x,3 suponhamos
t > to e ‘escolhamos T, pertencente ao intervalo maximal
de ¢(t;ﬁ)ital que to<%<r2 (caso ¥<to ¢ andlogo, isteo &, es
colhe-se fl_no intervalo maximal de ©(t,il) satisfazendo
<% I : . fo e
Ty t<t°) ?a#a provar que E(to’xo) ¢ aberto serd pois
suficiente mostrér'que existe uma vizinhanga de=‘E,'i -
”u-ﬁﬂ s p tal que o(%,u) estd dgfinida'hb intervalo
o

t,s ts r, para todo U nessa Viéiﬁhéﬁga. Quéndo t

percorre o intervalo fechado t,s ts fé‘ o ponto

(t,0(t,u),H) descreve uma curva no conjunto abertolde)‘ﬂ‘

de Rn"'lf‘_"r’, Existem a > 0 e b > 0 tais que o conji;nf;'o_

E dos pontos (t}x,u)' que satisfazem ds desigualdades
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to < t = T,
=% (t,0)|| = a
il < v

é um conjunio compacto de Rn+l+L, contido em K. Pode-se

determinar uma constante positiva K para a qual vale a

relagéc
”f(tsx_z:“)“f(t’xl’“)” = K”xz-x]_” . (21)

guaisquer que sejam (t,x2,uj e (t,xl,u) no comﬁacto
B (ver Proposigéo 2). Por outro lado, face A continuidaw
de uniforme da funggo f{t,x,d) no compacto ﬁ, dado

B > 0 e arbitrdrio, pode-se determinar ‘b*(B) £ b tal
que |

£(t,x,u)=-£(t,x,H)|| = B (22)

‘para todo M satisfazendo ||u-i| s b*(B). Agora, tomado

u_.na vizinhanga lu=g|l = b*(B), considere-se a solugao

@(t,u) de (16) tal que m(to,u) =x, e éﬁpohhamo-la de -
finida para’ to s_t < t2, t2 g T,. A correspondente cur-
va (t,o(t,u),u), t,os t = t,, estard contida em ﬁ, des

de que se esceolha B convenientemente; de fato, .

(b0 )P (5,8 '=_£ [e@o (2, W) -fepma)il az, t_ s t 5 t,,

e, portanto, usando (21) e (22) chega-se &
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) t
”CP(t,u)-CP(t,I:)” = [i: “f('Ia,CP('G,LJ.),u)—f('é,tp(?_’_,,ﬁ),u)”d'&

0

t
+ [t “f('z;,,cp('a,ﬁ),u)-f(%,ﬁ),ﬁ)”d@ =

t
< ( [xfo (e 1) -0 (2,5)] + 81as .

Pelo Lema de Gronvvall (Proposigéo 3) obtém-se

| N " )
(e m)-o (e, b)) < & () Ly 4 2 Tamto)

g, K(r,-t )
escolhendoe B tal que -K(e - 1) £ a e chamando

_1)

de p . .o valor correspondente de b¥*{8) podemos garantir
que

lotou) - @(eR) = a - (23)

sempre qﬁe se tenha |u-| = o3 isto €, para t satisfa-

‘zendo t,s ts t,, acurva (t,2(t,M),0) estd contida

em B qualquer que seja K ‘na vizinhanga. Hu—ﬂ” s P

Finalmente tomemos um Valgr ﬁ = My ‘néssa vizinhanga

”u-ﬁ” = p e vamos mostra£ que a solug&o @(t,ul),

@(to,ul) = xo,' estd definida para todo t mno intervalo
2 1 2.

solugao w(t,ul); se my > T,

ﬁo < t< r,, Seja m, < t<m 6 intervalo maximal dessa '

nada hd a provar' se,'aO:

contrdrio, m, < r2,

€, > 0  tal gue para todo t > (m -e ) o ponto (t,m(t,pf

ndo pertence ao compacto B(ul 'canunto des pares (t x)

pelo Teorema 3 ex15te um numero

tais que (t < ts r,) e IIx-p(t,1)|| s a, isto &, exis=
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te t, > (mz-ez) tal que Hw(tz,ul)-w(tz,ﬁ)” >a com

t2 > to satisfazendo tz < m, £ r, © que ¢ absurdo pela

gstlmatlva (23). Logo m, > r, O que prova ser E(to’xo)

aberto em R£+l. Para completar a prova do Teorema 6 mos

traremos que ©(t,u) & continua no aberto E ; pa-
' (to’xo)

ra isso € suficiente provar a continuidade num ponto gend

rico (t,n) de Como acima, estudemos linica-

E; .
. (to!xo) . .
mente o caso (t > t ) jd que o caso (< %,) 6 andlo-
go. Observando que o cbnjﬁhﬁb.dos (t,s). que safisfazem

”H‘ﬁ“ = p e (to < ts 52) € uma vizinhanga de:;(%,ﬁ)

. podemos estimar Hm(t,ﬁ)f@(z,ﬁ)” do seguiﬁte\modo: .

‘ll‘c'p(t,u)-qo(E,Ll)lls'ﬂcp(t.u)-cp(t,ﬁ)ll + flo(t,n) = (&,

como |[[o(t,u}-9(t,n)}]] tende a zero guando t tende & t
(continuidade em t de ®(EU)) e
(rn-t )

~ o

K
”cP(t,U)'CP(t’_E)” = -%[e - 1]

para [lu-i| < b*(g) conclue-se que lo (1) -2 (%,0)| tende a
zero‘quando (t,u) fende_é (%,ﬁ) e a prova do Teorema 6

estd completa.

COROLARIO 3 - Seja. (to,xo,uo) um ponto’ do aberto A e
X = m(t,u) uma solugdo do sistema (16) que
satisfaz a condiglo inicial 'm(to;“) = ko.

- ‘Se a solugho :
| X = Cp(t,p.o.)
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estd definida para Ty £ t < T, entho existe um mimero

p > 0 +tal que para ”u—uO“ < p a solugio x = @(t,u)
estd definida no mesmo intervalo r, s t< r, e w(t,u)
& contfnua no conjunto dos pares (t,u) definido por

”“‘“0” <p e T = t = Toe

PROPOSIGAO 4 (Lema de Hadamard) - Seja g(tl,...,tp,ul,uzﬂu,

q) uma fungao de (p+q) wvaridveis reais

rP*d

u

definida num aberto conexo £ de que € convexo re

lativamente is varidveis (ul,...,uq), isto &, sendo

%= (t1,...,tF) e w= (ul,...,uq) tais que (%,u,) e
(E,ua) estho em A entlo o segmento

{(E,ul) + 8 (E,(uznul)), O< s = 1}, estd contido em A.
Suponhamos que g(ﬁ,u) e as deriwvadas parciais :gj(é,u),
j=1,2,...,49, sejam continuas em A. Entao dadoz (E,ul)

e (E,uz) em A tem-se

g('@,uz) - g‘(‘E,ul)

|
I M
=

; hj(b,ul,uz).(ug—ui), (24) .

onde hj(a,ul,uz), j=1,2,..450, sho definidas e conti-

nuas nos argumentos (%,ul,ug) e, em particular, gqguando

Prova: Seja vv(s) = u, + s(uz—ul), 0< s5< 1.
. . 1
65 ) -s@my) = a(ew(1)-g(ew(0)) = [ I ale,w(s))as.

Mas
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2 5(un(s)) = 2ya (Tt () vy 4o = E E (D3I (o)

3 . .
Como (s) = ud - ud, j=1,2,...,q e definindo

Sw
s
h. (z,u,,a,) =.I gg—.-(G,w(s))ds obtém-se a fdérmula (24)
d 1772 0 du’ '
. - rd -
e a proposicgao esta provada.

Voltemos agora ao sistema (16) do inicio do §4 sa-
tisfazendo ds condigbes (17) e (18). Suponhamos aldm disso

que as derivadas parciais
3 i 1 n 1 £,
L § T S T T I

ou (25)
i=1,2,.00,n, k=l,2,...,4

i 1
e;(t,xl,.",xn,u ,“"HL) =

sejam definidas e contfnuas no aberto A de Rn+l+L.

Vamos demonstrar, no prdximo Teorema 7, que as solugaes
de tal sistema {16), que dependem dos pardmetros ul,.“,ut,

também sio diferencidveis em relacfo a 8sses pardmetros.

Precisamente provaremos o seguinte:

TEOREMA 7 - Consideremos o sistema (16) de equagbes dife-
renciais ordindrias ordindrias satisfazendo

ds condigbes (17), (18) e (25) e seja (tO,xo) um elemen

to de ﬂ2(K). Entao a solugio @(t,y4) caracterizada pela

condigao inicial m(to,u) = X além de continua no aber-

i

B possue derivadas parciais contfinuas P (t,u)
(tosrxo) k
Ator*o 32i oM

. em E e as derivadas parciais mistas ——JE——(t,u)
(torxg) 3t au

to
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existem continuas em E e nao dependem da ordem

(tosxo)
da derivag&o. Além disso, como fungbes de +, as deriva-

das :¢ (t,n) satisfazem o sistema
u

d BCP ooad 3 J
_( t, )) z f-(ts t, )s )_(t: ) +
AN =1 J #leaw) 2k (26)

o (4,%(,1),1)

+

3 :
e as condigbes iniciais _Ef(to’“) =0, i=1,2,..,.,n,
9

k=1,2,...,%.

Prova: Por simplicidade estudaremos o caso k={ e o vetor

M= (Hl,...,u&) serd representado por u = (A,V)
em que A = (ul,...,uL-l) e V = “L.
de R%+1, onde &

Consideremos o aberto E(t % )
‘ or*o

continua a solugho @(t,u) de (16) caracterizada por

@(to,u) (ver Teorema 6). Sejam as fungdes

Q

: 1 . .
¥ (e, v ,v,) = P (@ (£:2,v,) = 9 (5,2,v,)

. definidas para (t,A,v.} e (t,A,v,) em E tais
| v 2 (t5,x;)
que vz‘# vl
Derivando em relagio 4 t e levando em conta que

¢{t,u} & solucho do sistema (16) vem:

%{i(t,h,vl,v z—ﬂi——j[ (t AyV,)- gE,(t Asvy)l =
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L .
= vz_vl[fl(t,w(t,x,vz),x,vz) - £ (6,9 (5,2,v )00V, )].

Aplicando o lema de Hadamard (Proposigo 4) & dlti

ma expressio, pondo % = {t,\), u; = (¢(t,l,vl),vl),

u, = (@(6,1,v,),v,) e &@,u) = (6,0 (6,0,9),4,v),
vomese €3 (£,0(6,0,9,),0,v,) = £(6,@(6,0,v ) Av) =

- B ) @Iy - 9 hy) -

+ hi_‘_l(’é,ul,uz)(vz—vl) onde hi(’(.,ul,uz) =T1§(t,?\,vl,v2),
J=1,2,...,0+1, sao continuas em todos os argumentos, e

portanto:

S
3t

S CRIR
(5,0 v,) -

n
= Z

~ ) ) ""i
3 h?(t,K,Vl,V2)¢J(t,K,Vl,V2) + hn+l(tshsvlyv2)

1

As equagdes (27) definem um sistema de equagdes di
ferenciais lineares na incégnita ¢1(t,l,vl,v2) os coefi
cientes conhecidos sendo as fungBes continuas

~i ; .
hj(t,l,\)l,vz), 1212, 000y, G=Ll,2, 600,04l o

Mas para t =t as fungbes ¢1(t,k,vl,v2) valem zmero

pois

. 1 . .
bH(E AV Y,) = v;t“}'(ml(to,x,vz)—ml(to,k,vl)) =

—*
'\)2-\11

Il

(x-x)).

Chamemcs de wi(t,l,vl,vz) as solugbes do sistema

(27) caracterizadas por ¢§(to,l,vl,v2) = 0, i=L2,..,n.
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Pelo Teorema 6 aplicado a essa solugho do sistema (27),
sabemos que ela & continua nas varidveis (t,K,vl,vZ).

Por uma questfo de unicidade de solugfio temos
i i
L] (t,l,Vl,Vz) = @*(t’l’levz)§

o35 - P . -
pordm os 2<° membros sao definidos inclusive para vl =V,

enguanto que o0s 12% membros sé tém sentido para VvV, # Voo

Como existe o limite dos 22° membros quando V., + V, te-

remos

3 R .
g; ml(t:kyv) = ¢1(t’l#v’v) ’

isto &, as derivadas EV ml(t,l,v) existem e sio conti-

3

nuas em todos os seus argumentos e satisfazem

3 3 i
3@('35 ® {t,2,v))
n _. . -
= I h?(t,h,v,v) %%—wa(t,k,v) + h;+l(t,h,v,v)
Jj=1

que mostra que existem e sho continuas as derivadas

2 B i
313Gy @ (t.2,v)).

Provaremos agora que também existem continuas as

derivadas

9 .0 i
ALY et (t,a,v)).

Como @ (t,1,v) ¢ soluglo de (16) tem-se:
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i i 1 n
& @ (V) = £ (ER (e )8 (505 ) ).
Como os segundos membros sho drivdveis em relagho
a Vv, j4d que as ¢i(t,l,v) o'sao, temos a derivabilidade

cs
dos 1= membros,

|O)

&5 oM (5A,v)) =

o

v

n N -
i 3 i
= £506,0(5,2,),0,V) - 55 @I (t,0,v) + e (4,0 (t.0,v)4Y)

= -
o gue conclue a prova do teorema j& que valem as equagoes

(26) pois as derivadas mixtas sao iguais. Derivando a con

diglo w(to,u) x, em relagdo a “k temos imediatamen-

3
te %

a—.k(to,u) 0, di=1,2,...,n, k=1,2,...,%.

Il

COROLLRIO & - Se as fungdes fi(t,x},u.gy}ul,...,uL) do
sistema (16) admitirem continuas tddas as
derivadas parciais até a ordem m, relativamente acs argu
mentos xl,...,xn,ul,...,u&, entao a fungao solucho w(t,u)
caracterizada por m(to,u) = X, admite continuas tddas
as derivadas parciais relativamente aos parimetros
1

[¥) ,...,u& até a ordem m, em todos o¢s pontos do conjunto

bert E .
aberto (to’xo)

Prova: Demonstraremos por indugfic sGhre m utilizando as

equagdes (26) chamadas "equagbes variacionais" do

sistema (16). Para m =1 o Teorema 7 garante a prova.
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Supondo-se &ste Coroldrio I wvdlido para o‘nﬁmero m-1,
procuraremos provar sua validade para a ordem m das de-
rivadas; a solugio ®©(t,u) admite conti%uas tédas as de-
rivadas parciéis até a ordem {m-1)} no aberto E(to,x )

. . dpd . . ?
Entao as fungoes gfﬁ; (t,4)}) que sho solugbes do sistema
(26) também tém derivadas parciais continuas até a ordem
m-1 pela hipdtese de indugao, jd que os segundos membros
de (26} tem derivadas parciais até a ordem (m-1) inclusi-

ami

ve, seja em relagdo &s fungdes T (t,u) nas quais sfo

A
lineares seja relativamente aos parémetros ul,...,u{;
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§5 - TEOREMAS DE DEPENDENCIA CONTINUA E DIFERENCIAVEL DAS

SOLUQ@ES RELATIVAMENTE A CONDIQ&ES INICTAIS

Voltemos a considerar o sistema

7t = fl(t,xl,...,xn,ul,...,u’f’), i=1,2,.00,0 (16)
em gue as
i 1 1 .
il R ST ,...,u*’), i=1,2,...,n (17)

assim como suas derivadas parciais

i T ——
fj(t,x,u) = S—E(t,x,u), iy d =1,2,.00,n {18)
P .

s8o definidas e continuas num aberto A de Rn+l+L,

Vamos estudar a dependéncia das solugdes da equa-—
¢8o (16) relativamente as condigbes iniciais (to,xo).
Para facilitar a4 notaglo chamaremos t, de z e x_ de §.
A solugio x = 9(t,u,%,5) do sistema (16) q;e‘verifica

as condigbes iniciais & = ¢(%,4,%,E) depende das varid-
veis +t,M,%e E,
Procederemos a um artificio de mudanga de varidveis

r . - - L] s L]
que nos levard a consideragaoc de uma solugio com condigoes

iniciais fixadas e recairemos num caso especial ao qual &
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aplicdvel o Teorema 7.

Seja (%,6,4) um ponto do aberto i ae AL,
t =%+ 5
As equagdes lineares ' (28)
x =&+ ¥
definem a aplicagBo p seguinte:
n+l -« n+1+4
pi(s,y 4,%,8 JER XA 2 (t=5+syx=§+y,u) € R .

» o0
Tal aplicagho & diferencidvel de classe C , e mes

P v - n+1+4 . . .
mo analitica, e como A& R é aberto, a imagem in-

versa A% = p-l(K) § um conjunto aberto do espago

R 1y%. Como a fungho f = (fl,...,fn) do sistema
~
%# = f(t,x,u) & definida no aberto A de Rn+l+& e tem
valores em Rn, a composta f.p = g & definida no conjun
to aberto A¥*, isto &,
g(S,Y,H;'G,g) = f('6+s;§+‘y,u) (29)

para todo (s,y,u;%,g) € A*¥ e tem valores em R™.

Consideremos em A* o sistema de equagoes diferen

ciais
35 = 8(s:7,M3%,8) = £(a+s3E+y,M) (30)

A fungBo g € continua em A%* e possue em A¥ derivadas

PR o - ~ - N 1 n
parciais continuas em relagao as varidveis ¥ ,...:Y 3}

H
1 1

£ ,...,gn; L yeaesdd” podendo ao sistema (30) serem aplica
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dos os resultados dos Teoremas 6 e 7.

Se ja

y = ¥(s,13%,5) (31)
a solugho do sistema (30) que satisfaz a condiglo inicial

‘lf(O,u;'G,E) = 0,
o que faz sentido pois p(0,0,u3;%,5) = (%,8,1) € K; isto
§, o ponto (0,0,M;%,E) pertence & A¥, Tal solugho (31)
a4 origem & funglo
y =€ + ¥(s,4;3%,8)

P(t=T,u3%,E) = ©(t,M3%,5).

+

x = £

+

ou x=§
Note~se dgue

g4b (0,u35,3) = € (32)

©(%,13%,8)

e aldm disso € fdcil ver que %% = £(t,9(t,u;%,E),u),
isto &,
x = E+§ (-3,13%,8) = @(t,u;%,8)

& a soluglo do sistema (16) que satisfaz a condigho ini-
cial (32). -

Reciprocamente, tdéda soluglo x = p(t,u;%,E) de
(16) com condiglo inicial lw(@,u;c,g) = £ provém de uma
soluglo do sistema (30) com condigao inicial (s,y) = (0,0,

. -
precisamente a solugao
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¥ = ©(t,u3%,8)-E = ©(z+s,u3%,5)-E.

De fato,

m(E+OsU§%s§) = ¢(E,H;5,§) = £,

d
a% = g% (Z+S,H;G,§) = f(%+s,¢(t+s,usﬁ,§):u) =

= f(5+5,y+§’U) = g(51Y9u§z:§)—

Aplicando o Teorema 6 ao sistema (30) para as con-

digbes iniciais (0,0) deduz-se o seguinte teorcma:

TEOREMA 8 - Consideremos o sistema (16) verificando as
condigbes (17) e (18) e seja x = ©(%,%,E,u)
a solugho maximal do sistema (16) de condigbes iniciais
(z,€), isto &, que satisfaz ©(+t,5,E,u) = £. Entlo a fun
¢do 9(t,%,2,k) & definida e continua num conjunto aber-

to S do espago das varidveis (t,%,5,u).

Finalmente o Teorema 7 aplicado ao sistema (30)
fornece:

TEOREMA 9 - Seja o sistema

. i i 1 n .
27 o= £7(t,x ,000,x7), i=1,2,...,n (2)!
— . i . T ol
- em que as fungoes f e suas derivadas parciais -——+ sio
e o dx
‘continuas num aberto A de R, Entdo a solugdo

x = 9(t,%,8) = F(+,8), que satisfaz (3 ,%,,8) = #(z_,5)=

n+l

.- Ld - ): 4
=&, ¢ continua num-conjunto aberto S de R e as de
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3pT (,8)

rivadas parciais i’ y 1,0 = 1,2,...,n, existem con
, = 35 7 3% (¢,2)
tinuas em S assim como as derivadas mixtas T AUss/

3tdEd

que, além disso, nfio dependem da ordem da derivagdo.

A aplicagio do Coroldrio 4 ao sistema (2)' forne-
ce:
. .1 i 1 n .
COROEARTIO 5 - Seja X = £ {#,X ,.00,x"), i=1,2,...,n, um
sistema de equagbes diferenciais ordindrias
em que as fungées ' e suas derivadas ‘parciais até a or
. x s 1 n .
dem m= 1 relativas as varidveis X ,...,x existem e

s
sdo continuas num aberto A. de R™'1. Entlo a solugao

X = w(t,bogg) = §(t,£), que satisfaz a condiglo inicial
@(%;,Eb,g) = ¢(@Os§) = E, & continua num aberto & de
n+l

R e suas derivadas parciais relativamente as varid-

. 1 n N - - =
Veilis € 444 ,E existem e sao continuas em 3.
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§6 - SISTEMAS AUTONOMOS E ESPAGOS DE FASE. PONTOS CRITICOS

E TRAJETCRIAS FECHADAS. GRUPO LOCAL A UM PARAMETRO.

- 3 ~ - .
Consideremos um sistema autonomo de equagoes dife-

renciais ordindrias

o {1 .
2 = M (x T, e e,xT), iz=1,2,..0.,0 (33)

que € do tipo (2)' quando a varidvel t nAo aparece ex-

plicitamente nos segundos membros das equagBes.

Suponhamos que as fungbes fi(xl,...,xn) sejam de
classe Cl num aberto A de Rn, isto €, as fi e suas
aet
3x9

Claro estd que ao sistema (33) sfo aplicdveis os

» - . . - -
derivadas parciais existem e sao continuas em A,

teoremas de existéncia e unicidade de solugio assim como
os de dependéncia continua e diferencidvel das solugbes
- - . - . . . .
com relagac as condigoes iniciais.
0 conjunto aberto A €& comumente denominado o es-

paco de fase do sistema para diferir do conjunto aberto
1

. n+ . . . o
A = RxA contido em R onde variam as condigbes ini-

ciais (to,xo), habitualmente conhecido comoc o espago de

movimentos.,
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A.{; _d_$.~}
AR
T‘Q-’::"L)xz)

. - 27
/Tf/\\A
li
Se xT = mi(t) € uma solucgho do sistema (33) a.

curva (ml(t),...,mn(t)) situa-se no espago de fase A
guando t percorre o intervalo maximal da solugdo, m, <

<t<m2.

A curva (t,ml(t),...,wn(t)) situa-se no aberto
RxA quando ¢ wvaria e projeta-se sdbre a curva
(@l(t),...,mn(t)) do espacgo de fase.

Seja agora ¢ um mimero real qualquer e a fungéo

de s, y = 9(s+c), i=1,2,...,n, definida no intervalo

. i i
(ml-c) <s < (mz-c). E r£dcil ver gue g%-: gﬁ (s+c) =

= f(ml(s+c),5..,¢n(s+c)) 0 gue prova que @i(s+c) é so-
luglo do sistema (33) e seu intervalo maximal & mj-c <

< 8 < m,=C.

2
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A| : ,IIPF(LZ)F T ’f

; ' - - a2
TN ™ i) = 9 (4ee)
1

A

2+
Ambas as solugbes t8m a mesma imagem nc aberto A ~enquan
to que no aberto RxA as imagens das duas solugdes dife-
rem por uma translagho,

Reciprocamente, suponhamos dadas as solugaes

= = wi(t) de intervalo maximal m; < t <m, e ¥y =
= 41(s) de intervalo maximal m < s < ﬁé tais que
wi(to) = $i(so), i=1,2,...,n. Consideremos o mimero real,
c = to—so e a solugao yi = wi(s+c) definida para
m-c < s f m,~-c, como acima. Mas mi(so+c) = mi(to) =
= ¢i(s°), isto é; wi(s+c) e ¢i(s) coincidem para
s = X3 pelo Teorema 1 elas coincidem onde ambas est&o de

finidas, isto €&,

ml = ml-c e. m2 = m2-—c.

Em outras palavras, se as imagens no espaco de fase &,
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de duas solugdes maximais <t wi(t) e yi = ¢i(s), in-
terceptﬁm-se para t = to e 8 =5, respectivamente, as
solugBes,diferem uma da outfa Por uma tranSlagao, isto &,
¢i(s) = mi(s+c) para todo s em ﬁl < 8 < ﬁz. Pelo Teo-
rema 1 podemos tambdm garantir que, dadas as condigbes i=
niciais (to,xo) € RxA, existe uma unica solucgdo maximal
x = () do sistema (33) tal que x = w(to). Se em luger
de (to,xo) € RxA, escolhéssemos o par (O,xo) E.RXA,
obterfamos uma outra solugéo gque, pelc que foi‘dito acima,
terd que ser

i i
yo o= 97 (t-t_).

As imageﬁs de fadas essas solugbes do sistema (33) que
paésam pelo ponto X, € A definem um mesmo subconjunto
de A, denominado Jdrbita do sistema autdnoemo (33} que
passa pelo ponto x_ € A, A trajetdria por X, é a solu-
gao do sistema que para +t = 0 passa por xo; € uma cur-

va parametrizada.

Consideremos no conjunto aberto A de R o cam-

po de vetores definido do seguinte modo: ao ponto x, e A

associamos o vetor f(xs) de componentes f(xo) =

1,.1 1
{f (xo, o ,xg) ’ ...,fn(xo,...,xﬁ))

1
onde x_ = (xo,...,xg).

As curvas integrais désse campo de vetores sfo as curvas
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X = (wl(t),...,mn(t)) solugbes do sistema de equagdes

(33) pois o vetor tangente & curva (@1(t),...,mn(t)) é

Fyety)
%= (T(t), ... ,0" ()

W ) e como @i(ﬁ) = fi(wl(t),...,¢n(t»
. -1 s 1
temese % = (61(1), 0 $7(8)) = £(@N(E), .07 (5)).
OBSERVAGAO: Pelo Coroldrioc 2 do §3, se exisfir-um compacto

K contido em A com a propriedade de que

uma determinada solugao do sistema (33) tem necessériameg

te imagem contida em X, o intervalec maximal de tal soclu-

gao g o < t < 4w,

" EXEMPLO 8 - Consideremos o sistema autﬁnoﬁo definido em

L

R pelas equagdes:
X =z
¥ =u
, (34)
% = =X
U= -y

em que (x,y,z,u) indica um ponto genédrico de Rh. Como

X% + y¥ + 2Z + ull = Xz+yu-xz-yua = 0
teremos

(x2+y2+22+u2) = 0,

o)
L8
o+

isto é, dada uma soluglio (x=x(t), y=y(+), z=z(%t), u=u(t)

do sistema (34) ela serd tal que
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(X(t))z + (Y(t))z + (Z(t))z + (U(t))2 = constante:az;

tal solugho situa-se portanto numa esfera de raio & 2 O
contida em Ru. Pela observagio anterior pede-se concluir
que tdda solugho de tal sistema tem como intervalo maxi-

mal -= < t < 4@,

Como as solugbes do sistema (34) estao contidas em
esferas, fixado a > 0, a esfera de raic a contida em
Ru goza da propriedade gue o campo de vetores definido
pelo sistema autdnomo {34) &, nos pontos da esfera, tan;

gente a4 ela. Assim, se (x,y,z,u) € tal que x2+y2+zz+u2=

= az, o vetor definido por

f(X!YsZ:u) = (z’u"‘xg"Y)

¢ tangente no ponto (x,y,z,u) a esfera de equagho
et
2 2 2 2 _ 2 gh?“
xTHyTHzTRUT = AT Uiy ) (0, 2,00 =

¥y -RF-Vet = 0
EXEMPLO 9 - Consideremos no R? o elipsdide de equagho

x® 4§+ z° = 1. | (35)

Bm cada ponto {x,y,z) désse elipsdide, o vetor normal

se escreve



34

(q,-z.o) r'iy@)'%‘)) = é

Consideremos o campo de vetores tangentes sdbre o elipsdi,

de gue ao ponto (x,y,z) do elipsdide faz corresponder o
- 2 - —

2 3
vetor . v = -z i + xzk.

-

Tal campo de vetores € de fato tangente ao elipsdi
de pais o produto escalar v.n & nulo.

Poderiamos tentar determinar as curvas integrais
de tal campo de vetores v] isto €, as curvas
(x(+),v(t),2(t)) tais que %(t) = -z°, F(t) =0 e
2(t) = xz. Se considerarmos um pardmetro e com el|<1,
& fdecil ver que a familia de elipsdides definida por
x2 + %E-+ 22 =7i+e, com € variando neo intervalo =1 <
< e < +1, define uma vizinhanga A (e), aberta, do elipsdi

de (35), contida no espago R2. Em A(e) tem sentido-cen — .

3 3 n
siderar o sistema autonomo

. 2
X = -z
y=0 (36)
Z = X%
Como o elipsdéide (35) & um cempacto contido em A(e), o
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campo de vetores Vv definido nele & tal que toda curva

integral pode ser necessariamente definida mno intervalo

maximal -o < t < +o. Alids, como tdda a soluglo de (36)
estd contida em algum elipsdide da familia considerada,

tddas as solugbes de {36) admitem a reta como intervalo

maximal de definigao.

2

EXEMPLO 10 - Seja S~ a esfera de equaglo x2+y2+z2 = R®

>
e v um campo de vetores tangentes.

SuponhamOS que v = fl(x,y,z)I + fz(x,y,z)g + fé(x,y,z)i

seja tal que fl’fz’fB sho trés fungdes de classe ct,
Por um argumento andlogo ao usado no exemplo anterior con
clue-se que tdda curva integral do campo de vetores ¥

. _pode-ser extendida a téda a reta.

EXEMPLO 11 - Seja M "uma variedade compacta de classe Cr,
rz2, e X um campo de vetores de classe Cl
(ver [2]). Pode-se demonstrar que tdda curva integral de

X tem a reta como intervalo maximal de definigo.
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EXEMPLO 12 - Seja %% = £1(xT,...,x), i=1,2,...,1, (33)

o sistema jd considerado no infcio déste §6,
de classe Cl no aberto A de R™. Suponhamos que {33)

admita uma variedade invariante M (ver [2],[3]) isto &,

em todo ponto x € M o wvetor
1,.1 1
Flx) = (F(x 7, eee X)), ee e, 258 (x, o0, x™))

€ tangente & M. Neste caso as trajetdrias de (33) que
tém algum ponto em M, est2o necessiriamente contidas em
M. Em particular se M & compacta, cada curva integral

em M admite a reta como intervalce maximal de définigio.

Pontos criticos e trajetdrias fechadas

Seja x = o(t) uma solugho do sistema (33) definida no
Aintervalo maximal m, <t < m,. Se p(t) F£5r uma apli-
cagap injetora sua imagem no espago de fase £ determi-
na uma érbita homeomorfa & Teta pois a prépria fungio -

@(t) determina um homeomorfismo entre a drbita e o inter

valo aberto m; < t < m,. Se x = @(¢) plo & injetora

existem to e to+% y ambos no intervalo m, < t < m,

tais que T E£ 0 @ m(to) = m(to+'6) =p, pE A,

= ‘-’?C’bo)"
=‘f(bo+%) :
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Chama-se perfode de uma solughomaximal, ndo injetora, ®(t),
todo mimero real % para o qual existe t_, m; < t, < my,

e 9t ) =w(t +5).

PROPOSICAO 5 - Se & # 0 & periodo de (%) entho m, =
= —=, m, = to e w({t) = p(t+ &) para to

do t real.

Prova: Observe-gse inicialmente gque ¢(to) = f(m(to)) =
= @(t0+ % ). Agora ¢ imediato extender a solugdo &

t8da a reta.

PROPOSIGAO 6 - O conjunto P dos perfodos de uma solugio
maximal ndo injetora & um subgrupo fechado

do conjunto des numeros reais R, Portante ou P = R "ou

existe T > 0 e P = {nT|ncz}, Z séndo o conjunto dos

. . . .
nimeros inteirocs relativos.

Prova: Se T; e T, sho periodos de o@(t) tem-se

@ (t+(T+T,)) = o({t+T)+T,) = @ (t+7;) = @ (), isto
£, (T1+T2) & também periodo de w©(t). "P & portanto um
subgrupo.aditivo-do conjunto R dos nimercs reais e
P #£ [0}. Be (Tv)’ VEN, & uma seqliéncia de periodos que
converge para um mimero real T = tem-se m(t+Tv) = p(t)

para todo t real e v € N. Como ¢(t) & continua vem

$(t) = lim w(t+tv) = ¢ (t+lim Tv) = ¢(t+T ), isto &, o
b +oo Q
conjunto P dos periodos ¢é fechado em R.
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Suponhamos que o zero real seja ponto de acumulagao de pe
riodos; entdo pela Proposiglo 6 €todo nidmero real c¢ serd
ponto de acumulaglo de periodos; como P ¢ fechado tere-
mos neste caso P = R. Se, ao contrdrio, zero nio € ponto
de acumulaglo de periodos existe um minimo périodo positi

vo T; agora ¢ imediato que P = {n.T|ncZ}.

COROLARIO 6 - Se ©(t) ¢ uma solugho maximal nfo injeto-
ra entho ou @(t) = a para todo 1t real

ou @(%) € uma solugho perddica de periodo minimo T > O.

Prova: SeArP = R tem-se

B

p(ten)-p(t) _olt)-p(t) _ ,
) , n

isto §, ®(t) = 0 para todo t real donde %(t) = a,
Se, ao contrdrio, P = {n.T|n€z}, o(t) = ©(t+T) para todo
't real e a imagem da trajetdria de «¢(t) € homeomorfa ao

circulo.
OBSERVACDES:

1) Se P =R a trajetdria de ¢(t) reduz-se a um ponto

= £(o()) =

a= 9(t) e como @(t) =0 ‘vem que @(t)

= f(a) = 0. O ponto a chama-se ponto de gquilibrib do

sistema ou ponto critico do campo de vetores definide no

espago de fase A, isto &€, un ponto onde o campo se a@nula..
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oe)
A

2) Se P = {nT|ncZ}, a trajetdria g um conjunto compacto

homeomorfo ao circulo e f£{x) nao se anula em nenhum
ponto da trajetdria porque se f(xo) =0 .a'funggo cons-
tante o©(t) = X seria solugho e a imagéﬁ.&e éua traje-

N ® .
téria ndo seria homeomorfa ao circulo. .

Grupo local a um pardmetro, Fluxos,

Consideremos o sistema de equagbes diferenciais ordindrias.
m R
de classe C, definido no espago de fase

Ac R %= f(xl,...,xn) = f(x), m= 1, Pelo Coroldrio 5,

fixada. a condigho inicial @o =0, a solugao X = a(t,g)
que satisfaz a condiglo §(0,5) = € & continua num aber-
~ n+l . s . p

te S5 de R e suas derivadas parciais relativas as

- . 1 n . C . =
varidveis E7,...,E existem e siao continuas em S.

Fica déste modo definida a fungdo

$:8 ¢ R, o4

.

~

Jd que bara todo (t,£) € s, p(t,e) € A,
_Confém notarque a projegéo n:(t,g)eg -+ §ERn assume vae~

lores em A, isto &, m(t,8) = & € A. Ainda mais ﬂ(§)= A,
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s0bre A. Conclue-se dai que

2

isto &, n

ScRxA e 8§D [0}xA . |

Para cada ‘p € A; c;;; (0,p) é s, existe uma vizinhanga
produto (-€,€) x V contida em S emque & > 0 e V
é vizinhanga de p em A. A vizinhanga V goza da pro;
priedade de que tdda solugho da equagho i.= £(x) que
passa pelo ponto q € V mo instanée t = 0 estd defini-
da para ]tl < €. Consideremos a restrigho de ‘5 & vizi-
nhanga aberta (-&,+&) x V; como §(0,p) = p, pela conti-
nuidade de $, dada V, existem e > 0 e (O vizinhancga
de p tais que

9(t,q) € Vv para todo (t,q) € (-s,+e) x Q.

Seja ¢t:V » A, |t] < ;-\defin%da por ¢t(§) = §(t,E);




Coman -.JAE

trafa-se“de uma fungéo'de classe C@;‘sua restrigio & [

serd ainda denotada por ¢t;'isto é, '¢t;9 + V, também

definida por ¢t(q) = p(t,q) para todo (t,q) € (-e,+e}x

x . Sempre que |t| < e teremos @t(n) - V.

PROPOSIGAO 7 - Para todo q€Q, |s| < e, [t| < e e |s+t[<e
| ~ tem-se ¢S(¢t(q)) = ¢s+t(q). Além disso
cada ¢t’ |t] < e, é um difeomorfismo de classe c¢™, m=1,

de (I sdbre sua imagem.

Prova: Seja gq € {1 e Isj < €; considere-se a curva

© o o A (t) = F(s+t,a), |s,t,s+t]<e.

- fﬁ-———

) 1] =E;A < g4t < e ‘tembs _eeg S t <

Eixado s, |s| < e, como =e <

< e-s. Entho como [t] < e
teremos:

s6 8>01 -o<t<e-s

-

'se "8 < 0t -e-s < t<e "

se S = O l -e _:< T < €.

Notemse que (0)'= §(s;a) = d,(a) e

() = Flsrtra) = 2@ (s+,q)) = £ (1))

'1@go X(t)lﬂéwa‘sblugab do sistema que para t = 0 passa

por -

;¢g(gj;fcqﬁq_ ¢s(q) € V  tal solugdo estd definida no

inter 6,+¢). Pordm pela definiglo de ¢, A(t)

cotrictde con’ §,(9,(a))  donde 9g,pla) = B0 (a) para
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todo q € Q.
Finalmente, como ¢t(ﬂ) C V tem sentido falar na
inversa de ¢t/ﬂ que serd ¢_t/¢t(ﬂ). Entao cada ¢t’

|t| < e, é um difeomorfismo local. Note-se que ¢0 = idV'

A familia ¢t:ﬂ + V parametrizada por |t| < e

£(x)

ou tambdm fluxo local de. % = f{x) nas vizinhangas de

1.

chama-se grupo local a um parimetro geradeo por %

P E A,

~

OBSERVAGAO;: Hd casos em que o aberto S €& precisamente
RXA. E o caso em que tddas as_solugaeé sdo deg
finidas de =~ & +w; segue que os elementos ¢t da fa-
milia constituem um grupo de difeomorfismos globais de A,
t percorrendo a reta real. Aqui tem-se efetivamente um
grupo a um pa;émetro de-difeomorfismos globais de A, de
classe C™,
No exemplo 12 déste §6, considerou-sé‘o caso de wm
. variedade M invariante;‘claro estd que os grupos locais
¢t sfo tais gue oz difeomorfismos ¢t induzem, por res-l
tri§ao, difeomorfismeos locais em M c¢om propriedades and.
lbgas as exibidas na proposigéo anterior, Finalmente se
M € uma variedade compacta fica definido em M um grupo

a um pardmetro de difeomorfismos globais de M.







-75-

§7 - SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS DE COEFICIENTES

CONSTANTES

-

Séja ‘A uma matriz quadrada de ordem n, de nume-

ros complexos, A ='(aij)' Chama~-se norma de A ac mi-
n .

mero real Ja]l = & ]aijI;‘As seguintes propriedades
i,j=1 .

" 880 de demonstragho imediata:

a) [lasB < |laf + |5

b) ||a.B| < fla] . Bl

0 polindmio caracteristico de A & p(A) = det(a-AI) em

que I & a matriz identidade de ordem n e det(A-AD) in
dica o determinante da matriz (A—RI). Duas matrizes A

e B dizem-se gsemelhantes se existe uma matriz nio singu
lar‘ M tal que B = M1 4 M, Se A e B sho semelhan-
tes elas tém o mesmo polindmio caracteristico id que

*(

det(A-AI) = det[M " (A-AI)M] =

= detl (M tA-M"IAI)M] = det[M 1AM - AI] = det(B-AI).

Se ja (Av) uma seqliéncia de métrizes; diz-se que
(a,) € convergente se dado e > 0, existe N(e) tal que
para tode p,q > N(e)  tem-se ”Ap-Aq” < e. Diz-se que
(Av) léende para um limite A se dado e > O existe
N(E) & 1
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N{e) tal que v > N{e) acarreta HAv-AH < e. B fdeil

ver gque (Av) é convergente se, e sdmente se, cada compo
o . . ‘
nente define uma segfiencia convergente e, portanto, se, e
sdmente se, existe um limite para o qual ela tende.
) w
v A -
Uma série I A\J é convergente se a sequencia das
V=1
somas parciais for convergente. O limite da seqliéncia das
somas parciais’ chama-se soma da série infinita considera-

da.

Exponencial de uma matriz A - Consideremos a série infini

ta

A A2 A3

e=I+A+‘ﬁ+-3—-!-+....

em que A™ indica As....A (m fatores iguais & A).

Dados p e q inteiros positivos temos:

p+q  ,m p+q | 4m
mr| S & dmr |-
I]'l=p+l m=p+l

0 segundo membro torna-se tho pequeno quanto se queira
. - lall . A .
pois a série e é convergente. A série infinita e e
pois convergente e denomina-se exponencial da mairiz .
Consideremos agora o sistema de equagaes diferen-
s . . - n A
ciais ordindrias definido em R pela equagao matricial

.1 ‘1
X x

i
.

ou simbdlicamente X = Ax.

-
‘s
.

(x4} n
X
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. - . .
Jd vimos no Exemplo 8 gue as solugdes de tal sistema admi
tem a reta como intervalo maximal. Consideremos as condi-

-~ - y s . . -
¢oes iniciais (to,xo) e seja a fungao

{(t-t )a
o . .
x = x{(t) = e X,y em que x € a matriz coluna
x+
o
x_ o= |3 .
o .
n
X
(8]
- 0 .
Fica claro que x(to) =e .x = I, X, = X, Se derivar-

(t=t,)A

(t-t, )Aa . .
e com relagao a t obteremos A.e .

mos

De fato pela definiglfio de derivada de matriz de fungdes

teremos _
(t+at-t )A (t-t_)a (t-t_)A At.a (t-tO)A
(2] -2 _ =3 + @ -2
At - At
At.A .
(t-t )A (t-t _)a 2

_ - T 1 Ata

= e e [:e__ﬁT——‘[:e °© [E(At.A-I— £_2!—)_—+"')']

e no limite quando A+t =+ 0O tem-se

(t-t )a {t-t _)a
e N = A,e ° .

3

Portanto, derivando-se x(t) tem-se

(t—to)A
(k) = A e . x, = A x(t) .
(t—to)A . .
Portanto x = e -e X ¢ a solugao do. sistema linear
homogéneo % = Ax que para + = to passa por Xx = X .
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¥ comum proceder-se a uma mudanga de varidveis

x = My, M nfoc singular, donde:

= (M7 tam)y

e

X = Ax = AMy = My ou

e~se indicarmos por B a matriz M-lAM semelhante 4 A

chega-ﬁe 4 ¥ =B.y. Se M f6r tal que B = M=t aM seja
relativamente "simples", obtém~se um sistema ¥ = By em
geral mais fdcil de ser integrado do gque o inicial X =

= A.x. Claro estd que as solugdes de X = AX e

v = By = (M-lAM)y estho relacionadas atravds da mudanga
x(t) = M.y(t). Um processo usual de obter—sé, a partir

de A, uma expressao "simples™ pgrénuma matriz semelhante

B, & reduzir-~se a matriz A & sua forma canbnica de

Jordan (wver Proposigho 9).
EXEMPLO 13 - Consideremos o sistema autdnomo:

:'c=-'y‘

(37)

[ ]
7= x
Téda solugho désse sistema verifica a condigho =xk + y¥ =

2 2 2 .
0 donde x +y =a , a =z 0. As trajetorias distintas

11

. [ y . =
da origem sav circulos de centro na origem,
0 polindmio caracteristico

. fornece as rajzes Xl =i e

A, = -i; de fato




- -l
]:O =¢X

det [ 1 —A.

= 0. A origem € um ponto cri-

tico do sistema,chamado centro.

EXEMPLO 1)t - Seja o sistema autonomo:

%X =

¥ =

A condigdo x¥ + yx = 0O

1

Zjd\ -
j\ﬁr(‘

X = X

y =Y

-X

y

ou

0 polindmio caracterfstico

raizes ll =1 e kz =

-1.

(38)

xy = k estd verificada para
tdda solugho de (38). Um cdl
culo simples mostra que a 80
lugdo que passa pelo ponto

(xa,yo) quando + = 0 & da

da por

=1-}, ©

0 l—k] fornece as

det[

EXEMPLO 15 - Estudemos o sistema autonomo:

.
X =

¥

que integrado fornece:

X

Y =

=X

(39)

Essas expressbes fornecem a soluglo que passa por (xo,yo)
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]
o

quando t

- - -
Como XY, - yx, = 0 conclue-se que as trajetdrias estao

contidas em retas pela origem. As raizes caracteristicas
1= o

sho dadas por det[ o -l—k] = 0 que fornece Rl = =1

e )L2 = =1,

EXEMPLO 16 - O sistema autdnomo

X = =¥

-0 (40)
-1+/3i
2

Yy = X=¥

fornece as ralzes caracteristicas A =

~1-/31% -A 1
2 1 =1=x

A origem é um ponto critico; excluido ésse ponto e toma-

A, =

2 ] = 0 dimplica K2+A+l = 0.

pois det[

das coordenadas polares (p,Q) teremos f = -p senze,

o que mostra gue P & sempre negativeo, ou seja, a fun-

4

gho p decresce com o tempo.
_,-—--\\

As trajetdrias tendem & origem

‘\i;:”ﬁ/ : quando + tende a infinito.

i
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EXEMPLO 17 - Consideremos o sistema autdnomo dado pot
X =x
, (41)
Y ¥

- |

I

(XO:YO) e

A solugdo gue para

dada por

X

]
o]
]

¥

l
!
®

~

e as trajetdrias estao contidas em retas. As raizes caracte
risticas s&o A, =%, = 1. Nos Exemplos 15 e 16 tdda tfg
jetdria temnde para a origem quando t tende para +o, As
raizes caracteristicas tém, nos dois casos, parte real ne
gatiVa;ﬂA origem em ambos 0s casos denomina-se um 2222;
No Exemplo 17 as trajetdrias tendem para a origem guando

t +tende &4 w~w. As raizes caracteristicas tém parte real
positiva,JA origem neste caso denomina-se uma fonte.

No Exemplo 14 existem duas direg¢bes (as dos doisieixos)
privilegiadas, numa das quais (eixo dos x) todos os pon-

tos "tendem" para a origeﬁ guande t +tende a += enquan-

to que na outra (eixo dos ¥y) os pontos "tendem" para a
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origem quande +t tende a -». Se um ponto nf.c pertence

a nehum dos eixos a trajetdria por &le definida estd conw-
tida num ramo de- hipérbole. Uma raiz tem parte real posi=-
%iﬁa eﬁquanto que a outra tem parte real negativa. A ori-

.gem nesse caso chama-se um ponto de sela.

' - k d
PROPOSIGCAO 8 - Se A & raiz caracteristica de A, e &

L . A
raiz caracteristica de e .

Provat Sendo A raiz caracteristica de A tem-se
det(A-AT) = O e portanto isto equivale & oxistén~
cia.de um vetor c_ # 0, de n componentes complexas,

=0 ou Ac_ = Ac_.
o o

tal que (A-KI)CG
Mostremos agora que eAcO = el.c ; de fato,
A A2 ° A2
ec = (T + A +'§T_+"f)c° = (c0.+ Ao 4527-00 F oeea) =
1.2 A o
= (e, +rey + Ao+ .o0) = (1 + A 5Tt ...)c0 = e .C

° que completa a prova.

Segue dessa proposiglo que, se. A & raiz caracte-

ristica de A, tA & raiz caracteristica de +tA e eta

. - . tA
€ raiz caracteristica de e T,

COROLARIO 7T - A exponencial de gualquer matriz € nfio sin-
gular.

TEOREMA 10 (Forma candnica rsdl de Jordan) - Dado uma ma-

triz real A existe uma matriz B = M'J‘AM,.
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semelhante & A tal que B &€ uma matriz diagonal de blg

cos B = dia(Bl,...,Bk) onde

. 0 aee. O ) 18, 0 L.... O
A J
e M ..., O el S. sesew O
J ' . J
Bi=lo er,.. O ou  Bj = .
J »
0 0 O.._. e}\. 0 8] eeae €L SJ

1 0 , @, B.
onde I = e 5., = J J e real arbitrdrio
. 0 1 J ..ﬁ. (v -
J J nao nulo

e lj ou (aj+iBj) sho os valores caracterfsticos de A
reais ou complexos, respectivamente. Se lj (real) ou

o, +'iB . for raiz simples teremos B, = (). ou B. =
(¢) +71B ) p 5= 0y i
= 5,, respectivamente.

J

N&o daremos, neste curso, a prova dessa Proposigao
9.

Suponhamos agora que se'sepafq-p,copjuntO' U(A)
dos valores caracterfsticos de A (espéctro de A) em
duas partes Ol(A) e Ué(A) -ﬁ&6 va?ias.de‘m§d6 gue

0,(8) U oy(a) = 0(a) e 0,(a) 0 oy(R) = ¢

' Sppbnham@s também que se um elemento pertence &
Gi(A}, seu complexo comnjugado também.fertence a Oi(A),
i=1,2.

Feita essa partigéo, a ela corresponde uma parti- .
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gho na forma candnica de Jordan B do seguinte modo:

(B 0
B = & 1 ]
0 B,
em que Gl(A) = P’(Bl) e ,.OE(A) = U(BZ)'
[ tB
e L+ 0 0 o0
‘Sejam U, (t) = e U (t) = +B .
1 o 0 2 0 e 2

Como conseﬁﬁéncia das definigbes de Ul(t) e UQ(t) tem-
-se

o™ = U () + U, (s)

e ﬁl(f) = B.Ul(t) assim como ﬁg(t) = B.Uz(t). A solu-

gio do sistema ¥ = By que para t = O passa pelo ponto

y, € dada por ef{t) = etB.yo. Mas o(t) = etB.yo =

= Ul(t)yo + Uz(t)yo. E fdcil constatar-se que as fungaes

@i(t) = Ui(t).yo, i=1,2, sfo também solugbes de ¥ =lBy;

de fato: @,(+) = U, (thy = B.U,(¢)y, = B.g, (t).
Consideremos os subespagos de R" dados por

1

E {u .x | xr™)

i

E2

{Uy.x | xeR™]

em que U, = Ul(l) e U, = Ua(l). E imediato que tig® =

RrR™ porgque todo vetor =z de R™ & da forma =z = eB.y

e portanto z = eB.y = Ul(l).y + Uz(l).y. Se no conjunto

1l

Gl(A) = G(Bl) existirem k raizes caracteristicas (cone
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tadas com suas multiplicidades) a dimens3o de E1 serd

igual & k. De fato consideremos os k vetores de El=
' 1 0 o7
0 ' 1 0 .
£,= U .| Ty = Upelds | veees £ = Up 11 (k linhas),
0 ‘ 0 o]

que sfo linearmente independentes pois se

1 0] o 0
o 1 0 0
AUps o]+ A2Ul' sl Feeeat R UL = ? teremos
0 0 | 6 o
ll 0
Ao ?
Ulo A,k = 6
0 »
0 0
B, M o
que acarreta e o % = + | , donde Xl = e kk:=o,
¥y o '
A segléncia (fl,..;,fk) & uma base de ET pois se
21 , 21 Y1 Y1
. 1 M « 1
: ¢ E tem-se s = Ul - |= Ul Vi | = ylfl teoot kak‘
0 N
%n %n Yn 6 ]
De forma anélogé;prova—se que a dimensfo de E2 é (n-k).
. i - tB
Finalmente se ¥y, € E7 a solugao p(t) = e ¥, Permang

ce em ET para todo t real Jjd que

.
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. tB tB ‘ )
p(t) = e y, =e Uz, = [Ul(t)+U2(t)]Ulzo = Ul(t)Ulzo=

U (t+1)z = Ul(Ul(t)zo) ¢ et .

As dltimas consideragbes sfio a prova do seguinte teorema:

TEOREMA 11 - A t8da partigho do espectro o(A), compativel
com a conjugagho, corresponde uma decomposi-

gio de R" em soma direta gl @ B°, a dimensfo de E

i
sendo o mimero de elementos de Ui(A) (contados com sua
multiplicidade)} i=1,2, Além disso o fluxo ¢t de % =

- Ax deixa EY e E° invariantes e a restriglo de

-

¢t—1 4 B ¢ um operador linear que tem come espectro

as exponenciais dos elementos de Gi(A), i=1,2,
EXERCICIOS

1) Provar gue se as raizes caracteristicas de A tem
suas partes reais nao nulas, o sistema X = Ax né.o

admite solugko periédica.

2) Se a matriz real A tem uma raiz caracteristica imagi
ndria pura ip {B#0), existe um plano pela origem, in-
variante pelo fluxo, e t8das as solugbes por pontos désse

plano sdo perddicas,
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§8 - PONTOS CRITICOS HIPERBOLICOS. ESTABILIDADE LOCAL DE
SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS DE

COEFICIENTES CONSTANTES

Seja % = £i(xl,...,x"), i=1,2,,..,n (42)

. ~ - . . . . .
um sistema autonomo de equagoes diferenciais ordindrias
i

i . . .
em gque as f e suas derivadas parciais existem e

d3xY
sdo contifnuas num aberto A& de R™.

Seja a € 4 um ponto critico do sistema (42), is=-
to €, um ponto que anula os segundos membros oﬁ seja
fl(a) = 0, i=1l,2,...,n. Matricialmente, podemos escrever

X = f(x) para representar o sistema (42) e aplicando a

férmula de Taylor para f(x) teremos:

£f(x) = £(a) + A(x-2) + r(x)

"

em que f(a) 0, r(a) =0 e dr(a) = 0, donde

f(x) = A(x-a) + r(x)

para todo x numa vizinhanga U de a € A. A matriz A
i
€ a matriz jacobiana GQEH) calculada para X = a. No
S dx
que segue, nada perderemos, em generalidade, se supuzermos

a = 0, o que pode ser obtido por uma translaglo de eixos.

A expressfo local de f(x) resultard entio
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£(x) = ax + v(x), r(0) =0 e ar(0) = o.

A origem a = O diz-se um ponto critico hiperbdéli-

co se tbodas as raizes caracteristicas de A tiverem par-
te real nlo nula. Nos -Exemplos 14, 15, 16 e 17 a origem
lé um ponto critico hiperbdlico o que nio acontece no Exem
plo 14. Um ponte critico hiperbdlico chama~se um pogo se
t0das as raizes carac#eristicas”tém partg_reél negativa;
uma fonte se tSdas as faizes cafacferiéticas tém parte

real positiva e um ponto de sela mos demais casos. Segue

do que foi dito que, se o ponto critico & hiperbdlico, a

matriz A tem determinante nfo nulo, isto é, A € ndo

singular. Se xT = ml(yl,...,yn) ¢ uma mudanga de coorde

nadas de clésse C2 vdlida nas vizinhancgas da origem,

i . a@l » .
» {(0,...,0) =0, i =1,2,.,.,n, teremos G—-E) ndo singu
' Y

lar em todos os pontos onde vale a mudanga de coordenadas.

Nas novas coordenadas teremos

n i
o' a - A l 1 - 1
2t 2 T2 = T () s (v e v™))

e matricialmente

1

sy = My (e (y)),

_ ‘ i
M l(y) sendo a inversa da matriz M(y) = (aw.). Aplican-

J
¥
do a fdrmula de Taylor teremos Localmente v = By + (¥
-1 . . . L.
em que B = M ~(0)AM(0), isto &, a matriz B & semelhante

-

4 A e conseqfientemente suas raizes caractexrfsticas sBo =~
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as mesmas da matriz A. Tal conclusfio mostra que o concei
to de ponto critice hiperbdlico € independente do sistema
de coordenadas utilizado para sua definigao. Olhando para
0 sistema (42) como um campo de vetores em A, podemos
concluir que o conceito de ponto critico hiperbdlico dew
pende Unicamente do campo pelo qual 8le se representa num
dado sistema de coordenadas.

. Sejam F e G dois campos de vetores de classe
Ck, k=1, definidos num mesmo aberto A de Rn, isto €,
os'segundos membros das equagbes diferenciais que éles de
finem sio de classe OF em A, Sejam a e b pontos

criticos de F e G respectivamente, isto &, F(a) =

= G(b) = 0, Dig-se que o par (F,a) € localmente eguiva-

lente ao par (G,b) se existe um homeomorfismo

h:V o W
de uma wvizinhanga aberta V de a sdbre uma vizinhanga
W de b tal que h{a) = b e que transforma trajetdrias
de F em V sobre trajetdrias de G em W. Note-se,
poxr exemplo, dque mna caso dos Exemplos 13, 14, 15 e 16 nio
pode haver equivaléncia ldcal‘entré o primeiro caso e
gualquer um dos outros trés pois no Exemplb 13 as drbitas
slo compactas nas vizinhangas de zero o gque ndc acontece
nos. demais.

Suponhamos que os pontos criticos a e b de F
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e (G sejam ambos fontes ou ambos pogos. Vamas aqui repe-

tir a prova da seguinte proposigio ([31):

PROPOSICAO 9 - Se a e b sio fontes (pogos) entde (F,a)
e (@,b) sfo localmente equivalentes.

1

e \ n-
Prova: Mostremos inicialmente que existe uma esfera S N

de raio suficiemntemente pegquenc, centrada em a e
as trajetdrias de F sfo trangversais a Sn_l. Vamos es-
tudar o caso em que a €& uma fonte, isto &, por uma trans
lagho conveniente tem-se para F nas vizinhangas de a

% = Ax + f(x)
£(0) = 0, df_ =0 e tddas as raizes caracteristicas de
A +tém parte real positiva. Consideremos a;disténcia o)
de um poﬁto x = (xl,...,xn a origem:‘p2.= (xl)2 Feaat
+ (xn)z. Para p suficientemente pequeno iremos ter
g% > 0 ao longo das trajetdrias. O Teorema 10 que dd a
forma candnica de Jordan & suposto j& utilizado, isto &,

A jd estd na forma candnica; segundo as notagbes désse

teorema temos todos os aj e ou L. positivos e seja

[

4 = minimo {aj,k.}. Se x = x(t) .

& uma trajetdria qual-
quer teremos p(x(t))dp zét)) e TR

. e portan

to | = ? HEe)X

p(x(6)2 BB & E ¢ (xd) %0ty x®) 4 0)

onde gj' ou & lj ou & aj e Q €& uma forma quadrdti-
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)
"/
ca com coeficientes e; O(p) & uma.expressio tal que
Qi%l val a zero gquando p tende a zero. Conseqlientemente
p

o (x()) L)) & o (x(6))124a(xd o) 5005 ).

Como todos o0s coeficientes de Q sfo iguais 4 e temos

ue Q = eQ onde Q@ & também forma quadrdatica. Como

x)

=] Qyte]
m—n,

.

= §(%) conclue-se que _3%;1 assume um miximo e um
p e = P ’
minimo, logo 19%;)1 <k, k> 0. Segue entho que

p .

1 x -
p(x(t)) ° dpét(t)) PTI e-§§ + Qégl

e para e suficientemente peqguenoc ]e—%?l < (%9 donde
p

" £Q _ 3u
> < M+ <

2 "2
p
isto €,
1 do (x(+)) _ p» . ofp)
p(=(x)) ~ at z2 2

e como para p suficientemente pequenoc o segundo membro

é positivo tem-se que para p < po,-ggigéill > 0, disto &,
p(x(t)) € estritamente crescente, p < Poe As trajetdrias
sfio transversais s esferas de raio

ois
o P

<p
(x(8,2(6)) = £ & (x(8),x(6)) = & L0p(x(6))12 =

px(+)). 28)) 5 o

Pagsando agora a prova propriamente dita da Proposig&o )




-92-

consideraremos Sl e 52, duas esferas de raios pl e

Ps transversais as trajetdérias de F e G e sejam Bl

e B2 as bolas respectivas. Se f:Sl - 52 £6r um homeo=-

morfismo arbitrdrio, poderemocs 2 partir déle definir um

homeomorfismo
h:Bl -+ B2
~do segﬁinte modo: dade x; € By 8le determina o ponto
'El onde a trajétdria de F por x; atinge $,3 define-
-se 0 par (f(il),tl)' em que tg € o tempo gasto pela

trajetoria entre x, e El' A partir désse par determi-

na-ge um uniceo pomnto h(xl) ,em B, de modo que a traje-
téria de G por f(xl) leve o tempo (-tl) para atin=

gir h(xl). A prova estd completa porque h t;anéforma

trajetdrias de F nas vizinhangas de a em trajetdrias

de ¢ nas vizinhangas de b, e além disso preserva 0Ss

tempos., A prova para "pogos" faz-se de modo andlogo.

Indiquemos agora por ¥£(L) o conjunto de todas as
matrizes quadradas reais de ordem 1. Se A e B perten
cem & %(L) chama-se distédncia entre A e 3B o numero
a(a,B) = ||la-B|l, norma de (4-B). Trata-se de uma distdn-
cia que define em (L) wuma estrutura de espago métrico
completo. A cada matriz A EOrresponde um sistema linear

-~ - . - .
autsnomo de expressao matricial % = Ax, e reciprocamente.
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0 campo de vetores determinado por X = Ax serd denotado
por A.

Seja G, o subconjunto de ¥(L) conétituido das
matrizes nfo singulares; Go € um éberto de %(L). Por
Gl indicaremos a totalidade das matrizes de GO gque tém

as raizes caracteristicas com parte real ndo nula. Tem-se

dbviamente G, & 6, C i(L).

PROPOSICAO 10 - Gy € aberto e denso em X(L); em particu

lar G € aberto e denso em ¥(L).

Prova: Consideremos a aplicacgao wz:(Goxm) + € definida

por ¢2(X,a) = det(X-cI), € indicando o conjunto
dos ndmeros complexos; se X € GO ¢ da forma eA com
A€ G, ese HE st {circulo unitdrio de C) tem-se
¢fkeA,H) # 0 logo como ¥, ¢ continua existem uma vizi-
nhanga U de eA e uma vizinhanga U de y tais que
(Y,0) € XU acarreta ¢2(Y,0) = det(Y-0I} # 0. Como st
¢ compacto existem uma vizinhanga ¢ de gA e uma vizi-
nhanga V de Sl de modo gue (Y,q) € 9xV acarreta
det(Y-01I) # 0. Consideremos agora a funglo

¢l=x(L)xm - (Goxq:) _

definida por ¢l(Z,A) = (ez,el). Da continuidade de ¥,
ddda a vizinhanga #xV de {eA} X Sl, existe uma vizinhan

ga de A tal que tode B nessa vizinhanga estd em Gl.
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Entao G- é aberto em X(L).

Se M€ (L) e A & raiz caracteristica de M
segue imediatamente que (A+e)} & raiz caracteristica de
M}el). Conseglientemente, escolhendo-se e > 0O suficientg
mente pequenoc, tddas as matrizes (M4eI) estario em G
0 gue prova gue Gl ¢ denso em X(L). Diremos que

4 € ¥{(L) & localmente estruturalmente estdvel se existe

-,

uma vizinhanca ¥ de A em ZX(L) tal que (5,0) é lo-

calmente equivalente & (K,O) para todo B € .

TEOREMA 12 - A matriz A de Z(L) & localmente estrutu-
ralmente estdvel se, e somente se, A perten

ce & G-
Prova: Suponhamos inicialmente gque A seja localmente eg
truturalmente esté;el; entho existe uma vizinhanga

w. de f e ﬁ G-Gl nessa wvizinhanga (Gl
£(L)) tal que (B,0) & localmente equivalente & (A,0).:

¢ denso em

Entfio existe um homeomorfismo h:V + W de uma vizinhanga
aberta V de 0O sdbre uma vizinhanga W de O, hi(0) =0,
e que transforma trajetdrias de Z em V sdbre trajetd-
rias de E em W. Se A nfo pertence & Gl existe uma
raiz caracteristica de A no eixo imagindrio; seja iP
essa raiz. Se AB = 0 existe uma reta pela origem tada

formada de pontos criticos de Aj; como h transforma tra
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jetdrigs em trajetdrias, todos os pontos de V sdbre essa
reta serfio transformados em O o que mostraria_ser h
ndo injetora o que seria absurdo. Se 8 # 0 entho de a-
cordo com o Exercicio 2 do §7, existe. um plano pela origem
e todas as solugbes de A nesse plano sfo periddicas;
por outro lado pelo Exercicio 1 do §7,. o campo B nao

admite solugfo periddica. Como h transforma trajetdrias

em trajetdrias isto 1eyar-nps-ia a um absurdo. Entao
A e Gl'

Reciprocamente, seja A wum elemento de Gl e U

uma vizinhanga de 4 em G de modo que se A tem k

1
raizes com parte real negativa (contadas com sua multipli
cidade), todo B € U terd também o mesmo mimeroc k de
raizes com parte real negativa, Pelo Teorema 11, cada
B¢ U determina uma decomposigéo de‘ r® em soma direta

‘El(B) ® Ez(B), a dimensho de El(B) sendo k, de modo que
o fluxo deixa El(B) e EE(B) invariantes e como conse-
qQiiéncia a origem em - El(B) € um "pogo" ﬁaqa a restrigio
do cambo de vetores -f é"El(B)l engquanto qﬁe ¢ uma
"fonte" para a restrigho do campo B & ‘E2(B). Em parti-
cular, como A € U temos também a decomposicio
El(A) & Ez(A) ‘com as propriedades descritas. Seja hy

um homeomorfismo local relative ao par de fontes. de El(A)

e El(B) ¢ h, wum homeomorfismo local relativo ao par de
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pogos de 'EZ(A) e EZ(B); h, e h, t8m sua existéncia

garantida pela Proposigho 9:
hl:Vl -» Wl
h2:V2 -+ W2

Seja h:V.xV, » W

1XV, 1 a aplicaclo definida do seguinte

XWZ
modo: para cada x = (x;,%x,) € V;xV, define-se
hix) = (hl(xl),hz(xz)). h €& um homeomorfismo local e

transforma trajetdrias de A em trajetdrias de B o que

completa a prova do teorema,
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§9 - VARIEDADES ESTAVEIS E INSTAVEIS DE UM PONTO CRITICO
HIPERBOLICO. TEOREMA DA EQUIVALENCIA LOCAL

ENTRE PONTO0S CRITIC0S HIPERBOLICOS

A finalidade déste pardegrafo &€ mostrar aos estudan
tes que quizerem prosseguir seus estudoes em assuntos liga
dos a teoria gualitativa das equagbes diferenciais ordingd
rias, que os resultados principais obtidos no pardgrafo

. . ." . ~ - .
anterior generalizam-se para sistemas autonomos nao linea
res. Nfo daremos nenhuma prova do que se disser neste pa-

rdgrafo. Maiores detalhes podem ser encontrados em [3].

Seja a um ponto critico hiperbdlico de um campo
de vetores F (ver §8). Suponhaﬁos que a matriz Jjacobia-
na de F em a possua s valores caracteristicos com
parte real negativa e u valores.caracteristicos com par
te real positiva, contados com sua multiplicidade; entdo
s+u = n e diremos qﬁe a & do tipo (s,u).

Demonstra-se (ver [4]) que exisfe uma vizinhanca V
de a tal que o conjunto W°(V), comstituido dos pontos
qg £ V tais que a trajetdria de F por gq para t = O

permanece em V para todo f = O ‘e tende & a gquando ©

tende a +w, é uma subvariedade regularmente imersa em V,
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de dimensfio s, Mudando t por -t obteremos uma subva-
riedade W (V) de V de dimensfo u. A matriz jacobiana
em a determina uma soma direta R = EY9E® como foi vis
to no pardgrafo anterior. O espago tangente a Wu(V) no

’

1 s

ponto a € E" enguanto que o de W (V) no ponto a ¢
s . u s

E%, As duas variedades W (V) e W (V) cortam~se, por-
tanto, transversalmente em a, que € o Unico ponto comum

4 ambas. O teorema que enunciaremos agora é devido origi-

nalmente 3 Hartman e¢ Grobman gue deram provas analiticas.

Para um prova geométrica devida & Palis ver [3].

TEOREMA 13 - Sejam (F,a) e (G,b} dois pares tais que
a & ponto critico hiperbdlico do campo de

vetores F e b €& ponto critico hiperbdlico do campo de
vetores G, ambos do tipo (s,u). Entio (F,a) e (G,b)
sho localmente equivalentes. Em particular (F,a) & local
mente equivalente a (K,a), X sendo o campo de vetores
correspondente & matriz jacobiana A de F mno ponto cri
tico a.

A idéia da prova estd em desfrutar do fato gue o
fluxo de F restrito & W (V) & tal que a & uma fonte

enquantc gque a €& um pogo para o filuxo de F restrito a

WS(V). Procedendo-se de modo semelhante nas vizinhangas
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de Db poderemos aplicar a Proposigao 9 como foi feitoc no
Teorema 1l2. A partir dos homeomorfismos locais entre as
fontes a e b e entre os pogos a e b constroe-se
um homeomorfismo local gue féra das variedades estdveis
e dinstdveis, também transformard trajetdrias em trajetd-

rias.,
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§10 - TEOREMAS DE POINCARE-BENDIXON NA ESFERA

Seja 82 a esfera de raio 1 de RB, isto €&,
o conjunto dos pontos (x,y,z) S R3 tais que x2+y2+z2 =
= l.r*Poderemcs supor, sem perda de generalidade; que to-
do caﬁpo de vetores X em 82 Provem de um campo de ve-

tores ¥ definido num aberto A de R3 que contenha éa.

O campoe ¥ serd pois da forma

v = fl(XSY!Z)-j‘-F + fz(x!YsZ)‘j + fB(X’Y:Z)k

em gque as fungbdes fi1»f, e f sho de classe ¢¥ em

3
A, Xk =2 1, Diremos ento que tal campo X em S> & de
classe Ck. Tédas as trajetdrias de X sdo, jd que 82

€ compacta, definidas para todo t, == < t < +w. Se ja

Y = v(t) uma trajetdria de X em SZ; o conjunto w-limi-

te de ¥, w(y}, € definido como o conjunto de todos os
pontos p € s®  tais que existe uma seqfidncia [ti},
i=1,2,..4, com b0 @ e y(ti) + p quando i = . Andlo

gamente define-se o conjunto c-limite de Y, a(y), como o

conjunto dos pontos p € S2 tais que existe uma seqitén-
cia {ti}, i=1,2,..., com t, 4 - e y(ti) + p quando

i"mo
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TEOREMA 14 - Seja v = y(t) wuma trajetdria de um campo
de vetores X de classe Cl, definido em Sz.
Entho «(y) e af{y) sho ndo vazios, compactos, Conexos

- . . - . .
e invariantes (reunloes de traaetérlas).

Prova: Tomada arbitradriamente uma seqtténcia {t;} com

t, + +» quando i + =, a seqiidncia correspondente
{Y(ti)} estd num compacto (82), logo admite uma subseqién
cia convergente ‘e dai conclue~-se que ®(y) # ¢; de modo
andlogo érova-se que a(y)} # ¢. Para provar que w(y) €
compacto € suficienté provar gque & fechado; seja entdo
q, uma segfténcia de pontos de w(y) gque converge para
um ponto ¢q; dado e > O existe no(e) tal gue para
n = no(e) tem-se d(qn,q) < % s d(x,y) indicando a dig
tancia euclideana de R3 aplicada a pontos x,y de s,
Como * g, € w(y), existe t_ > n tal que d(y(tn),qn) <-%
e portanto 4 e > 0 corresponde Ne tal que n > Ne a-
carreta d(y(t, ),q) = d(Y(tn),qn) + d(qn,q) < ej isto pro
va que q € w(y) donde w(y) ¢& fechado. Raciocinio and-
logo prova gue a(Y) & compacto., Suponhamos que w(y)
nfo seja conexo, isto &, w(y) =MUN emque M e N
sado dois fechados (1ogo compactos) nao vazios e disjuntos.
Seja & > 0 a distdncia entre M e N. 4 curva v(t) pa

&

ra un t suficientemente grande ¢ tal que d(y(t);M) <3

e também para um ¥ suficientemente grande a(y(t),N) <'%,
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isto &, d(y(T),M) > % ; como d(y(t),M) & fungho conti-
nua de t existird uma seqliéncia tn tal gque

d(Y(tn),M) = %- e portanto para uma subseqtiéncia conver-
gente,’ Y(tn) + q, teremos d{q,M) = % ; o ponto g € w(y)
nfo estaria nem em M nem em N donde o absurdo. W(y) e
a{Y) sfo portanto conexos.‘Einalméﬁfe, seja q € w(y) e

9(t,q) a trajetdria que passa pelo ponto g para t = O

como gq = lim.m(ﬁn,p) temos para + fixo que ©(t,q) €

nsw

€ wlv) pois ¢(t,a) = o(t, im 9(s,,p)) = lim ¢ (t,0k, )
. Tib o 1<
= I11_1'2 CP(t+%nsP)'- = (;g':n;! L%, 7 = g €wAT)

Indicaremos por Xp o vetor do campo X que €
tangente & esfera S~ mno ponto p. Se Xp £ 0, isto &,
se p nho é critico, diremos que p € regular.

2 .

Uma curva diferencidvel contida em 8 € uma

transversal ao campo X se, para todo ponto p da curva,

o vetor XP e 0 vetor tangente i curva em p sfo linear
mente independentes e s as trajetdrias (em 52) coxtam a

curva sempre no "mesmo sentide". O significado de cortar i

no "mesmo sentido" corresponde a constatar se isso acon- !

tece com as projegdes em um dos planos coordenados (xy),

2

(xz) ou {yz). Assim, se p € S° & um ponto regular

(Xb # 0), & fdeil provar que pelo ponto p passa uma

transversal ao campo X que admite P -comp ponto inter-

Nno.




-104~

TEOREMA 15 (Poincaré-Bendixon) - Seja Y(t) uma trajetd-
ria de um campo X de classe C1 em 82. Se
v(+) & periddica entdo w(Y) = y. Se w{y) sé possue

pontos regulares entio w{y) & uma trajetdria periddica.

Prova:t Se Y = v(t) & periddica, € claroc que Y C wiy).
Por outre lado, dado p € w(y), p = lim Y(ti),

i I ]

ti'4 ©, e como y & fechada, P € Y.

Suponhamos agora que y(t) nio seja periddica e
que w(y) ‘sé contém pontos regulares., E claro que, neste
caso, Y{(t) nlo & um ponto critico, pois tal ponto teria
gque pertencera w(y). Seja p € w(y) que ndo é critico

e AB uma transversal contende p em seu interior.

I fdcil provar que existe uma seqiéncia de pontos

B

Py = Y(tl)} Py = Y(tg)s-"’Pn‘=-Y(tn)j-°' ’ tn + @y EO"

. " el : ’
dos sobre a. transversal --AB e tendendo para o ponto DP.
el ; ) B

#ﬁ(,iglﬁrs/éﬁié que p; e P, estho de um mesmo lado de AB



105~

relativamente 4 p, por exemplo, entre p e B, porque
se estivessem em lados opostos, a trajetdria Y(t} cor-
taria AB  em Py no sentido contrério-(e AB ndo seria
transversal) ou p deixard de pertencer a w(y). Também

fica claro que

—_

Pq ndoc pode estar entre Py e P, e es
tard certamente entre P, e p. Resulta que a seqliéncia
(Pn) converge para p "monotdnicamente". Seja agora 6
a trajetdria do campo X ‘que comega em p para t = O,
Como ®w(y) €& invariante teremos certamente & < wiy). a
trajetdria & nfo € um ponto critico pois Xp # 03 por
outro lado & intercepta AB apenas em p porquanto se
cortasse AB entre p e P,y o ponto p niioc estaria em
w(Y) e se & cortasse AB entre A e P ou vy =3%

(e terfamos p & W(y)) ou y £ & e & admitiria emtre
A e p um ponto P € W(6) que deveria pertencer neces—
sariamente 4 w(Y) o que seria também Sbviamente impossi
vel. A trajetdria 8 & portanto periddica. Provemos ago-
ra que & =w(y). Seja entho q € w(Y); o ponto q nho
poderé ser interior & regifio determinada por & & qual
pertence A pois Y = y(t) teria que interceptar § e
seria portanto periddica. O ponto q estd na regifio de-
terminada por & & gqual peftence o ponto B. Como por hi
pétese Xq # 0, constroe-se, como na situaglo acima, uma

transversal CD ao campo X, pelo ponte q. Sendo Pﬁ o
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primeiro ponto apés p_ = Y(tn) em que Y(t) corta CD

n
teremos a seqliéncia (pﬁ) convergindo para o ponto g,

"monotdnicamente. A trajetdria 3 pelo ponto q & tam-
bém periddica e passard necessiriamente pelo pento p J&
que, do contrdrio, ela impediria que p fosse limite da

seqlidncia (pn). Entho &6 =6, isto §, g € & o que com

pleta a prova do Teorema 15.

TEOREMA 16 (Poincaré-Bendixon) - Seja X um campo de ve-
tores de classe cl em s* com um ndmero fi
nito de pontos criticos. Se y = y(t) & uma trajetdria
de X tal que w(y) contém pontos criticos de X entio
ou ®(y) & um ponto critico ou consiste de um nimero fi-
]nito de pontos criticos de X e de um conjunto de &rbi-

tas cada uma delas tendendo para um désses pontos criti-

6os quando t -+ e,

‘Prové}-Se w(y) ndo contém.pontos‘?égulares entio w(y)
}'é_um ilnico ponto poié tem qge‘sér copexb. Se, ao
contrdrio, w(Y) sontém pontos crificoé e pontos regula-
i : : . .
_res, w(Y) consistird de um mimero finito de pontos cri-
ticos dé X e de Srbitas limites pois w(y) ¢ invarian-
te. Seja 'Co uma dessas drbitas limites que passa por um

ponto regular de ®(y). O conjunto w(co) nio pode con-

ter ponto regular porque tal ponto regular perienceria a
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w(y) e por um argumento andloge ao usado no Teoremal15
mostrariamos que ¢, seria periddica; isto ocorrendo.
obtém-se w(y) ='CO; ((4] pe. 394) o que € absurdo pois
w(y) nfoc teria pontos criticos. J4 que w(Co) nio con-
tém pontos regulares, como éle € conexo serd um dnico pon
to. De modo andlogo a(C;)' serd também um wnico ponto.
0 teorema estd completaménte provado.

As figuras abaixo traduzem alguns tipos de situagéo

possivel para o caso do Teorema 16:

W(Y)=[l,2,-3,4;ﬁ,%,§p,

]

)

a(y) = {5}







(1]

2]

(3]

L4]
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N.
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