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0 esbudo da Topologia Geral, ou palo menos da
topologia dos espagos métricos, ho muitos anos jo se impos
no Brasils; nos lembroamos de pelo menos umo duzis de Faculdg
des de Filosofis ou Instibubos em gue esba discipling & trg '
tado, quer em cursos, quor enm semindrios, Muwitos dos que om '
prendem o lingusgem da topologia geral vao poétariomen’be- ﬁ
plict=la no estudo da Andlise Funeioncl, da Topologlo Algde
brica, da Geometria Diferencicl ete. Pora agueles porem,que
possan o se dedicar o campos da matematico que nfo ubilizom
o ﬁopologia ou que simplesmente noo conbinvam os sous egbum
dos de wmatematicn av@ngada, que & o caso da maioria dos aly
nos das Faculdades de Filosofin, a topologla se reduz gime
plesmente a wma linguogem de qual muitas vbzes 8les nie oo-
phecem nenhuma. aplicagdo em ramos dn Matemdtica que Thes sa-
jom fomiliaress

Esto situagbo, cue haviamos constatado ha mul-
tos onos, nos delt a 1déla de escrever um pequenc texto  de
“topologin visando principalmente as suas oplicagoes & Anali
SCe Era nossa 1d8ia dar um curso com Sste espirito no 12 Cg
18quio Brasileiro de Matemdticn e propdr awm  algebrista
que desse wm curso elementar de Algebro, tendo o mesmo cue
rho, Bstes dois cursos formariom o porte Yelemenbar® do 1¢
coldquio, Porém, o fim de ndo sobrecorvegar demais os %srobg
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lhos (hovia mais de 10 cursos. eghogadon),.-&: somisgno dé or-

" ganizogao do 1o éoloqulo rosolveu levar -avante somente os
cursos de nivel médio, deixando de lado tanto os d¢ nivel g
lementor quanto os de nivel avangado. :

. Assim é somente agora, no 3¢ coloquio, que pode
mos realizar a nossa idéia. de dar wm curso de aplicagoes dﬂ.
Topologia Geral a. Andlise Mauemaﬁieqe
_ -0 presente volmne foi. escr:.'."oo especinlmente pa~
-y o B2 coloquio Bra.s:.le:.m de Matema-bioo. e a maioria  dos
.seus cupitulos foram préviamente expostos no Semindrio de
Andlise Funcional (ou en seus "subsemindrios") que oriemta
nos-na, Faculdade de Filosofis, Cifnoins e Tetras da Univer-
.sidade de So Paulo; o exposigles foram feltas por ndes ou
pox outros par'b:.cipuntes do relerido semi:aar:.o.

I -3 o.plicagoes da. Topologia 2 Andlise que . eXpoe
mos: neate volvme, estdo ligadns a einco teoremas- do Topoloe
glas- o Teorema do ponto fixo, de Banach; o Teorema de Boiw
res.o ‘teorema de Brouwer, o teoremo de StoneWelerstrasss o

Teovems de Ascoli. fles dio lugar 0os cineo enpftulos ddste
-ourso (oldm do capitulo de topo:logio. geral), As aplicngoes
a0 feltas primordicinente -& Aaliss Materation se bem que
Lonbém tenhamos incluido algumas oplieagOes & Andlise Funwe
olonal, Bvitomos porém uscr os formulismos do Andlise Fun~
cipnoly os pouces resulbados sdbre espagos de Buonach e de
Hilbert que utilisamos, principalmente nes examplos e nas
oplicagdes, ostdo ogripados em dols apéndices. Nesbte espiri
“bo. enumeiomos muitos resultadog no B e no & apesay
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dos mesmos poderen ser extendidog facilmente o ospagos. de
Banach, por exemplo, Evibomos. tombém o uso dn Integval -de
lebesgue, gue permitiria exbender e completar muitos dos re
sulbados, paz’bletﬂamen'ue no- Cape VI, .

" Vemos comentor rapidemente os diferentes capitu
los - oeste uextoa ' B -

Fo 1o capitulo cxpomos os resultodos de ‘topolo~
gia geral que usomos nos copitulos subsequentes, Tratamos
de dor demonstragdes de t8das as proposigdes, com  oxcegho
de tx8s teoremas spenns, pure ocuja demongbrogho dumos réfe-
réncinss Noturalmente, as nossas demonsiragbss sto muito sy
cintas dando ontes a Sste capitulo wm cwnho de "Eide-rémoi-
re'  do que de texvo de cstudos. O ledto que j';'-i' teve © um
primoiro curso de topolosin acompanhard, fieilnente estos dg
monstragdes € poderd fozer us om;ms}qﬁe‘ N80 ¢ omeontram
no texto, por sevem sempre facil. eonstqudricls - das definia
¢oes e de proposicoes . dnediotamente anteriorves (eom exces
ss.o, nduurailmen’c.e, dos trba woopemds atde aludines neima)h

Mo cap:l.uulo 1T Lomonst:t‘eﬁnos o ’T‘GOrema deBanaeb
da.hdo a seguir mmnems apli 1co.goes dble. O resul‘tadoa “dos
§§ 2 e 4 podem ser extendidos s egbagos de Banach,’ definin
do-ge & rogao ds aplicagno c:.l.v,efenciavel Qe un oohjimto oe
berto de um espago de Banach el outros (vér o' livro de Dien
“dornd meneionado no &Eapi tlé II s Ouy 0 livro:de Ljustermnik
‘6. Sobolews "Elsmerte -der Fur 'b:.onalanaiys:.s "Rk Edemiow Vo »
log, Berlin, 1955),. O Toorema d¢-Banofh admite diversas ex
“tengdes que. por sua vez dio lugdy o novas ‘aplieagdos na Ang
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lise; mencionemos aponas o recente artigo c‘le L %'su in no
-Pmceedings of %he Aver, Math, Soc., Vol 12 (1851},

‘ No caplunlo III wsomos o Teorema de Baire para
deﬂorls orar o exist encia de fungoes numer-'cas contmuas defi
nidas na reta e que nao t8m derivadno em nenlnm pontos 0 teg
rema de Baire mostra mesmo ¢ue :,stas fungdes formam a"maio
ria" das fungoes conoinuas de um in Grva.lo [a,b] s ho senti
do de- que as fvngoes ooaw“c:‘.r\u,:}.s que 'tem derivada em pelo mow
nog um ponto-do mterva.lo [a.,bj £6mmon um conjunto mogre
'(remiao emm:eravel de conjuntos contidos em gonjuntos. e
chados sem interior) o que nido acontece com o seu comple w
mé'n:bar'. Como segmda aplicagso do teoi'ema de Boire, demonse
‘bromos o %eorema de BanachSteinhaus pd’.t‘a espagos de. Banach,
Lembmmos ainda que o teovema de Boire & hobithnlmente usa-
do _pam ‘demonstrar que_a bala mitdria do wm espago de Hile
bert & fragamente sequenciclmente compactas
.. 0 teorema de Bromrer, que demonsbramos ne oapie
tulo IV, se extends a0 R e pertence no realidads & Topow
1og:w. Algebrica., 1sto &, & gerolmente Comenstrado com o8 re
curgos desta, A demons'bragno elementor quo domios no 6030
particvlor n=2 & equivalente 3. demonstragio elementar hoe
b;!.tun;,‘_ que ubiliza o integrogto complexa ea férmila - de
Canchy (v8r o livro do Dieudonnd).

Q,TeOrema de Stonewieierstross é um teorema bie
sieo de muitos copitulos dn Andlise Funcionals como referép
cia indiquemos, além do 1ivro de Disudonnd, o livro de Leow |
nis, "Abstract Homonie Analysis’, von Nosbrond, 1955, fHxe
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pomos muitas aplicagoes déste teorema d Andlise Matemdbion,
o Teoria da In‘bé'vrag'db, a Teoria dus Dis"sri.:‘lrmi@Ses; 008 Bg-
pogos de Hilbert etc. Deu:.umos de rlo.r ouur“s que vsom  ou-
%ros recursos que os expostos nes*a cursos assim por oxom
ploy o teorema ds Stone-Welertrass permite demonstrar Fheil
ménte que toda d:.;_s tribuigno (no sentido de Schwdﬁﬁ) de su~
porte compactd & & limite de uma sequéncia &% polindmios, 0
faorema do StonemWeiertrass fombém apavece no estudo dos eg
pectros de ﬂlgeoms de Bonach, na Analise Hamonica " gdbre
grupos cbelianos localmente compactos etos
SRR ‘No c&pluulo VI demong bmos o Teorema de Ageoli
hare ..lpln.ca—-lo 1o estudo das eauagoes integrais de .nuoleof
~goninuo e hermiteano, Og vesultados que e:@omos tem o o
nlmagao muito elegonté no estudo do equngno do’ §% um-Liou-
“'v-:-_lle {v8r o livro de Dieudonmé), Como outras’ aplzcagoes
do teorema de Ascoli lenbremos ‘apehas wma c.as demons‘bmgoes
usunis do existénela de solugao cla. equagao “diferenciol y'-
= £{x,y) (vér 04 Catumdn, Curso de Ana.lu.s‘e Ma'hema'hica, vol.
VL, pe 60) & o estudo de fimgles qms:.-pﬂr:.odicas o' suas ge
neralizogdes (ver p. 47 do l-rvro cle L;;usbom:_k 8 Soho_.ew ci
tado acimo.)
" Lamentamos que o emguidﬁ.e a8 'bempo nio’ nos te
‘nha permitido a elaboragho de vm congunuo egnilibrado ~ de
exerc:f.clos e nroolemas pars inc Tui-Tos no “texto,
Tema.mmclo gueremos demtr cmi 68 ﬁossos agra
decimentos 20 Prof‘ Leonoloo “‘Eachbm do ZMPA que chomou o
nossa oteéngho parc o artigo de- Lef.;che’hz que e:@usemos : ;‘10
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: ﬁftulo IV e gue tombém nos sugﬂriu a inclusao do Teorem;
de Ascoli, e suos aplicagOes &s equagdes integrais, neste
curso; ae Frofe Kurs Legrady do Universidade ds Santiago
(Chile) que chomou a nossc auengao para o arti?o de Weissin
ger cujas demonstragoes seguimcs em algumas das upliaagoes
do ‘beorema o porto fixo (cquuulo II); a0 Prof, Reberto Rg
mano do Faculdade de Gieneias Econamioas e Adminlstrativas
da Universidade de S8o Paulo que fez uma redagun preliminar
do copitulo Vi, R : :

Agradecemos especialmenue a Srta. Myriam Monte;
ro Gcndﬁm, alwma do 4¢ ano-da Faculdade de Tilosofia, cienu_
cias e letros do Universidade de Sdo Paulo, a quem se deve
o redagio quas® total dos copitulos IT, IIT e ¥, pela. valig
sa coldboragao que deste modo nos prestou.

. 0s nossos agradecimentos ao Prof, Alfrédo Peraij
¢! ques pela ﬁnclusao do presente. curso nos "Textos de Muw
tembtiea! do. Instituto de rlsica o Matematica da. Universidg
de do. Recife e ao Sr. Fernondo Figueiredo que 180 mediv o8
forgos para que & impressao d8ste texto ficasse prnntﬂ em
uempo util. _ ‘

~ Chaim Somuel Hénlg
Reoife, Junho de 1961
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" Usamos ‘as no- uagoes habituais da teoria dos - GOTiw
juntos (Nicolau) pars as relagdes de pertindnoia e de inely
800, para o re wiido e a intersecgdo de sonjimios, obc. ...
N . Lembremos que dados dois conjtm’oos A e B; in
cliemB§=.@or J (4,B) ou por B oo conjunto das a.plica—
gses”(fmgaﬁ'a?) do A em B, ' | '

iﬁﬁmg por ¥ o conjunto dog inteiros natu-
rals, Z o conjunto rllos inteiros relau:a.vos, R o_conjﬁn'_to
dos nimeros renis e G . © conjunto dos nimeros comp]éxos'.
Para todo numero complexo A dndicamos por A © seu ocome
plexo con;;w?ado. T

Por sequénecig en uerdﬁmos tonto who sequénela £i
nita (3h)n-1,2,.,.,m como Uma S'equencla iﬁmlua (ah‘ineﬂ'
Quando-ngo houver perigo de cor-_‘.f'u o escrevemos simplesmene
te "o sequéneia oy s Do mesmo .modo falamos muitas vézes

na fugao £{x) re,ner:u*douﬂos 2.
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capfruro I

TOPOLOGIA. GERAL

Neste copitulo apresentomos rpidamente os pri;g
cipais resultcedos de topologia gernl que precisamos nos g
p'\' vulos seguintes, ‘ ‘

A maiorisc dos resuliados noo triviais ¢ acompg
nhada de umo demonsbtragios

§ 1 - Egpacos Topolégicos

Dor uma topologils sObre um conjunto E & dar
um conjwmto + de partes de E gozande das seguintes pro

priedodes:
O -4 roonige O = -Tkg)T 0; de wma famflia
qualguer de conjuntos elementos de 9
ainde & um elemento de O,
OIIa. - 4 intersecgao O = Olm 0? do dois cop
juntos de & ainda & um conjunto de B,
aﬁlb -5 E 9,

Un conjunto E mmnido de umo topologia se chg
4 L & : a L e
mo e8page topologico, Os elomentos de wm espago topologico
om gerol sdo chamados de ponbos. Os conjunbtos de 9 gdo
chamados de conjuntos gbertog. Lombremos que \_J Oi =g
. . 2 . i
e o conjunto vogio e portanto aberto. g

Uma yiglchonca de wm conjmabo A de wm ospago
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uO'DOlOO’iGO é m conjunto que contém wm conjunto oberto que

contém Le A interseccio de tm mimero Finito de visinhon -
4 . . o .

¢gas de A e uma vizinhanca de  Ae

# 4 N
1,1 - Un conjunto é cherto se e somente se &le & vizinhone
ga de todos og seus pontos,

Diz-se que uma sequenc:m (x ) de pontos de tm

el
espago uopolog:l.co gopverge pAYe. um poiuoJL x (e eserovemos
. xn————> Xx) se qualquer i Zhﬂlm‘.lgd do x contém todos os
%, ©%ceto um nimoro finito déles. Dizwse entfo que x &
ponto Limlte da sequéneia X
’ Dado um subconjunbto A de um espago uopologico
i) “‘md:l.camos com X a reunido de todos og conjunbos ober
tos contidos em Aj A ¢ portanbo um conjunto aberte que

. chamamos de inbterior de A e os seus elementos chamamos de

pontog interiores a 4 3 ¢ imediato que
—~2 . 0 0
1s2 =~ AW BD AUB
_ 0 o 0
1.5 - 8 M = AMNDB

Dlz=ge qgue um subconjunto ¥ de um espage topg
1égico B & fechado se o sen complementor & sberto, . Dos
propriedudes OI’ OIIO. e O"b segue que

(] - ) ’
FI ~ A intersscgio de conjunbos fechados & um
conjunto Techado.

F — 0" ] * 1. L) ’ ’
ITa - A reuniso de dois conjuntos fechados é

m conjunito fechado,
FTIb - 0 conjunto vasio é Pfechado.



Aportir de ums distineia sdbre T definewse
' " N LA v

mo topologia: wm conjunto € aberto se com todo elemento &l
Eﬂimediap

%o que os eonjuntos abertos assim definidos satisfazém  os

Id
contem uma bola gherta com centro neste elemento.

axiomas Op © O3 para demonstrer G, basta  dee
mongbrar que

2¢1 = Toda bola cberba € un conjunto oherto.
Demongtracio: dado =x € B(xo,a), tomando b =
= g - d(x,:x: ) sezue da proprie-
dade brianguloer do distineis que B(x,b) ¢ B(x 23)e
Un conjunto &5

&
’
3]

com umo. disténeio e a topologia
: AL . 9 T , N
deduzida desta disvancic e chomodo de gspoco métrico.,.  Um

L 7
espacgo mebrico e separado,

242 = Wum espago mdbrico tdda bola fechodn & wn  conjunto
 fechado,

Re3 = A restrigio du distincia de um espago métrico E a
wm subconjunto B! de B ¢é wma distncie que def_i

£

. . o nele quo dof
ne sobre B! o topologia induzida por E, Pty w B'cL
e Akagt r/f\ e pemn Bog e £

o
~ Uma sequéncis (% )neN
métrico converge para Um ponto X &6 e somente se d(x 9%)
tende para O quondo n—— @,

Uma, seguéncia X, e pontos de um espago métrl
co 6 uma gequdneia do Couchy se dado € =0 existe n,
tal que pars n,m= n, temos da{x ,x )<\e . Toda sequin

- ‘L ¥ N A . ) .

cia convergente e uma sequencia de Coucliy,

. - . o ’ F) _J : ’ ,"
2s4 = Uin subconjunto F de um espoco metrico E 6 fechim
: , PG

-9
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S

do.se e somenc-c, g8 com uocl.x seciuenciLL convexrgente F toambém

cotibem o gseu ponto limite,

(1N

:
=t

I
n
@
cr
O
4

R r .
Dizomos que umn espago metrico

do sun-sequéncia de Cauchy £or convergente.

. - . £
245 - Num espago métrico completo % 1um subeconjunto ¥ 6
fechado se ¢ somente se Sle fOor um subespago couple
toe . 7 . : 2

'*“'o.nc-as sobre un conjumio X

—..

Dizemos que duag @i

» . ot o . e [T
sao eguivalentes se elas definem a mesma topologla so}ore 5

(mos E pode ser completo em relagic o wmn dasg distincios
sen se-lo em relagho o oubral )e

~ Dizemos gue um gubconjunto L de wm espago né-
trico E & limitado se Slo esbtd contide om alguma bolas pe
1o propriedade triongular da disténeia isto ecuiwvals a g

zer que sup d(x,y) = 0 =¥ © ou que sup d(x,x )<
Xy €L ' xe L

. ,
onde x, € um ponto qualguer de E. O numero & chamamos

entdo de digmetro de L.

Dizemos que uma aplicagao £ de uwm conjmbo X

’ ) . ) -r N
mm espago metrico & & Linm iitada se £(¥) for um subcon -
junto limitodo de H.

§ 5 - Compacidode

U mcobr.menuo (aberto) de un subconjunboc A
de um eapago uopolog:n.eo Tay é wa fordlia (0, ):LE:I de
conjuntos (abertos) oujo rowmito contém A .

' Dig-se que ma cspago topoldgico geparado I

’ - , ) i
& gompgeto se Sle sabisfaz uma das condigdes equivalentess

10



Diz=se que uwm ponto x e _agg_:geﬁ bz o um conjime
“o A se tdda vizimhenga do  x- contdm pontos de Ae Isto
equivele a dizer que x. nno & interdior o q A e indicando
com A o sonjunio dos pontos adercntes o A emos portan-
o -

14 - Ch= ¢
e porﬁan"oo

- — ) . B ’
1,5 « O conjumbto A, que .;:3 chema, é‘i, gdemncw. de A e
J ’ LOG YO »
fechado} 8le 6 o intersecgho de bod 08 08 conjun’oos
fechados que contém A,

De (1e4)s (Le2) e (1.3) ‘segue qus

for ]

18 w AnBC A ] _
Le¥7 = E = AU DB

Dizemos que ws svhconjimbo A de um espago to-

w

. ’ — N P . -
polég:.co E & donso em E (ou totolmonte denso) se A=E.

—

’ L]
Dado wmm subconjunbo HB' de um espago topologi-
= 1 -
eo B, o conjunto O = {Oﬁ Bt|oe 9 p  de partes de ®
- 4 I <] dekenkatdl - _.-
goza dag propriedades O T3 0. T1q © OIIb dafinindo uma o
pologia sdbre B! que se chama de “topologin indusmida por E,

Ed
E!  com esta topologis ¢ changdo

1,8 = 08 conjuntos fechudos de

de conjuntos fechados de X,

149 = As vizinhongas em %! de um ponto x £ B! so0 as

intersecgoes com B' das vizinhongas de x em E

L

‘Um espago topologico I e geporado ou de Houss

7



dorff se pontos distintos x # y t8m vizinhangas v e Vy

sem pOJ.’luOS COmMUNS

1410 ~ Um espago topologico & sepurado se. e somente se a
intersecgho de t8dns as vizinhangas Fechadss de vm

ponto quaiquer X so reduz o X.
Todo subespago de wm espago ssparado & separado,

1,11 = Num espago separade wna sequenc-a convergente  tém
wm tmico ponto limite,

§ 2 - Espacos Métricog.

Uma distdncio sdbre wm conjunbo E & uma fun -
gao Ai(x,y)e EXE —— a(x,y) € R que goza dog seguine
tes propriedades:

| L - d{x,y)= 0 ;3 .d(x,y) = 0 se e somente se
. X=y
42« Para x,y € E temos d(x,y) = d(y,x)
43 « (Propriednde triangular) d{x,z) < d(x,y)+

+d(y,z)

0 mimero real d(:c,}') se choma de dletfnelo de
Z 2 I Dado x 8 o un nimero real a >0 o conjumbo

B(x sa) = 1 x e Ej d(x,x )< a}

é clmo.clo de bola gburba ds cenbro xo e raio a, C conjun
to.

Blx 2] = { xe B | dlzyx )< o.}
é ‘chamado de bola fechadn de centro X, © role -

8-



(C) : Todo recobrimento abertc de B admite wm

» L] > ) 3, > - - -
subrecobrimento finito, isto ¢, dade wmn famflin de conjune

tos aberuos (Ci) ey bol que iK?—:)I 0, = E oxiste um
subconjurto finito { 1,...,_ C.I 43l e

O:.L (O u 0. = R,

-1 _ :"n

. ’ N f ') > J, ’\.
(G') s Dado uma f&mll"& do conjuntos fechados

(Fi):'. eT “tal que ‘?I F. = ¢ exigte ume subfanilia fi-
el i - :

nita Fi seeesFs ol que Fiﬁ ...ﬂl’ = .
ik ! 1 "n

Dizemos que um svbconjumbo A. de um espaco Lo
. o, ¥ : i A - :
pologico separade E ¢ gompacto. se 3le £Or um subespago
compPaCtoe '

-

» ) ‘ . ) ~ ’
el =~ Um subconjunto. A de um ospago ssparado - B e com -
pacto ge & sdmente e todo recobrimento aberto do A

(om E) admite um subrecobrimento Finito.
342 = Num espago separado o romiac de. dois conjuntos com-
. » . .
pactos ¢ um conjunto compucto.
Num espago separado todo subconjunto gompacto ‘6 To=

chados . ‘ :
Demopsbrogho: se o subconjunbo compacto K nao

(<4

»
ek
5

.. f8ssc fochddo 3le teria um ponto
odevente x £ K (1.5)35 por (1,10) o intersecglo /"\?'_FHK,
' ' e ‘

F indicando o conjunto de t0des as vizinhangas fechadas de

, . . . 4 TN -
Xy € vazio sem que o inters eegao de v mimero finito d8s-

wll



tes conjuntos possa ser vezia (pois xeK) o que 6 comtrd
rio a. (G'),

344 = Num espago compocto um subecon junto é compacko s6 e
 somente se sle for fechados -

Demongtrocio: restho demonsbror que um subeon e

} Junto fechado F de wm espago

eompacto & compactos Dado um recobrimento aderto (0 ) dier

de Ty os abertos O, junto com o aberto GF formom w

recobrimento aberto de B, recobrimento Sste que admite wm

subreccbrimento finito; os 0, que estiio neste subrecobri

wento finite formam evident uemanue wm recobrimento aberto de
F e o resultado segue de (o.l).

’ Diz=ge que um subconjunto A de um espago sepg
rado E & relabivemente compacto se a sua aderdnein A f£or
compacta, A remnizo de wm ntmero Finito de conjuntos relati
vomente compoctos € wr conjunto relativamente eompactos

Dizese que m: espago separcdo ¢ logalments gome
Bagbo se todo seu ponto tém win vizinhanca compacto.

545 = Num espogo métrico todo conjunbo relotivomende aom-
poacto A e 1:.m3.uado.
Demonsbrocio: sinfio as bolas aherbas B(x, ,n} ’
| ‘ne N, formarimm vm recobr:.man-.
%o aberto de X que nio con‘E:-em nenhum subrecobrimento fing
to-de A%, '

§ 4 - Fungoes continuas

"i Dizemos que uma aplicogdo £ de um espago topg

12«



1dgico E num espago topoldrico E' & gontdnua no ponto
%,¢ & se dade qualguer viszinhanga V' de f(x‘s)f exigte
wme vizirhonga V. de x, tel que £(V) ¢ V! ou ainda, se
o imagem inversa £t(v) de todn vizinhanga de  £(x,) é
ma vizinhango de X .- B

Q
£ imediato que

4,1 - Se £ é continua no ponto X, ontdo X, € A ime=
plico. f(x) e £(a). -

Se'a cual': cagio £ £3r continua em todos os poy
tos de B d:.zemos quo ela & oabn.n&& L )

442 - Se 0 aplicagao 'i con'tlnua. entZi.o ’r(tx) C ( )  para
todo subconjunto A de &,

4,3 - Doda mma aplicagio £ T.de im..espaco.-jbonolégico E mm
espago topologico  EY, soo equ uivalentes s . seguine
tes nroprﬂerhdes.

‘o) A anllcag £, 8 con'“mum,
b) A dmegen inverso 0 - .f‘ (0’-) de qualmufar
' conjuwnto aberto O 7+_:"te V_L’ G‘U'!!__l '_conglm’to

L " sberto de T, o
c) A imngem inversa F = f “‘(“f) de auo.lquer
. e conJLmuo Pachado Fir c"‘e B8 wm 001131.11'1u0
-  fochado do Be

Demonsbrocao:  de (1L.1) segue que a) cdmplieq

b) implica agio inversa segue da
Cief:m:.ga.o de vi z:_nhanga. A oom.valenc in de b) e c) se dg

nonstra por passagem 0o complementar,

=13



4ed < A res trigao de wse aplicagio combimia o wm suoeslaago
i .
€]

Comn: !.:J..l.’lll& .

4e5 = Doda wmo aplicagio continug £ de um espago sepoarm.

do- & num espago seporado B!, ;o -imogem por £ de
todo conjunto compacto de E & wm conjunto compacto de EY. -

I@gons‘agag‘ﬁo:"’ sejo. K- compactoem E e K! =
. = £(K),- Dado aualquer recobri -
mento oberto (0;_) eT -de- KY. o’ 0, = "1(0 ) formam wm
recobrimento aberto de K que a.dm:.ue 1m sw)z'eéobrlmento :I’:‘i
ni'bo 04 3e00y0 pois K & compacto; os N ,...,0
’ 11 in S 5'1 in

formam enbfo wn recobrimento aberto de X',

466 « Doda umo aplicagdo contiua £ de un expago seporas
' do E mum espago separade Ef, o imagem por £ de
todo conjunto relativamente compacto de B & um conjunbo

IC

"mla’a‘:ivamante corpacto de

=

Jjemons’a;agﬁdz segue de (442) o (4.5).

4,7 = Dada mna'aplicagg.o contipus, £ do wm éspago $opo1ow
gico E mum espago topoldgico B!y e wma oplieagho
contfgua g de B! num espago topoldgico E' entdo o o
plicagao composta gof de E em B® ¢ continua,
Una aplicagio bitm:.voca continue £ de wm espg
go uopologieo E sobm. un espago topoldgico Et cliija Ine
versa. L & conima & chomada de homsomorfismo, '

4,8 « Uma oplicagho bimnfvoca £ de espago topoldgico
E gBbre wn espago topoldgico E' & um homeomorfise

14-



mo se ¢ somente se £(9). = & onde H e & indicom
regpecti ivamente a cla se de todos og conjuntos aberuos de
E e de E‘o 7 -

" 4,9 - Num espago mébrico E, dado mm stbeonjunte AC B a
fungao mmérica f£(x) = d(x,4) = inf d(x,a) §é con-

s ath

§ 5 - .ti.X@l’]D"OS de Es DACOS %eomcos

bwgtbre R e 0, d&xy) = |zy| & um daig

T oule

~ » ] .
tancia; consideremos sempre R e O muni

dos desta di's"ﬁﬁnc'i da uopo1og:.a deduzida. dela, topologia
esba que chamamos de sopolozis habi ml de R e Ca B e

C #20 espagos nétricos compl tos & 1docalménte compac'bos."'

B - S8bre um conjunto E ojmlquer o funglo

d(X,Y) <F 0 7~:: J;;—-!y é . distﬁnciaqua

define & .‘copologla dlscreua, igto e, a uopolog'ro. na qua'l to
dos os SchOPJunuOS de E sdo aberuos.
: n

¢ - Sobre R e G ag fmg'é’es

dp(xsy) = lx ¥y \p)‘p‘ s P=1, e

4 .(x-,y) = sup lici—yil

So.o clisbuncms eqv:.!.vale ueS, igto & » definem o mesma topolg
gia que’ chamamos de topologic hebitval de BY e

A equivaléncin des distineins acima  gogue dos
degigunldades e ' B

-15



;
n 1 _

sup lx.-y I_,(E |,y 1P <n, sup %~y ¢ D=1.
1=i<n =1 igisn &t -

Betas desigmnldndes mostrom que pare todas es-
bos Aigtdnelas os conjumtos limitados ¢ as secuéneios de
Gouchy 830 05 mMEesmos,

Lemb:cemoq o ‘Teorema de BoreluLebesgues wm gube
conjunto de E- (€M) & compa cuo se o somente se ale I‘or fo
chado ¢ limibado. ' C .

R (¢?) & 1dcalmente compacto e & completo ro-
la‘o:.vamenue o qu_auer das distlneics equivalentes acima,

D « Dudo um cora;jwvuo ¥ o um espago métrico E

com e disbineia ds inciicmnos com [NX,E)
o con;unuo de %odas as aplicaooes limitados de X em E g
dados f,ge £ (X,5) temos

d(£(x),e(x)) < d(f(x) £(x,))ra(f(x ) elx, ))+c( g(x,)se(x))

e portanto d(fy2) = sw A£(x),g{x)) & wm nimero finito
‘ x€E€X
pols £ e g oo Limitadas.

£ imedisto que esta fungio @ & wma disténeia
sobre fﬁ(X,E) que deiine a topologin do convergdneis wmie
forme pois d(f,£ )= e = o somente se d(f(x),'fo_(x))ﬁs
pora todo x € X, Consideramos sempre (B (X,E) mumnido caom
e Su& distdneia e a bopolo ig dela deduzidn,

Bol = Se E ¢ um espago mébrico completo (B(X,E) tambdm
, ho ;
0 e

DemorwSumco.os seju f [ ﬁ’)(X, %) oo . sequéne

16-



cin de Cauchys ds d(i'n(x),fm‘(x)) = d(fn’fm) segue ave pa
4 ) a s . ~ e - S

ra tpdo x € X a secudrein "‘n(x) tambem ¢ wma  sequéncia
de Conchy ¢ gque converge porbanto paro wm elemento de E,

* - L] - F

1o indicamos por f(x), pois E o completo, -De
- . L~ . )
d(:r.n,_ m) = g porc myu=n, segue ontao que d(f,fn)s £
pare nzn, donde segue imedisbomentc que o splicagio £
N AN ‘ ' . . .

¢ limiteda e que & sequnecin f_p converge vniformemente pg

4

i

»
~ - ’ . . L PR
v il il e [+ i d 1 Fya| iy iz e ¥
Observacio: se T 6 um espaco mébrico limitas
do entio t&dus as aplicagdes de X
B »o. - » - ] s Y . . -

em L sao Limitadas, isto ¢, R(LE) = T(X,5).

E « Dndo um espago topologico E e mn  espago

-

métrico T indicamos com €' (8,F) ‘o cors
junbo de +8das os splicagdes continuas e Limitadas &8 E ‘em
F, Im geral considermnos [ 7‘:-(3"‘4.,1?') mmido com' o digtfnela
e a topologia induzidas por @ (5,F), o que indicamos 68~
erovendo CE(E,F) . ' '

~ Fohm L [
5.5 = 8¢ F £Or gomploto onbdo '-cu("i"l?) Lambem o S

n~
.
1.

Demonstracact por (5.1) resba demonstrar gue

o fugho £ aue é o limite . em

((8yF) do wma sequineia de Cawchy £, . do elementos —de
€T;(E,F)r ainda & uwma FPugho continua. Dado um ponbo X,€ 5
considorenos wma vizinhanga B(f(xo),s) de  Px 0) em ;F.
¢

Existe n € ¥ ol que para nX> 1, temos- d_(:E‘,fn)< =
£, sendo continua no ponto %, existe wna vizishanga V

de x, ‘tal que para x & U

- £ .
. temos d(ln(#)’fn(xo)).; =

=17



porbonto para.todo ponto X € v, ‘temos
_ Xy ,

AE(x), £(x,)) < A(x),8, (x))+alE, (%) £, (x )+
" d(_fn(xo) ,f(xo) =1 d(f,fn)+d(fn(x) ,fn(xo) j d(fn,f) -

= 5 o --g—- = &€  dorde segue a continuidade de

£ do ponte X, e

Se F ¢ m espago mé’-sr:}.co Linitado entao .

O*EE) = 0B . |

Y R Se B ¢ ' espago compacto entdo  (B,F)= &E,F)
Demgnsbracno: sezue de (4.5) e de (B,5)

545 « Se PS wm espago métrico Limitado ¢ completo, entdo

-Cu(E,F) é complotos .

56 - 5e I é m espago coupacto @ F wm espago nétrico
completo entao Cu(E,F) § completo,
F » Mum espogo nommado (ver Apdndice I) E &
fungoo  &(x,y) = ||x~y|l] € wma distinedn e
consideromos seinnre A espago normado mmide com esta dise
tincia ¢ a topologie deduzida dela. Um espago normado  come
nle tbo se chama de gspaco de Banach .

lefnm Rre o7 asnomas]xup (2 lxlp)r‘

p=1l, e nx][ - su:p lxil dofinem os
<izm
distineias 4, e dy dp exemplo C. '

2 - Indicamos com AP(W,R) (P(N,0)), p= 1,

8w



) 5 A N ) ’ J - .
o conjunto das sequencias (x )n - de numeros reais {come

plexod) tais que || xH ( ), [x lp)l/D é finitos em ge
. n=1

rol escrevemos sim_alesmen'te - PP (.T:I) quondo os resuluac.os
valem banto para £P(N,R) duondo paro. ~,fp(N,G).

% focil verificar ome o funglo X — HxH
definidasmfPW) & wa norma. {P( ) & um espago de Ba.-
_nach. ' ' |

8 « Indicumos com zoo (M,R) ou B(N,R)

(,EOO‘(I\T,G‘) on § (¥,0)) - o conjunto de 40
das as sequineias liwitadss x = (x )p - de nimeros reais
(eorplexos); ~em geral escrevemos s,mqlesmernue ' ,Eof') W) ou
B (1) quendo os resultados walem in Hirere u@men't'e‘ pore
B,R) e B W,0).

IL'PUIIQJO x e ® @) — ||xl] = sop |xlz—:R é
. " nel’
une. normae. e B (IG )Y €& um espago de Ba.nach.
4 -8 §

das oplicagbes. 1:_m"‘n tades de wm conjmto X

KD\I

um :sw.go nommado o conjunbo »'?a(‘{,E)

en & & evidentemente uvm esy pago ve'hori al (def:._m_nclo do 0=

do habitual o soma de "ru.'nr‘oes e o geu prodiuto por wn nimero:

real ou complexo) e dado T & B (%,E),  ||£]]= sup||£()}]
- o xeX

& wma nomme cuje distineis coincide com a distinela defini-
an 8bre O (%,E) em. D, A ,

Se & & um espago de Bunach entfio 6 (X,B) bam
bém 0 & (Bel)e

19



5~ 8¢ X fOr m espago topoldgico entio o suly
[4
, espago [ (.A.,.u) de B (x,E) & um espago-
de Bonach s E o £8r (5,3)s Em particular se- X for
compacho temos €(z,5) = C"{ (%,8)%

~ Assim pox exenmlo, Cu( [a,b] sR) e Eu([a,b],(})
830 ebpagos de Banachs, _ o
G = Mum espigo I “com D.c'oc:uw interno (Ap. I)

1/2€R euma.

a fungfio x € E——e (x|x)
noxma e cohsideramos E munido com egba normo e com g topg
logia deduzida da distinein definida POY estd norma.

(aleyy) = %] = Goylas) ™).
interno (ou prehilbertiano) que é completo ¢ chamado de og-

paco de Hilbert,

Um espago com  produbo

n o
1.83m & (™ (xjy) = T x Xy ¥y é um produto
: 1=1.
interno gue dofine a noma || Hl, do

. exarplo Fel opima, :
b .
2w O(fen]), (g]e) =_J rEax 4
“mn prodwto imbterno e escrevemos o 2([&,’0])

para indiecar o eslaa.go [([W,b]) com dste produ‘so :c:xuemo
te espago nfo & completo,

»

- En E’?‘(l\) (exem':lor 2) (x]y)= S_:xy o

um produbo interno que define a noma 1 ﬂz
4 = Dado um subconjunto mensurdvel (no sentido
de Iebesgue) M C B* do medida (n-cimen -

20



sional) ndo nule (eventualmente infinita) indicamos ocom:
2 . n s
(M} o conjunto das clusses de fungdes £ definidas 8O-
' L] -
bre M, mensuraveis e tals que

| . e .
Jlﬁl 5 1f(3§1,--a,x11)l dxl.‘.d?cn - O
(duas 'r"ungﬁes perbencem o ume mesmo clisse ge o sdwente so
elas aao iguais exceto :nos pontos de wm conjunto de wmedida’
nula)s Dados fyge L (M), (flg) = { Flx)glx)ax & um
3

L]

produto interno e Lz(M) & espfxgo de Hilbert (teoremo de
T‘:Lschcr—Riesz). Consideraremos somepue 0 coso n=1 ¢

= .[asb]

§ 6 « Bspaco produto

6.,1 w Doda vma fom i (Fijis T de espagos tolaolégicos ’
Tm subconjun"so 1T 0, de I B, em gue cada 01-
jex ¥ iel +

. . f)
é mn aberto de B, ¢ onde 0, = E, exceto para um nimero
finiko de J.l’ldl(}us iel, so chamo deo conjunto gherto eole-
pentor, Definimos como conjtm‘bo' o.‘oer‘oo do B = iH IEi qual

huer gonjunito gue é reunido de- comunuop aherbtos elemcmtan
rese B facll verificar que os conjuntos aberbos assim defi

Ops Opgy © Oppp
portanto uma topologia gbbre & que chomomos de uopologm

nidos so.m sfazem o8 axliomas e definem

produto (d.as topologins dos E,)s B mmido com esta btepolg.

gia & chamado de espaco produbo dos espagos Ei.

B2 = Quando ©Bdos os espagos By ‘800 dzucls o ws  mesmo

~21



aespago T Lemos

m:ﬂ

X

31}' # = F(I,F) ea topologia
produto- co:imcide oom g Gop

opologia dn conve fgéncm simplass
hisita] sequenc:r.a. f de Lw“goe de T em T converge em I‘I
payo wia fungo.o f ge e s,omenue se paro poc'_l.o ie I ‘“emos
£, (1) —é—zr £(1) em T, o ‘
Bed = Teoremo. de ‘I‘ychono":{‘ -0 progitr'oo 'bopolégioo E= IIEl
. el
" de uma familia (E“) S d.e esnacos topaldgicos nao

vas;os 3 compaoto se 8 somenue ge oado. Ei o for.
V‘ér Bourbaki Topologie GSnerale, Cops I, $10.
?

Bed = Se Bl’""En s espagos métricos com distinecias

; - n
d(l) (n) respeativomente, entos em B = I Ei
' 1=1

,II-.,d
n (.) —1-

q (xﬁ) = Z‘.ld * (Xi;yi)P)P » P=1, sio dptinens

que definem a 'b0polog:e.a Produto,

a xy): sup d( (X:Y
oé ,, l=i<n i 1

tanbén 48m esta propriedades
§.7 - Ex Q log do Flmgoe s Continuas

A = Dodo um subespage B! de um espuago- topolda
gico By o oplicagao idénbicn xeE!—xeR

o

do EY em E é conuﬁma.
B« tma aulica.gao £ de um espago métrico E
*
mm espago mdtrico B! 4 conu:f.mw. 80 © B

mente go X, —— X - dmpldea £(x)) — 2(x) ,

20m



C = Dado um espago métrico B, munindo £ ¥ E
com g bopologia produto entdo a fungdo
(x,5) & EXE —> d(x,y)E R' & combinuag cn';"(G.é).
D - 4 aplicagio xe R |%| e R & conug__,
. :
E - Dodas duos aplicagge.s.'con't{nuas £ e gde
__ _ w e8pago topoldgico. E num egpago nommado
y anllcucao X e e—>—f(x)+g(x) EF também ¢ wma apli-
cacho contimia de B o F {que se indiea por £+ 8).
mpsmo vale para a oplicogdo o cf(x)- onde ; g éwm Tithm
mero. ool ou complexc (con:ome congl deramos uwn esnago no;r;
mado sCbre R ou O). ' _ '
F w Dado 1m espae'omomado B -‘sﬁbm‘ R(C) » con
siderenos em ‘FXF ‘eem RX F(G)c F) o
oopologwa produto: as apl ieagoes = ‘ '
(7)) eF X P —axuyeF e ... (A ,x) & R X I‘(G)ﬁ F)—?AxsF
sao continuos, = o
A oplicogio xeF —>| |%||e R & continua.
G - Dodo wm espogo K gom produbo interno o my
nido EX E com a topolog :r.a Droc'iuuo, o O

plicagao (x,y) €T X E s (xjy)ec & consnua,

‘H = Dado um espago produto E = JI H; oada
. . . R
: ‘ R iel :
‘projecao ‘ S
pry (x ), 1 7EB —=xy pr. x & By ¢ continun,

TwA aplico.gﬁor fe Gu( [&,bj)——-};}rf(x)‘dx £Gé
- ’ : . . ) : . T :‘a .

o - conrbinua pois

=23



| j (2x)-2, ) ax| < (a2 1]«

. A-mesme. aplicagio aindo § contirun de CLp([a,b'j)
en G(5.Cs 2) o ‘ _
¥ - & aplicagho clé ica do U ([a,b]) em

&+

C z(fa,b]) ¢ conumua pois _
Il ([l P ™2 = (a2 o2 om) Y2

Ca=xx=<b’
e portanto - || £-£ ll«’:———— implica H L ll,< e o
: (bm &)l 2 |
K - Doda uma fungio continua K(x,y) definida ~ -
“em [a.,bl X La,b} o a valorss complexos o

0431100.9&0 i‘e ol (L,J.,Dl)-———:'rk(l) ge Cu([a,b]) onde
7 g(;c) = § K(x,s)f(s)ds & wa a.pl:.ca_gs.o continua pois

‘ a o
| geg |l < M|l £t ]| omde M= sup lK(x,y)I
o a‘x,y“n

‘ _ A mesma splicagdo ainda ¢ continua de {’ ([a.,b])
em si mesmo. pois : Y

e 2= ( j (32 (x) | ax) R = g.lxtx,y)izax. f’lfcx)lzdx |
. a

€ poruante

b | b b o .
j 'lg(y)-gb(y)lgd;v = J S lK(X,y)ladx ay » 5 If(x)-fo(x)i?d:c.
o : sa g - .7 |

§ 8w Outras ca"ﬁepor:.as uspo.gos opologi@g

Dizemos que um eSpago separado e-regulgg; 80 na-

P2



. ’ . el .
le agbo satisfeito o axioma
’ - " » » . ’
OTIT s B0da vizirhenga de um ponbto conbeém  uma
vizinhanga fechadn dBste ponbtos

N R

% imediato que

841 « Um espago separado - 2§ regulor se e somente ge pa~
ra ‘todo conjumto fechado FCE e para todo. ponto '
X s Ty ex:.sue wma vw_z:.nhu_om dF e um:x v-zmnanga de x

9
gen pontos comuns. '
8e2 = Todo espago compacuo 3 regular. ,

Demovswac seja T wu subconjunto fechade

- do espago compacto . B e x £ F,
E sendo sepurudo,.nurm e:da aaor‘éo y eF exi ste une vizie
nhanga cberoa 'Oy‘ de y ¢ uwa vlzm.ﬂanga 0 Y/ 3 x _sem
ponto comum;  os {0 )yE: » formam um recowmer\uo gberbo
de T que admite portonto (5.4) um sobrecobrimento fini-

UO (U.l) 0 s .,0

. e
- 3 Oy Useew 0 &t vizinhonge do F
1 p

jvn n n

aue nac oneontra o vizinbangs, Ox N owgH O de x C.Q.Dd

8485 = Todo espago, localmente compac‘ter regulars
: Dizeros que um £s5pago se'pare.‘@n 2 ¢ gomplebs -
mente regular se nele estd sabisfelto o axiomo =
0, ¢ dada uma vizihhmgai qualguer V de o
ponto gualouer %5 exigbe ma- flmgaocon
tinua  £1E m[(),l] tol aue f(x)= 1 e f‘(y) 0 8o
v EV. L '
Considerando o éonjtﬁrto ﬂ"‘-'([%— 2 8]) Vamge
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8¢4. .« Todo espago completemente regulor & regular, -
Dizemos gque wn espogo soparado B & nommal se
se x\ele g satisfelto o axioma, S
' Oy s dados dois congumto fechados 1-15;;@%,05 N
A | By ,‘ xigbe ma fungo.o éor\'b:.
) se xe€F o F(x)=1

Teorems Jo Uzveohp: wm especo soparado 6 nore

mol se © somenue se dois
con;]unuou fac_a.dos c}:. gv.mos aua‘i squer +&m vi z:mhopga.s dia-
31L1u3.s. | . ' -
Ver a demonstragho om Bour’mki, Tope Générale ,

Gan. IX, §4g ou, L Hochbin, inuegfaj de Hoar, Textos ne? ,
BaS = Toﬂ.o" efpage normal 5 complotamente regular,
. & L . . . ’
846 -= Todo espugo metrico © nommal (e por conseguinte, com
- pletomente wegular o resulor).

Demonstracaos” se F, @ F, sto conjumbos Fou
- chadog sem popbo comum, 0s con-
Juntos 0, = {x € ﬁ.l& %y F )<- d(x,F )} e

0, = { ._x'E ,Eld(x,Fo) > _d(x,F_l_)} sto vizinhmgas
de F, e ¥y, rospoctivamente e elus ndo t8m ponto comum.

. ,
847 - Todo espago compacto ¢ normal,

1+

Demongbracios  sejom F, ¢ Ty subconjunbosfp



-

chados e disjuntos do cspugo compocto B de  (841) segue
que pare cada ponto xaFo existe wp vizinhanga aberta O’x
de x e tma vizinhanga ol®) 4 Fy ‘que nao se  enconw

tromg esbos vizinhangas (O ) formam um recobrimenty

_ _ xeF ‘
sherbo de .Fo que tem entho um svbrecoo"r-memo finito
. O seeas0, 3 entio _Ox S RPPPRY Gx & uma vizinhonga de .
1 i : -k n
F o due noo $8m pontos comms com o viziiw‘_n_m«_gd
(=) (x)

0 ™ sea M0 cde Fy o

848 « Dado um ospago localmonte compncbo ni ao compacto . E,
 seja oo um olomento que ndo perbence & E e COoN-
‘slderemos o congunuo B! = E\J{oo} o Bm E! tofﬁbmoé
Se{._,l. te topologl a1 os conjuntos abertos de E! 830 os
coa_;nmtos shertos de ® o os conjmd"uos revnioes de co com
stbconjunto de E eujo complomenter (em E)E eompacto .

# inediato que Bf ¢ wm UEpago - compacto qu& contdn E como sub
esp&éo denso. Chemomos "E!  de. compachificodo de Aloxone
dro £f de E. i

’ L : L
etricos Commantos.

, Dizemos que um espago topologico B & gepard
vel (ou de tipo elﬂmnemvel) se 81e contém wn subcon,]un"oo
Qzltuneravel. L denso em E (isto &, R=E).

Uma bage enuhzer&v_oj. da conjunbtos abertog de wm

N 2 i - C L . .-
espago topologico E, 6 uma L.Lﬂlll& 1mneraval de conjune

w27



.‘bos auer‘c.os el due todo conjunto aberto de B &  reunifo

de 00*131311%05 ahertos daguela fuw ;ﬁ

Dol Um espago topoldgico B que tom ume base enumerdvel
(O )na l\]’ dﬁ OOMJLLM,OS O.'DGI“"UOS e Separ&vel.

Dem ons urﬁ.g Tomando mm elamento. 2 de oada
, O , é imediato que o conjunto
enwz:eravel A= { ahlna N} 8 denso em H,.

L. Ao .
QeR = Um espago métrico é separivel se ¢ sbmente se &le'tem
uma base entmeravel de conjuntos abertos.

. . P .0 _- : . - ’ .
Demongtragtos se 4 = {&D | ne N} é um subw
P i ) . . . ." .
congm to emumeravel denso em B

e famf1ia enumear‘.a.vel 0, B(a , ), n,meN, de bolas
nym

abertcs ¢ uma bage emm:emvel de congunuos ohervos de B cg

o hoo & dif :’Lc:!.l de vﬁrlvn--var.

945 -:_‘I.ﬂ.um espo_.go meprico T sdo equivalentes as seguintes
L propfie_do,des :
 A. E & comnactos A )
. B « .70da sequdncio infinita de pontos é& B
: ‘ contém vma. subsequéneia convergentes.
' Cw E & completo o poaro todo ER O existe .
m recobrimento finito. de & fommado por
conjuntos de dimmetro =% £
. A ’ D'-,-'AE & completb to @ para todo 8>0 existe
" ¥m vecobrimento de formodo por um mimg

A
ro finito de bolog ahertas de rajo =fc .

2B



- Wra rlenoms brogao em 30113:00.&1, Tops Gelﬂe:cale ¥
c&po :EX; § 2

9,4:_»_ ~ Dode um subeconjunte F de wmn espogo mé"p_ricq complew
' b0 By 890 _equ:n_vc-.ler. tes a8 geguintes 151@3_3_1‘5.9636.85:
C E = F § velutivaewse c0'v=r;3ac'to em E,
B - QL‘LJ.lCl‘L‘l“I‘ sc—*o 18 "la. it ._..J:l.b de pontos de F
conténm uma SL‘IbSOCiU.ui'\C"-.J. COﬂVurgG.L'er em X,
C - Para todo €= 0 ex:.sm. ‘m Teeobrimerto f;

SR © - nito do T formado por conjuntos de difiew

D - Para todo € 2> 0 existe wm recobrimento f3
' nito do T Fommado por holag abertas de

3

- ’g, o . , = .-
9¢5 w Todo éspugo matrico compac“w'.'e semumvel.

Domoa.,treo 10t Pa 25 odo nsl‘l seja A © con-
; 3

e (Lmi‘bo) c‘.og .,en'uros do
conjumbo finit do ool os aber'm.; do raio -_ﬁ-‘ (9.5 D)~ que

5 - . s . e
cobren Ey A = Uq ’i"n- & m subeonjurto emmerdvel denso
: neg i oo . .
em Ee
Dizenos que ume aplicagdo £
: .

. sy - -’ '. .
trico ‘BT num ec‘Dago mébrico B! ¢ waif o:mlemerr ue contina

- ’
de m espagoe  mo-

se para Godo” & >0 oxisto m @ > 0 bal que dlx,y)< o
ilnalalj_ca-‘ ar(e(x),f(y)) < e R
k)

L L4 v
pacto E em un o5 u.r-o mevrico EY, ¢ uniformemente

. ~ o £ o - - !'. - '
9,6 w Tdda gplicagcoo continva £ do wm espago metrico com

-29



Demopstracio: Se £ noo fOsse wmiformemente
j .
cont ima, oxlgbiria w €0 tal

]

. J_ 3
tal que pare todo = >0 existiris wm par de pontos X H M

de E com c‘i(x y) < -i-];* e' o,'(l(x_ ),::(5, ).'f__e. Do

(9.3 B) segue qu a sequfnoic xn “Bom e supse_quenciu

x.cn ﬂonv;,rgenw para Um Por -‘oo X, © entao o subsequéncis

I
1
f(xr ) — f(xo) e f(yv )-——s»i‘(x ) en conumdﬂgao com

ua.nbcm copvergb pare o mesno pon‘ﬁo & Dor‘cmﬁ:o

at(#(x, )y, )) >¢ .
n T :
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GapfTUO 11

- 0 METODO Das zmgﬁr SLICESS!VAS

7' 0 chamado me uofs.o das apromagoes sucesswas & -

comEIeTT te usado na Inalise Mauemau::.ca paro demonstror a
oxistdneia o o unicidade de golugoes de equagoes ~ diferen
cinis e de equacoes integrais, O ponto chave dSste ndtodo

estd contido no eoremsa do ponbo fixo de Bunach,
' Vamos recber através déste bteorems os teoremas

de gxisténcia clé’.s_sicoso No K §6 faremos algumas aplicaggesg

do Heorems de Banach a. espagos do Anélise Funeional,

Referéncios:

mﬂomes Foundam ons of Modern Analysis. Aco-
demic Press, 1960,

Hobtangons Theﬁr:a.e der Funkbtionen einer :ceellen
' Veranderlichen. Akademie Vorlag,1954,

Pelbrowgky: Vorlegungen uber die Theorie  ge =
wlanlischer Differen’tiulgleichmgen.
Tevbher.

Welssinpersiath, Nachrichben, Vole8 (1954:),19.9-
212s

. 3
gt TV o

Oc1ls = Teorema do ponto fixo (Bonach): Seja E um - espago
' » N ~
_ mebrico completo nao
© A N - ' ,, £ - -
vozio e d o distdncia sohre K, Se £ e mma aplieagdo

L=

de E em E ~tol gue paro quaisquer x e y em E

wdl



a(£(x), £ly)) = c dlz,y)

L4 "~
onde ¢ ¢ uma comstante real tal que 0= e¢=<1, entao

existe um e um tmico X, 8_ E tal que £(x ) Xy o

Demoqsumgao, Ex:.Suenc:La. congideremos a sequén
cia (x } onds Xy & um elemen-
to qualguer de B e x“_l = 1(? ), n= 1,200 Vamos -

demonstror que (%) ¢ vma sequincia de Cauchy, Para n =1

temos d(xn, x_m_l) c](f(:v',l 1), f(x:l Y < ¢ d(x BRI ) )
N o n'...-

por indugao sobre. & obtemos que d(xn - 1) d(xl,xz)

wara $odd inteivo pos itivo 0. Fobio se 1= <n<nmn ’

(1) d(x 9% )< d(x 9%

Nl
11+1)+ i '+d(xm-1’xm) =c d(xl’x2)+

ot "'nl

d\xls X? ) e 1)

treota (xl,x )(1+0'1-¢¢.+G

= 1'1 l d(XPXz)

B e
e como 6 -—s O, (xn) ¢ wmo sequineia do Cauchye Como I
& completo existe x, ¢ B tal qie x —->x . Vaios pro-

o Q

yar que - £(x ) = x ., Pora todo inteiro positivo n,

a (i‘(x }y x 1) = d(f(x ),1(x )) . ¢ d(xo,xn)" ) cono

cl(x s X )——-7 0 segue que X, — f(xo). Pelo ‘toorema da
m.r.crldade do limite (T.1,11) f(xo) = X e '

Un:.cldade. Suponhamos que Z 2T, € B, xo.-,é Ty

£ (Xo) =X, © T (:y‘o) = ¥yo Entao

32



d(x 5Y,) = alf(x ) 0

e

4
c>1, conbrario 2 ! 1_0 g5e.

YO)) = ¢ d(x )Yy )} e portanto

o]

D424 = Corolario (J.valiacao f'ic. aproxmagan) Com a8 noto-
' | : - do teorema 0.1
temos,  para Godo inteiro Dosi'b'vo n,

nel d-(-xl’XZ)

(2) . d(x,x)_ oo
Demonghracio: De (‘1)' vem que para 1 n<m
o d(i,X)
) St et ny =t )

inc ¥ 'd(xm’xo-)

e como d(xm,xo),——eﬂ_)o ob-{:eme._s'e (2_)._
. § 1. PR@EIB._!&APLICA@ES

1.1. - Seja
ais sabisfozendo a cond:l.c'ao de L:Lpscbz'hz.

| £(x) ~£()| < le-'ﬂ

pora quoisquer x o y em R, com K réal, 0= Ke<ls

uma ftmgao definida na reto e a valores 0=’

[« 30

. LA . . .- B
Entfo existe wm e vm tmico ponto %, € R tal que: f(xo);:_c .
' Caso particular do teorema 0,1 pars o espago

’ - - -
metrico completo R dos nimeros reais, (I.5.8)

1e2, » Sejo £ wma fungBo definida num stb-conjunto’ feehg
do Fa R & com valores em F, pobilsfazendo - 3
concho.o de Lipsch:rtz '

e - t@I = el

C BB



pora quaisquer x . e y em Fy com K meal, 0=<K<1,

Entdo oxigte um e wm uvnico ponto X 5 E ¥ tol que. 1(xo) =

Ap‘l icagoo do “eorome 0,1. oo espago ‘mébrico
cox plet CF - (T 5 ’{J) 1.2.5) '

§2s ;QUAGﬁ_.S DIFERENCTATS, T “Eomgg B u}asm;cm.

Rals « Definicdo: seja (--,y) i, fupga.o def':m-uda e con
| tdoua pare
\?C-X[_fa vy - =0

: o :
{onde %,7,2°3° € R, a=>0 e b>0) e a volores reais.

i - s - » Loy L 4 »
A fingoo m definido e derivavel pora |x-X l<a <a @&

wma solugdo da equagio diferoncials
(3 - - vt = £(x,y)
se pare todo x tol que |xex®] =a® , ut(x)= £(x,ulx)).

R+2+ - Dropogicfios Pora quo o fungdo u definida e conti.
I . mapara |wed| <o <o seja uma sg
_lugao da equagao- diferencial (B) tal que u(x°) = ;y'o é no-
cossario e suficicnie aque § scje uma solugho conbinua da

equogao intogral _ _

) X
O R I O
SR "

A demonstragac segue de que s¢ £ e 3 sS40
B ! .'": . ' . \ r
continuas, g — £(x,u(x)) ¢ continua (I1.4,7) para

B .



- ST
|x=x"| = o* e dos propriedades da primitiva de uma flmgao

con"c'f_nua. .
ReDe = Teorema de G“{lS'tﬁnch. rle Q__‘{l"hy (poro equagoes dife-
) rem_c:.aa.s)

Seja  L£{x,y) uma lunga.o definida e continig
paro. ° . - '
| |ex®|<a ly-wf l < b
(oﬁde x,y,xo,-yoe' R 5 a ‘;:0 e b>0), a valores reais,
e suponhamos qus exista wuma constante 'r'e‘.;'l K to.l que

- (5) leGy) - 2065 < Kly=y]

pare. x € B[x%a] ; 7,55 e B[y%b]. Existe ‘entho wmo cong

tante O« o¥=<o  tal guw o equogoo diferencial
vt = f(xy)

tem uma e wma uniea solugdo definida em B[xo ] e
bal que u(x Y= 3% .

Demonstraghos Como £ ¢ con"ginua. existe uma
' _constante real "IE 0 tal que

‘ (X:Y)l M, x¢ BE’{ 993: Yy e B[;rohb]
_Tomemos_
(6 & = min (g ‘% 1 )cém K 1

se M#£ 0 o Kt 0 (se M=0 n K=0 é imedioto

que o teorema ¢ verdidoiro com & = a), Lembremos " que
(15.6) o conjumbo & do.s uncoeu com.-:lnuas em. B[‘x ,a]_

o

. - O
- com valores em B[y ;b_}, com o di Sud.flcla

a
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Cale, ™) = vt = s ()= v ()]
: | \x—xoqrfi_a“ .

. ' . ‘ : .
e um eszaago_mé'tmco completo. Considevemos a aplicagdo I dg
finidn em E tol que se v e B,  Tv=vw onde, para vodo

€ ,IPCO’_&‘ ]: N |

W(X) bl X £ v(e))ab. e
$ lmed‘luuo que W ¢ conbinug.
De {8) wvem que '

() yél%l-r £ (tyv(t)dat] < | r EICRIONES
Q o Co
’ . XK

/%
= Mzl Ma¥sb
para odo x € B[xo",a%] e portanto we B, Se rir,'v% e &
‘e er_[xo,a"“j g d8 (5) wvem que
- : - ' X N . sn
(1) () (Tv*) () | = J - Lo Ceyv(e))- f('t,V”‘(‘b))]dis | <
: 4 %0 .

=< x| }'xolv.(lt)-v*f('b)[d"ol'ﬁ B frev*|] Jx-x®l = Ko. Hv—v I

e‘pqrtm'ﬁ;o _HT{r-Tv‘Li'lé_Ka*l.';vl- v¢|| com Ka¥<<1  por .

(6). Pelo ‘eorema do pon to fixo existe porbanto ume e uma

mies fungao de C!.G'Flﬂldu & conumua om B[x X 1 tal que

x
u(x) = y_ 4 J £(t,ult))Yab.
: | £ _

-Da-proposicio 2.2 segus entdo o Yeorema.
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2ede ~ O Tteorema 2.5 pode ser estendldo, sem dificuldade,
paro wm sistems do eguagoes difcrenciois, B conveni-

>, b L] L

enve neste caso usar o nobagao vetoricl. Seja

: - . )
',Y~ = (yl,o-c;:‘;"n) ER

Como vimos em (I.5.F1)  |lvll = s  |y.l & wma noma
] © l=i=n '

tonels correspondente

L o 7 -X-
(7) alysy) = |yl = sw lm-yil
lei<n ~
{onde y" (y.,,... 27 *) g RY) . R é e espago meur:-.co com
plato _
 Se fl”"?fﬁ sto fumgoes definidas num  stbwe
conjimbo SC EP a volores weais indicamos com - £=(fyseeed))

o fungho veborial tal que f£(x) = (fl(x)',...,‘f (x)) - para

todo X E S, B facil v8r que f & Limitadn (resp. conti-

na) em S ge e somekbe se cadn compomente iy islyesesn
& limibeds (resp. contimun) em 8. Podemos entio emmelor
como generalizogho imedicta de 2.5 o seguinte:

Téorema de exidténein de Couchy (pora s:.stemas

diferencisis): Considevemos o sistema diferencial
i o= fi(x'#.ﬁ_rl#*v?!yn) o 1=Tyeeeyn
ue com o notagio vetorial ¥ = (¥psese 37)s T (Fqpeee of)

pode ser eserito
(8) ' y! = £(x,7)

) r ’ > 2
Suponhamos que I(x,y) e definida e co;t:';ma
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) S lﬁt—xolﬁ‘u S R A=
{onde x,xo € 'R; .gr,;}v-o £ R

]
exiaba wmo congton uO 'r-aul T bel gue

| iz (Xw) - J-(X’"“)H X jly-v"1]

pLrt. X € B[xo,aI,, V¥ € B[ v ,b] Txio be entic wma

congbonte real O< o< a. %ol que o gistema (8) tem wmo
¢ ., e T on

e "no uniea solugac u = (u,,,,"-,un) delin 1c10. em B[x ,aj

o val que. u(x’) = y° .-

55 ﬂq}.rlgor 55 INTEGRAIS

Bale w Teoremas 'Co:o.'ssiéiefemos o equagzo linear inbegral da
seguncla.‘espécie ' .
: . T b ,
(9) . o{x) = £(x) + AK Kx,y) o {y) ay
: o
Seja K(x,‘}) ?;af—: ride e contdnua, |K(x,y){=H,
para (x,y) e IXI onde = [8,b] CR e o valoros realss
sejo. £ uma funcao ‘definids ¢ conbinug em I &  valores
reéals, e “A uma consbonbe real bal gue
(10}

AL M (bea) <1

Ertilo aoaquagio (9) bum wma e vma imica solugao

d.eT:r_o'tda & continua ow Ts

“D__c;;zzonf':'txug_a_: Iombremos que o GOPJ'L B rl«'ls
Cw p
fmgoes conbinuas em I o valores reeds com o disténeia
alv, ) = [|vwd*[] = swp [v(x) ~ ¥ (x)|
aZ£x=h
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L4 . ’ Y - a

e um espago metrico completo (I.546). Consideremos a oplie-
cagho T definidoem E talque se veBE, Tv=w on
dey porn todo x € 1, . '

w(x) = £(x) + A j K(xyy)vly) &
. SRS ¥

£ imediato qﬁe wE B, Se v,‘v%&: B e x€& I
temos - o

"I(TV') (%)= () (x)] = {?\J I;(x,y)[v(y)-v (Y)]&.Yl

< 11 [l oF @ oy = 1 o nv-ér*l |

o portanto v - o = | A [M(Bea) ] lv-v“H ~ onde
| A [M(bma) <1 por (10)s Pelo teorema do ponho £iX0O G

xiste porbanto uma o wmo Unice fungdo u €& . tal que

. b :
(Tq,) (x) = u(x) = £(x) +1\J K(xyy)u(y)dy porc todo x € I,

§ 4 - THOREMS DAS FUNGUES DPLECITAS

4,1, - Provogiciios Soja. £(x,y) wma fungoo definidn e eop
" tiwao em IXR onde I = la,blC Ry a

veloxes reais, derivavel en re'l.a.mo 2 wmavel v Q tal

cm.o exn.s’bam as consbantes reals positivas m e M tais que

para (x:_Y) € IX R, '

(1) - ) Q(m-::f ! (%y3 )< M

Eaoblo oxiste wmo o wmo wnico f’ungao 3 defini.

~md9



da e conbfnua em T o %ol que para tode x e I, F£(x,ulx))=

= ,
) L nd . x '_3. .
Demonstracaos Consideremos o espago motrico. com
. B, . -~ 4 .
Lpleto E das Pungoes  .continuas
) s . - ,g.“ L]
em I a valores reais com & d:.suancz.a. ,
a(vye®) = |Jvv*|| = e |v(x).,v ()]
a«-x-Cb ‘

b

Sejo. T =a aplicug’ao' déi“in‘:‘.c‘ta em % tal que se
veER, Tv=w ondo, poratodo x €I,
wlx) = Vo) - & £(zv(x)
; M
# inediato. que wEE, S vy,2welk o xel

de (11) vem que (sondo & wm ntmero reyl bol que O=H<l)

[Iv) () - (v*) (x) | = |w(x) -y (x) = ']ﬁ[f(X,v(X))—f(x,V*(x)ﬂﬁ=
= Jrlx) 2 V(- & EV(X)-v'x'(X)]f:;,(?:,V(x)ﬂ'-' olv (v (x)])| =

< |v(®) - v¥(x)| Q- &) =1 i) v

e portonto

: - : a1 " .
' H'.T.'V- Tv“ﬁ(l... -ix%.) Ilv..v"H»- onde 0=<1 . 'mﬁ-ﬂil.
Pelo teorema do ponto Tixo existe portanto wma
LI - ~ . M
€ uma wnied fungno w €E tal que To=u e o proposigao

r'd
4,1 esta demonstrada.

Demos coima wmd demonstragio muito simples . de

m caso parbiculor do teorcma das fungoes implicitas, Vemos
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ap‘o.c"‘ damonswa,-lo gob & formo geral hobibtusl do imﬁlise Mg
temdbion. '
442, = Lemas. Seja f(x,y) uma, fungho definida e  continua

DO.I‘CL Wi

Jzx®l<a ;7 |yl

0.0 5o e S
(onde x,¥:x ,7 . € Ry o>0 e b>>0) e suporhamos que
existo wma constante real K <1 ‘tal que

(12') ' . lf(x:]ﬂ’)' - f(x;}"%)‘ = Kl:\,‘-ym
paYD, X € _B[xo,zf_] s Ta¥TE B[yo,b] ¢ que

. 0 (.0 Oy
(18) v o= £(x,y)
Entoo oxiste wme constante 0« o< o  tal

gque & equagno
(14) , = 1(r,y)

. ) o,
tenhs umma € e wmiscs solw ':10 u defll‘.‘._'_d“ 5] conu:{nm en
o 3%
B[x 20 ] e tal que lu_(x)-f;r lf b para 'uoclo X € B[xo " :]-.

I

-Domonstrugﬁq. A fungio glx) = f‘(x,yo) -y 6
ontdnua pare x EB[:: ya J
g(zx°) =0 por (18), l’og' dedo beKb > 0O (bwEb > O po:r.a
0K <1) existe O<a<'= %ol que '

15 et = ey - = b

para X E BE;:" "] Lemure.nos que (T 5 6) o conjuito B

das fungoes com:f:mas em 3 x%, 0 ] com valores em B[y°,b
eon a distincia
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d(v,v*) = | ||| = swp *Iv(x)... v*(x)l .
. ®xP| e
é m espugo’ mdtrico cempleto, Consideremos o a*a'!icagao T dg
definido em % tal que se v €E; Tv = w onds, para todo
z & B[x0,a* ],
A U(x) f(X,V(X))
De, (12) e _(15)— vem que

[ ()] = |2 (gvilz))e f(:x:.,yc") l+|f($r',y§")-iy*°l'£ K| v(x)~y°} +

+ 12067%)er" = b+ {£(x,7%)-y°) =b

: ? s 3 '
e portento T ¢ wma oplisogio de B ew Be S wyv € B

6 x € B[_xoga*] de (12_) - vem que

HIweT*||= oy ‘I(TV)(X)-(TV*)(x)IS_
E ix-Xollj‘< 3*

——

= lx_;galaj KIv(xJ- “(x)] = Kllv- I

eom K=1, 1on‘o do teorema do ponto i‘ixo gegue que exise
te urm~ e uma ‘nica fungio ‘m € B tel que (Tu){x)= ulx) =
= ;(;;,u(x))_ pera todo x € B[:x y of ]_.' _
4¢3 » Lemas Se f(x,y) & vms fungio definida e comtinua

numo. vizinharga do ponto (x°,3°) & 5%, awvg
lores reais, e tem nesta vizinrhanga wma derivads parcinl em
mlagao &y eontinua e tal que f (x yo) = 0 entdo exig
tem as constantes reais a> O ’ b> 0 e O0<K <l tals
que £ sabisfoga a condicao de Lipschitz (12).
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Demongbrocios Dado O <K <1 do continuidade
. .1 ~ 0 - 0 -
do £ -em (x757°) ~ segue que
existem a>0 e b>0 %ais que |f (x,7)] < K para
: 0 S o '
X € -B[:c ,o.-] e VE B[y e ].. To ueorenm da. mec’t,_a cbtemos

que 'pard’ X € B[_xo;&], Y;Y'}_{' € 3EY°:b ]s

£G,7) - 2oy = sw £ Gy vy 2 klyey"]

XmXP | <o
o
ly-y?l=b
444, - Tgorema dog funcoes irmlicite gt Seja Flxy) wma
fungao definida e
cortinua paro.
\ [s) o]
wl=a . lradl =D

(onde x,y,xo,yo ER, a>0 e b>0) tal que F(x°,5°)=0,

4

i ‘ ¢
com derivadn narcﬂ al em relagoo o y conbinua e tal que

~

F (x 70 + 0o Entuo
e b*> 0 tais que & equagh

‘em o & wna imica solugho definida e continua em B[x ,a*]

0

.
LG

[0}

m congbonbes weais o~ > O

8 %

e com valores em B[;y?;,b*:]q Se F(z,y) tem tombém derivg
do. parcial em relagdo o ' x cow ipua entso e demvavel

du
Tax T (F)

gamonstrc.cﬁoz Como ¥ (x j‘ ) ={= 0 a fungdo



A7) tley) =y . —ETl

. )
Fy(xosy )
& definida e continuo numa Erizi)phanga de (xo,yo) e sua de
F (zyy . L . '
rivada f (x,y) - _.._252’_.....,....... se anula em  (x%,5°).
F(x ,:‘A ’

Do 'lezm 4,3 e como i‘(x s7 %) = y pol (18) segue que
: . by . s ’ .
£ savisfaz og hn.pc'mesos do lemé. 4 2 ¢ Doy bambo eatd demcmg

trade o primeirs parbe do teoren Sepm XyXt Ax,sBLz ,aﬂ
e’ lAu u(x+ Ax) - u(x). iemos
Tl AX, v.(x)-'- Au) = T(x,u(x))
& belo teoremo da mcdw.
[FX(:{;u(x)) s a] Ax + [Fy(x,u(g)) + {3] Aa= 0
onde a ——-;0 e ‘ﬁ' —s 0 cumndo  Ax—>Q, iogo
‘1 . : | | F (x,ulx))+ o F
L L g4 Du Lim x 2 R
= Ax—y0 B Ax—0 Fffx,u:ij-l-ﬁ F:y'

4, 5. - »hmos estendsy o teoremu 4.4 paru mn gistema de G
‘ quagoes. Usondo como em 2.4 © nOuac-ao veborial a
considerando em K ¢ em B o mdbrica definida em {7)
¢ imediota o gehernlizagho do lema 4.2 puru. o fungho
“yeborial f = (fl"'”fn) derinida e contfnua para

Hzxll<a o |iz-y°||<b, ona xx° e R° ,
y,yoe R® y 2a>0 e b>0, Torbém o leme 4.3 se esten

(4]

de pore wma fungoo vebtorial f

fl

{f‘l’”"fn) supondo  que

Al



i L ) ~
10das us derivadas parciais 1,371300eyn) sao conti

nuns nums vizinhongo de (x y ) e "X &% & que
;b(fl,so.,f ) !

B(yl,oo-,y ) ) i . .
Lembramos que dadng fysecesfy fungoes defini-

’y ) 0 l..j‘:

dos um sub-con;;unuo sC. i » & valores roais, tais gue
¥,

existam em yj £ 5 as derivudas pereiaig "Sgi", dmlyeee gty

jzl,...,m, a motriz (u.. .) ondo o5 = ( )(y ) é de

nominada maur:q.z igeobionn de f=(f 12evesy, )(ou de £350eusfy )

no ponto y°e R e a indicamos por (£, )(y s quondo

= n o determinonte do matris ;]acobla:na (O'i.‘l) é aenom:.-

nodo l_cobm:no de T, (ou de fl’“"l ) no pon‘bo y°er®
e & indicado oL f“(yo) = de’b(a.

Da teoria dg nabrizes e dctermlnanubs seﬂue-se
entdo como geneala.zagao de 4.4 3 & '
Teoroma dag fungpes i 1101uas (p@ru 81Suemas

do eqmgoes)

Cmm.;denmosg o slsvemn,. c‘tc uquacoes
Fi(xl,...,xm s yl,_s..,y'n) =0 . - d= 1,..'..,1'1 '
o, em nctagno vefo_oriul, a 3g1wg§o
(18) ‘ F(x;y) = O

Suponhamos qué F(x,y) ~ sejo e fimedo defini-
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dae continua para _
Hxx®l=a  ,  |ly=°lI=0D

(o*xde x,xoa B, y5°%€ B, a>0 e b>0) tal que
F(x° sy ) 0, ‘com derivadas parcials continuns em 1'610.9‘5.0_
& Fpaeess¥, © s0J2 0 JuCODlu.l’lO F (x Y %) £ o, Entao
existom constantes reais o> G e b*> 0 tais que  (18)
tem wme e uma tnica solugdo U e (ul,...,un) definidn e
continua em B[x%a*] e com valores em B[y°,b* 1. .Se
F(x,y) tem bombénm dorivadas porciais continuas em relagho
a"“xl,.',..,xn entdo u & deriv:ivgl em relagio a XypeeesX
L8 . : . )
) @) e )
* {notar que (F )"'1 indico o matriz inverso da matriz joco-
biona (¥ y) e que no segundo mewbro de (19) ‘emos wm pro--
duto de mabriges). )

§ 5« SISTEMAS DIFERENCIATS SOB FomMi IMPLIGITA

5els - Lemg: Seja f(x,y,z) wma fungoo definida e continua
para C
|xx’| o , j77°1<b , |2z’ <o

€70
(onde x,y.,z,x?,yo,zoa Ry a=>0 e b>0"e suponhomos

que existom as consbontes reois X e Ky -‘K._Ldl s tals
que | '
(20)  |£(x,7,2) - £(x,5"57%) | = Kly-y*| + ,Kllz-z{'l

4B -



o o s
para x_E_B[x Y :[, y,,ysée B[y",b] y ZsB € _B[zo,c] -8 que
0 0
7° = £(x°,7 % )
"nuao existe uma constante 0<<ox= o tal que
o ecmagao ds.ferenc:l.al

(21) ' "%‘2‘ = f(xﬁ'a' 'EZ‘“)
com as condigges :'-.ﬁidiais v(x )= y o |(j%;§*) (x°)-z°| == ¢

{em uma e uma wnica solughe u definida para ;]x..xol = &%,W
wi{n- D l4b 2 W2 C
‘ = Démons trwa.o. Como K

1771 " 'c-‘ch--?? 0 e por
tonto  existe »o.>> O ol que
. o . ) o ) ¥ -
K{ot|z ])31-(0 « Ko e -a.l(c+ ENELE ' |
Como o fungao ~ g(x) = £(x,y%,2°) - 2° & conti-
o]
nua e se anula em  (x ,?Sz_:) cxigte 0 <<g 4m1n(a,al)

Lol que _
(22) -|f(xsyoszo)~fZo'i"uf"*{"-xl" + Ka*(er]z0]) < ¢
(28) a¥(or|2®)=p

para todo x € B[x%,0% ], De (28} soque que

(24) . C g=ky s Ka© =51

Lenbrenos - que {T.3.8) o conjubo B das fun-
goes conu:i.nuas em bLX ,a ] com valores om B [_z ,c] com

a digtineia

) = v - Cem I

=

-47



& um esns.co nétrico. co?rrolwo. Dado veEER e xe B[x a J
de (28) wvem que
(25) || 'V(‘-‘ﬁ)df.!lf a¥ e L\!n(x)l‘ﬁ a*(or|2°]) =
S A I |x-xC|= a
X
¢ portanto podemos chfiﬁ'ir"eﬁ :E"a;‘aﬂliCngO T tal que

Iv = w gnde, para todo"- xe B[x ,a ]

w(x) = j v(:t)dtq,, ()

A apl'tcaﬁxo ¥ & continuo em B[x ,a] a de
(2@), (25) e (22) vem que '

o

| w(xz)mz®] < |f(x,3_ro+ jx v(t}dtv(z))- f(x&yo,zo)[ +

o -

+ ]f(x,yo,éo)-zol = x| r v(i)dﬁ[ ¥ Kliv(x)-zol "
x

+ | 2(xy7°5 %)= = Ke*(or[20]) + Kje + (£(x,7°52°)~2"] e

b

porbonto Ve B o T & wma aplicagao de % em E. Se
v,v' e E, de (20) o (24) seque que || Tv - T

X

= s | €02, 7°% J V() dtyv(x) )£ (x50 * ¥ (1) dty v ()|
lx—-y l| =¥ x° - jo -

= mx x Jx e (4) | at, + K [v()-v* ()] | =
' o :

| | =0
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= o] v+ Byflov¥i] = af v

com 0= <_ 1, logo a seqguéncia (Vv) onde vi€E e
Vo= T s v=l 2,..., converge em E e porbanto con=
verge uniformemente para uma Trngao e B ol aue Tu%=u%,

pelo teorema do ponto fixo, Seja

X ' - r
YV(X) = yo + VV(:‘:)d:t.: V= 1,23650

XO

A fungdo T,EE & derivivel e
o 0
Tax =V ; Yv(x ) =¥ V=1y2300e

’ P -. ~ . ~
Dos teoremas sobre integragao e derivagao de

) . ) P oo a2
umg, sequéneia (0. Catunda, Curso do Analise Mabematica s

cap.IX, §5, Teoremss I e II) segue que (y,) converge mie
fomemente para wma funcdo uel tal que u(x®) = e
dil . 4y . 3%

e T dm == lim v, = u” e portanto

T —p QO n—aQ

K

« ,
= £(x,y i+ j du -ak, . ) = £{x,u{x}, ""%l"") parc todo
. Jx0 ©

A .
| <<e¢ e como Tu =u", Ik

x € B[x%0* ] Do wicidade de " segue o wmicidade da

sélugﬁo de (21) satisfozendo &s condigoes iniciois dadﬂs,

" e estd demonstrado o lema 5 elo
.f

=40



’ o - LT '3
5.2¢. ~ Lema: Se f(z,7,z) ¢ wma fungao delinida e conbinua

. O _0 _Oy_. 3
nume. vizinhango do ponto (X ;¥ 2 JER” e tem

nesbe vizinhanga dorivadss poreiais em relogdo o y e a 2

—

0 _0 0 - .
COITUANUNS & 86 - f; X .Y 2% ) = 0 entoo exigbem o> 0,b>0

ey

e ¢>0 ‘tals qus f(x,y,z) sabisfoga & condigao de Lips-

chitz (20) com 1<l

~ e . ' ,
Demongtracso: -Segue do teorema dn media como. no

‘eogo do lema 4,5,

5.3. » Teorems: Seja Fx,y,2) wms funedo definida o conti-
nus, mume, vizinhones do ponto  (x°,5°,2°) e RS
bl que F(xo,yo,zo_) = 0, com derivedas parciais em mldgﬁo
a z e-’?:a, , g © continuas nessd vizinhanca e sejo. .F;(_xo,yo,zo)yl
# 0. Entlo existe o >0 tal que a oquaglio diferencial

(26)' E(x,y, '—c'.g;-) =0

WA PO O . ) - £ o,
com o condigfo inicinl y(x°) = y° ‘tem mad. @ UmS Uico So-

e . 2 O
lugoo. definidn para |x=x | 2<a

_I_Jg_monstmgfig,: Gomo - Fz(xc_),;s-'o,zo) # 0 a fube
¢ao
(27) £(%,752) = .= F(X*Z'Zg Py
. : : FZ(X‘,Y 3

. . , o _0 0
sabisfoz s hipdteses do loma 5.2 e como F(X 4y sz°) = 2°
. ' . . ’ . .
o teorema ‘543 segue do lema 5.1 (pois (26) & eguivalen
e a (21) tendo om vistan {27) ).
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5,4; - Conglderemos em Rn o norma HyH = sup \yil.
ST | , 1¥i<n

Usando aé definicdes e nobugoes dodas em 445 provy
80 4 seguinte generu.l‘rmcao do teorema 55 3

‘Teoyema: Conslderemos o sistema de ecuagoes di-

ferenciols
Yoo

) ,Fj_(xﬁyl’ sosy o Ty . e
on, veboriolmente, o
(27’) ' F(Xs}: 'd%') o -
, - .8ejau F(x,ygz) definidn e _co;ijrf:f.nm muma vizde
'=1haaigai do ponto (xo?:{;o’ ) eRX RBx B* e tal que
F(x°,7°,5°) = 0, com dorivados parci‘:,xis em relagio o
Vys%; ('-1,“.,11) contimas. nessa vizinhanga e  suponhomos
que o ;;acobwmo F (x 13?0,30) =,é 0. Fntdio existe a0
%al que o sigtemn dlli.‘I‘Gl’.‘.Clal (271 com o comdigho ini-

oial y(x°) = §° tem wma o wmn tnica solugdo definida para
*
‘x-xo‘ =0 e

§ 6 ~ SISTmAS LINEARES

-~

- » - ' . . 3 '
6ol = Definicho: Dizemos que & sequéncla (z,) do nume-
C rog comploxos ¢ uma golucdo do. sistema

l:n_neo.r ‘@ . - : _ : .
(28\ ) k{;laik ch = bi - : i=1’?,'¢.

onde Daye 9 b, 5 ik = 1,2,..._350 NMIeros COMPlexos S pom

=51



ot . . . ‘
ra todo 1nueﬂro no Itive j o sgerie %o a4, %, -converge e
. . kz']"ik BN

m 7 - . . - T L .-
0 sistemo linear (28) & equivalente ao siste-
ma . . o0 7
(29) o Xy = kz c_k Xk + b “ 1=142) 00
onde .
. ‘c _ I""ajk 8 . 1 :?é k

"L‘l-o;.'.-: se 1= k
Pretendemos Eke""ﬂrfuimr que corﬂ_lgoes deve ser
impostas aos coeficientes Go sisbems linear para que ~ 8ste

admiba solugao e CI'IJ.DJildo ogta solugao & m leas Isto equiviale
a determinar qumado a aplica o l:meo." T qgue B ‘sequdneta

(xn) de nimeros complexos *F‘::s,z corrosponder o seqtsnala (yn)
ua" que ' " o
. R

v P o a o - )
estd definida o -tem wm {mico ponto fixo, Veremos em seguida
que o problema se regolve facilmente guaondo impomos que o
solugflo deva 'peraencer a mm dos espagos 9 () ou
RP(N) g Db = 1,2,90. , T B _

_ Lenbrenos que o e.mago (1) consiste de
todos as sequéncias X = (x,) de nimeros complexo limito-
6‘0-'83;:

.

550 6, tois que sw |x | <<, ecoma noms
¥, 85 o U

52



x| = su.n lxnl ‘e que pars o dlstincia correspordenue

X,Oo (§) & wn espago nétrico comnleuo (L.S 1), Para p=1,
,Ep(\E) éo 88PagO dos sequdneios x = (x ) de nv.meros com
plexos tods que X lx |P< 00 com o noma

ael ,

o by
1= (2 PP

Purs o distiineia correspondente ~ {F(N) & tome
bém wm espago métrico comploto. (Ie5.F2)

8424 - Teorema: Se o sigtoma linear (29) sabisfoz ds oondl

¢oes
(0) e Fylegl=a<t
(31) sup* |b, [ < @
121 -

entdo o sistema (29) poss u.,, om L° (N), we. e wd wnico

-

solugf:.o.

Demongbraclios Se (xn) £ ;ﬂaﬁ\? ) a sorde

2,
21 Cqxc "1«:
converge devido a (80), logo podemos definir-em goo (W) a
malico.gao T tal que so xp(x;n) e [ (“\1) s Tx=y=(y,)
onde ' ' oé o :
. Yj" Xk -+ b ' i=l’2’t|;"
. k_

k_-,-'55'



A aplicagio T leva RC(¥) em % an pois’

para todo inteiro positive i
: . 0 - : . ® . ' .
73 < 2 loplelog < x| 3 Joplelby < e o]
v = . .{'—-1 . .

Se xx e £ (W) toros

1| | = F’gil?‘"i“fgl?i%i-l,kéi?ﬁi(}ci*”x'igl =

4

= . ,_
= =] s (Zqfey | < q ||aex?|]
1z B TR

con 4 <1, logo o tcovems 6,2 segue do teorema do ponto
fiico. :
Un sisteme lineor (29) cwe sabisfoon 8a condi-
goose (30) & {31) denominomse completomente rezular,
Podemos entdo ontnciar o toorems 642 comos
Todo sistema lincar compleﬁwnente.régular tem um
e wna vnica soluco limitads,

Be3e » Coroldrio: 4 solugdo Limitada de wm sistema linoox
' - (29) pode ser obbida a partir de wna sow
gubneis limitada qualduer pelo mdbodo das aproxinugoes suceg
sivase Se partirmos da secudnoia zy = 0 ¢ construimmos o
-,
sequbnela z o .
mitadn do sisbemc, temos a aproximagso

|5, mz]| = ~Lorlinl]
n L.q

= T ZV’ Vo 1,2,00-’ c 2 é a SOluQSD 11

. |
s : - .

5l



- Consequineia imediato de (8.2) e (042).
Observacto: Um sistema lincar completomente rg
gu'.LJ.r pode ter us.mbem solugoes ndo

i;f’l i-—l, 2., *s
4 r .
¢ ma consbinte

l:m'l ua.do.s. Por exermﬂo, o sigtema X, = X

2
tem as solugdes (0520540,8C,aes) onde ¢
. r o, ~ . . ’
complexn quolcuer; o unlea solugoo limitodo e o solugho nu

1o

. ” - L
6.4, - Teoremas Se o sistema lineor {29). satisfaz as con

- .digoes
Q0
-{B2) - sup § I I£q<f-l' - o
k=1~ o
(53) o lb [<m
R :!..——1

’l;l N N ’ ‘ 7 :l o ‘ ’
.. enbac o sistema _\29) possul, om L0, wmo e uma umica

golugnoe

Demongbroego: Dovido o (BR)- o opli cagio T

L:-JJ.CI'llO s6- (x)=xaz€(1\' s
xk + b. eaba qef:.;:;g.c_;}. em

=y =(y,) onde ¥y,

'_' (f'(_N) o como
iéllyil ‘S.:"E'- l(lk’ilcik X“—l 117' ])— e llxkl lclkl +

k_.—_-

| ‘:;il * HbH alle + HbH

e 8;

+2 b= Z le sup
| :1\ '—1 1{-— lxﬂ{ k

»55



T lova £' ) e £, Se XX € £H(%)  temos

3% b *® ®  © o
|72 = _El\yi-yil = .E1|:“3 opc (=) | =
1= _ i=1 k=1
T lmed E | ogl= 5 merdlem 2 | ol
« X X fe L | €, lx I =X {8 Z | ¢, |=a|lex
T UL 0 kal X3l
com =1, logo o teorcwa B.4 segue do Yeorema do pon"do_

£iX0,

Ge5s = Tooroma: Se o sisboma Linear (29) sabtisfuz s con

digoes
2\ pa
® [ @ ' pul)pl o
(34) 21 2l egd = g <1l
=1\ C
. o |
(55) C 2 P o
i=1 _

onde p>1, entto o sistema (29) possul, =m 21.3(1\?), uma,
F ~
e g wlca solugaoe.

B
el P-Iy,

Deznons'brac:oz Como por (_'534) (c'ik)ke ¥
‘o"'ﬂdio (xn) £ ,QP(H) a sorie
o

z o, xk converge e porbonto esba dofinidn em fp(l\l) &

=1 K
gplicogdo T ‘ol quwo x

z=(x)edP@) , Tx=y=(y) ond



o

) yi = I{Elclk x'l: o ‘ 1=1,840us

- Das d.es:.gualdades‘ de Minkowski

oL Lo 1
3oy 5707 =05 g i“’x(ﬁ‘lbﬁlp)l"_

e cle Ho'lder

i n ._Ef)l
B % vl (P03 1D
vem que 1 | % | ‘1 ,‘
G2 sl =[50 g oy, = o, 1P)] <G opr P «
1 a -P- 0L

- (3 b, PP 5{ [ \x,lp)(mczk\ "] }IL b <

< o=l + kol

._og‘o (y) € ,gp('\i ‘Se 'z, % g ﬁp(i\i)_'._aplicandp-'navameg
‘a desigualaade de HBlaev uemos

- { oot g |3 ol
| "2"' p -l
<3 [ bt D pleyd™ " ]Sfli%?"“?'
logo |lTx=Tx |} < lal || ez || oo laj<1 e 'p01*bb.ﬁ’c;o

o teorema segue do teorema do pon o fixo,

Obgervagno: Dada uwmar o.pjﬁ cacbao linear continua

) -957



A de um egpago de Banach E  em sl mesmo, proourir uwma SO= -
lugho x eE do equogao Ax = b onde b e % equivale aprg
curar um elemento X € B tege X = (I-Hx +b onde I & a
aplicagao idéntica de By pondo 0 =1 - A entao o elemen
%0 x acima 6 um *oon’cb fixo da oplicagho £(x) = 0x + be
Do ‘eorema do ponto fixo segue imedictomente que se el <1
enuao £ ‘tem Um & um 111’1‘.1.00 ponuo f:;.xo e porbantc para tode
b £ E o equa.gu.o A% = b uem uma e e, 56 golugdo x € E,
0s ' teoremas precer_aenues dbste § estudom &ste
problema quando E= [P(¥) e os emunciudos podem ser ine
uemreua.c‘tos como condi goes suficientes peve que tenhomos

I e <1 ‘para aplicagdes l:i.nea.reb con 'c.:'.ma.s C de _Ep('\T)

em si mesmo (Apo_c 70 2). 1 faeil torificar que em I ('\I)
T demod G = sup E lc.ll sem L@ temos || C ||
. k ,
, 0 R :
“sup T |es e Para l-p<co temos ||
i ya1 : .

- L g 11
e NEE ilcik‘P"

150 valendo em geral a igualdade. Noo se - conhece umd expreg
sio que exprima [[C| em funglo dos Gy, quando 1=<p-< i

A
e N

8.



CAPITULO ITII.

-1

0 TEORFIA. IE BAIRE

_ 0 teorems de Beire.¢ um “seommo.,-mvi'uo .5321150:.0"53.}3
te do Topologia Geéral ¢ oposar do suan forma inocente Sle da.
resultados muito fortes, Damog neste capibu_lo duns opliciw
goes do teorema de Balre,

No periodico polones "Fundamente lvhohemamca“se
enconbram muitos artizos com apllcagoe_s do °'ceo:gema de Ba.ire :
principalmente 2 topologia, ow mellaor; a 'tera%opolbgia.

ire

A i W e

[}
[

| |

e
in

o
o) .
0 .
{1}
yi
(0]
Aod

é um espage de
em E uma dos

1.1 - Definicfior Um espago topoldgico

=

Baire so esta satisfeiba

- seguintes condigoes equivalontess ' .

‘ B,1 -~ Todo imbersecgto emmemvel de conjuntos
shorbos tobalmente densos em B & hobale
mento densay | _

Be2 < Toda rewmnifo enumcravel rle congunuos fou.
chodos sem ponto :'g.n'uer:.or em E & sem

7

ponbto inteilor em B,

1,2 - Teorema de Baires Todo espago mé’ori_co completo e Go-
&, . '
do oopago topologlco  localmente

«59



. - I d - -
coiméeto ¢ v egpago @t Bairo,
. ' + Lod . LI
Demonstracacs Scja B -um espago topologico de

m Gos dois bipos citodoss vamos

' . ¢ R .
LO"’IOTJ.SUZ‘&I‘ qug o condigao . B.1 osta sotlsfeita em Ees See
ja. (LOr.'} wme sequineis de conjumbos sberbos densos em E e
C= ﬁ 0 - Dado wmn conjunto aberto nfo vazio Gl devemos.

n=1 %
demonstrar: que, 'Glm 0 # @a Como. ex_.,ue xq '€ Glﬁ el e

como_,; é regular (j.eB 6 8 7). e,c ste uma vizinhanga fe-
chads Fy G x; tal que. F_ < G f'\ 043 © conjmbo

o XL

G l‘ & m con:rgunuo ahorto noo vazio tal gque

8 =
GCFCGlmOlr’

Por :mdugao Gemonsbra~se que para vodo inteimd

n> g exiSue"mn conjunto sherto nao vazio Gn-‘ tal que
C‘nc Gn 1 n-l‘ :Gomo -

..Glf\O-Gf\(fWO)jGﬂ(ﬁGﬂO)jCﬂ{ﬁﬁ)
1 .

® :
Qa0 ) 4 R -~ X i
= A G ¢ s@ficiorte cemonstrer quo N G # 62
n=2 n=2 = L
2) Seja I localnmente compactos Podemos tomar
£ compngto e domo (G & uma s
g CORDRGY cono (G > -

qudngio decrescento de conjuntos fechudm* nio vazios conti
dos 1O. BEPOgO  COMPACHO G, ‘temos f‘\ [CRE (T.S.oon.-
digao C') m=e T 7

b) Se'no. E um espago métrico completo e 4 o

dii%udl:.(}l& sSbre R. Tomemos como G (n‘-v 2)

B0~



L L -
una bola é2 rolo T, =< o sejo. X, 0 conttro de Gn .

Como para 2= p=q ‘tomos x € G < F(J;D vom que

alx ,x ) <x 8 porbunto a cu,on a . & wma

{ %95 ) ; poxtunto o soquinei -(xn)n?,?v . 5Q
quer\cm de Gauchy, Come ¥ & ocompleto cxiste x, € E  tal
quo 'x —>Xs Dado pP=Z2 se p<¢ temos

dalx ,ko)_Sd(x ,x ) + d(x yE )-_-E T, * &z X,
d(x 9%, )-—-a 0 segue que a(x %0 Y< g :

Sendo p= 2 '_arbiﬁrario, ¥, en &,
: ' n=g R "

da

.
VD,
XA L5

E R ~ f . L. "
§ 2 - Existénein de funcOes conbinmag som der

2.1 ~ Taoremn: O conjumbo dog funcoes definidas e conti

 nuas na rebo, periddicas e de perdodo 27,
" @ que nao possuem demwda em "qualquer 'pon'tbf da reta & denw
g0 no con;jurwo E -de-t0da as fungoes nerw&h cog e de ner:'co

do. 2n  definidas g conuzﬁwuas na retos

Demons“ﬁracaoa' ce f‘ , 2 £ sejo

d(f;g) “ f-g“ wax lf(x)-r (x)l
O=x=21
0 espago ® com a digtinela '-'d‘-‘ﬂérfm"esziagé-me'
trico completo (I.5.8). Pare wodo inteire positivo n. 8@
F, © conjunto dos frngdes £ do B bais qué  exista

l fCC.-i-h) f(u_)_i

'Lh
&

. um ponto T E R -bja.l.quer 11 para tedo h

‘real positivo.

w81



a) 0 conjunto F (n= 1) € fechado: dada a .

sequéneia (£;) e fungoes de F, que cone

verge uniformemente pors o fumgno f - Sevemos provar que
fe Fn" Para h >0 real gqualguer séjd. : '

2100 _ fi(ﬁla)afi('tf) . ﬁg{‘a) o _£n)r)
d SR 4% _

h

Oomo fye R, existe tye B, 0<%, 2n,

tol que _

(1) lg;(e) = L2

' “sends [0,27] compacto (I.5.C) existé & wma
sub-sequencm (u )k“l. convergente poara vm  ponko

b e [o, 275] (I49.8) Como g ¢ funato contime de + de

'tJ -->t segue que o("' ) —->g(“ ) e como as fungoes
) -
fj convergen tmii‘ormemen be pars £ as fungoes g 3 (h f£ixo)

convergam univormemente para g. Do

lfnj (u- )-gt )] = lg (*.'-gb )l * l@(t )-g(t)l

segue entio que  lim g.: ("o. ) = g(u ) o @ c'{u., (1) obtg
: ko0 Y Jx - ° _

. | S .
TOS "que - Ig(*‘a )= n, isbo ¢, existe T, € R tol que

£(6 +h)~f(")
R Tl = W para h> 0 real qualquer, -logo

fEFno

. . B \ o2 ' :
b) 0 interior e ;.ln(n > 1) ¢ vazio:s dodo a

d



fmoao feF e '€>0 devemos provar que existe uma fun
o g £E uOJ.C\'Lié dlfye) < e @ gyfl‘ o Como £ &
uiformemente coninua en [O,«,”ﬂ:] (T.9 '3) existe, 8§ =0
tal que paro x,xt € [O,Zn] lxex'| = & %emos

{£(x)at(xt)| <. -i- « Tomemos wn inteiro positivo n - tel
que

: o 2 . £
(&) .. - - -Elt-<:-m:.11(§,_-£§-)

()

. kT | s -

e seja Xk = -L—— » k=0,1y,.4y Dy e Consideremos o
. O ‘ - V . ; '

fungoo g definida no rebo, periddics e de periodo 2n

¢ ’ A qmile » e _. :
que em C{‘dd. ;u.nfuewalo _ I' 1;"’:}«:4-13 s k = O\,_.,.,\no-l @ tal
£

qtl? g(xk)f?f(ﬁk) ) g(Xk ¥ "'"""" ) f'(xk)"', .%-’ g(;ﬁc‘-bl)-'-"‘

-f(xk_‘_.,) s Pore X < x<x, + o fuglo-g & Liw

near ageim como pore Xk + < x< % 1 v A funoao g

é continua em R e nos ponbos X €R em que g. 6 dera.va.-
vol & facil vér que |g (:r)[ >mn, S x ¢ [o,2 n] toman-.
- . . o.2m er i _
b g —ta . .
-do %, tal quo 0<x % < n de” (2).. vem que

lg(x)-f(x)[ lg(x)-f(ﬁ{)la—lf(xk)-f(x)l - -——- + -5'-: =8

logo d(f,g) = max |f(x)mg(x)|< € -
' 0<x<2x% '
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‘ Como pelo teorema le2 & & wm espago de Baie
re, da condig'do B.l da definigno 1,1 e de (a) o (b)vem

que U E é senm pon"co interior em B, logo (gu(W Fn)‘
n=1 ® . =

denso em B. ¥ zacxl verificar que 8¢ uwma fungno i‘o £ 5

possul derivado em um ponto b, € R emﬁo existe n o tal
que £ € Fno logo o‘co;;."'tmuo (:., (U F ) 6.1bh eontiap
1o - conjunto das'fumSe's conu:r_-mas na 3:@1;0., periodicas e
de perfods 27 que nio 80 derivaveis em nenhum ponto de
R o o teoremo R4l estd - deronstrado,

.f

§ B - 0 prinedpio de limibacto wniforme

e

A

Byl - Toopema: Seja B um espago de Baire e ¥ um espoe

o go normudo. 9 (f ) & wa seoué'r\cia'_ ‘de

fungdes contimios de B em T ual que em todo ponto er

su;p u (x) | << oo entio existe wm conjunto aberto O CE

e wa constante M bal quo swp | fn(x)“f.M -
. n=1, xe0

Demonsbracac:s Para todo inteiro positive i so

. ja o | :
G = Jsz: | -’l‘.l_fn(x)HEi s n= 1,2.,.'..} .
Como . ff;mg'do gn. x s || £l & continua em E(T.7.F)

rsegu;e qﬁe g;I(EO,iJ) & wn conjunto focho do em E(Te4e5 )

3

. . QO - P
e portanto G, = N ([G,:L]) § fochado em Es Do hipb-

n-l :
tese segue que E= U G logo da condigio BeR da defini-
e

D=1
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gao Lel vem que existe um inteire’ M {al que o conjunto
GM possui wn ponto interio r e portanto exlste wm conjunto

sherto ndo vezio 0C Gy el que sup li £ (X) “ = M
, : nzl,x e ‘
Chgervocaos Vamos dar um conbro~exemplo  moSe
‘ ' , trondo qué quande £ ndo 6 U eSe
’ - . r, . ’
pago do Baire o Teoreme 3,1 ndo 2 necpssarwmente verdn
deiro mesmo se E £0r wm espago com produto intemo e  as.
Fngoes fn funcionais lireares, igto ( F = Re

T
E = R(L'),

‘ L]
de mameros rosls  LeQe X = 0 eoxceto parz um

Tomemos @spago dog sequenc,_as

= (x
x = )neN _ N
ntmero finito de inteiros nel, Congidoramos sobre B o
produto interno induzido pelo uspago de Hilbers 2,2( N )
(Te54G 3)3 o topologia de & o entao dﬁ'a inida Dela 6.1500.3_
ola
2y 1/2

»

a(x,y) = u\iyil

1

Se ja R = {x E,R(H)lxm =0 sge m:fjn} . ‘R(m induz

ghbre BT o digtfncis euclideana habitual e R®  sendo com

pleto com esta distincia.é portonto um subespago fechado do

("‘). Como 0dk w.zmlmma el R( dz wn ponto de B
N
contdm pontos do R( ) que’ noo estio em - hiie segue gue R?
N N A
& wn conmunto sonm interior e R( )o A 'r‘c,'h.x.co.o R( ) )
( ) nSN

mosbra. ontao qux, RV & uma remiao enumeravel de | conjup
%os Pechados sem interior nao sondo portunto um espage  de

Bolrc.
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‘ N i - C e
Tim R( ) as funcoes f (:{):ﬁlx. 1':{:4-....-i-pa:"px
sio Linsares ¢ comtinuns pois cada somemdéo ¢ &, Parn todo
i Lo A (E) L ' H @
Parc todo x € R vemos - swp|f (x}| == 2 jx )= o
ok — o n_o{f) .
. : Bado um noirto cnw..u uer x €l =R e dodo
N
€= 0 vamos demonsbrar oue shao >0 ex._‘_me xeR ()

com Axyx®) 9 € bede su.plfn(x | = ¥: dado mel
n @ B _

seja y(m) = {y (m)) feN onde y(:{jn.); \/'g' paz’d 1l=i<n

("‘1)) .

e aulo para 1> m, #ntho temos  a(z®yxOsy

fp(xo-'lay(m)) = f (xo) e g m<n 3 bomendo p sufi.

elemlemente gro nde o segundo membro se ‘toima arb"rtmrimuen-

te gronde pois l-fn(x )= Ellxil < @ o CuQeDs

3.2 - Tegremas Sejo B um espago de Bonach, I um esphs

go nomsdo e (fn) wno sequengia de aplie
sagoos Iineares continuas de & em Fo Se parn todo x e E,
aup Lty (x)H < oo o sequinela. (£, ) & wiformemente limi

m.w.ﬂ., igto e, existe wma ﬁo*n%.,n’oe M bal que sup ul u‘: M,
n21
Demonsbrachios Como B & m espogo Ge Baire pg

_ lo teorema 5,1 existe wna bola
aberte. B = B(y,r) <% e umo constante M Gal que
' ‘ X

s “ fn(X)Hf AM.‘ SG x ;é 0 geja xo-.:-. yo'+ -E[rﬂr’

nzl, xeB

2



‘llxbf"y‘o‘lrf" -g- <r & x € B, Como fn (n?;.l).é'

}im&:‘-‘: %'n(Xé).z f-‘nt(}"o)-‘ + "‘z“l l: IL J':"n(x) e - portz‘m*uo_ h
| £, = ‘-g-‘ll-x'u [EXCRENCA )il_- |

< Z x| (] ,6x) - AT M Wx)l o Tomands
My _‘21_M - emos | £ x)“ < M., Il XH "‘33.1‘&3. sodo x €8

(p o X = 0 a d.es:l.gualmde é ceru,amer\ uﬂ_vovdﬁ,de:.m.) 8 Pl
ro. bodo inteiro positive n, logo’ sap l] H < Ml .
_ n=

(AP T.1)

-

5e8 = Tooxena ‘de Banach Sveinbaus: Sejo ‘B um espago -de

Bonock ¢ | F um espago

normados (f ) e mna SuC!U.Ol"Cl& de ml:.cagoes 11nearos
cont*hiuas de- & em F e so existe i‘(x) lim £ (x) Pa
n—

1o -toder xEE- entio £ .é wmo aplicagio linear e, cont fmm
de E em T,

m,no 160 ru.gu.oz % imedioto gue’ o aplicagao - £ €

e Linear, pois s X,yEE' ‘omos

f(:&y) = 1im fn(it%y)' - 1im [i‘ (x)u (V)]— I(X) ¥ £(y)
n— o . n—o

° analocramenue so xel e A é wm eqca.lar, e(hx)= }\f(x)
A secuer-c.m (:L (,.{)) sendo conyer. sente em F & -
e seqmncia de Gauchy . couo &m vodo osoago nomado ° con

jimbo de ponbos de uma sequénein do Couchy & 11m:1.uaclo, tom
mos sgplll (x) ][-c: ® purc todo x & E. Exisbe entdo
n=

=67



!

por 3.2 uma comsbonbo . M bl oo suD I £, (y)[l‘c Mllx“

parz todo x € E & pertambe || £ _(X)ll = 1"“, xj}y, zeid,
logo £ 6 comtimua em ® , . (ApI.1) -
Obsorvacdss: 1) Notemos que, nas condigdes do
toorema Dl 4 e existe

g

1im I (x) £{x) pura todo x € B isto ngo jmplica  aue
n.—m) o o - ' 1
|I£11.f]| ~—> 0. Do rato, oq.,ldoramos om f?, (W) (Ta5.72 )

o funcional linear e L.d;o:f; 1"“ w.l "uc, se
(xn) £ ril(i\T), . ( 7) = . temos cue  1im :E‘ (x)
' ‘ ' n —>00

para todo xe AMH) e o ozr'aanto l£ll=.12 para todo

intoiro positive n .

way

-~

P) 0 ConbrU=-exerplo s obc'“ 0GO0 QUe segue o

Teorema a.l. wogtra. yue o teorema de Boe
L L]

e :
pocheSteinhaus no G 1nocess &rz&mentev erdadeiro 89 o espago

% nao f‘o:c compldu com. as notagdes dagquels observagdo, te
. » W , o
mos :[' (X)——‘) (x) pars btodo . xE E:R( ) onde £(x) =

- (8 8] AL ~ f (ﬂ)
= L X, @ csbe mc*!ona,l .’L:ml,az' f naoe cono_.nuo em R

pois || y(m)uu o [{(m))l \/—8 -eresce arbji

trariamente com. m,' dsto é » JT ] ndo é finito,

s
L. T Y ko

658=



CAPITULO IV

Nesbe capitulo 'dcm‘-os g demdns u.mgao 51c~meptur do

'teov'éma. de Brouwer paro duos .,.Lmensoes, Lla.ndo em ‘seguida tma
L,.ollcdgao (cﬁ, lefschetz) de.suu usorema 0, ﬂemorlswagao da.
exigtlnein de solugoes pﬂrw daicas de cerua. equogoes dife-
renciais no plono, ’ )

Reforencia réngias:

Se Lefschetz: Proc.iut.icadsSciences, Vol

(1942), p.

§ 1 - 0 teorens de Brouwer-

Seja 8= {GE‘. c lc] = 1} ro:_,conjmﬂ."toi dos

’ ’ ) N v -~ . - -
numeros complexos de modnlo 1,7 conjunto esve que considerg

mos munido com & d."SUu el induzida por O, Lembremos.  que

s éwm grvpo em re_ugo.o Bl biplicacno, Lembremos  oinda

ki

que dado um espago topoldgico T, " considersmos sempre. sda

bre o conjunto ((E,8) das aplicogoes cont tinuns de B em

L

S a distineia A(f,g)= sup l: () (x)]
' XEE .
- . Rad - .
1.l =~ Dizese gue wma cplicacho conbinua - de um espagotg

Dy

polégico E em § ¢ jnossenciol se existe wma opli

cagao contdoua ¢ ds & em R tal que ax) = ei%(x)

para vodo x € B3 uma oubrs m}lwagao contfaun 8 do E



em R tem a mesmu propriedade se e soments se F(x)w 9! (x)..

= 2tk onde k & wm indeiro relativo qualguor

1,2 - s a(B) £ 8 aopliesgio a ¢ inessencial,

Demongbrncnos  Tomenos 5,€ 8, o f oB }
sejq, oER ol que 8,7 e %o .
A oplicacfo % & |% v e m homeomorfismo
do intexyalo ]*50,1'30 + 2 'fl:r abbre. S- { } e indicando

- (O

{}),

de  Ox) =¢{a (x}), & umo aplicagio comtinua de ¥ em R,

com ¢ o homeoworfisme inverso, temos «(x) = on

1s8 = Doda wma oplicagho combinua o de & em 8y oconsi

-detromonla bombdn como wme aplicsgho continun, oue o-
inds indicumos pela lotra o, de [0 Pﬂ::[ em S e tal
ge  «(0) = a(2n). Una abllcagao corbinua  « de [0,2n]
em 5 sendo wriformemente continua (pois o imberwalo[o,27]
¢ compacto) ' podemos achor wee divisho- '

= 0= g . <~g_ < < = 27
_SO Sl ‘92 s Sl'l 2

do intervalo [6,2m] %ol que pars
-7

ty8 € [s 48, +.|] tenhamos | o (s)e a(t)|*=< 2 e portanto
o regtricao de @ a cade intorvalo [5;_; ,s%_,_.r] 8 inessen
G"u,l (102)

i Seja entio uma aplicacio continua de

' . l i '3“1 g8)

E’jo,s 1 em R tol ague  afs) = e "1 ~ para  ‘%odo

€ [so,sl:[; boweros - ¥, ma gplicagdo conu:mua de

s
[.*31,30" ._em R bal que %l(sl) = Uz(sl) e -%al . que -

(o™



18 2(3) ,
para todo SE [%1, By ]; de modo onalogo

afs) =
vomos construindo sucessivamente as aplicugoes By atd
%n $ definindo %(S.) vy 8.(8) se s ¢ _Si,'si_l‘ljl'bemos ma -
oplicagho continua de [0,27] em R %al que oc(s)eei% (S);

a0} = af@n) sozwo cue 9(2n) - 8{0) = 2nm , on
& n é wm inteiro que chowamos de grou da aplicogao, X
imedioto que o grau assim definido S 1‘1ﬁ6@pexlden'ce. de "deter
minagao inieialh %1(0). Por outro;lfv“-o, intercalondo no-
vo§ powos na cllva.sﬁo 8= 51< oo < Sp ' ndo allﬁei"amos a.
fungho & e nem o grau porbonto, _ ' :

' Dodas duss divisoes quaisquer de [O,?.%r] podt_a_ |

nos sempre considerar a divisao formadn pelos-pontos de o
‘bag donde segue que o grou & independente da parbiculor divi
g0 ‘do intorvalo que usomos, Indicamos o zraw de & por

[oc] A-dp'licagao continua ~9:[0,27%] —3 R que
congtruimos acima ¢ chamuds de Jlogarftmo da apl icagﬁo A
Se & & oubro logar:i‘-‘amo de o ‘temos - S & 2nk on=
do k & um inteiro relativo, & pods sor considerads como
wma aplicagno continua de S em R so e somente se 9(0)=
= 9(2n) isto s ' o |

< L f: £,
1,4 =~ Uma aplicagoo continua « de S em S € inegsen -
) . " B .
ecial se ¢ somente se o seu grau for nuloe
Se o e o
5 a b

» P ¢ '
_ sco aplicagoes conbinuag de
S em S e se 83. e by sao0 logarituos, respechiva -

. ' . - .
mente de ® e do Gy, & imediuto que a{g) =

(aaocb)(s) = a (s) oy (s) Sambém define vma aplicogao

=71



w3 ) - ; e M )
gontinva de S em S (lembromosg que estomos congiderando
en 8§ a estrubura nultiplicabiva induzide por C) e que a

fingao  § = Sa + -S}b & wn 1og¢r4 tmo dé o 3 porbanto

; - rS = o - ) : - ¢ -
'a('zﬁ) 3(0) = (8 (2x)~ ,(0)) & (sb(zﬁ,) »3}3(0) don-
de segue que . _ S

1e5 . - g[aaqzb:l gLC’a] +g[ab]

. : 2 . . . . - e 4 n T R
Se ¢ e umd aplicagao contirun de - S em S o

i

e smo se da com a '131:10&950 s€8 —— c;“l(é) = m(s)"les
& se 9 & logaritmo de 0\1“’8” é wm logaritmo de «~
c'londe segue que ‘ )

16 - glem ] -]
1,7 - Dados dmos aplicagoes contfnuas o e oy ds 8
o em S tois que Aoy ) <2 - ntto gla ] =
= g[ ab]-»a

,D_ega_mstmmo-

d(ad-,ab) _Ss:nsl a (s) - (s)\ =ﬁs;1psl a (8) b(s) -1 |

_e se para ‘codo g & s ‘temos | o (s) ab(s)" .1} =< 2 entio
a apl:a.cg,.gao | 'raa,cﬁ{l” nuo o sdbre S o éle (1,2) e (1.3)
‘segue porbanto que g[(‘.. G "'“‘:] ;3 de (1,5) e (1.8)
segue que g[a ey, 1] gf_aa:\.a ‘g'[:o:];] donde segue
a tf"m1¢1de. ' -

1.8 « Uma gurva fochodn de ua subconjmbo A de C é uma

7 e



mal-icagg.o coirb{nm ¢ de. S em K. Lembremos que  dadns
duns curvas fechadas ‘Pl e ®,.de A asun GlS‘umlciaé

definida por dA( 945-95) = swp | ‘91( ) - P o(s)te
" mES
Dado um campo vetorial cont wo E(x);é 0 dow

as -

finido num subconjumbo 4 C.C “(1.6 vma ml:r.c..wao que o tedo
Do — xch assocla un vebor E(x) £ 0 do plamo C = R s
a corbinuidade tendo um sentido eviden we) i ._ndica.mos porT
alx) o ar»gulo que .0 vstor - B(x) fam 20m 0 eixo das obeis-
gass consideramos g CL.w0 UMA _:J.plicagz_o (conf'r.:'f.nun). de. A
om’ Se | . ST o
Dade wmo ourva fechada (p de A o _ap_lidagﬁo
g8 —— al(s) = af cp(s)) £8 é malicagﬁo eon{'.:(..
nua de S em S5 cujo grou é por der_n'rgao 0 '1(11@
curve 9 em rolagho oo campo vetorisl E(x)e . .

| Une deformiclio continug ou homotopio em 4 de
uma curve fechade @ em uma curva fechsda CPI_" e uma g
plicagio contdnmua ¢ de [0,X] wno conjunto | C (S,A) dos
curvas fechndas -do IL (mu:m do com o dlSu&L’lG"d. dm inida 0.0.1-
ma) el que ¢ (0) = P e (1) = P o | Dizemog  entoo
que’ as curvas fechadas Py e, (Pl sfo homo_y_gp,@._g em ke
No co.so part:.cular erm que A=195 temos a NOCA0 de clew"omo.-
g0 con'un.nua. ou homotopia as ap 1:Lca.¢oe continuds de 8 em
Se ) '

& med:.auo c'we

1e8 = Dodo wm dampo ve-..or‘hll conbinua B(x) =;é 0 . .definido

i ) .
mm subconjunto A C G, uma defommagho combinua de




curva fechado P e A, rmmo curvae fechods CPl de A de
- a
fine uma deformagao corbinun do aplicagio o e @ na

aplicagio ¢, =uno 9 (}pllﬁdf‘OPS comsinuas de S em 8).

_ 0 inkervalo LO,-_:] sendo compacto, tma de-
; b »t . P :
formagdo combinua Ae [0,4] — a,¢ Cu(.?i,s) que leva o
em o, & uiformemente continva (I.9.7) e porbanto po-
demos. achar woo. divisdo . -K-o = O - ?‘» < }\ - .-.<?\ = 1

do intervélo '[0,1] . ave d(u. s Ot?\ 1)<2 de(l.’?)

sc?g_ué t%ue gfans 1 = g[c;?\:ul'] epoz'uam_;o gla,] =

= g[ «q ] « .Demonstramog portonto que

1,10 « Dado wm eampo vebtoricl continuo ..J(X) #£ 0 defini-

do num suvbaonjunto AC C, duas curvas fechadas ‘e

L . ~ .

homouopicas em A +t8m o meswuo mdlca em relagao ao  cumpo
veborial,

~

" Duns aplicagdes continmas do 8 em S . que sio.

O

17 [ L3
1_'101110"5013100.5 UGBI O WMErmo ZY0le

1,11 = Dado um compo. voborial continue E(x) +£ 0 defini
do num swbeonjunto AC € ontio pare todo X E A
exisbe wia vizinhanga 'VX %ol que paro 40ds curve fechadn -
contida em V_ o seu Jndice em relagho ao campo veborial &
nulos ' ,
Demongtrocdos Do conbtimuidade do compo  segue
iue podemog achoyr wia vi za.ahm‘lga
v, tol que paru todo  y eV b‘rfnuanos {a(v)-a(x)l
de (l.2) e (1,4) SOf"uu omﬁb o resuliado.

1e12 - Tndicamos por D o ¢isso witério fochado de G

Tdw



Dm {cecl 1c|<1}

Pedrems, do Brovwer- Toda oplichighio continma £

| A de D om si mosmo tem pow
lo ‘nenos um OOIluO 11xo, igto e, um pomo xoa D el  que

“‘(x ) =

_Demong' umc:ao- se tivessemos sempre. f(x) £ x
: , o poderismos agsociar o todo ponto
xeD owvebor B(x}=7f(x) -~x 3 teriamos ddste modo  um
campo vetorinl conbinua’ B(x) db:...aido em D “com E(x):,éO
pora todo xeD , ‘ o k
Para todo xED com . |x| = 1. o vobor E(x,)'
(considerado com origem:no ponto ). aponta para dentro do
disco-e indiemdo com d(x) " o.fngulo que o vetor B(x) faz
con 0 2ixo das aboissas (consideramos, GOMO é_empra, G como-
e, oplicagio de & em 8) e com ~ 2(x) o dngulo de a(x)

com X, podenos porbano e 13\ S(x) (x)
. AT - - ! .

5(x)/

pora todo X € Se

S  a(x) |
o '1s'l deremo 2 honoe ‘ R
Sopia - - SN
: x\’<, _
oncle o (x) h%(‘{) alx)y Temog « (15) = a(x) e

1(x) =X que e & apl" cagao :.denulca cle S sobre 31 mes-

RO a.ol:v_cagao asba que em evide ntemenbe graw 1 o de
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(1,11) sogus que o mesmo ainde vale pore a aplicagdo gy is
to 8y o Indico de Uy om relaglo an oarpo veﬁbr*_i.‘_al E é 1.
- Por outre lodo o aplis Lxmo contdnng
Ae Eo,l].——————av_ﬁh-s Cu(S,D) onde - By (x) = Ax define
¢ uma homotopic entre Bi = al ¢ a curve fechada consbante
p (x) = 0 qm tom evidenbonento fndice nulo em welagio o
sumpo . B(x) o o mesmo dovaria entdo ser vordade parn o -oux

o &1 cen con'uracl:l.gao cor O L_._U.\, demengtromos ocinmo.

1.15 - % imediato gue o tecrema de Brouwer ainds vals poe
' e qualquer Sepogo hqmoomorfo a D

~

. Dhservacs Im Topologia Alg “ezax-lca introduz-se
't I £

bt a7

' a nogho de grau de wma splicaglo
comiinmua £ de §" = J, xR H x|l = 1% denonstrando en

%20 ds modo a_mlwo 4o anima o beorems de Brouwer para

B, = {xeRl =)= 1} .

’ el » Cn ™ N L4
2l, - Tooremg (Lefochetz) - Sejum ©,f,g fungOes nuneri -

”v

cops conbinuog € com derivado

ta

prj_ﬂe:.ra conu.muu. clofnnda,a no reta ¢ tals ques

T - e ¢ ma I"lJ.J.’lGuO - 'z'«,d’?ca de pe'r'iodo Te

L onde pe para + @ eom |x| .

iz_:‘

IT wm

111 - ZExisten congtonbes posibtivas b = B

tois que pura todo- x € R . temos

76w



- Entao, o equagso diferencial

(1) L, er(x) ey £(x) = o(h)
2 as . 4
: b _
vern 1ma solug'é.o lpe:ciédica LER —3 () ER de per:{o_cloj Te

Tomando F(x) = L) e G(x

x .

~
i
5

a condigao II . equivale &

II!' « F(x) tonde para + @ com lxl .
S De III gepue entfo que o meswo vale pora. G.
A condigio TIII Dodelon"oﬁo ser substituida pela concllgao

ITI! - Existen constentes p031 tLivas b e B
tals que para todo XER temos
| 6G{x)<bF(x){ = B.,

- -~ '- & ‘ -
Demongbrogané o eqtﬂgao d:f.i‘erez-c:l.&l {1) ¢ equi

valonte oo sigtema

+
g
W
RS
il
e

(2)

4
l—b
P

&l
e
It
©
—
[
e

n ‘ LA PR a - e

o vamos demonstrar que 8ste sisteme tem umo solugoo
3 _

Ps teR —u (x(8),y(%)) e B
Para cada ponto (x R ) e R® oxiste wma ¢ uma 50 solugho

de (2)y ou ""ragauora.o.",

periodica ¢ de-ner:‘.odo Te

[V

T ¥ LER ——s. (x(“a),y("a))é Rz bat oue x(0) = % o
xo"yo \ o A AR

70) =y, ea aplicagno

77



(x,57,) € BF —> PXO:YO(T)' = (x(1),7(7)) e2°

& ev:.dentcm q:roa gon 4 inug. 0: beorcma BELTD :‘:aovtanto se ot dea

monstrando que o. oplicagho ¢ “'m un powto fixo, iste 4,
gue exis Le um ponbe (y ,y )e R ual ql—l" 86 "‘-'Ijxo’yo' 5':}.
urajeuorm qua ‘passa. pox (*«: 0?70 ) no ‘insbante % = 0 en~

.bao . T x 7, (T) = (x p‘ﬁf ) pois onuao ‘segue da’ und c:a.dade

da solugao do sisbema (2) @ cla puI‘lO('?c"Ci’ld.G de e aque
y-(o-l- ) = I -xo,y (t) para 'o_'odor 4 ERa

) Para demon; uru.-r' a exis uer_chm de wm ponto  fixo
da aplicagio t,) v‘uo‘; o:alwc ar o tecroma de Brouver demonse
trondo que.

2¢2 = “Existe wme reuito plona limitads DOT-uma. elinse que

- e, . . . .
e 6 1ewzada o @i mesmo. pula apllcagao R

Demon '.1:““1* 04 OODSidGTemO a Forma ‘quodratica
(5) S '-211(1:,;)7) = ax" . ny + b ya
cjue g 601"_4116.1 poait ':? 72 se’ tomemos -ﬂb‘;r 1 e a>==0, Lo
Gue supomos o 9rcvu1ft 001 sideronde x @ y como.  fungoes
mume?':.cas dorlvo.v 15 J idos para tER temos .
(4)—' .QLL_ &,,....:ﬁl _‘3 ;y..x—dl+by'-i
- dis ak du ab dt
Se > (X(u) w{%)) & solugao do sistema

: S.(42.) ‘seriog

at = «-g-%- = “ax(y-g(x) )~ (y..t_:*(,;{) Jy=x(e (£)=£ (x) Y+by (e (3)+£(x))

78w



.ou

'- ut=- 33,1 axy a.sz y xyG KO sz bye - bnqu
”:dovwde vei \‘:: - R IR
(5 BT ;‘—-7 —%E""— (ax—y)(y-xG) + (b.f-X)(e-oxP)

Tmemos coorderuch ‘polarw T e S\ no pl.'.um
& vomos. clemozﬂswur quo '

2.3 « Existe £ >0 Bal quo para .:_:-,2-1-0 temos _u_'__<:‘k'0:.‘
~ donde segue’ (2.2) pois o disténcia da e blinéé"'_f;"_"

; u(x,y) = v definidh por (5) a or-agerﬂ ‘tende p..xra. infinito

'com r e tommdo r>r | ‘teremos u'<< 0. 108 pom.os (zy7)

da elipse ulxyy) = r o quo i gmi‘ica qué guando 1 cres-
‘ult)  decresce em “s0dog 08 ponuos (x,y) uans que

u(x,y) ‘r "o que prova gue uodas ‘a8 trojetdrias que passam

._por 8stes pon“uos se d:l.mgem para denuro do domdnio

wlx,¥) < =7 dorade segue en m.ruloular (MP).

2,4 w Demonsuragao de (2.0) sub.; uu_mdo, x=7 cog §
8- y-_r sen 9 em (5) vem |

(8) "%— (-a.G+F)co.; “u+[:a+(C-b1")] cos Hesen % » senze -

-“——(b‘genm‘}-cos%)

|G-bI‘| -‘:B implice G-bF = - B (7), e como B> 0 entdo

-B
o

ob -T; (G..bF)

(G bF) >

e,

- ‘_V.V‘cl‘e‘ '_ab?-- 1_‘,_.segue en’no: que

a6 = bF > %— (GbF) > - %’-5




e togondo {x| suficiontemente grande de modo qus P e G
ge jom positivos temos oG - ? ol - ubT‘ igto é, “existe ]
tal que para |x|== s temos aG-F > ':5- (GubF) = = -% :
p'ara | x| < s aG-F como fungiio continua é evidentemente
linitada e existe portanto mma constante  C>0 %ol que pz
ro Godo xER temos aG - F> -G (8) De (B), (7) e (8)

segus que

B (€ cos® 84(0s3) |cos $ [ Ié;er’lr‘-i}; [Hséﬁa& ) -

% (b sen & wecos ®) - i e T
1), Tomemos 0 =<5 o =< % o ¥ ol que
| doglze w b

;o

E(3)= C cos® & + (a+B)|cos & Hsen 9] < sen®

fiungao contfnua de ¢ com valor -1 s §= .152.. + kT

8.8 l_ima,.

¢ portanto pare |cos «‘}[ suficientemente pequeno, isto &
para’ @ siifidienteménte peaieno E( 9) ostord arbitririo-
mente proximo de -1, . T S

| e sendo continun o periddics & limitadn e pode-
‘mos entlio achar- fl tal que para T rl ol 5 % (b sen $=ocos 9

seja orbitrariamente PEqUEnO,

Podemos portonto achor « o © ‘rl tal que poe-
o . 3T .
T4 YTy e |9~ =% S |£.er ou |%~-—-2—-»|:£.oc o=
nhomos u_' < 0 :
2) Pars todo pombo {x,¥) tal g l% %l;}_v{xo
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_ by cosgw‘}
’V L] - P .- -
elinitads - (se r= r > 0) & ‘emos

2
7~

£ s P
que considerado como formo quadratica em sent e cos §

- (aGuF+E) cos® 8 + (a+C-bF) nos 9 sen § son® &

tem degcriminante A = (a—:-G---l:‘;F)2 - 4(aGuP+ £); de (7) S

gue que G>=bF - B ¢ porbonto aG>>abF - aB ; como € é
1imitads segue que aG - F +E€ > obF =« F + 0 onde C é

mn congbante convenientes portento - aG - F +€ > (aba1)Ps0
donde vem que A = -4(¢bm1)i* + 0 ecomo eh>1 e F ten
de parn +o00 com |x| ontio o segundo membro do tlbims dg
_siglgidade tonde para - -o  quando T . eresce ¢ portanto
exisype T ol que pare r=1q temos A <0 o porbs.n‘a;)
o forme quadratica "3‘1-2—‘ acima 6 definida negativa, . isto

é,‘ ul= 0 para r>rl e _«‘3“ tal que H}- [>~(x e
‘ T
19 = oy

3) ‘frommdoent'é.o ‘ rzmax(i'o,rl . €%  qual

quer tomos “ul <=0 G.Q.D.

AL .
- i Y o

. =81






Q TEOREML T STONE-WEIEUSTRASS .

Sejo K um espago compacto. Lembremos que
: Gu(K,G) (zesp, Gu(K,R)) indica o conjunto dos fungoes cone
tinuos e & valores conplexos (resp, reais) definidas em K,
com a topologia. da convergéneia uniforme, isto &, com o to
pologia definidn pela norma (I,5.F5) '
lzi= sw j£)]
: xe Kk
A notagno Gu(K) indicars banto Gu(K,C) como
C,(KsR) quondo as definigoes e resultados forem validos em
anbos 08 Cas0Se '
Umo. Algebra A sobre wm corpo F & wm anel g
que & tambdm wn espago veborial sObre e no gqual a multi
plicagio escalar estd relacionada a mulbiplicagho no  onel

pela lei associobivas ‘
(Ax)y =x(3y) = Axy) (xed 5y yeh 5 AEF)

_ I foedl verifisur que o conjumbo Gu('K) com as
w o . Ja

definicoes usvais de some; produto por um escalar ¢ produto
b, a ' L

de 3.11::1.9568 & uma algebra. (comubativa e com elemento wmidade)

sdhre o corpo dos mmercs complexos (resp, reais).

Cel = 8 A & submélg»;ebm_de GU(K) sun aderéneia z

=83



em Gu(K) 6 tma sub-{Ilzebra,
Demonstrorto:  As aplicagoss (f,g) —> fig 6
o (f52) —> f.g  sBo fungdes cone
.{nuus em G, (K) X O (K) e-a a}dlicqﬁo A Ay8) —> A &
uma, L‘ungao c:om:;.mm~ on, CX G, (h) (_resp. R 011(1{)) s como
’sagub das Iulagom

i (f+g) - (f‘o+go)|l ll £t H -l 2-g, ll
«l| “'guogoﬂ =l (g ) + (-8, )(g«-g ) + g (L-f )II

“Il : II II g2, I L]l £k | e, Il ol lle-t, H

H?\f A P\llil-i‘ I+ lf\-i\l llfnz Il+l|f-'1| Ii\-?\l

o oH

(f,o,.}. 38, € C (x() e .AeC(resp,AER)), Como: A ¢ wma
‘subnalgebro. essas Fungoes coubinuas levom A X A em A e

- portunto a imogem de ixxﬂ por cada wme delas estd contie

"daem -L;-‘(I-,é-.-_z), sendo m }Ix L segue.-que A &
fochodn em relagho he restrigdes dos ope mcms de C‘-u(K) a.
K [ ] i |
042 ~ Definictio: . Dizomos que wm conjunto A de :E‘mﬂ.gSes.
o ; dofinidas em wm conjunto B & sopapamte
ou gue separa po;;‘h@s,dg E se dodos x ¢ y em X ,
x# ¥, existe f£€ 4 tal quo T(x) o £(y)e

0s3 = Definicfior Dizomos quo wm conjumbo A de  fungoes -
'. dofinides em um conjunto E & gomletom

’ ) ,
mente seporante se ¢ soparante ¢ se pars todo % em B ow
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xiste em A %ol que f(x) £ O,

0,4 '« Lemas Sejo. 4 uha-suvhedlgebre de C (K,R). Se f
e g pertencem o aderéneis !L de 4 em

¢ (K,R} entae max (f,2) ¢ min (f,g) portencem & Ae

Demongbraczos Como max(f,g) = :-é- (frg+|fagl)

-

—— »

min (£,g) =%- (£rg-|f-g|) ¢ & &
ma svbeolgobro de Gﬁ(K sB) {0,1) € suficiente demonstrar
que para t0da fungdo he &, |hle A,
Se |njj=0, h=0 & portonto Hil € A, S8
N

Iihll’=a¥'0 e f= T35 @ ntgo pare tode x ¢ K,
|£(x)} =21, Dado€=>0 o série do Toylor de (%€ ‘?')1/2
relotivo ao ponto % = % & wniformemente com,rgerﬂw pa~-

GSIEI]O

mroﬁ"":-’l', pois se- 1, (n=0, 1,,H) é o (n+1)
$&xmo da séric, pam n=1 ) @ para todo € [0 1] temoss

1, !

2

. 1 3.1 280 11 1_.2""‘1’
| (°)| l-'(- )---'gp_'")(;:+8) (b—-“é‘) E?|<§(ré~+€) =
N z"n ‘. ‘. o
. (“"'+ e®)" (42 ¢ e u série geometrica de ramno

(22 82) <1 ¢ convergente, |

Fagendo % = . existe pois wm polinomio P(xz)
em %° %al quo pore todo x em [-1,1] o
:-:-I.P(x-z)' (x + 52)1/2']-::' £

; em particular, para x=0 obte
mos que [P(0)] < 2€ . Seja Q= F - P(0), Pavs |x| < |

+amos

=85



W {2l 4P<x2>-1:co>_<x§+s> e o] | R(0) o

chxz) (e I(x2+€2) x| | <2es £ e

= 4E .
Como  mnao possu:. 8 1mo consbonte Q(fz) € A
¢ como || f""“ 1 d (1) segue due- HQ(fB) lz] |j = 4« s
logo lfl pertence 4 o.derencm do” _3' que co:mc:.c’ie com A.
gomo k| = aff] ) Ihj e X . |

T0{.5 -e_" Lg_,rg;ga Se,]a A wma sub-algebrd de G (K R)a h&o
) | : " ‘ uodq, fungao de C (K R) que podu ser aDrox:L-
'mada et ca,d.a par de port bos por ume fumao de l& peruence a
" e m‘c‘:nsﬁragﬁ'&éu  Seja fs G, (K R) %al quo para

' | qmlduer e >0 e pare qualquer
-"‘po.r c‘is Dontos T e G em K exi ba u:mu fmgao £ & A

"Gl que l (p) sipl=e o | (q) - f(q)l<e. Os
"congunho.'a' T | ) ‘ o
| | "._ﬁp',q __{ xe K |‘_fp (s;)-;'ij(;‘c) ie }
..',\vp',_q_; { x_eﬁ l I , (x)> %‘(x) - £ }

‘800 aberuos am K pois as ‘“unc-oos i " e -£ sto eomti

cpuns em K, Fixando. q7, o famflia (Up Q)pe K . 6 um rebg
- brimento aberto:de Ky lo;_,o co’ﬁtem um swa-recobrjmento fie

nite (U de Ka

‘Pelo ;i.ema 044" o fmgno £ q-—:min(fri. Q""fpi,q)
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pertence a K » i‘q(x)é f(zx)+€ poratodo xekK e

f X - il - £ J;'l“ci;‘ wodo & eV V= r\V »
( ) (x) Pa (el X q’, CL D qf'\ e n Py
- Analom.menuo, o familia (J ) e wm recobrimenté oberto

‘& K, logo contem um suo-recobr_menuo finito (V )1...1 n

.. Saja f = MaxX (J. ,ooa,f “)t PBJ—O lema 0.4
£ e L e f(x)..s -=-:f (x) ~ i‘(x) + € ¢ para todo xeK, Ig
go |} f -ff=e, :LSuO 8, £ pertence 4 aderfneda de

a4

"k, .ou se;;a, a b

046 4 Teorema de Stone-Weierstrass: Sejo X um espago om
- I ' — pa.'c_'rtd o 4L umo stbe
algﬂbm separante de G (K,R).. T‘n tdo o aderdneio de A $
‘ou G (,R) oua subedlzobra do G L(G,R)  do t8das as fime
does continuas em K o valores reais e s anulon ep

mesmo powso x, em K. '

~M: Suonhamos que A seja completg

| mene _separanto  (043)s En'bo.o 86

xaK, veK e x:;é y existe umo fungho £€ A . tol. .gue

0 ££(x) #££(y) # 0. Do falo, por 0s2 existe uma fumgho

g€ A tolque gy(x) £ gy(yle S ge(x) # 0 o gl(y)-vé
# 0 , ‘tomuomos £2g,+ Suponhamos g1(x)#£0 e \gl(y)

Por 0,3 oxiste g,e4 tol aue g5 {y) # 0 .

Tomamos entao £ = g4+ agz ondo g 8 qualover- nimero  poal

nio mulo, dlstinto de wgy (x)/g (%) = 2o (%) % 0,6 dig

“tinto de. gl(x)/gz(y)-ga(x} se gz(y)-gz(x) # Os  Para

qualauer par de nimeros ¢ o -B existe entdd ge 4 tal

we .g(x) = @ e gly) =B . Basta tomir ‘g = a8 + o, £?

wBY.



ab® o B o’

= £ ¢ ._ .5..‘3'._:‘ o b
ondg\ 31 = Tb oy &) @ &y = hhwea) ? sendo
ﬂ-= f(:}{) o :b (V) ’ '139 lema 0.5 Seg'g;'!_e que :,E{ =

= Gu(K,R) L _
SL'Q:)O“H&JTOU que A é SﬂJuLI\.t‘l‘!u mas nao complem
mente separante : iato o, que oyﬂsua um nonto X, e K tal
s 'r(x) 0. pora uocm ﬁmgm i‘a&. Seja g uma fune
gao de C (K R) tol que (X ) = Oq 1-;0.3'1‘:?.6._7'&'03 qua- ge:ii .
Se;;a Al a a'lr-emm zerodo pela reum.ab de 4 com o ‘éonjim '
“bo das Tungoes eong mues en Kj sendo A‘l comoleﬁamente
separonte,  dudo £> 0 existé wa fungBo £ + ce &, onde
cA ¢ g¢'é consbonte y tal gue || £ +7_c - 8” < 2, Co

| s 7 O
e | £(x )+ o - g(xo')l < "% vom que - lc.[ ~ % e portag

e

to ||f-gll<e, logo geX.

»

0s7 w Coroldrio: Se X & mm espago compacto & A wma
B sub=algebra complotomente separante  de
0, (K,R), ‘onto A~ & donga em G (K-,'B.).

QO

un espago compacto ¢ A uma

008 w Gorolé_ﬁri So B
S : sub-—alg-unm (38 C (K R) C]U“ 'e separonte

é conuem as fL’ll"CDGa: conq u..Jlu”S, enuao !L é d.c:llSnl en. G (K,R).

_0.9 - Tmorema do Stongw lfele'r'sw'r:s o:rr'a umcoes a vo.loresf
7 q____jt.xos: Seja K o espago comacto, A ma sub
a.lgemro. Seporame de Gu(K,G) e suponhamos que para  toda
‘- uurngao fe .é!. o f mg:ao conjugada -f uambem pertenga a A .

. Bnboo o aderencm de 4 & ou Cy (K C) oua sub-algebra-de

I
Odus os fungdes contimmas en K a valores complexos que
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ae amtlm em um MOSmo mm'bo %€ Ko

Demons’t urag os Como mm $0da .{'Luﬂgao fe b,

1 -
o = (feT Tw £ =~ (T
Ref S (£+7) o Imf BT (£-3)

permne_em o Ay o s;.ﬁa-conjtm“co A de A das '.f.’mgg‘es
continuas em K a volores reais & uma gub-algebra seporan-
te do G (K R). Pelo ‘teoremo. 0.8 ou L\. = Q0 (K R) ou
ento uodas as fuagoes de ¢ u(K,R) que 8o a:nulom em wm pon
Yo x.€ K }3er'uencem a IL . Se Ao: o(KsR),  dada
g€, (K,G) e >0 exisuom £, e £, em A, ‘tais que
HRe g - ty]l< —E", f 30 g - £pli< 2 » logo
g~ (i’1+:|i‘ Ml<e e gel. Se £(x) =0 pora +odn

fungho feld , ondlogamente se vo rifica que Se gec (X,C)
e g(:&o‘) =0 entio gEh .

‘0.10 - Coro frios Se K € um espago compacho e A ma.
' submdlgebra completamente separonte de
Gu(K,G) tal que para t0da fmcao £ € 4 1‘ € by | en‘qao)
"Gu(K’G)‘ o | | _ y o
0,11 =~ Cprolario: Se K é.um esmgov corpacto, A umo
_ gib-algebre de O (K,C) que ¢ separan-
te, contdm as fungdes constantes e ho.l Jue parae 0da Pngoo
i‘e.tl ’ fe 4, ‘entdo L =G (ﬂ.,G) B )
i | gb‘gervacao: Ho 'i;eowama 0;9".& hiptese de que
| - para 48da funga. ;e L, o fungio
conjugada LE€L,. ¢ es f:enmala Seja K = zacl 1<|= 142}
Como o fungao f_(z)_._,‘r , sek , soparc DOﬁ.uOS de K.  a

w39



b i ’ ' A - =t N rr '
suhealzebra 4 do Gu( y0) smoredn por § & sepuronte, Mo
‘entento ag fungdos de A wfo se cnulom mum mesmo  ponbo o
" Sy - 1
A =f Cu(,K,C)--. Se A =VC'u(i“.,C)', como o fungdo = € C (K,C),
dodo O=CE<T1 existiria mn Do_Lmor":o P(z)e A -"u.l aue

»

iPez) = -—|< € puro todo. zeX , Jogo..

Mos pelo bborﬂmu b G"uchy (thﬂl‘l‘:{a’ Cux'so de

™ ]:-—’

azfigﬁg
| dz <

e - L P | &
lel;l SR RE b ML
e
=—J} a9 = - 274
logo = E _ : o N
2n=} le ;1(9(5)-%)6&5 | = Jl”il-_'il’(z)-__‘%‘lf_lﬂ< ene

-

- . . .. ’ -
g porbonbto € > 1, o quo contrediz o Lipobass,
- , iniht ? Eh i

§ 1~ Q teoreme de Helgrsbrass elassico
) . + . " - ~ '
(1-.‘1- - Teorevnu. a¢ Helorsirass clagsico: Toda fungoo conti-

nvg. o volores veals

'(fc\“sp. domplexos) defnidn nwm suo-conjunbo compacto K de
= R

Rﬁ

L "o

e o limite & wma scguznela de po'i inonios (em 213 varm ,

vais mais) wifommemente convergento-ex K o
- ’ ’
Demonstracoo: Consideremos o gub-algsbre 4 do

Co
Cu(“r;) dos resbrigoas o X dos
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- - . L . » T hd ) L x T -
polindmios em n variiveis reals; A contém os fungoes
B gom

. . _ .
consbantos ¢ separa pontos dc K, pols se dols pontos sao

:"ﬂ:‘s.s*ain'tos, pelo monog upe dag coordenadas assume valoms

\

distintos. Mo eugo souplaxo ¢ imedisto que se :
(xl,...,xn) € Ay P'(xl,.,.,xn), £ fa- Do corolirio 04B{resp.
0.11) segue que A = Gu(“ii).

L2 w Toda fungio continun o, valoros ronds. (resp, comple -
. xos) Gofinide na reta, pavi odice o do _pario,c‘ao' 27,

¢ o limite de wma sequinein de ‘1' 'orw-i.os trigonomdtricos

(resD. 'trlcrmoma’armo ou F‘XDOQCEJ.‘"“J.JZLS) i ormomor"ae lele)s ™

vorgenteo em Ra

Demonglhracaos  Tods .T’.‘ng;m sontimua on Ry mpe-

1'5

1ddica e do pexdodo 2m, pode
“gor identificads o umo fungho definido sOhiv o cireunfordne
cia & comprimonte 21 4 K= {(xl,xz)a Rzlx.l-i-x 1}

e conu:f.r'ua como ’E‘mﬂmo do cofﬁ'r*":;n bo de oreo X o HO COw
go meal, considercmos & mm-aljemm A o G (;\.,E‘.) gerada
pelag fungdss 1, son € ¢ €08 X 3 0B lanen’oos de &

~ . ™

820 0% polinamiou trig o1nozga’sr:.cos % (% cog nx + bnsen nx)
- ' ‘=0 -

(an,bfc:R n_Ol,..., e ;"!. é sepomnte pols se x £y

. -
ewlmo sen % 5% sen ¥ ou o8 -m £ oy, “lego do corola-

rio 0.8 seque queo = O, (L\.’R).

- Mo cuao comlaxo s GO"lSlCl.-"ume & subeilye] ot 1;1
de ( ,C) peradn p(‘;.-ilf‘:‘ ﬁmg_;oes 1, o o o '!:x; os
olens "G 08 do Aq stio o polinGnios _ l
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. . ¥ ,
% ece = T L(c r¢  Jaos nx+ i(e se ) sen nx]
0 " e} oY 4 1
11..-7\] Lone - :
) "_, -~ ix B 4
(c € 0y ne [- { ,i\? ]) ~Como o finmgao o © soparcnie e pa
ra todo pol:morn:.o T 1.1_ _ T
o todo polindnic X A E "“‘1- s 4 c,¢
C 1ﬂ-.-N : n=K
=t % 00 €A 5 :10’»00‘1*015.1"3'.6'- Csll- sogue gue
P . B S , _
A =0 (ch)_.

18 . - Qualquer 'm"lgs.ﬁ vool @ continua em [O,?t] pode ser
mroxwﬁna DOT LML qeumncla de’ polindmios am co8Cw
“BOB, U,fa,uomemonw conva *r_fen'ba. "2, [O,-'rc].
| s Demoa.:.u Mo- " Como o Tungao coe ¥ & sopiron.
A e o [O 'ﬂ:] a sm-algearu do
EO, W] Rx::‘l
{[_O,'Jt], R) nolo corolério 0,8 o
0 *'osulu.. do 1.5; = hem_e e, m :’.‘ungoes rea:t.s

I'J.Cld_ T)le.: Tongoes 1 e cocs x & d ngd ‘em

e con umuas om tdda o o ba, D¢ viod.:. as o de poriodo 2m @

. 73;‘«.1\3..,-

) ;L,.__. - lequer nmmxo res "l g cmuwua u'G.. [:O,‘m] . com
1(0) = 1( n) Dork wr aproxing ch pox- urme. godudneia

*

é_e po'! ;;_uom'l os 8'!¥l se O-‘: i OJ."I’G{‘I‘\OE“ uO CO".YV(..E:‘ 1'1 'GG am EO,'H?].

"

e Demoﬁs_i;_;' cEot ’T‘?Jé tUl’J.Qu.C- :c;ea.“t. .e‘ conbinuz em
el " : . .[O,;Iﬂ cor £{(0) = #(n) pode

%)
G

- .
onYTe. & Cllw



cunferdnela de comprimento 7 , o

o= {prentl k- 3],
‘e continua como *‘ursc;ao do comprimento de arco‘ 'x. A sub.
51gebro A c'te Gu(K,R) perada pelas fungoes’ 1 e senx
$ seporonte, pols se x'# y enbio sen x =,é sen ¥ ou
sen 2x # sen 2ve Pelo corol:i:c‘io 08, E=2¢ (;{,R).

A pronoswgao 1,4 sge estende pora i‘lmgoes veals
8 con{‘:_:fnuus em $0ds o roto, periodicos e de per:.odo 27 tols
que F(x) + £(-x) = 2r(0) . ‘

" § 2 - Exbengoo gos espacos loca]mé'n'be @nmacﬁog.

Seja L um espago locslmenté compacto & C (L,R)
(resp. C. (L,G) } o conjunto das i‘mgoes continuas a valp,
ros maia (respe comploxos) definidas em L, oom a topolg,
gia (o eonvergdnoin mifome adbre os compactos, mto e, 4l
, G :E‘ungoes do (g (L) converge
pora a fungao pe C (L) se @ ‘tende uni fomemen'be PG

zemos que & sequénoedo, 9

0, ¢ em qua.lquar sub-conaunuo compo.c"no de L

2¢1 « S¢ o submdlgebra i de Cc(L) o compleuame'nte,_sgaw

porente (no cago complexo se ainds para tdda. funglo

fe A, Te &) ‘en't"do +8da i‘unoﬁo de . (LI ) e em suhecon

_ junto compacto de L pode ser mn.;omemen'he aproxima.da
por uma fungdo do subedlgebra A, - jsto 8§, A= () »

Demonstracior -Seja K wm submconjunto oompace

: ' " %o de L; as restrigSes a K dos

fungoes de A econstituom wns sub-Algcbra AK de Gu( K )}
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'que sasisfaz os coridigoes do sorolirio 0,7 - (resp. 0418) 1o
20 4 aderéneia ur'_'_formn de - A’K _-5 ‘Cu(K) " Porum'co, dada o
fmgao g el (L) se>0 existe fe A %ol gus’
A(x) - g(x)l< £ poratode Fe kK, -

~ Sendo. R® localmanto .corpacto temos .c:o:r_norr.'cor}szg_
quinelo imediata do 2.1 3 . e K

: Y T
2.2 w0 con;;uu o dog oo.'_zno_mos em 11 vordovels fedls - a

e

coeficionten omplcxos (rﬂsp.

C o(8%50) * (rosps cc(_ R ),

ooy £
reoig) 4 denso  em

. P W1 e S s
§ 5 - Fungoeg combtlnuos nulas no infinito.

Seja L um espago localmente compacto nio. come
pacto o seja C (L) = sub-dlgebra de - (C(L) | das fungdes
continuas em I bais que. {xe Ll £ = 8} " & compacto
‘puie todo € >0, munide da -topologia dn convergéneia mi
Tome ., ' '

Bl w80 A & uma sub«a"g bro. eomplotamente separante do
s (L) “{no- caso complexo ouponos “Hombém que POYa t_q

da fu:n.gao fe.éL, fe A) erbao o adordreis 1miforme de A 6

o _
G,'u(L)f _ R ,

Demopstrachos  Sejo L' o compactifica do de

' ' .{Llé;\a'z.':‘;,l'om’;‘ (1.8.9) Co 1 po=

1o adjungto do 01\,11101 G-y - C ¢ o cowynuo diag res -
'hrig'des a L des ‘xv:w_;zugs de éu(l;f) - e ‘se-onulan no DPONw

%o . De fabto, sc feci(L) dado & >0



= Jl xel| |2(x)|= ﬁ}‘ $ compacto, portanto existe o vie

z:uha.noa qLB U{oo de oo tal que pare todo

x£ BV { } X # 00, demos. |f(x)|=<te , logo
ITim £(x) = e £ se prolonga o o fungho conti~

XELyx—00

‘ma em Lt rwuia no *oon"to‘ o, Roclprocamente, so
feq (L') e £(w) =0, dado €>0 o conjunto

= {XE_L‘I l£(x)]| < s} . & aberto ex IV o conbén o
pon"ao w, porbunto (p,D = {g el] [£(x)|= e} & com=
poeto em L. - Sejo. A o conjunto dos prolongomentos por
continuidade dog fungoes de A o L'y Al Como: sub-:ilge -

O pora tdda fun-

I

bra de C(L') & separante e f£(e)

L

gto fe Al (no caso comploxo estd sabisieibsa a condigno
swplementar) portinto pelo tcorema C.7 (ves
¢ a sub-algebra do L h. de 4838 as fungde
que se onulom no cos - Ded sezve que & = CO(
| A seguinte congsoour “neia de Bel &

ric dos Distribuigocs:

= . n o s n
9.2 = Beja D(R ) o conjunto das .fung, es asiiy 16.&5 em- R
o volores comploxos, infinibaments dife renc:e.ave:.s ©

‘. . o Yy ‘T.' . 'l }
nulas fora de wm compacto, Intao D(EHY) = _C;(R1 Yoo o
Demonstracaos Como pare £640 frngto -
SRS - - - .
S e D(RY) , f:-:D(R”‘) hasto veri-
e
ficar que D(R) & wma &lzebra complotomen:
,aplicar 3ol o Dudos x e ¥, om 7, %, # v, s con-

e separante o

G

idevemos o fungao
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£y = < S
| -Lexp‘('-‘-' — s [[zexf=2

P

0 s |jx-xl = 1

1

iy A Sy . o
% facil vir que feDR) & O % {x )aéf(yo).
0 teoreme sepuinte opargce no eab udo das rola -
~ b a3 e o A e
goes envye medidus e digbribui
= - 1 . -, 11
343 - Se;;a I’(Rp) o conjunto dog fum “OGu r-ont'mua em R
4 vulor\,s conplexos ¢ nular fors Gz um COMNACTOs Blw
u'w K(E) = (R’“)

TG L..,u_q pois K{F") D D(&™). .

§ 4 v 0 usorema de StonowHelerirass cm gspacos produtos.
o egtudo de e eoeu lineares integrais apare-

'ce o) sogum"ae ‘eoremas

_4.1 - Sojam Kl‘ o K, ospagos compsetos ¢ £ mma aplicg
' '-0'5.0 continua de ¥, XK, em R, Para todo € 2> 0

existe wma Io.m:.l:.u fmlta (u. ) de aplicagoes conti

=i=n
nuas de - Ky om R e uma £ w1”:3. Pinita (v, )14:141:1 de
apllwgoes continues de X

(y) € K< Ky

5 R ta i‘ que para todo

|2ry) = 3 vy v < ¢

Demongtracho: Considercmos o subealgebra A de

06w



Cu(le KZ,R) .(KJ‘_X' K, é Eompac'bo por (1.6 ~3) gerada pg
as fungges conbimas  (xyy)——s wx) e (xyy) —— v(y)
oLde u percorre ([ (Kl,R) e ¥ percorre [ (I{ ,R). Dt
dos (xl,yl) e (x557,). em K X Ky 9 (xl,yl) aé (x5975) s
-entho X, # X, Ou yq qé Yo 5 suponhamos %y # Xoe

Kl como compacto & comnleua_menue reguLw (..L..8.7 8 5) .e
existe portanto wma f‘ur\gao Sue (f (K,R) bal que

0 & u(xl) # ulx)e

| A anl:.cago.o u nrlc. Le u prl( l,yl);!u prl(xz,ya).
0 ueorems, 4,1 segue entao do corolarﬂo 0u7 o,

.0 mesmo :c'esul bado & vilido pare T"mgoea a vo.lores
gomplexos (sd ue@ (K 12005 nel (Kl,G) e U pr. pry =
= u pr € A)e

- § 5 Fu:n_c:oec continuas sdbre esnacos métricos

GOTTDO.QUO-J. .
’L -
Sel w8 K & um ©5pago metrico compacho 08 espom

cos CU(F,R) e C o(BsC) sfio separdveis,
Demonstracio: Sejo. (A )nEN wme. bage de dbex
‘ S8 enmneravel de X (I.9.5 e 2)

‘e para todo x em X seja’ £ (x) d(x,K-Ah); £, esta

definida e € continun (T.4-.9) enm K pare uodo B tal ‘

e Kaa 54, ‘ “1 a S
O conjunto de mondmios 1...f- " onde

'(il,...,'? ) e (cxl,...,or ) pertencem o ¥, p  pera
corrende N , & wn conjunto emm]emvel <Lgn | neN»(pois

Nn e enumeravel e g reunino envmerdvel de conjuntos enu-

07



meraveis é emmerdvel). 4 sub-dlgebra R do- eu(K,B) gerg
da polas fungoes £, ¢ o sub-espago vetorial de G'u(K,R)'

gerado pelas fungdes g, » €N, Se denonsbrammos que 4 é.
denso em G, (K,R) , " como o sonjuwto das combinagoes linea-

res Tinitas dos elementos da sequdneia (g,) com coefi

cientes racionals é m conjunto etumeravel d.gifslg em A; sg
sue que Cu(KiR) 8 sepordvel, Dndos x o v em K, x g(’y,
como K & separado o (A.n)n ey e base de ahertos de X,
existe wn aberto A tol que xeAd e y,éA:'n, logo
fh(‘}:) #£0 e fn(y) = 0, Como A ¢ completomente sepae
rante do coroldrio 0.7 segue que A = C (X8},

.~ Como ((K,0) = C,(K,R} + 1 (K,R) e resultom
do 5.1 para o caso complexo & comsequencic do caso reals
se { m | nEN}? ¢ wm conjunto emmeravel denso  em
Cu(K,R), { ho +ih | (n,m)en X I\T} é um conjunto e-
mmerdvel denso em Gu(K, o).

§ 6 - Boges em espacos de Hilbert.

Q- et ) | N .
Seja L°({0,27]) o espago de Hilbert definido em

(Ie5.G 4)s O resultado seguinte & imporbante no teoria das

& . . . ey ’
_series de Fourler e pemdilte demonstrur que o ssrie de - Fous
rier de wna fungio i‘ang(f_O',z n]) comverge para f em 4
‘1?‘([0,2 7})y de onde segue que t8da fungho fe ﬁ]’p,a T Yoom
w ¢ um tnico desenvelvimento e séris do Fouriers
8.1 - Wo.espago complexo Lz([O,z Tc]) o conjunte

(2) | 1 X n = 0’ i 1’ i‘ 2’ LA X ]

e
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4

i ¢ un s SU@T‘]& oruonoztr.:ul conpleuo (llp.' Il‘)'
' \ao esoago J.lL (LO 211‘]) 0. con jurwo :

.("J )' \m ¥ \f— GOu e - \]_"—_,ﬁ—- Sen nx 11:1’ 2’_’..
L& um sistema o’x"lionomal complo-uo.‘ - | ' S

Demom‘brggao- Os sm temag da,dos sao ovtcnormanp

pois
L ‘zvemX'e-.mxdx__ .
2% o myh
27 2m ﬁ
1 e o e L (
"5 | eos nx cos mx dx = = sen nx sen mx dx = &
o m Jo 3 By
2L R o
{ cos.nx senmx dx = 0 | o
o ,

Na teoria da integral de Lobesgue demongbro-se

Teorsmas C .cojuvbo das -r”mg&'es definidas e
o . , éo tinnas no espago locahnenm compac'

T B a valores resis (vesp. complexos) e nulas fom de wm
compacto & dengo 1o espago de Bunuch reo.l (fesp. cormalexo)

LP(F) (o= 1),

SGJC‘- f'ELE(:[(:J,Bn]) € >O f.‘ zendo no teom
emn zm-'oer::.or_ P=2 a = {(xl,x )e R [ xg + = 1}
segue que existe umu fungao g continua em LO,E: n]z com

g(O) = g(m) tal que
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271
(4) j. If(x)-g(x) lzéb{ _— -;%%-
, o .. . 41

Pelo resultodo 1.2 existe um Dolmomio trigom
nombtrico (resp. exponencisl) P () pertencente 9o conjune

to 4 dos combinggoes lineares finibas dos elemenws do
E

eV an

sistema (3)  (resp. (2)) tol gue |P(x)-p(x)|~<
para todo x € [0,2 T] e porbunto

® | leGee e < §
o -
Indicondo cow & a distineic e ([O 27)) de
(4) e (5) vem que  A(£,P) = dA(£,q) = alz,P)< -Eé- N -E— =€,

— €. . .
portanto & =L°([0,27]) e de (ap. IT, Teorsma da buse) sg

" .gue o resulbado 6.1 0

842 = No'espago do Hilberts xeal L7([0, ©]) o conjunto

3 T2 3 '
' ﬁ I \} '_':J_E""' cos v X o n = 1’2,010
e o conjunieo
""\71;;1:—' ,‘V \/"}:'E— gen n X n = 1,2,..0
sao sistemas orbomor oin cormlitoo,
Ll f - ’ LY .
& cl(—):s.'aonS'cmgao & inteiramente analoga o felta

em 8.1, usundo-se o correspondente repuliado 1.3 no og
g0 do giblema eom cosenos e o 1o ul tado 1.4 no caso do sig

TORO, €M SEOS.

. -2
6.5 « o espago de Hilberd reol L ([-1,13)0 conjunto
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n +"‘%‘" Pn("'ﬁ) | 11=0’1’2;0l!

. . . " -.- Fa . - - ’ . . ~ °
onde Pn(‘t) ‘¢ o polindmio de Legendre de grau n definido

por
1 3
Bo(8) = —r— S R gyn
2t b
[ . .
e wr sistemo ocrbonoimal co“aiouo. _

Demongbracaos  Gomo

5

m,n

li

PD(“‘) P (L.) Al

iy

. 4 PR
o sigtena dado ¢ ortonormals Demonstro.se tonbem gque

1 * Saimo . |
\’n-a- S P b)) € o (m1)=E omo do sequinein dee

duzido da sequbneio (7 )n> . pelo procssso de ortariommali

-

zagno d¢  GromeSchmidt em (]2 1]), Llogo o sub-esm.go A
gevado pela sequénela (yn + .g. P (u) ) 6 igual oo

sh-espage gerado pela seauéncia (... ) « Como polo re-

; 1'n=0 .
sultado 1,1 o sub-espogo sorado por (tr‘)n>6 ¢ denso em
n 6.1 G ([~1,1] SR)
sL([-1,1}) e'0 msul-ta,-

do 6.5 - seguo- de (Ja_p. I1, Teorema da base) .

D

c ([—1,1-‘ ,R) e pelo teorema eibado

2’\3

¢ dengo om L (_['-1,1]), vem que

NN, S
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CaPTTULO VI
0 Teorema do Ascoli

‘ Comegamos &ste capitulo opregontondo o0 teorema
e Ascoll que utilisomos para demonstrer a compacidade ds o
perudores integrais definidos per nteleos continuos, Demoﬁg
tromos o segulr olguns iﬂsmltados da 'teoris. espectral de Ow
peradores hermitianos compactos em sspugos prehilbertianos
para aplicdelos no estudo dog o :uagSos integrais de Fredhoh
de segunda espécia

) |
AE(t) = u(t)s g K(,6) £(s) ds

com miicleo K(s,t) conbiruo e hemmitiano (X(s,t)= K(%,8)
Reforfnoiag:

Dieudonné: Foundabions of Modern Analyveis

Angus Toylor: Introduction to Fumetional snalye
gis. ' '

§ 1o - 0 teorema de Asgoli.

1.1 « En todo 8ste par.fwr‘“?o & indice um espago compacto
¢ F um sspine mitrieo comsloto cam distincic d. Dizomos
que um conjuwnito H de aplicagles de E em F _é'z equlcone
tinuo no ponto % EE se dudo e >0 oxiste wma vizinhon

ohal on de %, tal que para todo xeV, ‘temos
o)
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A(x)sf(x))<<e  pura qualawor el % entho imediato
_ . N o
que t0das as splicagbos feH  sho copblnubs mo pombo X e
. e . [ b . — 4
Se H fOr equiconbinuec aa todog os pontos de B dizemos
: ’ - o 4 ' r e - -4 i
qua H ¢ eaguiconbinues H @ entao fommado por fmgoes eon
¢ :
Tainuas, 7
- . -~ ’
Expmplo: seje E um copjunto de fumgoos nume-

-

_ : ricas conbtinuos definidas no interva-
lo [o,b] ec:uilw"'nﬂ"tack:zs-mm nomo:-x e [o,b]  (dsto & 4

sp |£(x,)| < o), derivivs is no porn'bo x, @ con derivy
Easr equilimitadas neste pontos & imediato que H ¢ cquicon

tinuo no ponto X, .

1.‘.72 Lo TENOs que o conjmﬁ‘oo Cu(E,l?) dag opliecagbes o
'. tdhuas 0 B em F mnido com o digtinela
o ate) = sw d(f(t)s?(X))
© xEE
8 conmle o (I 5.8).
Poorema do Ascoli: wm subnomunuo nC G ("T‘,F)

¢ relabivamente compacto go

e shrente se’ B ¢ oquicontinuo e se pams todo xE€E o ocon

Junuo H(x) {f(x) e FiTe ﬂ} é relativomente eampacto )
GII! Po

Demonq‘umo hraenos p ro todo xeB o aplicagdo

o _ & 0 (8,F) —>£(x)e T 3 cog

timua o so H & relutivamente compac'bo entdo o swa  Jmagem

H(x) também o & (T.4.6) e H & rolativements compacto

B baibém & equicontinuos por (I.9.4) oxiste wn rocchrie

mento £inito B{fys)sesesB(f % ) do H por bolas do

X4



: - . N E C . ) . : ) ) .
raio  wz (fl”"‘ £° H).  Dado qualquor porri:o x €E da
con'ti.nuid de das nmgoep _1,... ,i‘ gsegue oue ex;t.s e umo

visinhanga _Vzo de X, al que pam uOdO x vao temos

d‘(fi(x)’fi(xo)) < —% s 1=l,..,;11 » Pora um elemento qual

quer FTeH tomemos £, tol que fe B(fi ,—%— ¥s para

.
X

xeVy,  ~ bemos entac

d(f(x) £(x ))<d(x(x),x 3 () )+ale; (X) £y (X )+ d(fi(x ),f(xc))'%

O Gue prova o eqmcon'umul(luo.e de E 1o ponto x_
Beginrocamentes seja HC Cu(E,F) equiconts -

. nue e tal que pora Sodo
xE E, H(x) é :celatﬁrameﬁte comn&cto, Vomos demonscroy c_i_ue
B & relativamente compactoy por (T.9.4) 5 c'uf:.c:i.enue de-
mongtrar que dado 4e > 0, H pode ser recoberto por um
nimero finito. de conjuntos de Giumetre "= 4€ , _

H sendo er'u_.con u:.nuoy p%xu uor.-.o xeE existe
wmna. visinhenga aberua v de x tal que VyE v, implica:
A (y) oP(x)) << € pors todo fei—i». E sendo compaeto, pode
‘ger recoberta por wm nimero finito de visinhangas iaber‘bz’).rs.'
VggseessVy  cOm ostas propriedades. Cada H(x,), i:l,..;',n',

*1 n
sendo relabivomente compacto snbio dado £ >0 existe (L%

1

4) wm reccbrimento finito B(s( ), 5),....,B(sm( ), g) de
H(xi)_ por bolas abertas de raio €, Para coda sequencia.

Py "de inteirog com l-Cn <, se 0
Pseessby e = 1

le:';*‘nljh: {fEHld('fI(x )’Slg ))«Ce,' .:a‘.a.l,...,n}
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fste conjunto (eventuaimente va Sio)'tem ditmetro
554 pois dado qualsuer x¢3 !o oos. Vg, cobbendo x
Xy

8 o pora f,g€ H ‘ "Gemos
'f s cs,pn

A(£(x),e(x)) =
*‘*’d(f‘(X),f(x-))vd(z(x-),s( ))+d(s(:_L),g(xg-'_))-kd('g(xj-g),ghc)) <

l
L -

-:'-."48.

Y

Og lej 0os p (1 ""'Dl_..mlg e t,l.,_P ) forman

1dentemente um recobrimento r’le H cqm as pronriedades deg
sejadn;s.
B faeil de verificsr que 08 sonjuntos H

. o ¥ 11"-3 P
g0 conjunios abertos.

P e ) . : g ) f
L5 - I foell demonstrar gue se uma sequéneia equieontinua

(f )nE N i
plosmente para uma aplicagao £ (isto é, porc todo =x ¢ E

de oplicagoes de B em I converge gime

temos £ (%) ~—— £ e entdo a sequdneds. £, - converge
+ i

mufomemenue para a fmcdo L que e portante uma . fumgao

continua, '

- Nao wtilizamos 3ste resultedo no que segud.

7 e Lt -
§2¢ ~ Aplicocoes comnlotamentc continuas oun compactog.

Rel w Dados dois espugos nomados X o ¥ dizemos que um,

_ ,
de X em ¥ 3 go . pletamente
ggnu:mug ou com‘:nacw se ela levo wm conjunto .,rn:l.m..do qml

E]
&

aplicagao 1iroar

cmer de. X em wm con;unuo relativemente corﬂpacto de Y3
por (I.944) iato & cquivalente o dizer gue tdda sequéneia

166-,- ' {



. o ’ .' -
de - X conmbem wma stbgequéneda (x ) ..
T B eN

. .
e convergente em Y, De

- limibada (xn)n .

ol que a sequéneia (f (x ))1181\T
(143.5) & (8p.I.2) set.,u% que toda aplicagho completamen

te continua é con‘t:fnﬁm
Re2 = E oL~ Tomemos X =Y =FE onde E = Cu([&,b])

e consideremnos o onemdor m’cegral

(1) L 1«:(:’:‘) = g

. SN _
onde glt) = SK(S, ) £(s} ds y a=%=b, o nleleo K(s,%b)
. )y e 1 :
sendo uma. fungdo contimua em  [a,b] x La,b] e ¥ imediato que

=l

.0 operador k é' linear de B em Vauos demonstrar que
81’8 compacto. Como qualousr conjunto limitudo de E estd
contido numa bola B = {fs i el = c} & suficiente
't‘iemdns‘trar aque k leve egho ‘oo]a W cong u:ato relotivamen-
e f‘OImed,cuO. V&mos uEns o teorema de Ascoli nara demons trar

que o conjunto k(B) & relativimente r-omoe.,c“oo em E 3 ,
a) ds Ig(s)..g(s Y=< J [ (% s)...zi(t,s RINELOIE & e do
. a .

gontinuidade uniforme de XK ‘gegue gque dado € >0 existe
& =0 +tal que pars |sws(-)|< O ‘temos IK(‘G,S)-K(“U,SO)["(E
parn _’r,odo' t 8[.:1,13] ¢ Tomando en'hﬁo‘ls-‘s 0[~5<_g e $€B,
isto €, [ fll=c temos {g(s)_c(s M= (bwa) 2 ¢ o0 que

*

prova o equicontinu ,i'ia.de do czonjunto 1{(33) em ‘todo "ponfbo

S 8 [a’b]
b) Pars todo ﬁ's k(B) e todo SOE'[a,b:[A ‘temos
Ig(s H=s J (% ,so)lc*z"c © que prova que paro ‘todo
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[

gsk(B)} 8
clé Bo=

5 a'b] o conjurtoe k(B)(s =I o{s Ye C
5, € {09 conjurto %(B)(s ) = { gls,)
Limivado e portento reluotivomente compacto (Leorema
-rel-Lesbesgue no nlano complexo).

Do teoremo de Ascoli segue entio que o eonjunbo

’ . ,
k(B} & velativamente compactos , )
2¢3 = Exemplo-2 - Tomemos X =Y =0 onde G = -'Ga(_[a,b]),
o o ? - : F '
0 espago das fungoes continuas o valoyes — complexos
definidas mo intervalo [a,h] mumnido com o prodwto imberno
: b .
(£lg) = g £(s)eg(s) ds
. I .. q2 . na e
‘e com o norma (que aqul indicomos por || ll,) e o distin-

r
W

cla deduzldas d8ste produto interno, G & um espago prehil
heriiono,

Consideremos cindn o mesmo operador k dofinia
do por (1) mos como operodor ds G au Ge Vomos demonce
"‘ - . . ’ 1 -
Lror primelro que o operador k & compachbo de G em B de
7 : - fod o ] r ]
mongtrendo que k leva 10da hola B = 1fe al §£li o= C
mm conjunto velobivamente compocto k(B) do 1 = e u([a.,lil)

a) Tomando |s-_-so| <~ O , como no exerplo 1 acima, a
. 4 - - .
feBy, istoe, [} o =0 ¢ cplicondo a desigunldade

de 'C‘c;uchynSchtmrz (8p.IT) temos
T o
lg(8)-g(s )| = J K (6,8)-K(t,8 ) || 2(8) [at <
o a s

(P ) 2.1z ; (° 2..\1/2 1/2
_{:(j % (ey 8)-k(8y8,) | “a6) ™€, J-If('t)l ab) ™ = e(ban) i

Ja - a :
pore. todo  gek(B) .0 que prova a equicontimuidade do eone
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junto de fmcgeq k(B) em todo ponto 8,€ ayb] .o
b) Do mesmo modo bemos |g(s) < €. (b-a)l/z.c para - tode

2€ k(B) e todo se [_a,b], o gue prova-que o conjunto

'L g(s)s Clge k(B)}

Do teorems de Ag coli sepun portanto que o cone

rolotivamente compaocho.

D

T

jLu‘z‘_‘db x(B) & rel‘ly:u{;monue compaoho-om &,

S . Mas @ oplicacto idfntica-ds B = CU([Q,T{D em
. s i B

¢= C ([a,b ) 6 cortimua (L.7.7) e leva portunto o con

-

junto relativemente compacto %(B) de I mum conjurto re-
Jativemente compacto de ¢ donde segue o compacidnde do o-
perador k de G em G,

§ ¢ - Opercdores hex mitianog gompactos.

Bul w Em todo 8gte pordzmufo B indica wm espago  prehil-
: * £

buruicmo, Lembremos aue wn  operador linear eontinue
. ‘ . - N

A de E em E & hermitiano se temos (Ax|y) = (x|4y) g

i‘&'f{L‘bﬁiSCfl.‘k’;.‘r' X, yEER e que entio
. g - -
(1) - (Axlx) & real para tofo XE B

2) - ) : s (4x|7) | (x| x)
() | 4] | ax l| “ﬂ':"‘ lsfl “ # E3)

e

, (Ap.I’l)
342 « Dizemos que um nimero complexe A & m autovalor ou
valor propric do opsfador' A se existe um elemento
e #0 de E dal que Aoy= Ae ; dizemos entlo aue & v

aptovetor ou  wvolor T')"f‘OD'?‘:LO do operador A - corrospondente
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e . e . -
20 auuovalor ?\ Bvidentemente uma combinagao linear nao
mils de aubovetores corregnondgntes ao mesho autovalor A

ainds & wm antovetor corvespondante a A,

545 = 0s ombovalores A o m operador hermitia no A sto
recis o Temos |AN|=| &4 || . Dois autovetores e
e &, correspondmbes a autovolores disbintos Asf n sdo

ortogonais, isto ¢, (e}\ len).-. O

Domonstirachos Seja .e;\'e E con || o, =1
' tal que hey = Aey entiio
(!Le;\le?\ ) = (he?\ 1‘37\) =A (o9, |e7\) X que & real por
(1., - '. |
N PO PR T T SR
: Dado outro autovalor n s A e wn awbovetor
e, ‘omos |

h(ehlén) = O\ehién) = (Ae?\[an)l = ('th'mn) = (ehlnen)
= n(e}\leﬁ) donds segue que (eﬂen) = 0,

S+4 w Teorema: Dado mm oparador hermibiano compasto A#0,
entao |4 f on - fall & um avtovolor do A o e

xiste un awbovetor correspondentc o tal que | o || =

| (sole)| = || 4]

Deronstrocaos por (2) oxiste wma sequineia

| - o€F com [l fl=1 e tol ‘que
] {Ae | )t’—'l‘“ﬂ” De (1) sesue que a vec%uéndiu (Aor}en)

_e formada de mimeros reals ¢ podemos pordento sehar wa sub

sequéncin da sequinein e, s que ainda indicamos por ‘es
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ol cue (Ae le,) —= A onde A= HA o ou A=~ fal,
:!.csuo e | M ]] Llle Temos

0 -ﬂ'“ e - Ae, |l2 (4e, e l.ILP re WE HAe I[ -2?\(Ae en)J-?\zﬂerﬁz

nauz—m (soyl5) + | af| ®

: que tende pard zero poig (a\, [e ) A ‘@ portarto
2(ae le ) —— 2| al|%

A seﬂ.do um operador compacho, existe wa swas&mencw.

Dol ségue que “ he ~Ae u — Q3

(oy ) - da sequéncic limitada (e ) tal queé a gequén-
To'ne® 7 7%= n'ne il * -
cia A'er converge pura 1m elemento y de E, De

n - - '
.txer - ?\fer — 0 'segue enbao ?\er —3% ¥y e portanto
n RS _

‘ A(?\er ) B A(y), mas  A(As, ) = )\A(er }—~—— Ay o pore
n
bonto A ¥ = Aye D6 Aep.—> ¥ sOpUB que | vl Inl£ o
¢ tomando e = -ﬂlﬁ- teios ainda Ae = Ae e
Tl ' - o
| (ae]e)|= I(Aele)i nCeledl = Jal fkell® =[xl = || &l
‘ l o ‘ CeleDe
845 ~ Teorema: Dado mm opsrador hemmitiano sompacto  A¢¥ 0
-exigte wme secuduncio A, de autovalores

noo nulos de A e ma Sei‘.'_i.’:.lgi'lCia correspondente’ e’l-'1 de”an
tovetores que fommam wn conjunto ortoronal tal gue pora %o=

do elemento x de E teros

(3) Ax = % ApYal, ~de x = (ﬂe .
. ‘-i:.u)

Terios I?xi| = Mi-:-"'{; a seoulncis. Ay coném todos 08 au-

tovalores noo nulos do A e se ele fOr infinite bemos
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li\l-—-——->0.

~

" Dado ww parbicular A s -A o al.nansao o sub

variedide geradn pelos autoveriores co"resmoncenhes ao aute
L opaan o . .

valor A ¢ finita e e igual ao nimero de vézes quo o aute

- ] :
valor A comparece no sequéneia ?&n .

@

-
p_e;npgg.iyacao guemos por A e O oR

va.._or ch exig 1:

[aY

cio fol de=-

0o
i ’f’

.:I
A
R

g.a.

= i

monstrada no teovemo pre eﬁm-‘be; sesreTanos também 1 =

e iy =4 Seja B, = {xs}u}i[(x[a "=o_} ;
subespago de B Jnvardunte por 4 (se x e &

Dw =

um
£ temog
(Alxlel) = (x[Al 1) = (x| Apeq) = l(xlel) = 0 e porbton
+0 A.szuzz ) e imediato cue a restrigio by do Aq a B
‘a,,.nm & m operador hermitlono compacto em 'Ez;- 50 A.zqé O
exigbe pelo beorems preczdente un awtovalor 7\2 £ 0 de
A, (e por conseguinte de A) e um autovelor correspondens
te e, coin “e“-l tol  que I?\I ”AP I s de
& 3“<:I|A1“ segue ortdo que Ihzl_._ S (33_|3 ) = 0
pe];a definigdo do Eg.

' Repetindo Gete processo obiemos sucessivamente
aubgvalores n&o nulos \1,..., A de Ay ocom ,
l l> l?\zl;‘h see > I?\- I’ &UUO’VGUOI'GS el"..’en Gomgl
,pondev bes formondo - sistema ortogonal, Subesoo.gos

E E iné E .
EBos .5""’En+1 onde E o lico o subespago de g - ou
de E) formado pelos vebtores orbogonais o Gyseensdy 0

- - a2afrd :‘, £y el . " S
L « 8o o resbricao A @ Ao B for

‘nulatemos parc todo xER.



Il .
Axe I oy ok x = (e

Tsto &, A(E) 4 o subospago e 1 - :
480 ey A(R) o o subcspago de ¥ - gorado pelos vebtores

epperesty o .
De fator wejo X =x =~ & X,0, 3 entao”
. l="l -

(xlei) = 0 pare d=l;...,00 & por conscpuinte XE:‘* den

n+l
de segue que A X =0 e por congaguinte

n o n. LT
hx= 8 x5 ke, = ¥ A,X.0. CeQeDs
41 1771 so1 LA

B ~ 8o pd!}& todo inteiro 11;3.'{511::'&1__ n = restrie

S g80 4 4 d0 A o for sempre ndo

T . .

, el
-~ - » r - 5 s -

mulo entac o processo aeime nog do wma sequéncio infinita ?\.n

de oubovalores ndo nulos de A4 com’

]?\ |>l?\ l> u.> I?\ l> aas

e wn sistemd ortonormal (e ) fornado oelos autovﬂtores

n'neN
correspondentes,
a = A4 sequénecic decrescente’ I-Anl tends para O

senoo existiria.um £> 0 %al que l?\nl_‘_«'_{,__s

pare tode n€N s a sequencis —=— seria en'tz'io Limitada
n’ o

o,
(il i -c_._) sem gque & scouineia .{L(
Ah 11 7
‘uma subsegudncic convergente pois cla ¢ formada por velores
ortonormais (d('e,‘,e Y= 2 ). Cheramos cssim o uma  eOme
tradigno com o hipdtese de qlx o operador A e compactos -
b,« Paro todo x &% temos Ax = Z. )‘nxne ig

oy = e, contenha.
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a

. e ’ ‘ L
ie "L A x 6 ¢ convergente pa
el B BB : -

ra Ax 3 basta demonstror que dado x€¥ e £€> 0  existe

s ’ o o ety . !
W ey, parda todo xe i aser

wn l?"uClI‘O mo tol que pors m= m, tones,
' : m

. m+ 1
| ax - 2 J\nxienlld €. Sojo Xt .)= X - Elxnen 3 temos

evidentanente | < D[22 | x| ? - 2z (P2 [ x)? G
. - N 1‘1—-

1T, desigmiduc? da B’*ssd) (ml) JIm_l " POLs porn n<wm

(m+1 le )

temos (x 0; o H fL | = ] A1l segue entiio

o || m(‘“*”n«'u.m ném*l)n <yl B2l o com a soaiy

m+1[_
cio |A_|. tende monotdnicamento para O baste tomar m,

%ol que ' l?km lﬂ m para que u@l"humOS
. : |

' 1
- “*'DC - El?‘nxn ol = 4 = G )| ='e se nxm .

‘D - Todo auntovalor A:£ O de A sc encontra
(-. .

*

A . we A £

Na sequencis An ¢ polg sonno o auntovetor

corregspondente ¢ seris ordogonal o L3Cos os e, '(5.5) e de
‘b ‘seguivia que 4e = & conbra o llﬁ,pé'bese de q’ué Ae =

= Ao £ 8. :

D -~ Dodo wm aubovalor A #£ 0 gue aparece B

" vzos na gequineia  A_ - entfio o subvariee

‘]’l R

dad.e geredo pelos auuovwhon,s correspondentes ao autovalor A

Yem dimensdo = p - pois existem pelo menos p aubovetores

ortonormais corwvaspondenites o A, A subvoeriedods nho pode
- . . A

ter dimensio >p pois sento existiria sindaum aubovetor
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"o correspondente 4. A, - orbotonal aos anteriores e o bodos

os e, ; comwo em g. seguiria onbno que fe = 0 .

346 ~ o 1_;':.1'0 Pura ‘quaiseuer X,yEE temos (axly) =

= %’—17‘ “’

Demonetracio: Por (3) ‘emos (ax|y) =
' © oo

= Axy
n~l ("nly) n 21 iy
3.7 = Teoremo - Com o nomg’o‘es do ‘teorema (3.5): dado -

N

MeCy A £ O talaque A KL A, para to-
do' n ent3o o operador A 4 tdm wm inverso continuo dol
finido em E; indiemndo 8ste inverso. wor X - a)” =1 e:n'tao

)" l ¢ dado por

1 1. -yn__'-'-- e
(4) S A i}\"n AR oy onde yn—(y‘en)'

Demonstracdio: 1) Se o cquagho Ax - Ax = ¥
tow uma solugao x esta cer
, -

da I 9 ’ y . . - e
camsnte @ unicon 8 dade pala sorie coima pois de  (3) ven .

AXey = % = L Axe. o ofs uzm% 0 produto intemo por o

_ ¥,
vem  Ax -y =M x  isto é, X --—-&-- o -portdirbo

5

n A

CAE ey =RA wi— g s que equivale o (4),
. h o BT :

X

2) % imodiato twdbém que se a. série de (4) £ér

convergenite, o elemento x definido. por
(?\.-‘.[L)X = » 7

3) & série de  (4) sati az o eritério do Coy

M

ola Satisfaz o equagto

115



cliy. ‘ : S A
Deronsinacde: seja O = SL"?DI“*“***”A | e

= sup[ Y ,.?\ | - ‘aue sfo nimeros

Pinitos pois A=f 0, A £ Ao Iy 1-—~+,~o (se o sow
quéneia Ay £Or finita o uc,omma HEN 7) 3 evidentements .

“'::*.V.w.lmente Voris vcado) 3 saja

n ‘ C n v
- = . n - . — - -—n—ul-n--- &8
Vi = nélx.-?\n " © Y - Ay F 12;] hn ?-c-?\n-“ "n.' s
A:Témos. | | :
2 _ T 2 2 P 2.

A série Oolly |P sendo convergente, sotisfoz o
oritério de Cauohy o & 0lbime I\”Jlac:m nostrn que o mosmo &
verdode pars o & sdrie de (4), espago % porém nao sendo
s@os‘ce completo noo podewos coneluir cus o gérie de (4) é
conve r;gente .

’ . ' o ¢ n
4) 4 serie (4) twe define x ¢ convorgente
por |

m -
2

= n_ll n1P= )P

. - . ¢ ..
Memes que a »sequ%nc;& v, © Limitode o B e A gondo mm
operador compacto oxiste entfio wma subs ec_uﬁ noia Vr tal
que a-_sequéncia u, = AV, seja convorgond Porem 5@ & 8¢

. m n, :
quBneio de Canchy U, conTem uma SUbSqu'LGIlClO. convergente

1o elo mesr -:f;.ia- e 1leta o d
entao elo mesma Jo o convergenie, o gue completa o demong-
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e

umgao do convergonsio
B). Ie .(4) ven

b= grplols e lvli= (G s i vl

. . L4
o que prove qus o operador (A-~i)=t & continuo e que

“

) = 1

nwn) ™ BT

li[ B T)%T o (1« suul ...?\ |)
548 - Toorema - Com og nobagoes dos teoremas (5.8) e (8.7 );=
, Dado 1m opafac"tor hermitiano 'compac"so LA num
espago prehilbertisno %, e dado um autovalor A £ O de
A vmo condigno mecessaria e suficiente pars que o equagho
Ax « ix =y ‘enha uma solﬁgﬁo é que 'y seja ortogonal o
todo autovetor do 4 _zlssociud.o a A. As solugSes. X da

equaglo acima s'S.o entio og olomentos da FoTmo

7
B

1 1 N _n :
(A-!) X —_— ...X. -37- g o ?“ sy + Z
= - A 2 M AN %a '
Am&?\ n 1_
.o . ¢
onde gz & guo.lcsuor avbovalor associado & A, ilsto &,
Az'= Az -

_ ‘ .
Dﬂmonuur wehor  s2ja hx—nm.uyg entao

(xl)&z—.&z) (Xl?\z) (:sc[r‘:l.z) (?u:[Z) (Iu:lz) (y[z e'porﬁurto Detem
‘ro todo g bal que Az = Az tewos (y|z) = 0, Como em
(B47) sc demonstra fucilmente que  x- & do forma {4t) bag
‘tando 1embgur_q1w 'yn = '(y]en) = 0. se LAy = A pols ene
£0.0 Ao = Ao, s R R
Reclprocamente, so  (y|z) = 0 para todo gz tel
gue iz = Az, é imediato gue bodo clumento x da fomna
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(%) & vma'solugao da A XullX = To
3 conjlmg?io ‘dos "'OO'I""ITJ&S (0.7) (5 8) se cha-

ma de alternaviva de Fredholi.
- Observacio:Se A= O a alternativa de Fredholm
. noo vale: no espoago de  Hilberd
“(N), o operador hermi u"'_.a.ﬂO compacto A que a. Sodo p
’ P i)
(x ) e ,E ('\T) associa ‘o 2lamento cxt = Ax = (x;l) £ ,82(1\1)

onde xr“l ;{'x s 6 j‘&g_il que Az =0 implica z =0 maa
. | - - s K - 1‘
o equagao. AX =y cnde ¥, o= TS A0 bem ‘*011_190.0 en re (N),

§ 4 - aplieacao.-

. " ’
Vamos agora opligoar os resulbtados do paragrafo

precedente no resolugio do ezungao egral de Fredholm de
segundn espdeis,

T )
(5) AE(E) = g(t) + J K(s,t) £(s) ds

a

com. nteleo hermitiano (isto 8, K(t,s) = K(s,5)) onde K,T,g
‘kso.o fingoes continuas para  a=<ta,t <b.

; Ja vines en (2.3) que o operador

ksf € C([u,bJ J——> g =h(f)e ([a,b]) onde  g(t) =

= j K(s,u) f(s) ds § compacto em G = O 2([3,,’,3]) .
a

4,1 ~Se o nlieleo K(s »6) ¢ hemitiano entfio o operador K.
é hermitiono, izto &, para quaiscuver fungoes £, 0%,
P 3 - ~ -
de G= LLZ([m.,u]) temos (ke |£,) = (£,]ke,) o

o

_.Demonstracaos ( ".!!f,,) =



bc jbzcc l):t‘ (e) a )f <a)'3' ° [bﬁ( )f (8)F, (t)ds db= |
. t 8 o= sb bt b=
Ba » ° L‘ S , 1 . i

n

b /b , , , 5
J ('fl(s)K('h,s)fl(‘ﬁ)ds at = ( lk:)( j K(U:S)I (t)at)ds=
tada L

Vomos entao ‘mla.cur 03 rmauluaﬂ.os do pu.m,pr...::o

il

Drecederwe 20 operador Tuermma.no comno.cuo k, g6 ?& in-
‘dlea o sequéneia dos awtovalores ndo nulos de k, e e (b) '

o sistema ortogonal de auborimgoes corres spondentes, 'hemos

entao
‘(6) 7-.ken= ?\nen isto € Lli(s,'u) en(s) clg. = My en('u) s
¢‘£ +<h-
‘ 5 b 't)l ( )‘2 ‘
4,2 w EAS NE(g,t) | “ds %
. ‘ n B ‘:Ea ja S

Demongtracios pars todo He [a,-bl a 'des:l‘.guo.ldg

‘de Bessel (4p. II) aplieads 3 fum
gho s8¢ [a,b]—-—-——ﬁ ‘{{s,;.)e c e ao sighdmad oruovona'i de fun
- goes e, 135 assegura que '

- o '2,::1"’ 2
12;[ S,K(S?'ﬁ)en(s) ds|® = S:-J,I_KFS’#H ds
iato & —

(7) s Be P s g jx(s,5)[%as
donde segue gue



b - b /b A
5 A% J le ()| Rat =< J J |K(s,8) | Pas as
n 1 : o .

o (P (b B
‘}; Anfja SalK(a,-"c) l'zds_ ab .

) 0 gervac 703 no reali aade podewge rlenonsumr que

j k:ﬂ U....:ﬂu, relag..v,o & mesmo uma iguale

dode, : , -
i ' Do teorema (a 5) é auz para qualcver fune
gao g C (ra,b_[) palels | kY .,.1 g =2 ? 7\11;-.2%, onde
e, = (gleh)- = jag(s)_ e_ﬂ(s) ds - sbo &,
(8)  £(%)= J K(s,%) gls) és = Z ?\ncpan( 8y - a=<t<b

-4, serie-sendo” converronte em 2([&,0}),
_ L -

= Lt 2 . . L.
43 w~ 4 gérie (8) ¢ .mesmo sbsolubanente e uniformemente

convergen te no Iin'tar\mlo _ra,b] .

e

Demotia 'Gr'*c:lo: oplicondo primeiro a desigunlda-

de de Caudhy—Schwarz k (Al;.II) e
demo:Ls a deslg,ualdado de - Bessel e (7) temos

. 1 - 1
1 ?xncnen(u)l'ﬁ (3le, 1% (3l A, o(® Sty
R 5 1
(j EOINE (j |K(s,5)| Ra8)® =< (baa) % (]A lg(2)|%ag)?
a .. e : 21
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onde M= sup |I’(a,u)] 0 que prova (4e3)
’ a-‘_’;s,u“‘b N -

De (4.3) ou de (847) vem que

ded w Po.ra‘ Bq28, € C (Eo.,b]) bemos

b b I -
: JaJ K(s,t)g l(s)gz(u)ds dt = Fi.;?\ncndn

onde ¢ = J gl(_s) en(s) ds © dn = ng(s) enES'Sds.

0 teoremz (3.6) nos assegura que dado As£ O,
disbinto de vodos os autovalores:- ?kn s odado gel =
= 2(Ee.,b]), a equagdo integral (5), isto &, g =(\ -k)f

L

tem wmo  Unicn soluglo (A-k)"l e ﬁ(l__a,,b‘:l) dada
por f = -%— g_-y—l- -X--— - 0110.@-(;=J (s)e(s
. g s :

1300 & 3

() | £(t) = g( u)+ "" 12%11 -'7-\*_%‘— e (t) » a=t=b
‘osta série sendo convergehte em C ([a,b]) -

445 w A série (C‘) ¢ abg 0111'c¢menue 8 uui ”‘omemezibe conver
gente no intervalo [..ZL, o], dsto e, & converrrenue

B ([ﬂ,b])a s

~ N . ; -
Domenstracaos - £ satisfaz o “e=lagao___

rada com  (9) nos momtra que




b :
() (5) = LK(S,"&) £(s) <= %An—-g?h-—- 8 (%)
, Himby
o de (4.3) megue que esta sirie O ubsolutamente e wnifor
menente convergente CeleDe. ,
‘ Do (3.8) © (4.5) segue que

4,8« Dado wn 1&01’302hé'ﬁu‘:‘:;'bidno contimua K{g,t) e um

-aubovalor ?\?{, 0 do -_c-;ruerc‘_z'dor hermitiono compacto

. . - L M,
k aseocindo a ¥, entlo o scubgao integral

o

i

b .
:('b) * J I‘E(s,’b) £(g) d:;

AP() =
' Q

" dem -solug?;xo sc & somonte se g g(t) hf3) dt = 0 para 8da
. T - ! ’
fungno he C(Ea,bj) tol que

. .
{11y - j' K(sst) R(s) ds = Ab(L)
. . a . .

Ag solugdss 360 as fungoes da forma

- E- .- ' G
(R £)= Fal9) = % 5 Lk, T o(8) + n(s)
_ nee n )

ende h & um elmenio do B(Ea,b]) que satisfog {11) e
B '

'..-.J’ 9'(53) @ﬂiS) dse
- .

I

£ , . .
A serie {12) @ chsolubamente ¢ wmiformemente

]
n.

convergente.
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o=
1d
{=17
=

B {s
1]
Hup!
=
H

cohimpacos Mo adon

1 - Dado un espago vetorial R sebre o corpo C
_ dog ‘nimETos complexos, wma povma sdbre I 6
wma aplicagio  XE B m——&llx le R qu@ tén as seguintes pro
priedadegs:
NI - pare todo 'X'.Eu, Hx 03 Hxll =0 see
gomente se. x = O '

M- Loyl =|xli+lly | pore quoisquer x,ye®
fig= 0 = o uxu' pexe todo ASC o xeT

Un espago vevorisl ido conm Uma nomma se GO~
mo de ggpaco nommado. ' '

Hum espago normado & fungho d(y,y) ]I x—-vH &
wms, distlneis o considerdios sempre o espago normado mzm:.do
dest Gy, diS'uanc'la e da uonoilog:a deduzlda deld, Unm 0SpOgo Nox
mado completo sé cnama esm 0G0 48 .J__ul‘]._'}_\.lcﬁo

Em (’f.a.I‘) e en (T.5,G) demos ex-ﬂmplos de eg
pagos normados 83 VBT hanbén 6 apdadicc II, ’

Un espago norsado sdbra o corpo dos nfuneros reais
é definido de modo 3010204 Vg dem oinda of mesmos resuluados
acima bom como 08 GuS SogueM.

2 ~ Dado uma aplicagoo linecr £ de wh éSpaQo

nomado B mun-espago. nomodo F, 800 6w
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quivolentes as seguinites propriedodest

a) £ & me mlzca.gao cO“w:L_ma..

b) f_é 13 imitads, isto &, + -ewm - lli‘(x}ll<M<m
=

_c) _.xmt,e Me R tal que pore todo xeE  te-

" mos Hi‘(x)||< MHx[[ |
'd) Exdste wn pon'{:o K& B9 f;:arii %ol que £
é il-jjzt'taﬁﬁ; na boln B(x ,u). o

f - I . . .
tinua na or:r.gem ‘isto €, no  ponbo

D
Q
0
c,.

: @;@m_cﬁqz  basts Gomonsbrar s 1imlissgdos
. ' &ﬁ-l):;d@c;,e:;a .
T (T1L4502) JA foi domonstrodo que A=se; vamos demonse
bras e=sas de F(x) = f(x-sx O)-:—f(x 0) ‘segue o corbinuidas
ds de £ no ponto x, pois: & é contitua na origem,e por
tanto o aplicegao x -—ﬁo(.;{--x ) é contdma no ponto X1
e a zmlicar‘ao f(x—x ) —> f(x-.xo)-l-_ (xo) Lomiém & eontinua.
As oubras implicagbes sho V'brivia'lmen’ce' verilicados,
Obgervacio: wme splicogho linear limitads  no
“gontido acima noo ¢ Limitada no sep
tido de  (I.§2),

§ = Indicamos com L(E,F) o conjunto das apli.
' eagoe Tinenves continuns do espago normado
- LR . wm oI £
B .no espago noyma do T- ¢ imediavo gue L(ih,l‘) € um eg-

pago vetorial sobre ¢ ¢ de R segue qud pare todo

fe L(E,F)
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uxﬁu'?‘l Ix( )“— ipo __ .=

;ilu'f{MSR[ ll‘n(k)ll( ;

para todo xed It

6 m nimero 1ol que 5ricamos por. H H £ facil verifie
car que o aplicagio fe L(: ..T) -———5]] file R wna wna normas
consideramos sempre L(E,F) nunido desta nommo e da topole
rin deduzida deld '

4 - Lewbrondo U8 o limite de wma sequineia de

F .
_ a:b%cur‘ous 1inoares a:mcau. ¢ ma aplieaglo

. ‘:‘ 4. v

- lneay.d faeil domonstrar gie se  F e campleto enbao L(’?‘,F)
: ’ B :

tombém o e Cf, (3

.5?“5)._

Sspagos de Hilbors

o A, :
1 - D\Ho un OSpPago veuorm"i i sobra o corpo

. dog f.mleros nomoloxo.g G, um produte  ine

L e

_%é:m"b' sobre. B O uma, aplieagho (=, *‘)E EXE. —*(x[y) £C

.qu\, mm asg se*umb;f }_31"01_31“‘,1'.“*(1&@’“-5.‘2 .
e x| )= )+ (2009 s (?\Xh;) Mxlzr)-
S LR L 2

Hep == .(xl}f3_4-y2)=(XIyi)+(Xl}’2[ ; (XP\}’) ?\(le}
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H._LI}- - wI x) = -&T*)

HI (x{x) ’; (x|x) = 0 se o mtmente g0
20,

-, ~ r o, - -t -
Observacaos ¢ imadisto quo el HI'CI impli.

P » s 4
o veborinl com produbo intormo tombenm se
ehoiia ggpacod preldlbertiono. fm (Te5.0) - vimos exemplos de

. Mum espago preb: ﬁlmmtlmo o vcmoa.o
xeh ——~>Hx|| = (xlwc)“/ £R £ uma nom

pre I munido com ssta mora ¢ com o .r's:‘t.s‘hﬁ::mm ‘sduzidn dg

;-;
f-.
jors
§
3
5
(o]
53]
{a
2

- - v I g Ty s -
g S0 E fa‘x" cogpleto em rolagse o ashoe Mebinelo dizemos

- —

que B & wm egpoco de Hilverh o

n

2 -.")'J_@_si;"u“ ldade de lchv-mc.'warva para ‘todo

e

Xyy ¢ B Gemos I(X:FH = l lxl i Livlis
A aplicogio (xy)e BxT —i(x|y)e ¢ & contd-
nung dal segue que se = = % x, ¢ y=1L E T srhao

(le) m (= y ) (i -'to é; ge as duas primelirag sérios
’

5o comverzenies em E, a Wtimo, edrie & convergente em §
e vile aquela iualdsde),

Dizemos que ¥ e y sdo ovtogonais se (xly)-ﬂ.

Se x e y sfo ortogonais entdo Hx+3»lla-.[ ] | % Hy[[
(P15 5{_ orag) :
i 5 = Dizemos.cue wumo fain:f.lia‘ (ecc)ocg A de olge

nentos da

R ortonormal se (e leﬁ“) 5 60:{3
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isto &y |ley|l = 1 purva todo ces o so o« £ B temos
.(Gocleﬁ) = O, S N '
J Dada wna fomilio ortonormsl (e )cc ey % Eypa
o todo xEE gejo xy = (x[ea), entao vole a doslaualdo.

de g0 Bessels 3 Ix, 1P =1l=l1®

4w 0 teorema da base. - ch"o 1 sistema ortonox

mal. (eoczxga de un es~

prpgo de Hilbert &, sao equivalentes as seguintes proprie-
dndest

1) 0 S'!stenla (e) & m sistema ot sonormal

wosd
meximad, isto é, nao ogh 44 con Tido propria

mente em nenhum sistems orbo ﬂO?'mal. ,
2) Dodo eel %ol que (ele ) = 0 para uodo

Lod

ged entao e = 0.

5) Pura todo x el uemos x= I x0 {conm
, CIROS o
aeh
vergaﬂ.ca.g em X)

4} Pora quaigquer x,ya{ temos (xly)=§ :ca‘;{r'a
(convexgdueis em C)e o _
5) Para todo xeF temos. ||x}|% = élxala
6} 0 conjunto das combinagbes lineares finitas
, o dos @4 & denso em B, isto é',"vdado cual

ger xel e >0 .existe uma combinagno Linear findiba
n ' : 8 e, bal aue Hx- ;?\' e‘H<8
4./31 ?\ai eai dos e, Ttalyg - & oy oy Es

Se wma, (e portanto todas) das ocondigoes aolma

.

estd sabisfeita dizemos que os (egke A goo wma bage do




aspage e Hi:uaer‘b B
5w P-ﬂo sg0 o ortonormollzag o do Cmmm&mi&"u.

dndo wea goC ..13?103.; £ (:z:&.m.'ua ou infinitn)

-

de elomentos 11 ¢rn1°111)o indzpendentes o un e5pago prem.l-

veprbiono £ podemos aoiiiI NG 82 aquénecio o ortonomal tal

k] -

gue todo elemenio de B cx)moumr*ao Lingox dos elemep

L]
bt
[&
Lo

‘tos fl,....,z'.' n 5 pods escravelr como corbinagho linear dos

.
alemantos eqsae e, © xec;-.procmnen,ce.

mDem.Q.nst.rgg.‘do= dg 33K u:)ende nein line sar dos T n
gezue gune £, #0 e tomamos
"1 e o |

z mee—dtee s 34 tendo dofInidos OqyseesSy seja f1:1=-"! =

ETPEY

* fpa = (fm+1‘el) - een - (fm+l‘em) 5 4

nao gendo
w1 a0 8

combinagho linear dos Foyessyf s © DO GOS8 Sgyees38y
1 n 1l

m—ﬂ

- '-a‘-i . ey £ 18 '"! a A fntamns m—«-—-
portantos segwe que I} 4 # 0 definimos e 4= l n
1

‘

F . ne_ A had L3 s ke &~
¢ imediabo qug 4 seguaneilid 3, capim definida tom u_oﬂ.u.S a.s

propriedades enuneiadas.

8 « U opzrador lineur contima A de um esPoe
P

» - ‘ L]
o prebilbortiono B om sl mesmo & hormi-
3lgno  se para todos X,yeR  tomos (axly) = (x|ay).
»

Lembremos fue (Apl.) a nowie de A& e dada
por ||1&]] = sup Haxi| .

H JEX

“Pare R C]

n= hopmitiono henos
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Hil’i‘f” SRR TITUAS (T >

evidente que as desizualdodes HyH__l, Hyll=1l  podem

ger subgbituldas por icveldades.
- B

Para & damons’ L:.C'C‘QJ.O doz resul &dOS cmmc::.ados

V 1. -~ . -~
negte Apendice vérs
Helmoswiillbart Spaces
L3 ¥ 3 ‘ ’
CeSeH¥nig ~ idtodos Matematicon da Fisiea,(Cop.
IV . Departamento de Tisica, Paculdade fe Filosoris da i
i 2 .

versidade de Sfo Paulo, 1981,

e
it 10 g g
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