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Prefacio

Por combinar aspectos da computacdo e da economia, a Teoria dos Jo-
gos Algoritmica (TJA) é uma area de grande interesse tanto do ponto de
vista pratico quando tedrico. O objetivo deste livro € introduzir conceitos
da TJA focando em alguns problemas da area. O livro apresenta alguns dos
principais conceitos relacionados a Teoria dos Jogos e aborda problemas da
computacdo do ponto de vista da Teoria dos Jogos bem como problemas da
economia do ponto de vista da teoria da computacdo. Assim, esperamos
que este livro seja uma introdugdo interessante ao assunto.

Este livro € voltado para alunos de computa¢@o, matemadtica, engenharia
ou economia no final da graduacdo ou na pds-graduacio, bem como pes-
quisadores ja formados, que gostariam de conhecer aspectos da Teoria dos
Jogos aplicados a computacio. Assim, este livro pode também ser utilizado
em disciplinas de graduacdo ou pds-graduacdo.

Apesar de ndo ser necessario um conhecimento prévio de assuntos re-
lacionados a economia, o conhecimento de conceitos de grafos, complexi-
dade computacional, algoritmos de aproximacao e programagao linear serd
util. Apresentamos esses conceitos no apéndice, que acreditamos ser sufici-
ente para um primeiro contato com este livro. Porém, para um compreensio
maior dos assuntos abordados, recomendamos que 0s assuntos menciona-
dos acima sejam estudados em livros especializados. No apéndice reco-
mendamos alguns livros para o leitor interessado.

Os problemas abordados neste livro sdo bastante diversos, porém todos
eles estdo ligados a algum aspecto interessante da TJA.
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No Capitulo [T} apresentamos uma introduc@o aos principais conceitos
relacionados a Teoria dos Jogos. Assim, tal capitulo é base para todo o
conteudo posteriormente abordado no livro.

No Capitulo 2] estudamos jogos de roteamento em que jogadores ten-
tam escolher rotas em uma rede com o objetivo de enviar uma demanda
do seu ponto de origem ao seu ponto de destino. Estudamos a ineficiéncia
destes jogos considerando o comportamento egoista dos jogadores.

No Capitulo 3] abordamos um jogo de balanceamento de carga, onde
jogadores disputam pelo uso do recurso de um conjunto de maquinas. Mos-
tramos que a falta de coordenac@o dos jogadores pode levar a um grande
custo para a sociedade. Posteriormente, abordamos o uso de mecanismos
de coordenacdo para a obten¢do de configuragdes melhores.

No Capitulo[d] abordamos leildes, onde o objetivo é vender um item (ou
mais) para um conjunto de compradores. Em particular, estamos interessa-
dos em como vender itens a compradores de forma que o comportamento
estratégico dos jogadores ndo afetem o resultado do leildo com o objetivo
de maximizar o bem-estar social.

No Capitulo |5} consideramos novamente a venda de itens a compra-
dores. Porém, diferentemente do Capitulo [ neste capitulo estamos inte-
ressados em maximizar o lucro do vendedor. Abordamos vérios modelos
diferentes para tal problema, apresentando algoritmos de aproximagao para
0S Mesmos.

No Capitulo [6] abordamos a teoria de jogos cooperativos, bem como
conceitos de solugdes para tais jogos. Neste caso os jogadores agem em
conjunto para constru¢do de um bem ou aquisi¢do de um servi¢o. Os jo-
gadores também tentam minimizar o seu custo, que é em funcdo do bem
construido. Uma questdo central sobre estes jogos que é o compartilha-
mento de custos entre os jogadores. Apresentamos estes topicos usando
como exemplo jogos de localiza¢@o de instalagdes.

Finalmente, no Apéndice [A] apresentamos alguns conceitos de
computagdo que utilizamos durante o livro. Abordamos complexidade
computacional, algoritmos de aproximacao, e programacao linear e inteira.

O contetido desse livro € baseado no livro “Algorithmic Game Theory”,
editado por Nisan, Roughgarden, Tardos e Vazirani [NRTVO07], no livro
“Multiagent Systems: Algorithmic, Game-Theoretic, and Logical Founda-
tions” de Shoham e Leyton-Brown [SLBOS|| no livro “A Course in Game
Theory” de Osborne e Rubinstein [OR94] no capitulo “Introducdo a Teoria
dos Jogos Algoritmica” da “XXIX Jornada de Atualizagdo em Informadtica
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da SBC” [Miy10]], na disserta¢do de mestrado de Rafael Lima Curi [[Curl3|],
na tese de doutorado de Rafael C. S. Schouery [Schl4], além de diversos
artigos citados ao longo do texto.

Agradecemos a organizacdo do 30° Coléquio Brasileiro de Matematica
pelo apoio e pela oportunidade de divulgar esta drea e as agéncias
de fomento a pesquisa CNPq (Proc. 303947/2008-0, 477692/2012-5,
311499/2014-7 e 306358/2014-0) e FAPESP (Proc. 2013/21744-8).

Esperamos que este livro sirva como uma porta de entrada e motivacao
para o estudo da Teoria dos Jogos Algoritmica.

Campinas, Maio de 2015
R.CSS.,OL.,,FKM.eE.CX.
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CaAPiTULO 1

Introducao

Com a ado¢do da Internet em larga escala, houve uma grande
transformacdo na forma como as informagdes sdo divulgadas e trabalhadas.
O crescimento rdpido e descentralizado da Internet, permitiu disponibilizar
e compartilhar informacdes de maneira nunca antes vista. O computador
deixou de ser uma méquina individual para se tornar parte de uma rede
global de comunicacio, disseminacio de contetidos e comércio. Com isso,
surgiram também vdrios problemas computacionais onde ndo ha um con-
trole centralizado dos agentes envolvidos. Além disso, muitas das agdes
destes agentes sdao guiados por interesses individuais, onde a decisdo de
um agente pode mudar a decisdo de outros. Assim, surgiu a necessidade de
desenvolver novas técnicas de computagdo tedrica para lidar com a Internet.

A Teoria dos Jogos, com seus estudos das intera¢des de cooperacio e
competicdo entre individuos, teve um papel crucial nesse desenvolvimento.
A drea de pesquisa que combina a Teoria da Computag@o com a Teoria dos
Jogos, denominada Teoria dos Jogos Algoritmica, teve um grande cresci-
mento durante os ultimos anos [Rou08]].

A Teoria dos Jogos € uma drea da economia usada para modelar
fendmenos onde dois ou mais agentes interagem entre si. Em suma, um
jogo é uma ferramenta matemdtica para modelar situacdes em que in-
dividuos tomam decisdes buscando maximizar o seu ganho (ou minimizar
o seu custo), sendo que o resultado obtido depende ndo apenas das suas
decisdes mas também das decisdes dos outros individuos. Trata-se de uma
drea de grande importancia para a teoria econdomica, como pode ser visto
pelos Prémios Nobel de Ciéncias Econdmicas recebidos por pesquisado-
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res da area pelas suas contribui¢des académicas: Harsanyi, Nash e Selten
(1994), Aumann e Schelling (2005), Hurwicz, Maskin e Myerson (2007) e
Roth e Shapley (2012) [Nob15]].

A Teoria dos Jogos se popularizou apds a publicagdo do livro Theory of
Games and Economic Behavior [vNM44] por von Neumann e Morgenstern
em 1944, e teve como base trabalhos anteriores de von Neumann. De fato,
von Neumann criou teorias que tiveram grande impacto em vdrias dreas.
Uma delas é na Computagdo, para a qual algumas das contribuigdes in-
cluem a arquitetura de computadores, principios de programacio, andlise
de algoritmos, entre outras [Kow96l]. Em 1945, von Neumann escreveu
o primeiro rascunho do relatério sobre o EDVAC [vN45], inaugurando a
era dos computadores digitais e seus algoritmos. Podemos, entdo, dizer
que a Teoria dos Jogos Algoritmica é a conjungao das teorias iniciadas por
von Neumann na década de 1940.

A Teoria dos Jogos Algoritmica difere da Teoria dos Jogos e de outros
conceitos de microeconomia cldssica em vdrios aspectos. Nesta area, esta-
mos interessados em investigar, analisar e projetar algoritmos e regras asso-
ciadas a ambientes onde varios agentes tém interesses proprios, onde as de-
cisdes de um agente impactam os outros. Além de ser motivada por leildes
ndo tradicionais (como o de bens digitais e buscas patrocinadas) e pela
propria Internet, a Teoria dos Jogos Algoritmica modela aplicagdes através
de problemas de otimizacdo concretos, buscando solu¢des Otimas, resulta-
dos de impossibilidade, limitantes inferiores e superiores em aproximagdes
e assim por diante. Ela também considera questdes de complexidade com-
putacional como restri¢des na viabilidade do comportamento dos partici-
pantes [RouO8].

Entre os seus objetivos, a pesquisa em Teoria dos Jogos Algoritmica
preocupa-se em analisar resultados da Teoria dos Jogos do ponto de vista
da computacdo, ja que a aplicagdo desta teoria pode esbarrar na gran-
deza das instancias envolvidas, principalmente nas aplicacdes da Internet.
Solucdes tedricas tradicionais em Teoria dos Jogos, quando vistas do ponto
de vista computacional, podem ser invidveis se pensarmos na representacao
do jogo, na forma como os usudrios fazem suas escolhas ou na intratabili-
dade computacional dos varios problemas necessarios para sua resolugao.

Outro objetivo da pesquisa em Teoria dos Jogos Algoritmica € abor-
dar problemas cldssicos da computacdo, principalmente problemas de
otimizagdo, do ponto de vista da Teoria dos Jogos, isto €, considerando
que os participantes desejam maximizar o seu ganho. Assim, problemas
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de roteamento, escalonamento, localizacdo de instalacdes e muitos outros
problemas ja bastante analisados na literatura foram revistos considerando
tal ponto de vista. Por exemplo, Nisan e Ronen consideraram problemas
algoritmicos onde ndo podemos assumir que os participantes seguirdo a
solucdo proposta pelo algoritmo mas sim seus proprios interesses €, por-
tanto, o algoritmo precisa garantir que os interesses dos agentes sdo atingi-
dos quando eles se comportam corretamente [NR99].

Por fim, a drea da Teoria dos Jogos Algoritmica aborda questdes rele-
vantes que combinam conceitos de economia com computacio para proble-
mas atuais. Exemplos incluem questdes ligadas a redes sociais e a leildes
que ocorrem na internet.

1.1 Conceitos de teoria dos jogos

Nessa se¢@o, abordamos a Teoria dos Jogos Nao-Cooperativos que es-
tuda o comportamento de agentes em situagdes onde a escolha de um agente
¢ feita de forma totalmente individual ou seja sem cooperagdo com os de-
mais agentes.

Um exemplo cldssico da Teoria dos Jogo € o Dilema do Prisioneiro, que
pode ser apresentado pela seguinte alegoria. Dois suspeitos foram apreen-
didos pela policia cometendo crimes menores, porém a policia ndo tem
provas suficientes para condenar os dois suspeitos pelo crime principal. Os
suspeitos sdo interrogados individualmente com o objetivo de convencé-los
a confessarem o crime principal. Assim, a policia faz a seguinte proposta
para cada um dos suspeitos:

e Se ambos confessarem, ficardo presos por quatro anos.

e Se um suspeito confessar mas o outro ndo confessar, entdo quem
confessou ficard preso por um ano e o outro ficard preso por cinco
anos.

e Se nenhum confessar, entdo ambos ficardo presos por dois anos.

Sem se comunicarem, eles devem fazer a escolha entre confessar ou nio,
sem saber a escolha do outro. Como mostramos a seguir, se cada um dos
suspeitos deseja apenas minimizar a quantidade de anos que ficara preso,
sem se importar com o outro suspeito, e fizerem a escolha que é melhor
para si, entdo ambos confessarao.
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De forma geral, um jogo é uma ferramenta matematica para modelar
situagdes em que vdarios individuos (chamados de jogadores ou agentes)
tomam uma decisdo (chamada de estratégia) buscando obter o melhor re-
sultado para si (maximizando seu ganho ou minimizando o seu custo), que
depende das decisdes tomadas pelos outros jogadores. No caso do Dilema
do Prisioneiro, os suspeitos sdo os jogadores e as estratégias possiveis sdo
confessar ou ndo confessar e a pena € o custo a ser pago. A seguir forma-
lizamos o conceito de um jogo.

Definicdo. Seja n um inteiro positivo. Um jogo (finito) € uma

tripla (P,S,U), onde P = {1,...,n} é o conjunto de joga-
dores, S ={S51,...,5,} é a familia de conjuntos de estratégias e
U={u1,...,u,} é a familia de funcdes de utilidade de S em R com
S =51 x -+ x S,. Para cada jogador i € P, S; é o conjunto de es-

tratégias de i e u;: S — R € a funcdo de utilidade de i.

A interpretacdo para tal modelo é que, para um jogador ¢ € P, o con-
junto S; indica as possiveis estratégias que o jogador ¢ pode escolher em
tal jogo e se cada jogador j € P escolhe uma estratégia s; € S, entdo
s =(81,...,8n) € S éo perfil de estratégias. A fungdo u; indica se 4 pre-
fere o perfil de estratégia s a um outro possivel perfil de estratégias s’ € .S,
isto é, i prefere s a s’ sempre que u;(s) > u;(s).

Dizemos que um jogador € racional se ele busca maximizar a sua utili-
dade. Essa defini¢do é bastante vaga, mas presume que o jogador ird usar
todas as informacdes de seu conhecimento para buscar o melhor resultado
no jogo. Em geral, assumimos que todos os jogadores do jogo sdo racio-
nais.

Por vezes queremos considerar jogos onde cada jogador tem uma
funcdo de custo ao invés de utilidade (como no caso do Dilema do Pri-
sioneiro) e, portanto desejam minimizar o seu custo. Nesse caso, basta
considerar que o custo € representado por uma utilidade negativa.

Exemplo 1.1.1. Por exemplo, no caso do Dilema do Prisioneiro, temos dois
jogadores e portanto P = {1, 2}. Representamos por C' a estratégia confes-
sar e por N a estratégia de ndo confessar. Temos que S; = So = {C, N}
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eS = {51, 52}. Por fim, Y = {uy,us}, onde parai,j € P, i # j, temos

—4 ses;=Ces; =C
-1 ses;=Ces; =N
-5 ses;=Nes;=C
—2 ses;=Nes; =N.

Ui,(31752) =

Uma outra forma mais compacta e bastante utilizada para representar
um jogo de dois jogadores como o Dilema do Prisioneiro ¢ através de uma
matriz como a apresentada na Tabela[T.1]

2

N

Tabela 1.1: Uma representacdo matricial do jogo Dilema do Prisioneiro.
Temos dois jogadores sendo que o jogador 1 escolhe a linha e o jogador 2
escolhe a coluna. Em cada célula, representamos a utilidade do jogador 1
no canto inferior esquerdo e do jogador 2 no canto superior direito.

Note que a utilidade é sempre negativa em tal jogo e como um joga-
dor busca maximizar sua utilidade, no Dilema do Prisioneiro um suspeito
procura minimizar o nimero de anos preso.

Antes de apresentar outras defini¢cdes, vale notar que existem jogos
onde o conjunto de jogadores € infinito. De fato, no Capitulo [2] apresen-
tamos um exemplo de tais jogos. Porém, por enquanto, focamos em jogos
com um conjunto finito de jogadores.

Definicio. Seja (P, S,U) um jogo. Considere um jogador i € P
e um vetor s=(s1,...,8;,...,8,) em S. Denotamos por S_;
o conjunto S7 X -+ X S;_1 X S;41 X x S, e os seus elementos
por s_;. Para uma estratégia s; € S;, denotamos por (s},s_;) o vetor
S =(81y.+y8i—1,85 8it1,y--,8n)

Note que s = (s;, s_;). Tal notacéo é ttil para comparar duas escolhas
de estratégia do jogador ¢ com as escolhas dos outros jogadores fixas.
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Definicao. Para um jogador i € P e s_; € S_;, dizemos que uma es-
tratégia s; € S; é uma resposta dtima para s_; se u;(S;, S—;) > u;(s}, s_;)
para todo s € S;.

Se o jogador i souber com certeza que os outros jogadores irdo es-
colher s_;, entdo o melhor resultado que ele pode obter é jogando uma
resposta 6tima. No Dilema do Prisioneiro, C' € resposta 6tima para C' e
também para N e por isso C' é chamada de estratégia dominante.

Definicao. Para um jogador ¢ € P, dizemos que uma estratégia s; € .5;
€ dominante se, para todo s_; € S_;, temos que s; € uma resposta 6tima
para s_;.

Se um jogador tem uma estratégia dominante, entdo ele pode jogar tal
estratégia sem se preocupar com a estratégia escolhida pelos outros joga-
dores, ja que para qualquer escolha que eles facam, tal estratégia serd uma
resposta Gtima.

No caso do Dilema do Prisioneiro, C' € uma estratégia dominante para
ambos jogadores, ja que trocar da estratégia N para a estratégia C' sem-
pre diminui o nimero de anos que o suspeito ficard preso, independente
da estratégia escolhida pelo outro suspeito. Desta forma, podemos prever
que, em tal situacdo, ambos os jogadores optariam por confessar, ou seja,
escolheriam a estratégia C'.

A seguir, introduzimos outro jogo que ird exemplificar as defini¢des
apresentadas. Comegcamos com uma defini¢cdo informal do jogo.

No Jogo de Congestionamento dois jogadores desejam transmitir dados
a partir de um ponto de origem O comum a ambos para um destino D, o
que pode ser feito através de dois canais diferentes A e B. O canal A é um
pouco mais rdpido do que o canal B e, portanto, tem um custo menor se
utilizado, mas a velocidade de ambos os canais cai drasticamente se ambos
os jogadores escolherem o mesmo canal. A Figura[I.T]ilustra essa situagdo.

/ i \
© 2 )
Figura 1.1: Representacdo grafica do Jogo de Congestionamento onde os

jogadores 1 e 2 desejam enviar pacotes de O para D e tém como opg¢do dois
canais: A (o mais rapido) e B (um pouco mais lento do que A).




1.1 CONCEITOS DE TEORIA DOS JOGOS 7

Assim como no caso do Dilema do Prisioneiro, podemos considerar
também a representagdo matricial do Jogo de Congestionamento que re-
sume os detalhes de tal jogo. Essa representacdo € apresentada na Ta-

bela[.2l

B

Tabela 1.2: Representacdo matricial do Jogo de Congestionamento. O jo-
gador 1 escolhe a linha e o jogador 2 escolhe a coluna. Note como os joga-
dores preferem o perfil de estratégias (A4, B) ou (B, A) em vez de (4, A)
ou (B, B).

Note que no Jogo de Congestionamento, nenhum jogador tem uma es-
tratégia dominante. Assim, é dificil prever quais serdo as escolhas dos jo-
gadores. A seguir introduzimos um novo conceito para tentar prever quais
serdo tais escolhas.

Definicdo. Um vetor de estratégias s € .S € um equilibrio de Nash se, para
todo jogador ¢+ € P, s; é uma resposta 6tima para s_;, isto é, para todo
s; € S; temos que u; (s, 5—;) > wi(sh, s_i).

Um equilibrio de Nash é uma situacdo onde nenhum jogador pode au-
mentar sua utilidade trocando de estratégia individualmente. O conceito de
equilibrio de Nash tem uma grande importancia na drea de Teoria dos Jogos
pois é uma das formas de tentar prever qual serd o comportamento dos jo-
gadores em uma situacio econdmica real. Apesar de ndo ser claro quando
os jogadores atingem ou ndo tal equilibrio, tal conceito foi fundamental na
histéria do desenvolvimento da Teoria dos Jogos e é muito importante em
vdrias situagdes reais.

Note que (C,C) é um equilibrio de Nash no Dilema do Prisioneiro.
Isso ocorre porque nenhum dos suspeitos ganha ao mudar individualmente
da estratégia C' para a estratégia IV nesta situagdo. De fato, se todos os joga-
dores t&ém uma estratégia dominante entdo o perfil de estratégias onde cada
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um escolhe uma de suas estratégias dominantes € sempre um equilibrio de
Nash.

Ja o Jogo de Congestionamento tem dois equilibrios de Nash diferentes
(a saber (A, B) e (B, A)), portanto é dificil prever qual serd o perfil de
estratégias a ndo ser que haja uma forma de coordenagdo das estratégias
escolhidas pelos jogadores.

No caso do Dilema do Prisioneiro, as utilidades dos jogadores nesse
jogo foram escolhidas de forma que o (dnico) equilibrio de Nash ocorra
quando ambos os prisioneiros confessem. Isso € algo recorrente na Teoria
dos Jogos, ja que muitas vezes queremos definir regras para um jogo de
forma que os jogadores se comportem de uma forma especifica.

Infelizmente, nem todo jogo tem um equilibrio de Nash. Considere,
por exemplo, o jogo de Par-ou-Impar onde temos dois jogadores e cada um
escolhe um nimero par ou impar. O jogador 1 ganha se ambos os joga-
dores escolheram a mesma estratégia e o jogador 2 ganha se os jogadores
escolheram estratégias diferente. A Tabela representa formalmente o

jogo.

1 2 Par Impar
-1 1
Par 1 1
Impar ! -1
P -1 1

Tabela 1.3: Representacdo matricial do jogo Par-ou-Impar. O jogador 1
escolhe a linha e o jogador 2 escolhe a coluna.

Podemos estender um jogo para permitir que os jogadores, em vez de
escolherem uma estratégia deterministicamente, possam escolher uma es-
tratégia de maneira ndo deterministica, ou seja, usando aleatoriedade. Nesta
extensdo, as estratégias possiveis para um jogador sdo todas as distribui¢des
de probabilidade sobre o conjunto de estratégias de tal jogador no jogo ori-
ginal e a utilidade de um jogador € a utilidade esperada no jogo original.
Abaixo formalizamos tal conceito.

Defini¢dio. Dado um jogo (P, S,U), a extensdo mista de (P,S,U) é um
jogo (P,S",U")onde &' = {S},...,S.,eU’ = {u),...,u,} tal que,
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para cada jogador i € P, S/ é um espaco de distribui¢des de probabilidade
sobre S; e, para cada vetor o = (071,...,0,) € S’,onde S’ = S| x---x S,
temos que u}(0) = Eep[u;i(8)].

Tal extensdo captura a ideia de que um jogador pode querer tomar uma
decisdo usando aleatoriedade em um jogo arbitrario. Por exemplo, no caso
do jogo Par-ou-Impar, os jogadores podem escolher entre par ou impar ale-
atoriamente.

Definicdo. Sejam (P,S,U) um jogo, com & = {S1,...,5.}, e
(o1,...,0p) um vetor onde o; é uma distribuigdo de probabilidades sobre
S;. Dizemos que (071, . . ., 0y,) é um equilibrio misto de Nash para (P, S,U)
se (01,...,0p) éum equilibrio de Nash para a extensdo mista de (P, S, U).

Um jogo nem sempre tem um equilibrio de Nash, como é o caso do
jogo Par-ou-Impar, mas a extensdo mista de um jogo com um niimero finito
de jogadores onde cada jogador tem um conjunto de estratégias finito tem
sempre pelo menos um equilibrio de Nash.

Teorema 1.1.2 (Nash [Nas50]). Todo jogo finito com os conjuntos de es-
tratégias finitos tem um equilibrio misto de Nash.

No caso do Par-ou-Impar, um equilibrio misto ocorre quando ambos
os jogadores escolherem par com probabilidade 1/2 (e, consequentemente,
fmpar com probabilidade 1/2). De fato, esse é o tnico equilibrio misto do
jogo.

Ja no caso do Jogo de Congestionamento, o cendrio onde ambos 0s jo-
gadores escolhem o caminho A com probabilidade 5/8 e o caminho B com
probabilidade 3/8 é um equilibrio misto. De fato, note que, se o jogador 2
joga tal estratégia e o jogador 1 escolhe A com probabilidade p e B com
probabilidade 1 — p temos que o custo esperado do jogador 1 é

5 3 5 3 7 7T
p<5~8+1-8>—|—(1 p) <2-8+6-8) —p2+(1 p)2 =3
Assim, com tal escolha do jogador 2, qualquer estratégia mista do joga-
dor 1 é uma resposta 6tima, em particular, escolher p = 5/8 é uma resposta
6tima. Por simetria, o mesmo ¢ vdalido para o jogador 2 e temos que o
perfil de estratégias onde ambos escolhem A com probabilidade 5/8 é um
equilibrio misto de Nash. De fato, o Jogo do Congestionamento tem ape-
nas trés equilibrios mistos: seus dois equilibrios puros e o equilibrio misto
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apresentado acima. Ou seja, um jogo pode ter outros equilibrios mistos
além dos seus equilibrios puros.

Note que, no caso do Dilema do Prisioneiro, se ambos os jogadores
cooperarem e escolherem N entdo eles ficam presos por 4 anos no total.
Porém, o unico equilibrio desse jogo ocorre quando ambos confessam e,
assim, ambos ficam presos por um total de 8 anos.

Considere entdo o Jogo da Polui¢do, onde temos n jogadores cada um
com duas estratégias P (poluir) e N (ndo poluir). O custo de um jogador ¢
que escolhe P é o nimero de jogadores que escolheram P e o custo de
um jogador ¢ que escolhe N é o nimero de jogadores que escolheram P
mais um custo adicional de 3 para a implementacdo de medidas contra a
poluicdo. Note que poluir € uma estratégia dominante ja que se tiverem k
outros jogadores poluindo entdo € melhor poluir e pagar k£ + 1 do que ndo
poluir e pagar k + 3. Assim, tal jogo tem apenas um equilibrio onde todos
os jogadores poluem, resultando em um custo total de n2. Se todos os
jogadores cooperassem e ninguém poluisse, entdo teriamos um custo total
de 3n.

Com essa discrepancia em mente, estamos interessados em analisar em
um determinado jogo qual € a desvantagem que obtemos por considerar jo-
gadores racionais se comparado com o melhor resultado que poderia ocor-
rer para a sociedade. Baseado neste tipo de comparacao, definimos a seguir
0 pre¢o da anarquia e o prego da estabilidade.

Seja J um jogo com conjunto de vetores de estratégias Se f: S — R
uma fun¢fo de bem-estar social. Denotamos por £(J) o conjunto de perfis
de estratégias de J em equilibrio e OPT(J) = max{f(s): s € S}. Com
isso, s é um perfil de estratégias dtimo social se f(s) = OPT(J). Usual-
mente, consideramos f como a soma das utilidades dos jogadores para um
determinado perfil de estratégias.

O objetivo, para o sistema como um todo, é que o perfil de estratégias
em equilibrio atingido pelos jogadores esteja proximo do bem-estar social
maximo (de preferéncia, que tenha o mesmo valor).

O prego da anarquia, PA, de um jogo J é a maior razao entre o valor de
um perfil de estratégias em equilibrio e o valor de um perfil de estratégias
otimo social [KP99||. Mais formalmente, temos que

PA = max { OPT(J)

.f@ﬂzse;g(J)}'
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O preco da estabilidade, PE, de um jogo J é a menor razio entre o
valor de um perfil de estratégias em equilibrio e o valor de um perfil de
estratégias 6timo social [ADK™08||. Formalmente, temos

OPT(J)
) € E(J)} .

Note que, sempre temos que PA > PE > 1.

O preco da anarquia, nos diz o quao longe um equilibrio pode estar do
bem-estar social maximo e o preco da estabilidade diz o quao perto ele pode
estar deste valor.

Em jogos com func¢do de custo, ao invés de utilidade, podemos defi-
nir PA e PE similarmente invertendo as fragdes. No exemplo do Jogo da
Poluigdo, por exemplo temos PA = PE = n?/(3n) = n/3 o que indica
que tanto o melhor quando o pior equilibrio é n/3 vezes mais custoso para
a sociedade.

Para ilustrar, considere o Jogo do Congestionamento. O bem-estar so-
cial maximo ocorre quando um jogador escolhe o caminho A e o outro jo-
gador escolhe o caminho B e tem custo 3. Note que nesta situagdo também
temos um equilibrio puro, e portanto o preco da estabilidade para tal jogo
é 1. Porém, como vimos anteriormente, além desses dois equilibrios pu-
ros, existe também um equilibrio misto onde cada jogador tem custo 7/2 e
portanto o preco da anarquia para tal jogo é 7/6.

PE = min{






CAPiTULO 2

Jogos de Roteamento

O interesse por jogos de roteamento nos dias atuais é facilmente justi-
ficado pela grande quantidade de situacdes que tal modelo captura. Uma
situacdo tipica do cotidiano que pode ser modelada por este tipo de jogo
¢é a seguinte: suponha que os jogadores sejam motoristas em uma grande
metrépole e que cada um deseja se locomover do seu local de origem até
seu destino, minimizando o tempo de viagem. Outro exemplo importante é
aquele em que cada jogador € um servidor que deseja enviar (o mais rapida-
mente possivel) uma certa quantidade de informacéo através de uma grande
rede de comunicag@o (como a Internet) de um certo endereco origem para
um endereco destino. Uma caracteristica fundamental que é comum a am-
bos exemplos € fato da escolha de cada jogador depender da escolha dos
demais jogadores, uma vez que um dos fatores mais relevantes no tempo de
percurso € a quantidade de trafego (nimero de jogadores) em cada trecho
de uma rota (ruas no primeiro exemplo e cabos de fibra 6tica no segundo).

Jogos de roteamento sdo tradicionalmente divididos em duas catego-
rias: jogos atdmicos e jogos ndo-atdmicos. Cada um desses tem sua
propria no¢ao de equilibrio: nos jogos atdmicos considere-se o tradicio-
nal equilibrio de Nash, enquanto o segundo trata do equilibrio de Wardrop.
Neste capitulo consideramos as duas versdes e apresentamos resultados im-
portantes sobre ambas. Em particular, para cada uma delas, exploramos as
seguintes questdes:

(a) Sempre existe um equilibrio? Caso contrario, em que condi¢des existe
um equilibrio?

13



14 JOGOS DE ROTEAMENTO

(b) Quando um equilibrio existe, o quao ineficiente ele é? Ou seja, qual é
o preco da anarquia?

Mostramos também que jogos de roteamento podem ser estudados den-
tro do modelo mais geral de jogos potenciais. Em particular, o método
da funcdo potencial é amplamente usado neste capitulo para provar a
existéncia de equilibrios.

2.1 Notacao e definicoes

Um jogo de roteamento é realizado em um grafo orientado G = (V, E).
Representamos os jogadores pelo conjunto Z = {1,2,...,k}. Cada jo-
gador estd associado a um par (s;,t;) de vértices de GG, chamado de par
origem-destino (OD). Note que jogadores distintos podem estar associados
a um mesmo par OD. Cada jogador tem uma demanda r; > 0 que repre-
senta a quantidade de trafego que ele quer mandar da sua origem ao seu
destino. Representamos todas as demandas de forma compacta por um ve-
tor de demandas r indexado por Z. Um caso particular importante, que
chamamos de jogo de roteamento com demanda uniforme, é aquele em que
todas as demandas sdo iguais a uma constante.

Cada aresta e € E estd associada a uma fungdo custo c.: R — R,
que supomos ser ndo-negativa, continua e nao-decrescente. Intuitivamente,
essas caracteristicas capturam o fato de que quanto maior o trifego x em
uma aresta e, maior é o custo c.(x) (isto € intuitivo se pensarmos que e
representa uma estrada e c. € o tempo de percurso). Usamos o vetor ¢
indexado por E para denotar todas as fungdes custo da rede.

Para definir o conjunto de estratégias de cada jogador € necessdrio in-
troduzir o conceito de fluxo. Considere um jogador i. Seja P? o conjunto de
todos os s;t;-caminhos em G. Usamos também a notagdo P = |J,.; P".
Um s;t;-fluxo (ou simplesmente fluxo) é uma funcao f*: P* — R,. Infor-
malmente, para um caminho P € P, o valor f}; =f ’(P) ¢ a quantidade
fluxo que o jogador i manda através de P. Dizemos que o s;t;-fluxo f? é
vidvel para i se ) pcpi fL = r;, ou seja, se envia toda a demanda de s;
a t;. Uma estratégia para um jogador ¢ € um s;t;-fluxo vidvel. Assim, um
perfil de estratégias é um fluxo f = (f',..., f*). Dizemos que f & vidvel
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se cada f* for vidvel parai = 1,..., k. Usamos a notagio
fi= > 2.1)
PePi: eecP
para ¢ = 1,... Kk para representar a quantidade fluxo do jogador i que

passa por uma aresta e. Além disso, usamos

k
fe=Y fi=> 1! 2.2)
1=1

i€l

para indicar a soma dos fluxos que passam por e, considerando todos os
jogadores.

Definimos o custo de um caminho P em relacdo a um fluxo f como
sendo a soma dos custos de suas arestas, ou seja,

cp(f) = celfe). 23)

ecP

O custo individual de um jogador ¢ em relacdo a um fluxo f é definido
como: _ '
C'(f) = er(Nfp- (2.4)

Pepi

Usando (2.3) podemos reescrever a defini¢do como:

CH(f) =Y celfe) 2. 2.5)

ecE

Assim, um fluxo é um equilibrio de Nash se nenhum jogador consegue
modificar sua estratégia (fluxo) e reduzir seu custo individual.

Isto completa a descricdo do conceito de um jogo de roteamento
atomico. Usamos as mesmas notacdes para jogos de roteamento ndo-
atémicos, mas postergamos a explicac@o sobre a diferenca entre esses mo-
delos até a Segdo[2.4]

Uma instincia de um jogo de roteamento (atdmico ou nio) é denotada
por (G, r, ¢) deixando implicito os demais elementos.

Exemplo 2.1.1. Tlustramos as defini¢des com o exemplo da Figura[2.1] (re-
tirado de [Cur13]]). O conjunto dos jogadores é Z = {1,2} com vetor de
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Cay Cagy Cag

Figura 2.1: Exemplo de instincia de um jogo de roteamento

demandas r = (r1,72). Os pares OD dos jogadores séo (s1,t1) € (s2,t2),
respectivamente.

Um exemplo de fluxo vidvel é f = (f1, f?) em que o jogador 1 envia
toda sua demanda pela aresta a; = (s1,%1) e o jogador 2 envia toda sua
demanda pela aresta a3 = (s2,t2). Assim, ignorando-se as arestas de custo
zero, temos que f1 = (f1 . fd., fa,) = (r1,0,0) e f2 = (0,0,72). O custo

individual do jogador 1 é C1(f) = ¢4, (fa,)71 = Ca, (r1)71 € do jogador 2
EC(f) = Cas (faz)T2 = Caz(r2)T2.

Dentro do modelo de jogos atdmicos temos uma divisdo entre jogos
divisiveis e indivisiveis. No primeiro, a estratégia de cada jogador i é um
fluxo f? (como definido anteriormente) enquanto no segundo, o conjunto
das estratégias de um jogador i é P’. Ou seja, no jogo indivisivel, cada jo-
gador tem que mandar sua demanda ao longo de um tnico caminho. Neste
capitulo nos restringimos ao estudo de jogos indivisiveis por terem sido
melhor estudados e compreendidos. O leitor interessado em jogos atdmicos
divisiveis pode consultar o trabalho de Curi [[Curl3]]. Formalmente, no jogo
de roteamento atdmico (indivisivel), um s;t;-fluxo f* é viavel se f}; =r;
para exatamente um caminho P € P’ e fo = 0 para todo @ € P\ {P}.
Um fluxo f = (f1,..., f¥) é vidvel se f* for vidvel para todo i € Z.

Em outras se¢des estudamos a ineficiéncia do equilibrio de jogos de
roteamento. Para tal, usamos como custo social a fung¢ao utilitdria que con-
siste no custo total do trafego. Mais precisamente, se f é um fluxo viavel
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para (G, r, ¢), entdo o custo de f é dado por:

C(f) = cp(f)fp (2.6)
PeP
Usando (2.3)) podemos reescrever (2.6) como:
C(f) = cefe)fe- 2.7
ecE

Dizemos que um fluxo vidvel f é dtimo para (G, r,c) se ele for um fluxo
de custo minimo entre todos os fluxos vidveis.

Definimos o preco da anarquia para jogos de roteamento como sendo
a razdo entre o custo do pior equilibrio e o custo de uma solu¢do 6tima.
Em muitos exemplos que estudamos, restringimos a classe das fungdes
custo (por exemplo, fungdes polinomiais). Neste caso, fica-se subenten-
dido que ao falar de preco de anarquia consideramos apenas os equilibrios
e as solugdes 6timas de instdncias com essa restri¢ao de custo.

2.2 Jogos potenciais

Virios casos particulares de jogos de roteamento pertencem a uma
classe mais geral de jogos, chamados jogos potenciais. Um jogo deste
tipo possui uma fungdo potencial definida sobre os perfis de estratégia do
jogo tal que um 6timo global desta corresponde a um equilibrio de Nash do
jogo. No que segue apresentamos formalmente este conceito e os principais
resultados.

Lembre-se que denotamos um jogo na forma normal como uma tripla
(Z,{S;}iez,{Ci}ticz) onde T é o conjunto de jogadores, S; é o conjunto
de estratégias do jogador i e C; é a fungdo custo do jogador ¢. Denotamos
também o conjunto de todos os perfis do jogo por S.

Definicdo. Uma fungdo ®: S — R € uma fungdo potencial para um jogo
(Z, (Si)iez, (Ci)icx) se, paratodo i € T e para todo s € S, temos que:

Ci(sh,s-i) — Ci(siy5-4) > 0= B(s),5_;) — P(s4,5-;) >0 (2.8)

para todo s € S;.
Uma fung¢@o potencial € exata se

(I)(ng S—i) - <I>(sl-, S—i) = Ci(sé, sz') - Cz‘(Si, Sfi)' 2.9
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Em outras palavras, a variacdo de custo do jogador ¢ ao trocar a es-
tratégia s; por s; é positiva se, e somente se, a variagdo de potencial nos
pontos correspondentes € positiva. Em particular, para uma fun¢éo poten-
cial exata, a variag@o no custo € igual a variacdo na funcdo potencial.

Um jogo finito que possui uma fungdo potencial (exata) € chamado jogo
potencial (exato). O préximo resultado mostra a relevancia de jogos poten-
ciais.

Teorema 2.2.1. Seja (Z, (S;)icz, (C;)iez) um jogo potencial finito. O per-
fil de estratégias que minimiza sua fun¢@o potencial € um equilibrio de
Nash.

Demonstragdo. Seja ® uma fungdo potencial para o jogo e seja s um perfil
de estratégias que minimiza ®. Seja ¢ um jogador qualquer e seja s} uma es-
tratégia para i. Pela escolha de s, temos que ®(s}, s_;) > ®(s;,5_;). Pela
defini¢do de fungdo potencial, temos que C;(s},s—;) — Ci(si,5—;) > 0.
Assim, o jogador ¢ ndo tem incentivo para se desviar de sua estratégia s;
para s;. Isto implica que s é um equilibrio do jogo. O

Um exemplo importante de jogo potencial é o jogo de congestiona-
mento introduzida por Rosenthal [Ros73]]. Um jogo de congestionamento
€ composto de k jogadores e m recursos. O conjunto de estratégias S; de
um jogador ¢ é uma colec¢do de subconjuntos de recursos. Cada recurso j
estd associada a uma fungdo custo ¢;(2) que depende da quantidade x de
jogadores cujas estratégias contém o recurso j. O custo total que o joga-
dor ¢ paga quando escolhe a estratégia s; € a soma dos custos dos recursos
em s;. Em outras palavras, se x; denota a quantidade de jogadores que
usam o recurso j, entdo ¢ paga » jes; Ci (x;). Por exemplo, jogos de rotea-
mento atdmico (com demanda uniforme) sdo uma classe particular de jogos
de congestionamento em que cada recurso é uma aresta do grafo e uma es-
tratégia para um jogador ¢ € um subconjunto de arestas que corresponde a
um caminho ligando seu par OD (s;, t;).

Rosenthal [Ros73] provou que todo jogo de congestionamento é um
jogo potencial. Em 1996, Monderer e Shapley [MS96|] mostraram uma
espécie de reciproca: para todo jogo potencial, existe um jogo de congesti-
onamento com a mesma funcao potencial.
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2.3 Roteamento atomico

Apresentamos a seguir uma caracteriza¢do de equilibrio de Nash em
jogos de roteamento atomicos.

Suponha que f = (f1, ..., fr) seja um equilibrio de Nash de um jogo
atdmico (indivisivel) (G, r, ¢). Lembre-se que a estratégia de um jogador i
é um fluxo f* tal que fp = r; para algum caminho P € P* e f¢, = 0 para
todo @ € P\ {P}. Para um jogador i, denotamos

FED = (L)
e para toda estratégia f de i denotamos
(.]gz’f(_Z)) = (fl"7fL_1’fz)fz+1"7fk)'

De acordo com a defini¢do de equilibrio de Nash, um fluxo f é um
equilibrio se para todo jogador ¢, temos que

C'(f) < CUf 1Y),
para toda estratégia f i de 7. Seja f i uma estratégia qualquer de i e seja P
o caminho correspondente a esta estratégia. Usando a equacéo (2.4), segue
que . o . R
CU(f) = CH(F', 1) = rilep(f) = ep(f))-
Logo, o lado esquerdo da equagdo acima € ndo-positivo se e somente se

cp(f) < cp(f). Assim, podemos definir equilibrio de Nash para jogos
atdmicos (indivisiveis) da seguinte forma.

Defini¢do. Seja f um fluxo vidvel para (G, r,¢). Entdo f = (f1,..., fx)

€ um equilibrio se, e somente se, para todo jogador i € {1,...,k} e todo
par P, P € P’ com f5 > 0 temos que
cp(f) < ep(f), (2.10)

onde f é o fluxo idéntico a f exceto que f> =0e flg =7

Esta defini¢do € mais conveniente para provar os resultados de jogos
atdmicos deste capitulo. Note que a desigualdade (2.10) pode ser escrita
como

cp(f) < D celfe)+ Y celfetri), Q.11)

eePNP eeP\P

sem a necessidade de definir f.
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2.3.1 Ecxisténcia de equilibrio em jogos atomicos

Primeiramente apresentamos uma instancia de um jogo atomico devido
a Goemans, Mirrokni e Vetta [GMVO0S5]] em que os custos sdo fungdes poli-
nomiais e que ndo possui nenhum equilibrio.

Exemplo 2.3.1. Considere dois jogadores 1 e 2, ambos com par OD igual
a (s,t) e demandas ;1 = 1 e ro = 2. Considere os caminhos P; = (s, 1),
Py = (s,v,t), P3 = (s,w,t) e Py = (s,v,w,t) como na Figura[2.2}

(@)
/ {\
@ 13

x + 33

@;3952/ \m%@

€T

ATz

Figura 2.2: Instincia atdmica do jogo de roteamento que niao possui
equilibrio.

As seguintes afirmagdes implicam que ndo existe equilibrio nesta rede.

(1) Se o jogador 2 escolhe P; ou P», entdo a tnica escolha do jogador 1
que minimiza seu custo € Pj.

(2) Se o jogador 2 escolhe P5; ou P, entdo a unica escolha do jogador 1
que minimiza seu custo é P;.

(3) Se o jogador 1 escolhe P, entdo a tnica escolha do jogador 2 que
minimiza seu custo € Ps.

(4) Se o jogador 1 escolhe P, entdo a tnica escolha do jogador 2 que
minimiza seu custo € P.

Deixamos a cargo do leitor a verifica¢do das afirmagdes (1)-(4).

Em vista do Exemplo [2.3.1} varios pesquisadores estudaram vérios ca-
sos particulares, restringindo a classe de func¢des custo ou as demandas.
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Para varios desses jogos particulares, € possivel mostrar a existéncia de um
equilibrio e determinar exatamente o preco da anarquia. A seguir apresen-
tamos alguns desses resultados.

O primeiro resultado é sobre jogos de roteamento atdmico com de-
manda uniforme. Sem perda de generalidade, podemos supor que a de-
manda comum € igual a 1.

Teorema 2.3.2. Seja (G, r,c) uma instincia atdmica na qual r; = 1 para
todoi =1,...,k. Entdo (G, r, c) possui um equilibrio.

Demonstragdo. Considere a funcio

definida sobre o conjunto dos fluxos vidveis. A seguir, mostramos que ®
€ uma fungdo potencial (exata) para este jogo atdmico. Segue entdo do
Teorema[2.2.1|que o jogo possui um equilibrio.

Sejam f um fluxo vidvel e i um jogador qualquer. Suponha que fi = 1
para algum P € P’ e fé = ( para qualquer outro caminho ) € P*. Seja
P € Pl eseja f ofluxo idéntico a f exceto que fb =0 e fl =1.

Antes de prosseguir, faremos algumas observacdes 31mples Seja
PoP = (E\ (PUP))U(Pn P). Note que parae € Po P, temos que
fe = fp, para toda aresta e € P \ P, temos que f. = f. + 1 e para toda
arestae € P\ P, temos que fe fe — 1. Assim, os custo dos caminhos P
eP podem ser escritos como:

CP(f): Z Ce(fe)+ Z Ce(fe)7 (2.12)

ec(PNP) ecP\P
cﬁ(f): Z Ce(fe)+ Z Ce(fe+1)' (2.13)
ec(PNP) ecP\P

Também das observag(”)es acima, temos que:

e
= > Zce )+ > Zce )+ Yel), @14

ecPopP j=1 ecP\PJ=1 ecP\PJ=1
fe+1 fe_l

fe
ST e+ Do)+ D> D elh) (215)

ecPoP j=1 eGIB\P Jj=1 eeP\J15 Jj=1
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Subtraindo (2.12) de (2.13) e (2.14) de (2.15) concluimos que

cp(f) —ep(f) = 2(f) — @),

e portanto, ¢ ¢ uma funcio potencial exata. Isto conclui a prova. O

Vale a pena ressaltar que a prova do Teorema [2.3.2] ndo pressupde ne-
nhuma hipétese sobre as fungdes custo.

Mostramos agora que jogos de roteamento atdmicos com custos afins
(e demanda arbitraria) possuem um equilibrio. Antes disso, apresentamos
o seguinte lema técnico.

Lema 2.3.3. Seja ¢ uma fungfo real afim dada por ¢(z) = ax + b com
a,b € R. Entdo para todo r € R temos que

clx+r)x+r)+celr)r—clz)r=2r clz+r), (2.16)

cle —r)(x—r)—clr)r—clx)r = =2r-c(x). (2.17)

Demonstragcdo. Por meio de simples cdlculos, temos que

clx+r)(xz+7r)+c(r)r—ca)r =
=(a(z+7)+b)(z+7)+ (ar+b)r — (ax + b)x
= (a(z+7) +b)(x +7) +ar® + br —az® — bx
= (a(z +7)+b) (@ +7) + (alz +7) +b)(r — z)
=2r(a(x +7)+b) =2r-clz+r),
e portanto (2.16) vale.
A demonstragdo de (2.17) é andloga e a omitimos. O

A seguir, apresentamos o resultado principal para existéncia de
equilibrio em jogos com custos afins.

Teorema 2.3.4. Seja (G, r, ¢) uma instdncia de um jogo atdmico onde para
cada e € E, afuncio custo c. € afim com coeficientes ndo-negativos. Entdo
(G, r, c) possui um equilibrio.

Demonstragdo. Suponha que c.(f) = ae(f)+be com ae, be > 0 para todo
ee L.
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Para cada e € F, defina a fungfo:

he(fe) = Ce(fe)fe"’Z Ce(rj)rj = (ae(fe)fe+be)fe+z (aerj+be)rjv

J€EL. J€EL.

onde Z. € o conjunto dos jogadores que usam um caminho passando por e.
Considere a fungdo

= helf) =3 (elflfe+ D celridrs). @18)

ecE ecl Jj€L,

A seguir, mostramos que ¢ € uma fungao potencial para este jogo.

Sejam f um fluxo vidvel e i um jogador qualquer. Suponha que f =1
para algum P € P* e f¢, = 0 para qualquer outro caminho Q € P*. Seja
P € Pieseja f o fluxo idéntico a f exceto que fi = 0 e flg = 1. Como
na prova do Teoremaseja PoP=(E\(PUP)U U(Pn P). Note
que para e € P o P, temos que f, = e para toda aresta e € P\ P, temos
que fe fe + 1; € para toda aresta e € P \ P, temos que fe fe — 1.
Denote por 7, o conjunto dos jogadores que usam um caminho passando
por e no fluxo f Note que para toda aresta e € P o P, temos que Z, = =7,
para toda aresta ¢ € P\ P, temos que Z, = Z, U {i} e para toda aresta
e € P\ P,temos que Z, = T, — {i}.

Assim,
cp(f)= D clfo)+ Y celfe) (2.19)
ec(PNP) ecP\P
cp(H)= D clf)+ D celfetmi) (2.20)
ec(PNP) ecP\P
Logo,

cp(f)—cr(f)= D celfetr)— Y celfe) 2.21)

e€P\P ecP\P
Também temos que:

Do ohef)+ D he(fo)+ D helfe),  (222)

ecPoP eels\P eeP\I3

o(f)= Y he(f)+ Y he(f)+ D he(fe). (223

ecPoP ecP\P e€P\P



24 JOGOS DE ROTEAMENTO

Lembrando que fe = feparae€ Po P, temos que:

o(f)— ()= 3 (helf) — he(f2))
e€P\P

+ Y (helf)—helf). @24

ecP\P

Calculamos agora o valor de cada termo de cada uma das somatérias
acima. Considere primeiro uma aresta e € P\ P. Como f. = f. + ;e
T, = I, U {i}, temos que

he(fe) = he(fe) = ce(fe +1i)(fe + 1) + Z ce(r;)r;

JEL,U{i}
—ce(fe)fe — Z Ce(rj)rj
J€E€ZL.
= ce(fe + Ti)(fe + 7“1‘) + ce(ri)ri - ce(fe)fe
=2r; - ce(fe +1i), (2.25)

onde a tltima igualdade segue de (2.16). )
Agora suponha que e € P\ P. Como f. = f. —r;eZ, = I, \ {i},
temos que

he(fe) = he(fe) = ce(fe —1i)(fe —1i) + Z ce(rj)r;

JEZ\{1}
- ce(fe)fe - Z Ce(rj)rj
JEZe
= ce(fe = 1i)(fe —13) — ce(ri)ri — ce(fe) fe
=2r; - ce(fe), (2.26)

onde a tiltima igualdade segue de (2.17). Logo, substituindo (2.23) e (2.26)
em (2.24) temos que

O(f) = @(f)=2ri( Y elfetri)— Y elfe)), (2.27)

ecP\P ecP\P

que combinado com (2.21) implica que ® é uma funcdo potencial. Do
Teorema [2.2.1] segue que o jogo possui um equilibrio. O
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2.3.2 Preco da anarquia de jogos atomicos

Na subsec¢ao anterior mostramos que jogos atdmicos com demanda uni-
forme sempre possuem um equilibrio, mesmo para funcdes de custo ar-
bitrarias. Entretanto, isso ndo garante necessariamente que o preco da
anarquia seja limitado. Roughgarden e Tardos [RTO2]] apresentaram uma
familia infinita de instancias de jogos atdbmicos com demanda uniforme em
que o preco da anarquia tende a infinito. As func¢des custo dessas instincias
sdo da forma 1/1(x) onde ! é uma funcdo afim. Nesta se¢do, concentramos-
nos apenas em instancias atdbmicas em que os custos sdo fungdes afins.

Comecamos com o caso de demanda uniforme. Antes precisamos do
seguinte resultado cuja prova omitimos.

Lema 2.3.5. Para quaisquer reais «, 8 > 0, temos que

5 1
1) < —a?+ B2
a(f+1) < 3% + 35

O préximo resultado foi obtido independentemente por Awerbuch, Azar
e Epstein [AAEOQS] e Christodoulou e Koutsoupias [CKO0S5]

Teorema 2.3.6. Seja (G, r,c) uma instincia atdmica na qual r; = 1 para
todo ¢ = 1,...,k e cada aresta e tem custo afim c.(z) = a.(z) + b, com
e, be > 0. Entdo o preco da anarquia de (G, 7, ¢) € no maximo 5/2.

Demonstragdo. Sejam f um equilibrio e f* uma solug¢@o 6tima. Para cada
jogador 7, suponha que P; € a estratégia de ¢ em f e P, € a estratégia de ¢
em f*. Pela definicdo de equilibrio, um jogador 7 ndo tem incentivo para
trocar sua estratégia P; por P;". Logo, para cada jogador ¢ temos que

CPi(f)S Z Ce(fe)"' Z Ce(fe+1)

eeP,NP} e€Pr\P
< celfet+ 1) (2.28)

eeP}

onde a primeira desigualdade segue de (2.11) e a tltima desigualdade segue
do fato de ¢, ser ndo-decrescente.
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Assim,

k
SZ% e(fe+1)
SN clfe+)

e€P} i: e€ P}

= flelfe+1)

ecE

=3 [acsztrer 1) + v
eeE

<3 [ae (G +502) +vest] 229)
eEE’

<2 (Zf (0cfi +00)) + 3 D ac(f)?

ecE

= gc(f )+ gc(f),
onde (2.29) segue do Lema[2.3.5|(tomando o = fF e § = f.). Portanto,

C(f) < 50(f),
e isto conclui a prova. O

O limitante do Teorema[2.3.6]¢ justo. Veja o exemplo a seguir, devido
a Awerbuch, Azar e Epstein [AAEOS], que mostra que o preco da anarquia
desse jogo é pelo menos 5/2.

Exemplo 2.3.7. Considere quatro jogadores, cada um com demanda
unitdria. Na Figura[2.3]indicamos os pares OD e as fungdes custo de cada
aresta.

Cada jogador i tem duas possiveis estratégias: escolher a aresta (s;,t;)
ou um caminho de comprimento dois. O fluxo f em que cada jogador esco-
lhe a correspondente aresta € um equilibrio. Este também é um fluxo 6timo
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81 82 t1 83ty

N/
Ne?/

tg t3 Sq

Figura 2.3: Instancia atdmica com demanda uniforme e custos afins que
possui preco de anarquia 5/2.

e tem custo 4. Por outro lado, se todos os jogadores escolhem o correspon-
dente caminho de comprimento dois, obtemos um segundo equilibrio de
custo 10. Esses sdo os dois tinicos equilibrios. Assim, o pre¢o da anarquia
desta instancia é 10/4 = 5/2.

Mostramos a seguir um limitante para o preco da anarquia de jogos
atdmicos com demanda genérica e custos afins, devido a Awerbuch, Azar e
Epstein [AAEOQS].

Teorema 2.3.8. Seja (G, r, c) uma instincia de um jogo atdmico na qual
cada aresta e tem custo afim c.(z) = a.(x) + b, com a.,b. > 0. Entdo
o prego da anarquia de (G,r,c¢) é no maximo 1 + ¢ ~ 2.618 onde
é = (1++/5)/2 é arazio 4urea.

Demonstragdo. Sejam f um equilibrio e f* uma solugdo 6tima de (G, r, ¢).
Para cada jogador 7 suponha que P; € a estratégia de i em f e P € a
estratégia de ¢ em f*. O custo que o jogador ¢ pagaria por P, se mudasse

sua estratégia para este é
dSTocelf)+ D celfetri) <D celfet i)
e€cPNP; c€Py\P ecP;

- Z (ae(fe + Ti) + be)~

e€ P}
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Como f é um equilibrio, segue que

k
= Zri Z Ce(fe)

i=1 ech;
k
< Zh‘ Z ce(fe+1i)
i=1  eeP;
- (Z a€f€+rl +b))
ep;

( aefe+f) ])
Z aefe+f) be]
e

e+ﬁ)+mU§

sk M i

[

o
&

S

C(f)+ > actts (2.30)

ecE

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores {\/dc fe }ecr €
{acf:}ecr obtemos

Zaefef§<\/zaef3~ S a2 < VO - VT

ecE ecE ecE

Combinando esta desigualdade com (2.30), segue que
o) . [cw

i) Ve
Elevando os dois lados ao quadrado e resolvendo a equacdo quadritica
22 — 3z + 1 < 0, obtemos
C(f) _3+V5
o) T 2

e o resultado segue. O

~ 2.618,
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O limitante do Teorema [2.3.8] ¢ justo como mostrado pelo exemplo a
seguir.

Exemplo 2.3.9. Considere a seguinte modificagdo das demandas do Exem-
plo apresentada na Figura2.4onde r1 = ro = ¢pers =714 = 1.

81 82 t1 S3 14

\ /
\/

o t3 84

Figura 2.4: Instancia atdmica com custos afins que possui prego de anar-
quia 1 + ¢.

Cada jogador ¢ tem duas possiveis estratégias: escolher a aresta (s;, t;)
ou um caminho de comprimento dois. O fluxo em que cada jogador escolhe
a correspondente aresta é uma solucdo 6tima com custo total 2¢% + 2. A
solucdo em que cada jogador escolhe o caminho de comprimento dois é um
equilibrio de custo total 4¢2 + 4¢ + 2. Assim, o preco da anarquia deste
jogo é (4¢% + 46 +2)/(2¢% +2) =1 + ¢.

2.4 Roteamento nao-atomico

O modelo ndo-atdmico de roteamento é conveniente para modelar redes
grandes nas quais cada jogador tem uma demanda infinitesimal em relacao
a demanda total. Informalmente, cada jogador individualmente tem in-
fluéncia negligivel no trafego total da rede. Um exemplo tipico € a Internet
ou o trafego de pedestres em uma grande metrépole.

Informalmente, a diferenca entre jogos atdmicos e ndo-atdmicos € a se-
guinte. Em um jogo nio-atdmico, para cada par OD, hd um niimero infinito
(ou muito grande) de jogadores associados a este e a demanda de cada um
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destes jogadores € infinitesimal se comparada com a demanda total. As-
sim, nenhum jogador sozinho consegue afetar o fluxo (trafego) na rede. Ja
em jogos atdmicos, a0 menos um jogador tem demanda ndo desprezivel e
consegue influenciar o fluxo na rede[l}

Usamos Z = {1,...,k} para denotar os diferentes pares OD. Cada
par OD esta associado a um nimero infinito de jogadores cuja demanda
individual € infinitesimal e com demanda total ; (ndo desprezivel). Com
esta convencdo, f i representa o s;t;-fluxo que atende a demanda r;, ou seja,
ele representa o fluxo do conglomerado de jogadores associados a (s;, t;),
em vez de ser o fluxo do jogador i. Note que no modelo ndo-atdmico o
custo individual de cada jogador dado por ([2.4) tende a zero e assim, a
definicdo usual de equilibrio de Nash néo € apropriada.

Antes de definir formalmente uma nog¢ao mais apropriada de equilibrio,
apresentamos um exemplo que apesar de sua aparente simplicidade, é fun-
damental para o entendimento de jogos nao-atdmicos.

Exemplo 2.4.1 (Pigou [Pig20]). Considere um grafo com dois vértices s
e t e duas arestas ligando s a . A aresta superior tem custo 1 enquanto a
aresta inferior tem custo igual a quantidade x de fluxo na aresta. H4 um
nimero infinito de jogadores com par OD (s,t) e a demanda total na rede
¢ 1. Veja a Figura[2.5]

T
\I/

Figura 2.5: Exemplo de Pigou.

® ®

Note que a aresta inferior é mais barata se e somente se a quantidade
de fluxo nela € menor que uma unidade. No (linico) equilibrio todos os
jogadores escolhem a aresta inferior, com custo total 1. A solucdo 6tima
consiste em dividir a demanda total igualmente nas duas arestas, resultando
em um custo de (1/2) -1 + (1/2)(1/2) = 3/4. Logo, o prego da anarquia
deste jogo é 4/3.

Uma pequena modificacio do Exemplo de Pigou feita por Roughgarden

'E comum dizer que um tal jogador tem poder de mercado.
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e Tardos [RTO2] mostra que o preco da anarquia pode ser arbitrariamente
grande, mesmo para instancias pequenas.

Exemplo 2.4.2. Considere um grafo com dois vértices s e t e duas arestas
ligando s a t. A aresta superior tem custo 1 enquanto a aresta inferior tem
custo igual a 2P com p grande. H4 um ndmero infinito de jogadores com
par OD (s, t) e a demanda total na rede ¢ 1. Veja a Figura[2.6]

T
~_

P

® ®

Figura 2.6: Exemplo Nao-Linear de Pigou.

Como no Exemplo de Pigou, o custo do equilibrio é 1. O fluxo
6timo envia uma quantidade € < 1 pela aresta superior e tem custo total
€4 (1 —e)P, onde ¢ tende a zero a medida que p tende a infinito. O Co-
rolério apresentado posteriormente, mostra que ¢ = 1 — (p + 1)1/7.
Quando p tende a infinito, o custo do fluxo 6timo tende a zero. Logo, o
preco da anarquia € ilimitado.

Posteriormente, mostraremos que para certas classes de fungdes custo
é possivel limitar (ou mesmo calcular exatamente) o preco da anarquia.

24.1 Equilibrio de Wardrop

A defini¢ao usual de equilibrio de Nash ndo é adequada para o modelo
de jogos de roteamento nio-atomicos. Neles, a demanda de cada jogador
¢ infinitesimalmente pequena e ndo € claro o que deveria ser seu custo in-
dividual, uma vez que tende a zero. Assim, em jogos deste tipo usamos o
chamado equilibrio de Wardrop, introduzido por Wardrop [War52].

Definicfio. Seja f um fluxo vidvel em uma instincia (G, r, ¢) de um jogo
ndo-atdmico. Um fluxo f € um equilibrio (de Wardrop) em (G, 7, ¢, ) se,
para cada jogador i € {1,...,k} e cadapar P, P € P’ com fp > 0, temos
que

cp(f) < cep(f). (2.31)
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Note que em um equilibrio de Wardrop f, todos os caminhos usados
por um jogador ¢ t€m custo minimo. Em particular, todos os caminhos
usados pelo jogador tém o mesmo custo. Comparando esta definicdo com a
de equilibrio de Nash, notamos que o equilibrio de Wardrop tenta capturar
o fato de que a demanda de um unico jogador é muito pequena. Assim,
um jogador, quando pondera em uma troca de estratégia, enxerga os custos
das arestas na rede como sendo fixos. Deste modo, o jogador sempre tenta
escolher caminhos minimos nesta rede.

Na préxima subsecdo, mostramos que todo jogo de roteamento nao-
atdmico possui um equilibrio de Wardrop que € sinico em um certo sentido.
Daqui em diante, em qualquer lugar desta se¢do onde mencionamos pre¢o
da anarquia, referimo-nos a razao entre o custo do equilibrio de Wardrop e
o custo de uma solugéo Gtima.

Lembre-se que supomos que as fungdes custo s@o ndo-negativas,
continuas e nao-decrescentes.

2.4.2 Existéncia de equilibrio

O objetivo desta subse¢@o € mostrar que todo jogo de roteamento nao-
atdmico possui um equilibrio e que todos os equilibrios tém o mesmo custo.
A ideia basica € a mesma usada nas se¢Oes anteriores para o caso atdmico:
exibimos uma fungdo potencial definida sobre os perfis de estratégias tal
que o minimo da fung¢@o corresponde a um equilibrio de Wardrop.

Inicialmente apresentamos uma caracterizacao de fluxos 6timos em jo-
gos ndo-atdmicos para uma classe particular de funcdes custo. Para evitar
confusdo, nesta caracterizacdo usamos os simbolos [ e [, em vez de c e c..
Suponha que cada aresta e estd associada a uma fungfo custo /. tal que
z - l.(x) é diferencidvel e convexa (ndo precisamos desta hipdtese sobre ¢
para provar o resultado principal, mas a caracterizacdo requer isto). Note
que x - lo(z) é a contribui¢do da aresta e no custo total de um fluxo f
(quando =z = f.). Defina o custo marginal de uma aresta e (em relagéo
al.) como sendo

(x) = (2 l(x) =le(x) + 2 - I(x).

Para um caminho P e um fluxo f seja

Ip(f) =Y li(fe), (2.32)

ecP
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ou seja, a soma dos custos marginais das arestas do caminho P.

Proposicao 2.4.3. Seja (G,r,!l) uma instincia de um jogo ndo-atdémico
na qual para toda aresta e, a fungdo x - [.(x) é diferencidvel e convexa.
Entdo f* é um fluxo 6timo de (G, r,1) se e somente se, para todo jogador
i € T e todo par P, P € P’ com fp > 0, temos que

Ip(f*) < U5(f7). (2.33)

A demonstracio segue facilmente da caracterizacio de solugdes Gtimas
de problemas de otimizacdo convexa e a omitimos. O leitor interes-
sado pode consultar Curi [Curl3]. Note a semelhanca entre a desigual-
dade (2.33) e a desigualdade (2.31)) na defini¢do de equilibrio de Wardrop.
A desigualdade (2.33) caracteriza fluxos 6timos em termos de custos mar-
ginais de caminhos enquanto a desigualdade caracteriza equilibrios
de Wardrop em termos de custos de caminhos. O préximo resultado segue
facilmente da Proposicao|2.4.3

Corolario 2.4.4. Seja (G, r,1) uma instincia de um jogo ndo-atdémico na
qual para toda aresta e, a fungdo x - I.(x) é diferencidvel e convexa. Entdo
um fluxo vidvel f* é um fluxo 6timo de (G,r,[) se e somente se é um
equilibrio em (G, r, [*).

Consideremos novamente a rede original (G, r,¢). Para obter uma
caracterizagéo de um equilibrio de uma insténcia (G, r, ¢) precisamos en-
contrar uma fungéo [, tal que c.(z) = I*(x) para cada e € E e aplicar o
resultado anterior. Para cada e € E defina

1 xT
lo(z) = — /O co(y)dy (2.34)

X

para y > 0 e estenda a definicdo para y = 0 por continuidade tomando
1e(0) = ¢e(0). Como ¢, é continua e nio-decrescente, segue que x - l.(x)
¢ diferenciavel e convexa. Além disso, é facil ver que /. é ndo-decrescente
(le(r) € uma média de ¢, no intervalo [0,z]). Assim, (G,r,1) é uma
instancia de um jogo ndo-atdmico. Note que o custo marginal de e (em
relagdo a l) é I*(z) = (z - lo.(x)) = ce(x). Pela Proposigdo [2.4.3] te-
mos que f é um equilibrio em (G, r, ¢) se e somente se é um fluxo 6timo
de (G, r,1) onde [ é definido como em . Considere agora a fungio
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potencial para (G, r, c):

fe
o(f) = /0 ce(z)dz (2.35)

eclk

definida sobre o conjunto dos fluxos vidveis de (G, r, ¢). Note que ®(f) é
exatamente o custo social de f na rede (G, r,1). Das observagdes anterio-
res, segue o proximo resultado.

Proposi¢ao 2.4.5. Seja (G, r,c) uma instincia de um jogo ndo-atdmico.
Entdo um fluxo vidvel f é um equilibrio em (G, ¢) se e somente se é 0
minimo global de ® dada por (2.35).

Note que ¢ é uma fungdo convexa, pois paracada e € F, afuncéo c.(x)
¢ ndo-decrescente e portanto, cada termo fo ¢ ¢e(x)dx é uma fungdo con-
vexa.

Apresentamos agora o principal resultado desta subsecao.

Teorema 2.4.6. Seja (G,r,c) uma instdncia de um jogo ndo-atdmico.
Entao

(a) (G,r,c) possui um equilibrio, e

(b) se f e f sdo equilibrios de (G,, ¢), entdo co(f.) = co(f.) para todo
ec k.

Além disso, todos os equilibrios de um jogo nio-atdmico t€ém o mesmo
custo, e portanto, o pre¢o da anarquia é igual ao preco da estabilidade.

Demonstracdo. Comegamos provando (a). Como cada fungdo c. é
continua, a funcdo potencial ® também é continua nesse dominio. Logo,
existe um fluxo f que minimiza ®( f). Pela Proposigdo segue que f
¢ um equilibrio de (G, r, ¢).

Para verificar (b), sejam f e f equilibrios em (G,r,c). Pela
Proposicao ambos f e f minimizam a fungdo potencial . Consi-
dere uma combinagdo convexa arbitraria g = Af 4+ (1 —\) f com A € [0, 1]
de fe f . Pela convexidade de ® temos que

DS+ (1= N f) S A(f) + (1 — N)@(f),

para todo A € [0,1]. Como f e f sio minimos de ®, a desigualdade
acima tem que valer com igualdade para todo A € [0, 1]. Como cada termo
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fof ¢ ce(z)dx de ® é convexo, isto s6 é possivel se for linear entre f. e fe..

Isto implica que ¢, ¢ constante entre f, e f.. Logo, c.(f) = ce(f).
Por fim, note que a tltima afirmacdo no enunciado do teorema segue
diretamente de (b). O

2.4.3 Preco da anarquia de jogos nao-atomicos

Para formalizar alguns dos resultados desta subsec¢io, denotamos por C
o conjunto das fungdes custo ndo-negativas, continuas e nao-decrescentes.
Apresentamos um limitante bastante geral para o preco da anarquia de jogos
nao-atomicos, devido a Correa, Schulz e Moses [CSMO04]. Para entender
de onde veio o limitante, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.7. Considere um grafo com dois vértices s e ¢ e duas arestas
ligando s a t. H4 um nimero infinito de jogadores com par OD (s,t) e a
demanda total na rede é r. A aresta superior tem custo ¢(r) (fixo) e a aresta
inferior tem custo igual a ¢(z) onde ¢ € C. Vejaa Figura

e(r)
T
/@

Figura 2.7: Exemplo Genérico de Pigou.

Note que para © < 7 temos que c(x) < «¢(r). Suponha
que exista um equilibrio de Wardrop que envia um fluxo positivo €
pela aresta superior. Nesta caso, Como o custo da aresta inferior é
¢(r — ), devemos ter ¢(r) = ¢(r — £). Assim, o custo deste equilibrio é
ec(r) + (r —e)e(r — e) = re(r). Este também € o custo do equilibrio de
Wardrop em que toda a demanda passa pela aresta inferior. Isto mostra que
todos os equilibrios tém o mesmo custo r¢(r). Por outro lado, o fluxo 6timo
envia uma certa quantidade z pela aresta inferior e tem custo total

min {zc(z) + (r — x)e(r)} = re(r) — max {z(c(r) — c(z))}.

0<z<r 0<z<r
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Logo, o preco da anarquia desta instancia é

(1 ~ maxgep, {(c(r) - C(QU))}>_1 .

re(r)

Para toda fungdo ¢ € C e todo r € R, seja

1
p(r,c) = o) max{w(e(r) - e(z))},

rc

onde, por convengdo, 0/0 = 0. Defina o valor de anarquia /3 como

B(C) = sup sup B(r,c). (2.36)
ceC reRy

Note que devido ao Exemplo segue que (1 — B(C))~* é um li-
mitante inferior para o preco da anarquia para jogos ndo-atdmicos com
fungdes custo em C. Mostramos a seguir que (1 — 3(C))~! é de fato o
preco da anarquia desses jogos. E interessante notar que o Exemplo de
Pigou e este resultado mostram que o preco de anarquia nao depende da
topologia da rede mas apenas da classe de fungdes custo consideradas.

Antes precisamos do seguinte resultado de Roughgarden [Rou03].

Proposicao 2.4.8. Seja (G, r, c) uma instincia de um jogo ndo-atdmico.
Entdo um fluxo vidvel f em (G, r,¢) é um equilibrio de Wardrop se e so-

mente se 5
Z ce(fe)fe < Z ce(fe)fe

ecE eckE
para todo fluxo vidvel f em (G, ,c).

Demonstragdo. Seja f um fluxo vidvel. Considere a funcéo:

k
Hf(f) = Z Z CP(f)fP = Zce(fe)fe (2.37)

i=1 pepi ecE

definida sobre o conjunto dos fluxos viaveis de (G, r,c). Considere para
cada aresta e a func@o custo constante [.(z) = c.(f.). Considerando a
segunda igualdade em , o valor H( f) é o custo total de um fluxo f
em (G,r,l). Assim, provar a proposi¢do é equivalente a mostrar que f é
um equilibrio de Wardrop em (G, 7, ¢) se e somente se minimiza H .
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Lembre-se que na defini¢do de equilibrio de Wardrop, se f é um
equilibrio, cada jogador escolhe um caminho de custo minimo onde cada
aresta tem custo c.(f.) nesta rede. Por , um fluxo f minimiza H ¥
se e somente se, para todo 4, temos que fp > 0 apenas para caminhos P
em P’ que minimizem cp(f), ou seja tenha custo minimo na rede. Esta é
exatamente a condi¢do de equilibrio de Wardrop e o resultado segue. [

Teorema 2.4.9. Seja (G,r,c) uma instdncia de um jogo ndo-atdémico
com custos em C. Entdo o preco de anarquia de (G,r,c) é no maximo

1-BE)~

Demonstragdo. Por simplicidade, denote 5 = J(C). Sejam f um
equilibrio e f* uma solucdo 6tima. A seguir, mostramos que
C(f) <C(f7) + BC(), (2.38)

o que implica o resultado.
Pela Proposi¢do [2.4.8] temos que

Z Ce(fe)fe < Z Ce(fe)f

ecE eel
_Zce f +Zcefe — Ce e))fe
ecE ecE
max Ce fe e( )) :l .
< (Ece ) I+ ;E |:z€%+ ce(f) ] ce(fe) fe
+Zﬁ feace . fe)fe
ecE
) + EE]:E sup sup. Bz, 0)1 ce(fe) fe
= C(f) + ) celfo) e
ecE
=C(f*) +B)C(f),
0 que conclui a prova. O

A seguir descrevemos duas consequéncias do Teorema Omitimos
as provas destes resultados.
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Teorema 2.4.10. Seja (G, r, ¢) um jogo ndo-atdbmico com fungdes de custo
afim. Entdo o preco da anarquia de (G, r,¢) é 4/3.

Teorema 2.4.11. Seja (G, r, ¢) um jogo ndo-atdbmico com fungdes de custo
que sdo polindmios de grau maximo d. Entdo o preco da anarquia de
(G,r,c) é @(ﬁ).



CAPIiTULO 3

Balanceamento de Carga

O problema de balanceamento de carga € um problema que ocorre em
sistemas computacionais e foi bastante investigado na literatura como um
problema de otimizac¢do em escalonamento de tarefas. Em tais problemas,
temos um conjunto de maquinas M = {1, ..., m} e um conjunto de tarefas
N ={1,...,n} que devem ser atribuidas as mdquinas. Cada tarefai € N
tem um peso w;; associado a cada miquina j € M, que pode ser visto
como o tempo para se processar ou executar a tarefa ¢ na miquina j.

Uma atribuicdio A: N — M ¢é uma alocagdo de cada tarefa para
uma das maquinas. Dada atribuicdo A, denotamos o conjunto de tarefas
atribuidas a uma méquina j € M como A;. A carga de uma maquina j é a
soma dos pesos das tarefas atribuidas a ela, que denotamos por

KJ(A) = Z Wij -

€A,

Quando a atribuigdo A estiver clara pelo contexto, escrevemos apenas /;
para denotar £;(A). O custo da atribui¢do A, chamado de makespan e que
denotamos por c(A), é dado pela maior carga em uma maquina, i.e.,
c(A) = max/,(A).
(4) = max ;(4)
O custo de uma tarefa ¢ é dado pela carga da maquina A(7). Assim, cada
jogador tem como custo a carga da maquina onde sua tarefa foi alocada.

Em sua forma mais geral, o problema de balanceamento de carga lida
com mdquinas ndo-relacionadas. Neste caso, ndo impomos nenhuma

39
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restricdo em relacdo aos valores w;;. Porém, neste capitulo, estamos in-
teressados em dois casos particulares. Em ambos os casos, cada tarefa ¢
é representada por um Unico valor w; que representa o seu peso. No caso
de mdquinas uniformes, todas as maquinas sao idénticas. Assim, para toda
tarefa 4, temos que w;; = w; para qualquer mdquina j. Ja no caso de
mdgquinas relacionadas, as maquinas distinguem-se apenas por sua veloci-
dade de processamento. Cada mdquina j tem velocidade s;, de forma que,
para toda tarefa ¢ e maquina j, temos que w;; = w;/s;. Note que o caso de
madquinas uniformes € um caso particular de maquinas relacionadas onde
toda mdquina j tem velocidade s; = 1.

O problema de balanceamento de carga na abordagem de otimizacdo
faz parte dos problemas de escalonamentos, que estdo entre os problemas
mais investigados na drea de Computacdo [KSW97||. Trata-se de um pro-
blema NP-dificil mesmo para o caso onde ha apenas duas maquinas uni-
formes [GJ79].

Quando consideramos o balanceamento de carga dentro da 6tica da te-
oria de jogos, podemos ter jogadores que controlam tarefas e/ou maquinas.
Para este capitulo, damos enfoque a versdo onde cada tarefa é controlada
por um jogador, as maquinas sdo uniformes ou relacionadas e o custo social
de uma atribui¢@o serd dado pelo seu makespan. Desta forma, considera-
mos que a carga de uma tarefa ¢ € IV € dada apenas por seu peso w; e cada
madquina j € M possui uma velocidade s;. Com isso, uma entrada para este
jogo pode ser dado por uma tupla J = (n,m,w, s). Assim, o conjunto de
estratégias de um jogador é dado pelo conjunto de maquinas, onde cada jo-
gador procura minimizar seu custo. Ademais, dizemos que uma atribui¢do é
Otima se seu makespan € minimo. Aplica¢des deste jogo ocorrem na trans-
feréncia de dados na Internet e em sistemas dinamicos [EDKMO07,|ORS93]].

3.1 Preliminares

Nesta secdo, apresentamos algumas definicdes e resultados que valem
tanto para o caso de maquinas uniformes quanto méaquinas relacionadas.

Um perfil de estratégias estd em equilibrio de Nash se ndo ha incentivo
para nenhum jogador mudar a maquina onde sua tarefa estd alocada.

Proposic¢ao 3.1.1. Uma atribuicdo A é um equilibrio de Nash se e somente
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se para toda tarefa ¢ € N, temos que

Cay < e+ =
55

para toda maquina k € M.

A seguir apresentamos um exemplo retirado de Nisan et al. [NRTVO7]
onde o makespan de um equilibrio € pior do que o makespan de uma
atribuicdo 6tima.

Exemplo 3.1.2. Considere um jogo de balanceamento de carga onde temos
duas méaquinas M = {1, 2} uniformes e quatro tarefas N = {1,2,3,4},
duas com peso 1 e duas com peso 2. A Figura[3.T]apresenta as Gnicas duas
atribuicdes deste jogo em equilibrio de Nash, a menos de simetrias.

(a) Atribuigdo 6tima (b) Equilibrio

Figura 3.1: Uma instincia do jogo de balanceamento de carga com duas
maquinas e quatro tarefas, sendo que as duas tarefas mais claras tém peso 1
e as duas tarefas mais escuras t€ém peso 2.

A configuragio (d) é uma atribui¢do 6tima em equilibrio, onde cada
mdquina tem uma tarefa de peso 2 e outra de peso 1. A configuragio (b)),
que apresenta a primeira maquina com duas tarefas de peso 2 e a segunda
com duas tarefas de peso 1, também é uma configuracdo em equilibrio de
Nash. Nesta configurag@o, ndo hd incentivo para migrar a tarefa de peso 1
para a primeira maquina, pois esta tem carga pior que sua atual maquina. E
ndo hd incentivo para um jogador migrar uma tarefa de peso 2, da primeira
maquina para a segunda maquina, pois caso migrasse ficaria com o mesmo
custo. Além disso, qualquer atribui¢do com custo maior que 4 nao estd em
equilibrio de Nash. Assim, o pre¢o da anarquia deste jogo é 4/3.
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Dizemos que um jogador (ou tarefa) esta satisfeito se ele ndo pode re-
duzir seu custo migrando sua tarefa de uma maquina para outra. Dada uma
atribuicdo inicial, um jogador insatisfeito com a atribui¢ao pode migrar sua
tarefa de uma maquina para outra onde obterd um custo menor. O seguinte
teorema mostra que o jogo de balanceamento de carga em méquinas unifor-
mes sempre converge para um equilibrio de Nash se jogadores insatisfeitos
migram para maquinas melhores.

Teorema 3.1.3. O jogo de balanceamento de carga com maquinas rela-
cionadas sempre converge para um equilibrio de Nash, independente das
politicas usadas para a escolha de tarefas e maquinas.

Demonstragdo. Considere uma atribuicio A qualquer e seja
A(A) = (A1, ..., Am) o vetor de cargas das mdquinas da atribui¢do A, em
ordem ndo-crescente de carga (A\; > Ao > --- > \,,). Considere um
jogador ¢ insatisfeito. Vamos mostrar que, apds a migragdo de ¢, a nova
atribui¢do A’ é tal que A(A’) é lexicograficamente menor que A\(A).

Por simplicidade, renomeie as maquinas de acordo com a ordem lexi-
cogréfica, isto €, a carga da mdquina j € M € precisamente ;. Suponha
que 7 estd em uma maquina j e migra para uma maquina k. Assim, a carga
de k com a tarefa ¢ ¢ menor do que a carga de j, isto &, Ay, + w;/sk < A;.
A migragdo diminui a carga de j e aumenta a carga de k, mas a nova carga
de £ ¢ ainda estritamente menor que a carga antiga de . Ademais, j < k,
ja que independente da velocidade das maquinas, nunca é vantajoso migrar
para uma maquina com carga maior do que a carga de j. Note que apenas
as maquinas j e k terdo suas cargas modificadas apds o movimento do jo-
gador 7. Como o nimero de mdquinas com carga pelo menos A; continua o
mesmo e a carga \; diminui, temos que \(A’) é lexicograficamente menor
do que A(A).

Para concluir a prova, note que, como o nimero de atribui¢des possiveis
€ limitado (por m™), existe uma atribui¢do A* lexicograficamente minima.
Ademais, A* € um equilibrio de Nash, ja que ndo existe jogador insatisfeito.
Portanto, o jogo converge a um equilibrio de Nash em uma quantidade finita
de passos. O

Note que, ao migrar uma tarefa de uma maquina para outra, a carga na
maquina de origem diminui e na de destino aumenta, mas esta ndo passa da
carga da miquina de origem antes da migracdo. Ou seja, a migracdo de um
jogador insatisfeito para uma méaquina melhor nunca aumenta o makespan.
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Assim, se a atribui¢do inicial for 6tima, o jogo converge para um equilibrio
também de custo minimo. O seguinte resultado € uma consequéncia direta
deste fato.

Corolario 3.1.4. O preco da estabilidade do jogo de balanceamento de
carga é 1.

Assim, existe uma atribui¢@o de custo social minimo que também é um
equilibrio de Nash. Caso tal equilibrio fosse apresentado para os jogado-
res, eles ndo teriam motivo para desviar da atribuicao sugerida. Assim, tal
atribuicdo nao s6 € benéfica para os jogadores individualmente mas também
para a sociedade como um todo.

Porém, como encontrar uma atribuicdo 6tima na versao de otimizac¢ao
do balanceamento de carga é um problema NP-dificil mesmo para duas
maquinas, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.5. Encontrar um equilibrio de Nash de custo social minimo
para o jogo de balanceamento de carga com duas maquinas uniformes é um
problema NP-dificil.

Apesar deste jogo sempre convergir para um equilibrio de Nash, o
nimero de rodadas necessdrias para isso pode ser exponencialmente maior
que o tamanho da entrada [EDKMO7, [FKK"09]. Por exemplo, a prova do
Teorema apenas garante que a convergéncia se dd em O(m™) pas-
sos. Por outro lado, existem algumas politicas simples que podem limitar
consideravelmente o nimero de rodadas necessdrias para a convergéncia.
A quantidade de rodadas necessdrias se atingir um equilibrio de Nash &
chamado de tempo de convergéncia do jogo.

A seguir analisamos o tempo de convergéncia do jogo e o pre¢o da
anarquia, considerando primeiro o jogo com maquinas uniformes e poste-
riormente para maquinas relacionadas.

3.2 Jogo com maquinas uniformes

Nessa secdo, abordamos jogos de balanceamento de carga com
maquinas uniformes. A seguir, analisamos o tempo de convergéncia para
este jogo e limitantes para o preco da anarquia, mostrando que o custo de
qualquer equilibrio de Nash neste jogo € menor que 2, e hd jogos onde o
preco da anarquia pode chegar tdo préximo de 2 quanto se queira.
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3.2.1 Tempo de convergéncia

A seguir, consideramos duas politicas de migracdo de tarefas insatis-
feitas. Em ambas, uma tarefa insatisfeita sempre migra para uma maquina
onde obtera o menor custo, isto €, o jogador muda de estratégia para uma
resposta 6tima. Assim, chamamos tais politicas de politicas de resposta
dtima. Na politica de resposta otima das tarefas mais leves, a cada passo,
uma das tarefas mais leves migra para uma maquina que seja uma resposta
6tima. De forma similar, definimos a politica de resposta étima das tarefas
mais pesadas.

Even-dar, Kesselman e Mansour [EDKMOQ7], mostram que mesmo
quando as mdaquinas sdo uniformes, a politica de resposta 6tima das ta-
refas mais leves pode precisar de um nimero exponencial de passos para se
atingir um equilibrio, como descrito no teorema seguinte.

Teorema 3.2.1. Existe uma instancia do jogo de balanceamento de cargas
com n tarefas e m mdaquinas uniformes onde a politica de resposta 6tima

m—1
das tarefas mais leves requer pelo menos (n /(m — 1)2) passos para
atingir um equilibrio de Nash.

Porém, se considerarmos a politica de resposta 6tima das tarefas mais
pesadas, para qualquer atribui¢do inicial, € possivel chegar a um equilibrio
no jogo de balanceamento de carga rapidamente [FH79].

Teorema 3.2.2. Para qualquer atribuicdo inicial do jogo de balanceamento
de carga com n tarefas e m madaquinas, a politica de resposta 6tima das
tarefas mais pesadas converge para um equilibrio de Nash em no méximo n
Passos.

Demonstragdo. Seja €§ a carga da maquina j no tempo ¢ e considere que
uma tarefa ¢ migra de j para j* no tempo ¢.

Considere uma tarefa k que estava satisfeita e se tornou insatisfeita apds
a migracao de ¢ no tempo t. Note que k se tornou insatisfeita ou porque a
carga da maquina j diminuiu (e, portanto, £ nio estd em j) ou porque a
carga da maquina j* aumentou (e, portanto, k estd na maquina j*).
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Se k estd em uma maquina ;' que ndo sofreu alteracdo, entdo

e = O 3.1)
> Oty (3.2)
= 0\ —wi+wy (3.3)
> L5+ wy. (3.4)

Aigualdade vale pois a carga da maquina 7' ndo mudou do tempo ¢
para o tempo ¢ + 1. A desigualdade vale pois k prefere a maquina j
no tempo ¢ + 1 (pois sua carga foi reduzida). A igualdade (3.3)) vale pois ¢
migrou de j no tempo ¢. Por fim, a desigualdade (3.4) vale pois ¢ prefere a
maquina j* no tempo ¢t. Concluimos que k ja estava insatisfeita no tempo ¢.

Por outro lado, se k estd em j* e deseja migrar para a maquina 7' no
tempo ¢ 4 1, entdo

O+ wp <O =0 s

Se j' = j, entdo, como ¢ prefere a mdquina j* e ¢ migrou de j no tempo ¢,
temos que
e+ w; < L5 =15+ w,.

Se j' # 4, entdo, como a mdquina j* é uma resposta Gtima para 4 € 4 ndo
estava em j’ no tempo ¢, temos que

Em ambos os caso, concluimos que wy < w;.

Com isso, concluimos que quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas
apenas tarefas com peso menor. Isto €, apds migrar uma tarefa, ela nunca
mais fica insatisfeita. Portanto, cada tarefa migra no mdximo uma vez e o
equilibrio neste caso € atingido em no maximo n passos. O

3.2.2 Preco da anarquia

Agora, vamos considerar o preco da anarquia para jogos de balancea-
mento de carga com maquinas uniformes.

O jogo de balanceamento de carga foi investigado por Finn e Ho-
rowitz [FH79] como um problema de escalonamento no qual uma
atribuicdo € iterativamente melhorada movendo-se uma tarefa por vez. Da
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analise, obtém-se que o preco da anarquia do jogo de balanceamento de
carga € menor que 2, como apresentado no teorema seguinte.

Teorema 3.2.3. O preco da anarquia do jogo de balanceamento com n
tarefas e m maquinas é no maximo 2 — —2—.

m—+1
Demonstragdo. Seja A uma atribui¢do em equilibrio e ¢(A) o custo so-
cial desta atribuicdo. Seja 7* uma mdquina com carga maxima, isto &,
c(A) = £;-. Se j* tem apenas uma tarefa, o resultado é claramente vélido.
Assim, vamos considerar que j* tem pelo menos duas tarefas. Seja ¢ uma
tarefa de menor peso na maquina j*. Como ha pelo menos duas tarefas
em j* e i é de peso minimo, temos que w; < £+ /2.

Agora, considere uma maquina j diferente de j*. Como a atribuicdo A
estd em equilibrio, temos que ¢; > {;« — w; para toda maquina j (caso
contrdrio, a tarefa 7 poderia migrar para 7). Com isso, temos que

li- 1

1
fj Z fj* — W; 2 éj* — B) = Efj* = §C(A)

Seja entdo A* uma atribuicdo de makespan minimo. Usando o fato que
c(A*) > Y0 wi/m, temos

C(A*) Z Zi:l Wy

m

_ Xl bt Yenyny b
m m

< c(A) + X jem ) 3¢(4)

o m

_ (m+1)c(A)

N 2m '

Isolando c(A), temos o limitante desejado para o prego da anarquia. O

Observamos também que o preco da anarquia apresentado no Teo-
rema|3.2.3[€ justo [NRTVO7, Cap. 20].

Proposicao 3.2.4. Para cada valor de m, existe uma instancia onde o pre¢o

da anarquia no jogo de balanceamento de carga é exatamente 2 — —2—.
m—+1



3.3 JOGOS COM MAQUINAS RELACIONADAS 47

3.3 Jogos com maquinas relacionadas

Nessa secdo, abordamos jogos de balanceamento de carga com
madaquinas relacionadas. Infelizmente, para tais jogos, o preco da anar-
quia € substancialmente maior do que o preco da anarquia para o caso
com maquinas uniformes. Ademais, ndo se sabe se existe uma politica
de migracdo de tarefas insatisfeita que sempre convirja para um equilibrio
em um ndmero polinomial de migracdes. Assim, tais jogos s@o mais com-
plicados do que a versdo com maquinas uniformes. De fato, lembre-se que
a versdo com maquinas uniformes € um caso particular de maquinas relaci-
onadas, todas com a mesma velocidade.

3.3.1 Tempo de convergéncia

Como mencionado anteriormente, ndo € claro se sempre existe uma
sequéncia de migracdes de jogadores insatisfeitos para miquinas melhores
que leve a um equilibrio de Nash em um nimero polinomial (em n + m)
de passos. O que se sabe, é que podemos construir uma atribuicdo em
equilibrio, através do algoritmo LPT (Largest Processing Time). Este é um
algoritmo para escalonamento de tarefas que atribui as tarefas em ordem
ndo-crescente de peso. Em cada atribui¢do, a tarefa € alocada na maquina
que minimiza seu custo, no momento da inser¢do. O seguinte teorema
mostra que a atribuicdo produzida pelo algoritmo LPT € um equilibrio de
Nash [FKK*09].

Teorema 3.3.1. O algoritmo LPT produz uma atribuicdo em equilibrio de
Nash para maquinas relacionadas.

Demonstragcdo. Considere que as tarefas ja estdo ordenadas na ordem em
que serdo alocadas. Vamos provar o resultado por indugdo no nimero de
tarefas alocadas. O resultado € trivialmente vélido para a base. Assim,
considere a iteracao t, logo apés a atribuicao da tarefa ¢. Pela hipdtese de
inducgdo, as tarefas 1,...,¢ — 1 estavam satisfeitas no tempo ¢ — 1. Seja j*
a mdquina onde ¢ foi atribuida pelo algoritmo LPT. Note que apenas ta-
refas alocadas a j* podem se tornar insatisfeitas, ja que tarefas em outras
maquinas estavam previamente satisfeitas e apds a atribuicdo de ¢, houve
aumento na carga apenas de j*.

Seja ¢ < t uma tarefa alocada a j* e, para toda maquina j, seja €§- a
carga da méquina j apds a atribui¢do da tarefa ¢. Para toda mdquina j,
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como ¢ prefere a maquina j* & maquina j, wy < w; e A(t) = j*, temos que

w w;
o<+ — <0+
S5 S
J J

Logo, 7 esta satisfeito e a atribuigcdo estd em equilibrio. O

3.3.2 Preco da anarquia

Diferente da versdo com maquinas uniformes, o jogo de balanceamento
de carga com mdquinas relacionadas nao apresenta preco da anarquia cons-
tante. Porém, o mesmo € limitado por uma func¢do assintoticamente me-
nor que a logaritmica no nimero de maquinas. De fato, o preco da anar-
quia do jogo de balanceamento de carga com mdaquinas relacionadas é
O(1gm/1glgm), onde m é o nimero de maquinas [CV02].

Teorema 3.3.2. Para todo jogo de balanceamento de cargas com maquinas
relacionadas J = (n,m, w, s) e toda atribui¢do F: N — M em equilibrio,
vale que

lgm

¢(B)=0 <lg lgm) OPT(J).

Ademais, existe um jogo com m maquinas relacionadas e uma atribuicdo A
em equilibrio tal que

c(A) =Q ( lgm ) OPT(J).

lglgm

3.4 Estratégias mistas

No caso do jogo de balanceamento de carga, podemos considerar
também estratégias mistas, onde cada estratégia mista € uma distribuicao
de probabilidade no conjunto de médquinas. ,

Uma estratégia mista para um jogador i € N é um vetor p; onde p’
€ a probabilidade da tarefa 4 ser alocada na maquina j. Um perfil de es-
tratégias P = (p?), eNjEM ¢ dado pelas probabilidades de cada jogador
para cada mdquina e induz uma atribui¢do aleatéria. Denote por xf a
varidvel aleatéria bindria que indica se a tarefa ¢ € alocada na médquina j
e A esta atribuigdo aleatéria. Assim, p] = P[z] = 1], ou equivalentemente,
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p} = P[A(i) = j]. Com isso, a carga esperada, da maquina j dentro do
perfil de estratégia P é dado por

wix'z B sz[xZ] B wip'z
R

ieN 7Y iEN J ieN 77

E[(;] =E

O custo social do perfil de estratégias P € definido como o makespan espe-
rado, dado por
o(P) = E[e(4)] = E ()]
Uma vez que cada jogador procura minimizar seu custo, o custo espe-
rado calculado pelo usudrio ¢ ao atribuir sua tarefa na miquina j € dado
por ¢/ (i), onde

o w; + . wyp! s
(i) = == =E [l + (1-p]) .
Sj Sj
Como nos jogos mistos o equilibrio de Nash € definido através do valor
esperado, a seguinte proposi¢ao € valida.

Proposicao 3.4.1. Um perfil de estratégias P estd em equilibrio de Nash se
e somente se para toda tarefa ¢ € IV e toda maquina j € M tal que p] >0,
segue que ¢’ (i) < c*(i) para toda maquina k € M.

Como todo equilibrio puro é um equilibrio misto, temos que o custo
social do pior equilibrio misto € maior ou igual ao custo social do pior
equilibrio puro. De fato, mesmo para méaquinas uniformes, o custo social
do pior equilibrio misto pode ser muito pior do que o custo social do pior
equilibrio puro, como mostrado por Czumaj e Vocking [CVO2].

Teorema 3.4.2. Para todo jogo de balanceamento de cargas com maquinas
uniformes J = (n, m,w) e toda atribui¢do F em equilibrio, vale que

«(BE)=0 < lgm ) OPT(J).

lglgm

Ademais, Koutsoupias e Papadimitriou [KP99|] mostraram que existe
um jogo com m mdaquinas relacionadas e uma atribuico A tal que

c(4) = Q ( lgm > OPT(J).

lglgm




50 BALANCEAMENTO DE CARGA

A piora no preco da anarquia quando consideramos estratégias mistas
também para o caso de maquinas relacionadas [CV02].

Teorema 3.4.3. Para todo jogo de balanceamento de cargas com maquinas
relacionadas J = (n, m,w, s) e toda atribui¢do E em equilibrio, vale que

o(E) =0 (lgggm) OPT(J).

Ademais, existe um jogo com m madaquinas relacionadas e e uma
atribuig¢do A tal que

lgm
c(4)=Q (lglglgm> OPT(J).

3.5 Mecanismos de coordenacao

Nas secOes anteriores, notamos o quanto o sistema se deteriora na
presenca de jogadores racionais, através da andlise do prego da anarquia.
Esta medida captura a falta de coordenagao entre jogadores, que agem con-
forme o seu préprio interesse em um sistema descentralizado (onde ndo ha
um sistema que estipule qual tarefa serd alocada em qual maquina).

Nesta secao, mostramos que € possivel projetar mecanismos que in-
centivam a coordenacio dos jogadores de maneira a obter equilibrios com
bons valores de preco da anarquia. A se¢do € baseada nos trabalhos de Ch-
ristodoulou, Koutsoupias e Nanavati [CKNO4] que introduziram a nocao de
mecanismos de coordenagdo.

Abordamos este modelo para o jogo de balanceamento de carga com
maquinas uniformes e, posteriormente, apresentamos alguns resultados
para o caso de maquinas relacionadas.

O jogo € semelhante ao apresentado nas se¢des anteriores, porém, neste
jogo, os custos para jogadores com tarefas em uma mesma maquina pode
diferir. Ademais, cada miquina tem uma politica de atribui¢do de custos
as tarefas e cada jogador tem conhecimento das politicas de atribui¢do de
custos aplicadas por cada maquina. Neste modelo, a politica de atribui¢do
de cada maquina considera apenas as informacdes das tarefas atribuidas a
ela.

O conjunto de politicas de atribui¢cdo das maquinas formam um meca-
nismo de coordenag@o do jogo, cujo objetivo € incentivar a coordenacio
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por parte dos jogadores buscando limitar o custo social da atribui¢do dentro
de valores préximos do 6timo social. De fato, apresentamos mecanismos
de coordenacdo com prego da anarquia limitados por constantes.

Consideramos que o custo de uma tarefa é exatamente o tempo em que
a tarefa termina sua execuc¢do na maquina em que foi atribuida. Com isso,
um mecanismo pode priorizar tarefas atribuidas a uma maquina, em detri-
mento de outras, ou mesmo atrasar seu tempo de finalizacdo, mesmo que a
mdquina esteja livre. E justamente a capacidade de dar tratamento diferen-
ciado as tarefas em uma mesma maquina, que exploramos nos mecanismos
de coordenacdo.

A politica de atribui¢cdo usada por uma maquina j € dada pelo tempo de
término de cada tarefa atribuida a j. Denotamos por ¢/ : N — R, a fun¢dio
de custo da méquina j, para cada tarefa de uma méquina. Assim, ¢’ (i) é o
tempo de término da tarefa 4, caso esta seja atribuida a maquina j, e igual
a 0, caso contrario. Podemos definir um mecanismo de coordenagdo como
uma sequéncia de fungdes de custo C = (c!,...,¢™), uma fungio para
cada maquina. Ademais, consideramos que, para toda atribuicdo A, temos

max{c/(i): i € S} > > wij, (3.5)

i€S

para toda maquina j € M e todo conjunto S C Aj;.

Note que a condicdo acima permite que uma méquina atrase o tempo
de término de uma tarefa ou mesmo possua tempo ocioso entre duas tarefas
consecutivas atribuidas a ela.

Exemplo 3.5.1. Considere uma mdquina j e duas tarefas 7 e ¢’ atribuidas
a j. Pela restrigdo (3.3), temos que ¢/ (i) > w;; e ¢/(i') > wy;, isto
é, cada tarefa tem um custo de pelo menos o seu peso. Ademais, temos
que max{c’(i), ¢/ (i)} > w;; + wy;. Assim, uma opgdo seria escolher
¢ (i) = w;j e I (i') = w;i; +w;;. Isto é equivalente a processar primeiro a
tarefa ¢ (de forma que ela termina no tempo w;;) e, imediatamente depois,
processar a tarefa 7’ (de forma que ela termina no tempo wj;).

Em particular, anteriormente consideramos a fung¢do de custo

j . _ . . .~ Ve s, ~ »

(i) = Y ,;eq Wij que satisfaz a restrigao (3.5). Porém, esta politica nao da

tratamento diferenciado as tarefas de uma mesma maquina. De fato, note

que em tal fungdo de custo, todas as tarefas terminam ao mesmo tempo,
como se fossem executadas em paralelo.
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Um ponto importante nos mecanismos de coordenagdo que considera-
mos, € que eles sdo deterministicos. Para que haja distin¢do entre duas ta-
refas de mesmo peso, consideramos que a entrada define uma ordem nas ta-
refas, razdo pela qual utilizamos uma n-upla como entrada para as fungdes
de custo, e com isso as tarefas sdo desempatadas pela ordem lexicogréfica
de seus identificadores.

Dado um mecanismo de coordenagio C = (c!,...,¢™), como parte do
jogo de balanceamento de cargas para cdlculo dos custos das tarefas, de-
note por £(C,w) o conjunto de atribui¢des do jogo em equilibrio de Nash,
utilizando o mecanismo de coordenagdo C. O custo de uma atribui¢do A
para o mecanismo C, denotado por c(A) é o custo maximo de um jogador,
isto é, ¢(A) = max;en{c?(i): A(i) = j}. Definimos o prego da anarquia

de um mecanismo de coordenagdo C = (c!, ..., c™), como

c(4)
PA(C) = _AL)
(€) = max  max OPT(w)’

onde OPT(w) é o makespan de uma atribuicdo 6tima para w. Note que
OPT(w) independe do mecanismo de coordenagio.

Dizemos que um mecanismo de coordenacdo é simétrico se todas as
madquinas utilizam a mesma politica de alocacdo. Infelizmente, todo me-
canismo de coordenacdo simétrico tem preco da anarquia (considerando
equilibrios mistos) pelo menos 2(lg m/ 1glgm) [CKNO4], assim, estamos
interessado em mecanismos de coordenag@o assimétricos.

Para o proximo exemplo e na definicio de um mecanismo de
coordenacdo para m maquinas e n jogadores, utilizamos uma ordenacio L,
das tarefas de NV, em ordem ndo-decrescente dos pesos, desempatando pela
ordem lexicografica dos identificadores das tarefas, e a relagdo de ordem
i’ < 7" (ou de maneira equivalente, i"” > i) se i’ aparece antes de i"’ em L.
Por simplicidade, dizemos que as tarefas estdo em ordem crescente (resp.
decrescente) dos pesos se satisfazem a ordem dada por < (resp. >). O se-
guinte exemplo, apresentado por Christodoulou et al. [CKNO4]], apresenta
um mecanismo de coordenagdo com prego da anarquia pelo menos 4/3
quando temos pelo menos quatro jogadores.

Exemplo 3.5.2. Considere duas maquinas uniformes, com o seguinte me-
canismo de coordenacdo: cada maquina ordena as tarefas que lhe foram
atribuidas e executa uma apds a outra, na ordem dada pela ordenacdo. O
custo de cada tarefa é o tempo do término de sua execugao.
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A primeira (resp. segunda) maquina ordena as tarefas que lhe foram
atribuidas, colocando-as na ordem decrescente em relacdo a < (resp. cres-
cente em relacdo a <) dos pesos.

Este mecanismo de coordenacdo tem preco da anarquia 1 quandon < 3
e pelo menos 4/3 quando n > 4 como mostramos a seguir. Para isto, vamos
dividir em casos.

E direto verificar que o resultado é valido quando n = 1. Quando
n = 2, digamos com pesos wy > wsy 0 primeiro jogador ird colocar na pri-
meira maquina, que ordena os pesos de maneira decrescente (priorizando o
primeiro jogador), e o segundo jogador na segunda maquina, que ordena os
pesos de maneira crescente (priorizando o segundo jogador), obtendo uma
atribuicdo 6tima. Note que caso o primeiro jogador também coloque sua
tarefa na segunda maquina, seu tempo de término seria wy + we. O mesmo
€ vélido para o caso do segundo jogador colocar sua tarefa na primeira
maquina.

Considere n = 3 tarefas, com pesos w; > wz > ws. Com isso, 0
primeiro jogador colocara sua tarefa na primeira maquina, se assegurando
que terd o melhor tempo de execug@o neste caso. Ja o terceiro jogador,
colocard sua tarefa na segunda maquina obtendo o menor custo possivel.
Analisando desta forma, o segundo jogador coloca sua tarefa na segunda
méquina, que ndo serd pior que colocar na primeira maquina. Assim, esta
atribuicdo € 6tima.

Para mostrar o limitante inferior do preco da anarquia para n > 4,
considere quatro tarefas com pesos w1 = 2 +¢, we = 2, w3 =1 —¢ce
wy = 1, para um valor arbitrariamente pequeno de €. Analisando da mesma
forma, hd apenas uma atribuicdo em equilibrio, com a primeira tarefa na
primeira maquina e as demais tarefas na segunda maquina, dando um custo
social de 4 — . Na atribuicdo 6tima, a primeira e terceira tarefas ficam em
uma mdaquina e as demais na outra, dando custo de 3, e portanto com preco
da anarquia (4 — ¢)/3, que pode ficar tdo préximo de 4/3 quanto se queira,
a medida que ¢ tende a zero.

Considere o caso geral onde temos m maquinas e n tarefas. Para isso,
vamos usar o seguinte mecanismo para quebrar as simetrias:

(a) Cada méaquina escalona as tarefas em ordem nao-crescente do seu peso
(usando a ordem lexicografica para quebrar eventuais empates).

(b) Cada mdquina j acrescenta um atraso, se necessdrio, em cada tarefa
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atribuida a ela, de maneira que esta termine na préxima unidade de
tempo ¢t = j (modm + 1).

A ordem definida na parte (a) do mecanismo nos d4 uma ordenagdo Unica
das tarefas. Na parte (b), apesar do mecanismo piorar uma solucdo com
atrasos, € possivel limitar o atraso total de uma méquina para valores bem
pequenos. Para isto, basta usar unidades de tempo tdo menores quanto se
queira. Note que para o atraso total em uma maquina ser no maximo uma
constante £, basta usar unidades de tempo da forma ¢/(m n). Considerando
que o maior nimero de tarefas em uma maquina é n e cada uma pode
aumentar o tempo total em no maximo m unidades de tempo, temos um
atraso total de no maximo nm unidades de tempo, e consequentemente um
atraso de tempo de no maximo ¢.

Com este mecanismo de coordenag@o, ganhamos uma importante pro-
priedade, de limitar o jogo para ter exatamente um equilibrio de Nash. Para
tanto, basta ver que, em um equilibrio de Nash, a ¢-ésima tarefa sempre é
processada antes de qualquer tarefa j > ¢ que esteja na mesma maquina
que 7. Assim, a maquina que da custo minimo € unicamente determinada
pelos pesos das tarefas anteriores a ¢ ja que todas as maquinas t€m cargas
distintas (por causa do atraso).

Lema 3.5.3. O mecanismo de coordenacdo acima define exatamente um
equilibrio de Nash no jogo de balanceamento de cargas com méaquinas uni-
formes.

Note que a menos do atraso em cada tarefa, 0 mecanismo acima nos da
um equilibrio de Nash que € exatamente o obtido pelo algoritmo LPT, visto
anteriormente. Assim, vamos denominar este mecanismo por LPT*. Com
isso, temos um prego da anarquia menor que 4/3, como pode ser visto no
préximo teorema. Uma melhora significativa em relagdo ao limitante de
2 — 2/(m + 1) apresentado no Teorema A prova é a mesma da
andlise do fator de aproximacao do algoritmo LPT [Gra66], que incluimos
por ser elegante. Usamos o seguinte lema, cuja prova deixamos para o leitor
interessado.

Lema 3.5.4. Se o mecanismo LPT* para maquinas uniformes obtém uma
atribuicao onde todas as maquinas t€m no maximo duas tarefas, entio seu
preco da anarquia nestas condicgdes € 1.

Teorema 3.5.5. O mecanismo LPT*, para maquinas uniformes, tem preco
da anarquia 4/3 — 1/3m.
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Demonstragdo. Como o acréscimo devido ao atraso das tarefas pode ser tdo
pequeno quanto se queira, vamos ignorar este valor, sabendo que podemos
obter um preco da anarquia tdo préximo do obtido sem atrasos, quanto se
queira.

A prova serd por contradi¢do. Vamos supor que exista jogo com
atribuicdo A, obtida pelo mecanismo LPT*, e uma atribuicdo O de custo
social 6timo para este jogo, onde ¢é valido que

c(4) 4 1

c(0) Z 3 3m

A escolha da méaquina onde a tarefa n foi atribuida ocorreu por ser a
madaquina menos carregada naquele momento. Com isso, todas as maquinas
estdo com carga de pelo menos ¢(A) — wy,

n—1

c(4) —w, < izt Wi

m

o que nos da que

< ¢(0)+

Dividindo a desigualdade anterior e usando a hipétese, temos

4 1 <C(A)<1+m—1 (i
3 3m  c(O) m  ¢(0)’
que comparando os extremos e simplificando, temos
c(0) < 3wy,

Como w,, é a menor tarefa, concluimos que todas as maquinas apresentam
no méximo duas tarefas e pelo Lemal[3.5.4]anterior, o prego da anarquia é 1,
contrariando a suposicdo inicial.

Por fim, o preco da anarquia de 4/3 — 1/3m é justo, também ad-
vindo da andlise do fator de aproximagdo do algoritmo LPT. O jogo de-
finido por esta instancia possui trés jogadores com tarefas de peso m e para
cadak=m+1,...,2m — 1, ha dois jogadores com tarefas de peso k. O
custo social 6timo € 3m, mas a atribuicao obtida pelo mecanismo LPT* tem
custo 4m — 1. A Figura[3.2]apresenta uma tal instancia para m = 3. 0
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(a) Atribuicdo 6tima (b) Equilibrio

Figura 3.2: Uma instancia do jogo de balanceamento de carga com trés
madquinas e sete tarefas. Duas tarefas (mais escuras) t€ém peso 5, duas ta-
refas (mais claras) tém peso 4 e trés tarefas (hachuradas) t€m peso 3. Na
Figura (a) temos uma atribui¢do Gtima (com makespan 9) e na Figura (b))
temos uma atribuicdo em equilibrio de Nash encontrada pelo mecanismo
LPT* (com makespan 11).

Quando consideramos madquinas relacionadas, é possivel aplicar o
mesmo mecanismo LPT*, dando prioridade para as tarefas maiores e
atribuindo-as, nesta ordem, na maquina que a finalizar no menor tempo.

O seguinte teorema, provado por Kovacs [Kov10], apresenta limitantes
inferiores e superiores para o preco da anarquia do mecanismo LPT*.

Teorema 3.5.6. O mecanismo de coordenacdo LPT* para o caso
de mdquinas relacionadas, possui preco da anarquia entre 1,54 e
1++/3/3~1,5773.

Note que essa é uma melhora expressiva em relagdo ao preco da anar-
quia de ©(lgm/ 1glg m) visto anteriormente para maquinas relacionadas.

Considere agora que os jogadores possam, além de escolher a maquina
onde ird alocar sua tarefa, também mentir qual o real peso da sua tarefa,
com o objetivo de enganar o mecanismo de coordenagdo [Kou0O3]. Note
que um jogador ¢ ndo terd vantagens em mentir o peso de sua tarefa para um
valor menor que w;, uma vez que a maquina terminard antes de completa-
la. Por outro lado, o jogador pode ser beneficiado ao declarar um peso
maior. Em particular, um jogador pode se beneficiar ao mentir o peso de
sua tarefa no mecanismo LPT*, como podemos ver no exemplo seguinte.
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Exemplo 3.5.7. Considere a seguinte instidncia com duas maquinas
idénticas e trés tarefas. As tarefas t€m pesos w; = 1, wo = 2 e wy = 3.
Caso todos os jogadores digam a verdade, o mecanismo LPT* atribuiria a
tarefa 3 em uma mdquina e as tarefas 1 e 2 em outra maquina, dando um
custo social 6timo. Nesta atribui¢@o as tarefas 3 e 2 estariam nas melhores
posigdes, pois ambas seriam as primeiras a serem atendidas por suas res-
pectivas maquinas. Porém, conhecendo o mecanismo, o jogador 1 poderia
mentir, anunciando um peso um pouco maior que 2. Desta maneira, o me-
canismo colocaria a tarefa do jogador 1 na frente da tarefa do jogador 2,
obtendo vantagens.

Agora, considere o mecanismo baseado no algoritmo de escalonamento
SPT (Shortest Processing Time), cuja diferenca com o algoritmo LPT estd
na ordenacg@o das tarefas, onde tarefas menores sio atribuidas primeiro. Da
mesma forma, vamos considerar o mecanismo SPT*, igual ao mecanismo
LPT*, com a diferenga que tarefas menores sdo atribuidas primeiro e t€m
mais prioridade. Consideramos as mesmas formas para desempatar tarefas
de mesmo tamanho, pela ordenacao lexicogréfica de seus identificadores, e
com o acréscimo de atrasos para que a cada momento exista apenas uma
maquina de menor carga.

Teorema 3.5.8. O mecanismo SPT*, para maquinas uniformes, tem preco
da anarquia 2 — 1/m. Ademais, nenhum jogador se beneficia ao mentir
(individualmente) o peso de sua tarefa.

Embora tenha um preco da anarquia pior que o do mecanismo LPT*,
a garantia de que os jogadores ndo obtém beneficio ao mentir torna o SPT
um mecanismo importante nesta abordagem.

No préximo capitulo, consideramos em mais detalhes situagdes onde
desejamos os que os jogadores reportem suas reais informagdes para um
determinado sistema.






CAPITULO 4

Leiloes e Mecanismos

Leildes sdo usados desde a antiguidade para diversos tipos de vendas.
Eles sdo utilizados para transferir bens ptiblicos para empresas privadas,
conceder direitos de utilizagdo de recursos naturais de um governo e na
venda das mais variadas commodities e objetos de arte. Porém, em tais
leildes os compradores t€m interesses proprios e independentes e, por isso,
podem agir de maneira estratégica buscando obter um resultado mais fa-
voravel para si.

Este tipo de situacdo ocorre ndo apenas em leildes, mas em vdrios pro-
blemas onde ha varios participantes, como eleigdes e escolhas de lideres,
definicao de prioridades, alocacdo e pareamento por preferéncias, etc. Em
tais situacdes, em geral € interessante estipular um conjunto de regras que
levem os jogadores a terem um determinado comportamento mesmo agindo
de forma egofista.

Nesse capitulo, consideramos leildes, o impacto do pensamento es-
tratégico dos compradores em algumas situacdes econdmicas e o projeto de
mecanismos que levem os jogadores a terem um “bom” comportamento.

4.1 Leiloes de um unico item

Para introduzir alguns conceitos fundamentais da Teoria de Leildes,
comecamos abordando a venda de um tnico item.

Considere um leildo de um dnico item onde os potenciais compradores
fazem lances com o objetivo de comprar o item. Consideramos que cada

59
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comprador b tem um valor v, € Ry (conhecido apenas por b) que repre-
senta o preco maximo que b estd disposto a pagar pelo item. Ademais,
consideramos que a utilidade de um comprador b é v, — p se o compra-
dor b ganha o item e paga o preco p e 0 caso o comprador b ndo ganhe o
iterrﬂ A escolha do preco p depende do leildo considerado, como apresen-
tamos a seguir. Do ponto de vista da Teoria dos Jogos, € de se esperar que
os compradores irdo se comportar de forma estratégica nos leildes em que
participam em busca de maximizar sua utilidade.

Consideramos leildes onde o leiloeiro gostaria de entregar o item para o
comprador com maior v, independentemente do preco cobrado pelo item.
Isto é, a motivagdo de tal leiloeiro ndo é maximizar o seu lucro, mas sim
maximizar o bem-estar social. Maximizar o bem-estar social pode ser in-
teressante, por exemplo, em casos como a distribui¢do de itens do governo
para a sociedade.

Existem vdrias formas de leiloar um tnico item. Por exemplo, pode-
mos considerar os leildes de carta fechada, onde os compradores fazem
um tnico lance pelo item simultaneamente e de forma que apenas o lei-
loeiro conhece o valor de tal lance. Para evitar empates, assumimos que
o comprador de maior lance com o menor indice (para alguma ordenacdo
fixa dos compradores) € o ganhador.

No Leildo de Primeiro Prego, ap6s cada comprador enviar o seu lance
ao leiloeiro, o leiloeiro entregard o item ao comprador que fizer o maior
lance e cobrara esse valor desse comprador. Do ponto de vista estratégico,
cada comprador escolhe um lance ¢, € R, e obtém utilidade 0 se nio
recebe o item e v, — £, se recebe o item.

Um dos problemas deste tipo de leildao, € que os compradores tendem
a mentir sobre o valor a ser declarado no envelope. Note que, no leilao de
primeiro prego, se o comprador b recebe o item e seu lance é ¢, = v, entdo
sua utilidade € 0, a mesma utilidade que ele obteria se ndo recebesse o item.
Mas se o comprador fizer um lance estritamente menor que vy e ele for o
ganhador, seu lucro serd positivo. Dessa forma, hd um estimulo para que
o lance nio reflita o real valor do comprador, e assim € dificil garantir que
o ganhador é o que d4 maior valor ao item. Ou seja, o leiloeiro pode ndo
estar maximizando o bem estar social como gostaria.

J4 no Leildo de Segundo Pregco (também chamado de Leildo de Vic-
krey [Vic6l]]), ao invés de cobrarmos do ganhador o seu préprio lance

IDizemos que tal utilidade é quasi-linear ja que vy, — p é linear em p para vy, constante.
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(como no Leildo de Primeiro Preco), o preco cobrado do ganhador € o se-
gundo maior lance dado pelos compradores. Como mostramos a seguir,
esse leildo tem a interessante propriedade de ser compativel com incentivo
(ou a prova de estratégia), isto €, um comprador nunca obtém uma utilidade
menor ao escolher como lance o seu real valor para o item.

Proposicao 4.1.1. No Leildo de Vickrey, declarar o valor ¢, = v, € uma
estratégia dominante para todo comprador b.

Demonstragdo. Considere um comprador b e um vetor ¢_; representando
o lance dos outros jogadores. Seja p o maior valor dos outros compradores,
isto é, p = max{{y: b’ # b}. Vamos mostrar que v, é uma resposta 6tima
para {_y.

Lembre-se que se b ndo recebe o item reportando /3, entdo sua utilidade
€ 0 e se ele ganha o item sua utilidade é v, — p.

Se vy < p, entdo para qualquer lance /3, a utilidade de b é ndo-positiva
e se vp > p, entdo a utilidade de b é no maximo v, — p. Portanto, v, é uma
resposta Gtima para £_;,.

Assim, como v, € uma resposta 6tima para qualquer vetor ¢_;, temos
que vy, € uma estratégia dominante. O

Além dos leildes de carta fechada, existem outros tipos de leildes para a
venda de um tnico item. A forma mais tradicional de vender um tnico item
¢é através do Leildo Inglés, um leildo aberto onde o leiloeiro inicia o leildo
com um preco minimo, que é aumentado em pequenos incrementos até
que haja apenas um comprador interessado em adquirir o item por aquele
preco [Kri09].

E interessante notar a semelhanca entre o Leildo de Segundo Preco e
o Leilao Inglés. Suponha que o leiloeiro inicie um Leildao Inglés com um
preco minimo igual a zero, que os incrementos sejam de € > 0. Sejam v
e w, respectivamente, o maior e o segundo maior valor dos compradores e
suponha que v > w + . Enquanto o lance atual € menor ou igual a w, pelo
menos dois compradores ainda estdo interessados no item, porém quando
o lance atual for maior do que w, apenas um comprador estara interessado
no item. Assim, ao final de tal leildo, o ganhador recebe o item pagando
um preco entre w € w + €, um resultado muito préximo do resultado obtido
com o Leilao de Segundo Preco.

Note que no leildao de Vickrey, pudemos fazer os compradores decla-
rarem seus valores privados por termos definido o pagamento do vencedor
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baseado nos valores declarados pelos outros compradores. De fato esta
ideia é fundamental no mecanismo VCG, apresentado a seguir.

4.2 Mecanismos

Considere que desejemos escolher uma alternativa a de um con-
junto de alternativas A e que temos n jogadores onde cada jogador j
tem um valor privado v;(a) € R para cada a € A. Dizemos que
v;: A — R é uma valoragdo e consideramos que cada jogador j tem um
conjunto V; de possiveis valoragdes. Assim como no Capitulo El, denota-
mos Vi X Vo x - x VyporVeVy x---Vj_1 x Vi x V, por V_j.

Idealmente, cada jogador reporta ao sistema qual é a sua valoracdo.
Porém, como as valoracdes dos jogadores sdo informagdes privadas e os
jogadores agem de forma estratégica, consideramos que o jogador reporta
um elemento ¢; de V; ndo necessariamente igual a v;. Assim, estipulamos
um prego p; a ser pago por cada jogador j. Se a alternativa a € escolhida e
o jogador j precisa pagar p; entdo sua utilidade ¢ v;(a) — p;.

Definicio. Um mecanismo (de revelagio direta) é dado por uma fungéo de
escolha social f: V; x --- x V,, — A e fungdes de pagamento pq,...,p,
onde p;: V; x --- x V,; — R € o valor que o jogador j paga.

Baseado nas estratégias dos jogadores, um mecanismo deve escolher
uma alternativa de um conjunto A (chamada de escolha social) e deve de-
finir quanto cada comprador deve pagar por esta escolha. Estamos interes-
sados em mecanismos para os quais cada comprador tem como estratégia
dominante declarar a sua informagdo privada para cada resultado (mentir
ndo o leva a ter mais vantagens).

Definicdo. Um mecanismo (f,p1,...,p,) é dito ser compativel com in-
centivo se para todo jogador ¢, para todo v; € V; e paratodo £ € V' temos

vj(a) = pj(vj, —;) > v;(a’) —p;(ls, 0—5),
onde a = f(v;,l_;) ea = f(v},L_;).

No que se segue, desejamos escolher uma alternativa a € A a par-
. ~ . - n
tir das valoragdes dos jogadores que maximize Y =1 vj(a) (o bem-estar
social). Chamamos as alternativas que maximizam Z?Zl 4 (a) de social-
mente eficiente. No caso de mecanismos compativeis com incentivo, temos
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que alternativas socialmente eficientes maximizam o bem-estar social se
considerarmos que os jogadores reportam a verdade (ja que nao h4 incen-
tivo para mentir). Assim, podemos maximizar  3;_, ¢;(a) para maximizar
2?21 vj(a). Porém, se o mecanismo nio for compativel com incentivo
entdo escolher uma alternativa que maximiza Z?:l ¢;(a) nio necessaria-
2 s n

mente € 0 mesmo que maximizar » 3., v;(a).

Uma das principais abordagens para projetar mecanismos € aplicar o
método VCG [Vic61}|Cla71L|Gro73]], que permite definir mecanismos com-
pativeis com incentivo que encontram alternativas socialmente eficientes.

Defini¢do. Um mecanismo (f, p1, ..., pn) é dito ser um mecanismo VCG
(Vickrey-Clarke-Groves) se, para todo £ € V,

flly,...,4,) € argmax Zﬂj(a):aeA . 4.1)
J
Ademais, existem fungdes hi, ..., h,, onde h;: V_; — R tais que, para
todof €V,
Pyl ) = hy(l) = S (f (b, ). (42)
k#j

Na restri¢do temos que 0 mecanismo deve escolher uma alterna-
tiva socialmente eficiente a dadas as valoragdes submetidas pelos jogado-
res. Jd na restri¢do [.2) temos que a fungdo de pagamento de um jogador j
depende de uma fungdo h;(¢—;) e da soma ), £x(a) que € a soma to-
tal dos valores dos outros jogadores para a alternativa a. Note que o valor
pago ao jogador j ndo depende de ¢;. Na visdo do jogador j, o termo h; é
basicamente uma constante, pois s6 depende dos valores declarados pelos
outros jogadores.

Teorema 4.2.1. Todo mecanismo VCG é compativel com incentivo.

Demonstragdo. Considere um jogador j. Vamos mostrar que declarar v;
¢ uma estratégia dominante para o jogador j. Seja {_; as valoragdes
declaradas pelos outros jogadores. Assim, considere £; € V; e sejam
a= f(vj,0_;)ed = f(¢). A utilidade de j, ao declarar v; é

vi(a) = pj(vs, L) = vi(a) = hi(L_;) + > Lr(a).
k#j
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Ao declarar /;, a utilidade de j é

vi(d') = p;i(0) = vi(d) = h(L_;) + > l(d).
k#j
Note que, como a é uma alocagdo socialmente eficiente para (v;, {_;),

temos que v;(a) + Yz, fr(a) > vi(a’) + Y44, fr(a’) e, assim, temos
que a utilidade do jogador j néo é melhor ao declarar ¢;. O

Note que, apesar de dizermos que p; é o preco pago pelo jogador j,
a fun¢io p; ndo é necessariamente ndo-negativa. Assim, dependendo da
situagdo e das fungdes hq, . . ., hy,, € possivel que alguns (ou até mesmo to-
dos) os jogadores tenham precos negativos. Assim, tais jogadores recebem
dinheiro ao invés de pagar, o que pode ndo ser interessante em certos casos.

Definicao. Dizemos que um mecanismo ndo tem transferéncias positivas
se nenhum jogador recebe do mecanismo (em vez de pagar). Isto é, se para
todo ¢ € V e todo jogador j, temos p;(¢) > 0.

Em geral, também € interessante que em um mecanismo, um jogador
ndo pague por uma alternativa mais do que ela vale para o mesmo se ele
reportar sua real valoragdo. Assim, as utilidades do jogadores sdo sem-
pre ndo-negativas e portanto nenhum jogador tem prejuizo ao participar do
mecanismo.

Definicdo. Um mecanismo é dito ser individualmente racional se os joga-
dores sempre obtém utilidade nao-negativa ao reportar sua real valoracéo.
Isto ¢, para todo £ € V, se a = f(¢) entdo £;(a) — p;(a) > 0.

Note que o jogador pode vir a obter utilidade negativa em um meca-
nismo individualmente racional ao mentir, informando ¢;(a) > v;(a).

E possivel obter mecanismos VCG que atendam a estas duas condicdes
utilizando a regra de pivotagdo de Clarke [Cla71]: para cada jogador 7,
definimos h;(¢_;) = max{>_,_; (k(b): b € A}. Assim, o preco pago por
um jogador j é

p;(£) = max ka(b):beA —ij(a),

k#j k#j

isto €, o prejuizo (ou externalidade) que ele causa aos outros jogadores por
participar do mecanismo.
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Lema 4.2.2. Um mecanismo VCG com regra de pivotacdo de Clarke ndo
faz transferéncias positivas. Além disso, se v;(a) > 0 paratodo v; € Vj e
a € A, entdo o mecanismo € individualmente racional.

Demonstragdo. Seja a = f({q,...,0,) uma alternativa que maximiza
> l(a’) paraa’ € Aeb € Auma alternativa que maximiza » _; ,; (4 (V)
para b’ € A. Note que

pi(0) =Y k() = > ti(a) >0,

k#j k#j

jd que b maximiza {3, (x(V'): V' € A} e, portanto, ndo hd trans-
feréncias positivas.

Para mostrar que o mecanismo € individualmente racional considere
que ¢; = v;. A utilidade do comprador j é dada por

vi(a) =p;(0) = wvi(a)+ D> li(a) =D L(b)

k#j k#j
> > @)=Y (b) 43)
k k
> 0, (4.4)

onde a desigualdade (4.3) ¢ valida pois £;(b) > 0 e ¢; = v; e a desigual-
dade (4.4) € vélida pois a foi escolhida como uma alternativa que maximiza
> li(a’) paraa’ € A. O

4.2.1 Leiloes de segundo preco e mecanismo VCG

Considere novamente o Leildo de Segundo Preco. A seguir, definimos
um mecanismo equivalente a tal leildo e mostramos que o mesmo € um
mecanismo VCG com a regra de pivotagdo de Clarke. Denotamos o valor
privado de um comprador b por w; ao invés de v, como fizemos anterior-
mente.

Uma alternativa a indica quem € o ganhador. Assim, se o conjunto de
compradores é B = {1,...,n} entdo o conjunto de alternativas A € igual
a B. O valor da alternativa a para o comprador b é dado por vp(a) que é 0
se a # bou wy, se a = b. Assim, V}, é o conjunto de todas as valoracdes £,
que satisfazem ¢;,(a) = 0 se a # b e {,(a) > 0 caso contrdrio. Note que o
lance de um comprador b é o valor £, (b).
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Aplicando o mecanismo VCG para tal cenario, escolhemos uma alter-
nativa ¢ que maximiza ), £5(a). Como existe apenas um termo nio
nuloem ), _ ;; £;(a), equivalentemente, escolhemos o comprador que dd o
maior lance.

Seja a o vencedor, isto ¢, a € argmax {Y_, . ly(a’): o’ € A}. Utili-
zando a regra de pivotagdo de Clarke temos que, para um comprador b,

ho(0-p) = max{ Y Le(a’):a' € A
c#b

Note que, se b = a, entfo hy(£_p) é 0 segundo maior lance e se b # a entdo
hy(¢—p) é o maior lance. Assim, um comprador b paga o prego

Py =hy(lp) = > Le(a).

c#b

Se b = a, entdo ZC# £.(a) = 0 e, portanto, p, é o segundo maior lance.
Se b # a, entdo ZC# £.(a) é igual ao maior lance e, portanto, p, é 0.

4.2.2 Jogo de caminho minimo

Muitos projetos de mecanismos podem ser resolvidos usando o me-
canismo VCG. Um exemplo é o jogo do caminho minimo [NR99], que
definimos a seguir.

Considere um grafo G = (V, F) onde cada jogador é capaz de construir
uma unica aresta e € E e, caso o faga, terd um custo de valor ¢, > 0.
Por simplicidade, usamos e para denotar tanto a aresta como o jogador.
Ademais, consideramos que G é 2-aresta conexo (isto €, a remo¢ao de uma
aresta ndo desconecta o grafo).

Suponha que desejemos construir um caminho de um vértice s a um
vértice t em G através da construgdo de algumas das arestas de G. As-
sim, temos um leildo reverso: desejamos comprar arestas dos jogadores
para construir o caminho e cada jogador informa o seu custo de construcio.
Desejamos escolher um caminho de custo social minimo, isto €, um ca-
minho P que minimize ) __p c.. Ademais, gostarfamos de compensar os
jogadores financeiramente pela constru¢do da aresta através de um paga-
mentos p. (isto é, um preco nao positivo).
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Este problema tem aplicacdes na Internet, onde vérias sub-redes perten-
cem a diferentes agentes e busca-se uma rota para fazer uma transmissao de
dados pela rede. A ideia é construir um mecanismo que permita construir
um caminho barato de s a ¢ e defina pagamentos para os compradores de
maneira que eles ndo tenham vantagens ao declarar valores diferentes dos
custos verdadeiros das construgdes de suas arestas.

Como os jogadores podem agir de maneira estratégica, utilizamos um
mecanismo VCG para garantir que os jogadores reportem seus custos reais
para as construcdes das arestas.

O conjunto de alternativas A é composto por todos os caminhos de s a ¢
em . Assim, chamamos uma alternativa apenas por caminho. Denotamos
ocusto ) . p c. de um caminho P simplesmente por ¢(P). O valor v (P)
de um jogador e para um caminho P € 0 se P ndo contém a aresta e € —c,
se P contém a aresta e. Assim, um caminho P € socialmente eficiente se
P € argmin{c(P’"): P’ € A}, ou seja, coincide com 0 nosso objetivo de
construir um caminho de custo social minimo.

Basta entdo definir as func¢des hi,...,h, usadas na definicdo dos
precos. Porém, como estamos lidando com custos e os precos serdo ne-
gativos, consideramos pagamentos onde o pagamento que um jogador re-
cebe € o oposto do preco que ele paga. Seja Pg_. 0 conjunto dos ca-
minhos de s a t que ndo usam a aresta e. Para um jogador e, escolhe-
mos h, = min{c(P’'): P’ € Pg_.}. Assim, quando o caminho de custo
minimo escolhido € P*, o pagamento do agente e é dado por

pe = min {c(P'): P' € Pg_.} — Z cf.
feP*—e

Note que, se e ¢ P* entdo p, = 0 e se e € P* entéo
pe = min {c(P'): P € Pg_.} — c(P*) + ce,

como ¢(P*) < min{¢(P’): P’ € Pg—_.}, temos que p. > c.. Portanto,
todo jogador que tem sua aresta construida recebe um valor de pelo me-
nos c, e todo jogador que ndo tem sua aresta construida recebe 0, assim
0 nosso mecanismo € individualmente racional. Ademais, como ¢, > 0,
nosso mecanismo ndo tem transferéncias negativas, isto é, p. > 0 para todo
jogador e.

A defini¢do do resultado e dos pagamentos pode ser feita através de
no maximo n execucdes de um algoritmo de caminho minimo, sendo uma
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execugdo para a obtengdo do caminho P* e no maximo n — 1 execugdes
para os pagamentos, uma para cada aresta e € P*. Para obter um caminho
minimo P’ de s a ¢ que ndo passa por e, basta executar um algoritmo de
caminho minimo no grafo G — e. Como o grafo é 2-aresta conexo, tal
caminho sempre existe.

Assim, o mecanismo VCG para este jogo pode ser realizado com com-
plexidade de tempo polinomial, uma vez que a obten¢do de um caminho
minimo pode ser feita em tempo polinomial [Dij59]. E interessante obser-
var que em vez de fazer n — 1 execugdes do algoritmo de caminho minimo
para computar os pagamentos dos agentes no caminho 6timo, € possivel
obter todos os pagamentos computando apenas duas arvores de caminhos
minimos [HSO1]].

Exemplo 4.2.3. Considere o grafo da Figura/4.1

3/ | \4
o o
1
o~ 6 | 2 ~
o
Figura 4.1: Constru¢do de caminho minimo.

O caminho minimo de s a t é dado pela sequéncia de vértices

P* = (s,z,y,t) e tem custo 6. Para calcular o pagamento da aresta sz,
obtemos um caminho de s a ¢ sem a aresta sz, o que nos d4 o caminho

P_,, = (s,y,t) de custo 8. Assim, o pagamento p, da aresta sz é dado
por

DPsxz = C(P—sw) - (C(P*) - csl‘) =8-— (6 - 3) =9.

Note que se o custo da aresta sx fosse maior que 5, o custo do caminho P*
seria maior que 8 e com isso seria melhor tomar o caminho (s, y, t) que tem
custo 8. Analogamente, o pagamento das arestas xy e yt sdo dados por

Doy = Pyy) = (e(P*) = cay) =T~ (6-1) =2,
it = e(Poyp) = (e(P) = cr) = T— (6-2) =3.
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Quando o problema de otimizagao subjacente para encontrar o resultado
6timo e os pagamentos é resolvido de maneira eficiente, podemos ter uma
implementa¢do do mecanismo VCG de maneira eficiente. Em particular,
podemos ter mecanismos eficientes para o correspondente jogo que busca
(constréi) uma 4rvore geradora de peso minimo [CLRSO1] e o jogo que
busca um emparelhamento de peso maximo [LP86].

4.3 Leiloes combinatorios

Nesta se¢do, consideramos leildes onde varios itens estdo sendo leilo-
ados e cada comprador pode dar valores diferentes para cada combinagao
de itens. Tais leildes sdo chamados de leildes combinatérios e foram intro-
duzidos por Rassenti [Ras81]] numa primeira tentativa de criar um mercado
apoiado por computadores [RSB82].

Em tais leildes temos um conjunto finito de itens I = {1,...,n} e
um conjunto finito de compradores B = {1,...,m}. No caso do leildo
de um Unico item, temos apenas um ganhador. Porém, no caso da venda
de varios itens, podemos distribuir os itens entre os compradores. Uma
alocacdo de itens a compradores é uma familia A de conjuntos de itens
indexada por B tal que para dois compradores diferentes b; e by, temos que
Ap, N Ay, = 0. Isto &, cada item é alocado para no méximo um comprador
e cada comprador recebe um conjunto (possivelmente vazio) de itens.

Consideramos que, para cada comprador b, existe uma fungfo
vp: 27 — R, onde, para S C I, v,(S) indica o valor do conjunto S para
o comprador b. Chamamos v, de valoragdo do comprador b e denotamos
por V o conjunto de valora¢des validas para cada comprador. Chamamos o
vetor (v1, .. ., VU, ) simplesmente de valoragdo.

Usualmente, consideramos que, para todo comprador b, vb(V)) =0e
que vy, € uma fun¢do mondtona, isto €, v (T") > v,(S) para todo S e todo T’
tal que S C T C I. A restri¢do de v, ser mondtona é chamada de livre
disposicdo pois assume que, se necessario, o comprador b pode se dispor
dos itens do conjunto 7"\ S sem custos.

Note que, como temos n itens, para representar a valoragdo de cada
comprador precisamos de 2" — 1 valores. Assim, a prépria quantidade
de informacdo para representar uma instancia de um leildo combinatério
pode ser proibitiva. Porém, existem situacdes onde podemos representar
as valoragdes dos compradores utilizando uma quantidade polinomial em
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|I x B| de nimeros. Por exemplo, o comprador b pode desejar obter um
unico conjunto S dando valor v para o mesmo. Assim, para cada con-
junto T', se S C T, entdo v,(T) = v e, caso contrério, vy(T) = 0. Neste
caso, basta armazenar S e v para tal comprador.

Assim como no caso do leildo de um tnico item, consideramos que a
valoragao do comprador é de conhecimento exclusivo do comprador e que
cada comprador submete um lance ¢, € V que nio é necessariamente igual
a sua real valoracdo.

Estamos interessados em leildes combinatdrios onde encontramos uma
alocagdo A de itens a compradores que seja socialmente eficiente, isto é,
que maximize ), vs(Ap). Tal problema, também ¢ chamado de Pro-
blema da Determinagdo dos Vencedores (Winner Determination Problem).

Quando desejamos vender varios itens para varios compradores, pode-
mos realizar varios leildes de dnico item. Porém, isso ndo retrata situagdes
importantes como, por exemplo, quando um comprador estd interessado em
comprar um determinado conjunto de itens mas sim uma parte do mesmo.
Neste caso, dizemos que os itens deste conjunto se complementam. Outra
situacdo é quando um certo conjunto de itens pode ser substituido por ou-
tro. Isto é, um comprador poderia estar interessado em pelo menos um dos
conjuntos, mas se tiver os dois seu valor ndo serd maior que ter apenas um
deles. Assim, vender vdrios itens através de leildes individuais pode levar
a um bem-estar social menor do que se considerdssemos todos os itens em
um Unico leildo.

Exemplo 4.3.1. Considere um leildo onde dois itens {41, 2} estdo sendo
leiloados e hd trés potenciais compradores by, by e bs. A Tabela[d.1]d4 os
pesos atribuidos por cada comprador a cada possivel conjunto.

fin}  {ia}  {i1,i2}

b1 3 6 6
ba 5 4 15
bs 2 8 10

Tabela 4.1: Exemplo de instancia para leildo combinatdrio.

Nesse caso, o comprador by prefere o item 75 ao item ¢1, porém ele da
o mesmo valor para {i1, 42} e {i2}. Assim, i e i3 sdo substitutos para b.
Ja o comprador by prefere o item ¢; ao item i, porém os dois itens se
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complementam ja que v, ({i1,492}) > vp, ({#1}) + vp, ({i2}). Finalmente,
para o comprador b3, os itens sdo independentes e o valor dos dois itens
juntos € exatamente a soma dos dois itens em separado.

Note que, se fizermos dois leildes separados, um para ¢; e outro para is,
entfo venderiamos o item ¢; para o comprador by € o item 5 para o com-
prador b3, obtendo um bem-estar social de 13. Porém, através de um leildo
combinatdrio podemos vender ambos os itens para o comprador b, e obter
um bem-estar social de 15.

O Problema da Determina¢@o dos Vencedores pode ser formulado como
um programa inteiro [BM97]]. Seja x um vetor bindrio de varidveis indexa-
dos por B x 2! onde xp,5 € igual a 1 se e somente se o comprador b recebe
o conjunto .S na alocagio encontrada. O objetivo é determinar x que

(WDP) max Z Z vp(S) b5
beB SCI
sujeito a Z zps <1 Vb € B, 4.5)
SCI

Z Z Tps <1 Viel, (4.6)

beB SCI: i€S
xp5 €{0,1} Vbe B,VSCI, (4.7)

onde a restri¢do (@.5) garante que apenas um conjunto S C I seja atribuido
ao comprador b e a restricao garante que o item ¢ esteja em no maximo
um conjunto S alocado a um comprador b. Ademais, note que a fungéo ob-
jetivo maximiza o valor da alocac¢do encontrada, isto é, a soma dos valores
dos conjuntos atribuidos.

Podemos obter uma relaxagio linear do programa inteiro (WDP) acima
se removermos a condigdo de integralidade (4.3)) para x, considerando ape-
nas que zp s > 0 para todo comprador b e todo S C I.

Considere um vetor racional v de varidveis indexado por B e um vetor
racional p de varidveis indexado por /. O programa dual da relaxacéo linear
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de (WDP) consiste de encontrar vetores u e p que

minZub—FZpi

beB il
sujeitoa  up + Zpi >wu(S) Vbe BVSCI,
€S
up > 0 Vb e B,
pi >0 Viel

Os nomes das varidveis u e p foram escolhidos de forma proposital como
explicamos a seguir. Porém, antes precisamos de introduzir algumas
definicdes.

Uma precificagcdo (de itens) é um vetor nao-negativo p onde p; indica
o preco do item i. Dada uma precificagio p e uma alocagdo A, se um
comprador b recebe o conjunto S, entdo sua utilidade € vy, (S) — > 4, Pi-
Ademais, dada uma precificacdo p para os itens, um conjunto 7' € uma
demanda para o comprador b se, para todo conjunto S C I, temos que
vp(8) = D iesPi < v(T) — >, Pi- Assim, nenhum outro conjunto 7'
da utilidade maior para o comprador b do que o conjunto S. Por fim, dadas
uma alocagdo A e uma precificagéo p, (A, p) é um equilibrio walrasiano
se, para cada comprador b, A, é uma demanda para b considerando p e para
qualquer item ¢ ndo vendido, p; = 0.

Estamos prontos para apresentar dois teoremas que relacionam a
existéncia de um equilibrio walrasiano com a existéncia de uma solucdo
6tima inteira para a relaxacdo linear da formulagdo (WDP) [BM97]. No
que segue, consideramos uma alocagdo A como solu¢do da formulacdo
(WDP). Para tanto, basta considerar a solugdo x correspondente a A onde,
para todo comprador b, xp 4, = 1 e 3, g = 0 para todo S # Ap.

Teorema 4.3.2 (Primeiro Teorema do Bem-Estar Social). Seja (4,p) um
equilibrio walrasiano, entdo A maximiza a relaxagao linear da formulacéo
(WDP). Em particular, A é socialmente eficiente.

Demonstragdo. Considere uma solugdo fraciondria xj ¢ da relaxacdo
linear. Como cada comprador recebe uma demanda, temos que
vp(Ap) — ZieAb pi > vp(Sp) — Ziesb p; para todo conjunto S, C I.
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Ademais, temos que para todo b, Zscz 2y ¢ < 1. Assim,

up(Ap) — Z pj > Z Ths | Vb5 — Zpi . (4.8)

i€ Ay SCI i€S

Note entdo que

> =) m

beBicAy i€l

ja que itens vendidos tém prego zero e um item € vendido a no maximo um
comprador. Note também que

YD wsy pi<y pi
beB SCI i€S i€l

ja que o coeficiente de cada p; é no méximo 1. Somando sobre todos
compradores, temos que

Z vp(Ap) — Z i = Z szs Vb5 — Zpi
beB i€ A, beB \ SCI i€s

Assim, como

Z Z Pi = Z sz,sZpi,

bEBiCA, beB SCI icS
segue que
E vp(Ap) > E E Th 5 VbS-
beB beB SCI

Em particular, como A é solugdo 6tima inteira da relaxacdo de (WDP) é
também solugdo 6tima de (WDP) e, portanto, é socialmente eficiente. []

Assim, se um equilibrio walrasiano existir, entdo ele é solu¢do 6tima de
(WDP). Apresentamos a seguir o resultado na outra dire¢do, mostrado que
toda solu¢do inteira 6tima forma um equilibrio walrasiano.

Teorema 4.3.3 (Segundo Teorema do Bem-Estar Social). Se existe uma
solugdo inteira Gtima para (WDP) entdo existe um equilibrio walrasiano
para v.
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Demonstragdo. Considere a alocagdo que Ay, . .., A,, que pode ser obtida
de tal solugdo 6tima. Considere também uma soluggo dual 6tima (u, p) que
satisfaz folgas complementares em relacio a solucdo inteira 6tima conside-
rada. Assim, como x4, > 0 entdo up + ), 4, Pi = vp(Ap) € portanto,
para todo conjunto 7', temos que

w(Ap) = Y pi 2 u(T) = pi,

i€EA €T

de onde concluimos que b recebe uma demanda. Além disso, se um item 4

ndo € vendido, entdo
E E Th,8 = 0<1
beB SCI: i€S

e, portanto, p; = 0. Assim, (A, p) é um equilibrio walrasiano. O

Suponha que possamos consultar os compradores sobre suas pre-
feréncias. Mais especificamente, considere que possamos fazer uma con-
sulta de demanda onde perguntamos para um comprador b qual é uma de
suas demandas para uma precificagdo p.

Se considerarmos que consultas de demanda sdo possiveis e que po-
dem ser executadas em tempo polinomial em |I x B| (ou através de um
ordculo que ndo consome tempo para ser consultado), entdo podemos re-
solver a relaxagdo linear de (WDP), mesmo tendo um nimero exponen-
cial em |I x B| de varidveis. Ademais, se existir um equilibrio walrasiano,
entdo existe uma solugéo Gtima da relaxagéo de (WDP) que pode ser en-
contrada em tempo polinomial em |1 x B].

Porém, como (WDP) nem sempre tem uma solugdo Gtima inteira, te-
mos que um equilibrio walrasiano nem sempre existe. De fato, considere o
exemplo a seguir, retirado de Nisan et al. [NRTVO07].

Exemplo 4.3.4. Considere dois itens i1 e i, dois compradores b e bs € a
valoragdo apresentada na Tabela 4.2}

Note que a alocagdo que maximiza o bem-estar social € Ay, = 0 e
Ayp, = {i1,42}. Porém, a solugo fraciondria x onde xy, (i }, Tp, {i,}> €
T, {i1,ip} SA0 iguais a 1/2 e xp g € igual a 0 para os outros valores de be S
tem valor 7/2 e é uma solugéo vidvel para a relaxacdo linear de (WDP).
Isto é, a alocag¢do A ndo é solugdo 6tima da relaxac@o linear de (WDP) e,
consequentemente, ndo ¢ um equilibrio walrasiano.
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{in}  {ia} {ir,io}
by 2 2 2
bo 0 0 3

Tabela 4.2: Exemplo de instancia sem equilibrio walrasiano.

Assim, nem sempre € possivel utilizar a relaxac@o linear de (WDP)
juntamente com consultas de demanda para resolver o Problema da
Determinacdo dos Vencedores em tempo polinomial.

De fato, o Problema da Determinacdo dos Vencedores é NP-
dificil [San02]. Um caso particular que pode ser resolvido em tempo po-
linomial, é quando cada comprador b estd interessado em apenas um con-
junto Sy, de cardinalidade méaxima 2 [RHP9S]).

Teorema 4.3.5. O Problema da Determinacéo dos Vencedores pode ser
resolvido em tempo polinomial se, para cada comprador b, existe um con-
junto S, e um valor wy, tal que |Sy| < 2 e, para todo conjunto .S, v, (S) = wy,
se Sy C Sewp(S) =0, caso contrério.

Demonstragdo. Considere um grafo G' com um vértice para cada item e
um vértice para cada comprador com |Sp| = 1. Para cada comprador b
com |Sp| = 1, existe uma aresta em G com peso wy, entre o vértice que
representa o Unico item em S, e o vértice que representa o comprador b.
Ademais, para cada comprador b com |S| = 2, existe uma aresta entre 0s
vértices que representam os dois itens de S com valor wy,.

Note que existe uma bijecdo entre alocacdes de itens a compradores
e emparelhamentos de G (um emparelhamento é um conjunto de arestas
que ndo tém extremos em comum). De fato, basta considerar o conjunto
de vencedores de uma alocacdo com o conjunto de arestas correspondentes
em GG. Ademais, tal bije¢do preserva o valor da alocagdo. Como o problema
de se obter um emparelhamento de peso maximo pode ser resolvido em
tempo polinomial [LP86], concluimos que o Problema da Determinacdo
dos Vencedores pode ser resolvido em tempo polinomial neste caso. U

Note que a implementacdo de um mecanismo VCG pede que uma
solucdo 6tima do Problema da Determinag¢do dos Vencedores seja encon-
trada. Assim, em alguns casos € possivel projetar um mecanismo VCG que
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execute em tempo polinomial em |/ X B| como no caso descrito acima ou
como no caso do Teorema abaixo de Rothkopf et al. [RHP9S].

Teorema 4.3.6. O mecanismo VCG pode ser implementado em tempo po-
linomial para leildes combinatérios onde n < logm oum < logn.

Porém, de forma geral, a menos que P = NP, ndo podemos ter um me-
canismo VCG que possa ser computado em tempo polinomial em |I x B|
para leildes combinatérios. Uma possibilidade abordada na literatura é
considerar mecanismos compativeis com incentivo que ndo utilizam uma
solucdo 6tima do Problema da Determinag@o dos Vencedores, mas sim uma
solucdo aproximada. Isto é, apesar do mecanismos ser compativel com in-
centivo, ele ndo encontra uma alocag@o socialmente eficiente.

Outra op¢do € utilizar um algoritmo exato para resolver o Problema
da Determinacdo dos Vencedores. Neste caso, hd um algoritmo por
programagio dinimica que executa em tempo O(3!!1) [RHP9S]. Porém,
s0 é razodvel utilizar esse algoritmo para instancias pequenas.



CAPITULO 5

Problemas de Precificacao

Nesse capitulo abordamos problemas onde desejamos vender itens a
varios compradores assim como no caso de leildes combinatérios. Porém,
aqui estamos interessados em atribuir precos a cada um dos itens com o
objetivo de maximizar o lucro do vendedor. Tais problemas sd@o chamados
de problemas de precificacdo. Em tais problemas é necessdrio decidir os
precos dos itens conforme as preferéncias dos usudrios ji que se os itens
forem caros demais, entdo poucas vendas serdo realizadas. Por outro lado,
se os itens forem muito baratos, entdo € possivel que o lucro do vendedor
seja baixo.

Decidir como precificar itens € um problema econdmico muito interes-
sante, bastante estudado e com diversos modelos e abordagens diferentes.
Nesse capitulo, apresentamos modelagens ndo-paramétricas [RRG06] para
esse problema. Consideramos modelos de demanda unitdria, onde cada
comprador deseja comprar no maximo um item. Assim, ndo é necessario
considerar que os compradores dao valores para cada um dos subconjuntos
de itens, como ocorre em leildes combinatdrios. Basta considerar qual é
o maior valor v;, que um comprador b esta disposto a pagar pelo item 1.
Ademais, nesses modelos nao estamos preocupados com 0 comportamento
estratégico dos compradores e, portanto, assumimos que v;; € de conheci-
mento do vendedor.

No que segue, denotamos por I = {1,...,n} o conjunto de itens e
por B ={1,...,m} o conjunto de compradores. A seguir, redefinimos os
conceitos de valoragdo, precificac@o e alocag@o para o contexto de demanda
unitdria.

77
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Uma valora¢do € uma matriz inteira ndo-negativa v indexada por I x B
em que v;;, representa o maior valor que o comprador b estd disposto a pagar
pelo item ¢. Dizemos que v;; € o valor do item ¢ para o comprador b. Uma
precificacdo € um vetor racional nao-negativo p indexado por I, onde p; in-
dica o preco do item 7. Uma alocagdo é um vetor x indexado por B onde z;,
¢é o item alocado para o comprador b. Por vezes, para um comprador b e
o item ¢, se x, = %, entdo dizemos que ¢ € vendido para b e que b recebe o
item ¢. Dizemos que um item ¢ € vidvel para o comprador b se p; < v;p.
De forma geral, consideramos que cada item tem infinitas copias e portanto
pode ser vendido para tantos compradores quanto desejado, o que chama-
mos de oferta ilimitada. O lucro de um par (z,p), onde x é uma alocagio
e p é uma precificag@o é definido como a soma do preco do item vendido,
se existir, para cada comprador b.

5.1 O problema da compra maxima

Comecamos apresentando o problema da compra maxima onde cada
comprador b recebe um item viavel.

Definicao. No problema da compra mdxima, dada uma valoragdo v, de-
sejamos encontrar uma precificacdo p e uma alocacdo x que maximiza o
lucro de forma que cada comprador ou recebe um item vidvel ou ndo re-
cebe nenhum item.

Note que desejamos encontrar ndo somente a precificacdo p mas
também uma alocagdo x. De fato, no caso do problema da compra
maxima assim como em outros problemas descritos nesse capitulo, dada
uma precificacdo p, podem existir vdrias alocacdes vidveis de itens a com-
pradores. Assim, consideramos que o vendedor pode escolher a alocacdo x
além da precificacio.

Além disso, em uma solu¢do 6tima do problema da compra méixima
(com oferta ilimitada), cada comprador b ou recebe um item vidvel i de
preco maximo ou entdio nao existe item vidvel para b. Porém, isso ndo é
necessariamente verdade quando restringimos o niimero de vezes que um
item pode ser vendido (oferta limitada).

Exemplo 5.1.1. A Figura mostra graficamente uma valora¢do junta-
mente com uma alocacio e uma precificacdo onde os compradores recebem
apenas itens vidveis.
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Figura 5.1: Uma instincia para o problema da compra médxima.

O k-ésimo item € representado por um vértice de cor preta com rétulo iy
e o k-ésimo comprador € representado por um vértice de cor branca com
rétulo by. Omitimos os pares (i,b) € I x B tais que v;; = 0. As arestas
grossas indicam uma alocagdo e o valor ao lado esquerdo dos itens repre-
sentam uma precificacdo. Como o nosso objetivo é maximizar o lucro, ndo
ha motivos para vender o item ¢y para o comprador by, a ndo ser que nio
possamos vender o item i, mais do que duas vezes.

O nome do problema pode ser um pouco confuso porém foi mantido
conforme introduzido por Aggarwal et al. [AFMZ04].

5.1.1 Oferta ilimitada

Nessa secdo apresentamos um algoritmo de aproximagdo para o pro-
blema da compra maxima apresentado por Aggarwal et al. [AFMZ04]].

Seja P = {v: i € 1,b € B}, isto é, P é o conjunto de valores dis-
tintos de v. Note que, sem perda de generalidade, podemos nos restringir
a escolher os precos do itens como elementos de P. De fato, para toda
solugdo (z, p) tal que existe um item ¢ com prego p; ¢ P, podemos encon-
trar uma solug@o com lucro ndo menor tal que todos os itens tém pregos
em P.

Comecamos apresentando uma formulacdo de programacao linear in-
teira para o problema. No que segue, temos um vetor bindrio w de varidveis
indexado por I x P e um vetor bindrio ¢ de varidveis indexado por B x P.
Para todo item 7 e preco p, w;, € igual a 1 se e somente o prego do item ¢
¢ p e para todo item b e preco p, £y, é igual a 1 se e somente se obtemos
lucro p a partir do comprador b. O objetivo € determinar w e ¢ que seja
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solucdo 6tima do seguinte programa linear inteiro.

(CM) max Z Z D Loy

beB peP

sujeito a Z wip =1 Viel, (5.1

pEP
S by <1 Vb € B, (5.2)

peP
bp< > wp WEBNYpEP, (53)

1€l p<vgp

wi, € {0,1} VieILVpe P, (5.4)
by, € {0,1} Vbe B,Vpe P. (5.5)

A restri¢do (5.I) garante que cada item ¢ tem um prego p associado e
a restri¢do (5.2) garante que obtemos lucro no méximo uma vez de cada
comprador, a restri¢do (5.3) garante que, se obtemos lucro p de um com-
prador b, entdo existe um item ¢ de prego p tal que p < vy, isto €, ¢ € vidvel
para b. As restri¢gdes e (5.5) sdo as restri¢des de integralidade. Por
fim, note que a fun¢@o objetivo é exatamente o lucro do vendedor.

O algoritmo apresentado por Aggarwal et al. [AFMZ04] utiliza a
relaxacdo linear da formula¢do acima para obter uma solugdo fraciondria
através de um arredondamento probabilistico. O pre¢o p; de um item ¢ é
escolhido aleatoriamente em P de acordo com a distribui¢do de probabi-
lidade dada por w; e os compradores recebem um dos itens vidveis mais
caros, se existir um tal item.

ARREDONDAMENTO-CM(I, B, v)

seja x uma solugdo dtima da relaxacdo linear de (CM)
para cada item ¢ em [
escolha p; com probabilidade P(p; = p) = w;p
para cada comprador b em B
se existe item ¢ tal que p; < vy
seja ¢ um item com p; maximo tal que p; < v;p
venda o item ¢ para o comprador b
senao
o comprador b nio recebe nenhum item

O 01O N B~ W —
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Teorema 5.1.2. ARREDONDAMENTO-CM € uma e/ (e — 1)-aproximagio
para o problema da compra maxima.

Demonstracdo. Considere um comprador b. Pelo algoritmo, temos que
a probabilidade que um item ¢ tenha preco p é w;, e, portanto, a proba-
bilidade de que um item ¢ tenha preco pelo menos p € no maximo w;

é Zpgp’gv“, Wipr. Seja wp = Z}EI Zpép’<v- w;yp. Note que wy, € a
soma dos lados esquerdos das desigualdades (5.3) com b fixoe p < p'.
Como (w, £) € uma solugdo € 6tima, 3, fpy = min(wy, 1), pois, caso
contrdrio, poderiamos aumentar o valor de ¢, possivelmente diminuindo
o valor de {3, para p’ < p e obter uma solu¢do melhor. Assim, usando o
fato de que 1 — z < e™* para todo z, a probabilidade que nenhum item seja

vidvel para b e tenha preco pelo menos p é

H 1-— Z Wiy | <e .

i€l p<p’'<vip
Como, para todo z > 0, temos que 1 —e % > 1 — e lsez >1e
1—e*>2z(1—-e')se0 <z <1, segue que a probabilidade g, de b
comprar um item de preco pelo menos p é no minimo

l—e™ > (1—e Hmin(w,y, 1) = (1—e 1) Z Loy

p<p’

Considere uma ordenagéo decrescente (p1,p2,...,px) dos elementos
de P e, por simplicidade, considere que pj+1; = 0. Temos que

k k

D i —pir)ap =1 =e )Y | i=pis) D b | (5.6)

i=1 i=1 Pi<p’

paratodo 1 <i < k.

Seja entdo 7, a probabilidade do comprador b comprar um item de preco
exatamente p. Temos que g, = Zp’Zp rp. Note que o coeficiente de 7,
no lado esquerdo da equacdo e o coeficiente de /5, no lado direito da
equagao sdo ambos iguais a 7. Assim, o lucro esperado obtido do
comprador b é pelo menos (1 — e 1) > pep Lop p € 0 resultado segue pela
linearidade da esperanca. O
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Apesar de se tratar de um algoritmo probabilistico, Aggarwal et
al. [AFMZ04]] mostraram que € possivel desaleatorizar tal algoritmo, isto &,
obter uma e/ (e — 1)-aproximagio deterministica para o problema da com-
pra mixima. Eles mostraram também que ndo € possivel aproximar o pro-
blema da compra médxima por um fator melhor do que 16/15, a ndo ser que
P = NP. De fato, tal resultado pode ser melhorado para 8/7 considerando
um resultado de Guruswami e Khot [GKOS|| que nado havia sido publicado
na época de publicacdo do artigo de Aggarwal et al.

5.1.2 Oferta limitada

Nessa se¢do abordamos uma generalizacao interessante do problema da
compra maxima onde consideramos oferta limitada, isto é, que cada item
tem uma quantidade finita de cdpias e, portanto, nao pode ser vendido para
mais compradores do que o seu nimero de cOpias.

Definicdo. No problema da compra mdxima limitada, dados uma
valoracdo v e um vetor C' indexado por I, desejamos encontrar uma
precifica¢do p e uma alocacdo x que maximiza o lucro de forma que cada
item ¢ é alocado a no maximo C; compradores e cada comprador ou recebe
um item vidvel ou nio recebe nenhum item.

Como um item néo pode ser vendido para mais do que | B| compradores,
assumimos, sem perda de generalidade, que C; < |B| para todo item 3.
Note que, se C; = | B| para todo item 4, o problema torna-se equivalente ao
problema da compra médxima (com oferta ilimitada).

A seguir, apresentamos uma ¢/(e — 1)-aproximagdo para o problema
da compra méaxima limitada apresentada por Fernandes e Schouery [ES14]].
Comecamos com uma defini¢cao simples, mas que € essencial no algoritmo.

Definicdo. Dado um item ¢ e um conjunto S de compradores
com |S| < C;, chamamos o par (4,.5) de uma estrela de i. Ademais, de-
notamos min{v;,: b € S} por P; ). Ou seja, P(; gy é o menor valor de
um comprador em S para o item 4. Denotamos por S(i) o conjunto de es-
trelas do item ¢ e denotamos por S o conjunto de todas as estrelas, isto é,

S =Uier ()

Note que, para uma estrela (i,.5) tal que S = (), temos que
P(,sy = min{v: b€ S} = oo.
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Considere uma solugdo (z, p) do problema da compra méxima limitada.
Tal solugdo pode ser vista como uma colecio de estrelas onde existe uma
estrela para cada item e cada comprador estd em no maximo uma estrela.
Ademais, se (x,p) é uma soluc@o 6tima e o item ¢ é vendido para um con-
junto S ndo-vazio de compradores, entdo p; < min{vgy: b € S} = P g).
De fato, temos que p; = P(i, 3) pois, caso contrario, poderiamos aumen-
tar o preco de ¢ e obter uma solugdo estritamente melhor. A partir desses
conceitos € possivel definir uma formulagdo por programagao linear inteira
para o problema da compra maxima limitada.

A seguir apresentamos a formulagdo (SF) (de star formulation), na qual
temos um vetor bindrio « de varidveis indexado por S. Paratodo (i, S) € S,
7 (;,5) € igual a 1 se e somente se o conjunto de compradores que recebe o
item 4 € precisamente .S. O objetivo é determinar = que seja solugdo Gtima
do seguinte programa linear inteiro.

(SF) max Z |S|Pi,s)(i,9)

(i,9)es
sujeito a > aps =1 Viel, (5.7)
(¢,5)€eS(2)
Y mgs <1 Vb € B, (5.8)
(i,5)eS: bes

ris) €1{0,1} V(,S)eS. (5.9

A restricdo garante que cada item ¢ tenha exatamente uma estrela se-
lecionada e a restrigdo garante que cada comprador b esteja em no
maximo uma estrela, isto é, b compra apenas um item. A restri¢do
garante que o vetor x de varidveis € bindrio.

Apesar dessa formulagdo poder ter ©(|I|2!5!) varidveis, é possivel re-
solver a relaxagao linear em tempo polinomial como mostrado por Fernan-
des e Schouery [ES14].

Lema 5.1.3. A relaxac@o linear da formulacdo (SF) pode ser resolvida em
tempo polinomial.

A seguir mostramos como utilizar a formulagdo por programacgao in-
teira apresentada para obter um algoritmo de aproximacao para o problema
da compra médxima limitada. A ideia é, a partir de uma solug@o 6tima x da
relaxagdo linear de (SF), escolher uma estrela S; para cada item 4 de forma
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que a probabilidade de uma estrela (i, .S) ser escolhida seja x(; gy. Assim,
fixamos que o prego do item 7 como F; g,y. Como as estrelas sdo escolhi-
das de forma aleatéria, € possivel que existam compradores que estejam em
mais de uma estrela selecionada. Como nosso objetivo € maximizar o lucro,
atribuimos um dos itens de maior preco para cada um desses compradores.

STARROUNDING(I, B, v, C)

1 seja x uma solucdo 6tima da relaxagdo linear de (SF)
2 paracadaitem ¢ em [
3 escolha S; € S(i) com probabilidade P(S; = (i, S)) = z(;,5)
defina o prego de i como F; s,)
para cada comprador b em B
se b pertence a alguma das estrelas {51, ..., 5}
seja ¢ um item com Pg, maximo tal que b € .S;
venda o item ¢ para o comprador b

(e I e

E possivel mostrar que o algoritmo STARROUNDING ¢ uma
e/ (e — 1)-aproximag@o para o problema da compra méxima. Como a prova
€ um pouco complicada optamos por mostrar que 0 STARROUNDING € uma
2-aproximacio utilizando as mesmas ideias, o que fazemos a seguir. O lei-
tor interessado pode ver a prova de que STARROUNDING é uma e/ (e — 1)-
aproximacao em [FS14].

Teorema 5.1.4. STARROUNDING € uma 2-aproximagdo para o problema
da compra maxima limitada.

Demonstragdo. Comegamos provando que o valor esperado pago por um
comprador b é pelo menos % 2 .5)es: bes Fi,s)%(i,s). Considere uma
ordenagdo ndo-crescente (em F(; g)) das estrelas (i,.5) que contém b e
seja k o numero de tais estrelas. Se k = 0, entdo o resultado € trivialmente
valido. De agora em diante, assumimos que k£ > 0.

Denotamos a ¢-ésima estrela nessa ordenagdo simplesmente por ¢, seu
preco por Py e sua varidvel primal por xy. Além disso, denotamos por Ey o
evento no qual a estrela ¢ foi escolhida por STARROUNDING.

Seja L(b) o lucro que obtemos a partir do comprador b. Provamos, por
indugiio em k—¢, que E[L(b)[E1, Es, ..., E¢—1] > L ¥, Pia; para todo
1 < ¢ < k. A partir disso, concluimos que E[L(b)] > 1 Zle Px;.
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Note que, para 1 < ¢ < k, E[L(b)|E1,...,E¢_1,Es] = P, pois o al-
goritmo STARROUNDING aloca um item com preco P, para o comprador b.
Ademais, seja y, = P(E|E1,...,E¢_1) e note que yp > x4. Se £ = k,
entdo

— — — — 1
E[L(b)|EY, ..., Ee—1] = PuP(Eg|E1,. .., Eg—1) > Prag > PR
Para { < k, assuma que o resultado € valido para ¢ + 1. Temos que

E[L(b)|Er,. .., Ee—1, B > A S8 | Pir;. Assim,

E[L(b)|E1, e ,Ezfl] = ]E[L(b)|E1, N 7E671» Eg]yg
+ E[L(b”El, - ,Ee,hﬁg](l — yg)

k
1
2 Poye+ 5 > Pai(1—y)
=041
1 o 1 o
=|r—3 Z Pixi | ye + 5 Z Pia;
i=0+1 i=0+1

Agora, note que P, > Zf:é-&-l P;x; ja que Zf:@-',—l r;<leP > P
para todo ¢ > £. Assim,

1 & 1 & 1 1 &
(pg-2 5 p) b Y P b LY P

i=0+1 i=0+1 i=0+1
k

1
i={

Portanto, E[L(b)|E1, ..., E¢—q] > Zf:g P;z;. Segue, pelo principio da
indugo, que E[L(b)] > 1 S°F | Pa;.
Considere entdo o lucro esperado L de uma solugdo obtida

pelo STARROUNDING. Pela linearidade da esperanca, temos que
E[L] = >, E[L(D)] e concluimos que

1 1
E[L] = 5 Y > Pusyras = 3 > I8IPus)z(s)

beB (i,5)eS: besS (4,9)eS

V

v

e o resultado segue. O
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Assim como no caso do algoritmo apresentado por Aggarwal et
al. [AFMZ04] para o problema da compra mdxima, Fernandes e
Schouery [ES14]] mostraram que é possivel desaleatorizar o algoritmo
STARROUNDING. Ademais, note que a razdo de aproximagdo de ambos
os algoritmos € a mesma, porém o algoritmo de Fernandes e Schouery fun-
ciona para o caso mais geral de oferta limitada diferentemente do algoritmo
de Aggarwal et al.

Quando cada item tem exatamente uma cOpia, podemos resolver o pro-
blema em tempo polinomial. Porém, Briest e Krysta [BKO7|] mostraram
que o problema da compra méaxima é APX-dificil mesmo quando nos res-
tringimos a instancias onde cada item tem no maximo 2 copias.

5.2 O problema da compra por preferéncia

A seguir, apresentamos um novo problema de precificacdo onde os
compradores t€m preferéncias (ordenagdes totais) em relacdo aos itens.
Para um comprador b, denotamos por m,: I — [ sua preferéncia em
relacdo aos itens de forma que, se b prefere um item 4 a um item ¢’ entdo
(1) < mp(i'). Ou seja, m, é uma permutagdo dos itens ordenados por
preferéncia.

Definicdo. No problema da compra por preferéncia, dados uma
valoracdo v e um vetor 7 de preferéncias dos compradores em relacao aos
itens, desejamos encontrar uma precificagdo p e uma alocagdo = que ma-
ximiza o lucro de forma que cada comprador b recebe, se existir, o item
preferido (de acordo com 7;) dentre os que sdo vidveis.

Ademais, adotamos a hipétese de que, para todo comprador b e quais-
quer dois itens ¢ e i’, se b prefere 7 a i’ (isto é, mp(i) < mp(7')) entdo
Vip > Virp. Isto €, se um comprador prefere um item ¢ a um item 7’ entdo
ele esta disposto a pagar pelo item ¢ pelo menos o valor que ele estd disposto
a pagar pelo item 7',

Uma variante interessante para problemas de precificacdo é impor
uma escada de pregos, isto é considerar apenas precificacdes onde
p1 > ps > --->p, onde n € o nimero de itens a serem vendidos. A
motivacdo de tal restricdo é que por vezes o vendedor deseja ter uma
precificacdo onde itens melhores tenham precos maiores.
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Definicao. O problema da compra por preferéncia com escada de precos
€ uma variante do problema da compra maxima limitada em que os pregos
estao restritos a serem nao-crescentes, isto €, p; > - -+ > p,,.

Podemos considerar uma escada de precos também para o problema da
compra maxima.

Definicao. O problema da compra mdxima com escada de pregcos € uma
variante do problema da compra maxima em que os pregos estao restritos a
serem nao-crescentes, isto é, p1 > - -+ > py,.

Aggarwal et al. [AFMZ04] mostraram que existe uma conexao impor-
tante entre o problema da compra por preferéncia com escada de pregos
com o problema da compra maxima com escada de precos.

Lema 5.2.1. Dada uma a-aproximag@o para o problema da compra
mdaxima com escada de precgos, € possivel projetar uma a-aproximacgao para
o problema da compra por preferéncia com escada de pregos.

Demonstragdo. Seja (v, 7) uma instdncia do problema da compra por pre-
feréncia com escada de pregos. Considere um comprador b e dois itens i € 7’
tais que ¢ < 7’ (ou seja, p; < p;r pela escada de pregos) e (i) < mp(i'),
isto é, b prefere i ai’. Note que, se i’ é vidvel para b, entdo 7 é vidvel para b,
jaque p; < pir < v < vy (atltima desigualdade segue da hipdtese de
que se () < mp (') entdo vy, > vyrp). Considere entdo a matriz v’ obtida
através da modificacio da matriz v de forma que para todo comprador b e
pares de itens ¢ e ¢’ tais que i < ¢’ e m,(7) < mp(¢’), definimos v}, = 0 e as
outras entradas de v’ ndo sdo modificadas em relacdo a v.

Seja (x,p) uma solugdo para o problema da compra méxima com es-
cada de pregos para a instincia v'. Como consideramos oferta ilimitada,
podemos, sem perda de generalidade, supor que (x,p) aloca a cada com-
prador b o item vidvel de menor indice (note que esse item, pela escada
de preco, tem preco maximo entre os vidveis). Com isso, se 0 compra-
dor b recebe o item 4’ entdo ndo existe item ¢ < i’ e (i) < m(i') e,
portanto, ¢’ é o item vidvel preferido de b. Assim, (z,p) é uma solugio
viavel para o problema da compra por preferéncia com escada de pregos.
Concluimos que o lucro de uma solug@o 6tima para o problema da compra
por preferéncia com escada de precos com instincia (v, 7) coincide com o
lucro de uma solug@o 6tima para o problema da compra maxima com es-
cada de pregos com instincia v. Ademais, uma solugdo (z,p) obtida de
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uma «-aproximacgio para o problema da compra médxima com escada de
precos para a instancia v € uma solu¢do com razao de aproximagao « para
o problema da compra por preferéncia com escada de precos. O

Aggarwal et al. [AFMZ04] apresentaram um esquema de aproximagao
polinomial para o problema da compra maxima com escada de pregos. Com
isso, concluimos que existe um esquema de aproximagdo polinomial para
o problema da compra por preferéncia com escada de precos.

Teorema 5.2.2. Existe um esquema de aproximagdo polinomial para o pro-
blema da compra mdxima com escada de precos.

Corolario 5.2.3. Existe um esquema de aproximagdo polinomial para o
problema da compra por preferéncia com escada de pregos.

Briest e Krysta [BKO7]] mostraram que o problema da compra mixima
com escada de precos € fortemente NP-dificil mesmo se, para cada com-
prador b, existirem no maximo dois itens ¢ tal que vy # 0. O mesmo
resultado vale para o problema da compra por preferéncias com escada de
precos. Assim, ndo é possivel obter um FPTAS para tais problemas exceto
se P = NP.

5.2.1 Oferta limitada

A partir do esquema de aproximagdo polinomial para o problema
da compra maxima com escada de precos apresentado por Aggarwal et
al. [AFEMZ04] é possivel obter uma 4-aproximagado para o caso de oferta
limitada.

Como o problema da compra médxima com escada de pregos € forte-
mente NP-dificil (como mostrado por Briest e Krysta [BKO7]]), sabemos
que o problema da compra maxima limitada com escada de precos também
¢é fortemente NP-dificil por se tratar de um problema mais geral. Porém,
o melhor resultado de aproximacdo conhecido para tal problema é uma
familia de algoritmos indexada por ¢ tal que cada membro dessa familia é
uma 2 + e-aproximagao [FS14]. Assim, resta a divida se o problema da
compra maxima limitada com escada de precos é APX-dificil ou se existe
um PTAS para o mesmo.

Em relacdo ao problema da compra por preferéncia com escada de
precos com oferta limitada, € importante notar que a prova do Lema
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ndo € valida para o caso onde temos oferta limitada. Isso acontece porque,
no caso de oferta limitada, pode ser que um comprador b receba um item 4’
e exista um item ¢ vidvel tal que 7, (i) < m,(¢’). Esse caso pode acontecer
quando 7 ja foi vendido para o nimero maximo de compradores. Assim,
os resultados de aproximacao para o problema da compra maxima limitada
com escada de precos ndo se estendem para esse problema.

5.3 O problema da compra minima

Consideramos agora o problema da compra minima, onde cada com-
prador recebe, se existir, o item mais barato dentro dos que sdo vidveis.

Definicao. No problema da compra minima, dada uma valorago v, dese-
jamos encontrar uma precificagdo p e uma aloca¢io x que maximiza o lucro
de forma que cada comprador b recebe um item de preco minimo dentre dos
que sdo viaveis.

A seguir, apresentamos o algoritmo PRECOS-IGUAIS introduzido por
Aggarwal et al. [AFMZ04] que devolve uma solu¢ido H,,-aproximada para
o problema da compra minima onde m é o nimero de compradores. Tal
algoritmo pressupde a existéncia de dois outros algoritmos LUCRO que da-
dos I, B, v e uma precificagdo p calcula o lucro mdximo para precificacio
e ALOC que dados I, B, v e uma precificacdo p calcula uma alocacgio que
maximiza o lucro. Note que ambos os algoritmos sio triviais no caso do
problema da compra minima, principalmente no caso de oferta ilimitada. A
seguir, apresentamos o algoritmo PRECOS-IGUAIS.

PRECOS-IGUAIS(I, B,v)

1 /=0

2 pp=pr=--=p=0

3 para cada comprador b em B

4 Vi = max{v;: i € I}

5 pPr=py=-=p,=V
6 se LUCRO(I, B,v,p’) > ¢
7 ¢ =Lucro(I, B,v,p’)
8 p=1p

9 devolva (ALocC(I, B,v,p),p)
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Teorema 5.3.1. O algoritmo PRECOS-IGUAIS é uma H,,-aproximagdo
. m P 2

para o problema da compra minima, onde H,, = > ,", 1/i, isto é, o m-

ésimo nimero harmdnico.

Demonstragdo. Por simplicidade, considere que os compradores estdo
ordenados de forma que V; > V, > .- > V,,. Note que, para
py =ph=---=pl, =V, LUCRO(I,B,v,p’) > k -V ja que existem
itens vidveis para pelo menos k£ compradores e cada item tem prego V.
Assim, o algoritmo escolhe k* € argmax{k - Vi.} e obtém lucro
L = k*- V.. Assim, L > k -V}, para todo k e, portanto, temos que
OPT <Y 7" Vi <> 4o, L/j = Hy,L e o resultado segue. O

Note que essa andlise ndo funciona para oferta limitada, ja que ndo
podemos garantir que se o prego for Vj, entdo k itens serdo vendidos. Ade-
mais, € facil ver que esse algoritmo é também uma H,,,-aproximacao para
vdrios problemas de precificagdo abordados nesse capitulo. Isso porque sua
analise baseia-se somente no fato de que se os precos dos itens forem Vj
entdo k compradores recebero itens e que o lucro de uma solugdo dtima é
limitada superiormente ) ;- ; Vi. Assim, temos o seguinte resultado.

Corolario 5.3.2. O algoritmo PRECOS-IGUAIS é uma H,,-aproximacio
para o problema da compra maxima, para o problema da compra por pre-
feréncias e para o problema da compra minima. Ademais, o algoritmo
PRECOS-IGUAIS € uma H,,-aproximacao para as variantes de tais proble-
mas onde exigimos uma escada de precos.

Infelizmente, o problema da compra minima é muito dificil de ser apro-
ximado. Uma restricdo que podemos impor na instincia € exigir que, para
cada comprador b exista um valor V}, tal que, para todo item ¢, ou v = V;
ou v; = 0. Isto é, cada comprador tem interesse em um determinado
conjunto de itens e d4 o mesmo valor para cada um desses itens. Tal
restri¢ao € chamada de orcamentos uniformes. Seja £ um limitante superior
no nimero de valoragdes ndo nulas de cada comprador. Mesmo no caso
de orgamentos uniformes, Chalermsook et al. [CCKKI12|] mostraram que o
problema nio pode ser aproximado por Q(£'/27) a nio ser que P = NP.
Ademais, existem resultados outros resultados [CCKK12, (CLN13]] mos-
trando que o resultado acima € assintoticamente 6timo se considerarmos
algumas hipdteses mais fortes do que P # NP.
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5.4 O problema da precificacao livre de inveja

Nessa secdio abordamos outro modelo de precificacio, o problema da
precificacdo livre de inveja. Nesse problema, se um comprador b recebe
um item ¢ entdo esse item é vidvel e v;;, — p; € maximo. Assim, ndo existe
um item i’ que o comprador b “tenha inveja”. Novamente, o objetivo do
vendedor é maximizar o seu lucro. Comecamos definindo o conceito de
alocacdo livre de inveja.

Definicdo. Dada uma precificacdo p e uma alocagdo z, dizemos que = €
uma alocagdo livre de inveja para p se, para cada comprador b, ou b recebe
um item vidvel ¢ e v;; — p; € maximo ou b ndo recebe item e p; > v, para
todo item .

Estamos prontos para definir o nosso problema de interesse.

Definicao. No problema da precificacdo livre de inveja, dada uma
valoracdo v, desejamos encontrar uma precificacdo p e uma alocagdo = que
maximiza o lucro de forma que x seja uma alocacao livre de inveja para p.

Sem perda de generalidade, consideramos que cada item tem apenas
uma cépia. De fato, considere uma insténcia (v, C') onde cada item tem C;
copias. Podemos criar uma nova instancia w onde, para cada item ¢ original,
existem C; novos itens j com w;, = vy. Nessa nova instdncia, se um
comprador b recebe um item j que foi criado a partir do item original ¢ e
existe um outro item k£ que também foi criado a partir do item original i,
entdo wjp — P; > Wkp — Pk, OU S€ja, p; < pi. Ademais, se k € vendido
para outro comprador, entdo p; = pj. Assim, todos os itens vendidos que
foram criados a partir do mesmo item original t€m o mesmo prego, como
desejado.

O problema da precificagao livre de inveja estd relacionado com o con-
ceito de equilibrio walrasiano apresentado no Capitulo Porém, como
estamos considerando demanda unitéria, precisamos redefinir alguns con-
ceitos para tal cendrio.

Definicao. Dada uma valoragao v e uma precificacio p, a demanda de um
comprador b € o conjunto de itens vidveis 7 tal que v;;, — p; € maximo.

Note que, numa solucdo vidvel do problema da precificacdo livre de
inveja, cada comprador que recebe um item, recebe um item de sua de-
manda. Assim, uma solugdo vidvel de tal problema onde os precos dos
itens ndo vendidos € igual a 0 € um equilibrio walrasiano.
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Definicao. Dada uma valoracdo v, um equilibrio walrasiano é um
par (x,p) onde = é uma alocagéo livre de inveja para p tal que todo item
nao vendido tem preco zero.

Lembre-se que um emparelhamento é um conjunto de arestas de um
grafo que ndo tem pontas em comum. O conceito de equilibrio walrasi-
ano para demanda unitaria est4 relacionado com o problema do emparelha-
mento bipartido de peso maximo, onde desejamos encontrar um empare-
lhamento de peso maximo em um grafo bipartido. Nesse caso, podemos
interpretar um emparelhamento como uma alocag¢io de itens a comprado-
res, onde desejamos vender cada item a no méximo um comprador de forma
que cada comprador receba no mdximo um item. Ademais queremos ma-
Ximizar Z( i.bye M Vib onde M é um emparelhamento, ou seja, o bem-estar
social.

A seguir apresentamos uma formulag@o por programagao linear inteira
para o problema do emparelhamento bipartido de peso maximo, na qual
temos um vetor bindrio x de varidveis indexado por I x B. Para todo
(1,b) € I x B, x; 3 € 1 se e somente se o item ¢ € vendido para o compra-
dor b. O objetivo é determinar = que

max E E VibXip

i€l beB
sujeito a Zwib <1 Vb € B,
iel
Z Tip <1 Viel,
beB

x5 €{0,1} Viel,Vbe B.

Um fato interessante € que sempre existe uma solucao inteira 6tima para
a relaxag@o linear do programa linear inteiro acima. Assim, é possivel re-
solver o problema do emparelhamento bipartido de peso mdximo em tempo
polinomial. Ademais, sempre existe um equilibrio walrasiano para v (que
pode ser encontrado em tempo polinomial). A prova desse fato segue na
mesma linha da prova do Primeiro e do Segundo Teorema do Bem-Estar
Social do Capitulo

A seguir estendemos o conceito de equilibrio walrasiano para conside-
rar um pre¢o minimo de venda para cada item.
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Definicao. Dada uma valoragdo v e um racional positivo 7, um equilibrio
walrasiano com preco de reserva v é um par (x, p) onde x é uma alocagido
livre de inveja para p tal que p; > r para todo item ¢ e todo item ndo alocado
por & tem prego .

Ademais, note que em um equilibrio walrasiano com preco de reserva r
pode acontecer de um comprador b ter demanda ndo-vazia e ndo receber
item. Isso acontece somente se, para todo item ¢ na demanda de b, p; = v;.
Assim, definimos o conceito de um equilibrio walrasiano maximal da se-
guinte forma.

Definicao. Dada uma valoragdo v, um equilibrio walrasiano € maximal se
para todo comprador b, se existe um item ¢ na demanda de b ndo-alocado
para um comprador b entdo b recebe um item de sua demanda.

Guruswami et al. [GHK™05]] mostraram como transformar um algo-
ritmo ALGO que computa um equilibrio walrasiano em um algoritmo
ALGO-RESERVE que computa um equilibrio walrasiano com preco de re-
serva r maximal.

ALGO-RESERVE(v, 1)

1 w=w
2 para cadaitem i em [

3 adicione dois novos compradores c; e d; a w de forma que
Wie, = Wig, = T € Wyre; = Wyrg, = 0 para todo item i’ # 3.

4 (x,p) = ALGO(w)

5 y==

6 para cadaitem:em [

7 remova de y as atribui¢des de itens a c; e d;

8 para cada comprador b em B que ndo recebe item

9 se existe item ¢ na demanda de b ndo-vendido

10 aloque 7 para b em y
11 devolva (y,p)

Teorema 5.4.1. Se ALGO é um algoritmo que com entrada v computa
um equilibrio walrasiano para v entdo ALGO-RESERVE com entrada (v, r)
computa um equilibrio walrasiano com prego de reserva  maximal para v.

Demonstragédo. Considere (x,p). Para cada item ¢, pelo menos um dos
dois compradores ¢; e d; ndo recebe i. Assim, como (z, p) é livre de inveja,
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temos que p; > r. Como p; > 0 e (z,p) € um equilibrio walrasiano, temos
que i € vendido em (z,p). Assim, se ¢ ndo é vendido em y entdo ele é
vendido para um dos dois compradores ¢; € d; em x, de onde concluimos
que p; = r; para todo item ndo vendido em (y,p). Ademais, note que
como (z,p) € livre de inveja para v, temos que (y,p) € livre de inveja
para w. Por fim, note que, por construgio, (y, p) é maximal. O

Ademais, Guruswami et al. [GHKT05]] mostraram que existe uma co-
nexdo entre um emparelhamento de peso maximo para v e um equilibrio
walrasiano com preco de reserva 7.

Lema 5.4.2. Seja M um emparelhamento de peso maximo para v. Dado
um valor 7, seja k, o nimero de arestas de M com valor pelo menos 7.
Se (x, p) é um equilibrio walrasiano com prego de reserva r maximal, entio
o lucro de (z, p) € pelo menos rk,. /2.

Demonstragdo. Vamos mostrar que, para toda aresta (i, b) de M com valor
pelo menos 7, temos que se ¢ ndo estd vendido, entdo b recebe um item. Se ¢
ndo é vendido, entdo p; = r. Ademais, se 7 estd na demanda de b, entdo b
recebe um item e se ¢ ndo estd na demanda, entdo v;;, > r = p; e, portanto,
a demanda de b € ndo-vazia ja que ¢ é vidvel para b, ou seja, b recebe um
item. Assim, temos que, o nimero de vendas realizadas é pelo menos k. /2,
j4 que uma venda pode ser contada no maximo duas vezes (uma do ponto
de vista do comprador e outra do ponto de vista do item). Ademais, (z,p)
vende itens com prego pelo menos 7 para pelo menos k,./2 compradores e,
portanto, o lucro é pelo menos rk,. /2. O

Seja MAXWEQ-RESERVE um algoritmo que dado v e um preco de re-
serva r, devolve um equilibrio walrasiano maximal com prego de reserva r
para v. Utilizando o resultado acima, € possivel projetar um algoritmo de
aproximacao para o problema da precificagdo livre de inveja. A ideia € en-
contrar um equilibrio walrasiano com prego de reserva r maximal onde r €
escolhido apropriadamente.

EF(v)

1 seja M um emparelhamento de peso maximo para v

2 sejary > 1rg > --- > 1y 0s valores das arestas de M

3 paracadaj =1 ate/

4 (27,p7) = MAXWEQ-RESERVE(v, ;)

5 devolva (2*, p*) que maximize o lucrocom 1 < k < /
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Teorema 5.4.3. EF ¢é uma (2H,)-aproximagdo para o problema da
precificagdo livre de inveja onde p = min{n, m}.

Demonstragdo. E facil ver que o algoritmo devolve uma precificagdo livre
de inveja e que executa em tempo polinomial. Basta entdo comparar o
lucro da solucdo obtida com o lucro de uma solu¢do 6tima. O lucro de
uma solugdo 6tima é no mdximo o valor de um emparelhamento de peso
maximo. Isto €,

; ~ L(ad,pl)
OPT <) r;<2) f < 2H L < 2H,L,
j=1 j=1

onde a desigualdade 2L(z7, p7)/j > r; segue do lema anterior. O

Quando consideramos orcamentos uniformes, o problema da
precificacdo livre de inveja e o problema da compra minima coincidem.
Por isso, os limitantes inferiores mencionados anteriormente [[CCKKI12,
CLN13]] sao validos também para o problema da precificacdo livre de
inveja.






CAPITULO 6

Compartilhamento de
Custos

A maioria dos jogos analisados nos outros capitulos considera situagdes
onde dado um conjunto de jogadores, cada um age de forma individual ten-
tando minimizar seu custo (ou maximizar sua utilidade) em resposta as
escolhas de outros jogadores. Neste capitulo consideramos jogos coopera-
tivos, onde os jogadores também agem de forma a maximizar sua utilidade,
mas isto pode se dar também de forma cooperativa. Nos jogos vistos ante-
riormente um jogador ndo muda de estratégia a menos que seja vantajoso
para si, considerando que todos os demais jogadores continuem nas suas es-
tratégias atuais. Pode ser que em um jogo cooperativo em um determinado
perfil de estratégias (por exemplo em um equilibrio puro de Nash) um de-
terminado jogador sozinho nio tenha beneficio se mudar de estratégia, mas
se uma coalizacdo de jogadores mudar de estratégia, entdo este jogador
terd algum beneficio. Neste caso a utilidade para cada jogador da coalizdo
deve ser tdo boa quanto antes e ao menos um jogador deve ter sua utilidade
aumentada. Em geral, em jogos cooperativos, o interesse estd em como
partilhar o resultado do jogo entre jogadores de tal forma que seja vanta-
joso para os jogadores formarem a grande coalizdo constituida de todos os
jogadores.

Primeiramente vamos definir um jogo cooperativo com utilidades nao
transferiveis. Neste jogo temos um conjunto de jogadores A e chamamos de
coalizdo qualquer S C A. No caso particular em que S = A chamamos S

97
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de grande coalizdo. No jogo cooperativo com utilidades néo transferiveis,
para cada coalizacgdo € especificado quanto cada jogador ganha na coalizio.

Definicao. Um jogo cooperativo com utilidades ndo transferiveis (jogo
UNT) consiste de um par (A, v) onde

e A é um conjunto de n jogadores, indexados por j e

e v: 24 — Rl ¢ uma fungio que especifica para cada possivel coa-
lizdo S C A de jogadores, o valor de utilidade para cada jogador da
coalizdo. Assume-se que v(() = 0.

Note que v mapeia para cada possivel coalizdo S um vetor v(S) € RIAl
onde denotamos por v(j) o valor de utilidade de um jogador j € S e para
cada j ¢ S temos v(j) = 0.

De forma similar definimos jogos onde hd um custo e jogadores formam
coalizdes com objetivo de reduzir seus custos. Quanto se tratar de uma
funcdo de custo denotamos esta por ¢: 24 — RI4l.

Um caso particular de jogo cooperativo € quando a fun¢ao de utilidade v
(ou custo dependendo do jogo), mapeia cada coalizdo S para um valor real,
ou sejav: 24 — R. Neste caso podemos definir arbitrariamente como serd
a divisdo do valor total v(.5) entre os jogadores da coalizdo S. Isto é o que
se chama de jogo cooperativo com utilidades transferiveis.

Definicao. Um jogo cooperativo com utilidades transferiveis (jogo UT)
consiste de um par (A, v) onde

e A é um conjunto de n jogadores, indexados por j e

e v: 24 — R é uma funcio que especifica para cada possivel coalizio
S C A de jogadores, o valor de utilidade a ser distribuido na coalizdo
S. Assume-se que v(f)) = 0.

O foco deste capitulo se dard em jogos UT que sdo os mais estudados na
literatura e podem modelar diversas situagdes praticas. O foco em geral estd
em como dividir o valor de utilidade entre os jogadores de uma coalizio de
tal forma a se garantir propriedades interessantes no resultado final do jogo.

Da mesma forma como anteriormente, se em um determinado jogo te-
mos custos ao invés de utilidade, consideramos entdo um jogo UT com uma
uma funcao de custo c ao invés de utilidade.
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6.1 Solucoes para jogos cooperativos

Pessoas diferentes podem propor diferentes defini¢cdes para o que é uma
solug¢do em um jogo cooperativo. No caso de jogos nao-cooperativos, como
os estudados em capitulos anteriores, um conceito de solucdo € o equilibrio
de Nash, que é bem aceito pela comunidade por ter um significado pratico
e légico. A questdo central em jogos cooperativos estd em como dividir
o resultado v(A) do jogo entre os jogadores de forma “justa”. No caso
de jogos cooperativos a comunidade da drea vem debatendo o conceito de
solucdo hé décadas. Nos concentramos nas principais propriedades aceitas
atualmente na comunidade sobre o que € uma solugdo “justa”.

Dado um jogo cooperativo (A, v) definimos : R2™ 5 Rl como
uma funcdo de compartilhamento que mapeia a fungdo de utilidade do
jogo (A,v) para um vetor real o € R4, Cada posicio a; deste vetor
indica quanto ganha o jogador j, ou melhor, qual a parte que cabe ao joga-
dor j do valor total v(A) do jogo. Usamos a notagdo «; como simplificagéo
para ;(v).

A seguir denotamos algumas propriedades que a funcdo de comparti-
lhamento ¢ deveria ter.

Defini¢ciio. Dado um jogo cooperativo (A,v) o conjunto de pagamentos
vidveis sdo aqueles em

a e R Zaj <v(A)
JEA

Ou seja, o conjunto de pagamentos vidveis € aquele formado por paga-
mentos que ndo distribuem mais do que € possivel, que € o valor da grande
coalizao.

Defini¢cio. Dado um jogo cooperativo (A,v) o conjunto de pagamentos
pré-imputdveis sdo aqueles em

a e R Zaj =v(A)

jeA

Tais vetores s@o eficientes no sentido econdmico pois distribuem entre
os jogadores todo o valor possivel. Vetores de pagamentos satisfazendo
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tal propriedade também sdo conhecidos como vetores de or¢amento balan-
ceado. Note que um pagamento pré-imputavel é também um pagamento
vidvel.

Definicdo. Dado um jogo cooperativo (A, v) o conjunto de pagamentos
imputdveis sio aqueles em {a € RI4! | V], a; > v(j)}.

Um pagamento € imputdvel se garantidamente cada jogador ird receber
pelo menos aquilo que ganharia caso formasse uma coalizdo sozinho.

Dados dois jogadores i e j, dizemos que estes sdo intercambidveis se a
contribuicdo deles sdo sempre iguais para as coalizdes que nao os contém,
ou seja, paratodo Stalque i ¢ Sej ¢ S, temos v(SU%) = v(SUj).

Definicao. Uma fun¢do de pagamento 1 satisfaz a simetria se para i € j
intercambidveis entdo ¢; (v) = ¥;(v).

Esta defini¢do garante que se dois jogadores sdo intercambidveis entdo
devem receber o mesmo pagamento.

Um jogador é dummy se o que ele acrescenta para cada possivel coa-
lizao é exatamente o seu valor sozinho, ou seja, j € dummy se para qual-
quer S'talque j ¢ S, temos v(SUj) = v(S)+wv(j). O principio do jogador
dummy especifica que este deve receber como pagamento exatamente v(j).

Definicdo. Uma funcio de pagamento 1) satisfaz esta propriedade se dado
jogador j que é dummy entdo ¢ (v) = v(j).

Suponha um conjunto de jogadores em um jogo cooperativo sujeito a
duas fungdes de utilidades v; e vo. O principio da aditividade estabelece
que a fungéo de pagamento v para o jogo com fungdo de utilidade (v +v2)
deve gerar como pagamento para cada jogador j exatamente a soma dos
pagamentos nos jogos com v; € va.

Definicdo. Dados quaisquer dois jogos (A,v1) e (A, v3) onde altera-se
apenas a fungdo de utilidade, dizemos que a fungdo de pagamento ¢ é adi-
tiva se para todo jogador j vale ©;(v1 + v2) = 9;(v1) + ¥, (v2).

6.2 A solucao de Shapley

Um resultado devido a Shapley [Sha52] estabelece como computar uma
funcdo de pagamento v que satisfaz a pré-imputacdo, simetria, jogador
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dummy e aditividade para um jogo cooperativo UT. Além do mais, tal re-
sultado estabelece que esta € a tnica fung¢do de pagamento satisfazendo tais
propriedades.

Dado um jogo cooperativo com utilidades transferiveis (A, v) defini-
mos como o valor de Shapley para o jogador j como

¢j(v):|Ail > ISIHAL = S| = D (S U §) = v(S)]
|'S§A\{j}

Teorema 6.2.1. Dado um jogo cooperativo com utilidades transferiveis
(A,v) a unica fungdo de pagamento que satisfaz as propriedades de pré-
imputacdo, simetria, jogador dummy e aditividade € aquela definida pelo
valor de Shapley.

Exemplo 6.2.2. Como exemplo de aplica¢do do valor de Shapley considere
o0 seguinte jogo: temos os jogadores Arnaldo (A), Beatriz (B), e Célio (C)
interessados em comprar um pote de sorvete. A possui R$7,00, B possui
R$7,00, e C possui R$8,00. Existem dois potes de sorvete, um de R$15,00
com 700 gramas e outro de R$20,00 com 1000 gramas. Temos a seguinte
funcdo de mapeamento de utilidade:

v(@) =0 v({A}) =0 v({B}) =0
v({C})=0 v({A, B}) =700 v({A,C}) =700
v({B,C}) =700 wv({A,B,C})= 1000

O valor de Shapley para o jogador A pode ser computado como
0l (2)!-[0] 4 1!- (1)!- [700] 4- 1!- (1)! - [700] 4 2!'- (0)! - [300] 1000
6! 3

O mesmo valor serd obtido para os jogadores B e C'. Neste caso a fungéo
de pagamento consiste em distribuir igualmente as 1000 gramas de sorvete
da coalizdo entre os jogadores.

6.3 Compartilhamento de custos

Note que a fung¢ao de utilidade v pode mapear coalizdes para valores ne-
gativos. A interpretacdo que damos neste caso € que v representa o custo de
uma coalizdo. Como mencionado anteriormente, utilizamos uma func¢io de
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custo ¢ neste caso para uma interpretacao mais clara. Os jogadores querem
construir algum bem e uma autoridade central deseja definir como com-
partilhar os custos entre os jogadores de tal forma que todos jogadores
participem da grande coalizacdo, ou seja ndo existird beneficio para que
um subconjunto de jogadores S C A formem uma coalizagio separada.

Como exemplo considere uma comunidade que deseja construir um
posto de satude local. H4 um custo que incorre da construgio deste posto
e os moradores da comunidade estdo dispostos a arcar com os custos da
construcdo desde que este traga o beneficio esperado para os mesmos.
Nao necessariamente todos os moradores da comunidade participardo da
construcdo do posto, e 0s que participarem poderdo utiliza-lo mas terdo
que dividir entre si o custo de construgdo do posto. Para cada subcon-
junto de moradores S C A que formarem uma coalizdo, hd um custo ¢(S)
de construgdo de um posto que atenda S. E natural pensar que o prefeito
desta comunidade deseja que todos os moradores possam utilizar o posto.
Portanto o seu objetivo € estabelecer um pagamento para cada cidadao de
tal forma que todos formem uma grande coalizdo tnica A. Ou seja, nido
haverd um subgrupo dos moradores que tera beneficio se construirem um
posto particular para eles. Chamamos jogos UT deste tipo como jogos de
compartilhamento de custos.

Definicdo. Um jogo de compartilhamento de custos (A, c¢) é um jogo co-
operativo UT onde o objetivo é estabelecer uma fungdo de pagamento 1)
de tal forma que os jogadores ndo tenham incentivo para sairem da grande
coalizdo.

Note que apesar de usarmos uma funcdo de custo, as mesmas propri-
edades vistas na Se¢do [6.1] podem ser adaptadas para este caso. Podemos
definir, por exemplo, a imputa¢do como abaixo, ja que ndo faz sentido co-
brar mais de um jogador do que o custo que ele teria se formasse uma
coalizdo isolada.

Defini¢ciio. Dado um jogo de compartilhamento de custos (A, ¢) o conjunto
de pagamentos imputdveis sio aqueles em {a € RI4!|Vj, a; < c(5)}.

Da mesma forma poderiamos adaptar as demais propriedades. Mas no
caso de jogos de compartilhamento de custos o conceito de solu¢do mais
utilizado na andlise destes jogos € o de nucleo:

Definicdio. Considere um jogo cooperativo (A,c) de compartilhamento
de custos onde ¢ mapeia o custo de um bem para cada possivel coa-
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lizio S C A. Seja o € RI4 um vetor onde a posicio j contém o valor o
que deverd ser pago pelo jogador j na construgdo do bem de custo c(A).
Dizemos que um vetor a € RI4! pertence ao niicleo se

® > icaqj = c(A). Esta propriedade é conhecida como or¢amento
balanceado.

e Paratodo S C A deve valer que ) ;g ovj < ¢(S). Esta propriedade
é conhecida como estabilidade.

A propriedade do orcamento balanceado garante que o custo do bem
deve ser pago pelos jogadores (note que é a mesma propriedade da pré-
imputacéo). A segunda propriedade garante que nenhuma coalizdo S C A
terd beneficio se sair da grande coalizdo, pois o custo ¢(.5) do bem para
atender apenas S € maior ou igual ao que os jogadores em S estdo pagando
na grande coalizio (o valor pago é > jes @)

Note que a fungdo de pagamento definida conforme o valor de Shapley
pode nio ser estavel. No exemplo do final da se¢do anterior a fun¢io ndo
¢ estdvel, ja que B e C poderiam se unir e estabelecer a divisdo de 350
gramas de sorvete para cada, sendo vantajosa em relacdo a distribuicao da
grande coalizdo.

O conceito de nicleo nos da um conceito de solugdo equivalente ao que
¢é conhecido como equilibrio forte de Nash pois garante que nenhuma co-
alizdo de jogadores terd um beneficio se desviar da solugdo atual, que € a
grande coalizdo. Duas questdes em geral sdo analisadas em jogos coopera-
tivos com compartilhamento de custos:

(a) Sera que sempre ha uma fun¢io de pagamento no niicleo?
(b) Sera que tal fungdo € inica?

Infelizmente no caso geral a resposta para ambas as questdes € ndo. Por
outro lado um resultado devido a Bondareva e Shapley [Sha67]] estabelece
uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de um niicleo ndo
vazio. Primeiramente vamos definir o que é uma colegcdo de pesos balan-
ceado:

Definicdo. Uma colecdo de pesos balanceados A para A é um vetor

de Rf_w que atribui um peso nao negativo Ag para cada subconjunto S C A

de tal forma que para cada jogador j € Avaleque >, Mg =1.
S:jes
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Exemplo 6.3.1. No jogo do final da se¢éo anterior poderiamos estabelecer
a seguinte cole¢do de pesos balanceados:

A0) =0 A({A}) = 1/2 A({B}) = 1/2
A{C}H) =1/2 A{A,B}) =0 A({4,C}) =0
A{B,C}) =0 A({A B,C}) =1/2

O seguinte resultado foi demonstrado por Bondareva e Shapley [Sha67]]
e sua prova requer apenas conhecimentos bdsicos sobre dualidade em
programacao linear (veja o Apéndice|A.3).

Teorema 6.3.2. Um jogo cooperativo UT (A, ¢) possui um nicleo ndo va-
zio se e somente se para toda cole¢do de pesos balanceados A for valido

que Y. Ag-c(S) > c(A).
SCA

Demonstragdo. Pela defini¢do de nicleo, um jogo (A4, ¢) possui niicleo ndo
vazio se e somente se a solu¢do do programa linear abaixo tem valor ¢(A).
Note que a solugdo 6tima deste programa linear ndo pode ter valor maior
do que ¢(A) dado as suas restri¢oes.

max Z o
JEA
sujeito a Zaj <¢(S) VS CA.
jES
As restri¢des do programa linear implicam que o pagamento « € estavel,
e além disso se a soma dos valores de « for ¢(A), entdo temos um
or¢amento balanceado.

Agora pelo teorema forte da dualidade o valor 6timo deste programa
linear € igual ao de seu dual que é apresentado abaixo:

min Z As - c(S)
5CA
sujeito a Z As=1 VjeA
S: jes
As >0 VS CA.
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Note que cada solugdo vidvel do dual corresponde a uma colegdo de
pesos balanceados (o inverso também € verdadeiro).

Se o nicleo € ndo vazio entdo o valor 6timo do primal é ¢(A). Este
também € o 6timo do dual e portanto todas as solugdes vidveis do dual
terdo valor maior ou igual a ¢(A). Portanto para cada cole¢do de pesos
balanceado vale que Y Ag-c(S) > ¢(A).

SCA

Por outro lado se toda solucdo vidvel do dual tiver valor maior ou igual
a c¢(A), entdo a solugio de valor minimo tem valor exatamente ¢(A) pois
esta deve ter valor igual ao 6timo do primal que é no méximo ¢(A). Por-
tanto o nucleo é ndo vazio. O

Portanto temos uma forma de checar se € possivel ou ndo estabelecer
um pagamento para jogadores em um jogo de compartilhamento de cus-
tos (A, ¢) que esteja no niicleo. Basta resolver um modelo de programagio
linear. Caso a fun¢@o de custos c seja explicitamente dada na entrada entdo
tal checagem se dd em tempo polinomial. Mas na maioria dos casos a
fungdo € implicita: por exemplo é a solucdo 6tima ¢(S) de um problema
de otimizag@o combinatéria. Nestes casos temos um nimero exponencial
de restrigdes, e para cada restri¢do devemos computar ¢(.S) que em muitos
casos trata-se de um problema NP-dificil. Portanto esta checagem em mui-
tos jogos ¢ um problema intratdvel. Na proxima se¢do apresentamos um
exemplo de jogo de compartilhamento de custos desta forma.

6.4 Jogo de localizacao de instalacoes

Um problema cldssico na drea de otimiza¢do combinatéria é o pro-
blema da localizag@o de instalagdes. Seja G = (F U C, E) um grafo onde
os vértices de F' representam pontos onde pode-se abrir instalagdes e os
vértices em C representam clientes, onde cada um precisa se conectar a
uma instalacéio. Para cada instalacéio i € F' existe um custo de abertura f;
caso seja aberto a instalagiio em i, e para cada par ¢ € F,j € C temos
um valor d;; que representa o custo para se conectar o cliente j com a
instalagdo 7. O objetivo do problema é determinar um subconjunto F’ C F
de instalagdes a serem abertas para atender todos os clientes de C' de tal
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forma a se minimizar o custo total da solu¢do definido como:

Z fi+ Z zneliFI}dij-

i€F jec

Note que definido o subconjunto F” de instala¢Ges abertas, em uma solucédo
de custo minimo cada cliente se conecta com a instalacdo mais préxima.

Este problema pode ser utilizado para modelar diversos problemas
praticos, como determinacdo de abertura de centros de distribuicdo para
uma rede de lojas, abertura de hospitais para atender comunidades,
localizacdo de servidores de video para atender clientes de sistema de video
sob demanda, etc. Este problema é bem investigado na literatura sob o
ponto de vista de otimizacdo combinatéria e se trata de um cldssico pro-
blema NP-dificil [Dre95].

Neste capitulo consideramos o Jogo da Localizacdo de Instalacdes
como um jogo UT de compartilhamento de custos, dado que este também
pode modelar diversas situacdes préticas de estabelecimento da partilha de
custos entre jogadores visando a constru¢cdo de um bem ou obten¢do de um
servigo.

Definicdo. No Jogo da Localizacdo de Instalages temos um grafo
G = (F UC, E) satisfazendo a desigualdade triangular, onde C' é um con-
junto de jogadores (representando clientes) e F' representa um conjunto de
instalagdes. Temos os custos f; de abertura da instalagdo ¢, € custos d;; da
arestaentre ¢ € F' e j € C. Para cada subconjunto S C C' temos o custo
da coalizdo S definido como

c(S) = P{I/Iérll? Z fl—&-Zmlnd”

= jes

Os jogadores tém como objetivo construir solu¢des de custo minimo para
atendé-los.

Note que dado S C C, ¢(S) representa o custo de uma solugio Gtima
para o problema de localizago de instalagdes sobre o grafo induzido por S
e F.

Exemplo 6.4.1. Considere a Figura (retirada de [NRTVO7[]). Temos
duas instalagdes com custo de abertura 2, e trés clientes onde os custos de
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fi=2 fa=2
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a b C

Figura 6.1: Um jogo de localizacdo de instalacdes.

conexao estdo especificados ao lado de cada aresta. A fungfo de custo deve
especificar o custo de cada possivel coalizdo. Para o exemplo temos os
seguintes custos para cada possivel coalizdo:

c(0) =0 c({a}) =4 c({b}) =3
c({ch =3 c({a,0}) =6 c({a,c}) =7
c({b,c}) =4 c({a,b,c}) =38

Para este exemplo especifico o niicleo é nio vazio. Para ver isto considere
o vetor de compartilhamento de custos « = (4,2,2). Esta distribui¢do
satisfaz o or¢amento balanceado e € facil checar que para qualquer coalizao
S C C, o custo desta € maior ou igual do que o pagamento « dos jogadores
em S.

Por outro lado ndo € verdade que o niicleo € ndo vazio para todo jogo
de localizacdo de instalagdes. De fato, considere a Figura (retirada
de [NRTVO7]). Nesta instdncia do jogo de localizacdo de instalacdes, o
nicleo € vazio.

Temos os seguintes custos para as coalizdes:

c(@) =0 c({a}) =4 c({b}) =3
c({c}) =3  c({a,b}) =6  c({a,c})=5
c({b,c}) =4 c({a,b,c}) =38

Se existir um vetor « no niicleo do jogo do exemplo da Figura[6.2] entéo as
seguintes desigualdades devem ser validas:

ag+ay <c({a,b}) =6
ap+a. <c({bc}) =4
ag+a. <c({a,c}) =5
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Figura 6.2: Um jogo de localizacdo de instala¢cdes com ntcleo vazio.

Somando estas desigualdades obtemos
20, + 205 + 20, < 15

e portanto
g+ ap + e < 7.5 < c({a,b,c}).

Logo se « for estavel ele ndo pode ser orcamento balanceado e portanto o
nucleo deste jogo é vazio.

Dado um jogo de localizacdo de instalagdes podemos determinar se
o nicleo é ou ndo vazio utilizando a técnica do Teorema Pode-
mos resolver o modelo primal utilizando o método da separacdo (veja 1.6
de [WNI14, ]), porém isto ndo podera ser feito em tempo polinomial a me-
nos que P = NP, visto que achar ¢(.S) para uma coalizdo S significa resol-
ver o problema da localizagdo de instalagdes no grafo induzido por S, que
€ um problema NP-dificil.

6.5 Niucleo aproximado

Vimos na se¢@o anterior que nem sempre existe um vetor no nicleo do
jogo de localizagdo de instalagdes. Também vimos que checar se o nicleo
€ ou ndo vazio é um problema intratidvel. Podemos relaxar a defini¢do
de ntcleo buscando encontrar uma fung¢do de pagamento que satisfaca as
condicdes de nicleo de forma relaxada.
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Definicdo. Considere um jogo cooperativo (A, ¢) onde ¢ mapeia o custo
de um bem para cada possivel coalizio S C A. Seja a € RI4! um vetor
onde a posi¢do j contém o valor o; que deverd ser pago pelo jogador j
na construcio do bem de custo ¢(A). Dizemos que um vetor @ € R4l
pertence ao niicleo y-aproximado se satisfaz as seguintes propriedades:

e orcamento y-balanceado: yc(A) < 3. 4 o < c(A)

e estabilidade: para todo S C A deve valer que ZjeS a; < c(9).
O pagamento sendo y-balanceado garante que pelo menos uma fragdo ~y
do custo total serd recuperado.

Exemplo 6.5.1. No exemplo da Figura [6.2]temos que a = (3.5,2.5, 1.5)
pertence ao nucleo 7&';5 -aproximado. Além do mais para este mesmo exem-
plo o nucleo v-aproximado é sempre vazio para y > % pois o pagamento
maximo para os clientes deve satisfazer o, + ap + o < 7.5, enquanto que

¢(A) = 8. Portanto qualquer 7 que leve a um ntcleo aproximado nio vazio
deve satisfazer

8y < maxz aj =T7.5.

J

Vimos na secdo anterior (Teorema [6.3.2)) como decidir se o nicleo de
um jogo de compartilhamento de custos € ou ndo vazio. Este resultado pode
ser adaptado para o caso de nicleo y-aproximado.

Teorema 6.5.2. Um jogo cooperativo UT (A, c¢) possui um nidcleo
~v-aproximado ndo vazio se e somente se para toda colecdo de pesos ba-
lanceados A for vélido que Y g 4 As - ¢(S) > vc(A).

Demonstragdo. Pela definigdo, um jogo (A,c¢) possui nicleo
~y-aproximado ndao vazio se e somente se a solucdo do programa li-
near abaixo tem valor maior ou igual a y¢(A). Denotamos este programa
linear por (PL1).

(PL1) max Z ;
JEA
sujeito a Zaj <¢(S) VS CA

JjES
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Pelo teorema forte da dualidade o valor 6timo deste programa linear é
igual ao de seu dual, denotado por (PL2), que € apresentado abaixo:

(PL2) min Z As - ¢(S)
SCA
sujeito a Z As=1 VjeA,
S: jes
As >0 VSCA.

Como vimos anteriormente, cada solucdo vidvel do dual corresponde a
uma cole¢do de pesos balanceados (o inverso também € verdadeiro).

Se o nucleo ~-aproximado é ndo vazio entdo o valor 6timo do primal
€ maior ou igual a yc(A). Portanto todas as suas solugdes vidveis do dual
terdo valor maior ou igual a yc(A). Assim para cada cole¢do de pesos
balanceado vale que } g 4 As - ¢(S) > ye(A).

Se toda solugdo vidvel do dual tiver valor maior ou igual a yc(A), entéo
a solugdo de valor minimo tem valor maior ou igual a y¢(A). Portanto o
valor 6timo do primal serd pelo menos yc¢(A) e obtemos um pagamento
~-balanceado. Portanto o nucleo y-aproximado € ndo vazio. O

Isto d4 origem a um problema interessante que é o de se determinar
o maior valor de v possivel para o qual o nicleo y-aproximado é ndo va-
zio. Em alguns casos é possivel determinar este valor baseado no gap de
integralidade do modelo (PL2).

Definicao. Considere um problema de minimizacdo, Z o conjunto de
instancias deste problema e uma instancia I € Z. Seja (PLI) um modelo
de programac@o linear inteira para o problema. Denotamos por PLI(I) o
valor de uma solug¢fo Gtima inteira de I e por PL([]) o valor de uma solugio

6tima do modelo relaxado. Definimos o gap de integralidade do modelo
PLI(I)
PL(T)

COmoO Maxjer . No caso de um problema de maximizacao a frago é

invertida.

Seja G o conjunto de todas as instincias de um determinado jogo de
compartilhamento de custos. O maior valor de ~ para o qual toda instancia
do jogo tem nicleo y-aproximado ndo vazio, é precisamente dado por

min 4 cyeg PLCI((ﬁ)’C), onde PL1(A,¢) é o valor da solu¢do 6tima do mo-

delo (PL1) para a insténcia (A, ¢). Note que PL1(A, ¢) tem 0 mesmo valor
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do que a solugdo do modelo dual (PL2), e portanto o maior valor de
possivel € dado por min 4 c)eg PLf((j)’c)

Um caso interessante ocorre quando o valor do modelo (PL2) inteiro
(quando as varidveis A sdo inteiras) é sempre c(A). Neste caso o maior
valor possivel para v é exatamente o inverso do gap de integralidade do
modelo (PL2).

Um exemplo deste caso € quando temos um problema de comparti-
lhamento de custos (A, c¢) onde a fungdo de custo é subaditiva (¢ é su-
baditiva se para quaisquer subconjuntos disjuntos 51,52 C A, vale que
¢(S1 U S2) < ¢(S1) 4 ¢(S2)). Neste caso se considerarmos as varidveis A
inteiras no modelo (PL2), temos que o valor da solugdo 6tima é igual a ¢(A)
(Aa = 1le Ag = 0paratodo S C A). Pois qualquer outra solucéo inteira
que contenha A\g, = 1 e Ag, = 1 pode ser modificada zerando-se estas
varidveis e fazendo-se Ag,us, = 1 sem piorar a solucdo. Isto pode ser
repetido até se obter a solu¢ao acima.

Teorema 6.5.3. Considere um jogo qualquer de compartilhamento de cus-
tos com funcdo de custo subaditiva. O maior valor possivel para v, tal que
o nucleo y-aproximado seja ndo vazio, € igual ao inverso do gap de inte-
gralidade do modelo (PL2).

Demonstragdo. O gap de integralidade do modelo (PL2) é definido como

PLI2(A,¢) c(A)

(Aoes PL2(A,¢)  (Awoeg PL2(A, ¢)’

pois c é subaditiva.
O maior valor de v para o niicleo aproximado ndo vazio é dado por

. PL2(A4,¢)
mm ——
(Ac)eg  c(A)

que € exatamente o inverso do gap de integralidade do modelo (PL2). [

6.5.1 Nucleo aproximado e localizacao de instalacoes

Nesta se¢do determinamos um valor v para que o nticleo y-aproximado
do jogo de localizagdo de instalacdes seja nao vazio. Vimos pelo Teo-
remal6.5.3]que o maior valor possivel € o inverso do gap de integralidade do
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modelo (PL2) se a func¢do de custo for subaditiva (este é o caso para o pro-
blema da localizag@o de instalagdes). Um resultado interessante é que este
gap € exatamente o mesmo de um modelo de programacio linear natural
para o problema.

Considere o seguinte modelo de programacao linear inteira para o pro-
blema da localizacdo de instalagdes que denotamos por (PLN1):

(PLND min > firi + 53 dijuis

icF i€F jeA
sujeito a Zyu >1 Vj e A,
i€F
xi—yijZO ViEF,VjGA,

xi, vy € {0,1} Vie F,Vje A,
cujo dual do modelo, denotado por (PLN2), relaxado é

(PLN2) max ) a

JEA
sujeito a Z Bij < fi Vi€F,
jeA
aj —diy < By Vie F,Vje A,
aj, Bij 2> 0.

Proposicao 6.5.4. A funcido de custo do problema de localizacdo de
instalagdes € subaditiva.

Com isto temos que o maior valor de ~ para um ndcleo ndo vazio no
jogo de localizacdo de instalacdes € igual ao gap de integralidade do mo-
delo (PL2). Veremos que este gap por sua vez € igual ao gap de integrali-
dade do modelo (PLN1).

Teorema 6.5.5. Os modelos (PL1) e (PLN2) sao equivalentes no sentido
de que qualquer solu¢cdo de um modelo € uma solugdo para o outro modelo
com mesmo valor de fung@o objetivo.

Demonstracdo. Seja o uma solugdo para o modelo (PL1). Vamos mostrar
que este mesmo vetor é uma solugdo para o modelo (PLN2), atribuindo
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ainda o valor de cada varidvel 3;; = max(0, o; — d;;). Suponha por ab-
surdo que tenhamos uma restricao

> B> fi

jEA
sendo violada no modelo (PLN2) para alguma instalagdo . Seja S o sub-
conjunto de jogadores j para os quais 3;; > 0 na restri¢do violada. Com

isso temos que
Z(aj —dij) = Zﬂz‘j > fi

jes jES
ou seja
E (o7 > fl =+ E dlj
jES jeSs

Note porém que no lado direito desta inequacdo temos o custo de uma
solucdo para S, onde abre-se a instalagdo ¢ e conecta-se cada j € S com a
instalacdo ¢. Como ¢(S) representa o custo de uma solucdo 6tima para S

temos
Z a; > c(S)
jes
o que € um absurdo pois « € solucdo vélida para o modelo (PL1).

Agora considere o como uma solugdo vélida para o modelo (PLN2).
Seja S C A e considere ¢(S) uma solugdo 6tima para S utilizando
instalagdes i1,...,74. Nesta solucdo denotamos por S; ,x =1,...,q,
como sendo o subconjunto de jogadores que estdo conectados a
instalagdo ,. Para cada instalacdo i, considere a soma do segundo grupo
de restri¢cdes do modelo (PLN2) para todo j € S;:

D (aj—di)) < D Biny < fia
jesiz jESiI
O que implica que
S o< fi, + Y, di
JESi, JESix
Somando estas desigualdades para cada,, x = 1,...,q temos

Zaj < ¢(S)

jES
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e portanto « € solucdo valida para o modelo (PL1). O

Coroléario 6.5.6. O maior valor de -y possivel para que o jogo de localizagdo
de instala¢des tenha nucleo ~y-aproximado nao vazio € igual ao inverso do
gap de integralidade do modelo (PLN1) para o problema da localizagao de
instalagoes.

Demonstragdo. Pelo Teoremal[6.5.3]sabemos que o maior valor de vy € igual
ao inverso do gap de integralidade do modelo (PL2). Sabemos que o valor
da solugdo 6tima inteira dos modelos (PL2) e (PLN1) é igual a ¢(A) e que
o valor 6timo da solugdo fraciondria de ambos os modelos tem o mesmo
valor, ja que os seus modelos duais sdo equivalentes pelo Teorema [6.5.5
Portanto o gap de integralidade dos modelos (PL2) e (PLN1) sdo iguais.

O

Uma maneira de se determinar limitantes para o gap de integralidade
do modelo (PLNT1) € via resultados de algoritmos de aproximacdo que sdo
baseados em programagio linear. Seja PLN1([) o valor da solugéo Gtima
fraciondria para uma instancia I do problema e suponha que em uma prova
da corretude de um algoritmo aproximado alguém tenha demonstrado que
o algoritmo sempre constréi uma solugao inteira com custo menor ou igual
a 0 - PLNI(I). Isto demonstra que o gap de integralidade do modelo
(PLN1) € no maximo ¢. Outra forma similar é via algoritmos baseados
na técnica primal-dual. Neste caso, em geral, algoritmos constroem uma
solucdo vidvel para o modelo dual (PLN2) com valor PLN2(I) e a0 mesmo
tempo uma solugéo primal cujo valor é menor ou igual a § - PLN2(I). Da
mesma forma este valor de ¢ serd um limitante para o gap de integralidade
do modelo primal (PLN1).

Um resultado cldssico em aproximagdo € a 3-aproximacao primal-dual
de Jain e Vazirani [JVOI] para o problema da localizacdo de instalacdes.
Com este resultado temos entdo que o jogo de localizagdo de instalagdes
tem niicleo 1/3-aproximado ndo vazio para qualquer insténcia do jogo.



APENDICE A

Conceitos de Computacao

Neste apéndice, apresentamos alguns conceitos de Teoria da
Computacdo que utilizamos no decorrer do livro.

A.1 Complexidade computacional

Quando medimos a complexidade computacional de algoritmos, a
maneira padrdo € defini-la em fungdo do tamanho (nimero de bits) da
instancia. Assim, podemos comparar algoritmos, por exemplo, pelo tempo
(nimero de passos executados) para resolver uma instancia de um dado
tamanho.

Os algoritmos de tempo polinomial apresentam na sua grande maioria
um bom desempenho computacional e com isso sdo chamados de algorit-
mos eficientes. Porém, existem diversos problemas na literatura para os
quais ndo se conhece algoritmos de tempo polinomial para resolvé-los.

Duas importantes classes de complexidade computacional se destacam:
as classes P e NP. A classe P consiste dos problemas de decisdo (pro-
blemas com resposta SIM ou NAO) para os quais hd algoritmo de tempo
polinomial para resolvé-lo.

A classe NP consiste dos problemas de decisao para os quais a resposta
SIM pode ser verificada por um algoritmo de tempo polinomial usando um
certificado de tamanho polinomial. Claramente, P C NP, porém ndo se
sabe se P = NP. De fato, a questdo “P = NP?” ¢é um dos principais
problemas em aberto da Ciéncia da Computag@o. Uma classe de problemas

115
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muito importante para o entendimento e possivelmente da solugdo desta
questdo ¢ a dos problemas NP-completos. Um problema NP-completo é
um problema em NP com a propriedade de que se existir um algoritmo
de tempo polinomial para este, entdo todos os problemas em NP também
podem ser resolvidos em tempo polinomial. Ou seja, a existéncia de um al-
goritmo de tempo polinomial para um problema NP-completo implica que
P = NP. Atualmente, sdo conhecidos apenas algoritmos de tempo expo-
nencial para resolver problemas da classe NP-completo [Coo71GJ79].

Para exemplificar o crescimento de funcdes exponenciais compara-
das com fungdes polinomiais, considere um computador com velocidade
de 1 Terahertz. A Tabela [A.T] mostra os tempos obtidos para algumas
fungdes polinomiais e exponenciais, onde os tempos sao dados em segun-
dos (seg), dias e séculos (séc).

f(n) n =20 n = 60 n = 100

n 2,0 x 107 seg 6,0 x 107 seg 1,0 x 107 1Oseg
n? 4,0 x 107 0%eg 3,6 x 107 %eg 1,0 x 10~ 8seg
n? 8,0x 10 %eg 2,2x 10 "seg 1,0 x 10 Sseg
2™ 1,0 x 10~ 6seg 13,3 dias 4,0 x 108séc

3" 3,5 x 10 3seg 1,3 x 107séc 1,6 x 10%%séc

Tabela A.1: Comparacdo de func¢Ges de tempo computacional.

Note que um algoritmo de tempo 2" € impraticavel para instancias gran-
des. Uma alternativa para contornar esta dificuldade seria tentar utilizar
computadores mais velozes para lidar com instancias maiores. Porém, isso
¢ ineficaz para algoritmos exponenciais. Por exemplo, considere dois com-
putadores, sendo o segundo mil vezes mais rapido do que o primeiro. Se um
algoritmo com tempo de execucdo n? conseguir resolver instincias de ta-
manho N no primeiro computador atual, ele conseguira resolver instancias
de tamanho 31,6 N no segundo, no mesmo tempo. Por outro lado, se o
algoritmo tiver tempo de execugdo 2", entdo ele s conseguird executar
instancias de tamanho N 49,97 (apenas uma constante a mais) no segundo
computador, no mesmo tempo. Para mais detalhes, veja [GJ79, MiyO3|.

Depois que Cook [[Coo71]] provou que o problema SAT é NP-completo,
varios outros foram provados serem NP-completos (veja [CLRSO1}|GJ79,
ACGT99]). Apesar da classe NP ser de problemas de decis?o, ela contem-
pla vérios problemas que sdo simplificacdes de problemas de busca e de
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otimizag¢do combinatdria.

Um problema ¢ dito NP-dificil quando a existéncia de um algoritmo de
tempo polinomial para tal problema implica na existéncia de um algoritmo
de tempo polinomial para algum problema NP-completo. Na prética exis-
tem diversos problemas NP-dificeis, como problemas de escalonamento
de tarefas, balanceamento de carga, projeto de redes de telecomunicagdes
e circuitos VLSI, roteamento de veiculos, empacotamento de objetos em
containers, localizacdo de centros distribuidores, alinhamento de DNA e
proteinas, classificacdo de dados, etc [Vaz01l ICCD"01]. Para mais deta-
lhes sobre modelos de computacdo, classes de complexidade e otimizacdo
combinatdria, veja [CLRSO1L|GJ79, [Pap94].

Indicamos o livro de Papadimitriou [Pap94] para um aprofundamento
nos fundamentos principais de Complexidade Computacional.

A.2 Algoritmos de aproximacao

Como vérios dos problemas de otimizagdo discreta sdo NP-dificeis,
se P # NP, entdo ndo € possivel obter um algoritmo para um problema
NP-dificil que seja capaz de encontrar, para qualquer instancia, solucdes
6timas em tempo polinomial [WS11]]. Uma forma de contornar esse pro-
blema € utilizar um Algoritmo de Aproximagdo que apesar de encontrar uma
solucdo ndo necessariamente Gtima, tem uma garantia de que tal solugdo
ndo tem valor maior (no caso de minimizacdo) ou menor (no caso de
maximizac¢io) do que um determinado fator do valor de uma solucao tima.

Definicao. Considere um problema de otimizagido em que Z é o seu con-
junto de instincias e OPT(I) indica o valor de uma solugdo 6tima para
uma instincia [ € 7.

Dizemos que um algoritmo é uma «a-aproximagcdo para tal problema se

e 0 algoritmo consome tempo polinomial no tamanho da representacio
de I,

e se SOL(I) é o valor da solugiio encontrada pelo algoritmo para a
instancia I € 7, entdo

SOL(I) OPT()Y _
e { OPT(I)’ SOL(I) } =
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Se um algoritmo é uma a--aproximagdo para um problema de otimizacao,
dizemos que « € a razdo de aproximagdo de tal algoritmo.

Apresentamos a seguir um conceito bem importante relacionado a al-
goritmos de aproximagao.

Definicao. Considere um problema de otimizacdo. Um esquema de
aproximagdo polinomial (PTAS, polynomial-time approximation scheme) é
uma familia de algoritmos {A.} onde existe um algoritmo para cada cons-
tante ¢ > 0 e A. é uma (1 + ¢)-aproximagéo para tal problema.

Um PTAS pode ser visto como um udnico algoritmo que recebe uma
instancia I e um € > 0 com duas caracteristicas. Em primeiro lugar, tal
algoritmo executa em tempo polinomial no tamanho da representacio de I
(mas ndo necessariamente em 1/¢) e em segundo lugar ele devolve uma
solu¢do com valor no maximo 1 + ¢ vezes o valor de uma solucdo 6tima
(no caso de um problema de minimizacdo). Se o algoritmo for polinomial
também em 1/¢, entdo temos um esquema de aproximagdo totalmente po-
linomial (FPTAS, fully polynomial-time approximation algorithm).

Além de encontrar algoritmos de aproximag@o para problemas de
otimizac¢do que sdo NP-dificeis, estamos interessados também em encon-
trar bons limitantes inferiores para a razdo de aproximacdo de qualquer
algoritmo para um determinado problema. Em geral, isso é feito através da
categorizacdo dos problemas em classes, assim como fazemos com proble-
mas de decisdo.

Em particular, a classe APX é formada pelos problemas de otimizagio
para os quais existe um algoritmo de aproximacdo de razdo constante e, as-
sim como no caso da classe NP, podemos considerar também a completude
de problemas dentro da classe APX. Em particular, um problema é APX-
dificil se a existéncia de um PTAS para o mesmo implicaria que P = NP.

Outro caso interessante ¢ quando um problema é fortemente NP-dificil,
isto é, mesmo a versao do problema onde a entrada é dada de forma undria
é NP-dificil. Nesse caso, tal problema nao tem um FPTAS a ndo ser
que P = NP.

Existem também casos onde a existéncia de um algoritmo de
aproximacdo com razdo constante para um determinado problema de
otimizagdo implica que P = NP. Podemos considerar até mesmo restri¢des
mais fortes. Por vezes, descobrimos que se formos capazes de aproximar
um problema por uma determinada razio « (ndo necessariamente cons-
tante), entdo concluiriamos que P = NP.
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Os livros de Williamson e Shmoys [WSI11], Vazirani [Vaz0l] e Car-
valho et al. [CCD™01] sdo excelentes introdugdes a area de algoritmos de
aproximacao, abordando em mais detalhes as defini¢des e conceitos apre-
sentados nessa secdo.

A.3 Programacao linear e inteira

Comecamos essa se¢do abordando a Programagdo Linear, cujos con-
ceitos serdo utilizados posteriormente para introduzir Programacao Inteira
Mista.

Em um programa linear desejamos, dados um vetor ¢ € Q", um vetor
b € Q™ e uma matriz A € Q™*", encontrar z € Q" que

(P) max Z CjT;

=1

sujeito a ZAij:cj <b Vie{l,...,m},
i=1
z; >0 Vje{l,...,n}

Podemos considerar também algumas variantes (que sdo equivalentes
a definicdo acima), onde ao invés de maximizar desejamos minimizar ou
entdo consideramos desigualdades onde o limitante € inferior (ao invés de
superior como acima), restri¢des de igualdade e outras op¢des para os sinais
das varidveis (ndo-positivas ou livres de sinal). De fato, podemos fazer uma
combinacgdo desses vdrios tipos de restrigdes e posteriormente encontrar um
programa linear equivalente no formato considerado acima.

Um fato importante em relagdo a programacio linear é que existem
algoritmos polinomiais (como o Método dos Elipséides [Kha79] e Métodos
de Pontos Interiores [Kar84]) capazes de encontrar solugdes Otimas para
programas lineares. Assim, a programacao linear tem um papel importante
em aspectos tedricos da Otimizacdo Combinatdria sendo, em particular,
muito utilizada no projeto de algoritmos de aproximacao.

Um conceito muito importante para a teoria da Programacdo Linear
é o programa dual. Considere o programa linear (P), que chamamos de
Programa Primal, apresentado acima. O Programa Dual, representado
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por (D), consiste em encontrar y € Q™ que

(D) min i biyi

Jj=1

sujeito a ZAijyi >c¢; Vje{l,...,n},
i=1
y; >0 Vie{l,...,m}.

Existem algumas relacOes interessantes entre o programa primal e o
programa dual. Em primeiro lugar, cada varidvel do programa primal cor-
responde a uma restri¢do do programa dual e cada restri¢do do programa
primal corresponde a uma varidvel do programa dual. Em segundo lugar,
existe um resultado bastante interessante que relaciona solucdes 6timas do
primal com solugdes 6timas do dual. Antes de enunciarmos tal teorema,
precisamos de duas defini¢des.

Definicao. Seja (P) um programa linear. Dizemos que (P) € invidvel se ndo
existe solucdo viavel para (P).

Definicdo. Dizemos que um programa linear (P) de maximizacdo € ili-
mitado se, para todo real M, existe uma solu¢do vidvel de (P) com valor
maior do que M. De forma anéloga, dizemos que um programa linear (P”)
de minimizacdo ¢ ilimitado se, para todo real M, existe uma solucdo vidvel
de (P’) com valor menor do que M.

Estamos prontos para apresentar o resultado de Gale, Kuhn e Tuc-
ker [GKT51]] que relaciona o programa primal com o programa dual.

Teorema A.3.1 (Teorema Forte da Dualidade [GKT51]]). Seja (P) um pro-
grama linear e seja (D) o seu programa dual. Temos que

e Se (P) tem uma solucgdo 6tima entdo (D) tem uma solugdo 6tima e os
valores de tais solugdes sdo iguais.

e Se (P) é inviavel, entdo (D) € invidvel ou ilimitado.
e Se (P) é ilimitado, entdo (D) € inviavel.

Outro resultado interessante envolvendo o programa linear primal e o
programa linear dual € a condi¢@o de folgas complementares.
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Teorema A.3.2. Seja (P) um programa linear e seja (D) o seu programa
dual. Para toda solugdo 6tima x* de (P) existe uma solugdo 6tima y* de (D)
tal que:

e Parai € {1,...,m},sey; = 0,entdo 37, Ajjx; = b;.

e Paraje {1,...,n},sex; =0,entdo Y .-, A;;y; = ¢;.

Na Programacgdo Linear Inteira, temos um programa linear onde, algu-
mas (ou até mesmo todas) as varidveis precisam assumir valores inteiros.
Essa restricdo nos d4 um grande poder computacional em troca de uma
maior dificuldade em resolver tais programas, ja que a programacdo linear
inteira é NP-dificil [GJ79].

Quando formulamos um determinado problema de otimizacdo uti-
lizando um programa linear inteiro, dizemos que tal programa é uma
Formulagdo PLI para tal problema. Dado um PLI, podemos remover as
restri¢des de integralidade para obter um programa linear. Chamamos esse
programa linear de Relaxagdo Linear do PLI em questdo. Tal conceito é
muito util para o projeto de algoritmos de aproximacao ja que a relaxacdo
linear d4 um limitante superior para o valor de uma solucao 6tima do PLI
(no caso da maximizagdo; para minimizacao trata-se de um limitante infe-
rior).

O livro de Chvatal [Chv83]] € uma excelente op¢do para um aprofun-
damento na drea de programacao linear, pois apresenta uma introdugdo a
programacio linear juntamente com os resultados essenciais da drea.
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